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Capitulo 1

Introduccion

Un tema de gran importancia en epidemiologia es la mitigaciéon y control de nue-
vas epidemias. Algunos ejemplos de enfermedades infecciosas de relevancia actual
que, debido a sus impactos en la sociedad, demuestran la importancia de dicha pla-
neacion incluyen influenza [35], ébola [33], COVID-19 [36] entre otros ejemplos bien
documentados.

Una de las herramientas més recurridas para estudiar estrategias de control y
mitigacion son los modelos matematicos, entre los cuales destaca el modelo SIR pre-
sentado en 1927 por Kermack y McKendrick [25], y sus derivados. Més atn, en la
actualidad, cuando se habla de controlar brotes de enfermedades infecciosas, se suele
usar algiin modelo de tipo SIR. En este tipo de modelos se considera esencial el pa-
rametro epidemioldgico Ry, también conocido como indice reproductivo basico. Sin
embargo, esta familia de modelos deterministas, en su mayoria, esta basada en supues-
tos como el de mezcla homogénea en la poblacion y tamanos poblacionales grandes,
los cuales no necesariamente se cumplen en la realidad, por lo cual resulta muy dificil
proyectar el desarrollo general de una epidemia basado tinicamente en el Rj.

En este trabajo proponemos un nuevo modelo epidemiolégico cuyas dinamicas
se deducen de primeros principios. Es una formulacion estocastica del modelo SI y

describe cualitativamente el desarrollo de una epidemia, de inicio a fin.
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Debido a que el modelo que propondremos tiene una fuerte inspiracién en modelos
clasicos de poblaciones probabilistas, revisaremos primero tales modelos en la primera
parte de esta tesis.

En el capitulo [2| veremos una introduccion a los modelos poblacionales. En parti-
cular estudiaremos el proceso de ramificacion Bienaymé-Galton-Watson y el modelo
Wright-Fisher para poblaciones haploides y diploides. En el caso del proceso de rami-
ficacion Bienaymé-Galton-Watson estudiaremos la probabilidad de que la poblacién
no se extinga y en el caso del modelo Wright-Fisher estudiaremos las consecuencias
de la deriva genética y el tiempo de fijacion.

En el capitulo|3|se da una introduccion a las cadenas de Markov en tiempo continuo
y sus aspectos mas relevantes, los cuales seran de gran utilidad en los capitulos y
secciones subsecuentes. Seguido de esto, se proporciona la descripcion del modelo de
Moran junto con las consecuencias de la deriva genética en el mismo. Finalmente,
con el interés de poder describir la genealogia del modelo de Moran, se presenta el
n-coalescente. Para entender a detalle la fijacion y el comportamiento del ancestro
comun maés reciente (ACMR) se presentan los procesos ACMR y de fijacion.

El capitulo [4 contiene toda la informacion relacionada con el proceso Look-Down,
empezando por su definicién y un analisis de su relaciéon con el modelo de Moran.
Seguiremos con la definiciéon de los procesos de nivel hacia adelante y hacia atras,
los cuales describen los linajes ancestrales de los individuos en el modelo de Moran.
Después, presentamos las curvas coalescentes y discutimos una forma de recuperar el
proceso ACMR desde el Look-Down. Por tdltimo, se define la curva de fijaciéon y se
discute su relacion con los ACMRs y las curvas coalescentes.

En el capitulo [5 volveremos la vista sobre algunos modelos epidemiolégicos clési-
cos. Comenzamos repasando la formulaciéon del modelo SIR determinista, seguida de
una breve discusiéon sobre las implicaciones que tienen los supuestos del mismo. De
igual forma, se presenta la formulacion del modelo SI determinista y se discuten las
implicaciones de sus supuestos. Como tltimo punto, se presenta el indice reproductivo
bésico y se analizan los alcances y limitaciones de esta cantidad en la determinacion

del desarrollo de una epidemia.
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En el capitulo [0] se presenta un modelo epidemiolégico probabilista con microdi-
namicas y tiempo reverso. El capitulo comienza con la revision de algunos modelos
epidemiologicos estocasticos utilizados en la literatura. Después se define el modelo
SI probabilista, y se muestra la convergencia del comportamiento promedio al SI de-
terminista. Mas adelante se da la adaptacion del proceso Look-Down al modelo SI
probabilista y se extrae un nuevo proceso para evaluar el desarrollo de la epidemia:
el proceso {I; : t > 0}. A continuacion se hacen los calculos para encontrar una ex-
presion explicita del generador infinitesimal del proceso I;. De igual forma se da una
introduccion a las distribuciones tipo fase y se calcula la distribucion del tiempo de
paro de la epidemia. Finalmente se evaliian los alcances y limitaciones del proceso I;
como descriptor del desarrollo de una epidemia.

En una dltima seccion se presentan las conclusiones a las que llegamos sobre el
modelo propuesto, exponiendo sus virtudes y debilidades, y se hace una propuesta de

trabajo a futuro.



Capitulo 2

Introduccion a los modelos

poblacionales

Como se menciona en [I3], histéricamente el modelado de poblaciones biologicas
ha sido un estimulo importante para el desarrollo de nuevas herramientas en procesos
estocasticos. De esta forma, con la meta final de desarrollar un modelo epidemio-
logico de naturaleza estocastica, comenzaremos por estudiar modelos de poblaciones
biologicas. Asi, habiendo entendido los resultados de varios modelos poblacionales con
dinamicas similares a las del modelo epidemiolégico, serda mas facil atacar el problema

de la definiciéon y probar propiedades del mismo.

2.1. Proceso de ramificacién Bienaymé-Galton-Watson

Algunas de las caracteristicas de las poblaciones biologicas, tales como el tama-
no poblacional y las relaciones genealdgicas, pueden describirse con un ciclo de vida
simplificado, en el cual los individuos nacen, transfieren la informacién genética he-
redada de sus padres y mueren. Mas alla del ciclo de vida, que ha llevado a plantear
varios modelos poblacionales, hay aleatoriedad en el ntimero de hijos que tendra cada
individuo de una generaciéon. Con esta idea podemos comenzar a construir algunos
procesos de ramificaciéon que, aunque sean simplificaciones de la realidad, serviran

como piedra angular en la construcciéon de modelos poblacionales més realistas, en
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los cuales nos basaremos para definir un nuevo modelo epidemiolégico con dinamicas
probabilistas.

Teniendo esto en cuenta, consideramos una poblacién con generaciones en tiempo
discreto, en las que cada individuo se reproduce de manera independiente. De forma
més especifica se puede decir que cada individuo de la generacion ¢t engendra k hijos
con probabilidad py y muere, de forma que la generacion (¢ + 1) esta formada por la
descendencia de los individuos de la generacion t.

Esta situacion puede retratarse con el proceso de ramificacion Bienaymé-Galton-
Watson (Proceso BGW) que es una cadena de Markov {Y; }4en, donde Ny := {0,1,2,...}
y Y; representa el ntimero de individuos en la generacion t. Notemos que el ntimero
de individuos en cada generacion puede ser cualquier entero no negativo, por lo que
el espacio de estados del Proceso BGW es Nj. Para cada individuo ¢ en la generaciéon
t podemos definir, de manera independiente, la variable aleatoria & que representa el
numero aleatorio de hijos que tendra. Asi tenemos que &7, &s, ... son variables alea-
torias independientes con distribucion P [§; = k] = py para toda ¢ € N, donde k € Ny.
De esta forma, al tomar una condicién inicial Yy en N, para cualquier £ > 0 tenemos

que
Y:

Yo =) & (2.1)
=1

Consecuentemente, las probabilidades de transicion del modelo pueden escribirse co-

mo
p(i,j) =PV =j | V=i =P[G+---+&=J] parai>0yj>0.  (2.2)

Observemos que cuando no hay ningun individuo en la poblacién no puede haber
ningtn nacimiento por lo que p(0,0) = 1.

Tomando lo anterior en consideracion, una de las preguntas que mas nos interesa
responder es jcuél es la probabilidad de que la poblacion evite la extincion en un lapso
determinado? En términos del modelo, la extincién ocurre si el proceso es absorbido

al estado 0. Para responder a esta pregunta seguiremos la presentacion llevada a cabo
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en las paginas 67-69 de [I5]. Comencemos examinando el nimero promedio de hijos
engendrados por un individuo, el cual esta dado por la esperanza de la distribuciéon de

las variables aleatorias &1, &9, . . ., también conocida como distribucion de descendencia

p=> k-p (2.3)
k=0

Asi, si al tiempo ¢ — 1 hay m individuos, el nimero promedio de individuos al tiem-
po t no es mas que myu. Esto puede escribirse rigurosamente usando la esperanza

condicional:

[Yi—1
E[Y;|Vi1=m] = E Z@\Ytl:m]

m
= Z“
i=1

= mp,

de forma que E[Y; | Y;-1] = uY;—1. Ahora podemos tomar la esperanza de ambos
lados de la igualdad y obtener que E[Y;] = plE [Y;_1]. Asi, al repetir este proceso de

forma iterativa, obtenemos finalmente que
E[Y}] = u' E[Y]. (2.4)

Si 1 < 1 tenemos entonces que E [Y;] tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito. Recordando
ademas que para una variable aleatoria discreta, X, con funcion de distribucion F(x),

esperanza finita y soporte en Ny se tiene que E[X]| = > 7 (1 — F(x)) se sigue que

=0
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o0

EY] = 3 (1-PY; <a])

= iP[Yt > 1
> Bz 1)

De forma que P[Y; > 1] tiende a 0 cuando ¢ tiende a infinito. Asi, podemos concluir
que si p < 1 entonces la extinciéon ocurre con probabilidad 1.

Para tratar los casos en los que 1 > 1 comenzamos por considerar la probabilidad
de que el proceso alcance la extincion empezando en Yy = 1, la cual denotaremos
por p. De esta forma tenemos que si hay k hijos en la primera generacién, entonces
para que ocurra la extincion se debe extinguir la linea familiar de cada uno de ellos.
Observemos que las lineas familiares se desarrollan de manera independiente y cada
una de ellas tiene la misma probabilidad de extincién p, por lo que la probabilidad
de que se extinga cada una de las lineas familiares de los & hijos es p¥. De esta forma,

podemos escribir la probabilidad de extincién p como
p=> s (2.5)
k=0

Ahora, considerando la funcién generadora de probabilidad de la distribucion de des-
cendencia, ¢(0) = > 2, prf*, podemos escribir la ecuacién anterior como p = ¢(p).
Es facil comprobar que la ecuacion (2.5)) tiene una raiz trivial en p = 1. El siguiente

resultado identifica la raiz que a nosotros nos interesa:

Lema 2.1. La probabilidad de extincion p es la solucion mds pequena a la ecuacion

¢(r) =2 con0 <z <1

Demostracion. Extendiendo el razonamiento que se utilizé para obtener la ecuaciéon
(2.5), observamos que para que el proceso llegue a 0 en el tiempo ¢, todos los descen-
dientes de distintas generaciones de los individuos de la primera generacion deben ser

0 en t — 1 unidades de tiempo, por lo que
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P, =0 =3 pi Pl =0 (2.6

Asi, si denotamos a P [Y; = 0] por p; para t > 0, entonces p; = ¢(p;_1) para t > 1.
Ahora, como 0 es un estado absorbente, tenemos que py < p; < ps < .... Asi tenemos
que la secuencia {p:}+>0 es creciente y acotada por 1 por lo que converge a un limite
que llamaremos p.,. Podemos calcular el limite cuando ¢ tiende a infinito en ambos
lados de la igualdad p; = ¢(p;—1) obteniendo asi que po, = @(ps) PoOr lo que po, e€s
una solucion a la ecuacion ¢(z) = . Para terminar la prueba consideremos a p como
la solucion mas pequenia a la ecuacion ¢(z) = x con 0 < x < 1. Tenemos entonces que
po = 0 < p ya que p es una probabilidad acotada entre 0 y 1. Dado que ¢ es creciente
y p es solucion de ¢(x) = x, se sigue que p; = ¢(po) < ¢(p) = p. Més aun, se puede
usar induccién para ver que p; < p para cualquier ¢ € N. De esta forma, al tomar
el limite cuando ¢ tiende a infinito tenemos que p,, < p. Sin embargo, como p es la

soluciéon mas pequena, tenemos que po, > p por lo que se cumple que p,, = p. 0

Basandonos en el lema anterior probaremos que si ;4 > 1 entonces hay una pro-
babilidad positiva de evitar la extincion y si p = 1, al excluir el caso trivial cuando
p1 = 1, entonces la extincién ocurre con probabilidad 1. Para probar que si u > 1
entonces hay una probabilidad positiva de evitar la extincion, en vista del Lema [2.1]
solo debemos mostrar que existe una raiz menor que 1 para la ecuacion ¢(x) = z
con 0 < x < 1. Para ello consideremos dos casos. Si pg = 0, entonces se tiene que
¢(0) = 0 y asi 0 es la raiz mas pequena, por lo que la probabilidad de extincion seria

0. Si pp > 0, entonces tenemos que ¢(0) = py > 0. Luego, al derivar ¢ obtenemos que
¢(x) =Y pp-kat (2.7)
k=1

De forma que ¢'(1) = Y, | px - k = p. Ahora, recordando la definicion de la derivada
tenemos que

¢'(1) = lim

h—0

¢(1) —o(1 —h)
- .
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Ademas, sabemos que este limite debe ser igual al limite cuando h tiende a 0 por

w tenemos que para cualquier

la derecha. Recordando la definicién limy,_,o+
e > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < h < & entonces \w —¢'(1)] < e. Asi
tenemos que

¢(1) —¢(1 —h)
h

& —he <¢(1) — (1 —h) — he'(1) < he.

—¢d(1)]|<e & —e<

En particular, fijaindonos tnicamente en la desigualdad de la izquierda y despejando

(1 — h), se obtiene

(1 —h) < d(1) —h¢/(1) + he =1 — h(p —¢).

Finalmente, recordando que p > 1, para g = ;%1 > 0 se tiene que p — e > 1.
Asi, por lo anterior, tenemos que existe g > 0 tal que si 0 < h < &y entonces
¢(1—h) < 1—h(pu—ep). Méas atn, para 6* = min{1/2, dp} se cumple que si 0 < h < ¢*
entonces ¢(1 —h) < 1—h(p—ep). Ahora, como p—eg > 1y h > 0 entonces tenemos
que 1 —h(p—e) < 1—hy asi tenemos que ¢(1 —h) < 1 —h. Combinando esto con el
hecho de que ¢(0) > 0 tenemos que, por el teorema del valor intermedio, existe una
solucion de ¢(z) = z entre 0 y 1 — h (Ver la figura [2.1)).

Por ultimo queremos probar que si i = 1 entonces la extincion ocurre con proba-
bilidad 1. Para ello excluiremos el caso trivial en en el p; = 1. Siendo asi, por el Lema

2.1], solo hace falta ver que cuando p; < 1 no hay ninguna raiz menor que 1. Para ello

notemos que si p; < 1 entonces para y < 1 se tiene que

S)=> -kt <Y prok=1
k=1 k=1
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Asi si x < 1 entonces, en vista del teorema fundamental del calculo, se tiene que

¢(x)

o(1) - / & () dy

¢<1>—/ 1dy
1—(1—2)

x.

10

Por lo tanto tenemos que ¢(z) > z para toda z < 1 y no hay ninguna soluciéon de

¢(x) = x que sea menor que 1 (Ver la figura [2.1)).

1
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Figura 2.1: Ejemplo de las raices de ¢(x) = x con 0 <z < 1 cuando u < 1, p =1
y ;> 1. En este caso se observa la grafica de la funcién generadora de probabilidad,
o(z), de las distribuciones Poisson(0.5), Poisson(1) y Poisson(2) en color azul y la
funcion identidad, x, en color negro. Las intersecciones entre la funciéon identidad y

la funcion generadora de identidad son las raices de ¢(x) = = en cada caso.

En resumen, tenemos que si la media de la distribucién de descendencia es menor o

igual que 1 se alcanza la extinciéon con probabilidad 1, pero si es mayor que 1 entonces

hay una probabilidad positiva de evitar la extincion.
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2.2. Modelo Wright-Fisher haploide

En esta seccion estudiaremos la reproduccion y la deriva genética de una poblacion
en la cual los individuos tienen un tnico ancestro, tal como es el caso de las células.
La deriva genética es un mecanismo de evolucion, y se refiere a las fluctuaciones
aleatorias en las frecuencias de los alelos de una generaciéon a la otra. Para entender
mas a fondo la forma en la que se construyen las genealogias de un individuo y cémo
se da la herencia genética del mismo, utilizaremos el modelo Wright-Fisher; este es
uno de los modelos més sencillos de reproduccion y herencia genética. Presentaremos
el modelo para un tnico locus en una poblaciéon haploide de tamano constante N.
Otros supuestos para este modelo son que no hay mutaciéon y que las generaciones
evolucionan de manera discreta. De esta forma en cada generacion cada individuo,
de forma independiente, elige a su ancestro de manera aleatoria con probabilidad
uniforme entre los individuos de la generaciéon anterior y hereda su genotipo.

Ahora, definiremos algunas cantidades de relevancia para el modelo. Comencemos
por observar que estaremos contando las generaciones hacia adelante en el tiempo,
de forma que, por conveniencia, la generacion inicial se denotard como “generacion
0”. Como se menciond anteriormente, la poblacién de cada generacion consiste de N
individuos, por lo que, siguiendo la notacion de [11], denotaremos a los individuos de
la generacion n-ésima por I, ; ... I, y. Se puede esquematizar el modelo Wright-Fisher
en una gréfica donde el individuo 7, j, con n € Ny y 1 < j < N esta representado por
un punto en la fila n y columna j, tal como se observa en la figura [2.2]

Si bien exponemos el modelo diciendo que los hijos escogen a sus padres en realidad
estamos plasmando que cada individuo en la generacién produce un nimero muy
grande de gametos que se combinan para formar un grupo del cual se extrae una
muestra de N individuos, que conformaréan la siguiente generaciéon. Si ademas todos
los individuos de la generacion de ancestros estdn en las mismas condiciones se puede
suponer que producen la misma cantidad de gametos en promedio, por lo que todos

tienen la misma posibilidad de que sus gametos pertenezcan a la muestra.
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IO,5

L

Tiempo

4 1 2 3 4 5

Figura 2.2: Ejemplo de las primeras seis generaciones en un modelo Wright-Fisher
con cinco individuos haploides y dos alelos, a (de color azul) y A (de color rojo).

Con esto en mente, para la generacion n, podemos definir las variables aleatorias
Snls--->Sn,n las cuales representan el ntimero de hijos de cada uno de los indivi-
duos, I,,; conn € Ngy 1 < j < N. Asi tenemos que el vector (S,1,...,S,n) tiene

distribucion multinomial con N ensayos y probabilidades iguales de éxito 1/N:

P (St rsu) = (K1, hy)] = (kl .].\TkN)%ﬂ{Zﬁv—l’“i:N}' (2.8)

Por otro lado, utilizando el mismo razonamiento pero fijAndonos ahora en un solo
individuo de la generacion de ancestros, tenemos que el ntiimero de descendientes de
un individuo tiene distribucién binomial con N ensayos y probabilidad de éxito 1/N.

De forma que para cualquier individuo 7, ;, con n € Ny y 1 < j < N, tenemos que

r - () (2 (- ) o9
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2.2.1. Consecuencias de la deriva genética

Hasta este punto hemos estudiado la dindmica de la poblaciéon tnicamente en
términos de los descendientes y ancestros de cada uno de los individuos. Sin embargo,
podemos estudiar la deriva genética de forma cuantitativa usando el modelo Wright-
Fisher. Como se menciona en [21], la deriva genética es el proceso de cambios aleatorios
en la frecuencia de alelos de la poblacion. Asi, para poder estudiar dicha dindmica,
consideremos un solo locus con dos alelos a y A en una poblacion haploide de tamano
N.

Comencemos por denotar al niimero de alelos A en la poblaciéon de la generacion
n como A, y su frecuencia como P, = A, /N. Con esto en mente, podemos calcular
la probabilidad de que al tiempo n+ 1 haya j alelos A (A,,+1 = j) dado que al tiempo
n habia i alelos A (A, = i) con 0 < 4,5 < N. Siguiendo un razonamiento similar
al utilizado para obtener la ecuacion tenemos que la probabilidad buscada esta
determinada por una distribuciéon binomial con N ensayos y probabilidad de éxito

P, = A, /N, de forma que

Pli,§) = P[Aner = j | Ay = ] = (z]v) (%)J (1 - %)N_j. (2.10)

Observemos que la ecuacion anterior corresponde a la probabilidad de transicion
del estado A,, = 7 al estado A, 1 = j de forma que la ecuacion define la matriz
de transicion P con entradas P;; = P(¢,7) donde 0 < 4,5 < N de una cadena de
Markov homogénea en el tiempo; lo cual a su vez implica que {4,, : n € Ny} es una
cadena de Markov. De esta forma podemos definir al vector de probabilidades sobre el
espacio de estados en la generaciéon n como x,, y asi tenemos que X, 11 = X, P. Haremos
uso de estas definiciones y del hecho de que la deriva genética se puede cuantificar
por medio de una cadena de Markov homogénea en el tiempo para obtener algunos

resultados de interés.
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Comencemos por observar que la frecuencia esperada de alelos A es constante a

lo largo del tiempo. Para ello veamos que
A
E[A; | Ay :N-WO:AO,

donde la primera igualdad se debe a que la distribucién de A; dado Ay es Binomial
con parametros N y Ag/N. Tomando esperanzas en la ecuacion anterior ocurre que
E[A;] = E[A]. Al repetir este proceso de manera iterada se observa que E[A,] =

E[Ap]. De este hecho y de la definicién de P, se sigue claramente que
E[F,] = E[R), (2.11)

y por lo tanto la frecuencia esperada de alelos A es constante a lo largo del tiempo.
Maés atun se observa que el proceso estocéstico de la deriva genética, definido por el
modelo Wright-Fisher, es una martingala.

Podemos hacer los célculos de manera similar para la varianza entre las poblaciones
de descendientes engendrados por una poblacién inicial con la frecuencia del alelo A

dada por Py = Ag/N. De esta forma obtenemos que
Var [Al ’ Ao] :NP()(l—Po) (212)

Teniendo en cuenta la definicién de P,,, podemos ver que la varianza para la frecuencia

de alelos A esta dada por

V= Var [Py | Py = PO“T_PO). (2.13)

Con este resultado es facil ver que la varianza es maxima cuando Py = 1/2, lo cual

corresponde a comenzar con la misma cantidad de alelos a que de alelos A.
Observemos ahora que una vez que todos los individuos tengan el mismo alelo la

poblacion alcanzara la fijacion y se quedara asi para siempre, es decir que P(0,0) = 1

y P(N,N) = 1. Ver la figura para una ilustracion grafica de la fijacion alélica.
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Teniendo esto en consideracion, resulta de interés poder calcular la probabilidad de

fijacion del alelo A. Para ello comencemos por definir el tiempo hasta la fijaciéon
T=mf{neNy:A4,=0 o A,=N}. (2.14)

Para calcular la probabilidad de que el alelo A se fije dado el nimero de individuos
con alelo A al tiempo n = 0, teniendo en cuenta la propiedad de martingala del
proceso A, y el tiempo de paro definido anteriormente, usaremos el teorema de paro
opcional. Lo enunciamos a continuacién sin prueba (se demuestra usualmente en los

cursos basicos de procesos estocésticos [31]).

Teorema 2.2 (Teorema de Paro Opcional). Sea {X,, : n > 1} una martingala y sea

T un tiempo de paro finito, ambos respecto de una filtracion {F,}n>1 tales que:
a) X, es integrable.
b) lim E[X, 175 =0
n—oo
Entonces E[X,| = E[X,)] para cualquier n > 1.

Probaremos a continuacion que el proceso A, satisface las hipotesis del Teorema
de Paro Opcional.

Comencemos por ver que el tiempo hasta la fijacion 7, definido en la ecuacion
, es finito casi seguramente. La estrategia consiste en considerar bloques de N
pasos sucesivos en el proceso A,,, definir una sucesiéon de eventos con los cuales poda-
mos acotar por debajo la probabilidad de que 7 sea finito y finalmente usar el lema
de Borel-Cantelli para ver que la cota inferior tendra probabilidad uno. Comencemos
por definir el evento Rf‘ ‘N como el evento en el que la poblacion alcanzoé la fijacion
del alelo en los primeros N — A;y pasos del i-ésimo bloque, comprendido entre i N y
(1 +1)N con i € Ny. Notese que los bloques estan numerados a partir del cero.

Observemos entonces que para cada i € Ny se tiene que Rf‘“v C {r < oo}. Més
ain, tenemos que Ej R;.A N C {7 < o0}. Ahora, podemos acotar la probabilidad de los

=0

A; ) . . .
eventos IR, N por la mas baja de todos los posibles escenarios, el cual sucede cuando
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A;n = 1. De esta forma tenemos que

N— N i\ i N—(j+1)

AN .

~) > ] | 1) = J - L — R>0.
P (&] 11 Upg+1) = | (j+1) (N) ( N) -

=1

De esta forma tenemos que

Asi tenemos que
[e.e]
ISR W
i=0

Por lo tanto, dado que los eventos R;-A ‘N son independientes, por el lema de Borel-

Cantelli tenemos que
P (h’msup R;.A"'N) = 1.

1—00

Juntando todo lo anterior tenemos que

1=P <h’msupR;4iN) < P(r < 0).
1—00
Por lo tanto tenemos que P(7 < c0) = 1, lo cual nos dice que 7 es finito casi segura-
mente. Veamos ahora que se cumplen las hipotesis del Teorema de Paro Opcional.
Primero, veamos que, por definicion, A, € {0, N} por lo que es integrable. Ahora,

veamos que 1im E[A,1{;,3] = 0. Para ello observemos que
n—oo

E[Anﬂ{7>n}] < N]E[]I{T>n}] = N]P(T > n)
De esta forma tenemos que

lim E[A,Trsny] < hm NIP’(T >n) =0,

n—oo

pero como el proceso A,, toma valores no negativos tenemos que 0 < lim E[A4, 1{T>n}].
n—oo

Asi, finalmente, se tiene que lim E[A,1{;~,] = 0.

n—oo
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Por lo tanto, por el Teorema de Paro opcional, tenemos que E[A,] = E[A,] para

cualquier n > 0. Ahora, calculemos la probabilidad de que se fije el alelo A dado A.

Teorema 2.3. P(A, = N|Ay=1i) = &,

coni€{0,1,...,N}.
Demostracion. Observemos que E[Ag] = i. Por otro lado, por el Teorema de Paro
Opcional, tenemos que E[A,|Ay = i| = E[A,,|A¢ = i] = i. Ademés, podemos calcular

directamente la esperanza E[A;|Ay = i], de forma que
E[A;|Ag=1i]=0-P(A, =0]4g=1i) + N -P(A, = N|Ay =1i).

Juntando ambas igualdades y despejando P(A, = N|Ap = i) tenemos finalmente que

P(A, = N|Ag = i) = £ O



Capitulo 3

Tiempo reverso, genealogia y

coalescencia en modelos poblacionales

3.1. Cadenas de Markov en tiempo continuo

Antes de comenzar con la construccién de los procesos que nos permitiran ver
hacia atrés en el tiempo en los modelos de poblaciones y rastrear la ascendencia de
los individuos, resulta indispensable estudiar los conceptos basicos de las cadenas de

Markov en tiempo continuo. Para ello, nos basaremos en [20].

Consideremos una familia de variables aleatorias que toman valores en un espacio
de estados numerable, S, y estan indexadas por valores en el intervalo [0,00). A
dicha familia de variables aleatorias la denotaremos por X = {X(¢):¢ > 0}. Para
que el proceso X sea una cadena de Markov a tiempo continuo este debe satisfacer

la propiedad de Markov, definida de la siguiente manera.

18
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Definicion 3.1 (Propiedad de Markov). Un proceso estocastico, X, satisface la pro-

piedad de Markov si cumple que

PIX(t,) =7 | X(t) =i1,.. ., X(tn1) = i =P[X(t,) = 5 | X(tno1) = in],

para cualesquiera j,i1,...,%, en el espacio de estados S y para cualquier secuencia

creciente de tiempos t; < ty < ... < t, en el intervalo [0, co).

La diferencia esencial de las cadenas de Markov en tiempo continuo con las cadenas
de Markov en tiempo discreto reside en la forma en la que se da su evolucion. Para
las cadenas de Markov en tiempo discreto podemos determinar las probabilidades de
transicion del n-ésimo paso de forma matricial y la podemos expresar en términos de
la matriz de transiciéon para un solo paso, a la cual denotaremos por P. En contraste,
para las cadenas de Markov en tiempo continuo no hay un analogo exacto de P, ya
que ni siquiera podemos pensar en una unidad de tiempo implicita pues podemos
dar un paso tan pequeno como queramos en el tiempo. No obstante, mas adelante
veremos que podemos subsanar esa carencia por medio de una nueva matriz a la cual
llamaremos generador infinitesimal de la cadena y denotaremos por G.

Teniendo en cuenta la discusion anterior sobre la evolucion de las cadenas de
Markov en tiempo continuo, queda claro que las probabilidades de transiciéon para
estos procesos ya no seran las mismas que para las de las cadenas de Markov en tiempo

discreto. Esto da pie a una nueva definiciéon para las probabilidades de transicion.

Definicién 3.2 (Probabilidad de transicion). La probabilidad de transicion del estado

i en el tiempo s al estado j en el tiempo ¢, denotada por Pj;(s,t), esta definida por

Pi(s,t) =P[X(t) =7 | X(s) =1], paras<t.

De forma anéloga al caso en tiempo discreto, podemos definir una cadena de

Markov homogénea:
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Definicion 3.3 (Cadena de Markov homogénea). Decimos que una cadena de Mar-
kov en tiempo continuo es homogénea si cumple que Pj;(s,t) = P,;(0,t — s) para
cualesquiera 7 y j en el espacio de estados y para cualquier par de tiempos s y t en

[0, 00) tal que s <.

De ahora en adelante siempre supondremos que X es una cadena homogénea y
denotaremos por P;;(t — s) a P;;(s,t). Asi, podemos definir a P, como la matriz de
tamano |S| x |S| con entradas P;;(t). A la familia de matrices {P, : ¢ > 0} se le llama

semigrupo de transicion de la cadena.

Teorema 3.1. La familia {P; :t > 0} es un semigrupo estocdstico; es decir que sa-

tisface las siguientes propiedades:
(a) PU = I;

(b) P, es estocdstica; es decir que P, tiene entradas no negativas y sus renglones

suman 1,
(¢) Psry = PPy (la ecuacion de Chapman-Kolmogorov).
Demostracion. Veamos que se cumple cada uno de los incisos del teorema anterior:

(a) Como X es homogénea tenemos que P;;(s,t) = P,;(0,t—s) y escribimos P;;(t—s)
para P;;(s,t). De esta forma tenemos que para cualesquiera i y j en el espacio

de estados, S, sucede que:

1 sii=j

0 sii#j.

(Po);; = Pij(0) = P;5(0,0) = P[X(0) = j | X(0) = i] =

Pero esto es justamente la definicion de la matriz identidad. Por lo tanto se

cumple que Py =L

(b) Comencemos por observar que la no negatividad de las entradas se sigue del

hecho de que son probabilidades.
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Ahora, sea t > 0. Veamos que los renglones de P; suman 1. Sea i € S, observe-

mos que

Y Pit) =Y PIX(t)=j| X(0) =i =P || JX(t)=3]X(0)=i)| =
jes jes jes
Por lo tanto tenemos que para cualquier renglon de la matriz P, determinado

por un estado ¢ € S, se cumple que la suma de sus entradas es igual a 1.

(c) Sean s,t > 0y sean i,j € S. Se tiene que

(Ps+t)z'j = Py(s+1)
= P[X(s+t)=j|X(0)=1]

= YPIX(s+0) = ji X(5) = k| X(0) =1
kesS

= Y P[X(s+1t)=j| X(s) =k, X(0)=i]P[X(s) = k | X(0) =]

= STPX(s+1)=j | X(s) = k]B[X(s) = k | X(0) =

= > Py(t)P,

kesS

= ) Pu(s)Pry(t)

kesS

= Y (PP

keS

Por lo tanto tenemos que P, , = P,P;.
n

Anélogamente al caso en tiempo discreto, la evolucion de X (t) esta completamente
determinada por el semigrupo estocéstico {P; : ¢ > 0}, al cual denotaremos por {P;}

de ahora en adelante, y por la distribucion inicial X (0).

Definicion 3.4 (Semigrupo estandar). Se dice que el semigrupo {P;} es estandar si

{P;} tiende a la matriz identidad, I, conforme ¢ tiende a 0.
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De este punto en adelante, con la finalidad de probar un par de resultados maés,
solo consideraremos cadenas cuyos semigrupos sean estandar, lo cual implica que las
probabilidades de transiciéon sean continuas en el tiempo. Teniendo todo lo anterior
en cuenta podemos hacer un andlisis més detallado sobre la evolucién de la cadena.
Para poder llevar a cabo dicho analisis debemos ver que la probabilidad de que la
cadena tenga dos o mas transiciones en un intervalo de tiempo [t,t + h] es o(h).

Supongamos que la cadena se encuentra en el estado i al tiempo s, es decir
que X(s) = i. Podemos definir el tiempo maximo antes de que la cadena cam-
bie de estado, también conocido como tiempo de espera, de la siguiente manera

T, :=mf{t >0: X(s+1t) #i}.
Lema 3.2. El tiempo de espera T; tiene distribucion exponencial.

Demostracion. Veamos que la variable aleatoria definida por el tiempo de espera
cumple la propiedad de pérdida de memoria. Para ello, sin perdida de generalidad,

supongamos que X (0) = i. Sean s,t > 0. Veamos que:

PIT;,>s+t|T;>s] = PX(r)=i Vrel0,s+t]| X()=i V' €]0,s]]

(r)
= PX(r)=i Vre(ss+t]| X()=i V' e€]0,s]
(r)y=14 Vrels,s+t]| X(s) =1

(r)

—i Vrelot]]|X(0)=1i

Donde la peniltima igualdad se debe a la homogeneidad de la cadena de Markov.
Por lo tanto, como la variable T; cumple la propiedad de pérdida de memoria y es

continua debe tener distribucién exponencial. m

Siendo asi, denotemos por \; al pardmetro de la distribucién exponencial del

tiempo de espera T;, de forma que T; ~ exp();). Asi, para h > 0 sucede que

P[T; <h]l=1—e"=1—(1-X\h—o(h)) = X\h+o(h),
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donde el término o(h) es tal que el limite cuando h tiende a 0 de o(h)/h es igual a 0.

Lema 3.3. La probabilidad de que la cadena X tenga dos o mds transiciones en el

intervalo de tiempo [t,t + h], con h >0, es o(h).

Demostracion. Para probar este lema procederemos por inducciéon sobre el ntimero
de transiciones en el intervalo de tiempo [t,t 4+ h]. Comencemos por probar que se
cumple la afirmacion del Lema (3.3 para dos transiciones. Denotemos por 7} al tiempo
de espera en el primer estado y por 75 al tiempo de espera en el segundo estado, de
forma que T7 ~ exp(A1) y To ~ exp(A2). Observemos que para que haya al menos dos
transiciones en el intervalo de tiempo [t,t + h] se debe cumplir que Ty + Ty < h. Para
ver que la probabilidad de dicho evento es o(h) observemos la siguiente contenciéon de
conjuntos:

(T, L eR:T,+T; <h} C{T, T, e R: T}, T; < h}.

De esta forma tenemos que

PTy+ T, <h] < P[Ty <h, To<Ah
— P[Iy < h]P[Ty < h]
= (Mh+o(h) (Ash + o(h))
= MA2h® + Aho(h) + Agho(h) + o(h)o(h)
= o(h),

ya que h2, ho(h) y (o(h))* son todos o(h) y que la suma de funciones o(h) es una

funcion o(h). Se sigue que

P[Ty+1T5<h h
0<lim AT S Ay olh)
h—0 h h—0 h
por lo que se cumple que
P <
T B )
h—0 h

De forma que P [T} + T, < h| es o(h), lo cual equivale a que la probabilidad de que

haya al menos dos transiciones en el intervalo de tiempo [t,t + k] es o(h).
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Ahora, como hipotesis de inducciéon, supongamos que la probabilidad de que haya

al menos n transiciones en el intervalo de tiempo [¢,t + h], con n > 2, es o(h).

Finalmente, veamos que la probabilidad de que haya al menos n + 1 transiciones
en el intervalo de tiempo [t,t + h] es o(h). Para ello, usaremos la misma desigualdad

de conjuntos que en la base de induccion:

{Tl,...,Tn,TnH ER:Y T, < h} c{n,....Ty, T €R:Ty, ..., T, Ty < h}.

=1

Asi tenemos que

P S P[T1§h77Tn§haTn+1§h]

S T<h
i=1

= PTy<h,...,T, <h|P[Ths < h]
= o(R)P[Tpsr < ]

= o(h) (Ausih + o(h))

= Ansiho(R) + o(h)o(h)

= o(h).

De esta forma, usando un argumento analogo a la base de induccién, tenemos que
P[>""  T; < h] es o(h); lo cual equivale a que la probabilidad de que haya al menos

n + 1 transiciones en el intervalo de tiempo [t,t + h] es o(h).

Por lo tanto tenemos que la probabilidad de dos o més transiciones en el interva-

lo de tiempo [t,t + h], con h > 0, es o(h). O

Haciendo uso del Lema [3.3 podemos dar una explicacion heuristica del desarrollo
de la cadena en un intervalo de tiempo [t, ¢+ h]. Para ello supongamos que la cadena
se encuentra en el estado ¢ al tiempo t. En vista del resultado del lema tenemos que

solo puede suceder uno de los siguientes eventos:
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(a) La cadena puede permanecer en el estado ¢ con probabilidad Py;(h) + o(h).
Observemos que el término o(h) corresponde a la probabilidad de que la cadena

salga del estado i y regrese al mismo en el intervalo de tiempo [¢,t + h].

(b) La cadena puede hacer una transicion a un nuevo estado j con probabilidad
P,;(h) + o(h). Una vez méas, observemos que el término o(h) corresponde a
la probabilidad de que la cadena salga del estado j y regrese al mismo en el

intervalo de tiempo [t,t + h].

Con esta explicaciéon en mente, nos interesa determinar el comportamiento de la
cadena y sus probabilidades de transicion en intervalos de tiempo [t, ¢+ h] para valores
muy pequenos de h. Veremos que para valores pequenos de h las probabilidades de

transicion serd lineales en h.

Teorema 3.4. Para valores pequenos de h existen constantes {g;; € R : i,j € S}

tales que
Pij(h) = gijh+o(h) si i#j y Pu(h) =1+ gih+o(h). (3.1)

Demostracion. Comencemos por denotar a la probabilidad de que la cadena transi-
cione al estado j justo después de salir del estado 7, donde j # ¢, por P,;; de forma
que:

Py =P[X(T) = j | X(0) =],

Ahora, haciendo uso del Lema 3.3y las observaciones hechas en (a) y en (b) tenemos

que para valores pequenos de h sucede que

Bij(h) = P[X(h) =7 [ X(0) =]
= P[T <h, X(T) = j | X(0) = i] + o(h)
= (Nh)Pij +o(h).

Entonces, si definimos g;; := \;P;; tenemos que P;;(h) = g;;h + o(h).
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Por otro lado, veamos que
Pi(h) = P[X(h)=1i|X(0) =]

= 1-PIX() £ ] X(0) =]
= 1= PIX() =7 | X(0) = 1)

JF
= 1-) NhPyj+o(h)
JF
= 1—Xh) _ Pj+o(h)
J#
= 1— X Nh+o(h).
Entonces, si definimos g;; :== —\; tenemos que Pj;(h) = 1+ gi;h + o(h). O

De esta forma definimos la matriz G, cuyas entradas son las constantes g;;, como
el generador infinitesimal de la cadena.
Veamos ahora algunos resultados relativos al generador infinitesimal. Comencemos

por observar que, por el Teorema [3.4] para cualquier ¢ se cumple que
Zgij = Z)\ipij = )\izpij =\
J#1 J#i J#i
De esta forma tenemos que
Zgij = Zgij + gii =X — N =0,
Jjes J#i
lo cual nos lleva a la siguiente ecuaciéon
Zgij =0, para cualquier i € S. (3.2)
j€S

Ahora, usando el resultado del Teorema [3.4] podemos dar una relacion explicita entre
G y Phi

1
lim 7 (P,—1) =G. (3.3)

h—0
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Para verificar lo anterior observamos que

giih +o(h) sii=j,

(Pr — I)ij =
De manera que
, 1
lim = (Py = 1);; = gi; = Gij.

Por tanto, entrada por entrada hay convergencia a la matriz G y efectivamente se
cumple la ecuacion . Observemos que esto equivale a decir que P; es diferenciable
en 0. Dicha ecuacion nos brinda ademés un método para obtener G a partir de lo
que se conoce de P;. Para ello supongamos que X (0) = ¢ y usemos las ecuaciones de

Chapman-Kolmogorov. Asi tenemos que

Py(t+h) = Y Pu(t)Py(h)

= P;(t)P;;(h) + Z Pye(t) Pyj ()
k#j

= Pi()(1+h-gi+o(h)+ > Pa(t)(gish + o(h))
k#j

= Py(t)+hY Pa(t) (9’”' i $> |

keS
De esto se sigue que
1 o(h
E[P%J(t‘i‘h ZRk (gkj‘F%) .
keS

Entonces, tomando el limite cuando A tiende a 0, tenemos que el término o(h) tiende

a cero y asi obtenemos que

1
Piy(t) = lim - [Py(t + ) =Y Pult)g; = (P.G),, .
kesS
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Si denotamos por P; a la matriz cuyas entradas son pj;(t) obtenemos la ecuacién

hacia adelante P, = P, G, la cual equivale a

Pi(t) = Z Py (t)gr; para cualesquiera i,j € S. (3.4)
kes
Podemos hacer un procedimiento similar para obtener la ecuacién hacia atras

P, = GP,, la cual equivale a

Pi(t) = Zgikij (t) para cualesquiera i,j € S. (3.5)

kesS
Con estas ecuaciones podemos encontrar la formula explicita que relaciona a Py
con G. De forma que cuando elegimos una condicién inicial Py = I tiene una solucion

Unica igual a la exponencial para matrices

o n

P, = 3 G (3.6)

Esto equivale a P, = exp(tG).
Asi, hemos visto que bajo las condiciones adecuadas, una cadena de Markov en
tiempo continuo tiene generador infinitesimal G, y este determina las probabilidades

de transicion.

3.2. El modelo de Moran

En esta secciéon estudiaremos el modelo de Moran siguiendo la presentacion del
mismo desarrollada en [I0]. Comencemos por observar que el modelo de Moran es una
version a tiempo continuo del modelo Wright-Fisher. Siendo asi, con este modelo, al
igual que con el Wright-Fisher, podemos estudiar la reproduccion y la deriva genética
de una poblaciéon en la cual los individuos tienen un tnico ancestro con la tnica
diferencia de que ahora el tiempo sera continuo. Una vez mas, utilizaremos el modelo
para un tunico locus en una poblaciéon haploide de tamano constante N. De esta

manera tenemos que en el modelo de Moran cada individuo escoge a un ancestro con
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tasa uno y adopta su tipo. Otra alternativa para entender la dinamica del modelo es
considerar que cada individuo vive durante un tiempo exponencial con media uno y
luego es reemplazado al azar por un individuo idéntico a alguno de los N individuos
que conforman la poblacion. Observemos que, en esta perspectiva, el individuo puede
reemplazarse por una copia de él mismo. Esta forma de actualizaciéon se conoce como
actualizacion secuencial, en contraste con la actualizacion en paralelo del modelo
Wright-Fisher donde todos los individuos definen sus ancestros al mismo tiempo.

Podemos ahora construir una Cadena de Markov a tiempo continuo cuya dina-
mica sea exactamente la recién planteada informalmente para el modelo de Moran.
Definamos entonces la familia de variables aleatorias {n; : t > 0} que toman valores
en el espacio de estados Q = {A,a}", donde A y a representan los alelos que pueden
tener los individuos de la poblacién. Podemos recuperar la notacién que habiamos
utilizado para el modelo Wright-Fisher y ver a 1, como n; = (I41, Iy 2, ..., Iy n) donde
I;j € {A ,a} paracada j € {1,...,N}.

Ahora veamos los estados a los que puede darse una transicion, considerando que
la cadena se encuentra en un estado, digamos 7, al tiempo t. Para ello definamos al

vector 7g;3 como igual al vector 7, pero con la i-ésima entrada cambiada:

. n(7) sij # 1,
77{1‘}(]) =
n°(g)  sij=i,

donde n°(j) = Asin(j) = ayn®(j) = asin(j) = A. Tenemos que la tasa de transicion
del estado 7 al estado ng;, es

Gyngy, = #{3 2 n(j) # n(0)}- (3.7)

De forma que la cadena de Markov {n; : t > 0} tiene la misma dinamica que el modelo

de Moran explicado informalmente al comienzo de esta seccion.
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------------------------- bt p it g i SR S0 g = (A, a, A, e, a)
I
k2 S D oS SN RS + = (4,4,4,a,a)
I,
L S Bl L > n, = (a,A, A a,a)
1,
B P SELLI — > Ny = (a,A A A, a)
=]
Q
§
i: My = (AaAaAa Aa ﬂ)
Mty = (As A; As A’A)
\ 4 1 2 3 4 5

Figura 3.1: Ejemplo de las primeras seis generaciones en el modelo de Moran con
cinco individuos haploides y dos alelos, a (de color azul) y A (de color rojo) y su
equivalencia en los estados de la cadena de Markov que le corresponde.

3.2.1. Consecuencias de la deriva genética

Como el modelo Wright-Fisher, el modelo de Moran nos permite estudiar la deriva
genética de un solo locus con dos alelos a y A en una poblacion haploide de tamano
N, con la diferencia de que se hace a tiempo continuo. Para ello, definamos el proceso
de Markov {4; : t > 0} con espacio de estados 2 = [N], donde [N] :={1,2,..., N}y
donde A; representa el niimero de individuos con alelo A al tiempo ¢. Observemos que,
como consecuencia de la actualizacion secuencial del modelo de Moran, {A; : t > 0}
puede verse como un proceso de nacimiento y muerte en {2 donde un nacimiento se
da cuando un individuo con alelo a adopta el alelo A y una muerte en el evento

complementario.
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Por lo tanto, las tasas de transiciéon estan dadas por:

k
k — k+1 con tasa (N — k)—,
N
1 (3.8)
E—Fk—1 tasa k(1 — —|.
— con tasa ( N)

Observemos que estas tasas son iguales, por lo que para cualquier tiempo ¢t > 0,
independientemente del nimero de individuos con alelo A, los nacimientos y muertes
son equiprobables. Haciendo uso de las tasas de transicion descritas en la ecuacion
podemos definir el generador infinitesimal de la cadena {A; : t > 0} como la

matriz G de tamano N x N con entradas dadas por:

2
Gi,i:—Q(i—zﬁ) parai e {1,...,N — 1},
Giic1=Giip1 = (N - Z)% parai € {1,...,N — 1}, (3.9)

Go;=Gn;=0 paraie{0,...,N}.

La deriva genética del modelo de Moran y la del modelo Wright-Fisher son similares
en tanto a que ambas tienen la misma probabilidad de fijacion para el alelo A. De esta
forma, la probabilidad de que se fije el alelo A dado que inicialmente hay 7 individuos
de ese tipo en el modelo de Moran vuelve a ser i/N. La prueba de este argumento
es analoga a la prueba para el modelo Wright-Fisher. Para exponerla seria necesario
introducir el concepto de martingala continua, lo cual evitaremos ya que nos desviaria

del tema principal de la tesis.

3.3. El n-coalescente

Resulta de interés describir el arbol genealdgico de una poblacion haploide de ta-
mano n hacia atras en el tiempo hasta el momento del ancestro comin mas reciente.
Para ello construiremos en esta seccion un proceso de Markov a tiempo continuo lla-

mado el n-coalescente, siguiendo [10].
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Definamos E,, como el conjunto de particiones (o clases de equivalencia) en el
conjunto [n] = {1,...,n} para n € N. Es decir, los elementos de E, son conjuntos
cuyos elementos son de la forma {i : i € [n|} disjuntos entre si, no vacios y cuya
union es igual a [n]. Para R € E, denotaremos su cardinalidad con |R|. Definimos,
el n-coalescente como un proceso de Markov a tiempo continuo {R} : ¢ > 0}, con
espacio de estados E, tal que Rj = A = {{i} : i =1,...,n} es la particion de [n]
en conjuntos unitarios. Las tasas de transicion de un estado R a otro estado S se

obtienen de la siguiente manera:

1 siR>S, RRSeE, R#*S,
Prs = (3.10)

0 e.0.C.

Observemos que R > .S significa que la particion S se puede obtener de unir dos de

los conjuntos de la particion de R y se escribe formalmente como
Rp>S&eVrels x:in,yiERy|R\:|S]+1. (3.11)

Podemos ver ademas que la tasa de salto del proceso R} esta dada por

—1
Pp = limP(R,, # R|R! = R) = BRIk = 1) (3.12)
h—0 2

A grandes rasgos, esto se debe a que el proceso puede saltar con tasa uno de un estado
R, con cardinalidad |R|, a exactamente (“2'?") = W estados S pues son los que
pueden surgir al unir dos elementos de la particion R. Por lo tanto, como la tasa de
salto del estado R es la suma de cada una de las tasas de transicion del estado R a

|R[(|R[-1
2

otro estado S, tenemos que esta es igual a ) Asi, el n-coalescente salta con

tasa de transicion @ a través de una secuencia de particiones Ry, con |Rgx| =k y
k=nn-—1,...,1talesque R, > R,_1 > ... > R;.

El n-coalescente nos da una descripcion completa de los linajes de los n individuos
en un tiempo t, yendo hacia atras en el tiempo. Para conocerlos diremos que uno de

los elementos de R} contiene ai y a j coni,j € [n]siy solo silos individuos tienen un
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ancestro en comun vivo en el tiempo ty —t. Observemos entonces que el n-coalescente
regresa atras el tiempo del proceso de Moran.

Es decir, empieza en la generacion t, del proceso de Moran y termina en la generacion
0 del proceso de Moran, cuando t = ty en el n-coalescente. Para una representacion

grafica del n-coalescente ver la figura |3.2

1 2 3 4 5 S
A
[71] SRR e Rty . R Rt 2 > Ri = {{1,2:37475}}
P I B T S N - R, = {{1,2},{3,4,5}}
%Y SECEIEEEEEE REEETEeLS :1" S 'If,24 """ Ak e Rl = {{1»2}7 {S}a {41 5}}
2] Rl “}tl """""""""""""""" ‘:'." """"" i e Ril = {{1}’ {2}1 {3}’ {47 5}}
) Y R N N N £ > RS, = ({11, {2}, {3, {4}, {51}
v h 1 2 3 4 5

Figura 3.2: Ejemplo de una realizaciéon del modelo de Moran con cinco individuos
haploides y dos alelos y su equivalencia en los estados del n-coalescente que describe
todos los linajes de los individuos vivos en el tiempo t,. Las lineas punteadas que se
observan de color rojo oscuro representan la relacion ancestral de los nuevos individuos
en cada generacion. La escala de tiempo del n-coalescente esta dada por s = t4 — t/
con t' > 0y va en sentido contrario a la escala de tiempo del modelo de Moran.

Por tltimo, definimos la profundidad del arbol de coalescencias. Para ello, supon-
gamos que la poblacién se ha desarrollado por un tiempo indefinidamente largo y
observamos la poblacién en un tiempo de referencia t € R. Esta poblaciéon tiene un
ancestro comun mas reciente casi seguramente, debido a que el tiempo de fijacién es
finito casi seguramente. Al tiempo transcurrido entre una poblacién al tiempo ¢ y su
ancestro comin més reciente lo llamaremos profundidad del drbol de coalescencias y lo
denotaremos por 7;. Tomando el ejemplo de la figura 3.2 tendriamos que T}, = t4 —to
ya que toda la poblacion al tiempo t; tiene como ancestro comin mas reciente al

individuo 1y, 3.
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El n-coalescente se puede generalizar al caso en que estamos tratando con pobla-
ciones infinitas, dando lugar al coalescente de Kingman. Mencionaremos brevemente
la idea de la construccion del coalescente de Kingman sin profundizar en los detalles
ya que ello nos desviaria del tema principal de la tesis. La construccion del coalescente
de Kingman se puede consultar en [26], [I8] [10]. Construiremos el coalescente de King-
man a partir del n-coalescente. Para ello definimos la restriccion p,,, @ E, — Ep,

para 2 < m < n, la cual esta dada por
pum(R) :={{jer:1<j<m}:reR}

Se puede ver que si { R} : t > 0} es un n-coalescente entonces {pym(RY) : t > 0} es un
m-coalescente. Sea E el conjunto de todas las particiones de N, y sea p,, : £ — E,
dada por p,(R) := {{j € r : 1 < j < n} :r € R}. Se puede probar que existe
un unico proceso {R; : t > 0} con espacio de estados E tal que {p,(R;) : t > 0}
es un n-coalescente para n > 2. Tal proceso es el coalescente de Kingman. Con esta
definicion, el coalescente de Kingman, {R; : ¢ > 0}, es un proceso de Markov a tiempo
continuo con espacio de estados E y condicion inicial Ry = {{i} : ¢ € N} tal que cada

par de particiones coalesce con tasa 1 para todo ¢t > 0.

3.4. El proceso ACMR Yy el proceso de fijacion

Sea t € R el tiempo de existencia de una poblacién en el modelo de Moran y sea
T; la profundidad de un arbol de coalescencias para esta poblaciéon. Entonces, por la
definicion de Ty, A; = t—T; es el tiempo en el que vive el ancestro comiin mas reciente
(ACMR) de la poblacion al tiempo ¢. Definimos al proceso ACMR como {A, : t € R}
con espacio de estados R. Ahora, consideremos el ACMR que vivié al tiempo A; y las
dos variantes genéticas que descienden directamente de él. La poblacion al tiempo ¢
se divide en dos familias disjuntas. Cada familia consiste en los descendientes, en la
generacion t, de cada uno de los dos hijos directos del ACMR que vivi6 al tiempo A;.

Estas se conocen como las familias mas antiguas de la poblacion.
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Observemos ahora que en el tiempo en el que una de estas dos familias se fija
y la otra se extingue, al cual llamaremos Fj, se define un nuevo ACMR. El proceso
{F; : t € R} con espacio de estados R es llamado proceso de fijacion.

Si enumeramos los puntos del proceso {A; : t € R} como {«; : i € Z}, entonces los
puntos de {f; : i € Z} del proceso {F; : t € R} estan dados por §; = inf{t : A; = a;}
y {A; : t € R} es constante en cada intervalo [3;, 8i+1). Es decir que Vt € [5;, Biv1)
Ay = «;. De esta forma, en cada tiempo [; cuando se vuelve a fijar una variante
genética en la poblacion, el ACMR que vive en el tiempo «;, del cual proviene dicha
variante genética, se establece como el ancestro comun mas reciente de las poblaciones

entre los tiempos 5; v Biy1.

ACMR

siguiente *

(a) (b)

Figura 3.3: (a) El ACMR de la poblacion del tiempo ¢ vivié en el tiempo A;. Por
otro lado, E; es el tiempo cuando se estableci6 el siguiente ACMR y B; es el tiempo
cuando vivié el siguiente ACMR. (b) Los puntos «; y 3; del proceso ACMR y del
proceso de fijacién se muestran para alguna i € Z. Las lineas relacionan cada tiempo
a;, en el cual el ACMR vive, al tiempo f;, en el cual el ACMR se establece.



Capitulo 4

El proceso Look-Down

Como vimos en la seccion [3.3] la genealogia de una poblaciéon que sigue la diné-
mica del modelo de Moran esta dada por el n-coalescente. El proceso Look-Down,
introducido por Donnelly y Kurtz [14], nos da una representacion de las frecuencias
alélicas presentes y al mismo tiempo guarda las relaciones genealégicas de todos los
individuos que conforman la poblacién en cada momento. Veremos que el proceso
ACMR se puede obtener del proceso Look-Down. En este capitulo construiremos el
proceso Look-Down siguiendo la presentacion hecha en [28] y mencionaremos ciertos
resultados que nos seran tutiles en la construccion de nuestro modelo epidemiologico

con microdindmicas.

4.1. Linajes ancestrales, ascendencia y ordenamiento
por persistencia

Comencemos por considerar el conjuntos de rectas V := R x [N], donde [N] :=
{1,...,N}. El par ordenado (¢,i) hace referencia al individuo que esta en el nivel
1 al tiempo t. Observemos que la dindmica del modelo de Moran es invariante ante
diferentes ordenamientos de los individuos segtun sus indices. A diferencia de esto, el
proceso Look-Down ordena a los individuos en cualquier tiempo en niveles, de acuerdo

con su persistencia. Es decir que la descendencia de un individuo en el nivel 7 persiste

36
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por més tiempo que la descendencia de cualquier individuo contemporineo en un
nivel mayor.

Para cada par ordenado de niveles (7, j) con i < j definimos, de forma indepen-
diente, P;; como el conjunto de puntos aleatorios de un proceso Poisson de tasa 1 en
R. Dichos puntos aleatorios representaran los tiempos en los que los individuos esco-
gen a sus padres en el modelo de Moran. En cuanto a la nomenclatura del proceso
Look-Down, de ahora en adelante diremos que en cada tiempo t € P;; el nivel j ve
hacia abajo al nivel 7. Intuitivamente, cuando j ve hacia abajo al nivel 7 el individuo
en el nivel ¢ produce una copia de si mismo, la cual se inserta en el nivel j. Observemos
que esto es consistente con lo que sucede cuando el individuo en el nivel 7 escoge al
individuo en el nivel 7 como su ancestro, dentro del modelo de Moran. De esta forma,
para cada tiempo ty, cuando el nivel j mira hacia abajo al nivel 4, los individuos en los
niveles 7,7+ 1,..., N — 1 se ven empujados un nivel hacia arriba para hacer espacio
para el individuo (to, 7). Por su parte, el individuo en el nivel N muere, a lo cual nos
referiremos como que el individuo en el nivel N sale o se ve empujado al infinito. Mas
aun, conforme el tiempo avanza, el nuevo individuo eventualmente se ve empujado
un nivel hacia arriba cada que hay un nacimiento en los niveles inferiores. Para ser
precisos, el nuevo individuo nacido en el nivel j al tiempo t; es empujado hacia arriba
en los tiempos t; < to < ... < ty_;41 donde para todan =1,2,...,N —j+1el
tiempo t,, es un punto de P;, para ¢ty k talesque 1 <i < k < j+n.

Basandonos en los procesos P;; construiremos una particion aleatoria G de V,
cuyos elementos llamaremos lineas. Cualquier particion G siempre tendra la llamada
linea inmortal ¢ := R x {1}. Para cada j > 1, cualquier punto sy € |J, P;; inicia una

linea G € G de la forma

G = ([s0,51) x {7}) U ([s1,82) x {7+ 1}) U... U([sny,s5-5401) X {N}). (4.1)

Para una linea G, como en la ecuacion (4.1)), con so € P;; decimos que G nace en el
nivel j del individuo (sg, 7). Como ya habiamos visto, decimos que G es empujada un

nivel hacia arriba en los tiempos s1,...,sy_; y sale en el tiempo soo(G) 1= Sny_j+1-
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Figura 4.1: Ejemplo de la evolucién de un Modelo de Moran, en el lado izquierdo, y
su grafica Look-Down equivalente, en el lado derecho. En ambas graficas el tiempo
corre de arriba a abajo. Las lineas negras en la grafica de la evoluciéon de Moran
representan la relacion entre los nuevos individuos y sus ancestros. Las flechas en la
grafica del Look-Down representan el momento en el que un nivel j ve hacia abajo a
otro nivel 7 y el individuo del nivel ¢ produce una copia de si mismo que se inserta en
el nivel j. Las lineas punteadas muestran como el resto de los niveles mayores a j se
ven empujados. Para tener un mejor entendimiento de la construcciéon se realizé una
animacion, la cual se puede encontrar en https://github.com/josegiral/Tesis/

blob/main/lookdown.gif.
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Para cada individuo v = (¢,7) en V hay una tnica linea en G que lo contiene, a
la cual denotaremos por G,. El proceso de nivel hacia adelante Y!(i),t > s, iniciado

por el individuo u = (s,17) esta dado por
Y!(i) := El nivel de G,, al tiempo t.

La linea de ascendencia de un individuo u = (s,7) es la parte de la linea G, después

del tiempo s, eso es

(t’ }/;t(i))sgt<soo (Gu) :

Decimos que una linea H desciende de una linea G si H = G o hay una secuencia
finita de lineas G1,...,G,_1 € G tales que Gy nace por medio de un individuo en
Grp_1conk=1,...,nydonde Gy := Gy G, := H por convencion.

El proceso de nivel hacia atrds, X!(j) con s > ¢, de un individuo v = (¢,5) se
obtiene siguiendo hacia atras el nivel de G, hasta el tiempo de nacimiento de G,.
Luego, se salta al nivel del individuo u del cual naci6 GG, y se sigue hacia atras el nivel
de G, hasta el tiempo de nacimiento de (s, ), y asi sucesivamente. El linaje ancestral
del individuo v = (t,j) es

(8, X7(J)) ~socs<t-

Observemos que para todos los tiempos s < t y todos los niveles i € [N] sucede que:
Y/(i) = inf{j € [N]: X}(j) = i},

por lo que el tiempo en el que la linea de ascendencia de un individuo es empujada
al infinito marca la extincién de la descendencia del mismo. Notemos que, eventual-
mente, todos los linajes ancestrales coalescen con la linea inmortal. Diremos que un
individuo v € V desciende de un individuo u € V, o de manera equivalente que u es
un ancestro de v, si u pertenece al linaje ancestral de v. El arbol aleatorio que abarca

todo V que se obtiene de esta manera es la grafica Look-Down aleatoria (ver figura

11).
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Sean u = (s,i) y v = (s,7) dos individuos viviendo en el mismo tiempo, s,
con i < j. Por construccién, debido al ordenamiento por persistencia, la linea de
ascendencia de v se ve empujada siempre que la linea de ascendencia de u se vea
empujada. De esta forma, Y;*(i) < Y*(j) y la linea de ascendencia de v no existe

después de la de u; es decir que la linea de ascendencia de v se extinguira antes que

la de u.
1 2 3 4 5 6

U ( .
[ @—@~--@----@9-—--@9--—--9 2, sitig <t<ti,
. 3, sity <t <ty

=] &——@-——-@ —--@———-@-———@ .
Y, (2) =94, sitip <t<tis,
o= &—@----Q-—--8 - - 5, ity <t <t
L6, si tlﬁ S t < t17.

o I T D D S G

r6, sis= t]_ﬁ,
115 e .—)0————.————5————.————0 D, sitis <s<tig,
4 si tlg <s < t15
— AU Xbsg)={" - ’
(83 ] ® ._)l- ? s ( ) 3, si t11 <8< ti2,
2, si th S s < tll,

17 e 9 --9----9----9 (1, sis <tio.

o o o o o
v

Figura 4.2: Ejemplo de los procesos de nivel hacia adelante y hacia atras sobre la
grafica Look-Down de la figura [4.1] El proceso de nivel hacia adelante se ilustra para
el individuo u = (t19,2) y el proceso de nivel hacia atras esta desarrollado para el
individuo v = (t16,6). Se observa como el proceso de nivel hacia adelante Y} (2)
toma el valor del nivel de la linea de u conforme el tiempo ¢t avanza hacia adelante
desde el tiempo 1y hasta el momento en el que la linea se ve empujada a infinito.
Por otro lado, se observa como el proceso de nivel hacia atras X¢(6), desarrollado
para el individuo v, toma el valor del nivel de la lineas de las que surgi6 el individuo
v conforme el el tiempo s avanza hacia atras desde el tiempo ¢4, en el que se creo el
individuo v, hasta el tiempo ¢1o en el que alcanza al linea inmortal. Observemos que
para tiempos menores a t10 el proceso X!¢(6) siempre valdra 1.
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4.2. Curvas coalescentes y curvas de fijacion

Para t € Ry i € [N] el drbol coalescente €' (i) consiste de los linajes ancestrales
de los individuos (¢,1),...,(,1), es decir X/(1),..., X} (i) para s < ¢, mientras que
el drbol coalescente completo € esta conformado por los linajes ancestrales de todos
los individuos vivos en el tiempo ¢. Todos estos linajes coalescen eventualmente con
la linea inmortal, ¢. Como cualquier par de linajes ancestrales coalesce con tasa 1, €'
esta distribuido como el n-coalescente. El nimero de linajes ancestrales restantes en
el tiempo s < t se puede expresar como

Cli) == max{ X (1)... X!(i)}, C!:= frel[%( CL(i). (4.2)
Es decir, C%(4) es el ntimero de ancestros en la generacion s de los individuos vivos en
los niveles 1, ...,i durante la generacion del tiempo ¢; mientras que C? es el ntumero
de ancestros en la generacion s de toda la poblaciéon viva en la generacion del tiempo
t. Para un ¢ fijo, llamamos a (C%)s<; curva coalescente en la grafica Look-Down hacia
atras desde el tiempo t, ver la figura para una ilustracion. Veamos que el tiempo

en el que vivio el ACMR de toda la poblaciéon al tiempo t es
A i=sup{s: Cl =1}. (4.3)

De esta forma, hemos recuperado del proceso Look-Down el proceso ACMR definido
en la seccion [3.4 Observemos que todos los individuos al tiempo ¢ descienden del
individuo (A¢, 1) o del individuo (A, 2). En el tiempo A; una linea debe nacer en el
nivel 2, lo cual es equivalente a que A; € Pi5. Denotemos el siguiente punto en P
después de A; por By, de forma que B; := min{s € Pi5 : s > A;}. La descenden-
cia de los dos individuos (B, 1) v (B, 2) evoluciona hacia la fijacién por medio de
empujones a la linea de ascendencia del individuo (B, 3) hacia el infinito. El tiempo
E; cuando esta linea de ascendencia sale es igual al tiempo cuando la descendencia
del individuo (A, 2) se ve expulsada por la descendencia de los individuos (B, 1) y

(By,2). Por lo tanto el tiempo E; es el primer momento, después de ¢, cuando un
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nuevo ACMR se establece y el tiempo en el que este ACMR vive es B;. Notemos que
en cualquier tiempo 7 entre By y £, todos los niveles 1,..., Y% (3) — 1 estan ocupados
por descendencia de los individuos (B;,1) y (By,2), mientras que el nivel Y7 (3) no

lo esta. Por lo tanto definimos la curva de fijacion como:
Fp =Yp(3)—-1=Y1(2) -1, B <71<E, (4.4)

y comienza en el tiempo B = B,. Ver la figura [4.3] para una representacion grafica
de la curva de fijacion. Cuando Y3 (3) = k la linea correspondiente se mueve a k + 1

en el siguiente evento look-down entre los primeros k niveles, lo que implica que se

k

2). Como consecuencia, I} es empujado del nivel £ al nivel £ + 1

mueve con tasa (

k+1) )

con tasa ( 9

En el tiempo F, cuando la curva de fijaciéon termina y el nuevo ACMR se establece,
todos los individuos descienden del ACMR que vivi6 en el tiempo B, cuando la curva
de fijacion empezé. Por lo tanto, la curva de fijacion entre los tiempos B y E es igual
a la curva coalescente hacia atras desde el tiempo E. Conforme el tiempo avanza la
curva coalescente evoluciona, estando cada vez mas y mas lejos del extremo inferior
de la curva de fijacion (cerca del tiempo E) y atn asi compartiendo la parte superior

(cerca del tiempo B) por un intervalo de tiempo.
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Figura 4.3: Detalles de una grafica Look-Down. El tiempo corre hacia abajo y se
pueden ver todas las lineas de los 8 niveles entre los tiempos s y ¢. En los tiempos
Pi; se dibuja una flecha de ¢ a j. Todas las lineas en los niveles mayores o iguales a
7 son empujados hacia arriba y esto se representa por las lineas curveadas. La linea
solida, de color azul, es la curva de fijacion F,7 > B. La linea punteada, de color
rojo, es la curva coalescente C%(8), 7 < t. La linea rallada, de color naranja, es la linea
que nace en el nivel 4 del individuo (sg, 1) y es empujada un nivel hacia arriba en los
tiempo si, Sa, ..., s5 hasta que es empujada hacia infinito. En esta grafica X(1) =
= X((5) = X{(7) =1y X{(6) = X((8) =2; ¥*(3) = o0; C(1) =--- = C((5) =11
y Ci(6) =--- = C(8) = 2.



Capitulo 5

Una mtroduccion a los modelos

epidemiol6gicos

Como se menciona en [9], las enfermedades han tenido un gran impacto en la
humanidad a lo largo de la historia, desde el siglo XIV, cuando la peste negra mato
entre el 30 % y el 50 % de la poblacién europea, hasta la actualidad en que enfrentamos
la epidemia ocasionada por el SARS-CoV-2. En este contexto, un objetivo primordial
para la salud publica es entender como se propagan las enfermedades infecciosas en
diferentes comunidades, con la meta de minimizar o detener su propagacién por medio
de medidas de control como la vacunacion, cuarentena o el rastreo de contactos, entre
otras. Los modelos matematicos son una poderosa herramienta en esta empresa. En
este capitulo presentaremos algunos de los modelos clasicos que tratan enfermedades

infecciosas, entre las cuales trataremos aquellas que generan y no generan inmunidad.

5.1. Conceptos epidemiolégicos

Antes de comenzar a describir los modelos a detalle, definiremos algunos de los
conceptos epidemiologicos esenciales en la modelacion de enfermedades infecciosas.
Definiremos e ilustraremos también las etapas involucradas en el desarrollo de una
epidemia de una enfermedad infecciosa transmitida por contacto directo basados en

24].

44
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Comencemos por observar que el desarrollo de una enfermedad infecciosa depende
de la cantidad de patégeno presente en el individuo, que a su vez esta determinada
por la tasa de crecimiento del patogeno y por su interaccion con el sistema inmune
del hospedero.

Cuando nunca ha experimentado la enfermedad de interés, un hospedero es sus-
ceptible a ésta. Un individuo susceptible puede infectarse con el agente patdégeno que
nos concierne en el momento en que se encuentra con un individuo infeccioso. Inme-
diatamente después del contagio, esta fase el individuo hospedero puede no mostrar
signos de infecciéon, y la abundancia del patégeno ser demasiado pequena para per-
mitir la transmision. Este periodo constituye el periodo de incubacion y un individuo
en este periodo se clasifica como expuesto. Una vez que la cantidad de patdégeno den-
tro del hospedero es lo suficientemente grande, puede transmitir la infeccién a otros
individuos susceptibles, por lo que se le clasifica como infeccioso. El intervalo entre el
momento de infeccion y la aparicion de los sintomas es llamado el periodo de incuba-
cton y una vez que han aparecido los sintomas se dice que el individuo esta enfermo.
Finalmente, un individuo puede recuperarse si su sistema inmune elimina al patoégeno,
y en ese momento el hospedero ya no es infeccioso. En el modelo que definiremos,
la clasificacion de los individuos hospederos depende tnicamente de la habilidad de
transmitir el patégeno y solo tendremos las categorias de susceptible e infeccioso.

La figura muestra un ejemplo del desarrollo de una enfermedad con cuatro
estados infecciosos (susceptible, expuesto, infeccioso y recuperado) que puede usarse
como base para construir otros modelos que describan el desarrollo de una enfermedad
infecciosa. En particular, al suponer que la infecciéon tiene un periodo de latencia igual
a cero, un individuo se vuelve infeccioso tan pronto se infecta con el agente causativo
y en nuestro modelo se elimina la clase de expuestos. Otro ejemplo de gran utilidad
es el que modela enfermedades croémicas, para las que los hospederos infectados se

mantienen infecciosos de por vida.



CAPITULO 5. UNA INTRODUCCION A LOS MODELOS EPIDEMIOLOGICOS46

crm
=} =

L Recuperado
Infeccioso - Estado de

Incubacion

Estado

. 4 Expuesto/Latente Lt infeccid
Susceptible >~ infeccion
-

A

respuesta
inmune

Pat6geno

-

. tiempo desde la infeccion
tiempo de

infeccion

Figura 5.1: Diagrama de la linea del tiempo de una infeccién, mostrando las dindmicas
del patogeno (area gris) y la respuesta inmune del individuo (linea negra) asi como
la definicion de las épocas del proceso infeccioso: susceptible, expuesto, infeccioso y
recuperado. Figura tomada de [24].

5.2. Modelo SIR determinista

Comenzaremos el desarrollo de los modelos enfocandonos en infecciones agudas,
suponiendo que ante la recepcion del patdégeno el individuo hospedero se enferma
de forma repentina y después de un tiempo la enfermedad desaparece generando un
periodo de inmunidad, usualmente considerado de por vida. De esta forma, podemos
hacer una particiéon de la poblaciéon hospedera en tres grupos basados en las etapas
descritas anteriormente: susceptibles, infectados y recuperados. Denotaremos los ta-
manos de estas subpoblaciones al tiempo ¢ por S(t), I(t) y R(t). De los primeros
supuestos que haremos en el modelo SIR es que la poblaciéon es grande, cerrada y no
ocurren nacimientos ni muertes en el transcurso de la epidemia. Estos supuestos son
validos en el escenario en el que tenemos una poblacién grande compuesta principal-
mente de individuos susceptibles a la que llega uno o pocos individuos infecciosos y
donde la epidemia resultante ocurre con la suficiente rapidez como para que los pro-
cesos demograficos no sean influyentes. Asi, la poblacion es de tamano N constante

en el tiempo y se cumple la siguiente relacion:
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S(t)+ I(t)+ R(t) = N, parat>D0. (5.1)

Ahora estudiaremos las dindmicas con las que los individuos se mueven entre
las subpoblaciones. Comencemos por observar que, bajo los supuestos que hemos
planteado hasta ahora, solo hay dos transiciones posibles: de susceptible a infectado
y de infectado a recuperado. Comenzaremos por estudiar el paso de los individuos
infectados a recuperados, ya que es el mas sencillo de los dos. Recordemos que los
infectados solo se pueden mover a la subpoblacién de los recuperados una vez que
su sistema inmune haya eliminado al patégeno. La cantidad de tiempo que pasan los
individuos en la categoria de infeccioso esta distribuida alrededor de un valor medio,
el cual puede estimarse de datos clinicos. Sin embargo, suele hacerse la suposicion
de que la tasa de recuperacion v, igual al inverso del tiempo medio de estancia en
el periodo infeccioso, es constante, lo que resulta en tiempos de espera en el estado
infeccioso con distribucién exponencial.

La transicion de los susceptibles a los infectados esté determinada por tres princi-
pales factores: la prevalencia de los infectados, la cual esta definida como la proporcion
de individuos infectados en la poblacién; la estructura de contactos subyacente y la
probabilidad de transmision efectiva dado un contacto. De forma heuristica, para que
un hospedero susceptible se convierta en infeccioso, deber tener contacto con algin
individuo infeccioso. La probabilidad de que estos contactos sucedan dependera de
la cantidad de susceptibles, S(t), y la cantidad de infectados I(t). Una vez habiendo
sucedido un contacto entre un individuo susceptible y uno infeccioso, debemos tomar
en consideracion la probabilidad de que dicho contacto resulte en una transmision
efectiva del patdgeno.

A pesar de lo simple que pueda parecer el término de transmision de la enferme-
dad en su explicaciéon heuristica, su definiciéon y nomenclatura suele ser conflictiva y
confusa. A continuacién presentaremos dos formas generales de atacar este problema

y subsecuentemente haremos una derivacion méas formal del término de transmision.
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Comencemos por definir la fuerza de infeccion, A, como la tasa per capita con la
que los individuos susceptibles contraen la infeccién. De esta forma, la tasa con la
que se producen nuevos infectados al tiempo ¢ simplemente es AS(t). Observemos que
la fuerza de infeccion deberia ser directamente proporcional al nimero de individuos
infectados al tiempo ¢, I(t). Recordemos que para que haya una transmision de algunos
patogenos se requiere un contacto de por medio. Asi, es en la estructura de contactos
y en cOmo esperamos que ésta cambie con el tamano poblacional que surgen dos
posibles formulaciones de la fuerza de infeccion.

La primer formulacion esta dada por A = - I(t)/N, donde § es el producto de
la tasa de contactos y la probabilidad de transmision efectiva dado un contacto. Esta
formulacion se conoce usualmente como transmision “dependiente de la frecuencia” o
como “accién de masas”. Otra expresion para la fuerza de infeccion es A = - ()
que se conoce como transmision dependiente de la densidad o como pseudo accién
de masas [24]. Estas dos formulaciones difieren en términos de la estructura de con-
tactos que suponen caracteristicas de la poblacion. La transmision dependiente de la
frecuencia refleja una situaciéon donde el nimero de contactos es independiente del ta-
mano de la poblaciéon, mientras que la transmision dependiente de la densidad supone
que conforme el tamano de la poblacién, y en particular la densidad de individuos,
aumenta, también lo hace la tasa de contactos. Como veremos a continuacion esta
distincién toma relevancia cuando el tamano poblacional varia, ya que de lo contrario
el término 1/N que aparece en la pseudo accién de masas puede absorberse en la
parametrizacion de la 5 de accion de masas.

Ahora obtendremos el término de transmision dependiente de la frecuencia (accion
de masas) siguiendo [24]. Comenzaremos por suponer que hay mezcla homogénea en la
poblacion, lo cual significa que todos los individuos interactiian con igual probabilidad
con todos los demés. Esto requiere que todos los miembros de la poblaciéon estén
distribuidos de forma homogénea en el espacio e implica que un individuo puede

encontrarse con cualquier otro en cada unidad de tiempo con igual probabilidad.
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Consideremos a un hospedero susceptible con ¢ contactos en promedio por unidad
de tiempo. Debido al supuesto de la mezcla homogénea en la poblacion, de estos
contactos una proporcion y(t) = I(t)/N son contactos con individuos infecciosos. Por
lo tanto, en un intervalo pequeno de tiempo (¢, t+h), el nimero promedio de contactos

con personas infecciosas es
c- % - h.
Si denotamos « a la probabilidad de transmision efectiva dado un contacto, entonces
1 — « es la probabilidad de que la transmisiéon no suceda. De esta forma, dado que
los contactos se dan de manera independiente, la probabilidad de que un individuo
I(t)

susceptible libre la infeccion después de ¢+ =7 - h contactos, denotada por 1 — py, es:

1)
1—pp=(1- a)c'Tt'h
Definimos ahora 5 = —c - log(1 — a) y sustituimos en la expresion para 1 — py, asi
podemos reescribir la probabilidad de transmisiéon en un intervalo pequeno de tamano

h como

Para traducir esta probabilidad en una tasa a la que ocurre la transmision, primero
expandimos el término exponencial (recordando que e* = 1+ x + “”2—? + g—? + ).
Seguido de eso, dividimos ambos lados por A y tomando el limite de py,/h cuando h
tiende a 0 obtenemos:

dpn  ,I(1)

dh N’

lo cual es la tasa de transmision por individuo susceptible, anteriormente definida
como la fuerza de infeccion y representada por A. Esta tasa mide la probabilidad per
capita de adquirir la infeccion. Asi, podemos extender este resultado para obtener la

tasa de transmision a la poblacion susceptible, dada por

BY _ sty =

S(HI(1)
dt '
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Finalmente, si normalizamos las variables del modelo con el tamano poblacional y las
denotamos z(t) = S(t)/N, y(t) = I(t)/N y z(t) = R(t)/N de forma que representen
densidades, la ecuacion anterior se transforma en:

dx(t)
dt

= —\z(t) = —Bz(t)y(t).

Juntando las transiciones establecidas anteriormente en un sistema de ecuaciones

diferenciales obtenemos el modelo SIR:

dx
dy
- = Pry—y, (5.3)
dz
@ _ 4
o Yy (5.4)

Estas ecuaciones tienen condiciones iniciales z(0) > 0y y(0), 2(0) > 0. A pesar de
la simplicidad del sistema de ecuaciones diferenciales expresado en las ecuaciones
7, éste no tiene una soluciéon explicita. Por lo tanto, para determinar la
evolucion temporal de la epidemia, el sistema puede resolverse numéricamente. Un
ejemplo de la evolucién temporal de una epidemia descrita por las ecuaciones ante-
riores se presenta en la figura 5.2, En ella podemos apreciar la conversion sucesiva de
los susceptibles a infectados y de los infectados a recuperados, regida por las tasas de

cambio derivadas anteriormente.
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Figura 5.2: Evolucion en el tiempo de las poblaciones descritas por el modelo SIR con
una poblacioén inicial casi completamente susceptible, salvo por un tnico individuo
infectado. Los parametros usados en esta simulacion fueron § = 0.5y v = 1/10.
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Ahora pensemos en las etapas iniciales de una epidemia, después de que una
cantidad pequena y(0) = y de individuos infecciosos llega a una poblacién consistente
de 2(0) = x( individuos susceptibles. Nos interesa entender qué factores determinaran
si ocurrird una epidemia o si la infeccion se extinguira sin generar un brote. Para

resolver esta pregunta comencemos por escribir la ecuacion ((5.3)) de la siguiente forma:

Y — y(pa— ). (5.5)

dt

Se observa de la ecuacion , que 2’ < 0 para toda t y esto implica que la proporcion
de susceptibles en la poblacion, x, decrece para todo tiempo sélo si y > 0. De la
ecuacion y de que y > 0 se tiene que y' > 0 si y solo si z > 7/f. Por lo tanto,
la proporcién de infectados, y, aumenta tnicamente si x > ~/f. Sin embargo, como
la proporcion de susceptibles en la poblacion, x, esta constantemente decreciendo, en
algin momento = < v/ y y decrece a partir de ese punto y se aproxima a cero. De
esta forma, si al inicio xy < /3, y decrece a cero y no hay epidemia, mientras que si
xo > v/, y aumenta hasta llegar a un maximo que ocurre cuando x = v/ y luego
decrece hacia cero.

Teniendo esto en cuenta, se define la cantidad umbral x¢ 5/y ~ /7, conocida
como el nimero reproductivo bdsico y denotada por Ry. Como se menciona en [§],
lo importante de esta cantidad es que nos permite determinar si habra un brote
epidémico o no: si Ry < 1 no habra una epidemia y la infeccién se desvanecera,
mientras que si Ry > 1 si habra una epidemia. El ntimero reproductivo basico, Ry,
se puede interpretar como el nimero de nuevos casos producidos por un individuo
infectado cuando la poblacion estd conformada casi en su totalidad por susceptibles

mientras el individuo permanezca infeccioso.
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5.3. Modelo SI determinista

Al cambiar el foco de las infecciones agudas a las infecciones crénicas, las cuales
duran periodos més largos y muchas veces no generan inmunidad, por lo que el modelo
SI las describe correctamente. Comenzaremos por suponer que todos los individuos
nacen sin inmunidad al patogeno, al cual son susceptibles. Una vez infectados, y
en ausencia de tratamiento, los individuos permaneceran infectados. De esta forma,
la particion de la poblacion serd ahora en solo dos grupos basados en las etapas
epidemiologicas descritas anteriormente: los individuos susceptibles y los individuos
infectados. De nueva cuenta denotaremos los tamanos de estas subpoblaciones al
tiempo ¢ por S(t) y I(t). Al igual que en el modelo SIR, nuestro primer supuesto es
que la poblacién es grande, cerrada y no ocurren nacimientos ni muertes a lo largo
de la epidemia. Asi, la poblacién es de tamano N constante en el tiempo y se cumple

la siguiente relacion:

S(t)+ I(t) =N, parat>0. (5.6)

Las ecuaciones del modelo SI se asemejan a las del modelo SIR salvo por que al no

haber recuperacion, este modelo omite el término correspondiente. El modelo SI esta

dado por
dx
= - 5.7
o = By, (5.7)
dy
-z 5.8
= Bay, (5.8)

donde z(t) = S(t)/N y y(t) = I(t)/N y tiene sentido bioldgico para condiciones
iniciales z(0) > 0y y(0) > 0.

Como se menciona en [2], es bastante sencillo establecer el comportamiento del
modelo SI. A diferencia del modelo SIR, el modelo SI si tiene una soluciéon explicita.
Como la poblacion es constante en cada tiempo y se cumple la ecuacion (5.6)) tenemos
que el namero de susceptibles puede calcularse a partir del niimero de infectados, de

forma que z(t) = 1 — y(t). Asi, sustituyendo x = 1 — y en la ecuacion (5.8), que
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describe el comportamiento de la poblacién de individuos infecciosos, obtenemos:

i 5y(1 - y)? (59)

que es la ecuacion diferencial logistica, cuya solucion exacta es

y(t) = m donde A= 1;(—?);0> (5.10)

Asi, tenemos que S(t) decrece de forma monoétona mientras que I(t) crece de forma
mono6tona. Mas atn, tomando el limite cuando ¢ tiende a infinito en la ecuacion
(5.10), vemos que y(t) tiende a uno y x(t) tiende a cero. De acuerdo con este modelo,
eventualmente toda la poblacion se volvera infecciosa. Un ejemplo de la evolucion

temporal de una epidemia descrita por el modelo SI se presenta en la figura [5.3]
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Figura 5.3: Evolucion en el tiempo de las poblaciones descritas por el modelo SI con
una poblacién inicial completamente susceptible y un tnico individuo infectado. El
parametro utilizado en esta simulacion fue g = 0.5.

5.4. El indice reproductivo basico como descriptor
de la epidemia

En esta seccion evaluaremos el uso del ntimero reproductivo basico, Ry, para pre-
decir el desarrollo de una epidemia y en la toma decisiones de salud publica. La
utilidad del Ry se hace presente desde el momento en que comienza un brote. Como

vimos en la seccion [5.2] el Ry es una cantidad umbral que identifica cudndo puede
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ocurrir un brote epidémico. Un equivalente del niimero reproductivo basico se extien-
de a cualquier momento de la epidemia es el nimero de reproduccion efectiva, definido
como:

R(t) = 2Ry, (5.11)

Como se menciona en [27], la descripcion del curso temporal de una epidemia puede
lograrse parcialmente con la estimacion del ntimero de reproduccion efectiva R(t). Si
R(t) < 1, la epidemia esta en declive y bajo control al tiempo t. Viceversa, si R(t) > 1
la epidemia esté en ascenso al tiempo .

Por estas razones, Ry es un pardmetro de gran relevancia que permite saber si un
patogeno puede ocasionar un brote o no. Muchas de las medidas de salud publica para
controlar la propagacion de una infeccion son estrategias de mitigacion que disminuyen
Ry y R(t). Por ejemplo, el Ry puede reducirse por medio de periodos de cuarentena,
los cuales se traducen en una reducciéon de la tasa de transmisiéon, o por medio de
tratamientos contra la infeccion, los cuales se traducen en un cambio en la duracion
promedio de la infeccion o de su infecciosidad. Por su parte, para disminuir R(¢) se
busca reducir el ntimero de susceptibles, por ejemplo por medio de la vacunacion.

Una observacion importante es que, a pesar de que el niimero reproductivo basico
se puede calcular para varios modelos, la dindmica epidémica depende del modelo
que elijamos. Modelos distintos, que tengan un valor de Ry igual, pueden presentar
dindmicas completamente diferentes. Un ejemplo de esto puede encontrarse en [29].

Esto sugiere una pregunta esencial: jen qué grado las estimaciones del ntimero
reproductivo basico sirven de base para describir el desarrollo temporal de una epide-
mia? Una respuesta razonable a esta pregunta es que el niimero reproductivo basico
por si solo proporciona poca informacion acerca de la duraciéon y las caracteristicas
temporales en general de una enfermedad infecciosa.

En conclusion, las estimaciones del namero reproductivo basico y del ntimero de
reproduccion efectiva aportan informacion de gran utilidad del desarrollo de distintas
epidemias, especialmente, cuando las estimaciones se llevan a cabo para una pobla-

cion en particular y se combinan con estimaciones de los pardmetros del modelo en
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cuestion. Sin embargo, Ry y R(t) son descriptores complejos de una epidemia que
engloban aspectos diversos del proceso de contagio. Por si solo, el Ry es una medida
insuficiente de la dinamica de las enfermedades infecciosas [29]. Sin embargo, la esti-
macion del Ry en una poblacién determinada es ttil para entender la transmision de
una enfermedad. Si se considera Ry en el contexto de las particularidades del modelo
propuesto, este describe la velocidad de propagacion de un brote epidémico como
consecuencia del potencial invasivo del patégeno en cuestion y ayuda a preparar la

respuesta de salud publica correspondiente.



Capitulo 6

Modelo epidemiolégico probabilista

con microdinamicas y tiempo reverso

En este capitulo se plantea un modelo epidemiol6gico simple basado en la dinamica
probabilista del modelo de Moran, se estudia su dindmica y se propone una nueva
forma de evaluar el desarrollo de una epidemia, que contrastaremos con el ntmero
reproductivo basico Ry. El modelo sera construido para describir la dindmica de una
infeccion para la cual toda la poblacion es susceptible y que no genera inmunidad.

Esto corresponde a la situacion que retrata el modelo SI presentado en la seccion [5.3]

6.1. Revisién de modelos epidemiolbgicos estocasti-
cos preexistentes

En esta seccion veremos algunos de los modelos epidemiolégicos estocasticos que
se encuentran en la literatura. Se presentan dos tipos principales de modelos: los
modelos de cadena de Markov a tiempo discreto (CMTD), en los cuales el tiempo y
las variables de estado son discretos, y los modelos de cadena de Markov a tiempo
continuo (CMTC), en los cuales el tiempo es continuo pero las variables de estado

son discretas. Esta presentacion se hara siguiendo [3], [4], [5].
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6.1.1. Modelos CMTD

En todos los modelos CMTD que se presentan en esta seccion se utilizaran las
variables aleatorias discretas S(t), Z(t) y R(t), las cuales representan el nimero de
individuos susceptibles, infectados y recuperados al tiempo ¢, respectivamente. En
un modelo epidemiologico de CMTD, t € {0,h,2h,...} y las variables aleatorias
discretas satisfacen

S(t),Z(t),R(t) € {0,1,2,...,N}.

Dado que en esta seccién estaremos trabajando con Cadenas de Markov en tiempo
discreto, comenzaremos haciendo una breve revision de los conceptos més relevantes
de las mismas. Comencemos por considerar una familia de variables aleatorias que
toman valores en un espacio de estados discreto y estan indexadas por valores discretos
n € {0,1,2,...}. A dicha familia la denotaremos por X = {X(n) : n = 0,1,...}.
Para que el proceso X sea una cadena de Markov a tiempo discreto debe satisfacer la
propiedad de Markov, la cual se cumple cuando para cualquier entero n > 0 y para

cualesquiera estados X (0),..., X (n+ 1), se cumple que

P(X(n + 1)|X(0),...,X(n) = P(X(n + 1)|X (n)).

En el contexto discreto, la propiedad de Markov significa que el proceso al tiempo
n + 1 solo depende del proceso en el tiempo n. Ahora, denotamos a la probabilidad

de transicion del estado X (n) =i al estado X(n + h) = j en un tiempo h por

pij(n+h,n) =P{X(n+ h) =j|X(n) =i}.

Cuando la probabilidad de transicién p;;(n + h,n) no depende de n se dice que el
proceso es homogéneo en el tiempo y se denota a la probabilidad de transiciéon con
pij(h). La suma de todas las probabilidades de transicién desde un estado ¢ hacia
cualquier otro estado j es igual a uno, ya que representa todos los posibles cambios

del estado ¢ durante el intervalo de tiempo h.
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Modelo SI CMTD

El modelo epidemiologico ST CMTD describe el desarrollo temporal de las variables
aleatorias S(t) e Z(t). Sin embargo, solo hay que considerar la variable aleatoria Z(t),
ya que S(t) = N —Z(t) donde N es el tamano, constante, de la poblacion total. El

proceso estocastico {Z(t) : t = 0, h, ... } tiene funcion de distribucion de probabilidad

asociada
pi(t) =P{Z(t) =1}, parat>0yt=0,h,2h,...,
donde
N
sz-(t) =1, paracadat=0,h,2h,....
i=0

Ahora, nos centraremos en definir una relacion entre Z(t) y Z(t+h). Esta relacion
estd determinada por los supuestos subyacentes del modelo epidemiologico SI y se
define en términos de las probabilidades de transicion del proceso. Observemos que el
modelo epidemiologico SI CMTD es homogéneo ya que el modelo SI determinista es
autonomo. Para simplificar la definicién de las probabilidades de transicion el paso de
tiempo h se escoge lo suficientemente pequeno de forma que el niimero de infectados
cambie a lo mas en uno en el intervalo de tiempo h. Asi hay solo una nueva infeccion
o ninguna en el intervalo de tiempo A. En este caso, con solo dos transiciones posibles,
éstas se definen usando las tasas del modelo SI determinista, multiplicadas por h. Las

probabilidades de transicion del modelo SI CMTD satisfacen

(
B0, sij=i+1
pig(h) = 41— B0 g = (6.1)
0, e.0.C
\

Aplicando la propiedad de Markov a las probabilidades de transicién anteriores, las

probabilidades p;(t + h), para @ = 1,..., N pueden expresarse en términos de las
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probabilidades en el tiempo ¢ usando el teorema de la probabilidad total.

N—-i+1
N

N —1

pilt+B) = pes() - B- (i = 1)- -h+pi<t>(1—ﬂ-z'- -h). (62)

De esta forma tenemos que la matriz de transicion, denotada por P(h) es una matriz

bidiagonal de tamano (N + 1) x (N + 1) dada por

1_5.%% 5.%.;1 0 0
0 1—5-2-¥-h @.2.%& 0 0

0 0 0 1—5-%-}1 ﬁ~%-h
1

0 0 0 0 0

Asi, el modelo epidemiolégico SI CMTD {Z(t) : t = 0,h,...} estd completamente
determinado. Ahora, dado un vector de probabilidad inicial p(0), se sigue que p(h) =
p(0)P(h). La identidad (6.2)) se expresa en notacion matricial como

p(t +h) = p(t)P(h) = p(0O)P" " (h), (6.3)

donde t = nh.

Ahora podemos obtener ecuaciones en diferencias para la media y para otros
momentos de orden mayor directamente de la ecuacion . Por ejemplo, el valor
esperado de Z(t) es E[Z(t)] = SV, ip;(t). Multiplicando la ecuacion (6.2) por i y

sumando sobre las 7 obtenemos

B+ 0) = EZ)+ Y po D,

= E[Z(0)] + PREIZ()) - L HEZ(0)]

Los estados {1, ..., N} pueden dividirse en dos conjuntos que constan de los estados

recurrentes, { N}, y los estados transitorios {1,..., N — 1}.
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Las probabilidades de transicion de los estados transitorios tienen la siguiente
propiedad:
lm ™ =0
Jim p’ =0,
para pgl) el elemento (7,j) de la potencia n de la matriz de transicion, P", para
cualquier estado j y para cualquier estado transitorio i. De este hecho y la identidad

(6.3) se sigue que

lim p(t) = (0,0,...,1), con t = nh.

t—o00

Este resultado implica que el modelo epidemiologico SI CMTD se aproxima a un
estado en el que todos los individuos se han infectado (la probabilidad de absorcion

es uno), sin importar la magnitud de namero reproductivo bésico.

Modelo SIR CMTD

El modelo epidemiolégico SIR CMTD describe el desarrollo temporal de las varia-
bles aleatorias S(t), Z(t) y R(t). Observemos que la variable aleatoria R(t) es igual
a N — S(t) — Z(t) por lo que solo hace falta describir S(t) y Z(t). De esta forma el
modelo epidemiologico SIR CMTD es un proceso bivariado consistente de las varia-
bles aleatorias independientes, S(t) y Z(t). El proceso bivariado {(S(t),Z(t))} tiene

funcién conjunta de probabilidad dada por

Este proceso bivariado tiene la propiedad de Markov y es homogéneo en el tiempo.
Las probabilidades de transicién pueden definirse usando los supuestos del SIR
determinista. Primero, elegimos h lo suficientemente pequeno de forma que a lo mas
pueda ocurrir un cambio de estado en el intervalo de tiempo de tamano h. En parti-
cular, puede haber una nueva infeccién o una recuperacion. En este caso, las proba-

bilidades de transicion se denotan de la siguiente forma:

Pstriti) o) (h) = PLUS(E+ 1), Z(E + h)) = (s + Kk, i + 7(SE), Z(1)) = (s,4)}.
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Por lo tanto, basandonos en el modelo SIR determinista, las probabilidades de tran-

sicién son

B%ha s1 (kaj) = (_17 1)7

’ﬂha s1 (kaj) = (0a _1)7
P(s,i) (s-+i+5) (h) = | (6.4)

0, €e.0.C.

donde [ es la tasa de contagio y v es la tasa de recuperacion. Aplicando la propiedad
de Markov y el teorema de la probabilidad total, podemos describir p¢;(t + h) en
términos de las probabilidades de transicion por medio de la siguiente ecuaciéon en

diferencias

B . .
P(s,i)(t +h) = p(s+1,i—1)(t)ﬁ(l —1)(s + 1)h + pesivny ()@@ + 1)h

+ Pley(t) (1 _ {% _ %} h) | (6.5)

Observemos que el estado (IV,0) es absorbente ya que una vez que no hay ningun in-
fectado en la poblacion no puede haber mas contagios, es decir que p(y.0),v,0)(h) = 1,
y que el resto de los estados son transitorios. Por lo tanto todos los caminos eventual-
mente terminan en el estado libre de enfermedad (N, 0).

Finalmente, observemos que la esperanza de S(t) y de Z(t) se calculan como
E[S(t) = 2N, spes,i)(t) y E[Z(t)] = Y iP(s,i)(t). Sin embargo, estas ecuaciones
no pueden solucionarse de manera directa ya que dependen de momentos de orden

mayor.

6.1.2. Modelos epidemiol6gicos de cadena binomial

En esta secciéon estudiaremos dos modelos CMTD bien conocidos, el modelo de
Greenwood [19] y el de Reed-Frost [I] siguiendo la presentacion realizada en [6], [3],
[12]. Estos son modelos de cadenas de Markov bivariados que dependen de las variables

aleatorias S(t) y Z(t) y fueron desarrollados para estudiar la transmision de una
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infeccion en escalas pequena. Inicialmente, el modelo supone que hay Z(0) =iy > 1
individuos infectados y S(0) = so hospederos susceptibles. Sea p la probabilidad de
un contacto entre un infectado un hospedero susceptible, ¢ = 1 — p la probabilidad de
que dicho contacto no suceda y [ la probabilidad de que el contacto resulte en una
infeccion. De esta forma tenemos que la probabilidad de que uno de los infectados no

infecta a uno de los hospederos susceptibles es

l-p+pl-B)=1-pB=a

Ahora, se supone que en el tiempo ¢ los individuos infectados estdn en contacto
con todos los miembros susceptibles de la poblacién. Este supuesto cobra sentido
en un escenario como un hogar o una escuela. En el tiempo t + 1 los individuos
susceptibles que contrajeron la enfermedad en el tiempo ¢ se vuelven infecciosos. El
periodo de tiempo entre t y ¢ + 1 es el periodo de latencia y el periodo infeccioso se
reduce a un instante en el tiempo. Solo en el tiempo ¢ los individuos infecciosos Z(t)
pueden infectar a los hospederos susceptibles S(t). Después de ese tiempo, ya no son
infecciosos y por lo tanto son removidos de la poblacién. De esta forma, la poblacion

al tiempo t + 1 satisface la expresion
St+1)+Z(t+1)=38() (6.6)

La diferencia entre el modelo de Greenwood y de Reed-Frost recae en los supuestos
sobre la probabilidad de infeccion. En el modelo de Greenwood se supone que la
causa de la infeccién no esta relacionada con el nimero de infectados, mientras que
en modelo de Reed-Frost la causa de la infeccion si esta relacionada con el ntimero
de infectados. De esta forma en el modelo de Greenwood la probabilidad de que un
individuo no se infecte es simplemente o mientras que en el modelo de Reed-Frost es
oX® . Ambos modelos suponen que la probabilidad de transicion del estado (s¢,14¢) al
estado (S441,%:41) tiene distribucion binomial. En ambos modelos el tiempo T para
el cual Z(t) = 0y S(t) = S(t — 1) o para el cual S(¢) = 0 determina el final de la

epidemia.



CAPITULO 6. MODELO EPIDEMIOLOGICO PROBABILISTA 63

Modelo de Greenwood

En el modelo de Greenwood, la variable aleatoria S(t + 1) tiene distribucién bino-
mial que depende de S(t) y de «, de forma que S(t+ 1) ~ Binomial(S(t), ). De esta
forma, la probabilidad de transicion del estado (s, ;) al estado (s441,%;+1) depende

Unicamente de s, s;11 y a vy estd dada por

St

DP(siyin),(st150t41) — ( )a8t+1(1 - Oé)St_SH—l‘ (67)

St+1

De esta forma tenemos que {S(t) : t = 0,1,...} es una cadena de Markov con pro-
babilidades de transicion con distribucién binomial y Z(t) puede ser descrito usando
la ecuacion (6.6). Mas atn, la esperanza condicional de S(t + 1) e Z(t + 1) esta dada
por

E[SE+1)[SH)] = aS(t), E[Z(t+1)[S(E)] = (1 —a)5(1),
y la varianza condicional estd dada por

Var(S(t + 1)|S(t)) = a(1 — a)S(t) = Var(Z(t + 1)|S(t)).

Finalmente, observemos que si calculamos de forma recursiva las esperanzas condi-

cionales hasta el tiempo 0 obtenemos que
E[S(t)|S(0) = s¢] = o'z, E[Z(t)|S(0) = z0] = o' (1 — ).

De este resultado se sigue que E[S(t)] tiende a 0 conforme ¢ tiende a infinito y co-
mo S(t) es acotada y no negativa entonces debemos tener S(t) = 0 para toda t lo

suficientemente grande.
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Modelo de Reed-Frost

En el modelo de Reed-Frost, la variable aleatoria S(¢+ 1) tiene distribucién bino-
mial y satisface S(t + 1) ~ Binomial(S(t),a’®). De esta forma, la probabilidad de

transicion del estado (s, ;) al estado (s441,7:11) esta dada por

St

Disein)(sesnsivsr) = (st+1> (ait)5t+1 (1— aiz)itJrl_ (6.8)

De esta forma, una realizacion del modelo (s, 1), (s1,%1),- .-, (s7,ir), donde yr =
0 < yr_1 tendré probabilidades de transiciéon con la distribucién binomial descrita en
la ecuacion (6.8). Mas atn, la esperanza condicional de (S(t+1),Z(t + 1)) esta dada
por

E[(S(t+ 1), Z(t + 1)|(S(t),Z(t))] = (St)a™,S(t)(1 — a*W)),

y la varianza condicional esta dada por
Var(S(t +1)[(S(t), Z(1)) = S(t)(1 — p")p™ = Var(Z(t + 1)[(S (), Z(1)))-

A diferencia de las ecuaciones analogas para el modelo de Greenwood, estas ecuaciones
no tienen una solucién explicita pero pueden ser calculadas facilmente de manera
recursiva.

Observemos finalmente que los modelos de Greenwood y Reed-Frost difieren cuan-
do Z, > 1 para t > 0 ya que sus probabilidades de transicion adquieren valores

diferentes.

6.1.3. Modelos CMTC

Los modelos CMTC estan definidos en una escala de tiempo continua, ¢t € [0, 00),
pero los estados S(t), Z(t) vy R(t) son variables aleatorias discretas. En este caso
estaremos usando la teoria de las cadenas de Markov en tiempo continuo presentada

en la seccion B.11
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Modelo SI CMTC

En el modelo SI CMTC, el proceso estocéstico depende de la coleccion de varia-

bles aleatorias {Z(t)},t € [0,00) y sus funciones de probabilidad asociadas p(t) =

(po(t),...,pn(t))T, donde

El proceso estocastico tiene la propiedad de Markov definida en la seccion (3.1}

En un modelo CMTC, nos referimos a las probabilidades de transiciéon como pro-
babilidades de transicion infinitesimales porque son validas para un h suficientemente
pequeno. Por lo tanto, el término o(h) se incluye en la definicion. Las probabilidades

de transicion infinitesimales se definen de la siguiente manera:

(
Li(N —i)h + o(h) sij=i+1,

pij(h) = 91— Zi(N —i)h+o(h)  sij=1i,

o(h) e.0.C.

Dado que h es lo suficientemente pequeno, solo hay dos posibles cambios de estado:
de i a i+ 1 o de ¢ quedarse en i. Ahora, aplicando la propiedad de Markov para las
probabilidades de transicion infinitesimales podemos construir la matriz generadora
infinitesimal. En lugar de un sistema de ecuaciones en diferencias, esta vez obten-
dremos un sistema de ecuaciones diferenciales. Supongamos que P(Z(0) = i) = 1.

Entonces, piyi(h) = pi(h) y

(i — 1)(N — i+ 1h+ pi(h) (1 - ﬁi(N — z’)h) + o(h).

pi(t+h) =pi1(t) N

B
N
Restando p;(t), dividiendo entre h y dejando h tender a cero,

B = DN =i+ 1) — iV ), (6:9)

dpo

para 1 = 1,2,...,N y B = 0. Estas ecuaciones pueden expresarse en notacion
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matricial como

dp
—=Q 6.10
m D; ( )

donde p(t) = (po(t),...,pn(t))T y la matriz Q esta definida de la siguiente manera:

—2iN-1) LunN-1) 0 0 0
0 —2o(N-2) L2(N-2) 0 0
Q- . :
0 0 0 —F (N =1)(1) FV-1)(1)
0 0 0 0 0

Se pueden derivar ecuaciones diferenciales para la media y momentos de orden mayor
de Z(t) de las ecuaciones diferenciales ([6.10]). Esto se hace siguiendo la presentacion
hecha en [3]. Para ello podemos usar la funcion generadora de probabilidad o la
funcion generadora de momentos. La funcion generadora de probabilidad para Z(t)

estd definida como

N
P(6.1) = E[F"0) = 3 pi(r)
i=0
y la funcién generadora de momentos como
N
M(0,t) =E[e™D] = " pi(t)e”.
=0

Usamos la funcién generadora de momentos para derivar las ecuaciones, ya que el
método de derivacion es mas simple que con la funciéon generadora de probabilidad.
Ademas, los momentos de la distribucion correspondiente a Z(t) pueden calcularse
facilmente de la funciéon generadora de momentos,

ok M
9% oy

= E[Z*(t)],

parak=1,...,n.
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Primero, derivamos una ecuacion diferencial que satisfaga la funciéon generadora
de momentos. Para ello, multiplicamos las ecuaciones por e y sumamos sobre

1. De esta forma obtenemos

oM NdpZ i0
o ;dte

N 5 N

= Be? = 1) Zipiew - N(ee - 1) Zi2piew.
i=1 i=1

oM | 92M

Las sumas del lado derecho pueden sustituirse por 55 o %oz

Asi, obtenemos la
siguiente ecuacion diferencial parcial de segundo orden para la funciéon generadora de

momentos.
0*°M
002

oM oM

Tl B - 1)@ - N(ee —1)

(6.11)

En [5], se deriva una forma general para la ecuacion diferencial parcial que satisfacen
la funcion generadora de momentos y la funciéon generadora de probabilidad, basada
en las probabilidades infinitesimales de transiciéon del proceso.

La ecuacion diferencial parcial para la funcion generadora de momentos, ,
se puede usar para obtener una ecuacion diferencial ordinaria para la media de Z(t).
Diferenciando con respecto a  y evaluando en # = (0 obtenemos la siguiente

ecuacion diferencial ordinaria que satisface E[Z(t)],

dE[Z(1)]
dt

~ BBIZ()) — SEIZ(1)]

Dado que la ecuacion diferencial para la media depende del segundo momento, no

se puede resolver de forma directa.



CAPITULO 6. MODELO EPIDEMIOLOGICO PROBABILISTA 68

6.2. Definicién del modelo

En el contexto epidemiologico, para el Modelo de Moran cada individuo hospedero
“escoge” a una persona de la poblacién con igual probabilidad y tiene un contacto.
En caso de que el par que hace contacto sea susceptible e infectado, el individuo
susceptible se infecta con probabilidad f.

Uno de los principales supuestos de este modelo es la mezcla homogénea en la po-
blacién, la cual implica que cualquier individuo en la poblacién puede encontrarse con
cualquier otro con igual probabilidad en una unidad de tiempo. Por lo general, es una
simplificacion fuerte de la realidad para la mayor parte de las poblaciones humanas,
que con frecuencia estan muy estructuradas en subgrupos cuyos individuos tienen
mas probabilidad de relacionarse entre si que con los individuos de otros subgrupos.

Otro supuesto del modelo es que los contagios son un evento aleatorio y todos los
individuos susceptibles se contagian con probabilidad £ al tener un contacto con un
individuo infeccioso. Este supuesto omite cualquier heterogeneidad generada por di-
ferencias entre individuos tales como diferencias en respuesta inmune potencialmente
asociadas a su edad o a la presencia de comorbilidades. Ademés, se supone que la
poblacion es grande, cerrada y que no ocurren nacimientos ni muertes a lo largo de
la epidemia.

Finalmente, se supone que los contactos de una persona se pueden modelar como
un proceso Poisson de tasa uno. Otra forma de pensar este supuesto es que el tiempo de
espera entre cada contacto es una variables aleatoria exponencial con tasa 1. Aunque
esto es una simplificacion, solo es un supuesto de construccion el cual puede ajustarse
reescalando la tasa con la que los individuos tienen un contacto.

Por otro lado, notemos que, a pesar de que la dindmica del modelo SI probabi-
lista estd basada en la dinamica del modelo de Moran, hay muchos casos dentro de
la interaccion entre individuos en el modelo de Moran que no resultan de interés en
términos epidemiologicos (ver figura . De ahora en adelante consideraremos tni-
camente los contactos infecciosos dentro del modelo SI probabilista y omitiremos los

contactos que no resulten en una infecciéon nueva. Observemos que las relaciones en
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el modelo de Moran pueden pensarse como relaciones “dirigidas” ya que cuando un
individuo escoge a su ancestro, hereda su genotipo, pero el ancestro no se modifica.
Las relaciones en el SI probabilista se pensaran de esta misma forma. Asi, cuando
un individuo susceptible tiene un contacto “dirigido” con un individuo infectado este
puede contraer la infeccion; sin embargo, si un individuo infectado tiene un contac-

to “dirigido” con un individuo susceptible este no puede heredar su caracteristica de

susceptibilidad.
0 foa . Joa Tos  Joa  Tos . n —(0,1,0,0,0)
I

tl ----------------------------- - .h‘l ------------- * ?}'1 = (U, 1, U, ].} U)
to Iy, 3

----------------------------------- - m = (U, 1, ].,, ].} 0)
ts

..................... I!"‘l L I R/ (1} 1} ]_1. ]., 0)

4 "
LZ N R S . $% 0 py=(1,1,1,1,1)
4 1 2 3 4 5

Figura 6.1: Ejemplo de la cadena de Markov del modelo SI probabilista con cinco
individuos incluyendo las interacciones heredadas del modelo de Moran que no re-
sultan relevantes para el desarrollo de una epidemia en color gris: (1) cuando hay
un contacto entre susceptibles, (2) cuando un susceptible tiene un contacto con un
infectado pero no resulta en contagio, (3) cuando un infectado tiene un contacto con
un susceptible, (4) cuando un individuo tiene contacto consigo mismo y (5) cuando
hay un contacto entre infectados.
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Podemos ahora construir una Cadena de Markov a tiempo continuo, cuya dinamica
sea la recién planteada para el modelo SI probabilista. Para una poblaciéon de tamano
N, definamos entonces la familia de variables aleatorias {n; : t > 0} que toman valores
en el espacio de estados Q = {0, 1}, donde el valor 0 representa el estado susceptible
y el valor 1 representa el estado infectado. Definimos a n, como n; = (9.1, M2, - - Me.N)
donde n; € {0,1} para cada j € {1,..., N}, de forma que 7, ; representa el estado
del individuo j al tiempo t en relacion con la infeccion, con 0 susceptible y 1 infectado.
Asi, n; describe el avance de la epidemia al tiempo .

Veamos los estados a los que puede darse una transicion cuando la cadena se
encuentra en un estado particular n al tiempo t. Para ello definimos la siguiente

relacion entre estados 7, € Q:

p<ne @) <n@ Vie{l,... N}

De esta forma tenemos que una cadena puede hacer transicion del estado 7 al estado
¢ solo si se cumple que p < 1y ¢(j) # n(j) para una tnica j en {1,..., N}. En tal
caso, tenemos que la tasa de transicion de n a ¢ es

N -5,
N ?

Qne = 6 : St : (6.12)

donde S; = #{j : n(j) = 0}. Asi tenemos que la cadena de Markov {n, : ¢ > 0}
tiene la misma dinamica que el modelo SI probabilista explicado informalmente al
comienzo de esta seccion.

Para una poblacion de tamanio N definimos el proceso {S; : t > 0} con espacio de
estados £ = {0,1,..., N} donde S; representa el ntimero de individuos susceptibles
al tiempo t. Asi como el proceso A; del Modelo de Moran, definido en la seccion [3.2.1],
puede verse como un proceso de nacimiento y muerte; el proceso S; puede verse como

un proceso de muerte con tasas de transicion dadas por:

_8, con 0 < s < N. (6.13)

s—s—1contasaf-s-
b N
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Observemos que, de igual forma, podemos definir el proceso de {I; : ¢ > 0} con espacio
de estados E donde I; representa el nimero de infectados al tiempo ¢. Siguiendo el
argumento anterior, podemos pensar al proceso I; como un proceso de nacimiento

con tasas de transiciéon dadas por:

N Y

i— i+ 1 con tasa - i- con 0 <i<N. (6.14)

Observacion 6.1. Dado que I, = N — S; tenemos que:

N -1,

N—(N-38) S, N -8,
- .

=B (N=8) ———2 =8 (N=5)- =8-S —

B'It' ~

Por lo tanto la tasa con la que el proceso I; hace transicion del estado I al estado

I;+1 es igual a la tasa con la que el proceso Sy hace transicion del estado Sy al estado

Sy —1.

Ahora definiremos el proceso a tiempo reverso de S; en un intervalo de tiempo
[0,7], con T constante, y veremos que es igual en distribucién al proceso I; en el
intervalo de tiempo [0,7]. Comencemos por observar que el proceso {S; : t > 0}
tiene trayectorias Cadlagﬂ. Esto quiere decir que Sy(w) es cadlag con probabilidad 1.
Resulta importante esta observacion ya que si tomasemos al proceso S¢r_y como la
definicion del proceso a tiempo reverso, este tendria trayectorias caglad. Para evitar
este problema definimos el proceso a tiempo reverso de S; en el intervalo [0, 7] de la

siguiente manera:

Definicién 6.1. Sea 7' > 0 una constante. Definimos el proceso a tiempo reverso de

S; en el intervalo [0, 7] como
1, = S(T_t)f con 0 <t<T,

recordando la notacion f(¢7) := lmgy f(2).

De esta forma aseguramos que Z; tenga trayectorias cadlag.

'Una funcién cadlag es una funcién continua por la derecha y con limites por la izquierda
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Teorema 6.1. Para T =inf{t > 0: I, = N — 1}, se cumple que {Z; : 0 <t < T} es

igual en distribucion a {I; : 0 <t < T}, lo cual se denota como
(Z,:0<t<T}L{l,:0<t<T}

Demostracion. Comencemos por observar que tanto el proceso I; como el proceso a
tiempo reverso de S;, Z;, tienen trayectorias cadlag.
Ahora veamos que ambos procesos tienen la misma distribucién inicial. Por un lado

tenemos que:

I(]:SszN—IszN—(N—1>:1.

Por otro lado, simplemente tenemos que Iy = 1. Por lo tanto, se cumple que el proceso
Ty y el proceso I tienen la misma distribucion incial.

Finalmente, veamos que ambos procesos tienen la misma tasa de transicién. Por un

lado tenemos que Z; hace transicion de s a s+ 1 con tasa 3-s- N]\;S, donde 0 < s < N.

Por otro lado, I; hace transiciéon de ¢ a ¢ + 1 con tasa (3 -1 - N];i, donde 0 <7 < N.

Como i = N — s, tenemos que Z; e I; tienen las mismas tasas de transicion.

De esta forma tenemos que para T = inf{t > 0 : [, = N — 1} se cumple que
(Z,:0<t<T}L{,:0<t<T})
O

Haciendo uso de las tasas de transicion descritas en la ecuacion (6.13) podemos
definir el generador infinitesimal de la cadena {S; : t > 0} como la matriz de ceros G

de tamano N x N con entradas diferentes de cero dadas por

N
Gi,=—-0-1i- NZ paraie€ {l...,N — 1},

N —
Giio1=0"1- NZ parai € {1,...,N — 1}, (6.15)

GO,Z':GNJZO para i € {0,7N}
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En la figura se muestra una simulacion del proceso {S; : t > 0} con una
poblacién de 20 individuos, de los cuales 19 son susceptibles y uno esta infectado al
tiempo 0, con probabilidad de transmision efectiva § = 0.3. Se muestra también la
curva de infectados, calculada como I; = 20 — S;.

Observemos que la cadena de Markov {n; : t > 0} es tal que todos los estados en
() son transitorios a excepcion del vector cuyas entradas son todas 1, lo que describe
una poblacion conformada tnicamente por personas infectadas. De esto se sigue que
el proceso {S; : t > 0} es tal que los estados N — 1, N —2,...,1 son transitorios
y el estado 0 es absorbente, y que el proceso {I; : t > 0} es tal que los estados

1,2,..., N — 1 son transitorios y el estado N es absorbente.

Sl Probabilista

2000 1

17.5 A

15.0 A

12.5

= |nfectados

10.0 1 — Susceptibles

7.5 A

Mamero de Individuos

50 4

25 A

00 A

0.0 25 50 75 100 125 150 175
Tiempo

Figura 6.2: Simulacién de S; e I; con una poblaciéon de tamano 20, con Iy = 1y
So =19 y con = 0.3.
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6.3. Primeros resultados

Primero mostraré que el comportamiento promedio en proporciones del proceso
SI probabilista tiende a la ecuacién diferencial del modelo SI determinista cuando el
tamano de la poblacion tiende a infinito y el tamano del paso de tiempo tiende a cero.
Para ver como el modelo SI determinista se recupera del modelo SI probabilista se
har& una aproximacion de campo medio, usado por ejemplo en [23].

Considerando una poblaciéon de tamano N y un tamano de paso h, pequeno,
definamos la variable aleatoria X"(¢) que representa al niimero de infectados nuevos
en un intervalo de tiempo (t,t 4+ h). De esta forma tenemos que las cantidades de

susceptibles e infectados al tiempo t 4+ h estdn dadas por:

S(t+h) = S(t)—X"¢), (6.16)
I(t+h) = I(t)+X"1). (6.17)

Reorganizando las ecuaciones (6.16|) y (6.17) obtenemos:

S(t+h)—S(t) = —X"(t), (6.18)
It+h)—1I(t) = X"(1). (6.19)

Al dividir ahora ambos lados de las ecuaciones (6.18)) y (6.19) entre N obtenemos:

Sit+h) —St) X"

~ = —— (6.20)
It+h)—I(t) X"

~ = = (6.21)

donde X?V(t) toma valores en el conjunto {0,1/N,...,S(t)/N} y representa la propor-

cion de individuos infectados durante el intervalo de tiempo (¢,¢ + h). Si denotamos

por z(t) a % y por y(t) a % obtenemos:
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w4 h) — () = —X]hV(t), (6.22)
y(t+h) —y(t) — X;V(t). (6.23)

Comencemos por calcular la esperanza en ambos lados de cada una de las ecuaciones
(6.22) v (6.23). Para ello notemos que el lado derecho de cada una de las ecuaciones es

una variable aleatoria, por lo que al calcular la esperanza de ambos lados obtenemos

st h) —2(t) = —%E[Xh(t)], (6.24)

Yt +h) —y(t) = %E[Xh(t)]. (6.25)

Calculemos entonces E[X"(¢)]. Aplicando la definiciéon de la esperanza tenemos que

E[X"(t)] = 0+ 1- Py ) + Zy Ps)s0-3 (),

y por el Lema se tiene que para cada j > 2 la probabilidad Ps su)—j(h) es o(h),

por lo que

E[X"(t)] = Ps(.s +Z] o(h

Como haremos tender h a 0, podemos tomar un valor de h lo suficientemente pequeno,

de forma que se cumpla el Teorema [3.4] y tengamos que
BIX"(1)] = gsonston- P+ o)+ > -olh). (6.26)

Tomando el valor de E[X"(¢)] de la ecuacion (6.26)) y sustituyéndolo en la ecuacion

(6.24) obtenemos
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Recordemos que gs),s)-1 = B+ S(t) - N_Ts(t) donde N — S(t) = I(t). Sustituyendo

esta expresion en la de arriba obtenemos que

S(t)
ot h) —a(ty = —6- 20 I Loy L3 o),
lo cual es igual a
1 1 30
ot +h) —o(t) = =F-2(t) - y(t) - h—olh) =5 > 5~ o(h).

Al hacer tender N a infinito obtenemos

2t +h) —a(t) = =B a(t) - y(t) - b,

donde z(t) y y(t) son densidades poblacionales. Al dividir ambos lados de la igualdad

entre h se obtiene
z(t+ h) — x(t)
h

y al tomar el limite cuando A tiende a cero obtenemos que

dx
_ ' 2
7 By (6.27)

Esto significa que el cambio medio en la proporciéon de susceptibles en el SI proba-
bilistico dado por la ecuacion converge al cambio en los susceptibles del SI
dado por la ecuacion cuando el tamano de la poblacién, N, tiende a infinito y
el tamano de paso, h, tiende a cero. Teniendo en cuenta la Observacion y con un

procedimiento analogo al anterior es facil corroborar que

y(t+h) —y(t)
h

donde, una vez mas, x(t) y y(t) son densidades poblacionales y al hacer h tender a
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cero obtenemos que
dy

i Bxy. (6.28)

Lo cual implica que el cambio medio en la proporcién de infectados en el SI pro-
babilistico dada por la ecuacion (6.25)) converge al cambio en los infectados del SI
dado por la ecuacion (5.8) cuando el tamano de la poblacion, N, tiende a infinito y

el tamano de paso de tiempo, h, tiende a cero.

N=20 N=200

tof=—sa
— = Epsi]

Proporcion de Individuos
=
=

Propercion de Individuos

=
a

__________________________

i
00 T 8 == T
; i ; ; ; ;

|
ES
Tiempo Tiempo

(a) Tamano poblacional N = 20 (b) Tamano poblacional N = 200

N=20,000

101 101

o
o
=
=

=
=
=
o

o
i

Proporcion de Individuos
=
=

Propercién de Individuos

e
5}
=
[~}

0.0 1 0.0 1

) P

Tiempo Tiempa

(c¢) Tamano poblacional N = 2,000 (d) Tamano poblacional N = 20,000

Figura 6.3: Convergencia del comportamiento promedio de la curva de la fraccion
de infectados, I(t), del modelo SI probabilista con 5,000 iteraciones y la curva de
infectados del modelo SI determinista. Se muestran en cada una de las graficas cada
una de las 5,000 iteraciones de la curva de infectados del SI probabilista (lineas naranja
claro), el promedio de las 5,000 iteraciones (linea punteada naranja) y la curva de
infectados del SI determinista (en azul).
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Tomando lo anterior en consideracion, puede decirse que el modelo SI determinista
es un caso limite del comportamiento esperado del SI probabilista cuando el tamano
poblacional es lo suficientemente grande y cuando la ventana de tiempo de observaciéon

es corta. Como consecuencia, su dindmica promedio coincide, como se puede apreciar

en la figura [6.3]

6.4. Proceso Look-Down del modelo

Al igual que con el Look-Down para el modelo de Moran, comencemos por consi-
derar el conjunto de rectas V := R x [N] donde el par (¢,i) etiqueta al individuo que
esta en el nivel 7 al tiempo ¢t. Como se vio en la seccion [4.1], el proceso Look-Down
ordena a los individuos en cualquier tiempo en niveles. Para el Look-Down del modelo

SI probabilista tomaremos la siguiente definiciéon de nivel:

Definicion 6.2 (Nivel en el SI probabilista). Para cada individuo j € {1,..., N}, se
define el nivel n; como:

n; = k tal que 74 = 75,

donde 7; es el tiempo, aleatorio, en el que se infect6 el individuo j y 71y, 7(2), . - ., T()
son los estadisticos de orden de los tiempos de infecciéon de los individuos, con la

convencion 7; = 0 si Iy, = 1.

Observemos que, con la definicién anterior, los niveles en el modelo SI probabilista
equivalen al orden en el que se infectaron los hospederos susceptibles. Por ejemplo, si
el nivel de un individuo es igual a tres, esto querria decir que fue la tercer persona
en infectarse. Como consecuencia de la definicién, el tiempo en el que se infecté un
individuo en el nivel ¢ es menor que el de cualquier individuo en un nivel mayor.
A diferencia del proceso Look-Down del modelo Moran, los niveles estéan fijos en el
tiempo. Para cada par ordenado de niveles 7 < j, definimos a P;; como el conjunto de

puntos aleatorios de un proceso de Poisson de tasa 1 en R, siendo todos estos procesos
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independientes. De ahora en adelante diremos que para cada tiempo t € P;; tal que
I¢g, ,=sy - Lyg,,=y - By =1 con B, ~ Bernoulli(3), (6.29)

el nivel 5 ve hacia abajo al nivel 7, lo cual representa que el individuo en el nivel 2
infect6 al individuo en el nivel j. Es necesario aclarar que cada una de las variables
aleatorias Bernoulli, B;, usadas en la ecuacion es independiente de las demas
e independiente de cada uno de los procesos de Poisson P;;. De ahora en adelante
denotaremos por L;; al conjunto de tiempos en los que el nivel j ve hacia abajo al
nivel ¢, es decir que £;; es el conjunto conformado por los tiempos ¢ € P;; que cumplen
con la ecuaciéon . Asi, para cada tiempo ty, cuando el nivel j mira hacia abajo
al nivel 7, los individuos en los niveles 7,7 + 1,..., N — 1 son empujados un nivel
hacia arriba para hacer espacio para el individuo (%o, 7) v el individuo en el nivel N es
empujado al infinito. El nuevo individuo es eventualmente empujado un nivel hacia
arriba cada que hay un nacimiento en los niveles inferiores. Para ser precisos, el nuevo
individuo infectado en el nivel j al tiempo ¢, es empujado hacia arriba en los tiempos
11 <ty <...<tn_jq1 donde para todan =1,2,...,N — 5+ 1 el tiempo ¢, es un
punto de L;; para i y k tales que 1 < i < k < j + n; esto se puede observar en la
figura [6.4]

Basado en los soportes de procesos de Poisson adelgazados L£;; construiremos
una particion aleatoria G de )V cuyos elementos de particion llamaremos “lineas”.
Cualquier particion G siempre contendra la llamada linea inmortal ¢ := R x {1}.
En el contexto del SI probabilista, la linea inmortal siempre representaré al primer

individuo infectado, con el que inici6 la epidemia.
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Figura 6.4: La gréafica de la izquierda es un ejemplo de un proceso SI probabilista con
seis individuos y probabilidad de infeccion § = 0.5. En dicha grafica se observan los
tiempos en los que cada uno de los hospederos susceptibles se infectd, y las flechas
negras representan el contacto infeccioso. Arriba de la grafica se observan los niveles de
los individuos, correspondientes al orden en el que se dieron las infecciones. La gréfica
de la derecha es la gréfica look-down equivalente al proceso SI probabilista descrito
en la grafica de la izquierda. Las flechas rojas representan las infecciones y las lineas
punteadas representan los empujes generados por dichas infecciones. Adicionalmente,
se muestran los procesos de Poisson adelgazados £;; de los que provienen los tiempos
en los que un individuo j vio hacia abajo a un individuo %.

Al igual que en el proceso Look-Down del modelo de Moran, para cada j > 1,

cualquier punto sy € J, £;; inicia una linea G' € G de la forma

G = ([s0,51) x {7}) U ([s1,82) x {7+ 1}) U... U([sn—j,s5-41) x {N}).  (6.30)

La nueva definiciéon de nivel nos brinda una forma sencilla de obtener la grafica de
Look-Down asociada una simulacién del proceso SI probabilista. Como los niveles son
fijos en el tiempo y la dindmica del SI probabilista es invariante ante permutaciones
de los individuos, podemos reorganizarlos en la grafica del SI probabilista en el orden

de sus niveles.
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Figura 6.5: Ejemplo de obtencién de la grafica Look-Down a partir de la reorganiza-
cion de la grafica de un SI probabilista en orden ascendente de los niveles. (a) muestra
la grafica del proceso SI probabilista, (b) muestra la grafica del mismo proceso reor-
denado por niveles y (c) muestra la grafica Look-Down equivalente al proceso.

Al igual que en el proceso Look-Down definido para el modelo de Moran, para cada
individuo v = (¢,4) en V hay una tnica linea en G a la que pertenece, y que denota-
remos G,. De esta forma, el proceso de nivel hacia adelante iniciado por el individuo

u = (s,1) esta dado por el nivel de G,, al tiempo ¢, Y(i) con t > s.

Por otro lado, el proceso de nivel hacia atrds X!(i), s > t, de un individuo v = (¢, j)
se encuentra al seguir hacia atras el nivel de GG, hasta el tiempo de nacimiento de G,
luego saltar al nivel del individuo u del cual naci6 G, y seguir hacia atras el nivel de
G, hasta el tiempo de nacimiento de u = (s,4) y asi sucesivamente. Un ejemplo de

estos procesos se puede encontrar en la figura
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Figura 6.6: Ejemplo de los procesos de nivel hacia adelante y hacia atras sobre la
grafica Look-Down del modelo SI probabilista. El proceso de nivel hacia adelante
esté desarrollado para el individuo u = (t1,3) y corre del tiempo t; al tiempo t5. El
proceso de nivel hacia atras esta desarrollado para el individuo v = (t4,6) y corre del
tiempo t4 al tiempo to. Ambos procesos estdn marcados con una linea negra y puede
pensarse como que solo cambia el orden en el que se la recorre: el proceso de nivel
hacia adelante la recorre de v a v y el proceso de nivel hacia atras la recorre de v a u.

De esta forma, con el proceso Look-Down definido para el modelo SI probabilista
podemos trazar los contactos infecciosos dentro de la poblaciéon. De esta forma decimos
que la cadena de transmision por medio de la cual se infecto6 el individuo v = (¢, j)

€8S:

(5, X7 (5))o<s<t-

A diferencia del modelo de Moran, en el modelo SI probabilista sabemos que al
alcanzarse la fijacion, la poblacion esté conformada tnicamente por personas infecta-
das, cuyas cadenas de infecciéon comienzan en tltima instancia con el primer individuo
infectado al tiempo 0. Es decir que el ACMR siempre es el individuo 7 tal que Iy; = 1.

Retomando la notacion del proceso Look-Down definido para el modelo de Moran,
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diremos que B es el tiempo en el que el nivel 2 ve hacia abajo al nivel 1, lo cual
representa la primera transmision de la epidemia y que E es el tiempo en el que
la propagacion de patogeno iniciada por el individuo (B,2) es empujada al nivel
N, lo cual representa el ultimo contagio de la epidemia, con el agotamiento de los
susceptibles y dando fin a la misma.

Notemos que en cualquier tiempo 7 entre By E, todos los niveles 1,...,YZ(3)—1
estan ocupados por individuos infectados, mientras que el nivel Y7 (3) no lo esta. Por
lo tanto definimos

FL:=Y;(3)—1=1, B<r<E, (6.31)

la curva de fijacién que comienza en el tiempo B.

1 2 3 - 5 6
B=t: ) WY SN Y S N—" é1. ’2 si B <71 <t
| 3 sity <7 < t3,
o @---=~@----~@-----@ L3 Fg» _ < 4 Sits <7< ta,
) sity <7< KF,
\6 sik<rT.
S I I D s G A 5
(2 si B <7<ty
3 site <7 <lts,
I, =<4 sits <7<ty
5 sity <7< E,
E-ts O 6 si B <.
L <

Figura 6.7: Ejemplo de la curva de fijacion sobre la grafica Look-Down de la figura
[6.4] La curva de fijacion se encuentra resaltada con color amarillo y se observa como
esta es igual a la curva del proceso I;.
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Como se observa en la figura el proceso Fj es el proceso que cuenta el ntimero
de infectados, I,. Por lo tanto proponemos al proceso {I; : ¢ > 0} como descriptor

del desarrollo de la epidemia.

6.5. Semigrupo del proceso [,

En esta seccion calcularemos el semigrupo del proceso {I; : ¢ > 0}. Comencemos

por recordar que el proceso {I; : t > 0} puede verse como un proceso de nacimientos

N—i
N -

puro con espacio de estados S = {1,2,..., N} e intensidades ¢; ;11 = 0 -1 -
Observemos que, si denotamos por ¢; a la intensidad g; ;41, el generador infinitesimal

del proceso es:

-1 ¢ 0 0 -- 0 0 0
0 —q g 0 --- 0 0 0
Q= : : S : : : (6.32)
0 0 0 0 -+ —gn—2 qn-2 0
0 0 00 - 0 —gN-1 4N-1
0 o 0 0 - 0 0 0

Ahora, recordando la ecuacion hacia adelante de Kolmogorov (3.4), para el proceso

{I; : t > 0} tenemos que

N

Pl = > Pult)g
k=1
Pij

(t)-gj—1; + Pij(t)-g;; sij>1, 0delo contrario

= Pja)- g —Pyt) - g5
Por lo tanto, de la ecuacion hacia adelante de Kolmogorov obtenemos

Pija(t)-qi1—Pt)-q  sij>i,
Pity=3 " ’ S (6.33)

0 si g <1.
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Ahora resolvamos la ecuacion (6.33)) con la convencion de que ¢y = 0 y la condicion
de frontera

0 si g #1,

1 sij =1i.
Comencemos por observar que si j < i Pj; = 0y F;;(0) = 0, por lo que P;(t) = 0.

Por su parte, si j = ¢ tenemos que
pz/](t) =Pi1(t) g1 — Pii(t) - q; = =P, (1) - g5,

ya que P, ;_1(t) = 0 por el caso anterior. De esto se sigue que, en el caso cuando j = 1,
P;(t) = ce™%" con ¢ = 1 ya que P;(0) = 1. Por lo tanto, P;(t) = e~%'. Finalmente
resolveremos P;;(t) cuando j > 4. Para ello, comencemos por escribir la ecuacion
COmo:

Bi(t) + q; - Pij(t) = gj—1 - Pija(t),

y luego multipliquemos ambos lados de la ecuacién por el factor integrante e%! obte-
niendo asf:

P{j@) edit 4 g o0t | Pi(t) = g1 . elit . P _1(t).

Usando la regla de la cadena, podemos simplificar el lado izquierdo de la ecuacion
dado que
(Py(t)et) = P(t) - W' + q; - e¥' - P, 4(t).

Ahora, integrando entre 0 y ¢ ambos lados de la ecuacion simplificada obtenemos:
t
Pij(t)e‘“t = qj—l/ €qu.PZ'7j_1(8)dS + O,
0
y despejando P;;(t) tenemos:

t
.Pz(t) = qj_le_qﬂ't/ eli® i,j—l(s)ds + CG_th.
0
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Finalmente, como F;;(0) = 0 cuando j > ¢ tenemos que C' = 0 y asi obtenemos que

t
P(t) = qj_le_qjt/ el P, ;_1(s)ds.
0

Con el fin de encontrar una féormula explicita para P,;(t) en el caso en el que ¢; # g;
con i # j, probaremos, por medio de induccién matemaética, que para todo k en N se
cumple que si j =i + k entonces

J

t
Py(t) = lee_qjt/ 9Py (s)ds = gi- . qj1 Y
0

k=i Hg:i,lyﬁk((ﬂ - qr)

e_th

Mas adelante analizaremos el caso en el que no se cumple que g; # g; si ¢ # j.
Comencemos por probar la base de induccién, cuando 7 = ¢ + 1. Observemos

entonces que:

t
Pan(t) = et [ erop(s)ds
0
t
= qie_qi“t/ edi+18 =i ] g
0

t
_ qie‘h+1t/ e(di+1-a)s ] g
0
€(Qi+1—qz')5 t
(Giv1 — @)

— qie*qz‘ﬂt |:

_ qe_q“'lt
(]

0
e(QiJrl*Qi)t 1 ]

(CIz‘+1 - Qi) a (Qi-I—l - C]z')

{ e qit e*qz'ﬂt :|

= -

(QH—I - Qi) (%‘+1 - Qi)
1+1 Q—th

= %Z i+ :

k=i l:i,l;«ék(QI — qr)

Ahora, para la hipodtesis de inducciéon, supongamos que para r en Ny j =i 4 r se

cumple que:

e_qkt

t j
Piiyr(t) = ql-_H._l@_qi-wt/ el P it 1(8)ds = qi . - Qirr—1 Z ; ’
’ k=i Hl:i,l;«ék(QI — qr)
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y veamos que se cumple para r + 1 y para j = i+ r + 1 en el paso inductivo. Para

ello, desarrolemos la expresion para P, ;. (t):

t
Piivrp1(t) = qipre @ttt / elitr+1° P, 1. (s)ds Por Hipotesis de Induccion
0

1+

PRI o

] ds
k=i 1li= zl;ék(ql qr.)

' t H_T edi+r+18po—4qkS
= Q- *Qitr—1 " Qitr - € Tt ; ds
0

_ l::,l;sk(cﬂ — Qi)

e_qks

t
— qi+re—qz‘+r+1t/ edit+r+18
0

it e‘Iz+r+lse qks

= G Gigr e fh+r+1t2/ i ds

I=i,l#k (@ — )

t
/ e(Qi+r+17Qk)sd8
q — Qk)

t

i+r

_ —qi 1t

= i Qg€ E : p
k=i l=i,l#k
i+

(
e 1

= Qi Qigr € Qitr+1 Z s ( .
1

e(Qi+r+l_Qk)5

k=i Lli=ii2e\d0 — Qk) (Qi+r+1 - qk) 0

ot 6(Qi+r+17Qk)t 1 ]

= q;- ""Qi+r'6_qi+”1tz - (q p ) . {( _
I — Yk

k=i Lli=i1#k Gitr+1 — @) (Qirrs1 — Qr)

—Qit+rt1l Ak eltitri1—ar)t 1
= G- Qivr € z : i+r+1 ( ) Hz+r+l ( ] )
ki L li=i 26\ — =i l#itr+1\dl = Qitr41

i+ ekt e qit+r+1t
= Qi Qi : : i+r+1 + i+r+1 )
k=i 11li= zl;ﬁk<QI ) Hl zl;éz+r+1(QZ Q1+r+1)

itr+1 o—ait

= g - Qityp E |

k=i Lli= zl;ék(ql qr)

Por lo tanto, hemos demostrado que cuando 5 > i la probabilidad de transiciéon esta
dada por
J

Pyt) =i g1 )

k=i g:i,l;ék(ql — qr)

Resumiendo, las probabilidades de transicion del proceso {I; : ¢ > 0} estan dadas

por:
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0 sii > j,
Py(t) = { et sii=j, (6.34)

e Ikt

sit < J.

(& 4y D i T, o)
Asi, tenemos que el semigrupo de {I; : t > 0} es {P; : ¢t > 0} donde P es una matriz
de tamano N x N con entradas P;;(t) especificadas en la ecuacion (6.34)).

Como se menciona en [22], es importante senalar que la probabilidad de transicion
P;(t) con i > j no esta bien definida si H{:i,l;ﬁk((ﬂ —qx) = 0. Esto ocurre si existen al
menos dos intensidades g; y gi tales que ¢; = g. Ahora, como se vio en la Observacion
[6.1] para toda n en S sucede que ¢, = gy — n. Por lo tanto, las probabilidades de
transicion P;;(t) no estan definidas si j > % para N par o si j > % cuando N es
impar.

Recordemos que el semigrupo puede obtenerse por medio de la exponencial de
matrices y el generador infinitesimal del proceso, es decir que P, = exp(tQ), sin
embargo resulta de interés contar con una férmula explicita para las probabilidades
de transicion. De esta forma, para evitar las singularidades en la féormula , le

sumaremos un nimero pequeno, €, a las tasas de transicion y analizaremos qué sucede

al hacerlo tender a cero. De esta forma, definimos las nuevas tasas de transicién como

Lo sii> |N/2), -

g +e sii < |[N/2].

Observemos que el generador infinitesimal Q se puede escribir como Q = Q + E

donde = es una matriz de tamano N x N cuyas entradas estan dadas por

(

(1l

(Bij=1c¢ sij=i+1y i<|N/2], (6.36)

0 €.0.C.
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Con esta ligera modificacion tenemos que las probabilidades de transicion del pro-
ceso de nacimientos con generador infinitesimal Q estan completamente determinadas
por la ecuacion (6.34]), para toda € > 0. Por otro lado, sabemos que la serie de po-
tencias que define la exponencial de matrices converge uniformemente en cualquier
conjunto acotado de matrices, por lo que podemos intercambiar el limite con la suma

y asi tenemos que

N © 1 ~
1 ( ) oy n
lim exp Q) = lim E_O _n!Q

, 1 —_n
= g2 QrE

e}

.1 -
= 2l (Q+E)

n=0

- Y @+oyr
n=0
=1

— ;EQR

= exp(Q).

Por lo tanto, a pesar de las singularidades de la ecuacion aplicada al proceso
{I; : t > 0}, podemos usarla para obtener el semigrupo lgt del proceso de nacimientos
con generador infinitesimal Q y tomar el limite cuando ¢ tiende a cero para aproximar
el semigrupo de {/; : t > 0}. Como consecuencia, para valores de € pequenios tenemos
que lgt ~ P; donde 13t tiene expresion explicita dada por la ecuacion . Para
corroborar este resultado calculamos de forma numeérica, con auxilio de una compu-
tadora, las probabilidades de transicion del proceso {I; : t > 0} para el caso en el que
N =5y [ =0.3 por medio de los algoritmos de Python para calcular la exponencial

de matrices, obteniendo asi:
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7.8663 x 1071 1.7790 x 10~ 3.1380 x 1072 3.8400 x 1073 2.5000 x 10~*

0 6.9768 x 1071 2.5116 x 1071 4.7070 x 1072 4.0900 x 1073
0 0 6.9768 x 1071 2.6685 x 1071 3.5470 x 1072
0 0 0 7.8663 x 101 2.1337 x 107!
0 0 0 0 1

Luego, calculamos las probabilidades de transicion del proceso {I; : ¢ > 0} con gene-

rador infinitesimal Q modificado por € = 1 x 10~ con la ecuacion (6.34) obteniendo

7.8662 x 1071 1.7791 x 107! 3.1380 x 1072 3.8400 x 1073 2.5000 x 10~*

0 6.9767 x 1071 2.5117 x 1071 4.7070 x 1072 4.0900 x 1073
0 0 6.9768 x 1071 2.6685 x 1071 3.5470 x 1072
0 0 0 7.8663 x 1071 2.1337 x 107!
0 0 0 0 1

Como se puede observar, las diferencias son siempre menores a 1 x 1074, lo cual es
consistente con los resultados anteriores y reafirma la utilidad de la férmula explicita

para las probabilidades de transicion que nos da la ecuacion ((6.34)).

6.6. Tiempo de paro de la epidemia

En esta seccion calcularemos las funciones de densidad y de distribucion del tiempo
de duracion de la epidemia, es decir el tiempo hasta la absorcion del proceso {I; :
t > 0}. Para ello comenzaremos por estudiar las distribuciones tipo fase siguiendo [7].
Veremos su relacion con el proceso {I; : t > 0} y su utilidad para describir el tiempo

de duracion de la epidemia.
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6.6.1. Distribuciones tipo fase

Consideremos un proceso de Markov {X; : ¢ > 0} con espacio de estados finito
E={1,2,...,N — 1, N} donde los estados 1,..., N — 1 son transitorios y el estado
N es absorbente. Esto significa que la matriz de intensidad de {X; : ¢ > 0} es de la

forma

T t
A= , (6.37)
0 0

donde T es una matriz de N —1x N —1, t es un vector columna de longitud N—1y 0
es un vector fila de longitud N —1, cuyos elementos son todos 0. Como las intensidades
de las filas en A deben sumar cero, debe ocurrir que t = —Te donde e es el vector
columna de dimensiéon N — 1 cuyos elementos son todos 1.

Las intensidades t; del vector t son las intensidades con las cuales el proceso salta
hacia el estado absorbente y nos referiremos a ellas como tasas de salida (salida desde

el subconjunto de estados transitorios). Denotemos a las probabilidades iniciales por
7T1:]P[X0:Z],Z:1,,N—1 y ]P)[X():N]:O,

y definamos el vector fila de longitud N — 1 @ = (my,...,my_1). Nos referiremos al
vector 7 como la distribucion inicial de {X; : ¢ > 0} de los estados transitorios, a T

como la matriz de sub-intensidad y a t como el vector de tasas de salida.

Definiciéon 6.3. Se dice que el tiempo hasta la absorcion
T =inf{t > 0|X; = N},

del proceso de Markov {X; : ¢ > 0} con espacio de estados finito £ = {1,2,..., N —
1, N} donde los estados 1,...,N — 1 son transitorios y el estado N es absorbente,

tiene distribucion fase y lo denotamos por

T~ PH(m,T).
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Se dice que el conjunto de parametros {m, T} es la representacion de la distribucion
tipo fase y se dice que la longitud de w, N — 1, es la longitud de la distribuciéon tipo

fase.

Ahora presentaremos los dos teoremas mas importantes de esta seccidén, cuyas
pruebas se encuentran en [7]. El primer teorema nos da una expresion para la funcion

de densidad de 7 cuando 7 ~ PH(m,T).

Teorema 6.2. Si 7~ PH(w,T) la funcion de densidad, f., de T estd dada por

fr(x) = wexp(Ta)t,

donde t = —Te.

El segundo teorema nos da una expresion para la funcién de distribucion de 7

cuando 7 ~ PH(m,T)

Teorema 6.3. Si 7~ PH(w,T) la funcidn de distribucion, F., de T estd dada por

F.(x) =1—mexp(Tx)e.

Tx

Observemos que e*” es la matriz de probabilidades de transicion de los estados

transitorios de {X; : ¢ > 0} en una ventana de tiempo de tamano x.

6.6.2. Densidad y distribuciéon del tiempo de paro

Comencemos por recordar que el proceso de conteo de los infectados {I; : t > 0}
tiene espacio de estados finito £ = {1,2,..., N—1, N}, donde los estados 1, ..., N—1
son transitorios y el estado N es absorbente. Ademés, la matriz de intensidad de

{I; : t > 0} es de la forma descrita en la ecuacion (6.37)) ,con matriz de sub-intensidad
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y vector de tasas de salida dados por
-0 ¢ 0 0 --- 0 0 0
0 =g ¢ O 0 0 0
T = : : , t= (6.38)
0 0 00 —qN—2  (N-2 0
0 0 0 0 0 —qN-1 qnN-1

Dado que comenzamos a contar el tiempo de la epidemia a partir de la aparicion del
primer infectado, tenemos que 7 = P[I(0) = 1] = 1y m, = P[I(0) = n|] = 0 para
toda 1 <n < N. Asi, la distribucién inicial de {I; : t > 0}, definida sobre los estados
transitorios, es m = (1,0,...,0,0). De esta forma, tomando en cuenta la Definicion
[6.3 tenemos que

T =1inf{t > 0| = N},

tiene distribucion tipo fase con representacion (w, T), donde 7 = (1,0,...,0,0) y T
es como en la ecuaciéon . Es decir que 7 ~ PH(m,T). Teniendo esto en cuenta,
podemos usar los Teoremas y para calcular la densidad y distribucion del
tiempo de paro de la epidemia.

Comencemos por calcular la funciéon de densidad de 7. Para ello sustituimos © =

(1,0,...,0,0) yt=(00 ... 0 gv_1)T en la ecuacion del Teoremaobteniendo que

Pii(z) Pia(x) Py y_1(x) Py n_i(x) 0
0 P2,2(51?) PQ,Nfl(x) P2,N71(5L’) 0
fr(z) = (1 0 0 0) : : : :
0 0 PN—Q,N—Q(I) PN—Q,N—1($) 0
0 0 s 0 PN,Q,N,1($)
De esto se sigue que la funcion de densidad de 7 estd dada por
fT(JI) = Pl,N—l(x)QN—l- (639)

gN—-1
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Observemos que cuando tomamos las intensidades ¢; modificadas por un valor peque-
1o € podemos obtener el valor explicito de P, y_;(z) por medio de la ecuacion (6.34)),

de forma que

N-1 Nl
fr@) = > e | I 2| (6.40)
i=1 jotgpi 0T i

Comparando la formula explicita de la funcién de densidad expresada en la ecuacion
para € = 1x 1075 con la funcién de densidad expresada en la ecuacion , el
algoritmo de exponenciacion de matrices de Python nos permite obtener P y_;(z) en
el caso en el que N =5y = 0.3. Los resultados se presentan en la figura[6.8] Como
se puede observar en esa figura, la formula explicita encontrada en la ecuacion
aproxima muy bien a la funciéon de densidad original, de manera que con valores de
muy pequenos podemos usar la féormula explicita para calcular la densidad del tiempo

de paro de la epidemia, 7.

— Original

0.06 - === Aproximacion

0.05 1

004 1

f:(x)

003

0.02 1

0.1 1

0.00 1

0 20 40 60 B0 100
X
Figura 6.8: Comparacion de la funcién de densidad original expresada en la ecuacion

(6.39) con la formula explicita de la funcién de densidad aproximada expresada en la
ecuacion (6.40]) usando e =1 x 107 en el caso en que N =5y 3 = 0.3.
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Finalmente, encontraremos la funcién de distribucién de 7. Para ello sustituimos
m=(1,0,...,0,0) ye=(11 ... 11)T en la ecuacion del Teorema , obteniendo

que

Pia(z) Pia(z) -+ Pinoa(x) Pinoa1() 1

0 P2,2(51?) ce PQ,Nfl(x) P2,N71($U) 1

PG 0| e ~ -
0 0 -+ Py_on_ao(x) Pn_agn-—1(x) 1

0 0o .. 0 Pyani(z)] \1

Al hacer la multiplicacién de matrices meT?e obtenemos
N-1
Z Pl’i(l’).

=1

Ahora bien, como la matriz de probabilidades de transicion, P(x), es estocéstica

tenemos que ZZ]\LI P, ;(z) =1, por lo que

N-1 N N-1
1— Z Plji(ﬂf) = ZPLZ(.T) — Z Pl,i(ﬂf) = PLN(ZU),
i=1 i=1 i=1
de esto se sigue que la funciéon de distribucion de 7 estéd dada por
F.(z) = Py n(z). (6.41)

Observemos que cuando tomamos las intensidades ¢; modificadas por un valor peque-
o ¢ podemos calcular el valor explicito de P, y(z) por medio de la ecuacion ([6.34)

obteniendo que

(6.42)
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Comparando la féormula explicita de la funciéon de distribucién dada por la ecuacion
para € = 1 x 107° con la funcién de distribucion que describe la ecuacion ,
el algoritmo de exponenciacion de matrices de Python nos da P; () en el caso en el
que N =5y 8 = 0.3. El resultado se muestra en la figura[6.9] Como se puede observar
en esa figura, la formula explicita encontrada en la ecuacion (6.41)) aproxima muy bien
a la funcion de distribucion original por lo que con valores de e muy pequenos podemos

usarla para calcular la distribucién del tiempo de paro de la epidemia, 7.

10 4= 0Original
=== Aproximacion

08

0.6

Fzix)

04

0z

0.0

0 0 0 &0 a0 100
X

Figura 6.9: Comparacion de la funcién de distribucién original dada por la ecuacion
(6.41)) con la férmula explicita de la funcién de densidad aproximada expresada en la
ecuacion (6.42)) usando e =1 x 107 en el caso en que N =5y = 0.3.

6.7. El proceso I; como descriptor de la epidemia

En esta seccion evaluaremos los alcances y limitaciones del proceso de conteo de
los infectados {I; : ¢ > 0} como descriptor del desarrollo temporal de una epidemia
generada por una infecciéon crénica incurable. Comencemos por recordar que este tipo
de epidemias suelen describirse con el modelo SI determinista, con mezcla homogénea

y un tamano poblacional grande. Teniendo esto en cuenta, la primera ventaja surge
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de la definiciéon misma del proceso SI probabilista, que nos permite trabajar con
cualquier tamano poblacional, sin importar si es grande o pequeno. Asi, podemos
simular el proceso {/;} sin importar el tamano de la poblacion para la cual se quiere
estudiar el desarrollo de una epidemia. Por otro lado, el modelo que se present6 en
este trabajo también supone que la poblacion se mezcla en forma homogénea. Sin
embargo, creemos que el mezclado se puede modificar de forma mas natural que el SI
determinista para trabajar sin este supuesto. Esto se debe a la modelacion detallada
de las microdinamicas del modelo, que a diferencia del SI determinista, nos permite
separar a la poblacion en grupos y cambiar las probabilidades de contacto entre grupos
de manera més sencilla.

A pesar de tener retratadas las microdinamicas del modelo SI determinista, el
proceso de conteo de los infectados {I; : t > 0} resulta facil de tratar y de simular de
manera computacional, dado que solo se requiere de producir valores aleatorios con
distribucion exponencial. Ademés, vemos que el SI determinista se puede recuperar
del SI probabilista en el caso limite en que el tamano poblacional es grande y el
tamano del paso de tiempo es pequeno.

Una de las ventajas del modelo propuesto surge de la relacion entre el proceso
{I;} y la curva de fijacion, Fj, del proceso Look-Down definido para el modelo SI
probabilista. Al ser interpretable en términos de las lineas del proceso Look-Down,
el proceso {I;} nos permite recuperar los contactos infecciosos entre individuos y asi
obtener las cadenas de infecciéon de una epidemia simulada. Esta informaciéon resulta
de gran relevancia ya que con ella se podrian estimar cantidades como la duracion
del periodo de latencia o el intervalo serial de una infeccion.

Por altimo, podemos utilizar el proceso {I;} para describir el tiempo hasta el final
de la epidemia 7. Més atn, hemos encontrado férmulas explicitas para las funciones
de distribucién y densidad de dicho tiempo. Consideramos que este es un gran logro
del modelo ya que estimar el tiempo de duracién de una epidemia no suele ser tarea

facil y esta herramienta podria ser de gran utilidad en dicha empresa.
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Como todo modelo matematico, el SI probabilista cuenta con limitaciones que
deben analizarse. A diferencia de modelos como el SEI u otros modelos con mayor
complejidad, el SI probabilista no es adecuado para modelar epidemias generadas por
muchos de los patdgenos que afectan a la humanidad.

Por su parte, modelos més complejos no se prestan a calcular la curva de fijacion
del proceso Look-Down como descriptora del desarrollo temporal de la epidemia asi
que no siempre se le tiene. Descriptores como Ry o R(t), pueden, en cambio, calcularse
para modelos mas complejos que el SI o SIR. La dificultad para poder usar la curva
de fijacion en un modelo méas complejo que el SI probabilista radica en la necesidad
de definir primero el proceso Look-Down, algo complicado o imposible para el modelo
SIR probabilista. La dificultad de la definicién del proceso Look-Down para modelos
més complejos esta en la forma en la que se dan las dinamicas de contagio y recupera-
cion. Como las dinamicas del modelo SI probabilista tienen anélogos directos con las
dindmicas del modelo de Moran, fue relativamente facil definir un proceso Look-Down
para el modelo SI probabilista. Sin embargo, conforme las dindmicas se vuelvan més
complejas se pierde la relacion con el modelo de Moran y debe construirse un proceso
Look-Down desde cero.

A diferencia del SI determinista, el SIR determinista y los modelos mas usados
en general, el SI probabilista nunca ha sido evaluado como modelo para ninguna epi-
demia real. No se han estimado sus parametros para ninguna infeccién particular ni
se ha intentado usar el proceso {I;} para describir una epidemia, por poner algunos
ejemplos. Por ello, faltan herramientas, resultados y aplicaciones del modelo que eva-
ltien si es adecuado y 1til para describir el desarrollo temporal de alguna epidemia.
Muchas de estas limitaciones pueden tratarse estudiando mas el proceso propuesto
en esta tesis y generalizandolo para que describa procesos epidémicos mas complejos,
ademés de intentar evaluarlo con datos de infecciones para las que un modelo SI sea

adecuado.



Conclusion

A lo largo de este trabajo hemos presentado diversos conceptos, que utilizamos
para proponer un nuevo modelo epidemiolégico que generaliza al SI determinista del
cual surge una nueva propuesta para estudiar el desarrollo temporal de una epidemia.
Comenzamos presentando el modelo de ramificacién de Bienaymé, Galton y Watson,
y el modelo Wright-Fisher, que sientan las bases para el estudio de las dinamicas del
modelo SI probabilista.

Motivados por el planteamiento en tiempo continuo del modelo SI probabilista,
revisamos los resultados relevantes de cadenas de Markov a tiempo continuo. Puesto
que el modelo SI probabilista podria pensarse como una modificacién del modelo de
Moran, lo expusimos y estudiamos sus dinamicas de genealogia, que tienen paralelo
en dindmicas de infeccién del SI probabilista.

Sabiendo que queriamos rastrear las cadenas de infeccién en el modelo SI probabi-
lista, presentamos el proceso Look-Down, que rastrea la ascendencia dentro del modelo
de Moran. Con ello aprendimos no sélo a construir el proceso, sino a interpretar las
graficas del modelo de Moran en términos de las graficas del proceso Look-Down y
viceversa. Asi completamos la exposicion de las herramientas para definir y estudiar
el SI probabilista.

Como antecedente, presentamos algunos de los modelos epidemiolégicos determi-
nistas mas socorridos: SIR y SI. Esto da pie a definir el ntiimero reproductivo basico
y discutir sus alcances y limitaciones como descriptor de una epidemia.

Finalmente, definimos y estudiamos el modelo SI probabilista. Este generaliza al
SI determinista, pues se le puede obtener como un caso limite. También definimos el

proceso Look-Down para el SI probabilista y esto nos permitié ver que su curva de
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fijacion es equivalente al proceso de conteo de los infectados {I; : ¢ > 0}. Habiendo
visto esto, encontramos formulas explicitas para el semigrupo del proceso {I;} lo cual
nos permitié estudiar de forma analitica el desarrollo de la epidemia. Por tltimo, vi-
mos que el tiempo de paro de la epidemia tiene distribucién fase, lo que nos permitioé

encontrar facilmente sus funciones de densidad y su distribucion.

Una continuaciéon natural de este trabajo es evaluar el modelo SI probabilista
con algin conjunto de datos epidemioldgicos que permitan valorar su desempeno; en
particular, el desempeno del proceso {I;} como descriptor del desarrollo temporal de
la epidemia.

Otra linea de investigacion pasa por definir un modelo SIR probabilista a partir
del SI probabilista aqui propuesto. Esto conlleva el reto de definir el proceso Look-
Down correspondiente y estudiar el comportamiento de la linea de fijacion, la cual

creemos que deberia seguir usandole como descriptor de la epidemia.
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