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Introduccion

Las funciones elipticas o funciones meromorfas en el toro, surgen inicialmente
relacionadas con las integrales elipticas. Estas integrales surgieron histoérica-
mente, con el propdsito de estudiar el problema del calculo del perimetro de
la elipse.

Gauss observé que asi como las funciones inversas de funciones como

T dt
o 1+t

eran funciones trigonométricas simplemente periddicas, las inversas de algu-
nas integrales como

/ = du
0o V 1-— u4 ’
eran funciones doblemente periddicas (cf. [3] p. 72).

A partir de este hecho, Abel, Jacobi y posteriormente Weierstrass, desa-
rrollan la teoria de manera espectacular (cf. [8] pp. 155-214). Se trata de una
subarea de la variable compleja con multiples conexiones con muchas otras
areas (teorfa de nimeros, geometria algebraica, superficies de Riemann, geo-
metria hiperbdlica, entre otras). Su importancia contintia de manera central
ahora.

En muy estrecha relacion con este tema, estd la conjetura de Shimura-
Taniyama-Weil, llamada de la modularidad

Toda curva eliptica (y* = 2° + Az + B) sobre Q es modular.

Es decir, la informacion aritmética de la curva se obtiene de una forma mo-
dular que la codifica (cf. [13] pp. vii-xii). La estrecha relacién entre las curvas
elipticas y las funciones elipticas puede consultarse, por ejemplo, en [3] pp.
161-162. Estas ideas desembocan en la prueba de la conjetura de Fermat por
Andrew Wiles en 1995 (Premio Abel 2016).

IIT
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En este sentido, el estudio de las funciones modulares o automorfas cobra
enorme importancia, siendo el gran motor de esta matemaética el grupo clésico
modular PSL(2,Z) y sus subgrupos de indice finito.

La mayoria de los libros que abordan el tema de funciones elipticas, lo ex-
ponen sin incluir muchos detalles, lo cual dificulta su lectura. En este trabajo
se desarrollan de manera detallada y formal varios resultados introductorios
a la teoria, con el objetivo de que sirvan como fuente de estudio para algtin
estudiante de la licenciatura en matematicas que desee introducirse a este
tema, como por ejemplo en un curso de Variable Compleja II o III. La prin-
cipal fuente es una parte de las notas del Doctor Lascurain sobre el curso
del Doctor Lipman Bers impartido en la Universidad de Columbia. También
se usaron otras fuentes, entre las que destacan el libro de Ahlfors [1] y el
de Jones y Singermann [3]. Cabe senialar que el tercer volumen del libro de
Markushevich [8] contiene mucha informacién y ejemplos de las funciones
elipticas. Existe un libro de anélisis complejo titulado Complex Analysis - In
the Spirit of Limpan Bers [12]; sin embargo, en este libro no se trata el tema
de funciones elipticas.

El primer capitulo es un estudio de los Z-mddulos discretos en el plano
complejo, se caracterizan todos los Z-mdédulos discretos del plano comple-
jo (Teorema 0.3). Este estudio nos lleva a demostrar una relacién entre los
cambios de base de un Z-médulo discreto doble y los elementos del grupo
cldsico modular SL(2,Z) (Teorema 0.5), para concluir con una sorprenden-
te relacién entre el cociente de los elementos de una base de un Z-médulo
discreto y el conjunto fundamental del grupo modular PSL(2,Z) (Teorema
0.6). En el segundo capitulo se estudian las funciones simplemente periddi-
cas, se demuestra la relacién entre cualquier funcién periddica y la familia de
funciones exponenciales (Teorema 0.9) y usando esto se da la expansién en
series de Fourier de una funcién periédica (Corolario 0.10).

El tercer capitulo introduce a las funciones elipticas con respecto a un
modulo doble 2 y se demuestran sus propiedades mas elementales, entre las
cuales destaca el hecho de que el conjunto de funciones elipticas respecto a €2
es un campo (Proposicién 0.13), que los periodos de una funcién eliptica y de
su derivada coinciden (Proposicién 0.14) y que una funcién eliptica sin polos
se reduce a una constante (Teorema 0.15), lo cudl puede entenderse como
que las tnicas funciones analiticas en el toro, son las constantes. Usando lo
anterior se demuestra que si dos funciones elipticas coinciden en sus ceros
y sus polos (contando multiplicidades), entonces una es un multiplo de la
otra (Corolario 0.19). Se demuestra que en cualquier regién fundamental, la
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suma de los residuos de una funcién eliptica es cero (Teorema 0.16), que una
funcion eliptica toma cualquier valor complejo el mismo ntmero de veces
(Corolario 0.17). El capitulo concluye probando que la suma de los ceros es
congruente a la suma de los polos médulo 2 (Teorema 0.21).

En el capitulo cuatro, se construyen funciones elipticas distintas de las
constantes, siguiendo el enfoque de Bers, se construye una funcién eliptica
de orden 3 (Teorema 0.24), para después, integrando, construir la funcién p
de Weierstrass asociada a un Z-médulo (Teorema 0.30),también se estudia a
detalle el método de Ahlfors para construir la funcién o (Teorema 0.29). Se
encuentran los puntos criticos de la funcién g (Teorema 0.34), los cuales se
usan para demostrar que la funcién p satisface una ecuacién diferencial (Teo-
rema 0.37), la cual nos permite presentar el origen histérico de las funciones
elipticas como inversas de integrales elipticas (Corolario 0.38). Finalmente se
encuentra la expansion en series de Laurent de la funcién g (Teorema 0.39).

En el ultimo capitulo, se construye una funcién automorfa, en particular
se define la funcién A modular como una aplicacion de los resultados ante-
riores de la tesis, se prueba que converge de manera absoluta y normal en el
semiplano superior H? (Lema 0.45), se demuestra su analiticidad (Teorema
0.46) y se prueban sus propiedades automorfas con relacién al grupo princi-
pal de congruencias de nivel 2 (Teorema 0.47) y sus relaciones con respecto al
grupo cldsico modular (Teorema 0.48). Es importante mencionar que existen
muchas otras funciones modulares (cf. [8] pp. 336-338, [10] pp. 3-4 y [3] pp.
275-278).
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CAPITULO 1

Z-modulos discretos

Sea f una funcion meromorfa en C, se dice que w € C es un periodo para f
si para todo z € C, donde f esta definida, se cumple que

fz+w) = f(2),

en caso de que w # 0, a f se le llama una funcién periédica.

Por ejemplo, las funciones sen(z) y cos(z) son periddicas y 27 es su mini-
mo periodo.

Si f es una funcién peridédica, denotamos su conjunto de periodos como
Qf ={z € C| z es un periodo para f }.

Es evidente que si f es una funcién periédica, entonces 0 € Q. Ademds
el conjunto €1y de una funcién meromorfa satisface dos importantes propie-
dades, una de caracter algebraico y otra topoldgica, las cuales enunciamos
en las siguientes proposiciones.

Proposicién 1.1. Sea f una funcion periddica y 2y su conjunto de periodos,
st wy,wy € Qf, entonces Vn, m € Z se tiene que nw; + mwy € (.

DEMOSTRACION. Tenemos que

Jz 4w +wy) = f((z+wr) +wa) = f(z+w) = f(2),

por lo que wy + w; € 2y. Dado que,
f(z—w1) = f((z —w1) +wr1) = f(2),

1



2 Z-modulos discretos

podemos concluir que —w; también es un periodo de f. El resultado general
se sigue por induccion. O

Si 2 C C es tal que para todo wy,wy € €2 y cualesquiera ny,ny € Z se
tiene que nqwi + nows € €2, entonces a €2 se le llama un Z-mdédulo. Nétese
que el conjunto de periodos de una funciéon f es un Z-modulo.

Proposicién 1.2. Sea f una funcion meromorfa en C, periddica y no cons-
tante. Si Qs es su conjunto de puntos periodos, entonces {1y no tiene puntos
de acumulacion en C.

DEMOSTRACION. Procedamos por contradiccién, supongamos que existe un
w € C tal que w es de acumulacién, entonces existe {wy, tneny C Qf tal que
w, — w. Notemos que para toda n € N se cumple que

f(wn) = f(0+w,) = f(0).

Si f es holomorfa en w, entonces f es holomorfa en cada w,, denotemos
20 = f(wy,), por la continuidad de f, se tiene que f(w) = zy, entonces la
funcién f(z) — 2z tiene una sucesién convergente de ceros y por lo tanto, es
idénticamente cero por el principio de continuacién analitica, vease [7] p. 365.
Por lo que f es constante, lo cual es una contradiccion.

Por otro lado, si suponemos que f tiene un polo en w, como las singula-
ridades de una funcién meromorfa son aisladas, f no tiene polos en w,; sin
embargo, cerca de un polo, una funcién meromorfa tiende a infinito, por lo
que la sucesion { f(wy,) }nen, no es constante, lo cudl es una contradiccién. [

Un Z-médulo, €2y C C, sin puntos de acumulacion, se le llama un Z-médu-
lo discreto. Entonces hemos demostrado que si f es una funcion meromorfa
periédica, su conjunto de periodos es un Z-modulo discreto, por lo que es
conveniente caracterizar a los Z-mddulos discretos de C.

Teorema 1.3. Sea Q2 C C un Z-mddulo discreto, entonces € cumple una de
las siguientes:

a) Q= {0},
b) existe w € C tal que Q = {nw | n € Z},

c) existen wi,wz € C tal que Q@ = {nwy +mwy [ n,m € Z} y 3 ¢ R.
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DEMOSTRACION. Si Q # {0}, tomando w’ € Q, tal que w’ # 0, se tiene que
D(0,|w'|) N2, es finito porque D(0, |w’'|) es compacto y € es discreto, por lo
que existe wy € 2 de norma minima, notese que todos los multiplos enteros
de w; estaran en €.

Supongamos ahora que existe algtin elemento del médulo que no es multi-
plo entero de w;, entonces repitiendo el mismo proceso que antes, podemos
encontrar wy € ) de norma minima entre los elementos que no son multi-
plos de w;. Afirmamos que wy/w; no es un nimero real, porque si lo fuera,
consideremos wy/w; = A € R, tenemos que n < A < n+ 1 para algin n € Z,
entonces

jwe — nwi| = [(A = n)wi| = |A = nflw| < |wl,
pero entonces wy —nw; € {1y tendria menor norma que wy, lo cual contradice

las hipotesis de la minimalidad de wy.

Entonces como z—f ¢ R, se sigue que w; y wy son linealmente indepen-
dientes, y por lo tanto todo nimero complejo es combinacién lineal de wy y
wy, afirmamos que

Q = {nw; + mwy | n,m € Z}.

Supongamos que no, entonces existe w € €2, que no es una combinacion
entera de w; y wsy. Sin embargo, como {wy,ws} es una base de C existen
A1, Ay € R tales que

w = )\111)1 + )\21112.

Podemos encontrar ny y ng enteros tales que |A; — nq| < % V| A — ng| < %,
entonces, como w € €,

w = w — nqw; — naws,

también estd en . Supongamos que 0 < |[A\; — ny| y que 0 < |Ag — nal,
escribiendo

|wl| = |w —nwy — n2w2| = |)\1w1 + AgwWy — njw; — n2w2|
= |(/\1 — nl)wl + ()\2 — HQ)ZUQ’ < |>\1 — n1|]w1| + |/\2 — n2||w2|

< Lol 4 Lys] <
_2w1 2w2_w2,
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la desigualdad estricta se da porque (A; —nj)w; y (A2 —ng)ws son linealmente
independientes (cf. [7] p. 23).

En cambio, si A\ —ny = 0, tenemos que
1
W] = [w — naws| = Ay — na|wa| < 5 lwe| < fwal,

el caso en que Ay —ny = 0, es andlogo al anterior. En cualquier caso, siempre
concluimos que
/
|w'| < fwsl,

pero esto es imposible porque si no, w’ seria un nimero complejo en €2 de nor-
ma menor que we y que no es un multiplo de wy, lo que contradice la definicion
de wy. Asi podemos concluir que € es en realidad {nw; + mw, | n,m € Z},
justo como queriamos probar. O

Si 2 C C es un Z-mdédulo discreto, entonces

Q={nw|neZ, w#0}

Q = {nw, + mwy | n,m € Z, we/w; € R},

en el primer caso diremos que {w} es una base de Q y en el segundo, diremos
que {wy,ws} es una base de Q. Por lo que podemos catalogar a las funciones
periédicas, en dos conjuntos:

a) las simplemente periddicas, cuyo conjunto de periodos tiene una base
de cardinalidad 1y

b) las doblemente periddicas o elipticas, cuyo conjunto de periodos tiene
una base de cardinalidad 2.

Los médulos mas sencillos son los médulos simples, que consisten en los
multiplos enteros de un solo niimero complejo w, véase la Figura 1. Es facil
notar que visto como un subgrupo aditivo de C, estos médulos son isomorfos
a Z.

En cambio, si el médulo 2 es de la forma {nw; +mws | n,m € Z} tal que
:ﬁ—f ¢ R, entonces como subgrupo aditivo, €2 es isomorfo a Z x Z. Respecto a
la forma geométrica de €2 enunciamos la siguiente proposicion.
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Figura 1.1: Ejemplo de un moédulo simple

Proposicién 1.4. Supongamos que Q2 # {0} es un Z-mddulo discreto, sea
r=min{|w| | w e Q\{0}}, entonces existen 2, 4 o 6 puntos en 2 de norma
wgual a r.

DEMOSTRACION. Notemos que siempre existe una cantidad par de puntos
que minimizan el modulo, ya que si w cumple esto, evidentemente —w tam-
bién. Veamos ahora que no puede haber mas de seis de estos puntos.

Sean et y re®2 donde 0 < 0; < 6, < 27, dos niimeros que minimizan

la distancia al origen. Como 7e' — re'® € ), tenemos que
lre’? — peift| > r

= | (eieg o eiel) |2 Z 17

esto es
(eiez _ ewl) (e—i92 _ 6—1’91) >1
= —2Re(e'%70)) > 1
= cos(fy — 6;) < %
Como0< b, —0, <21y cos% = % = cos %”, podemos concluir que
% <0y —0; < 5%

Entonces, entre dos puntos de norma r existe un arco de al menos %, por
lo que a lo mas pueden existir seis de estos puntos. ]
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o
° ()
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Figura 1.2: Ejemplos de médulos dobles

Un ejemplo de un Z-mdédulo doble, tal que hay seis puntos que minimizan
la distancia al origen, es el generado por los nimeros 1y e .

Considerando todas estas observaciones, los mddulos discretos podran
verse como en la Figura 2.

Ya que podemos pensar en un médulo €2, como un subgrupo aditivo de
C, y como C es conmutativo, {2 es un subgrupo normal, por lo que podemos
considerar el grupo cociente C/€). Para esto podemos considerar la relacién

w; =wy  (méd Q) <= w; —wq € Q, donde wq, wq € C.
Evidentemente esta relacion es de equivalencia.

Se puede pensar en €2 como un grupo actuando en C bajo la accién

¢:0xC—C
O(w,z) =w+ z Yw € Q, Vz € C.

Denotamos como O, a la drbita de un punto z € C. Evidentemente O, es la
clase lateral
2+ Q={z+w|weQ}

Definicién 1. Sea 2 un moddulo actuando sobre C como grupo aditivo, de-
cimos que F' es un conjunto fundamental para la accion de Q) en C, si:
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a) dados zy, z3 € F, entonces z; # zo (mdd Q) y
b) V2 € C Jw € F tal que z = w (mdd Q).

Es decir que un conjunto fundamental F' es un conjunto de representantes
de las orbitas.

El concepto de conjunto fundamental es relativamente claro; sin embargo,
es mas simple trabajar con conjuntos abiertos, por lo que se usa mejor el
siguiente concepto.

Definicién 2. Sea Q) un mddulo actuando sobre C como grupo aditivo, deci-
mos que una region R es una region fundamental para la accion de €2 en C,
St

a) dados z1, z2 € R, entonces z1 # z; (méd Q) y
b) Vz € C 3w € R tal que z = w (mdd Q).

Notemos que si €2 es un médulo simple tal que {w} es una base, entonces
una regiéon fundamental para 2, serd una franja en el plano complejo de an-
chura |w|, justo como en la Figura 3. Mientras que si Q2 es un médulo doble
y {wy,wy} una base, entonces, una regién fundamental serd el paralelogramo
determinado por los puntos 0, wy, ws, w; + wsy, justo como en la Figura 4.

Figura 1.3: Region fundamental para un médulo simple

La importancia de definir conjuntos y regiones fundamentales radica en
la sencilla observacién de que el comportamiento de una funcién periédica
estd totalmente determinado por su comportamiento en alguna region fun-
damental de su conjunto de periodos, ademas de que podremos pensar en los
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espacios cocientes.

Continuando el estudio de los médulos, demostraremos dos importantes
teoremas respecto a las bases de un maédulo doble.

Figura 1.4: Region fundamental para un moédulo doble

Teorema 1.5. Sea {wy,ws} una base de un Z-mddulo discreto 2, entonces
{w],wh} es una base de Q2 si y solo si existen a, b, ¢ y d enteros tales que

ad —bc==+1y
wy)  (a b\ [we
wi)  \e d) \w )’

DEMOSTRACION. Primero notemos que como {w,ws} es una base de €,
entonces podemos encontrar a, b, ¢ y d enteros, tales que wh = awsy + bw; y
w) = cwy + dwy, de donde

() = 0) ()

Supongamos ahora que {wj, w5} es una base de (2, entonces también
existen a/, V', ¢ y d' enteros tales que

we)  fd VY [w)
wy)  \d d)\wy)"

Por lo cual, tenemos que

() =) ()= C ) () ()
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EH-COCY o

entonces podemos concluir que w)y = Aw), + Bw| y que w| = Cwh + Dwj.
Pero como {wh,w;}, ademds de ser una base de 2, es una base de C visto
como R-espacio vectorial; por lo que, por la independencia lineal, podemos
concluir que A =D =1,B = C = 0. Se sigue de (1) que

a b\ [(d V !

c d)  \d d

a b a v\
det (c d) = det <c’ d’) ,

pero como las entradas de ambas matrices, son enteras, su determinante tam-
bién es entero. Asi que ad — bc = *1.

Sea

Yy que

Para la suficiencia, supongamos que existen a, b, ¢ y d enteros tales que

ad —be = £1 y que |
(ZZ) B <CcL Z) (Zf) : (1.2)
<Z Z) (—dc _ab) = +1d, (1.3)

usando (2) y (3), se sigue que
w2\ _ d —=b\ (uw)
wy —c a wh )

Sea w € , entonces como {wy, ws} es una base, existen n, m € Z tal que
w = nwy + muwy, 0 escrito en notacién matricial

@ =t (i) == (2 7) ()

::I:(nd—mc ma—nb) (Zé),

Entonces,

por lo que {w},w)} es en efecto una base de (. O
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A las matrices con entradas en los enteros y determinante 1 se les conoce
como matrices unimodulares, es facil demostrar que el conjunto de estas
matrices forman un grupo bajo la multiplicaciéon matricial, a este se le conoce
como el grupo clésico modular, denotado por SL(2,Z). Este grupo es de suma
importancia en muchas areas de la matemaética.

Como el determinante de toda matriz de cambio de base tiene determi-
nante +1 entonces, el area de los paralelogramos determinados por cualquier
base es siempre la misma (véase [4] p. 204).

Ahora probaremos la existencia de una base especial para los médulos
dobles, a esta base la llamaremos la base canénica del moédulo y aunque no
siempre serd la base que ocupemos en el estudio de las funciones doblemente
periédicas, los nimeros complejos que la conforman, satisfacen una impor-
tante relacién enlazada a las propiedades de SL(2,7Z).

Teorema 1.6. Sea ) un Z-mdédulo discreto, entonces eziste una base {wy, wy}
de Q tal que T = g—f satisface las siguientes condiciones.

a) Im(r) >0,
b) —3 < Re(t)< 3y
c) |r|>1ysi|r|=1= Re(r) > 0.

Si {wy,we} satisface las tres condiciones anteriores, le llamaremos una base
/

candnica de Q. Ademds, si 7' = =2, donde {w},wy} es otra base candnica de
1

Q, se tiene que T = 7.

Notemos que las condiciones que se le piden a 7 implican que este niimero
esta en el subconjunto de C que se muestra en la Figura 5. Si denotamos
como PSL(2,7Z) al cociente SL(2,7Z)/=+Id, se puede probar que este grupo
es isomorfo al subgrupo de transformaciones de Mébius de la forma

az+b
cz+d

a,b,c,d € Z, ad —bc =1

y que este conjunto es un conjunto fundamental para PSL(2,7Z) actuando
como transformaciones de Mobius en el semiplano superior (vease [6] p.162),
por lo que, nos referiremos a este subconjunto como el conjunto modular.
Ahora, procedamos a demostrar el Teorema 0.6.
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Figura 1.5: Conjunto fundamental de PSL(2,Z)
DEMOSTRACION. Probemos la existencia, consideremos w; y w, como en la
prueba del Teorema 0.3. Como |wi| < [ws|, entonces 1 < |22, por lo que

|7] > 1. (1.4)
Por la minimalidad de ws, tenemos que |wsy| < |w; + we| de donde

|IU2|2 S |"LU1 +UJ2|2

= (wy + wy) (W1 + W3) = |wy|* + |wa|* + 2Re (wqwy) .

Por lo que
0 < |w;]* + 2Re (wqt7)

_1 < —Re(wa_l) = Re —wQT = Re w2 .
2 w1 |2 wiwy w1

Anadlogamente, como |w;| < |w; —wy|, concluimos que Re (“’2) < £, es decir

w1

—% < Re(1) < —. (1.5)

N | —

Si Im (1) < 0, entonces la base {—wy, ws }, satisface (4) y (5) y ademds cum-
ple que Im (1) > 0. Por lo que podemos renombrar la base {wy,wy} y asi se
cumplird (a).
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Si se tiene el caso Re (1) = —3, entonces cambiémosla por {wy, wy +ws},
tendremos que Re (%ﬁ”) = Re <$—T> +1 = % Anélogamente vemos que

la parte imaginaria se mantiene constante y la norma sigue siendo mayor o
igual a 1 por la minimalidad de w;.

Por tltimo, si nuestra base cumple que |7| = 1 y Re(7) < 0, enton-
ces la reemplazamos por {wy, —wy }, asi 2t = —7. Como la transformacién
z — —Z es una reflexién sobre el eje imaginario, esta base cumplira (a), (b)

y con este ajuste, (c).

/
Para demostrar la unicidad, sea 7 = =2, donde {w{,w}} es otra base

1
canodnica, entonces por el Teorema 0.5, tenemos que existen a, b, c,d € Z tal
que wh = awy + bwy y wi = cwy + dwy y ad — be = £1, por lo que tenemos

lo siguiente
awz+bwy
, wy  awy+bwy T ar+b 16
T T W T cwy + dwy | cwtdw T d (16)
1 2 W1 w1 cT +

_ar+b d+d  adr + adr + bet 4 bd

Cer+d oT+d leT + d|?
Por lo que
d Im(t) + cb Im(T)
Im(r') = =
m(r) ler + d|?
_ (ad —=bc)Im(r)  Im(r) (L.7)
e +d2 Jer +d)* '
Resulta que
ad —bc =1, (1.8)

ya que Im(7) e Im(7’) tienen el mismo signo. Sin perder generalidad, po-
demos suponer que Im(7") > Im(7), por lo que |er + d| < 1, entonces
consideremos dos casos.

Caso 1: ¢ = 0. Se tiene que ad = 1y a = d = £1. Por 6 podemos concluir
que 7 =7 £b, y por (b) tenemos que |b| = |Re(7") — Re(7)| < 1, por lo que
b=0y 7 =r1.
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Caso 2: ¢ # 0. Como |eT +d| <1

(o= 5

=

de donde ¢ = +1 y asi

1
c

d, 1
c T 2 ~ 2

1> [r+d| > |Re(r £ d)| = [Re(r) + d| > |(|Re(7)| — |d])] (1.9)

y por (b), es facil ver que d debe ser —1,0 o 1. Consideremos estas posibili-
dades.

Si d = +1 tenemos que |7 & 1| < 1, pero esto solo se pueda satisfacer
si 7 =e%, por lo que et +d| = 1 (¢ = £1) Usando (7) concluimos que

Im(r") =Im(1) = ‘/75 yT =7.

Finalmente, si d = 0, tenemos por (9) que |7| = 1, ademds bc = —1, por

lo que
7= aT—i_b:i—l—g:_—lia:—?ia,
cT cr ¢ T

de donde +a = Re(r + 7') y por (b) tenemos que Re(T + 7') es 0 o 1. Si
Re(t 4+ 7') =0, entonces a = 0 y 7/ = —7 y como ambos numeros estdn en
el conjunto modular, se tiene que i = 7 = 7’. Si Re(7 + 7') = 1 tendremos
que Re() = Re(r') = 1, porloque 7 =7/ = e%. O

Proposicion 1.7. Sea €2 es un modulo doble, entonces existen 2, 4 o 6 bases
canonicas de §2.

Antes de demostrar esta proposicién, probamos un resultado de la geo-
metria hiperbdlica basica.

Lema 1.8. Siz es un punto fijo de una transformacion modular en PSL(2,7),
distinta de la identidad y z pertenece al conjunto modular, entonces z es igual
aioaes

DEMOSTRACION. Sea z un punto fijo de

_az—i—b
e+ d

U(z) a,b,ec,d e Z, ad—bc=1
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en PSL(2,7), sin perder generalidad podemos suponer que ¢ > 0. Un calculo
sencillo muestra que

a—d+E/(a+d)?—4
z= :
2c
Como Im(z) > 0 concluimos que (d + a)? — 4 < 0, de donde |d + a|] < 2
y asi
a—d 4—(a+d)?

— ; 1.10
§ 2c T 2c ’ ( )

como /4 — (a + d)? < 2, tenemos que

< <Im(z) <

SN

I

DN | —

por lo que podemos concluir que ¢ = 1.

Si suponemos que z estd en el conjunto modular, podemos concluir que
—1 < Re(z) < 1. Por lo que usando (10), tenemos que —1 < a —d < 1, sin
embargo, como a y d son enteros, a = d+1 0 a = d. Como ademds |d+a| < 2,
(a, d) solo puede ser (0,0), (0,—1) y (1,0).

Estos valores corresponden respectivamente a las transformaciones

1 1 z—1
Z ==, Z > y 2> :
z 1—=2 z

donde la primer transformacién fija a ¢, mientras que las otras dos fijan a
i
es. ]

DEMOSTRACION. (De la Proposicién 0.7) Sea {w1, w,} una base candnica en
2, notemos que {—w, —wy} es otra base canénica, por lo que siempre hay
un numero par de bases candnicas. Se sigue del Teorema 0.5, y de la demos-
tracion de la ecuacién 6, que si existe alguna otra base canodnica, entonces
existe una transformacién de Mobius unimodular distinta de la identidad,
que fija a 7.
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La transformacion z +— —%, vista como transformacién homogénea, co-

rresponde a
U)l o O 1 w2
— W2 -\ - 10 w1 ’

por lo que {—wsy, w1} es otra base canonica si T = i, por lo tanto existen
cuatro bases canonicas.

. mi ;. . ,
Si 7 = e, las bases candnicas correspondientes seran

(o) =0 ) ()
(") =G 0) (),

por lo que hay seis bases candnicas.

Para cualquier otro 7 en el conjunto modular, solo existen dos bases
candnicas O

Una consecuencia del Teorema 0.6 es que podemos dar una relacion de
equivalencia sobre el conjunto de médulos dobles. Diremos que dos médulos
estan relacionados, si los cocientes de sus bases candnicas son iguales.

Notemos que esta definicién es equivalente a decir que los moédulos €2 y
(Y son equivalentes si y sélo si existe a € C \ {0} tal que Q" = ¢(Q2) donde
g(z) = az, ya que si {wy, ws} es una base candnica de €, entonces {aw;, aws}
es una base canénica de ' y evidentemente,los cocientes de ambas bases
coinciden. Reciprocamente, si

Wy wh
_— =T = —/7
w]_ wl
consideremos ) )
w w
2 1
a = — = -,
%) w1

de donde w € € si y sdlo si,

w = nwj + mwy = naw; + mawy = a(nw; + mwsy) € g(Q).






CAPITULO 2

Funciones simplemente
periddicas

Habiendo dado una descripcién precisa de los conjuntos de periodos de las
funciones complejas, procedemos a estudiar las funciones simplemente pe-
riédicas. Es importante mencionar que en las afirmaciones que se desarrollen
en esta seccion sélo se ocupa la hipotesis de que la funcién es periddica en al
menos una direccién, por lo que los resultados, también seran vélidos para
las funciones doblemente periddicas.

La primer funcién periddica que aparece en el estudio de las funciones de
variable compleja, es la funcién exponencial, recordemos que esta funcion es
2mi periddica. Podemos considerar la familia de funciones

ey : C— C\ {0}

27

2y ew? Vw e C\ {0}.
Notemos que
ew(z +w) = e CTY) = 072 = 57 = ¢, (2),

por lo que w es un periodo para e,,.

Estas funciones son muy importantes ya que toda funcion w-periddica
puede ser escrita en términos de e,. Por ejemplo, cosz es una funcién 27
periédica, y tenemos que

. » .
et e egp(z) + ey (2)

cos z = 5 = 5 = (¢ o ea)(2),

17
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donde ¢(z) = %(2—1— %) De forma similar, podemos escribir sen z = 1) oeq,(2),
donde ¥(2) = (2 — 1).

21 z

Motivados por la observacion anterior, enunciamos el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea f : C — A periddica y meromorfa, tal que w es un periodo
de f, entonces existe una unica funcién ¢ : C\ {0} — A meromorfa, tal que
¢ o e, = f. Reciprocamente, si ¢ : C\ {0} — A es meromorfa, entonces la
funcion f = ¢ o e, es una funcion w-periodica y meromorfa.

DEMOSTRACION. Probemos primero la segunda parte del teorema. Si ¢ es
meromorfa, entonces también lo es f = ¢oe,,, ademas como e,, es w-periddica,
flz4w) = gley(z+w)) = ¢d(ew(2)) = f(2), concluimos que f es w-periddica.

Probemos ahora la primera parte del teorema, como los polos de una
funcion meromorfa son discretos, podemos encontrar una recta

L={z+itweC|teR},

tal que f no tiene polos en L, en caso contrario, habria una cantidad no nu-
merable de polos de f, uno por cada recta perpendicular a w, y por lo tanto
habria una sucesion convergente de polos, ya que en R" cualquier conjunto
no numerable se acumula (vease, por ejemplo [6], p. 99).

Como e, (z) = exp(22z), Podemos concluir que e, (L) es una rayo por el
origen, véase la Figura 6. Entonces podemos encontrar una rama del loga-
ritmo analitica en C \ ({0} U e, (L)), definimos esta rama de forma tal que
también este definida en e, (L), aunque de esta manera no sera continua en
ew(L). Con esta rama del logaritmo definimos

w

9(2) = olog ).

La funcién buscada es ¢ = f o g, ya que ¢(e,(z)) = f(z). Esto se sigue
ya que

(fo goen)z) = f (5log (7))

211

—f (2% (%z + 27Tki>)

= f(z +wk) = f(2).
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Figura 2.1: Diagrama del Teorema 0.9

Veamos que a pesar de la falta de continuidad de g, ¢ si es continua en el
rayo e,(L). Sea z € e, (L) y U una vecindad de ¢(z), entonces existe 2’ € L
tal que e, (2') = z, de donde f(2') = ¢poe,(2') = ¢(2). Por la continuidad de
f en L, existe V una vecindad de 2’ tal que f(V) C U, como e, es analitica,
es una funcién abierta, por lo que e, (f(V')) es también un conjunto abierto.

Como demostramos que ¢ o e, = f, se tiene que ¢(e,,(V)) = f(V)) C U,
de donde existe una vecindad de z tal que su imagen bajo ¢ se queda conte-
nida en U, por lo tanto ¢ es continua en e,,(L).

Usando el teorema de Morera y la prueba del principio de reflexién de
Schwarz, podemos concluir que ¢ es analitica en cada punto de e, (L) (cf. [7],
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pp. 160-161) y por lo tanto es meromorfa en C\ {0}.

Por tltimo demostremos la unicidad de ¢, supongamos que existe otra
funcién ¢’ tal que ¢’ oe,, = f = ¢poe,. Como e, es suprayectiva en C\ {0},
es cancelable por la derecha, entonces concluimos que ¢ = ¢ O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente.

Corolario 2.2. Si f es una funcion w-periodica, meromorfa en C y holo-
morfa en

S:{zEC\T1§1m<i><72}>

w

entonces existe {ay, nez tal que en S se cumple que

F2) =) ane (2.1)

A la expresién (11) se le conoce como el desarrollo en series de Fourier de
DEMOSTRACION. Usando la notacién del Teorema 0.9, tenemos que como f
es holomorfa en S, entonces ¢ es holomorfa en

ew(S) ={2€C|r <|z| <ra},

por el Teorema de Laurent, existen a,, € C, n € N tal que en e,(S)

o(z) = Z a,z".
Por el Teorema 0.9, tenemos que
f(z) =doeu(z) = Z an (ew(2))" -

]

Ahora recordemos el siguiente resultado conocido de las funciones racio-
nales.
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€1

Figura 2.2: Diagrama del Corolario 0.10

Teorema 2.3. Sea ¢ = p/q una funcién racional, con p y q polinomios sin
raices comunes, si d = max{0p,0q} y zo € C, entonces ¢(z) = zy tiene
exactamente d soluciones en C, contadas con multiplicidad.

DEMOSTRACION. Supongamos que zy = 00. Si d = dq > Op, entonces todos
los polos de ¢ son finitos; mas atin, como los polinomios son funciones analiti-
cas en todo C, ¢ = p/q tiene un polo en z siy sélo si g(z) = 0. Por el teorema
fundamental del algebra hay exactamente d soluciones a esta ecuacion, y por
lo tanto ¢ tiene d polos.

Por el contrario, si dp > dq, entonces existen dq polos en C, mientras que
z = oo es un polo de multiplicidad dp — dq de ¢. Esto se sigue ya que por
definicién, co es un polo de ¢ de multiplicidad n si 0 es un polo de multi-
plicidad n para ¢(1/z), usamos también el hecho de que una funcién f tiene
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un polo de multiplicidad n en un punto, si y solo si 1/f tiene un cero de
multiplicidad n en el mismo punto.

Por lo anterior, la multiplicidad de ¢ en co como polo, es la multiplicidad
en 0, como cero de la funcién

o(1/z)  p(l/z)

Como d = dp > Jq, escribamos

L q1/2) 22)

p(2) = agz® + ...ag

y
q(2) = bgg2?? + .. bgz® + ... + by.

Si multiplicamos el numerador y el denominador de (12) por z%, tendremos
que

a(1/2) _#q(1/2)
p(1/z)  2%p(1/z)
2% (bggz % + .+ baz ™+ .+ bo)
B 2%(agz=%+ ...ag)
__(op-o0 (Dog £ - 0azT + .. 4 byz")
(ag + ...apz%)

:Z(ap—(‘)q) a1 (Z)

1(2)

donde ¢ (2) = boy + ...bgz%77 % + ..+ byz% vy pi(2) = ag + ...ap2".

s

Como aq y by, son los términos principales de p y ¢ respectivamente,
ambos son distintos de 0, por lo que los términos constantes de ¢; y de p;
también son distintos de 0. Esto implica que ¢;/p; es holomorfa y no nula en
una vecindad de cero, por lo que la multiplicidad de co como polo de ¢ es
Jp — 0q. Por lo tanto el niimero de polos de ¢ es d = Op.

Si ahora consideramos z; € C, entonces ¢(Z)1_ZO es una funcién racional

con la misma cantidad de polos que de soluciones a la ecuacion ¢(z) = zo,
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entonces el resultado se sigue de la exposicién anterior. O

En el teorema anterior, a d se le conoce como el grado de la funcién
racional. Existe un resultado analogo para el caso de funciones periddicas, el
cual enunciamos en el siguiente corolario.

Corolario 2.4. Sea ¢ una funcidn racional de grado d y f = ¢oe,, entonces
la ecuacion f(z) = zo, z0 € C\ {¢(0), p(c0)} tiene exactamente d soluciones
w-incongruentes en C.

DEMOSTRACION. Si zp € C \ {¢(0), ¢(c0)}, por el Teorema 0.11, tenemos
que ¢(z) = zp tiene d soluciones y por hipétesis, estas seran distintas de 0 e
oo. Si F' es un conjunto fundamental de e,,, sabemos que ¢,, es una biyeccién
entre 'y C\ {0}, por lo que para cada solucién a ¢(z) = 2y, existird una
solucién a ¢(e,(z)) = 2o. O

Notemos que la hipétesis de que 2y sea distinto de ¢(0) y de ¢(oo0) son
necesarias, por ejemplo e¢* = 0 no tiene ninguna solucién en C.

Analogamente al caso de las funciones racionales, a d se le conoce como
el grado de f.






CAPITULO 3

Propiedades de las funciones
elipticas

Recordemos que una funcion f es eliptica si es meromorfa en C y tiene dos
periodos linealmente independientes. Si f es una funcién meromorfa eliptica
con respecto a un médulo €2, y {wy, wy} es una base de €2, no necesariamente
canonica, entonces para cada a € C, denotaremos por P, al paralelogramo
abierto con vértices en a, a + wy, a + wy, a + wy + ws.

Figura 3.1: Region P,

25
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Notemos que P, es una regién fundamental para la accién de 2 en C, por
lo que el comportamiento de f estard determinado por su comportamiento
en P,. Ademads, como los polos de f son aislados, se puede usar un argumento
similar a la prueba del Teorema 0.9 para encontrar encontrar un a € C tal
que f no tiene polos en OP,.

Las siguientes proposiciones son consecuencias inmediatas de la definicién
de una funcion periddica.

Proposicién 3.1. Si Eq denota el conjunto de funciones elipticas con con-
junto de periodos €1, entonces Eq es un campo con la suma y el producto de
funciones.

DEMOSTRACION. Recordemos que z es un cero de orden k de f siy solo si z es
un polo de orden k de 1/f. Ademés si f es una funcién meromorfa, sus ceros
y sus polos son aislados, de donde se sigue que la funcién 1/f es también una
funcién meromorfa. En consecuencia, el conjunto de las funciones meromorfas
forman un campo con la suma y el producto.

Entonces solo hay que mostrar que Fq es un subcampo de las funciones
meromorfas, es decir que es cerrado bajo la suma, la multiplicacion y los
inversos. Sin embargo estos hechos son inmediatos de la definicién de que un
nimero w sea un periodo de una funciéon. Por ejemplo, si f € Fq y w € Q,
tenemos que m = ﬁ, por lo que 1/f también es w-periédica y por lo
tanto estd en Fq O

Proposicién 3.2. Sea f una funcion eliptica y 2y su conjunto de periodos,

entonces f' también es eliptica y si Qyp es su conjunto de periodos, entonces

DEMOSTRACION. Sea w € €, si f es analitica en z, entonces tendremos que
f(z) = f(z + w), de donde, derivando ambos lados de la ecuacién, y usando
la regla de la cadena, tenemos que f'(z) = f'(z + w), por lo que w € Q.

Por otro lado, si z es un polo de f, z + w también lo es. Ademas por el
teorema de la primitiva, f’ no puede ser analitica en puntos donde f no es
analitica, por lo que z y z + w también son polos de f’, esto prueba que f’
es eliptica.

Para demostrar que 2y C Qf sea w € Qp, demostremos que existe una
D e Z\ {0} tal que Dw € Q. Para esto, sean {w},ws} y {wy, w2} bases
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de Qg y € respectivamente. Entonces, como 2y C y, existen enteros
a,b,c,d € 7 tales que

wy = awh + bwi,

wy = cwy + dw.

No es dificil verificar que estas ecuaciones se pueden expresar como el
siguiente producto de matrices de 2 x 2 con entradas en los reales, es decir

(i) = (¢ 0) ().

donde los vectores w;, w;, i € {1,2} se toman como renglones.
Como la matriz del miembro izquierdo es no singular, podemos concluir
que ad — be # 0, tenemos que

() - (o o) ()

donde D = ad — be.
Maés atin, si w = nw) + mwh, n,m € Z, se tiene que

B dwy  bwq cwy  aw
‘“”(F—?) +m (=55

En consecuencia Dw = (entero)ws, + (entero)w; € {1y.
Como w es un periodo de f’, tenemos que f'(z + w) = f'(z), de donde
concluimos que existe k € C tal que

fz+w)— f(z) =k (3.1)

Como la ecuaciéon anterior es valida para toda z tenemos las siguientes
igualdades

fz+w) = f(z) =k
fz+w+w)— f(z+w) =k
fz4+2w+w)— f(z+2w) =k

flz+(D-1Nw+w)— flz+(D—-1w)=k.
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Sumando todas las ecuaciones anteriores obtenemos que
f(z+ Dw) — f(z) = Dk,

sin embargo como Dw € 2 tenemos que Dk = 0, por lo que k£ = 0, es decir
que w € )¢, justo como debiamos probar. O

Teorema 3.3. Si f es una funcion eliptica sin polos, entonces f es una
funcion constante.

DEMOSTRACION. Como f no tiene polos, entonces f es continua y por lo
tanto acotada en el compacto P,, de donde es acotada en todo C y por el
teorema de Liouville, f debe ser una constante. O

De aqui en adelante, cuando nos refiramos a los polos de una funcion
eliptica (o a sus ceros), nos referiremos a un conjunto completo de polos
(ceros) incongruentes de la funcién.

Teorema 3.4. Si f es una funcion eliptica, la suma de sus residuos es cero

DEMOSTRACION. Consideremos P, una regién fundamental para f tal que
f no tiene polos en OF,. Si {by, by, ..., b, } son los residuos de f en P,, por el
teorema del residuo, tenemos que

270 - i b; = f(z)dz
i=1

P,

_ /aam F(2)dz + /aﬁwwz F(2)ds + /am fedz+ [ f)de

4wy a+wi+ws a+wsz

Como f es wy periddica, haciendo la sustitucién v = z 4+ ws, tenemos que

que
a+w1 a+wi+w2
/ f(2)dz = / f(2)dz.

+wa2

donde esta igualdad se da considerando una parametrizacién v : [0, s] — C
del segmento de recta que une los puntos a y a+w; y notando que y(t)+w, es
una parametrizacion del segmento que une los puntos a + ws con a+w; + ws,
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por lo tanto tenemos que

/ " e = | sowmi

/f ) 4 we)y' (t)dt
- / T e

+w2

Por lo anterior, podemos escribir

/a e+ / " ez =0

a+wi+w2

Un proceso andlogo para las dos integrales restantes nos permiten concluir

que en efecto
n

> bi=0.
i=1
O
El siguiente resultado nos permitird definir el orden de una funcién eliptica
de forma analoga a como se hace para el grado en las funciones racionales.

Corolario 3.5. Si f es una funcion eliptica, entonces f tiene la misma
cantidad de polos que de ceros, contando multiplicidades, en cualquier region
fundamental.

DEMOSTRACION. La funcién f’/f es una funcién eliptica y por el principio
del argumento (cf. [7] p. 385), sabemos que

T omi (N = ),

or, f(2)
donde N, y N, representan el numeros de ceros y de polos de f. La conclu-
sion se sigue del Teorema 0.16. ]

Aplicando el resultado anterior a la funcién f(z) — ¢, podemos concluir
que f toma cualquier valor complejo el mismo niimero de veces.
A este nimero lo llamamos el orden de f, ya que los polos de f(z) son los
mismos que los de f(z) — c.
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Ahora que hemos definido el orden de una funcién eliptica podemos dar
el siguiente coralario del Teorema 0.16.

Corolario 3.6. No existe ninguna funcion eliptica de orden 1.

DEMOSTRACION. Si f fuese eliptica de orden 1, f tendria un tinico polo sim-
ple, por lo que el residuo de f en ese polo seria distinto de 0, contradiciendo
el Teorema 0.16. O

Corolario 3.7. Si f y g son funciones elipticas con respecto a un modulo
Q, tales que tienen los mismos polos y los mismos ceros, con las mismas
multiplicidades, entonces existe ¢ € C tal que

f(z) = cg(2).

DEMOSTRACION. Como f y g son ambas elipticas, entonces f/g también
lo es; ademas, como tienen ceros y polos de la misma multiplicidad en los
mismos puntos, la funcién f/g no tendra polos. Por ejemplo si zy es un polo
de multiplicidad k para f y g, entonces en una vecindad de zy se tiene que
f(2) = fi(2)/(z=20)" ¥ 9(2) = 91(2)/(2 = 2)*, donde f1 y g1 son holomorfas
y distintas de cero en una vecindad de zj, de donde tenemos que

fz) _ Al (z—2)" _ fi2)

9(z) (== alz) @)

Esto quiere decir que la funcién f/g es entera, por lo que se reduce a una
constante. O

Corolario 3.8. St f y g son funciones elipticas con respecto a un modulo €2,
tales que tienen los mismos polos con las mismas partes principales, entonces
existe ¢ € C tal que

f(z2) =g(z)+c

DEMOSTRACION. Considerando la funcién eliptica f — g, como en cada polo,
las funciones tienen las mismas partes principales, entonces la parte principal
de f — g es 0, por lo que la funcién no tiene polos, por lo que debe ser una
constante. O

Teorema 3.9. Si f es una funcion eliptica de orden n con ceros aq, ...,a, Yy
polos by, ..., b,, contados con multiplicidad, se tiene que

aj+ ..+ a, =by+...+b, (méd Q).
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DEMOSTRACION. Nuevamente consideremos P, tal que f no tiene polos en
0PF,, y consideremos la integral

[ e,
= oP, f(z) I

Por una parte, por el teorema del residuo, tenemos que si P es el conjunto
de polos del integrando, entonces

[ = 2mi (;3 Res (c ZJJ:(S) )) .

Notese que 2@ golo puede tener polos en los ceros o en los polos de f(z).
Calculemos los residuos de f en estos puntos.

Supongamos que a es un cero de f con multiplicidad k, entonces existe
una funcion ¢ analitica que no se anula en una vecindad de a, tal que

f(2) = (= — a)*¢(2),

de donde podemos concluir que

f'(2) = k(z = a)' 7o (2) + (2 — a)" ¢/ (2).

Por lo que
Q) L @) + (- ) )
iy~ @t G — a)ho(2)
=(a+z—a i ?'(2)
= (ot >(z—a+¢<z>)
SN E e S
S ra TR T B

Como ¢ no se anula en a, los ultimos sumandos de la expresion, representan
una funcion analitica, por lo que podemos concluir que el residuo de la fun-
cion en un cero, es el cero multiplicado por su multiplicidad.

Consideremos ahora el caso en que b es un polo de orden k de f, entonces
existe ¢ analitica y que no se anula en b, tal que

. 9(®)
f(z) = m
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Derivando se tiene que

i P (R)E =B — k(= —b)(z)
f (Z) - (Z _ b)gk

¢'(2)(z = b) = k¢(2)
(z — b)k+1 :

Procedemos de forma analoga al caso de los ceros. Como

) G~ D)o(2)
) §2) &
‘(b“‘b)(qxz)‘z—b)
R O I
== P T Y

deducimos que el residuo en un polo, es el inverso aditivo del polo multipli-
cado por su multiplicidad. Por lo tanto

Por otro lado, podemos dividir de nuevo la integral en cuatro, una por
cada lado del paralelogramo, es decir que

_ a+wi Zf/(Z) a+wi+ws Zf/(Z)
AR e =

I O e
+/ 7 +/ 7y = 39

Nuevamente, si hacemos uso de la sustitucién u = z + w,, podemos con-
cluir que
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a+wy zf’(z) B a+wi+w2 (Z _ w2>f/(z> i
[ogee- L., e
(3.4)

_ _/am ZHCINT /am HOFS

—+wi+wso f(Z) +w1+ws2 f(Z)
Por consiguiente

a+wy zf’(z) a+ws zf’(z) B a+ws f’(z)
/a f(2) det /a+w1+w2 f(z) 47 =ty /a+w1+w2 f(2) dz. (3.5)

Detallamos la igualdad en (16), por la Proposicién 0.14 f” es una funcién
eliptica, ademds si v : [0, s] — C es una parametrizacién del segmento de
recta que une a a con a + wy, entonces por definicién, tenemos que

a+w1i(z) L SM /
L= | ey o

[ (v(t) + wo — wa) f'(y(t) +w2)
- 00 + wa) VBt

[ e f()
‘/ )

ya que (t) + wo parametriza el segmento de recta que une los puntos a + ws
V a+ wy + ws.

Si o denota el segmento de recta que une los puntos a +w; +ws y a + ws,
entonces f o ¢ es una curva cerrada por la periodicidad de f, por lo que
haciendo uso del segundo principio del argumento (cf. [7], p. 386) y usando
(17) podemos concluir que

) [ AR e
/a /() 0”/ 7o) 2 = a2 1(f00,0) = 2uskymi, (36)

donde ky € Z e I(f o 0,0) denota el indice de f o o con respecto al origen.
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De forma andloga a la anterior, podemos concluir que existe k; € 7Z tal

que
T G D S i) D
L. e [ e b @D

Igualando (14) y (15), y usando (18) y (19) tenemos que

271 (Zai—sz) =wy - 271 - k1 + wq - 270 - ko

1=0 1=0

Cancelando de ambos lados de la ecuacién 27i, tenemos el resultado es-
perado O



CAPITULO 4

La funcién o de Weierstrass

De aqui en adelante, € representara un médulo arbitrario con base {wy, ws}.
Nuestro siguiente objetivo es construir funciones elipticas, en virtud del Co-
rolario 0.18, las funciones elipticas no constantes méds sencillas son las de
orden 2 y dependiendo de sus polos, podemos clasificarlas en dos tipos, las
que tienen un unico polo doble y las que tienen dos polos simples incongruen-
tes. Seguiremos el enfoque de Weierstrass y nos enfocaremos en construir una
funcion eliptica con un polo doble.

Consideremos €2 un médulo con base {wy, wy}, para cada n € N conside-
remos el conjunto

A, = {sw; +twy € C|s,t € Ry max{|s], |t|} = n},

notese que estos conjuntos son las fronteras de los paralelogramos determi-
nados por los vértices n(wy + wsy), n(w; — wy), n(we — wq) y n(—w; — wy),
véase la Figura 9.

Lema 4.1. Sea Q un mddulo doble tal que {wy,wy} es una base de 2, en-
tonces existe M > 0 tal que si z € A,,, entonces |z| > nM.

DEMOSTRACION. La prueba del lema es inmediata usando el hecho de que A,,
es un compacto al cual no pertenece el 0, y por lo tanto esta a una distancia
positiva de este, entonces al tomar un disco adecuado centrado en 0 se sigue
el resultado.

Damos otra prueba geométrica de este hecho. Primero notemos que si
z € A,, entonces z/n € Aj, por lo que bastara probar el resultado para
n=1.

35
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w2

w1
A, /

Figura 4.1: En An existen 8n puntos

Supongamos que z = swy + tws, donde |s| < |t| = 1, dividiendo entre wy,

obtenemos que

z wa
— =5+ —,
wy wy

por lo que se sigue facilmente de la Figura 10 que

de donde

Por otro lado, si z = sw; + twy donde |t| < |s| = 1, un procedimiento
analogo, nos permite concluir que
w
Im (—1)
W

2| = M,

2] = |w,|

I

en cualquier caso, tenemos que
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(32
wq

justo como queriamos probar. O

donde
M = min{]wl\

wo
1
, z wo (w2>
wWo = Im|—
z 3 z wy w1 s wy
: s 2
Ly w1
L I ,
A] 3 ¥
wn
1
Z = wiz
-

Figura 4.2: Conjunto A;

Lema 4.2. 5i Q) es un maodulo doble, la serie

S L
|wl?

weQ\{0}

es convergente.

DEMOSTRACION. Denotemos ,, = A,, N2, demostraremos que

o0
> s
3 Y
w
n=1 we, | |
es convergente. Como los términos de esta serie son positivos, la convergencia
sera absoluta, por lo que la suma de cualquier reordenamiento de los elemen-

tos de 2\ {0} serd también convergente y tendra el mismo limite (véase [9],
p. 83).
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Lo anterior quiere decir que

> o
jw*’

weQ\{0}

tiene sentido para cualquier orden dado.

Notemos que contando los vértices, en cada uno de los lados del para-
lelogramo A,, existen 2n 4+ 1 puntos de €2, es decir que en cada €2,, existen
4(2n + 1) — 4 = 8n puntos del mddulo (véase la Figura 9). Usando el Lema
0.22, podemos encontrar M € R tal que si z € A, entonces |z/n| > M, de
donde tenemos que

o o

8 8
ZZ |w|3—zz n3M3:Zn3—;\23:ZW<O@

n=1 we, n=1 we, n=1 n=1

Donde la convergencia de la ultima serie se da por la convergencia de las
series p con p > 1. ]

De aqui en adelante usaremos la notaciéon
2= 2
weQ  we\{0}

Notemos que en la demostracion anterior, en virtud del criterio de las
series p reales, podemos sustituir 3 por cualquier A > 2 y demostrar que

, 1
> o <o
wEQ’ ’

Mas aun, por la compacidad de A; podemos encontrar N > 0 tal que
A; € D(0,N). Alternativamente, si z = swy + twy € Ap, entonces

|z| = |swy + tws]
< [sf|wa] + [¢]]ws|
< fws| + Jwsl.

Usando un argumento similar al del Lema 0.23, para 0 < A < 2 se tiene que

1 = 8 = 8
Zzw— Zznwf;m—f%:;m%o@

n=1 we, n=1 we,
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por lo que la serie diverge, ya que esta acotada inferiormente por una serie p
divergente.

Teorema 4.3. La serie

1
D

we

converge absoluta y uniformemente en los compactos de C \ €.

DEMOSTRACION. Sea K C C\ © un compacto, demostraremos que la serie
converge uniformemente en K. Como K es un conjunto acotado, podemos
encontrar R > 0 tal que K C D(0, R).
Notemos que si 2|z| < |w|, entonces
2] 1

w| ~ 2
de donde usando la desigualdad triangular concluimos que

z z 1
1——‘>‘1—— > = 41
‘ wl — 2 ( )

w
Sea z € K arbitraria, entonces tenemos que

1 1 1
) D SR e D IR e

wes) wed well
|w|<2R lw|>2R
Como en K no hay elementos de €2, los términos de la primer suma
son analiticos y finitos, por lo que solo hay que verificar que la segunda suma
converge de manera absoluta y normal. Como z € K, tenemos que |2z| < 2R,
por lo que usando (20) tenemos que

1 1 8
2 a2 WFA-ZP S 2 P <

weN wes wes)
|lw|>2R |lw|>2R |lw|>2R

por el criterio M de Weierstrass, concluimos que esta serie converge de manera
uniforme y absoluta para |z| < 2R. En consecuencia

1
D

we)
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converge en K de manera absoluta y uniforme. De nuevo, como la serie con-
verge de manera absoluta, la serie converge al mismo valor para cualquier
reordenamiento. O]

Por el teorema de Weierstrass, la funcién construida en el teorema anterior
es holomorfa en C \ €2, veremos que en realidad es una funcién eliptica de
orden 3 con respecto a ).

Proposicién 4.4. La funcion f(z) =Y, cq ﬁ tiene un un polo de orden
3 con residuo 0 en z = 0.

DEMOSTRACION. El resultado se sigue del hecho de que

0= 5

weN weN

y del hecho de que la serie de la derecha representa una funcién holomorfa
en una vecindad del origen. Nétese que para una e suficientemente pequena

P L

—w)3 — )3
e B0l g (w)

|w|>2e

La misma técnica ocupada en la demostracién del Teorema 0.24, prueba que
la serie de la izquierda converge uniformemente en D(0, €). Como los términos
de la serie son analiticos en 0, la serie también lo sera. Entonces, dada la
convergencia normal y el teorema de Weierstrass, tenemos que localmente
f(z) = z% + ¢(z) donde ¢ es analitica, lo cual significa que 0 es un polo de
orden 3 con residuo 0. O]

Proposicién 4.5. Los periodos de la funcion f(z) =Y, cq ﬁ, son exac-
tamente los elementos de ).

DEMOSTRACION. Primero veamos que si w’ € €2, entonces w’ es un periodo

para f. Como
1

z 4w —w)d’
(

flztu) =)

weN

y la funcién ¢(w) = w — w’ es una biyeccién de los elementos de €2, reinde-
xando la serie, tenemos que

1 1
Zm:Zm:ﬂz),

we) ueN)
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donde u = ¢(w) (aqui usamos el hecho de que 2 es un grupo aditivo). Note-
mos que por el Teorema 0.24, ambas sumas son idénticas, ya que en virtud
de la convergencia absoluta, la convergencia de la serie es independiente de
cualquier reordenamiento.

Resta probar que si A es un periodo para f, entonces A € €. Si A es
un periodo, tomando una sucesion z, — 0, como 0 es un polo, entonces
f(zn) — o0, de donde f(z, + A) — oo, ya que f(z,) = f(z, + A). Por lo
que A es un polo y por lo tanto A € €2, ya que f es holomorfa en C\ Q. O

Los polos de f en €2 son todos de orden 3 ya que localmente, en una
vecindad suficientemente pequena de wqy € €2 se tiene que

f(z) = f(z — wo)

1 1 1
BACET AR S e
w€Q\{wo,0}

= litica.
(z — w0)3 + analitica

Donde u = w + wy. La ultima serie es una funcion analitica alrededor de wy
ya que converge absoluta y normalmente en una vecindad wg. Solo quitamos
una cantidad finita de términos a una serie convergente.

Podemos sintetizar las conclusiones de las proposiciones anteriores en el
siguiente teorema.

Teorema 4.6. Sea 2 un modulo doble, entonces la funcion
=Y ——
= (r—w)

es eliptica de orden 3.

Proposicién 4.7. La funcion f(2) =, cq ﬁ, es impar
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DEMOSTRACION. Notemos que
I S
N (—2z —w)3
we

Sabemos que {2 es simétrico respecto al origen, por lo que podemos rein-
dexar la suma como

1 1 1
E:ijﬁZEZ;;Eﬁ:—Xh;jy=—ﬂ%

weN u€es) u€es)

donde u = —w, por lo que efectivamente la funcién es impar. n

Recordamos el teorema de la independencia de caminos el cual establece
que si f es continua en una region U C C, son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

a) Sizyy 21 son puntos de U y v y 1 son curvas C'! por tramos contenidas
en U que unen estos puntos, entonces

L/@@:Aﬂ@h

b) Si 7 es una curva cerrada y C' por tramos contenida en U, entonces

Af@ﬂz:a

c¢) Existe una primitiva global para f, es decir, existe F' : U — C analiti-
ca tal que F'(z) = f(z). Mdas atn, se tiene que si @ € U es un punto
fijo, entonces

F(z) = / f(2)dz,

en donde ~ denota cualquier curva que une a con z. Por ende f es
analitica.

La prueba de este resultado puede ser consultada en [7] p. 104 y es similar
a la prueba del teorema de la primitiva (véase [5] p. 107).

Sea la funcién .
= -2 (S 4.
o2 = 2) (13)

we)
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notese que

o) =9(z) ~ 5+
1 2
=2 (11]26; (z—w)3> 23

Por la Proposicion 0.25 la serie de la ecuacién anterior es una funcién
analftica con residuo cero alrededor de cada w € Q, y como 2/z% es analitica
en una vecindad de cada w € 2\ {0}, se tiene que el residuo de g en sus polos
también es 0. Entonces en virtud del teorema del residuo podemos concluir
que si v es una curva cerrada C! por tramos, entonces fv g(z)dz = 0.

Més aun, en la prueba de la Proposicion 0.25 demostramos que g es
analitica en 0, por lo que usando el teorema de la independencia de caminos,
podemos concluir que g tiene una primitiva, la cual puede ser expresada como

/Oz g(w)du = /0 g (Zm> du, (4.4)

we)

donde la integral anterior se refiere a integrar la funcién a lo largo de cualquier
curva C! por tramos que conecta 0 con z, z € C\ €.

Definicién 3. Sea €2 un mddulo doble, definimos la funcion @ de Weierstrass
asociada a €2, como la funcion

p(z):$+2’((z_—1w>2—%). (4.5)

we

Probaremos que la serie anterior, converge normalmente en C\ (2\ {0}).
Por lo que p es holomorfa en C \ € y tiene un polo doble en el origen. Para
motivar la definicién de la funcién @ de Weierstrass, de manera intuitiva
intercambiamos el simbolo de la integral y de la suma en (23), en este caso,
obtenemos que la primitiva de g, es de la forma

[P I el

weN we

:Z'((z_—lw)f%)‘ (4.6)

we)
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El hecho de poder intercambiar los simbolos de la integral y de la suma,
se justificara formalmente en la Proposicién 0.30.

Por otra parte, en el siguiente teorema se prueba de otra manera la con-
vergencia normal de la funcién p de Weierstrass, de la forma en que lo hace
Ahlfors (cf. [1], p. 272).

Teorema 4.8. Si Q) es un mddulo doble, la serie
1 1
/
- 4.
> (eer ) D
wed
converge normalmente en C\ (2\ {0})

DEMOSTRACION. La prueba es andloga al Teorema 0.24. Sea K un compacto
en C\ (©2\ {0}). Consideremos R lo suficientemente grande como para que
K C D(0, R) y dividamos la suma como

=Y (et )t = (et )

leleiR wiS2R
Debemos demostrar que
3 (; _ L)
2 \Gmwr )

|lw|>2R

converge uniformemente en K. Sea z € K, notemos que

1 1] |w*—(z—w)?
(z—w)?  w? w?(z — w)?
_ 2(2w — 2)
w?(z —w)?
_ zw(2 — Z)
wh(Z —1)2
z ‘2 -z
wE -1
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Como z € K, sabemos que |z| < R y como estamos considerando puntos
en el médulo tal que |w| > 2R, podemos suponer que |w| > 2|z, esto es
|z|/|w| < 1/2. De donde se obtiene

z z 5
o35l <
w w 2

En consecuencia, esta desigualdad junto con (20) implican que

1 1 z | |2—3
(z—w)? w?| luwd %_1‘2 (48)
R(3)
2
[wf] (3)
10R
Jw?

Por lo que por el criterio M de Weierstrass, concluimos que la serie con-
verge en K de manera uniforme y absoluta, es decir, hemos demostrado lo
que queriamos. ]

La convergencia absoluta y normal de la funcién @ de Weierestrass en
C\ Q, se sigue entonces del Teorema 0.29 y su prueba.

Mostramos una manera alternativa de probar la convergencia de la serie
(26), esta es la manera en que Lipman Bers lo hace. Motivados por la idea
que nos llevé a la ecuaciéon (25) de intercambiar los simbolos de la integral y
la suma, probamos el siguiente teorema.

Teorema 4.9. Sea {f, : U — C},en una sucesion de funciones meromorfas
en C y holomorfas en una region U, tales que convergen normalmente a f
en U. Supdongase también que para todan € N y toda curva v cerrada C* por
tramos, se tiene que fw fn=0. Entonces fijando cualquier a € U, la sucesion
de funciones definida como

F.(z) = /Z fo(u)du, neN (4.9)

e 4 , . .
converge normalmente a la funcion fa f(u)du. Los limites de la integral re-
presentan cualquier curva C' por tramos contenida en U con extremos a y
z.



46 La funcién o de Weierstrass

Nétese que las funciones F;, son holomorfas en U por el teorema de inde-
pendencia de caminos y que ademads son unas primitivas de f,,.

DEMOSTRACION. Hemos visto que el hecho de que fv fn(2)dz = 0 para toda

curva vy cerrada y C! por tramos, es equivalente al hecho de que f: fo(u)du
esté bien definida, donde los limites de la integral representan cualquier curva
C'! por tramos que conecte a y z.

Como para cualquier curva cerrada v, f, — f uniformemente en «y (dado
que vy es compacto), se puede intercambiar el simbolo del limite y el simbolo
de la integral y se tiene que f7 f(2)dz = 0, de donde la funcién f; f(u)du
también estd bien definida.

Sea K C U un compacto y R > 0, suficientemente grande, de tal manera
que K C D(a, R). Si z € K tenemos que

/Z fo(u)du — Zf(u)du

Como f, — f uniformemente en K, entonces existe ¢ > 0 tal que
|fn(2) = f(2)] <€, para toda n y toda z € K.

Como la curva de integracién es independiente del resultado, se puede
construir una curva adecuada. Podemos considerar el segmento de recta que
une a a con z, si este segmento se queda contenido en U, lo consideramos
como la curva de integracion.

Por otro lado, si el segmento no se queda contenido en U, entonces pasa
por las singularidades; sin embargo, como los polos son discretos y el segmen-
to es compacto, solo puede haber una cantidad finita de polos en el segmento.
En este caso consideremos la curva de integracion como en la Figura 11, don-
de las medias circunferencias rodean a los polos y tienen un radio menor a
%, donde n representa el nimero de polos que hay en el segmento, de esta
forma garantizamos que long(y) < R + 1.

Entonces tenemos que

/: Fulw)du — /:f(u)du

de donde la sucesién, converge uniformemente en K, justo como debiamos
probar. ]

< e(R+1),
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~s

1
1
1

Figura 4.3: Curva v en la Proposicion 0.30

Apliquemos este resultado para demostrar la convergencia de la funcion
© de Weierstrass, sin usar el Teorema 0.29

Denotando

In(2)

Z—z

— .3
wEQn(z w)

podemos demostrar que (26) converge normalmente. Recordando que por

definicién, una serie es el limite de la sucesion de sumas parciales, el Teorema
0.24 afirma que

donde la convergencia es normal y absoluta. La eleccion del ordenamiento

conforme a las €2; se justifica por la convergencia absoluta. Usando el Teorema
0.30 tenemos que

/Zgz duﬁ/ozzfﬁdu,

we)
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también converge normalmente. Mas aun

Esto se sigue ya que

wes)

/ lim Zgi(u)du

SN
2 Z/ e

,( 1 1)
— o2 .2 )
= (z —w) w

donde la segunda igualdad se sigue del Teorema 0.30.
Notese que este argumento se aplica para cualquier otro reordenamiento

que de la serie.

La convergencia absoluta puede ser demostrada de la misma manera que
en (27). En consecuencia, la funcién p de Weierstrass esta bien definida y es
holomorfa en C \ €. Nétese que esta prueba no usa el Teorema 0.29.

El siguiente paso es ver que la funcién p es eliptica de orden 2.

Teorema 4.10. S 2 es un modulo doble, la funcion o de Weierstrass aso-
ciada, es meromortfa, y tiene un polo de orden 2 en 0.
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DEMOSTRACION. Hemos demostrado que
S ()
= (z —w)?  w?
es analitica alrededor del 0, por lo que
1
-5+ (e )
well w

tiene un polo de orden 2 y residuo 0 en 0. ]

Teorema 4.11. Dado un mddulo doble €2, la funcion o de Weierstrass aso-
citada es par.

DEMOSTRACION. Notemos que
1
pl=2) = —=+> ' - )
weN

Ocupando nuevamente el hecho de que 2 es simétrico respecto al origen,
podemos reindexar la suma haciendo uso de la sustitucién v = —w para
concluir que

p(=2 +Z( )P _(—1u)2>
_<1> Z(ﬁ‘%
p(2).

Por lo tanto, la funcion o de Weierstrass es par. ]

Antes de demostrar el siguiente teorema, notemos que en virtud del teo-
rema de Weierstrass se tiene que

o) =) ﬁ (4.10)

we)

Teorema 4.12. Dado un modulo doble €2, los periodos de su funcion o de
Weierstrass asociada, son exactamente los elementos de €.
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DEMOSTRACION. En el Teorema 0.27 demostramos que '(z) es una funcién
eliptica con respecto a 2. Por lo que si w € €, tenemos que ¢'(z) = ¢'(z+w),
es decir,

o(z) —plz+w) =c, (4.11)

para alguna ¢ € C. Por el Teorema 0.32, p es par, entonces evaluando (30)
en —w; /2, donde w; es un elemento de una base de 2, obtenemos que

o) o (5) -

de donde p es Q2-periddica.
Usando el mismo argumento de la prueba de la Proposicion 0.26, se sigue
que no hay mas periodos. O]

Probamos otros resultados de la funcién g.

Teorema 4.13. Sea Q) un mddulo doble con base {wy,ws} y p la funcion p de
Weierstrass asociada, entonces ' (wy1/2) = ¢'(we/2) = ¢'((w1 + wq)/2) = 0,
es decir, wy/2,we/2 y (w1 + ws)/2 son puntos criticos de la funcion .

DEMOSTRACION. Probaremos el resultado para wy /2, ya que los demés casos
son analogos. Sabemos que ¢’ es una funcién impar y €2 periédica, por lo que

A(5) -9 (5) - (o) o ().

Como w1 /2 no es un periodo, entonces ' es analitica en w, /2, por lo que
solo puede suceder que @' (w;/2) = 0. O

Es facil notar que estos puntos w; /2, wy/2, (wy + wsy)/2, son todos
incongruentes (véase la Figura 12). Nétese que no hay mds puntos criticos
ya que g’ es de orden 3

Definicién 4. Sea Q un mdédulo doble con base {wy,ws} y o la funcion o de
Weierstrass asociada, definimos las constantes

wq Wo wy + Wo
€1=@<7>» 62=@<7>» €3 = 9 )
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Figura 4.4: Los puntos criticos de la funcion p de Weierstrass, 5, <2 y ”“”1;““”2

son {2-incongruentes.

Teorema 4.14. Las constantes eq,es y e3 solo dependen del modulo 2 y
no de la base elegida. Es decir, si {wy,ws} y {w],wh} son dos bases de Q
entonces los conjuntos

(@) o) o (m52) ) o {o(3) (7)o ()}

son 1quales.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 0.5 existen enteros a, b, ¢y d, ad—bc = 1,
tales que
wy = aws + bwy

wy = cwy + dwy.
Es claro que (a,b) y (¢, d) son primos relativos, también lo son (a+c, b+d),
ya que
+1=ad— bc
=ad+ cd —cd — be
= (a+c)d— (b+d)ec.
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Por lo que los elementos de cualquiera de estas parejas ordenadas no pueden
ser ambos pares.

Tomando las clases de equivalencia médulo 2 de estas parejas ordenadas,
concluimos que

{@b), (@ d), (a+e,b+d)} €{(01),(L,0), (1,1} (4.12)

Maés ain, como la suma de cualesquiera de dos de estas parejas nos da la
tercera, concluimos que todas las parejas del miembro izquierdo de (31) son
distintas, por lo que ambos conjuntos son iguales (ya que si dos parejas son
iguales como elementos de Zs,, su suma serd la pareja (0,0)).

Existen 6 formas posibles de asignarle un valor a las parejas. Probamos
primero el caso en que (@,b) = (1,0), (¢,d) = (0,1) y (a+c,b+d) = (1,1).

En este caso a es impar y b es par, por lo que (a — 1)/2 y /2 son ambos
nimeros enteros. Esto implica que

-1
(a )wg-l—éleQ,

2 2
equivalentemente, tenemos que

/
b
% = ng + S = % (méd Q).

También tenemos que

d—1
E’LUQ"‘ (—) wp € Q,

2 2
por lo que
/ d
% = gwg + S = el (méd Q).

Sumando las congruencias anteriores tenemos que

! ! b d
wl—gw2:a—2kcw2+ 42r w15# (méd Q).

Se sigue entonces de la periodicidad de la funcion p, que

w_i:@) w_é:(%> wytwy) _(wtw
@2@27@2@2792 @2~
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El mismo razonamiento nos permite concluir la prueba para las otras 5
posibles asignaciones de las parejas. Basta hacerlo para las parejas corres-
pondientes a (0,1) y (1,0) y sumar o restar las congruencias adecuadamente.

Por ejemplo, si (¢,d) = (0,1) y (a + ¢, b+ d) = (1,0), entonces

/
%E% (méd )
y
w/2+w/1—gw —|—9w —|—Ew + sw
I e e
E% (mod €2),
por lo cual

Para simplificar la notacion de las pruebas subsiguientes denotamos
w1 + Wo = Ws3.

Teorema 4.15. Sea 2 un maodulo doble, entonces las constantes ey, es y €3
son distintas entre si.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 0.17 y el Teorema 0.31 sabemos que en
un paralelogramo fundamental, la ecuacién

o(2) = e, ie{l1,23}

tiene exactamente dos soluciones contando multiplicidades. Por definicion,
w; /2 son soluciones de las ecuaciones anteriores, y por el Teorema 0.34 son
soluciones dobles, de donde no puede existir otro punto que resuelva alguna
de las ecuaciones p(z) = e;. Por consiguiente ej, ey y es son tres puntos
distintos. [
La importancia de definir las constantes eq, €3, e3 reside en el hecho de que
con ellas podemos establecer una relacion entre la funcién p y su derivada.

Teorema 4.16. La funcion o de Weierstrass satisface la siguiente ecuacion

[¢/ ()] = 4p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — €2). (4.13)
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Antes de demostrar el teorema, recordamos que si f; y fo son funciones
con polos de orden k; y ko en un punto a, entonces la funcién fifo tiene
un polo de orden ky + ko en dicho punto, esto debido a que existen ¢ y @9
funciones analiticas que no se anulan en a tales que localmente

 ¢il2) Ao _$(2)
filz) = Geah y fo(2) G—a)’

de donde

(fif2)(2) = %-

DEMOSTRACION. DEL TEOREMA 0.37. Como las funciones constantes son
elipticas con respecto a cualquier médulo doble, tenemos que las funciones
o(2) —e;, 1 € {1,2,3} son elipticas, por lo que cada uno de los miembros
de la ecuacién (32) representa a una funcién eliptica. Recordamos que por
el Corolario 0.19 una funcion eliptica estd determinada, salvo multiplicacién
por escalar, por sus ceros y sus polos.

Sabemos que la funcién @'(z) tiene un polo de orden 3 en el 0 y por el
Teorema 0.34, sabemos que ¢'(z) tiene tres ceros simples en los puntos w; /2,
i € {1,2,3}. Por las observaciones anteriores, se sigue que la funcién [p'(z)]?
tiene un polo de orden 6 en el 0 y ceros dobles en los puntos w;/2. Notemos
que no puede haber mas ceros, ya que contados con multiplicidades, solo
puede haber 6 ceros incongruentes.

Por otro lado, las funciones p(z) — ¢; tienen polos dobles en el origen, ya
que @ tiene un polo doble en cero. Ahora, cada una de estas funciones tiene
un cero de multiplicidad 2 en el puntos w;/2, por lo que el producto de estas
3 funciones tiene un polo de orden 6 en el 0 y ceros de orden 2 en cada w; /2.

Como ambas funciones elipticas tienen los mismos polos y los mismos
ceros, usando el Corolario 0.19, podemos concluir que existe ¢ € C tal que

[0/ (2)]? = clp(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — ea). (4.14)
Usando (29) y el Teorema 0.31, podemos escribir
O'(2) = — +(2) (4.15)
p(z)—eZ:§+wl(z), 1 € {1,2,3},

donde ¢ y 1; son analiticas en una vecindad del 0.
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Sustituyendo esto en la expresion encontrada y multiplicando ambos lados
de la ecuacién (33) por 2, obtenemos

[ Zro0)] =t (Hrue) (Srue) (rue),

(24 2%0(2)]" = ¢ (1+ 22¢1(2)) (1+ 2%¢a(2)) (1 + 22s(2)) -

Tomando el limite cuando z — 0, concluimos que ¢ = 4, de donde tene-
mos el resultado deseado. O

Corolario 4.17. Sea zy en el dominio de analiticidad de la funcion @ de
Weierstrass, supongamos que zy mo es un cero ni un punto critico de @,
entonces eziste U C C \ Q una vecindad de zy tal que para toda z € U se
tiene que

p(2) 1
/ du = z — zp.
o(z0) V4w —er)(u—es)(u— es)

DEMOSTRACION. Denotando p(z) = 4(z — e1)(z — e3)(z — e3), el Teorema
0.37 afirma que la funcién p de Weierstrass satisface la ecuacién diferencial

¢'(2) = Vp(p(2)), (4.16)

como zp no es un punto critico de g, la derivada no se anula, por lo que
existe una vecindad de U de 2y, donde podemos definir una rama holomorfa
de la raiz cuadrada. Se puede elegir una rama adecuada, para que coincida
en algin punto con @’ (por el principio de continuacién analitica, coincide en
toda la vecindad). Con esta rama se tiene que ©'(z) = \/po p(z).

Como la raiz es analitica en U, el miembro derecho de la ecuacién anterior
nunca es cero, de donde podemos dividir y concluir que
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(nétese que al ser funciones holomorfas el teorema de independencia de tra-
yectorias se aplica) por lo que integrando ambos lados tenemos que

Z— 2z = / du

20

_ [ o
20 V/p(p(u))

p(2) 1

= / du.

o(z0) v/ D(t)
La ultima igualdad se sigue de tomar una curva que conecta a z con 2y, es

decir si v : [0,8] — C es una curva C' por tramos tal que y(0) = 2 y
v(s) = 2o tenemos que

o' (v()Y' (1) gt

2 v/ p(p(w)) o Vp(p(y(1)))

Ademads como p o7 conecta a p(z) con p(zy), tenemos que

p(z) 1 S / t
/ du— (po7) (@) n
&

(20) V/P(u) 0 \/p(por(t))

de donde se sigue el resultado. O]
Encontramos ahora la expansion de Laurent de la funcion p alrededor del
origen.

Teorema 4.18. Sea 2 un mddulo doble y p la funcion de Weierstrass aso-
ciada, entonces
1 o

p(z) ==+ Z(2k — 1) Sy 2% 2
k=2

22

1
= ; + 35422 + 55624 + ...

donde S; =" o'

weN wi*

DEMOSTRACION. Recordamos que las series > ' #, donde £ > 2 conver-
gen ya que convergen absolutamente, véase el Lema 0.23 y la observaciéon
subsecuente.
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Sabemos que

Recordando que localmente, alrededor del origen se tiene que

1 =~
1—22227

n=0

podemos concluir ocupando el Teorema de Weierstrass, que

[e.9]

(1_;2/)2 = Z(n +1)2"

n=0

=1+4+22+32%+ ...

Por lo cual, en una vecindad suficientemente pequena del origen, |z/w| < 1,
se tiene que

1 1
@(Z)ZQJFZE

we)
1 2z , 0%
= ZE ot T
we wes)
— / 2 !
;+2zz —+32 =+
weRN we

1
= — + 2552+ 35,27 + ..
z

J R — .
n=1
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La distribucion de la sumatoria hecha en la cuarta igualdad se justifica
formalmente usando el teorema de los coeficientes de Taylor, como mostramos
a continuacion.

Recordando que la funcion

00 =3 (=p )

es analitica en una vecindad del cero, podemos ocupar el teorema de Weiers-
trass para concluir que

weN
6
" /
HOEDD ;
weN (Z - 'LU)
—24
" /
g"(2)=>_ ,
we (Z - w)5

o mas generalmente que

wesd (Z —w

Ahora, si a,, denota el n-ésimo término de la expansién de Taylor de g
alrededor de 0, se tiene que

(0
0 — 9 ( )
"(n + 1)
- n' Z TL+2
weQ
- (_1)n+2n! wnt2
weN

1
- (TL + 1) Z,wn+2

we
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Como g es analitica, la convergencia de la serie

[e.9]

Z(n +1)S,422",

n=1

es absoluta y uniforme en una vecindad del 0.

Como ) es simétrico respecto al origen y > o’ # converge absoluta-
mente, concluimos que si k > 2 es impar, entonces S, = 0. Esto se sigue ya
que podemos reordenar los términos para que

1 1
Sk = — 4+ ——=0
K Z kT (—w)k
we\{0}

donde Q\ {0} es un conjunto de representantes de 2\ {0} bajo la relacién
W~ —w.
Entonces podemos concluir la prueba, es decir

1 - 2n—2
o(z) = = + ZQ(QTL — 1)S9,2°" 7~

O

Usando la expansion demostrada en el teorema anterior, podemos usar

el teorema de Weierstrass y derivando término a término, concluimos el si-
guiente resultado.

Corolario 4.19. Con la notacion del teorema anterior se tiene que
'(2) = —£+i(2n— 1)(2n — 2)Sy,2*" 3
p - 23 2n .

n=2

Podemos resumir los dos resultados anteriores en las ecuaciones siguientes
1 2 4
p(z) = ol 3812° + 552" + p(2), (4.17)
2
@/(Z) = 3 + 6S4z + 20562'3 +q(2), (4.18)

donde p y ¢ son funciones analiticas en una vecindad de 0, con ceros de orden
6 y 5 respectivamente.
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Multiplicando la ecuacién (36) por 605, obtenemos

605
60S4p(2) = —5-

+ ¢(2), (4.19)

donde ¢ es una funcién analitica en una vecindad del 0 y con un cero de
multiplicidad 2.
Nétese que el miembro derecho de la ecuacion (36) puede ser escrito como

1

;(1 + 382" +5862° + ...),

podemos elevar al cubo multiplicando las series de Taylor, de donde se obtiene
1
[p(2)]? = —(1+ 9S,2* +155625...),
z

y multiplicAndola por 4, obtenemos

4 3685
Lo = 5 +

2 + 6056 + p1 (Z), (420)

donde p; es analitica alrededor del 0 y tiene un cero de multiplicidad 2.
De la misma forma, elevando al cuadrado la ecuacion (37), tenemos que

p 4 248
[0/ (2)) = % 74 — 8086 + q1(2), (4.21)

donde ¢; es también analitica en una vecindad del cero con un cero de mul-
tiplicidad 2.

Considerando la ecuacién (40), restandole (39) y sumando (38), obtene-
mos que

¢/ (2)]” = 4p(2)] + 60S1p(2) = —14085 + q1(2) — p1(2) + B(2),
o equivalentemente que
[0/ (2)]* = 4lp(2)]° + 60Ssp(2) + 14085 = (2), (4.22)

donde v es analitica en una vecindad del cero y ademés tiene un cero de
multiplicidad 2 en el 0. Notemos que el miembro izquierdo de la ecuacién
anterior es una funcién eliptica, y el lado derecho tiene un cero en el 0; mas
aun, no tiene polos, en virtud del Teorema 0.15 concluimos que

[¢/(2)]* = 4[p(2)]” — 60S1p(2) — 14055 (4.23)

Si denotamos g, = 605, y g3 = 1405, los argumentos anteriores pueden ser
resumidos en el siguiente Teorema



La funcién o de Weierstrass 61

Teorema 4.20. La funcion o de Weierstrass satisface la siguiente ecuacion

o/ ()] = 4lp(2)]* — g20(2) — g5. (4.24)

Comparando el Teorema 0.41 con el Teorema 0.37, concluimos que

4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(9(2) — €3) = A[p(2)]* — g20(2) — g,

equivalentemente podemos escribir

pPop=4qg0p,
donde

p(z) =4(z —e1)(z — e2)(z — €3),
q(2) = 42° — goz — g3.
Como g es suprayectiva (véase la observacién subsecuente al Corolario 0.17),
tiene inversa derecha, por lo que podemos concluir que
P=4q
de donde

423 — 4(eq + ey + e3)2 + 4(erey + eges + eser)z — dejeges
=47 — 922 — g3, (4.25)

igualando los coeficientes de ambos polinomios, podemos concluir que

61+€2+€3:0
92

4

93
€1€62€3 — —.

4

Las anteriores conclusiones demuestran el siguiente corolario.

ei1es + ege3 + €3¢ = —

Corolario 4.21. Sean 2 es un modulo doble y @ su funcion de Weierstrass
asociada, entonces se tiene que

0=e1+ex+es
g2 = —4(er1es + ezes + ezeq)
gs = 4deqezes,
equivalentemente
—1554 = e1es + e0e3 + e3€1

3556 — €1€9€3.






CAPITULO 5

La funciéon )\ modular

Recordemos que las funciones g de Weierstrass dependen del moédulo que
ocupemos para definirlas, con esto en mente definiremos de forma muy na-
tural la funcién A modular y analizaremos su comportamiento con respecto
al grupo clasico modular, PSL(2,7Z).

De esta manera construimos una funciéon automorfa. Estas son funciones
holomorfas invariantes bajo un subgrupo discontinuo de transformaciones de
Mobius. Una referencia clasica para el estudio de las funciones automorfas es
el libro de Lehner [10].

Para hacer mas clara la exposicién introducimos las siguientes notaciones.
Siwy, ws € C son tales que wy/wy ¢ R, denotamos por Q(wy, we) el Z-mbdulo
generado por wy ¥y W ¥ ©(w,w.)(2) la funcion de Weierstrass asociada a
Q(wy, ws). Escribimos w3z = wy + wy y para cada i € {1,2,3} consideremos

Ci(wr,we) = p(wl,wz)(wi/2)'
Proposicién 5.1. Sean wy,wy € C tales que wy/w; ¢ R y v € C\ {0},

entonces )

ei(l}wl,vwz) = ;ei(wl,wg)'

DEMOSTRACION. Tenemos que

VW;
€i(vwy,vwa) = @(vwl,vwg) (7)

gt 2 (ﬁ‘ﬂ

weN(vwi,vw3)

“ Gt 2 )< )

w€Q (w1, w2

63
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- <wz}2> o )(wzz—mf%)

weQ (w1 ,w

€i(w1,w2)>

donde la tercer igualdad es justificada por el cambio de variable w = vu. [

Usando la proposicion anterior podemos concluir que las cantidades

e3(w1,w2) - 62(11)1,1112) y el(wl,wg) - 62(101,11)2)

se multiplican por un factor v=2? cuando ambos elementos de la base son

multiplicados por v, en consecuencia, tenemos el siguiente resultado

Corolario 5.2. FEl cociente

63(w1,w2) - 62(11)1,’[1}2) €3 — €2

, 0 brevemente (5.1)

el(wl,wg) — €2(wy,we) €1 — €2

es invariante cuando multiplicamos ambos elementos de la base por un com-
plejo v # 0.

Concluimos que la condicién anterior es equivalente a decir que la ecuacién
(0.44) depende unicamente del cociente T = wy/wy.

Nétese que, para cada 7 € C \ R, podemos considerar la base {1, 7}, el
Z-médulo que genera y el cociente

e3(1.1) — €a(1.r
S~ 2T (5.2)
€1(1,7) — €2(1,7)
Noétese que si 7 € C\ R, las bases {1,7} y {1, —7} generan el mismo
modulo €2, ademas como

T T ,
' 1 14
T (m6d Q),
2 2

se tiene que e;1,7) = €;(1,—7), Por lo que la expresiéon 46 no se vera alterada
al sustituir 7 por —7. Por la conveniencia de trabajar con dominios cuando
se trabaja con funciones analiticas y el hecho de que no podemos hablar de
funciones p cuando 7 € R, tnicamente consideraremos valores de 7 en el
semiplano superior HZ.
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Definicién 5. Para cada 7 € H?, definimos la funcion X modular como

€3(1.7) — €2(1.r
A(T) — 3(1’ ) 2(17 )
€1(1,7) — €2(1,7)

Antes de demostrar las propiedades mas elementales de la funcién A mo-
dular, es necesario probar el siguiente lema.

Lema 5.3. Sea p € {1/2,7/2,(1 + 7)/2}, entonces la serie

S (s o

_ 2
weN(1,7) P ’LU)

converge absoluta y normalmente para T € H2.

DEMOSTRACION. Nétese que en los tres casos, p depende tinicamente de 7 y
que cualquier w € Q(1,7) puede ser escrita como n + mr, por lo que la serie
es una funcién de 7. Se puede fijar un valor para p y los otros dos casos son
analogos.

Sea K C H? un compacto, demostraremos que (47) converge absoluta
y uniformemente en K. Notese que si R > 0 es suficientemente grande,
K C B(0,R). También si € > 0 es suficientemente pequeno, se tiene que
K C{zeC|Im(z) > €}

Dada T € K, entonces Im(7) > € por lo que

|n 4+ m7| > |mIm(T)| > |mle,

por lo tanto existe M € N tal que si |m| > M se tiene que |me| > 2R, de
donde |n +m7| > 2R.

Ademas, si |m| < M y n es suficientemente grande, digamos [n| > N € N,
entonces

|n 4+ m7| > |n| — |m7|
> |n|— MR
> 2R.

En consecuencia, si [n| > N o |m| > M, se sigue que |n + m7| > 2R.
Definamos

A={(n,m) € ZXZ||m| <M, |n| < N}\{(0,0)}.
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Podemos reescribir la serie (47), como

> fam(T), (5.4)

(n,m)€ELXZ

donde

1 1
fn,m(T) = —(p — w)2 - E’ wW =N+ MmT,

nétese que las funciones f,, ,, son analiticas en H?.
De forma anéloga a la demostracién del Teorema 0.29 dividamos la suma
(48) en dos, obtenemos

Z ,fn,m(T) = Z fn,m(7> + Z /fn,m(T)'

(n,m)€EZLXZ (n,m)eA (n,m)EZXZ\A

Como la primer suma del miembro izquierdo de la ecuaciéon es una suma
finita, basta probar la convergencia absoluta y uniforme de la segunda suma.

Ocuparemos el criterio M de Weierstrass, por la definicién de K y de A,
tenemos que |p| < Ry que |w| > 2R, por la demostracién del Teorema 0.29,
y las ecuaciones (27), tenemos que

1|, 0m
2 — ‘w‘S

1 1
(p—w)* w

A diferencia del Teorema 0.29, no podemos afirmar que los términos
1/|w|® acotan a los términos de la suma, ya que estos dependen de 7, sin
embargo podemos acotar estos términos de la forma siguiente.

Sea 7 = u + v, tenemos que

|w| = |m + nr|
= |m + nu + inv|
> |m + nu + ine|. (5.5)

Recordamos que si T : R™ — R es lineal, entonces existe £ > 0 tal que
|T(x)| < k|z|. Esto se cumple ya que si © = Aje; + ... + A\, e, tenemos que
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T (z)| = |T'(Ae1+ ... + Anen)l
= |MT(e1) + ... + \T(en)|
< PlIT(ED] + -+ Pl T(en)
< [zl (e)] + ... + |z[[T(en)]
— (IT(e)] + -+ [T(ea)Dl2]
< k|x|.

€2

Figura 5.1: T, fija e; y manda 7 en ey
Es natural construir la funcion lineal T, que fije e; y manda 7 = u + i€

en eq, donde |u| < R.
La matriz correspondiente es la inversa de la funcién lineal determinada

por la matriz
1 u
0 €)’

la cual fija e; y manda e; en 7. Es decir

1 —u/e
0 1/e
es la matriz buscada.

Como los puntos (—u/e, 1/€) estdn acotados para u € [—R, R],

| Tu()| < klxl,
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para toda u y alguna k que no depende de u.
Por lo tanto, para toda z # 0 y toda u € [— R, R] se tiene que

1

— <

klz] = Tu(x)’
en particular para x = m + n7 se tiene que

1 k
im +n7t| ~ |m+in|’

ya que T,,(m + nt) = m + in.
El caso general en el cual 7 = u + v, donde v > ¢, se sigue de (49). Por
lo que

1 1 10Rk
(p—w)? w?| = |m+in?
Y ahora si podemos ocupar el Teorema de Weierstrass y concluir. O

Como consecuencia casi inmediata tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.4. La funcién X\ modular es analitica en H?, ademds \(T) es
distinto de 0 y de 1 para todo T € H2.

DEMOSTRACION. Como para cada p € {1/2,7/2,(1 + 7)/2} y para cada
w € 0\ {0}, se tiene que p — w # 0, se concluye del Lema 0.45 que las
funciones 7+ €;(1,,) son analiticas en H2.

Entonces es inmediato de la definicién, que A es el cociente de dos fun-
ciones analiticas, por lo que es meromorfa. Sin embargo por el Teorema 0.36
se concluye que ej(1,7) — ez(1,7) # 0, de donde A es analitica en todo H2.

M4és atin, como e31,7) — e21,7) 7 0y €3(1,7) 7 €1(1,r) Se tiene respectiva-
mente que A no se anula ni se hace 1. O

El grupo principal de congruencias de nivel 2, denotado por I'(2), consiste
en las transformaciones determinadas por las matrices en SL(2,7Z) tales que

=0 o

no es dificil probar que I'(2) es un subgrupo de PSL(2,7Z) (cf. [6] p. 96).
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Teorema 5.5. Sea

az+b
cz+d’

una transformacion en I'(2), entonces

at +b
A = A\(7).
(CT +d ) (7)
Es decir, X es automorfa respecto al grupo principal de congruencias de nivel
dos.

DEMOSTRACION. Se tiene que

(i Z) € SL(2,7),

tal que ad — bc = 1. Por lo usando el Teorema 0.5, podemos concluir que
si 7 € H?, entonces {cT + d,at + b} es otra base del médulo generado por

{1,7}, ya que
a b T\ [(aT+d
<c d> (1) o <c¢—|—d>'
Denotemos
, _ar+b
e+ d

usando el Corolario 0.44, multiplicando ambos elementos de la base {1,7'}
por c7 + d, se obtiene que

€3(1,7) — €2(1,7)

A1) =

€1
€3

L) = €2(1,7)
cr+d,ar+b) — €2(ct+d,ar+b) (5 6)

(
(
(
C1(cr+d,ar+b) — €2(ct+d,ar+b) '

En el Teorema 0.35 se demostrdé que las constantes e; asociadas a dos
bases distintas de un mismo Z-moddulo son iguales salvo orden. Mas atn,
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en la prueba del Teorema 0.35 se demuestra que la permutaciéon de estas
constantes depende unicamente de los representantes en Zs de a,b,c y d.

En nuestro caso, a =d =1 (méd 2) y b =c¢ =0 (méd 2). Considerando
las bases {1,7} y {¢7 + d,ar + b}, en la prueba del Teorema 0.35 se detalla
este caso mostrando que

€i(1,r) = Ci(cr+d,at+b)> i€ {1,2,3},
por lo que
€3(cr+d,ar+b) — €2(ct+d,ar+b) _ €3(1,r) — €2(1,7)
€1(cr+d,ar+b) — €2(cr4d,ar+b) €1(1,7) — €2(1,7)
Finalmente, usando la ecuacién (50), concluimos que A (Z:IZ) = A(7). O

Analizamos ahora el comportamiento de la funcién A modular en relacion
al grupo clasico modular. Es un hecho conocido de la geometria hiperbdlica
basica que PSL(2,7Z) esta generado por las transformaciones

-1
Z = — y z = z+1,
¥4

(cf. [2], pp. 220-221 y [6], pp.162-164)

Teorema 5.6. La funcion X\ modular, satisface las siguientes ecuaciones
A(T) 1
A 1) = ——"— AM—— ) =1=XA(7).
(r+1) A7)+ 1 ( T> (7)

DEMOSTRACION. La demostracién es analoga al Teorema (.47, basta ver
cOmo es que las constantes e; son permutadas con los cambios de base aso-

ciados a las matrices
1 1 0 —1
o1)Y\1 o)

los cuales corresponden respectivamente a las transformaciones 7+ 7+ 1y
T— —1/7T.

En la demostracion del Teorema 0.35 se detalla el primer caso y se con-
cluye que

€1(1,7) = €1(1,7+1)
€2(1,7) = €3(1,7+1)

€3(1,7) = €2(1,7+1)5
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de donde tenemos que

€3(1.r4+1) — €2(1.7
AMr+1) = 3(1,r41) — €2(1,7+1)

€1(1,7+1) — €3(1,7+1)

€2(1,7) — €3(1,7)

€1(1,7) — €3(1,7)
A(7)

A7) -1’

La ultima igualdad se cumple ya que

€3(1,m) —€2(1,7)
A(T) i €1(1,7) €2(1,7)
A1) —1 (63(1,T)—e2<1:)> 1

€1(1,m)~€2(1,7)

€3(1,r) — €2(1,7)

€3(1,r) — €2(1,r) — €1(1,7) + €2(1,7)
€3(1,r) — €2(1,7)
77—)
7T)
€1(1,r) — €3(1,7)

1
1

)

)
€311,r) — €1
€2(1,7) — €3

)

(
(
(
(
Para probar la identidad A(—1/7) = 1—A(7), recordamos que como se vio

en el Teorema 0.35, la permutacion de las constantes e; depende tinicamente
de los representantes en Zs de las entradas de la matriz

(),
(\0):

Aplicando esta matriz a la base {1,7}, obtenemos la base {7,1}, vy se
sigue facilmente que usando las técnicas del Teorema 0.35 se tiene

esto es la matriz

€1(1,7) = €2(1,-1/7)
€2(1,7) = €1(1,—1/7)

€3(1,7) = €3(1,-1/7)-
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En consecuencia

_1 —-1/7) — —1/7
)\(_) _ 83(,-1/m) — €2(1,-1/7)

(
€1(1,-1/7) — €3(1,-1/7)
€3(1,7) — €1(1,7)
€2(1,7) — €1(1,7)

=1-— 7).
La ultima igualdad se cumple ya que

1 A\r)=1- @D =0

€1(1,r) — €2(1,7)
€1(1,r) — €2(1,r) — €3(1,7) T €2(1,7)

€1(1,r) — €2(1,7)
€1(1,7) — €3(1,7

)
€1(1,7) — €2(1,7)
€3(1,7) — €1(1,7)

(1,7)

€2(1,7) — €1(1,7

Zr> 242

Figura 5.2: Region fundamental para I'(2)

Una regién fundamental para la accién de T'(2) en H?, consiste del cua-
drildtero hiperbélico delimitado por —1,0,1 e oo (véase Figura 14). Esto se
puede derivar de un analisis de los circulos isométricos, de hecho, este es el
poligono de Ford (cf. [6] pp. 155-165). Los apareamientos estan dados por

Z 242 y

— )
2241
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Se puede probar que el triangulo hiperbdlico determinado por 0,1 e oo se
transforma de manera conforme y biyectiva en H? y el tridngulo hiperbélico
0, —1, 00 lo hace en el semiplano inferior. Ademas A transforma conforme y
biyectivamente la regién fundamental en C\ {0,1} (cf [1] p. 281).

Terminamos mencionando que hay un océano de bellos, interesantes e
importantes resultados delante de estas ideas, los cuales pueden consultarse
en la bibliografia y en otras fuentes.
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