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Capitulo 1

Introduccion.

La teoria de clases caracteristicas inicio en el ano 1935 de manera casi simultanea
con los trabajos de Hassler Whitney en los Estados Unidos de América y Eduard
Stiefel en Suiza.

En la tesis de Stiefel, escrita bajo la direcciéon de Heinz Hopf, se introdujeron y
estudiaron ciertas clases en homologia, las cuales estaban determinadas por los
haces tangentes a una variedad suave. Cuando Whitney estaba en la universidad
de Harvard, estudi6 el caso de haces esféricos arbitrarios. Posteriormente se
introdujo el concepto de clase caracteristica en cohomologia como hoy en dia se
conoce y se probo con estas herramientas el teorema basico del producto.

Mas adelante en 1942 se hicieron ciertos avances con respecto a la homologia
de variedades grassmannianas por parte de Lev Pontryagin, el cual se bas6 en
trabajos previos de Charles Ehresmann acerca de subdivisiones de celdas.

Algunos afios mas tarde en 1946 Shing-Shen Chern, defini6 clases caracteristicas
para haces complejos, ademas probd que las variedades grassmannianas com-
plejas tiene una estructura cohomolégica mas intuitiva y méas facil de entender
que las variedades grassmannianas reales.

En el trabajo original de Stiefel-Whitney, las clases caracteristicas se definieron
como obstrucciones a la existencia de secciones linealmente independientes, de
manera més especifica; dado £ un haz vectorial de rango n sobre B un complejo
CW, se defini6 la i-ésima clase caracteristica (de Stiefel-Whitney) w;(&) del haz
& como la clase de obstruccién primaria a la existencia de n — ¢ + 1 secciones
linealmente independientes sobre el i-ésimo esqueleto de B. Bajo estos conceptos
demostraron que si ¢ admitia n — i + 1 secciones linealmente independientes,
entonces w;(§) = 0. Este método en particular usa herramientas de teoria de
obstruccion, donde las clases de obstruccion estan definidas sobre un grupo de
cohomologia con coeficientes en un sistema local.

A lo largo de los anos se han perfeccionado las distintas técnicas respecto al
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trabajo realizado previamente y todas estas tienen una naturaleza un tanto
algebraica. En mi trabajo de tesis, presentaré de manera detallada, dentro del
capitulo 4, una construccion de clases caracteristicas realizada por Marcelo Agui-
lar, José Luis Cisneros y Eduardo Frias en [I], en el cual dan una construccion de
las clases caracteristicas apoyandose en la nocién de transversalidad en topologia
diferencial.

En resumen, se mostrara que dado £ un haz vectorial suave sobre una variedad
suave M, la existencia de n — i + 1 secciones linealmente independiantes es
equivalente a la existencia de un morfismo de haces h : e"~*! — ¢ del haz
producto "~ a € tal que h es inyectiva en cada fibra. Por lo que la obstrucciéon
a la existencia de n—i+1 secciones linealmente independientes esta representada
por un subconjunto Z; (h) de puntos de M donde h no es inyectiva. En general
Z1(h) no es una variedad suave pero si h es genérico, entonces adquiere una
estructura de variedad suave estratificada.

Se construira una variedad cerrada orientable Z(h) y una funcion ¢ : Z(h) —
M cuya imagen es Z;(h). La imagen de la clase fundamental de Z(h) bajo el
homomorfismo inducido en homologia por ¢ nos da un elemento en la homologia
de M, con lo cual definiremos la i-ésima clase C1;(€) asociada al haz & como su
clase dual de Poincaré.

Posteriormente, se dara una generalizacion de las clases Cl;(£) para haces vecto-
riales no necesariamente suaves usando el hecho de que todo haz vectorial es un
producto fibrado del haz universal, y el haz universal esta filtrado por haces vec-
toriales suaves, para los cuales podemos aplicar la construccién anterior.

Se observara que las clases Cl;(£) son las clases de Stiefel-Whitney para haces
reales y son las clases de Chern para haces complejos y ademas no dependen del
morfismo genérico.



Capitulo 2

Preliminares.

El motivo de este capitulo es estudiar de manera concisa los temas necesarios
para entender y desarrollar con mayor facilidad las construcciones relacionadas
a la teoria de clases caracteristicas, las cuales son un tanto técnicas. Es necesario
tratar temas como: haces vectoriales, transversalidad de variedades suaves, coho-
mologia, entre otros. Seremos breves, para un tratamiento més extenso acerca
de estos temas le recomendamos al lector consultar |2, Capitulo 3|, [3, Capitulo
14] y [, Capitulo 2 y 3.

2.1. Haces Vectoriales.

2.1.1. Conceptos Basicos.

Definicion 2.1.1. Sea r € N. Un F-haz vectorial suave de rango v, con F un
campo, el cual supondremos que es R ¢ C, es una terna " = (E, 7, M) tal que:

1. M es variedad suave de dimension m y E es variedad suave de dimension
m+ 7, llamados el espacio base y el espacio total del haz respectivamente.

2. m: E— M es una funcion suave y suprayectiva.
3. B, :=m"1(p) es un F-espacio vectorial de dimension r, para todo p € M.

4. Existe una cubierta abierta {U, : o € I} de M y difeomorfismos

Qo : T HU,) — Uy x 7
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tal que el siguiente diagrama conmuta

T a—>U><]FT

\ 'Ay Ua

y para cada p € U, se tiene que Yo, = ¢o,, : By —> {p} x F" es un
P
isomorfismo lineal.

El par (Uy, a) es una carta del haz y la familia {(Uy, po) : o € I} es un atlas
del haz.

Dentro del capitulo de clases carateristicas, primeramente se trabajaré la nociéon
de haces vectoriales suaves, conforme se avance en la teorfa se trabajara con
haces vectoriales sobre cualquier espacio topologico cambiando la nocion de
suavidad por continuidad.

Ejemplo 2.1.2. §i M es variedad suave de dimension m, entonces el haz tan-
gente de M, (TM,m, M) es una haz vectorial suave de rango m.

Ejemplo 2.1.3. Si M es una variedad suave de dimension m yr € N, entonces
e" = (M x F",m, M) es un haz vectorial de rango r, llamado el haz producto.

Ejemplo 2.1.4. Sea M wuna subvariedad suave de R™ de dimension m. Para
cada x € M, definimos el espacio normal M en el punto x respecto a R™, como

VoM = [T, M]*

el cual es un espacio vectorial de dimension n —m. De esta manera, definimos
el haz normal de M como la terna (v, p, M) donde

vi={(zr,u) E M xR" : v € V M},

yp:v — M estd dada por la proyeccion en el primer factor. Esta construccion
se puede extender andlogamente para una subvariedad suave M de una variedad
suave N.

Definicién 2.1.5. Sean £ = (E,m,M) y ¢ = (E', ', M") F-haces vectorial
vectoriales suaves. Un homomorfismo de £ a &£ es un par de funciones suaves
F:E—FE yf:M-— M tal que el siguiente diagrama conmuta

Oy

ﬂ l’“'

M —L s ar

y para cade p € M se tiene que F| ca p) — (7)Y f(p)) es una

) ) ==1(p)
transformacion lineal.
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Observacion 2.1.6. Sean (U, ) y (V,9) cartas de & y &' respectivamente, tal
que f(U) C V. Observemos que la funcion (o Fop™1): U x F't — V x F"2
es de la forma (¢ o F o oY) (q,u) = (f(q),l(q,u)) conl:U x F"* — F"™ una
funcion suave, la cual cumple quel : {q} x F™ — F"2 es lineal para cada q € U

fija.

En efecto, si suponemos que (o F o p~1)(q,u) = (h(q,u),l(q,u)) con h:U x
F"* — V una funcion suave tenemos que w1 (1) o F o ¢~ 1) (q,u) = h(q,u), por
otro lado

m(YoFop ) (g,u) = (mov)o (Fop™')(g,u)
o F)op (g, u)
fom)op H(g,u)
= f(q).
Ejemplo 2.1.7. Si f: M — N es una funcion suave, entonces df : TM —

TN y f: M — N es un homomorfismo de haces del haz (TM,n, M) al haz
(TN,7w,N) donde df : TM — TN estd dada de la siguiente forma:

Seal € TM, existe p € M tal que l € T,M, entonces df (1) := df (p)(1).

Definicién 2.1.8. Sean & = (Eq,m1.M) y & = (Ea2, w2, M) F-haces vectoriales
suaves. Se dice que &1 y &o son isomorfos (&1 = &), si existe un difeomorfismo
F: By — FEs tal que el diagrama

E1%E2
M

conmuta y para cada p € M F, : w7 (p) — 75 '(p) es un isomorfismo lineal.

Definicion 2.1.9. Un F-haz vectorial " = (E,m, M) de rango r es trivializable
si es isomorfo al haz e” = (M X F", 7, M). Una variedad suave se dice que es
paralelizable, si su haz tangente es trivializable.

A continuaciéon, daremos una caracterizacién mas accesible de un isomorfismo
entre haces vectoriales en términos de isomorfismos lineales, por lo cual es ne-
cesario introducir el siguiente lema.

Lema 2.1.10. Sea Z variedad suave y F(m,n) el conjunto de las matrices de
m porn, f: Z — F(m,n) una funcion suave y F : Z x F* — F™ tal que
F(p,u) = f(p)u. Entonces f es suave si y solo si F lo es.

Demostracion. =) Supongamos que f : Z — F(m,n) es suave, consiremos el
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siguiente diagrama
Z xFr —L—
fxldl /
F(m,n) x F"
donde ev : F(m,n) x F" — F™ es la funcion evaluacion , la cual es suave.
Como (evo (f x Id))(p,u) = ev(f(p),u) = f(p)u = F(p,u) entonces F' es suave.
<) Suponga que F : Z x F* — F™ es suave.

Consideremos

fii(p)  fizlp) oo fin(p)

Fp) = lei(p) f22.(p) a f2n.(p)

€ F(m,n).

frm1(p)  fm2(p) - fun(p)
Sea {e; : 1 < i < n} C F"” base canoénica y definamos h; : Z — Z x F"™ como
hi(p) := (p, ei), la cual es suave. Entonces

Foh;:Z —TF"

es suave y como (Foh;)(p) = F(hi(p)) = F(p,e;) = f(p)e;, entonces f es suave
ya que lo es en cada entrada.

O

Teorema 2.1.11. Sean & = (E, 7, M), ¢ = (F',7’, M) F-haces vectoriales
suaves de rangor y F : E — E’ un homomorfismo de haces. Entonces F es
un isomorfismo si y solo si F|__, 7w ' (p) — (7')"!(p) es un isomorfismo
para cada p € M.

()

Demostracion. =) Si F es un isomorfismo, entonces F| _1,, s un isomorfismo
=

lineal.

<) Suponga que F : E — E’ es un homomorfismo de haces y que para cada

peM,F, _, = esunisomorfismo lineal.
K p

Como para cada p € M, FL,r_l(p) es biyectiva, tenemos que
F:E=]]="'p)—FE=]]E) "0
pEM peEM
es biyectiva.
Veamos que F~! : B/ — F es suave. Sea e’ € E' ysea7’'(¢/) = p = n(F~1(p)).

Consideremos (U, ) y (U, ) cartas de E y E’ respectivamente tal que p € U.
Tomemos la siguiente representaciéon local de F

(oFop™):UxF — U xF"
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la cual sabemos es de la forma (¢ o F o o~ 1)(p,u) = (p,l(p)u) donde [ : U —»
GL(r) es una funcion suave debido al lema anterior. Ahora como la funcion T :
GL(r) — GL(r), dada por A — A~! es suave, tenemos que la representacion
coordenada de F~1,

(po Floyp™): UxF — U x F",

dada por (¢ o F~t oy~ 1) (p,u) = (p,I7(p)(u)) es suave. Por lo tanto F~! es
suave.

O

2.1.2. Funciones de transicion.

Las funciones de transiciéon de un haz juegan un papel muy importante dentro del
estudio de los haces vectoriales, pues éstas cargan con la informacién necesaria
para reconstruir e identificar un haz a partir de espacios dados.

Sea &" = (E,m, M) un F-haz vectorial suave de rango r y A = {(Un, po) : @ € I}
un atlas del haz. Sean (Ua, @), (U, ¢3) € Atal que U,NUg # 0 y consideremos
la funcién

(pgo ap;l) (UaNUR) xFT — (U, NU,) x F”

la cual es un difeomorfismo. Notemos que (¢gopy ') (p,u) = (p, gsa(p, u)), donde
9pa 2 (Ua NU,) x F" — F". En efecto, si suponemos que (¢g o o) (p,u) =
(hga(p,u), gsa(p,u)) entonces

m o (pp ooy )(p,u) = T1(hpa(p, u), gsa D, u))
= hﬁa(p, u)

por otra parte
™o (pg 09y ) (p,u) = (m1 0 pp) 0 gt (pu)
= (mo ) (pu) = p.

Para cada p € U, N U, fijo se tiene que gga (p,u) = (@g, © gp;pl)(u) Asi,

98a(p) : {p} xF" — F"

resulta ser un ismorfismo, de donde ggo(p) € GL(r,F). De esta manera, se tiene
una familia de funciones

U, NUz —2* GL(r,F)
P —— Ggsa(p)

para toda «, 8 € I tal que U, NUpg # 0, las cuales son suaves debido al Lema
2.1.10|y a que m2 0 (950 05 !) = gga(p, u) es suave.
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Esta familia de funciones suaves son llamadas las funciones de transicién del
haz .
Note que (pg o v ') (p,u) = (p, gpa(p)(u))-

Las funciones de transicion del haz cumplen las siguientes condiciones:
L gxs(P) - 98 (P) = gara(p) para todo p € Ua N Ug N Uy,

2. 9ap(p) = (98a(p))~" para todo p € Uy N U,
3. gaa(p) = Id € GL(r,TF) para todo p € U,,

llamadas condiciones de cociclo.

2.1.3. Secciones.

Definicion 2.1.12. Sea £" = (E, 7, M) un F-haz vectorial suave. Una seccion
de & es una funcion suave s : M — FE donde mos : M — M es tal que

(mos)(p) =p.

Ejemplo 2.1.13. Todo F-haz vectorial " = (E, 7, M) tiene una seccion sg :
M — E tal que so = 0 € E, la cual es llamada la seccion cero.

Observaciéon 2.1.14. Dado £ = (E, 7, M) un F-haz vectorial suave, denote-
mos por I'(E) al conjunto de todas las secciones de &, el cual resulta ser un
C>™(M,TF)-mddulo con las siguientes operaciones

(51 +52)(p) = s1(p) + s2(p),
(fs)(p) = f(p)s(p).

Definicion 2.1.15. Sea £" = (E, 7w, M) un F-haz vectorial suave y $1, ..., Sk :
M — FE secciones de . Se dice que $1, ..., s son linealmente independientes
si {s1(p), ..., sk(p)} C E, es linealmente independiente para toda p € M.

Teorema 2.1.16. Sea &" = (E, 7w, M) un F-haz vectorial suave de rango r.
Entonces £ es trivializable si y solo si € tiene r-secciones linealmente indepen-
dientes.

Demostracion. =) Supongamos que ¢ es trivializable, entonces existe un iso-
morfismo F' : M x F" — E. Sea {e; : 1 < i < r} C F" la base candnica
y consideremos h; : M — M x F" dada por h;(p) = (p,e;) las cuales son
suave. Definimos s; : M — E para 1 < i < r dada por s;(p) = (F o h;)(p),
las cuales son secciones linealmente independientes, pues para cada p € M,
{s1(p), ..., sr(p)} C E, es linealmente independiente.

<) Suponga que el haz ¢ tiene r-secciones linealmente independientes sy, ..., s, :

M — E. Definamos F : M x F" — E como F(p,u) = Y u;s;(p), la cual es
i=1
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suave y F, es un isomorfismo lineal ya que {s1(p),...,s-(p)} C E, es lineal-
mente independiente para cada p.

O

2.1.4. Construccién de haces vectoriales a partir de haces
dados.

Definicion 2.1.17. Sea & = (E,m, M) un F-haz vectorial suave y F C E,
si para cada p € M existe una carta (U, p) del haz tal que p(x= 1 (U) N F) =
UxTFF CcU xF" se dice que F es un subhaz vectorial de rango k del haz €.

De hecho (F,m,,, M) es un F-haz vectorial de rango k.

Definicion 2.1.18. Sea " = (E,m, M) un F-haz vectorial suave de rango r y
Z C M subvariedad, se define la restriccion de & a Z como:

é—LZ = (W_I(Z)77TLW71(Z)7Z)

el cual es un haz vectorial suave de rango r.

Teorema 2.1.19. Sea r € N. Sea M wvariedad suave de dimension m, E un
conjunto distinto del vacio y m: E — M una funcién suprayectiva.

Sea A = {(Uqn,%o) : a € I} un atlas suave de M. Supongamos que existe una
familia de funciones biyectivas {¢q : 71 (Uy) —> Uy x F" | a € T} tal que:

1. (mop Y (p,u) =p para todop € Uy y a € I.

2. (pgopat) : (UyNUg) x F" — (Uy NUg) x F" es un difeomorfismo, el
cual es lineal en cada fibra para todo o, € I tal que (Uy NUg) # 0.

Entonces existe una tinica estructura de (m + r)-variedad suave E tal que £ =
(E,m, M) es un haz vectorial suave sobre M.

Demostracion. Primero definimos una topologia en E tal que los 7~ *(U,) sean
abiertos en E, m : E — M sea continua y los ¢, : 7T_1(Ua) — U, X F" sean
homeomorfismos.

Sea 7(E) = {W C E: ¢o(n 1 (Us)NW) C Uy xF" es abierto para toda o € I},
la cual es una topologia en E. Como ¢g(r~ 1 (Ug) N 71 (Uys)) = @p(n™1(Us N
Ug)) = (UsNUg) xF" es abierto en Ug x F" para U, NUs # 0, entonces 7~ *(U,)
es abierto en FE.

Veamos que 7 : E — M es continua. Sea W C M abierto, veamos que 71 (WW)
es abierto en E. Debido a que

pa(r™ (Ua) N (W) = pp(n~ (Ua NW))
= (U, NW) xF"
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es abierto en Ug x F", se tiene que 7~ 1(W) es abierto en E, por lo tanto la
funcion w : E — M es continua.

Para ver que ¢, : 7 }(U,) — U, X F” es un homeomorfismo, basta probar
que es continua y abierta. Sea A C U, x F" abierto, entonces

pa(ea (A) N7~ (Us) N1~ (Ua)) = ws(va’ (A) Npa(n™ (Us NUa))
= (psowa )A)N[(Us NUa) x F']

es abierto en Ug x [F", por lo que ¢, es continua.

Sea V C n}(U,) abierto, como 7~*(U,) € 7(E) y V es abierto, entonces
V € 7(E). Asi pg(m~1(Ug) N'V) es abierto en Uz x F" para toda 3 € I, en
particular para 5 = «, por lo tanto ¢, es abierta.

Ahora definamos un atlas suave para E; sea e € E y (U, 1,) carta de M tal
que 7(e) € U,, consideremos la siguiente composicion

xId

Y (U) —225 U, x B 228 0 (UL) x F

la cual es un homeomorfismo. Debido a que (pg o ¢ !) : (Uy NUg) x F* —
(Us NUg) x F" es un difeomorfismo, {(m~1(Uy), (o x Id) 0 ) : € T} es
un atlas suave de E.

O

Haz inducido.

Sea £" = (E,m, N) un F-haz vectorial suave de rango r y f : M — N una
funcién suave. Se define el haz inducido 6 haz producto fibrado de & por f,
denotado por f*& como sigue:

E. X5 FE
- ™
M1 N
el espacio total de f*¢ esta dado por E. = {(p,e) e M x E : f(p) =n(e)} v la
proyeccion 7, : E, — M es tal que 7. (p, e) = p, la cual es supreyectiva.

Dada p € M se tiene que 7, '(p) = {(p,e) € M x E : f(p) = w(e)} = {p} x
77 1(f(p)), al cual le damos la estructura obvia de espacio vectorial que lo hace
isomorfo a 7= 1(f(p)).

Sea {(Va, o) : @ € I} un atlas suave de £. Sea p € M, entonces existe « € [
tal que f(p) € V,, sea U, C M una vecindad abierta de p tal que f(U,) C
V.

Consideremos 7y : V,, xF" — F" la proyeccion en el segundo factor, y definamos
la funcion ¢, : 771 (Uy) — U, x F™ dada por ¢u(p,e) = (p, m2(¥a(e))). Asi,
(m1 0 ¢a)(p,e) = mi(p, m2(Ya(e)) =p = m.(p, €).
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Obserevemos que ¢, es biyectiva pues su inversa ¢! : Uy xF" — 7,71(U,,) esta
dada por ¢ (p,u) = (p, Y5 (f(p),u)). En efecto, ¢, ' es la inversa pues:

(Va0 9a ) (D,u) = a(p, s (f(D),u))
= (p,m2(Va(by ' (f(p),w))))
= (p,u)

Ademas ¢, : 7, (p) — {p} x F" es un isomorfismo porque asi definimos la

estructura de espacio vectorial en 7, 1(p).

Sean a, 3 € I tal que (U,NUg) # 0. Veamos que (pgopyt) : (UaNUg) xF" —
(UaNUg) x F" es un difeomorfismo ya que

(pg 00 )(D,u) = @s(p, vy (f(p),w))
= (p, m2( (s (f(p),w))))
= (p,ma0 (Yo" )(f(p)(u)))
= (P, 98a(f(p))(w))

la cual es suave y cuya inversa esta dada por (g, owgl)(p, u) = (p, gap(f(P))(w))
que de igual forma es suave.

Asi por el Teorema [2.1.19| f*¢ = (F., 7, M) es un F-haz vectorial suave de

rango 7.

Teorema 2.1.20. Sea M una variedad suave de dimension m y {Uqy : oo € I}
una cubierta abierta de M. Supongamos que para todo o, B € I tal que UoNUpg #
0 se tiene una funcion suave ggo : Uy N Ug — GL(r,F). Supongamos que la
familia de funciones {ggo : UsNUg — GL(r,F) | UoNUp # 0, v, 8 € I} cumple
las condiciones de cociclo. Entonces existe un unico F-haz vectorial suave de
rango r definido salvo isomorfismo, cuyas funciones de transicion son la familia

{980 : U NUg — GL(1,F) | Uy, NUg # 0,a,B € I}.
Demostracion. En el conjunto:
x={(a,p,u) €I x M xF" :pe U},

consideremos la relacion dada por (a,p,u) ~ (8,¢,v) < p=qy gsa(p)(u) =
(v) la cual es relacion de equivalencia debido a las condiciones de cociclo. Sea
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E = X/N y denotemos por [, p,u] a la clase del elemento («,p,u), conside-
remos 7 : E — M dada por (o, p,u]) = p, la cual esta bien definida y es
supreyectiva.

Dado p € M, sea a € I tal que p € U,. Observemos que 7~ (p) = {[a, p,u] :
u € F"} es un espacio vectorial sobre F con las siguientes operaciones:

[Oé,p, ’LL] + [aapa U] = [Oz,p,u + U]a
Ao, p,u] = [a, p, .

Observemos que estas operaciones estédn bien definidas. En efecto, supongamos
que (o, p,u1) ~ (B,p,u2) y (a,p,v1) ~ (B,p,v2) entonces gga(p)(u1) = uz y
9sa(p)(v1) = vo, lo que implica que ggq(p)(u1 + v1) = ug2 + va, por lo que
[, p, w1 + v1] = [, p, ug + va].

Notemos que (a,p,u) ~ (8, p, gga(p)(w)).

Para cada o € I consideremos la funciéon ¢, : 7= 1(U,) — U, x F" dada por
vallo,p,u]) = (p,u), la cual estd bien definida ya que si (8,q,v) ~ («,p,u),
entonces p = q y gas(p)(v) = u. Asi 9a([B,p,v]) = vallB, 4 98a(p)(w)]) =
Pa([a; p, u]).

La funcién ¢, : 7 1(U,) — U, x F" es biyectiva, pues su inversa ¢! :
U, x Fr — 77Y(U,) esta dada por ¢, *(p,u) = [a,p,u], lo cual implica que
restringido a fibras es un isomorfismo.

Sean «, 3 € I tal que U, NUg # (). Veamos que (pgop;t) : (UyNUg) x FT —
(UaNUg) x F" es un difeomorfismo. En efecto,

(pp 0w )(p,u) = p([a,p,u))
= 5([8,p, 9pa(p)(u)])
= (P, 98a(p)(w)),

la cual es suave y su inversa esta dada por (p, o @El)(p, u) = (p, gap(p)(w)), la
cual de igual manera es suave. Por lo tanto, debido al Teorema (E,m, M)
es un haz vectorial suave de rango r cuyas funciones de transicion son {ggq :
UoNUz — GL(r,F) | UoNUz # 0,0, 8 € I}.

Denotemos por " = (E,w, M) al F-haz vectorial suave de rango r construido
previamente a partir de la familia de funciones {ggq : UsNUg — GL(1,F) | U,N
Ug # 0,a, B € IT}. Ahora supongamos que existe otro F-haz vectorial suave de
rango r, " = (E’, p, M) cuyas funciones de transicion estan dadas por la familia
{98a : Us NUg — GL(r,F) | Uy NUs # 0,a, B € I} asociada a la cubierta
{Uy | @ € I}; veamos que & = 1.

Consideremos v, : p~1(U,) — U, X FT trivializaciones del haz 7 que dan lugar
las funciones de transicion ggqo : Uy NUg — GL(r,F). Definimos una funciéon

f:E —FE
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dada por f(v) = [, ¥a(v)] si p(v) € U,. Observemos que f esta bien definida
pues no de pende de « sdlo de v. En efecto, si p(v) € U, N Ug se tiene que

[67¢ﬁ(v)] = [0‘7906 o ac_vl('(/)ﬁ(v))] = [a7w0¢(v)] €L

Debido a que f restringido a fibras es una transformacion lineal y 7(f(v)) =
7([a, Yo (v)]) = T1(Ya(v)) = p(v), tenemos que f es un morfismo de haces. Ya
que la composicion

paoforpy!
_

U, x F" U, x F"

resulta ser la identidad, tenemos que f es suave, ademas ya que 9, y @ Tes-
tringidos a fibras son isomorfismos para cada « € I, tenemos que f es un iso-
morfismo restringido en fibras; por lo tanto debido al Teorema [2.1.11] tenemos
que el morfismo f resulta ser un isomorfismo de haces.

O

Gracias al resultado anterior, es posible dar una descripciéon exacta y salvo
isomorfismo de las siguientes construcciones entre haces vectoriales, en términos
de sus funciones de transicion.

Suma de Whitney.

Sean ™ = (Ey,m, M), £ = (Ey,ma, M) F-haces vectoriales suaves de rangos
1y r2 respectivamente. Sean {ggq : UoNUg — GL(r1,F) | U,NUz # 0,0, B €
I}, {hga : Uo NUg — GL(r2,F) | Uy NUg # 0,a, € I} las funciones de
transicion de €™ y £ respectivamente asociadas a una cubierta trivializadora
comun.

Se define la suma de Whitney de £ y £"2, denotada £ @ £"2, como el haz
de rango ry + rg con fibras Ey, @© Ep, para cada p € M, determinado por las
funciones de transicion:

Ua NUs —22% & GL(ry + 19, F)

alp) 0
0 hga (p))

Observacion 2.1.21. Dado & x &s = (E1 X Eg,m X wa, M x M) el producto de
haces de rango r1 +ro y A : M — M x M la funcion diagonal A(p) = (p,p).
Entonces A*(Ey X Ey) 2 E1 @ Es.

» <96

A*(El X EQ) & E]_ X E2

- ~
T T=71 X T

M—2 s MxM

Para verificar esto analizaremos las funciones de transicion del haz A*(&; x &2).
Sea {(Va,v%q) : a € I)} un atlas suave de &; x&;. Dado p € M existe « € T tal que
A(p) € V,, tomemos U, una vecindad abierta de p tal que A(U,) C V.
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Dada la trivializacién local del haz & x &

71 (V) w4> V., x Fritrs

\/

y mo 1 Vo x Fri¥72 s 1tz g proyeccion en el segundo factor, definamos la
siguiente trivializacion local del haz A*(&; X &)

T (Uy) —22— U, x Fratre

\/

donde ¢, (p, e) = (p, m2(¢a(€))) el cual es un difeomorfismo pues su inversa esté
dada por ¢t (p,u) = (p, 15 (A(p), u)).

De esta manera obtenemos que para cada U, NUg # 0 la funcién
(pgo oY (p,u) : Uy N Usg x F"1t72 3 U, NUg x 172
esta dada por

(s 09a")pu) = ¢s(p, v (A(p), w))
= (p,ma (¥ (V5 ' (A(p),u)))
= (p,m20 (Vg 093 ) (f(p))(w))
= (1, 9pa(A(p)(u)).
Sin peridida de generalidad podemos suponer que cada carta (V,,,) del atlas

para el haz & x & es de la forma (¢ x Yor, Ua x U, o) donde (Yo, Uyr) v
(wa ,Uy) denotan cartas para £; y & respectivamente.

Definimos

U Uy —2% GL(ry + 1o, F)
p  ——— gpa(AD))
donde

9[304( ( ) ) PBop) Soﬁ(p,p))(u)
( ppr X 905') ((poc’ X Qba’)_l)(u)
(¢8y ©9ar) * (Bay 0 95)) (w)

(
= (
= (
= (hgror (p) % hgra (p)) (W)
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vy hgar(p) y BB/O/(p) denotan las funciones de transicion de & y &2, respectiva-
mente.

Claramente

) % ) = (M550 0 )

Por lo tanto A*(E; X Eq) &2 E1 & Es.
Si consideremos la funcion A, : M — M x---x M dada por A,(p) =
—_——

n
(p,...,p), procediendo de manera inductiva para el producto de n haces vec-
n
toriales, obtenemos que A% (E; X -+ - X E,) 2 E1 ®--- & E,.

Sean £™ y £ F-haces vectoriales suaves como arriba.
Producto tensorial.

Sean A € F(m,n) y B € F(r,s). Se define el producto de Kronecker de A y B
como la matriz A ® B € F(mr,ns) donde

auB algB N alnB

CLQlB a22B cee agnB
A®B= )

am1 B amaB ... amnB

Se define el producto tensorial de £ y ™ denotado por £ ® £2, como el haz
de rango 71 - r2 con fibras Ey, ® Ea, para cada p € M, determinado por las
funciones de transicion:

UaNUs —22% & GL(r, - 13, F)

P ———98a(P) ® hga(p).

Haz de morfismos.

Se define el haz de morfismos de £ y £ denotado por Homp(£",£™2), como
el haz de rango 179 con fibras Hom]F(Elp, Egp) para cada p € M, determinado
por las funciones de transicion:

UaNUs —22 s GL(rr,F)

p  ———hga(p) o (_) o gas(p).

donde hgo(p) o (_) 0 gap(p) € GL(r172,F) denota la matriz asociada al isomor-
fismo lineal dado por la composicion:
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Hom(F™,F2) —— Hom(F™,F2)
f ’—ﬂ;'ﬁa (p) © f © gaﬁ (p)

en la cual, §gq (p) : F™* — F™* denota el isomorfismo lineal cuya matriz asociada
es gga(p) € GL(11,F) y hga(p) : F™> — F™ denota el isomorfismo lineal cuya
matriz asociada es hgqo(p) € GL(r2, F).

Dual de un haz.

Dado un espacio vectorial W sobre F, se define su espacio dual como el espacio
W* cuyos elementos son transformaciones lineales [ : W — .

Sean V, W espacios vectoriales de dimensién n y m respectivamente, si T :
V' — W es lineal, entonces T' determina una transformacion lienal 7% : W* —
V* tal que T*(I)(v) = {(T'(v)) llamada la transpuesta de T'.

Si A= [T)3 € F(m,n) es la matriz asociada a T respecto a la base a de V' y j3
de W, entonces AT € F(n, m) es la matriz asociada las bases duales a* de V* y
B* de W*.

Sea ¢" = (E,m, M) un F-haz vectorial suave de rango r y sean {ggo : UoNUg —

GL(r,F) | UyNUg # 0,a, B € I} las funciones de transicion del haz, asociadas
aun atlas {(Uy, ¢a) : @ € I} de &.

Se define el dual del haz £ denotado como £*, como el haz de rango r con
fibras £ = (Ep)* para cada p € M, determinado por las funciones de transi-
cion:
UaNUs —2* 5 GL(r,F)
P ———((9as()") 7"
Cabe mencionar que el haz dual £, es isomorfo al haz de morfismos Homp(£", €).
Cociente de un haz.

Sea V un espacio vectorial sobre F y V/ C V un subespacio , entonces podemos
considerar el espacio considerar el espacio cociente V/V".

Sea W un espacio vectorial sobre F, W' C W subespacioy T : V. — W una
transformacion lineal tal que T'(V') = W'. Entonces T induce una transforma-
cion lineal T : V/V' — W/W' tal que T'(u 4+ V') = T'(u) + W'.

Dadas bases de V' y W', las podemos extender para obtener bases de V' 'y W
respectivamente, donde la matriz asociada a la transformaciéon T respecto a

estas bases es de la forma:
A B
m=(% 1)

Asi, D es la matriz asociada a la transformacion T respecto a las bases de V/V' y
W/W'. Ahora, siT : V — W es un isomorfismo donde dimV = r y dim V' = k
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con V' C V subespacio, entonces podemos hacer un arreglo en los renglones y
columnas de tal manera que

A B
m-(% )
donde D € F(r — k,r — k) es invertible.

Sea " = (E,m, M) un F-haz vectorial suave de rango r y F' un subhaz de rango
k de £. Asi, existe un atlas {(U, ¢o) : a € I} de € tal que ¢ (7 1 (Uy) N F) =
Uy, xFF Cc U, x FT.

Sean {gga : Us NUs — GL(r,F) | U, NUs # 0,a, B8 € I} las funciones de
transicion asociadas al atlas {(Ua, ¢) : « € I}.

Se define el cociente de ¢ determinado por el subhaz (F, 7|, ar) denotado por
E/F, como el haz de rango r—k con fibras E, /F,, determinado por las funciones

de transicién:

Ua NUs —22 SGL(r — k., F)

p = Dgalp)

donde Dg,(p) denota el bloque dentro de la matriz

Aﬁoz(p) Bﬁa(p)
gﬂa(p) - ( Cﬁa(p) D,Ba(p)> c GL(?", F)

2.2. Transversalidad.

Sean M y N variedades suaves de dimension m y n respectivamente. Sea f :
M — N una funcién suave y ¢ € N tal que f~1(q) # 0. Sabemos que si ¢
es un valor regular de f, entonces f~1(q) es una variedad suave de dimension
m—ny T,f'(q) = ker df, para cada p € f~!(q).

Ahora, queremos ver bajo que condiciones en f, se tiene que si Z C N es una
subvariedad de N, entonces f~!(Z) es una subvariedad de M.

Definicion 2.2.1. Sea f : M — N suave y Z C N subvariedad. Se dice
que f es transversal a Z en el punto p € M si f(p) &€ Z 6 bien f(p) € Z y
dfp(TyM) + Ty Z = TN, lo cual denotaremos como f , Z.

Se dice que f es transversal a Z, lo cual denotaremos como f M Z, si f M, Z
para todo p € f~1(2).

Teorema 2.2.2. Sea N wariedad suave y Z C N. Entonces Z es una subvarie-
dad de N si y solo si para cada punto q € Z existe una vecindad abierta V. C N
de q, g: V — F" una sumersion tal que g~*(0) = VN Z, donde r = cod(Z) es
la codimension de Z.
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Demostracion. =) Sean = dim N y supongamos que Z es una subvariedad de
N de dimension k. Sea ¢ € Z, entonces existe una carta (V,v) de ¢ en N tal
que

P(VNZ)=4(V)n(EF" x{0}).

Sea 7 : F¥ x F*~% — F"~* la proyeccion en el segundo factor, la cual es una
sumersion.

Sea g : V — F"~* dada por g(p) = (T1pey © ) (p) la cual es una sumersion y
g7 0) = 7wt (0) = ¢ (V) N (FR x {0})] = V N 2,

bpov)
<) Sea ¢ € Z, por hipotesis existe V C N vecindad abiertade gy g: V — F"
sumersién tal que g=1(0) =V N Z.

Como g es una sumersion se tiene que 0 € F” es valor regular de g, asi por el
teorema del valor regular, g~1(0) es una subvariedad de N de dimensién (n—1),
por lo tanto Z es una subvariedad de N de dimension (n — ).

O

Lema 2.2.3. Sea T : E — F una transformacion lineal suprayectiva y W C E
un subespacio. Entonces T(W) =F si y solo si E =W +kerT.

Demostracion. =) Supongamos que T(W) = F. Dado e € F, existe u € W tal
que T(e) = T'(u) por lo que T(e — u) = 0, lo cual implica que existe v € ker T’
tal que v = e —u, asi e = u + v.

<) Supongamos que T'(E) = F y E = W + ker T. Entonces

F=T(E)=T(W +kerT) = T(W)

O

Teorema 2.2.4. Sea f: M — N suave, Z C N subvariedad tal que cod(Z) =
r. seap € f~1(Z), V C N wvecindad abierta de f(p) y g:V — F" sumersion
tal que g=1(0) =V N Z. Entonces f M, Z si y solo si (go f) es una sumersion
en p.

Demostracion. Como 0 € F” es un valor regular de g, entonces g~1(0) =V NZ
es una (n — r)-variedad con dim N = n y Ty Z = Tpp,)V N Z = kerdgy (.
Notemos que dgys,) @ TN — F" es suprayectiva, haciendo uso del Lema

[2:273 tenemos que:

f iy Z = dfy(T,M) + Ty Z = Tpy N
< dfy(T,M) + ker dgs(p) = Ty N

& dgpldsp)(T,M)] = dgyp) (TrpyN) = F"
e d(g o f)P(TPM) = FT7
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por lo tanto g o f es una sumersion en p.

U
Teorema 2.2.5. Sea f : M — N suavey Z C N subvariedad tal que f~1(Z) #
0. Si f @™ Z, entonces f~H(Z) es subvariedad de M, cod(f~(Z)) = cod(Z) y

Tpf’l(Z) = (dfp)’l(Tf(p)Z) para todo p € f~1(2).

Demostracion. Probemos que dado p € f~!(Z), existe una vecindad abierta
W C M de p tal que W N f=1(Z) es una subvariedad de M.

Sea r = cod(Z), ya que Z C N es una subvariedad, por el Teorema
existe V' C N vecindad abierta de f(p) y g : V — F” una sumersion tal que
g 20) =V NZ.Sea W C M vecindad abierta de p tal que f(W) C V.

Debido al Teorema f My, Zsiysolosigof: W — F" es una sumersion en
p. Por el teorema de la sumersion podemos tomar W suficientemente pequefio
tal que go f: W — F” es una sumersion.

Asi, 0 € F” es valor regular de (go f) v (go f)~50) = f~' (¢ (0)) = f~Y(V n
Z)=W N f~1(Z) es una subvariedad de M de dimensién (m — ). Por lo tanto
cod(f~1(2)) = cod(Z) = r.

Seap € f~1(Z), veamos que T, f~1(Z) = (df,) " (T4(p)Z). Como 0 € F" es valor
regular de go f : W — F” entonces:

T,f(2) =T, ~'(VNnZ)
=kerd(go f)p
= (d(go f)p)~"(0)
= (dgy(p) © dfy) 7' (0)

= (dfp) " [(dg ()~ (0)]

= (df) " (ker dg(p))

= (dfp) (T 2)-

O

Para algunos resultados haremos uso del concepto de métrica riemanianna en
un F-haz vectorial suave £ = (E,m, M), que a grandes razgos es una funcion
g(p) : E, x E, — R que varia suavemente, la cual es un producto interno
definido positivo para cada p € M.

Teorema 2.2.6. Sea (E,m, M) un F-haz vectorial suave equipado con una mé-
trica riemanianna. Sea {N; C E : i € N} una familia numerable de subvarie-
dades suaves y € : M — RT una funcion suave y positiva sobre M. Enton-
ces existe una seccion suave s : M — E tal que s M N; para todo i € N y
|s(p)| < e(p) para todo p € M.
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Demostracion. Primeramente se demostrara para una subvariedad suave N C
FE y posteriormente se extenderd a una cantidad numerable de subvariedades
haciendo uso del Teorema de Sard.

Debido a [3, Lema 14.4], tenemos que todo F-haz vectorial suave tiene tipo
finito, por lo que elegimos un complemento (E’, 7/, M) del haz (E,w, M), esto

es E®FE' % M x F*._Sea f: E® E' —» E la proyeccion en el primer factor y

sea f:= fof~1 entonces f : M x F¥ — F es una sumersion y por consiguiente
F~YN) C M xF¥ es una subvariedad donde las fibras del haz normal de f~1(N)
en M x F* son mandadas por la derivada de f de manera isomorfa en las fibras
del haz normal de N en E.

Por lo tanto una seccion s de un haz trivial M x F¥ — M es transversal a
FY(N) si y solo si fos M N. De esta manera podemos suponer sin perdida
de generalidad que el haz (E, 7, M) es trivial, por lo que el problema se reduce
a encontrar una seccion s del haz trivial M x F*¥ — M que sea transversal a
una subvariedad N de M x F¥ y posteriormente a una cantidad numerable de
subvariedades.

La demostracion consiste en aplicar el teorema de Sard para escoger un valor
regular de una funciéon suave n : N N E |y— FF la cual esta descrita de la
siguiente forma:

Consideremos A un subconjunto cerrado dentro de un subconjunto abierto V
de F* entonces podemos cubribir el conjunto V \ A con una sucesién de discos
{K, : v € N} localmente finita y elegir para cada v € N una funcion suave 1, :
V— Rtal que 0 <, y ¥, >0siysolosix € K,. Asi, dado L C M cerrado,
podemos elegir una particion de la unidad {¢; : ¢ € N} tal que sop(¢;) C V;
con cada V; carta de M, entonces sop(¢;) N L es cerrado en V; y por lo anterior
podemos encontrar una funcién suave \; : V; — R tal que \; > 0y \;j(z) =0
si y solo si z € sop(¢;) N L.

Definimos

A=Y ¢\ con \; = 0 fuera de V;,
i=1

la cual esta bien definida y es suave debido a las condiciones sobre la familia
{K,:v €N}. Siz¢L entonces \;(xz) > 0 para algin i y = € sop(¢;) N L, por
lo tanto A;(x) > 0, por lo que A(z) > 0.

Definamos « := exp(—A(z)?) entonces 0 < a < 1y a~1(0) = L, por lo tanto
para cada subconjunto cerrado L, podemos construir una funcién suave a con
las caracteristicas anteriores.

Sea A un subconjunto cerrado de M y « su funcion asociada, sea U = M\ Ay
denotemos por § := ea : M — R, consideremos la funciéon suave

g:Ely=UxFr U x F* (p,v) — (p,5(p)~'0)
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tomemos 71 := 09 : NNE |;y— F* con 7, la proyeccion en el segundo factor
y sea w un valor regular de 7, el cual existe gracias al teorema de Sard.

Por lo tanto definimos la seccién s : M — M x F¥ como s(p) := (p,d(p)w).
Basta mostrar que el valor regular w determina la transversalidad de la secciéon
s con respecto a la subvariedad N.

En efecto, sea E LU% U x F* la correspondiente carta del haz; denotemos por
N = O(F |y NN). Sea p € U, tenemos go s(p) = (p, w), entonces d(go s),(v) =
(v,0) € T,U x F¥, por lo que im(d(go s),) = T,U x {0}. Ahora, debido a que w
es un valor regular de 73 o g, la derivada d(72 © g)(p.5(p)w) : T(p,s()w)N — F*

resulta ser suprayectiva para todo p € U, pues g~ (w) = s(U). Asi, para cada
p € U obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

~ d(T209) (p,5(p)w)
T

Tp.smyw)N
dg(m(mw)l /
d

T2 (p,w)

Fk

T(p,w)g(N)

[

T,U x Fk

donde dma () : T(p’w)g(N) — F* resulta ser suprayectiva.

Asi para todo (u,v) € U x FF existe | € T(pﬁw)g(N) con I = (v/,v) tal que
(u,v) = I+ (u—u',0) donde (u—u',0) € im(d(gos),). Por lo tanto gos |yM g(N)
lo que implica s |y N y por consiguiente s M N.

Siguiendo el mismo razonamiento podemos dar una generalizaciéon la cual de-
pende fuertemente del teorema de Sard, que nos proporciona el hecho de que
los valores criticos de la funcién 7 son de medida cero. Asi la unién de todos los
valores criticos para una cantidad numerable de subvariedades N; sigue siendo
de medida cero, por lo que simplemente escogemos w en el complemento de esa
union, el cual es distinto del vacio, pues el complemento de un conjunto de me-
dida cero en F* es no vacio. Asi aseguramos la existencia de una seccién que sea
transversal a una cantidad numerable de subvariedades, y por consiguiente, por
el teorema de transversalidad de Thom, la existencia de morfismos genéricos.

O

Observacion 2.2.7. Teniendo en cuenta la construccion anterior, podemos
generalizar el teorema de transversalidad de Thom para secciones de funciones
suaves [3, Teorema 14.6] a una cantidad numerable de subvariedades, pues este
se basa en tomar una vecindad tubular de la seccion s anteriormente construida.
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2.3. Homologia y Cohomologia singular.

Definicion 2.3.1. Sea R un anillo con unidad. Un complejo de cadenas sobre R
es una una sucesion de R-mddulos C = {C;}icz y homomorfismos de R-mddulos

d={di}icz

dn

dn_1
-

C.d): - Crpr 2% ) Cos

tal que d,, ody41 = 0.

Definicion 2.3.2. Dados dos complejos de cadenas (C,d) y (C',d') sobre un
anillo R definimos un morfismo f : (C,d) — (C’,d’), llamado morfismo de
complejos de cadenas, como una coleccion de [ = {fn}nez de homomorfismos
de R-mddulos f, : C,, — C!, tal que el siguiente diagrama conmuta

d"+1 d , dn—l
(C7d) e Cn+1 Cn - Cn,1 —_—
J{fn-%—l fn J{f‘n—l
d d’ d’
! 1\ . / n+1 7 n / n—1
(CVd) n4+1 Cn n—1

Observacion 2.3.3. Notemos que para cualesquiera dos homomorfismos de
complejos de cadenas [ : (C,d) — (C',d') yg: (C',d'") — (C",d") la composi-
cion estd definida de manera obvia como go f = {gn o fnlnez-

Definiciéon 2.3.4. Dado R un anillo con unidad, definimos Comp(R-Mod)
como la categoria cuyos objetos son complejos de cadena sobre R y cuyos mor-
fismos son homomorfismos de complejos de cadenas.

Definicion 2.3.5. Sea (C,d) un complejo de cadeanas sobre un anillo con uni-
dad R, para cada n € Z definimos la n-homologia de (C,d) como el R-mddulo
dado por

donde Z,(C) = ker(d,,) es llamado el mddulo n-ciclos y B, (C) = im(d,+1) es
llamado el mddulo n-fronteras.

Observaciéon 2.3.6. Un elemento de H,(C) es de la forma z + B, (C) con
z € Z,(C), la cual es llamada clase de homologia y usualmente se denota por
cls(z).

Proposiciéon 2.3.7. Para cualquier n € Z, H, define un funtor aditivo entre

las categorias Comp(R-Mod) y R-Mod.

Demostracion. Debido a que ya sabemos como es la asignacion a nivel objetos,
C — H,(C), basta mostrar como es a nivel de morfimos. Si f : (C,d) —



26 CAPITULO 2. PRELIMINARES.

(C’',d") es un homomorfismo entre complejos de cadenas sobre R, definimos el
homomorfismo

H,.(f): H,(C) — H,(C")

dado por H,(f)(cls(z)) = cls(fn(2)) donde cls(z) = z + B,(C), z € Z,(C).

Veamos que H,,(f) esta bien definida y no depende del representante. En efecto,
si consideramos cls(z) € H,(C) entonces z € Z,(C) lo cual implica que d,,(z) = 0
y por consiguiente 0 = f,,_1(0) = fr_1(dn(2)) = d,,(fn(2)). Asi fr(2) € Z,(C)
y por lo tanto cls(f,(z)) € H,(C"). Ahora si z + B, (C) = y + B, (C) entonces
z—y € B,(C) = im(dp+1), por lo que existe ¢ € Cy,11 tal que dy1(c) = z—y, lo

que implica que f,(2) — fu(y) = fa(z —y) = faldns1(c)) = djy 1 (fata(c)). Asi
fn(2) = fn(y) € Bn(C) lo que nos premite concluir que cls(fy,(2)) = cls(fn(y)).

Veamos que H,, es un funtor:
1. Si consideramos I¢ = {Idc, }nez, claramente H,(Ic) = Iy, (c)

2. Sean f : (C,d) — (C',d")y g : (C',d') — (C",d") homomorfismos de
complejos de cadenas, entonces H,(gf) = H,(9)H,(f) pues por un lado
Hn(gf)(cls(z)) = cls((gnfn)(2)) y por otro

H, (9)(Hy(cls(2))) = Hn(g)(cls(fn(2)))
= cls(gn(fn(2)))-

Por tltimo, chequemos la aditividad. Sean f,h : (C,d) — (C’,d’) homomorfis-
mos de complejos de cadenas entonces tenemos la siguiente igualdad

Hi(f + g)(cls(z)) = cls((fn + gn)(2))
= Cl5(fn(z)) + Cls(gn(z))
= (Ho(f) + Hu(g))(cls(2)).

O
Definicién 2.3.8. H,(f) es el morfismo inducido el cual se denota por fi.

2.3.1. Homologia singular.

Definicion 2.3.9. Consideremos {eg, €1, ..., en} C R"™1 los vectores candnicos.
Definimos el n-simplejo estandar como el conjunto de todas las combinaciones
convezas de los vectores candnicos en R" 1,

n n
A" = [60,...,€n] = {Ztiei : ti Z O,Zti = 1}
1=0 =0



2.3, HOMOLOGIA Y COHOMOLOGIA SINGULAR. 27

Para X un espacio topoldgico, un n-simplejo singular en X es una funcion
continua o : A" — X.

Definicion 2.3.10. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Para un espacio
topoldgico X definimos S_1(X; R) := {0} y para cadan > 0, definimos S,,(X; R)
como el R-mddulo libre cuya base es el conjunto de todos los n-simplejos singu-
lares en X,

Sn(X; R) :== R(C (A", X)).
Definicién 2.3.11. Denotemos por (tg,...,tn) = Y. tie; a los elementos de A™.
i=0

Definimos el i-ésimo mapeo de cara como la funcion continua e : A"~ — A"
dada por

5?(150, ...,tn_l) = (to, ...,ti_l,O,ti, ...,tn_l) con 0 S ) § n — ].,
donde omitimos el término t_1 si i = 0.

Observacion 2.3.12. Los mapeos de cara definidos de esta manera, para 0 <
j<i<n—1 cumplen que

Tl=glel AT AT

Definicion 2.3.13. Sea X un espacio topoldgico. Si o es un 0-simplejo singular
en X, definimos 9y(c) =0. Sin>1yo : A" — X es un n-simplejo, definimos

donde o€ denota la composicion ool : A"~ — X

Definimos el mapeo de frontera singular 0y, : Sp(X; R) — S,—1(X; R) exten-

diendo por linealidad,
0n(D)_mjo;) =Y mydn(oy).

Proposicion 2.3.14. Para todon > 1 9,,_10, = 0.

Demostracion. Para cualquier n-simplejo o

B 100 (0) = an_l(z(—wag;l)
=D ICHTARICED
DD YEIE

J

=Y (~1)Hoeel T+ Y (—1) o

j<i j>i
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Debido a la observacién anterior tenemos que o¢; 5" 1= U’E;LE:L 11 sij < i. El

término o€} EJ 1 aparece en el primer sumando, sobre todo j < ¢ con signo

(—=1)"*, y el término oc”e" ! aparece en el segundo sumando (el indice j es

'7 . .
ahora el méas grande) y con 51gn0 opuesto (—1)**7=1, Asi, todos los términos se

cancelan y obtenemos que 0,19, = 0.
O

Definicién 2.3.15. Teniendo en cuenta la Proposicion el mapeo de
frontera singular da lugar a un complejo de cadenas

—— Sp(X;R) Ont, Sn(X;R) —25 S, 1 (X3 R) ——
por lo que definimos la n-ésima homologia singular de X con coeficientes en R

como:

Zn(X;R)  ker(0,)

H,(X;R):= B,(X;R) im(0ny1)

Lema 2.3.16. Si f : X — Y es una funcion continua, entonces para todo
n > 0 existe un homomorfismo de R-mddulos f : S,(X;R) — Sn(Y;R) tal
que el siguiente diagrama conmuta.

Sa(X;R) —2 S, 1(X;R)

7| | |7

S.(Y:R) —2 4 S, _1(Y;R)

Demostracion. Comencemos haciendo la siguiente observacion. Si f : X — Y
es continua y o : A" — X es un n-simplejo singular en X, entonces fo :
A" — Y es un n-simplejo singular en Y. De acuerdo a lo anterior, definimos

f:S.(X;R) — S,(Y;R)
como f( S mjo;) =Y m;fo;, la cual estd bien definida.
J J
Ahora observemos la conmutatividad del diagrama depende so6lo de los elementos

basicos en S, (X; R), pues se puede extender, posteriormente por linealidad. Sea
o € Sp(X; R) un n-simplejo singular basico; por un lado tenemos que

f()f(Z() /)
2
Z

Y foel,
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por otro lado

0,f(0) = 9)(f)
= > (i (fo)

= Z(ﬂ)l‘fas:?-

O
Lema 2.3.17. Si f : X — Y es una funcidn continua, entonces para todo

n>0 f(Z,(X;R)) C Zo(Y;R) y f(Bo(X;R)) C B,(Y;R)

Demostracion. Si o € Z,(X; R) entonces 9, (a) = 0, lo cual implica que
9, (f()) = f(Oa(a)) = f(0) =0,

de donde obtenemos que f(a) € ker(d,).

Si 8 € B,(X;R) entonces existe v € S,+1(X; R) tal que 9,4+1(7) = B, por lo
que

FB) = FOns1 () = 0,(F (),
de donde obtenemos que f (8) € BL(Y;R).
O]

Teorema 2.3.18. Tomar homologia singular con coeficientes en un anillo con-
mutativo con unidad R, define un funtor H, : TOP — R — Mod, entre la
categoria de espacios topologicos TOP y la catagoria de R-mddulos R — Mod.

Demostracion. Para X € TOP tenemos que H,(X;R) = g"gg € R— Mod.

Sea f: X — Y una funcién continua entonces definimos el homomorfismo de

R-modulos H, : Hy(X; R) — H,(Y;R) como H,(f)(cls(z)) = cls(f(2)), la
cual estd bien definida gracias al Lema

Observemos que este funtor lo podemos ver como la composicion de los siguiente

funtores

TOP —2 Comp(R — Mod) —*+ R — Mod

donde el primer funtor es tomar cadenas singulares respecto al anillo R, el cual
esta bien definido gracias al Lema

O
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Definicion 2.3.19. Para X un espacio topoldgico, R un anillo conmutativo con
unidad y M un R-mddulo. Definimos el n-ésimo grupo de homologia singular
de X con coeficientes en M como

H, (X5 M) := H,(S.(X; R) ® M)

donde S.(X;R) @ M = {(Sh(X;R) ®r M, 0p, @ Idnr) }rn>0-

2.3.2. Homologia de parejas.

Sea X un espacio topologico y R un anillo conmutativo con unidad, recordemos
que S¢(X; R) denota el R-modulo libre generado por los ¢g-simplejos singulares
Al — X,

Sea A C X un subespacio, notemos que este induce un morfismo de cade-

nas
A
aq

Sp(4A; R) —— S,_1(4; R)

T

Sn(X;R) —— S,—1(X;R)
donde 7 denotan las inclusiones de cadenas singulares.

Consideremos los médulos S, (X; R)/S.«(A; R), entonces obtenemos el siguiente
diagrama conmutativo inducido por las proyecciones naturales.

Sg(A; R) —— S,(X; R) —"— S,(X; R)/S,(4; R)

i I I
Sy 1(A;R) —— S, 1(X;R) —=— S,(X; R)/S,(A; R)

donde B
aq
Sq(X; R)/Sq(A; R) —5¢-1(X; R)/Sq-1(4; R)
e e — 8;X(c)

la cual esta bien definida pues si ¢ = d, entonces ¢ — d € S4(A; R), por lo cual
8;;((6 —d) = 85((6) — 8;((d) € S4—1(4; R).
) con A C X da lugar a un

Debido a las observaciones anteriores, la pareja (X, A) cc
complejo de cadenas de cadenas (S.(X;R)/S.(A;R), ) el cual denotaremos

por (S«(X, A4; R), 04).

Definicion 2.3.20. Sea X un espacio topoldgico, definimos la q-ésima homo-
logia de parejas con coeficientes en R, denotado por Hy(X, A; R), como la ho-

mologia del complejo de cadenas (S«(X, A; R),y), esto es
H,(X,A;R) = Hy(S+(X, 4; R)).
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Observacion 2.3.21. De la misma forma que en la definicion dado
M un R-mddulo, es posible extender el concepto de homologia de parejas con
coeficientes en R a homologia de parejas con coeficientes en M.

Observacion 2.3.22. La homologia de parejas se comporta de manera funtorial
sobre la categoria de parejas de espacios topoldgicos.

Definicion 2.3.23. Sea X un espacio topoldgico y ©o € X, definimos la q-
éstma homologia reducida con coeficientes en un anillo conmutativo R, como el

R-moaodulo
I:[q(X; R) .= Hy(X,{zo}; R).

2.3.3. Axiomas de Eilenberg-Steenrod.

De acuerdo a las construcciones anteriores, sabemos que la teoria de homologia
singular con coeficientes en cualquier R-mo6dulo, con R un anillo conmutati-
vo con unidad, estd constituida de manera natural por una sucesion de fun-
tores H,, sobre la categoria de espacio topolégicos por parejas a la categoria
de grupos abelianos, los cuales estan equipados con transfomaciones naturales
0: Hi(X,A) — H;(X). Es bien sabido que estos funtores y transformaciones
naturales cumplen los siguientes axiomas:

1. Homotopia. Si f,g : (X,A) — (Y, B) son dos funciones continuas y
homotopicas, entonces H,,(f) = H,(g)-

2. Escision. Si (X, A) es una pareja de espacio topologicos tal que A C X
y U un subconjunto abierto de X tal que su cerradura esta contenida en
el interior de A, entonces la inclusion i : (X \ U, A\ U) — (X, A) induce
un isomorfismo en homologia.

3. Dimensién. Sea P el espacio de un solo punto, entonces H, (P) = 0 solo
para n # 0, el grupo Hy(P) es conocido como el grupo de coeficiente.

4. Aditividad. Si X =[] X,, es la uni6n disjunta de una familia de espacios
topologicos X, entonces Hy,(X) = @ H,(Xa).
5. Exactitud. Para cada par de espacio topologicos (X, A) con A C X,

existe una sucecién exacta larga inducida por las inclusiones i : A — X,
j: X — (X, A):

D Ho(A) = Ho(X) —2 Hy (X, A) —2 Hy (A —— -

Estos axiomas son conocidos como los axiomas de Eilenberg—Steenrod para
teorias de homologia generalizadas, cabe mencionar que la homologia singular no
es la tnica teoria que cumple estos axiomas, existen algunas otras muy distintas
como el bordismo y la teoria K topologica.
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Observacion 2.3.24. Para una pareja de espacios topoldgicos (X, A) que cum-
plan la hipdtesis del axioma@ tenemos que Hy(X,A; R) = H,(X/A; R).

Observacion 2.3.25. Sea X espacio topoldgico y o € X, aplicando el azio-
ma@ para la pareja (X, x¢) tenemos que Hy(X; R) =2 Hy(X;R) para ¢ > 0 y
Hy(X;R) = Hyo(X; R)®R. Gracias a lo anterior, si X es contraible Hy(X; R) =

0.

2.3.4. Cohomologia singular.

Sea X un espacio topologico, R un anillo conmutativo con unidad y M € R —
Mod. Dado el complejo de cadenas singulares asociado al espacio X,

e S (XGR) ~2 S, 1 (XGR) 2N S, o(XR) — -

tenemos que el funtor contravariante Homgr( ,R) : R — Mod — R — Mod
induce un nuevo complejo de cadenas

S*(X: M) = (S™(X; M), 8) = (Homp (Sn(X: R), M), )
donde 6" : S"7H(X; R) — S™(X; R) esta dado por 6"(f) = f 0 Op.

Definicion 2.3.26. Definimos la n-cohomologia singular de X con coeficientes
en el R-mddulo M, como el R-mddulo dado por:

ker(" 1)
H"(X;M):= —————=
(X3 M) im(o™)
Observacion 2.3.27. Considerando la siguiente sustitucion; S™(X; M) = C_,
y 0" = d_n41 tenemos que

H"(X;M)=H_,((Cs,dy)) = H_,,(Homg (S«(X; R), M))

Observacion 2.3.28. Dentro de la cohomologia singular se puede definir de
forma andloga que en homologia singular, la cohomologia por parejas y la coho-
mologia reducida; gracias a esto es bien sabido que la cohomologia singular cum-
ple los axiomas de Eilenberg— Steenrod pero para una version contravariante.

2.3.5. Coeficientes Universales.

Dentro de la topologia algebraica existen ciertas relaciones entre las teorias de
homologia y cohomologia, las cuales son de gran utilidad a la hora de los calculos.
Como un caso particular dentro de la cohomologia singular, es posible expresar
ésta en términos de la homologia singular con coeficientes en distintos anillos y
el funtor derivado del funtor Hom( , M) denotado por Extk( , M), con M un
modulo fijo; de manera anéloga para la homologia singular y el funtor derivado
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del funtor _ ® M denotado por Torf(_, M), con M un moédulo fijo. No diremos
nada acerca de estos funtores, para un mayor estudio acerca del tema, el lector
puede consultar [B, Capitulo 2].

Teorema 2.3.29 (Coeficientes universales para homologia). Si (X, A) es un
par de espacios A C X, R un dominio de ideales principales y M un mddulo
sobre R; entonces para todo q > 1 existe una sucesion exacta corta

0— Hy(X,A;R)®p M — H,(X, A; M) — Torf(H, 1(X, A; R), M) — 0

la cual se escinde, esto es

Hy(X,A; M) = Hy(X,A;R) @ M @ Torf (H, 1 (X, A; R), M).
Demostracion. Consultar [5, Corolario 2.35] O

Teorema 2.3.30 (Coeficientes universales para cohomologia). Si (X, A) es un
par de espacios A C X, R un dominio de ideales principales y M un mddulo
sobre R; entonces para todo q > 1 existe una sucesidn exacta corta

0— Ext}z(Hq_l(X,A;R),M) — HY(X,A; M) - Hom(H,(X,A;R), M) — 0
la cual se escinde, esto es

HY(X, A; M) = Extr(H, 1(X, A; R), M) @ Hom(H,(X, A; R), M)

Demostracion. Consultar [5, Corolario 2.32] O

2.4. Productos.

En esta secciéon daremos los conceptos necesarios para definir los diferentes pro-
ductos que existen dentro de la homologia y cohomologia singular, los cuales
dotan a la teoria de una mayor estructura algebraica.

Definicion 2.4.1. Dos morfismos entre complejos de cadenas f,g : C — C’
son homotdpicos, denotado f =~ g, si existe una sucesion de morfismos s, :
Cn — C) 1 que cumplen fn, — gn = d;, 15y + Sp—1dy para todo n € Z.

Definicion 2.4.2. Sean (C.,,0.), (Cs,0,) complejos de cadenas sobre una anillo
conmutativo R, donde Cy y C(’I som no cero para todo q € 7. Se define el producto
tensorial de (Cy,0y) con (CL,0.) como el complejo de cadenas denotado por
(C®C1,d), cuyas componentes estan dados por el producto tensorial de médulos
graduados, esto es

(Ce@Chn= P CGady,
ptg=n

donde d se define con la formula de Leibniz para la derivada de un producto.
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Teniendo en cuenta las definiciones anteriores, podemos introducuir de manera
natural los productos dentro de la teoria de homologfa singular, debido a la exis-
tencia de los mapeos de Eilenberg—Zilber. Estos productos seran fundamentales
dentro del estudio de las clases caracteristicas.

Teorema 2.4.3. (Eilenberg—Zilber) Sea Top? la categoria cuyos objetos son
parejas de espacios (X,Y) (no suponemos que Y C X) y cuyos morfismos son
pares de funciones continuas (f : X' — X, g: Y —Y).

Entonces los funtores

F:(X,Y)— S.(X xY)
F'(X,Y) — S.(X) @ S.(Y)

de Top? a la categoria de complejos de cadenas son naturalmente equivalentes;
esto es, existen transformaciones naturales A : F — F', B: I’ — F tal que
para cualquier par (X,Y) las composiciones:

SAX xXY) —25 S,(X)®S8,(Y) —25 S, (X xY)

S (X)® S, (Y) =B S,(X xY) —25 §,(X)® S5, (Y)
son homotdpicas a las identidades. Mds aun cualquiera dos elecciones de A

(respectivamente B) son inicos salvo homotopia de cadenas.

Demostracion. Consultar [5, Teorema 3.4]
O

Observacion 2.4.4. Debido al teorema anterior, tenemos el siguente isomor-
fismo Hp(X xY) = H,(S«(X) ® Si(Y)), pues las transformaciones naturales
A: S, (X XY) — S.(X)® S.(Y)

B:S.(X)®S(Y) — S.(X xY)
determinan equivalencias homotdpicas a nivel de complejos de cadenas para todo

(X,Y) € Top?.

Definicion 2.4.5. Los morfismos A y B son conocidos como los mapeos de
FEilenberg— Zilber y son unicos son salvo homotopia.

2.4.1. Productos cruz y copa.

Ahora, haciendo uso de los mapeos de Eilenberg—Zilber introduciremos los pro-
ductos cruz y copa, con los cuales podremos definir una estructura de anillo
graduado conmutativo sobre H*(X; R) para cada espacio topologico X.
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Definicion 2.4.6. Sean C. y D, complejos de cadenas sobre un anillo R, defini-
mos el producto cruz algebraico homoldgico como el homomorfismo de R-mddulos

Xalg : HpCi @ HyD,, — Hppq(Cy @ Dy)

tal que Xa1g(cls(z) ® cls(w)) = cls(z ® w). Denoteremos por cls(z) Xag cls(w) a
la imagen de cls(z) ® cls(w) bajo Xaig.

De manera similar, dados (X,Y) € Top? consideremos el producto cruz alge-
braico homolégico para los complejos de cadenas S.(X;R) y S«(Y,R) dado R
un anillo conmutativo con unidad.

Xalg : Hp(X; R) @ He(Y; R) — Hpiq(S4(X; R) @ Su(Y; R)).

Denotemos por B, al isomorfismo inducido en homologia por el mapeo de
Eilenberg-Zilber

B, : H.(S«(X;R)®S.(Y;R)) — H.(S:(X xY;R)) = H. (X xY;R).
Componiendo X,js con B, obtenemos un morfismo
X : Hy(X;R)®@ Hy(Y;R) — Hpyy(X XY, R).

Definicién 2.4.7. Sean o € Hy(X;R) y B € Hy(Y; R), la imagen de a @
bajo el morfismo X es llamado el producto cruz homoldgico de o y 3, el cual es
denotado por a X 3.

De manera similar se puede definir un producto cruz cohomologico por medio
de un producto cruz algebraico. Sean C, un complejo de cadenas sobre un anillo
conmutativo con unidad R, denotemos por C* = Hompg(Cy, R). Si Cs, D, son
complejos de cadenas, existe un mapeo natural

x?e . HPC* @ HID* — HPTI((C, @ C,)*)

definido por cls(a) ® cls(8) — cls(¢) donde ¢(> 2z @ w;) = > a(z)B(w;).
Este morfismo es llamado producto cruz algebraico cohomolégico. Dentro de
esta expresion si a y z; estan en distintos grados entonces «(z;) es cero, de igual
forma para S(w;).

Sean (X,Y) € Top?, consideremos el mapeo de Eilenberg-Zilber
A:S (X XY;R) — S.(X;R)® S,(Y;R),
de manera natural podemos inducir un mapeo de cadenas
A" (Sd(X5R) ® Su (Y5 R))T — (S (X X Y3 R))”

el cual resulta ser una equivalencia homotopica. Pasando a cohomologia obte-
nemos un isomorfismo

A" H*((S.(X;R) @ Su(Y3R))*) — H*(X x Y3 R)

el cual es independiente de la eleccion de A.
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Definicién 2.4.8. Sean a € HP(X;R), b€ HY(Y; R), la imagen de a ® b bajo
la composicion

A*Oxalg

HP(X;R) ® HY(Y; R) =25 HPH(X x Y;R)

es llamado producto cruz cohomoldgico de a y b, y es denotado por a X b.

Definiciéon 2.4.9. Sean a € HP(X;R) y b € HY(X; R), entonces el producto
copa de a y b estd definido por a — b := A*(a x b) € HPYI(X;R) donde
A*: H*(X x X;R) — H*(X; R) es el homomorfismo inducido por la funcion
diagonal A : X — X x X.

Observacion 2.4.10. El producto copa da lugar a un homomorfismo

H?(X;R)® H1(X; R) %HPW(X;R)
a®b ——— a-—b

)

el cual estd definido por la composicion

A*oA*ox?s

H?(X;R) ® HY(X; R) HP" (X R).

Proposicion 2.4.11. Dadas f : X' — X, g:Y' — Y funciones continuas,
a,b€ H*(X;R) y c € H*(Y; R), tenemos las siguiente propiedades:

1. axc=Pia— Pycdonde Py : X xY — X yPy: X xY —Y son
las proyecciones en el primer y sequndo facor respectivamente.

2. f*(a—b) = f*a — f*b.
3. (fxg)(axc)= f*ax g*c.

Para mds detalles sobre la demostracion de estas propiedades, consultar [3, Lema

3.10.

Proposicion 2.4.12. Dado X espacio topoldgico, tenemos que H*(X; R) es
un anillo conmutativo graduado debido a las siguientes propiedades del producto
copa.

1. Sea 1 € H°(X; R) el representado por el cociclo que toma todo 0-simplejo
singular y lo manda a1 € R. Entonces 1l —a=a=a—1

2. (a—b—c=a—(b—c).
3. a—b=(=1)lly — a, donde |a| es el grado de a, esto esa € H'*(X; R).

para mds detalles sobre la demostracion de estas propiedades, consultar [3, teo-

rema 3.13/.
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2.4.2. Productos cap y slant.

A continuaciéon definiremos los productos cap y slant, donde por el producto
cap nos permitira definir sobre H,(X; R) una estructura de modulo graduado
sobre el anillo graduado H*(X; R), y el producto slant sera de gran utilidad
para construir la nocién de clase caracteristica.

Definicion 2.4.13. Dado X un espacio topoldgico, definimos el indice de Kro-
necker

<7 >S*(X,R) XS*(X7R) —> R

para a € SY(X;R), z € S4(X;R) como el morfismo definido por

w)—du®)  sip=q
{a,2) {0 siq #q.

Definicion 2.4.14. Dado X un espacio topoldgico, definimos la evaluacion par-
cial, como el morfismo dado por

S*(X;R) ® S4(X; R) ® S, (X;R) —=—S,(X;R)
a®zQw — a(w) - z

De acuerdo a la definicion anterior, es posible definir el siguinte morfismo

SYU(X;R) X Sptq(X;R) ——  Sy(X;R)
(a,2) ——E(a® A(A(2)))
donde A : S,(X X X;R) — S.(X;R) ® S«(X;R) es un mapeo de Eilenberg
(

-Zilber y A, : S, (X;R) — S, x X; R) es el inducido por la diagonal a nivel
de cadenas.

Definicién 2.4.15. Sean o € SY(X;R) y B € Sp+¢(X; R) entonces el producto
cap de o y 8, estd definido por a ~ 8 := E(a ® A(AL(B))).

Proposicion 2.4.16. Debido a que este morfismo baja al cociente, podemos
considerar el siguiente morfismo en términos de los mddulos de homologia y
cohomologia;

HY(X;R) x Hyyo(X; R) ———H,(X;R)
(o], [8]) — [~ p]

Proposicion 2.4.17. Dados a,b € H*(X;R) y z € H.(X; R), entonces tene-
mos que

1. {a,b ~z) ={a—b,2).

2.a~((b—z2)=(a—>b) ~z.



38 CAPITULO 2. PRELIMINARES.

3. da~z)=(-1)1da ~ z+a ~ 2.

Debido a lo anterior, tenemos que el producto cap hace de H.(X; R) un mddulo
graduado sobre el anillo graduado H*(X; R).

Sean X y Y espacios topoldgicos, consideremos el siguiente morfismo

SUY;R) % Spiq(X x Vi R) —— S,(X;R)
(a,2) ——E(® A(z)
donde A : S,(X X Y;R) — S.(X;R) ® S.(Y; R) es un mapeo de Eilenberg-
Zilber.

Definiciéon 2.4.18. Sean oo € SUY;R) y 8 € Spq(X X Y; R), entonces el
producto slant de « y B estd definido como o\ f =: E(a ® A(p)).

Proposicion 2.4.19. Ya que el morfismo anterior pasa al cociente, tenemos
un producto slant en términos de los mddulos de homologia y comologia, el cual
estd definido de manera obvia

\:H?(Y;R) X Hypy4(X xY;R) — H,p(X;R).



Capitulo 3

Orientacion en Variedades.

Dentro de este capitulo daremos las bases para entender ciertos conceptos que
respectan a la orientabilidad de variedades suaves y orientabilidad de haces vec-
toriales, estos abarcan desde orientabilidad con cartas, orientabilidad con formas
diferenciales hasta orientabilidad en el sentido homoldgico. Para desarrollar la
teoria nos guiaremos principalmente en los siguientes libros; [6, Capitulo 9 y
10], [7, Capitulo 3].

3.1. Orientaciéon con cartas.

Definicion 3.1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo R tal que dimV =
m. Sean o = {uy,ug,....;um} y B = {v1,02,...,0m} bases ordenadas de V. Se
dice que a y 3 tienen la misma orientacion si det TP > 0 donde T? denota la
matriz cambio de base.

Observacion 3.1.2. De las formulas de cambio de base Ty = I, Tg = (T5)™!
y Ty =15 T8 y de la multiplicatividad del determinante, se deduce que tener la
misma orientacion define una relacion de equivalencia en el conjunto de bases
ordenadas de V.

Notemos que un espacio vectorial V' s6lo de tiene dos clases de equivalencia en
el conjunto de bases ordenadas de V, pues si consideramos las siguientes bases
ordenas

Oé:{’l,tl,UQ,Ug,...,um} BZ{UQ,Ul,Ug,...,Um}
tenemos que det 7% = —1, por otro lado seay = {wy, ..., w,, } otra base ordenada

de V, entonces tenemos det 7)) < 0 6 detT) > 0. Asi, si det T} > 0 entonces 7
tiene la misma orientacién que «, de manera anéloga si det 7)) < 0, vy tiene la

39
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misma orientacién que (3; por lo que sblo se tienen dos clases de equivalencia:
{[a], [B]}. Cualquiera de estas clases se llama una orientacion de V.

Definicion 3.1.3. Un espacio vectorial V orientado es un espacio vectorial en
el cual se ha fijado una orientacion [a], el cual se denota por (V,[a]).

Definiciéon 3.1.4. Sea (V,[a]) un espacio vectorial orientado y B un base or-
denada en V. Se dice que B es una base positiva en V si [ tiene la misma
orientacion «, en caso contrario se dice que 3 es una base negavita en V.

Definiciéon 3.1.5. Sean (V,[a]), (W,[B]) espacios vectoriales orientados y T :
(V,[a]) — (W, [B]) un isomorfismo. Se dice que T preserva la orientacion si
T(«) es positiva en (W, [B]) y se dice que T invierte la orientacion si T(a) es
negativa en (W, [5]).

Teniendo en cuenta estos conceptos, es posible definir una nociéon de orientabli-
dad en una variedad suave con 6 sin frontera, haciendo uso de las cartas y el
espacio tangente en cada punto.

Definicion 3.1.6. Sea M wvariedad suave de dimensidn m con o sin frontera.
Se dice que M es orientable si para cada p € M se puede elegir un a orientacion
[Ap] en T,M, de tal forma que para cada g € M existe una parametrizacion
w:UCH™ — WnNM con p(u) = q tal que dp,, : (R™, [t]) — (T,M,[N\,])
preserva la orientacion para todo u € U, donde [t] es la base candnica y H™ es
el semiespacio superior de R™.

Definicion 3.1.7. Un marco local para M es una m-tupla de campos vectoriales
suaves (E1,...,Ey,) sobre un abierto U C M, tal que (E; |,) forma una base
para Tp,M, para cada p € U. Diremos que un marco local (E;) es positivamente
orientado si (Ey |p,...,Em |p) €s una base orientada positiva para TyM, para
cada p € U, andlogamente se define un marco negativamente orientado.

Reinterpretando la definicién anterior, una orientaciéon puntual es llamada con-
tinua si cada punto estd en el dominio de un marco local orientado. De esta
manera podemos pensar que una orientaciéon de M es una orientacién continua
en cada punto.

Dada (U, ) una carta coordenada, diremos que estd positivamente orientada
si el marco local asociado ( 821») estd positivamente orientado, y negativamente
orientado si el marco local (%) estd negativamente orientado. De manera mas
general, una coleccion de cartas {(Uq, po)} esté consistentemente orientada si
para cada «, S, las funciones de transiciéon g o ¢! tienen el determinante de

la derivada positiva sobre todo ¢, (Uy NUg).

La siguiente proposicién nos brinda una perspectiva més préctica acerca de la
eleccion de una orientacion de una variedad, pues sélo depende de la interaccion
de las cartas en cada punto.

Proposicion 3.1.8. Sea M wariedad suave, supongamos que existe un atlas
suave {(Uq, 9a)} el cual consiste de una coleccion de cartas consistentemen-
te orientadas. Entonces existe una unica orientacion para M con la propiedad
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de que cada carta ¢, estd orientada. De manera contraria, si M estd orien-
tada entonces la coleccion de todas las cartas orientadas forman una cubierta
consitentemente orientada de M.

Demostracion. Consultar [6, Proposiciéon 10.3] O
Proposicion 3.1.9. Toda variedad compleja es orientable.

Demostracion. Dada A € C(n,n) tenemos que esta matriz tiene una matriz real
subyacente A € R(2n,2n) donde

A— ReA —ImA
" \ImA ReA,

de esta manera tenemos que det(A) = det(Re A +iTm A) - det(Re A —iTm A) =
| det(A)[* > 0.

Por lo tanto todo atlas suave {(U,, ¢o)} estd consistentemente orientado.

3.2. Orientaciéon con formas diferenciales.

Definicion 3.2.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F. Un p-tensor
en V' es una aplicacion p-lineal

a:Vx---xV —F.
—_———

p

Denotaremos por 3°(V) :={a:V x -+ xV — F | a es p-lineal} al conjunto
————

P
de todos los p-tensores en V.

Observacion 3.2.2. Bajo las operaciones usuales entre funciones p-lineales
con valores en F tenemos que 3P(V') es un espacio vectorial sobre F.

Definicion 3.2.3. Sea a € 37(V) y 8 € 39(V), se define el producto tensorial
de o y B como la aplicacion p + q-lineal

a®pB:Vx---xV-—F

P+q

tal que o @ B(V1, e, Up, Upti, ooy Uptq) = (U1, 0;Up) - B(Upg1, o Upgq)-

Observacion 3.2.4. El producto tensorial define una operacion bilineal

®: 37(V) x 39(V) — 37HI(V).
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Observacién 3.2.5. Sea {v1,...,v,} CV una base y {¢1,...,0n} C V* su base
dual, es bien sabido que {@i, @ --- @ @, : 1 <y, ... ip < iy} es base de 3P (V).
Asi, dim 37(V') = nP.

Definicién 3.2.6. Sea o € 3P (V). Se dice que a es alternante si
QUL oy Ugy ooy Uy oy Up) = — O UL, ey Uy ey Uiy ey Upp)

para 1 <i<j <p.
Definicion 3.2.7. Sea a € 3P(V). Se define el alternante de o como la aplica-
cion
Alt(a) : Vx---xV —F
———

p

dada por Alt(a)(uq,...,up) = 1%! > 8gn(0)a(Ug (1), s Ug(p)) donde S, es el
og€eS
grupo simétrico. ’

Denotaremos por AP(V) al conjunto de todos los p-tensores alternados en el
espacio vectorial V.

Observacion 3.2.8. Claramente AP(V') es un subespacio vectorial de 3P (V).
Mas aiin

Alt : 37(V) — 37(V)

define una transformacion lineal.

Observacion 3.2.9. Es bien sabido que el operador alternante cumple las si-
guiente propiedades

1. Sia € 37°(V), entonces Alt(a) € AP(V).
2. Siwe AP(V) entonces Alt(w) = w.

Definicién 3.2.10. Sean w € AP(V) yn € AY(V). Se define el producto exte-
rior de w y 1 como la aplicacion

wAn:Vx.-.-xV —F
—_———
p+q
dada por

(p+q)
plq!

(WA (UL, ooy Upy Upt 1y ooy Uppg) = Alt(w @) (Ut +vvy Upy Upt 1y +vs Upq)-

Observacion 3.2.11. Tenemos que el producto exterior define una aplicacion
bilineal entre los espacios de los tensores alternados

A AP(V) x AY(V) —s APFI(V).
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Observaciéon 3.2.12. Sea {v1,...,v,} C V base ordenada y {¢1,..,on} C V*
su base dual, tenemos que {p;, A--- AN, 21 <1y <iy <..<ip,<n} es base

de AP(V'). Asi, dim AP(V) = p!(;ip)"

El siguiente resultado nos permite establecer una relacion entre la orientabili-
dad de espacios vectoriales y la existencia de tensores alternantes distintos de
cero, el cual es un resultado de gran utilidad a la hora de abstraer todos los
conceptos anteriormente mencionados, dentro de la orientabilidad de variedades
suaves.

Proposicion 3.2.13. Sea V' un espacio vectorial sobre R de dimension n > 1
y supongamos que w es un elemento no cero de A™(V'). Entonces el conjunto de
bases ordenadas (e, ..., ey) tal que w(ey, ...,e,) > 0 es una orientacion para V.

Demostracion. Consultar [6, lemma 10.2] O

Observacion 3.2.14. Sea V' un espacio vectorial real orientado y w un n-tensor
alternado como en la proposicion anterior. Si la orientacion determinada por
w es la misma con la que carga el espacio vectorial V', diremos que w es un
n-tensor positivamente orientado.

Para poder definir el concepto de una forma diferencial, basta con abstraer las
definiciones anteriores sobre el espacio tangente a un punto de una variedad
suave.

Definicion 3.2.15. Sea M wariedad suave de dimensidn m con 6 sin frontera.
Una m-forma diferencial en M es una funcion

w: M — [ A™(T,M)
peEM

tal que w(p) € A™(T,M).

Observacion 3.2.16. Sea ¢ : U — WNM parametrizacion. Para cada u € U
tenemos una base candnica {%(u)7 ey ;T‘p(u)} de Ty M ; si denotamos por
{dz1(o(u)), ..., drm(p(u)} C (TpwyM)* su base dual, se tiene que para w €
Q1(M)

w(p(u)) = Yo i, (p(w)dz (o) A Ada, (p(u)

1<i1 <,y <ig<m

donde a;, .. .;, U —F conF=R 6 F=C.

Definicion 3.2.17. Diremos que una m-forma diferencial w es continua ¢ suave
siay,. . i, U—TF lo es respectivamente para todo 1 < i1 <, ..., < ig < m.
Denotaremos por Q™(M) al conjunto de las m-formas diferenciales suaves en

M.
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Observacion 3.2.18. El espacio [[ A™(T,M) se suele denotar por A" (M)
peEM

y viene con una proyeccion natural p : A™ (M) — M la cual lo dota de una
estructura de haz vectorial, conocido como el haz determinante. Asi, podemos
redefinir el concepto de forma diferencial como una seccion a este haz, por lo
que Q™ (M) adquiere una estructura de espacio vectorial, visto como secciones
globales del haz determinante.

Proposicion 3.2.19. Sea M variedad suave de dimenasionn > 1. Una n-forma
diferencial w € Q™*(M) que nunca se anula determina una dnica orientacion M
para la cual w estd positivamente orientada. Reciprocamente, si M tiene una
orientacion definida, entonces existe una n-forma diferencial suave en M que
nunca se anula y estd positivamente orientada en cada punto.

Demostracion. Consultar [6, Proposicion 10.4] O

3.2.1. Cohomologia de de Rham.

Para poder introducir los grupos de cohomologia de De Rham asociados a una
variedad suave, es necesario definir un operador d : Q% (M) — QFT1(M) tal que
d(dw) = 0 para todo w € QF(M). Este operador es llamado derivada exterior y
se puede construir teniendo en cuenta los marcos locales asociados a un sistema
coordenado. Primero construiremos el concepto de derivada exterior para 0-
formas y posteriormente extenderemos este concepto haciendo uso de la base
de A™(T,M), para poder obtener la regla de Leibniz para la derivada de un
producto exterior.

Sea M variedad suave de dimension m con 6 sin frontera, p € M y (U, ¢) carta
de p en M; dada {%(—j) 11 <4 < m} la base de T, M inducida por el sistema
coordenado, denotaremos por {dg;(p) : 1 < i < m} C (T,M)* su base dual.

Definicién 3.2.20. Sea M wariedad suave de dimensidn m con 6 sin frontera,
pe M, (U ) carta dep en M yn € Q°(U) se define la derivada exterior de n
como la 1-forma:

m

dn = Z ;Z dp;.

i=1 7t

Definicion 3.2.21. Sea M wvariedad suave de dimension m con ¢ sin frontera,
pe M, (U, ) carta dep en M yw € QI(U). Asi,

w = E a'il,...,iquOil A A d(piq.
1<i1<, .., <ig<m
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Se define la derivada exterior de w como la (¢ + 1)-forma

dw = Z d(as,,...i,)dpi, A+ Ndep;,

1<i1 <, ..., <ig<m.
m
MNaiy,..iy)
SR IR LR
1<01 <,y <g<m \i=1 Pi

Para simplificar la notacion se suele escribir

8@1
dw-Z(i 18 d<pl/\d<p1>

I

donde I recorre todas las p-tuplas de enteros 1 < i3 < ...
dpiy A== Ndey, .

AN d(piq> .

45

¢ S mydpr =

Lema 3.2.22. Sea M wvariedad suave de dimension m, (U, ) carta de w €

Q2(U), entonces d(dw) =0

Demostracion. Ya que

w:ZaIdgoI Y dw:z (Z gzld@ZAdQDI
7 ,

tenemos que

dgaj Adp; N der

oo

1j
[ 62a1
8%3% 8%8

»3
g

=0.

-dpj A d%} Ndpr

O

Observacion 3.2.23. Se puede demostrar que esta definicion no depende de la
eleccion del sistema coordenado. Mds en general, el siguiente resultado nos da
la unicidad con respecto a la definicion de la derivada exterior.

Teorema 3.2.24. Sobre cualquier variedad suave M de dimension m y para

todo k > 0, existe un tinico operador lineal d : QF (M) — Q¥+1(M) que satiface

las siguientes condiciones:

1. Si f es una funcion suave (0-forma), p € M y (U,p) es una carta de
p en M, entonces df es la diferencial de f definida en la base candnica

{%(—i):lgigm} de T, M por

o(32)-2
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2. Siwe QF(M) yne QM) entonces
dwAn) =dwAn+ (=1)Fw A dn.

3. Para cualquier k-forma w, tenemos que d(dw) = 0.

Demostracion. Consultar [6l Teorema 9.12]. O

Dada M variedad suave de dimensiéon m, debido a que d : QP (M) —s QPT1(M)
es un operador lineal, entre espacio vectoriales, tenemos que el nicleo y la imagen
de este operador definen subespacios vectoriales. Asi, definimos

ZP(M) = ker[d : QP(M) — QPTH(M)] = {p-formas cerradas}.

BP(M) = im[d : QP 1 (M) — QP(M)] = {p-formas exactas}.
Debido a que d? = 0, tenemos que BP(M) C ZP(M).
Definicion 3.2.25. Sea M variedad suave de dimension m, se define el p-ésimo
grupo de cohomologia de de Rham como

ZP(M)
HY (M) = ———=~.
dR( ) BP(M)
Nota : Llamarle grupo es tradicional, pero mds que ser un grupo, es un espacio
vectorial.

Observacion 3.2.26. Notemos que parap > dim M, Hi,(M) = 0 pues QF (M)
es cero en este caso.

Teorema 3.2.27. Sea M variedad suave de dimensidn n compacta, conexa y
no orientable. Entonces H}jp(M) =0

Demostracion. Consultar [6l Teorema 11.18]. O

3.2.2. Isomorfismo de de Rham.

Sea M variedad suave con o sin frontera y consideremos un p-simplejo en M,
o : AP — M, donde pensamos a AP incluido en R?. Decimos que o : AP — M
es un p-simplejo suave en M, si esta funciéon tiene una extension suave a alguna
vecindad abierta de AP en RP. El subgrupo de C'(AP, M) generado por todos los
simplejos suaves es denotado por C° (M) y es llamado el subgrupo de cadenas
suaves de dimension p; los elementos de este grupo son combinaciones lineales
finitas de simplejos suaves, los cuales son llamados cadenas suaves.

Ya que la frontera de un simplejo suave es una cadena suave, podemos definir el
p-ésimo grupo de homologia singular suave de M, como el grupo cociente:

. B ker[0 : Cp° (M) — Cp° (M)
Hy® (M) = im[0 : C3%, (M) — C5o(M)]”




3.3. R-ORIENTABILIDAD. 47

el cual es isomorfo a H,(M;Z) [0, Teorema 11.29]

Por otro lado, dado w una p-forma cerrada (dw = 0), y o un p-simplejo suave
en M, podemos definir la integral de w sobre o como

/w::/ o*w,
o AP

donde o*w denota el pullback de w a lo largo de de la funcién suave o : AP —
k
M. Asi, si ¢ = )_ ¢;o; es una p-cadena suave , la integral de w sobre c esta

i=1
k
/wzg /w.
¢ i=1" 71

Ahora, gracias al teorema de Stokes para cadenas [6l Teorema 11.31], es posible
definir un operador lineal J : HY,(M) — HP?(M;R) llamado homomorfismo
de de Rham, el cual esta dado de la siguiente manera:

Para cualquier [w] € HY (M) y [c] € Hy(M;Z) = H*(M)

JMMZA%

donde ¢ es cualquier representante de la clase [c]. Notemos que esta bien definido,
pues si ¢ es la frontera de una (p — 1)-cadena suave b, entonces

/w:/ w:/dw:O.
é b b

Si w es exacta (w = dn), entonces

/w:/dn:/ w =0,
¢ é ae

y claramente J es lineal. El homomorfismo J : HY (M) — HP(M;R) es un
isomorfismo. [6, Teorema 11.34].

definida como

3.3. R-orientabilidad.

A partir de este momento, M denotara una variedad suave de dimensién n con
n > 1y R un anillo conmutativo con unidad.

Lema 3.3.1. Para cualquier x € M

H,(M,M —{z};R) = R.
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Demostracion. Sea U una vecindad abierta de £ homeomorfa a una bola abierta
en R™, escindiendo el subconjunto cerrado M — U del abierto M — {z} tenemos
el siguiente isomorfismo:

H,(U,U — {z}; R) —— H,(M,M — {z}; R).

Ya que U es contraible, la sucesion exacta del par (U, U — {«}) nos proporciona
el siguiente isomorfismo

H,(U,U — {z};R) —— H,_1(U — {z}; R),

donde H,_1(U — {z}; R) = R pues U — {z} es homotopicamente equivalente a
Sl

O

Observacion 3.3.2. Considerando el caso especial n = 2, R = 7. Enton-
ces existen dos posibles elementos de Ho(M; M — {z};Z) =2 H,(U — {z};7Z)
que pueden generar este grupo ciclico infinito, los cuales correponden a recorrer
lazos basados en x en direcciones opuestas. Elegir uno de estos generadores,
corresponde intuitivamene a elegir una orientacion en el punto x.

Definicién 3.3.3. Una R-orientacion local de M en el punto x, es un generador
del R-modulo H,(M,M — {z}; R).

Lema 3.3.4 (Continuidad). Dado un elemento o, € H,,(M; M — {z}; R). En-
tonces existe una vecindad abierta U de x y o € H,(M,M — U;R) tal que
a, = jY(a) donde

jy : Ho(M,M = U; R) — Hn(M, M — {z}; R)

es el morfismo inducido por la inclusion (M, M —U) — (M, M — {x}).

Demostracion. Consultar [7, Lema 22.2]. O

Observacion 3.3.5. Este lema nos proporciona el hecho de poder obtener ele-
mentos o, € H,(M,M — {y}; R) para todo y € U, a partir de un elemento
dado o, tomando o, = jg(a). De esta manera podemos pensar qur todos los
elementos estdan relacionados, pues provienen de una misma «. Llamaremos a
«a una continuacion de o, en U.

Lema 3.3.6 (Coherencia). Toda vecindad W de x contiene una vecindad U de
x tal que para todo y € U, jg es un isomorfismo. (por lo tanto a, tiene una
dnica continuacion en U)

Demostracion. Consultar 7, Lema 22.4] O

Observacion 3.3.7. Debido al lema enterior, tenemos que si el elemento oy
genera a H,(M, M —{z}; R), entonces U y « pueden ser elegidos de tal manera
que oy, genera a Hy,(M, M — {y}; R) para todo y € U.
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Definicion 3.3.8. Dado un subespacio U C M. Un elemento o € H, (M, M —
U; R) tal que j(a) genera a H,(M,M — {y}; R) para cada y € U se llamard
un R-orientacion local de M a lo largo de U.

Notacién. Si V' C U son subespacios de M,
3 Hy(M,M —U;R) — H,(M,M —V;R)

denota el homomorfismo inducido por la inclusién. Si « es una R-orientacion
local a lo largo de U, entonces jg («) una R-orientacion a lo largo de V, ya que
para cualquier y € V,

Jy v ()] = 4,/ ().
Ahora procederemos a definir una R-orientacion global de M.

Definiciéon 3.3.9. Un sistema de R-orientacion es una coleccion {(U;, o) }ier
que cumple lo siguiente:

1. {U;}ier es una familia de subespacios abiertos los cuales cubren a M.

2. Cada o; € Hy(M,M — U;; R) es una R-orientacion local de M a lo largo
de U,L

3. Dado x € M, si x € U;NUj entonces j¥i (o) = o (crj); en este caso una
R-orientacion local es indistinta para cada punto = al definir o, = ¥ (cv;)
con x € Uj.

Definicion 3.3.10. Dado cualquier otro sistema de R-orientacion {(Vi, Br) ke
decimos que definen la misma R-orientacion si o, = B, para todo x € M. Asi,
una R-orientacion global de M estd definida como una clase de equivalencia
dentro de todos los sistemas de R-orientacion.

Definiciéon 3.3.11 (R-orientabilidad). Decimos que M es R-orientable, si ad-
mite una R-orientacion global.

Otra forma de definir una R-orientacién para una variedad suave es a partir
de vecindades compactas; tomando un generador oy, € H, (M, M — {z}; R) tal
que varfa continuamente para cada x € X, en el siguiente sentido. Para cada
x existe una vecindad compacta N y una clase ay € H,(M,M — N;R) tal
que jév(ozN) = oy, para cada y € N. Asi, podemos dar un analogo al lema de
coherencia en términos de vecindades compactas.

Teorema 3.3.12. Para cualquier variedad R-orientable M y cualquier compac-
to K C X hay una y sdlo una clase ax € Hy(M,M — K; R) la cual satistace
iE(ax) = ay para cada v € K.

Demostracion. Consultar [8 Teorema 20.8]. O

Definicion 3.3.13. Si M es una variedad compacta R-orientada, entonces hay
una y solo una [M] € H, (M; R) tal que M ([M]) es un generador de H,,(M; M—
{z}; R) para toda x € M. La clase [M] es llamada la clase fundamental de la
variedad M .
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Proposicion 3.3.14. Sea M una variedad suave compacta conexa. Asumamos
que para a € R, a # u y u unidad del anillo, ua = a implica que u = 1. Entonces

H,(M; R) = {R st M es R-orientable.
0 en otro caso.
Demostracion. Consultar [7, Corolario 22.8]. O

Teorema 3.3.15 (Dualidad de Poincaré). Si M es una variedad compacta de
dimension n > 1 y Z-orientable, entonces H'(M;Z) es isomorfo a H,_;(M;Z)
bajo la correspondencia a — a —~ [M].

Demostracion. Consultar 8 Teorema 20.9]. O

Observacion 3.3.16. El teorema de dualidad de Poincaré se puede definir de
manera mds general para variedades R-orientables no compactas [7, 26.6], ha-
ciendo uso de la cohomologia con soporte compacto Hi,,..(M) la cual es el

limite directo de los mddulos H' (M, M — K; R) donde K varia sobre el conjunto
dirigido de todos los subconjuntos compactos.

3.3.1. Cubrientes de Orientacion.

Sea M una variedad suave de dimension n, con n > 1, definimos el siguiente
conjunto

Mp = {a, € Hy(M,M — {2}; R) : x € M, es un generador},

el cual viene con una proyeccion canonica p : Mp — M, p(a,) = x.

Consideremos U una vecindad coordenada de M y ay € H,(M,M — U; R) un
generador. Entonces definimos

B(aU) ={a, € Mg :z €U, ay, :jg(aU)}

donde jV : H,(M,M — U;R) — H,(M,M — {z};R) es el homomorfismo
inducido por la inclusién. Estos conjuntos definen una base para una topologia
de Mp [7, p.162], para la cual p : Mp — M es un espacio cubriente, que consta
de m hojas donde m es el orden de R*(unidades de R).

Observacion 3.3.17. Notemos que una R-orientacion global para M, es equi-
valente a una seccion global s de p: Mr — M.

Proposicion 3.3.18. 5i M es conexa, entonces M es Z-orientable si y solo si
My, tiene dos componentes. En particular, si M es simplemente conexo, o mds
general si w1 (M) no tiene subgrupos de orden 2, entonces M es Z-orientable.

Demostracion. Consultar [4, Proposicion 3.25]. Esta proposicion nos dice que
una variedad conexa sélo tiene definidas dos orientaciones. O
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Debido a que H,,_1(M, M — {z};Z) = 0, tenemos por coeficientes universales
que

Hy(M, M —{z}; R) = Hp(M, M —{x};Z) ®z R,

por lo que es més facil dar una descripcion de Mg, pues cada r € R determina
un subcubriente

M, ={ta,®re H,(M,M —{z};R) : ap, € H,(M, M — {x};Z) genera}.

Si definimos en R la relaciéon r ~ s <= r € {+£s} la cual es una relacion de equi-
valencia, y consideramos J C R un subconjunto que contiene un representante
por cada clase de equivalencia, obtenemos My = 11 M,.

reJ
Observacion 3.3.19. Notemos que si r = —r, entonces M, es una copia de
M. Ahora sir # —r, entonces M, es una copia de My,

Debido a esta observacion tenemos los siguientes resultados:

1. Una variedad M que no es Z-orientable es R-orientable si y solo si R
contiene una unidad de orden 2, es decir 1 +1 =0en R

2. Por coeficientes universales, si una variedad M es Z-orientable, entonces
M es R-orientable para todo anillo R. Esto se debe a que si tenemos una
seccion s : M — MZ, podemos definir § : M —» Mpg de la siguiente
manera §(x) = s(z) ® u, con v una unidad del anillo.

3. Si R = Z/p, con p un primo distinto de 2, entonces todo elemento no
cero de Z/p es unidad. Asi una Z/p-orientacion de M corresponde a una
seccion global de p : My, /p — M, que sea compatible con una cubierta
dada para M. Por otro lado, ya que r # —r para todo r € Z/p*, una
seccion global de p : MZ /p — M solo puede existir, si existe una seccion
global de p : My —s M, sin embargo una de estas secciones globales de
p: My — M constituye una Z-orientacion. Por lo tanto concluimos que
Z/p-orientable implica Z-orientable.

Corolario 3.3.20. Sea M variedad suave de dimension n > 1, entonces
H,(M;Z/2) 2 7/2

Demostracion. Esto es consecuencia inmediata de la observaciéon anterior y la
proposicion [3.3.14] para el caso R =7Z/2 . O

3.3.2. Equivalencia.

A continuacién presentaremos un teorema que nos permite dar una relacion
entre todos los conceptos de orientabilidad mencionados hasta ahora.
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Teorema 3.3.21. Sea M wvariedad suave compacta con o sin frontera de di-
mension n > 1. Entonces M es Z-orientable si y solo si existe un atlas suave,
el cual consiste en una coleccion de cartas consistentemente orientadas.

Demostracion. Antes de proceder con la prueba, hagamos la siguiente observa-
cion.

Si suponemos que la variedad M es Z-orientable, tenemos que en particular M
es R-orientable, asi aplicando la Proposicién obtenemos que

R si M es Z-orientable.

H,(M;R) =
( ) {0 en otro caso.

~

Por otro lado, gracias al isomorfismo de de Rham tenemos que H}p(M) =
H™(M;R). Ahora, debido al Teorema de Coeficientes Universales para coefi-
cientes en un campo tenemos que H"(M;R) = Homg (H, (M;R),R).

Recordemos que para cualquier R-médulo N con R un anillo conmutativo con
unidad tenemos que Hompg (R, N) = N. Entonces por la observacion anterior
con respecto a H,(M;R) obtenemos que

Hip(M) =

R si M es Z-orientable.
0 en otro caso.

=) Procederemos por contrapositiva; si M no admite un atlas consistentemen-
te orientado, entonces por el Teorema obtenemos que Hj,(M) =0, lo
cual implica por la observacién anterior, que M no es Z-orientable. Asi, obte-
nemos que si M es Z-orientable entonces M admite un atlas consistentemente
orientado.

<) Si M admite un atlas consitentemente orientado, por la Proposicion
existe una n-forma p € Q"M que nunca se anula. Ya que p es una n-forma
cerrada por la observaciéon ésta pasa con una clase al cociente [u] €
H}p(M), la cual es distinta de cero, pues [,, p # 0 Asi Hj}p(M) # 0, con lo
cual podemos concluir debido a lo observado previamente, que Hjj(M) =R y
M es Z-orientable.

O

3.4. Orientabilidad de haces vectoriales.

Especificaremos la orientacién de un simplejo escogiendo algtin orden en los vér-
tices, asi nuestro concepto de orientacion se relaciona de la siguiente manera. Sea
>™ un n-simplejo encajado linealmente en un espacio vectorial V' de dimensiéon
n, cuyo conjuto de vértices {ag, a1, ..., a, } estd ordenado. Tomando el vector de
ap a a1 como primer vector de la base, el vector de a; a as como el segundo y
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asi sucesivamente, obtenemos una orientacién correspondiente para el espacio
vectorial V.

Notemos que la eleccién de una orientacion para V' induce una eleccién de uno
de los generadores del grupo de homologia singular H,(V,Vy;Z). En efecto,
consideremos A™ el n-simplejo estandar, con vértices canénicamente ordenados
y denotemos por Vj a los elementos distintos de cero de V. Escojamos algin
encaje lineal que preserve la orientacion o : A™ < V, el cual estd dado por
mandar el baricentro de A™ en el vector cero (y por lo tanto manda la frontera
de A™ en ;). Asi, o es un n-simplejo singular que representa un elemento en el
grupo de n-ciclos relativos Z,, (V, Vp; Z). La clase de homologia de este n-ciclo o es
ahora el generador preferido py para el grupo de homologia H,, (V, Vy; Z).

De manera similar el grupo de cohomologia H™(V,Vy;Z) tiene un generador
preferido el cual denotaremos por uy, y estd determinado por la identidad con
respecto al indice de Kronecker (uy, uy) = 1.

Definicion 3.4.1. Sea & un haz vectorial con fibras de dimension n > 0. Una
orientacion para & es una funcion que asigna una orientacion a cada fibra F de
&, sujeta a la siguiente condicion de compatibilidad local. Para cada punto by en
el espacio base existe una carta (U, p), conby € U y o : 71 (U) — U xR, tal
que para cada fibra F = 7=1(b) sobre U el isomorfismo @, : F — R™ preserva
la orientacion.

Observacion 3.4.2. Dado £ un haz vectorial, es fdacil mostrar que & es orien-
table si existe alguna eleccion de cubierta abierta con trivializaciones tales que
las funciones de transicion tienen determinante positivo.

Observacion 3.4.3. En términos de cohomologia, esto significa que para cada
fibra F' hay asignado un generador preferido up € H™(F, Fo;Z). La condicion de
compatibilidad local implica que para cada punto en el espacio base existe una
vecindad U y una clase de cohomologia uw € H™ (=1 (U), 7~ (U)o;Z), donde
7Y (U)o denota los elementos distintos de cero en 7= 1(U); tal que para cada
fibra sobre U la restriccion u € H"(F, Fo;Z) es igual a up.

(F,Fg)

Dado £ = (E, 7, B) un haz vectorial de rango n, es posible asociarle a B un haz
fibrado con fibra S™ de la siguiente manera:

Definimos E*® = ]_[B E; donde Ep = E, U {oo,} es la compactacion por un
pe
punto, donde claramente Ej = S™. De manera similar definimos la proyeccion

7* : E* — B de tal manera que 7°*(v) = 7(v) si v € E, y 7°(00,) = p.

Bajo esta construccién, es posible dar una secciéon s., : B — E* tal que
Seo(p) = 00p. Gracias a esta construccion es posible dar la siguiente defini-
cién

Definicion 3.4.4. Sea £ = (E,w, B) un haz vectorial de rango n, definimos el
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espacio de Thom asociado al haz vectorial & como el espacio cociente:

E.

Observacion 3.4.5. Se puede probar que el espacio de Thom se puede definir
equivalentemente de la siguiente manera:

D(E) A{(z,v) € Ey:|v]y <1}

S(E)  A{(z,v) € Ey :|v]y =1}

con g una métrica riemanniana. Denotemos por Eq el conjunto de todos los
elementos no cero de E, se puede probar que H,(Th(§);Z) = H,(E, Ey;Z).

Teorema 3.4.6. Sea £ un haz vectorial orientado de rango n con espacio to-
tal E. Entonces el grupo de cohomologia H'(E, Ey;Z) es cero para i < n, y
H™(E, Eo;Z) contiene una y solo una clase de cohomologia u cuya restriccion

Ul (g gy € H"(F,Fy;Z)
es igual al generador preferido up para cada fibra F de & Mds aun la co-
rrespondecia y — y — u transforma a H*(E;Z) de manera isomorfa sobre

H*"(E, Ey;Z) para cada entero k.

Demostracion. Consultar [8, Teorema 10.2] comparando con el teorema [8, Teo-
rema 10.1] para cohomologia con coeficientes en Z.

O

Observacion 3.4.7. En resumen, el teorema anterior nos asequra la existencia
de una clase u € H"(Th(§);Z) tal que *(u) genera a H"(E$;Z) = H"(S™Z)
para cada x en el espacio base de & donde i : S™ < Th(&) es la inclusion obvia.

La clase u € H*(Th(€);Z) es llamada la clase de Thom asociada al haz €.

Corolario 3.4.8. Sea { = (E, 7, B) haz vectorial orientado de rango n, debido a
que E es debilmente homotopicamente equivalente a B, tenemos por el teorema
anterior que para cada entero k el morfismo

¢: H¥(B;Z) — H""(E,Ey; Z).

dado por ¢(a)) = 7*(a)) Uu define un isomorfismo. Este isomorfismo es llamado
isomorfismo de Thom.

Retomando el concepto de orientabilidad con respecto a las cartas de un haz,
existe una relacion entre orientabilidad de haces vectoriales suaves y orientabili-
dad del espacio total y el espacio base, esto se puede expresar mas explicitamente
en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.4.9. Sea 7w : E — B un haz vectorial suave orientable de rango
n tal que B es una variedad suave orientable, entonces E es una variedad suave
orientable.
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Demostracion. Dada W, una cubierta trivializadora de B para el haz 7 : £ —
B, podemos refinar la cubierta a un atlas adecuado {Uy, ¢u }acr donde {Uq, }acr
es también una cubierta trivializadora para B.

Debido a que B es una variedad orientable, se puede escoger la cubierta tri-
vializadora {U,, @a}acr con trivializaciones tales que para cada a,8 € I con
Ua NUp # 0, y para todo z € ¢, (U, NUg) se tiene que

det(d(pp o ©5')z) > 0,

Similarmente, ya que m : E — B es un haz orientable, podemos considerar la
cubierta trivializadora con trivializaciones para cada abierto Uy;

o : TN (U,) — Uy x R™

tales que para cada o, 8 € I con U, NUpg # 0 y para todo p € U, NUp se tiene
que

det(gsa(p)) > 0,
donde gga(p) son las funciones de transicion del haz. (Obs. [3.4.2))

Definimos el siguiente atlas para F,
{Ua = Wil(Ua)ﬂéa = (pa X Idgn) 004}

donde @, : 7 1(Uy) — RPxR™ y b = dim B. Claramente es un homeomorfismo
pues es continua y tiene inversa continua ¢;' : R® x R" — 7-1(U,) la cual
esta dada por la composicion @51 := 05 o (o1 x Idgn). Méas atin, las funciones
de transicion para U, N Us # 0,

$p0@a" Pa(Ua NUs) — 5(Us N Up)
resultan ser difeomorfismos, pues estan dadas por

Pp o Pyt (u,v) = @05 o (93" x Idgn))(u, v)
= (0, (0 (), v))
= pp X Idrn (05(0, " (5" (1), 0)))
= op X Idpn (95" (1), gsa(pg ' (0)) (v))

= (pp o pa'(u), gsals " (u))(v)).

Asi , obtenemos

L (0 patu 0
d(@ﬁ © @al)(uvv) - ( 0 dg[ga(gpgl(u))v

donde dgga (¢4 (1))y = gpal(es'(u)) pues es un isomorfismo lineal.
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Por lo tanto, tenemos que para todo (u,v) € @a(Ua N U5)7

det(d(@s © G5 ") (uw) = det(d(p 0 95" u) - det(gpalg ' (1)) > 0

Asi, F es una variedad suave orientable.



Capitulo 4

Clases caracteristicas.

Como se mencion6 dentro de la introduccién de la tesis, la construccion de las
clases caracteristicas que se abordaré dentro de este capitulo no es la construc-
cion estandar. El desarrollo de esta construccion se basa en usar herramientas
geométricas, especificamente herramientas de transversalidad, las cuales a mi
parecer nos permiten tener una mayor intucion acerca del concepto que engloba
una clase caracteristica.

Recordemos que esta perpectiva acerca de las clases caracteristicas fue intro-
ducida y desarrollada por Marcelo Aguilar, José Luis Cisneros y Eduardo Frias
en [I], por lo que en este capitulo nos enfocaremos a desarrollar los detalles
pertinentes del articulo haciendo uso de los capitulos previos.

También se haran algunas correcciones a [Il, Teorema 11] referentes al axioma A/,
lo cual nos ayudara a tener una visién mas amplia acerca de las normalizaciones
de los axiomas de las clases caracteristicas.

Debido a que se trabajaréd con haces vectoriales reales y complejos, adoptaremos
las siguientes convenciones. Usaremos un parametro b que valdra 1 o 2, cuando
b = 1 denotaremos K7 = Zo y F = R, en el caso en que estemos trabajando
sobre haces vectoriales reales; cuando b = 2 denotaremos por Ko =Z y F =C
en el caso en que estemos trabajando sobre haces vectoriales complejos.

Sea G, (F"**) la variedad grassmanniana de la cual consta de todos los planos
n-dimensionales a través el origen del espacio coordenado F"** la cual es una
variedad suave compacta de dimension bnk [8, Lema 5.1]. Como un caso par-
ticular tenemos que FP™ = G1(F"*1), el cual consiste de todas las F-lineas en
F7+1 a través del origen.

Sea Y (F"+F) = {(I,v) € G,(F"**¥) x F*** . v € I} el n haz candnico sobre
G, (F"*%); para més detalles consultar |8, Lema 5.2]. Denotaremos por 7. el
haz canénico sobre FP™ el cual esta dado por 7} := 41 (F*+1).

o7
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Para cada n € N sea v(n) = bn — 1 y sea SU(™) la esfera de dimension real
v(n). Notemos que cuando F = R, S*®) = §% = {£1} y cuando F = C,
S =8t ={zecC:|z| =1}

Consideremos FP™ como el espacio de 6rbitas s*+ /s*@) donde ') ~ Sv(n+1)
por A - (z1,...;Tpy1) = (AZ1,...; AZpt1), v denotemos por [z] a los elementos
de FP™ con z € S*(™+1)_ Ahora consideremos que S*1) ~ Sv("+1) x F* por
A (z,v) = (Az, Av), definiremos un haz vectorial (" sobre FP" de la siguiente
manera:

1. El espacio total de (™ esta dado por E((") = s*C*™) x F*/s*® cuyos ele-
mentos los denoteremos por [z,v] donde z € SY("+1) y ¢ € T,

2. La proyeccion 7 : E((™) — FP™ esta dada por 7([z,v]) = [z].

Para mayor facilidad a la hora de trabajar con este haz, daremos la siguiente
caracterizaciéon en términos de una descomposicion de otros haces.

Lema 4.0.1. El haz (" es isomorfo a la suma de Whitney de n copias del haz
de lineas v} sobre FP™.

Demostracion. Debido a la contruccién de la suma de Whitney, tenemos que
para el producto de n factores del haz ~} sobre FP™ obtenemos que A% (y} x -
xyh)y2ql @ @4l por lo que basta mostrar que A% (yL x - x L) =2 E(¢M).

~

Por [2, Proposicion 7.7.1] tenemos que 7. = s*+) xF/s*® donde S*M)
Sv(H) S F por A - (z,v) = (Az, ) con A € S*W .z € §*+D | por lo que
denotamos por [z, v] a los elementos de v.}. De esta manera es posible definir un
morfismo de haces f : E(¢") — A% (y} x---x~}) tal que el siguiente diagrama
conmuta

1 T2 1 1
X X Yp) Y X XYy,

J{ﬂ'l R J{ir
FP? ————— FP" x --- x FP"
donde A([x,v1,...,v,]) = ([z,v1], ..., [£,v,]) y el morfismo f esta definido a nivel
de fibras como f([z,v1,...,v,]) = ([], [z, v1], ..., [2,v5]), €]l cual resulta ser un
isomorfismo pues su inversa f=!: A, (v} x -+ x yl) — E((™") esta dada por
FHEL [y, wil, ooy [y, wa)) = [2, w1, wn).

Por lo tanto v} @ - - - @ v} = E(¢).
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4.1. Axiomas para las clases caracteristicas.

Denotaremos por g,, al generador canénico de H®"(FP™; K3), el cual esta dado
por el dual de Kronecker de la clase fundamental de FP™. Para el caso CP",
este estd dado por la orientacién canoénica.

Consideremos las clases caracteristicas como clases en el anillo de cohomologia
H*(B; Kp) asociadas a cualquier F-haz vectorial £ sobre un espacio topologico
B, las cuales satisfacen los siguientes axiomas:

A;. Para cada haz vectorial { de rango n existe una sucesion de clases de
cohomologia cl; (&) € HY(B; Ky), i =0,1,2, ... tal que clo(&) =1y cl;(€) =0 si
> n.

A,. Si f: B’ — B es una funcién continua entonces
cli(f7(§)) = f(cli(€))

Aj. Si £y n son haces vectoriales sobre B entonces

i

cli(€@n) =Y cli(&) — clij(n).

Jj=0

A4. Para el haz canénico v sobre FP!

ci(v1) = g1 € H'(FP; Ky)

La suma cl(§) = 14+ cl1(§) + ... + ¢l (&) € H*(B; Kp) es la clase caracteristica
total asociada al haz &.

En nuestra construcciéon de clases caracteristicas se probaran los axiomas Aj,
A donde en primera instancia sustituiremos Ag y A4 por axiomas As’ vy A4/,
mostrando posteriormente que los cojuntos de axiomas {Aj, Az, Az, As} y
{A1, Az, A3', A4’} son equivalentes.

A3’ Sea ¢ el haz producto de rango k, entonces

Cli(¢ ™) = CLi(%).

A4'. Sea (" el n-haz canénico sobre FP™, entonces
Cln (™) = gn € H™(FP™; Kp).
Denotemos por cl;(§) a las clases que satisfacen el conjunto de axiomas {A1q,

Ao, Aj, Ayt y por Cl;(€) a las clases que satisfacen el conjunto de axiomas
{Ala A—27 A3/7 A4l}-
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De acuerdo a estos conjuntos de axiomas tenemos una normalizacién con res-
pecto al axioma A,’, pero hay una normalizacién alternativa que también se
usa; si consideramos una nueva clase caracteristica Cl; (&) asociada al haz ¢ la
cual cumple el conjunto de axiomas {A1, Az, As’, A"} donde A," estd dado
por:

A4”. Sea (™ el n-haz canénico sobre FP", entonces
Cln(¢") = (—1)"g, € H™(FP"; Ky),

podemos observar que para todo haz vectorial £, CI,,(€) = (—=1)"Cl,(€) lo cual
nos permite observar la equivalencia entre A4” y A4’. De igual manera se puede
hablar de una normalizacion para las clases cl;(£). Esta convencion de signo es
de utilidad dentro de la geometria algebraica a la hora de calcular la clase ca-
racteristica para el haz Oppn (d) sobre FP", cuyas funciones de transicion estan
esencialmente determinadas por d; pues bajo esta normalizacién tenemos que
Cl;(Opn (d)) = dg; € HY(P", K;) donde g; € HY(P", K}) denota un generador
fijo de antemano de H" (P", K3).

Para haces vectoriales reales cl;(§) son las clases de Stiefel-Whitney w;(¢). Para
haces vectoriales complejos las clases cl;(£) son las clases de Chern ¢;(§).

4.2. Morfismos genéricos.

Dentro de esta secciéon introduciremos el concepto de morfismo genérico entre
dos haces vectoriales dado por MacPherson [9], el cual sera de gran utilidad
para préximas construcciones.

Para cada una de las contrucciones a realizar, sean 7 :( — M y p: & — M
F-haces vectoriales suaves de rango n y m respectivamente sobre una variedad
suave M.

Consideremos el haz de morfismos entre ¢ y &, 7 : Homp((, &) — M; notemos
que dado h : ¢ — & un morfismo suave de haces, éste determina una seccion
suave s, : M — Homp((,&) dada por s,(p) = hy, donde hy, : (, — &, es la
transformacién inducida en fibras sobre p por el morfismo h.

Ahora tomemos los productos fibrados de ¢ por # y & por 7
7*¢ = {(f,2) € Homg(¢, &) x ¢ : 7(f) = 7(2)}
7§ = {(g,¢) € Homp((,§) x £ : 7(g) = ple)}
cuyas fibras sobre v € Homp (¢, €) estan dadas por:
(7 Qo = {(f,2) € T*C: m(f, 2) = v}
(7w = {(g.¢) € 7€ : T1(g, €) = v}

M|
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donde 71, 71 denotan las respectivas proyecciones en el primer factor. Notemos
que (7*¢)v = (z(v); Pues podemos dar una transformacion lineal

At ey — (B
I — (v,1)
la cual es un isomorfismo, pues tiene una inversa
A5 (7°C)y — Ga) (0,2) — 2

Haciendo la misma observacion tenemos que (7*¢), = &#(v)- De acuerdo a esto,
podemos introducir de manera natural la siguiente definicion.

Definicion 4.2.1. Llamaremos morfismo tautdlogico T al morfismo de haces
sobre el espacio Homp((, &) el cual va de 7*¢ a T cuya restriccion en las fibras
sobre v € Homp((, €) es identicamente v, considerado como una transformacion
lineal de Cz(vy @ &z(v)-

T — T
v="Ty: (TC)y — (T*E)y

Ahora, dado un morfismo de haces suaves h : { — & sobre una variedad
suave M, éste induce una particion de la variedad dada por subconjuntos de
“singularidad”

Zj(h) ={z € M : dimpker h, = j} 0 < j <rango(.

Recordemos que un haz fibrado suave es similar a un haz vectorial suave pero sin
estructura de espacio vectorial en las fibras; se pide que las funciones de transi-
cion sean difeomorfismos en cada fibra sin pedir que éstos sean lineales.

Proposicion 4.2.2. Sea 7 : 7*( — 7*& el morfismo tautoldgico sobre el haz de
morfismos Homg((, &), entonces cada conjunto de singularidad Z;(T) es un sub-
haz fibrado de Homg((,&) con fibra Z;(T), = {v € Homg((s, &) : dimpkerv =

J}-

Demostracion. Recordemos que dadas cubiertas trivializadoras tanto para ¢ co-
mo para &, podemos obtener una cubierta trivializadora comin la cual nos per-
mitira definir un atlas para Homg((, §). Sean (U, ¢a)acr, (Ua, Ya)acr atlas sua-
ves para ( y £ respectivamente. Definimos ahora un atlas suave para Homp((, &)
dado por (Uy, ¢a)acs donde

Yo : TN (Us) — Uy x Homp((y, &x)
fo — (@, %a, f205)),

la cual es suave, y su inversa esta dada por
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@' Us x Homg (Cyy &) — 71 (Ua)

(z,9) — V3 9%a,

que de igual forma es suave.

Observemos que para cada v € Z;(7), tenemos que dimgpimv = n — j. En
consecuencia de la contrucciéon anterior; para cada x € M existe una carta del
haz de morfismos (Uy, ¢a) tal que o (771 (Us) N Zj(7)) = Uy X Fymj(m,n) C
Uy x F(m,n) donde F,,_;(m,n) denota las matrices de m por n de rango n — j
sobre F y F(m,n) denota las matrices de m por n sobre F.

Por lo tanto (Z;(7), 7 | z,(r), M) es un subhaz fibrado de (Homg((,§), 7, M).
O

Observacion 4.2.3. Notemos que (Z;(7),% |z,(r), M) no es un subhaz vec-
torial de (Homp(¢,&), 7, M), pues F,,_;(m,n) no es un subespacio vectorial de
F(m,n) ya que no es cerrado bajo la resta.

Lema 4.2.4. Sea F(m,n) el espacio vectorial de las matrices de m X n con
entradas en F y sea F.(m,n) el subconjunto de las m x n- matrices de rango
r con r < min{m,n}, entonces F,.(m,n) es una subvariedad de F(m,n) de
F-codimension (m —r)(n —r).

Demostracion. Sea X € F,.(m,n). Mediante un cambio de renglones y colum-
nas, podemos suponer que

Ao Bo
X =
0 (Co Do)
con det(Ag) #0, By € F(r,n—1), Co € F(m —r,r) y Do € F(m —r,n —r).

Consideremos la siguiente funciéon

F(m,n) =% F(r,r) <% F

(é g) — A det(A)

la cual es suave, en particular continua. Asf, V = (detom;) 1 (R \ {0}) es una
vecindad abierta de Xy en F(m,n).

Por otro lado, consideremos

X = (‘g g) € F(m,n),
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con las mismas condiciones que en Xy, entonces bajo un arreglo de renglones y
columnas tenemos

A B I A°'B I A1B
C D C D 0 D-—CA™'B
Asi podemos definir la funcién g : V.C F(m,n) — F(m — r,n — r);

A B 1
(C D)HD—CA B

la cual es suave y g~ 1(0) = V NF,.(m,n).

Por ultimo, veamos que g es una sumersion. Sea

X = (g lB)) € g1(0)

Probaremos que Dg(X) : F(m,n) — F(m — r,n — r) es suprayectiva. Sea
EcF(m—r,n—r)yseaa:R— F(m,n) tal que

aﬁ(é Dfm)

la cual es suave y a(0) = X. Ademas (go a)(t) = D +tE — CA™!'B, la cual
es diferenciable y (g o @)’(0) = E. Por otra parte (g o «)’(0) = D[g o a](0) =

Dyg(a(0)(’(0)) con
/ 0 0
o' (0) = ( 0 E) .

Asi, Dg(x) es supreyectiva y por consiguiente F,.(m, n) es una subvariedad suave
de F-dimension r(m-+n—r) y por lo tanto de F-codimension igual a mn —r(m-+
n—r)=m-—r)(n—r). O

Teniendo en cuenta que Z;(7), = {v € F(m,n) : dimpimv = n — j}, tenemos
por el resultado anterior que Z;(7), C Homp((;,&;) es una subvariedad de
R-codimension b(m — (n — j))(n — (n — j)) = bj(m — n + j).

Teorema 4.2.5. El subconjunto de singularidad Z;(T7) C Homg((,§) es una
subvariedad tal que codr(Z;(T)) =bj(m —n+ 7).

Demostracion. Sea v € Z;(T) entonces existe U, vecindad trivializadora tal que
z=7(v) e U, C M.

Denotemos por 71 (U,) = Homg((, €) |y, . Sabemos que existe un difeomorfis-
mo

Homg (¢, €) |u, =+ Ua x F(m,n)
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tal que @q(v) = (2,00, cvo ¢ ) € Uy x Zj(7)y con (Ua, ¢a) y (Ua,?q) cartas
de ( y & respectivamente; ya que Z;(7), es subvariedad de Homp((s, ¢, ), existen
W C Homgp((y, &) vecindad abierta de t,, ov o qb;j y g : W — Feodr(Z5(7)z)
sumersion con g~1(0) = W N Z;(1) .

Sea V = ¢ 1 (Us x W), la cual es una vecindad abierta de v en Homp((, &).
Definimos § : V. — Fd(Zi(7) como § := gomy 0@, con 7y la proyeccion en el
segundo factor; notemos que § es una sumersion pues es la composiciéon de un
difeomorfismo con dos sumersiones. Ademaés se tiene que

§7H0) = gt (m3 (97H(0)))

= o (m (W N Zj(7)a))

=0 ({(#,0) €eUs x W : 0 € WN Zj(1)2})

={0 €V 1, 0Vogl €WNZi(1).}

=VnZr).
Por lo tanto obtenemos que Z;(7) C Homg((,&) es una subvariedad donde
codr(Z;(1)) = bj(m —n+ j).

O

Claramente Z; () esta contenido en la adherencia de Z;(7), por lo que

Zj(m) = U Zi(7),
1>j
y de hecho, se puede probar que los subconjuntos Z;(7) con | > j forman una
estratificacion de Whitney de Z;(7). Para mas informacién y detalle acerca de
estratificaciones de Whitney, el lector puede consultar [I0, Capitulo 1].

Gracias a las observaciones anteriores, ahora podemos introducir la nocién de
morfismo genérico entre dos haces vectoriales.

Definiciéon 4.2.6 (Morfismo genérico). Sean ¢ y £ F-haces vectoriales suaves
sobre una variedad suave M. Un morfismo de haces h : { — £ es llamado
genérico si la correspondiente seccion s, : M — Homp((,§) con sp(p) = hy,
es transversal a todas las subvariedades Z;(T).

Observacion 4.2.7. La existencia de morfismos genéricos entre F-haces vec-
toriales es un caso particular del Teorema[2.2.6, pues si abstraemos esta nocion
para el haz 7 : Homp((, &) — M, podemos encontrar una seccion s : M —
Homp (¢, &) tal que s Z;(1) para toda j. Debido a esto, definimos el morfismo
genérico h : ( — & como aquel cuya restriccion en las fibras hy, : ¢ — &, estd
dado por hy, = s(p).

Proposicion 4.2.8. Sean ¢ y £ F-haces vectoriales suaves de rango n y m
respectivamente sobre una variedad suave M. Si h : { — & es un morfismo
genérico sobre M, entonces Z;(h) es una subvariedad de M donde codr(Z;(h)) =
bj(m —n +j).
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Demostracion. Sea sy, la seccion de Homp((, €) correspondiente a h. Entonces
;1 (Z;(1)) = {p € M : dimker,,(,) = j} = {p € M : dimker by, = j} = Z;(h).
Por lo tanto ya que s, M Z;(h), Z;(h) es una subvariedad de M tal que
codr(sy, ' (Z;(7))) = codr(Z;(r)) = bj(m — n + j)

O

4.3. La variedad Z(h).

Sea £ un F-haz vectorial suave de rango n sobre una variedad suave cerrada M
de dimension m. También asumamos que la variedad M es Kj-orientable, donde
recordemos que para b= 1, K1 = Zs y para b =2, Ky = Z.

Sea h : e¥ — &€ un morfismo de haces del haz producto €* de rango k al haz €.
Definamos

Z(h) ={(z,L) € M x FP*': {z} x L C ker h,}
Z°(h) ={(z,L) € Z(h) : {z} x L =kerh,}.

Proposicion 4.3.1. El subconjunto Z°(h) es abierto en Z(h).

Demostracion. Veamos que Z;(h) es abierto en Z;(h). Sea Ap, la matriz aso-
ciada a la transformacion lineal h, : e¥ — &,. Sea x € Z1(h); podemos hacer
un cambio de renglones y columnas de tal manera que la matriz asociada a h,

sea de la forma
AO BO
A =
e ( Co Do)

donde Ag € F(k — 1,k — 1) y det(Ag) # 0.

Consideremos la siguiente funcién

M 2 Bl k) T Fk— 1,k —1) &4 F

x— Ap, — Ag — det(Ap)

la cual es continua.

Definamos V' = (det omy o S;)7L(F \ {0}), entonces V es una vecindad abierta
de x en M. Asi definamos W = Z;(h) NV, entonces z € W C Zy(h).

Por lo tanto Z; (h) es abierto en Z;(h). Ahora consideremos 7 : Z(h) — Zy(h)
la proyeccion en el primer factor la cual es continua. Por lo tanto 7= (Z1(h)) =
Z°(h) es abierto en Z(h).
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O

Sea 7 : Homp(g¥,£) — M, el haz de morfimos de ¥ a ¢ y consideremos 7 el
haz tautolégico sobre Homp(e¥, £); claramente

Z(t) = {(f,L) € Homp(e", &) x FP*~1 : {#(f)} x L C ker fa(s)}
pues en primera instancia

Z(T) = {(f,L) € Homp(c¥, &) x FP*=1: {f} x L C ker7s} y (f,e) €kertysiy
solo si e = (7(f), L) € ker fx(y).

Proposicion 4.3.2. Sea ¢ : Homp(e¥, &) x FP*~1 — Homg(e*, ) la proyec-
cion en el primer factor. Entonces

1. §(Z(r)) = Zi(7).

2. Z(7) es una subvariedad de Homp(g¥, €) x FP*~1 de codimension real bn.

Demostracion. 1. C) Sea (f,L) € Z(r), entonces {n(f)} x L C ker Tr(f)s
ahora ya que {m(f)} x L # Gsk(f) tenemos dimg ker fr(py =1 > 1, por lo

tanto f € Zy(7).

D) Sea f € Zi(7), por lo que dimker fr(s) > 1. Asi ker fr(y) contiene al
menos una linea L, por lo tanto (f,L) € Z(T) yo(f,L)=f.

2. Consideremos 7 : Homp(e¥, &) — M el haz de morfismos de ¥ a & sobre
My~} ;= {(l,v) € FP*~1xF* : v € I} el haz de lineas sobre FP*~1. Da-
da la proyeccion en el primer factor 1 : Homg(e¥, &) x FP*~1 — FPF-1,
denotemos por g1 = n*(vi_;) = {(f, L,v) € Homp(e", &) x FP*~1 x F* .
ve L}

Sea ¢ = p*7*(£); tomemos p : Homp(e1,¢’) — Homp(e¥, &) x FPE~1 el
haz de morfismos de £; a & sobre Homg(g¥,¢) x FP*~! y definamos la
funcién

Y : Homp(e¥, €) x FP*~1 — Homp(ey, ¢)

dada por ¥(f, L) = f|, donde f|, es la restriccién a la linea L, la cual es
suave y esta bien definida pues

§iny = @ T () = (7)) = &xip)
€10 = (i) (r) = (h_1) = L.

Notemos que v es una secciéon de p. En efecto, sea (f, L) € Homp(eF, €) x
FP*~1 entonces f |, la podemos pensar como una transformaciéon entre las

fibras fzf)L) Y €141y, Por lo que obtenemos p(¢(f, L)) = (f, L).
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Ahora, para cada (f, L) € Z(7) tenemos que {m(f)} x L C ker f=(p) lo que
implica que f), : L — &y es la constante 0; con lo cual llegamos a que
Z(7) es el conjunto de ceros de 1.

Asi Z(1) = ¢~ (im Sp) donde Sy : Homg (¥, &) x F¥~1 — Homg(e1,£’)

denota la seccién cero.

Para mostrar que Z(7) es subvariedad de Homp(£", £) xF*~! basta mostrar

que ¢ M (im Sp).

Para esto, basta dar una representacién coordenada de v en términos de
abiertos trivializadores en cada punto (f, L) € Homg(e¥, ¢) x FPF—1.

Sea (f,L) € Homp(e", ¢) x FP*~! entonces existe U C M abierto tal
que 7(f) € U y Homg(e*,€)), = U x F(n, k), de esta manera tenemos
€, = U x F". Por otro lado consideremos V' C FP*~! una vecindad
abierta de L tal que ’Y;th =2V x F, asi podemos suponer que el abier-

to 77 1(U) x V' C Homg(e*, &) x FP*~1 trivializa a Homp(s1,¢'), esto
es Homp(e1,£)) =~ 7-YU) x V x F(n, 1), pues dadas cubiertas

r—L(U)xVv
trivializadoras para los haces £ y 'y,i_l, podemos obtener cubiertas tri-
vializadoras £’ y €1 y posteriormente obtener una cubierta trivializadora
comun, para obtener una cubierta trivializadora para Homg(e1, ).

0
Considerando el isomorfismo v ; = {L} x F, definimos vy, := 6(1)
L
donde vy, lo podemos pensar como un vector columna. Notemos que f|, €
Homp(eq, fl)lrl(u)xv’ pues tenemos la siguiente descomposicién

A1y = 1 Homy(L, &)
(f,.L)er—1(U)xV

Asi, dada f € 7#71(U) C Homp(e", &), tenemos que (7(f),As) € U x
F(n, k) donde Ay es la matriz asociada a la trasformacion fz(s). De esta
manera f|, € HomlF(Ehfl)L,;—l(U)XV esta representado como una terna
(f,L,vf) € @1 (U) x V x F(n,1) con vy = Apvr, € F(n,1); por lo que
obtenemos una representacion de ¥ en términos de abiertos trivializadores
de la siguiente forma

Homp(e1,¢'),

7 Y U)XV — 7 Y U) x V x F(n, 1)
(faL) — (faLavf) .

Ahora, definamos la funcion ¢ 7Y U) x V. — F(n, 1) tal que

—Lu)yxv

wl%*l((})xv (f, L) = vy. Sin perdida de la generalidad podemos suponer que

wlf’r—l(U)xV

V c FP*~! también es una vecindad trivializadora para 71&1 alrededor

de L, esto es ’V;iilw =~V x F¥=1, por lo que obtenemos un isomorfismo
A

(vp) ®F*~ = F* donde (vp) es el generado por vr; con lo cual podemos

dar una expresion explicita de la derivada de | de la siguiente
manera:

—-Lw)yxv’
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Sea (H,h) € F(n, k) x F¥=1 = T, 1) (771 (U) x V), entonces
ds,1)(H,h) = Hop, + ApA(h),

donde di(s,1) : F(n, k) x F*~! — F(n, 1) resulta ser supreyectiva, ya que
dado (a1, aq,...,a,) € F(n,1), podemos considerar h = 0,

w0 0

0 2 ... 0
H=/{( .

0 0 on

y vr = (v1,02,...,vn); por lo que Hup, 4+ AfA(h) = (an, ...an).
Por lo tanto tenemos que

dysr) : F(n, k) x F¥' — F(n, k) x F*~' x F(n, 1)
esta dada por di(,ry(H, h) = (H, h, Hvup, + AfA(h)).

Finalmente dado (f,L) € Z(T) tal que f|, = 0, consideremos (p,q,r) €
Ty (s, Homp(e1,&’), entonces por lo anterior, existe (H,h) € F(n, k) x
FF—1 tal que dvs,1y(H,h) = (H,h,r), por lo que

dip(s.0y(H,h) 4+ (p — H,q — h,0) = (p,q,7),

donde (p—H, q—h,0) € Ty (s 1)) (im Sp) pues im Sy = F(n, k) xFF=1x {0}.
Por lo tanto ¢ M im Sy y por consiguiente ¢~ (imSp) = Z(7) es una
subvariedad de Homp(e¥, £) x FP*~1 tal que codg(Z(7)) = codg(im Sp) =
b(dimp(Homg(£1,&"))) = bn.

O

Proposicion 4.3.3. Sea h : ek — € un morfismo de haces genérico. Entonces
Z(h) es una subvariedad compacta de M x FP*=1 de dimension m+b(k—n—1).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Homgp(e*, ¢) x FPk—1 AN Homp(e*, €)

e | ]

MxFpk-t — ¢ s\

donde 7 : Homp(*, &) — M es el haz de morfismos de ¥ a ¢ sobre M, ¢ y
o son las correspondientes proyecciones al primer factor, s, es la seccion de 7
correspondiente al morfismo h y §j, es la seccién dada por s, = s, X Id.

Sea 7 el morfismo tautologico sobre Homp(£¥, €),
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HomF(ek, f)

claramente Z(h) = &, *(Z(7)); 5, (Z(1)) = {(z,L) € M x FPE=1: 5, (2, L) €
Z(r)} = {(z,L) € M x FP*=' : (h,,L) € Z(1)} = {(z,L) € M x FP*! .
{x} x L C ker h, }. Por lo que basta checar que 3, M Z(7), lo cual tiene sentido
pues Z(7) es una subvariedad de Homp(e*, £) x FPF-1,

Sea (x, L) € Z(h), haciendo uso de la Propocisiénm tenemos que §p,(z, L) =
(hy, L) € Z(7) con h, € Z;(t) para j > 1; de donde tenemos que

AP, 1)(Th, Z;(T) x TLFPRY) =Ty, Z;(7) C dpgn, 1y (Tny Z(1)).  (4.1)

Por otro lado,

ddn, ,,(ToeM ® TLFPF 1) @ Ty, 1) Z(7)
= dShT(TmM) S¥) dIdL (TLFPkil) S¥) T(hm,L)Z(T)
= dsp, (ToM) & TLFEPE Y @ dpg, 1) (Thy 1) Z(1)) @ A, 1) (Tin, 1) Z(T))

donde <£ : Homp(g¥, £) x FP*¥~1 — FPk~1 es la proyeccion en el segundo factor.

Pory usando el hecho de que d(lg(hw,L)(T(hw,L)Z(T)) C TFP*=1 tenemos que
dspo(ToM) & TLFP* ' @ Ty, Z;(7) C dsp,, ,,(TueM & TLFP* 1) @ Tih,.1)Z(7).

Debido a que h es genérico, sj, es transversal a Z;(7) para toda j, por lo que
dsne (TuM) & Ty, Zj (1) = T),, Homg(e*, ). Por lo tanto

Ty, Homg (e, &) @ TLFP*1 C sy, ,, (ToM & TLFP*Y) & Ty, 1) Z(7).

Ya que la otra inclusion es trivial, 3, M Z(r). Entonces Z(h) = 5, '(Z(1)) es
una subvariedad de M x FP*~! tal que dimg Z(h) = dimg(M x FP*"!) —
codg(Z(h)) = dimg(M x FP*~1) —codg(Z(7)) = m+b(k—1) —bn = m+b(k—
1—n).

Para concluir, ya que Z(1) = 1~ (im Sp), tenemos que es cerrado, lo cual implica
que Z(h) es cerrado en M x FP¥~1 y por lo tanto compacto.

O

Proposicion 4.3.4. La variedad Z(h) es Ky-orientable. Por lo tanto ésta tiene
una clase fundamental [Z(h)] € Hp,qp(e—n—1)(Z(h); Ky).
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Demostracion. Cuando b = 1, toda variedad es Zq-orientable y ya que Z(h) es
una variedad compacta, ésta tiene una clase fundamental.

Para b = 2, haremos uso de la Proposicién Si €* y & son haces vecto-
riales complejos, entonces estos tienen una orientaciéon canoénica, por lo tanto
Homp (¥, €) tiene una orientacion canénica como haz vectorial. Ahora ya que M
es una variedad Z-orientable por hipotesis entonces Homp(e¥, €) es una variedad
Z-orientable. Mas atin, ya que el haz Homp(g1,&’) es un haz vectorial complejo,
éste también tiene una orientaciéon canénica y debido a que Homp (¥, £) x FPF~1
es una variedad Z-orientable, Homp (g1, &) es también una variedad Z-orientable.

Notemos que la seccion cero del haz Homp(g1,£’) es una variedad Z-orientable
siendo difeomorfa a Homp(e¥,¢) x FP*~1 asi Z(7) es también una variedad
Z-orientable, pues es la imagen inversa de la seccion bajo la secciéon transversal

.
Por lo tanto, si el morfismo de haces h : ek — ¢ es genérico, 5, M Z(7) lo cual
implica que Z(h) = 3, '(Z(7)) es una variedad Z-orientable por [IT} p.101].

O

Proposicion 4.3.5. Sea ¢ : Z(l}) — M la proyeccion en el primer factor.
Entonces ¢ es propia y mapea a Z°(h) de manera difeomorfa en Zi(h).

Demostracion. Debido a que Z (h) es compacto y M es Hausdorff, tenemos que
¢ : Z(h) — M es propia y cerrada. Por otro lado, claramente ¢(Z(h)) = Z1(h),
por lo que la correstriccion ¢ : Z(h) — Z1(h) es cerrada y suprayectiva.

Ahora, observemos que
¢~ (Z1(h)) = {(x,L) € Z(h) : ker hy = L} = Z°(h),

entonces para cada x € Z;(h) tenemos que dim ker h,, = 1, por lo que « tiene una
sola preimagen en Z°(h), lo cual implica que la restriccion ¢ : Z°(h) — Z;(h)
es inyectiva. Asi, ya que ¢(Z°(h)) = Z;(h) tenemos que ¢ : Z°(h) — Z,(h) es
continua, biyectiva y cerrada, por consiguiente es un homeomorfismo.

Debido a que Z°(h) es abierto en Z(h), tenemos que Z"(l}) es una variedad
suave, lo cual implica que la restriccon y correstriccion ¢ : Z°(h) — Z1(h) es
un difeomorfismo.

O

4.4. Definicion de las clases CI;(§).

Dentro de esta seccién, introduciremos la definicion de clase caracteristica en
términos de la clase fundamental de la variedad Z (h), la cual existe por la
proposicién Antes de definir las clases carateristicas, haremos uso de los
siguientes resultados.
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Lema 4.4.1. Sean M y M’ dos variedades suaves cerradas Ky-orientables y sea
Z una subvariedad cerrada de M, Ky-orientable. Sea f : M' — M una funcion
suave tal que f M Z y sea Z' = f~Y(Z). Denotemos por i y j las inclusiones
de Z y Z' en M y M’ respectivamente. Si [Z] y [Z'] son las correspondientes
clases fundamentales de Z y Z', entonces j.([Z']) = Dy o f* o Dy}t 0il([Z])
donde Dyr y Dy denotan los isomorfismos de dualidad de Poincaré en M y
M’ respectivamente.

Demostracion. Debido a [I1], p. 101], tenemos que si f es transversal a Z enton-
ces Z' es Kp-orientable como subvariedad de M’. Sea dim M = m, dim M’ = m/,
dimZ =r ydimZ' = r'; ya que Z y Z’' tienen la misma codimension, por el
Teorema [2.2.5], sea g =m —r =m' — /.

Sea v el haz normal de Z en M, el cual esta orientado de tal manera que v T Z
es isomorfo a T'M|, preservando la orientaciéon. Sea v’ el haz normal de Z’ en
M’, notemos que v/ = f*v pues en cada p € Z’ tenemos
1/; > T,M /1,7
> dfy (T, M) Jdf, (T, Z")

& T M/afp(Tp2) [Ty () 2 fagy (12"

Ty M1y, 2 2 (f*(V))p

1%

Denotemos por E(v) al espacio total de v y sea E(v)g el conjunto de elementos
no cero de E(v), analogamente definimos por E(v') y E(v') para v/, asi por [8]
Corolario 11.1] tenemos los siguientes isomorfismos en los anillos de cohomologia

H*(E(v),E()o; Kp) 2 H (M, M — Z; K)
H*(EW),E(V)o; Kp) 2 H*(M',M' — Z'; K})

bajo los cuales, las clases de Thom de v y v/ se corresponden canonicamente a

clases

u, € HY(M,M — Z; K) w, € HI(M , M — 7' : K}).

Ahora consideremos el siguiente diagrama conmutativo

HY(M,M — Z; K;) —— HY(M; K,) D, H,.(M; Ky) o H.(Z; Kyp)

r I

HI(M!, M’ — Z'; K,) —— HIU(M'; Ky) =5 Hy (M3 K,) < Ho(Z'; K)
por [8, Problema 11.C] y orientando el haz v en direccién opuesta obtenemos

U(uy) = Dy 0i.([Z]) ! (uw) = Dy 0 j.([27)
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Asi, usando lo anterior, el hecho de que u,,» = f*(u,), el cual se da por la
naturalidad de las clases de Thom con respecto a la igualdad f*(v) = v/, y
usando la conmutatividad del diagrama anterior tenemos

Dap(3:(12') = (wr) = V' (f*(up)) = f*(e(un)) = f*(D3f (t(12])))-

Por lo tanto 5. ([Z']) = D o f* 0 Dy, 0i.([Z]).
O

Proposicion 4.4.2. Sean M, M' y P variedades Ky-orientables cerradas, con-
sideremos el siguiente diagrama conmutativo

Q"= P

"

M m

donde f y g son funciones suaves, @) es el producto fibrado de f por g y w1, w2
son las proyecciones. Suponga que fy g son transversales y sean [P] y [Q] las
clases fundamentales de Py @Q respectivamente. Entonces (—1)™=""m, ([Q]) =
Darof*oDytog.([P]), donde Das y Dayr denotan los isomorfismos de dualidad
de Poincaré en M y M’ respectivamente y m = dim M y r = dim P

Demostracion. Sea i : A < M x M la inclusion de la diagonal. Por [I1, Lema
p.113] tenemos que f M g si y solosi (f x g) M A donde f xg: M x P —
M x M, entonces Q = (f x g)~1(A) es una subvariedad de M’ x P Kj-orientable
de dimension v = r+m' —m con m’ = dimM’. Ya que A C M x M es
cerrado y Kj-orientable, podemos considerar su clase fundamental [A]. Sea ua =
Dyt ar(@([A])), 81 j : Q = M’ x P es la inclusion entonces por el lema anterior
obtenemos 1.([Q]) = Darrxp o (f x 9)*(ua) = (f X 9)*(us) ~ [M’ x P] donde
[M’ x P] es la clase fundamental de M’ x P.

Sea T : M’ x P — M’ la proyeccion en el primer factor, ya que my = 71 0 j
tenemos [12], Proposition 13.61(vi)]
1. (3:([Q]) = w1 ((f x 9)" (ua) ~ [M" x P]) (4.2)
m1. ([Q) = ((f x 9)"(ua)/[P]) ~ [M'] (4.3)

Por una bien conocida propiedad del producto slant [7, (29.23)] tenemos el
siguiente diagrama conmutativo

ua/

H.(M; Ky) —— H™ " (M; Ky)

dl e

H, (P Ko 2 = (s 1) “25 B, (M K
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Aplicando las dos diferentes composiciones a (—1)™~""[P] € H.(P : K}) y
usando ([4.3]) tenemos las siguientes dos igualdades

(=D ((f % g)* (wa)/[P]) ~ [M') = [ (=)™ ua/g.([P])) ~ [M']
(=)= ([Q)) = Darr o f* (=) ua /g.([P))

lo cual prueba la proposicion, pues Dy o f*((—1)™=""un /g.([P])) = Dar o
f* o D3/ 0 g.([P]) debido a que el morfismo (—1)("~")™yA / es el inverso de la
dualidad de Poincaré Dy,;. |12 Teorema 30.6].

O

Antes de definir las clases C1;(£) y checar que estas cumplen los axiomas prees-
tablecidos, hagamos un paréntesis para tener una nocién introductoria del con-
cepto de grado de una funcién suave entre dos variedades diferenciables cerradas
R-orientables de la misma dimension.

Sea f: M — N funciéon con M y N variedades suaves cerradas K-orientables
con K un dominio entero, tal que dim M = dim N = n. Sea y € N valor regular
de f entonces f~!(y) = {x1, 71, ..., 71}, por el teorema de la pila de discos existe

V C N vecindad abierta de y tal que f~1(V) = ][] U; con la propiedad de
z; €U;
que U; NU; =0y ademas fy, : Ui — V es un difeomorfismo.

Con esta informacion, podemos definir

1 si fiu, : Uy — V preserva la orientacion,
-1 si no la preserva

por lo que el grado de f se define como deg(f) = Y &;, el cual cumple la siguiente
propiedad con respecto al morfismo f, inducido por f en homologia:

Sean [M] € H,,(M; K) y [N] € H,(N; K) las clase fundamentales de M y N res-
pectivamente, entonces se tiene que el morfismo f, : H,(M; K) — H,(N; K)
inducido por f en homologia manda la clase fundamental [M] en deg(f)[N]; lo
cual se da por la conmutatividad del diagrama

Hy(M; K) ———— H,(N;K)

H,(M,M\UUs; K) —L H,(N,N\V;K)

- )

H,(M/m\yus; K) —— H(N/N\V;K)

A= %X

(VS Ky =z = 1 (smK) 2z
l
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donde A\(B(a([M]))) =(1,....,1) y > fe((1,...,1)) = > 0; con o; € {£1}, lo cual
I I
implica que f.([M]) = deg(f)[N].

Teorema 4.4.3. Sea & un F-haz vectorial suave de rango n sobre una variedad
suave cerrada Ky-orientable M de dimension m. Sea h : "~ — &€ un mor-
fismo genérico de haces del haz producto e"~+t! de rango n—i+1 a &, Entonces

las clases Cl;(€) = ([Z(h)]) € HY(M; K}) satisfacen los aziomas Ay, As, Al
y Al donde [Z(h)] es la clase fundamental de Z(h) y ¢ es la composicion del
isomorfismo de dualidad de Poincaré con el morfismo inducido en homologia

por la proyeccion en el primer factor ¢+ Z(h) — M.

Hp—4:(Z(h); Ky) BN H i (M Ky)

¢3\) %’J{D o

HY(M; Ky)

Demostracion. A1) Gracias a la observacion anterior acerca del grado de una
funcién suave entre dos variedades cerradas R-orientables de la misma dimen-
sién, podemos proceder a checar la compatibilidad del primer axioma.

Por la Proposicion dim Z(h) = m — bi por lo que claramente Cl;(¢) €
HY(M; K3). Si i = 0 entonces ¢(Z(h)) = Z1(h), ya que si tomamos (z, L) €
Z(h) tal que ¢(x, L) ¢ Z,(h), tenemos que dim ker h, = 0 entonces dim im h,, =
n+1, lo cual es una contradiccion. Asi obtenemos que ¢(Z(h)) = M = Z,(h); por
la Proposici(’)ntodo x € Zy(h) es valor regular de ¢ pues ¢(Z°(h)) = Z1(h)
con Z°(h) abierto en Z(h).

Ahora, ya que todo x € Z;(h) tiene una sola preimagen, se puede tomar la
orientacion adecuada en Z(h) tal que ¢ preserve la orientacion en cada abierto U;
anteriormente descrito; por lo cual deg(f) = 1y por consiguiente 6. ([Z(h)]) =
deg(f)[M] = [M]. Por lo tanto Cly(&) = Dy} ¢.([Z(h)]) = 1.

La construccion no tiene sentido para ¢ > n, asi que declaramos que C[;(§) =
0 € HY(M; K3) para i > n.

As) Sea f: M’ — M una funcion suave y consideremos el siguiente producto
fibrado
f

[fe——¢

l - l

P p

M —L M
Sea h : 5?]”1 — & un morfismo genérico de haces. Reemplazando, si es
necesario, a f por un mapeo homotoépico, podemos suponer que f M Z;(h) para
toda j.
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Consideremos el haz de morfismos 7 : Homg(e}; ”1,5) — M, debido a que

f*(Homg (g%, 1, €)) = Homg (f*eh, 1,f*§) freh it 257](4,1 !, obtenemos
el siguiente producto fibrado

Homg (7,7, £*¢€) —— Homg (e}, €)
Ao
M ! M

donde sy, es la seccién definida por h y f estd dada por la composicién

f*Homg(ehy, ”1,5) —™ s Homp ey Hl,f)

QT /

Homg (7", £*€)

donde v denota el ismorfismo definido en fibras como {p} xh’ > {p} x a;,(h") con

a, Homp((eh;,"™)p, (f*€)p) — Homp (€37 ) s(p): Ef(py) €l isomomorfismo
natural restringido en fibras. Gracias a que la proyeccion en el segundo factor
79 restringida en fibras es un isomorfismo, tenemos que f es un isomorfismo.

Sea 7 el morfismo de haces tautologico sobre Homg (g%, “™, &) v sea 7/ el mor-
fismo de haces tautologico sobre Homg (g7, ™, f*€).

Observemos que

FH(Z;(r) = {v € Homp (7", £7€) : f(v) € Z;(7)}
= {v € Homg (%, "™, £*¢) : dim ker f(v)Tr =7}
( ) )
( )

= {v € Homp(h;, """, 7€) - dimker f(v) f(mr(0) —J}
= {v € Homp(ey," T, 7€) : dimker v, () = 5}
= Zj (T/)
Consideremos la seccién del haz 7 : HomF(ﬁﬁ/levf*f) — M, s5g: M —

HomF(ezlw,”l,f*f) dada por sy4(y) = (y,fy (sn(f(y)))) la cual esta bien defi-

nida pues fy es un isomorfismo. Notemos que la seccién s, define un morfismo
g: 5%/”1 — f*¢ el cual estd definido en fibras como g, = f;l(sh(f(y)))
Veamos que el morfismo g es genérico, para esto basta checar que s, M Z;(7’)
para toda j. Debido a que h es genérico s, M Z;(7) para toda j; por lo tanto,
ya que Zj(h) = s;, " (Z;(7)) y f @ Z;(h) para toda j tenemos que sy o f M Z;(7)
para toda j y de la conmutatividad del diagrama f o8y M Z;j(1), lo cual es
equivalente a que s, M Z;(7'), pues f M Z;j(t) y f~1(Z;(1)) = Z;(1') como se
mostré anteriormente. Por lo tanto g es genérico, lo que implica Z (g9) es una
variedad suave Kj-orientable.
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Por otro lado, denotemos por ¢ : Z(h) — My : Z(g) — M’ alas respecti—
vas proyecciones en el primer factor y para cada x € M definamos A, := {L €
FP" % :L Ckerhy}y A:=]],cp Az Denotemos por 7 := Homp(ely, H'l,f)

A, donde 7 es un haz fibrado sobre Homg(e'y; 1 €) con respecto a la proyec-
cion en el primer factor. Observemos que el haz inducido por el producto fibrado
de n a lo largo de la restriccion de sj, sobre Z;(h), da lugar a un haz fibrado
¢* 1 s5(n) — Zj(h) cuya fibra esta dada por A, para cada x € Z;(h). Clara-
mente ¢~ (Z;(h)) = s}, (n), por lo que concluimos que ¢ : ¢~ (Z (h)) — Z;(h)
es una sumersion; esto es do, 1y (T(z,1)¢0~ ' (Z;(h))) = Ty Z;(h). Ahora, ya que

dp(e,r)(T(z,0)0~ YZ;(h))) c d¢~(x.L) (T(I,L)Z(h)) y f ™ Z;(h), tenemos que
dfy(T,M") + dé(f(p),L ( Tirpy),0)Z(h)) = TypyM, lo que significa que f M ¢.
De esta manera tiene sentido hablar de la interseccion transversal de f y g la
cual esta dada por

M' & Z(h) ={(y,z,L) € M' x M' x FP"~": f(y) = z,{x} x L C ker h,}
{(y,z,L) € M' x M' x FP" " : {f(y)} x L C kerhy(,}
~{(y,L) € M' x FP" " : {y} x L C kerg,}

= Z(y)

Asi, obtenemos el siguiente producto fibrado

Z(g) = Z(h)

J
‘ Jo

el cual cumple con las hipétesis de la Proposicion [4:4:2] Por lo tanto obtenemos

(=1)""¢.([Z(9)]) = Darr o f* 0 Dyt 0 6. ([Z(R))]).

Para el caso real b = 1, usamos coeficientes sobre Zs, por lo que el signo no es
de importancia. Para el caso complejo b = 2, el signo resulta positivo, por lo
tanto

CL(f*(€)) = Dy 0 @' ([Z(9)]) = f* 0 Dy 0 6 ([Z(R)]) = f*(CLi(§))

A%) Sea h : e"~*t! — ¢ un morfismo de haces genérico y tomemos en cuenta
3 g y

el morfismo de haces h @ id.x : e @ ¥ — € @ eF, donde €* denota el haz
producto de rango k y veamos que éste es un morfismo genérico.

Consideremos el morfismo de haces

Homp (e~ ”lf —>H0mF nmitl g ek ¢ @ k)

\—/ka
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dado por f(v) = v®id.. Sean 7y 7" los morfismos de haces tautologicos sobre
Homp (e~ ¢) y Homp(e"+! @ £F, ¢ @ €¥) respectivamente. Denotemos por
Sj=Zj(r) y Sj = Zj(t"); observemos que

F7H(SY) = {v € Homp(e" "1, €) : dimker(v @ id.r) = j}
= {v € Homp(e" " ¢) : dimkerv = j}
=3,
Sea spapid_, la seccion de Homp(e" "1 @ek, € @e®) correspondiente al morfismo
h @ id.x, debido a que Sheid_, = f osp, para mostrar que Sh@id_y, €S transversal

a S} para todo j, es suficiente mostrar que f S7 pues por lo anterior y por el
hecho de que s, M S; para toda j al ser h un morfismo genérico, se tendria que

(fosy) ™ 8% siy solo si sp, M f‘l(S;-’).

Para checar lo anterior, tengamos en cuenta las siguiente igualdades
dim Homp(¢" ™ &) = b*(n —i + )n +m
dim S; =b*(n —i+ )n+m—bj(n —k+j)
dimHomp(e" " @k ¢ @ef) =*(n—i+14+k)(n+ k) +m
dim S} =b*(n—i+1+k)(n+k)+m—bjn—k+j).

SeavelS;yw= f(v), para checar la transversalidad necesitamos probar la
siguiente igualdad

dim{d, f (T, Homg(e"~"+1,€)) & T,, 8/} = dim{T, Homp (""" @ ¥, £ @ £¥)}

Debidoaque f : S; — S ;’ es una inmersion, pues la matriz asociada a su deriva-

da s6lo contiene un bloque correspondiente a v, tenemos que d fv (T,S;) =T,5;
y dfv (Tij) - dfv (Tv HomHT(En_i+1a 5))7 por lo que dfv (Tv HomF(En_i+17 5)) N
TS} = T,S;.

Entonces
dim{df,(T, Homg (""", €)) + T, )} = dim{df, (T, Homp(c" "™, £))}
+ dimTwS;-' —dimT,S;
=bn—i+1+k)(n+k)+m
= dim T, Homg(e" " @ ¥, € @ F),
por lo tanto h @ id.» es un morfismo genérico.

Por la proposicion m Z(h @ id.) es una subvariedad compacta de M x
FP"~itk de dimension m — bi. Sea ¢ : Z(h @ id.r) — M la proyeccion en
el primer factor. Sea ® : M x FP"~* — M x FP"~**¥ la inclusién dada por
O((z,[21, .oy Tn—it1))) = (&, [T1, .oy r—it1, 0, ..., 0]).

k
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Claramente tenemos ®(Z(h)) = Z(h ©id.x) y Z;j(h©id.x) = Z;(h), por lo que
Z1(h@id.x) = Z1(h). Asi el siguiente diagrama conmuta

Z(h@id.x)

Asi ¢, ([Z(h)]) = ¢ ([Z(h ® id.+)]); por lo tanto CI;(€) = Cl;(€ & £F).

Al)) Consideremos ¢" el n-haz canonico sobre FP™ y €' el haz producto de
rango 1 sobre FP™. Sea h : e! — (™ el morfismo de haces sobre FP"™ dado por
h([@1y ooy Tng1)s ) = [T15 ooy Tpg1, ET1, ooyt

Observemos que Homp(c!, (™) 22 (" pues en cada fibra tenemos Homg (F, C[’;]) =
([ bajo el isomorfismo 1) : Homp (F, (i) — ¢y dado por »(f) = f(1); por lo
que la seccion sy, correspondiente a h, estd dada por

Sh([T1y s Tna1]) = [T, ooy Tt 1, T1y oony T

Sea 7 el morfismo tautolégico sobre Hompg(g!, (™), notemos que el tinico subcon-
junto de singularidades es S; = Z1(7) y este es igual a la imagen de la secciéon
cero, pues para todo v € Zi(7) y t € kerv se tiene que v(t) = 0 de donde
obtenemos que v(1) = 0.

Sea zg = [0,...,0,1] € FP" y sea R := s,(FP") C Homp(e!, ("), claramente
tenemos que RN S; = [xg,0] pues para cada [Z] € FP™ la fibra sobre [Z],
(3 = {[#,w] : w € F}, tiene al elemento [z, 0] como el cero del espacio vectorial.
Veamos que R M Sy, pero antes hagamos énfasis en la siguiente notacion: sea
r= (21,0, Tns1) €y & = (21,...,2,) € F, y escribiremos x = (%, ¥ 11)-

Debido a que S*M) ~ S+ » F por A - (z,v) = (Az, \v), tenemos que bajo
el isomorfismo de haces ¢ : Homg(F, (") — (" = SU(v+D) x Fr /g1,

Sy 2 {(x,y) € YD x 1y = 0} /500,
R {(z,y) € S*™+D " .y = z}/5vD),
Asi, ya que la accién es libre tenemos que
T[x,y] HOI’IIF(€1, Cn) _ T(z’y)SU(nJrl) % ]F"/T(m?y)Orb(x, y),

donde Orb(z,y) denota la orbita de la accién. Siguiente el mismo razonamiento
para S1 y R, obtenemos que

Tzy151 = T(ay 1 (v, w) € SUHD S F s = 0}/T () Orb(z,y),
Ty R =T {(v,w) € S tl) S Ty = 0} /T (,,)Orb(z,y),
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por lo que procedemos a calcular T\, , Orb(x,y) para la accion A - (z,v) =
Az, \v).

Para el caso F = R tenemos que b = 1, por lo que SVt = g7 y §v(1) = g0
Asi, dada la accién anteriormente descrita, obtenemos que para todo (z,y) €
S™ x R™ la orbita estd dada por Orb(z,y) = {(z,y),—(x,y)}, por lo que
T(2,4)Orb(x,y) es el espacio vectorial trivial.

Por lo que obtenemos las siguientes expresiones para el caso real:

ER" X R" v = (3,0)}
e R"™ xR" : v = (3,0),w =0}

Ty 5 Homg (', ¢") = { (v, w)
)
) ER™ X R™ ;v = (w,0)}.
(

w
Tizo,0051 = {(v,w
w

Tiyy 00 = {(v,
De esta manera podemos reescribir ((7,0),w) € Ty, 5 Homg(e', (™) como
((9,0),w) = ((w,0),w) + ((v — w,0),0),
donde ((w,0),w) € Tiyy o) Ry ((? —w,0),0) € Tj, 551, por lo tanto R M 5.

Para el caso F = C tenemos que b = 2, entonces SU("*t1) = §2nt1 y gv(1) — g1
Asi, para todo (z,y) € S?"*1 x C tenemos que Orb(z,y) = {\-(z,y) : A € S*};
de esta manera para calcular el espacio tangente en el punto (z,y) consideremos
la curva v : (—m, ) — Orb(z,y) dada por v(0) = (e??z, e?y), observemos que
v(0) = (z,y) y 7'(8),, = (iz,iy), por lo que obtenemos que

donde {(iz,iy)) denota el espacio vectorial generado por (iz,iy).

Debido a que la condiciéon zg - v = 0 implica que la (n + 1)-ésima entrada de v

sea puramente imaginaria, tenemos que para el caso complejo

Ty 0) Homp(e!, (™) = {(v,w) € C"* x C" v = (8,it)}/{(0, ..., 0,1, 0)),
Tizy.051 = {(v,w) € C**! x C" : v = (4, it), w = 0}/((0, ..., 0,it,0)),
Tipo00R = {(v,w) € C"* x C™ : v = (w,it)}/{(0, ..., 0,it, 0)).

De esta manera podemos reescribir [(0,4t),w] € Tj,, 5 Homp(e', (") de la si-
guiente manera

[((0,t), w)] = [((w, ), w)] + [((? = w, %)70)]

donde [((w, 4),w)] € Tz 0By [((9, 4),0)] € Tiz,,051, pPor lo que concluimos

que R M S;.

Retomando ambos casos; gracias a que sp : FP™ — s (FP"™) es un difeomor-
fismo, obtenemos que dsp, (3] (T]zo)FP") = Tiaosn(FP™) , por lo que s, M Si.
Por lo tanto h es un morfismo genérico y Z;(h) = s, 1(Z1(7)) = {0}
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Ahora, ya que FP? es un punto, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Homp(e!, () x FP? AN Homp(e!, ¢)

ool [ | ]

FP" x FP* ——*— FP"
por lo que podemos identificar Z(7) con Z,(7) y Z(h) con Z;(h).

Consideremos el caso F = C. Tomemos en cuenta las orientaciones de R, S; y
Homg(e',¢) con el fin de determinar la orientacion de Z;(h) y por lo tanto el
signo de [Z(h)] = [Z1(h)].

Sea {e1,...,ent1} ¥ {f1,---, fn} las bases canénicas de C"*' y C" respectiva-
mente, entonces bajo el encaje lineal dado por

Tiy,,5) Home (e, (") ——C™ x C"
(v, w) — (0,w)
tenemos que « := {[(e1,0)], ..., [(en, 0)], [(0, f1), .., (0, f)]} define una base para
Tiz4.0] Homg(et, (™), B := {[(e1,0)], ..., [(en,0)]} define una base para Tiwy.0)51 Y
n = {[(e1, f1)], - [(en, fn)]} define una base para Tj,, 5 R.

Por otro lado debido a que s;, M S1, una base para T, 5182 + Tz, 0] S esta dada
por n+ B :={[(e1, f1)], -, [(€n, fn)]; [(e1,0)], ..., [(én,0)]}. Observemos que

sign(n + B) = sign(B) - sign(n)

pues codg S1 = 2n y dimg Home (g1, (") = 4n lo cual implica que dim Tize,0051 =
2n.

Ahora, ya que la matriz real subyacente A € R(2m,2m) de una matriz con en-
tradas en los complejos A € C(m,m) tiene determinante positivo, en particular
tenemos que la matriz real subyacente asociada a la matriz cambio de base T5+7
tiene determiante positivo, por lo que

sign(B +n) = sign(a).

De esta manera tenemos que sign(n + 8) = sign(8), donde concluimos que Sy
estd orientada positivamente. Asi, considerando el signo de Sj y siguiendo el
mismo argumento respecto a la matriz real subyacente de una matriz compleja,
tenemos que s, preserva la orientacion y el complemento ortogonal de T, Z1(h)
en T,,,FP™ tiene signo positivo [I1, p.100], por lo que Z;(h) esta orientada de
manera positiva. Por lo tanto, el signo de [Z(h)] = [Z1(h)] es igual a uno.

En consecuencia, Cl,(¢") = ¢([Z(h)]) = g, € H?>"(CP™;Z). Notemos que el
signo de [Z (h)] es siempre uno para el caso F = R, pues la cohomologia de RP™
se toma con coeficientes en Zs. Por lo tanto concluimos que

Cln(C™) = g € H™(FP™; K}).
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4.5. Generalizacion.

Hasta el momento las clases Cl;(€) estan definidas solo para haces vectoriales
suaves sobre variedades suaves. En esta seccion extenderemos este concepto para
cualquier haz vectorial numerable usando el hecho de que todo haz vectorial
numerable es un producto fibrado del haz universal, y el haz universal esté
filtrado por haces vectoriales sobre variedades, para los cuales podemos aplicar
la construccién de la seccién anterior.

Consideremos 4" (F"**) = {(I,v) € G,,(F"**)xF"*¥ : v € I} el haz canonico so-
bre la variedad grassmaniana G,,(F"**) de dimension bnk (conjunto de todo los
planos n-dimensionales através del origen del espacio coordenado F*+F.

Las inclusiones F**! < F*++1 < .. dan lugar a inclusiones G, (F"*!) C
Gy (FHHY) € Ly 4™(F™H) € 4 (F i+ C ... Denotemos por

G = Gn(F®) = JGn(F"™); Y= (FF) = [y E)
l l

con las topologias de limite directo: un subconjunto de G,, respectivamente ™
es abierto (cerrado) si y solo si, su interseccion con G,,(F"*!) respectivamente
4™ (F"*1) es abierto (cerrado) como subconjunto de G, (F"*!) respectivamente
7" (E).

Teniendo en cuenta para cada [ las inclusiones 4; : Gn(]F"H) — (G, es posible
definir el siguiente isomorfismo

HY(Gy; Ky) —>—limHY (G (F"); K,)

w ——((i0)* (W), -, (ix)* (W))

el cual se obtiene debido a las siguientes condiciones, teniendo en cuenta la es-
tructura celular de G,,(F"*!). Para el caso F = R se sigue de [4, Proposicion
3F.5]. Para el caso F = C, ya que dim H?(G,,(C"*");Z) < oo pues tiene un
generador por cada celda, y los grupos finitamente generados satisfacen la con-
diciéon de cadena descendente, tenemos que el sistema inverso inducido por las
inclusiones en cohomologia { H?(G,,(C"*!); Z)}; cumple la condicién de Mittag
Leffler [12] Def.7.74]. Asi por [12], Proposicion 7.66 y Teorema 7.75] tenemos el
resultado.

Sea ™(F"*!) el haz canénico sobre G,,(F"*!) y sea 4™ el haz universal sobre
G, Tenemos el siguiente producto fibrado para cada [

Y (E) —— ()
| - |

Gn(Fn-i-l) b Gn(Fn+l+1)
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entonces por el axioma Ay, tenemos que t*(Cl;(y" (F" 1)) = Ol (v (FT)).
Por lo tanto (Cl;(y"(F™)), ..., Cl;(y™(F"*1))) € LHbi(Gn F+)): K3), con lo
cual podemos definir Cl;(4") := A~ ((ClL;(v"(F™)), ..., ClLi (v (F"t1)))), que cla-

ramente es un elemento en H%(G,,; Ky).

Debido al producto fibrado

obtenemos

i (Cli(Y")) = Cli(if (")) = ClLi(y" (F™*")) viZ0 - (44)

Notemos que para F = C, ya que G,(C"") es una variedad compleja, ésta
tiene una orientacion natural y por lo tanto las clases Cl;(y™(F"*!)) estan bien
definidas con coeficientes en Z. Para el caso F = R tenemos el resultado de que
toda variedad es Zs-orientable.

Para lo siguiente, debemos tener en cuenta que para cada F-haz vectorial de
rango n sobre un espacio paracompacto X existe una funcién ¢ : X — G, co-
nocida la como funcion clasificante, con la propiedad de que ¢ (™) =¢.

Proposicion 4.5.1. Sea & un F-haz vectorial de rango n sobre una variedad
suave compacta Ky-orientable M. Sea ¢ : M — G, la funcion clasificante
asociada al haz §. Entonces Cl;(§) = i (CLi(Y™)).

Demostracion. Hagamos énfasis en la existencia de la funcién ¢, para esto
basta checar que toda variedad suave es un espacio paracompacto; ya que toda
variedad suave es un espacio localmente compacto y de Hausdorff, entonces es un
espacio regular y debido a que también es un espacio segundo numerable tenemos
por el teorema de metrizacién de Urysohn que es un espacio metrizable, asi por
el teorema de Stone tenemos toda variedad suave es un espacio paracompacto.

Dentro de esta prueba utilizaremos el resultado [8, Lema 5.3], el cual menciona
que para [ suficientemente grande existe g; : M — G, (F"*!) tal que & =

oy (y" (F™H)).

Por el axioma Ay tenemos Cl;(€) = o} (ClLi(v"(F"*1))); por otro lado debido a
que & = (i; 0 0)*(y"), donde i; : G, (F"*!) — G,, es la inclusion, tenemos que
e y 4 0 g son funciones homotopicas [8, Teorema 5.7]. Por lo tanto haciendo
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uso de [£.4] y del axioma de homotopia obtenemos

Ve (ClLi(y™)) = (i10 a)"(Cli(v"™))
= 0; (i; (CL:(v")))
= 0 (CL(y"(F"*)))
= Cl;(¢)

O

Ahora, haremos uso de la caracterizacion dada por la proposicion anterior para
generalizar las clases Cl;(§) a cualquier haz vectorial numerable sobre cualquier
espacio base, para esto recordemos las siguientes definiciones.

Definicion 4.5.2. Una cubierta abierta {U;}ica de un espacio B es llamada
numerable si existe una particion de la unidad {¢;}icn tal que el soporte de ¢;
estd contenido en U; para cada i € A.

Definicion 4.5.3. Un F-haz vectorial sobre un espacio B es numerable si existe
una cubierta numerable {U;}ien de B tal que ), es trivial para cada i € A.

Por [2, Teorema 12.2 y 12.4] todo F-haz vectorial numerable ¢ de rango n tiene
una funcién clasificante (§ = fZ (7)), la cual es tnica salvo homotopia. Teniendo
en cuenta lo anterior, procederemos a extender de manera natural la nocién de
las clases Cl;(§) para cualquier F-haz vectorial numerable.

Teorema 4.5.4. Sea & un F-haz vectorial numerable de rango n sobre un espacio
B. Sea ¢p¢ : B — Gy, la funcion clasificante. Definamos Cl;(§) = ¢Z(ClLi(y")).
Entonces Cl;(§) satisface Ay, Aa, A y Al.

Demostracion. Probaremos que Cl;(€) satisfacen A;, Ay y A% pues por la pro-
posicién tenemos que la verificacion de A} es la misma que la del teorema

Ay) Por definiciéon observemos que Cl;(&) € HY(B; K;). Si i = 0 por el teorema
Ay), Clg(y™(F"*!)) = 1 para toda . Debido a que

Clo(7y") = A ((Clo(Y" (F™))), -, (Clo(y" (E™H1))))
tenemos que Clo(7") = 1. Por lo tanto ¢ (Clo(v")) = 1 € H°(B; Ky).

Analogamente si i > n tenemos que Cl;(y"(F"*!)) = 0 para toda [, entonces
Cl;(v™) = 0. Por lo tanto Cl;(¢) = 0 € H"(B; Ky).

Aj) Sea f : B" — B una funciéon continua. Sea ¢ la funcion clasificante
de &, observemos que como funcion clasificante para f*¢ podemos considerar
la composicién )¢ o f, la cual es Gnica salvo homotopia. Asi, obtenemos que

(e 0 /) (CL(Y")) = [* (Y (Cli(v™))); por lo tanto Cli(f*€) = f*(CLi(E))-



84 CAPITULO 4. CLASES CARACTERISTICAS.

As) Consideremos ¢ : B — G, 1/)565573 B — Gpygp vV ln : Gy — Gk

las funciones clasificantes de los haces &, € @ ek v 4" @ s’én respectivamente,

donde &% y egn denotan los haces producto de rango k sobre los espacios B y

G, respectivamente.
Entonces
Vi(Y ®eg,) = V(YY) B UE(EE,)
={Deh
y por consiguiente
(oo e)* (") = Ye(Y @ ep)
E
={Dep
= ’(/)geaek (’7

n+k
A )

YE(Y" @eg,) — " e, —— "TF

I A

B Ve Grrk

de donde obtenemos (I, 0 9)¢) ~ @[15@6173 . Asi obtenemos la siguiente igualdad
ClLi(E ® €)= Yger (CL(Y"™)) = YE (1 (CL(" ™)) = vE(CL(Y" @ €t,)).

Por otro lado v™(F"+!) @ 5’21"@“,) C A (EHY) @ e’én(Fn+l+1) C ..., entonces
yrael, =UnnE) @ek (gn+1y)> Por lo que v @ ¥ lo podemos ver como
1 " "

un filtrado de haces vectoriales ’y"(IF""’l) ® Egn (Fnt) los cuales cumplen que

L*(’}/n(Fn+l+1) D Egn(Fn+l+l)) — ,Yn(Fn—H) o 51(C;n(]}i‘n+l)'

,.Yn (FnJrl) fan) glén(]F"+l) - ,yn (Fn+l+1) e gl(c;n(]FnHJrl)
L l

Gn(FnJrl) L Gn (Fn+l+1)

En consecuencia obtenemos
C(CL(AY™FE ) @ €Ié:n (Frti+1))) = CL(Y"(F"*) & E]ér‘n,(lF"“))
por lo tanto

(CL("(F™) @ €, 5)): - CLi(y" (F™H) ® €6, o)) € lim HY (G (F"); K
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Ahora, dada la inclusion i; : G,(F"*') < G, obtenemos if(y" ® ef; ) =
V() @b gy v por comsiguiente (I, 0ir)* (v ) = 4" (F™) @ ek, .
Asi, por la proposicién

L (F ) @ b, i) = i (E(Cl(y™ ) = i (CL(y" & &, )

pues ademés por la observacion anterior I, 0 4 = Y n nt1)gek
G, (Fﬂ+l)

,yn(Fn—H) ) glén(]F"-H) N ,Yn D &Jé” N ,yn-l-k
|7 |7

G, (F™H “ G,

Entonces por el teorema Al

ClLi(Y" &eg,) = AT CL(Y" (F™) @ €6, om) ), -, CL(Y" (F™H) @ €6 (gns)))
= A"HOL(O (E™)), ..., CL (" (F"*))
=CL(Y").

Por lo tanto

CLi(¢ @) = i (CL(Y" B e,))
=Y (CL(Y"))
— Cl,(€).

4.6. Unicidad.

Ahora probaremos que los axiomas Aj, As, AL y A} caracterizan las clases
Cl;(§) de manera tnica.

Lema 4.6.1. Sea p : v* — Gy el haz universal sobre Gy,. Sea py la restric-
cion de p al subespacio E(y* ) de los vectores no cero del espacio total E(v").
Entonces p§(v*) = nF~t @ el y Cli(ps(7*)) = 0 donde n*~1 denota un haz de
rango k — 1 sobre E(v*)o.

Demostracion. Notemos

po(7*) = {((L,w), (h,v)) € 4* x E(y*)o : 1 = b}
={(l,v,w) € G x F® x F>® : w,v € l,v # 0}.
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Definamos la funcién .
E(*)o —— pp”
(l,’t}) r—>(l,v,v)

la cual es una seccién global que no se anula, asi la seccién define un subhaz de
lineas s(E(7%)o) = e1 C p§(y*), el cual es isomorfo al haz trivial de rango 1.
Ahora usando el hecho de que F"™ tiene definido un producto interior natural para

toda n € N, tenemos que F* = | J F™ tiene definida una métrica riemanniana,
neN
asi G, x F*° tiene una métrica riemanniana canonica.

Por lo tanto v* tiene una métrica riemanniana canonica definida por la restric-
cion. De esta manera podemos considerar el producto fibrado de ésta métrica
sobre pi(v*), por lo que definimos 7*~! como el complemento ortogonal de &
respecto a la métrica en p§j(7*) descrita anteriormente.

De esta manera, tenemos que pj (v*) = n*~! @ £'. Entonces por el axioma Al
tenemos que Cli(pg(7*)) = Clp(n* "t @ el) = Cli(nF~1) = 0.

O

Teorema 4.6.2. Sea £ un F-haz vectorial numerable de rango n sobre un espacio
topoldgico B. Entonces Cl(§) = cli.(§) para toda k.

Demostracion. Ya que ambos conceptos cumplen cumplen el axioma A;, supo-
nemos que k < n.

Sean ¢ : B — Gy, y Iy, : Gy — G, las funciones clasificantes de £ y v¥ e
respectivamente . Veamos que los axiomas As y Az implican Aj.

Sea €* el haz producto de rango k sobre B, entonces obtenemos de manera
natural el siguiente producto fibrado

e —— {2} x F*

1T
B (o)

donde denotaremos por 7 = {z} xF¥; asi por el axioma Ay tenemos que cl;(e¥) =
f*(cli(n)) = 0 para toda ¢ > 0, pues f* es el morfismo inducido por la funcion
constante en z, lo cual implica que es el morfismo cero.

Ahora, por el axioma Az obtenemos

cdi(§ @by = cli(€) — cli_j(e")

=0

lo cual prueba que las clases cl;(_) cumplen el axioma Aj.

I
a
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Asi, obtenemos que
Li(eli(v™) = eli(ly(v")) = cli(y @ " %) = eli(7¥) (4.5)

Por otro lado, por lo axiomas Ay y A% tenemos que para 0 < i <n

U (CL(v")) = CLi(l(v"))
= Cli(v* @e" ")
= CLi(vh).

Por el lema 4.6.11p3(C’lk (7*)) = 0; haciendo uso de la sucesiéon exacta de Gysin
[8, Teorema 12.2] para el haz pj(+*)

~Cl . k by
HO(G K) <20 H (G )~ HY(B(1M)oi ) — -

existe ay € H°(G,; Kp) tal que Cl,(v*) = a, — clp(7F).

Ahora, debido a que G,, es conexo por trayectorias para toda n, I induce un
isomorfismo en cohomologia en grado 0; para convencernos de esto consideremos
X un espacio topoldgico y recodemos que por coeficientes universales H°(G,, :
Kyp) & Homy(Ho(Gn; Z); Kyp) donde Ho(G; Z) 1o podemos pensar como el grupo
abeliano libre cuyo rango es igual al niimero de componentes conexas de X.

Dada la observacién anterior, sea pj, el tinico elemento en H°(G,,; K}) tal que
¥ (pr) = oy por lo tanto

[ (Cl(v™)) = Clu(v")

= ap — clp(yF)

= ap = I (clk(v"))

= li(pe = cle(7"™)).
El anillo de cohomologia H*(G,,; Kp) es un algebra polinomial sobre K, libre-
mente generada por las clases de Steifel Whitney de v para F = R 6 es libre-
mente generada por las clases de Chern de de 4™ para F = C. [8, p.69 y p.133]
Por [£.5] tenemos que ;, induce un isomorfismo en los grupos de cohomologia de

G, v Gy en grado i < k. Asi por lo anterior Cli(y") = pr — clg(y"), por lo
tanto

Cli(§) = Cli(ve(v™))
=Y (Cli(v™))
= V¢ (pr — cle(v"))
=Yg (pr) — cli(e(v™))
= B — cli(§)
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con B = P (pr)-

El elemento 3y € H°(B; K}) es independiente del haz ¢ pues para cualquier
espacio conexo por trayectorias B y cualquier funciéon f : B — G,, el morfismo
inducido f* : H(G,; K3) — H°(B; K}) es el mismo isomorfismo.

Sea ¢* el n-haz canénico sobre FP* de rango k. Por la normalizacién del axioma
A tenemos que Cly(C*) = gx € H*(FP*; K}). Consideremos la clase cly(7}) €
HY(FP*; K3), entonces por [, p.143] y la normalizacién para el axioma Ay
obtenemos

gk = cli(n)" (4.6)
Ahora debido a que ¢* = ’y,i G- D ’y,i tenemos por A3y que
—_———
k
cdp(¢F) = cli(vp @& - -- &)
= cly ()"
= 9k-

De esta manera, para Cli(C*) = B — cli,(¢*) tenemos que B; = 1. Por lo tanto

cli(§) = Cli ().
O
Corolario 4.6.3. (Unicidad)

Las clases Cl;(€) para un F-haz vectorial suave estdn bien definidas y por lo
tanto estdn bien definidas para cualquier F-haz vectorial numerable.

Demostracion. Si en el Teorema de acuerdo a la construccién, nos to-
mamos un morfismo de haces genérico diferente g : "~ 't! — &, las clases
correspondientes a este morfismo, las cuales denotaremos por C1Y(¢), satisfa-
cen el Teorema m por lo que coindicen con las clases caractristicas cl;(£) las
cuales son unicas.|[8, Teorema 73]

O

Corolario 4.6.4. Las clases Cl;(§) estdn bien definidas para cualquier F-haz
vectorial & sobre un espacio paracompacto.

Demostracion. Ya que cualquier cubierta abierta de un espacio paracompacto
B tiene una particion de la unidad subordinada a un refinamiento localmente
finito, entonces cualquier F-haz vectorial sobre B es numerable.

O

En este capitulo se obtuvo un acercamiento mas geometrico de las clases de
Chern y las clases de Stiefel-Whitney, pero analizando cada una de las prue-
bas, puede parecer que la teoria de clases caracteriticas es un tanto restrictiva.
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Para tener una vision més amplia, tengamos en cuenta que la teoria de clases
caracteristicas es un juego infinito, pues se pueden definir distintas clases carac-
teristicas, las cuales tienen distintos usos dentro de la geometria y la topologia
algebraica; todo depende de tres factores. El primero es la clase de espacios
donde se esta trabajando, ya sean espacios topologicos, orbifolios, esquemas,
variedades algebraicas, etc. El segundo factor es el tipo de estructura que le es-
tamos dotando a nuestra categoria de espacios y a los cuales se les va asociar una
clase caracteristica, estas estructuras pueden ser foliaciones, haces algebraicos,
alguna gavilla, etc. y el tercer factor depende de la teoria de cohomologia donde
estan definidas las clases caracteristicas, la cual en primera instancia debe ser
una teoria de cohomologia proveniente de un anillo espectro.

Asi, dentro de un sentido utépico nos gustaria tener siempre una “buena” teoria
de clases caracteristicas, lo cual muchas veces es algo incierto, pues se estan
considerando posibilidades infinitas.



Capitulo 5

Aplicaciones.

Dentro de este capitulo analizaremos una serie de aplicaciones dentro de la teoria
de clases caracteristicas, més enfocado a las clases de Steifel-Whitney, las cuales
nos brindaran un mayor conocimiento e intucién sobre la geometria de varieda-
des suaves respecto a sus haces tangentes; de manera particular obtendremos la
paralelizabilidad de espacios proyectivos reales asi como sus respectivos encajes
dentro de espacios euclidianos de una dimensiéon dada.

Al final de este capitulo, se introducira el concepto de la clase de Euler de un haz
orientable el cual nos permitira obtener una reformulaciéon de la caracteristica
de Euler.

5.1. Clases de Stiefel-Whitney.

A continuaciéon daremos algunas aplicaciones de las clases de Stiefel-Whitney,
las cuales son consecuencias de los cuatro axiomas mencionados en la seccién

ZNI)

Como consecuencias inmediatas del axioma As, tenemos lo siguiente:

Proposicion 5.1.1. Dado & un R-haz vectorial sobre una espacio paracompacto
B. Si & es isomorfo a otro haz 1, entonces w;(§) = w;(n).

Proposicion 5.1.2. Sie es un R-haz trivial entonces w;(€) =0 para i > 0.

Esto dltimo se debe a que si ¢ es trivial, entonces existe un morfismo de haces
de € a un haz vectorial sobre un punto.

90
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Proposicion 5.1.3. Sea £ un R-haz vectorial de rango n con una métrica eucli-
diana. Si € posee k secciones que son linealmente independientes en cada punto,
entonces

Wn—k+1(§) = Wp—g+2(§) = ... = wy,(§) = 0.

Demostracion. Debido a que £ tiene k-secciones linealmente independientes,
tenemos que existe un morfismo de haces

h:eb —¢

k
dado por h(p,v) = Y v;s;(p), donde v = (vy,...,v) v {si(p)} son las secciones
i=1

linealmente independientes evaluadas en p. Claramente el morfismo h : ¥ —
¢ es inyectivo en cada fibra, por lo que podemos pensar al haz £* como un
subhaz de £. Ahora ya que ¢ tiene una métrica euclidiana, podemos tomar el
complemento orogonal de ¢ en &, el cual denotaremos por e+ [8, Teorema3.1].
Asi € 2 e @ et por lo que la i-ésima clase de Stiefel-Whitney de ¢ esta dada
por

wi(§) = wi(e ®et) = w(eh).
De esta manera gracias al axioma Aj, concluimos que

Wy—j41(§) = Wp—p42(§) = ... = wn(§) =0,

pues el haz e* tiene rango n — k.

O

Un caso interesante ocurre con respecto al axioma Az cuando la suma de Whit-
ney £ @ n es trivial, pues haciendo uso de las relaciones

wi(€) +wi(n) =0
wa(§) + w1 (§)wi(n) +w2(n) =0
w3 (&) + w2 (§wi(n) + wi(§wa(n) +ws(n) = 0, ete.

e induccion, podemos expresar w;(n) como un polinomio en las clases de Stiefel-
Whitney de £. (Omiteremos el simbolo — para el producto cup siempre que
resulte conveniente).

Definicién 5.1.4. Dado B espacio topoldgico, denotaremos por HY(B;Z/2) al
anillo cuyos elementos consisten de todas las series formales infinitas

a=ag+ay+ a2+ ...
con a; € HY(B). La operacion en este anillo estd dada de la siguiente manera:

a-b=(ag+ar+as+..)(bo+b +bs+..)
= (aobo) + (a1bo + agb1) + (azbo + a1by + agbe) + ...
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Observemos que este producto es conmutativo (pues estamos trabajando en Z/2
y asociativo, donde H(B;Z/2) lo podemos pensar de manera aditiva como el
producto cartesiano de los grupos H'(B;Z/2). También, notemos que la clase
total de Stiefel-Whitney de un R-haz vectorial & de rango n sobre B, define una
clase en H(B;7/2)

w(€) =14 w1 (&) + wa(€) + ... + wn (&) + 0+ ... € HY(B;Z/2).

Observacién 5.1.5. De acuerdo al producto en HY(B;Z/2) y al arioma As,
dados € y n haces sobre B obtenemos que

w(§ @ n) = w(&w(n).
Lema 5.1.6. La colecion de todas la series infinitas con coeficiente inicial 1
w=1+w +ws+ .. € HYB;Z/2),

es precisamente el grupo de unidades del anillo H'(B;Z/2).

Demostracion. Observemos que bajo el producto descrito anteriormente, la uni-
dad del anillo H"(B;Z/2) esta dada por el elemento 1 = 140+ 0+ .. el cual
tiene al 1 como primer coeficiente y todos los demés sumandos son cero. Asi,
si nos consideramos un elemento no cero a = ag + a1 + as + ... en las unidades
del anillo H'(B;Z/2) (un elemento invertible), tenemos que existe un elemento
b=by+by +by+..€ HYB;Z/2) tal que
a-b= (a0+a1+a2+...)(b0+b1 +b2+...)
= (bo + bl —+ bg —+ ...)(ao —+ a1 —+ as =+ )
=b-a=1.

Debido a como esta dada la regla del producto, tenemos que ag = by = 1, por
lo tanto toda unidad tiene como coeficiente inicial 1.

Ahora, si consideremos un elemento
w=1+w, +wy+ ... € HYB;Z/2),

el inverso w = 1 + w1 + W9 + w3 + ... puede construirse de manera inductiva de
la siguiente manera

’LZ)n = wlwn_l -+ wg’lZ)n_Q + ...+ 'Ll}n_lﬁ/l “+ Wy, .
De esta manera, obtenemos
’LZIl = w1
~ 2
We = Wi + W
~ 3
w3 = wi + w3

- 4 2 2
Wy = Wy + wijws + w3 + Wy
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y asi sucesivamente. Por lo tanto, todo elemento de la forma w = 14w +ws+...
es un elemento invertible.

O

Observacion 5.1.7. Consideremos dos R-haces vectoriales & yn sobre el mismo
espacio base. Gracias al lema anterior, se sigue que la ecuacion

w(§&n) = w(§w(n)

se puede resolver de manera unica como

w(n) = w(§)w(€ & n)
En particular, si la suma £ @1 es trivial, obtenemos que w(n) = w(§).

Teorema 5.1.8 (Dualidad de Whitney). Si 7as es el haz tangente de una va-
riedad suave en un espacio euclidiano y v denota el haz normal, entonces

Demostracion. Supongamos que M es m-subvariedad suave de R™ y considere-
mos el haz normal de M contruido en el Ejemplo 214

Debido a esta construcciéon, observamos que para cada x € M se tiene que
ve ® T, M = R™, lo cual implica que v @ 7 es trivial. Asi, por el Lema [5.1.6
obtenemos que

w(ry) = wv).
En particular w;(7ar) = w;(v).
O
Proposicion 5.1.9. Para el haz tangente g de la esfera unitaria S™, la clase

w(7gn) es igual a 1.

Demostracion. Por definicion, el haz normal v(S™) del encaje estandar S™ C
R™! esta dado por el complemento ortogonal al haz tangente de S™. De esta
manera, observemos que para cada p € S™ tenemos que v(S™), = (p), es decir
v(S™), esta dado por el espacio vectorial real generado por p.

Veamos que el haz normal v(S™) del encaje estandar S™ C R"*! es trivial. En
efecto, definamos el siguiente morfismo de haces

U:p(S") — S" xR

dado por ¥(v) = (p, (v,p)), donde v € v(S™), vy (-,-) denota el producto interior
en R™tL,

Definamos ® : S™ x R — v(S™) dada por ®(p,t) = tp € v(S™),, entonces

Uo®(p,t) = V(tp) = (p, (tp,p)) = (0, t{p,p)) = (p;1).
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Ahora, para cada v € v(S™), tenemos que existe p € S™ tal que v = {p para
algtin t € R, de esta manera tenemos que

P o W(v) = 0o U(tp) = (p, (p, tp)) = (p.tp)p = t(p, p)p = v.
Notemos que ambas funciones son continuas y lineales en cada fibra.

Por lo tanto, debido a que 7g» @ v(S™) es trivial, obtenemos que
L= w(rsn & V(S™) = wlrs Jw(U(S™) = w(rsn),

lo cual concluye la prueba.

O

Observacion 5.1.10. Notemos que por lo anterior, Tgn no puede distinguirse
del haz trivial sobre S™ por medio de las clases de Stiefel-Whitney.

A continuacion, se hablara de las clases de Stiefel-Whitney para haces vectoria-
les cuyo espacio base es el espacio proyectivo real RP™, por lo que es necesario
describir la cohomologia de RP™ con coeficientes en Z/2.

Lema 5.1.11. El grupo H (RP";Z/2) es ciclico de orden 2 para 0 < i < n y
es cero para i > n. Mds ain, sia denota el elemento no cero de H'(RP™;Z/2)
entonces cada H'(RP™;Z/2) es generado por el i-ésimo producto cup a’.

Demostracion. Consultar [I3] 4.3.3]. O

Observacion 5.1.12. Debido al lema anterior, tenemos que H* (RP™;Z/2) pue-
de ser descrito como el dlgebra con unidad sobre Z/2 que tiene un generador y
una relacion a1 = 0.

Proposiciéon 5.1.13. La clase total de Stiefel-Whitney del haz de linea cand-
nico v} sobre RP" estd dada por

wih) =1+a

donde a es el elemento no cero de H'(RP™;Z/2).

Demostracion. Consideremos la inclusién canénica i : R? — R"*! dada por
i(z,y) = (z,y,0) donde 0 es el origen de R"~1. Asi, tenemos una inclusién
canénica j : RP! < RP" dada por j([z,y]) = [i(z,y)]. Claramente la inclusién
j : RP! < RP" induce el siguiente producto fibrado.

N —

m| N |-

RP! — RP"
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Ahora, debido al axioma Ay obtenemos que

Frwi(m) = wi(n)

donde w1 (yi) # 0, pues i es no trivial. Esto muestra que wy(v;}) es no cero,
por lo tanto w;(v.}) = a. Como las clases de Stiefel-Whitney restantes de .
estan determinadas por el axioma Aj, esto completa la prueba.

O

Observacion 5.1.14. Notemos que por definicion, el haz de linea v\ sobre
RP" estd contenido como un subhaz en el haz trivial e"*'. Denotemos por v+
al complemento ortogonal de . en "' Entonces, el espacio total de v estd
dado por todo los pares

([x],v) € RP x R™™!

tal que v es perpendicular a x.

Proposicion 5.1.15. Sea 7. el haz de linea sobre RP™, entonces
wiyt)=1+a+a®+..+a"

Demostracion. Como v} @ v+ es trivial, tenemo que w(y*) = w(v;}). Ahora,

debido a la Proposicion [5.1.13] y al algoritmo construido en el Lema [5.1.6] in-

ductivamente obtenemos

w1 () = w1 ()
wa(vp) = wi(y,)
w3 () = wi ()
wa(vy) = wi()

Wi () = W} (1),
donde sabemos que w1 (y}) = a. Por lo tanto w(y*+) =1+ a+a® + ... + a".

O
Proposicién 5.1.16. El haz tangente Tppn de RP™ es isomorfo a Homg (7}, 7%).
Demostracion. Sea L una linea a través del origen en R"*1, la cual,intersecta a
S™ en los puntos £z, y sea LT C R™"*! el n-plano complementario. Consideremos
la funcién cociente canoénica f : S™ — RP", f(z) = {£z}. Observemos que
los vectores tangentes (z,v) y (—x,—v) en 7Tg» tienen la misma imagen bajo
la funcién df : T7gn — 7rpn. De esta manera, el haz tangente Tgpn puede
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identificarse con el conjunto de los pares {(z,v),(—x,—v)} tal que {(z,z) = 1,
(x,v) =0.

Pero cada uno de estos pares determina y es determinado por una transformacion
lineal A : L — L' que satisface que A(z) = v. Asf, el espacio tangente de RP"
en {£x} es canénicamente isomorfo al espacio vectorial Homg (L, L), por lo
que se sigue que Tgpn = Homg (7}, 7%)

O

Proposicién 5.1.17. Sea €' el haz trivial de rango 1 sobre RP"™. Entonces

la suma de Whitney Trpn @ ' es isomorfa a la suma de Whitney de (n + 1)-
sumandos YL @ - - - @ L. Por lo tanto la clase total de Stiefel-Whitney de Tgpn
estd dada por

1 1 1
w(Tan):(l—Fa)”"‘l:l—l—(n_l'_ >a+<n_2|_ >a2—|—...—|—<n:; )a".

Demostracion. Claramente el haz Homg(y.,vL) es trivial pues es un haz de
linea con una seccién que nunca se anula. Entonces por la proposiciéon anterior
tenemos que

Trpn @ €' = Homg(v,,,7") @ Homg (75, 7,)

de donde

Homg (7L,7%) @ Homg (7}, ~}) = Homg (v}, e"H).

Asi, obtenemos que

1 n+1)

Trpn @ €' = Homg (7, e

no

=~ Homg(v,,e') ® - - - & Homg(7), ).

Ahora, debido que v} tiene una métrica euclidiana, podemos dar el siguiente

isomorfismo

h
Yw —  Homg(y,,e')

)

(p,v) ——((2,w) = (2, (v, w)))
con lo que se concluye que Tgpn @l 2L @ DAL
De esta manera obtenemos
w(ren) = w(TREn @) = Wy @ B Yy) = w(yy) W) = (L+a)™

que bajo expanciéon binomial, completa la prueba.
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Observacion 5.1.18. El ultimo termino de la expancion binomial de la expre-
sion (1 4+ a)" ™! puede ignorarse, pues H"1(RP";Z/2) = 0. De esta manera,
tenemos como ejemplos:

w(tgpz) = 1 +a+a®

w(TR]}»?,) =1

w(rpps) = 1+ a + a?
Corolario 5.1.19 (Stiefel). La clase w(mgpn) es igual a uno si y solo si n +

1 es una potencia de 2, Asi los unicos espacios proyectivos que podrian ser
paralelizables son RP', RP?, RP7, RP'5, ...

Demostracion. Debido a la identidad (a + b)? = a? + b* méd 2 tenemos que
(14+a)? =1+a* . Por lo tanto si n + 1 = 2" entonces

w(tgpn) = (1 +a)" ™ =1+a"" =1,

De manera reciproca, si (n + 1) = 2"m con m impar, m > 1, entonces

wltgpn) = (1+a)"™ = (1 +a)?™

=(1+a*)™
_ m\ or m\ g.9r m 2" (m—1)
1+<1)a +(2>a +...+<m_1>a
. —1) 4or .
=1+ma? +%a2'2 + oo+ ma? 1)
#1

pues 2" < n+1. Por lo tanto si w(mgp~) = 1 entonces n+1 debe ser una potencia
de 2.

O

Observacion 5.1.20. Si n+ 1 = 2"m con m impar, m > 1, entonces no
existen 2" campos vectoriales suaves sobre el espacio proyectivo RP" que sean
linealmente independientes en todas partes.

A continuacién veremos que realmente RP', RP? y RP7 son paralelizables. Por
otro lado se sabe que los espacio proyectivos restantes RP'®, RP3! ... no son
paralelizables. (Consultar [14], [15], [16]).

5.1.1. Algebras de division.

Teorema 5.1.21 (Stiefel). Supongamos que existe un producto blineal

p:R" xR" — R"
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sin divisores de cero, no necesariamente asociativo y no necesariamente con un
elemento identidad. Entonces el espacio proyectivo P"~1 es paralelizable, por
tanto n debe ser una potencia de 2.

Demostracion. Sea {by,...,b,} la base canonica de R™. Ya que p : R® x R* —
R™ no tiene divisores de cero, tenemos que la correspondencia y — p(y,b1)
define un isomorfismo de R™ en si mismo. De esta manera, la expresion

vi(p(y; b1)) = p(y, b:)
define una transformacién lineal
v; : R" — R",
donde vy (z), ..., v, (x) son linealmente independientes para x # 0, y v1(z) = x.

Las funciones {va,...,v,} definen (n — 1) secciones linealmente independientes
del haz vectorial

TrEn 2 Homg (v,_1,77).
De hecho para cada linea L a través del origen, una transformacion lineal
v i L — L+

se define como sigue. Para x € L, denotemos por 9;(x) a la imagen de v;(z) bajo
la proyecciéon ortogonal

R” — Lt

Claramente 97 = 0y {s, ..., Uy, } son linealmente independientes en todas partes.
Por lo tanto el haz tangente mgrp~ es trivial.

O

Se sabe que estas algebras de division existen para n = 1,2,4,8: a saber, los
numeros reales, los nimeros complejos, los cuaternios y los nimeros de Cayley.
Se sigue que los espacio proyectivos RP!, RP? y RP7 son paralelizables. El hecho
de que no existan algebras de division para n > 8 se sigue de las referencias
citadas en la parte de arriba sobre paralelizabilidad.

5.1.2. Inmersiones.

Si una variedad suave M de dimensién n puede ser inmersa en el espacio eucli-
diano R™t* entonces el Teorema de dualidad de Whitney

wl(u) = wi(TM)
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implica que las clases de Stiefel-Whitney duales w;(7ps) son cero para i > k.
Como un ejemplo, consideremos el espacio proyectivo RP?. Ya que

w(tgpe) = (1+a)'® =1+a*+a®
tenemos que
w(mrpe) = 1+ a?+a* + a®.

En consecuencia, si RP? puede ser inmerso en R%t*  entonces k debe ser al
menos 6.

Los resultados mas llamativos para RP™ se obtienen cuando n es una potencia
de 2. Si n = 2" entonces

w(mgpn) = (L+a)" " =1+a+a",
por lo que

w(rgpn) = 14+ a® 4+ ... +a™ L.

De esta manera, obtenemos de manera inmediata el siguiente teorema.

Teorema 5.1.22. Si RP?" puede ser inmerso en R? % entonces k debe ser al
menos 2" — 1.

Observacion 5.1.23. Notemos que las estimaciones para otros espacios pro-
yectivos se siguen del teorema anterior. Por ejemplo, debido a que RP® no puede
ser inmerso en R se sigue entonces que RP? no puede ser inmerso en R4,
esto duplica la estimacion anterior con respecto a RP?.

5.1.3. Numeros de Stiefel-Whitney.

Sea M una variedad suave de dimension n, cerrada, posiblemente disconexa.
Ya que toda variedad es Z/2-orientable, existe una tunica clase de homologia
fundamental

piar € Hy(M;7Z)2).

Por lo tanto, para cualquier clase de cohomologia v € H™(M;Z/2) el indice de
Kronecker

(v, upr) € Z)2

est4 bien definido. Algunas veces denotaremos por v[M] a este indice de Kro-
necker.
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Sean {rl, ey rn} enteros no negativos con ry +2rs + ... +nr, = n. Entonces para
cada haz vectorial £ podemos formar el monomio

wi(§)"™ -+~ wn ()™

en H"(B(§);Z/2). En particular, podemos realizar la misma construccién para
el haz tangente a una variedad M.

Definicion 5.1.24. El entero asociado mddulo 2 correspondiente
(wr(man)™ + - wp(Tar)™, liar) o brevemente wit - wpr [M],

es llamado el numero de Stiefel-Whiney de M asociado con el monomio wi* - - -
wir.

Dentro del estudio de estos nimeros, estaremos mas interesados en la coleccion
de los posibles nimeros de Stiefel-Whitney de una variedad dada. De esta ma-
nera, dos variedades M y M’ tienen los mismos numeros de Stiefel-Whitney si
wit - wir[M] = wit -+ win[M'] para cada monomio wi* - - - wi» de dimensién
total n

Como un ejemplo, analicemos los numeros de Stiefel-Whitney del espacio pro-
yectivo RP™. Sea 7gpn el haz tangente de RP™, si n es par entonces clase de
cohomologia wy,(Tgpn) = (n + 1)a™ # 0, lo que implica que el namero de
Stiefel-Whitney w, [RP"] es distinto de cero. Analogamente, ya que w; (Trpn) =
(n+ 1)a # 0 se sigue que wi[RP"] # 0. Si n es una potencia de 2, entonces
w(mrpn) = 14+ a+a™, por lo que los demas nimeros de Stiefel-Whitney de RP™
son cero. Notemos que en cualquier otro caso, incluso si n es una potencia de 2,
los nameros de Stiefel-Whitney restantes pueden calcularse como productos de
coeficientes binomiales.

Por otro lado, si n es impar, a saber n = 2k — 1, entonces w(7gp») = (14+a)?* =
(14 a?)k, por lo que w;(mgrpn) = 0 siempre que j sea impar. Ahora, debido a
que cada monomio de dimensién total 2k — 1 debe contener un factor w; de
dimension impar, se sigue que todos los ntmeros de Stiefel-Whitney de RP?¢—1
son cero.

Teorema 5.1.25 (Pontryagin). Si B es una variedad suave, compacta, de di-
mension n+1, con frontera igual a M, entonces los nimeros de Stiefel-Whitney
de M son todos cero.

Demostracion. Sea K C B un subconjunto compacto, consideremos para cada
x € KN (B — M) el homomorfismo inducido por la inclusion de las parejas
(B,B— (KN (B—-M)))C (B,B-{x)}

Hyi1(B,(B— K)UM;Z/2) — Hyy1(B, B — {2}:Z/2).

Sabemos que para cada x € K N (B — M), existe una unica clase px €
H,1(B,(B — K) U M;Z/2) con la propiedad que p(pix) = s, cOn p; €
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H,1(B,B—{z};Z/2) un generador. En particular, debido a que B es compac-
ta, existe una tnica clase de homologia fundamental up € H,11(B, M;Z/2), la
cual cumple el andlogo a la propiedad anterior. Puede mostrarse que el homo-
morfismo natural

0:Hp1(B,M;Z/2) — H,(M;Z/2)

manda la clase up a la clase fundamental pp [I7, p. 304]. De esta manera, para
cualquier v € H,,(M;Z/2) obtenemos la siguiente igualdad

(v, par) = (v, Opp) = (6v, up),
donde & : H"(M;Z/2) — H"1 (B, M;Z/2) es el homomorfismo natural.

Consideremos 7p| s €l haz tangente 7p retringido a M y 7 el subhaz dado
por el haz tangente de M. Escogiendo una métrica euclidiana sobre 75, hay un
Gnico campo vectorial normal a lo largo de M que genera al haz de linea trivial
el por lo que se sigue que

1
TBIM ST DeE.

Por lo tanto las clases de Stiefel-Whitney de 7g, restringidas a M, son iguales
a las clases de Stiefel-Whitney de 75,. Usando la sucesion exacta

H™(B;Z)2) —— H™(M;Z/2) —— H"+1(B, M;Z/2)

donde i* es el homomorfismo de restriccion, se sigue que §(wi' - -wir) =0y
por lo tanto

(wit - wpr, par) = (wyt - - wpr, Opp)
= 0wy’ - wyt) ip)
=0.

Asi, todos los ntimeros de Stiefel-Whitney de M son cero.

O

El teorema reciproco es debido a Thom y es mucho més complicado de demos-
trar.

Teorema 5.1.26 (Thom). Si todos los nimeros de Stiefel-Whitney de M son
cero, entonces M puede verse como la frontera de alguna variedad suave com-
pacta.

Demostracion. Para una demostracion, referirse a [18].
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Por ejemplo la union de dos copias ajenas de M, la cual tiene ciertamente todos
los numeros de Stiefel-Whitney igual a cero, es igual a la frontera del cilindro
M x [0,1]. De manera similar, el espacio proyectivo de dimensién impar RP2¢~1
tiene todos los nameros de Stiefel-Whitney igual a cero, por lo que podemos
pensar que RP?*~1 es la frontera de alguna variedad suave compacta.

Definicion 5.1.27. Dos variedades suaves cerradas My y My de dimension n,
pertenecen a la misma clase de cobordismo no orientado si y sélo si su union
disjunta M1 U Ms es la frontera de una variedad diferenciable compacta de di-
mension (n+1).

Corolario 5.1.28. Dos variedades suaves cerradas de dimension n pertenecen
a la misma clase de cobordismo no orientado si y solo si sus correspondientes
nimeros de Stiefel-Whitney son iguales.

Demostracion. El punto principal de esta prueba es notar que para cada n-tupla
r1,...,7, de nimeros enteros no negativos con la propiedad de que 71 + 279 +
... + nr, =n, se cumple que

wit W [MUN] = wit e [M] 4wl [N

con M y N variedades suaves cerradas de dimensiéon n. En efecto, ya que la
union M LI N es dijunta, tenemos el siguiente isomorfismo en cohomologia

H*(M UN;Z/2) —~ S H*(M;Z/2) ® H*(N;Z/2)
u — Ky (u) @ ki (u)

donde kpy : M — MUN y ky : N — M U N son las inclusiones naturales.
Analogamente se tiene un isomorfismo inducido en homologia

H.(M;Z/2) ® H.(N;Z)2) —*—H,(M UN;Z/2)

udv ks, (u) @ kn, (v)
Ahora, ya que ky;7amun = T y ENTvun = Ty tenemos que
k(wi (taun) -+ wp (tvow)) = wit (Ta) -+ - (Tar) © wit (i) - - wy ().

Por lo tanto, debido a que la clase fundameptal parun de M UN se corresponde
con la clase pps @ py bajo el isomorfismo k, tenemos que

wi (TpuN) - W (TMUN ) s BMUN)

wit (tarun) -+ - Wi (Taaon), k(@ p)

k(wit (taun) -+ wi (Taun), i @ i)
Wit M)+ el [N,

n

Wit wr [MUN] = (
(
(
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Ahora, si M y N pertenecen a la misma clase de cobordismo, entonces M LI N
es la frontera de una variedad suave compacta de dimension n + 1, entonces por
el Teorema [5.1.26| tenemos que para cada monomio wi* - - - win

wit - cwpr [MUN]=0.

lo cual implica que wi' - - - wir[M] = wi* - - - wl"[N].

7. 3 1 T — T1 T
Reciprocamente, si wi' - - - wi»[M] = wj* - - - wi"[N] entonces tenemos que

wit -+ - wir[M U N] = 0, asi por el Teorema [5.1.25) tenemos que M U N es la
frontera de una variedad suave compacta de dimension (n+1), consecuentemente
M y N pertenecen a la misma clase de cobordismo no orientado.

O

5.2. Clase de Euler.

Dado £ = (E, 7, B) un haz vectorial real de rango n, recordemos que Ey denota el
conjunto de los elementos distintos de cero de E. Consideremos el homomorfismo
de restriccion

inducido por la inclusion E — (E, Ey), el cual denotaremos y — y|g. En par-
ticular, aplicando este homomorfismo a la clase de Thom v € H"™(E, Ey;Z),
(descrita en el Teorema|3.4.6)), obtenemos una nueva clase de cohomologia

ulp € H"(E; 7).

Pero H™(FE;Z) es canonicamente isomorfo al grupo de cohomologia H"(B;Z).

Definicion 5.2.1. La clase de Fuler de un haz vectorial real de rango n orien-
table &, es la clase de cohomologia

e(§) € H'(B;Z)
que corresponde a u|g bajo el isomorfismo candnico n* : H"(B;Z) — H"(E;Z).

Ahora, presentaremos algunas de las propiedades fundamentales de la clase de
Euler.

Proposicion 5.2.2. Si f : B — B’ estd cubierta por una transformacion de
haces que preserva la orientacion & — &', entonces e(§) = f*(e(&')).

Demostracion. Este resultado se sigue del hecho de que que la clase de Thom
del haz ¢’ es mapeada a la clase de Thom del haz & bajo el morfismo inducido
en cohomologia

[*:H*(B';Z) — H*(B;Z).
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En particular, si £ es un haz trivial de rango n, n > 0, Entonces e(§) = 0. Porque
en este caso podemos tomar a £ como un haz sobre un punto.

O

Proposicion 5.2.3. Si se invierte la orientacion de &, entonces la clase de
Euler e(§) cambia de signo.

Demostracion. Esto se sigue inmediatamente del hecho de que se invierte la
orientacion de & entonces cambia el signo de la clase de Thom.

O

Proposicion 5.2.4. Sea & un haz vectorial real orientable de rango n, sin es
impar, entonces e(§) +e(§) = 0.

Demostracion. Claramente el isomorfismo de Thom ¢(z) = (7*(x)) — u (Co-
rolario [3.4.8)), manda e(€) en la clase de cohomologia

m*e(§) —u = (ulg) — u=1u—u,

En otras palabra e(§) = ¢~'(u — u). Ahora, usando la identidad a — b =
(=1)lelltlp — @ observamos que u — u es un elemento de orden 2 siempre que
la dimensién n sea impar.

O

Debido a esto, usualmente asumiremos que la dimensién de la fibra es par cuando
estemos haciendo uso de las clases de Euler.

Proposicion 5.2.5. El homomorfismo natural T' : H"(B;Z) — H"™(B;Z/2)
manda la clase de Euler e(§) en la clase de Stiefel-Whitney mds alta w.,(€).

Demostracion. En primera instancia sabemos que e(§) = ¢~ !(u — u), donde
u € H"(E, Ey; Z) denota la clase de Thom del haz £ y

¢: H"(B;Z) — H*"(E, Ey; Z)

estd dado por el isomorfismo de Thom.

Para el caso modulo 2 definimos la clase fundamental @ € H"(E, Ey; Z/2) como
la imagen de la clase de Thom u € H"(F, Ey;Z) bajo el morfismo natural
H™(E,Ey;Z) — H™(E, Ey;Z/2), el cual esta inducido por la sobreyeccion de
coeficientes Z — Z/2. Esta clase fundamental cumple las mismas propiedades
descritas en el Teorema B3.4.6]

De esta manera, tenemos que la clase u — u € H?"(E, Ey;Z) se corresponde
con la clase @ — @ = Sq"(a) € H*"(E, Ey; Z/2).
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Asi, aplicando el morfismo natural I : H"(B;Z) — H™(B;Z/2) a la identidad
e(¢) = 71 (u — u), tenemos que

donde ¢ : H"(B;Z/2) —s H"(E, Eq;Z/2) es el isomorfismo dado por ¢(z) =
(r*(z)) — @y Sq¢" : H"(E, Eo;Z/2)) — H*"(E, Ey;Z/2) denota el n-ésimo
cuadrado de Steenrod, el cual cumple que Sq" (i) = @ — @y ¢~ (Sq"(a)) =
wn (). 8, p.76]

O

Proposicion 5.2.6. La clase de Euler de una suma de Whitney estd dado por
e(€® &) =e(€) — e(f). De manera similar la clase de Euler de un producto
cartesiano estd dada por e(§ x &) =e(§) x e(¢').

Demostracion. Denotemos por £’ = £ x &' con proyeccion
axrm :ExE — BxB.

Consideremos u(¢) € H™(E, Eg; Z) y u(§') € H"(E', E}; Z) las clases de Thom
de £y &'. Como Ej es abierto en E'y Ejj en E’, el producto cruz

w() x u(¢) € H™"(E x E',E x E, UEy x E';7)

estd bien definido. Notemos que el subconjunto abierto E x Ej U Ey x E’ en
el espacio total E” = E x E’ es precisamente igual al conjunto E{ de vectores
no nulos en E”. Se puede mostrar que la clase u(§) x u(£’) es igual a la clase
(=1)™u(E") € H™™(E", E{;Z) donde u(¢”) denota la clase de Thom del
haz £, esto es a consecuencia de que la restriccion de la clase de cohomologia
uw(€) x u(&) en H™"(F” F{/;7Z) es no nula para cada fibra F” = F x F'| y
més aun esta dada por

u(&) x w(€)pr ryy = (1)) (pry) X w(E)(rr,Fr)-
Teniendo en cuenta lo anterior podemos aplicar el homomorfismo de restriccion
H™™(Ex E' (Ex E'o;Z) — H™"(E x E';Z) =2 H™™(B x B';7)
a la identidad u(£"”) = (—=1)™"u(€) x u(£’), donde obtenemos que

e(§”) = (=1)""e(§) x e();

el signo puede ignorarse ya que el lado derecho de esta ecuacién es un elemento
de orden 2 si m 6 n es impar.
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Ahora, suponiendo que B = B’. Tomando el producto fibrado en ambos lados
de esta ecuacion a H™T"(B;Z) por medio del encaje diagonal B — B x B,
obtenemos la igualdad e(§ @ &) = e(§) — e(&').

O

5.2.1. Caracteristica de Euler.

A continuacién, daremos los teoremas y proposiciones necesarias para una re-
formulacion de la caracteristica de Euler de una variedad suave compacta, tanto
para el caso orientable como para el caso no orientable.

Consideremos M una variedad suave de dimension n encajada de manera suave
en una variedad riemanniana A. Para estudiar las clases caractristicas del haz
normal v de M en A, necesitaremos tomar en cuenta la existencia de vecindades
tubulares en M, donde una vecindad tubular en M es una vecindad abierta de M
en A la cual es difeomorfa al espacio total del haz normal bajo el difeomorfismo
que trasforma cada punto € M en el vector normal no nulo en z. [8, Teorema
11.1]

Debido a este resultado, obtenemos que si M es cerrada en A, entonces el anillo
de cohomologia H*(E(v), E(v)o; A) asociado al haz normal de M en A es iso-
morfo canénicamente al anillo de cohomologia H*(A, A— M;A), donde A puede
ser cualquier anillo de coeficientes. [8, Corolario 11.1]

Gracias a esto la clase de Thom w del haz normal de M en A (siempre que
M sea cerrada en A), la podemos pensar como una clase de H*(A, A — M;7Z);
de igual manera para la correspondiente clase funadamental médulo 2, @ €
H*(A,A— M;7Z/2)

Teorema 5.2.7. Sea M wuna variedad suave de dimension n encajada como
un subconjunto cerrado de una variedad riemanniana A de dimension n + k,
entonces la composicion de los dos homomorfismos de restriccion

H*(A, A — M) —— H¥(A) —— H*(M)

con coeficientes modulo 2 manda la clase fundamental @ en la clase de Stiefel-
Whitney mds alta wy,(v*) del haz normal. De manera similar, siv* es orientable,
entonces la composicion correspondiente con coeficientes enteros manda la clase
de Thom u en la clase de Euler e(v¥).

Demostracion. Denotemos por sg : M — E(v) a la seccion cero del haz normal
v* de M en A, la cual induce un isomorfismo canénico H*(E(v)) — H*(M).
Consideremos el homomorfismo de restriccion

Hy(E(v), E(v)g) ——Hi(E)
x — 2lp



5.2. CLASE DE EULER. 107
Primero observemos que la composiciéon

HY(E(v), E(v)o) —— H(E) —s HE(M)

con coeficientes modulo 2 manda la clase fundamental @ en la clase de Stiefel—
Whitney wy(vF). De hecho la imagen de s}(i|z) bajo el isomorfismo de Thom

¢: H*(M) — H**(E(v), E(v)o)

es igual a s} (i|g) — @ = U|p — @ = 4 — @ = S¢*(@). Por lo tanto, s (i|g)
es igual a ¢~ 1Sq" (u) = wi(v).
Ahora, remplazando la pareja (E(v), E(v)g) por la prareja difeomorfa (N, N, —

M), donde N; es una vecindad tubular de M, se sigue que la composicion de
los dos homomorfismos de restriccion

H*(N.,N. — M) —— H*(N.) —— H*(M)

manda la clase correspondiente a 4 en wg(v). Asi, haciendo uso del siguiente
diagrama conmutativo

HM(A,A— M) — H*(A)

I |

H¥(N.,N. — M) —— H¥(M)

se sigue el resultado. La demostraciéon en el caso orientable es completamente
analoga, pues e(v) = ¢~ !(u — u), con ¢ el correspondiente isomorfismo de
Thom con coeficientes enteros.

O

Definicién 5.2.8. La imagen de @ en H¥(A;7Z/2), (analogamente la imagen
de w en H*(A;7/2)) se llama la clase de cohomologia dual a la subvariedad M
de codimension k.

Observacion 5.2.9. Si la clase dual G| 4 a la subvariedad M de codimension k
es cero, se sigue que la clase de Stiefel-Whitney mds alta (o la clase de euler )
de v también debe ser cero.

A partir de este momento, supondremos que M es una variedad suave, la cual
esta orientada o bien que le anillo de coeficientes A es Z/2, de modo que la clase
fundamental (o clase de Thom) asociada al haz normal v del encaje A : M —
M x M,

W € H"(M x M, M x M — A(M))
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esta bien definida. Notemos que el homomorfismo de restriccion
H"(M x MM x M — A(M)) — H"(M x M)

manda v’ en la clase de cohomologia u'|yrxas la cual, por definicion, es dual a
la subvariedad del encaje diagonal de M x M.

Definiciéon 5.2.10. Esta clase de cohomologia v’ | pr« s se denotard concisamen-
te como u” y se llamard la clase de cohomologia de la diagonal en H™(M x M).

Lema 5.2.11. Para cualquier clase de cohomologia a € H*(M), el producto
(ax1)—u esigual a (1 xa)Uu".

Demostracion. Sea N, una vecindad tubular de la subvariedad diagonal A(M)
en M x M. Claramente A(M) es un retracto por deformacion de N.. Conside-
remos las proyecciones

p1,p2: M x M — M,

con pi(z,y) = x y pa(z,y) = y. Como p; y p2 coinciden en A(M), se sigue
que la restriccion p;|n. es homotopica a ps|n,. Por lo tanto las dos clase de
cohomologia pi(a) = a x 1 y pi(a) = 1 x a tienen la misma imagen bajo el
homomorfismo de restriccion H!(M x M) —s H*(N.). Asi, haciendo uso del
siguiente diagrama conmutativo:

Hi(M x M) Hi(N.)

lvu’ qul‘(NE,NE—A(IW))

HUM(M x M, M x M — A(M)) —— H*"(N,, N. — A(M)),

se sigue que (ax1) — u' = (1xa) — u'. Considerando la restriccion a H*™" (M x
M), obtenemos el resultado.

O

Lema 5.2.12. Supongamos que M es compacta, de tal manera que la clase
de homologia fundamental puyr € H,(M) estd bien definida. Entonces la cla-
se de cohomologia de la diagonal v’ € H™(M x M) y la clase de homologia
fundamental pp; se relacionan mediante la identidad v /ppy =1 € HO(M).

Demostracion. Consultar [8, Lema 11.5] O

Ahora, estudiaremos la cohomologia de M con coeficientes en un campo A,
asumiendo que M estd orientada o bien que A = Z/2.

Teorema 5.2.13 (Teorema de Dualidad). Sea M wvariedad suave compacta. Pa-
ra cada base {b1,..,b.} de H*(M) existe una correspondiente base dual {b3, ..., b5}
para H*(M) que satisface la identidad

1 sii=j,

b — b, -
< o pat) {0 sii g
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Observacion 5.2.14. Se sigue como corolario que el rango del espacio vectorial
H*(M) es igual al rango de H" (M), puesto que si un elemento de la base
b; tiene dimension k entonces el elemento de la base dual b} debe dimension
n — k. De hecho, se sigue que el espacio vectorial H*(M) es isomorfo al espacio
vectorial dual Homp (H"%(M), A), usando la correspondencia a — h,, donde
ha(b) = (@ — b, jar).

Mientras demostramos el Teorema [5.2.13] daremos una expresion explicita de
la clase fundamental u” € H"(M x M)

Teorema 5.2.15. Sean {b;} y {b;} bases como arriba, la clase de cohomologia
de la diagonal u” es igual a

T

> (=1)dmbip, 5 by

i=1

Demostracion. (5.2.15|y15.2.13))

Usando la formula de Kiinneth

H*(M x M) = H*(M)® H*(M) = € H"(M)& H(M)
ptq=r

[5, Teorema 3.6], se sigue facilmente que la clase de la diagonal puede expresarse
como una suma de r-términos

' =by xc1+...+ b X,

donde ¢1, ..., ¢, son ciertas clases de cohomologia bien definidas en H*(M) con
dimb; + dim¢; = n.

Ahora, apliquemos el homomorfismo /i a ambos lados de la ecuacion
(ax1)—u"=(1xa)—u".

Usando del lado izquiero, la linealidad por la izquierda del producto slant, ob-
tenemos que

(@ x 1) —u")/jns = a — (u/par) = a.

Del lado derecho, sustituyendo u” por )" b; x¢; y haciendo uso de [7, Proposicion
29.17.5 y (29.22)], obtenemos

(1 xa) —u")/par =Y (1 x @) — (b x ¢;))/puar

= Y (nydimedins (b, (0 — ;) /s
— Z(_Ddimwdimbjbj <a — Cj7MM>~
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Por tanto esta ultima expresion debe ser igual a a. Asi, si sustituimos a por b;
se sigue que el coeficiente

D (=) tmbedmbiy, e )

de b; debe ser 1 para i = j y 0 para 7 # j. Haciendo b = (—1)dimbic,  se sigue
automaticamente el resultado.

O

Recordemos que la caracteristica de Euler de un complejo CW finito K se define
como la suma alternada

N(EK) = 3 (~1)F dim H¥(K)

usando coeficienctes en un campo. Se sabe que la anterior suma alternada es
igual a la suma alternada del namero de k-celdas, por lo que es independiente
del campo de coeficientes que se use.(Consultar [19])

Corolario 5.2.16. Si M es una variedad suave, orientada compacta, entonces
el indice de Kronecker {e(Tar), par), usando coeficientes enteros, es igual a la
caracteristica de Euler x(M). Similarmente, para una variedad no orientada, el
numero de Stiefel-Whitney (wy, (Tar), piar) es congruente con x (M) mddulo 2.

Demostracion. Debido a que toda variedad suave compacta admite una estruc-
tura de complejo CW, tenemos que x(M) esta bien definida.

Notemos que el haz normal v™ asociado al encaje diagonal de M en M x M es
canoénicamente isomorfo al haz tangente de M, [8, Lema 11.1].

Ahora, suponiendo que M es Z-orientable, tenemos que la clase de Thom aso-
ciado al haz normal v"

w' e H*(M x M,M x M — A(M))
estd bien definida para cohomolgia con coeficientes enteros. Asi por tene-

mos que la restriccion de u a la subvariedad diagonal A(M) = M es igual a la
clase de Euler

e(v™) = e(mar).
De donde obtenemos que la clase de Euler del haz tangente de M esta dada por
e(rar) = A (u”).
Podemos sustituir en la formula anterior la identidad

u =Y (=) bib; x by,
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por lo que
G(TM) = Z(*l)dimbibi ~ b;k

Asi, aplicando el homomorfismo ( -, uas) en ambos lados, obtenemos la formula
deseada

(e(mar) par) = 3 (=D)Fm b = x (M)

El argumento médulo 2 es completamente analogo.



Referencias

[1] M.A. Aguilar, J.L. Cisneros Molina, and M.E. Frias Armenta. Characteris-
tic classes and transversality. Topology and its Aplications, 154:1220-1235,
2007.

[2] D. Husemoller. Fibre Bundles. Springer-Verlag, New York, tercera edition,
1994.

[3] T. Brocker and K. Janich. Introduction to Differential Topology. Cambridge
University, Cambridge, London, 1982.

[4] A. Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

[5] Davis J. F. and Kirk P. Lecture Notes in Algebraic Topology. Graduate
Studies in Mathematics, American Mathematical Society, Department of
Mathematics, Indiana University, Bloomington, IN 47405, 2001.

[6] J. M. Lee. Introduction to Smooth Manifolds. Springer-Verlag, Graduate
Texts in Mathematics, 2000.

[7] M. J. Greenberg and J.R. Harper. Algebraic Topology. A first course.
Addison-Wesley, Cambridge, 1981.

[8] J.W. Milnor and J.D. Stacheff. Clases Caracteristicas. Papirhos, Universi-
dad Nacional Auténoma de México, 2017.

[9] R. MacPherson. Generic vector bundle maps, in: Dynamical systems. Sym-
pos., Univ. Bahia, Salvador. Academic Press, 1:165-175, 1971.

[10] C.G. Gibson, K. Wirthmiiller, A.A. du Plessis, and E.N. Looijenga. Stability
of Smooth Mappings, Lecture Notes in Math., volume 552. Springer-Verlag,
Berlin, 1976.

[11] V. Guillemin and Pollack. Differential Topology. Prentice-Hall, Englenwood
Cliffs, New Jersey, 1974.

[12] R.M. Switzer. Algebraic Topology- Homotopy and Homology. Grundlehren-
der mathematischen Wissenschften. Springer, Berlin, 1970.

[13] P.J. Hilton and S. Wylie. Homology Theory. An Introduction to Algebraic
Topology. Cambridge University Press, New York, 1960.

112



REFERENCIAS 113

[14] R. Bott and J. Milnor. On the parallelizability of the spheres. Bull. Amer.
Math. Soc., 64:87-89, 1958.

[15] Michael A. Kervaire. Non-parallelizability of the n-sphere for n > 7. Proc.
Natl. Acad. Sci. USA, 44(3):280-283, 1958.

[16] J. F. Adams. On the non-existence of elements of hopf invariant one. Ann.
of Math, 72:20-140, 1960.

[17] Edwin H. Spanier. Algebraic topology. Springer-Verlag, New York, 1966.

[18] Robert E. Stong. Notes on Cobordism Theory. Mathematical notes. Prin-
ceton University Press, University of Tokio Press, Tokio, 1968.

[19] A. Dold. Lectures on Algebraic Topology. Grundlehrender mathematischen
Wissenschften. Springer, 1972.



	Portada
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Preliminares
	Capítulo 3. Orientación en Variedades
	Capítulo 4. Clases Características
	Capítulo 5. Aplicaciones
	Referencias



