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Resumen

La teoria de categorias ha encontrado en la fisica, un area de explotacion tedrica
donde conceptos como funtor y transformacion natural tiene significado y asi preten-
der hacer uso de dicha teoria para el desarrollo de teorias tan exéticas como lo son la
teoria de cuerdas o la teoria M.

La tesis comienza con un capitulo dedicado a la teoria de categorias, donde se presen-
tan las definiciones béasicas como son: categorias, funtores, transformaciones naturales
y conmutatividad de diagramas, que seréan utilizadas a lo largo del texto.
Continuamos con una introduccién a la topologia diferencial, haciendo especial énfa-
sis a la teoria de haces que seréan los objetos basicos de la tesis. Luego abordaremos
los conceptos de homologia y cohomologia en un sentido muy general dentro de las
categorias abelianas para después dar paso a definiciones dentro de la topologia alge-
braica, grupos de homologia y cohomologia son discutidos aqui, asi como la definicion
general de una clase caracteristica.

Antes de abordar el tema principal de la tesis, damos una breve introducciéon a la
teoria cuantica de campos, especialmente en el procedimiento de cuantizacion. Esto
ayudara al lector a seguir con las ideas dentro de la teoria de cuantizacion topologica
ya que encuentran similitudes conforme se desarrolla la tesis y que seré el ingrediente
principal para nuestro analisis categorico. Este es precisamente el niicleo de la tesis.
Aqui me gustaria hacer mencién que el tratamiento sigue las riendas de un proceso
bastante intuitivo y que quiza no logre pasar las expectativas de un conocedor en el
area de las n-categorias, pero que en el fondo usa el mismo principio, asi no preten-
demos decepcionar al lector pero si motivar en el sentido de que el anélisis categorico

hecho esta enfocado en un area en pleno crecimiento, i.e, el area de la teoria topolo-
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gica cuantica de campos esta en la frontera del conocimiento y esperamos que el uso
quizéd un tanto inadecuado resulte al menos entretenido para quienes encuentren en

la teoria de categorias un area para ampliar sus conocimientos matemaéticos.
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Capitulo 1

Introduccion

La topologia algebraica es una rama de las mateméticas en la que se usan las
herramientas del algebra abstracta para estudiar los espacios topologicos. El objetivo
bésico es encontrar invariantes algebraicos que clasifican los espacios topolégicos has-
ta el homeomorfismo, aunque normalmente muchos se clasifican hasta la equivalencia
homotopica. La meta es clasificar los espacios topolégicos. Un nombre antiguo para
esta materia era el de topologia combinatoria, que ponia el énfasis en como un espacio
dado X podia construirse a partir de espacios mas pequenos. El método basico que se
aplica ahora en topologia algebraica es el de investigar los espacios por medio de los
invariantes algebraicos: por ejemplo relaciondndolos con los grupos, que tienen bas-
tante estructura utilizable, y de manera que se respete la relaciéon de homeomorfismo
de espacios [1].

Las dos formas principales como se hace esto son a través de los grupos fundamen-
tales, o mas en general la teoria de homotopia, y por medio de los grupos de homolo-
gia y de cohomologia. Los grupos fundamentales nos suministran informaciéon bésica
sobre la estructura de un espacio topologico; pero son a menudo no-abelianos y pueden
ser dificiles de usar.

Los grupos de homologia y cohomologia, por otra parte, son abelianos, y en mu-
chos casos importantes son finitamente generados. Los grupos abelianos finitamente
generados pueden clasificarse completamente y son particularmente féaciles de usar.

Varios resultados tutiles se siguen inmediatamente de trabajar con grupos abelianos



finitamente generados. El rango libre del grupo de n-homologia de un complejo sim-
plicial es igual al n-nimero de Betti, asi que se pueden usar los grupos de homologia
de un complejo simplicial para calcular su caracteristica de Euler-Poincaré. Asi que la
homologia ’codifica’ gran parte de la informacion topoldgica de un espacio topologico
dado [2].

En general, todas las construcciones de la topologia algebraica son funtoriales [3]:
las nociones de categoria, funtor y transformaciéon natural se originaron aqui. Los gru-
pos fundamentales, de homologia y cohomologia no son solo invariantes del espacio
topologico subyacente, en el sentido de que dos espacios topoldgicos son homeomor-
fos si tienen asociados los mismos grupos; una aplicaciéon continua de espacios induce
un homomorfismo entre los grupos asociados, y estos homomorfismos pueden ser usa-
dos para probar la no existencia (o, mas profundamente, la existencia) de aplicaciones.
Entre sus tantas aplicaciones, podemos encontrar en el area de la fisica matemética,
el uso de la topologia algebraica para el estudio de las clases caracteristicas asociadas
a una estructura geométrica dada, que muchas veces fomaliza el concepto de espacio
de configuracion de sistemas clasicos. Més especificamente, en el area de teoria de
campos, el uso de la topologia algebraica ha ido en aumento, por ejemplo, en el desa-
rrollo de la teoria topologica cuantica de campos (TTCC), que es una teoria cuantica
de campos (TCC) que calcula invariantes topologicos [Apen. D|.

Aunque las TTCC fueron desarroladas por fisicos, ellas también son de interés
matematico, relacionado, entre otras cosas, con la teoria de nudos y la teoria de tetra-
variedades en topologia algebraica y la teoria de espacio modular en geometria alge-
braica (S. Donaldson, V. Jones, E. Witten y M. Kontsevich, han ganado la Medalla
Fields por sus trabajos relacionados con la teoria de campos topolégica).

Aqui abordaremos la metodologia llamada cuantizacion topologica, que precisa-
mente calcula invariantes topologicos y los interpreta desde el formalismo de Mau-
pertius. Finalmente el propoésito de esta tesis es tratar de traducir gran parte de la
informacion al lenguaje de las categorias para poder hacer uso de esta herramien-
ta y poder extender varias nociones fisicas dentro de la cuantizacion topologica y

comprender otras qué siguen en investigacion [4].



Capitulo 2

Fundamentos de la Teoria de

Categorias

2.1. Categorias

En la ciencia matemética moderna en el momento en que alguien define una
nueva clase de objeto matematico, uno procede casi en el siguiente respiro a decir
qué clase de funciones entre los objetos van a ser consideradas. Un marco de refe-
rencia general para lidiar con situaciones donde tengamos ciertos objetos y ciertas
funciones entre objetos, como conjuntos y funciones, espacios vectoriales y opera-
dores lineales, puntos en el espacio y caminos entre ellos, etc., da el metalenguaje
moderno de categorias y funtores. Las categorias son universos matemaéticos y los

funtores son "proyecciones"de un universo a otro [5].

Una categoria es una estructura matematica genérica que consiste de una coleccion
de objetos (conjuntos posiblemente con una estructura adicional), con una correspon-
diente coleccion de flechas, o mor fismos, entre los objetos (en congruencia con la
estructura adicional). Una categoria K esta definida como un par (Ob(K), Mor(K))
de objetos A, B, ... € Ob(K) y morfismos f: A — B, g: B— C,... € Mor(K) entre

objetos, con la composiciéon asociativa:



<A1, B g>C:Aﬂ>C,

y un morfismo ciclo-identidad. Cabe destacar que en la literatura de topologia, se usa
diferente notacion para Mor(K), a saber, Hom(K) [5].
Una categoria K es usualmente representada por un diagrama conmutativo (i.e., un

diagrama con un objeto inicial Ay final D comun ):

A%B

o]
CT>D

Para hacer esto mas preciso, decimos que una categoria K esta definida si tenemos:
(1) Una clase de objetos {A, B,C, ...} de K denotado por Ob(K);

(2) Un conjunto de mor fismos o flechas Moria py con elementos f : A — B, de-

finidos para cualquier par ordenado (A, B) € K, tal que para dos pares distintos

(A, B) # (C, D) en K, tenemos Mory(A, B) N Morg(C, D) = 0;
(3) Para cualquier tripleta (A, B,C) € Kcon f: A— By g:B — C, existe una

composicion de morfismos

Mori(B,C) x Mori(A,B) > (9. f) = go f € Morg(A,C) (2.1)

Si tenemos un morfismo f € Morg(A, B), (escrito de otra forma como f: A — B), o
A—L.B

entonces A = Dom/(f) es el dominio de f, y B=Cod(f) es el codominio de f (del cual
el rango de f es una subclase) y denotado por B = ran(f).

Para hacer a K una categoria, estd debe de cumplir ademas las siguientes propiedades:

1. Asociatividad de mor fismos: para toda f € Morg(A, B), g € Mork(B,C), y
h € Mor(C, D), tenemos ho(go f) = (hog)o f; en otras palabras, el siguiente

diagrama conmuta



ho(gof)

o
Q—UT

g

2. Existencia de mor fismo identidad: para cada objeto A € Ob(K) existe un
tnico morfismo identidad 14 € Mork(A, A); para cualquiera dos morfismos
f € Mori(A,B) y g € Morg(B,C), composiciones con el morfismo identidad
1p € Mori(B, B) da como resultado 1go f = f y go 1p = g, i.e., el siguiente

diagrama es conmutativo:

A-Llsp-2,¢C
x ll%
B
La clase de todos los morfismos de la categoria IC es denotado por

Mor(K) = U Morg (A, B). (2.2)
A,BEOb(K)

Si para dos morfismos f € Morx(A,B) y g € Morg(B, A) la igualdad go f =14 es
valida, entonces el morfismo g se dice que es inversa izquierda (o retraccion) de f,
y f inversa derecha (o seccion) de g. Un morfismo que es ambos, inversa izquierda
y derecha de f se dice inversa por los dos lados de f.
Un morfismo m : A — B es llamado monomor fismo en K (i.e., 1 — 1, o fun-
cion inyectiva), si para dos morfismos paralelos fi, fo : € — A en K la igualdad
mo fi = mo fy implica f; = f3; en otras palabras, m es momorfismo si es cancelable
por la izquierda. Cualquier morfismo con inversa izquierda es monomorfismo.
Un morfismo e : A — B es llamado epimorfismo en K (i.e., sobre, o funcion
sobreyectiva), si para dos morfismos paralelos ¢i,9o : B — C en K la igualdad
g1 oe = gyoeimplica g; = go; en tras palabras, e es epimorfismo si es cancelable por
la derecha. Cualquier morfismo con inversa derecha es epimorfismo.
Un morfismo f : A — B es llamado isomorfismo en I (denotado como f : A = B)

si existe un morfismo f~!: B — A que es inversa por los dos lados de f en K. La



relacion de isomorfismo es reflexiva, simétrica y transitiva, i.e., es una relaciéon de
equivalencia.

Por ejemplo, un isomorfismo en la categoria de conjuntos es llamado biyeccion, en
la categoria de espacios topologicos es llamado homeomor fismo, en la categoria de
variedades diferenciales es llamado di feomor fismo.

Un morfismo f € Morx(A, B) es regular si existe un morfismo g : B — A en K tal
que fogo f = f. Cualquier morfismo con o inversa izquierda o inversa derecha es
regular.

Un objeto T" es un objeto terminal en K si para cada objeto A € Ob(K) existe una
tnica flecha A — T. Un objeto S es un objeto inicial en K si para cada objeto
A € Ob(K) existe una unica flecha S — A. Un objeto nulo Z € Ob(K) es un objeto
que es tanto inicial y terminal; éste es tinico bajo isomorfismos. Para cualesquiera dos
objetos A, B € Ob(K) existe un tinico morfismo A — Z — B (la composicién a través
de Z), llamado el mor fismo cero de A a B.

La nocién de subcategoria es andloga a la nocién de subconjunto. Una subcategoria
L de una categoria K se dice que es una completa subcategoria si y solo si para cua-
lesquiera dos objetos A, B € L), cada morfismo A — B de L esté en K.

Un grupoide es una categoria en la cual cada morfismo es invertible. Un grupoide
tipico es el grupoide fundamental II;(X) de un espacio topolégico X. Un objeto de
IT;(X) es un punto € X, y un morfismo x — 2z’ de II;(X) es la clase de homotopia
de caminos f de x a 2’. La composicién de caminos g : @’ — 2"y f: 2 — 2/ es el
camino h que es ’f seguida de ¢’. La composicion también se aplica a clases de homo-
topia, y hace a II;(X) una categoria y un grupoide (la inversa de cualquier camino
es el mismo camino recorrido en direccion contraria).

Un grupo es un grupoide con s6lo un objeto, i.e., una categoria con un objeto en la
cual todos los mor fismos son isomor fismos. Por lo tanto, si queremos generalizar
el concepto de grupo, manteniendo la asociatividad como una propiedad esencial, ob-
tenemos la nocion de categoria [5].

Una categoria es discreta si cada morfismo es una identidad. Un monoide es una

categoria con un objeto. Un grupo es un monoide en el cual sus morfismos tienen



inversa por los dos lados bajo la composicion.

El algebra homoloégica fue la progenitora de la teoria de categorias. Generalizando la
formula de Euler f+v = e+2 para las caras, vértices y aristas de un poliedro convexo.
E.Betti defini6 invariantes numéricos de espacios por adiciéon y substraccion formal
de caras de varias dimensiones; H.Poincaré formaliz6 esto e introdujo la homologia.
E.Noether extrajo el hecho que estos calculos continian en grupos abelianos, y que
la operaciéon 0, tomando una cara de dimensién n a la suma alternada de caras de
dimension n — 1 que forman su frontera es un homomorfismo, y también satisface
Op © Opy1 = 0. Hay muchas maneras de aproximar un espacio dado por poliedros,
pero el cociente H,, = Kerd,/Imo,,; es un invariante, el grupo de homologia. Des-
de Noether, los grupos de homologia han sido el objeto de estudio en lugar de sus

dimensiones, que son los nimeros de Betti [5].

2.2. Funtores

En topologia algebraica, se intenta asignar a cada espacio topolégico X algiin ob-
jeto F(X) de tal manera que para toda C%-funcién f : X — Y existe una asignacion
de homomorfismos F(f) : F(X) — F(Y). Una ventaja de este procedimiento es, e.g.,
que si uno esta tratando de probar la no existencia de una C°-funciéon f : X — Y con
ciertas propiedades, se puede demostrar de forma relativamente sencilla la no existen-
cia de la correspondiente funcion algebraica F(f) y por tanto deducir que f podria
no existir. En otras palabras, F se convierte en un homomorfismo de una categoria
(e.g., la categoria de espacios topologicos, T) a otra (e.g. la categoria de grupos, G o
la categoria de grupos Abelianos, A). Formalizando esta nocién obtenemos la idea de
un funtor [5].

Un funtor es una imagen genérica que proyecta una categoria en otra.

Sea K = (Ob(K), Mor(K)) una categoria fuente (o dominio) y £ = (Ob(L), Mor(L))
la categoria objetivo (o codominio).

Un funtor F = (Fo, Fu) esta definido como un par de funciones, Fp : Ob(K) —

Ob(L) y Fpr : Mor(K) — Mor(L), preservando la simetria categorica (i.e., conmuta-



tividad de todos los diagramas) de K en L.
Mas precisamente, un funtor contravariente, o simplemente un funtor, F, : K — L
es una imagen en la categoria objetivo (o final) £ de (todos los objetos y morfismos

de) la categoria fuente (o inicial) K:

F(f)
A1 ,B F(A) F(B)
F hl lg = f(h)l lf(g)
C——D F(C) =5 F(D)

Similarmente, un funtor contravariante o cofuntor, F* : K — L es una imagen

dual con las flechas revertidas:

F(f)
A—L,B F(A) «—— F(B)
Fr hl lg — ]—'(h)T T]—'(g)

En otras palabras, un funtor F :  — L de una categoria inicial K a una categoria
final £ es un par F = (Fp, Far) de funciones Fo : Ob(K) — Ob(L), Fpr : Mor(K) —
Mor(L), tal que:

1. Si f € Mork(A, B), entonces Fu(f) € Morg(Fo(A), Fo(B)) en el caso de
funtor covariante F.,y Fu(f) € Morp(Fo(B), Fo(A)) en el caso de un funtor

contravariante F*,
2. Para todo objeto A € Ob(K) : Far(1a) = 17, a);

3. Para toda f,g € Mor(K) : si cod(f) = dom(g), entonces
Fulgo f)=Fulg) o Fu(f) en el caso de funtor covariante F.,y
Fulgo f)=Fu(f)o Ful(g) en el caso de funtor contravariante F*.

La teoria de categorias se origina en topologia algebraica, que trata de asignar inva-
riantes algebraicos a estructuras topologicas. La regla de oro en tales invariantes es
que necesitan ser funtores [5]. Por ejemplo, el grupo fundamental m; es un funtor.

La topologia algebraica construye un grupo llamado grupo fundamental m (X) para



cualquier espacio topolégico X, que mantiene el rastro de cuantos hoyos el espacio
X tiene. Pero también, cualquier funciéon entre espacios topologicos determina un
homomorfismo ¢ : m(X) — m(Y) de los grupos fundamentales. Entonces el grupo
fundamental es realmente un funtor m : 7 — §G. Esto nos permite traducir completa-
mente cualquier situacion que involucre espacios topoldgicos y funciones continuas
entre ellos a una situacion paralela que involucre grupos y homomor fismos, y por
tanto reducir algunos problemas topologicos a problemas algebraicos.

También, la homologia singular en una dimensiéon dada n asigna a cada espacio to-
polégico X un grupo abeliano H,(X), su enésimo grupo de homologia, y ademas a
cada funcién continua f : X — Y de espacios topologicos un homomorfismo corres-
pondiente H,(f) : H,(X) — H,(Y) de grupos, y esto de cierta forma que H,(X) se
convierte en un funtor H,, : T — A.

La idea principal en el uso de funtores en topologia es que H,, o m, da una imagen
algebraica no sélo de los espacios topologicos X, Y sino también de todas las funciones
continuas f : X — Y entre ellos.

Similarmente, existe un funtor II; : 7 — G, llamado el funtor grupoide fundamen-
tal, que juega un papel muy bésico en topologia algebraica. Asi es como obtenemos
de cualquier espacio X su grupoide fundamental II;. Para decir qué es el grupoide
I1;(X), necesitamos decir quiénes son sus objetos y sus morfismos. Los objetos en
IT; (X) son solo los puntos de X y los morfismos son sélo una clase de equivalencia de
caminos en X. Méas precisamente, un morfismo f : x — y en I1;(X) es solo una clase
de equivalencia de caminos continuos de z a y, donde dos caminos de z a y son equi-
valentes si uno puede ser deformado continuamente en el otro sin mover los puntos
finales. (Si esta relacion de equivalencia se cumple decimos que los dos caminos son
homotopicos, y llamamos a las clases de equivalencia clases homotopicas de caminos).

Otros ejemplos de funtores covariantes que olvidan estructura:

1. De la categoria de espacios topologicos a la categoria de conjuntos; 'olvida’ la

estructura topologica.

2. De la categoria de espacios métricos a la categoria de espacios topologicos con



la topologia inducida por la métrica; 'olvida’ la métrica.

Para cada categoria IC, el funtor identidad Zx toma cada KC-objeto y cada K-morfismo
y lo lleva a el mismo.

Dada una categoria K y una subcategoria £, tenemos el funtor inclusion In : L — IC.
Dada una categoria IC, un funtor diagonal A : K — K toma cada objeto A € K y lo
lleva al objeto (A, A) en la categoria producto K x IC.

Dada una categoria K y una categoria de conjuntos S, cada objeto A € K deter-
mina un Hom- funtor covariante K[A,] : K — S, un Hom-funtor contravariante
K[,A]: K — Sy un Hom-bifuntor K [,] : K? x K — S.

Un funtor F : K — L es un funtor fiel si para todo A, B € Ob(K) y para toda
f,g € Morg(A,B), F(f) = F(g) implica f = g; es un funtor total si para cada
morfismo h € Morg(F(A),F(B)), existe g € Morc(A, B) tal que h = F(g); es un

encaje completo si es ambos total y fiel[5].

2.3. Transformaciones Naturales

Una transformacion natural (i.e., un mor fismo funtorial) T : F — G es un

morfismo entre dos funtores de la misma varianza,

(F,§): K—= L

preservando la simetria categorica, i.e., preservando la conmutatividad de todos los
diagramas.

Mas precisamente, todos los funtores de la misma varianza de una categoria K a otra
categoria £ forman por si solas objetos de la categoria funtorial L.

Morfismos de £F, llamados trans formaciones naturales, estan definidos como sigue:
Sea F: K — Ly G: K — L dos funtores de la misma varianza de una categoria K a
otra categoria L. Una transformacion natural F 2y G es una familia de morfismos tales

que para toda f € Mori(A, B) en la categoria fuente C, tenemos G(f)ors = 7o F(f)



en la categoria de llegada L. Entonces decimos que la componente 74 : F(A) — G(A)
es natural en A.

Si pensamos de un funtor F una imagen en la categoria de llegada £ de (todos los
objetos y morfismos de) la categoria fuente C, entonces una transformacion natural
T representa un conjunto de morfismos transformando la imagen F en otra imagen
G, preservando la conmutatividad de todos los diagramas.

Una transformacion natural invertible, tal que todas las componentes 74 son isomor-
fismos es llamada equivalencia natural (o isomor fismo natural). En este caso, las

~!en £ son las componentes de un isomorfismo natural (7)~!: G = F.

inversas (7)
Equivalencias naturales se encuentran en las construcciones meta — matematicas
mas importantes en topologia algebraica, y como decian S. Eilenberg y S. MacLane,
‘categoria’ fue definida para poder definir 'funtor’, y 'funtor’ fue definido para poder

definir ’transformacion natural’.

Las transformaciones naturales pueden ser compuestas en dos formas distintas. Pri-
mero, tenemos una composicion ordinaria: si F,G y H son tres funtores de una
categoria fuente A a una categoria de llegada B y luego o : F = G, f : G = H son

dos transformaciones naturales, entonces la féormula
(Boa)s = Paoaa, paratoda A€ A, (2.3)

define una nueva transformaciéon natural foa : F = H. Esta regla de composicion
es claramente asociativa y posee una unidad 1 en cada funtor F, cuya A-componente
es lry.
Segundo, tenemos el producto Godement de transformaciones naturales, usualmente
denotado por * [5|. Sea A, B y C tres categorias, F, G, H y K cuatro funtores tales
que

(F.G): A—1B

(H.K): B—=¢C



ya:F =G B:H = K. Ahora en lugar de (1.3), la composicion Godement esté
dada por (B*a)a = BgaoH(aa) = K(aa)oBra, paratoda A € Ay esta define una
nueva transformacion natural Sxa : HoF — KogG. Finalmente, las dos composiciones

de transformaciones naturales anteriores puede combinarse como

(0xy)o(Bra)=(00f)*(yoa),

donde A, B y C son tres categorias, F, G, H, K, L, M son seis funtores, y a : F =

H,B:G>K,v:H-=>L,0: K= M son cuatro transformaciones naturales.



Capitulo 3

Definiciones Basicas en Topologia

Diferencial

3.1. Variedades Diferenciables

Albert Einstein una vez dijo: "la naturaleza es simple s6lo cuando es analizada
localmente". ;Por qué? Porque, localmente, cualquier sistema parece lineal, y por
lo tanto completamente predecible y controlable [5]. La elaboracion geométrica de
esta idea fundamental produjo el concepto de variedad, un espacio topoldgico que
localmente parece un espacio euclidiano R™ , pero globalmente puede ser totalmente
diferente. Ademas, para poder hacer calculo en las variedades, de la misma manera
como lo hacemos en espacios ordinarios R" , las variedades necesitan ser suaves (i.e.,

diferenciables las veces que sean necesarias, técnicamente denotado por C*).

Consideremos un ejemplo clasico. Comparemos la superficie de una manzana con
el plano euclidiano. Una pequena vecindad de cada punto en la superficie de la man-
zana (excluyendo la raiz) se parece a un plano euclidiano (denotado por R?), con sus
geodésicas locales luciendo como lineas rectas. En otras palabras, una superficie suave
es, localmente, topolégicamente equivalente al plano euclidiano. El mismo concepto
de geometria no lineal se mantiene en cualquier dimension. Si la dimensién es alta,

estarfamos lidiando con sistemas complejos. Por tanto, mientras que sistemas linea-
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les continuo-temporales viven en el espacio Euclidiano, sistemas continuo-temporales

complejos viven en variedades suaves, usualmente denotados por M.

Finalmente, notemos que hay dos paradigmas dinamicos de variedad suave:

(i) La 4-variedad espacio-tiempo de Einstein, histéricamente la primera y

(ii) La n-variedad de configuracion, que es el concepto geométrico moderno.

Para tener un poco de intuicion geométrica detras del concepto de variedad, conside-
remos un conjunto M que es un candidato de una variedad. Cualquier punto x € M
tiene su carta (euclidiana), dada por una funcion biyectiva ¢; : M — R™, con su

imagen euclidiana V; = ¢;(U;). Més preciso, una carta esta definida por
i MDU 3z~ ¢i(z) eV, CR" (3.1)

donde U; C M y V; C R" son conjuntos abiertos.
Claramente, cualquier punto z € M puede tener diferentes cartas.
Consideremos el caso de dos cartas ¢;,p; : M — R", teniendo en sus imagenes dos
conjuntos abiertos, V;; = ¢;(U;NU;) v Vji = ¢;(U;NU;). Luego tenemos las funciones
de transicion ¢;; entre ellas,
©ij = p; 0 p; " Vij = Vj; localmente dadas por p;(x) = ¢;(¢; ' (z))
Si las funciones de transicion ¢;; existen, entonces decimos que las dos cartas ¢; y ¢;
son compatibles. Las funciones de transicion representan una (no lineal) transforma-
cion de coordenadas general, que es el niicleo del calculo tensorial.
Un conjunto de cartas compatibles tales que para cada punto en la variedad tienen
su imagen en al menos una carta es llamado un atlas [6]. Dos atlas son equivalentes
si y s6lo si todas sus cartas son compatibles, entonces su uniéon también es un atlas.
Una estructura de variedad es una clase de atlas equivalentes.
Finalmente como las cartas fueron supuestamente biyectivas, ellas también pueden
ser un homeomorfismos, en ese caso tendriamos una variedad topolédgica, o difeomor-
fismos, en este caso tendriamos una variedad suave.

Un poco mas preciso, una variedad topologica (suave respectivamente) es un espacio



separable M tal que es localmente homeomorfo (difeomorfo respectivamente) al es-

pacio euclidiano R", teniendo las siguientes propiedades:

(1) M es un espacio de Hausdorff: para cada par de puntos zi,z, € M, hay dos
subconjuntos abiertos disjuntos Uy, Uy C M tales que 1 € Uy y x5 € Us.

(2) M es un espacio segundo contable: Existe una base contable para la topologia de
M.

(3) M es localmente euclidiano de dimension n: Cada par de puntos de M tienen una
vecindad que es homeomorfa (difeomorfa respectivamente) a un subconjunto abierto

de R™.

Esto implica que para cada punto x € M existe un homeomorfismo (difeomorfis-
mo respectivamente) ¢ : U — ¢(U) C R™, donde U es una vecindad abierta de x en
My ¢(U) es un subconjunto abierto en R". El par (U, ¢) es llamada carta coorde-

nada en el punto z € M, etc.

Dada una carta (U, ¢), llamamos al conjunto U un dominio coordinado, o una ve-
cindad coordinada de cada uno de sus puntos. Si ademas ¢(U) es una bola abierta
en R", entonces U es llamada bola coordenada. La funcién ¢ es llamada una fun-
cion (local) coordenada, y las funciones componentes (x!,...,2") de ¢, definida por
o(m) = (z'(m), ...,z"(m)), son llamadas coordenadas locales en U.

Dos cartas (U, p1) y (Us, o) tales que Uy MUy # @ son llamadas compatibles si
©1(Up NUy) v wa(Uay N Uy ) son subconjuntos abiertos de R™ . Una familia (U,, ¢ )aca
de cartas compatibles en M tales que U, formen una cubierta de M es llamada un
atlas. Las funciones va5 = @g 0 @' @ ©a(Uss) — ©5(Usp) son llamadas funciones
de transicion, para el atlas (Uy, Ya)aca , donde U,g = U, N Uz entonces tenemos el

siguiente tridngulo conmutativo

Uap ©M
N
Uap) > Op

Pa(

¢a[3 (UOCB)



Un atlas (Uy, @u)aca para una variedad M es llamado C* -atlas , si todas las
funciones de transicion @as @ ¢a(Uag) — ©5(Usp) son funciones de clase C* . Dos
C*-atlas son llamados C*-equivalentes , si su unién es otra vez un C*-atlas para M .
Una clase de equivalencia de C*-atlas es llamada C*-estructura en M. En otras pala-
bras, una estructura suave en M es un atlas suave maximal en M, i.e., un atlas que
no esté contenido estrictamente en otro atlas suave mas grande. Por una C*-variedad
M, queremos decir una variedad topolégica junto con una C*-estructura y una carta
en M serd una carta perteneciendo a un atlas de la C*-estructura [6]. Variedades
suaves las denotaremos por C*°-variedad, y la palabra suave es usada como sinénimo
de ser C'*°.

A veces los términos sistema local de coordenadas o parametrizaciéon son usados en
vez de cartas. Que M no esté definida con algtn atlas particular, pero si con una
clase de equivalencia de atlas, es una formulaciéon matematica del principio general
de covariancia. Todo sistema coordenado disponible es igualmente bueno. Una carta
euclidiana puede ser suficiente para un subconjunto de R", pero este sistema coorde-
nado no es preferible entre otros, tales que tal vez necesiten més cartas, pero es mas

conveniente en otros aspectos.

3.2. Funciones entre Variedades

Una funcion ¢ : M — AN entre dos variedades M y N con M 3 m +— p(m) € N,
es llamada una funciéon suave, o C*-funcién, si para cada m € M y cada carta
(V,9) en N con o(m) € V exite una carta (U,¢) en M con m € U,p(U) CV,y

d =1opoptes Ck, esto es, el siguiente diagrama conmuta

MDU 25 VCN

a I

O(U) —— (V)

Sean M y N variedades suaves y sea ¢ : M — N una funciéon suave. La funcion ¢
es llamada cubierta, o equivalentemente, M es cubierta para N, si ¢ es sobreyectiva y

cada punto n € N admite una vecindad abierta V' tal que p~!(V) es la uni6n disjunta



de conjuntos abiertos, cada uno difeomorfos via ¢ a V.

Una Ck-funcién ¢ : M — N es llamada difeomorfismo si ¢ es una biyeccion, o= ! :
N — M existe y es C*. Dos variedades son difeomorfas si existe un difeomorfismo
entre ellas. Todas las variedades suaves y todas las funciones suaves entre ellas forman

la categoria M.

3.3. Haz co/tangente

En mecéanica, a cada nD variedad de configuracion M esta asociado su 2nD va-
riedad de fase-velocidad, denotado por T'M llamado haz tangente de M. La variedad
original M es llamada variedad base de T’M. Hay también una funcién sobreyectiva
m: TM — M, llamada proyeccion. Encima de cada punto x € M hay un espacio
tangente T, M = 7~1(x) para M en z, que es llamada fibra. La fibra T,M C T M
es el subconjunto de TM, tal que el total haz tangente, TM = | | .\ T:M, es la
unién disjunta de los espacios tangentes T, M a M para todos los puntos z € M.
Desde la perspectiva dindmica, la cantidad mas importante en el concepto de haz
tagente es la funciéon suave v : M — TM que es una inversa a la proyeccion m,
e, mov = Idym m(v(z)) = x. Este es llamado el campo vectorial de velocidad.
Su gréfica (x,v(x)) representa la seccion cruzada del haz tangente T'M. Esto expli-

ca el término dinamico de fase-velocidad, dado al haz tangente T'M de la variedad M.

Si [a,b] es un intervalo cerrado, una C°-funcién v : [a,b] — M se dice diferencia-

ble en a si existe una carta (U, ¢) en y(a) tal que el siguiente limite existe y es finito

%(QbO’Y)(G) = (¢07)’(a) — lim (CbO'Y)(t) — (ngOfy)(a)

t—a t—a

(3.2)

Generalizando (1.2), tenemos la nocion de curva en una variedad. Para una variedad
suave M y un punto m € M una curva en m es una C°-funcion v : I — M de un
intervalo I C Ra M con 0 € I y v(0) = m.

Dos curvas 71 y 72 que pasan por un punto m € U son tangentes en m respecto a la



carta (U, ¢) si (¢pov1) (0) = (¢po72)'(0). Por tanto, dos curvas son tangentes si tienen
vectores tangentes idénticos (misma direccion y velocidad) en una carta local en una
variedad.

Para una variedad suave M y un punto m € M, el espacio tangente T,, M a M en

m es el conjunto de clases de equivalencia de curvas en m:
ToM={["],, 7 esunacurva en m € M} (3.3)

Una C*-funcién ¢ : M 3 m +— p(m) € N entre dos variedades M y N induce
una funcion lineal T, : T, M — T )N para cada punto m € M, llamada funcion

tangente, tal que el siguiente diagrama conmuta [5]

Tm/\/l % T@(W)N

”Ml |

M>m —— o(m) e N

con la proyeccion natural ma : TM — M, dada por 7y (1,, M) = m, que toma
valores en un vector tangente v al punto m € M al cual el vector esté asociado i.e.,
vel, M.
Para una nD-variedad suave M, su nD-haz tangente T/ es la uniéon disjunta
de todos sus espacios tangentes T,,M en todos los puntos m € M, ie., TM =
e g T M.
Para definir una estructura suave en T.M, necesitamos especificar cémo construir
coordenadas locales en T M. Sean (z'(m), ..., z™"(m)) coordenadas locales de un pun-
to m € M y sean (v'(m),...,v"(m)) las componentes de un vector tangente en este
sistema coordenado. Luego, los 2n ntmeros (z'(m), ..., z"(m),v'(m),...,v™"(m)) dan
un sistema coordenado local en T M.
TM = |],cpm TnM define una familia de espacios vectoriales parametrizados por
M.

La imagen inversa ﬂx/ll(m) de un punto m € M bajo la proyeccion natural my, es



el espacio tangente T,, M. Este espacio es llamado la fibra del haz tangente sobre el
punto m € M.

Una C*-funcién ¢ : M — N entre dos variedades M y N induce una funcién tan-
gente lineal T, : TM — TN entre sus haces tangentes, i.e., el siguiente diagrama

conmuta

TM —25 TN
I
M —— N
Todos los haces tangentes y sus funciones tangentes forman la categoria 7B que
es el marco natural de la dindmica Lagrangiana [5].
Ahora podemos formular la version global de la regla de la cadena. Si ¢ : M — Ny
Y : N'— P son dos funciones suaves, entonces tenemos 7'(1) o ¢) = T, o T,,. En otras
palabras, tenemos el funtor 7' : M,, = T B de la categoria M,, de variedades suaves

a la categoria 7B de haces tangentes.

A N

N——P TN ———— TP

Una nocién dual al espacio tangente T),,1( a una variedad suave M en un punto
m es su espacio cotangente 7* M en el mismo punto m. Similarmente al haz tan-
gente, para una variedad M de dimensién n, su haz cotangente T*M es la uniéon
disjunta de todos sus espacios cotangentes 7)x M en todos los puntos m € M, i.e.,
T*M = |, ,epm T M. Luego, el haz cotangente de una n-variedad M es el haz vec-
torial 7" M = (T M)*, el haz (real) tangente dual de T M.
Si M es una n-variedad, entonces T*M es una 2n-variedad. Para definir la estructu-
ra suave en 1™ M, necesitamos especificar como construir las coordenadas locales en
T*M. Para hacer esto, sean (z'(m),...,x"(m)) las coordenadas locales de un punto

m € My sean (pi1(m),...,pn(m)) las componentes de un covector en este sistema



coordenado. Entonces los 2n ntmeros (z'(m), ..., 2"(m), p1(m), ..., p,(m)) dan un sis-
tema local de coordenadas en T* M. Esta es la idea basica que se usa para probar
que de hecho T* M es una 2n-variedad.
T*M = | ,,ep TriM define una familia de espacios vectoriales parametrizado por
M, con la proyeccion conatural, 73, : T*M — M, dada por 7} ,(1;; M) = m, que
toma un covector p en el punto m € M al que estd asociado ie., p € T M. La
imagen inversa 7, (m) de un punto m € M bajo la proyeccién conatural 7}, es el
espacio cotangente 77" M. Este espacio es llamado la fibra del haz cotangente sobre
el punto m € M.
En forma similar, una C*-funcién ¢ : M — A entre dos variedades M y N induce
una funcion cotangente lineal 77 : T*"M — T*N entre sus haces cotangentes, i.e., el
siguiente diagrama conmuta [5]
"M —— T*N
&l |
M ——— N

Todos los haces cotangentes y sus funciones cotangentes forman la categoria T*B
que es el marco natural para la dinamica Hamiltoniana [5].
Ahora podemos formular la version dual global de la regla de la cadena. Sip : M — N
y ¥ : N'— P son dos funciones suaves, entonces tenemos que T*(¢) o @) = T*1) o* .
En otras palabras, tenemos un cofuntor 7* : M, = T*B de la categoria M, de

variedades suaves a la categoria T*B de sus haces cotangentes.

/ N:/Jw) — / Ydﬂw)

NP




3.4. Campos Tensoriales en Variedades

Un haz tensorial 7 asociado a una n-variedad suave M estd definido como un

producto tensorial de los haces tangente y cotangente:
q p
T=QRT"MoETM (3.4)

Haces tensoriales son un caso especial de haces fibrados més generales.

Un campo tensorial de tipo (p, ¢) en una n-variedad M esta definida como una seccion
suave 7 : M — T del haz tensorial 7. Los coeficientes del campo tensorial 7 son C*
funciones suaves con p indices arriba y ¢ indices abajo. La posicion clasica de indices
puede ser explicada en términos modernos como sigue. Si (U, 1)) es una carta en el

punto m € M con coordenadas locales (z!,...,2™), tenemos el campo de marcos [5]
Dyir @ Ogiy @ .. ® Dyip @ da?* ® da”? @ ... @ da? (3.5)

para i = {1,.n}" y j = {1,..n}?, sobre U de este haz tensorial, y para cualquier

campo tensorial de tipo (p,q) T tenemos

TIU =720, @ Ogiy ® ... ® Dy @ da?' @ da® @ ... @ da?s (3.6)

jl---jq

3.5. Pullback y Pushforward

En esta seccion definiremos dos operaciones importantes, el pullback y pushfor-

ward.
Sea ¢ : M — N una C*-funcién entre variedades y f € C*(N, R). Definimos el

pull-back de f bajo ¢ por
¢*f=fopeCFM,R) (3.7)

Recordar que un campo vectorial X en una variedad M es una C*-funcién X : M —

TM tal que X(m) € T,,M para todos los puntos m € My mp 0 X = Idyy, ie.,



un C¥-campo vectorial en M es una C*-secciéon del haz tangente TM de M. Al
conjunto de campos vectoriales lo denotamos por X*(M).
Si f es un C*-difeomorfismo y X € X*(M) un campo vectorial, el push-forward de

X por ¢ esta definido por

0 X =T,0Xop ' € XFWN). (3.8)

3.6. Haz Fibrado

Recordar que los haces tangentes y cotangentes T M y T* M, son casos especiales
de objetos geométricos més generales llamados haces fibrados, donde la palabra fibra
V' de una funcién 7 : Y — X denota la preimagen 7~ '(x) de un elemento z € X.
Es un espacio que localmente parece un producto de dos espacios (de modo similar
al que una variedad se parece a un espacio euclidiano), pero que puede poseer una
estructura global diferente. Para tener una intuicién visual detras de este concepto
geométrico fundamental, podemos decir que un haz fibrado Y es una generalizacion
homeomorfa de un espacio producto X x V', donde X y V son llamados la base y la
fibra, respectivamente. 7 : Y — X es llamada proyeccion, Y, = 7~ *(z) denota una
fibra sobre un punto  de la base X, mientras que la funcion f = 7= : X — Y define
la seccion cruzada, produciendo la grafica (x, f(z)) en el haz Y (e.g., en el caso del

haz tangente, f = & representa un campo vectorial de velocidad).

La razon principal del por qué necesitamos estudiar haces fibrados es porque todos
los objetos dindamicos (incluidos vectores, tensores, formas diferenciales y potenciales
de Gauge) son sus secciones cruzadas, representando generalizaciones de graficas de

funciones continuas [5].

Sea M una n-variedad con un atlas W, con las coordenadas locales % € M,



(o =1,...,dimM), dado por
Up = {Uso. }, ¢e(x) =20 (para toda z¢ C M), (3.9)

donde {e,} es una base fija de R™. Sus haces tangente y cotangente TM y T*M
respectivamente, admiten atlas de las coordenadas inducidas (z®, &%) y (%, i), re-
lativas a las bases de fibras {0, } y {dz®}, respectivamente. Para todos los elementos

(i.e., puntos) p € TM y p* € T* M, tenemos :
p=13%0,, p*=T.dz®, 0,0dx® =465, (a=1,...dimM) (3.10)
Ademas, usaremos la siguiente notacion:
w=dr' A AdT", we = 04w, Wya = Oy 1 Op L W, (3.11)

Si f: M — M es una funciéon suave, definimos la funcion tangente inducida 7' f

sobre f, dada por
af* 4o
ox®

Tf:TM—TM, i oTf= (3.12)

Dada una variedad producto M x N, m; y 7, denotan las proyecciones naturales,

T MXN =M, 1 MxN = N. (3.13)

Ahora, como generalizacion homeomorfa de un espacio producto, un haz fibrado puede
ser visto como o una construcciéon topolégica o como construccion geométrica. Como
construccion topologica, un haz fibrado es un caso particular de algo mas general
llamado fibraciones. Para dar una idea bésica de esta construccion, sea I = [0, 1]. Una
funciéon 7 1 Y — X se dice que tiene la propiedad de levantamiento de homotopia
(PLH) respecto a un espacio topolégico Z si para cada funcion f : Z — Y y homotopia
H:7Z x1— X demo f existe una homotopia V' : ZxI — Y con f =VyymoV = H.
Vse dice que es un levantamiento de H. 7 es llamada fibracion si tiene la (PLH) para

todos los espacios Z y fibracion débil si tiene la (PLH) para todos los discos D™,



(n > 0). Si z € X es el punto base, entonces V = 7~ !(z) es llamada la fibra de
la fibracion 7. La proyeccion al primer factor, m; : X x V' — X es claramente una
fibracion y es llamada la fibracion trivial sobre X con la fibra V.

Sin embargo, en aras de aplicar dinamica diferencial e integral en haces fibrados,
usaremos la definiciéon de coordenadas de haces, que define un haz fibrado Y como

una conjunto de seis miembros (Y, X, 7, V, G, ¥y ), con:
(1) un espacio Y llamado espacio total, espacio haz o simplemente haz,
(2) un espacio X llamado espacio base,
(3) una funcion sobreyectiva 7w : Y — X llamada proyeccion,
(4) un espacio V' C Y llamado fibra
(5) un grupo topolégico de transformacion (o Lie) G de V' llamado grupo del haz y
(6) un atlas de haz Uy

Algunos ejemplos cléasicos de haces fibrados incluyen cualquier producto cartesiano
X xV — V (que es un haz sobre X con fibra V), la banda de M&bius (que es un haz
fibrado no trivial sobre el circulo unitario S* con fibra dada por el intervalo I = [0, 1];
el haz trivial correspondiente es el cilindro), la botella de Klein (que puede ser visto
un haz circular "torcido"sobre otro circulo; por tanto, el correspondiente haz trivial
es el toro, S' x S1), una 3-esfera S* (que es un haz sobre S? con fibra S*; en general,
un haz esférico es un haz fibrado cuya fibra es una n-esfera), mientras que un espacio
cubriente es un haz fibrado cuya fibra es un espacio discreto [5].

Propiedades principales de graficas de funciones f : X — Y pasan a haces fibrados.
Una gréfica de dicha funcion, (z, f(z)), se encuentra en el espacio producto X x V,
o en su generalizacion homeomorfa de haz. Una grafica es siempre uno a uno y se
proyecta sobreyectivamente en la base X.

Un caso especial de haz fibrado es el haz vectorial, en el que la fibra es un espacio
vectorial. Casos especiales de haces fibrados que se usan en la dindmica de sistemas

complejos son: haces vectoriales, afines, y principales.



Un haz fibrado también viene con una G-accién de grupo en sus fibras V', asi que
también puede ser llamado un G-haz. Esta acciéon de grupo representa las formas
diferentes en que las fibras V' pueden verse equivalente (e.g., el grupo G puede ser el
grupo de homeomorfismos (grupo topolégico) o difeomorfismos (grupo de Lie) de las
fibras V; o, el grupo G en un haz vectorial es el grupo de transformaciones inverti-
bles lineales, que refleja las descripciones equivalentes de un espacio vectorial usando
diferentes espacios vectoriales de base). Un haz principal es un G-haz donde la fibra
puede ser identificada con el grupo GG en si mismo y donde hay una accion derecha
de G en el haz que preserva la fibra.

Haces fibrados no siempre se usan para generalizar funciones. A veces hay descripcio-
nes convenientes de variedades interesantes. Un ejemplo comun es un haz de toro en
el circulo.

Mas especificamente, un haz fibrado, o un haz fibrado Y sobre una nD-base X esta

definido como una funcién sobreyectiva
m:Y = X (3.14)
donde Y admite un atlas Wy (un atlas de haz) de coordenadas de fibra
(@%y"), 2% =2 (@"), ¥ =y (@), (3.15)
compatibles con la fibracion (1.14), i.e., tal que z® son coordenadas en la base X,
Y3 @@ y)sareX (3.16)

Esta condicion es equivalente a que 7w sea una submersion, que significa que la funciéon
tangente T, : TY — T X sea sobreyectiva. Esto también implica que 7 es una funcion
abierta.

Un haz fibrado Y — X se dice trivial si es equivalente al producto cartesiano de
variedades, Y =2 X x V, i.e., definido como m; : X x V — X. Un haz fibrado sobre

una base contraible es siempre trivial.



Un haz fibrado Y — X se dice localmente trivial si existe un atlas fibra-coordenado
Uy sobre una cubierta abierta {7~'(U¢)} € Y del haz Y donde {U:} € X es un
cubierta abierta de la base X. En otras palabras, todos los puntos de la misma fibra
Y, = 7 }(x) de un haz Y pueden ser cubiertos por la misma carta fibra-coordenada

e € Uy, asi tenemos la variedad-fibra estandar V' para todas las divisiones de haz
e WUe) = Ug x V (3.17)

Para el proposito de hacer dindmica, los haces fibrados mas importantes seran los que
sean a su vez, variedades suaves. Un haz fibrado Y — X se dice suave (C*) si existe
un variedad-fibra tipica V' y una cubierta abierta {Us} de X tal que Y es localmente

difeomorfo a las divisiones
Ve H(Ue) = Ue XV, (3.18)
pegadas juntas por las funciones suaves
pec =Yeop 1 UsNU xV = UsNU: x V (3.19)

en traslapes Us N U, . Se sigue que fibras Y, = 77 *(z), (para todo = € X), de un haz
fibrado son sus subvariedades cerradas encajadas. Funciones de transicién pgc llenan

la condicién de cociclo

Pe¢ © Pé = Pe (3.20)

en todos los traslapes U NU:NU,. Cartas de trivializacion (U, 1)¢) junto con funciones

de transicion pgc constituyen un atlas de haz

Uy = {(Us, ¥¢), pec} (3.21)

de un haz fibrado Y — X. Dos atlas de haz se dicen equivalentes si su unién es
también un atlas de haz, i.e., existe una tnica funciéon de transiciéon entre cartas de

trivializacion de diferentes atlas. Un haz fibrado Y — X esta caracterizado por un



atlas de haz, y todos sus atlas son equivalentes. Todo haz fibrado suave ¥ — X
admite un atlas de haz Wy sobre una cubierta finita {Us} de X.
Si Y — X es un haz fibrado, las coordenadas de fibra (z®,4") € Y se asumen que

sean coordenadas de haz asociadas con el atlas de haz Uy, que es:

y'(y) = (V' om odh)(y), (m(y) € Ue C X,) (3.22)

donde v* € V C Y son coordenadas de la fibra estdndar V de Y.

Funciones de haces fibrados (o funciones de haz), por definicion, preservan su fibracion,
i.e., mandan fibras a fibras. Una funcién de un haz fibrado 7 : ¥ — X a otro haz
fibrado 7' : Y’ — X' esté definida como un par (®, f) de funciones de variedad tales

que el siguiente diagrama conmuta:

y 2,y

ﬂl l“'

XT>X/

Un difeomorfismo de haz es llamado un automorfismo si es un isomorfismo sobre el
mismo haz. En teoria de campos, cualquier automorfismo de un haz fibrado es tratado
como una trasnformacion de gauge [5].

Dado un haz Y — X, toda funcion f : X’ — X induce un haz Y’ = f*Y que es

llamado el pullback del haz Y por f tal que el siguiente diagrama conmuta:

y Iy

X (T X’
En particular, el producto Y x Y’ sobre X de haces m:Y — X y 7' : Y’ — X es
el pullback

Y xY' =7Y' =7"Y (3.23)

Campos clasicos son descritos como secciones de haces fibrados. Una seccion (global)

de un haz fibrado Y — X esta definido como una 7 inyeccién inversa de variedad



s: X =Y, s(x)—Y,, tal que mo s = Idy. Esto es, una secciéon s manda cualquier
punto z € X a la fibra Y, C Y sobre este punto. Una seccién s es un encaje, i.e.,
s(X) C Y es una subvariedad y es un subespacio topologico de Y es también una fun-
cion cerrada, que manda subconjuntos cerrados de X en subconjuntos cerrados de Y.
Similarmente se define una secciéon de un haz fibrado Y — X sobre una subvariedad
de X. Dado un atlas de haz Wy y asociando unas coordenadas de haz (z®,y’), una
seccion s de un haz fibrado Y — X es representado por una coleccion de funciones
locales {s' = y" o 1¢ 0 s} en los conjuntos de trivializacion Ug C X.

Un haz fibrado Y — X cuya fibra sea difeomorfa a un espacio Euclidiano R™ tiene
una seccion global. De forma mas general, su seccion sobre una subvariedad cerrada
encajada (e.g. un punto) de X es extendida a una seccion global.

En contraste, por una secciéon local nos referimos usualmente a una secciéon sobre un
subconjunto abierto de la base X. Un haz fibrado admite una seccién local alrededor

de cada cada punto de su base, pero no necesita tener una secciéon global.

3.7. Haz Principal y Asociado

Recordar que un haz principal es un caso especial de un haz fibrado donde la
fibra es un grupo G. Mas especificamente, G es usualmente un grupo de Lie [Apen.
B|. Un haz principal es un haz Y junto con una funcion sobreyectiva 7 : Y — X a
una variedad base X. Cualquier fibra 771(z) es un espacio isomorfo a G. Méas aun,
G actta libremente y transitivamente sin fijar punto en las fibras, y esto hace a la
fibra un espacio homogéneo. Se sigue que las 6rbitas de la G-accién son precisamente
las fibras de 7 : Y — X y el espacio de orbitas Y/G es homeomorfo a la base X.
Por ejemplo, en el caso de un haz circular (G = S' {¢%}), las fibras son circulos, que
pueden ser rotados aunque ningtn punto en particular corresponde a la identidad.
Cerca de cada punto, las fibras pueden dar la estructura de grupo G en las fibras
sobre una vecindad escogiendo un elemento en cada fibra como elemento identidad.

Sin embargo, las fibras no pueden dar una estructura de grupo globalmente, excepto



en el caso de un haz trivial.

Un haz principal importante es el haz de marcos de una variedad de Riemann. Este
haz refleja las diferentes formas para dar una base ortonormal para vectores tangentes.
En general, cualquier haz fibrado corresponde a un haz principal donde el grupo (del
haz principal) es el grupo de isomorfismos de la fibra (del haz fibrado). Dado un
haz principal 7 : ¥ — X y una acciéon de G en un espacio V', que podria ser una
representacion de grupo, esta puede ser revertida para dar un haz asociado.

Una trivializacion de un haz principal, un conjunto U en X tal que el haz 7=(U) sobre
U, se expresa como U x G, tiene la propiedad que el grupo G actua a la izquierda y
funciones de transiciéon toman valores en GG, actuando en las fibras por multiplicacién
derecha (asi la accion de G en una fibra V' es independiente de carta coordenada).
Dado un G-haz principal 7p : P — (@), sea V una variedad provista de un acciéon
efectiva izquierda G x V' — V| (g,v) + gv de un grupo de Lie G. Consideremos el
cociente:

Y = (PxV)/G (3.24)

del producto P x V por la identificacion de elementos (p,v) y (pg, g~ 'v) para todo
g € G. Usaremos la notacion (pG, G~'v) para sus puntos. Sea [p] la restriccion de la

funcién canodnica sobreyectiva
PxV = (PxV)/G (3.25)

al subconjunto {p} x V asf se cumple [p] (v) = [pg] (¢~ v). Luego la funcion ¥ — Q,
[p] (V) — 7p(p), hace el cociente Y un haz fibrado sobre Q.

notemos que, para cualquier G-haz, existe un G haz asociado principal. La pecu-
liaridad del G-haz Y es que aparece canénicamente asociado a un haz principal P.
De hecho, cada atlas de haz ¥p = {(Uy,, 24)} de P determina un tunico atlas de haz

asociado

U = (Un, ¢a(9) = [2a0] ) (3.26)



del cociente Y, y cada automorfismo de P también induce el correspondiente auto-

morfimo de Y.



Capitulo 4

Una Introduccién a la Topologia

Algebraica

4.1. Homotopia

Asi como los homeomorfisos dividen a los espacios topologicos en clases, el con-
cepto de homotopia hace lo mismo pero en las funciones entre dichos espacios.
Sea I un intervalo compacto unitario I = [0,1]. Una homotopia de X a Y es una
funcién continua F' : X x I — Y. Para cada t € I tenemos F; : X — Y definido por
Fi(x) = F(x,t) para todo x € X. Las funciones F; son llamadas etapas de la homo-
topia. Si f,g: X — Y son dos funciones continuas, decimos que f es homotoépica a g,
y escribimos f ~ ¢ si existe una homotopia F': X x I — Y tal que Fy = fy F} = g.
En otras palabras f puede ser deformada en g a través de las etapas F;. Si A C X es
un subespacio, entonces F' es una homotopia relativa a A si F(a,t) = F(a,0), para
todaa € A, tel.
La relacién de homotopia ~ es una relaciéon de equivalencia.
De este modo, el conjunto de todas las C°-funciones f : X — Y entre dos espacios
topologicos X v Y, llamado el espacio de funciones y denotado por XY, esté partido
en clases de equivalencia bajo la relaciéon ~. Las clases de equivalencia de f es deno-
tado por [f], y el conjunto de todas las clases de homotopia es denotado por [X;Y].

Si « es una relacion de equivalencia en un espacio topologico X v F : X x [ — Y
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es una homotopia tal que cada factor de etapa F; a través de X/, i.e., xaz’ im-
plica Fy(z) = Fy(2'), luego F' induce una homotopia F” : (X/«a) x I — Y tal que
F'o(pax1)=F.

La teoria de homotopia tiene un rango de aplicacion por su cuenta fuera de la topo-
logia y geometria, por ejemplo, en probar el teorema de Cauchy en teoria de variable

compleja, o en resolver ecuaciones no lineales de redes neuronales artificiales.

Un conjunto basal (S, sp) es un conjunto S junto con un punto distinguido Sy € S.
Similarmente, un espacio topolégico basal (X, zy) es un espacio X junto un punto
distinguido zy € X. Cuando estamos interesados con espacios basales (X, xg), (Y, yo),
etc., siempre requerimos que todas las funciones f : X — Y preserven esos puntos
base, i.e., f(xg) = yo, y todas las homotopias F' : X x I — Y sean relativas a los
puntos base, i.e., F'(zg,t) = 3o, para todo t € I. Denotamos las clases de homotopia
de funciones que preservan puntos base por [X, x¢; Y, yo| (donde las homotopias son
relativas a ). [ X, zo; Y, 9o] es un conjunto basal con punto base fy, la funcion cons-
tante: fo(z) = yo, para toda x € X.

Un camino ~(t) de zp a x; en un espacio topologico X es una funcién continua
v : 1 — X cony(0) = z¢y (1) = x;. Por tanto X7’ es el espacio de todos los caminos
en X con la topologia abierta-compacta. Introducimos una relacién ~ en X diciendo
que zo ~ x1 siy solo si existe un camino v : I — X de zy a ;. ~ es claramente
una relaciéon de equivalencia, y el conjunto de clases de equivalencia es denotado por
mo(X).

Los elementos de 7y(X) son llamados componentes-camino, o 0 — componentes de X.
Si mo(X) contiene s6lo un elemento, entonces a X se le llama conexo por caminos, o
0-conexo. Un camino cerrado, o lazo en X en el punto xg es un camino (t) para el
cual v(0) = (1) = zg. El lazo inverso y~*(t) = v(1—t), para 0 < ¢t < 1. La homotopia
de lazos es el caso particular del definido anteriormente para funciones continuas.

Si (X, x0) es un espacio basal, entonces podemos considerar my(X) como un con-
junto basal con la 0-componente de zy como punto base. Si f : X — Y es una

funcién entonces f manda O-componentes de X a 0-componentes de Y y por tan-



to define una funcion mo(f) : mo(X) — me(Y). Similarmente, una funciéon que pre-
serva puntos base f : (X,z9) — (Y,y) induce una funcion de conjuntos basales
mo(f) : mo(X, z0) = mo(Y, yo). De esta manera definido 7y representa un funtor de la
categoria de espacios (con punto base) topologicos a la categoria de conjuntos (con

punto base).

4.2. Categorias Abelianas e Introduccion a los
Objetos (Co)Homolobgicos

Una categoria abeliana es cierto tipo de categorfa en la cual morfismos y objetos
pueden ser sumados y en las cuales, ntcleos y co-nticleos existen y tienen las propie-
dades usuales. El ejemplo prototipo motivante de categoria abeliana es la categoria
de grupos abelianos A. Categorias abelianas son el marco para el algebra homologica
[5], [Apen. C].

Dado un homomorfismo f : A — B entre dos objetos A = Dom f y B = Cod f en
una categoria abeliana A, entonces su kernel, imagen, cokernel y coimagen en A

estan definidas respectivamente como:
ker f = f~Y(ep), Coker f = Cod f/Im f,Im f = f(A), Coim f = Dom f/Ker f,

donde e es una unidad de B.

En una categoria abeliana .4 una composiciéon de morfismos

es exacta en B siy s6lo si I'm f = Ker f o, equivalentemente, si Coker f = Coim g.
Para cada morfismo f en una categoria abeliana A las identidades triangulares se
leen:

Ker(Coker(Ker f)) = Ker f, Coker(Ker(Coker f)) = Coker f.



El diagrama (con el objeto nulo 0)

0 v Al sp_9%,¢

=)

(4.1)

es una sucesion corta eracta cuando es exacta en A, en By en C.
Como 0 — A es el morfismo cero, exactitud en A significa sélo que f es monomor fismo
(i.e., uno a uno, o funciéon inyectiva); dualmente, exactitud en C' significa que g es

epimor fismo (i.e., supra, o funcion sobreyectiva). Por lo tanto, es equivalente a
f=Kerg, g= Cokerf.

Similarmente, la afirmacion h = Coker f se convierte en la afirmacion de que la
sucesion siguiente

AL sp_2.¢

)

es exacta en B y en C'. Clasicamente, tal sucesion fue llamada sucesion derecha corta

exacta. Similarmente, k = Ker f se expresa por una sucesion izquierda corta exacta

0 v Al sp_9%,¢

Si A y A’ son categorias abelianas, un funtor aditivo F : A — A’ es un funtor de a
A’ con

FUI+ ) =Ff+Ff

para cualquier par de flechas paralelas f, f/ : b — ¢ en F. Se sigue que F0 = 0.

En particular, un funtor es exacto si preserva ntcleos y co-ntcleos, que significa que

Ker(Ff)= F(ker f) y Coker(Ff)= F(Coker f),

entonces ademés preserva imagenes, coimagenes y lleva sucesiones exactas a sucesiones
exactas.

Un funtor F es izquierdo exacto si y solo si es aditivo y Ker(Ff) = F(Ker f) para



todo morfismo f: esta condiciéon es equivalente al requerimiento de que F preserve
sucesiones izquierdas cortas exactas. Similarmente un funtor F es derecho exacto si y
solo si es aditivo y Coker(F f) = F(Coker f) para todo morfismo f: esta condicion
es equivalente al requerimiento de que F preserve sucesiones derechas cortas exactas.

En una categoria abeliana A, una cadena compleja es una sucesion

On+1 On
. Cpy1 > Cp, > Cn—1

~

de morfismos, con 0,0,,1 = 0 para toda n. Dicha sucesiéon no necesita ser exacta en

cn; las desviacion de la exactitud estd medida por el enésimo objeto homologico

Hyc: Ker(0y, : ¢y — ¢u_1)/Im(Ops1 = Cny1 — C).

Similarmente, una cocadena compleja es una sucesion

dn+l\ dn N
L Wpat > Wy, > Wpe] —— ..

de morfismos, con d,d,,; = 0 para toda n. Dicha sucesiéon no necesita ser exacta en

wy; las desviacion de la exactitud estd medida por el n-ésimo objeto cohomolégico

H"w : Ker(d, 1 : wy, = wyi1)/Im(d, w1 — wy,).

Un ciclo es una cadena C tal que 0C = 0. Una frontera es una cadena C' tal que
C = 0B, para cualquier otra cadena B.
Un cociclo (una forma cerrada) es una cocadena w tal que dw = 0. Una cofrontera

(una forma exacta) es una cocadena w tal que w = df, para cualquier otra cocadena

6.



4.3. Homologia y Cohomologia

Hay varios tipos de grupos de homologia (simpliciales, singulares, celulares, etc.),
pero todos ellos surgen de la misma manera, de una (posiblemente infinita) sucesion

llamada cadena compleja

dp—1

Ch < R Cp-1 <

dp dp+1
C, « Cpry — o)

en la cual los C, son espacios vectoriales, o mas en general grupos abelianos (ti-
picamente libres-generados), y las funciones d, : C, — C,_; son funciones lineales

(homomorfismos de grupos abelianos) que satisfacen la condicién:

dy,odyr1 =0 para toda p > 0. (4.2)

Los elementos de C), son llamados p-cadenas y las funciones d, son llamadas opera-
dores frontera. La intuicién detras de la condicion (3.2) es que los elementos de la
forma d,(c) € C,—1 con ¢ € C,, son fronteras, y una frontera no tiene frontera.

Como d, o dyy1 = 0, tenemos B,(C) = Imd,;1 C Kerd, = Z,(C), entonces el

cociente Z,(C)/B,(C) = Kerd,/Imd,;; tiene sentido. El modulo cociente

H,(C) = Z,(C)/By(C) = Ker dy/Im dp 41

es el p-ésimo modulo de homologia de la cadena compleja C. Elementos de Z, son
llamados p-ciclos y elementos de B, son llamadas p-fronteras.

Al igual que en el capitulo anterior, podemos preguntarnos qué pasa si revertimos el
sentido de las flechas de una cadena compleja. De manera abstracta, asi es como se
obtiene la cohomologia.

Una cocadena compleja es una sucesion

ar—1

-1 0 1 4 p+1
(| JEN o U Sy N > CP~1 y o —Ly ortt Ty o2




Los elementos de C? son llamados cocadenas y los morfismos d” son llamadas funciones
cofrontera. Esta vez, no es claro como funciones cofrontera surgen naturalmente.
Como dP™' o d? = 0, tenemos B? = ImdP C KerdP*t! = ZPT! entonces el cociente

ZP/BP = Ker dP™' /Im dP tiene sentido y el modulo cociente
HP(C) = ZP/BP = Ker d**' /Im d”

es el p-ésimo modulo de cohomologia de la cocadena compleja C. Elementos de ZP
son llamados p-cociclos y elementos de B? son llamados p-cofronteras.

A primera vista cohomologia parece muy abstracta, asi que veremos un ejemplo. Una
forma de obtener una cocadena compleja es aplicar el operador (funtor) Homyz(, G)
a una cadena compleja (', donode G es cualquier grupo abeliano. Dado un grupo
abeliano fijo A, para cualquier grupo abeliano B denotamos por Homyz(B,A) el
grupo abeliano de todos los homomorfismos de B a A. Dados cualesquiera dos gru-

pos abelianos B y (', para cualquier homomorfismo f : B — ', el homomorfismo

Homyz(f,A) : Homz(C, A) — Homz(B, A) esta definido por

Homy(f, A)(p) =¢o f para toda ¢ € Homz(C, A)

La funcion Homyz(f, A) es denotada también por Homy(f, Id4) o incluso Homz(f, Id).
Observemos que el efecto de Homy(f, 1d) en ¢ es precomponer ¢ con f.
Decimos que Homy(,Id) es un funtor contravariante (de la categoria de grupos

abelianos en si mismo). Luego dada una cadena compleja

do dy dp—1 dp dp+1
0 < Cy < Cy < o 4 Cp-1 < Cp < Cpy1 — ...,
podemos formar la cocadena compleja
Homz(do,Id) Homz(dp41,Id)
0 —————— Homz(Cy, G) .. » Homyz(Cp,G) ————= Homyz(Cpy1,G) — ...

Obtenida aplicando Homy(,G) y denotada por Homy(C,G). La funcién cofron-



tera dP esta dada por

dP = Homz(dp+1, Id)

que significa que para cualquier f € Homy(C,, G), tenemos

d’(f)=fo p+1

Por tanto, para cualquier (p + 1)-cadena ¢ € C,1; tenemos

(@ ()(e) = fdp11(c)).

Obtenemos asi los grupos de cohomologia H?(Homz(C, G)) asociado con la cocade-
na compleja Homz(C,G). Los grupos de cohomologia H?(Homz(C,G)) también se
denotan por H?(C; Q).

Hay al menos otras cuatro formas de definir grupos de cohomologia de un espacio
X formado directamente por una cocadena compleja sin usar una cadena compleja y

dualizandola aplicando Homy(, G):

1. Si X es una variedad suave, entonces tenemos el complejo de De Rham, que
usa los modulos de p-formas suaves AP(X) y la derivada exterior d? : AP(X) —
APTL(X). Los correspondientes grupos de cohomologia son los grupos de coho-

mologia de De Rham H),(X). Estos son de hecho espacios vectoriales.

2. Si X es cualquier espacio y U = (U;);er cualquier cubierta abierta de X, po-
demos definir los grupos de cohomologia de Cech ﬁp(X ,U) de una manera
puramente combinatoria. Luego podemos definir la nocién de refinamiento de
una cubierta y definir los grupos de cohomologia H?(X,G) con valores en un

grupo Abelaino G usando un proceso de limite conocido como limite directo.

3. Si X es cualquier espacio, tenemos la cocadena compleja de Alexander-Spanier

que nos lleva a los grupos de cohomologia de Alexander-Spanier A ¢(X; G).

4. Cohomologia de gavillas, basadas en funtores derivados y resoluciones inyectivas.

Esta es la forma més general de cohomologia de un espacio X donde los grupos



de cohomologia H?(X, F) con valores en una gavilla F sobre un espacio X son
definidos. Intuitivamente, esto quiere decir que el médulo F(U) de coeficientes

en los cuales estos grupos toman valores podria variar con el dominio abierto
UCX [5]
4.4. Clases Caracteristicas

Una clase caracteristica es una forma de asociar a cada G-haz principal {P E5 X }
en bg (conjunto de clases de isomor fismo de G-haces principales sobre X)) un ele-
mento ¢(P) de H*(X) (grupo de cohomologia de X) [7], [11] tal que si tenemos un

homeomorfismo entre dos espacios topologicos X e Y f: X — Y, entonces
c(f*P) = fre(P).

Vamos a anlizar la definicién anterior. Primero, bg es un funtor que va de la categoria

de espacios topologicos T a la categoria de conjuntos &
ba : T=S.

Ademas, H*(X) es el grupo de cohomologia asociado a X segin una teoria de
cohomologia que como vimos anteriormente, puede ser distinta en construccion, es
por eso que la denotamos simplemente por H* y este es también un funtor que va de

la categoria de espacios topolodgicos T a la categoria de grupos abelianos A
H :T=A

. Por tanto, si tenemos que los funtores bg y H* son de la misma varianza,

(vaH*) T S A

~
vV

¢ es realmente una transformacion natural entre dichos funtores, i.e., ¢ : bg — H*[7].



Cabe mencionar que todo lo anterior tiene sentido si tenemos una relacion entre dos
espacios topologicos X e Y, i.e., el homeomorfismo f conecta la informacién dada en
bg v en H*. Recordemos que la desviacion de la exactitud de la cocadena compleja
asociada a X es medida por el objeto cohomolégico H* por lo que la conexion entre
dichos funtores expresada en ¢, conecta la exactitud de la cocadena compleja con lo
que se aleja bg(X) de un producto cartesiano, i.e., si es trivial o no, o equivalente-
mente, si el haz asociado a X posee o no secciones. Asi, las clases caracteristicas son
variantes globales que miden la desviacion de una estructura de producto local de

una estructura de producto global.



Capitulo 5

Fundamentos de Teoria Cuantica de

Campos

5.1. Intuiciéon Fisica Moderna

En esta seccion haremos una pequena digresion en el campo de fisica moderna,
que es el mayor cliente para la maquineria de la geometria diferencial. Podria decirse
que los genios més influyentes que le dieron forma al mundo de la fisica del siglo XX,

y al mismo tiempo mostraron el camino a la actual teoria fisica del todo, han sido:
1. En el primer tercio del siglo, habia sido Albert Einstein.
2. En el segundo tercio del siglo, fue Richard Feynman.
3. Al final del siglo -y todavia hoy-, es Edward Witten.

Es bien sabido que Einstein tuvo tres periodos en su carrera cientifica:

1. Antes de 1905, cuando formul6 la Relatividad Especial en una serie rapida de
articulos publicados en Annalen der Physik (el diario de fisica méas prestigioso de
la época). Este primer periodo estuvo dominado por sus experimentos mentales,
es decir, imagenes fisicas concretas, descritas en el lenguaje de matemética no

profesional. Podriamos decir que era casi pura visualizacion. Esta serie rapida
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y potente de articulos (con suficientes matematicas para ser aceptado por la

comunidad cientifica) le di6 una reputacion de fisico y cientifico lider [8], [9].

2. Aunque era una teorfa original y brillante, la Relatividad Especial no estaba
completa, lo que era obvio para Einstein. Entonces, se embarco en el viaje de
la relatividad general, incorporando la gravitacion. Ahora, para este objetivo,
sus matematicas no eran lo suficientemente fuertes. Pas6 10 anos peleando con
la gravedad, usando geometria Riemanniana dura y hablando con el lider ma-
temético de la época, David Hilbert. Al final, ambos presentaron las mismas
ecuaciones gravitacionales de relatividad general (solo derivado de diferentes

maneras) a Annalen der Physik en noviembre de 1915.

3. Aunque incluso hoy es considerada como la teoria fisica mas elegante, la Rela-
tividad General todavia no estad completa: no puede vivir en el mismo mundo
junto con la mecanica cuantica. Entonces, Einstein se embarco en el ultimo viaje
de su vida, la busqueda de la teoria del campo unificado, y él fallo6 después de

30 anos de lucha infructuosa con una tarea demasiado grande para un hombre.

La historia de Feynman es muy diferente. Toda su vida fue un cientifico profunda-
mente original, similar al joven Einstein. Se negb a tomar la palabra de alguien por
hecho, lo que significaba que tenia que reinventar por si mismo casi toda la fisica.
Le llevo cinco anos de trabajo concentrado reinventar la mecéanica cuantica. Al final,
obtuvo una nueva version de la mecénica cuantica que él (y solo él) podia entender
[12]. En la fisica ortodoxa se dijo: supongamos que un electréon esta en este estado
en un momento determinado, entonces usted calcula su comportamiento futuro re-
solviendo la ecuacién de Schrodinger. En vez de esto, Feynman dijo simplemente: el
electron hace lo que quiere. Una historia del electron es cualquier camino posible en
el espacio-tiempo. El comportamiento del electrén es sélo el resultado de sumar todas
las historias de acuerdo a algunas reglas simples que Feynman resolvié. Su integral de
camino y sus diagramas relacionados, desafiaban una base matemaética rigurosa. Sin
embargo, sigue siendo la herramienta de calculo mas poderosa en mecénica (y estadis-

tica) cuantica. Mas tarde, Feynman lo generalizd para abarcar campos fisicos, lo que



condujo a su version de la electrodinamica cuantica (el primer prototipo de una teoria
cudntica de campos) y a su Premio Nobel. Toda su carrera, desconfiaba constante-
mente de las matemaéticas oficiales e invento las suyas apuntaladas con una intuiciéon
fisica directa. Si la historia hubiera terminado aqui, podriamos haber dicho que la
fisica visual intuitiva esta liderando el camino de la ciencia. Sin embargo, la historia
no termina aqui. La principal autoridad en fisica contemporanea es Ed Witten, un
fisico que no recibi6 el Premio Nobel, pero si la Medalla Fields, junto con su teoria de
supercuerdas [13]. Witten trabaja en el mismo lugar donde Einstein paso6 los tltimos
30 anos de su vida, en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton. Esta sonando
el sueno de Einstein: una teoria unificada del todo, utilizando las matematicas mas
poderosas posibles. Su profecia entregada en un cambio de siglo, ha sido: En el siglo
21 las matemaéticas estaran dominadas por la teoria de cuerdas. Cuando la teoria de
supercuerdas llego a la fisica en 1984 como una potencial teoria del universo, fue con-
siderada por los fisicos convencionales como poco mejor que la religion en términos
de constituir una teorfa viable y comprobable. En la teoria de cuerdas, las particulas
fundamentales era como cuerdas, en lugar de particulas puntuales; el universo tenia
10 u 11 dimensiones, en lugar de cuatro; y la teoria misma existia en una energia tan
lejos de las energias terrenales que tomo un salto de enorme fe para imaginar el dia
en que un experimento podria alguna vez probarla. En pocas palabras, la teoria de

cuerdas parecia una busqueda excesivamente esotérica, y que todavia lo es [14].

5.2. Paradigma de Modelacién de
Sistemas Dinamicos

En esta seccion daremos un paradigma de modelado geométrico-diferencial de sis-
temas dindamicos complejos. Esto es esencialmente una receta en cémo desarrollar
un formalismo covariante en variedades suaves, dada una situacion fisica, biofisica,
psicofisica o sociofisica, aqui llamada por el nombre genérico: situacion fisica. Presen-

taremos esta receta en la forma de los siguientes cinco pasos.



1. Comenzamos con una situaciéon fisica dada, el primer paso en su modelado
predictivo y anélisis, i.e., en aplicar una maquineria poderosa de geometria di-
ferencial a ella, es asociar con esta situacion, dos sistemas coordenados indepen-
dientes, contituyendo dos variedades Riemannianas independientes. Denotemos

a estos dos sistemas coordenados y a sus respectivas variedades como:

Coordenadas internas: z* = z'(t), (i = 1, ..., m), constituyendo la m D- variedad

de configuracién interna: M™ = {z'}

Coordenadas externas: y¢ = y°(t), (e = 1, ...,n), constituyendo la nD- variedad
de configuracion externa: N™ = {y°} Por lo tanto, en este primer paso, aso-
ciamos a un sistema natural dado, no uno, sino dos variedades de suaves inde-
pendientes de configuracion, como ver un partido de fatbol desde dos satélites

diferentes.

2. Una vez que hayamos definido de manera precisa dos variedades suaves, como
dos maneras independientes de ver una situacion fisica, podemos aplicar nuestro
modelado geométrico-diferencial a ella y darle una interpretacion natural fisica.
Mas precisamente, una vez que tengamos dos variedades Riemannianas suaves,
M™ = {z'} y N* = {y°} podemos formar dos funciones entre ellas:

f: N — M, dada por la transformacién coordenada : z* = f*(y°)
g: M — N, dada por la transformacién coordenada : y¢ = g°(z")
Si las matrices Jacobianas de estas dos funciones son no singulares (regulares),
i.e., el determinante de dicha matriz es no cero, entonces estas dos funciones son
mutuamente inversas, f = ¢!, y representan cinematica hacia delante y hacia

atras.

3. Aunque, las funciones f y g definen transformaciones de coordenadas comple-
tamente generales, y que son hasta el momento desconocidas, hay algo simple
que podemos saber acerca de ellas (de calculo). A saber, las correspondientes

transformaciones infinitesimales son lineales y homogenas: de la funcién f tene-



mos (aplicando en todos lados la convencion de suma de Einstein sobre indices

repetidos)
. afi

dz' = —dy° 5.1

T = 5 W (5.1)
y de la funcién g tenemos

ag° | .
dy® = —da" 5.2
Yo =5 gde (5.2)

Mas aun, (4.1) implica la transformacion lineal y homogenea de velocidades

internas,
9
vi= gt =2 ge 5.3
o (5.
mientras que (4.2) implica la transformacion lineal y homogenea de velocidades
externas,
e N
u =yt = =1 :
V'~ ox

De este modo, hemos definido dos campos vectoriales de velocidades, el interno:
v =i (at,t) y el externo: u¢ = u®(y®, t) dadas respectivamente por dos sistemas

no lineales de EDPs

. El siguiente paso en nuestro modelo geométrico-diferencial es definir segundas
derivadas en las funciones de variedad f y g, i.e., dos campos vectoriales de
aceleracion, que denotaremos por a' = a'(z*, 2%, t) y w® = w®(y*, ¥, t) respec-
tivamente. Sin embargo, a diferencia de simple fisica en espacios Euclidianos,
estos dos campos vectoriales de aceleracion en variedades no son simples deriva-
das respecto al tiempo de los correspondientes campos vectoriales de velocidad
(a' # 2" y w® # u°) debido a la existencia de las conexiones de Levi — Civita
Tm Y Un en M y N. Definido propiamente, estos dos campos vectoriales de

aceleracion se leen respectivamente:

a' = 0"+ Tjolo® = i + Tdli®, et w® =0 + T’ = ¢ + Ty
donde Fé.k y I'f, denotan los simbolos de Christoffel de segundo orden de las

conexiones \/p V VN -



Por lo tanto, en el paso (3) dimos el modelo de primer nivel de nuestra situacion
fisica en la forma dos campos vectoriales ordinarios, dos campos vectoriales de
primer orden. Para algunas simples situaciones (e.g., sistemas ecologicos) po-
driamos parar aqui. Usado terminologia fisica, los llamamos campos vectoriales
de velocidades. Siguiendo esto, en el paso (4) hemos definido dos campos vec-
toriales de segundo orden, como derivaciones de nuestros campos vectoriales
previamente definidos. Usando terminologia fisica, los llamamos campos vecto-

riales de aceleracion.

Finalmente, siguiendo nuestra terminologia fisica genérica, como paso natural
siguiente esperariamos definir algo como campos de fuerza de Newton-Maxwell
genéricos. Y podemos de hecho hacerlo, con una pequena sorpresa que fuerzas
individuales involucradas en los dos campos de fuerza no seran vectores, pero
si objetos duales llamados 1-formas. Formalmente, definimos los dos campos

covariantes de fuerza como

F; = mgi;a) = mgip(0° + Th07vh) = mgy(i® + T a7 %),

Ge = mgehwh = mgeh(uh + Fglueul) = mgeh(?jh + FZ[?f?f)
donde m es la masa de cada segmento (unico, por simplicidad), mientras que
Gij = g{}-/l Y Gen = g% son los dos tensores métricos de Riemann [Apen. Al
correspondientes a las variedades M y N. Los dos campos de fuerza, F; y G.
definidos anteriormente, son campos de fuerza genéricos correspondientes a M
y N, que representan la causa material para la situaciéon dada. Recordar que
pueden ser campos de fuerza fisicos, biofisicos, psicofisicos o sociofisicos. Fisica-
mente hablando, son los generadores la dindmica y cinematica correspondiente.

Las relaciones geométricas principales detras de este paradigma forman el lla-



mado funtor covariante de fuerza descrito en el siguiente diagrama (*)

TT* M - s TTM

Fi=mg;; a’

T*M = {z% p;} < Legendre TM = {20}

M = {z'}

E Y B SR N SR RS Y Y
vt =04 Iv’v” =2 4 T aa”.

donde M = {z'} es la variedad de configuracion, la parte izquierda del diagrama
corresponde a la geometria Simplética y la parte derecha corresponde a la

geometria Riemanniana [5].

5.3. Acciones y Cuantizaciéon

Es bien conocido que el desarrollo contemporaneo de la fisica teérica progresa
acorde al paradigma de accion (el principio de accion es un concepto fundamental en
fisica (de tanta importancia como la simetria), es muy poderoso para la fisica clésica,
permitiendo que todas las ecuaciones de campo sean derivadas de una sola funcion,
y simplificando la verificaciéon de simetrias. En fisica cuéntica la dindmica se formula
necesariamente en términos de una accion (en el enfoque de integral de camino), o un
Hamiltoniano equivalente (en los enfoques de Heisenberg y Schéodinger).), que sigue

tres pasos esenciales [5]:

1. Para desarrollar una nueva teoria fisica, primero definimos una nueva accion
A [w], un funcional en un sistema de N variables w', como una integral sobre

el tiempo, del tiempo nicial ty al tiempo final tq,

Afuw] = /t L wldt. (5.5)

Ahora, la naturaleza del integrando £ [w] depende en si estamos lidiando con

particulas o campos. En el caso de partculas, £ [w] = L(q, ¢) es un Lagrangiano



ordinario finito-dimensional (usualmente la diferencia de energia cinética y po-
tencial), definido a través del Hamiltoniano mecéanico H = H(q,p) (energia
total del sistema) como L [w] = L(q,§) = p:¢' — H(q,p), donde ¢, ¢, p son las
coordenadas generalizas, velocidades y momento canénico, respectivamente.

En el caso de campos el integrando £ [w] esta mas involucrado,

Clu) = / TGL(p, &, 00) (5.6)

donde la integral esta tomada sobre las n coordenadas espaciales (en particular,
n = 3 para campos en espacios Euclidianos 3-dimensionales), mientras que
©, ¢, ¢, denotan variables de campo, velocidades y derivadas (parciales) de sus
coordenadas, respectivamente. El subintegrando £ = L(p, ¢, ¢,) es la densidad
Lagrangiana del sistema, definida a través de la densidad Hamiltoniana del
sistema H = H(p, 7, m,) como L(, ¢, p,) = Tt — H(p, m, m,), donde 7, 7, son

campo de momento (canoénico), y las derivadas de sus coordenadas.

. Variamos la accién A [w] usando el principio de minima accién
A [w] =0 (5.7)

y usando técnicas de cdlculo variacional, derivamos ecuaciones clasicas de cam-

po y momento, como ecuaciones de Fuler — Lagrange, describiendo el camino

extremo, o camino directo del sistema: t — w(t), de tgy a t;.

Otra vez, tenemos dos casos. La ecuacion de particula de Euler-Lagrange se lee
8,5qu - Lqi,

y puede ser reescrito en la forma Hamiltoniana, usando el corchete de Poisson

(conmutador clasico) ; recordar que para cualesquiera dos funciones A = A(q", py, t)



v B = B(q*, px,t) su corchete de Poisson esta definido como

DA OB  OA OB
[A7 B]pa'rt’icle - (aqk apk B apk; 8_qk)

o como un par de ecuaciones candnicas
i'=1[¢ H], pi=Ipi, H]. (5.8)
La ecuacion de campo de Euler-Lagrange
0gLo, i = Ly
en forma Hamiltoniana da un par de ecuaciones candnicas de campo
o= [ H], 7= mH], (5.9)

Aqui los corchetes de campo de Poisson son ligeramente generalizados en el
sentido de que las derivadas parciales 9 son remplazadas con las derivadas va-

riacionales correspondientes 9, i.e.,

0A 6B 0A OB
A Bl = (o4aoB oAb
[ 7B]fzeld <6qk 6pk 6pk 5qk‘)

. Una vez que tengamos una descripcion satisfactoria de campos y movimiento,
podemos realizar la cuantizacion de Feyman de las ecuaciones clasicas, usando
la misma acciéon A [w] pero ahora incluyendo todas las trayectorias en lugar de
s6lo la extrema.

Reocordar que sistemas cuanticos tienen dos modos de evolucién en el tiempo.

El primero gobernado por la ecuaciéon de Schrédinger:
0 .
ih— =H
e | ) = M | )

donde H es el operador (de energia) Hamiltoniano, i = /—1 y % es la constante



de Planck dividida por 27 (= 1 en unidades naturales), que describe la evolucion
temporal de sistemas cuanticos cuando nos son perturbados por mediciones. Me-
diciones son definidas como interacciones del sistema con su ambiente. Mientras
el sistema este lo suficientemente aislado de su ambiente, se sigue la ecuacion de
Schrodinger. Si una interacciéon con el ambiente toma lugar, i.e., una medicion
es realizda, el sistema colapsa o se reduce a un estado clasico permitido.

Un estado cuantico dependiente del tiempo esté determinado por una funcién de
onda normalizada, compleja ¥ = 1(t), que es soluciéon de la ecuacion de Schro-
dinger. En palabras de Dirac, esta es una unidad vectorial ket | 1) (que hace
un producto escalar con el vector dual (¢ |), que es un elemento del espacio de
Hilbert L*(¢)) con una base coordenada (q'). El estado del vector ket | 1) esta
sujeto a la accion de operadores Hermitianos (u, operadores autoadjuntos),
obtenido por el procedimiento de cuantizacion de cantidades mecanicas clasi-
cas, y cuyos eigenvalores reales han sido medidos. La superposicion cudantica es
una generalizacion del principio algebraico de combinacién lineal de vectores.
La (primera) cuantizacion puede ser realizada en tres imdagenes cudanticas, a
saber, la (S)- imagen de Schrodinger, en la cual, el vector ket | 1) rota, y la
base coordenada (¢') esta fija; la (H)-imagen de Heisenberg, en la cual, la bae
coordenada rota y el vector de estado esté fijo; y la interacciéon (I)-imagen de
Dirac, en la cual, el vector de estado y la base coordenada rotan. A saber, para
obtener la amplitud de probabilidad (f|i) de la transicién del sistema de un
estado inicial i(w(ty)) al tiempo ¢y a un estado final f(w(t;)) al tiempo ¢y,

ponemos la accion A [w] en la integral de camino, simboélicamente escrito como

(fli) = / D [u] €4 (5.10)

donde € representa el espacio de todas las trayectorias del sistema w'(t) las
cuales contribuyen a las transiciones de sistema con igual probabilidad, y la
constante de Planck A implicita es normalizada a la unidad.

La integral funcional es usualmente calculada rompiendo el intervalo de tiempo



[to, t1] en puntos discretos y tomando el limite continuo.
El simbolo diferencial D [w] en la integral de camino (4.10), representando una

(algo no riguroso) medida de camino define un producto
N
D [w] = H dw’

=1

que en el caso de particulas mecano — cudnticas se lee
N
Dw] = H dq'dp;
i=1
y en el caso de campos cuanticos se lee
N
D [w] = H dy'dm;.
i=1

El esquema de integral de camino (4.10) es comunmente usado para calcular
el propagador de un sistema arbitrario (cudntico), asi como también sistemas
estocasticos Markov—Gaussianos descritos por EDPs de Langevin o Fokker—
Planck.

El método de cuantizacion mas general el de integral de camino (4.10), puede
ser reducido a la regla de cuantizacion de Dirac mas conocida, la cual usa una

ecuacion de particula modificada para particulas cuanticas,

éi:i{]:],cji}, ﬁi:@'{ﬁ,ﬁi}, (5.11)
y una ecuaciéon de campos modificada para campos cuénticos,

@i:i{ﬂaéi}7 711'2'22'{7:[,77'2}, (5.12)

donde las variables de coordenada y campo (de espacio Euclidiano ordinario) son
remplazadas por los correspondientes operadores Hermitianos (i.e., operadores

autoadjuntos) en el espacio complejo de Hilbert y el corchete de Poisson [, ] es



remplazado por el conmutador cuantico {,} (multiplicado por —i). Ademas, la
regla de Dirac postula las relaciones de incertidumbre de Heinsenberg entre

los pares canoénicos de variables de coordenadas y campos, a saber,

—_

) 1 )

7 (2
Aq' - Ap; > > Ap" - Am; > >
El paradigma de accion, descrito arriba, provee ambas descripciones clasicas y cuén-
ticas, para cualquier teoria fisica nueva, incluso las que estan por descubrirse. Repre-
sentan una regla heuristica en la bisqueda de una fuerza unificada de la naturaleza;

la dltima teoria descrita de esta forma ha sido la celebrada teoria de supercuerdas.

5.4. Cuantizacién Topolégica

La cuantizacion topoldgica surge del intento de usar la topologia algebraica para
obtener informacién sobre sistemas clasicos haciendo un anélisis de los invariantes
topologicos subyacentes en las variedades asociadas a dichos sistemas [15], [16]. El
método de cuantizacion topologica (CT) se puede aplicar a cualquier con figuracién
de campo cuya estructura geométrica permita la existencia de un haz principal. Esto
se enuncia en el siguiente teorema (*)

Un sistema mecanico conservativo con k grados de libertad para el cual el Hamzaltoniano
es una cantidad conservada, puede ser representado por un haz fibrado principal P
de dimension $k(k + 1), con una variedad Riemanniana de base (o, k), donde h es la
métrica de Jacobi, ¥ representa el espacio de configuracion y SO(k) es el grupo de
estructura del haz P, (para una demostracion del teorema ver [4]).

Veremos mas adelante la importancia de la métrica para el método de CT.

Daremos a continuacion los pasos a seguir en el método CT

1. Se considera un sistema fisico clasico conservativo con k grados de libertad con

base en su Lagrangiano

1, .
L= §hijq ¢ — V(Q)

Ahora, la evolucion del sistema puede ser descrito variando la accién s = [ Ldt



i.e., usamos el principio de minima accién

05 =0

. En este paso introducimos el formalismo de Maupertius ya que en él se tiene
informacion de la métrica que luego sera clave a la hora de utilizar un tipo
particular de invariante topolégico, i.e., la clase caracteristica de Fuler.
Vamos a reformular el principio de minima accion de (1) de la cuantizacion
canonica cambiando la accidén por una nueva, llamada accion reducida sy defi-
nida

Sp = /ds, donde ds* =2(E — V)hydq'dq’ (5.13)

donde ¢ representan las coordenadas generalizadas, E la energia total del siste-
ma, V' la energia potencial y h la métrica de Jacobi; luego usaremos el principio
de minima accién para sg.

Notemos que la ecuacion ds? define naturalmente la métrica g;; por g;; =
(E — V)h;j v esta es la que se utiliza para definir al espacio base B del haz
principal P. V(q) sera diferente para cada sistema, y esto hara la CT distinta
segln sea el caso.

Por simplicidad, se consideran sistemas invariantes bajo rotaciones, i.e., para
cada p € B se tiene que 7 1(p) = SO(k). La investigacion de los invariantes

topologicos del haz P : (€ — B) es el principio de la CT.

. Nos encontramos en momento de utilizar la herramienta algebraica a disposi-
cion introduciendo la clase de Euler e(P), que esta definida en términos de las
componentes de la 2-forma de curvatura R; de B,

—1)™ , A .
e(P) = U7 RIUAREN AR =n

- 22m7rmm‘ 1112...92m 12m,



y a esta la vamos a integrar

(=)™ i i 2
/6(73) = W 5i1i2...i2mRi; A\ Rzi AN ,R’sz — n.
A [e(P) se le llama espectro topoldgico y este es realmente el espiritu de la

cuantizacion topologica.
Todo lo anterior lo podemos resumir en el siguiente diagrama

5S=0(s=[ Ladt)
_—

EE

B
fM7l> _ L@, 5%'

en el, B representa la variedad asociada al espacio de configuracion, f M representa
el formalismo de Maupertius necesario para poder traducir la informacién de B al
haz, P es el haz fibrado principal asociado a B haciendo énfasis en la métrica extraida
del fM, arriba tenemos la descripciéon de la cuantizacion ’candnica’ que culmina en
EE, que significa espectro de energia y finalmente el paso de ir de P con el método
de cuantizacion topologica con e(P) a ET que significa espectro topologico, es lo que
concluye la investigacion, no sin antes hacer incapie en la relacion entre E€ y £T de
la cual discutiremos al final de este apartado.

Vamos a considerar dos ejemplos para CT, un caso trivial y otro no trivial.

Supongamos el caso de una particula libre:
Lo
Vig)=0= L= ihijq q

ademaés, tenemos

d82 = 2Eh7,jdq7'dq], gij = 2Ehl]

esto implica que las trayectorias son lineas rectas luego g;; es plana y esto nos dice



que existe un sistema coordenado en el cual h;; = §;; (i.e., métrica Euclidiana),
finalmente esto implica que tenemos curvatura cero y esto a su vez nos da que
e(P) = 0 y esto se interpreta en CT como que la particula libre no esta cuantizada.
Continuemos con el caso no trivial del oscilador armdénico, aqui h;; = md;; (ya
estamos considerando una métrica conforme donde al ser V(q) # 0 tenemos que

hij # 0;;) v esto significa que

1 1
gij =2m | E — §k1(q1)2 - §k2(q2)2 0ij

luego
-1 1 1 2
e(P) p R, e (b1 + D 22)dgq” N dg

(donde las comas representan derivacion y g;; := €%d;;).

Para simplificar, establezcamos ks = 0, k; = k, ¢' = ¢ y asi tenemos

—kb [ E+ 3k¢?
= d

y ahora integrando sobre ¢ en el intervalo [—qo, qo] se obtiene

bqO 2 2F

=n, a°=—

2 2
qo — a

finalmente el analisis de la relaciéon de los pardmetros que describen al oscilador, i.e.,
la energia F/, la constante k, y gy mas unos calculos sencillos dan la forma del espectro

de energia candénico

L[ L) Ll 2[E 1] k]
qO_C C? “l b | hw 2’w_m

de donde

. E 1 1
szn—%—iéEn— {n+§}hw

es el espectro del oscilador armoénico usando cuantizaciéon candnica.

Para concluir esté seccion, la equivalencia entre £€ y T, i.e., las técnicas clasicas



de cuantizaciéon canoénica y la propuesta en la cuantizacion topologica, requiere la

definicion de algunos conceptos cuanticos, como lo es el de estado cuantico.



Capitulo 6

Aspectos Categoricos

de la Cuantizacion Topologica

En la seccion anterior hemos visto como, usando el formalismo de Maupertius més

el teorema (*), podemos asociar a cada variedad de configuracion M un haz fibrado
principal P con grupo de estructura G isomorfo al grupo de rotaciones SO(K). El
formalismo de Maupertius es ideal para poder hacer la correspondencia entre cada
variedad de configuraciéon y su haz principal por medio de la métrica que se hace
explicita en la accién reducida sg.
Afirmamos que el formalismo de Maupertius F M puede ser visto como un funtor
FM y la cuantizacion topologica CT es una forma de cuantificar una transformaciéon
natural entre el funtor F M y otro que definiremos mas adelante. Esto no es més que
un intento de abordar el proceso de categorizacion desde otro enfoque aplicado a la
cuantizacion topolodgica. Estamos convencidos que el tratamiento aqui dado difiere
sustancialmente en formalidad al presentado en [32], por lo que se pretende que en
un futuro, este procedimiento se logre acoplar a [33] y continuar con la investigacion
en el area.

Demostracion
Antes de definir todo lo involucrado en la afirmaciéon, tomemos como ejemplo-analogia
lo siguiente.

Consideremos un morfismo suave entre variedades de configuracion M y N para
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dos sistemas cléasicos finito dimensionales. Cada uno va a estar completamente de-
terminado por su funcién de potencial V(q) y en consecuencia por su Lagrangiano y
finalmente por su accion.

Sea M la variedad de configuracion asociada al sistema de tiro vertical y N la va-
riedad de configuracién asociada al sistema de tiro parabdlico.

Para simplificar, vamos a considerar a los dos sistemas en dos dimensiones.

Para el tiro vertical tenemos

1
M ={o;} ={o1,00}, L= §mé§ — mgoz

y para el tiro parabodlico

N =10} = {au @), Ly = gm [(@)" + ()] — moas

notemos que si ¢ = 0 en la expresiéon anterior tenemos

1 .
Ly = §WJ§ —mgqa = Ly

Asi, podemos considerar la inclusion + de M en N al ser el tiro vertical un caso
particular del tiro parabdlico un morfismo aceptable entre dichos objetos, donde ¢
codifica la informacién de los Lagrangianos y establece cierto formalismo en dicho

morfismo, mas que entre variedades, si entre las funciones L y L.

M

Ha LET Z:TN Har
/ >TN\~R (6.1)

R+—TM =

L

Existencia de A y B:

Demostracion: Basta con definir

A::”HNoﬁch?TK/l



B = 'HMoﬁé'owX,ll.
Asi, la existencia de A y B esta completamente determinada por :
1. La transformada de Legendre LE;
2. Los Hamiltonianos Hyq v Hy v

3. Si el haz fibrado principal asociado a M y M son triviales o no (en este caso
ambos lo son por construccion de los haces tangentes respectivamente), ademas

que para cada i tenemos que 7 (0;), T/ (¢;) = SO(2).

(1) y (2) los tenemos por el funtor de fuerza.
Se justifica aqui la existencia de ¢, y (¢.). ya que la funcion que describe el Hamilto-
niano de una caida libre esta en la funciéon que describe al Hamiltoniano de un tiro

parabolico, i.e.,
1

st Ly = §mq'§ — mygqs
1 ) ) 1 .
entonces, Ly =zm [(01)° +(2)°] —mga> = Smd; + Lo
2 2 2
_l’_
por lO t(ZTLtO, HM :pg —I—mgq2 = HN = plQ—?an —|—mgq2 — 2]9—7/1n + HM

Me gustaria agregar que la necesidad de hacer conmutar el diagrama anterior con
los morfismos A y By sobre todo por ¢ y sus morfismos inducidos ¢, y (¢4). es por la
exigencia natural de tener una relacién entre los sistemas M y N, donde tomamos en
este caso la relacion ser un caso particular como la relacién fundamental entre dichos
espacios. Cabe resaltar que para hacer nuestro analisis funtorial s6lo necesitamos de
una relacion (suave) entre los objetos antes mencionados y establecer la definiciones
y relaciones entre los objetos que van a estar en el anélisis.

Para concluir nuestro ejemplo-analogia, ya hemos establecido las relaciones y defini-

do los objetos involucrados, ahora pasaremos a los aspecto categoricos del ejemplo



anterior. Veamos el siguiente diagrama (**)

R +2 - M sy N —2 5 R
sch\Fcl lFC%N
P LN Pr

donde F'C es el funtor formalismo canénico que relaciona los dos sistemas M y N

con su haz tangente respectivo, sz,., sz, son las acciones candnicas dadas por

I/ﬁj\/dt
SLam :/,CMdt

y Py v P vy estos dos codifican la informacion de los sub-diagramas de los

funtores de fuerza de (6.1)

T*N = LN TM £ UEL

N% s NMl e

Vamos a considerar

M—L N0

lpc lpc ch
pr, L pr 2 P

donde estamos tomando a la categoria de variedades diferenciables finitas M,, y a la
categoria de haces fibrados FB.
Notemos que si f € Mory (M, N) entonces,

FC(f) = f. € Morzg(Pxy, Px) (6.2)

y como Py, = FC(M), Pi, = FC(N) tenemos FC(f) = f. € Morgg(FC(M), FC(N)),



por otra parte ]p;\r/[ = Irc(m), por tanto
FC(Iym) = Ipr, = Irc(my.-

Finalmente como f : M — Ny g : N — O entonces f. = FC(f) : Pi, — P
y g« = FC(g) : Pf, — P§ por lo tanto g, o f. : Py, — Pp&. Por otra parte, como
gof: M — O entonces (go f), = FC(go f): Piy — P&y como Dom (g.o f.) = Pk,
y Dom (go f). = Pji, tenemos que las funciones g, o f, (go f). tienen la misma regla

de correspondencia y el mismo dominio, por lo tanto son iguales, i.e.,

g0 fu =FC(g9)o FC(f) =FC(go f)= (g0 f):

de donde concluimos que F'C' es un funtor convariante de la categoria de variedades
diferenciables M,, a la categoria de haces fibrados FB.

Consideremos el siguiente diagrama

H (M) +Z— H*(W\)

] TN

(P, R) <24 M M, (Py, R) (63)

O ks

bGM (T bGN

el cual encontrara su justificacion en cada una de sus partes.

Comencemos con el subdiagrama

H* (M) +Z— H*(W\)

T

M—L N

donde H* es el funtor de cohomologia y H*(M) es el grupo de cohomologia asociado
a M respecto a la teoria de cohomologia H* que estemos considerando.

A continuaciéon probaremos que H* es un funtor contravariante de la categoria de



cadenas complejas CC a la categoria de grupos Abelianos A (en el diagrama anterior
hacemos el abuso de notacion al usar a la categoria M,, donde para M € Ob(M,,)
asociamos el complejo de cadenas C' € Ob(CC) como la categoria fuente para el funtor
H*).

Una funcién cadena f : C' — C’ entre complejos de cadena C'y C’ es una familia

de funciones

f=Alo}pso, con fp:Cp =G

de tal modo que f hace conmutar todos los sub-diagramas

dp+1 dp dy do
C . Cp+1 7 Cp 7 Cpfl 7 . 7 CO 7 O
lf lprrl lfp lfp*l lfo
o / » O —— O ) > O —— 0
. 1 7 7 -1 7 7 0 7
P a TP P & dy

ademas, f induce un homomorfismo de grupos H,(f) : H,(C) — H,(C")

Hy(C) = Kerdy/Tmdyy — T Kerd /Imd,,, = Hy(C"). (6.4)

Sea f = Id¢, para algun C; entonces H,(Idc,) : H,(C;) — H,(C;) pero esto es

basicamente el morfismo identidad de H,(C;) Idg,(c,), por lo tanto
Hy(Idc,) = Idg,(c,)-

Si consideramos dos funciones cadena f y ¢ entre las cadenas complejas C, C' y C”,

f:C—=C" g:C"— C" entonces

dp+1 dp di do
C: Cpi1 > Cp > Cp1 » » Co » 0
lf lf;ﬂrl lfp lfp*l lfo
! ! ! U
o ! dP+1\ ' dp N ’ N d N ! dy )
. p+1 P 7 p—l 7 eee 7 0 7
lg lgm- 1 lgp lgp -1 lgo
o " ol el . el . 0
. 1 7 7 1 7 e 7 7
prL g T TPy P d 0 ay



por (6.3)si f:C — C"yg:C" — C”, entonces

Hy(C) = Kerdy/Imdy — T Kerd /Imd),, = Hy(C"). (6.5)
Hy(C") = Kerd,/Tmd.,,, — 2 Kerd!/Imd!,, = H,(C"). (6.6)

lo cual implica que H,(f) o Hp(g) : H,(C) — H,(C").

Por otra parte si go f : C — C”, entonces

Hp(gof)

H,(C) = Kerd,/Imdy Kerd)/Imd),, = H,(C"). (6.7)

por lo tanto, H,(go f) = H,(g) o H,(f) y H, es efecto un funtor covariante.
Una funcién co-cadena f : C' — C’ entre complejos de cadena C'y C” es una familia

de funciones

f= {fp}pzm con f?:CP — CP

de tal modo que f hace conmutar todos los sub-diagramas

C: 04"y oo &, o y or 4, op+l
e e »

/. N 10 \ 11 \ \ / \ Ip+-1
C O d/—lf C d/O 7 C 7 e 7 Cp d/p 7 Cp

ademés, f induce un homomorfismo de grupos H?(f) : H?(C') — HP(C")
H?(C) = Ker dP™ /Im dP SELIACIEN Kerd?P™ /Imd? = HP(C"). (6.8)

Sea f = Idc: para algin C* entonces HP(Idg:) : HP(C') — HP(C") pero esto es

béasicamente el morfismo identidad de H?(C") Idp»(ciy, por lo tanto
Hp(IdCz) — [de(Ci).

Atn falta ver HP es contravariante pero esto es sencillo si recordamos la seccion



(4.3), dada una cadena compleja

do dy dp—1 dp dp+1
0 < Cy < Cy < o 4 Cp-1 < Cp < Cpy1 —— ..,
podemos formar la cocadena compleja
Homz(do,Id) Homz(dp+1,Id)
0 —————— Homz(Cy, G) > .. » Homyz(Cp,G) ————— Homyz(Cpy1,G) — ...

Obtenida aplicando Homy(,G) y denotada por Homy(C,G). La funcién cofron-
tera dP esta dada por

d’ = Homy(dpi1, 1d)

que significa que para cualquier f € Homyz(C,, G), tenemos

d'(f)=fo p+1

Por tanto, para cualquier (p + 1)-cadena ¢ € Cp1; tenemos

(@ (f)(c) = [(dp1a(c)).

Obtenemos asi los grupos de cohomologia H?(Homz(C,G)) asociado con la cocade-
na compleja Homz(C,G). Los grupos de cohomologia H?(Homz(C,G)) también se
denotan por H?(C'; G) y la contravarianza de H? esta dada por la contravarianza de
Homy(, Id).

Para ver un prueba de la contravarianza del funtor b visitar la referencia [20].

Del diagrama (6.3) vamos a justificar ahora el sub-diagrama

H*(M)

/ H*

donde F M representa el formalismo de Maupertius y es un funtor covariante de

la categoria de variedades diferenciables finito dimensionales M,, a la categoria de



haces fibrados FB.
La demostracion es basicamente la misma que dimos para F'C' con la ligera aclaracion
siguiente:
El funtor F M en estricto sentido tendria que ir de la categoria de espacios topologicos
T ala categoria de haces fibrados FB, ya que estamos teniendo en cuenta que tanto
el funtor bg como H* su categoria fuente es T, para H* la categoria de cadenas
complejas asociada a un espacio topologico que a su vez en la base de la construccion
de la variedad que luego es usada para construir la clase de isomorfismos de haces
principales que tienen como base dicha variedad.
La justificacion de F M es la siguiente.
F M codifica la siguiente informacion:

El teorema 1 de [4] muestra la equivalencia entre las ecuaciones de movimiento

del Lagrangiano L, asociado al sistema M
e s o i o (6% 1 o
§* +T18,4°¢" + g*"95V (q) = 0, donde TG, = 59 MBpgry + Ovgsr — Orgpr)

y las ecuaciones geodésicas

d*q~ . dq® dq? o 1,
F 57%% = 0, donde F,B'y = §h A(agh)\»y + 87}1[3)\ — a)\hﬁ,y)

con la métrica de Jacobi

ds
ds? = hapdq® @ dg° = 2[E — V(q)] gapdq™ @ dq°, con i 2[E —-V(q)]

Por lo que tenemos una relacion entre el sistema M con su potencial asociado V'(¢),
i.e., (M,V(q)) y el sistema M con la métrica ds, i.e., (M,ds).

Asi podemos construir un nuevo sistema con la métrica como informacion fundamental
para la construccion del haz principal, i.e., tenemos una relacion entre (M, ds) y
(M, h), luego una relacion entre (M, h) a través de la curvatura R asociada a h
a través de las ecuaciones de estructura de Cartan con el haz Py, ie., (Pum, R).

De [4] podemos ver que (M, ds) define una variedad de Riemann que no contiene



informaciéon de V(q), asi lo que hace el formalismo de Maupertius F M es darnos
un nuevo sistema (M, h) y a su vez (Pa, R) que se utiliza en ultima instancia en la
cuantizacion topologica C'T'. Lo anterior puede ser traducido en el siguiente diagrama

(M,V(q)) ec.geodesicas (M,dS)

variacionL g

l}- M metm’calJ acobi
Curvatura
¢ Zurvatura
(PM ’ R> Cartan (M ’ h)

Finalmente tenemos con e una forma de asociar a cada haz principal y en nuestro
caso el sistema compuesto (Ppy, R) la clase caracteristica de Euler e de Py e(Ppy) €
H*(M) que va a estar en funcion de la curvatura
_ (_]‘)m Ril Rig Ri2m71 _
6(73) —|5i1i2...i2m in AN i VANPRAN i9m ="Nn.

22mgmyy

Aqui termina nuestra demostracion.



Capitulo 7

Conclusiones

Hemos visto que el formalismo canoénico, aplicado a un sistema en particular,
(como proceso), puede ser visto como un morfismo que lleva la informacion de dicho

sistema a otra estructura como lo es un haz fibrado

M T
VwT ch \
R+— TM —=

S

donde a través de una accién para cada sistema tenemos

R+Z M sy N —2A 5 R
sﬁrjvt\FCl lFC%N
Py LN P

P v Pir codifican la infomacién de los sub-diagramas de los funtores de fuerza de

(6.1)

TN £ TN o N T*M £ HECEN

Sl AT TS
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Luego hemos hecho la analogia gracias al funtor de fuerza (6.1) para obtener, como

diagrama, la informaciéon del formalismo canénico

H(M) «— H*(\)

T e

(PM, < M M

R

bGM (T bGN

)

donde nos hemos valido de la funtorialidad de H* y b para afirmar que el formalismo
de Maupertius F M resulta ser también una cantidad funtorial y el consecuencia,
[ e cuantifica una transformacion natural para su interpretacion fisica.

Asi, podemos concluir que hay cierta similitud y concordancia entre la cuantizacion
topologica y la cuantizacion candnica luego de haber hecho la traducciéon al lenguaje

de la teoria de categorias y con ello establecimos los siguiente:
1. Una relacion entre FC y FM;
2. F M resulta ser una cantidad funtorial y

3. el calculo de [ e (espectro topoldgico), da una manera de cuantificar una canti-
dad categorica como lo es una transformacién natural y puede ser interpretado

fisicamente.

Con esto queremos mostrar como la teoria de categorias han venido lentamente a ser
vistas como una buena formar de formalizar teorias fisicas en las cuales 'procesos’
pueden ser dibujados como diagramas -por ejemplo, los diagramas de Feynman-, pero
interpretados algebraicamente como operadores lineales.

. Por qué las categorias resultan ser tutiles en fisica?

L razon es muy simple. Una categoria consiste en 'objetos’ z, v, z, ... y morfismos entre
objetos f:xz —y.

Un buen ejemplo es la categoria de espacios de Hilbert donde los objetos son espacios

de Hilbert y los morfismos son operadores acotados. En fisica podemos pensar de un



objeto como un espacio de estado para algin sistema fisico y un morfismo como un
proceso tomando estados de un sistema a estados de otro (posiblemente el mismo).
Esto es basicamente lo que se intenta en la presente tesis, creemos que es posible en
un futuro hacer uso de la teoria de n-categorias en la cuantizaciéon topologica para
comenzar a establecer definiciones de conceptos como los son estados cuanticos, que

hasta el momento permanecen en construccion.



Appendices
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Apéndice A
Tensor Métrico

En geometria Riemanniana, el tensor métrico es un tensor de rango 2 que se
utiliza para definir conceptos métricos como distancia, angulo y volumen en un espacio
localmente euclideo.

Una vez que se elige una base local, el tensor métrico aparece como una matriz,
denotada convencionalmente como g. La notacion g;; se utiliza convencionalmente
para las componentes del tensor. Asi el tensor métrico g se expresa fijada una base

coordenada (usando el convenio de suma de Einstein) como:

g1 g12 -~ Gin

g21 g22 .- Gon
g = gijdr’ @ da’,

gn1 Gn2 -+ YGnn

En fisica es muy comuin escribir la métrica como el cuadrado del elemento de longitud,

dado que el tensor es simétrico la notacion fisica es equivalente a la notacién anterior:

ds® = gijdxidxj
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La longitud de un segmento de una curva dada parametrizada por t desde a hasta b

se define como:

=

dt

b
a
El dngulo entre dos vectores u y v (o entre dos curvas cuyos vectores tangentes son u

y v ) se define como:
giju'v’

COSQ: L. R
[|gijuiu?||gjvivi|]?

Una métrica euclidea no es otra cosa que una métrica arbitraria definida sobre un
espacio euclideo. Un espacio métrico es euclideo si en el tensor de curvatura es idéntica-
mente nulo en todo el espacio. Cuando se usan coordenadas cartesianas en un espacio
euclideo las componentes del tensor métrico son constantes y, por tanto, los simbolos
de Christoffel son también nulos. Sin embargo, en muchos problemas conviene usar
otro tipo de coordenadas, como por ejemplo las coordenadas polares, cilindricas o
esféricas, en este caso ain cuando el espacio es euclideo las componentes del tensor
métrico expresado en estas coordenadas no son constantes, y los simbolos de Chris-

toffel no se anulan. A continuacion se dan algunos ejemplos de coordenadas frecuentes.

Los sistemas de coordenadas ortogonales se caracterizan porque en esos el tensor
métrico tiene una forma diagonal. A continuacion se presentan ejemplos de métricas
para un espacio euclideo, el hecho de que el espacio es localmente euclideo queda
reflejado en que el tensor de curvatura calculado para todas las métricas que siguen
es idénticamente nulo.

Dado un tensor métrico euclidiano en dos dimensiones, dado en coordenadas carte-

sianas (ul,u?) = (z,y):

Puesto que g11 = g2 =1y g12 =921 =0

La longitud de una curva C parametrizada mediante el pardmetro ¢ se reduce a la



formula familiar del calculo (teorema de Pitagoras):

1t du® du?
Lo — duidd | =
C \/C:[%:gz] U u] / [Zgz] dt dt]

2T dut dut dut du?® du? du' du? du? 2
1— dt
t1

aar Vuaw T wa e ar

0 bien en la notacidén méas familiar:

1

RIGEGI

Lec = / [dx2 + dyQ]%



Apéndice B
Grupos de Lie

Recordar que una dalgebra A es un espacio vectorial con un producto.

El producto debe tener la propiedad
a(uv) = (au)v = u(av),

para toda a € Ry u,v € A. Una funcion ¢ : A — A’ entre algebras es llamada
homomor fismo si ¢(u - v) = ¢(u) - ¢(v).
Una dlgebra de Lie es una élgebra A donde la multiplicacion, i.e., el corchete de Lie

(u,v) — [u,v], tiene las siguientes propiedades:
1. [u,u] =0 paratodau € Ay
2. [u, [v,w]] + [w [u,v]] + [v, [w,u]] = 0 para toda u,v,w € A. La condicion (2) es
usualmente llamada identidad de Jacobi.

Un grupo de Lie es una variedad (de Banach) suave M que tiene a la vez una
G-estructura de grupo consistente con su M-estructura de variedad en el setido de

que la multiplicacion de grupo
p:GxG—G, (g,h)— gh (B.1)

y la inversion de grupo

v:G—G, g—g! (B.2)
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son funciones C*.

Por ejemplo, cualquier nD-espacio vectorial de Banach V es un grupo de Lie Abe-
liano con las operaciones de grupo p : V xV =V, u(z,y) =z 4y, yv:V =V,
v(x) = —x. La identidad es el vector cero. Llamamos a tal grupo de Lie un grupo
vectorial.

Sean G y H dos grupos de Lie. Una funcion G — H se dice un morfismo de grupos
de Lie (o su homomorfismo suave) si es homomorfimo como grupos abstractos y di-
feomorfismo como variedades diferenciables.

Similarmente, un grupo G que es a su vez un espacio topoldgico se dice grupo
topolégico si sus morfismos son continuos, i.e., C°-funciones.

Para cada g € GG con GG un grupo de Lie, las siguientes funciones,
Ly:G— G, hw gh,

Ry, :G— G, g gh,

son llamadas funciones traslacién izquierda y derecha. Como Ly o Ly = Ly, y
Ry 0 Ry, = Ry, se sigue que (Ly)™' = L,~1 y (Ry)™! = R,~1, entonces ambas L, y
R, son difeomorfismos. Més atn Ly o R, = Rj, o Ly, i.e., las traslaciones izquierda y
derecha conmutan.

Un campo vectorial X en G es llamado campo vectorial izquierdo invariante si para
cada g € G, L} X = X, esto es, si (Tj,L,)X(h) = X(gh) para toda h € G, i.e., el

siguiente diagrama conmuta

TG — ™\ ¢

x| T«

G ——F—G

La correspondencia G — TG y L, — TL, define un funtor 7 : LG = LG de la

categoria de grupos de Lie £G en el mismo.



Apéndice C
Axiomas de Eilenberg-Steenrod

En matemaéticas, especificamente en topologia algebraica, los axiomas de Eilenberg-
Steenrod son propiedades que las teorias de homologia de espacios topologicos tienen
en comun. El ejemplo por excelencia de una teoria de homologia que satisface los axio-
mas es la homologia singular, desarrollada por Samuel Eilenberg y Norman Steenrod.

Se puede definir una teorfa de homologia como una secuencia de funtores que
satisfacen los axiomas de Eilenberg-Steenrod. El enfoque axiomético, que se desarrollo
en 1945, permite probar resultados, como la sucesion de Mayer-Vietoris, que son
comunes a todas las teorias de homologia que satisfacen los axiomas.

Si se omite el axioma de dimension (descrito a continuacion), los axiomas restantes
definen lo que se llama una teoria de homologia extraordinaria.

Teorias de cohomologia extraordinaria surgieron por primera vez en la teoria K y el
cobordismo.

Los axiomas se aplican a una sucesion de funtores H,, de la categoria de pares (X, A) de
espacios topologicos a la categoria de grupos Abelianos, junto con una transformacion
natural 0 : H;(X,A) — H;_1(A) llamada funcién frontera (aqui H;_1(A) es la

notacion reducida de H;_1(A4,()). Los axiomas son:

1. Homotopia: Funciones homotépicas inducen la misma funcién en homologia,
e, sig: (X,A) — (Y, B) es homotopica a h : (X, A) — (Y, B), entonces sus

homomorfismos inducidos son los mismos.
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. Excision: Si (X, A) es un par y U es un subconjunto abierto de X tal que
la cerradura de U esté contenida en el interior de A, entonces la funcién de

inclusion ¢ : (X/U, A/U) — (X, A) induce un isomorfismo en homologia.

. Dimensién: Sea P el espacio con un s6lo punto, entonces H,(P) = 0 para toda

n # 0.

. Aditividad: Si[], X, esla unién disjunta de una famillia de espacios topologicos

X,, entonces

H,(X) = P Ha(Xa)

. Exactitud: Cada par (X, A) induce una sucesion larga exacta en homologia, via

las inclusiones i : A - X y j: X — (X, A):
W Hy(A) 5 H(X) —2 Hy(X, A) —2 H, 1(A) — ..,

Si P es el espacio de un solo punto, entonces Hy(P) es llamado el grupo de coefi-
cientes. Por ejemplo, la homologia singular tiene como coeficientes los ntimeros

enteros.



Apéndice D
Axiomas de Atiyah-Segal

Las teorias de campo topologico conocidas caen en dos clases generales:
TTCCs tipo-Schwarz y TTCCs tipo-Witten. Las segundas, también se refieren a ve-

ces, como teorfas de campo cohomologico.

En TTCCs tipo-Schwarz, las funciones de correlacion calculadas por la integral
de camino son invariantes topolégicos porque la integral y los observables de campo
cuantico son explicitamente independientes de la métrica. Por ejemplo, en el modelo
BF . el espacio-tiempo es una variedad bidimensional M, los observables son cons-
truidas desde un formulario de una 2-forma F', un auxiliar escalar B y sus derivados.

La accion (que determina la integral de camino) es

S:/BF
M

La métrica del espacio-tiempo no aparece en esta teoria, por lo que la teoria es
explicitamente topologicamente invariante. Otro ejemplo mas famoso es la teoria de
Chern-Simons, que puede utilizarse para calcular invariantes de nudo.

En las TTCCs tipo-Witten, la invarianza topoldgica es méas sutil. Por ejemplo el
Lagrangiano para el modelo dependen explicitamente de la métrica, pero uno puede
mostrar que el valor esperado de la funciéon de particion y una clase especial de

funciones de correlacién son en realidad un difeomorfismo invariante.
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Atiyah sugiere un conjunto de axiomas de la teoria cuéntica topologica de campos
(Atiyah, 1988) que fueron inspirado por los axiomas de teoria conforme de cam-
pos de G. Segal y la idea de Witten del significado geométrico de la supersimetria,
(Witten, 1982). Los axiomas de Atiyah estan construidos pegados a la frontera con
una transformacion diferenciable (topolégica o continua), mientras con Segal con una
transformacion conforme. Estos axiomas han sido relativamente ttiles para trata-
mientos matematicos de TCCs tipo-Schwarz, aunque no es claro que capten toda la
estructura de TCCs tipo-Witten. La idea basica es que una TTCC es un funtor de
una determinada categoria de cobordismos a la categoria de espacios vectoriales.

De hecho, hay dos conjuntos diferentes de axiomas que razonablemente podrian
llamarse axiomas de Atiyah. Estos axiomas difieren basicamente en si o no estudian
una TTCC definida en una sbla n-variedad espacio-temporal de Riemann / Lorentz
M fija, o una TTCC definida en todos las n-variedades espacio-temporales a la vez.

Sea A un anillo conmutativo con unidad. Atiyah propone originalmente los axio-
mas de una TTCC en dimension d definida sobre un anillo base A como sigue, lo cual
es similar a la categoria de espacios topologicos
Un A-moédulo finitamente generado Z (), asociado a cada variedad ¥ cerrada de di-
mension d diferenciable (correspondiente al axioma de homotopia),

Un elemento de Z(M) € Z(0M) asociado a cada variedad M lisa orientada de di-
mension d + 1 con frontera (correspondiente a un axioma aditivo).

Estos datos estan sujetos a los siguientes axiomas

1. Z es funtorial con respecto a la orientacién que preserva el difeomorfismo de

Yy M,

2. Z es involutivo, es decir, Z(X*) = Z(X)* donde ¥* es ¥ con orientacion opuesta

y Z(X)* denota el modulo dual,
3. Z es multiplicativa
4. Z(¢) = A para la d-variedad y Z(¢) = 1 para la d + 1-variedad vacia.

5. Z(M*) = Z(M) (el axioma Hermitiano).
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