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Introduccion

Escritas en un lenguaje fino y con lucidez, las ecuaciones de campo publicadas en no-
viembre de 1915 por el fisico aleman Albert Einstein, representaron y representaran uno
de los grandes pilares de las teorias fisicas; pues en ellas se concentra todo el formalismo de
la relatividad general (RG). Gracias a su elegancia matematica, las ecuaciones de campo
han sido capaces de superar las pruebas tedrico-experimentales a las que han sido someti-
das, por mencionar algunas destacan, la deflexion gravitatoria de la luz [1], la correccion al
célculo del perihelio de Mercurio [1] y el corrimiento al rojo gravitacional [2]; convirtiendo a
la RG en una teoria estdndar de gravedad que funciona muy bien a escalas de distancia del
sistema solar [3|. Ademas, gracias a la validez de la existencia de las ondas gravitacionales
el pasado septiembre de 2015 en el Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory
(LIGO) [4] fue posible comprobar experimentalmente la RG bajo un campo gravitacional
fuerte.

No obstante, pese a la gran estructura fisica y matematica que la RG aporta, algunas
investigaciones en cosmologia y astrofisica, tales como el problema de la masa faltante
(materia oscura) [5], el periodo de inflacion en épocas tempranas y la aceleracion tardia
del Universo [6]; se han visto en la necesidad de proponer soluciones bajo el yugo de
teorfas que modifican la gravedad, pues bajo el contexto de la relatividad general, estas
investigaciones no han encontrado respuestas plenamente satisfactorias.

En particular, las llamadas teorias de gravedad modificada f(R) [7] [8] se han enfocado
en dar cuenta de un modelo cosmologico que evite la inclusion de componentes oscuras y
de campos inflatonicos, para ello modifican la teoria de la relatividad general al sustituir

en la accién, el escalar de curvatura por una funcién de éste. Existen miltiples modelos
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INTRODUCCION IX

de f(R), por mencionar algunos destacan, Starobinsky [9], Hu-Sawicki [10], Tsujikawa |7]
[11] ¥ el modelo exponencial [12].

Por otro lado, gracias a la deteccion directa de ondas gravitacionales por los interfe-
rometros a LIGO/VIRGO |[4], las recientes investigaciones han encauzado en proponer a
éstas como una manera para probar teorias de gravedad modificada [13] [14] [15] [16] [17]
[18] [19] [20] [21] [22].

Las ondas gravitacionales son ondulaciones en el espaciotiempo causadas por algunos de
los procesos més violentos y energéticos del Universo, tales como, la colisiéon de agujeros
negros, el colapso de niicleos estelares, los sistemas binarios de estrellas de neutrones coa-
lescentes o estrellas enanas blancas. Estas ondas viajan a la velocidad de la luz a través
del Universo y llevan consigo informacién sobre sus origenes catastroficos, asi como pistas
inestimables de la naturaleza de la gravedad en si misma.

Motivada por todo el contexto previo, en esta tesis se abordoé el estudio de la propagacion
libre de las ondas gravitacionales en el limite de campo débil en un fondo de Minkowski
bajo el marco de las teorias f(R), dando paso a un formalismo de segundo orden para la
métrica y el escalar de curvatura. Este trabajo se describe a través de siete capitulos.

El capitulo uno contiene un repaso de la herramienta matemética necesaria para com-
prender los principios de la RG. El segundo capitulo describe la importancia y deduccion
de las ecuaciones de campo a través de la variacion de la accién de Einstein-Hilbert. En
el tercer capitulo se estudia el formalismo mateméatico de las ondas gravitacionales en el
yugo de la RG; mientras que, en el cuarto, se describen las teorias de gravedad modificada,
haciendo hincapié en las teorfas f(R). El capitulo cinco contiene el desarrollo completo de
las ecuaciones escalares y tensoriales fundamentales de esta tesis, cuyo analisis se describe
minuciosamente en el capitulo seis. Finalmente, el tltimo capitulo expone las conclusiones

y/o motivaciones futuras del presente trabajo.



Capitulo 1

Formalismo Matematico - Geometria

Diferencial

Los fenémenos naturales se estudian a través de teorfas fisicas compuestas de principios
empiricos y de simetrias. En particular, la teoria de la relatividad general es una teoria
fisica expresada de manera covariante que describe la geometria del espaciotiempo y la

gravitacion a través de las ecuaciones de campo.

1.1. Espaciotiempo

Previo a la definicion formal de las ecuaciones de campo, habré que describir el fondo sobre
el que se trabajara. Este fondo es mejor conocido como espaciotiempo y se interpreta como
un conjunto 4-dimensional con elementos etiquetados por tres dimensiones de espacio y una
de tiempo [1]. Fisicamente, representa al tejido sobre el cual existen eventos p separados
entre si por una distancia s.

Matematicamente, el espaciotiempo se define como un par (M,g), donde M es una varie-
dad diferencial 4-dimensional y ¢g la métrica con signatura lorentziana sobre M [1] [23].
De manera informal, una variedad es un espacio con una topologia complicada, que puede
ser curvo, pero que en regiones locales se comporta como R". Es decir, las variedades se

forman de la union suave de parches coordenados que localmente son como R”.



CAPITULO 1. FORMALISMO MATEMATICO - GEOMETRIA DIFERENCIAL 2

Para precisar la definicion de variedad habra que hacer uso de los mapeos y las cartas.
Asi, dados dos conjuntos M y N, un mapeo ¢ : M — N es una relaciéon que asigna cada
elemento de M con un elemento de N. Estos mapeos pueden ser tinicamente inyectivos,
suprayectivos; o bien, biyectivos; a éstos tultimos se les conocen como difeomorfismos y
otorgan la estructura diferencial a las variedades [1] [23].

Una carta o sistema coordenado consiste de un subconjunto abierto U de un conjunto M
junto con un mapeo inyectivo ¢ : U — R™ tal que, la imagen ¢(U) es un subconjunto
abierto en R™ [23].

A la coleccién indexada de cartas se le conoce como atlas y nos permite definir formalmente
a las variedades. Asi, una variedad M es un conjunto M junto con un atlas (Uy, ¢, ), tal

que (ver figura 1.1):
1. La uniéon de U, es igual a M, es decir, U, cubre M,

2. SiU,NUz # 0 entonces el mapeo diferenciable ¢ao¢gl cpp(UaNUp) — ¢p(UaNU,) C
R™.

Figura 1.1: Representacion de variedad

Sobre M se definen funciones lineales f : M — R y curvas parametrizadas () con
el parametro t, éstas ultimas surgen de mapear intervalos en R sobre M. Al analizar el
cambio en el parametro t de f actuando sobre cada punto en (t) se obtiene la derivada
direccional generalizada; a través de la cual se define el concepto de vector. Un vector & en
un punto p se entiende como el operador derivada direccional a lo largo de una curva v a

la cual es tangente; asi, £(f) es la derivada direccional de f a lo largo de v en p [1] [23].
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A cada punto p € M se le asocia un conjunto con todos los posibles vectores a éste y es
conocido como espacio tangente T, M. Este espacio puede ser identificado con el espacio
de las derivadas direccionales a lo largo de curvas que atraviesan p. Los elementos de
T, M son vectores contravariantes y en notacion indicial se representan como vectores con
superindices [1] [24].

A su vez, existe el espacio dual T; M cuyos elementos son todos los mapeos lineales que
actiian sobre vectores y que entregan valores reales, es decir w : Ty M — R. Los elementos
del espacio dual se conocen como vectores covariantes y su notaciéon indicial se distingue

por tener los indices abajo [1] [24].

Por lo tanto, es posible expresar cada elemento X del espacio tangente y w del espacio
dual como una combinacion lineal de las bases e(,) y 0 respectivamente, lo que conduce

eventualmente a la definicion de tensor [24] .

k
Un tensor tipo es un mapeo multilineal que actiia sobre k-elementos de T)M y

l
l-elementos de T, M, esto es: T: TyM X TXM X TM x o x ToM <X ToL,M X ToM — R

[24].
Este grupo de mapeos multilineales se caracterizan por el nimero de componentes con las

que cuentan y por su rango de la siguiente forma [24]:

0
a) Escalares, si son tensores ,
0
) 1
b) Vectores, si son tensores ,
0
, 0
c) Co-vectores o 1-formas, si son tensores ,
1
s : oy
d) Métricas, si son tensores simétricos y no degenerados ,
2
e) Formas diferenciales, si son tensores con 0 < p < n completamente antisi-
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métricos.!

Entre variedades se pueden realizar miltiples mapeos, en particular los difeomorfismos, los
cuales inducen dos mapeos de gran importancia: el pull-back (¢*) y el push-forward (¢.);
y cuyas definiciones se enuncian a continuacion [23:

Considere dos variedades M y N y un campo vectorial X € T,M. Se define el push-
forward de X(f) por ¢ como la composicion del campo vectorial X evaluado en una

funciéon f : NV — R con el mapeo ¢ : M — N, es decir:

¢ X (f) = X ("), (1.1)

mientras que, el pull-back de una uno-forma w actta sobre el campo vectorial X como:

¢'w(X) = w(g.X), (1.2)

asi, el pull-back de la métrica, dados dos campos vectoriales X y Y, se define como:

" 9(X,Y) = g(¢. X, 8.Y). (1.3)

Estos mapeos son importantes pues ayudan a definir la derivada de Lie que a su vez, como

se veré, establece la nociéon de isometria.

1.2. Derivada de Lie

Ya que en cada elemento p del espaciotiempo existe un espacio vectorial £ € T, M siempre
es posible encontrar una curva integral A(t) dada una condicion inicial. Una curva integral
A(t) de un campo vectorial £ sobre M con condicién inicial A(0) = p, es una curva que
pasa a través de p y tal que, para cada punto p(t) en esta curva, su vector tangente \'(t),
coincide con el valor &|y).

A su vez, £ define una familia uniparamétrica de difeomorfismos ¢; : U — M que mapean

campos vectoriales X en p en ¢ X |4, (p)-

1'Un tensor Tj; es simétrico si Tj; = Tj;; y antisimétrico si T;; = —T};, donde T;; = T(ey; e(y)
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Asi, se define a la derivada de Lie de un campo vectorial £ con respecto a X como [1]:

X|p — ¢ X
£§X|p:h’m—|p b Xl

t—0 t ’ (1'4>

donde ¢y, representa el push-forward del vector X|, respecto al parametro ¢t. La derivada
de Lie L¢X|, de un campo vectorial X depende de la direccién de £ en el punto p y
en los puntos vecinos. Fisicamente, esta derivada puede entenderse como la derivada en
un flujo de un fluido, donde los difeomorfismos representarian el "fluir sobre las curvas
integrales"[1].

Sin embargo, debido a la vinculacién inevitable de la derivada de Lie con los campos
vectoriales £ y su fuerte dependencia a las curvas integrales la convirtieron en una op-
cion descartable para representar la generalizacion del operador derivada parcial en las

variedades.

1.3. Conexiéon y Derivada Covariante

En la seccion anterior se mencioné que la derivada de Lie es un operador no adecuado
para generalizar el concepto de derivada parcial, pues tiene dependencia con las curvas
integrales y los campos vectoriales. Por lo que, podria resultar tentador el hacer uso de
las derivadas parciales que forman la base coordenada de los espacios tangentes 7, M, sin
embargo, éstas también son descartables pues tienen una dependencia con los sistemas
coordenados.

Por lo tanto, se requiere de una estructura adicional que permita lograr obtener el operador
derivada parcial; a esta estructura se le conoce como conezion lineal V: TyM x T,M —
T,M [1] [25]. Una conexién en un punto p € M es una regla que asigna a cada campo
vectorial X en p un operador diferencial V x el cual mapea campos vectoriales arbitrarios

en campos vectoriales V xY donde [23]:

= VY es un tensor en el argumento X, es decir, para cualquier funciéon f, g y campos

vectoriales X, Y, Z se cumple que Vx4 Z = fVxZ+gVyZ;
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= VxY es lineal en Y, es decir, para cualquier campo Y, Z y a, € R se satisface

Vx(OéY —I—BZ) =aVxY+5VxZ;

= Para cualquier funcion f y campo vectorial Y se cumple

Vx(fY)=X()Y + fVxY.

Donde VY es la deriwada covariante de Y en la direccion de X en p. La derivada
covariante requiere de una conexion que esté especificada en un sistema coordenado por
un conjunto de coeficientes I'], conocidos como coeficientes de la conexion [1], los cuales
en general cuentan, con n® = 64 funciones independientes en la variedad para el caso de
n = 4 dimensiones.

La definicion matematica de la derivada covariante del campo vectorial Y es:

o g 8 e log v
Yo =[VY], = {@Y +17,Y } con 1 =0,1,2,3, (1.5)

donde el altimo término representa a la generalizacion de la derivada parcial [1].

Cabe destacar que ni V x ni los coeficientes I'],, representan tensores, pese a que VxY sea
uno de categoria (1,0) [24]. Note que es posible definir tantas conexiones como se deseen,
pues solo se necesita conocer como es el comportamiento de (1.5) sobre cada elemento
p en la variedad. La importancia de la conexiéon, no solo radica en su fundamental papel
para definir a la derivada covariante, sino que, ademéas permite analizar el comportamiento

entre vectores que viven en espacios vectoriales a través del transporte paralelo.

1.4. Transporte Paralelo

Al hablar de la derivada es comdn pensar en una tasa de cambio respecto a algo; sin
embargo, para el caso de los tensores no es muy claro como estudiar este cambio y/o
comparacion dados diferentes puntos en el espaciotiempo.

Gracias a la derivada covariante se puede cuantificar la tasa de cambio instantanea de un
campo tensorial a lo largo de una curva X del campo tensorial Y (i.e. VxY). La idea de

transportar paralelamente un vector es posible gracias a la conexién, la cual define una
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manera especifica de mantener un tensor constante a lo largo de una trayectoria. Asi, a la
nociéon de mover un vector manteniéndolo constante se le conoce como transporte paralelo
[1].
La ecuacion del transporte paralelo de un vector X a lo largo de una trayectoria x*(\) se
define como:

d dx®

R 1.6
D Ther gy ) (1.6)

es decir, si se satisface que VxY = 0, entonces Y serd transportado paralelamente a lo

largo de X [1].

1.5. Curvatura

Hablar del transporte paralelo motiva la discusiéon de la llamada curvatura del espacio-
tiempo; el cual es un tensor que toma tres campos vectoriales y arroja otro; fisicamente
mide cuan diferente es una variedad plana de una curva a través del transporte paralelo.

Esto es, si el transporte paralelo de un vector a lo largo de una curva regresa al mismo
vector de tal manera que su diferencia sea cero, entonces se dice que la variedad es plana.
Por el contrario, si el trasporte paralelo es distinto de cero se tiene una variedad curva.
Por lo que, es posible determinar si una variedad es curva o no, evaluando esta diferencia
al hacer el transporte paralelo en una curva cerrada.

El tensor de curvatura o tensor de Riemann se obtiene de la conexién V; y se caracteriza

por ser un tensor (1,3) y cuyo actuar sobre los campos vectoriales se describe como [1] [25]:

R(X,Y,Z) = R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ +VixnZ, (1.7)

donde Vx es la derivada covariante en direccion del campo vectorial X y Vx y) representa
a la derivada covariante en direccion del conmutador; el cual se anula cuando X y Y son

tomados como vectores de una base coordenada.
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Existen ciertas propiedades del tensor de Riemann que vale la pena enunciar, sin embargo,
primero se definird formalmente a la métrica; dejando para las secciones posteriores la

descripcion de estas caracteristicas.

1.6. Meétrica

El espaciotiempo es una variedad Riemmaniana en la cual existe una coleccion de eventos;
sobre este tejido se definen funciones, espacios vectoriales, espacios duales, mapeos dife-
renciales y campos tensoriales; dentro de estos ultimos existe una categoria muy particular
conocida como tensores métricos g, con u,v =0,1,2,3.

El tensor métrico g, : T, M x T, M — R es un tensor (0,2) definido en p € M. Al campo

tensorial de tensores métricos se le conoce como métrica y satisface [1]:

= Ser no degenerada, es decir, si en todo punto no existe un vector distinto de cero X

tal que, g(X,Y) =0, para todo Y € T, M.

» Ser simétrico, es decir g(X,Y) = g(Y, X).

Si ademés cumple el ser positiva definida, i.e. g(X,X) > 0 para todo X # 0 € T, M,
entonces recibe el nombre de métrica Riemanniana; sin embargo, si existe X # 0 tal que
g(X, X) < 0 entonces, se conoce como métrica pseudo-Riemanniana. Siendo esta tltima la
de mayor interés, pues es la que caracteriza al espaciotiempo. La métrica del espaciotiempo

plano o espacio de Minkowski se describe como [1]:

n= 77#1/9“ X 0V7 (18)

donde 60* representa la base del espacio cotangente, y:

-1 0 0 0
0 1 00
77/“/ = 3 (1.9)
0 010
0 0 01
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con esta métrica se define un producto interior sobre cada espacio tangente como
T,M:n(X,)Y)=X"-Y.
En general, sobre un punto p en la variedad, la métrica g permite clasificar a los elementos

de T, M como:

g(X,X) > 0,X es tipo espacio: spacelike,
g(X,X) = 0,X esnulo: lightlike, (1.10)
9(X,X) < 0,X es tipo tiempo: timelike,

esta clasificacion es util para estudiar la causalidad entre los eventos.

Observe que para los casos en los que el espaciotiempo no es de Minkowski, las componentes

de la métrica se denotan como g,,,,. Asf, la distancia entre dos eventos en el fondo se obtiene

a través del elemento de linea ds?, definido como:

ds® = g, dxtdx” con p,v =0,1,2,3. (1.11)

La importancia de la métrica se debe a diversos aspectos, por mencionar algunos destacan

[1], [25]:
1. La métrica determina la causalidad de los eventos.

2. La métrica permite el calculo de la longitud de arco y del tiempo propio; el cual
se define como el tiempo medido por un observador que viaja junto con su linea de

mundo y cuya expresiéon matematica es:
T = /\/ —ds. (1.12)

3. La métrica determina el movimiento de particulas prueba 2

4. La métrica relaciona el espacio de vectores con base ¢, al espacio de formas o co-
vectores con base 6”. Es decir, mapea vectores a vectores duales y viceversa, a través

de ella y su inversa.

2Modelo idealizado de un objeto cuyas propiedades fisicas, a excepcion de la que se esté estudiando,
son insignificantes; y que, por lo tanto, no influye en si mismo en la geometria a través de la cual se mueve.
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1.7. Conexion de Levi-Civita

Cuando las variedades diferenciales estan equipadas con una métrica se les puede asignar
una conexion de una manera particular al imponer una condiciéon sobre ella y la conexion,
esto es, debe satisfacerse que Vg = 0; lo cual implica que, cuando una variedad diferencial
satisface Vg = 0, entonces existe una tnica conexion que es compatible con la métrica
Juv-

Si existe compatibilidad con la métrica y la conexion, se re-definen los coeficientes de V
en términos de g, asignandoles el titulo de simbolos de Christoffel, cuya expresion es la

siguiente [1]:

1
Lo = 59" 9vp0 & Gopw = Guop) (1.13)

A la conexioén asociada a los coeficientes (1.13) se le conoce como conezion de Levi-Civita
[1].

Cabe mencionar que cuando en un sistema coordenado las componentes de la métrica
son constantes, entonces el tensor de Riemann se anulari. Analogamente, si el tensor de
curvatura se anula, entonces siempre sera posible construir un sistema de coordenadas en
el que las componentes de la métrica sean constantes.

Por lo tanto, si al calcular el tensor de Riemann dada una métrica, éste se anula entonces,
se dice que la métrica es plana, si, por el contrario, éste no es cero, entonces se tiene una
métrica para un espaciotiempo con curvatura.

En resumen, hasta este momento se ha visto que al imponer que los conjuntos abiertos se
vean como R" y que todas las cartas coordenadas estén unidas diferencialmente, se crea
un espacio topologico conocido como variedad; el cual estda equipado con una gamma de
espacios tangentes y cotangentes, tensores de varios rangos y la posibilidad de tomar la
derivada de Lie.

Si a esta variedad se le agrega una métrica se obtiene una variedad Riemanniana o pseudo-
Riemanniana. Sin embargo, independientemente de la métrica, es posible proponer una

conexion que permita hacer derivadas covariantes; si, por el contrario, se impone com-
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patibilidad con la métrica, entonces solo existird una tnica conexion que la satisfaga. Al
estudio de variedades con métricas y sus respectivas conexiones, se le llama geometria

(pseudo)-Riemanniana.

1.8. Ecuacidon Geodésica

Resulta familiar el hecho de que en el espaciotiempo euclidiano la distancia mas corta
entre dos puntos sea la linea recta; sin embargo, en espacios curvos las trayectorias que
minimizan la distancia son conocidas como geodésicas y surgen como consecuencia de
transportar paralelamente el vector X sobre su propia curva integral, es decir, VxX =0
[1].

La ecuacion geodésica del vector X sobre la curva integral (), con A el pardametro de la
curva, estd dada por:

d? . o da? da”

et TR

=0con u=0,1,2,3. (1.14)

Existen varias sutilezas involucradas en la definicion de distancia en un espaciotiempo;
por ejemplo, para trayectorias nulas®, la distancia siempre es cero; sin embargo, para
trayectorias como tiempo (timelike) es més conveniente usar el tiempo propio para redefinir
las geodésicas en términos de éste. Es decir, considerar a 7 como el parametro en lugar
de A. Al hacer esto se tiene que el vector tangente es la 4-velocidad U* y asi, utilizando

(1.11) y (1.12) se obtiene:

dxt dxv
= — G —— ——drT, 1.15
4 In dr dr T ( )
de tal forma que al hacer la variacién d7 y buscar los puntos estacionarios (d7 = 0) se
obtiene [1]:
d? dx? dx®

—aH + T — =0 1.16
dTQm o dr dt ’ ( )

3Trayectorias que siguen las particulas sin masa, ds? = 0
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la expresion anterior representa a la ecuacion geodésica del vector X bajo la conexion de
Christoffel [1]. Por lo tanto, sobre una variedad con una métrica, el funcional extremal de
longitud serdn curvas que transportan paralelamente sus vectores tangentes con respecto
a la conexion de Christoffel.

Una de las propiedades mas importantes de las geodésicas se deduce del hecho de que dado
un elemento X |,, éste puede tener un caracter temporal, espacial o nulo gracias a (1.10).
Asi, en un espaciotiempo con una métrica lorentziana, el caracter relativo a una métrica
compatible con la conexién - ya sea temporal, nulo o espacial -, nunca cambia. Ademas,
de la secciéon anterior, se sabe que los coeficientes de la conexiéon permiten derivar punto a
punto sobre el espacio de trabajo, en particular, si la métrica es compatible con la conexion,
el transporte paralelo preservaréd la norma de los vectores transportados paralelamente y

con ello la ortogonalidad.

1.9. Propiedades del Tensor de Curvatura

El tensor de curvatura sobre cualquier variedad se obtiene de la relacion (1.7); sin embargo,
si se trabaja con una variedad diferencial con una conexién de Levi-Civita, las componentes
del tensor de curvatura se escriben en términos de los simbolos de Christoffel de la siguiente

forma [1]:

Ry = 017y — O,T° 1y + TP 0T, — TP, (1.17)

El tensor de Riemann con cuatro indices tiene n* componentes en un espaciotiempo n-

dimensional y cumple con ser antisimétrico en u, es decir:

Rpo’/u/ == _Rpo'u;“ (118)

ademés, gracias a la conexion de Levi-Civita surgen otras simetrias que reducen el ntimero

de componentes independientes, enunciadas a continuacion [1]:
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1. Antisimetria en sus primeros dos indices, es decir:

Rpauy - _Rapuu )

2. Antisimetria en sus dos ultimos indices, esto es:

Rpo;w = - Rpm/,u )

3. Simetria en el intercambio de su primer par de indices con el segundo, es decir:

Rpa,ul/ = R,uupay

4. La suma de permutaciones ciclicas de los tres tltimos indices se anula, esto es:

Rpo‘uy + Rp,u,z/o' + pro-u - O

Al hacer un anélisis de estas propiedades, se deduce que en 4 dimensiones espaciotempo-
rales [1], el tensor de Riemann cuenta con 20 componentes independientes que representan
los 20 grados de libertad en las segundas derivadas de la métrica y que no podrian des-
cartarse pese a una eleccion adecuada de coordenadas; lo cual, refuerza la idea de que el
tensor de Riemann mide la curvatura [1].

Ademas de las simetrias algebraicas, el tensor de curvatura obedece una identidad diferen-

cial conocida como identidad de Bianchi, descrita a continuacion:

v/\RpUuV + VpRU)\w/ + VJR)\puV = 0. (119)

Al contraer la relaciéon anterior con la métrica en los indices p y 1, se obtiene:

VaRsy + (=VyRo\) + VR 50 = 0. (1.20)
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Si ahora se contrae la relacion (1.20) en los indices o y v se llega a:
ViR — VMRMA + (—VMRHA) =0, (1.21)
la cual puede reescribirse como:

V,.(2R"\ — §*\R) =0, (1.22)

asi, a la relacion (1.22) se le conoce como identidad de Bianchi dos veces contraida.

1.10. Tensor de Ricci y Escalar de Curvatura

Al contraer el tensor de curvatura con la métrica se obtiene el llamado tensor de Ricci,

expresado como [1]:

Ry, = 0,17, —T°,, T, — 0,17, + 17, . (1.23)

El tensor de Ricci asociado con la conexion de Levi- Civita es simétrico, es decir R, = R,
Al contraer (1.23) se llega al escalar de curvatura R = g" R,,,,.
Finalmente, empleando las relaciones para el tensor de Riemann, Ricci, el escalar de Ricci

y la identidad de Bianchi, se define al tensor de Einstein como [24]:

1
G;w = R,uu - §gw/R> (124)

el cual es simétrico gracias a las simetrias del tensor de Ricci y la métrica [1]. Ademas, de

las identidades de Bianchi (1.22) el tensor G, satisface:

V*G,, = 0. (1.25)



CAPITULO 1. FORMALISMO MATEMATICO - GEOMETRIA DIFERENCIAL 15

1.11. Ecuacion de Desviacion Geodésica

En la Secciéon 1.8 se discutié a profundidad la importancia de las geodésicas, sin embargo,
poco se hablé de la forma en la que éstas se comparan a fin de poder determinar una
aceleracion relativa entre ellas. Para abordar esta discusion se necesita una familia de
geodésicas uniparamétricas, con parametro 74(¢)%. A partir de las cuales se define una
superficie suave que representa al conjunto de puntos z*(s,t) € M, de tal forma que es
posible definir dos campos vectoriales. Los vectores tangentes a la geodésica determinados

por TH = %ﬂ y los vectores de desviacion S* = %L: (ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Desviacion geodésica

Para comparar estas geodésicas, resultaria natural cuestionarse sobre la velocidad y/o

aceleracion relativa entre ellas, cuyas expresiones son [1]:

Vi = (VS = TPV ,S", (1.26)

AP = (Vg V) = TPV VP, (1.27)

4Es decir, para cada s € R, v, es una geodésica parametrizada por el parametro afin . Donde, cualquier
parametro que esté relacionado con el tiempo propio, se conoce como parametro afin.
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Si ademaés se considera a Sy T' como los vectores base de un sistema coordenado, entonces

su conmutador se anula [S, 7] = 0 y se cumple que [1]:

SN, TH =TV 5",
de modo que, al sustituir A* en la expresiéon anterior, se obtiene [1]:

D2SH

A a2 RM, e TVT?SC . (1.28)

A la relacion (1.28) se le conoce como ecuacion de desviacion geodésica e indica que
la aceleracion relativa entre dos geodésicas vecinas es proporcional a la curvatura; en

principios fisicos, esta ecuacion se interpreta como la manifestacion de fuerzas de marea.’

En el siguiente capitulo se abordara la importancia de los difeomorfismos a fin de obtener
el principio de covariancia, con el cual se asegura que todas las leyes de la fisica adoptan
la misma forma para todos los observadores, siempre que sus marcos de referencia estén

conectados a través de ellos.

5Fuerzas de marea: Fuerzas generadas debido a la no uniformidad del campo gravitacional y responsa-
bles de la existencia de las mareas en la Tierra.



Capitulo 2

Ecuaciones de Campo

En el capitulo anterior se mostr6 la herramienta matemaética que utiliza la relatividad
general para sustentar sus principios fisicos; sin embargo, pese a la gran cantidad de ele-
mentos que se expusieron, ain no se han presentado a plenitud las ecuaciones de campo;
las cuales, contienen toda la informacion que describe como la curvatura del espaciotiempo
actia sobre la materia para manifestarse como gravedad; y como la energia y el momento
de las fuentes influyen en el espaciotiempo para crear la curvatura. Por ello, este capitulo
consistird en la deduccion y analisis de éstas.

Las ecuaciones de campo se pueden derivar de dos formas; la primera versa de una logica
més fisica y hace uso de las relaciones para el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el
escalar de curvatura a fin de obtener el tensor de Einstein y relacionarlo con el tensor de
energia-momento; mientras que, la segunda consiste en emplear un principio variacional
sobre la accion de Finstein-Hilbert. En particular, para esta tesis se utilizara el segundo

método. Previo a este desarrollo se presentara el principio de equivalencia.

2.1. Principio de Equivalencia

Uno de los experimentos més importantes de la fisica fue el realizado por el cientifico
italiano Galileo Galilei en la Torre de Pisa; cuando al dejar caer dos esferas de diferente

masa demostro que cualquier objeto independientemente de su composicion cae a la misma

17
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velocidad bajo un campo gravitacional. Dando paso a lo que actualmente se conoce como
principio de equivalencia débil, el cual afirma que la masa inercial’ y la masa gravitacional?
son iguales. Es decir, establecio el principio de equivalencia entre gravedad y aceleracion
[24].

Anos mas tarde, este principio fue complementado al incorporarle las ideas de la rela-
tividad; para ello se hizo uso de un experimento hipotético en el cual se asumia que un
observador dejaba caer dos cuerpos; primero, dentro de una caja en presencia de un campo
gravitacional uniforme y después, dentro de una caja sellada herméticamente con acelera-
cion constante sin la presencia de campos gravitacionales. Para ambos casos, el observador
notaria que los dos cuerpos percibian el mismo comportamiento. Concluyendo que no hay
manera de discernir entre los efectos de un campo gravitacional uniforme y de los efectos
debidos a un marco uniformemente acelerado.

Einstein se dio cuenta de que para crear una teoria de gravedad completa, tenia que ex-
tender éste experimento a las demaés leyes de la fisica, asi, la generalizacién del principio
de equivalencia débil, establece que para vecindades suficientemente pequenas del espacio-
tiempo, las leyes de la fisica se reduciran a las de la relatividad especial, y sera imposible
detectar la existencia de un campo gravitacional mediante experimentos locales. A esta
extension se le conoce como principio de equivalencia de Einstein [1].

Observe que estos argumentos son validos bajo las condiciones de localidad (i.e. regiones
pequenas del espaciotiempo) puesto que, al considerar regiones mas grandes, en presencia
de campos gravitacionales no uniformes, se obtienen inhomogeneidades gravitacionales co-
nocidas como fuerzas de marea. Asi, para el caso particular de la Tierra, si ésta estuviera
en un campo gravitacional uniforme, caeria libremente y no tendria mareas. Esto es, la
presencia de las mareas son efectos no locales, porque surgen de la diferencia de la acele-
racion gravitatoria newtoniana de la Luna a través de la Tierra, o en otras palabras, de
la desviacion geodésica cerca de la Tierra. Por lo tanto, las fuerzas de marea son el tnico

aspecto medible de la gravedad [24].

!'Masa inercial: Se define de la 2a ley de Newton y se entiende como un pardametro que indica la
resistencia de inercia a la aceleraciéon de un cuerpo sujeto a una fuerza.

2Masa gravitacional: Propiedad de un objeto o sistema que determina la fuerza de la interaccion
gravitacional con otros objetos, sistemas o campos gravitatorios.
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Finalmente, al emplear el principio de covariancia para re-escribir las leyes de la fisica en
lenguaje tensorial a fin de hacerlas independientes de coordenadas, se obtiene el principio
de equivalencia fuerte, el cual indica que si la gravedad afecta a todas las particulas de la
misma manera, entonces ésta es universal; por lo que, es conveniente describirla como una
caracteristica fundamental del espaciotiempo, en lugar de pensarla como una fuerza con-
vencional. Es decir, lo que se experimenta como gravedad es en realidad una manifestacion

de la curvatura [1].

2.2. Tensor Energia - Momento

En la Subseccion anterior se formalizo la idea de que la curvatura no puede negarse via
el principio de equivalencia. En éste, se mencion6 la importancia del uso de tensores,
los cuales se destacan por no tener ninguna dependencia con el observador. No obstante,
existen cantidades que no son invariantes bajo cambios de coordenadas; por mencionar
algunas destacan, la energia FE y el 3-momento p. En esta Seccién se describira al tensor
que contiene toda la informacién sobre la energia y el momento de las fuentes; el llamado
tensor de energia momento

El 4-momento de una particula se define como:

p* =mU* con u=0,1,2,3, (2.1)

con U* la 4-velocidad y m la masa de la particula que es una cantidad fija independien-
temente del marco inercial. En un marco en reposo se satisface que E = mc? para un
espaciotiempo plano, pero se ha establecido que ¢ = 1, entonces se tiene que p® = m = E;
por lo tanto, la energia de una particula corresponde a la componente temporal del mo-
mento. Mientras que, para un marco en movimiento se deben determinar las componentes
de p* para obtener una descripcion completa del tensor 7),,.

A menudo se trabaja con multiples particulas, por lo que, es conveniente describirlas
a través de un sistema que sea capaz de estudiar todas las posibles 4-velocidades y 4-

momentos involucrados. Este sistema se propone como un fluido perfecto.
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Un fluido perfecto satisface el ser homogéneo, no viscoso, incapaz de conducir calor, ser
estacionario, incompresible e irrotacional; de modo que, puede especificarse completamente
a través de dos cantidades: la densidad de energia p y la presion isotropica p.

Ya que este sistema esta compuesto por multiples particulas, resulta insuficiente un campo
vectorial de 4-momentos para describir todos los términos de energia. Por ello, se utiliza un
tensor simétrico (2, 0) conocido como tensor de energia-momento TH; cuyas componentes
espaciales T representan los flujos de momento; asi, la componente 7% corresponde al
flujo de pY en la direccion temporal 2°. Los elementos fuera de la diagonal se asocian a los
términos de corte, los cuales se anulan pues no se ha supuesto viscosidad.

Un término como T da la componente z de la fuerza ejercida por unidad de &rea de un
elemento del fluido en esa direcciéon y, ya que la presion tiene 3 componentes en el marco
en reposo y ademas es isotropica, todas las componentes espaciales distintas de cero seran
iguales, T = 7?2 = T3 = p. Haciendo que, los tinicos ntimeros independientes sean
TOOIpyTii:p.

Por lo tanto, el tensor de energia-momento de un fluido perfecto, en su marco en reposo y

en un fondo plano, toma la siguiente forma [1]:

p 000
T R B (2.2)
00 p 0

000 p

la expresion general de T" bajo cualquier marco de referencia es:

T = (p+p)U"U" + pn™. (2.3)
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2.3. Accion de Einstein-Hilbert

En fisica, la accion S es un funcional que se construye a través de la densidad lagrangiana
L integrada en el tiempo. Al considerar una teoria de campos en la que la variable dinamica

corresponda a un conjunto de campos ®*(z), esta accion se representa como [1]:

S = /ﬁ(@i,vqﬂ)\/—_gd‘*x. (2.4)

Con d*z\/—g el elemento propio de volumen en un espaciotiempo curvo [24] y g es el
determinante del tensor métrico.

A partir de esta cantidad S se puede obtener un resultado muy importante conocido como
el principio de minima accion o el principio variacional de Hamilton que establece que
un sistema seguird aquella trayectoria que extremice la acciéon, es decir 05 = 0; donde
0 representa la variacién de cualquier pardmetro particular del sistema por una cantidad
infinitesimal lejos del valor tomado por el parametro cuando la integral (2.4) es un extremo
[26].

En el contexto de la RG, la variable dindmica corresponde a la métrica, por lo que, se
debe determinar qué escalares se pueden hacer a partir de ella para que funcionen como
lagrangiano. Para determinar este escalar, se parte del hecho de que las ecuaciones del
campo gravitatorio deben contener derivadas no mayores al segundo orden de los campos
.

Pese a que el escalar de curvatura R contiene primeras y segundas derivadas de la métrica,
éstas tltimas se presentan de forma lineal. Gracias a esta linealidad, la integral del escalar
puede transformarse mediante el teorema de Gauss, a una integral de una expresion que
no contenga las segundas derivadas [27]. Por lo tanto, se propone a R como el escalar que
funcionara como lagrangiano. Teniendo esto en cuenta, se llega a la accion de Finstein-

Hilbert [1]:

S = / d*r/—gR. (2.5)
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A partir de la accion anterior se determinan las ecuaciones de campo; para ello se debe

hacer la variacion de (2.5) respecto a la métrica, es decir:

4S = /d4x(5(\/—gR),
:/d4x5(\/—g)R+/d4x\/—g(5(R),
— [dasv=aR+ [ d'ey=gs(a R 2.6)
donde se ha utilizado que R = ¢g"”R,,. Para poder aplicar el principio de minima accion

es necesario tener en cuenta algunos detalles, a saber, las siguientes propiedades seran de

gran utilidad:

5(\/__9) — \/__gg'wjég,uu — \/__g g

g (_g’yugouéggw)

2 2
vV —g v o vV —4 o
= _T(g” Go09°7) = —T(gwég "), (2.7)
y para 0 R se cumple que:
R = §(Rwg") = 6(Ruw)g"™ + 6(g"") Ry, (2.8)

donde:

O(Ruw)g" = ¢"6(Cpe = Tps)
= 9" (0T, )0 — 9" (60,5 5

= (g"0T%, — g"*0T) ) s (2.9)
por lo tanto:

OR = 09" Ry, + (g™ 0T, — g"*0T% 5):a. (2.10)
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Al sustituir (2.10) en la segunda integral de (2.6) se obtiene:

/d4z\/—g5R = /d4$\/—g {(g“”éf‘z‘,j — g“o‘éf‘ﬁﬂ>

)

= /d4x\/—g (g“”(gFZ‘V - gWélﬁB),a + /d4x\/—gRW5g“” (2.11)

+ 59"”}2“”}

Asi, la primera integral de (2.11) se aborda con la variacion de los simbolos de Christoffel

definidos por:

1
05 = =3 [98 V0 (69™) + 95.V,(00°) = 9,09,V 09] (2.12)

Iz

y se llega a:

/d4x\/—g (g“”dFZ‘V - g“o‘éFﬁf})‘a = /\/—gd‘lxva (9,0 V*(09") — Vg(éga'g)) . (2.13)

La expresion (2.13) es una integral con respecto al elemento de volumen de la divergencia
covariante de un vector; de acuerdo al teorema de Stokes, esto es igual a una contribucion de
frontera en el infinito, que se puede establecer en cero haciendo que la variaciéon desaparezca
en el infinito (05 = 0). Por lo tanto, este término no contribuye en nada a la variacion
total 3 [1].

Para abordar la primera integral de (2.6) se utilizara la relacion (2.7), obteniendo:

/d4x5(\/—_g)R: /—@gwég“”}%d‘lx. (2.14)

3En realidad, el término limite incluiria no solo la variacién métrica, sino también su primera derivada,
que tradicionalmente no se establece en cero. Sin embargo, para los propdsitos actuales no es relevante. Si
se quisiera considerar lo que sucede en el limite, se tendria que incluir un término adicional en la accién

[1].
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De modo que la variaciéon completa de la accion sera:

0S8 = /—d4x : ;ggu,,}%g“" + /d4x\/—gRW59“”

1
= /d4x\/—g {RW - §gWR] dgh”. (2.15)

Finalmente, al emplear la condiciéon del principio de minima acciéon S = 0 se obtienen las

ecuaciones de campo con T, = 0:

1
Ruy = S9u R = 0. (2.16)

Para el caso en el que se tengan fuentes, se debera modificar la accion (2.5) para agregar

los términos de materia, proponiendo como accién a:

S: 167TGSH+SM(QMV,\I/), (217)

donde Sy representa la accion de Einstein-Hilbert y Sy, corresponde a la accion debida a
los campos de materia ¥ incluidos en la teoria. Estos campos obedecen a ecuaciones que
pueden expresarse como relaciones entre tensores sobre M, en las que todas las derivadas
con respecto a posicion sean derivadas covariantes con respecto a la conexion definida por
la métrica g [23|. Por su puesto, que se deberian de incluir todos los campos que se han
observado experimentalmente, sin embargo, se podria postular la existencia de campos
atn no detectados, por ejemplo, campos escalares [28|.

La variacion de (2.17) es:

1 05 1 1 1 0SSy

v/ —g ogH B 167rG(RW B §gWR) + v/ —g ogt

=0, (2.18)
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para 0S5y, se cumple:

Sm Vg
2 S (2.19)
By —
5w g
entonces, se tiene que:
-2 0Su
T, =———. (2.20)
V=g ogm
Finalmente, al hacer 05 = 0 se deducen las ecuaciones de campo
1
R, — §Rg“” = 81GT), . (2.21)

Las ecuaciones de campo se entienden como 10 ecuaciones diferenciales, parciales, no li-
neales, no homogéneas, de segundo orden acopladas.

Independientemente de la via que se elija para su deduccion, los términos involucrados son
las componentes del tensor de Ricci R, g, la métrica del espacio-tiempo, R el escalar
de curvatura y 7),, el tensor de energfa momento.

Las 10 ecuaciones codifican las 10 componentes de la métrica, (pues los tensores involucra-
dos en (2.21) tienen dos indices simétricos). Sin embargo, ya que la identidad de Bianchi
V*G,,, = 0 representa 4 constricciones en R, () entonces solamente habra seis ecuaciones
independientes para g, [1].

Por lo tanto, si una métrica es solucion a las ecuaciones de campo en un sistema coordenado
z#, también lo sera en otro sistema z* . Esto significa que hay cuatro grados de libertad
no fisicos en las 10 componentes de g, representados por las cuatro funciones 2 (z#) [1].
Fisicamente, las ecuaciones de campo gravitacional relacionan la curvatura del espacio-
tiempo con las fuentes gravitatorias; asi, las fuentes estaran completamente descritas por
el tensor energia-momento, mientras que la geometria espacio-temporal se estudiaré per-

fectamente a través del tensor de curvatura.



Capitulo 3

Limite de Campo Débil y Propagaciéon

Libre de Ondas Gravitacionales

El formalismo matematico de las ondas gravitacionales parte con la aproximacion de campo
débil; la cual permite estudiar la dindmica del espaciotiempo a través del comportamiento
de una perturbacion h,, en la métrica. Este anélisis se realiza con ayuda de las ecuaciones
de campo linealizadas.

Es importante mencionar que pese a que las predicciones fisicas de las ecuaciones de campo
son las mismas en todos los sistemas de coordenadas; la cantidad de trabajo a realizar para
obtenerlas, podria ser considerablemente més complejo si se hace una elecciéon incorrecta
de coordenadas. Por lo tanto, es extremadamente conveniente que el primer paso en la
solucion de cualquier problema en RG sea utilizar inteligentemente la libertad de eleccion
de coordenadas que simplifiquen los calculos [24].

Asi, a fin de utilizar esta libertad, se impondran dos requisitos, el primero de ellos consistira
en exigir que la métrica en un campo gravitacional débil sea invariante de Lorenz.

El segundo requisito versara en implementar la invariancia de norma, es decir, utilizar la
libertad de eleccion a fin de construir una perturbacioén nueva h,,, en un sistema coordenado

adecuado sin alterar el comportamiento fisico.

26
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3.1. Ecuaciones de Campo Gravitacional Linealizadas

Un campo gravitacional débil se expresa al descomponer el tensor métrico en una métrica

plana més una perturbacion, es decir:

I = Nuv + h/u/a (31)

donde 7),,, es la métrica de Minkowski con signatura (-1,1,1,1) y h,, es el término asociado a
la perturbacion que satisface |, | < 1 bajo esta seleccion de coordenadas, lo que conduce

a la siguiente relacion a primer orden en la perturbacion:

g =n"" =, (3:2)

con hH=nt? 1" h,q,.

La métrica expuesta en (3.1) debe ser invariante ante rotaciones y boost espacio-temporales;
es decir, se exige una invariancia de Lorentz. Ya que (3.1) esta formada por dos partes, es
preciso notar que la parte correspondiente a la métrica 7, es invariante de Lorentz, por
lo que, lo tnico que resta es exigir que la perturbacion satisfaga h,, = AW u A, hyw; es
decir que se transforme como un tensor (0,2) bajo las transformaciones de Lorentz; y asi
asegurar que g,, sea invariante de Lorentz.

Para determinar la ecuacién de movimiento que satisface la perturbacion h,, se deben de
examinar las ecuaciones de campo a primer orden; entonces, se parte de los simbolos de

Christoffel a primer orden en la perturbacion estan dados por [1]:

1
FZS}) = inp/\«?ﬂhw\ + al/h)\,u - a)\h/ﬂ/)- (33)

Ya que los coeficientes de la conexion son cantidades de primer orden, las tinicas contri-
buciones al tensor de Riemann vendran de las derivadas de los términos a primer orden,

pues el resto de ellos son cuadraticos en h.
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De esta forma, se llega a la expresion matematica para el tensor de Riemann a primer

orden en la perturbacion [1]:

RY = ~(8,0,hus + 050uhyy — 050uhyuy — 0,0,hus ). (3.4)

1
nvpo 2

Al calcular la traza del tensor de Riemann contrayendo sobre 1 y p se obtiene el tensor de

Ricei:

1
RY) = Z(8,0,h%,, + 0,0,h°,, — 8,0,h — Oh,,,). (3.5)

v 9

Ademés, se cumple que:

h=n""hyy = h*,. (3.6)

Note que la expresion (3.5) es simétrica en vy v, y que la relacion (3.6) representa la traza
de la perturbacién. Al contraer el tensor de Ricci, se llega al escalar de curvatura, dado

por:

RYW = 9,0,h" — O, (3.7)

con 00 = =07 + 07 + 02 + 92. Lo que conduce a la construccion del tensor de Einstein

descrito por [1]:

1
Gl = RY — SR,

1
= 5(&,@}#’“ + 0,0,h%, — 0,0,h — Ohy, — 10,00k + 1, 0h). (3.8)

Esto permite escribir las ecuaciones de campo linealizadas, representadas de la siguiente

forma [1]:

G = 8T, (3.9)
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Note que no se han incluido correcciones de orden superior al tensor de energia-momento
porque la cantidad de energia y momento debe ser en si misma pequena para el limite de
campo débil, donde se satisface que las fuentes no provocan interaccion fuerte, es decir, la
curvatura no es tan grande. En otras palabras, el orden més bajo no desvanescente en 7},

es automaticamente del mismo orden que la magnitud de la perturbacion.

3.2. Invariancia de Norma

Es prudente cuestionarse si la representacion de la perturbacion (3.1) es unica; puesto que,
en esta relaciéon no se establece un sistema coordenado preferencial, lo que implica que
puede existir otro sistema coordenado en el que (3.1) se satisfaga pero con una perturbacion
h,, tal que hy, # h,,;y que siga satisfaciendo que |h, | < 1. Este detalle conduce a la
nocion de invariancia de norma.

La invariancia de norma, en este contexto, se caracteriza a través de un difeomorfismo
¢ que relacione el espaciotiempo plano de fondo Mj con la métrica de Minkowski y el
espaciotiempo fisico M, con una meétrica g,s que obedece las ecuaciones de Einstein.
Cada uno equipado con un campo tensorial y coordenadas z* y y respectivamente. La
implementacién de este difeomorfismo ¢ = M, — M, resulta conveniente para realizar el
pull-back (¢*g),, de la métrica fisica, y asi crear una teoria linealizada que tome lugar en

un espaciotiempo de fondo plano (ver Figura (3.1)).

%)

Figura 3.1: Representacion del pull-back de la métrica



CAPITULO 3. LIMITE DE CAMPO DEBIL Y PROPAGACION LIBRE... 30

Asi, la perturbacion (3.1) en términos de este pull-back toma la siguiente forma [1]:

h/w = (¢*g)uu — Ny (31())

es decir, la perturbacion resulta de la diferencia entre el pull-back de la métrica fisica y el
de una métrica plana. Note que la relacion anterior no asegura que las componentes de h,,,
sean pequenas, sin embargo, si los campos gravitacionales son débiles en M,, entonces para
algunos difeomorfismos se cumplira la condicion |h,,| < 1. Ademas, si g,s satisface las
ecuaciones de campo en el espacio fisico, entonces h,,, obedecera las ecuaciones linealizadas
sobre el espaciotiempo plano [1].

Se ha establecido que se requieren difeomorfismos que cumplan que |h,,| < 1, pero es
justo este el problema de la invariancia de norma, pues existen multiples difeomorfismos
permisibles entre los dos espaciotiempo.

Para puntualizar los requisitos del difeomorfismo se debe plantear un requerimiento en
términos de la derivada de Lie; para ello se considera un campo vectorial £#(z) en el
espaciotiempo de fondo, el cual genera una familia de difeomorfismos ¥, : M, — M,
para e suficientemente pequena. Es decir, esta familia uniparamétrica de difeomorfismos
V. proveen diferentes representaciones de la misma situacion fisica mientras se mantenga
la perturbacién pequena.

Se define a la familia de perturbaciones parametrizadas por € como:

h:u/ = [<¢ © qjﬁ)*g]/ﬂ/ - 77/“/7

= [V(¢"9)] v — Npuv- (3.11)

Usando el hecho de que (¢*¢), = hu + 1, se tiene que:

h;ew = \Ij:<h + n)uV — Nuv,

= \Ijj(h,w/) + \II: (nuu) - an' (312)
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Ya que se consideran e suficientemente pequenas, se sigue que ¥} (h,,) = h,, al orden mas
bajo en la expansion, pero, ademas observe que ¥}(h,,) — 1, conduce a la derivada de
Lie de n respecto al campo vectorial £, por lo que, la expresion resultante esta en términos

de esta derivada, es decir [1]:

€ \Ij:(nu)_nu
hNV:hMV+E|:# )

= hy + €LeNp. (3.13)

Al utilizar la derivada de Lie de la métrica respecto a un campo vectorial £#, se tiene que:

B = hyw + 260,60 (3.14)

La expresion (3.14) se conoce como transformacion de norma y describe como se trans-
forma la perturbacion de la métrica bajo difeomorfismos infinitesimales a lo largo de un
campo vectorial £# e indica qué clase de perturbaciones en la métrica denotan espacios
tiempo fisicamente equivalentes; ya que, estas perturbaciones se relacionan a través de
2¢0,€,) para algin campo vectorial £#. La invariancia de norma para la perturbacion de

la métrica se verifica al notar que no hay cambio alguno en la curvatura [1].

3.3. Eleccién de Norma

El motivo de esta seccién es dar solucion a las ecuaciones de campo linealizadas una vez
elegida o fijada una norma. Fijar una norma implica hacer uso de las transformaciones
de norma a fin de elegir convenientemente al campo vectorial £*. Esta eleccion adecuada

recibe el nombre de libertad de norma [29).
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3.3.1. Norma de Lorenz

Se ha visto que una transformaciéon de norma generada por un campo vectorial £# satisface

la relacion (3.14), la cual puede reescribirse como:

By = hy + 0,6, + 0,8,, (3.15)

de tal forma que, las componentes de h,,, y h,, +0,&, +0,&, difieran a primer orden debido

a un difeomorfismo a lo largo de £* pero representen la misma situacion fisica.
Se define a la perturbacion de traza invertida hy, como:

1
h,uu = h,uu - 5”/11/’17 (316>

de tal forma que el tensor de Einstein escrito en términos de (3.16) es [1] (ver Apéndice

D)[1]:

1_- 1

G4 =07 (0h)s — 5O = 577Waaaphgp. (3.17)

Al haber realizado el cambio de h,, a 71#,, se ha eliminado toda la informacién de la traza
de manera explicita en GSV) Al aplicar la transformacion de norma (3.15) sobre (3.16) se

obtiene [29]:

et = WO+ 0,8, + 0,€u — N 0sE” (3.18)

es decir, se ha definido un nuevo tensor A" en términos del viejo hzlj. Note que se tendran
tantos hy,;" como & se utilicen.
Lo siguiente es elegir o fijar la norma. En particular, en la teoria linealizada se usa la

norma de Lorenz, descrita por [1]:

PR =0, (3.19)

al aplicar ésta sobre (3.17), resultara que el primer y tercer término se anulan, de tal forma
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que:

1 -
1) new
G\ = — 50 (3.20)

Para lograr que (3.20) se satisfaga, se utilizara la libertad de norma para determinar la

ecuacion que &* debera obedecer.

Entonces, al calcular la divergencia de (3.18) se obtiene:

O by = 0" by + &, (3.21)

v

vTold . . . . . .
En general 0"hy,7 # 0, sin embargo, gracias a que es posible elegir a {¥, se exige que éste

sea solucion a [1]:

0¢, = —0"h;. (3.22)

La ecuacién anterior siempre tiene solucion dadas las condiciones iniciales. Por lo tanto se

puede asegurar que:

ORI = 0, (3.23)

y al satisfacerse (3.23) se consigue que (3.20) se cumpla. Logrando asi, fijar por completo la
norma de Lorenz. Asi, las ecuaciones de campo linealizadas bajo esta norma se reescriben

como [29]:

Oh, = —167GT,,, (3.24)

y en el espaciotiempo libre de fuentes, seran:

O, = 0. (3.25)
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3.3.2. Norma de Radiacion

En la Seccion anterior se mostré que se puede utilizar un campo & que permita elegir
una norma, en particular la norma de Lorenz. No obstante, pese a haber hecho uso de la
libertad de norma, atin es viable hacer otra transformacion sin alterar la ya establecida.
Esta nueva transformacion de norma es generada por un campo vectorial (*, que a su vez
es regulado por la libertad de norma residual o restringida |29 [24].

La transformacion de norma sobre h,,, sera:

hy = hi + 0 + 00 (3.26)

Al aplicar (3.26) sobre la traza invertida (3.16) se obtiene:

hee = hos + 0,G0 + 0,Cu — uw0sC°. (3.27)

Ya que (3.27) debe mantener fija la norma de Lorenz, se exige que

O¢, = 0, (3.28)

pues asi se cumpliria que:

O(&, + Cu) = —0h0n, (3.29)
y si 1J¢, = 0, entonces
0¢, = —0"h3 — —0"hy, = 0. (3.30)

En la Seccién anterior se logro DBW = 0 en ausencia de fuentes al elegir la norma de
Lorenz, por lo que ahora se impondran dos requisitos mas a fin de fijar la norma de
Coulomb o de radiacion [29].

Para fijar la norma de radiacion se pide que l_zw sea libre de traza (traceless) y que las

componentes hy; se anulen [29] [24].
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Esto es:
h =0,
(3.31)

hoi =0,coni=1,2,3.

Utilizando la traza de (3.27) dada por:

hrew = pold —20,(7, (3.32)
se puede lograr que h = 0 si 7 satisface:
h=20.(", (3.33)
y que ho; = 0 (i = 1,2, 3) si se cumple:
(3.34)

—hg; = G + 0;Cp.

0
Empleando (3.28) se obtienen las condiciones iniciales para ¢, y 8Ct % Asi, las condiciones

iniciales para obtener h = 0 seran:

_ 0y -
h 5 +V C) , .
oh , aC '
En =2 —VC0+V~at),
y para —}_l()ii
. oG 0
_hOi = _C + CO)
_ ot ox' 3.36
_ Ohg; _ V2 4 d°Co (3.36)
ot b oxiot

Al hacer que h,, satisfaga la norma de Lorenz (3.19) y la norma de radiacién (3.31) se

llega a la norma transversa sin traza, que satisface h1T = hTT [1], [24], [29].
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Ademas, de la norma de Lorenz y de radiacion se sigue que:

0"ho, =0 — °hgy = 0. (3.37)

Por lo tanto, las ecuaciones de campo linealizadas bajo la norma transversa sin traza son
24, [29]

D]_l()o = —167TGT00, (338)

y al usar que hgy = hgg, se reescriben como:

V2hoo = —167T10. (3.39)

En ausencia de fuentes se obtiene la ecuacion de Laplace:

V2hg = 0, (3.40)

asi, al considerar las condiciones de frontera en infinito, se sigue que hgg = 0 es la tnica

solucion (por el teorema de unicidad) en el espacio.

3.4. Ondas Gravitacionales

En las Secciones anteriores se dedujeron las ecuaciones de onda que una vez fijada una
norma y asumiendo ausencia de fuentes deben resolverse; para la norma de Lorenz se
obtuvo (3.25) y para la norma de Coulomb (3.40).

La solucion mas general de una ecuacion de onda es la superposicion de ondas salientes y

entrantes, es decir:

h(x,t) = A(x — ct) + A(x + ct). (3.41)

Por lo que, cualquier superposiciéon de soluciones también es solucion, en particular, podria

suponerse una superposicion de ondas planas.
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Teniendo esto en mente, se propone que la siguiente onda plana satisfaga la ecuacion (3.25):

B,uu = ijeiK-x (342)

con K" es el vector de onda que cumple K -z = 7, K*K" y A,, es un tensor constante
simétrico. Al sustituir (3.42) en Ohy, = 0, se tiene 1, K*K” = 0.

Al aplicar la condicion de norma de Lorenz sobre (3.42) se sigue:

az/(Aw/eiKvx) — 07
KYA,, =0. (3.43)

Gracias a las condiciones impuestas por la norma de radiacién, se tiene que:

AO,u - 0, (344)
Al =0. (3.45)

Lo que implica que existen 9 ecuaciones sobre A,, que imponen condiciones: 4 de ellas
provistas por (3.43), una por (3.45) y las tltimas 4 debidas a (3.44). Sin embargo, ya que
(3.43) y (3.44) implican que K" A, = 0 entonces, (3.43) para u = 0 no es independiente.
Por lo tanto, solo se tienen 8 ecuaciones.

Alser A, simétrico cuenta con 10 componentes independientes, pero debido a las 8 restric-
ciones impuestas por (3.43) y (3.44) solo restan dos componentes. Estas dos componentes

representan los dos estados de polarizacion que tiene la onda gravitacional (3.42).



Capitulo 4

Teorias de Gravedad Modificada

El alcance de la relatividad general es tal, que ha sido capaz de validar todas las pruebas de
sistema solar [3] [30], logrando describir la dindmica del Universo bajo el supuesto de una
expansion acelerada producto de la energia oscura con presiones negativas. Sin embargo,
en la busqueda de respuestas que no incluyan términos inflacionarios y/o componentes
oscuros (energia, materia), la RG ha presentado restricciones que han encaminado a nuevas
motivaciones tedricas que encauzan en la formulacion de teorias de gravedad modificada.
Existen multiples teorfas de gravedad modificada, cada una con su correspondiente alter-
nativa de gravedad, por mencionar algunas destacan, las teorfas en dimensiones mayores
como la teoria de Gauss-Bonet [31], las teorias puramente tensoriales como las bimétricas
[32]; las de orden superior [14] [33] [34] [35] [36], las teorias con acoplamiento no minimo
entre materia y curvatura [21], las escalares-tensoriales como la teoria de Brans-Dicke [28]

y las teorias escalares 7] [8], siendo éstas tltimas dos las mas comunes.

4.1. Teoria de Brans - Dicke

Unas de las modificaciones a la gravedad mas habituales son las llamadas teorias escalares-

tensoriales, en particular, la teorfa propuesta por Brans-Dicke (BD) [35] [28] . Esta postula

1

G con G la constante de gravedad

una gravedad definida en un campo escalar ¢(z) =

de Newton; es decir, asume que la constante gravitacional es sustituida por un campo
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que varia en funcion de la localizacion del sistema. Esta teoria se describe a través de la

siguiente accion:

S = /\/—_gd4x {@R+ (106—47T£> —w <%)} , (4.1)

donde L representa el lagrangiano de densidad de materia, R el escalar de curvatura y
w un parametro adimensional, cuyo valor no debe ser tan pequeno para despreciarse ni
tan grande como para dominar la expresion, es decir, se debe asegurar que exista una
diferencia controlada entre los efectos BD respecto a los de la RG; por lo tanto, w ~ 1.
Finalmente, el tercer término de (4.1) sera el que aporte la informacion dinamica.

Optar por la teoria de Brans-Dicke implica cuestionar el principio de equivalencia fuerte
(ver Capitulo 2) con el cual la RG asegura que las leyes de la fisica, incluido el conteni-
do numérico (i.e constantes adimensionales), observadas localmente en un laboratorio en
caida libre, son independientes de la posicion y del tiempo. Por ser valido este principio,
Unicamente podria existir un campo gravitacional en el Universo y es la métrica. Sin em-
bargo, en la teoria de Brans Dicke se propone un campo escalar auxiliar y, por tanto, el
principio de equivalencia fuerte debe ser omitido.

Una de las principales caracteristicas de las teorias escalares-tensoriales es que son inva-
riantes bajo ciertas transformaciones llamadas transformaciones conformes |37|, y con las
cuales es posible relacionar dos teorfas que se encuentren descritas en el marco de Jordan®
o en el marco de Einstein 2[37].

Asi, se dice que dados dos espacios-tiempo M y M, con métricas 9w Y Guv € los que se
usan las mismas coordenadas z#, son conformes si estan relacionados por la transformacion

conforme [37]:

V3 =09, (4.2)

L Jordan Frame: Es el marco en el que el campo escalar no est4 minimamente acoplado con el tensor
métrico. Es decir, que no se acopla directamente con la métrica.

2 Einstein Frame: Es el marco en el que el campo escalar estd minimamente acoplado con la métrica.
Es decir, que se acopla directamente con la métrica y no con sus derivadas.
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y que satisfacen:

g =Q72g"; (4.3)

ds® = Q*ds*. (4.4)

4.2. Teorias f(R)

Las teorias de gravedad modificada f(R) pertenecen al grupo de teorias escalares y plan-
tean complementar la accion de Einstein-Hilbert al proponer sustituir en la accion el escalar
R por una funciéon f(R) [8].

Una de las ventajas de las teorias f(R) es su capacidad de encapsular caracteristicas
bésicas de la gravedad a 6rdenes superiores sin tener que recurrir a componentes 0scuros.
Sus principales modelos son Starobinsky [9], Hu-Sawicki [10], Tsujikawa [7] [11] y el modelo
exponencial [12]. En general, un modelo de f(R) viable debe explicar la expansion tardia
del Universo, abordar la etapa cosmologica dominada por la radiaciéon seguida por la
dominada por la materia y ser consistente con la restriccion del sistema solar [13] [33]
[34] [38]. Pese a que su principal contribucion ha sido en el ambito de la cosmologia, estas
teorias también son utilizadas para interpretar el comportamiento de lentes gravitacionales
débiles |7] y agujeros negros de Kerr [39].

Existen tres formalismos basados en el principio variacional que se elija para estudiar las
teorias f(R). El formalismo métrico, en el que se hace la variacion métrica estandar; el
formalismo de Palatini, en el cual se asume que la métrica y la conexién son variables
independientes por lo que se hace la variacion respecto a ambas bajo el supuesto de que
la accion de materia no depende de la conexion; y el formalismo de la métrica afin, en el
cual se mantiene la variacion de Palatini, pero se abandona la idea de que la accién de
materia es independiente de la conexién. Para esta tesis, se utilizo el primero de ellos y
sera descrito en la siguiente seccion.

Finalmente, cabe senalar que las teorias f(R) tienen una equivalencia dinamica con las
teorias escalares-tensoriales de Brans-Dicke [28]; en el formalismo métrico corresponde al

caso w = 0 y en el formalismo de Palatini a w = —3/2.
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4.2.1. Formalismo Métrico

Las teorias f(R) inician con la variacion respecto a la métrica de la accion:

5= i / B n/ =G (R) + Snr(gus ), (4.5)

con ¥ los campos de materia; es decir:

d 12
05 = e / d*zy —gf(g"" R, + €0g" R, + €g""0R,,)
1d ) ) ,,
= 5= | A9 B + €06" Ry, + €9"5 Ry ) (39" Ry + ¢ 0 Ry )V/ =g+

5= (9" R + €89 R + €95 Ry

)
:_/ 02 16" Bn) (06" Ry + 9" SR )V/=g + 6(v/=9)(f (9" Fyn))]
@' [ (R)(S9" Ry + 96 Ryu))(V=5) + F(R)S(V=3)] (46)

2,%

Utilizando la relacion:

en la ecuacion (4.6), se sigue que:

o5 = 5 [ | R+ 08,0 + 100) (2 e )| e

2K
- i / V=g {f "(R)0g" Ry — %f (R)gu 09" + f’(R)g“”éR#,,] d'z

2
= %/d4$\/—_g§g/“’(f/(R)Rm, — %f(R gm, /\/_f ;w(;RlezLx. (4.8)

— o [ v [W(f’(R)RW S I(R)gw) + Vg f’(R)g“"(SRW} '
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Al sustituir la ecuacion:

0R = 09" Ry, + (g™ 0T, — g"*0T% 3).a (4.9)

en el segundo término de (4.8) se obtiene:

! 4 1 ! 4 (6% (0%
/\/—gd‘le (R)g" R, = ﬁ/\/—gf (R)(g" 0Ty, — g" 5Fﬁﬁ);ad4x. (4.10)

De la variaciéon de los simbolos de Christoffel dada por:

1 1
5qu = §5gaﬂ(agg/w + 8“951, — c%g,w) + égaﬂ(é&,gﬂy + 58#951, — 5859“1,), (411)

se deducen las siguientes expresiones:

8V5g#5 = FZuégﬁ’V + FZ,B(SQ/VY + vuéguﬁa
9098, = 17,0975 + 15090y + V0G0,

8ﬁé.g,lil/ = Fguag’yy + Fguég;yy + V559,W (412)

Al recordar que V(fv) = fVv +df @ v y utilizando (4.12) se obtiene:

PR (90T, = 90T0) = [(= (V¥ = gu”"VaVs) [(R) 6g™] . (4.13)

oY%

Asi, al utilizar (4.13) en (4.10), la variacion de (4.8) se ve como:

1 1 1
55 = 51 [ AeV=Gg L (R Ry = 5 F(Rg) + o [ V=0T (RSB’

2
1

2K

- / Aoy =G0 (' (F) Ry — 5 F(R)gyu) + / d'2v/=g [(= (ViuVs = 9w’ VaV5) ['(R)) 39"

“ / day/=g09" {f’<R>RW S F(B)g — F(R) (V. = 06" VaV5) |

2
(4.14)
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entonces:

0S
ogHv

= P (R) Ry = 50 (R)g = (V50 = g000) J'(R), (4.15)

con g = 9,,9°°V V5.

Finalmente, al usar

(4.16)

se llega a:

PR R = 35 (R = 9,5, = 900 (F) = T, (4.17)

La ecuacion (4.17) representa las ecuaciones de campo de las teorias f(R) y figuran como
un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden, puesto que R incluye

segundas derivadas de la métrica.

Al contraer la ecuacion (4.17) con la métrica:

/ v 1 v v v / v
f(R)n" Ry, — §f(R)77N Guv — (" V.V, —n* guvm]f (R) = kn T

F(R)R - %4 F(R) — [0 — 40]f(R) = T, (4.18)
se llega a la ecuacion de la traza:
f'(RYR—2f(R) + 30/ (R) = KT, (4.19)

donde T' = ¢"¥T},, relaciona a R con T' diferencialmente y no algebraicamente como en la

relatividad general, donde R = —~xT.

Las ecuaciones de campo reescritas en su forma habitual se expresan como:

1 HT#V f(R) - Rf/(R) [Vuvuf/(R) - guVDf,<R)]

Gu =R — §QWR - F'(R) G 2f(R) f'(R)

. (4.20)
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4.3. Equivalencia entre teorias: Brans-Dicke y f(R)

Hasta este momento se ha buscado hacer notar que no existe una receta que permita
redefinir los nuevos campos auxiliares en las teorias que modifican la gravedad pues éstos
pueden introducirse ya sea haciendo normalizaciones, trasformaciones conformes o bien,
simplemente redefiniendo campos a conveniencia.

No ha sido coincidencia el exponer especialmente dos teorias: La teoria de Brans-Dicke y
las teorias f(R), pues como se veré en los siguientes parrafos la gravedad f(R) no es més
que una representacion particular de la teoria de Brans-Dicke con el pardmetro w = 0y
w = —3/2 [28]. Cabe senalar que en f(R) la materia estd minimamente acoplada con la
métrica, por lo que, ésta es descrita bajo Finstein frame

Dos teorias se consideran dindmicamente equivalentes si, bajo una redefiniciéon adecuada
de los campos gravitacionales y de materia se pueden hacer coincidir sus ecuaciones de
campo. Noétese que la misma declaracion se puede hacer a nivel de la accion. La cuestion
es distinguir entre teorias verdaderamente diferentes 6 diferentes representaciones de la
misma teoria |8].

A fin de mostrar la igualdad entre ambas teorias, se introducird un nuevo campo y a la
accion de la teoria f(R) (ver 4.5) para obtener su equivalente dindmicamente (ver Apéndice

A), es decir:

5= / oG 00 + F0O(R = )] + Sa1(gr ). (4.21)

Se comenzara con el primer término de (4.21), dejando el analisis de los términos de materia

para el final de esta seccion. Asi, al variar respecto a x se obtiene:

"R =x) =0. (4.22)

Observe que x = R si f”(x) # 0; lo cual reproduce la accion (4.5). Es decir, la condicién
f" # 0 en las teorias escalares tensoriales es necesaria para asegurar la equivalencia con la

teoria de gravedad original.
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Al redefinir el campo x por ® = f’(x) y haciendo:

V(®) = x(®)® — f(x(®)), (4.23)

la acciéon toma la forma:

1

S=o- /d4x\/—_g[<I>R —V(®)] + Srr (g, ¥). (4.24)

La relacion (4.24) es la representacion en el Jordan frame de la accion de la teoria de

Brans-Dicke con w = 0. Asi, las ecuaciones de campo de la accion (4.24) son:

K 1 1
ij = ETMV — ﬁgwj‘/(@) + E(VMVVCI) — guqu)> (425)

R=V'(d). (4.26)

Al tomar la traza de (4.25) para posteriormente reemplazarle R en (4.26) se obtiene la
expresion que determina la dindmica de ® dadas las fuentes de materia, es decir:
av

309 +2V(@) — & = wT. (4.27)

Note que, para este caso particular la condicion ® = f/(R) garantiza que f(R) es una
representacion de la teoria de Brans-Dicke con w = 0, es decir Z—E = f” # 0. Sin embargo,
esta condicion es suficiente, pero no necesaria para la invertibilidad; el requisito comple-
mentario es el imponer que f”(R) sea continua y biyectiva. Ademés, cuando f” no esta
definida o se desvanece, la igualdad ® = f’(R) y la equivalencia entre las dos teorias, no

puede ser garantizada [8].
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A fin de reescribir (4.24) en el marco de Einstein, se utilizara la siguiente transformacion

conforme (ver Apéndice B):

Guwr = G = J'(R) g = PGy,
d = f(R)— O, (4.28)
S 2wo+3 dP
e = \/757%
Es decir, se ha mapeado una teoria escalar tensorial al marco de Einstein introduciendo el

campo escalar ® el cual se acopla minimamente con la curvatura de Ricci.

Por lo tanto (4.24) se redefine como:

0“®9,® — U(P)

> | =

SW — / diay/—5

1
- 4.2
- , (4:29)

con U(®) = W. Al elegir R = R(®), haciendo ® = f'(R) = VE? y considerando

que los términos de materia se modifican como g, = €**g,, y wy = 0, se logra que:

SM = SM(e_Rq)g;wa \II) = SM(e_\/?(I)gum \I})’ (430)

con lo cual, se obtiene la acciéon completa en el Einstein frame:

25 - %a“éaaé —U@)] + Su(eVE®G,,, D), (4.31)
K

S’:/dA‘x\/—f]

Por lo tanto, se ha mostrado que las teorfas de Brans-Dicke en el Jordan frame y las
teorias f(R) en el Einstein frame son dindmicamente equivalentes. Hacer esta demostracion
implico el uso de un campo P, el cual fue expuesto a un mapeo escalar tensorial a través

de las transformaciones conformes.



Capitulo 5

Limite de Campo Débil en f(R) y
Propagaciéon Libre de Ondas

(Gravitacionales

En el Capitulo cuatro se dejo ver que las teorias de gravedad f(R) son aquellas que pos-
tulan una funciéon arbitraria a priori del escalar de Ricci R; y cuyas ecuaciones de campo
se describen a través de la relacion (4.17). Estas teorias surgieron a fin de dar respuesta a
problemas cosmologicos y astrofisicos; sin embargo, también han sido ampliamente utiliza-
das para estudiar la propagacion de los modos de polarizacion de las ondas gravitacionales;
concluyendo en la presencia de un nuevo grado de libertad escalar [16] [17] [18] [19] [20] [22]
[35]; el cual las convierte en una herramienta clave para obtener informacion valiosa sobre
objetos astronémicos y fisicos del Universo temprano dependiendo de si las polarizaciones
adicionales pueden o no detectarse [19].

En este capitulo se discutiré la manera en la que las ecuaciones de campo de f(R) fueron
manipuladas a fin de extraer una ecuacién para el escalar R y otra para la métrica g,,
[40]. Posteriormente, se mostrara la descomposicion algebraica del escalar de curvatura,
la métrica y el tensor energia-momento; y asi obtener ecuaciones escalares y tensoriales a

cero y primer orden en la perturbacion.
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La manipulacién de (4.17) se realizé al sumar % f'(R)gu R — 5 f'(R)gu R, y denotar

(VR)? := ¢"(V,R)(V,R) (ver Apéndice C); llegando a la siguiente expresion:

! " " 1 ! " "
f G,ul/ - f VMVI/R - f (V/LR)<VVR) + g,uu i(Rf - f) =+ f UR + f (VR)2 - 'LQT,ulu

(5.1)
donde f = f(R)u f/ = aRf(R) Yy 0= gwjvuvu-
Al tomar la traza de (5.1) se deduce:
1
OR = 35 [T —3f"(VR)*+2f — Rf'], (5.2)

con T':=T",. Finalmente, al sustituir (5.2) en (5.1) se llega a:

LUV R+ PV AR)(VOR) — (R 4 4 26T) + kT (5.3)

G =
K 6

f/
Hacer esta manipulaciéon permitié que en lugar de abordar una ecuaciéon de cuarto orden
para la métrica (ver 5.1), fuese posible emplear dos ecuaciones de segundo orden; una
correspondiente a la métrica (5.3), llamada ecuacion tensorial y otra para el escalar de
curvatura (5.2), nombrada ecuacion escalar; donde ésta ultima, bajo la teoria linealizada
se puede resolver de manera independiente a la perturbaciéon a primer orden en la métrica.
Las expresiones (5.2) y (5.3) fueron las ecuaciones elementales en la teoria f(R) para esta
tesis y cuyas soluciones se describen minuciosamente en el Capitulo 6. Las siguientes lineas
versaran en la discusion de todos los detalles que se realizaron sobre (5.2) y (5.3) para su
analisis. En particular, se discutiré la descomposicion algebraica del escalar de curvatura

R = Ry + RW, la eleccion de Ry y la invariancia de norma.
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5.1. Ecuaciones para el Limite de Campo Débil de f(R)

Previo a la solucion de las ecuaciones para g,,, y 2, se realiz6 una descomposicion algebraica
hasta primer orden en la perturbacién sobre R, T}, y g,.; donde g, representa a la métrica

plana més una perturbacion, es decir:

Guv = M + huu' (5.4)

Esta descomposicion se vio motivada Del limite de campo débil, puesto que, bajo esta
aproximacion se hace uso de las ecuaciones de campo linealizadas (ver 3.9).

Ademas, es importante mencionar que a lo largo de todo este trabajo, no se asumié ningin
modelo f(R) particular; lo que difiere sustancialmente de las investigaciones previas sobre
la propagacion de las ondas gravitacionales [16] [17] [18] [19] [20] [22] [35]. No obstante, si
se impusieron condiciones necesarias sobre los modelos f(R) permisibles, es decir, se pide
que f"(Ro) # 0y f(Ro) = 0.

Al hacer la descomposicion R = Ry + RWY y I = N + hf},,) y sustituir en (5.2) y
(5.3) respectivamente, se dedujeron las siguientes ecuaciones escalares y tensoriales (ver
Apéndice D).

Ecuacion escalar a orden cero

ROf(/) n—-1

OR, = —mf’l 5 i

0" 8, R0, Ro f3 o (5.5)

Ecuacién escalar a primer orden

ORM — ‘“’F" ke, RO — 0,0, Roht =

“ﬂﬁﬂph—&n 30, Rod, Ron' f'1+

1

3/0 0 1[ V#1430, R0, Roh™ £} — 308, RM0, Ry £

— 309, Re0, RD £ — 3 RV, R0, Ro fS* — RyRW ], (5.6)
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donde O = 9**0,0,, fo := f(Ro), fo = Orf(Ro), f := 0% f(Ro), fo' := 0% f(Ro),

f(§4) = 85%4) f(Ro) y F”,(}l,) los simbolos de Christoffel dados por (3.3).

La sustitucion de R en la ecuacién tensorial fue ligeramente distinta, pues en ésta, ademas
de utilizar la descomposicion algebraica de R se empleo la definicion del tensor de Einstein

a primer orden (3.8). Obteniendo asi, las siguientes expresiones:

Ecuacion tensorial a orden cero

/— / ! ]‘ ! 1
0 1[ OlﬁuavRO + fél 9uRo0, Ry — énuufoRO - gnuufo] = 0. (5.7)

Ecuaciéon tensorial a primer orden

G = £ f10,0,RY — fiT9M0, Ry + f30,0, RoRY + £10,Ro0, R + 0, RV, Ry

1 1 1 1 1

+ fé4)R(1)auROauRO - gnuuf(l)R(l) - gnuuf(l)/ROR(l) - gh,ul/f(l)RO - éh,uu - g’%"?;wT + HT;W]
1 1

— 2RO 19,0, Ro + [, Rod, Ry — 677W]‘*(’JR0 — anwfo], (5.8)

con:

1
G = 3 (050,17 0 + 050,17, — 0,0,h — Ol — 00,00k + 1,00 .

%

5.2. Fijaciéon de Ry =0

Debido a que se tiene una ecuacion para el escalar de curvatura R que podria considerarse
independiente, en general, seria posible elegir a libertad el valor de Ry. No obstante, ya
que la ecuacion escalar contiene la informacion necesaria para dar solucion a la ecuaciéon
tensorial, el valor que se le asigne a Ry debe ser consistente con la informacion fisica que
contiene la ecuacion de la métrica. Por lo tanto, al haber asumido un fondo plano en el
que se debe cumplir que R, = 0, la Gnica manera en la que (5.2) arroje un valor para R

que sea consistente con (5.3) es haciendo Ry = 0y por ende (R, = 0.
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Entonces, al fijar Ry = 0 en la ecuacion escalar (5.5) se obtiene:

2ho _

3
es decir, se deducen las condiciones sobre cualquier f(R) permisible bajo este enfoque; esto
es, fo = f"(Ro) #0y fo= f(Ro) =0.

Mientras que, la ecuacion (5.6) se convierte en:

(5.9)

1
ORY = - fofg ™ R, (5.10)

la cual debe mantener las condiciones impuestas por (5.9).

Por otro lado, al hacer Ry = 0 sobre las ecuaciones tensoriales; a orden cero se obtiene:

|1
7 [fmdi] =0 (.11
lo que conduce a la condicion ya impuesta, fo = f(Ry) = 0.

Anélogamente para la ecuacion tensorial a primer orden se tiene:

1
510707 + 070,y = Oy = 0,0,h = 1, 0,0, + 1, 0h] =

(1)71[ (/)/auavR(l) - %UWJ%R(U - %KWWT + HTMV]' (5.12)
Por lo tanto, se ha obtenido el conjunto completo de ecuaciones escalares y tensoriales a
cero y primer orden, cuyas funciones f(R) permisibles deben satisfacer fo = f(Rg) = 0
y f{ = f"(Ro) # 0 con Ry = 0. Ademas, de las condiciones impuestas por la teoria de
Brans-Dicke para asegurar su invertibilidad con f(R), se requiere que f”(R) sea continua
y biyectiva [28]. Por lo tanto, las funciones f(R) deben ser mon6tonamente crecientes y

convexas [40].
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5.3. Invariancia de Norma

Antes de pasar a la solucion de las ecuaciones escalares y tensoriales, es importante rescatar
que la invariancia de norma establecida en el Capitulo 3 (ver 3.15) prevalecio. Sin embargo,
ésta solo fue utilizada sobre la ecuacion tensorial, puesto que, al ser la curvatura una
cantidad invariante de norma; no importa a cuantas transformaciones sea expuesto el
escalar de curvatura, éste siempre sera invariante.

Esta observacion es de relevancia, pues en el siguiente capitulo se haré uso de las herra-
mientas que provee la invariancia de norma para dar soluciéon a las ecuaciones tensoriales

de la teoria f(R) via la fijacion de normas.



Capitulo 6

Resultados

En el Capitulo anterior se dedujeron las ecuaciones escalares y tensoriales a cero y primer
orden que rigen la propuesta de gravedad modificada de la presente tesis. El objetivo de
este capitulo versara en exponer su solucion. Para ello, se ha asumido la propagacion libre
de los grados de libertad escalares y tensoriales; asi como la descomposicion algebraica
R = Ry + RW del escalar de curvatura con Ry = 0.

Una vez obtenidas las ecuaciones de campo, se proseguirda con la determinacion de las
expresiones invariantes de norma acorde a las teorias f(R). Esto permitira elegir una

norma adecuada para analizar la propagacion libre de ondas gravitacionales.

6.1. Analisis de las Ecuaciones Escalares

Partiendo de (5.10) se realizo convenientemente la re-definicion g2 = 3 f'f”~! > 0 a fin de

expresar la ecuacion escalar como:

ORW = ;2 RW), (6.1)

la cual es la ecuacion de Klein Gordon [41] y cuya solucion general en un espacio de

Minkowski es:

RW = RW(t —z) + RO(t + ), (6.2)
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en particular, se puede elegir una onda plana, descrita por:

RW = Al (6.3)

con ¢ el vector de onda cuatro dimensional ¢ = (¢, ¢), cuya componente cero relaciona la
| / 4 © =¥ _ 5O = B
frecuencia con su energia a través de ¢\¥) = — = p'% = E; mientras que, sus componentes
c
espaciales representan al momento lineal.
Debido a que la solucién a la ecuacién escalar a primer orden es una ecuaciéon de onda, se
esperaria que ésta se propagara a la velocidad de la luz; para verificarlo, la R de (6.3)
debe satisfacer (6.1). Asi, al descomponer el D’alambertiano de (6.1) y evaluar R se

obtiene:

2RV = 92(AeitoT)
=@ RW, (6.4)

VPR = V2(Aehr)
= —|q[*RW. (6.5)

Por lo tanto, se debe cumplir:
ORY = (g5 +[a*) R, (6.6)
es decir, la solucion (6.3) de (6.1) obedece la relacion de dispersion, descrita por:
—q5 + lgf* = =%, (6.7)
la cual indica que la velocidad de grupo de la onda plana, descrita por:

v, = dol) a4 _y (6.8)

N
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con:

w(q) = V@* + 112, (6.9)

es menor que la velocidad de la luz.

Para que la onda viajara a la velocidad de la luz tendria que anularse el cuadrimomento,
y asi lograr que g2 = 0. Al intentar imponer esta condicién se llegaria a que el vector de
onda ¢ debe ser complejo. Lo que implicaria la presencia de términos atenuantes.

En resumen, la ecuacion (6.3) describe grados de libertad masivos, es decir, grados que no
se propagan a la velocidad de la luz pues se rigen por la relacion de dispersion (6.7); la cual

es no lineal y ademés dispersiva, pues la velocidad de grupo satisface que w(q) = /¢ + 2,

dw(q) _ q
I = e < 1.

de modo que, la velocidad de grupo sea

6.2. Analisis de las Ecuaciones Tensoriales

6.2.1. Transformacion de Norma: Perturbacion de Traza Invertida

Para dar solucion a las ecuaciones tensoriales se realizé un analisis similar al expuesto en el
Capitulo 3, donde se hablé de la utilidad de la libertad y transformacion de norma (3.15)
para fijar la norma de Lorenz y de radiacion.

Siguiendo este razonamiento, se sustituyo la perturbacion de traza invertida (3.16) descrita
por [29]:

1
h,u,l/ = h,u,l/ - énuvha (610)

en el tensor de Einstein a primer orden (3.8) (ver Apéndice E, parte I), logrando que la
ecuacion tensorial (5.12) se reescribiera como:
1

B 1 _ _ - 1
—§Dh,w — Enwac,aphap + 0700k = £ f00,0,RY — 3w FIRW. (6.11)
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Al aplicar la norma de Lorenz 8”BW = 0 sobre (6.11) se obtuvo (Ver Apéndice E, parte
II):

"
. 1
Ohy = —2 _fz 9,0, RV — gnWR(l) . (6.12)

Lo siguiente consistioé en averiguar si era posible que DBW =0 con 71,“, la perturbacion de
traza invertida. En principio, se podria hacer Dl_zw, = 0 si se considera que R = 0, sin
embargo, esta opcién es trivial y no aporta algo nuevo respecto a lo ya establecido por la
relatividad general.

La segunda opcion versé en suponer RV # 0. Asi, de la ecuacién escalar a primer orden

(5.10) se dedujo que:

foqpm — Lpo (6.13)
o 37 '

la cual al ser sustituida en (6.12) condujo a:

21y

e ==,

[0,0,RY — 1, ORW], (6.14)

. .. . . . 2f
gracias a las condiciones impuestas por las ecuaciones a orden cero, se tiene que = # 0,
0
por lo que, la Unica manera en la que se cumpliera [h,, = 0 fue a través de la validez

simultanea de la relacion de dispersion (6.7) y de la expresion:
9,0,RY — 7, ORM = 0. (6.15)
De la ecuacion (6.3) se tiene que:

) RO — A5P#in0pqaei"””qaqp

= iAq,e"”, (6.16)
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entonces,

0,0,RY = iq,iq,RY = —q,q,RY. (6.17)

Mientras que, de la ecuacion escalar a primer orden, se sabe que:

DR(D = N2R(1) = —UW/DR(U = _TI,LLI/,U/QR(U7 (618>

con 2 regido por (6.1); asf:

anDR(l) - nuu(Qg - |q,2)R(1)7 (619>

al sustituir (6.17) y (6.19) en (6.15) se obtuvo:

9,0,RY — 1, ORY = RW(—q,q, + 11’0, (6.20)

es decir, se debia satisfacer:

RO (=quq, + p* 1) = 0, (6.21)
y va que R £ 0, entonces, solo podria suceder que —quqy + 1?1 = 0 pero n,, # 0, lo
cual implica que:

2 2
—q5 + (—1 =0,
@+ (=1p (6.22)

—¢; +p* =0,

es decir:

q; = K-
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Esto condujo a inconsistencias, pues de ser validas las relaciones anteriores, se cumpliria
que:
2 2 2
Wt 3pt = —p,
(6.24)

4lu2 = _Iu27

lo cual no es posible. Por lo tanto, la relacion de dispersion (6.7) y la expresion (6.15) no

pudieron satisfacerse simultaneamente.

6.2.2. Redefinicion de la Perturbacion de Traza Invertida

A fin de evitar las inconsistencias expuestas en el analisis previo, se procedidé con una
redefinicion de la perturbacion de traza invertida y cuya motivacion se encuentra en [17]

[29]. Esta nueva definicion se describe como:

1 1

B/w = Iy — 577;wh - S_NQWWR(Da (6.25)
- 1 1 (1)
hMV = hwj + Enwjh + 3_/,11277HVR , (626)

al sustituir (6.25) en la ecuacion tensorial a primer orden (5.12) (Ver Apéndice E, Parte

I1I) se obtuvo:

1 - 1 > onT 1
§Dh’“’ B 5”“”8 hgp + B—lﬂ[au@uR(l) — nwORW] =
1

i f50,0,RY = nu fiRY). (6.27)

1 - 1 -
SO u,T + 570,07 —

Lo siguiente fue calcular la transformacion de norma de la perturbacion h,,,, para ello se

sustituyo (3.15) en (6.25), obteniendo asi:

et = WO+ 0,8, + 0,€u — 0w 0sE” (6.28)
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esto es, se defini6 un nuevo tensor i_zﬁf,w en términos del viejo Bfflfl. Por lo tanto, h,, es
intercambiable con una familia de métricas hfw que dependen de la elecciéon de £. Todas
las métricas pertenecientes a esta familia aportan la misma informacion fisica; es decir, la
curvatura Ry, ) no depende de .

El siguiente paso consistié en utilizar la libertad de norma (elegir £#) para fijar la norma

de Lorenz. Al aplicar (3.19) sobre (6.27), el primer y tercer termino se anulan, dejando asi:

a — _ th_i_ (3 d, RM _ UWDR(D), (6.29)

nv

para que (6.29) se cumpliera, fue necesario determinar un £* adecuado. Para ello, se tomo

la divergencia de la ecuacion (6.28), obteniendo:

O by = 0" Ry + 0E; (6.30)

mientras que, para lograr que 9"h},7* = 0 se tenia que cumplir:

0¢, = —0"h. (6.31)

La ecuaciéon anterior siempre tiene soluciéon una vez establecidos los valores iniciales, por

lo tanto, se asegura que existe §,, tal que se satisface:

PR = 0. (6.32)

Por otro lado, de la ecuacién escalar a primer orden se sabfa que R = p~20RW; el cual,

al ser sustituido en el lado derecho de (6.27) condujo a:

1_- 1 1
=5 + 3—M2(8M8,,R(1) — 0w ORW) = 7 f10,0,RY — 3w fiRW), (6.33)
por lo que, dado que se asumi6 que ];0, = 3#2, la ecuaciéon anterior se reduce a:
1 - _
—EDhW =0—D0hy =0. (6.34)
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Logrando finalmente el haber fijado la norma de Lorenz; sin embargo, tal y como se ha
discutido en las secciones previas, existe una libertad de norma residual, la cual permite
hacer uso de la norma de radiacion. Por lo que, las siguientes lineas se dedicaran a este
procedimiento.

La transformacion de norma generada por un campo vectorial (* debe satisfacer:

hie — ho + 8,C, + 0,C, (6.35)

al aplicar (6.35) sobre la norma transversa invertida (6.25) (Ver Apéndice E, Parte III) se

obtuvo la transformacién de norma sobre h,, descrita por:

het = ot + 9,C, + 0uCu — N 0o (6.36)

Para que la norma de Lorenz se mantuviese fija, se debia satisfacer:

0¢, =0 — O, + ¢u) = —0"h%, (6.37)
y, por lo tanto, se tendria que:
0¢, = —0"h — —0"hy,, = 0. (6.38)

Por otro lado, para fijar la norma de Coulomb o de radiacion se debia cumplir que l_zw, sea

libre de traza (traceless) y que las componentes hg; se anulen.
Asi, para verificar que BW cumplia el primer requisito, se calcul6 la traza de (6.36), obte-

niendo:

he = h —20,(°, (6.39)

al imponer h = 0, (? debfa satisfacer:

h = 20,(°. (6.40)
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Por otro lado, para que ho; = 0 (i = 1,2,3) se satisficiera, las siguientes ecuaciones debian

cumplirse:

—hoi = oG + 9iCo. (6.41)

Por lo tanto, el ¢, que preservara la norma de Lorenz, tenia que obedecer LI(,, = 0 y
ademas, (6.40) y (6.41) para poder fijar la norma de Coulomb.

Asi, las condiciones iniciales para resolver (6.40) fueron:

iz—2(—@é+v-®,

ot (6.42)
oh , aCc\ | -
N =2 (—V CO—I—V-E) ;
y para (6.41):
B a¢;
_ ot ox? 6.43
ot boxiot

Finalmente, al haber hecho que l_zu,, satisficiera la norma de Lorenz y la norma de radiacion,
se fijo la norma transversa sin traza (norma TT).

En relatividad general, se cumple que A" = hlT lo que implica que si la traza h = 0
entonces h = 0. Sin embargo, bajo la redefiniciéon de la perturbaciéon de traza invertida,
esto no se cumplio.

Para verificarlo, se calcul6 la traza de (6.25), obteniendo:

h=—h—-—RW, (6.44)
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asi, al hacer h = 0 en (6.44) se tiene:

4

v va que, en RG el que h = 0 implica que h = 0, se concluye que para nuestro caso, cuando
h =0, h cumple la relacién (6.45); es decir, h # h.
Al hacer hg; = 0 en (6.25), se obtuvo:

- 1 1
hoi = hoi — 5770ih - 3_,u2770iR(1) = hoi = 0, (6.46)

€S decir, ]_7,01' = h()i = 0.

Al hacer hgy = 0 en (6.25) y usando (6.45) se dedujo que:

1 1

hoo = hoo — 57700h — 3_M27700R(1)
1 1
= hgo + =h + —RW
00 + 5 + 3.

2 1 1 1
:hOO_g_IMQR()—i‘?)—MQR()

1
= hoo — ?)_IMQR(U7 (6.47)

entonces:
1

Por lo tanto, la relacién general entre h,, y h,,, se obtiene al sustituir la traza h en (6.26),

es decir:

. 1
h,ul/ - h;w - 3_L[/2nMVR(1)' (649)
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En resumen, para la perturbacion h,, se cumple:

hi=—h- RO,
3
hoo = hoo — LR(U
3uz
1
hii = hii + = RW
+ 3,
Bij - hij7
ho; = 0.

Y si se considera que h = 0, entonces las relaciones para h,, son:

h=——RW
3uz
hee — L p)
00 3,“2 3
- 1
hzz — hn - _R(1)7
32
hij = Bz];
h()z‘ =0

Finalmente, al calcular la divergencia de (6.49), se obtiene:

1
8”hW = 0"hW — 3_M277NV8VR(1)’

1
8”]2#” = — 3—/JJ277“V8VR(1) .

Por lo tanto, se ha mostrado que la perturbacion h,, no es traceless ni transversa.

63

(6.50)
(6.51)
(6.52)

(6.53)
(6.54)

(6.55)
(6.56)
(6.57)

(6.58)
(6.59)

(6.60)
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Lo siguiente es resolver la ecuacion de onda [h,,, = 0, para ello se propuso como solucion

la siguiente onda plana:

B;w = A;weiK.my (661)
donde K y A, satisfacen que:
NuwK'KY =0 — K* = 0. (6.62)
Las componentes de A,,, camplen:
At =0, (6.63)
K"A,, =0, (6.64)
Ap, = 0. (6.65)

Observe que, las expresiones (6.64) y (6.65) describen 4 ecuaciones respectivamente, mien-
tras que, (6.63) contiene una ecuacion. En total, 9 ecuaciones. Sin embargo, observe que
las 4 ecuaciones de Ay, = 0 implican directamente que K" A, = 0. Por lo tanto, no existen
4 ecuaciones pertenecientes a (6.64) sino 3.

Ya que A, es simétrico, tiene 10 componentes independientes, de las cuales, 8 estan
restringidas debido a las normas; lo que deja tnicamente 2 componentes independientes.
Estas corresponden a los 2 estados de polarizaciéon que tienen los grados de libertad de la
onda gravitacional que se propagan a la velocidad de la luz.

En conclusion, las soluciones a la ecuacion de onda de la perturbacion (6.49) y descrita

Ccomao:

[ — O (6.66)
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seran:

Py = A7 — S_/PU“”R(U’ (6.67)

v ya que de la ecuacion escalar, se sabe que R = Ae'® con ¢ - = Nz’ y ¢ = —p,
entonces, la relacion (6.67) se convierte en:
by = AWeiK'”: — an,Aeiq"”, (6.68)
3u?
de tal forma que, el primer término de la ecuacion (6.68) se propaga como un grado
transversal no-masivo, es decir, a velocidad ¢. Mientras que, el segundo término de (6.68)
se propagara no-transversalmente y sera un grado de libertad masivo, pues no se pueden

imponer condiciones sobre 7, tal y como se ha hecho con A, .

6.2.3. Modos de polarizacién: Perturbacion Buv

En la Seccién anterior se mostré que la onda plana (6.61) present6 grados de libertad
masivos y grados que se propagaban transversalmente a la velocidad de la luz; éstos ultimos
tienen dos estados de polarizacion, los cuales se discutiran en este apartado.

Al fijar, sin pérdida de generalidad, la direccion de propagacion de la onda 23 = z, tal que

K" = (w,0,0,w), se tiene que, al evaluar en la relacion de transversalidad (6.64):

MIO,KVAOV:O—)A(B:O,

n = 1,K0A10 +K3A13 =0— A13 = 0,

n = Q,KOAQQ —I—K3A23 =0— Agg = 0,

o= 3,K0A30 +K3A33 =0— A33 = 0.

Y va que h = 0, entonces hy; = —hoo.
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Por lo tanto, la perturbacion descrita en componentes toma la siguiente forma:

00 0 0
_ 0 h h 0
Py = e (6.69)
0 hig —hyp O
00 0 0

Asi, la onda plana propagandose en la direccion 23 estd completamente caracterizada por

las componentes hiq y hos definidos como:

hx — 512. (670)

Para hacer un analisis del efecto fisico del paso de las ondas gravitacionales, se debe
considerar el movimiento de particulas prueba que estén bajo la presencia de ellas. Para
ello, se utilizo la ecuacion de desviacion geodésica, descrita por:

D2

— St =R, UUPS?, (6.71)

dr?

con U*(x) el campo vectorial de las 4-velocidades y S* el vector de separacion relativo. Esta
ecuacion se analiza a primer orden, por lo tanto, se toman particulas prueba moviéndose
lentamente logrando que su 4-velocidad sea U = (1,0, 0,0). Mientras que las componentes

R*qp, seran:

1 _ _ _ _
R#OOU = 5(8080}1#0 + 808;1}7100 - aUaOh,LLO - aﬂaohffo)ﬂ (672>

y si Buo = 0, se sigue que:

1 _
R0, = 5(3()30@0)- (6.73)
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Asi, para las particulas moviéndose lentamente, se tiene que 7 = 2° = ¢t al orden mas bajo,
por lo que, la ecuacion de desviacion geodésica es:
0? 1. 0%

— _QH — _go____
555" = 55 5l (6.74)

Para el caso particular en el que la onda viaje en la direccién 2, solamente S' y S?

resultaran afectadas; es decir, las particulas prueba solo se perturban en las direcciones

perpendiculares al vector de onda.

Asi, al estudiar el comportamiento por separado, se tiene que:

s Caso hy = 0.

02 I
oS = 3% g™,
02 1, s
@52:—552@(h+€[ﬁ’ ) (675)

Cuyas soluciones a primer orden son:

1 ; o
St=(1+ §h+eZK“” )S*(0),

1 —
S% = (1- §h+eZKU$ )S%(0). (6.76)
Lo cual indica que las particulas separadas inicialmente en la direccién z!, oscilaran en la
direccion !, y de la misma forma en el caso de la direccién z2. Por lo tanto, si se inicia
con un anillo de particulas en el plano x — y, a medida que la onda avance, las particulas

2

tendran un desplazamiento relativo entre ellas en el plano = — y en forma de ” +
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» Caso hy = 0.

1 ‘ o
§' = S1(0) + Shae 7" $2(0),

% = S2(0) + %hxeiK"maSl(O). (6.77)

b

Para este caso, las particulas se desplazaran siguiendo un patron del estilo ” x

6.2.4. Modos de polarizacion: Perturbacion 7,

Dada la onda plana (6.67) se sabe que el primer sumando de ésta corresponde a los grados
de libertad que se propagan a la velocidad de la luz transversalmente, presentando dos
modos de polarizacién y cuyo estudio se hizo en el apartado anterior.

Por otro lado, el segundo sumando de la onda plana corresponde a los grados de libertad
masivos, los cuales no se propagan transversalmente; sin embargo, si lo hacen de manera

longitudinal. Para probarlo se utilizo la relacion (6.49) cuyas componentes son:

1
hoo = 3—M2R(1); (678)
- 1
hi1 = hi1 — S_/HR(D; (6.79)
- 1
oy = hoy — 3—M2R(1). (6.80)

Utilizando que hay = —h13 y que hy = hyy his = hy, se sigue que:

hyy = hy — —RW, (6.81)

—RW, (6.82)
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Mientras que, para estudiar hss, se usé el hecho de que hss = 0 con lo cual se obtuvo:

= ——RW, (6.83)

Es decir, la perturbacion métrica h,,, descrita en términos de sus 3 componentes indepen-

dientes hy, h, y R se ve como:

(1)
huw = b}, + h, + b, (6.84)
con:
00 0 0
0 hy 0 0
h i ; (6.85)
0 0 —hy O
00 0 0
00 0 0
0 0 hy O
hX = ; (6.86)
0 hy 0 0
00 0 0
~10 0 0
. 1 0 100
Wt = —— RW (6.87)
3p 0 010
0 00 1

Asi, de la relacion (6.87) se observa que para los modos masivos se tienen dos grados de

libertad transversales y uno longitudinal que satisfacen la relacion de dispersion (6.7).

Para estudiar el comportamiento fisico se consideraron particulas prueba moviéndose len-

3

tamente en la direccion x° = z y la ecuacion de desviaciéon geodésica a primer orden,
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descrita por:

con:

1
R, 87 = 50" (O5hso + OpOshao — Deohso — oDshos).

Asi, para el caso:

[ ] M:O:t

n M:l:x
0
@S
"p=2=y
0
@S
L} M:B:Z
8_253

ot?

32
@SH = RgOJSU7

0*
@S :0,

= Ry, 57 con j =1,2,3.

= R};57 con j =1,2,3.

= Rpy; S’ con j =1,2,3.
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(6.88)

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)
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6)) . D L.
Entonces, para cada componente hﬁy , la ecuacion de desviacion geodésica es:

82

ﬁst — 0, (6.94)
g—;SS - éR“)SZ. (6.97)

Observe que, al utilizar la solucion de la ecuacion escalar dada por R = Ae’* que puede

_a _ 3 .
verse como R = Ae~#wit=a°2) " se obtiene:

= —w,?RW, (6.98)

y al sustituirla en las componentes y=1=xy u =2 =y, se llegd a:

025! We 1) e
. :—6—221-# )st. (6.99)

Con esto, se tiene que, el comportamiento de las particulas prueba bajo los modos de

propagacion no masivos, serd descrito a través las ecuaciones (6.94), (6.97) y (6.99). La

solucion y analisis de estas expresiones se llevara a cabo en futuros trabajos.
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis se estudi6 la herramienta fisica y matematica que sustenta la
relatividad general para mostrar la propagacion libre de las ondas gravitacionales. Se utilizo
la aproximacion de campo débil (g, = 1, + h,.) para obtener las ecuaciones linealizadas;
las cuales se abordaron via la fijaciéon e invariancia de norma, obteniendo la ecuaciéon de
onda para la perturbacion h,, .

Posteriormente, se estudiaron las teorias de gravedad modificada, en particular las teorias
f(R). Haciendo una manipulacién adecuada de las ecuaciones de campo correspondientes
a estas teorias, se obtuvo una ecuacion escalar para el escalar de Ricci (5.2) y otra tensorial
para la métrica (5.3); ambas de segundo orden.

Al realizar la descomposicion algebraica R = Ry+ R con Ry = 0 se dedujeron ecuaciones
escalares y tensoriales a cero y primer orden. La ecuacion escalar a orden cero condujo a
las condiciones sobre las f(R) permisibles: f] = f"(Ry) # 0y fo = f(Ry) = 0, monoto-
namente crecientes y convexas (f’ > 0, f” > 0). Lo cual permitié hacer un estudio para la
propagacion de ondas gravitacionales sin la necesidad de emplear ninguna f(R) particular;
pues tnicamente se utilizaron las condiciones minimas necesarias.

La ecuacion escalar a primer orden es la ecuacion de Klein-Gordon, cuya solucién fue una
onda plana (6.3) que satisface la relacion de dispersion (6.7). Lo que implico la existencia
de grados de libertad masivos.

Por otro lado, las ecuaciones tensoriales se resolvieron utilizando la transformacion de

72
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norma; se comenzo6 por utilizar la perturbacion de traza invertida (3.16) con la cual se
llego6 a inconsistencias; lo que motivé una redefinicion de la traza invertida (6.25) y al uso
de la norma de Lorenz y de Coulomb, para fijar la norma transversa sin traza.
Bajo esta norma, se obtuvo la ecuacién de onda para la perturbacion b, y cuya solucion
fue:

1

huy = ijeiK.x — 3—Iu27”]le(1), (71)

K-z ge propagaban transversalmente a la

con la cual se concluyé que los términos A,,e
velocidad de la luz, tal y como sucede en la RG; mientras que, el término #an(l) se
reproduce como un grado de libertad masivo con 2 grados de libertad transversales (6.85)
y (6.86), y uno longitudinal (6.87) que satisface la relacion de dispersion ¢ = —pu?; con lo
cual se concluy6 que estos grados se propagan con una velocidad de grupo menor que la
de la luz.

Como trabajo a futuro, se buscaria determinar una interpretaciéon al comportamiento de
ciertos grados de libertad en términos de un medio dispersivo geométrico efectivo. Para
ello, se podria complementar la teoria f(R) utilizando otros fondos que no sean Minkowski.
Asimismo, se sugiere e hacer un analisis a segundo orden, a fin de estudiar la produccion
de ondas gravitacionales.

Desde un punto de vista experimental, resulta motivante el averiguar si es posible observar
este tipo de comportamientos en la naturaleza; para ello, se plantearia un arreglo experi-
mental, con el cual LIGO fuese capaz de detectar y describir los efectos de los grados de

libertad masivos de la onda gravitacional [16],[15].



Apéndice A

Equivalencia entre teoria de

Brans-Dicke y teoria f(R)

En este apéndice se mostrara la equivalencia entre la teoria de Brans-Dicke con parametro
w =0y las teorias f(R).

Recordando que la acciéon de Brans-Dicke es:
1 OINGI
S = /,/__gd‘*x [®R+ ($£> —w( “ )] , (A1)
c

y que la accion de las teorias f(R):

S = i /d4x\/—_gf(R) + Sn (g, V). (A.2)

Se utilizard un nuevo campo x, tal que, la accion equivalente dindmicamente a (A.2)

corresponda a:

. / =g [F(0) + F' )R~ X)) + St (G ), (A.3)
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al variar respecto a y, es decir Yy — x + €dx se obtiene:

1 d

5S = o d*z/=g [f(x + €dx) + f'(x + edx) (R — (x + €6X))] + Sar (g ¥), (A4)

ya que ‘;—‘3 =0y g—g = 0, entonces se sigue:

55 = 5 [ dev=g [F 008+ 0N R - (e )| - F000x

= o [ dev=a I 00 (R ~ X))o (A.5)

Por lo que, % = f"(x)(R—x). Usando el principio de minima acciéon 65 = 0, se tiene que,
g_s = 0, entonces:
X

"R = x) =0, (A.6)
Al redefinir el campo x por x — x(®), ® = f/(x) y considerando
V(@) = x(2)® — f(x(P)), (A.7)

es posible modificar unicamente el argumento de la acciéon (A.3), sin tomar en cuenta los

términos de materia, de la siguiente manera:

FO)+ )R =x) = fx)+ F0OR = xf'(x)
=OR+ f(x) — x®
=OR+ f(x(P)) — x()D

— dR— V(®). (A.8)
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Obteniendo asi la siguiente accion:

5= i /d4x\/—_g[<1>(R) —V(®)] + Sar (g, V)

= o [ @R R(R) — (@)% F(®)] + Surlgy V)
- i d'z/=g[®(R) + f(x(®)) = x(®)®] + Sar (g, V). (A.9)

La ecuacion (A.9) es la representacion de la accion de la accion de Brans-Dicke en el Jordan
frame. A fin de obtener las ecuaciones de campo, habra que hacer la variacion de (A.9)

respecto a la métrica (g" — ¢g* + dg"”) y recordar que R = g"' R,

1
68 = P / d*'z6/=g[®(R) — V(®)] + V=g [®5g" Ry + ®g" 6 R,] + S (G, V).

(A.10)
Para 0.5, se cumple que:
8Su V9
ogh 2 (A.11)
By —
5T :
Por otro lado, se sabe que:
5(v—=q) = Y2gmsg,.,
(vV=9) 729" 0, (A12)
69,“, = _gwgwggm’
por lo tanto:
/_g o
0(V=9) = ==5"9:09"". (A.13)
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Para dR se tiene que:

OR = 0(R,ug") = 0(Ru)9" + 0(¢" )R, (A.14)
donde:
5(RMV)gwj = gNV(S( pv,o Fﬁﬂ 1/)
= 9" (O1%,) 0 — 9" (615
= (g"0T%, — "0 5)a (A.15)

Haciendo las sustituciones se llega a las ecuaciones de campo:

K 1

GW:_TW_ZQD

1
D GV (P) + > (VuV, @ — g, 000). (A.16)

Por otro lado, al variar (A.9) respecto a ® (i.e ® — ® + @) y notando que %2 = 0, se

obtiene:
1 d 4
S = o e A"z =g [(P+ e0P)R — V(P + €0 D)]
e=0
1 d
2% 7 d*z/=g [ROD + ®O(R) + 6eRID + c0RID — V(P + €5D)] ;
€ =
=5 / d*z/—g [R6® — V' (D)iD]
K
1
_53/&mﬁgm—w%@w@ (A7)
Usando el principio de minima accion ¢2 = 0 se tiene que R — V/(®) = 0; por lo tanto:

R=V'®). (A.18)
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Al tomar la traza de las ecuaciones de campo dadas en (A.16) se obtiene:

1 K 1 v 1 v v
g'uy(R;w - §Rg,ul/> = 59“ T,uu - ﬁgu guuv(q)) + 6(9“ vuvuq) - gll guqu))a

pero se sabe que ¢g"'R,, = Ry que g‘“’(—%RgW) = —%(nR) = —2R entonces se cumple

que:

1
gHV(ij - éRgm/) = R —2R.

Entonces:

I{ v 1 vV 1 v v
R —2R = Eg“ T — ﬁg“ GV (®) + 6(9“ V.V, —¢"g,00),

usando [ = ¢g"V ,V, se tiene que:

K 1 1
_ — R Y _ Y
R= 5T~ oo, V(®) + (00 - 5,00)

K n 1

K L 0o — noa). Al
5T — SoV(®) + (0 — n09) (A.19)

Sin=—4

kL V(@) 1

e )

_ é KT — 2V (®) — 3010] (A.20)

Finalmente, al usar R = V'(®) se llega a la siguiente expresion:

300D + 2V (d) — Cb% = kT (A.21)

La ecuacion (A.21) determina la dindmica de ¢ dadas las fuentes de materia.



Apéndice B

Equivalencia Jordan frame y Einstein

frame

A fin de escribir la relacion (A.9) en el frame de Einstein es necesario introducir la siguiente

transformacién conforme:

G = G = ['(R) g = gy, (B.1)

al redefinir el campo escalar ® = f'(R) — ® se tiene que:

V 2k ®
[2wo 4+ 3dIn®
P T (B.2)

(B.3)

Definiendo & como;

y eligiendo wy = 0 se cumple que &% =
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80

Por lo tanto, al hacer la transformacion conforme ® = f'(R) — ® tal que se cumpla:

_ 1dno
de = R do
O = eFP
2k &
= eV 2wt3
Entonces se satisface que:
( Rd
J— —R® X
Guw = € " Gu
~ _ kD
Juv = € Guv
det(g,) = e 2R®
= _ 2k
\ —qg = e"y/—g.

(B.4)

(B.5)

Ya que se trabajara con transformaciones conformes, se requiere hacer uso de la siguiente

expresion

R=0 [R—2(D 1)) — (D~ 1)(D — 49 |

y asi tener:

R=0Q7’R—627%Q,,¢",

(B.6)

(B.7)

donde el factor conforme serd Q2 = ¢—*® y Q = Ve que al sustituir en (B.7) se llega

al el escalar R:

Usando el hecho de que:

(B.8)

(B.9)
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se sigue:

M
Lo e |l.z = S
= ke §/<;<I>,H<I>,l, -, +1%,2.]|. (B.10)
De modo que:
ynz —1zd 1 —1z 1= = i N o LV F
g (e 2 ) bl 2 5/&@’“@ O M +T%,,9"P | . (B.11)
Al sustituir (B.11) en (B.8) se obtiene:
ix 3. .22 = . . ~
R=¢"R - 5,%2@”%#@“ + 3ke"PP M — 3Re T, g D ,. (B.12)

Multiplicando por /— ge'%i’ a ambos lados de la expresion (B.12):

V—ge"*R = \/—ge~* {e"‘q’R — 3Re™® (5/%@)7”@’“ - M+ Fijg“”(bva)} ,

empleando \/—g = e 2*® v & = *? se llega a:

V—gPR = e PR /g {e“‘bR — 3ke (51%@#(1)’“ - @ )+ ngg””q)’a)]

1 .~ . - - .
- V=37 [R — 3 (57-@7“@»“ — b, nggﬂ”qaa)} . (B.13)
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Al sustituir (B.3) en la expresion anterior se deduce:

3% —e i el Ll
V=gOR = /=GR — S5/=g0, 0" = 37/=5 | %" D0 — B,

= /=GR — k\/—§® ,®" — 3iin/—G [T g P o — D ,*|.
o H ) S

Ya que se esta buscando alterar la acciéon descrita en el Jordan frame, dada por:

S — % /d4x\/—_g[<I>R — V(@) + Su (g, V),

1 1
- 2—/d4x\/_—g(I>R— 2—/d4x\/—gV(‘I>) + Su (G V),
K K

a fin de encontrar su analoga en el Einstein frame.

82

(B.14)

(B.15)

Se debe notar que, de los tres términos involucrados en (B.15), las modificaciones corres-

pondientes a los términos de materia seran descritos por g,, = €*g,, y wo = 0, ast:

S = Sar(e %G, U) = Sy (e VEG,,, 0).

(B.16)

Mientras que, el primer término de (B.15) puede ser rectificado al emplear (B.14), esto es:

S = % /d4$, / —gR — KA/ —gi)wé’u — 3/%\/ —§ [fayug’ul/(i),a - évﬂu]

2K

(R 1. -] 3& o
_ /d4m 5 {— - 5@@#} -5 [ d'ay/=5 [F gD, — @,MH} .

Usando k = %Foz, se llega a:

(R 1. -] 1 L
S = /d% —J {— - 5@,@7“} - —/d4x\/—g [P g ® —<I>7M“] .

K

(B.17)
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El segundo término de (B.17) se anula gracias al teorema de Stokes. Mientras que, para

desarrollar el segundo término de (B.15) se utiliza el hecho de que:

(B.18)

d = f(R)=eV5T
X(@) = R=R(@)=V'(®)

Al sustituir (B.18) en el segundo término de (B.15) y utilizando la definicién de V(®)
(A.7), se obtiene:

o [ V=g @ - fx@)] =5 [ dev=gRF(R) - f(R)

pero /—g = /—je 2F®

_i d*z\/—ge F® [Rf'(R) — f(R)]

e[
N S

Finalmente, al definir U(®) = W se deduce:

S = / d*z/—g[U(D)]. (B.20)

Por lo tanto, a partir de la acciéon en el Jordan frame (B.15) y empleando las expresiones

(B.16), el primer término de (B.17) y (B.20) se obtiene:

S = gi / d'z®R — gi / d*zy/=gV(®) + Sar (g, V)
K

K
R 1 ~ ~ ~ 2K
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Asi, la expresion final de la accion en el Einstein frame, sera:

R 1. .. = -
— — =0°00,® - U(D
2k 2 ( )

5= [ ey

4 Su (e—v 5 G, qf) (B.21)



Apéndice C

Ecuaciones de Campo bajo la

aproximacion robusta

Al sumar convenientemente una unidad (3 f/(R)gu R — 2 f'(R)g,wR,) a las ecuaciones

de campo obtenidas en el Capitulo 4 y descritas por:

PR R = 5 F(R)gy ~ (9,5, — g0 (R) = KT, 1)

se obtiene:

1 1 1
I R = 58" R+ 5.1 R = 5 F 0 = (V¥ = g f' = 6T (C2)

donde f = f(R), f':= Orf(R). Al utilizar g,,00 = ¢,,g*°V,Vp, se sigue que:

/ 1 / 1 / / «a
f Gul/ + §f g;wR;w - §fg/w - f vuvu + f uvg Bvavﬁ = /{Tw/' (03)
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Al emplear las siguientes relaciones:

_vuvuf, = _vu(f”VVR)
— —f'V,.V,R — f"V,RV,R, (C.4)

99"’V oVt = gu [0*°Va (f'V5R)]
= g9 [f'VaVsR+ "V 4RV 3R]
= g [["OR+ f"(VR)?]. (C.5)

Se puede re-escribir (C.3) de la siguiente manera:

!/ " " 1 / " "
f Guu - f vuvuR - f (VMR) (V,,R) + g;w |:§ (Rf - f) + f DR + f (VR)2:| = KJTMV?
(C.6)
con (V)? = ¢ (V,R)(V,R). Al calcular la traza de (C.6), se tiene que:

! " n 1 / " n
"G = KT+ [V, VR A+ f"(V,R)(V,R) ~ gy k(f R—f)+f'OR+f <VR)2}
9" G = 59" Ty + 1"9"'V VR + "¢ (V,.R)(V, R)

_gltyguy %(f/R_ f) +f”|:|R+f”/(VR)2:| 7 (07)

y ya que:
= ["¢"'V,V,R = f'OR,
- 179" (VuR)(V,R) = f"(VRY,
. "G =5 =4,

. g'LwG,uz/ = g,uule - %Rglwg;w =R- %4R = _Ra
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se sigue que:

—f'R=rT+ f"OR+ f"(VR)* — 4 ;fR—fy+ﬂDR+fWVRV,

=rT —3f"0R - 3f"(VR)* — 2f'R + 2f.

Lo que conduce a:

1
3f//

Finalmente al sustituir (C.8) en (C.3) se llega a:

OR = [T —3f"(VR)*+2f — f'R]. (C.8)

G = 5 (VTR 4 VRV R) = SRS + [ +26T) + 6T, (CO)



Apéndice D

Ecuaciones Escalar y Tensorial en f(R)

y R = Ry+ R

Partiendo de la ecuacion escalar (5.2) y tensorial (5.3) descritas respectivamente por:

OR = 3;” [T —3f"(VR)* +2f — Rf'], (D.1)
G = %[ F'OT R+ [TRVR) — LR+ f 4 26T) + T, (D.2)

se realizo la sustitucion algebraica de R = Ry+€eRWM) a través de un codigo en Mathematica
con el cual se extrajeron las ecuaciones a cero y primer orden.

Al extraer los términos a orden cero, la ecuacion escalar a orden cero es:

ROf(/) n—-1

3 0 n"”@uRo(?yRofé” 6/_1, (DS)

2
DRy = gfof(l)/_1 -
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mientras que, la ecuaciéon escalar a primer orden se describe por:

ORW — p 17009, Ry — 0,0, Roh™ = — “ﬂ?Rpﬁ—m%—mﬁ@ﬁmwm+
1
3 l/ 1[ f0—|—38 R()a Roh,uufl// 377MV8MR(1)8,,R fl//
— 309, Re0, RV f2 — 3 RV, Ryd, Ro ¥ — RyRV 1], (D.4)
donde fy := f(Ro), f} := Orf(Ro), f} := 0%f(Ry), fI := 03 F(Ry), £\ := 0V f(Ry).

Analogamente, al tomar los términos a orden cero para la ecuacién tensorial se tiene que:

Ronuw 1 1
RO _ 200w 0TS 0.0, Ry + f0,Re0, Ry — gmwféRO - énuyf()]u (D.5)

uv 92

0 0)  Ronuw .. .
donde G,(W) = REW) — on = 0, por lo que, la ecuacién tensorial a orden cero es:

1,1
00,0, Ro + [0, Ro0, Ro — gﬁwfoRo - énul/fO] = 0. (D.6)

Mientras que, los términos a primer orden resultaron ser:

o by Ry, n TWr  Tomwk  hiifo n RO fof§
R T R N
o(l
+@@HW€_&&WV§_&@R&“W{H§ D9, RO i

F fo e fo
9, Rod, RO f" 0,0, ReRV f" 9, Re0, Re RV fi f 9, Ro0, RyRM f ¥
+ 2 + / ’
fo fo f f
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que factorizando apropiadamente:

huw R
R —20 : O — ff10,0,RY— T L0, Ryt £'8,0, ReRW+ '8, Red, RV + £ 0, RV, Ry
1 1 1
+ f(g4)R(1)8uR08VRO - énuuf(l)R(l) - 677;“/ 6/ROR(1) - gh;wféRO - éh,uu - gfﬁhuT + K'T;w]

1 1
— 52 S R[5 0,00 Ro + 1304 Ry Ro — s foRo = jfo- - (D7)

Observe que los términos a la izquierda son parte del tensor de Einstein a primer or-
den, los cuales se complementan con los términos a la derecha dados por —%nMVR(l) —
%hWRO. Ademaés, noté que se ha sumando un cero con los términos %77,“, fUf Ry RM +
§Jo i RoR W,

Por lo que, la ecuacién tensorial a primer orden es:

G(l) _ Ifl[f//a ) R(l)_félra(l)yyaaRO+f,//a ) ROR(1)+f///a RO R(1)+ é//a R a RO

1 1 1
+ f(()4)R 0 Roa Ry — —n;wfoR(l) - 677# ROR(I) - ghwf(/JRO - ghﬁw - gmth + '{THV]
1

— " / 1
— fi 2 RO 0,0, Bo + 10, Rod Ro — i S5 Ro = S fol, - (D.8)

donde GE}V) representa al tensor de Einstein, el cual fue obtenido en el Capitulo 3 y cuya

expresion es:

1
Gl = 3 (070,07, + 0°0,h°, — 0,0, h — Ol — 10,0,0,h°° + 1, 0h) .



Apéndice E

Solucién a Ecuaciones de Campo -

Transformaciones de Norma

E.1. Parte I: Usando Relatividad General

Partiendo de las ecuaciones de campo linealizadas obtenidas en el Capitulo 3 y dadas por:

G) = 8T, (E.1)

con,

1

1) _ pQ 1
G;(w) - R;(w) - 577/WR( )7

1
= 5(8(’8th“ +070,h%, — 0,0,h — Ohy, — 1,,0,0,h"° + 1, 0h)
1., o 1. s 1 1 1 o ap
= 58 @JLU + 58 8,,]1# — §|:|h“l, — §8Wh — 57]“1,(8 a hop — Dh), (EZ)
se busca darles solucion, para ello se deben fijar normas. Estas normas se fijan al utilizar

las transformaciones de norma generadas de un campo vectorial £#, el cual debe ser elegido

adecuadamente. Esta eleccidon se conoce como libertad de norma.
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La transformacion de norma debida al campo vectorial £ sobre la perturbacion h,, se

escribe como:

By = hy + 0,6, + 0,8, (E.3)

Por otro lado, se define a la perturbacion de transversa invertida como:

- 1

h/_w = h,u,l/ - §nuuh7 (E4>
- 1

h/.Ll/ = h,uz/ + 57]#1/]7') (E5>

al sustituir (E.5) en (E.2) se obtiene:

1., SR R s 1 1 1 -
GL) = 5070 + 5070, hy” = SOy = SO0uh = 1070 hy, — TIh)
1 - 1 1 - 1 1_ - 1 1
= Ea”au(hw + ényah) + 58"8V(h,w + En“ah) — ED(h“V + 577,Wh) — §auayh
1 - 1 1
— 57]“1,8"3”(h0p + éngph) + énm,Dh
| R J R 1.1 o 1 o 1 - 1 1
= 58 auhl,g + 56 3,,hw + 5(577,/08 aﬂh + 577#0-6 8uh) — §|:|h;w — z_lljnwjh — 5@&,}1
1 - 1 1
- 577u0508phop - Znuuno—paaaph + §anDh
1 - 1,1 1 1_- 1 1 1 _
= S 070, ) + 5 (50,0 + 50,0,1) = SOhy = TOnuh = 50,0,k = 50,00 e,
1 1
— Z’I’]ijh + 5/’7MV|:|h
A T 1 1_- 1 1 1 o AP 1 1
=0 8(Mhy)a + éa#al,h — §|:|h/#l, — ZDnuyh — 58‘“81,]1 — 577“”3 0 hop — Z—lnw,[]h + 57]#1/]7/,

(E.6)

note que se ha bajado el indice con la métrica en 7,,(970,h + 317,00°0,h) — (30,0,h +

%(’%&h) y se ha utilizado 1,,0°0”h — Oh.
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De tal forma que el tensor de Einstein resulta ser:

_ 1 - 1 _
G;(J,llj) = aa(auhu)a - §Dh;w - inuyaaaphap- (E7)

Observe que se ha eliminado explicitamente la informacién de la traza. Lo siguiente es
averiguar la transformaciéon de norma de la perturbacion BW, para ello se aplica (E.3)

sobre (E.4), se obtiene:

1
h;w — (huu + 8;151/ + augu) - Enwfha (E8)

pero ya que h es la traza de hy,, esto es h = n°?h,,, donde h,, es:

haz/ — (hap + aagp + apga)a (EQ)

entonces al sustituir (E.9) en (E.8), se sigue que:

1
hyw = (b + 0,80 + 0,€,) — énuyn”p(h(,p + 0,&, + 0,65)

1 g 1 g, 1 g,
— h;w - 577;w77 phcrp + a,uguanugu - 577;11/77 pacrgp - 57];11/77 papgo

1 1
— h/u/ - 577,wh + augu + aufu - 577uu(aa770p5p + apnapfa)

1 1
— h/uz - 57’/uyh + a,u,gy + aué.u - 5(6050 + ap£p>

_ 1
— huu + a,ugu + au’f,u - 577;“}(23050)- (El())

Por lo tanto, la transformacion de norma sobre la perturbacion de traza invertida h,, es:

et — WO + 0,60 + 0,€u — Nuw0e”, (E.11)

old

: v
- Observe que se

es decir, se ha definido un nuevo tensor iy en términos del viejo h

tendran tantos hy;" como & se utilicen.
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Lo siguiente es fijar la norma de Lorenz dada por:

8 R = 0, (E.12)

al aplicar ésta sobre (E.7), el primer y tercer término se anulan, entonces se tiene que:
a — _Lognew (E.13)

o9 py ot :
Para lograr que (E.13) se satisfaga, se utiliza la libertad de norma para determinar la

ecuacion que £# debe obedecer; para ello se calcula la divergencia de (E.11), es decir:

DRI — 9RO 4 8,07, + D, — 10 DpE”
= R 4 00,6, + 0,076, — 0,0,67, (E.14)

usando el hecho de que v y ¢ son indices mudos y que 0¥0, = [ se llega a que:

PRI = RO 4 TE,,. (E.15)

v

ld

En general 0"hy,; # 0, sin embargo, gracias a que es posible elegir a {¥, se exige que éste

sea solucién a:

0¢, = —0"hoy. (E.16)

La expresion (E.16) siempre tiene solucion una vez establecidas las condiciones iniciales;

por lo que, se puede asegurar que existe un &, que satisface:

dhner =0, (E.17)

y al satisfacerse (E.17) se logra que (E.13) se cumpla.
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Por lo tanto, se ha fijado por completo la norma de Lorenz. las ecuaciones de campo

linealizadas bajo esta norma se reescriben como:

Oh, = —167GT,,, (E.18)

y en el espacio libre de fuentes, serén:

Oh, = 0. (E.19)

Lo siguiente es fijar la norma de radiacion o de Coulomb sin perder la condicién impuesta
por la norma de Lorenz. Para ello, se utiliza una nueva transformacion de norma gene-
rada por un campo vectorial (*, el cual es regulado por la libertad de norma residual o

restringida.

La transformacion de norma sobre h,, sera:

he — B2+ 0,6, + 0,Cu — Nuw 057, (E.20)

de tal forma que, al aplicar (E.20) sobre la norma transversa invertida (E.4) se obtiene:

s = (g 0, + 80Ga) — S

= O By 0uy) = S oy + 02y + 0,60)

=y — %n,wn"phap + 0uCOnuby — %mw””aaép - %n,wn”"@péa
— hy — %mwh + 0, + 0, — %mu(aon“%p +9m7"C,)
s S+ 0,6+ 0 0,7+ 0,07)

_ 1
— h;w + aygu + az/(p - 577W(230C0)- (E21)

Note que se ha utilizado que h = n°?h,, con h,, descrita por:

hov = (hop + 05Cp + 0,C5)- (E.22)
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Finalmente, la transformacion de norma sobre £, generada por ¢* es:

R = ROl + 0,G0 + 0,Cu — 1w 0sC°. (E.23)

Ya que (E.23) debe mantener fija la norma de Lorenz, se exige que

0¢, =0, (E.24)
pues asi se cumpliria que:
O + ¢u) = _3#5215. (E.25)
Si ¢, = 0, entonces:
0¢, = —0"h% — —0"hy, = 0. (E.26)

Se prosigue con la imposicion de los criterios que fijan a la norma de Coulomb o de
radiacion; es decir se pide que }_LW sea libre de traza (traceless) y que las componentes hg;

se anulen. Esto es:

h =0,
. (E.27)
hOi = O,COIl 1= ]_, 2, 3.

Entonces, al calcular la traza de (E.23) se tiene que:

N R = R+ 0" 0,6+ 1 0, G = 07 05
R — RO 4 9,M + 0, — 40,C°
N Bold 4 an'CU o 480'C0

— ho —20,¢°, (E.28)
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y ya que se quiere que h = 0, entonces (7 tiene que satisfacer:

h = 20,(°. (E.29)

Para lograr que hg; = 0(i = 1,2, 3) la perturbacién bajo la transformacion de norma:

hoi — hoi + oG + 0iCo — M0:05C7, (E.30)

debe resolver las ecuaciones:

—hoi = 0G; + 0iCo. (E.31)

Por lo tanto, para encontrar un ¢, que permita hacer h =0y hy =0y que preserve la
norma de Lorenz, se debe resolver la ecuacion (E.24); por lo que se deben determinar las
condiciones iniciales:

Para hacer h = 0 se utiliza (E.29) y se obtiene:

- 8@ -
h =2 E—FV-C), )
oh ) a¢ '
P =2 —VC0+V-E).
Para —hg; las condiciones son:
- a¢; 0
—hy; = : + Co-y
_ ot ox' (E.33)
_81102 - V2C 4 82@ .
o ' ozt

Finalmente, al haber hecho que h,,, satisficiera la norma de Lorenz (E.12) y la norma de

radiacion (E.27) se llega a la norma transversa sin traza que satisface h'7 = hlT; de tal

forma que, al hacer h = 0 entonces h = 0.
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E.2. Parte II: Usando f(R) con R = Ry+ RY y Ry =0

Haciendo un analisis similar al expuesto en la secciéon anterior, se hace uso de de la ecuaciéon

tensorial a primer orden dada por

1
5[8”8Mh,," +0°0,h,° — Ohy,, — 0,0,h — 1,,0,0,h°" + 1, 0h] =

- 1 1

S 0,0,RY — gnw,f(’)R(l) — gmth + kT, (E.34)
de tal forma que al sustituir la perturbacion de traza invertida (ver E.5) en el tensor de

Einstein se obtiene (E.7); logrando asi que la ecuacion tensorial a primer orden se re-escriba

COIMo:

1_- 1 - 1 1
O (Ouhw)or = 50h = S0 0oy = fi [ 0u0,RY = S oY = Shmu T + KT,
(E.35)
Observe que se sigue manteniendo la transformacién de norma sobre la perturbacion de
traza invertida h,, (ver E.11). Al aplicar la norma de Lorenz (E.12) en (E.35) el primer y

tercer término del lado izquiedo se anulan; si ademas se considera 7}, = 0 se obtiene:

1_- _ 1
_§Dhuu = f/ 1[f”a,ual/R(1) - gnpwf(/)R(l)]a

"
_ 1
DRy, = —2 f—SaMaVR“) -~ gnWR(l) : (E.36)
0

lo siguiente es determinar si es posible que DBW = 0, para ello se asume que R £ 0; al
utilizar la ecuacion escalar a primer orden se puede hacer:
1

ORW = % £ RY = %DR(l) = gR<1>, (E.37)
0
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al sustituir (E.37) en (E.36) se tiene que:

21
fo

para lograr que DBW = 0 tendria que suceder que:

Oh,, = [0,0,RY — 1, ORW] (E.38)

21y
fo

0,0,RY — 1, ORW] =0, (E-39)

. .. . . 2f
pero debido a las condiciones impuestas por las ecuaciones a orden cero, el factor JJ:,O £ 0,
0

entonces debe cumplirse que:

9,0,RY — 9, ORM = 0. (E.40)

Ademas, no debe olvidarse que debe satisfacerse simultaneamente la relacion de dispersion,

extraida de la ecuacion escalar, es decir:

K3+ |KP = -2, (E41)

Recordando que para la ecuacion escalar se obtuvo la solucion:

RM = Aer = Aemor KK (E.42)

de modo que:

9, RY = A8 in,, K€" K7 K"

= iK™, (E.43)

entonces,

0,0,RY = iK,iK,RY = ~K,K,RV. (E.44)
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También de la ecuaciéon escalar a primer orden, se tiene que:

DR(U — /LZR(l) = _anDR(l) = _n#VIuQR(l), (E45)

con p? = K¢ — |K|?, entonces:

N ORY =1, (K2 — |K|*)RW, (E.46)

al sustituir (E.44) y (E.46) en (E.40) se sigue que:

9,0,RY —1,,0RY = —K,K,RY 4 n,, (K2 — |K[*)RY

= RY(=K, K, + i), (E.47)
asi para lograr (E.40) se debe satisfacer que:

(— KKy + 1%0,) B =0, (E.48)

v va que R = 0, entonces solo podria suceder que (=K, K, + p*n) pero 1, # 0, lo

cual implica que:

—K§+ (-p* =0,

(E.49)
_Kf + ILLQ = 07

es decir:

(E.50)
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Lo cual conduce a inconsistencias pues de ser validas las relaciones anteriores, se cumpliria
que:
2 2 2
W+ 3pt = —p
(E.51)

4lu2 = _Iu27

lo cual no es posible. Por lo tanto, la relacion de dispersion (E.41) y la expresion (E.40)

no pueden satisfacerse simultaneamente.

E.3. Parte III: Definiendo una nueva perturbacién de

traza invertida

Ya que al buscar resolver la ecuacién tensorial a primer orden utilizando la transformacion
de norma dada en (E.4) condujo a inconsistencias; se propuso una nueva perturbacion de

traza invertida, definida como:

- 1 1

h;w = h/uz - 57’//ﬂ/h - 3_l11277MVR(1)7 (E52)
;o1 1 )

h’l“’ = h.UV + 5771“’h + 3—M27]“VR . (E53)

Al sustituir (E.53) en la ecuacion tensorial a primer orden dada por:

1
510707 + 070,y = Oy = 0,0,h = 1,0, 0,h7" + 1, 0N =

_ 1 1
(/) l[fé/guayR(l) _ gnwféR(l) _ gl{T]#yT + HT#V], (E.54)
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el tensor de Einstein se re-escribe como:

1., . s 1 1 1 o
GM = 58 0 h + 3 8 h 2 huy - §8M8Vh — 577W(8 @phgp — Dh)
1 1 1 1 - 1 1 1
= =07 hucr 5 yah v ) =0’ v h o 5 ah v Wy — = l/h
28 Ou(hue + 5"l + 3;@277“ RY) + 28 Oy (hyuo + 5"l + Slﬂnﬂ RY) 2@8

1
D(hw + 5

0" 0uhy + = aaa P + =

1 1 P 1 1 1
Nuwh + 3—M277WR(1)) - 577;wa 0 (hop + §%ph + 3_,[L277WR(1)) + 577WDh

11 Lo b ]

22
11 1 1 1 U
23 — N ORM — 5aua,,h = w070y = {070

(1o 0”0, RY + 1,,0°0,RM))

1
2
1
2
;Dh — iUWDh + =
1
2

1 1
o (1)
+ —Suznw,nop& O’R\YY + 277W,Dh

;(zaaa Fo,) + —(—6V8Mh 4 —8M8Vh) + L @,8,RY +0,0,RM)) — %DBW _ inWDh

23

L1 R0 a oh — OO h, + 2 979 RW
+ 53_/ﬂnuu nuu op + 3 2 3,U2 5 2 Nuwlop

1 1
— Z—lnuyngpa"(?ph + 57)”,,Dh

oa T 1 1 1 - 1 1 ) -

= 070y, + 2(3N2 (20,0, RU ) 2Dhm, — Zn’“’Dh + 33 s ORY = 1,,0°0" g, N0

11 1

——n,, O
+ 23M277W RW 4+ 27),“, h

- 1 - 1
= 070uhn), = 50 = 1070 hop+ — (a 0,RM — 1, ORW), (E.55)
32

por lo tanto,

1_- 1
=0h, — 77#,,8"8 hgp +—

5 -(0,0,RY — 1, ORW). (E.56)

1) _ 9o 7
G4 = 07(0uhw)o — 3M
Observe que se ha bajado el indice con la métrica en %nygﬁaﬁuh—l—%nwa"@uh — %(%8,,8“h+
£0,0,h) y se ha utilizado 1,,0°9°h — Oh. La expresion (E.56) es la version analoga a la

ecuacion (E.7) pero considerando la re-definicion de la perturbacion.
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Finalmente, a la ecuacion tensorial a primer orden bajo la nueva definiciéon de perturbacion

de traza invertida, es decir:

- 1_- 1 - 1
aa(aﬂhu)a - §Dh/w - §nuyﬁaaph0p + 3—,u2(8M&,R(1) - T]”VDR(D) =

1 1
é_l[f(')'(?u&,R(l) — gnuyf(’)R(l) — gmy,wT +kT,,]. (E.57)

Lo siguiente es calcular la transformacién de norma de la perturbacion hy,. Al sustituir

(E.3) sobre (E.52), es decir:

- 1 1
h.uu — (hﬂy + 8,u€l/ + 81/§u) - §nuyh — 3_11,277'LWR(1)7 (E58)

pero ya que h es la traza de h,,,, esto es h = n°"h,,, donde h,, es:

hm/ — (hap + aagp + 6/)60)7 (E59)

entonces al sustituir (E.59) en (E.58), se sigue que:

1 1
by — (h;w + 0,8 + auéu) - 577;w770p(hcrp + 058, + 8;750) - 3_M277WR(1)
1

1 1 1
— hMV - Enuyngpho'p + a,ugyanugu - §nuy770p80€p - §nuy770p8p€a - 3_M277NVR(1)

1 1 1
— h;w - §nuuh + augu + aug,u - Enuu(aanapgp + apnapga) - 3_M277;WR(1)

1 1 1,
— h;w - inuuh - 3_/ﬂanR(1) + a,ugu + al/é,u - 5(805 + ap£p>

- 1
_> h/“”’ + a'ué.y + ayglu - §T]My(2&a—€o-)- (E.GO)

Por lo tanto, la transformacion de norma sobre la perturbacion de traza invertida h, es:

At = ROl 4+ 9,8, + 0,6, — Muw0,E°. (E.61)
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Para fijar la norma de Lorenz, se aplica (E.12) en (E.56). El primer y tercer término se

anulan, dejando asf:

GY = —— DhWJr (a d,RY — 1, ORW). (E.62)

nv

Lo siguiente es determinar a &*. Al tomar la divergencia de la ecuacion (E.61), se tiene:

R — WO+ 0,60 + 0u€u — w057
8’%2;“” — avﬁol;l + @L@”é‘y + 0”@5# — nwa”aag"
— 0Vh% 1 9,0"¢, + 0,0°€, — 0,0,°. (E.63)

nv

Por lo tanto:

QR = 9 R% 1 g, (E.64)

y ya que se busca que se cumpla que 8‘%25“’ = 0, entonces &, tiene que satisfacer:

auhold + Dgu — 0
0¢, = —0"ho. (E.65)

Debido a que, (E.65) siempre tiene solucion, entonces &, cumple:

d"hy,” = 0. (E.66)
De la ecuacién escalar a primer orden se sabe que ORM = p2RM lo que implica que
RW = ;~20O0RM. Ademas, se tiene que p2 = 142

3 f//
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Por lo que, al sustituir RY) en lado derecho de (E.57) y considerando T,,, = 0, se obtiene:

1— " 1 !
GSV) = 1[f08 auR(l) - _anfOR(l)]
_fo 209,0,RM — - ORW
G G
1
J;O 9,0, RY — 53? N ORY
0
= fz 0,,0,RY — 5, ORW]. (E.67)

Finalmente, al sustituir (E.67) en la ecuacién tensorial a primer orden (E.57) se deduce:

1
- Dh,er (aaRl nuwORW) = 6‘1[f5’8M8VR(1)—gan(gR(l)], (E.68)

por lo que, se asume que ?‘3,/ = 3 -5, lo que implica que:

—=0hy, =0 — Ohy, = 0. (E.69)

Para fijar la norma de Radiacion sin alterar lo ya establecido, se usa la transformacion de

norma sobre h,,, dada por:

hie — b+ 8,C, + 0,C,, (E.70)

al aplicar (E.70) sobre la norma transversa invertida (E.52) y usando h = n??h,, con h,,

donde:

}_Lap — (hUp + aUgﬂ + aﬂCU)a (E71)
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se obtiene:

= 1 1
huw = (g + 0G0 + 0,Gu) — 577Wh - 3_ﬂ277WR(1)

1 1
— (huu + a,uCu + al/C/L) - _nuunap(hap + achp + apCa) - 3_/~L277W/R(1)

2
1 op 1 op 1 op 1 (1)
— h;w - 577;w77 hcrp + a,uguanuc;L - 577;11177 achp - 57]#1/77 ap(o - 3—M27IWR
1 1 1
=y — 577Wh + 0uC + 0,C, — §7hw(aa770p§p + apn“"Ca) - 3_M277MVR(1)
1 1 1
— h;uz - _nwxh - _277/WR(1) + auCV + au(u - —(aaCJ + aocp)
2 3 2
. 1
— hy +0,C + 0,C, — 577“,,(260@“"). (E.72)
Finalmente, la transformacion de norma sobre 71,“, generada por (* es:
lee/w = lej + auCV + &ICM - nuuaaca' (E?S)
Para que la norma de Lorenz se mantenga fija, se debe cumplir que:
0¢, = 0, (E.74)
entonces, si,
O(&u + Cu) = —0"hel, (E.75)
y U¢, = 0 entonces:
0¢, = —0"h — —0"hy,, = 0. (E.76)

Los criterios que fijan a la norma de Coulomb o de radiacion se describen en (E.27).
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Entonces, al calcular la traza de (E.73) se tiene que:

N R = 0" 4 0 0,6 11 0,G = 17 05
R = '+ 9,0 + 0,(" — 40,(°
= h°M 4+ 20,(% — 40,(°
_ Bold _ 260_4’0" (E77)

ya que se busca que h = 0, entonces (” satisface:

h = 20,(°. (E.78)

Si ademas se necesita que ho; = 0 (i = 1,2,3), entonces la perturbaciéon bajo la transfor-

macién de normas:

hoi = hoi + 90C; + 0:Co — M0i0xC7, (E.79)

debe resolver las ecuaciones:

—hg; = G + 0;Co.- (E.80)

Por lo tanto, para encontrar un ¢, que permita hacer h=0 vy hoi = 0 y que preserve la
norma de Lorenz, se debe resolver la ecuacion (E.74); por lo que se deben determinar las
condiciones iniciales:

Para hacer h = 0 se utiliza (E.78) y se obtiene:

- % P
h _2(_8t +V C),

yn =2 <_VQCO+V'E> :
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Para —hg; las condiciones son:

}_L agz aCO
e ot oxt’ E.82
_6h0Z V2C i 82C0 ( . )
ot " oxiot’

Finalmente, al haber hecho que b, satisficiera la norma de Lorenz y la norma de radiacion,

en realidad, se esta imponiendo la norma transversa sin traza.
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