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Introduccion

Cohesién axiomatica es el resultado de un programa que inicia con la escuela de
mecanica racional de Clifford A. Truesdell y Walter Noll. Uno de los objetivos de
esta escuela es hacer un fundamento matematico para la termodindmica y la fisica
continua (ver, por ejemplo, [35] y [32]).

De la misma forma que la fisica continua, muchas otras actividades humanas
requieren desarrollar un concepto adecuado de espacio y hacer ciertas construcciones
en él. En las aplicaciones es necesario obtener resultados confiables por lo que deben
usarse sélo ciertos principios de pensamiento, los cuales son la logica del sistema,
y principios acerca del espacio, o bien geometria. Esta es una buena razon por la
cual usar teoria de categorias como herramienta principal en las aplicaciones ya que,
como en los topos, se hace explicita la estrecha relaciéon que hay entre geometria y
logica. Asi, el fundamento del concepto de espacio debe ser categdrico y no se debe

olvidar las aplicaciones que lo motivaron. En palabras de Lawvere:

During the past forty years we have become accustomed to the fact that foun-
dations are relative, not absolute. I believe that even greater clarifications of
foundations will be achieved by consciously applying a concentration of appli-
cations from geometry and analysis, that is, by pursuing the dialectical relation
between foundations and applications. (Ver [34].)

Como nota Lawvere en [18], por un lado una construccion esencial en fisica
continua es el espacio de funciones y por otro lado el contexto matematico en el que
se desarrolla esta teoria es la categoria de espacios topologicos o la de variedades de
Banach. Como estas categorias no tienen una buena nocion de exponencial se elimina
la simplicidad de las motivaciones geométricas y fisicas para las construcciones que
suelen hacerse. En el mismo trabajo Lawvere sefiala que la teoria geométrica para
hablar de “movimiento” debe ser necesariamente categérica y muestra algunas de las

ventajas de hacer esto.
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Por lo anterior, un contexto razonable para el fundamento matematico de dichas
teorias es el de categorias cartesianas cerradas. Ademas, para dar claridad e intuicién
a las construcciones necesarias en lo que deberia ser una categoria de espacios sera
necesario usar categorias extensivas. Como explica Lawvere en [19] este tipo de
categorias permiten construir morfismos como los de Johnstone en [7] y mostrar que
todo objeto es colimite de decidibles conexos, como es el caso en pregavillas con los
representables.

Regresando al problema original, dado el contexto de categorias cartesianas ce-
rradas y extensivas como categorias de espacios para los fundamentos de la escuela
de mecénica racional surge la necesidad de pedir algo mas para modelar cuerpos
continuos y movimiento; por lo que hace falta dar una nocién de continuidad en estas
categorias espacios. En [14] Lawvere explica que el concepto de cohesion es parecido
al de continuidad:

Because the term ‘continuous’ has had a particular mathematical definition for
more than a century, I will instead use ‘cohesive’ for this philosophical concept,

but of course I will immediately try to tame it with mathematical definitions.

Para “domesticar” este concepto de cohesion, Lawvere sigue a Cantor, como por
ejemplo en [17]. En este trabajo Lawvere explica la categoria de Mengen como una
categoria de espacios con variacion y cohesién y su negacion (de estructura) para
obtener la categoria de Kardinalen. Dada una categoria M de Mengen explica el paso
que hizo Cantor de esta categoria a la categoria de Kardinalen asociada K por medio

de la siguiente pareja de funtores adjuntos
M
discreto]—lquntos
K
Asi, todo Kardinale es un Menge de tipo degenerado, es decir, uno que no tiene
cohesion. Ademas la counidad discreto(puntos(M)) — M es una aproximacion de M
dada so6lo su cardinalidad.

Hay una forma completamente diferente de obtener un Menge dado un Kardinale,

esta forma se da como el adjunto derecho de puntos, es decir, hay una cadena



M

I
discreto <1:>untos codiscreto
l
K

de funtores adjuntos. La diferencia a la que nos referimos est4 enfatizada al tomar dos
Kardinalen K, K, € Ky notar que los M-morfismos de la forma codiscreto(K;) —
discreto(K,) son constantes. Esto significa que codiscreto(K;) tiene un tipo de cohe-
sién totalmente opuesto al de discreto(K,).

Con esto lo que hace falta para la construccion de categorias adecuadas como
espacios para la fisica continua es domesticar esta nocién de cohesién por medio de
funtores adjuntos. La interpretacién que hace Lawvere acerca del trabajo de Cantor
usa las técnicas de topos y morfismos geométricos desarrolladas por Grothendieck.
Como explica Lawvere en [15], el trabajo de Grothendieck acerca de morfismos
geométricos se puede interpretar diciendo que p: & — & expresa el contraste de
cohesion & con no cohesion ., donde ¥ es un topos “arbitrario”. Por lo tanto, es
posible aplicar la doble negaciéon de Cantor en este contexto para obtener una 2-
categoria de “espacios” sobre .#. En este sentido Grothendieck nos da una forma
completamente general de pensar en continuidad, una forma tan robusta que, como
mencionamos antes, Lawvere prefiere llamar cohesion.

De nuevo en el contexto de fisica y siguiendo [18], Lawvere explica como hace
dos siglos se resolvieron exitosamente algunos problemas de célculo de variaciones
usando la nocién de trayectoria en lugar de abierto como nocion bésica. Esto lleva
a dar categorias con ciertas figuras geométricas como tipo basico o primitivo. Por
ejemplo, el topos de Lawvere. Este topos se construye, como lo hace Johnstone en [6],
tomando el monoide M de funciones continuas del intervalo unitario I = [0, 1] en si
mismo. Como para cada espacio X el conjunto de funciones continuas PX de I en X
es un M-conjunto, entonces damos a M la topologia de Grothendieck mas grande tal
que los M-conjuntos anteriores son gavillas. Sin embargo Isbell muestra en [5] que
la criba generada por las funciones x — x/2y x — (x + 1)/2 no puede ser cubriente
en dicha topologia. Asi, Johnstone decide abandonar las ideas y motivaciones de
Lawvere para hacer su topos topologico, el cual es el resultado de cambiar la nociéon
primitiva de trayectoria continua a sucesion convergente. Al hacer esto Johnstone
logra el objetivo puramente matemético de Lawvere, crear una categoria de espacios

topologicos con mejores propiedades que la categoria de espacios topolégicos comun.
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Para lograr esto, como se menciona en [6], Johnstone se ve obligado a abandonar la
filosofia de Lawvere y en particular las aplicaciones que tenia en mente.

Por otro lado, usar trayectorias continuas como concepto basico crea un marco
conceptual donde parece natural hablar de movimiento. Como sugiere Lawvere
en [20] y [15], si es posible realizar movimientos infinitesimalmente pequefios en un
“espacio” entonces este deberia ser “continuo”.

This “continuity” property [...] also holds if the contrast with . is determined
[...] by an infinitely divisible interval in &. ([15])

Estas ideas nos motivaron a pensar que si no el topos de Zariski al menos sus versiones
suaves deberian ser “espacios continuos”.

En [15] Lawvere logra una axiomatizacion para que una categoria sea considerada
una categoria de espacios adecuada para las formalizaciones que mencionamos al
principio. Esta axiomatizacion incluye dos cosas, una de ellas es distinguir un espacio
generalizado de una categoria de espacios descartando las categorias del primer tipo;
y la otra es una propiedad para distinguir la continuidad de los espacios (ver [16]).
Incluso con las motivaciones y los comentarios de Lawvere en diversos articulos no
ha sido facil encontrar modelos de esta nocién de continuidad. Un ejemplo de estos
es el topos de Menni en [30] con funciones lineales (o polinomiales) a pedazos del
intervalo unitario en si mismo. En este ejemplo se reduce radicalmente la cantidad
de morfismos I — I comparado con el topos de Lawvere. De esta manera la patologia
encontrada por Isbell ya no aparece. Ademas, este ejemplo se puede pensar como
una primera respuesta al topos topoldgico de Johnstone, en el sentido de que s6lo
hacia falta volver a pensar la idea original de Lawvere para encontrar un “topos de
espacios topoldgicos” que siga teniendo a trayectoria continua como nocion primitiva.
En otras palabras, es una forma de regresar a la idea original de Lawvere para hacer
un topos de espacios topoldgicos. De esta manera podemos rehacer los resultados de
Johnstone en un topos donde la nocidn primitiva es trayectoria en lugar de sucesion
convergente.

Desde el topos de Menni no se habia encontrado ningtin otro ejemplo de esta
naturaleza de “categoria de espacios continta”, por lo que en este trabajo nos dimos a la
tarea de encontrar mas ejemplos. Ademas, los ejemplos que se encontraron también se
pueden pensar como una continuacion del topos de Lawvere y una respuesta al topos

topolégico de Johnstone. Mdas aun, en [30] Menni deja una pregunta sin responder:



;cual es el monoide de funciones continuas del intervalo unitario en si mismo mas
grande que genera un topos continuo? Nuestro primer ejemplo es una respuesta a
esta pregunta y muestra que en estos topos es posible desarrollar los resultados de
Johnstone en [6] con sus mismas técnicas. Nuestro segundo ejemplo trata de retomar
al topos de Lawvere pero por las observaciones anteriores se cambi6 la topologia
siguiendo las ideas de Isbell en [5]. A pesar de que en la referencia anterior parecen
estar todas las ideas que hacen funcionar a nuestros ejemplos, no fue un trabajo facil
extraer tales ideas ya que esa cita es sdlo el siguiente parrafo:

The sheaves for the canonical topology on the monoid M of continuous selfmaps
on a 1-cell are described. Such a sheaf X is an M-set with two more types of
partial operations. An element 7 of X is a sort of “path”; by applying suitable
maps in M one can obtain the first half of 7, the points of 7, etc. Two paths
7y, 7T, in X can be amalgamated if a non-degenerate end segment of 77; coincides
with a begining segment of 7,, but not if only endpoints agree. In the later case,
however, one have splices 7; o 7, o 7, where 7, is a constant path, giving a
definite well-behaved operation on homotopy classes. Finally for certain « € M,
the covering maps, any 7 satisfying all equations 78 = 7y satisfied by « can be
lifted to 7*, where 7"« = 7. They are generated by amalgamation from those
a such that the pullback of « along any y € M contains a path projecting onto
the domain of y, which are those maps mapping some subinterval J of the cell I
lightly onto I so that each interior point p of J has a neighborhood composed of
two intervals on each of which a,(x) — ay(p) does not change sign.

La organizacion de este trabajo es como sigue. En el primer capitulo se enuncian
las definiciones y resultados conocidos, indicando en todos ellos de donde fueron
extraidos. Esto puede servir como un panorama rapido de la situacion actual del
axioma de continuidad. Ademads se muestran las técnicas que seran ttiles para el
desarrollo de los siguientes capitulos.

En el segundo capitulo encontramos una caracterizacion de los objetos débilmente
Kan (aquellos que satisfacen el axioma de continuidad) en algunas categorias. Estos
ejemplos muestran que la intuicion de Marmolejo y Menni en [28] acerca de la
preservacion de pedazos, en la direccién que no se muestra en el trabajo citado, era
correcta. Esta intuicién permitio dar la caracterizacion deseada de manera facil.
Ademads, se muestra con un ejemplo de graficas reflexivas que la exponencial de
objetos débilmente Kan no es necesariamente un objeto débilmente Kan. Por tltimo
tratamos de encontrar una caracterizacion de estos objetos en el topos de Zariski que
nos permitiera mostrar si este es o no un ejemplo mas de topos continuo. Aunque

fracasamos en tal caracterizacion mostramos que tanto el topos de Gaeta como el
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de Zariski satisfacen todos los axiomas propuestos por Lawvere en [15] salvo por la
condicion de continuidad.

Finalmente, en el tercer capitulo mostramos tres ejemplos de categorias cohesivas
sobre Con. El primero es un “ejemplo de juguete” donde la categoria sobre Con no es
un topos. Los siguientes dos ejemplos son, como se menciond antes, una continuacién
del trabajo de Lawvere y Menni. En uno se encuentra el submonoide de funciones
continuas del intervalo unitario en si mismo mas grande para el cual las particiones
de Menni siguen siendo una topologia de Grothendieck y por tanto induce un topos
cohesivo sobre Con. En este ejemplo también desarrollamos una parte del trabajo
de Johnstone en [6] con la intencion de mostrar que las mismas técnicas usadas en
el topos topologico también funcionan en este tipo de topos. El otro ejemplo es un
intento de reivindicar el topos de Lawvere. Para esto usamos el monoide completo de
funciones continuas del intervalo en si mismo pero cambiamos la topologia. Tanto la
topologia como las técnicas en este ejemplo son el resultado de tratar de entender el
trabajo de Isbell en [5] y ponerlo en el contexto del topos de Menni [30].



Capitulo 1

Cohesion Axiomatica

1.1 Cohesion

En 2007 Lawvere da los axiomas para cohesion en [15]. Aunque nosotros usare-
mos topos la definicion original se enuncia para categorias cartesianas cerradas y

extensivas.

Definicion 1.1. Sean &y . categorias cartesianas cerradas y extensivas. & es preco-

hesiva relativa a . si hay una cadena de funtores adjuntos

&
|+ ]
pr| p* P« |p'
[
S

que satisfacen lo siguiente:
1. p* (o equivalentemente p') es fiel y pleno,
2. p, preserva productos finitos,

3. (Nullstellensatz) la transformacion natural canénica 6: p, — p, es puntual-

mente un epimorfismo.

Cuando esto se satisfaga también diremos que hay un morfismo precohesivo
p: & — . Denotaremos con ¢ y 7 a la unidad y counidad de p, 4 p*, con ay
Balasde p* 4 p,yconnyealasde p, 4 p'.

7
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Un ejemplo elemental de una categoria precohesiva sobre conjuntos es el de
digraficas reflexivas. Una digrafica reflexiva es una digrafica donde cada vértice tiene
un lazo especial. Otra forma de obtener esta categoria es truncando la categoria
simplicial A en uno y tomar Con?1". Para facilitar la notacion denotaremos con
GraR a la categoria de digréaficas reflexivas y morfismos entre ellas. Un morfismo
precohesivo p : GraR — Con esta dado por los siguientes funtores: p,G es el conjunto
de componentes conexas de la grafica, p*S es la grafica con vértices Sy solo lazos
especiales, p, G es el conjunto de vértices de la grafica y p'S es la grafica que tiene a
S como conjunto de vértices y si (x,y) € S X S entonces la arista x — y estd en p'S.
Asi, entre dos vértices distintos hay dos aristas, una en cada direccion.

De este ejemplo se toma la nomenclatura de los funtores, de izquierda a derecha
son: pedazos, discreto, puntos y codiscreto. Ademas, en este caso 65 : p,.G — p,G
es la funcion que a cada vértice le asigna la componente conexa donde estd. De esta
forma el Nullstellensatz afirma que toda componente conexa tiene al menos un vértice.
La conexion entre el Nullstellensatz como fue expuesto arriba y el Nullstellensatz de
Hilbert en geometria algebraica se explica en [22].

Johnstone muestra en [8] algunas de la propiedades que se tienen por tener los
cuatro adjuntos. Por ejemplo, usando que p* es fiel y pleno es equivalente a que la
unidad « y las counidades 7 y € sean isomorfismos, construye las transformaciones
naturales canénicas 8: p, — p,y@: p' — p* como cualquiera de las composiciones
de los siguientes diagramas conmutativos

* =1

D0 * « D€ #* !
P — DP«DP D P ——— P p«P
! 6 lal;!l U» ¢ By
J;k \ ll * \ J(l
PP P« Y 2] pp:p —(/—— 7D
! p'a

y muestra que 6 sea puntualmente un epimorfismo es equivalente a que ¢ sea pun-
tualmente un monomorfismo, como comenta Lawvere en [15]. Aunque el resultado
importante en este momento es la equivalencia que mencionamos, para demostrar
esto Johnstone introduce una tercera equivalencia. Con nuestros funtores esta equi-
valencia es: p, es fiel en morfismos cuyo codominio est4 en la imagen de p*. Algunas
consecuencias de este enunciado son expuestas en [29].

Ademas, en la seccion 1 de [8] Johnstone da una condicién necesaria y suficiente

para la existencia de morfismos precohesivos de topos de Grothendieck sobre Con.
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Para esto recordamos una categoria es conexa si cualesquiera dos objetos se puden
conectar con una sucesion finita de copalmos. Ademas, un sitio (C,J) es localmente
conexo si toda criba cubriente sobre C es conexa, cuando la pensamos como una
subcategoria plena de C/C. Si (C,J) es localmente conexo y C tiene objeto terminal,
entonces (C,J) es conexo y localmente conexo.

Proposicion 1.2. p: & — Con es precohesivo si y solo si & tiene un sitio de definicion
(C,J) conexoy localmente conexo tal que todo objeto de C tiene un punto.

Esta proposicién nos serd util para notar que los ejemplos del capitulo 3 son
precohesivos.

Como fue observado en [15], el Nullstellensatz implica que el morfismo p,(A X
B) - p,A X p,B es un epimorfismo. Para esto basta notar que p, preserva productos,
que el diagrama

p.(AxB) —— p,AX p,B
GAxBl l@AXeB (1.1)

p(AXB) —— pAXpB

conmuta y que cuando % es un topos, como lo serd para nosotros, se tiene que
84 X O es epimorfismo. En efecto, por el Nullstellensatz 6, y 65 son epimorfismos
y el producto de epimorfismos es un epimorfismo (ver proposicion 7 del capitulo 4
en [25]). Si ¥ no es un topos, solo cartesiana cerrada y extensiva, sera necesario pedir
que satisfaga el axioma de eleccion interno para que 8,4 X 8 sea un epimorfismo.
Originalmente Lawvere escribio las definiciones 1.1 y la siguiente como una sola
definicion. Nosotros, siguiendo a Menni en [30], separamos las definiciones para
enfatizar que encontrar categorias precohesivas, al menos sobre Con, es mucho mas

facil.

Definicion 1.3. (Axioma de continuidad) & es cohesiva sobre . si ademas de los tres
axiomas de la definicién anterior se satisface que para cualesquiera E € &y S € el
morfismo canénico p,(EP ) — p,ES es un isomorfismo.

El morfismo canonico de la definicién 1.3 se puede construir por medio de la
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siguiente biyeccion
py(BP'S) —— (p,B)PP"S

p\(EP"S) X p,p*S — p,E

p(EP'S x p*S) 2 b E

yusando 75! : S — p,p*S para obtener (p!E)Tglkz pi(EP"S) = (p,E)P'P"S - p,ES.
O bien, como en el lema 8.2 de [28], por medio de la propiedad universal de la

evaluacién:
p,EPP"S pEPP"S x pp*S —*—— pE
EI!/E\K KXIT Tpl(ev)
pi(EP") pi(EP"S) X pyp*S —— py(EP"S X p*S)

Si seguimos una idea similar a la del diagrama (1.1) podemos mostrar que el
morfismo del axioma de continuidad es un epimorfismo. Primero debemos notar que
D X5 = p*(Xp*S), lo cual se sigue de

T—— (P*X)S

TXS—— pX

p (TxS)—— X

p*T X p*S— X

p* T - Xp*S

T — p.(XP'5)

Luego debemos notar que, como en [23, lema 9.1], el siguiente diagrama conmuta

p.(XP™S) —=— (p.X)S
el les (1.2)
p(XP"S) —— (p,X)S

Por el Nullstellensatz obtenemos que 6° es epimorfismo si y sélo si el morfismo del
axioma de continuidad también lo es. En particular si la base . satisface el axioma
de eleccién interno, entonces el morfismo de continuidad es un epimorfismo.

En el estudio de cohesién que inicia Lawvere en [15], sefiala que cohesion se

puede clasificar en tipos y muestra como algunos son incompatibles con otros.
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Definicion 1.4. Un morfismo precohesivo p: & — % es un tipo de cualidad si
6: p. — p; esun isomorfismo.

Como nota Lawvere, un tipo de cualidad satisface el axioma de continuidad.
Esto es facil del diagrama (1.2) ya que si 6 es isomorfismo entonces 8° también es
isomorfismo. Adema4s, en este caso no es necesaria ninguna hipoétesis adicional sobre
la base.

Si consideramos la analogia entre p, y pedazos o componentes conexas, entonces
tenemos los siguientes conceptos.

Definicion 1.5. Diremos que un objeto E € &es conexosipE = 1yY € &es
contraible si Y es conexo para todo A € &.

De la definicidn anterior es claro que contraible implica conexo. Con estos con-
ceptos Lawvere distingue otra forma de cohesion.

Definicion 1.6. Sea p: & — & precohesivo. El morfismo p es suficientemente
cohesivo si para cada E € & existen Y € & contraible y un monomorfismo E » Y.

Lawvere menciona en [15] que un topos & es suficientemente cohesivo (sobre
&) siy solo si el clasificador de subobjetos es conexo; y que también es equivalente a
que los inyectivos sean conexos. Sin embargo, la demostracion de esta proposiciéon
en [15] no se hace con todo detalle. Por esta razon presentamos los detalles de la

demostracion, que ademds muestran la sintesis y elegancia del argumento en [15].

Definicién 1.7. Sea & un topos. Un objeto M € & es un monoide con cero si existen
morfismos -: M XM — M,e: 1 - Myc: 1 — M que hacen conmutar a los

diagramas

Mx-
M 225 M2 1x M EM 2 MXe a1 1x M S a2 MXC

M2 —— M M 1 M 1

C C

de asociatividad, de neutro y c es cero para la multiplicacion.

Lema 1.8. Sean &y .¥ topos, p: & — & precohesivoy M € & un monoide con cero.
SiMes conexoy A € & tiene una accién del monoide o : M X A — A punteada por
a: 1l — A, entonces A es conexo.
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Demostracion. Primero veamos que p,a es un isomorfismo. Como M es conexo y
a es una accion, el siguiente diagrama conmuta
=] pix
PM X pA —— p(M xXA) — pA
A
p,exp!AT p,(exA)T D17t
~

pil X pA —— p(1 x A)

T2
donde los isomorfismos indicados provienen de que p, preserva productos finitos.
Ademas como M es conexo la flecha de la izquierda es un isomorfismo; también,
la flecha inferior es un isomorfismo, de donde se concluye que p,a es isomorfismo.
Ahora, como «a estd punteada por a: 1 — A, tenemos que el siguiente diagrama
conmuta

! 1A
pil x p AR pM x pA

% F
pi(1x A) B4 b (M x 4)

- [e

Pl — 5 DA

Como p,a es isomorfismo y M es conexo, entonces todos los morfismos del diagrama
son isomorfismos, con la posible excepcion de p,a. Por lo tanto p,a es isomorfismo y

asi A es conexo. O

Con el lema anterior es posible mostrar que en algunos objetos estas nociones son
equivalentes.

Lemal.9. Sea p: & — & precohesivo con &y . topos. Si el clasificador de subobjetos

Q € & es conexo, entonces es contraible.

Demostracion. Usaremos el lema 1.8 para mostrar que Q es contraible, es decir,
veremos que (Q, verd, A) es un monoide conexo, falso: 1 — Q es un cero para el
monoide y que QF tiene una accién punteada para cualquier E € &. Es facil ver que
los siguientes diagramas

QxQ Qx1 OxXOxQ 2% ox0

b | |

verdxQ Qxverd
—_— —

1xXQ
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conmutan, por lo que (Q, verd, A) es un monoide. Ademas, la conmutatividad del
diagrama

falsoxQ Qxfalso

1xQ QxQ ax1
gl | |
1 1

falso falso

muestra que falso: 1 — Q es un cero para el monoide.
Dado E € & definimos la accién a: Q x QF — QF como la transpuesta de la
siguiente composicion

OxXOFxE &% ox0 2,0

Para ver que a definida como arriba hace conmutar los siguientes diagramas

E E
1x QF Yerdx2. o o F QOxQxQF XY, o xoFf
\ la Qxal la
T2
oF AaxQf ——— 0

se toman las transpuestas de las composiciones de los diagramas. Los diagramas
resultantes son conmutativos porque verd es neutro para A y la asociatividad de A.
Finalmente para ver que « es punteada consideramos la flecha a: 1 — QF

definida como la transpuesta de

1xE L, q falso, o

Como falso: 1 — Q es un cero para el monoide (Q, verd, A) entonces el transpuesto
del siguiente diagrama es conmutativo

E
1% QE falsoxQ Q x QE

ln’l la

1 ———Q
De esta forma, por el lema 1.8, tenemos que Q es contraible. O

Proposicion 1.10. Sean &y ¥ toposy p . & — & precohesivo. Los siguientes enun-

ciados son equivalentes:
1. p: & — & es suficientemente cohesivo,

2. el clasificador de subobjetos Q) € & es conexo,
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3. todo objeto inyectivo en & es conexo.

Demostracion. Parademostrar que 1 implica 3 suponemos que p es suficientemente
cohesivo y tomamos un objeto inyectivo I € &. Como p es suficientemente cohesivo
existen un objeto contraible C € &y un monomorfismo m : I — C. Por definicién de
inyectivo existe una extension del morfismo identidad como en el siguiente diagrama
conmutativo

>L>C

I
“l (1.3)
L.// f
I

Al aplicar p, : & — % obtenemos que p,I es un retracto de p,C = 1, por lo que
pI = 1y asiles conexo.

Ahora veamos que 3 implica 2. Por la proposicion IV.10.1 en [9] tenemos que Q
es inyectivo y asi, por hipotesis, es conexo.

Finalmente, supongamos 2 y veamos 1. Como estamos suponiendo que el clasifi-
cador de subobjetos Q es conexo, entonces el lema 1.9 implica que Q es contraible.
Dado E € &, lo anterior implica que QF es conexo. De esta forma si tomamos otro
objeto F € Q concluimos que QFXF ~ (QE )F es conexo, es decir, QF es contraible.
Como el morfismo unitario { - } : E — QF, que se obtiene como el transpuesto de la
funcioén caracteristica de la diagonal, es un monomorfismo entonces todo objeto se
encaja en un objeto contraible. Asi, p: & — & es suficientemente cohesivo. O

En la proposicion 3 de [15] Lawvere demuestra que tipo de cualidad es una forma
de cohesion incompatible con suficiente cohesion.

Proposicion 1.11. Si &sobre & es suficientemente cohesivo y tipo de cualidad, entonces
& es inconsistente.

Como nota Lawvere, si & es suficientemente cohesivo sobre % entonces todo
objeto X tiene un monomorfismo X — Y, con Y conexo. Como también es un tipo
de cualidad, el morfismo del Nullstellensatz 6 : p, — p, es un isomorfismo. Asi, por
lo anterior y la naturalidad de 6 se tiene que p. X es un subobjeto de 1. Por lo que si
tomamos B € ¥ y X = p'(B) obtenemos que B = p, p'B es subobjeto de 1 lo cual
hace trivial a .
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1.2 Cohesion sobre conjuntos

Siguiendo las ideas de Lawvere “Esta propiedad de ‘continuidad’ [...] también se
satisface si el contraste con . estd determinado [...] por un intervalo infinitamente
divisible en &', Menni encuentra un ejemplo de un topos cohesivo sobre Con. Antes
de este ejemplo se tenian, principalmente, ejemplos de topos que son cohesivos por
“razones equivocadas”. Un ejemplo de qué significan estas “razones equivocadas” es
que el topos de graficas finitas es cohesivo sobre conjuntos finitos, pero esto se debe a
que la preservacion de exponenciales que debe satisfacer p, se traduce a preservaciéon
de productos finitos.

Por lo anterior, el “tnico ejemplo de verdad” de topos cohesivo es el topos de
Menni. Por esta razén nos dimos la tarea de encontrar més ejemplos. Al igual
que en el topos de Menni nuestros ejemplos se basan en la misma idea de Lawvere
de un intervalo infinitamente divisible. Por esta razén haremos un resumen de la
formalizacion de esta idea hecha por Menni en [30].

Sea C una categoria y consideramos la siguiente cadena de funtores

|
l_r)nl L im ]oem (1.4)

Sabemos que el funtor constante A siempre tiene como adjunto izquierdo al colimite
li_r)n y como adjunto derecho al limite l(in El funtor Q€™ requiere la existencia de
un objeto terminal en Cy en este caso su evaluacion en un conjunto S es el funtor
S€) que a cada objeto C € C le asigna el conjunto SCO) | para ver cuando este

o . cop . s iz
morfismo canonico p: Con~ — Con es precohesivo usaremos la proposicion 4.1
de [30], que enunciamos a continuacion.

Proposicion 1.12. Sea C una categoria pequeria donde los idempotentes se escinden. El
morfismo canonico p : Con®” - Cones precohesivo siy sélo si C tiene objeto terminal

y todo objeto tiene un punto.

Una categoria donde los idempotentes se escinden se llama Cauchy completa.
Ademas toda categoria pequefia C tiene una completacion de Cauchy C como en

la proposicion 6.5.9 de [1]. Mdas aun, en el teorema 6.5.11 de [1] se muestra que las

!'Este fragmento fue extraido de [30], que a su vez lo extrae de [15]
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categorias de pregavillas Con®” y Con®” son equivalentes. Por lo tanto, podemos
suponer, sin perder generalidad, que las categorias pequerfias que usemos son Cauchy
completas.

Con la proposicién 1.12 tenemos que si C tiene objeto terminal y todo objeto tiene
un punto entonces el morfismo canonico en (1.4) es precohesivo. En esta situacion
seguiremos diciendo que p : Con®” - Cones precohesivo y seguiremos usando la
notacion py, p*, p. y p' para referirnos a li_H)l, A, gn y Q€0 respectivamente.

Como paréntesis, Menni muestra en [30] que el contraste entre suficiente cohesion
y tipo de cualidad se puede hacer explicito en la categoria C.

Proposicion 1.13. Sea C una categoria donde los idempotentes se escinden. Si el

. op . . .
morfismo canénico p: Con®" — Con es precohesivo, entonces se cumple lo siguiente:

1. p es suficientemente cohesivo siy solo si existe un objeto C € C con al menos dos
puntos.

2. pesun tipo de cualidad si C tiene un objeto cero.

Ademads de mostrar la incompatibilidad sefialada por Lawvere, la proposicion 1.13
también permite encontrar ejemplos de estos dos tipos de cohesién de manera fécil.
Por ejemplo, en [30] Menni menciona algunos ejemplos de topos suficientemente
cohesivos sobre conjuntos, como conjuntos simpliciales o conjuntos bipuntuados que
estudiaremos en el capitulo 2.

Menni demuestra que la situacion de cohesién en pregavillas es poco favorable.
Enunciamos aqui dichos resultados, proposiciéon 7.3 y teorema 7.4 de [30].

Proposicion 1.14. Sea & un topos de pregavillas de tal forma que el morfismo canénico
p: & — Con es precohesivo. Si p es suficientemente cohesivo entonces no satisface el
axioma de continuidad.

Una demostracion elemental de la proposicion 1.14 puede consultarse en [30].
Por otro lado, un resultado enfatiza el contraste que existe entre suficiente cohesion y

tipo de cualidad es el siguiente.

Teorema 1.15. Sea & un topos de pregavillas tal que el morfismo candnicop: & —
Con es precohesivo. El morfismo p satisface el axioma de continuidad si y sélo si es un
tipo de cualidad.
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Tanto en ejemplos de categorias de pregavillas como en los de gavillas serd ne-
cesario dar una descripcién del colimite que nos permita analizar el morfismo del
axioma de continuidad. Sean X € Con®”,a € XA y b € XB. Diremos que a € XA
estd conectado con b € XB si hay una sucesion de copalmos que satisface lo siguiente

A = CO Cl ee C}’l—l — CI’L = B

a=x, 1 Xq b | Xy —— X, =b

en esta situacion diremos que la sucesion de copalmos es una trayectoria que conecta
a acon b. Es facil ver que la relacion “estar conectado” es de equivalencia y que el
colimite p,X es el conjunto {a € XA | A € C} mddulo esta relacién de equivalencia.

Si C es una categoria con objeto terminal y tal que todo objeto tiene un punto,
entonces todo elemento a € XA estd conectado con un elemento en X1. En efecto,
dado a € XA consideramos el copalmoid, : A - A « 1 : f,donde f es un punto de
A. Aplicando X a este copalmo obtenemos una conexién entrea € XAya - f € X1.

Asi, para calcular el colimite, es suficiente determinar las trayectorias de la forma

1 C, 1 C, 1o 1 C, 1. (L5

Como veremos en el capitulo 2, o también se puede ver en [28], el axioma de
continuidad tiene que ver con acotar la longitud de la trayectorias en (1.5). Asi,
necesitamos una forma de reducir su complejidad.

Definicion 1.16. Sea p: & — . un morfismo precohesivo. Un objeto bipuntuado
0,1: 1 — Ien & es un conector para p si el siguiente diagrama

elg
p.(X") —>—’ p.(X) — 2 py(X)
es un coigualador en . paratodo X € &.
Una condicion util para encontrar conectores usara el siguiente concepto.

Definicion 1.17. Sea 0,1: 1 — I un objeto bipuntuado &. Diremos que un objeto E
en & es conexo por trayectorias respecto a I si para todo copalmo de puntosa: 1 —
E <1 :ben &hayunaflecha f: I - E que hace conmutar al siguiente diagrama

12,11 1

A
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En el contexto de pregavillas, si C es una categoria con objeto terminal y tal
que todo objeto tiene un punto, entonces todo objeto bipuntuado 0,1: 1 — I'en C
inducird un objeto bipuntuado representable en Con®”. Ademas, si suponemos
que todo objeto de C es conexo por trayectorias entonces toda conexion como en el

diagrama 1.6

1 C

1 1 1
(1.6) 1.7)
Xe——yr——x X Ly fi x'
se puede obtener como en el diagrama 1.7, donde f: I — C es la flecha que se

tiene por la conexidad por trayectorias de C. De esta manera toda trayectoria de la
forma (1.5) se puede reducir a una trayectoria combinatoria, es decir, una de la forma:

0 1 0

1 I 1 I

1 e 1 — T «— 1. (1.8)

Con esta observacion se puede demostrar el siguiente resultado.

Lema 1.18. Si C tiene un objeto bipuntuado tal que todo objeto de C es conexo por
trayectorias respecto a ese objeto, entonces el objeto bipuntuado inducido en Con®” es
un conector para el morfismo precohesivo canonico.

Otra condicion que se puede aplicar a mas situaciones que el lema anterior (ver
ejemplos 8.10-8.12 de [30]) es la siguiente.

Lema 1.19. Si el objeto bipuntuado 0,1 : 1 — I en C satisface que para cada copalmo
a:1—- 1« 1 :bhayundiagrama conmutativo

(e}

1 1,1 I W

O1,r 02

1
\ a [
f1 \ l

a C

donde el renglon de arriba es una trayectoria combinatoria cuyos morfismos son de la
forma0: 1 - To1l: 1 — I entonces el objeto bipuntuado 0,1: 1 — C(—,I) es un
conector en Con” .

Mis aun, si J es una topologia de Grothendieck sobre C tal que (C,J) es un sitio
localmente conexo (si C tiene objeto terminal esto implica que también es conexo),

entonces se podra obtener un conector en Gav(C,J).
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Lema 1.20. Sean C una categoria con un objeto bipuntuado Iy una topologia de
Grothendieck J como la descrita arriba. SiI es una J- gavilla y todo objeto de C es conexo
por trayectorias respecto a I, entonces el objeto bipuntuado inducido 0,1: 1 — I en
Gav(C,J) es un conector para el morfismo precohesivo Gav(C,J) — Con.

Por lo tanto, las observaciones que hemos hecho acerca de trayectorias son validas
en cualquier categoria de gavillas que satisfaga las condiciones del lema.

Finalmente, para reducir la longitud de las trayectorias combinatorias se necesita
la idea del intervalo infinitamente divisible.

Definicion 1.21. Un intervalo abstracto en C es un objeto bipuntuado 0,1: 1 —» I

con dos monomorfismos I, r : I — I que satisfacen las siguientes condiciones:
1. Elcopalmo0: 1 — I « 1 :1 esdisjunto.
2. Los morfismos [ y r hacen conmutar a los siguientes diagramas

0
—_—

I 11
| N

1
I

donde el cuadrado es un producto fibrado.

I 1
I
I I

I
|
I

l

Para inducir un intervalo abstracto en categorias de gavillas es necesario pedir
cierta compatibilidad entre los monomorfismos [ y r y la topologia de Grothendieck.

Definiciéon 1.22. Una base K para una topologia de Grothendieck sobre C es compa-
tible con un intervalo abstracto dado (1,0,1,1,r) si{l,r} € KIL.

Ahora supongamos que tenemos un sitio (C,J) de tal forma que hay un morfismo
precohesivo p: Gav(C,J) — Cony que C tiene un intervalo abstracto compatible
con la topologia. Si X € Gav(C,J) y tenemos una trayectoria combinatoria como la

siguiente




20 Cohesion Axiomatica

entonces, como {/,r} es una cubiertade Iy y, - 1 = y, - 0, tenemos que {y;, y,} es una
familia compatible. Como X es una gavilla existe una amalgama y € X1, que por los
diagramas en 1.21 genera la siguiente trayectoria

1l — T «+— 1
(1.9)

X ——y+r—— X

con lo que es posible reducir el tamafio de las trayectorias. Con esto obtendremos
siguiente resultado cuya demostracion haremos maés adelante.

Teorema 1.23. Sea (C,J) un sitio conexo y localmente conexo tal que C tiene objeto
terminaly todo objeto tiene un punto, de forma que p : Gav(C,J) — Con es precohesivo.
Supongamos que C tiene un intervalo abstracto. SiJ es compatible con el intervalo y

todo objeto de C es conexo por trayectorias, entonces p es cohesivo.

1.3 Objetos débilmente Kan

Dada la dificultad de encontrar ejemplos de cohesion Marmolejo y Menni definen la
nocion de débilmente Kan en [28].

Definicion 1.24. Sea p: & — % un morfismo precohesivo. Un objeto E € & es
débilmente Kan si para cualquier S € . el morfismo de continuidad p, (Ep*S) — pES
es un isomorfismo.

Denotaremos con k& a la subcategoria plena de & cuyos objetos son débilmente
Kan. Podemos aplicar la proposicion 1.12 a la categoria simplicial A para obtener
que Con®” es precohesiva sobre conjuntos. En el corolario 5.5 de [28] se muestra
que en Con®” todo complejo de Kan es débilmente Kan por lo que son, en efecto, un
debilitamiento de objetos de Kan. Alternativamente, en la seccion 2.4 daremos una
caracterizacion de objetos débilmente Kan con la que es facil ver que todo complejo
de Kan es débilmente Kan.

Marmolejo y Menni también muestran algunas propiedades de k&. Por ejemplo
que los discretos son débilmente Kan, es decir, si p: & — .& es precohesivo entonces
p*B € k& para todo B € .. También muestran que k& es cerrada bajo productos
finitos y que si X € k& entonces X PA e kg para cualquier A € .%. En la seccién 2.2
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veremos que la exponencial de objetos débilmente Kan no es necesariamente débil-
mente Kan. Asi, incluso con las propiedades mostradas en [28], 1a categoria k& no
podré inducir un morfismo cohesivo ya que no es cartesiana cerrada.

El concepto principal en [28] es el de preservacion de pedazos. Para enunciarlo

empezamos con el diagrama

X lp (1.10)

donde p* H p, : € - ¥ es una adjuncion con unidad a : 1, — p,p* y counidad
B: p*p. — lg, sobre esta la adjuncion f* 4 f, : F — % con unidad y counidad
a: 1y, = fif*yB: f*f. = 1z ylaadjuncién g* 4 g, : & — % cuya unidad es
v: 1lg > g.g* ycounidad es & : g*g, — 14 Estas adjunciones satisfacen f, = p.g.
yfr=g"p"

Definicion 1.25. g, : & — & preserva coproductos .#-indexados si la transformacién

natural v« : p* — g,g"p" = g, f" es un isomorfismo.

Como en [28], cuando las adjunciones en (1.10) tuvieran funtores pedazos, es
decir, un adjunto izquierdo, denotaremos cono: 1y — p*p,y7: pp* = 1, ala
unidad y counidad de p, - p* respectivamente y sobre ella la adjuncién f; 4 f*
conunidad G: 1z — f*f; y counidad 7: f,f* — 1. En este caso se puede definir
¢: fig" — p, como la composicion

* f!g*O' %k = * fpl
hg —— hg'p’'p —— A D —— D
y con esto el lema 6.4 loc.cit.
Lema 1.26. Los siguientes son equivalentes:

1. Elfuntor g, : & — & preserva coproductos #-indexados.

2. La transformacion natural ¢ . fig* — p, es un isomorfismo.

3. Hay una transformacion natural p : p, — fig" tal que los siguientes diagramas

* g'o % % id % «  Pp* % % i %
g —— g'p'p —— f*p pp* —— fig'p* 2 fif

» [7e \ |

f re Ly
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conmutan. Ademds, en este caso, p es inversa de ¢.
Ahora podemos dar la nocién que anunaciamos.

Definicion 1.27. La adjuncion preserva pedazos si g, : F — & preserva coproductos

&-indexados y la composicion
P * !
g —2 fig'g, 15
es un isomorfismo.

Siguiendo el mismo trabajo de Marmolejo y Menni diremos que p, invierte la
unidad de g si pyv: p, = pg.&" es un isomorfismo. De manera similar f; invierte la
counidad de g si i€ : fig"g,. — fi esun isomorfismo. Con esto podemos enunciar su
siguiente resultado.

Proposicion 1.28. Si g, : & — & preserva coproductos #-indexados, entonces los

siguientes son equivalentes:
1. La adjuncion g, : & — & preserva pedazos.
2. Elfuntor f, : & — & invierte la counidad de g.

3. Hay unisomorfismo natural A . p,g, — fi tal que el siguiente diagrama conmuta

* g
fig*e. —= D8,

fié l/l
h

Ademdas en este caso p, invierte la unidad de g.

Finalmente el resultado principal en este contexto es el siguiente (ver proposicion
8.6 en [28]).

Teorema 1.29. Sig: F — & preserva pedazos entonces g, . F — & preserva (y refleja)

objetos débilmente Kan.



Capitulo 2

Precohesion

Para encontrar quiénes son los objetos débilmente Kan en categorias de pregavillas
empezamos dando una caracterizacion en general y luego la usaremos en los distintos

ejemplos.

2.1 Pregavillas

Para encontrar los objetos débilmente Kan de una categoria de pregavillas sobre
seS X ) -
[ Les(piX), ver [30, pag. 544]. Aunque la demostracién de esa afirmacion s6lo consta

conjuntos notamos que el morfismo de continuidad es de la forma p,(J |

de algunos calculos sencillos, por completud se describen aqui dichos calculos.

Sea C una categoria tal que el morfismo canénico p : Ccon®” > Cones preco-
hesivoyseay : C — Con®” el funtor de Yoneda.

Si X € Con®” y S € Con, entonces definimos 7 : X7 — [ I X en la compo-

nente C de la siguiente manera

Nat(p*S X yC, X) i [IsxcC

ag
(p*S X yC = X) ——— (0c(5,1¢0)) s
Lema 2.1. 7 es natural.

Demostracion. Seac: C — C’y consideramos el siguiente diagrama

23
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Nat(p*S x yC',X) —< [[sXC’

l l

Nat(p*S X yC,X) —— [[4XC
para demostrar este diagrama conmuta basta ver que
(001 Xye)o(s,1¢)),cg = (Xeocr(s,1¢1)) -
Notemos primero que

lsxc*

Sx C(C,C) <=5 sxc(C, ) —<— xC

(s,1¢) | (s,c) oc(s,c)

y luego por la naturalidad de o tenemos oc(s,c) = Ecocr (s, 1¢r). Por lo tanto, 7 es

natural. O

Ahora definimos p : [[¢X — XP*Senla componente C de la siguiente forma.
Dado (xg),es € [ [ XC la transformacion natural po(xg)seg = 0y en la componente
A estéd definida como

(ox)a

Sx C(A,C) —=4, xA
(s, f) ——— Xf(xy)

Como X es un funtor contravariante, es facil ver que o, : p*SXyC — Xes natural.
Asi, p estd bien definida.

Lema 2.2. p es natural.

Demostraciéon. Dadac: C — C’ hay que demostrar que 0,y = oy o c*. Por de-
finicion tenemos (Xc(ys5))4 (s, f) = X f(Xc(ys)). Ademas, tenemos (o, o yc) (s, f) =
X(cf)(ys). Asi, p es natural. O

Finalmente hay que demostrar que las composiciones de 7 y p son identidades.
Primero se considera la composiciéon

Tc

[TsXC £ Nat(p*S x yC,X)

[IsxcC

(Xs)ses | Ox ! ((GX)C(S’ 1C)>ses
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Por definicion tenemos (oy) (S, 1¢) = X1c(xg) = x. Asi, ¢ o pc = 1. Para la otra
composicion consideramos

Nat(p*S X yC,X) —<—s [IsxcC — P, Nat(p*s x yC,X)
g (0c(5:1¢))ses " Toc(siio)

Paraver que oy = (0 (s,1)) , tomamos unaflecha f : A — C. Asi, por definicién,
(Ooc(s,10)) 4 (85 ) = Xfoc(s,1¢) y por la naturalidad de o aplicada a f se tiene el
siguiente diagrama conmutativo

Sx C(C,C) - XxC

| |

SxC(A,C) -2 xA

el cual muestra que X foc(s, 1) = a4 (s, f). Por lo tanto, pc o 7o = 1.
Ademas, este isomorfismo esta relacionado con el morfismo del axioma de conti-
nuidad, ya que la evaluacion ev : p*S xXP"S 5 Xenla componente C es la siguiente

funcién
S x Nat(p*S X yC,X) ——— XC

(5,0) —— 0c(s,1¢)

es decir, el isomorfismo 7 : XP'S — ][5 X esta inducido por la propiedad universal
del producto e instancias de la evaluacion, o bien, la evaluacion estd inducida por las
proyecciones y .

Ahora, la funcién p,(ev) es de la forma

) . p*S .
pilev): Sxlim (xPS¢) — lim__ (XO).
Por lo anterior esta funcion se puede escribir de la siguiente manera
pi(ev): Sxlim (TIsxC) — lim _ (XC).
Por lo que est4 inducida por proyecciones, es decir, por funciones de la forma
Sx [[¢XC =< xC

(S: (xs)seS) — X
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que no solo es la proyeccion dada por el elemento de S en la primer entrada, sino
que también es la evaluacién compuesta con el isomorfismo 7 de arriba. Con esto
concluimos que el morfismo del axioma de continuidad es la funcién
. . S

lim [[(XC —— (hm XC)

—>CeC —CeC
que a una clase (x),cg la manda a la funcién f: S — li_r)ncec XC definida mediante
la asignacién s — X,.

Finalmente, si H_r)nCec T1XC ][ li_r)nX C, el morfismo del axioma continuidad
manda a (xg alafunciéon f: S —» lim ___XC dada por s — X, que es claramente
( s)seS f —ceC p 524
un isomorfismo. En la otra direccion, si el morfismo del axioma de continuidad fuera
un isomorfismo, entonces lim . [[XC = [[lim XC.
—>CeC —

Lo anterior es la demostracion del siguiente resultado.

Proposicion 2.3. Un objeto X € Con®” es débilmente Kan si y s6lo si para todo

S € Con hay un isomorfismo

lim (HXC) = (H_I’)HXC)S =11 (h_r)nXC).

cec\ S cecC S \ceC

Ademas, tenemos las siguientes equivalencias de ser débilmente Kan.
Teorema 2.4. Sea X € Con®", entonces los siguientes son equivalentes:
1. X es débilmente Kan.

2. El morfismo candnico 11_r)ncEc [IsxC - T h_r)nXC es un isomorfismo para
todo S € Con.

3. El morfismo candnico lim XC =~ lim X C es un isomorfismo.
i lim___TTy, XC = [T lim fi

4. Existe M € N tal que si x =y (en p,X) entonces existe una trayectoria de longitud

< M que conecta a x con y.
5. El morfismo canénico py(XP"N) = (p,X)N es un isomorfismo.

Demostracion. La equivalencia de 1y 2 ya fue hecha arriba. Notando que en esa
prueba el conjunto S esta fijo se tiene la equivalencia de 3y 5. La implicacién de 2 a 3
es clara.
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Veamos que 3 implica 4. Si para cada n € N existen X,,y,, € p,E tales que
son conectables y toda trayectoria que los conecta es de longitud mayor o igual a n,

entonces es claro que (X,,),.en = Pndnen Y Qe (Xp)neny F Wnnen- Esto significa
que el morfismo en 3 no es inyectivo.

Finalmente, veamos que 4 implica 2. Como Con satisface el axioma de eleccién,
entonces el morfismo en 2 es suprayectivo (en este caso la suprayectividad también es
clara de la definicion). Para ver que es inyectivo supongamos que (Xy);cs = (Vs)ses-
Asi, xg =y, paratoda s € S. De esta forma x; estd conectado con y, por medio de una
trayectoria de longitud < M. Repitiendo elementos de la sucesiéon que conecta a x;
con yq, podemos suponer que la trayectoria que los conecta es de longitud exactamente

M. Por lo que tenemos

(xs)seS (xs )sesal O'M(xs ses = = () seS

es decir, (Xg)ges = (Vs)ses- -

También es posible encontrar una descripcion, similar a la del teorema anterior,
en una situacion mas general. Por ejemplo, si p: & — . es precohesivo y & tiene un
conector 0,1: 1 — I, entonces un objeto X € & es débilmente Kan si el diagrama

0
p.(X) —>—’ p.X —2— pX

es un igualador potenciable (ver [28, Lema 5.2]). En general, un diagrama como el
de (2.1) es potenciable

_f, q A % AT a4
Ee_l)D—>Q (2.1) E ?D — Q (2.2)
si el diagrama en (2.2) es un coigualador para cualqliier objeto A, ver definicién 5.1
en [28]. Ademas, si el topos .# es Con, entonces el Lema 5.3 en [28] muestra algunas
otras equivalencias ser débilmente Kan. En dicho lema puede observarse la misma
equivalencia acerca de “distancias acotadas” que aparece en el inciso 4 del teorema
anterior.

Finalmente, podemos hacer una demostracion del teorema 1.23 usando el teorema

anterior.

Demostracion del teorema 1.23. Sea X € Gav(C,J) y supongamos que X = y en
piX. Como estamos suponiendo que C tiene un intervalo abstracto, en particular
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es un conector. Asi, por los comentarios antes del teorema 1.23 podemos suponer
que Xy y son de la forma x € X1y y € X1, respectivamente (para conectar puntos
arbitrarios con elementos de X1 se necesitan trayectorias de longitud 1, es decir, un
solo cospan). La igualdad de las clases significa que hay una trayectoria que conecta a
X con y. Como vimos antes del teorema 1.23 podemos suponer que estdn conectados
por una trayectoria combinatoria como en la ecuacion (1.8).

Luego usando que C tiene un intervalo abstracto y la topologia J es compatible
con él podemos reducir la trayectoria combinatoria anterior a una de longitud 1, como
en la ecuacion (1.9). De esta manera la trayectoria que conectaa x € X1 cony € X1
es de longitud 1y asi la conexion entre X y y es de longitud a lo mas 3. Por lo tanto,
por el teorema 2.4, concluimos que X es débilmente Kan y asi Gav(C, J) es cohesivo
sobre Con. O

2.2 Graficas Reflexivas

La categoria de digraficas reflexivas (o simplemente graficas) se obtiene al truncar la
categoria simplicial A en 1, es decir, GraR = ConA(l)p. Como A, tiene objeto termi-
nal y todo objeto tiene un punto, entonces hay una situacion precohesiva candnica
p: GraR — Con (ver [30, Proposicion 4.1]). Ademas, si recordamos que si tenemos
una grafica G € GraR y una trayectoria de la forma [0] — [1] < [0] en A; entonces
al aplicar G a esta trayectoria obtenemos una arista en el sentido usual. Asi, las
trayectorias por medio de copalmos se traducen a trayectorias comunes entre vértices.
Por lo tanto, por el inciso 4 del Teorema 2.4, tenemos que una grafica es débilmente
Kan si y solo si tiene didmetro finito, es decir, existe M € N tal que cualesquiera dos
vértices estan conectados por una trayectoria de longitud a lo mas M.

Como haremos algunas observaciones acerca de la exponencial en kGraR vale la
pena mencionar que si estas exponenciales existen, entonces coinciden con las de
GraR ya que

kGraR(y[0], G) = kGraR(y[0] X H, G) = GraR(y[0] x H, G) = GraR(H, G)

y lo mismo para aristas.

Con esta caracterizaciéon de objetos débilmente Kan es facil encontrar propiedades
de la categoria kGraR. Por ejemplo, dicha categoria es cerrada bajo coproductos. Otra
propiedad es que no es cartesiana cerrada. Para esto basta tomar H la grafica:



2.2. Grdficas Reflexivas 29
1—— 2
0

Como es finita, es débilmente Kan. Ademads se considera la siguiente grafica G de
didmetro 2

21 22

De esta forma tanto G como H son débilmente Kan. Ahora se consideran los vértices
en G, es decir, los morfismos f, : H — G definidos como f,(i) = ni, donde i = 1,2
y f,(0) = 0. Es facil ver que tenemos una trayectoria en G de la forma:

Jo h L

Notemos que si g : H — G es el morfismo constante 0, entonces no hay aristas de
la forma f,, — gnidelaformag — f,,. Esto se debe a que en H no hay aristas de la
forma nl — 0 ni de la forma 0 — n2. Ademads, si se consideran trayectorias en H de

nl a ml que no pasen por 0, es facil ver que las mas cortas son de la forma:

nl — (n+1)1 ml.

Lo mismo sucede con trayectorias de n2 a m2 que no pasen por 0. Por ultimo hay que
notar que toda trayectoria en G que conecta a f,, con f,, define una trayectoria en H
que conecta a nl con m1 que no pasa por 0, por lo que debe tener longitud al menos
m — n. De esta forma los f, definen una trayectoria infinita en G,

Con esto se concluye que en general kGraR no es cartesiana cerrada, en cuyo
caso no puede ser un modelo de cohesion.
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2.3 Preservacion de objetos débilmente Kan

Antes de dar una caracterizacion de objetos débilmente Kan en otras categorias
haremos una observacion en general. Dicha observacion es resultado de analizar la
situacién en conjuntos simpliciales y bipuntuados.

Consideremos topos y morfismos geométricos de tal forma que el siguiente sea

un diagrama conmutativo

es decir, f, = p.g. v f* = g"p*. En el contexto de cohesion axiomatica se asumira
que fi : F—> Lyp : &— & hacen conmutar al siguiente diagrama

k

F & g

k lp! (2.3)

S

De la misma forma que en la seccion 2 de [28], dado un funtor F: C — D que
preserva productos finitos hay un morfismo de comparacién xp : F(AB) — FAI'B

que se obtiene transponiendo el morfismo

F(ABYx FB —2 F(AB x B) =%, Fa.

Si G: D — A es otro funtor que preserva productos finitos, entonces el siguiente
diagrama conmuta

G(xF) G(FAFB)

KG
KGF l

GFAGFB

GF(AB) —5

En particular, cuando f: & - £ yp: & — & son precohesivosy g: F — &esun

morfismo geométrico se tiene que el siguiente diagrama conmuta

PP = fig(xPS) T [P — figx!S)

. [

p XPP*S fig*x 8PS fig xS




2.3. Preservacion de objetos débilmente Kan 31

para cualesquieraX € &y S € #. Con esto es facil ver que si f,(x¢) es un isomorfismo,
entonces X € & es débilmente Kan si y sélo si g*X € F es débilmente Kan. Asi, los
ejemplos mostraran que la descripciéon de objetos débilmente Kan en el topos & puede
ser trasladado al topos mds simple &. En resumen, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.5. Consideramos el siguiente diagrama conmutativo de topos y morfismos

geométricos

&

e

S

F

g
_
N

Si p* y f* tienen adjuntos izquierdos, denotados f, y p, respectivamente, que satisfacen
fig* = p* y fi(xg) es un isomorfismo, entonces X € & es débilmente Kan si y solo si
g*X € Fes débilmente Kan.

En el caso de pregavillas es posible empezar con un funtor F: C — D. Este induce

un morfismo geométrico que hace conmutar al siguiente diagrama

op 14 op
¥ =, Con”

N

donde g* = F*y, en este caso, g* tiene adjuntos derecho e izquierdo dados por las

Con

extensiones de Kan, Ian - g* -+ Dan. Ademas, los morfismos py f estin dados
de forma canonica, es decir, son una cadena de funtores adjuntos p, 4 p* - p, y
fi 4 f* 4 f. definidos mediante colimite, constante y limite respectivamente. Es
facil ver que el siguiente diagrama conmuta

op g op
' 2> Con”

f*\ L,* (2.4)

Con

Con

ya que tanto f* como g*p* son constantes.

Lema 2.6. Si F: C — D satisface que para cada D € D la categoria F/D es conexa,

entonces fig* = p.
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Demostracion. Se demostrara laigualdad de los adjuntos derechos, es decir, Danf™* =
p*. Dado S € Con se evalua Danf*S de la siguiente manera
Danf*S(D) = lim S = S™E/D) =g
(—
FC-D
y claramente p*(D) = S. Es facil ver que Danf*S manda a cualquier flecha a la
identidad en S, por lo que Danf* = p*. O

Con este lema es posible aplicar el teorema 2.5 para encontrar un refinamiento de
las condiciones para que g* preserve objetos débilmente Kan en el caso de pregavillas.

Corolario 2.7. Sea F: C — D un funtor tal que para cada D € D la categoria F/D es

conexa, de manera que el diagrama de topos y morfismos geométricos inducido

op 8 op
¢ 2 Con®

L

op (e . ‘ . op
conmuta. Entonces, X € ConP" es débilmente Kan si y solo si g*X € Con® " es

Con

débilmente Kan.

Demostracion. Porel teorema 2.5 es suficiente mostrar que fj(xg) es un isomorfismo.
En este caso mostraremos que, de hecho, Kg €S isomorfismo.

En la seccion 2.1 vimos que XP"S es isomorfo al producto [ [¢ X'y que el isomor-
fismo estd inducido por la evaluacién y proyecciones, o bien, por un morfismo de
comparacion y proyecciones. Ademas, sabemos que g* tiene adjunto izquierdo dado
por la extension de Kan Ian : Con®” - Con®”, por lo que g* preserva productos.
Con esto tenemos los siguientes isomorfismos

g XP S x g* I;IX = E[g*S ~ g* X8 PS,

P . . op 1.
Asi, x,, es isomorfismo con lo que podemos concluir que X € Con® " es débilmente

g
Kansiysélosig*X € Con®” es débilmente Kan. O

2.4 Conjuntos simpliciales

Para dar una caracterizacion de objetos débilmente Kan en conjuntos simpliciales
basta ver que la inclusién i : A; — A satisface que para cualquier simplejo [n] la

categoria i/[n] es conexa.
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Notemos que un objeto de i/[n] de la forma [1] — [n] estd conectado a un punto,
por ejemplo su valor en cero, como lo muestra el siguiente diagrama

[1]
oy
[1] o [0]
o»—»x %

l->m [l’l]

donde k < m. Por lo tanto, para mostrar que i/[n] es conexa es suficiente mostrar que
cualesquiera dos puntos estan conectados en la categoria i/[n]. Sean k: [0] — [n] «
[0] : my supongamos que k < m. El siguiente diagrama conmutativo

S

0] [0
1-»m
T
(]

muestra que es posible conectar los puntos k' y m en i/[n], por lo que esta categoria es

[ |

conexa.
. .z . . AOP AOP

Lainclusiéni: A; - A induce al funtor truncar en [1], tr: Con®  — Con“1 ,

que tiene adjuntos derecho e izquierdo llamados coesqueleto y esqueleto respecti-

op op . .

vamente y se denotan coes,es : Con®’ — Con® ", ver [4]. Como tr tiene adjunto

N . . op op

izquierdo, entonces preserva limites. Asi, el funtor coes: Con®" — Con®1 es

un morfismo geométrico. Como A y A; tienen objeto terminal y todo objeto tiene

L s . op
un punto, entonces hay morfismos geométricos precohesivos p : Con® " — Cony
AP . . .. .
q: Con™1 — Con, es decir, podemos considerar el siguiente diagrama de topos y

morfismos geométricos

Dado S € Con se tiene que tanto p*S como q*S son funtores constantes S, por
lo que tr(p*S) = ¢*S, como en la ecuacion (2.4). Por lo tanto, el diagrama anterior

conmuta y por el corolario 2.7 se concluye el siguiente resultado.
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Teorema 2.8. Un conjunto simplicial X € Con®” es débilmente Kan si y solo si su

grdfica subyacente tr(X) es débilmente Kan, o bien, siy sélo si tr(X) tiene didmetro finito.

Elteorema anterior se pudo deducir usando el mismo argumento que en el ejemplo
de gréficas. De hecho, originalmente habiamos hecho asi cada uno de los ejemplos.
Sin embargo, como el mismo argumento funcioné para todos nuestros ejemplos,
entonces escribimos los resultados generales para presentarlos como lo hemos hecho.

Finalmente, se demostrara que la exponencial de conjuntos simpliciales débil-
mente Kan no siempre es débilmente Kan. Para demostrar esto es necesario ver que

coesqueleto preserva exponenciales.
op
Lema 2.9. SiX,Y € Con®1 entonces coes(XY) = coes (X)),

Demostracién. Sea Z € Con®”. Como coes es fiel y pleno entonces la counidad
tr(coes(Y)) — Y es un isomorfismo (véase [4, seccion 3]). Por lo que se puede
considerar la siguiente cadena de isomorfismos:

Z —— coes (X)c0s(Y)

Z x coes(Y) —— coes(X)

tr(Z x coes(Y)) — X

tr(Z) x tr(coes(Y)) —— X

tr(Z) XY —— X

tr(Z) —— XY

Z — coes(XY)

que muestran que coesqueleto preserva exponenciales. O

Para demostrar que kCon®” no es cartesiana cerrada se toman las graficas Gy H
de la seccion 2.2. De esta forma tenemos los conjuntos simpliciales coes(G) y coes(H)
estan en kCon®”. Por el lema anterior se tiene el isomorfismo coes(G)c0estH)
coes(GH). Por el teorema 2.8 este tltimo es débilmente Kan si su gréafica subyacente
tr(coes(GH)) tiene didmetro finito y esta tltima es isomorfa a GH que no tiene dia-
metro finito. Por lo tanto coes(G)®*™) no es débilmente Kan y asi kCon®” no es

cartesiana cerrada.
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2.5 Conjuntos bipuntuados

Sea A la categoria bipuntuada, es decir, sus objetos son de la forma 7z = ({0, ..., n}, 0, n)
con n > 1y sus morfismos f : 7 — m son funciones tales que f(0) =0y f(n) = m.
Es facil ver que 1 es el objeto inicial de A y que en A°? todo objeto tiene un punto,
por lo que existe un morfismo precohesivo canénico p : Con® — Con.

En la categoria A hay exactamente dos morfismos 2 — 1, uno determinado por
1 - 0yelotro por 1 — 1. Esto significa que en A° el objeto 2 tiene dos puntos. Por
lo tanto, al restringir la categoria A en 2 se obtiene la subcategoria A,, que es de la
forma:

De la misma manera que en conjuntos simpliciales, se puede truncar un conjunto bi-
puntuado en 2, es decir, hay un funtor tr : Con® — Con”? inducido por la inclusion,
donde Con®? es la categoria GraR. De esta forma, también tenemos un morfismo

geométrico Dan : Con®? — Con® que hace conmutar al siguiente diagrama

Dan
Con?2z =%, Con?

.

Para encontrar los objetos débilmente Kan en conjuntos bipuntuados se hace lo
mismo que en conjuntos simpliciales, es decir, veremos que la inclusiéoni: A, - A
satisface que para cualquier 7 € AP, la categoria i/7 es conexa. Para esto basta notar
que cualquier morfismo 2 — 7 estd conectado con 1 — 7 por medio del siguiente
diagrama

2
zm/ | \Mi

1~0

LA

n

Por lo tanto, por el corolario 2.7 un conjunto bipuntuado X € Con® es débilmente

Kan si y s6lo si su grafica subyacente tr(X) € Con®? tiene diametro finito.
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2.6 Gaetay Zariski

Un ejemplo que esperamos sea un modelo de cohesidn es el topos de Zariski. Este
topos es importante, por ejemplo, en geometria algebraica con el trabajo de Grothen-
dieck o las versiones suaves de este mismo para geometria diferencial. Por estasy
mads razones es un topos que nos gustaria que fuera cohesivo sobre conjuntos. En esta
seccion veremos coOmo mostrar que si es precohesivo sobre conjuntos, pero hemos
fallado en la demostracion o refutacién del axioma de continuidad.

Empezaremos recordando lo que usaremos de categorias extensivas que necesi-
tamos para el contenido de esta seccion. Para ver més acerca de estas categorias se
puede consultar [3] o [33].

Una categoria C es extensiva si tiene coproductos finitosy si{X; | i =1, ...,n}y
{A; |i=1,...,n}son familias de objetos en C, entonces los diagramas

X, —— Z

|

son productos fibrados si y sélo si (X; — Z) es un coproducto.

Ademas, recordemos que los coproductos en una categoria extensiva son ajenos,
es decir, el producto fibrado de A — A + B « Bes el objeto inicial. Esto se debe a
que 0 — B « Bes un coproducto y la conmutatividad del siguiente diagrama

ip

B

T

— A+ B +——
A 52}

Dada una categoria extensiva C siempre es posible construir un topos de Gaeta
sobre C mediante la siguiente base para una topologia de Grothendieck: familias

finitas de la forma

estan en Kg(A) si y solo si el morfismo inducido )} A; — A es isomorfismo.

Lema 2.10. Dada una categoria extensiva C, las familias K;(A) forman una base para

una topologia de Grothendieck.
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Demostracion. Es claro que cualquier isomorfismo B — A estd en Kg(A). Sila
familia finita (A; — A) estien K5(A)y g : B - A es un morfismo en C, entonces la
familia de productos fibrados

BXAAl' —— B

L

A — A

satisface )] B X4 A; = B, yaque ), A; = Ay la categoria C es extensiva. Por lo
que (B X4 A; = B) esta en K5(B). Finalmente, si (4; — A) estda en K;(A) y para
cada i suponemos que (4;; — A;) estd en K(A;), entonces se tienen los siguientes

i ] LJ

de esta forma (4;; - A4; — A)i j estd en Kg(A). O

isomorfismos

Con esto podemos tomar Jg la topologia de Grothendieck generada por K. Si C
es una categoria extensiva, el topos de Gaeta sobre C es el topos Ga(C) = Gav(C, Jz).
Como los coproductos en una categoria extensiva son ajenos, es posible dar una
caracterizacion de las gavillas con la topologia Jg.

Proposicion 2.11. Sea C una categoria extensiva. Una pregavilla F: C°? — Con es

una gavilla para la topologia J; siy sélo si F preserva productos finitos.

Demostracién. Supongamos que F es una gavillay que A4, ..., A,, € C. Tomamos
A = A; + - + A, en C, es decir, A es un producto finito en C°P? y veamos que
FA = [] FA;. Como F es una gavilla, el diagrama

p
FA —— JIFA; ——= TIF(A; X4 4)) (2.5)
q

es un igualador. Como C es extensiva, los coproductos son ajenos y asi A; X4 4; = 0.
De nuevo usando que F es gavilla tenemos que F(0) = {«}, por lo que el digrama (2.5)
es de la forma

p
FA —— J[FA; — {*}.
q
Por lo tanto, p = q y entonces e es un isomorfismo.

Supongamos que F preserva productos finitosysea A =~ A, +---+A,, el opuesto de

una familia cubriente. Por hipétesis tenemos un isomorfismo FA = FA; X --- X FA,,.
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Dada una familia compatible {x; € FA; | 1 < i < n}tomamos x € FA tal que el

isomorfismo anterior cumple x - (x, ..., X,). De esta forma tenemos:
I~ T
FA —— FA, X --- x FA, —— FA;
X ——— (X1, ..., Xp) —— X;

Lo cual implica que x es una amalgama para la familia compatible. Ademads,siy € FA
es otra amalgama entonces, al tener las mismas restricciones que x, tiene asignado
mismo elemeneto (xy, ..., X,) en el producto. Como la primer flecha del diagrama

anterior es un isomorfismo, entonces x = y. Por lo que F es una gavilla. O

Ahora consideramos la categoria A = (k — Alg) ., de k-algebras conmutativas

finitamente generadas, donde k es un campo algebraicamente cerrado.
Lema 2.12. A es extensiva.

La demostracion de este lema es extensa y como tal demostracion no es fundamen-
tal para el ejemplo sélo citamos [33], de donde se puede extraer una demostracion
usando la proposicion 7.1.2 y el teorema 7.1.30.

Con esto podemos podemos considerar el topos Ga(A°?). Ahora, un algebra es
indescomponible si no se puede expresar como producto de 4lgebras. Lo siguiente es
ver que si tomamos Indes(A), la subcategoria plena de A cuyos objetos son algebras
indescomponibles, entonces Ga(A°?) es equivalente a Con™®)  para obtener esta
equivalencia, veremos que toda A € A se descompone como un producto finito de
algebras indescomponibles. Esto ultimo es equivalente a demostrar la existencia de un
conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos, es decir, idempotentes

e, ..., e, € Atales que:
1.1=e; +-+ey,
2. sii# jentoncese;e; =0,
3. sie; = ¢; + ¢ entonces ¢; = ¢; 0 ¢; = €.

El procedimiento para encontrar la existencia de un conjunto completo de idem-
potentes ortogonales y primitivos nos la sugiri6 Johnstone en una conversacion.

Escribimos a continuacién los detalles de esta idea.
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Como puede verse en [2] o en [10] si R es un anillo conmutativo con 1, entonces

Idem(R) = {e € R | €* = e} es un 4lgebra de Boole con las operaciones

el A 62 = 6162,
el V62 == el + 32 - 6182,

—e=1—e.

Como toda k-algebra finitamente presentada es noetheriana, basta ver que si R es
noetheriano entonces el dlgebra de Boole Idem(R) es finita.

Supongamos que R es un anillo conmutativo con 1 y noetheriano.
Lema 2.13. Las cadenas ascendentes en Idem(R) son finitas.

Demostracion. Sean e, f € Idem(R) y supongamos que e < f, es decir,e A f = e.
Como el infimo del dlgebra Idem(R) es el producto, entonces e estd en el ideal generado
por f, es decir, e € (f). Con esto concluimos (e) C (f). De esta forma toda cadena
ascendente en Idem(R) define una cadena ascendente de ideales en R. Como R
es noetheriano, las cadenas ascendentes de ideales son finitas, lo cual implica el
resultado. O

Corolario 2.14. Las cadenas descendentes en Idem(R) son finitas.

Demostracion. Basta notar que si e < f entonces = f < —e. Por lo tanto, al tomar
complementos, toda cadena descendente define una cadena ascendente y por el lema
anterior debe ser finita. O]

Corolario 2.15. Idem(R) es un dlgebra de Boole atémica.

Demostracion. Supongamos que no es atdmica, entonces existe e € Idem(R) que
no tiene dtomos menores o iguales a él. Con esto es posible definir una cadena
descendente infinita

e>e e > -

definiendo e,,,; como un elemento no cero mas chico que e,,. Lo cual es una contra-
diccidn. O

Corolario 2.16. Idem(R) es finita.
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Demostracion. Basta ver hay una cantidad finita de 4tomos en Idem(R). Suponga-
mos que {e,, | n € N} son dtomos, entonces definimos la siguiente cadena ascendente
infinita:

o S(eVve)s(epVve Ve s ..

de donde podemos concluir que Idem(R) tiene un conjunto finito de a&tomos. O

En conclusién, dado R un anillo conmutativo con 1 y noetheriano, el dlgebra de
Boole Idem(R) tiene un conjunto finito de 4&tomos, digamos e;, ..., e,,. Notemos que

estos idempotentes satisfacen las siguientes propiedades:
1. Sii # jentoncese; A e =0,es decir, eje; =0,
2. e, V...Ve, =1,estaigualdad se traduceae; + - +¢, = 1.
3. Sifi, f, € Idem(R) son tales que e; = f; V f,, entonces f; =¢; 0 f, = e;.

Con lo anterior podemos concluir que, como toda dlgebra A € A es noetheriana,
entonces se puede descomponer como un producto finito de dlgebras indescomponi-
bles. Siey, ..., e, € A es un conjunto completo de indescomponibles ortogonales y
primitivos, entonces

AxeAX - XeA (2.6)

Con esta descomposicion podemos definir funtores F : Ga(A°?) — Con'™des®) y

G : Con™®) _, Ga(A%) como sigue: FX = X lndesa) Y GY(A) = YA} X - X YA,
donde A @ A; X --- X A,, con A; indescomponible para toda i. Es facil ver que estos
funtores definen una equivalencia de categorias.

La diferencia entre A e Indes(A) es que la segunda no tiene al dlgebra trivial, donde
0 = 1, mas aun Indes(A) consta de 4lgebras con exactamente dos idempotentes, de
esta manera la categoria Indes(A)°? tiene objeto terminal y toda algebra tiene un

Indes(A) — Con. Por la

punto. Por lo tanto hay un morfismo precohesivo p: Con
equivalencia anterior, p induce un morfismo precohesivo q : Ga(A°?) — Con.
La topologia de Zariski esta dada por una base de la siguiente manera (ver [25]).

Dada un élgebraA € Ayay,...,a, € Aeldual de la familia
{A->Alg'l11<i<n}

cubreaAsil € (ay, ..., a,). Nopodemos usar esta topologia en la categoria Indes(A)
ya que es posible que A[ai_l] no sea indescomponible. Para restringir la topologia es
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necesario descomponer cada A[ai‘l] como un producto de indescomponibles:

Ala;' ] = Ay X -+ X Ay,

1

Asi, la topologia de Zariski en Indes(A) tiene como base la funcién K, que a cada

algebra indescomponible A le asigna el dual de familias de la forma
{A->Alg]'] > A;j11<i<n 1<j<n} 2.7)

Por la descomposicion en (2.6) sabemos que A;; = ¢; jA[ai‘l], donde ¢;y, ..., €y, €
A[ai‘l] es un conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos. De nuevo,
dicha familia es cubriente si 1 € (a;, ..., a,).

Es claro que la familia id : A — A cubre a A, por lo que la funcién K, satisface el

primer axioma de base para una topologia de Grothendieck.
Lema 2.17. La funcién K, satisface el axioma de transitividad.

Demostracion. Supongamos que {A — A[ai‘l] - A;|1<i<nl<j<n
cubre a A y que para cada i, j hay una familia {4;; — Aij[blzl] - Ajj |12k <
m, 1 <r < m;} que cubre a 4;;. Como 1 € (b;, ..., b,,) en 4;; = el-jA[al.‘l], entonces

el-j = el-joclbl + -+ eijccmbm
=e;j(arby + - + ayby)

Como esto es cierto para cada i, jy 1 = e; + -+ + ¢;,, en A[ai‘l], entonces sumando
la ecuacion anterior sobre todas las 1 < j < n; se obtiene que {A;; — 4; j[bgl] -
Ajjr |1 <k <m, 1 <r < m} “cubre” a cada A[ai‘l]. Con esto se puede continuar

como en [25, pag. 120] para obtener el resultado que queremos. O

Antes de demostrar estabilidad necesitamos hacer una observacion. Supongamos
que g: A — Bes un morfismo de k-dlgebras y que fi, ..., f,, € B es un conjunto
completo de idempotentes ortogonales y primitivos. Dado un idempotente e € A se
tiene que g(e) € B es un idempotente. Como {fi, ..., f,} es el conjunto de dtomos del
algebra de Boole de idempotentes de B, entonces existe i tal que f; < g(e) y por tanto
fig(e) = f;. Con esto definimos §: eA — f;Bcomo ea — f;(g(e)g(a)) = fig(a). Como
g es un morfismo entonces g es un morfismo, adema4s el siguiente diagrama

AL)B

[
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conmuta, donde las flechas verticales son proyecciones.
Con esto demostraremos la version de estabilidad para categorias que no tienen
productos fibrados (ver [25, ejercicio III-3]).

Lema 2.18. La funcion K satisface el axioma de estabilidad.

Demostracion. Supongamos que g: A — B es un morfismo de k-algebras y que
tenemos el dual de una familia cubriente como en (2.7), con e;y, ..., €;,, € A[ai_l] un
conjunto completo de idempotentes ortogonales y primitivos. Como 1 € (ay, ..., a,)
en A entonces 1 € (g(a;), ..., g(a,)) en B. Asi,

{B — Blg(a;)™'] > fiBlga)™'111<i<n 1<k<m

es el dual de una familia cubriente, donde f, ..., fim, € B[g(a;)"!] es un conjunto
completo de idempotentes ortogonales y primitivos. Ademaés es facil ver que hay un
morfismo g’ : A[ai‘l] — B[g(a;)™'] que hace conmutar al diagrama

A—=L B

l l

Ala7"]) — Blg(@)™]

Dado f; € B[g(a;)"!] podemos tomar un idempotente ejj € Ala;'] tal que, en el
algebra de Boole de idempotentes, fix < g(e;;). De esta manera tenemos la conmuta-
tividad del siguiente diagrama

!

] — eAla;"]

T

B — Blg(a)™] — fuBlglap™']

Lo cual muestra que se satisface el axioma de estabilidad. O

Ahora tenemos un sitio (Indes(A), K). Es facil ver que Indes(A) es una categoria
con objeto terminal y en donde todo objeto tiene un punto. Ademas, el sitio es conexo
y localmente conexo por lo que, por los resultados en la seccion 1 de [8], tenemos que
hay un morfismo precohesivo p : Gav(Indes(A),K;) — Con.

No fue posible encontrar una caracterizacion de los objetos débilmente Kan en el
topos de Zariski, Gav(Indes(A), K,), por lo que tampoco pudimos determinar si este
es otro modelo de cohesion.



Capitulo 3

Cohesion

Un ejemplo simple de un modelo de cohesion consiste en tomar la categoria 2 dada
por !: 0 — 1. Veremos una restricciéon del topos Con?” que satisface el axioma de
continuidad. Aunque la restriccion no sera un topos, veremos que es una categoria
extensiva y cartesiana cerrada, por lo que serd un modelo de cohesion.

Aunque no es cierto que todo objeto de 2 tiene un punto, existe una cadena de
adjuntos p, 4 p* -4 p, - p'. El funtor discreto A : Con — Con?” siempre tiene
adjuntos derecho e izquierdo, dados por limite y colimite respectivamente. Como
la categoria 2 tiene objetos terminal e inicial, limite es lo mismo que evaluar en 1
y colimite es evaluar en 0. Por lo que sélo falta ver que 0L (para recordar la
definicién de este funtor ver (1.4)) es adjunto derecho de ev;.

Por un lado, dados F € Con?”, S € Cony f: F1 — S, se define una transforma-

cion natural F — 5217 con la siguiente informacion:

FO —— {x}

I

F1 —— S

Por otro lado, sit: F — 5217 eg una transformacion natural se toma la fun-
cion t; : F1 — S. Ademas es facil ver que lo anterior define una biyeccion natural
Con?” (F, $*7)) = Con(F1, S), por lo que hay una adjuncién ev, - O*%7). Asi,
hay una cadena de cuatro funtores adjuntos.

Como 2 tiene un objeto sin puntos, entonces el morfismo p : Con?” - Con no

satisface el Nullstellensatz. Sin embargo, como veremos a continuacion, satisface el

43
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axioma de continuidad. En este caso el morfismo del axioma de continuidad es la

siguiente funcion:

Con®*”(AS x 2(—,0), F) —— FOS

T SLFO

donde f(s) = 1y(s). Es facil ver que su inversa es la funcién queacada f: S — FOla
manda a la transformacién natural 7: AS X 2(—,0) — F definida como sigue

s -2, F1

|l

S —— FO
f

Ahora consideramos la subcategoria plena de Con2” cuyos objetos son aquellos
que satisfacen el Nullstellensatz, es decir, aquellos X € Con?” para los cuales el mor-
fismo ev; (X) — evy(X) es epimorfismo. En otras palabras, tomamos C la subcategoria

plena de Con?” cuyos objetos satisfacen que X1 — X0 es un epimorfismo.
Observacion 3.1. C tiene productos finitos.

Demostracion. Sean X,Y € C. Se considera el producto X X Y € Con?”. Como
X1 - X0y Y1l — YO son epimorfismos y los limites se calculan puntualmente,
entonces (X X Y)(1) —» (X X Y)(0) es un epimorfismo. Por lo tanto, X x Y € C. [

De forma andloga es facil ver que C tiene coproductos finitos y que estos coinciden
con los de Con?”. Para ver si es cartesiana cerrada primero recordamos co6mo es la
exponencial en Con?”. Dados X,Y € Con®*” ei € {0,1}, el conjunto Y*(i) se define
como Con?” (X X 2(—,i),Y)y si tomamos la flecha!: 0 — 1 entonces la funcién
Y%(1) - Y*(0) se define como sigue: a la transformacién natural r € YX(1) sele

asigna o € Y*(0) definida como la composicion

Xx2(=,1)
_—

X x 2(—,0) Xx2(-1) —>Y

Observacion 3.2. C es cartesiana cerrada.

Demostracion. Se demostrard que la exponencial en C coincide con la de Con?”.
Sean X,Y € Cy consideramos Y* € Con®”. Como Y1 — YO es epimorfismo se

puede considerar una seccién s: YO — Y1. Para mostrar que YX%(1) - YX(0) es
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epimorfismo consideramos o € YX(0) = Con2” (X X 2(—,0),Y). Podemos definir
7 € YX(1) mediante 7, = 0, y 7; como la composicién:

g0 N

X1 X0 YO0 Y1.

Es facil ver que asi definida 7 es natural y que YX(1) — Y*(0) satisface 7 — o, es
decir, YX € C. J

Para tener un modelo de cohesidn, falta ver que C es una categoria extensiva.
Observacion 3.3. C es extensiva.

Demostracion. Al tomar elementos de C ya se satisface que las flechas inducidas
por 0 — 1 son epimorfismos. De esta manera el resultado es una consecuencia del

hecho que toda categoria de pregavillas (mas atin, que todo topos) es extensiva. [J

Finalmente notemos que AS € Cy que S>> e C, por lo que la cadena de
funtores adjuntos se restringe a C. Por lo tanto, tenemos un morfismo p: C — Con
cohesivo.

3.1 Eltopos de funciones unilaterales

En [30] Menni construye un topos cohesivo por medio de un submonoide del monoide
de funciones continuas del intervalo I = [0, 1] en si mismo. En esta seccién obtendre-
mos el submonoide més grande del monoide anterior que induce un topos cohesivo
sobre conjuntos, como en [36]. Ademés veremos que lo mismo sera cierto para ciertos
submonoides de nuestro monoide obteniendo, en particular, que el ejemplo en [30]
es un caso particular de nuestro método.

Aunque muchos resultados se demuestren de forma similar a los analogos en [30]
haremos la demostracion de cada uno de ellos y en algunos casos haremos una de-
mostracion que pensamos es mas simple a las que aparecen en el trabajo mencionado.

La unica dificultad para encontrar estos topos cohesivos es que el submonoide de
funciones continuas satisfaga el axioma de estabilidad con las cubiertas dadas por las
particiones de Menni.

Recordemos que para cada submonoide del monoide de funciones continuas de
I'en si mismo, que contiene a las funciones lineales, se tiene una asignacion K que
manda al tinico objeto I al conjunto KI de familias de la forma

{firI->I|1<i<n}
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donde0 =1, <n < -+ <, =1esunaparticiony f; es la funcién lineal que cumple
fi(0) =r_,y f;(1) = r, ver [30, pag. 562]. Es facil ver que esta asignacién satisface
dos de los axiomas que definen base para una topologia de Grothendieck, pero en
general no satisface el axioma de estabilidad, como noto Isbell (ver [5]) en el caso del
topos de Lawvere.

Definicion 3.4. Sean f: I — I una funcién continuay t € I. Diremos que f es
unilateral en t si existe € > 0 tal que las siguientes funciones no cambian de signo

f=f@®:[tt+elnf0,1] » [-1,1] v f—f(): [t—et]n[0,1] = [-1,1].

Diremos que f es unilateral si es unilateral en cada ¢t € I. Ademads, denotaremos con

Uni(1) al conjunto de funciones unilaterales del intervalo I en si mismo.

Este concepto se puede ver por primera vez en [5], donde Isbell describe las gavillas
del topos de Lawvere (este topos es el generado por monoide de funciones continuas
del intervalo unitario en si mismo) como pregavillas con dos operaciones parciales.
Una de esas operaciones es el levantamiento de una trayectoria . Los levantamientos
se obtienen como la amalgamacion de funciones a que mapean un subintervalo J de
I “ligeramente” en I tal que cada punto interior p € J tiene una vecindad compuesta
por dos intervalos en los cuales oy (x) — oy (p) no cambia de signo.

Enunciamos la definicion anterior usando al intervalo unitario I porque de esta
forma es mas cercano a la idea original de Lawvere y su topos, pero puede ser facil-
mente escrita en términos de intervalos cerrados arbitrarios, f : [a,b] = [c,d]. Con
esta observacion es mads facil dar ejemplos de funciones conocidas que resultan ser
unilaterales. Consideramos las siguientes dos funciones (definiendo su valor en 0

como 0)

T

— xsen (%)

T

— xJsen (5)|

0.5+ 0.5+
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es facil ver que xsen(3) no es unilateral en 0. Por otro lado, la funcién x|sen (3 )|
tiene un minimo local en 0 por lo que es unilateral en ese punto. Ademas, es facil ver
que también es unilateral en cualquier otro punto de (0, 1].

Lema 3.5. Una funcién continua satisface el axioma de estabilidad para la asignacion
K siy solo si es unilateral.

Demostracion. Supongamos que f satisface estabilidad y sea ¢t € I. S6lo haremos
el caso en que f(t) € (0,1) ya que los casos extremos son claros. Consideramos
la particion 0 < f(t) < 1, como f satisface estabilidad entonces hay una particion
0=r1r <n <--<r, =1tal que laimagen de cada intervalo [r;_;, ;] est4 contenida
en [0, f(t)]oen[f(t),1]. Ahoraconsideramosdos casos: t € (r;_;,7) paraalginiytes
algunoder, ..., 1,. En el primer caso basta tomar ¢ > O tal que (t —¢,t+¢€) C (1;_1, 1)
En el segundo caso, si t = 1; entonces la condicion para € es que (t —¢,t) C (h_1,1) Y
que (t,t +¢) C (1,%41). En ambos casos se concluye que f es unilateral.

Ahora supongamos que f es unilateralyque0 =¢t, < t; < .- <t, = 1 esuna
particion de I. Para cada x € I tomamos ¢, > 0 tal que: si f(x) € (fj_;, ;) entonces
f([x —ex, x + ] nI) C (41, ) (tal € existe por la continuidad de f); y si f(x) = ¢
entonces f([x — ey, x +&x]NI) C (1, t41) (usando continuidad y el hecho que f es
unilateral). Con esto tenemos una cubierta abierta | J ver(X — & x + ¢) del compacto I,
por lo que hay una subcubierta finita

IC(x;—¢€,X1+E)U-UXpy — Eps X + Em)s

con el cambio obvio de notacion en las e. Es claro que si f(x;) € (4, , ) entonces la

1’tj
composicion
[xi—Ei,xi'l'Ei] NI —— 1 L) I

se factoriza con la inclusion [¢;_;, ;] < I. Ademas, si f(x;) = {; entonces

[xi—zl-,xi]ﬂl — I L) 1

se factoriza a través de la inclusion [¢_,, ;] < I o a través de la inclusion [, 4] < T,

dependiendo del signo de f — f(t). Andlogamente para el intervalo [x;, x; + ;]. Con
esto es claro que el conjunto de puntos

{0, 1} u{xy, oo, x Uy + €05, X + €43 U X — €, o0, X, — €, N[0, 1]

genera una particion que muestra que f satisface el axioma de estabilidad. O
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Es claro que funciones que satisfacen el axioma de estabilidad son cerradas bajo

composicion, por lo que se tiene el siguiente resultado.
Corolario 3.6. La composicién de funciones unilaterales es una funcion unilateral.

Como la identidad en I es unilateral se puede definir la categoria Uni con un
unico objeto Iy cuyos morfismos son funciones unilaterales.

El lema 3.5 muestra que los endomorfismos unilaterales de I son el monoide de
endomorfismos continuos de I mas grande, que contiene a las funciones lineales,
para el cual la topologia de particiones de Menni es una topologia de Grothendieck.

Sea M un submonoide del monoide de endomorfismos unilaterales de I tal que
M contiene a las funciones lineales. Asi, M determina una subcategoria M de Uni.
Le daremos a M la topologia J de particiones de Menni y por lo anterior obtenemos
un sitio (M, J). Denotamos con .Z al topos Gav(M,J) y veremos que el morfismo
canénico p : # — Con es un modelo de cohesion.

Antes de eso seguiremos con el camino trazado en [30] para construir un sitio
subcandnico para el topos .Z. Primero consideramos la categoria M, cuyos objetos
son intervalos cerrados [a,b] con a < b en R y cuyos morfismos son funciones

f: [a,b] — [c,d] que se pueden construir como composiciones de la forma

[a, b] I 257 [c,d]

donde las flechas sin nombre son funciones linealesy m € M.

Es facil ver que las funciones lineales [a,b] — [c,d] estan en M, que todos
los morfismos de M, son unilaterales, con la extensién obvia de la definiciéon 3.4 a
funciones continuas entre intervalos cerrados, y que M es una subcategoria plena de
M,.

Definicion 3.7. Una M-disecciéon de una funcion continua f : [a,b] — [c,d] es una
familia
{g: 55l = [a,b]l|1<j<n}

tal que fg; € M. Se dice que la funcion f es “M a pedazos” si tiene una M-diseccion.
Proposicion 3.8. Las funciones M a pedazos son cerradas bajo composicion.

Demostracion. Sean f: A —» Byg: B — C funciones M a pedazos. Consideramos
disecciones {f; : [5_1,5] > A |1 < j<n}ty{g: [ti_,ti]] © B|1<i< m}de
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f y g respectivamente. Como ser unilateral es una propiedad local, entonces fy
g son unilaterales. Por un argumento similar al del lema 3.5 hay una particion de
A, digamos xg, ..., X, tal que para cada [ existe un i tal que el siguiente diagrama
conmuta

f|[xl_1,xl]
[x1-1, )] ——— [ti-1,13]

[ [

A——— B

f
Con esto se obtiene una particion {x,, ..., X;} N [_;, %] de cada intervalo [;_;, ;] para

la cual la composicion con g f esta en M. Por lo que hemos obtenido una M-diseccién
de gf. O

Ahora definimos la categoria M de intervalos cerrados [a,b], con a,b € Ry
a < b, y funciones M a pedazos entre ellos. Como todas las funciones involucradas
son unilaterales, es claro que la topologia de particiones de Menni es una topologia
de Grothendieck sobre M, es decir, una base L para esta topologia esta definida como
Lla,a] ={id}ysi a < b, entonces L[a, b] es la familia

{l5_1,5]l > [a,b] |1 < j < n}

determinada por una particiona =1 < --- <r, =b.

No es dificil ver que (M, L) es subcandnico ya que los elementos del representable
M(—, [a, b]) son funciones continuas y las familias cubrientes, o bien elementos de
Lla, b], son cubiertas en el sentido usual.

Ademas, por el lema de comparacion (teorema C.2.2.3 en [9]), tenemos el siguiente
resultado.

Proposicion 3.9. .Z es equivalente a Gav(M, L).
Ahora podemos ver que .Z es cohesivo sobre Con.

Teorema 3.10. Sea M un submonoide de Uni(I, I) tal que M contiene a los endomorfis-

mos lineales. Entonces, 4 es cohesivo sobre Con.

Demostracion. Paracualesquiera x,y € [a, b] hay una tnica funcién lineal f : I —
[a,b] tal que f(0) = xy f(1) = y, es decir, todo objeto en M es conexo por trayectorias
con respecto al objeto I. Por lo tanto, tomando los puntos 0,1 : 1 — I tenemos que [
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es un conector. Ademas, tomando las funciones lineales [, r : I — I definidas como
Ix) = 3yr(x) = XT“, es facil ver (1,0,1,1,r) es un intervalo abstracto. Como la

familia {I, 7} genera la misma criba que la familia

3] [51] =)

es decir, una familia cubriente, entonces la topologia es compatible con el intervalo
abstracto. Asi, por el teorema 1.23, concluimos que . es cohesivo sobre Con. [

La relacion con teoria clasica de gavillas

Ahora seguiremos las ideas de Johnstone en [6] con el objetivo de mostrar que no era
necesario abandonar la filosofia de Lawvere para obtener la mayoria de los resultados
de dicho trabajo.

Primero veremos que una clase suficientemente grande de espacios topologicos
esté incluida en nuestro topos ., por lo que podremos considerar a .# como una
“buena categoria de espacios topologicos”.

Sea Top la categoria de espacios topoldgicos y funciones continuas. Es claro que
hay un funtor fiel Top — .# dado por X ~ (Top(—,X): M° — Con). Hace falta
encontrar una clase de espacios donde este funtor es fiel, es decir, dar una clase donde
la topologia (o bien, las funciones continuas) esté determinada por las trayectorias
continuas.

Lema 3.11. Sea f: X — Yuna funcion entre espacios primero numerables y localmen-
te conexos por trayectorias. Si para cada trayectoria continua y : I — X la composicion

fv es continua, entonces f es continua.

Demostracion. Supongamos que f satisface la hip6tesis y no es continua. Sean x €
Xy Vuna vecindad de f(x) que muestran que f no es continua en el punto x. Como
X es localmente conexo por trayectorias y primero numerable, entonces podemos
construir una base local de x formada por vecindades conexas por trayectorias, {U,, |
n > 1}, tales que si n < m entonces U,, C U,,. Como f no es continua en X, para
cada n > 1 existe x,, € U, tal que f(x,) ¢ V. Como las vecindades U, son conexas
por trayectorias podemos tomar una trayectoria y, : I — U, que conecta a x,, con
X,4+1. Finalmente, definimos una trayectoria y: I — X como y(t) = y,(t)sit €
[1-1,1--L]yy(1) = x. De esta forma fy(1 — %) ¢ Vparatodan > 1. Asi, la

n’ n+1
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sucesion {1 — %} converge a 1 pero al aplicar fy no converge a f(x), contradiciendo

que fy es continua. O

Con esto podemos concluir que el funtor Top — . es fiel y pleno cuando se
restringe a la subcategoria de espacios primero numerables y localmente conexos
por trayectorias. En particular esta categoria contiene a las variedades reales y a los
complejos CW.

Para simplificar la notacién identificamos a X con Top(—, X) como objetos de ./Z.

Siguiendo el lema 9.1 en [6] definiremos un morfismo geométricov: #/X —
Gav(X), donde X es un espacio topoldgico. Primero, v, : #/X — Gav(X) se define
como sigue: dado ¥ : E — Xen ./#/E la pregavilla v, es tal que a cada abierto U C X
lo manda al conjunto de transformaciones naturales ¢ : U — E que hacen conmutar

al siguiente diagrama

U#E
\Xﬁ (3.1)

Lema 3.12. Sean A una categoria y K una base para una topologia de Grothendieck
sobre A, f: C — Duna flechaen A, G € Gav(C,K), {D; — D | j € J} una cubierta de
Dy{C; — C | i € I} la cubierta de C que se obtiene usando estabilidad, es decir, para
cadai € I existe j € J tal que el diagrama

fij
¢, —— D
l l (3.2)
C——D

f

conmuta. Si{y; € GD; | j € J} es una familia compatibley {x; € GC; | i € I} esla
Jfamilia que se obtiene mediante Gf;;: GD; — GC; y para cada i € I existe j € J tal

que x; = y; - f;;, entonces las amalgamas y y x, de las familias anteriores, satisfacen
y-f=x

Demostracion. Por la unicidad de las amalgamas es suficiente ver que para cada
i € I'lasrestriccionesde y - f y x a C; coinciden. Sea i € I, entonces existe j € J tal
que el cuadrado en (3.2) conmuta. Asi, la conmutatividad del diagrama
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GDLGC

L]

afirma que la restriccionde y - fa Cjesy; - fij = x;. Porlotanto y - f = x. O
Lema 3.13. Paracaday : E - Xen J/E, la pregavilla v, es una gavilla sobre X.

Demostracion. Sean U C X un abiertoy U = | J; U; una cubierta abierta. Dada una
familia compatible
{pi: U~ Eliel (33)

queremos definir unaamalgama ¢ : U — E paradicha familia. Tomamos un intervalo
[a,b]y f: [a,b] = Uen Top. De la misma forma que en 3.4 es posible demostrar,
usando que [a, b] es compacto, que existe una particibon a = , < -+ < r, = b tal
que para cada j € {1,...,n} se cumple f := fl[,j_l,rj] N Ul-j para algan ;.
Consideramos la familia

(@, ) € Elal 115 <) (3:4)

Si tomamos una interseccion [5_y, 5] N [5,7,,] (estas son la Unicas intersecciones
relevantes), entonces de las siguientes igualdades fi(5) = fi.1(5)y ¢1j|Uij nU,, =
Pij 11 |Ul-j N Uij+1 (este ultimo es porque (3.3) es una familia compatible) concluimos
que (3.4) es una familia compatible.

Como E es una gavilla, la familia (3.4) tiene una Unica amalgama gy, p(f). Ade-
mas notemos que como (3.3) es compatible, la amalgama no depende de la elecciéon
de los i;.

Para ver que ¢ es natural tomamos f: [a,b] — [c,d]enMyg: [c,d] > U
continua. Por lo anterior existe una particion c = s < -+ < §,, = d tal que
g = g|[sj_1’sj] sz sl = Ul-j para algin i; € I. Como f es unilateral existe una
particiona =1y < -+ <1, =btalqueparatodal < k < nexistel < j < mque
satisface f[r._y,7] C [sj_1,s;]. Con esto definimos f como la composicion:

f 8j
[, el —— [8-1, 8] —— Uy

Por la naturalidad de @;; tenemos Ef (¢ii)[sj_1,sj](‘gj) = (goif)[rk_prk]( fx). Por lo que

podemos aplicar el lema 3.12 para concluir Ef @[ 41(8) = @[q,5)(&f) y asi, ¢ es natural.
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Finalmente, para ver que (3.1) conmuta notamos que al hacer la construccién de

®[a,b](f) para una funcion continua f: [a,b] — U se tiene que el siguiente diagrama

v—~ - E

L,

j
\ A
X

conmuta, donde la flechas verticales son restricciones. Por lo tanto, usando el
lema 3.12, podemos concluir que ¢ hace conmutar (3.1). Con esto concluimos que
U,.(¢) € Gav(X). O

También hay un funtor v* : Gav(X) — /X que a una gavilla F y le asigna el
homeomorfismo local AF — X determinado por F considerado como un elemento
de Z/X.

Teorema 3.14. Para cada espacio topoldgico X hay un morfismo geométrico
v: MIX = Gav(X).

Demostracion. Definimos la unidad 7y : F — v,0*F en una gavilla F € Gav(X)
como sigue: si U C X es un abiertoy s € FU, entonces (np)y(s) = §: U — AF
considerado como un objeto en .#/X, donde $(y) = [s € FV], es la clase de s en
li_r)nUBy FU. No es dificil ver que 5 es natural y por tanto también 7 es natural (ver
capitulo II de [25]).

Ahora definiremos la counidad € : v*v, - 1,/x. Seay: E — X un objeto en
MIXysea f: [a,b] - Av,(¥) en v*v,(¥P)[a, b]. Sea f, la composicion de f con la
proyeccion Av,(y) — X. Sia < b existe una particibona = < --- <1, = bde
[a, b] tal que f[r_;, 7] esta contenido en un s;(Uj;). Por lo tanto, para cada t € [r,_;, 1]
tenemos f(t) = [s; € (v, (P))(U)] £ot)- ES facil ver que la familia

<(Si)[ri—l~ri] (ﬁ)l[ri_l,r,-]) € E[’i—l’ Vl])?:l

es compatible. Asi, define un tinico elemento (E¢)[a,b] (f) € E[a, b]. De la misma que
en la construccion de ¢ del lema 3.13, este elemento no depende de la eleccién de
la particion ni de las s;. La demostracion de que ¢ es natural es similar a 1a de ¢ del
lema 3.13 y no la escribiremos.

Por ultimo las identidades triangulares son un célculo directo. O
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Algunos objetos

De nuevo siguiendo a Johnstone describimos el clasificador de subobjetos y el objeto
de nameros reales del topos ..
Para ver una descripcion del clasificador de subobjetos de Gav(M, L) empezaremos

dando una equivalencia de criba cerrada.

Lema 3.15. Sea R una criba sobre [a, b]. R es cerrada siy sélo si para cualquier funcion
unilateral f : [c,d] — [a, b] hay una particibnc = ry < --- <r, = d que cumple:

{[r-1,n] < [e.d] Llabl|1<i<nCR — fEeR.

Demostracion. Supongamos que R es cerrada, que f : [c,d] — [a, b] es unilateral y
que existe una particionc =y < --- <r, =dtalque {[,_,5] & [c,d] = [a,b] | 1 <
i < n} CR. Paraver que f € R basta ver que R cubre a f, es decir, que f*(R) cubre a
[c, d]. Notemos que la condicion que satisface la particion anterior de [c, d] significa
que {[r_;,1] < [c,d] | 1 <i < n} C f*(R) y como las particiones son base para la
topologia de Grothendieck en cuestion, entonces f*(R) cubre a [c, d] como se queria.

Ahora supongamos que R es una criba que satisface la condicion del lema. Para
ver que R es cerrada supongamos que R cubre a f. Como la topologia estd generada
por la base de particiones, entonces existe una particionc =r, < --- <r, = d tal que
{ln-1on] < [ed] | 1 <i<n} € f7(R), es decir, {[1,_1,1] < [¢,d] = [a,b] [ 1 <i <
n} C R. Por hipétesis concluimos que f € R. O

Es facil ver que el clasificador de subobjetos de Gav(M, L) tiene exactamente dos
puntos, ya que las tUnicas cribas sobre 1 son la total y la vacia; ademéas, ambas son
cerradas. Por lo tanto, Q1 = {v, f}.

Como ya tenemos un morfismo geométrico cohesivo p: Gav(M,K) — Con,
entonces p* : Con — Gav(M, K) preserva a Q. Esto significa que el objeto de nimeros
racionales Q € Gav(M,K) es el espacio discreto de racionales, p*Q. Recordemos,
de [6], que un numero real es un par r = (L, U) de subobjetos de Q que satisface los

siguientes axiomas:
1. VgqqeL < 39" >qAq €L),
2.Vq(qe U < 3q' <qgnaq € U),

3.VQVd'(qe LA € U = q< ('),
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4.VniqIq'(qELAG €EUAG —q< ).

Los subobjetos de Q en Gav(M, K) son los subconjuntos de Q en Con como espacios
discretos y como p,. tiene adjuntos derecho e izquierdo, entonces preserva la verdad
de dichos axiomas. Por lo tanto, el objeto R de reales de Dedekind en Gav(M, K)
satisface R(1) = R. Finalmente, a cada elemento x € R[a, b| le podemos asignar
una trayectoria y, : [a,b] — R definida de la siguiente manera: dado ¢t € [a, b]
consideramos el morfismo "t7: 1 — [a, b], este genera al elemento x - "t7 € R que
tomaremos como ¥y (¢).

3.2 El topos de cubiertas que se traslapan

En esta seccion construiremos un topos cohesivo mas cercano a las ideas de Lawvere
en [21], es decir, generaremos un topos a partir del monoide completo de endomorfis-
mos continuos del intervalo [0, 1] en si mismo. Como sefiala Isbell en [5] la topologia
de Menni no serd adecuada, o bien, por el lema 3.5, no se satisface el axioma de
estabilidad. Asi, el objetivo de esta seccidn es dar una topologia adecuada y modificar
la nocion de intervalo abstracto para obtener un topos cohesivo sobre Con.

Empezamos con la categoria C cuyos objetos son intervalos cerrados de la recta
real y sus morfismos son funciones continuas. También es posible empezar con
el monoide de funciones continuas del intervalo unitario en si mismo, como en la
seccion anterior, y luego para hacer subcandnico al sitio que se obtendria considerar
la categoria C como la definimos.

Definimos una base para una topologia de Grothendieck sobre C como sigue:
Kla, a] es la familia trivial {id}y si a < b entonces K|[a, b] consiste de familias de la
forma {[r,s;] & [a,b] |1 <i < n}talesquer < s; paratoda iy ademas

(a.b) ¢ [ Jws) (3.5)
i=1

Como la familia anterior es finita entonces a = r; para alguna iy b = s; para alguna j.
Lema 3.16. K es una base para una topologia de Grothendieck sobre C.

Demostracion. El tnico axioma que no es inmediato es el de estabilidad. Sean
{[r,s;] < [c,d] | 1 £i < n}una familia cubrientey f: [a,b] — [c, d] una funcion
continua. Supongamos quec =K yd = s,. Seat € [a,b],si f(t) =co f(t) =d
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entonces, por continuidad, existe ¢, > 0 tal que f([t — &, t + ] n[a,b]) C [K,5;)
o f([t — &t +¢]n[a,b]) C(r,s,], respectivamente. En otro caso existe i tal que
f(t) € (,, s;), entonces podemos tomar ¢ > 0 tal que f([t —¢;, t +¢;]N[a, b]) C (%, s;).
Lo anterior define una cubierta abierta [a, b] C | J, ela,p)({—Er> t+€,) y por compacidad

una subcubierta finita
m

la,b] € (Jt —eiti +2)

i=1
con el cambio obvio de notacion en las e. Ademads, podemos suponer que t; = ay
tym = b. Con esto tenemos la familia {[t; — ¢;, 4 + ¢j] N [a,b] | 1 < j < m}. Es facil ver
que es una familia cubriente para [a, b] y por definicion las composiciones

[t — .t + 5] n[a,b] — [a,b] —— [c,d]

se factorizan a través de una inclusion [#, s;] © [c, d], lo cual muestra K es una base

para una topologia de Grothendieck sobre C. O

Es facil ver que las familias en K son epimorficas. Esto se debe a la ecuacién (3.5)
yque a =ryb = s; para algunos i y j. Por lo tanto, el sitio (C, K) es subcanénico.
Ademas, es facil ver que (C, K) es conexo y localmente conexo y que C tiene objeto
terminal y todo objeto tiene un punto. Asi, por la proposiciéon 1.2, hay un morfismo
precohesivo p: Gav(C,K) — Con.

Para demostrar que p: Gav(C,K) — Con es cohesivo seguiremos las ideas de
Menni en [30] esbozadas al final del capitulo 1. Asi, notemos que I = [0,1] es un
objeto bipuntuado y que si s, t € [a, b] entonces hay una parametrizacion lineal de I
que conecta a s con t. Por el lema 1.18, I es un conector en Gav(C, K).

Para hacer que un intervalo abstracto sea compatible con nuestra topologia es
necesario modificar la intuicién de que I puede ser dividido en dos partes, [0,1/2] y
[1/2,1], que se intersectan en el punto 1/2 por la intuicion de dividir a I en las partes
[0,2/3]y [1/3,1] que se intersectan en el segmento [1/3,2/3].

Definicion 3.17. Un intervalo abstracto superpuesto es un objeto bipuntuado 0 —
I « 1 con monomorfismos [, m,r : I — I tales que

1. Elcospan0: 0 —» I « 1 : 1 es disjunto.

2. Los siguientes diagramas conmutan
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1

0
R —
N

donde el cuadrado es un producto fibrado.

/J
—
N(TN
N(T'N

l

~ — ~
||
~ 3

v

El monomorfismo m sirve para capturar la intersecciéon de las imagenesde ly r,
también hace que las flechas que no tienen nombre sean parametrizaciones lineales
de dicha interseccion.

Siguiendo [30] diremos que una cubierta sobre C es compatible con el intervalo
abstracto superpuesto si {I, 7} cubre a I.

En nuestro ejemplo el intervalo unitario con los puntos0: 1 - I < 1 :1ylas
funciones [, m,r : I — I definidas como

2 1 1 2 1
I(x) = =x, m(x)=-x+ —, rx)=-x+-
(0= 3 (=3x+3.  r)=3x+3

es un intervalo abstracto superpuesto que es compatible con la topologia generada
por la base K de arriba.

Con la topologia anterior no es posible amalgamar trayectorias que coincidan sélo
en sus puntos finales. Para amalgamar trayectorias tales que el punto final de una
coincida con el punto inicial de la otra usaremos que el intervalo I puede ser dividido
en tres partes, [0, 1/3], [1/3,2/3] y [2/3,1], y que toda trayectoria puede ser conectada
con una trayectoria segmentos inicial y final constantes como menciona Isbell en [5].

Definicion 3.18. Un intervalo abstracto superpuesto admite empalmes si hay una
flecha s : I — I que hace conmutar a los siguientes diagramas

l r
e e

I
|
I

==

I
|
I

Aunque admitir empalmes es una propiedad que puede tener un intervalo abs-
tracto, resulta util cuando se usa con intervalos abstractos superpuestos ya que en
principio solo estos no pueden pegar trayectorias que coinciden en puntos finales.

Es fécil ver que, en nuestro ejemplo, el intervalo I es un intervalo abstracto super-
puesto que admite empalmes en C, donde 4 es la funcién cuya grafica es la siguiente

_— ==~

—_— —_—
0 1
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Si se aplica s a la trayectoria y: I — [a,b], es decir, si se aplica la funcion
C(4,[a,b]): C(,[a,b]) — C(I,[a,b])) ay se obtiene la trayectoria y - 3 que es cons-
tante y(0) en el primer tercio del tiempo, luego hace y en un tercio de tiempo y en el
ultimo tercio es la constante y(1). Asi, el resultado es una trayectoria que es homoto-
pica a la original relativa a los extremos, como dice Isbell en [5]. Ademas, esta cumple
una propiedad adicional a la definicion 3.18, es decir, hace conmutar al siguiente

diagrama

i

1
P (3.6)
1.

Como muestra el ejemplo anterior, este axioma hace que el resultado de aplicar
4 a una trayectoria sea homotopica a la trayectoria original relativa a los extremos.
Para mostrar que la categoria de intervalos cerrados y funciones continuas con la
topologia de intervalos superpuestos genera un topos cohesivo no es necesario este
resultado acerca de clases de homotopia, por lo que el diagrama en 3.6 no se incluye
en la definicién 3.18.

Una observacion acerca de la definicién de intervalo abstracto superpuesto es
que podemos determinar cuales son los puntos inicial y final de un empalme. Por
ejemplo, para ver que el punto inicial de un empalme es el mismo que el punto inicial

del original se considera el diagrama conmutativo (3.7)

Anilogamente, usando los otros dos diagramas de la definicién, el punto final del
empalme es el punto final del original, como en el diagrama (3.8).
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Lema 3.19. Sea A una categoria con un intervalo abstracto superpuesto que admite
empalmesy sea K una cubierta sobre A compatible con el intervalo abstracto superpuesto.
Para cualesquiera X € Gav(A,K)y z,,2, € XItalesquez, - 1 = z, - 0 existe z € XI
talquez-0=2z,-0yz-1=2;- 1.

Demostracion. Dadas z;,z, € X[ tales que z; - 1 = z, - 0, aplicamos el empalme
a z, y z, para obtener z; - 4, z, - 5 € XI. Por los dos cuadrados de la definicién 3.18
y la hipétesis sobre z; y z,, tenemos que z; - 4 - r coincide con z, - 4 - l. Como m
parametriza a la interseccion de [ con r, entonces lo anterior significa que coinciden
en la intersecciéon m : I — I. Por lo que si consideramos la cubierta {l, r}, entonces
{z, - 4,2, - 5} es una familia compatible. Como X es una gavilla, la familia tiene una
unica amalgama, digamos z € XI. Esta amalgama satisfacez-l =z, -3yz-r =z, - 4.
Por los dos tridngulos en la definicién 3.17 y el diagrama (3.7) se tiene que

z:0=z:1-0=2,-4-0=2,-0.
De la misma manera tenemos z - 1 = z, - 1. 0

Con esto podemos hacer la misma reduccidn en el tamafio de trayectorias que
hicimos antes del teorema 1.23.

Lema 3.20. Sean A, Ky X como en el lema anterior. Si x,y € X1 son conectables

entonces pueden ser conectados por un solo cospan0: 1 -1 «: 1.

Demostracién. Supongamos que x y y estan conectados por una trayectoria combi-
natoria de longitud 2 como sigue:

X VAR, X1 1 Zy | y

1 5 1 T 1 o I T 1

Como z,; - 1 = x; = z, - 0 entonces podemos aplicar el lema 3.19 para obtener z € XI

tal que:
X——zrH———Yy
Por lo tanto, x y y se pueden conectar con un s6lo cospan. O

Con este resultado es posible seguir la demostracion del teorema 1.23 en la pagi-
na 27 para obtener el resultado que queremos.
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Teorema 3.21. Sea (C,J) un sitio tal que J es localmente conexa, C tiene objeto terminal
y todo objeto tiene un punto. Si C tiene un intervalo abstracto superpuesto y es compatible
con la topologia J, entonces el morfismo canénico p : Gav(C,J) — Con es cohesivo.

Demostracion. Sea X € Gav(C,J) y supongamos que X = y en p,X. Podemos
suponer, sin perder generalidad, que x,y € X1. Como x = y entonces hay una
trayectoria que conecta a x con y. Ademds, como C tiene un intervalo abstracto
superpuesto y este es un conector, entonces podemos suponer que la trayectoria que
conecta a x con y es una trayectoria combinatoria, como en (1.5). Por ultimo, usando
el lema 3.20, la trayectoria combinatoria se puede reducir a una de longitud 1, es decir,
un solo cospan conecta a x con y.

De esta forma cualquier X € Gav(C,J) es débilmente y Kanyasi p : Gav(C,J) —
Con es cohesivo. O



Conclusiones

En general este trabajo est4d centrado en los ejemplos que pueden ser utiles en las
aplicaciones propuestas por Lawvere, es decir, fisica continua. Los topos de funciones
unilaterales y el topos de cubiertas superpuestas del capitulo 3 son una continuacién
de la filosofia de Lawvere, es decir, son topos cohesivos de espacios topolégicos
donde la nocién indefinida es trayectoria continua. Ademads, como vimos en el
ejemplo de unilaterales, en estos topos se pueden hacer las mismas construcciones
y caracterizaciones de objetos que hace Johnstone en su topos topologico (ver [6]).
Por lo tanto, pueden ser considerados como una mejor alternativa para nuestros
propositos como categoria de espacios topoldgicos.

En el capitulo 2 investigamos la situacion del topos de Zariski. Como no encon-
tramos en la literatura, a pesar de ser un resultado conocido, la demostracion de que
este topos es precohesivo sobre conjuntos, nos dimos a la tarea de escribir los detalles
en este trabajo. Sin embargo, no hemos sido capaces de mostrar si es 0 no un topos
cohesivo, dejando asi el andlisis de este topos como un trabajo futuro. De forma mas
precisa, no fuimos capaces de dar una buena caracterizaciéon de débilmente Kan en
el topos de Zariski. Tal vez un andlisis méas detallado de las ideas de Lawvere en la
seccién 1V de [15] pueda darnos la demostracién que buscamos.

Cohesién axiomatica es una teoria reciente que tiene mucho por hacer. Por el
lado de las aplicaciones hace falta desarrollar los objetos Leibniz y Birkhoff, ya que su
existencia puede garantizar la unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales con
condiciones iniciales. Por el lado te6rico Marmolejo y Menni han dado los principales
avances, por ejemplo en [28, 27, 29], también se ha desarrollado el Aufhebung en [31]

y se ha visto en algunos ejemplos en [13].
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