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Capitulo 1

Introduccion

Para motivar el problema tratado en esta tesis reproducimos parte de la Seccion 4.5
del texto [4]. Una perturbacién singular es una modificacién de una Ecuacién Diferencial
Parcial dada, por medio de la adicion de un pequeno multiplo € veces un término de orden
mas alto. De acuerdo con el principio informal que el comportamiento de las soluciones
esta gobernado ante todo por los términos de orden mas alto, una solucion u® del sistema
perturbado a menudo se comportard analiticamente bastante diferente que una solucién
del sistema original.

En nuestro caso, el sistema original es la ecuacion de transporte unidimensional sobre
un intervalo de longitud L, al cual le anadimos un término de orden dos (viscosidad) pro-
duciendo un sistema perturbado que es una EDP parabdlica unidimensional. Es conocido
que ciertas soluciones de la ecuacion de transporte pueden ser funciones discontinuas,
contrario a las soluciones del sistema parabdlico que son funciones analiticas respecto a
la variable espacial, ya que se comportan como soluciones de la ecuacion del calor.

Queremos mencionar que en la teoria de las EDPs existen otros tipos de andlisis
asintético, por ejemplo, el método de Laplace y el método de la fase estacionaria; para el
lector interesado en estos temas le sugerimos consultar la Seccién 4.5 de [4].

En [11], Glass estudia el problema de controlabilidad uniforme a cero de una ecuacién
de transporte con un término adicional de viscosidad que en el limite se anula segin un
parametro € > 0, es decir, analiza la controlabilidad a cero de una perturbacién singular
de la ecuacién de transporte. A continuacion explicamos tal concepto.

En concreto, fijamos L >0y M € R\ {0} y consideramos el sistema parabdélico

u + Muy, — eug, =0, (t,x) € Qr
u(t,0) =v(t), u(t,L) =0, te (0,T) (1.1)
u(0,2) = ug(x), x € (0,L)

En el sistema anterior Qr = (0,7") x (0, L), v(t) es un control que actia en la frontera y
£ es un parametro positivo y pequeno destinado a tender a cero.
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El primer aspecto a considerar es la controlabilidad a cero del sistema, esto es, dado
un tiempo fijo T > 0 y cualquier dato inicial uy € L?(0, L) tenemos que hallar un control
v € L*(0,T) tal que la solucién correspondiente de (1.1) satisface

uw(T,x) =0 para todo x € [0, L]. (1.2)

En general, la controlabilidad a cero de ecuaciones parabdlicas unidimensionales, como
la considerada aqui con ¢ > 0 fijo, fue analizada y resuelta por Fattorini & Russell en
[5]. La controlabilidad de ecuaciones parabdlicas en dimensiones mayores se establecié de
manera independiente por Fursikov & Imanuvilov en [6] y por Lebeau & Robbiano en [10].

En [11], Glass investiga el costo del control cuando el término de viscosidad se anula
segin ¢ — 0%. En particular da condiciones sobre T, L y M para mostrar que existen
controles v, que permanecen acotados cuando ¢ — 0. Cuando esta condicién se cumple,
se dice que el sistema es uniformemente controlable a cero.

Este problema fue introducido y estudiado por Coron & Guerrero en [2]|. Enseguida
Guerrero & Lebeau en [9] extendieron algunos de los resultados en [2] a subconjuntos
abiertos ) de dimensién arbitraria y con M como un campo vectorial variable. En estos
articulos se prueba que si el campo vectorial M es tal que la ecuacion de transporte no es
controlable (debido a la existencia de una caracteristica de M que permanece fuera de la
zona de control w) entonces la norma del control puede crecer como e“/¢. Por otro lado, si
todas las caracteristicas permanecen suficiente tiempo en la zona de control w o fuera de €,
entonces el sistema es uniformemente controlable a cero, ver la Propiedad 2 en [2] para co-
nocer la formulacién precisa. Estos resultados requieren que 7T sea suficientemente grande.

En particular, en el caso unidimensional en [2] se prueba que (1.1) es uniformemente
controlable a cero cuando M > 0 siempre que T" > 4.3L/M, y cuando M < 0 siempre
que T' > 57.2L/|M|. Es conocido que la ecuacién de transporte (¢ = 0) es controlable
siT"> L/|M| (esto ultimo siendo éptimo), asi que cabe esperar que en ambos casos la
controlabilidad uniforme se cumpla para cualquier tiempo 7" > L/|M].

Un resultado muy sorprendente en [2] es que cuando M < 0 el control puede explotar
exponencialmente para cualquier 7' < 2L /| M|, mientras que esto ocurre sélo para tiempos
T < L/M cuando M > 0, lo cual es més intuitivo.

En [11], Glass mejoré las estimaciones antes mencionadas de Coron & Guerrero y
obtuvo los tiempos 7" > 4.2L/M y T > 6.1L/|M]|, respectivamente. Coron & Guerrero
usaron estimaciones de Carleman para probar la desigualdad de observabilidad del sis-
tema adjunto. Bajo esta técnica mostraron que la naturaleza explosiva de la constante
que viene de su estimacién de Carleman cuando ¢ — 0%, puede ser compensada por la
constante de una estimacion que considera la disipasion, lo anterior funciona siempre que
T es suficientemente grande. En el caso unidimensional la solucién de (1.1) o su ecuacion
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adjunta decrece exponencialmente en —1/¢ cuando ¢ — 0%, siempre que 7' > 1/|M|.

El método usado por Glass es méas cercano al enfoque de Russell que utiliza herra-
mientas del anélisis arménico para resolver problemas de controlabilidad (ver por ejemplo
[5] v [13]). Es conocido que el problema de controlabilidad a cero de EDP’s lineales es
equivalente a probar la llamada desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto,
ver Teorema 20.

En nuestro contexto, la demostracion de la desigualdad de observabilidad para nuestro
sistema adjunto estd conectada a una cuestion relativa a la suma de exponenciales. Su
demostracion requiere la construccién de una familia biortogonal a la familia de exponen-
ciales que resuelven la ecuacién adjunta. La construccién, en su primera parte, utiliza el
teorema de Paley—Wiener. La novedad en la técnica de Glass es la construccion del llama-
do “multiplicador complejo”, técnica introducida por Beurling y Malliavin en el analisis
complejo y armonico. Tal técnica tuvo el propdsito inicial de encontrar condiciones para
que una familia de exponenciales sea completa en un espacio de Lebesgue L?(j1).

La teoria de Beurling-Malliavian se relaciona de manera natural con otros campos
campos del andlisis clasico, tales como la teoria de predicciones y procesos gaussianos es-
tacionarios, problemas espectrales para operadores diferenciales, teoria de aproximacion,
procesamiento de imagenes, etc.

Volviendo a nuestro tema, Glass obtiene el siguiente resultado.

Teorema 1. Dados M € R\{0} yT > 0, el sistema (1.1) es uniformemente controlable a
cero en el sentido que existen constantes k,C > 0 tal que para cualesquiera ug € L*(0, L),

e € (0,1), existe un control v € L*(0,T) tal que la solucién u del sistema (1.1) satisface
(1.2), y ademds

K
lollezry < Cexp (=) lluolzo
siempre que
T>42L , M >0 T>61L , M <0
2— s dA— s .

1.1. Planteamiento del problema

En este trabajo proponemos realizar un analisis similar al hecho por Glass. Aqui con-
sideramos la misma ecuacién parabdlica pero con condiciones de frontera tipo Robin. En
concreto tenemos lo siguiente.

Seae >0,y Qr = (0,7) x (0, L), consideramos el sistema

Y+ My, — ey, =0, (t,z) € Qr
By(t,0) = u(t), By(t, L) =0, )

" (1.3)
y(O,ZE) = yO(‘T): Z
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donde
By = —2¢ey, + My.

En la Seccion 2.6 justificamos la eleccion del operador de frontera B. Nuestro primer ob-
jetivo es mostrar que el sistema anterior es controlable a cero, es decir, encontrar u tal que
y(T') = 0. Es bien conocido que la controlabilidad a cero de un sistema lineal de evolucién
es equivalente a mostrar la validez de la llamada desigualdad de observabilidad del siste-
ma adjunto (ver Teorema 20). En el proceso de probar la desigualdad de observabilidad
asociada a nuestro problema, hallaremos estimaciones de la constante de costo 6ptimo de
la controlabilidad a cero. Tal constante depende de € y queremos establecer estimaciones
precisas sobre su comportamiento asintético cuando e — 07,

Notamos que el sistema adjunto al sistema original (1.3) estd dado por

th_"MSOx‘i‘g(Px:r:ga (tam)EQT
B*o(t,0) = B*p(t,L) = 0, te (0,T) (1.4)
90<T7 ZE) = QOO(x)a T e (07 L)

Y

donde
B*p =2ep, + M.

Si hacemos el cambio de variable t — T'—t en (1.4), obtenemos el sistema equivalente

_Spt+M901+590:1:x:ga (tw%')EQT
B*(t,0) = B*o(t,L) = 0, t e (0,T) (1.5)
()0(07‘T) = %o .I), YIS (O,L)

con g = 0.

En las Secciones 2.1-2.2 del Capitulo 2 nos enfocamos en probar un resultado de exis-
tencia y unicidad de soluciones para el sistema (1.5), y en consecuencia, del sistema (1.4).
Durante el andlisis de tales cuestiones hallaremos la interpretacion de la funcién ¢ como
solucién del sistema (1.5). Ademds mostraremos la continuidad de las soluciones del sis-
tema (1.5) con respecto al dato inicial.

En la Seccién 2.3 definimos la solucién por transposicién y(t¢, x) del sistema (1.4), que
resulta ser una solucién en un sentido bastante débil. Cuando imponemos datos con mayor
regularidad, en la Seccién 2.4 mostramos que y(t, x) es una solucién fuerte para el sistema
(1.4), i.e, en el sentido de L?(0, L).

1.2. Resultados obtenidos

En los siguientes enunciados se debe entender la controlabilidad a cero en el sentido
siguiente:
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Definicién 2. Sean ¢,T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Decimos que el sistema (1.3) es
controlable a cero en L*(0,L) al tiempo T si para cada yo € L*(0,L) existe un control
u € L*(0,T) tal que la correspondiente solucion y(t,x) satisface

/0 yo(x)go(O,x)dx:—%/o u(t)p(t,0)dt (1.6)

para cada @y € L*(0, L), donde ¢ es la solucion del sistema adjunto (1.4) con g = 0.

Proposicién 3. Dados M € R\ {0} y L, T > 0, el sistema (1.3) es controlable a cero al
tiempo T > 0.

De hecho, el resultado anterior es clasico y fue resuelto por Fattorini & Russell. Aqui
damos otra demostracion siguiendo el método desarrollado por Glass. También usamos tal
método para hacer estimaciones mas finas y obtener la controlabilidad uniforme a cero.

Teorema 4. Dados M € R\ {0} y L > 0, el sistema (1.3) es uniformemente controlable
a cero,es decir, existen constantes r,C' > 0 tal que para cualesquiera yo € L*(0,L),
e € (0,1), existe un control uw € L*(0,T) tal que la solucidn y del sistema (1.3) satisface
(1.6), y ademds

K
lullz20izy < Cexp (== ) llgoll 2o
stempre que

T>4.2% si M >0, vy T>6.1ﬁ st M < 0.

Notamos que en nuestro resultado se obtienen exactamente los mismos valores que
Glass, esto es debido a que la descomposicion espectral del operador diferencial en la
ecuacién adjunta en el sistema (1.4), tiene un sélo valor propio adicional comparado al
espectro obtenido por Glass. Ambas sucesiones de valores propios tienen el mismo com-
portamiento asintético y la técnica empleada no permite mejorar las constantes 4.2 y 6.1
que aparecen arriba.

Utilizando resultados del analisis complejo y armoénico, incluidos en el Apéndice, ob-
tenemos estimaciones por abajo de la constante de control 6ptimo nulo K (e, T, L, M) =
[[UT|| donde UT es el mapeo lineal de control éptimo nulo definido en la Seccién 2.5. En
concreto, obtenemos lo siguiente.

Teorema 5. FExiste una constante Cy > 0 tal que para cualesquiera T, L,e > 0 tenemos
que para toda M > 0 se cumple

MN\Y? oL LM M2T
K(e.T.L M) > 2y = V2 -1) - 1.

y para toda M < 0 se cumple

IMN\Y? 2L LIM| M?T
K(e,T,L,M) > C - 1.8
(67 y L4y ) - Y0 ( Te 1 L2 M2 €xp \/§€ de ) ( )

4m2e2

donde K (e, T, L, M) es la constante de control dptimo nulo.
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En particular, para M > 0, T < 2(v/2—1)L/M, tenemos que K (¢,T, L, M) — 0o cuan-
do ¢ — 0F. Ademéds para M < 0, T < +/2L/| M|, también se cumple que K (s, T, L, M) —
oo cuando € — 0.

Una vez comprendido el método introducido por Glass, en el capitulo final analizamos
también la controlabilidad uniforme a cero del siguiente sistema

Y+ My, — ey =0, (t,z) € Qr,
By(t,0) = u(t), y(t,L) =0, te€(0,7T), (1.9)
y(o,l’) - yO(x)’ T e (0’ L)’

donde consideramos una condicién de frontera tipo Robin en el extremo izquierdo y una
condicién de Dirichlet homogénea en el extremo derecho.

Teorema 6. Dados M € R\ {0} y L > 0, el sistema (1.9) es uniformemente controlable
a cero, es decir, existen constantes r,C > 0 tal que para cualesquiera yo € L*(0,L),
e € (0,1), existe un control u € L*(0,T) tal que la solucion y del sistema (1.9) satisface
(5.12), y ademds

K
lullz20izy < Cexp (== ) llwollzzcour
siempre que

T>4.2% si M >0, vy T>6.1|%| si M < 0.

En la construccion del “multiplicador complejo” para hallar la sucesién biortogonal aso-
ciada a la desigualdad de observabilidad del sistema (1.9), aparece una funcién diferente
a la utilizada por Glass. Asi que este es un aporte original que permitird la construccién
de otras familias biortogonales basadas en el método introducido por Glass.

A pesar de que los valores propios N del operador diferencial asociado al sistema de
evolucién (1.9) son ligeramente diferentes a los de Glass, y que el “multiplicador comple-
jo” es distinto al de Glass, las condiciones a priori y la estimacién superior del costo de
control éptimo nulo de este sistema son similares a las del sistema (1.3).

Adicionalmente, también obtuvimos que la estimacion por abajo del costo de control
6ptimo tiene un comportamiento asintdtico, cuando € — 07, similar al del Teorema 5.

Teorema 7. FExiste una constante Cy > 0 tal que para cualesquiera T, L,e > 0 tenemos
que para toda M > 0 se cumple

KT L M) > V2LM/? 1\ LM TM? Ten?
€ ex - — — —
ST e (1 gy V2) Voe e AL )?
(1.10)
y para toda M < 0 se cumple
K(e,T,L, M) > V2L|MIE p (L‘M’ T TWQ) (1.11)
y Ly 4 = T1/221/2 (1 n ijré\/a[;)?)/Q \/§€ 4e 412 ’

donde K(e,T,L, M) es la constante de control dptimo nulo del sistema (1.9).



Capitulo 2

El sistema adjunto

2.1. Existencia y unicidad de soluciones Método I

El propésito de esta seccién es analizar la existencia y unicidad de soluciones para
el sistema adjunto (1.5), asi como estudiar la continuidad de sus soluciones respecto al
dato inicial. Primero estudiamos la resolucién de la ecuacion del calor con datos de fron-
tera tipo Neumann, para luego establecer una conexién con nuestro sistema adjunto (1.5).

En [3, pdg. 91] se muestra que el operador A = —68—;2 con dominio
D(A) = {ue€ H*(0,L) : u, € H}(0,L)}  L*(0, L) (2.1)
es un operador diagonalizable. Esto es, A es un operador no-acotado con espectro discreto
k2m?
Mk = 720 k>0

y correspondientes funciones propias

wol) = %; we(w) = \/%cos (%%) k> (2.2)

Ahf mismo se muestra que la familia {w;,} forma una base hilbertiana de L?(0, L).

A fin de no recargar la escritura, en esta secciéon denotamos por (-,-) al producto in-
terno en L?(0, L) y denotamos con | - | la norma correspondiente.

De lo anterior se sigue que para cada ¢ > 0 fijo, el operador

M2
eA+ —1Id,
4e
con dominio D(A), también es diagonalizable con valores propios
kK*m? M?
N=e——+—, k>0 2.3
k € 12 + Ae ) - Yy ( )



8 CAPITULO 2. EL SISTEMA ADJUNTO

y funciones propias wy(z), k > 0.

Dada una funcién g € L*(Qr) queremos resolver el problema de Cauchy-Neumann
siguiente:
M= e + 2o =g, (t.2) € Qr
nm(ta O) = nw(tv L) =0, te (0>T) (2'4)
77(071:) = 770(1;)7 S LQ(O’L>‘

Para cada t € (0,T) escribimos a g(t) € L*(0, L) en términos de la base {wy}, es decir,

g(t) = w(t)wp, () = (g(t),wy), k>0
k=0

asi que la identidad de Parseval implica

00 IS T
9P =3O v llolEaen = / I (6)Pdt < oo.
k=0 k=0 "0

Es natural buscar una solucién n(t) € L?(0,T) del sistema (2.4) de la forma
k=0

Sustituyendo formalmente la expresiéon anterior en (2.4) obtenemos
9] dak o0
— + A = L) wy.
Z ( 0t + kak) W Z’Yk( Jwi
k=0 k=0

Por la unicidad de la representacién de funciones en L?*(0, L), en términos de la base {wy},

se debe cumplir

d

Dado que ny € L?(0, L), escribimos

oo oo
o = ZGOkwka aox = (10, wy) con Z |aok|* < 0.
k=0 k=0

Asi que la condicién inicial en (2.4) es equivalente a
ak(()) = Aok, k 2 0.

De lo anterior se sigue que la solucién de (2.6) estd dada por

t
ap(t) = agze ! +/ e MU=y (0)do, k>0, (2.7)
0
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Hasta el momento los cédlculos han sido formales y debemos justificar la convergen-
cia de la serie en (2.5), asi como establecer en que sentido 7(t) es solucién del sistema (2.4).

Primero estudiamos el comportamiento de las funciones ax(t), &k > 0. Usando la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

t t
a(t)? < 2Jage 2 +2 (/ ‘f”k(tg)da) [ hutoyas
0 0

L (2.8)
< 2aePe P+ T [ pulo)Pdo, te 0.1,
Ak 0
dado que
/t 72/\k(t70')d 1 (1 72)\kt) < 1 E>0
e c=—(1-—c¢ — )
0 2)\k - 2)\k’ -
Para cada m > 0 se tiene
- 2 = o de = [T 2
Z’ak(t” <2Z|a0k| +WZ |’yk(t)| dt
k=0 k=0 k=00 (2.9)

4e
= 2|no|* + WHQHH(QT% para todo t € (0,7].
Asi que la funcién n(t) dada en (2.4) esta bien definida en [0, 7.

Ahora mostraremos que la sucesion de sumas parciales

Mnlt) = 3 anlt)uy (2.10)

k

m

[e=]

converge en el espacio de Banach C°([0,T]; L*(0, L)) con la norma

[ulloo == sup |u(t)].
te[0,T

Como antes, tenemos la estimacion

n+p n+p T
4e
[Ny () — m(8)]* < 2 Z |a0k|2+m Z / |ax(0)|*do
k=n+1 k=n+1"0

para todo t € [0,7] y cualesquiera enteros positivos n, p.

Sea p > 0 dado. Como Y 7= lagk|* < o0y Y ey fOT lar(0)|?do < 0o, existe Ny > 0 tal

que
n+p 1/2
o (55 wmor) <

t€[0,T JA—
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para todo n > Ny, p > 0. Entonces

n+p 1/2
Hnner - 7771”00 = sup < Z ’ak > < p.

t€l0.T] \ g=pt1

Asi que (n,,) es una sucesién de Cauchy en C°([0,T]; L*(0,L)) y por lo tanto n €
Co([0, T}; L*(0, L))

De (2.7), y procediendo como obtuvimos (2.8), tenemos que

|ag(t) — aor]? < 2]agr|*(1 — e )2 / Iyk(o)fPdo, 0<t<T.

Para cualquier entero positivo m tenemos

00 de o0 t

Z |ak(t) — aoe]® < 2(1 — e ") Z |aok|? + 2 Z |aok]? + 2 Z/ [k (0)|*do
k=0 k=m+1 k=0 "0

Elegimos m suficientemente grande de tal manera que Y .° . |agr|* sea tan pequernio
como queramos. Fijada tal m, notamos por el Teorema de Convergencia Dominada que
el primer y tercer término del lado derecho tienden a cero cuando ¢ — 0T, por lo tanto

n(0) ;= lim n(t) =ny en L*0,L).

t—0+

En particular
n(0) =no casi dondequiera en (0, L). (2.11)

De la teorfa espectral sabemos que H'(0,L) = D(AY?). Asi que dada una funcién
v=">(v,wy)wy, € L*(0, L), entonces

ve HY0,L) siy sélo si ZAk’(%wk)’Q < 0. (2.12)
k=0

Ademéds podemos dotar a H'(0, L) con la norma

1/2
[0l 0,1) (Z Akl (v, wr) ) : (2.13)

Afirmamos que n € L?(0,T; H'(0,L)). Por (2.13) es suficiente mostrar que

/ Z)\k|ak | dt < o0.
0

Usando (2.8) e integrando en (0,7") obtenemos

T 2 1 2 T T 2
/ o (t) 2t < ~LJagel? + - / (o),
0 Ak A Jo
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de donde se sigue

T Mm+p m-+p T
[ datopa < Y (lan +7 [ puto)ias 1)
0 p—m k=m 0

para cualesquiera enteros m,p > 0.

Para p > 0 dado, existe m(p) > 0 tal que el lado derecho es menor que p para todo
m > m(p), de donde se sigue el resultado.

Ahora definimos 7, = @—?. Entonces

. da da

n, = d_tkwk donde d_tk = —A\pQp + Vi

k=0

Consideramos la forma bilineal
L M2 L
a(u,v) = 6/ UV dr + —/ wvdr, u,v € HY(0,L).
0 de Jo
entonces (2.6) se reescribe como sigue,
(M (8), W) + @ (t), wie) = (g (t), wi), 0 <k <m. (2.15)

donde .
Gm(t) =Y k().
k=0
Fijamos k < m y consideramos ¢ € D(0,T'), donde D es el conjunto de las funciones

infinitamente diferenciables con soporte compacto en el conjunto en cuestion. Multiplica-
mos (2.15) por ¢ e integramos de 0 a T, luego integramos por partes para obtener

_ / (o (8), wi) & (£)dt + / (1 (8), w0) ()t = / (g (8), w)O(0)d.

Dado que n,, — 1 en C°([0,T]; L*(0, L)) tenemos que
T

[ ((t),w0) (D)t = / (n(), i) (1)t

m—00 0

Como n € L*(0,T; H'(0, L)) obtenemos

/ a<nm<t>—n<t>,wk>¢<t>dt\sc€,¢,k [ 1l = 0oyt

Por lo tanto,
T

i [ alm(t).wol)dt = [ atnt).wo)ar

m—o0 0
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Claramente g,, — ¢ en L?(0, L), usando el Teorema de la Convergencia Dominada

tenemos
T

[ (gu(t), ) ()t = / (9(8), wi)(2)dL.

m—r0o0 0

Juntando lo anterior, tenemos que 7 satisface

- / (n(t), wi) o (£)dt + / a(n(t), we)p(t)dt = / (9(), w)o(0)de
para todo k& > 0.

Laigualdad anterior es valida cuando reemplazamos a wy, por combinaciones lineales de
wy,’s. Como la familia {wy} genera un subespacio denso en H'(0, L) obtenemos finalmente

- / (n(t), 0) (t)dt + / a(n(t), ) (£)dt = / (g(t),v)o(m)d (2.16)
para todo v € H'(0, L), ¢ € D(0,T).

Lo anterior implica que 7 satisface la ecuacién diferencial en (2.4) en un sentido débil:

&), 0) + aln(), v) = (o), (217)

para todo v € H*(0, L) en el sentido de D'(0,T).

En resumen, de la exposicion previa se tiene el siguiente resultado,

Teorema 8. Sean ny € L*(0,L), g € L*(Q7) y 1 la funcidn definida en (2.5). Entonces
n € C°([0,T]; L*(0, L))NL*(0,T; H'(0, L)). Ademds n cumple la condicién inicial en (2.4)
con la interpretacion dada en (2.11), satisface

- / (n(t), 0)¢ (8)dt + / a(n(t), v) () dt = / (9(), v) (1) dt,

la cual contiene formalmente la condicion de frontera en (2.4).

Observacién 9. Continuidad respecto a los datos. Las desigualdades en (2.9) y
(2.14) implican que el mapeo

(0, 9) = n(t)
es continuo de L*(0,L) x L*(Qr) en C°([0,T]; L*(0, L)) (resp. en L*(0,T; H'(0,L))).

Proposicién 10. Sing € H'(0,L) y g € L*(Qr), entonces n € C°([0,T); H(0, L)).

Demostracion. Como 1y € H'(0, L), por (2.12) tenemos que

00
Z )\k’CLQk|2 < Q.
k=0
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Usando (2.8) deducimos que

m

m t
S MlarF <3 (zw%ﬁ ; / m<o>|2da) |
k=0 0

k=0

ademas tenemos

m-+p m-+p

Z)\k|ak |2 < Z (2)\k|a0k| +/ |’Yk | d0‘> te (O,T]

Por lo tanto

m-+p m-+p T
s[up] Z Melar(®)? < 2 Z {)\k|a0k| +/ |7k(<7)|2d0} .
te[0,T k=m

Dado que g € L*(Q7) y no € H(0, L) se sigue que 7, converge en C°([0,T]; H*(0,L)) y
por lo tanto n € C°([0,T]; H'(0, L)). O

Cuando la condicién inicial 1y estd en D(A) el siguiente resultado muestra que la
funcién 7(t) es una solucién fuerte del sistema (2.4).

Corolario 11. Seany € D(A) yn la funcion dada en (2.5). Entoncesn € C°([0,T]; H*(0, L))N
C1(0,T; L*(0,L)).

Demostracién. Como D(0, L) esta contenido en H'(0, L), podemos elegir v € D(0, L).
Integrando por partes, podemos ver que (2.17) es equivalente a

2

- / n(t 2)o(2)d (1) dtda — = / n(t,x)v”(m)¢(t)dtdx+% n(t, 2)6(#)o(x)dtdz

Qr

= / g(t,x)v(x)o(t)dtd.

T

Por tanto, si ponemos ¥(t,x) = v(z)p(t), tenemos que ¥ € D(Qr) y la igualdad anterior
se escribe como

o 0% M? B
_/ a—dtdx — 5/QT Ups dtdx + s /T npdtdr = /T gYdtdx, (2.18)

para todo ¢ € D(Qr) de la forma ) = v ® ¢, con v € (0, L), ¢ € D(0,T).

Como el conjunto de combinaciones lineales de la forma v ® ¢ con v € (0,L), ¢ €
D(0,T), es denso en D(Qr), tenemos que (2.18) se cumple para todo ¢ € D(Qr), es
decir,

0 0? M?
(G gt Smw) = (o) para todo v € DQ)

Por lo tanto 5 o 2
n n
_ 2 2.1
5 o T =Y (2.19)
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en el sentido de distribuciones en Q.
Ahora mostraremos que 7 es una solucién fuerte del sistema (2.4). Si multiplicamos

(2.15) por %‘“, integramos sobre (0,¢) y sumamos sobre k de 0 a m, obtenemos

[ (@) + 5000 10(6) = 501 0). 10 + [ (). ()

Entonces

t 1 t 1 t
[ W) Pio < Co+ 5 [lgto) o+ 5 [ pilo) o
0 2 Jo 2 Jo
es decir que fot 7., (0)|?de < C donde C' es independiente de m.

Por tanto,2 sing =06 sin € HY0,L), entonces 2 € L*(Qr) y por (2.192 tenemos
que €An + Af—gn € L*(0, L) para casi toda t. As{ que 7 satisface %’tz +eAn + 1\44_57] =g en
L*(Qr), entonces 7 es una solucién fuerte del sistema (2.4).

[

Finalmente estamos en posicién de resolver el sistema (1.5). Primero procedemos de
manera heuristica. Sea 1 una solucién de la EDP en el sistema (2.4). Ponemos ¢(t,x) =
e~ 3:"p(t, z), entonces

M? Mz
g:nt—gnxx+—€77:ezs

4 ((Pt — My, — 590m) .

Asi que ¢ es solucién de la EDP en el sistema (1.5) con e~ 2 g(z,t) en vez de la funcién
g c LQ(QT)

Ahora procedemos a formalizar. Primero notamos que el mapeo

W €3 ()

es un isomorfismo de L?(0, L) (resp. H'(0, L)) sobre L*(0, L) (resp. H'(0, L)), i.e existe
una constante C' = Cyy 1. > 0 tal que

C Yl < e = Ylla < Cllella,

donde H = L*(0, L) o H'(0, L). Claramente el mapeo anterior también es un isomorfismo
de L*(Qr) sobre s{ mismo.

Sean ¢y € L*(0,L) y g € L*(Qr) dados. Sea n la funcién obtenida en el Teorema 8
con los datos 1o(z) 1= €2 @o(z) y con e g(z,t) en vez de g.

Ponemos
Mz
QO('[I, IL') = 6_?77@’ ZL'), (tv :E) € QT' (220)
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De (2.11) se sigue que
©(0,-) = ¢y casi dondequiera en (0, L). (2.21)

Ademds, dado que n € L*(0,T; H'(0, L)) se sigue que n(t) € H'(0, L) (en consecuencia
©(t)) para casi todo t € (0,7). Usando (2.16) con e~ ven vez de v, v € H'Y(0,L),
tenemos

- [ (w008 Otr [ elonlt) w5 (000, )= (ealt) ot = [ (a0 v)o0)at

5 (
(2.22)
para todo v € H'(0, L).

Todo lo antes expuesto se resume en el siguiente resultado sobre la existencia de
soluciones del sistema adjunto (1.5).

Teorema 12. Sean ¢y € L*(0,L), g € L*(Qr) y ¢ la funcidn definida en (2.20). Entonces
o € C°([0,T); L*(0, L)) N L*(0, T; H*(0, L)). Ademds ¢ satisface la condicién inicial en
(1.5), en el sentido dado en (2.21), y satisface la EDP con la interpretacion dada en
(2.22), la cual contiene formalmente la condicion de frontera en (1.5).

Ademds, de (2.9) y (2.14) se sigue que existe una constante C' > 0 tal que

sup [lo(t)lz20) < C(llwollz20,L) + 19l L2(0r)); (2.23)
te[0,7)
T 1/2
(/ ||<P(t)||§11(o,L)dt> < C(lleollzzo.n) + 19l z2(0))- (2.24)
0

Cuando la condicién inicial ¢, tiene mayor regularidad, el Corolario 11 implica que ¢
es una solucién fuerte (en L?*(0, L)) de la EDP en (1.5).

Corolario 13. Sean g € L*(Qr) y wo € H*(0,L) tal que B*py € HL(0,L). Entonces
0 € C°[0,T); HY(0, L)) N CY(0,T; L*(0, L)) y © es una solucion fuerte del sistema (1.5).

Observaciéon 14. i) De (2.19) y (2.20) se sigue que

2
i Mé‘so 0

—_— —_— /
ot or "ot Y enD'(Qr).

i) Dado que (wy)y>o s una base hilbertiana en L*(0, L), ver (2.2), se sigue que

2 o k
op(x) = \/;e]ge cos (%x) , k>0

es una base de Riesz para L*(0,L). Ademds B*¢x(0) = B*¢r(L) =0, k > 0.
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2.2. Existencia y unicidad de soluciones Método II

A continuacién presentamos otro método para obtener el resultado de existencia y
unicidad de soluciones del sistema (1.5), asi como para obtener la continuidad de las so-
luciones respecto a los datos.

En este caso aplicamos el método variacional desarrollado en el Capitulo XVIII del
texto [3], asi que en esta seccién adoptamos la notacién del referido texto. Ponemos
H = L*0,L)y V = H'0, L) con sus respectivas normas, i.e

ol = ([ letarrar) " e ([ 1ewra+ [ o) "

Es conocido que V estd encajado de manera densa y continua en H.

Parae >0y M € R\ {0} fijos, consideramos la forma bilineal a : V' x V' — R dada
por

L L
M
alp.0) =M [ p@sa)dnre [ ple)oos - Geolk  (225)
0 0
Dado que el operador de traza T : V — L?(9(0, L)) es continuo, es decir, se cumple
[L(0)]* + [@(L)|* < [¢li,  para todo ¢ € V,

obtenemos la estimacion

< M M|

la(p, @) < Mo+ epe|uldnln + 5 lelviely
< C.umlelv|gly paratodo ¢, ¢ € V.

La desigualdad anterior implica que la forma bilineal a es continua en su dominio.

Por otro lado tenemos
M (Fd L M
o) = 5 [ Grlellfdete [ leddo)de - Gl

L
- . / o) .
0

Por lo tanto,
a(, ) +elolfy > elely,  para todo ¢ €V,

de donde se sigue que la forma bilineal a es coerciva sobre V' con respecto a H.

Ahora consideramos el operador no-acotado A : D(A) C V — V donde

D(A) ={p eV :¢— alp,¢) es continuo sobre V respecto la topologia de H}.
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Afirmamos que
D(A) ={p € H*(0,L) : B*¢(0) = B*¢(L) = 0}.

Efectivamente, ¢ € D(A) si y sélo si ¢ € V y existe Ap € L*(0, L) tal que

| @)+ p@lont@rta - Geols = [ Aot (2.26)

para todo ¢ € V.
En particular, si ¢ € D(A) entonces

L L
/ (M(z) + epr(z)|pe(x)de = / Ap ¢pdx  para todo ¢ € D(0, L),
0 0

por lo tanto My + ep, € H' (0, L). Asi que o € H*(0, L), Ap = —Mp, — £p,, vy usando
integracién por partes en (2.26) se obtiene que ¢B*p|L = 0 para todo ¢ € V, asf que
B*p(0) = B*¢(L) = 0y por tanto D(A) C {p € H*(0,L) : B*¢(0) = B*p(L) = 0}.

Sea p € H?(0, L) tal que B*p(0) = B*¢(L) = 0. En particular ¢ € V, ademds

M

| 6@ + eput@llonta)dn - Groolf =50l +pa(lotal

2

- / [Mpa() + £ua(@)]0(w)da
== [ Mea(o) + eualo@i

como ¢ € H?*(0, L) entonces My, + ep,, € L*(0,L), asi que {¢ € H*(0,L) : B*p(0) =
B*p(L) =0} € D(A).

Ahora obtenemos las llamadas estimaciones a priori. Para poder aplicar el método de
Galerkin, usamos el hecho que {¢}. }r>0 C D(A) es una base de Riesz de L?(0, L). Primero
suponemos que tenemos datos regulares, i.e o € D(A) y g € L*(Qr).

Multiplicamos la ecuacién del sistema (1.5) por ¢ e integramos respecto a x € (0, L)
para obtener

L

/0 g(t,x)p(t, z)dr = —/ o(t, )t x)dx—i—M/ (t, ). (t, x)dw—i—a/ o(t, ) r.(t, x)dx

0
:_iﬁ/ lo(t, ) de—e/ . (t, z) P dx

—Iw(t 2)[*[725 +eplt, 2)e.(t, 7) ;=0

1
_ - 2 _ *
= 2dt/ lp(t, x)|*dx z—:/ | (t x)| dr + 290(75 x)B*o(t, x)|iZ
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Asi que para t € (0,7") tenemos

2dt/ lo(t, z)| d:L‘—i—S/ | (t, z)Pdx = —/ g(t, z)p(t, z)dx, (2.27)

por lo tanto, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

d L L L
a4 / (s, 2)de < / 95, 2)’de + / o(s,2)dz, s € (0,T).
ds 0 0 0

Integramos en s € [0,¢], con 0 < ¢t < T, para obtener

/[|g0(t:c)| lp(0, )| dq;<// |gsx\dxd8+// lo(s, z)Pdzds

S/ / lg(tvl')dedth/ / lo(s, 7)|*dxds,
0 0 o Jo
de donde se sigue que

L L T L t L
/ o(t, ) Pde < / po(x)Pda + / / g(t, @) Pdadt + / / (s, 2)Pdeds.
0 0 0 0 0 0

La desigualdad de Gronwall implica que

/OL o(t, o) dz < e” (/OL [po(@)[*d + /OT /OL |g(t,:5)|2dxdt) . (2.28)

Por otro lado, si integramos (2.27) respecto a t € (0,7") obtenemos

1 /L 1 /L T L
3| Wemaori =5 [Ceoapdre [ o)t
0
//|gtx|2dxdt—|— //|g0tx|dxdt
entonces,

T L L T L T L
% / / (ou(t, 2)[2ddt < / oo (2) Pda+ / / gt ) 2dwdt + / / ot 2)[2dadt.
0 0 0 0 0 0 0

Usamos (2.28) en el ultimo sumando del lado derecho para obtener

5/0T/0L|gpw(t,x)|2dx§ (1+ Te) (/OL|goo(a:)|2dx+/OT/0L|g(t,m)|2dxdt). (2.29)

Dado que D(A) es denso en L*(0, L), se sigue que las estimaciones anteriores son vélidas
para ¢y € L?*(0, L). Lo antes expuesto lo resumimos en el siguiente resultado.
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Teorema 15. Sean e, T > 0, M € R\ {0} fijos. Para cada oo € L*(0,L) y g € L*(Qr)
eziste una tnica solucion p € C([0,T]; L*(0,L)) (N L*(0,T; H'(0,L)) del sistema (1.5),

en el sentido que

// (t, ) dx¢()dt+/OTa(( Dt = // () o(w)das (1) dt

para toda v € H'(0,L), v» € D(0,T), donde la forma bilineal a es definida en (2.25).
Ademds tenemos
lellz=@rz0ry < € (lpollzzon) + N9llz2@m)s
Velelzormowy < (1+Te") ' (leoll2.) + l9ll2@r) (2.30)
para todo oo € L*(0,L), g € L*(Q7).

Como consecuencia de lo anterior, y usando la continuidad del operador de traza de
H'(0,L) en L*({0,L}), obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 16. Sean ¢, > 0, M € R\ {0} fijos. Eziste una constante C' > 0 tal que

Vello(, 0)llz2om < CL+Te") (ol 20.0) + 19l 2200))- (2.31)
para todo py € L*(0, L), g € L*(Q7), donde ¢ es solucién del sistema (1.5).

2.3. Solucién por transposicién del sistema original

Una vez establecida la existencia y unicidad de soluciones del sistema adjunto (1.4),
estamos en condicién de proponer la definiciéon de solucién por transposicion del sistema
original (1.3).

Definicién 17. Sean ¢, T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Dados yo € L*(0,L) yu € L*(0,T)
decimos que y = y(t,x) es una solucién por transposicion del sistema (1.3) si para cada
t € [0,T) la funcidn y(t,-) € L*(0, L) satisface

/o gpo(m)y(t,x)da::/o yo(a:)go(O,m)dm—f—%/o u(s)e(s,0)ds (2.32)

para todo @y € L*(0, L), donde ¢ es la solucion del sistema (1.4) planteado en (0,t)x (0, L)
con o(t,") =¢o y g=0.
Ahora presentamos el correspondiente resultado sobre la existencia y unicidad de so-

luciones del sistema (1.3), y que ademds proporciona la continuidad de las soluciones con
respecto a los datos.

Proposicién 18. Sean ¢, T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Para cada yy € L*(0,L) y u €
L*(0,T) existe una tnica solucion en el sentido de transposicion y € C([0,T); L2( , L))
del sistema (1.3). Ademds, existe una constante Cp > 0 independiente de € tal que

méx [ly(t, >||Lz<o,L>scT(||yo||L2<o,L \/—HUHMOT) (2.33)

t€[0,T
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Demostracién. Tomamos yo € L*(0,L) y u € L?(0,T). Para cada t € [0,T] consideramos
el sistema (1.4) en (0,t) x (0,L) con ¢(t,-) = ¢o v g = 0. Por el Teorema 15 existe una
tunica funcién ¢ € C([0, t]; L2(O L))NL*(0,¢; H(0, L)) que satisface una estimacién como
n (2.30), con t en lugar de 7.

Usando (2.31) obtenemos que el funcional lineal

L 1 t
%eﬁmmH/ymwamm+a/wmmmw
0 0
es continuo, ya que
L 1 t
/'m@meMm+i/u@M@ﬁMssoﬂmmmmL VFMMwWMWﬂmom
0 0

Por el Teorema de representacién de Riesz existe una tnica funcién y(¢,-) € L*(0, L) tal
que satisface la igualdad en (2.32).

Usando (2.30) y (2.31) obtenemos

L
/%@wmm$@@wmw+fwmw)mmmﬁ
0

de donde se sigue la validez de (2.33).

Por otro lado, para t,7 € [0,7] usamos (2.32) para obtener

/]u )N|e(s,0)|ds
/|u |ds

lo que implica la continuidad de la funcién ¢ — y(t,-) € L*(0, L) ya que

z20,2) < 2\/_ / lu(s)[*ds

y resta aplicar el teorema de la convergencia dominada. O]

<

/O co@)ly(t, 7) — y(r, 2)]da

< ||900||L2 (0,L)>

1/2

ly(t,-) = y(7, )

Observacién 19. En particular, si y es la solucion del sistema (1.8) con control u y
condicion inicial 1o, del principio de Duhamel obtenemos que

/OT/OLg(t,x)sO<t,x)+/0Ly(T,x)sﬁo(:c)dx=/OLyo(:c)@(o,m)der%/OTu(t)g)(t,o)dt

para todo py € L*(0, L), g € L*(Q7) donde ¢ es la solucion del sistema adjunto (1.4).
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2.4. Solucién fuerte del sistema original

En la Definicién 17 dimos la nocién de solucién por transposicion del sistema (1.3)
con datos yo € L?(0, L), u € L*(0,T). En este caso resulta que la correspondiente funcién
y(t, z) es una solucién muy débil para el sistema (1.3). ; Qué podemos decir en el caso que
Yo v u tienen mayor regularidad? En este caso usamos el método llamado de levantamiento
(lifting) del dato de frontera u al lado derecho de la ecuacién diferencial en el sistema (1.3).

Fijamos yo € H?(0, L) con Byy € H}(0,L) y w € H'(0,T) con u(0) = 0. Ponemos

Yt ) = ﬁ (1- %)QU(@, (t,2) € Or.

Un calculo sencillo muestra que By"(t,0) = u(t) y By“(t,L) = 0 parat € (0,T).
Ademaés notamos que

2¢e+ ML — Mx (t) L
L LM +4: LM + 4e

(1- %)21/(1&) € L(Qr).

gt (t,x) ==

Aplicamos el Corolario 13, con —M en vez de M y g = ¢g*, para obtener una tnica solucion
fuerte g € C°([0,T); H*(0, L)) N C*(0,T; L*(0, L)) del siguiente sistema,

Ur + MGy — €020 = g%, (t,2) € Qr,
Bij(t,0) = 0, Bij(t,L) =0, t
y(o l’) 2]0 .’L')’ X

Finalmente, definimos y := y + y*. Es facil ver que y es una solucién fuerte del sistema
(1.3).

2.5. Controlabilidad a cero

Finalmente, en este contexto, podemos introducir la nociéon de controlabilidad a cero
del sistema (1.3) al tiempo 7" > 0 dada en la Definicién 2.

Efectivamente, (1.6) junto con la Definicién 17 implican que fOL wo(x)y(T, x)dx = 0
para todo ¢g € L?(0, L), por lo tanto y(T,-) = 0.

En la teoria de control de EDP’s lineales es conocido el hecho de que la controlabilidad
a cero es equivalente a probar una desigualdad de observabilidad para el sistema adjunto.
Asi que desarrollaremos el material necesario para mostrar tal hecho en el sistema que
nos ocupa. En esta seccién reproducimos parte del texto [1] y adoptamos su notacién.

Consideramos U, H espacios de Hilbert sobre R con respectivos productos escalares

(.7 ')U y (.7 )H
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Sea A el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo de operadores
lineales {S(t)};>0 continuos en H. Es conocido que el operador adjunto A* de A es el
generador infinitesimal del semigrupo {S(¢)*};>0, donde S(t)* es el operador transpuesto
de S(t).

El dominio D(A*) estd equipado con la norma de la gréfica del operador A*, es decir,
1Zlpasy = lzllm + |A%2)la, 2 € D(AY).
De hecho esta norma esta asociada con el producto escalar
(21, 22)p(ax) = (21, 22) 5 + (A" 21, A*20) g, 21,20 € A”.

Con este producto escalar D(A*) es un espacio de Hilbert. Sea D(A*)" el espacio dual de
D(A*) con H como espacio pivote, en particular,

D(A*) C H C D(AY).
Consideramos un operador de control
B e L(U, D(AY)),
donde L£(X,Y’) denota el espacio de operadores acotados de X en Y.

Se asume la validez de la llamada condicién de admisibilidad (también llamada pro-
piedad de regularidad): existe 7" > 0 y una constante C7p tal que

T
/ |B*S*(t)z||5dt < Crl|z||3;, para todo z € D(A®).
0
En adelante B* € L(D(A*); U) es el adjunto de B.

Sean T' > 0, yo € H y w € L*((0,T);U). Consideramos el problema de Cauchy

y = Ay+Bu, te(0,7), (2.34)
y(0) = o

Decimos que una funcién y € C([0,7], H) es una solucién del problema de Cauchy
anterior si

(y(t), 2" — (y(0), S(t)*2" )y = /Ot(u(s),B*S(t—s)*zt)Uds, para todo t € [0,7], 2 € H.

En [1, pag. 53, Teorema 2.37] se prueba que para cada T > 0, yo € H, u € L*(0,T;U)
existe una unica solucién del problema de Cauchy (2.34).

Decimos que el sistema de control

j = Ay + Bu. (2.35)



2.5. CONTROLABILIDAD A CERO 23

es controlable a cero al tiempo T > 0 fijo, si para cada u € L?(0,T;U) la correspondiente
solucién y del problema de Cauchy (2.34) satisface y(T") = 0.

Ahora introducimos un “mapeo de control 6ptimo”. Sea T' > 0 fijo. Para cada yo € H
consideramos el conjunto

Ur(yo) == {u € L*(0,T;U) : la correspondiente solucién y de (2.34) cumple y(T) = 0}.

Se sabe que Ur(yp) es un subespacio afin cerrado de L?(0, T; U), as{ que tiene un elemento
de norma minima en L?(0,T;U) y lo denotamos por UT (yq).

Ademds es conocido que el mapeo UT : H — L*(0,T;U) es lineal y que el teorema
de la grafica cerrada implica que es continuo. A ||UT|| le llamaremos constante de control
6ptimo nulo.

A continuacién reproducimos el resultado que muestra la equivalencia entre la contro-
labilidad a cero de un sistema y la correspondiente desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto, y que ademas proporciona una forma de calcular la norma del mapeo
lineal de control éptimo U7

Teorema 20. Sea T > 0 fijo. El sistema de control (2.35) es controlable al tiempo T si
y solo si existe una constante ¢ > 0 tal que

T
1S(T)*=||3 < c/ |B*S(t)*=||7;, para todo z € D(A*). (2.36)
0

Ademds si existe tal constante ¢ > 0 y si cr es la minima constante tal que se satisface
(2.36) entonces

4" | o200y = Ver
Ahora aplicamos el resultado anterior a nuestro sistema.

Proposicién 21. Sean ¢,T,L > 0, M € R\ {0} fijos. El sistema (1.3) es controlable a
cero en L*(0, L) al tiempo T si y sélo si existe una constante C' = Ceq.par > 0 tal que

/o (0, x)|?dx < O/o lo(t,0)|%dt (2.37)

para cada oy € L*(0, L), donde o es la solucion del sistema adjunto (1.4) con g = 0.

Demostracién. En este caso tenemos H = L?(0,L) y U = R. Es bien conocido que el

operador A = —-%; con dominio D(A) = {u € H*(0,L) : u, € H}(0,L)} es el generador

dx?
infinitesimal de un semigrupo de transformaciones lineales acotadas. Por lo tanto para

cada € > 0 el operador
2

-~ M
A
¢ de
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con dominio D(A), es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo
de operadores lineales {S(t)}+>0 acotados en H.

Es facil verificar que si @(t) = S(t)uo, entonces u(t) = e2:*i(t) resuelve la ecuacion

du
— = Au(t
)]
donde p P
A= —M% + 5@,

con D(A) = {y € H*(0,L) : By(0) = By(L) = 0}.
En nuestro caso el operador de control B: R — D(A*) esta dado por
(BM)z := Az(0), paratodo A € R,z € D(AY),

donde D(A*) = {¢ € H?(0,L) : B*p(0) = B*p(L) = 0}. Notamos que B* : D(A*) — R
esta dado por B*z = 2(0), para todo z € D(A*).

Se verifica el principio de admisibilidad por la segunda desigualdad en (2.30), asi que
el resultado se sigue del teorema anterior. O]

A la desigualdad (2.37) se le suele llamar desigualdad de observabilidad u observacién
en x = 0 al tiempo 7.

2.6. Motivacion del operador de frontera B

Una pregunta bastante natural sobre el sistema que estudiamos en este trabajo es
jcudl es la razén de definir asi al operador de frontera B?

Como se mencioné en la introduccién del Capitulo 2, la sucesién ¢x(z) := cos (kf’rx),
k > 0, es un sistema ortogonal de funciones propias del laplaciano unidimensional con
condicién de frontera tipo Neumann. Asi que nos proponemos expresar que el operador
diferencial de segundo orden
P=—-MO0, — c0,,,

asociado al sistema de evolucién (1.5), tenga funciones propias de la forma e“* cos (%’rx) )

para una cierta constante real w.

Ponemos s () := sin (522) y ¢r(z) := e*"cx(z), k > 0, entonces

ol (1) = e <_I%Tsk(m) +w0k(37)> Y

() = e (- (’%)2 ex() — ka%sk(x) + w2ck(x)> |
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Tenemos que

k k) ? k
Poi(z) = " M%sk(x) — Mweg(x) + ¢ (%) crp(x) + QSM%Sk(.%) — ew?cp(n) ]|,
lo que nos obliga a hacer la eleccién w = —M/(2¢), de donde se sigue que

Pop(x) = Avpr(z), k=0,
con \; definida en (2.3).

Ahora bien, valuando la derivada de las funciones ¢, en los extremos x = 0,x = L,
obtenemos que cada ¢, satisface condiciones de frontera de tipo Robin,

k
2e01.(0) + M i (0) = 2¢ <—T7T sin 0 +wcosO) 4+ Mcos0=0, vy

k
2e0, (L) + My (L) = 2ee- (—% sin(km) + w cos(lmr)) + Me¥" cos(kr) = 0,
asi que B*¢ = 2¢p, + M sera el operador de frontera asociado a P.

En resumen, el operador P es diagonalizable en L?(0, L) con funciones propias

M
er(x) = exp (—2—{?) cos (kﬂTx) , k>0, (2.38)

y correspondientes valores propios dados en (2.3). La familia {\/2/Le; : k > 0} es una
base de Hilbert de L? ((0, L), eM””/E) con respecto el producto escalar

() = /O "o (ﬁ) w(@)o(x)dz.

3

Como en la Observacién 14, volvemos a obtener que {e}, > 0 es una base de Riesz para
L*(0,L).

Claramente, existe una constante C' > 0 tal que

M|L
||ek||L2(O,L) S C, M > O7 ||€k||L2(O,L) S C’exp (%) s M < O (239)

para todo k > 0, donde || - || z2(0,z) denota la norma usual en L*(0, L).
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Capitulo 3

Estimacion superior del costo del
control a cero

El objetivo de este capitulo es probar la desigualdad de observabilidad (2.37) para el
sistema adjunto al tiempo 7" > 0. La prueba de tal desigualdad esta relacionada a una
cuestion sobre la suma de exponenciales. La demostracion requiere la construccion de
una familia biortogonal a la familia de exponenciales que resuelven la ecuacion adjunta.
La construccién, en su primera parte, utiliza el teorema de Paley~Wiener en L*(R). La
novedad en la técnica de Glass es la construccién del llamado “multiplicador complejo”,
técnica introducida por Beurling y Malliavin en el analisis complejo y con otros propositos.

3.1. Construccién del multiplicador complejo

En esta seccién usamos una técnica introducida por Fattorini & Russell para el estudio
de la controlabilidad de la ecuacién del calor unidimensional, el llamado método de los
momentos.

La idea es construir una familia biortogonal {¢;}x>0 C L*(0,T) a la familia de fun-
ciones exponenciales {exp(—Ag(T" — t)) }x>0, donde Aj son los valores propios de nuestro
sistema principal definidos en (2.3) y luego obtener estimaciones de ||9x||2(0,1)-

Decimos que una funcién entera h es de tipo exponencial a > 0 si existe una constante
C > 0 tal que |h(z)| < Cexp(alz|) para todo z € C. Si ademas la restriccion de h sobre el
eje real es una funcién cuadrado integrable, entonces la versién L? del teorema de Paley-
Wiener (ver [12, Teorema 19.3, pagina 370]) implica que existe una funcién integrable g
con soporte en (—a,a) tal que h es la extensién analitica de la transforma de Fourier de

g.

Para construir la mencionada familia biortogonal es suficiente exhibir una familia de
funciones enteras J; de tipo exponencial T'/2, es decir, existe una constante Cj . > 0 tal

27



298CAPITULO 3. ESTIMACION SUPERIOR DEL COSTO DEL CONTROL A CERO

que |Ji(2)] < Creexp(T)z|/2) para todo z € C, que también satisface J; € L*(R) y
Ji(—i\;) = 6 para todo j, k > 0. (3.1)
En efecto, asumiendo la existencia de tal familia de funciones enteras, la versién L? del

teorema de Paley-Wiener implica que existe una funcién &, € L?(R) con soporte en
[—T/2,T/2] tal que

T/2 4
Ji(2) = /T/2 &(t)e ™dt, z€C,k>0.

Definimos las funciones

&(T/2 —1t)
t) = ————"— k>0.
= T 2
Entonces .
/ Yi(t) exp(=N; (T —t))dt = 0,5, J,k>0. (3.2)
0
Por otro lado, el teorema de Plancherel implica que
V2|l L20m) = exp(TAe/2) | g | 2(w) - (3.3)

Asi que el objetivo ahora es encontrar la familia {.J¢}i>¢ que satisfaga las condiciones
kSk>0
mencionadas.

Consideramos el producto infinito de Weierstrass

e}

0 =J10-5)

k=1

que es una funcién entera con ceros simples en k2, k > 1. Por otro lado tenemos la
identidad
sin(my/2)
II(z) = ———=.
Tz
A pesar de la raiz cuadrada, la expresion de la derecha es una funcién entera ya que II es
) y

su extensién analitica en C.

Introducimos la funcién

/ M? L | M?

que es una funcién entera con ceros simples en {—i\;}r>o . Por tanto, las funciones

P.(2)
k>0
(I)/E(—Z)\k>(2 + Z)\k)’ -
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satisfacen la condicién (3.1).

Ponemos r(z) := y/iz — M?/4e entonces r(—iX\;) = /ekn/L, k > 0. Observamos

ademas que

VE

B (—idg) — —ir(—ig)cos <%r(—i)\k)) (=id) — o (i) sin <%r(—u,€))

= —ir(—i)\)cos (%r(—w)) m - Z\/Tgm sin (%T(—W))

cos  Zer(—ig) sin ( Zer(—iXg)
_ o) sin (er-in)
2 2km
cos(km) = sin(kr)  (=1)F
= = > 1. .
T 5 E>1 (3.4)

Por otro lado,

. O(—idg + h) — D(—iNg)
/ Y
) = i h
sin( Lo \/i(—ixo+h)— M2
(=ido+h+itf) (L“' 4 M;‘)
ﬁ\/z(—z)\o-‘rh)—ﬁ

= Jim h
) sin(%\/ih)
= e T
75 1

Ahora usamos la desigualdad

| sin 21/2| < ex 21" C
— p \/§ Y z 6 Y

para obtener que existe una constante C' = C(M,¢) > 0 tal que

B.(2)] < Oz exp (%gal/?) (3.5)

cuando |z| — 0.

Sin embargo, notamos que esta funcién puede no estar acotada en el eje real, y por ello
no puede ser usada directamente para construir la familia ;. Por lo tanto, el siguiente
paso es obtener una funcién entera f(z) (conocida como un “multiplicador”) que satisfaga
f(=iXg) # 0 para cada k > 0 y tal que

N YOS
RO =G feag K20 .
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es una funcién entera de tipo exponencial.

Fijamos
T . .
a = 2—’ L ::L+O¢51/2, L I:L+2Oé€1/2,
s

con « > 0 independiente de ¢ que serd elegida mas adelante.

Introducimos

L
7r\/2_5\/£'

s(t) = at —

Usando que

2

1 — —|dt" = |z|"wcot(my/2), paral <y < 2,

/ log

0
obtenemos que )
o L

lo —|ds(t ——V x|, xeR. 3.7

| st 55 sty = =Vl 3.1)

Notamos que ds(t) no es una medida positiva sobre (0,00). La funcién s(t) es creciente
para

1 L2
y s(B) = 0 para
22
B:=4A=—.
eT?

Como es usual, denotamos por Rz, Iz a la parte real e imaginaria, respectivamente,
de z € C y H denotard el semiplano superior, es decir, HH = {z € C: Sz > 0}.

Definimos a la medida dv(t) como la restriccién de la medida positiva ds(t) en [B, o),
e introducimos la funcién holomorfa en C \ R dada por

o(z) = /Ooolog (1-?) du(t) = /:10g (1-?) ds(t)

y para &z < 0 consideramos
— | dv(t) = / log |1
B

U(z) = /0 T log 1

que es una funciéon arménica en Iz < 0 y continua sobre la recta real.

2 2

7| ds(t)

El siguente paso es “discretizar”la medida dv(t). La parte entera de € R la denotamos
por [z], as{ que definimos

U(z) = /Ooo log

2

- S |dwv) = [ 1og

12 B

2

— | d[s(t)], (3.8)

1 1- >
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y también consideramos

h(z) = /OO log <1 _ j_j) dis(t)], z€C. (3.9)

B

Asi que
U(z) = R(g(2)), z€ C\R v U(z) = R(h(2)), z € C. (3.10)

Sea {y;} la sucesién que satisface s(py) = k para todo k > 0. Como d[v] = >, 0,, ¥
pr = O(k), tenemos que

es una funcion entera.

Entonces consideramos el multiplicador dado por
f(2) :=exp(h(z —1i)), =ze€C. (3.11)

El siguiente lema técnico nos sera de mucha ayuda en la prueba de resultados poste-
riores.

Lema 22. Tenemos las siguientes identidades

2

/1og1+ dt = rlyl, (3.12)
0

/ log 1+ d\/_—7r 2|yl, (3.13)
0

B 2

Yy

log1+ ds(t) =aBG (=) . 3.14
/ (t) = aBc (4) (3.14)

Demostracion. Basta aplicar integracion por partes y hacer un cambio de variable. Por
ejemplo, para obtener la segunda identidad se resuelve como sigue

/0 tog [1 + L] avi = 27 /“tf” Wl / I

Para obtener la tercera desigualdad sélo debemos hacer el cambio de variable ¢t — t/B.
O

1
+ 1+4

Proposicion 23. Ji(z) es una funcion entera de tipo exponencial T/2 para todo k > 0.

Demostracion. Integrando por partes obtenemos

/BOO log <1 + |“Z—2|2) d(s(t) — [s(t)]) = /BOO —0, [log (1 - 5_2'2)} (s(t) — [s(£)])dt > 0,
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por lo tanto las identidades (3.12), (3.13) implican que
5 0 2 T L
U(z) < /B log (1 + ’tz—l) ds(t) < §|z| \/_|z|1/2 alz|'?, zeC.

Cuando |z| > 3 tenemos que |z —i| > |z| — 1 > 2|z|/3, por lo tanto

[f(2)®:(2)] = exp(U(z —1i))|@:(2)]
1 3

< Cuee!|z]exp (_‘Z’ i (21/2 - 21/2) \/_‘ ’1/2>
< Crpmeexp (T)2]/2),

cuando |z| — oo, donde hemos usado la estimacion en (3.5). El resultado se sigue de la
definicién de Jg(z). O

De (3.6) y (3.10) se sigue que para estimar ||J;||,2) debemos analizar la funcién
U(z — i) para todo = € R. Procedemos en varios pasos: en el siguiente lema mostramos
que U(x) tiene una integral logaritmica finita en R. Luego usamos este hecho para probar
en el Lema 25 que U(z), en ¥(2) < 0, es esencialmente la integral de Poisson de sus
valores en la frontera. Este tltimo resultado y el Lema 41 (ver Apéndice A) nos ayudaran
a establecer una conexién entre U(z — i) y U(z — i) en la demostracién del Lema 27.

Lema 24. U(x) es una funcion continua par en R tal que

[ s, 515

donde log™ := max{log, 0} y existe una constante C; > 0 tal que
Ux) < L V x| + CaB eR (3.16)
) < ———/|z aB, =x . .
— \/2—8 1

De hecho,

2

—|d(t — Vt) ~2.34 < 2.35. (3.17)

1
4 ::—min/ log |1 —
zeR J

Demostracion. Usando (3.7) obtenemos que

Ua) = =Vl - [ 1og

entonces haciendo el cambio de variable ¢ — ¢/B vemos que

B 1
/ log |1 — —|ds(t) = aB/ log
0 0

Para x > 0 introducimos la funcién

I(x) := /Ollog 1-

2
x
1-— t_2 dS(t),

2 2

1= B22

d(t — V1)

2

—ld(t — V).

t2
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Si realizamos explicitamente la integral obtenemos

I(z) = =7z + xlog vetl ‘ + 2/ arctan(y/7) (3.18)

V-1

1
Tl ’—\/Elog
r—1

cuya grafica se representa en la Figura 3.1.

0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 3.1: I(x)

Claramente [(z) es continua en R*, ademds lim, ,o+ I(x) = 0, lim, ,o [(z) = =2 ¥y
lim,_,; I(z) = —5 — log(2). Estas propiedades implican la existencia de C y por (3.18)
tenemos que la constante C} es finita. Dado que U(z) = —\/% |z| —aBI(%), obtenemos
(3.16) y luego (3.15) usando que log® := méx{log, 0}. O

Lema 25. La funcion U(z) es continua en Sz < 0. Ademds, tenemos

1 [ S3U(t)

U(z) = —maSz — —/_ dt (3.19)

T o lz =t

Demostracion. Ponemos F'(z) = exp(g(—z)) para z € H. Claramente F' es una funcién
holomorfa en H, continua en H y que no tiene ceros en H. Adem4s, las identidades (3.12)
y (3.13) implican que

o0

log |P(2) =U(-2) < [

2
T

log (1 + @) ds(t) < —lz|, ze€H.
5 / 2

La condicién (3.15) implica que podemos considerar la transformada de Poisson V' (z),
z € H, de la funcién log™ (exp(U(x))), ver [8, Capitulo III, §F).
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Integrando por partes U(—iy) y usando el teorema de la convergencia dominada ob-
tenemos

log | F'(% U(—1 < 1 0
lim sup log | Fiy)| = lim sup (=iy) =2 lim / —25(y )dQ = ma. (3.20)
Yy—00 ) y—00 Yy Yy—00 Bly 1+ 0 y@

Por el Teorema 38 tenemos que
v(z) =U(—2) —maSz —V(z) <0, zeH.
El Teorema 39 implica que existe una constante o > 0 y una medida positiva pu(t),

con [ du(t)/(1+t?) < oo, tal que

1 [~ Sz
— =aSz + — ——=du(t e H.
v(z) = aSz + - /_OO PR wu(t), =z

Aqui el punto clave es que U(z) es continua en Iz < 0, asi que la medida du(t)
satisface

log™ (exp(U(t))) — du(t) = U(t)dt.

Por lo tanto,

1 [ 3U(t
U(—z):(ﬂa—a)%sz—/ JZU()dt z € H.

T ) oozt

Usamos la igualdad anterior para calcular limsup, ., U(—iy)/y, entonces (3.20) implica
que a = 0. O

Lema 26. Para x € R, tenemos

. L
U(x —i) < ma+ CraB — \/—2_5\/ﬂ (3.21)

Demostracion. Primero aplicamos (3.19) con z = x — i y luego usamos la estimacién
(3.16). Claramente

&0 1 > 1
—dt = ——dt =, c R.
/oorx—z'—th /oomx—tr? oot

ﬂdt

too L =22

Resta calcular

Descomponemos el término anterior en la suma de dos integrales y luego hacemos los
respectivos cambios de variable u = v/t y u = \/—t para obtener

[ e vET:
S L —- ,
o 1+(x—1) V2ovI+ 22 — 2z
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/0 =t g — T
oo L (7 — 1) VovT+a2 422

Por simetria, basta considerar > 0, entonces

\/2\/1+x2—|—2a7—|—\/2\/1+x2—2x22\/|x|,

de donde se sigue el resultado. O

Lema 27. Para x € R tenemos

- L
U(x —1) <log™(|z]) + ma + aBC, — —— : 3.22
(@~ ) < log"(Ja) — =Vl (3.22)
Demostracion. Usando el resultado anterior y el Lema 41 obtenemos
. , 0 (x —1)? .
Ulx —i) = i log |1 — BT d([v(t)] —v(t)) + U(x — i)

L
<log"(|z]) + ma + aBCy — ——=+/|x|.

V2e
O
El siguiente resultado serda de mucha ayuda para estimar posteriormente |f(—i);)|.
Lema 28. Consideramos la funcion
1 y?
Gly) = /0 log |14+ %5 d(t —vB), yeR (3.23)
Entonces, 3
Giy) > maly — =/l —1og (1+ L) - aBG (2) (3.24)
- Ve B2 B/~ ‘

Demostracién. La funcién d;[log(1 + y*/t?)] es negativa, asi que integrando por partes y
usando que s(B) = 0 obtenemos

/OO log (1 + i—j) d(s(t) — [s(1)]) = /Oo 0, [log <1 + i—j)} (s(t) — [s(t)])dt

B B

< /B ) {log (1 + i—j)] it (3.25)

2
Y

U(iy) > Uliy) — log <1 + y—2> .

lo cual implica que

B2
El resultado se sigue de las identidades (3.12), (3.13) y (3.14). O
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3.2. Prueba de la desigualdad de observabilidad

En esta seccion reunimos todos los elementos necesarios para demostrar la desigual-
dad de observabilidad para el sistema adjunto. Antes, probamos el siguiente resultado
preliminar.

Proposicion 29. Existe e > 0 tal que
i) Para cada T >0 y 0 < e < gq, existe una constante Cp > 0 tal que

7 OLZI/‘I/Q
exp (—7ra/\;€ + %|)\k|1/2 +aBG (3) +log™ 7| — %)

L5*1/2]a:2 + Af—;|*1/4\x2+)\i\1/2

L|M|

|[Ji ()] < Cre >

+aBCq

Y

(3.26)
para todo k > 0.
ii) SiT > AL/|M]|, entonces existe una constante Cr > 0 tal que
exp (—made + L ufV? + log” o] - 252
L|M € 2
|JE(z)| < Cpe & +aB(C=C2) i . (3.27)
Le=1/2|a2 4 ME|-1/4)32 4 \2|1/2

para todo k > 0, donde la constante C, estd definida en (3.17) y

Cy = —G(2) ~ 1.97 > 1.95. (3.28)

Demostracion. Como en (3.5), vemos que existe una constante C' > 0 tal que

1/4
L|M| L )
exp| —+—=V1|z| |, xR
(S + =V

4

2 —_—
v 162

NG
@.(0)] < O

Usando (3.22) tenemos que

@.(x) exp(0(x — i) < O

1/4

M4
162

2+

1/2
eL\;;ﬂJrchlJrna exp (10g+ |x‘ _ Oé|2:i’/2 ) s

(3.29)

para todo z € R.

Como U(iy) es una funcién decreciente en R~ y usando (3.24) obtenemos

|[f(=ide)| = exp(U(=i(1 + Ax))) = exp(U(—iAr))

L A2 A
> exp (77@/\k - %\/ |Ak| — log (1 + B—’;) —aBG (ﬁ)) .

Ahora elegimos a > 0 tal que
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De la eleccién anterior y usando que log(1 + y?/24) < +/|y| obtenemos

|f(—=iAk)| > exp (wa)\k — %\/m —aBG (%)) .

De la estimacion anterior y usando (3.4) obtenemos

LIM|

|[Ji(@)] < Cre=

3 alz|/?
exp (—ﬂa)\k - \/%\)\k|1/2 +aBG (%) +log™ |z — |21‘/2 )

2
L5—1/2|x2—|—J\f—€|—1/4|x2—|—/\2|1/2

+aBCq

(3.30)
Por otro lado, asumiendo 7" > 4L /| M| y usando (2.3) tenemos que
272
M, Moo s
B = 812 -

para ¢ suficientemente pequenia. Como G es una funcién decreciente tenemos G(\g/B) <
(G/(2), de donde se sigue (3.27). O

A continuacién damos una demostracién de la desigualdad de observabilidad (2.37),
que es equivalente a la validez de la Proposicion 3.

Prueba de la Proposicion 3. Recordamos que la familia {ej }r>o dada en (2.38) constituye
una base de Riesz para L?(0, L).

Tomamos ¢y € L*(0, L). Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

po(x) =Y brer(r), bp €R. (3.31)

Entonces la correspondiente solucién de (1.4) estda dada por

p(t, ) = brexp(—Ae(T — t))ex ().

Usando (3.2) obtenemos
T
b= [ et 0o
0
por lo tanto
k] < [l (5 0)[| 20,7 190 | L2 0.7) -
Dado que
N
0(0,z) = Zbk exp(—AeT)ex(x),

k=0
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se sigue que
(0, )20,y < o O)llz20m) D 1vkllz2 0,y el z20,2) exp(=AkT). (3.32)
k=0

Como G(%) > G(M?T?/(8L?)), y usando (3.26) y (3.3), tenemos que existe una constante
C = Cr.me > 0 (que puede cambiar de linea a linea) tal que

V2r||[Yillze o) = exp(TAr/2) |5l 2
L L exp(2log™ |z| — 2Y2a|z|Y/?)dx v
< Cex A /
P \/— | k’ B \:B2+Af—;\*1/2|3?2+)\z’

A

< O\ 2 exp (\/_\/|>\k|> . k>0

Cuando M > 0, usamos (2.3) y (2.39) para obtener

N A
_ L
[0, ) 200,y < Cllp(+, 0)[| L2(0,7) Z Akl 7% exp <—5\/ Akl — T>\k>

k=0

< Clleo(+, 0) || 20,1y Z])\k\ 1/QeXp( TA./2)

8||

1
< Clle(-0)lr20m Y 73 = Gl 0o,

k=1

Similarmente, si M < 0, tenemos

WE

(0, )20,y < Clle(-,0) [l z20,1)

MI|L
|Ax|™ 1/2 exp ( Ve — T)\k> exp <%)

k=0

1
3 = CH@(HO)HLQ(O,T)?

[M]¢

< Clle 0)llz20,)

i

1
[

A fin de probar la controlabilidad a cero uniforme del sistema (1.3) cuando ¢ — 0%,
necesitamos obtener una estimacién mas fina de la constante del costo de control K. El
siguiente resultado serd de gran utilidad para tal objetivo.

Proposicion 30. 1.- Sea M > 0. Eziste k > 0 tal que

LM L?Cy -, L
—TX — A < —KA todo k > )
S + — = - k+ \/g\/ < —KM\g, para todo k >0, (3.33)

stempre que

L 4(Cy —
T>MCJr con c4 ::2+\/4—|—M

< 4.2 3.34
. (3:34)
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2.- Sea M < 0. Existe k > 0 tal que

LIM| L*C)—C L
|6 | + T L - 2T+ %\/)\k < —kM\g, para todo k > 0, (3.35)
stempre que
L 4(C, - C
T > Mc, con c_ ::3—1—\/94—% <6.1. (3.36)
Demostracion. 1.- Primero notamos que la funcién r(x) = =Tz + \/%\/5 es decreciente
en [f;g,oo). Como

M? L?

Ay > = > T para todo k > 0,
€ €

entonces r(\g) < r(%), k > 0; afirmamos que

<0

— Y

LM_i_LzC’l—C’Q+ M?
2e Te T " 4e

que es equivalente a probar que

donde X = MT/L. Para MT > Lc, la tltima desigualdad se cumple.
Se satisface entonces que

LM L[*C,-C, L
— — T + —=V X <0, k>0.
2 T n k+\/E b= -

Dado que la condicion T' > ﬁar es abierta, elegimos Kk > 0 tal que " > T' — Kk > %q,
por lo que obtenemos una desigualdad como antes pero con T' — k en vez de T

2.- Procediendo como antes tenemos

Sx+ G =@ Ly
2 s 4

donde X = |M|T/L. Para |M|T > Lc_ la dltima desigualdad se cumple. O
A continuacién probamos el resultado principal de este trabajo.

Prueba del Teorema 4. Suponemos que M > 0 y que el dato ¢, se escribe como en
(3.31). Retomamos el calculo en (3.32), usamos (3.27) y usamos la proposicién anterior
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para obtener una constante C'r > 0 tal que

o (

0,-)]

<

IN

IA

IN

<

SO MR (LQM T T \if\/r>

Cor 12| (-, 0)] Z |/\ij;2 exp <Z2T—€L2 Cy ; Ca ﬁ\;; \//\_k>

Cra ST ot 0 3 S o (<56 4 R oo /3
Crre %o (-, ||ZE6XP( EAE o (%H) \/A_k)

Crae 7ol 0)] Z L) < opperte ot Z =

Por otro lado, si M < 0 tenemos

o (

0,

IN

IN

IN

<

k=0

- L L|M|
CllioC, 0)llazomy D Il exp <—V el - m) exp (2—>

c el/ L L C, - C L
- ||S0 ||Z|>\k| I/QGXP( | |+jT€ 17T 2—T)‘k+%\/)‘k)
e~ *~1*C,—Cy L—1L

1/2 1 2
Cr..e=|le(-, 0)] Z 172 exp < Te - + NG Vi )\k>

2 oxp (=534 —1 M2 1
Crre” s "lo(- )HZT < Crre e s HSD(',O)HZE-

k=0 k=0

El resultado se sigue del Teorema 20. [



Capitulo 4

Estimacion inferior del costo del
control a cero

El objetivo de este capitulo es obtener estimaciones por abajo del costo de la con-
trolabilidad a cero. Como antes, para obtener tales estimaciones usaremos resultados y
técnicas del analisis complejo.

4.1. Cota inferior para el costo del control a cero
A continuacion damos la prueba del segundo resultado principal de este trabajo.
Prueba del Teorema 5. Fijamos T, L,e > 0. Para simplificar la notacion, vamos a usar K

en lugar de K (e, T, L, M) := ||U"||, donde UT es el mapeo de control 6ptimo asociado a
nuestro problema. Definimos yo € L?(0, L) por

yo(x) = exp ("‘24—;)  2e(0,L). (4.1)

y consideramos el control 6ptimo nulo u(t) € L*(0, L) para y,. Por lo tanto,

[ull 20,y < Kllyoll2(0,L)- (4.2)
Por otro lado tenemos
8 I
HZ/OHZﬁ(o,L) = (e"Me—1). (4.3)

Por la definicién dada de controlabilidad a cero, se debe cumplir la condicién (1.6) para
cada solucién del sistema adjunto (1.4).

En particular, podemos considerar la solucién de (1.4) dada por

k M
o(t, ) = cos <%) exp (—2—;> eMt,

41
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para (t,x) € [0,7] x [0, L], por lo que obtenemos

T L
/ u(t)e Mt dt = —2/ Ccos (kﬂ) dr, k>0.
0 0 L

Ahora introducimos la funcion entera

v(s) = /T/2 u(t +T/2)e " dt.

~T/2
Por (4.4) se sigue que
v(idg) =0, k>1, yu(idg) = —2Le 772

Ademas, la desigualdad de Holder y (4.2) implican

0(s)] < exp (Q(S)T) / o)l

S(s)T
< KT'Y? eXp( (2) ) 190ll 20,1

1/2 T
KTI/QJEIHGML/(% exp( 5 ) M >0
- 1/2 Cx
KTW\MP/? exp <\f(;) ) . M <0.

Consideramos la funcién entera

Por tanto,
FR) =0, k>1 y flbo) = —2Le ™"/
donde
b (M2 4"”2 )
Por (4.5) tenemos
() < KTV2E0 it gy (SGITY
M1/2 p 3z , ,

1/2 Cx T
If ()|<KT1/2|M|1/2exp(’\s(;2‘ ) M < 0.

(4.4)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

Asi que f(s) es una funcién entera de tipo exponencial Te~!/8 en H, por lo tanto el

Teorema 40 implica que tenemos la representacion

In|f(s) =Y In|°
=0

™

oo [T — 8|7

o3 (s) + 1) / T sem

(4.10)



4.1. COTA INFERIOR PARA EL COSTO DEL CONTROL A CERO 43

donde {a;}; es la sucesién de ceros de f en H = {z € C: Iz > 0}, cada cero repetido
tantas veces como su multiplicidad, y ¢ es un nimero real que satisface

T
o< —.
- 8
Usando (4.8) y (4.9) tenemos
S (bo) /°° In |f(7)] 1 (KT:e\ LM
— ———dr < =1 M >0 4.11
v ,Oo|7'—b0|27—_2n M +25’ ’ (4.11)
i S() [~ WIS, 1, (KT
S(bo n|f(r €
— dr —1 M <0 4.12
™ /oo'T_bO‘Q (|M‘>’ ’ 412)
Por otro lado,
— . |b —b
S < St
bo —w bo — b
Zl 4k272€2/L2
= n
2 |oME v 4kPner] L2
0 26242
<[ 1 d (4.13)
_/ n(M2L2/2—|—7T 52x2> v
L|M]|
d
\/_ﬂa/fﬂe (1+72) !
<l 1+L2M2 LiM] +1
= 2r2e2 2¢
Poniendo s = by en (4.10) y usando (4.7), (4.11), (4.12) y (4.13) obtenemos
2 L?M? LM TM?> 1 K?Te LM
In(2L) — <In{1 — —1 1, M>0
n(2L) e_n(+47r252) V2 e +2H(M)+25+’ -
y

2

In(2L) —

L?M?) LIM|  TM> 1, (K2T5
— n

_— — 4 = _ 1, M <O.
4m2e? V2e * 8¢ | M| )+ ’

<In|(1
8¢ _n<+

Por ello tenemos que

MN\Y? oL LM T M?
K>e‘1(—> - exp( (V2-1)— ), M >0,y

- Te e 2e 4e
MN\Y? 2L LIM| TM?
K>et! M < 0.
= (Tf:‘) 1+ 2 P (fe de )’
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Capitulo 5

Condicion de frontera
Robin-Dirichlet

En este capitulo analizamos una variante al sistema estudiado anteriormente, a saber,
cambiamos las condiciones de frontera; ahora consideramos una condiciéon de Robin en el
extremo izquierdo y una condicién de Dirichlet en el extremo derecho. Podriamos desa-
rrollar todos los pasos del caso anterior, pero en esta parte final s6lo daremos un bosquejo
para mencionar los resultados correspondientes.

5.1. Planteamiento del problema

En este capitulo nos proponemos analizar la controlabilidad uniforme a cero del sistema
(1.9), el cual tiene como sistema adjunto

SOt—i_MQDz_‘_gSOxx:g? (t,l’)GQT
B*p(t,0) = p(t,L) =0, te€(0,7), (5.1)
@(Ta I) = 900<x>7 UES (O7L>7

donde B y B* son los operadores definidos en el Capitulo 1.

Como es usual, hacemos el cambio ¢t — T — t para obtener el sistema equivalente

—pr + Mpy + €Qpe = g, (tax) € Qr
B*p(t,0) = p(t,L) =0, te(0,T), (5.2)
©(0,2) = po(z), x€(0,L).

Asi que ahora resolvemos el sistema anterior. El operador diferencial de segundo orden
P=—-MOJO, — €0y,

asociado al sistema de evolucién (5.2), es diagonalizable con valores propios

~ N\?72 M2
M=elk+s) T4
k 5( +2> 2 3

45
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y con correspondientes funciones propias

1
er(x) = V26737 cos (% (k’ + 5) az) ., k>0.

La familia {¢} := ex}r>0 es una base de Hilbert de L?((0, L), e™*/¢), por lo tanto es
una base de Riesz para L?(0,7T). Ademés notamos que

o N em o, m
Blon(w) = —v2(2k+1)Fe sm<(2k‘+1)2Lx>,

de donde se sigue que
B*or(0) =0, (L) =v2cos((k+1/2)m)e 2L =0, k>0.

En este contexto la forma bilineal asociada a este caso es la siguiente,

lpd) =M [ ple)onaha e [ al)in@da+ o000, bpeVe (3)

donde V = {p € H'(0,L) : (L) = 0}, espacio que hereda el producto interno de H'(0, L).

Usando la continuidad del operador de traza, se sigue que existe una constante C' > 0
tal que
0(0)|* < Clgli,  para todo ¢ €V,

de donde se sigue la estimacion

M
a0 ) < 1Mo+ zpululéul + O lyloly
< C.umlelv]gly  para todo ¢, ¢ € V.

La desigualdad anterior implica que la forma bilineal a es continua en su dominio.

Por otro lado tenemos

pg) = 5 [ le@ldete [ o)+ IO

Por lo tanto,
a(e, ) +elelfy > elely,  para todo ¢ €V,

de donde se sigue que la forma bilineal a es coerciva sobre V' con respecto a H.

Ahora consideramos el operador no-acotado A : D(A) C V — V donde

D(A) ={p eV :¢— alp,¢) es continuo sobre V respecto la topologia de H}.
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Afirmamos que
D(A) = {p € H*(0,L) : B*p(0) = 0, (L) = 0}.

Efectivamente, ¢ € D(A) si y sélo si p € V y existe Ap € L*(0, L) tal que

| (@) + egalontorts — Solk = [ Apoda (5.4

para todo ¢ € V.
En particular, si ¢ € D(A) entonces

L L
/ (M(z) + epr(x)]ps(x)de = / Ap ¢pdxr  para todo ¢ € D(0, L),
0 0

por lo tanto My + ep, € H'(0,L). Asf que ¢ € H*(0,L)NV, Ap = —Mp, — €ppe ¥
usando integracién por partes en (5.4) se obtiene que ¢(0)B*p(0) = 0 para todo ¢ € V,
ast que B*(0) = 0 y por tanto D(A) C {p € H*(0,L) : B*¢(0) =0, o(L) = 0}.

Sea p € H?(0, L) tal que B*p(0) =0y ¢(L) = 0. En particular ¢ € V, ademés

M

| (@) + epa(@loorts — ool =[G ela) + epulallota)

_ /0 (Mo, (2) + epuu(z)d(2)da
_ / (Mg, () + £ ()] () d
como ¢ € H?(0, L) entonces My, + @, € L*(0,L), asi que {¢ € H*(0,L) : B*¢(0) =
0, (L) = 0} C D(A).

Para obtener las estimaciones a priori usamos que {¢y}r>0 es una base de Riesz para
L*(0, L). Procedemos como en la Seccién 2.2 para obtener

[ stnrpttarie =38 oo - [leatnli  pot o8l

donde ¢ es una solucién del sistema (5.2).

Para t € (0,7") usamos las nuevas condiciones de frontera para obtener

2dt/ lo(t, z)] dx—i—s/ | (t, ¥)|?dr = —/ g(t,x)p(t, z)dz, (5.5)

por lo tanto

d L L L
[P < [CgtsoPdes [ et oPds, se01)
S Jo 0 0
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Integramos en s € [0,¢], con 0 < ¢t < T, para obtener

[ et~ pw.apiar < [ [ oo [ [ ot 0ras

de donde se sigue que

L L T L t L
/ o(t, o)|2de < / po(@)Pdr + / / gt 2)Pdedt + / / (s, @) [*duds.
0 0 0 0 0 0

La desigualdad de Gronwall implica que

/OL [o(t, @) |*dx < " (/OL [o(@)[*dx + /OT /OL |g(t,x)]2dxdt) . (5.6)

Por otro lado, si integramos (5.5) respecto a t € (0,7") obtenemos

/\goTx\d:c——/ ](pOx\d:c—l—e/ / . (t, z)|*dxdt

g-/ / |g(t,:c)|2da:dt—|——/ / ot ) Pt
2Jo Jo 2Jo Jo
entonces,

T L L T L T L
% / / (ou(t, 2)[2dadt < / oo (2)Pda+ / / (gt ) 2dwdt + / / ot 2)[2dadt.
0 0 0 0 0 0 0

Usamos (5.6) en el dltimo sumando del lado derecho para obtener

//|%ti€2daﬁ< (1+Te") (/ |po(x |d;v—|—// ta:]da:dt) (5.7)

Dado que D(A) es denso en L*(0, L), se sigue que las estimaciones anteriores son vélidas
para ¢y € L?(0,L). Lo antes expuesto lo resumimos en el siguiente resultado.

Teorema 31. Sean e, T > 0, M € R\ {0} fijos. Para cada ¢y € L*(0,L) y g € L*(Qr)
eziste una tnica solucion ¢ € C([0,T]; L*(0,L)) N L*(0,T;V) del sistema (5.2), en el

sentido que

// (t, z)v dx¢()dt+/0Ta(( t)dt = // (t, z)v(z)dzy(t)dt

para toda v € V, b € D(0,T), donde la forma bilineal a es definida en (5.3). Ademds

tenemos

||90||L°°(0,T;L2(0,L)) < 6T(||900||L2(0,L)+||9||L2(QT))>
Velelzormory < (1+TeD)*(loollrz.r) + 119l 20r) (5.8)

para todo py € L*(0,L),g € L*(Q7).
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Y como consecuencia tenemos

Corolario 32. Sean ¢, T >0, M € R\ {0} fijos. Eziste una constante Cr > 0 tal que

Velle(,0)llzzor) < Crlllollzz,r) + 19l r2@r); (5.9)
para todo py € L*(0, L), g € L*(Q7), donde ¢ es solucion del sistema (5.2).

Establecida la existencia y unicidad de soluciones del sistema (5.2), y por ende las solu-
ciones del sistema adjunto (5.1), podemos proponer la definicién de solucién por transpo-
sicién del sistema original (1.9). Para esto, vemos que si multiplicamos la EDP del sistema
(1.9) por ¢ que es solucién del sistema (5.1) en (0,%) x (0, L) con g = 0 e integramos en
(0,t) tenemos

Lyt t L
= [ [ wtsiaets.apisde 21 [ [ usiz)els. opduds
o Jo 0 Jo
t L
- 5/ / Yuz (S, ) (s, x)dxds
0 Jo

:/ y(t,a;)goo(a:)d:c—/ yo(x)w(o,x)da:—%/o ©(s,0)By(s,0)ds.

0 0

Lo anterior motiva la nocién de solucién por transposicion del sistema (5.2).

Definicién 33. Sean ¢, T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Dados yo € L*(0,L) yu € L*(0,T)
decimos que y = y(t, x) es una solucion del sistema (1.9) si para cada t € [0,T] la funcion
y(t,-) € L*(0, L) satisface

/0 gpo(x)y(t,x)d:c:/o yo(x)go(O,x)dx—i—%/o u(s)p(s,0)ds (5.10)

para todo o € L*(0, L), donde ¢ es la solucion del sistema (5.1) planteado en (0,t)x (0, L)
con o(t,") =¢o y g=0.

Tenemos el correspondiente resultado sobre la existencia y unicidad de soluciones por
transposicion del sistema (1.9), que ademds proporciona la continuidad de las soluciones
con respecto a los datos. La prueba de este resultado es similar a la de la Proposicion 18.

Proposicién 34. Sean ¢, T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Para cada yy € L*(0,L) y u €
L*(0,T) existe una unica soluciony € C([0,T]; L*(0, L)) del sistema (1.9). Ademds, existe
una constante Cr > 0 independiente de € tal que

mix [ly(t, >||L2<0,L>scT(uyoan(o,L \/—HUHH(OT) (5.11)

t€[0,T]

Finalmente introducimos la nocién de controlabilidad a cero del sistema (1.9) al tiempo
T > 0:
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Definicién 35. Sean ¢,T,L > 0, M € R\ {0} fijos. Decimos que el sistema (1.9) es
controlable a cero en L*(0,L) al tiempo T si para cada yo € L*(0,L) eriste un control
u € L*(0,T) tal que la correspondiente solucion y(t, ) satisface

/0 yo(x)go(O,x)dx:—% /0 w(t)(t, 0)dt (5.12)

para cada po € L*(0, L), donde ¢ es la solucion del sistema adjunto (5.1) con g = 0.
El siguiente resultado es el que nos da la controlabilidad nula del sistema (1.9).

Proposicién 36. Sean ¢,T,L > 0, M € R\ {0} fijos. El sistema (1.9) es controlable a
cero en L*(0, L) al tiempo T si y sdlo si existe una constante C' = Ceq.p > 0 tal que

/O l0(0, 2)Pdx < C/O lo(t,0)|%dt (5.13)

para cada po € L*(0, L), donde ¢ es la solucion del sistema adjunto (5.1) con g = 0.

5.2. Estimaciones por arriba y por abajo del costo de
control nulo

Ahora pasamos a construir el correspondiente multiplicador complejo. Consideramos
el producto infinito de Weierstrass

k=0

que es una funcién entera con ceros simples en (k + 1/2)%, k > 0. Por otro lado tenemos
la identidad

II(2) = cos(m/2).
A pesar de la raiz cuadrada, la expresion de la derecha es una funcién entera ya que II es
su extensiéon analitica en C.

Introducimos la funcién

d.(2) = cos (%\/iz — T—;) ,

que es una funcién entera con ceros simples en {—i\x}r>o . Por lo tanto, las funciones

és(z)

S — k>0

— Y

satisfacen la condicién (3.1).
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Por otro lado, un calculo facil implica

5 —1)k+1iL2
QL (—idy) = (Gt > 0. 5.14
)= e B2 (5-14)
Si z = x + iy entonces | cos z|> = —sin® z 4 cosh® y < exp?|y|. Por lo tanto,
|Z|1/2
| cos 21/ gexp( N5 ), z € C, (5.15)

de donde se sigue que existe una constante C' = C(M, L,e) > 0 tal que
|®.(2)| < Cexp (i]zw?) z € C. (5.16)
13 — \/% 9

En la Seccién 3.1 la construccién del multiplicador complejo f, dado en (3.11), de-
pendié tnicamente de la condicién (3.5). Por (5.16) tenemos que la funcién ® satisface la
misma condicion, asi que consideramos el mismo multiplicador para construir la siguiente
sucesion de funciones,

) fE)

Ji(z) = i)z + ine) f—idg) T

Tenemos que j,‘;es de tipo exponencial T'/2 con Ji € L2(R) para todo k > 0, asi que
existe una funcién &, € L*(R) con soporte en [—T/2,T /2] tal que

- T2 | ‘
Ji(z) = / E(t)e ™dt, z€C,k>0.

~T/2
Por construccién, J satisface la condicién (3.1), con A;. Ahora introducimos las fun-

ciones -
o &(T/2-1)

Uy (t) k>0,

T exp(—TM\/2)’ -

de lo anterior se sigue que z/;k, k > 0, es una sucesion biortogonal a la familia de exponen-
ciales {e= =D},

Posterior a la construccion de la sucesion biortogonal ¢, a la familia de exponenciales
{e=(T=H21, o4 en la Seccién 3.1, los resultados subsecuentes se basaron en el hecho que
Ak > M?/(4e), condicién que también satisfacen los valores \. Asi que la desigualdad de
observabilidad (5.13) se prueba como en la demostracion del Teorema 4, salvo que en las
series respectivas aparecerian expresiones en términos de k + 1/2 en vez de k.

Asi que obtenemos el siguiente resultado y el correspondiente Teorema 6 sobre la
controlabilidad uniforme del sistema (1.9).

Proposicién 37. Dados M € R\ {0} y L,T > 0, el sistema (1.9) es controlable a cero
al tiempo T > 0.
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Finalmente presentamos la demostracién de la estimacién inferior de la constante de
contro 6ptimo nulo.

Prueba del Teorema 7. Fijamos T,L,e > 0. Usamos K en lugar de K(e,T, L, M).
Definimos y, € L?(0, L) por

M
yo(z) := V2 cos (%) exp (2—5) , x€(0,L). (5.17)
y consideramos el control éptimo nulo u(t) € L?(0, L) para y,. Por lo tanto,
[ullz20,r) < Kllyoll2(0,L)- (5.18)
Por otro lado tenemos
2e 2 72
2 oy = [ etMe T 9] 1
Iwlian = 572 75 (B~ 7 2) (5.19)

Por la definicién dada de controlabilidad a cero, se debe cumplir la condicién (5.12)
para cada solucién del sistema adjunto (5.1). En particular, consideramos la solucién dada

por
2k +1 M 5
o(t,z) = V2 cos (%) exp <—2—;) Mt
para (t,x) € [0,7] x [0, L], por lo que obtenemos

T 5 L T (2k + 1)z
u(t)eMtdt = —4/ cos | =— ) cos (—) dr, k>0. (5.20
/0 ; <2L) 2L )

Ahora introducimos la funcién entera

v(s) == /T/2 u(t +T/2)e " dt.

—T/2

Por (5.20) se sigue que
v(idg) =0, k>1, yu(il)=—2LeT/2

Ademas, la desigualdad de Holder y (5.18) implican

jv(s)] < exp (%f)T) / " u(t)at
2O lualo

1/2.1/2
KT1/22 /2t eMLI(29) oxpy (S(;)T> M >0

< KT'? exp (
(5.21)

M1/2
<
21/21/2 3(s)T
1/2 exp
|M|1/2 2

>, M < 0.
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Consideramos la funcién entera

f(s):=wv (4%5) . (5.22)
Por lo tanto, )
fbr) =0, k=1 y f(bo)=—2Le™ ", (5.23)
donde
2,22
=i (a4 ELTS) ez
12
Por (5.21) tenemos
91/2.1/2 T
lf(s)] < KTI/ZM—iQeML/(zE) exp <| <8)| ) , M >0, (5.24)

f(s)] < KT?

21/21/2 13(s)|T
| M|1/2 8¢

Asi que f(s) es una funcién entera de tipo exponencial Te ! /8 en H= {2z € C: 3z >
0}, por lo tanto el Teorema 40 implica que tenemos la representacién

1n|f(s)]zZln j:a_i —i—a%(s)jLﬂs)/OO Mdﬂ s € H, (5.26)
1=0

T T — s|?
donde {a;}; es la sucesién de ceros de f en H, cada cero repetido tantas veces como su
multiplicidad, y ¢ es un nimero real que satisface

) . M <o, (5.25)

—OO’

T
o< —
~ 8
Usando (5.24) y (5.25) tenemos
S(bg) [°° In|f(7)] 1 2K?Te LM
——d —1 M 2
T /_OO|7'—Z)0|2T_2Il M +25’ >0, (5:27)
' Sh) [~ WA, 1, (2K
S 0p n T g
dr < =1 M <0 5.28
™ /oo|r—bo|”—2“(|M|)’ = 2%
Por otro lado,
o0 o0 o0 2 1\, 2.2/72
bo — @ bo — by, 2M? + (4(k +1/2)2 + 1)w2e2/L?

k=1

o) 00 2.2 1/2 2
S/ In (@ + ) d:pg/ In me (x4 1/2) dx
1 M2L2/2+71252(x2+x) 1 M212/2 + 72e?(x 4+ 1/2)?

/oo | 726242 ] /oo /3/2 | 726242 ]
= n T = — n T
32 MZL2[2 4 7m2e2a? 1 1 M?212/2 4 m2e2x?

< §ln 1+ LA L‘M’ + 1,
-2 2m2e2 \/_5

(5.29)
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donde hemos usado la estimacién al final de (4.13).

Poniendo s = by en (5.26) y usando (5.23), (5.27), (5.28) y (5.29) obtenemos

MNT 3 L2M2N\ LM TM? Ter® 1. [(2K%*Te\ LM
m2L) -2 < ZIn(1 — ~1 M >0
n2h)-= _2n(+27r252) Y T R Rl U VA R ’
y
In(2L) NoT <30 (4 N L2|M*\ L|M| +T|M|2+Ta7r2+1l 2K2Te M <0
—— < = - —1In .
2 — 2 om2e? V2e 8 8L2 ' 2 M| )
Por ello tenemos que
2LM/? 1\ LM TM? Ten?
KZ \/— 3/2 p((l__) - - 67-;)7 M>07y
T1/21/2 (1 4 i;é\/glj) V2 ) \/2e 4e 4L

K>
T1/261/2 (1 4 LA

4m2¢?

M <0.
1= 4L \/§€>’ <0

V2L M|'? TM? Ter? L|M|
)3/2 o o +



Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis analizamos la controlabilidad a cero de una perturbacion singular de
la ecuacion de transporte, i.e. anadimos el término —ey,, a la ecuacién de transporte
yr + My, = 0 sobre el intervalo (0, L), obteniendo asi una ecuacién parabdlica.

De hecho, en el articulo [11] Glass estudia el problema de controlabilidad uniforme a
cero de la familia de ecuaciones parabdlicas antes mencionada, cuando el parametro & > 0
toma valores pequenos. En su trabajo considera condiciones de frontera tipo Dirichlet y
el control actia en el extremo izquierdo x = 0.

En esta tesis extendemos el analisis hecho por Glass y consideramos condiciones de
frontera adecuadas tipo Robin en un caso, y en el otro caso consideramos condiciones
tipo Robin-Dirichlet; en ambos casos el control actia en el extremo izquierdo z = 0.
En concreto, el adjunto B* del operador de frontera By = —2¢cy, + My lo elegimos de
tal manera que el operador Py = My, + €p,, con condicién de frontera tipo Robin
B*p(0) = B*p(L) = 0 es diagonalizable. En este trabajo damos dos pruebas de la dia-
gonalizacion de tal operador; una estd basada en la diagonalizacién del laplaciano en el
intervalo (0, L) con datos de frontera tipo Neumann, por lo que las funciones propias de
P involucran funciones coseinodales. Esta es la parte medular del trabajo, ya que permite
la aplicacién del método de momentos para obtener la desigualdad de observabilidad del
sistema adjunto, lo que implica que nuestro sistema original es controlable a cero.

El aporte mas destacable de esta tesis es la construcciéon de un nuevo “multiplica-
dor complejo”que permitié (y permitird para otros operadores) la construccién de una
sucesion biortogonal a cierta familia de exponenciales asociada a los valores propios del
operador P; todo esto con la finalidad de probar la desigualdad de observabilidad para el
sistema adjunto.

Los resultados obtenidos son originales y muestran que las estimaciones asintéticas
(por arriba y por abajo) de la constante de control éptimo cuando ¢ — 07 son simila-
res a las obtenidas por Glass. La estimacién superior de la constante de control éptimo
se obtiene directamente de la desigualdad de observabilidad y la estimacién inferior de

95



56 CAPITULO 6. CONCLUSIONES

la constante de control 6ptimo se obtiene usando herramientas del andlisis complejo y
armonico, en especifico, se usa la representacién de cierta clase de funciones analiticas en
el semiplano complejo superior en términos de sus ceros.



Apéndice A
Herramientas del analisis complejo

Aqui reunimos los resultados del analisis complejo necesarios para probar nuestros
resultados. El siguiente resultado se puede hallar en [8, pagina 38].

Teorema 38. Sea f € hol(H) N C(H), donde H = {z € C : 3z > 0}. Supdngase que
log | f(2)| < O(|z|) para |z| grande, z € H, que

log|f il _ /°° log™ [f(@)] , _
y ) B )

lim su
P o 1H4a?

Yy—0o0

entonces

log |f(2)] < AS(2) + % /OO S(z)log” ‘f<t)|dt, z € H.

|z —tf?
El siguiente resultado se encuentra en [8, pagina 41].

Teorema 39. Sea v(2) una funcion armdnica positiva en H. Hay un o > 0 y una medida

positiva i en R con
> dult)
<
/oo 1=

v(z) = aS(2) + — /_00 |j_(22‘2du(t), z € H.

tal que

El siguiente resultado se puede hallar en [8, pdgina 56].

Teorema 40. Sea [ una funcion entera de tipo exponencial y supongase que

. 00 +
Y _

Y—00 00 1+ZL’

Sea {\,} el conjunto de ceros de f en H (repeticiones seguin la multiplicidad), entonces

— 2/l S(2) log | f(#)]
loglf +Z 1_z//\’+ /mwdt, z e H

o7
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El siguiente resultado se encuentra en [7, pagina 162].

Lema 41. Para cualquier funcion creciente v(t) con v(t) = O(t) para t > 0, tenemos

/ log
0

donde z = x + iy, y # 0.

2

zZ
=%

(Al ()] — dv(t)) < log (méxgljf ) 2méx'(y|inlj |y|)) L @A
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