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A physicist is just an atom’s
way of looking at itself.

Niels Bohr
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RESUMEN

Al estudiar sistemas cuénticos compuestos que evolucionan unitariamente hacia un estado
distinguible (u ortogonal), se ha mostrado que el enredamiento puede reducir el tiempo de
ortogonalidad 7, reforzando con ello la importancia del entrelazamiento tanto en el estudio
de la dinamica de sistemas cuénticos como en la implementacion de diversos procesos en el
campo de la informaciéon cuantica. La relacion entre el enredamiento y 7 fue originalmen-
te analizada en sistemas compuestos de partes distinguibles, y posteriormente estudiada en
sistemas conformados por partes indistinguibles. En este tltimo caso, atn existen preguntas
abiertas en torno a los efectos del enredamiento sobre el tiempo de ortogonalidad y su rela-
cion con el limite de rapidez cuantico. En esta tesis se abordan algunas de esas preguntas,
considerando un sistema de dos fermiones indistinguibles y no interactuantes que evoluciona
hacia un estado distinguible. En particular, se analiza la condicién de ortogonalidad y se
caracterizan las familias de estados que llegan a un estado distinguible en un tiempo finito,
explorando con especial detalle la relacion entre dicho tiempo, el limite de rapidez cuantico
y el enredamiento entre las particulas, medido con la llamada concurrencia fermionica.




INDICE GENERAL

Pagina
Introduccion 6
1. Enredamiento entre sistemas distinguibles e indistinguibles 8
1.1. Enredamiento entre sistemas distinguibles . . . . . . . ... ... .. 8
1.1.1. Definicién de enredamiento en sistemas de m partes distinguibles 8
1.1.2. Criterio de enredamiento en estados puros para sistemas bipartitos 9
1.2. Enredamiento entre sistemas indistinguibles . . . . . ... ... ... ... 11
1.2.1. Sistema de fermiones . . . . . . . . ... ... 11
1.2.2. Enredamiento Fermiénico . . . . . . . ... ... ... ... ..... 12
Limite de rapidez cuantico 20
2.1. Limites fundamentales en la mecanica cuantica . . . . . . . . ... ... ... 20
2.1.1. La relaciéon de Mandelstam-Tamm . . . . . . . . ... .. ... .... 21
2.1.2. El limite de rapidez cuéntico de Margolus y Levitin . . . . . . .. .. 22
2.1.3. Limite de rapidez cuéntico de subsistemas distinguibles separables y
enredados . . . .. .. 23
. Sistema de dos fermiones con cuatro niveles disponibles 27
3.1. Limite de rapidez cuantico y tiempo de ortogonalidad en sistemas de fermiones
indistinguibles . . . . .. ..o 27
3.1.1. Evoluciéon temporal del sistema . . . . . . . ... ... ... .. ... 27
3.1.2. Condiciéon de ortogonalidad . . . . . . .. ... ... oL 29
3.1.3. Célculo del valor esperado de la energia y su dispersion . . . . . . . . 31
3.1.4. Concurrencia fermiénica . . . . . . . . ... ... .. ... ... 32
3.2. Analisis para distribuciones particulares . . . . . . .. ... 32
3.2.1. Distribucién equiprobable de estados . . . . . . ... ... ... 33




3.3.

3.2.2. Distribucion equiprobable de energia . . . . . . .. ... ... ...
3.2.3. Distribucion de méxima dispersion . . . . . ..o Lo
Anélisis numérico . . . . ...
3.3.1. Familial:sing=0 . .. .. ... ... ..
3.3.2. Familiall: sin¢p #0y v+2ycos¢p=0cony=0 . ... .......
3.3.3. Familia lIl: sin¢p #0y v +2ycos¢p =0cony #0 . . ... ... ...

4. Conclusiones

4.1. Conclusiones y observaciones finales . . . . . .. .. ... ... ... ... ..
Apéndice
4.2. Método computacional para la familia T . . . . . . . . ... ... .. ... ..

Método computacional para la familia I. . . . . . . . .. . ... ... . ... ...

4.2.1. Método I . . . . ..o
4.22. Método IT. . . . . . ..o
4.2.3. Distribucion de probabilidades familia I método I . . . . . . . . . ..
4.2.4. Distribucion de probabilidades familia I método IT . . . . . . . . . ..

4.3. Método computacional para la familia IT . . . . . . . .. .. ... ... ...

4.3.1. Distribucion de probabilidades familia IT . . . . . .. ... ... ...

4.4. Método computacional para la familia ITT . . . . . . .. ... ... ... ...

4.4.1. Distribuciéon de probabilidades familia 11T . . . . . . .. ... ... ..
Bibliografia

60
60
60
60
61
62
63
64
66
67
69

70




INTRODUCCION

El enredamiento cuantico es uno de los fenémenos més caracteristicos que pueden presentar
los sistemas cuénticos compuestos, el cual no tiene analogo en sistemas clésicos. Desde hace
unas décadas el enredamiento cuantico y sus caracteristicas, han sido tema principal de es-
tudio para muchas investigaciones [8, 22]. Es un recurso fundamental que ha producido un
cambio en los desarrollos tanto téoricos como experimentales, en particular en procesos de
informacién cuantica y computacion cuantica, que han llevado a un avance tecnolégico muy
importante en las ultimas décadas [18, 21].

El enredamiento cuantico trae consigo aspectos fundamentales de la mecénica cuantica como
el de la no localidad. Otro aspecto, directamente relacionado con este trabajo, es la intere-
sante relacién que existe entre el enredamiento y el tiempo de evoluciéon hacia un estado
ortogonal de sistemas cuanticos compuestos. En este contexto adquiere relevancia el pro-
blema del limite de rapidez cuantico, que establece los limites fisicos impuestos por las
leyes més fundamentales de la mecénica cuantica, e impone una cota minima para el tiempo
que le lleva a un sistema evolucionar hacia un estado distinguible |1, 2, 8, 15]. En mecanica
cuantica dos estados son distinguibles si son ortogonales; asi, el tiempo minimo que le toma
a un sistema evolucionar de un estado inicial a otro ortogonal, provee una estimacion a qué
tan rapido se pueden realizar operaciones logicas computacionales elementales y establece
una escala temporal caracteristica de la evolucion [17]. Una de las principales motivaciones
en el estudio del limite de rapidez cuéntico es conocer el intervalo minimo de tiempo en el
cual la informacion cuantica puede ser comunicada y procesada |29, 30|, asi como el intervalo
de tiempo minimo de produccién de entropia cuantica [31], la escala de tiempo minima para
que los algoritmos 6ptimos de control cuantico converjan [32| y mejorar la precision en la
metrologia cuantica [33]. Asi mismo, el estudio mas reciente del limite de rapidez cuantico
va enfocado a su generalizacion para sistemas que interactiian con su ambiente (sistemas
abiertos) 34, 35, 36].

En sistemas compuestos por partes distinguibles el enredamiento puede incrementar la ra-
pidez de evolucién hacia estados ortogonales y, como consecuencia existe un amplio estu-




dio de la relacion entre el enredamiento y el limite de rapidez cuantico en dichos sistemas
[5, 14, 15, 23, 24, 25, 26, 27|, no obstante, el estudio de la relacion entre enredamiento y la
rapidez de evolucion hacia un estado ortogonal ha sido mucho menos explorado en sistemas
compuestos de partes indistinguibles |7, 11].

El objetivo del presente trabajo es entonces estudiar esta relacion entre subsistemas indistin-
gquibles. En particular, se pretende demostrar la existencia y las caracteristicas de la relaciéon
entre el enredamiento y el limite de rapidez cuantico, en un sistema de dos fermiones indis-
tinguibles, con cuatro niveles disponibles y no interactuantes, profundizando el breve anélisis
iniciado en [11].

En el primer capitulo de esta tesis se presentan los conceptos fundamentales para estudiar
el enredamiento cuantico, primero entre subsistemas distinguibles y después entre fermiones
indistinguibles, para lo cual se introduce la llamada concurrencia fermidnica [4]. Este ca-
pitulo est4 encaminando a conocer las caracteristicas y diferencias que existen para abordar
el enredamiento y sus medidas en ambos contextos (subsistemas distinguibles versus subsis-
temas fermionicos).

En el segundo capitulo se presentan los limites de la evolucion hacia la ortogonalidad y co-
mo surge el limite de rapidez cuantico. También se muestra el anélisis de como el limite de
rapidez cuantico es méas accesible para subsistemas distinguibles que poseen enredamiento y
es mas dificil que se alcance cuando los subsistemas no estan enredados. Dicho anélisis sirve
como inspiracion e importante antecedente para ahondar en esta relacién ahora en sistemas
compuestos de fermiones indistinguibles.

En el tercer capitulo se presenta el analisis, la metodologia y los resultados que se obtuvie-
ron en la busqueda de la relaciéon entre el enredamiento y el limite de rapidez cuantico del
sistema fermionico que evoluciona hacia un estado distinguible. En particular, se analiza la
condicion de ortogonalidad, se caracterizan las familias de estados que llegan a un estado
distinguible en un tiempo finito, y se estudia su relaciéon con el limite de rapidez cuéntico
y el enredamiento fermionico. Finalmente, en el dltimo capitulo se resumen los hallazgos
més importantes de este trabajo, mostrando conclusiones y el futuro potencial que tienen
los resultados aqui obtenidos.




CAPITULO 1

ENREDAMIENTO ENTRE SISTEMAS
DISTINGUIBLES E INDISTINGUIBLES

1.1. Enredamiento entre sistemas distinguibles

En esta secciéon se introducen algunas nociones basicas del enredamiento entre sistemas
distinguibles. Para esto, es conveniente tener en mente la distincién entre un estado puro y
un estado mixto de un sistema cuantico compuesto por m subsistemas distinguibles. En este
caso, si el subsistema i (con 1 < i < m) se describe recurriendo al espacio de Hilbert H; de
dimension d;, entonces el estado del sistema completo se encuentra en el espacio de Hilbert
H =@, H; de dimension d = [[", d,.

1.1.1. Definicién de enredamiento en sistemas de m partes distin-
guibles

Estado puro: Un estado puro es aquel que puede escribirse en términos de un solo vector
de estado, cuya forma genérica es

) = Z Aby by bom

b17b27"~7bm

bi) @ [b2) @ -+ ® |b), (1.1.1)

donde {|b;)} = {|1),]2),...|d;)} es una base de H;. En particular, si (1.1.1) puede expresarse
como un producto de estados puros, de sus m partes

) = 1) ® [tha) @ -+ @ [thm),  ([ti) € Ha), (1.1.2)

se dice que el estado es separable. Por el contrario, si no existen estados locales |1;) € H;,
tales que el estado del sistema [¢)) pueda escribirse como (1.1.2) entonces se dice que el




sistema est4 enredado [18].
La matriz de densidad de un estado puro es:

p =)l (1.1.3)

y tiene la siguiente propiedad
Trp = Trp* = 1. (1.1.4)

Estado mixto: Una forma de generalizar un estado puro es estudiar un estado mixto o
mezcla, descrito con el formalismo de la matriz de densidad. Sea un estado p en el espacio
de operadores D(H); dicho estado siempre se puede descomponer en la forma

ﬁZZB|¢i><¢i|a (1.1.5)

donde |¢;) € H y P, son coeficientes no negativos que cumplen ) . P, = 1. Cuando este
estado puede escribirse como una suma convexa de estados producto

p=> mh@phe---@p,, () € DH)), (1.1.6)
l

conp, > 0y >, p =1, se dice que el estado es totalmente separable. Un estado mixto
es enredado cuando no puede ser escrito como (1.1.6) [18|.

1.1.2. Criterio de enredamiento en estados puros para sistemas bi-
partitos

Cuando el estado del sistema se descompone como una suma de estados puros de la forma

(1.1.1) es dificil notar explicitamente si el sistema es enredado o no. Al tratar con sistemas

bipartitos los criterios de separabilidad estdn més estudiados y es méas sencillo determinar

si el estado es enredado o no. A continuaciéon se repasara brevemente el principal criterio de
enredamiento para sistemas bipartitos (m = 2) en un estado puro.

Descomposicion de Schmidt

Dadas dos bases arbitrarias {|¢;)} v {|i)} de Hi y Ho respectivamente (con j =1,2,...,d;
ei=1,2,...ds), cualquier estado puro |¢)) en H puede ser expresado como sigue [18§]

) = Zdij|%> ® |¢;), (1.1.7)

donde los coeficientes estan dados por dy; = ({@i| ® (¢;])[1). Realizando un cambio de base
|2y = U|pi) v |¢;) = V]¢;) con V y U transformaciones unitarias locales arbitrarias en #;




vy Ho respectivamente, el cambio en los coeficientes queda dado de acuerdo a

= (3] ® (&; )]
= ({altd" @ (¢5]VT])¥)
=3 (il o) (05 VT80) (ol © (bqle2)

pq

= [udv];;, (1.1.8)

donde se uso _ [wp)(opl = 1y >, |¢q><
matrices unitarias u;, = <s01|u |90p> ) =

nueva base esta dado por

¢/ = 1 en el tercer renglon, y se definieron la
(6;|VT|¢,). De esta forma el estado en nuestra

W) = Z [udvi; |@i) @ [¢;). (1.1.9)

]
Para obtener la descomposicion de Schmidt de |¢), se hace uso del hecho de que para
cualquier matriz compleja d, existen matrices unitarias u y v tales que el producto udv es
diagonal [19]. Entonces para cada estado |1)) siempre se pueden encontrar bases locales [18]

|65) v ;) tales que

=3 VAl @ 16, (1.1.10)

donde r = min(dy, ds). La base de Schmidt {|p?) ®|¢%)} esta formada por estados separables
y la informacion del enredamiendo del sistema viene inmerso en los coeficientes de Schmidt
An: Si el estado [1)) posee un solo coeficiente no cero, entonces |1)) es separable; de otra
forma, cuando existen al menos dos coeficientes diferentes de cero, [1) es un estado enredado.
Entonces el estado [1)) es separable si y solamente si, solo uno de los coeficientes de Schmidt
es diferente de cero.

Matriz de densidad reducida: A partir de (1.1.10) vemos que la matriz de densidad
reducida para el sistema 1 y el sistema 2 estan dadas por

pr = Trop = Tra|t)) (V] = ZAW (@3, (1.1.11)

po = Trip = Tri|h) (4] = ZM% i, (1.1.12)

de modo que los coeficientes de Schmidt son los elgenvalores de las matrices de densidad
reducida p1, po, y los vectores |¢f) y |¢2) son los eigenestados de pi, po respectivamente
[18]. De esta manera, si A\, = d,; (solo un coeficiente diferente de cero), entonces g, =
|p5){(#7], v tanto p; como po son estados puros. De lo anterior, se llega al siguiente criterio
de separabilidad para |¢), en términos de las matrices reducidas p,:

Trp? =1 <= p = [1){¢)| es separable (no enredado), (1.1.13)
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Trp? <1 <= p = [¢){¢| es no separable (enredado). (1.1.14)

Asi es como de la descomposicion de Schmidt se tiene un criterio de separabilidad para
sistemas bipartitos en estados puros. Este analisis no tiene equivalente para estados mixtos.

La concurrencia como medida de enredamiento

Una vez que se ha definido el enredamiento de un estado, lo mas natural de pensar es si
existe una forma de cuantificarlo. Existen muchas cantidades o formas de hacerlo, la que se
estudiara aqui con mas detalle sera la concurrencia'. Esta medida cuantifica el enredamiento
bipartito en un estado |¢) € H; ® Hy y esta definida como [3]

C() =1/2(1 — Trp,?). (1.1.15)

1.2. Enredamiento entre sistemas indistinguibles

Para analizar sistemas bipartitos de particulas idénticas 6 indistinguibles debemos recurrir
a la parte simétrica (en el caso de bosones) o antisimétrica (en el caso de fermiones) del
espacio Hilbert H = H; ® Hsy, con H; = Hs. Ello introduce una diferencia importante
en la estructura de los estados, y particularmente en la definicion de enredamiento entre
las particulas, como se vera mas adelante. A continuacién se presentara méas a detalle el
estudio de sistemas formados por una pareja de fermiones indistinguibles. El subespacio
correspondiente (antisimétrico) del espacio de Hilbert se denota como H; A Hy, donde H;
representa el espacio de Hilbert de un tnico fermion.

1.2.1. Sistema de fermiones

Denotaremos los estados de particula tnica (€ Hjy) como |i) = |1),]2),...,|ds) (con df =
dimHy). El estado debidamente antisimetrizado de N fermiones que representa la situacion
en la que una particula se encuentra en el estado |iy), otra en |i2), etc, es [20]:

lit)r i) oo |i)w
g—|i17i27”'aiN> e : : : ) <121>
VN!'| .~ . .
|ZN>1 |ZN>2 |ZN>N

donde S_ denota el operador de antisimetrizacion. Este estado puede ser representado como

~ 1 L
[ in) ES_|i1,’i2,...,iN>:—§ €1V iy . LN, (1.2.2)
b b ARRS ] '
VN! o

1La concurrencia 1.1.15 es valida para estados puros de sistemas bipartitos de dimensién arbitraria finita.
Cuando el estado es mezcla, existe una expresiéon analitica para la concurrencia solamente en sistemas de 2

qubits [17, 37].
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se conoce como determinante de Slater, y se anula siempre que dos particulas esten en el
mismo estado. En la expresion (1.2.2) P{i} son las N! permutaciones del conjunto {i; ...iy}
y €1~ denota el tensor antisimétrico de Levi-Civita N-dimensional.

El determinante de Slater (1.2.2) puede escribirse en términos del operador de creacion
fermidnico f; como

S_liryin, yiny = fL L F110), (1.2.3)

con |0) el estado vacio, con 0 fermiones.
Veamos ahora que para un sistema de dos fermiones (un sistema bipartito), el estado (1.2.2)
se reduce con N = 2, tomando i, —> j, a

gty = £ oy = %um ). (1.2.4)

A este estado se le conoce como un determinante de Slater de rango 1. A partir de estados
de este tipo, podemos escribir un estado puro cualquiera del sistema de dos fermiones como

df df
[¥) = Z wiy f1f110) = Z wis[P5), (1.2.5)

1,j=1 1,j=1

con w;; coeficientes complejos y antisimétricos. Dado que
(W3R = b — Sadjn, (1.2.6)

los coeficientes w;; cumplen con la condicion de normalizacién

23wyl = 1. (1.2.7)
i,J

1.2.2. Enredamiento Fermionico

La distincion més notable de un sistema cuantico compuesto de N fermiones idénticos es que
su estado puro elemental (antisimétrico) es un solo determinante de Slater (1.2.4), estado
que formalmente parece enredado (en contraste a los estados separables de subsistemas
distinguibles). De esta observacién surge una nueva forma de ver al enredamiento, en el
sentido ahora de Correlaciones de Slater [12]. En esta perspectiva, un estado que sea descrito
con un solo determinante de Slater no sera considerado enredado [4]. A continuacion se hara
un breve anélisis para dar a conocer esta nueva perspectiva de enredamiento.

Distincion del enredamiento entre sistemas distinguibles y sistemas indistinguibles.- Como
se vio en las secciones anteriores el concepto de enredamiento para estados puros de sistemas
compuestos de N subsistemas distinguibles, recae en el hecho de poder o no escribir el
estado de forma factorizable como (1.1.2). Si esta factorizacion es posible, el estado (no
enredado) es un estado de minima correlacion. En caso contrario, el estado enredado es una
superposicion coherente de estados de minima correlaciéon. En el caso fermiénico, podemos

12



notar que (1.2.2) es un estado no factorizable en el sentido de sistemas distinguibles, pues
no es de la forma (1.1.2). Esto refleja la llamada correlacion de intercambio entre particulas
idénticas, debida a su indistinguiblidad. Asi, un determinante de Slater es el estado de
fermiones de minima correlacion (que en este caso no es nula). La nueva forma de definir
separabilidad en sistemas de fermiones iguales es entonces en funcién de si es posible escribir
el estado como uno de minima correlacién (un solo determinante de Slater). Cuando tal
posibilidad existe, se dice que, el estado es no enredado; cuando no existe y el estado es
(para toda base) una superposicion coherente de determinantes de Slater, decimos que el
estado posee enredamiento fermionico.

Separabilidad en sistemas indistinguibles

De acuerdo con lo anterior, un sistema compuesto de N fermiones idénticos es separable
(no enredado) si y solamente si su matriz de densidad puede desarrollarse como una suma
convexa [4]

PP = il (| (1.2.8)
k

donde [¢{') es un determinante de Slater y >, pr = 1. En particular, un estado puro y
separable de N fermiones idénticos es aquel que puede describirse con un solo determinante
de Slater, mientras que los estados mixtos separables son aquellos que pueden escribirse
como una mezcla estadistica de estados puros separables (Slater de rango 1) y son de la forma
de (1.2.8). Entonces un estado enredado es aquel que no puede escribirse como (1.2.8) (caso
mixto) o como un solo determinante de Slater (caso puro) [16].

La pregunta mas natural que surge a partir de esta definiciéon de enredamiento es jcual es el
sistema de fermiones més simple que presenta enredamiento? Para contestarla se analizaran
tres casos.

1. Dos fermiones con dos niveles accesibles

Consideremos un sistema de dos fermiones con dy = 2 y una base de H; dada por
B = {|a),|b)} donde |a), |b) pueden representar estados energéticos, de espin o de otra
variable.

13



1) ’

| 1) t
i <::‘“‘ gﬂiones m:I\> ‘) *

Figura 1.1: Representacion de dos fermiones con dos niveles disponibles, estos pueden ser estados localizados
distintos |A) y |B) (figura de la derecha) o estados de espin | 1) , | |) (figura de la izquierda).

En este caso el tnico estado puro posible del sistema es

W) = %(Wlb) —b)la)) € HyAH;. (1.2.9)

Por lo tanto, como el tinico estado posible es un determinate de Slater de rango 1, el
sistema no presenta enredamiento (en el sentido de enredamiento fermionico).

2. Dos fermiones con tres niveles accesibles.
El estado general que describe al sistema se puede escribir de la forma (1.2.5) como

[¥) = alyiy) + bleis) + clugg), con faf® +[b]* + [cf* =1 (1.2.10)

donde B = {|1), |2), |3)} es una base Hy, con d; = 3. Consideremos ahora los vectores

bc ac
‘¢1> = \/|a|2+|b|2’1>+w‘2> —w|3> S Hf, (1.2.11)

a b

e ) N T S
920 = e e

3) € H;. (1.2.12)
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Se tiene que

be ac
5 50) = [ lal? + [b]2|1) + 2) — |3>>®

( N TR T
b
Ny ———2 3y |-
( N A >>]

1 b
2) + ———[3) | ®
V2 < \al2+\b!2‘ > \/!a\2+!b\2| >>

bc ac
V]al + [o2|1) 9) — 3|
( TR \aPHbPHH

(1.2.13)

y reacomodando los términos se encuentra que
[0) = [¥316,)- (1.2.14)

Veamos entonces que el estado (1.2.10) también puede escribirse en términos de un
determinante de Slater de rango 1, de modo que los fermiones estaran en un estado
puro no enredado.

. Dos fermiones con cuatro niveles accesibles.
En este caso dy = 4 con una base B = {|1), |2), |3), [4)}. El estado [¢)) més general
se puede escribir como (1.2.5)

4
= > wflf]10) = Z wm\/— (lig) — 174)) Z wis|vg) (1.2.15)

1,j=1 1,j=1 4,j=1

Desarrollando la sumatoria

4
= > wils) =wn i) + wialih) + wislYih) + wuldi)

ij=1
+ war [U5h) + wao|5h) + waslwsh) + waalsy)
+ w1 |[15h) + wa2 V5h) + was|Ysh) + waalvh)
+ wa [U51) + wae|Yih) + wasVih) + wavg).
Considerando que w;; = —wj; ¥
1 1
Sl .. .. Sl
s — (147} = |z ——(|eg) — |g1)) = =), 1.2.16
[5;) = \/—(\J ) — i) = \/5(’ 7y —171)) Vi) ( )
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la sumatoria puede reducirse a

) =2 " wy|vg). (1.2.17)

1<j

En general este estado no puede escribirse en términos de un solo determinante de Slater de
rango 1. Es por eso que el sistema de dos fermiones con dy = 4 es el sistema méas simple de
fermiones que puede presentar enredamiento en esta nueva definiciéon [4, 16].

Concurrencia fermionica

Recordemos que la concurrencia (1.1.15) es una medida de enredamiento entre dos subsiste-
mas (A y B) distinguibles, dada por

C) = 1/2(1 — Tep?) = 1/2(1 — 2Tr/3), (1.2.18)

donde |[¢)) € Hi ® Ha.
En el caso de dos fermiones indistinguibles, se define analogamente una concurrencia fer-
mionica Cy como medida de enredamiento entre los fermiones, dada por [12] :

2d; (1
Cr(y) = \/df _f2 (5 - Tr/s;), (1.2.19)

donde py denota la matriz de densidad reducida de un fermion.

El factor 2dy/(d; — 2) normaliza la concurrencia, asi Cy = 1 corresponde a un estado ma-
ximamente enredado, y Cy = 0 corresponde a uno no enredado. Es importante ver que la
expresion (1.2.18) para subsistemas distinguibles se anula solo cuando el estado es separable,
(como consecuencia que la Trp? de cualquiera de los dos subsistemas es igual a la unidad).
Para el caso de los fermiones sucede algo analogo con los estados |1)) que pueden escribirse
como un unico determinante de Slater, lo que implica que Trﬁff = 1/2, indicando que el
sistema no presenta enredamiento.

El sistema mas simple que admite estados con Cy # 0, como se vio en la seccién anterior,
es el de dos fermiones con 4 niveles disponibles; para este sistema la expresion (1.2.19) se
reduce a'

0 S Cf(wf) == 8’1012’(034 — W13W42 — w14w23] S 1. (1220)

Para resumir estas dos secciones se presentara a continuaciéon un diagrama que compara y
resume las caracteristicas del enredamiento bipartito en un sistema de partes distinguibles y
otro de partes indistinguibles. En la figura 1.2 se sintetizan las nociones de enredamiento y
separabilidad entre subsistemas distinguibles y se muestra ctal es el sistema més simple que

La expresion (1.2.20) fue propuesta antes que (1.2.19) de modo que (1.2.19) es una generalizacion de
(1.2.20) al caso con dy arbitrario.
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presenta enredamiento para estos subsistemas. En la figura 1.3 por su parte, se resume las
caracteristicas del enredamiento entre subsistemas indistinguibles (fermiones) y se muestra el
sistema mas simple que presenta enredamiento en esta nueva caracterizacion. Asi mismo estos
dos diagramas sirven de forma comparativa entre subsistemas distinguibles e indistinguibles
e indican como cambia su medida de enredamiento.
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Subsistemas
distinguibles

ESTADOS
ENREDADOS T~

Son aquellos que
se escriben como

V) = [o1)|x1) + |d2)|x2)
) # |9)x)

ESTADOS NO

ENREDADOS

< don aquellos que
se escriben como

[¥) = o)1)

Sistema de dos
qubits

1) = al00) + b|01) + ¢|10) + d|11)
° Con una

concurrencia

0 < C(Yap) =2lad — bc| < 1

Figura 1.2: Diagrama que engloba la definiciéon del enredamiento en estados puros de subsistemas distingui
bles.
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Subsistemas

indistinguibles

ESTADOS
ENREDADOS ~

. oon aquellos que
se escriben como

[¥) # [ils)

ESTADOS NO

ENREDADOS

Son aquellos que
se escriben como

‘¢> - WZ{@

para algin

), 16)

SISTEMA SIMPLE
CON ENREDAMIENTO

Sistema de dos

fermiones con

cuatro niveles
disponibles

[rp) =235 wils)

Con una
concurrencia

0<C(yyy) =

8|wiowaz — w3 Wwyg — wygwes| < 1

Figura 1.3: Diagrama que engloba la definicion del enredamiento en estados puros de subsistemas indistin-
guibles.
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CAPITULO 2
LIMITE DE RAPIDEZ CUANTICO

2.1. Limites fundamentales en la mecanica cuantica

Dos de las propiedades més fundamentales que se estudian en un principio en la mecéanica
cuantica son la dualidad onda-particula y su naturaleza indeterminista, lo que hace nece-
sario hacer uso de un anélisis probabilistico para ser capaces de describir estos fendémenos.
Una consecuencia de estas caracteristicas es descrita con el principio de incertidumbre de
Heisenberg, el cual establece que para cualesquiera dos operadores A y B que representan
una observable fisica se cumple [20]

AAAB > =|([A, B])| (2.1.1)

N | —

donde AO = 1/(0?) — (0)? con (O) = Tr(pO). La desigualdad (2.1.1) impone limites
fundamentales en el producto de las dispersiones de las variables A y B, determinados por
el conmutador [A, B]. En textos introductorios se tiene una relacion de incertidumbre para
el tiempo y la energia, de la forma [17]

Az

At~ — y AF ~ a—EAp = vAp, (2.1.2)
v dp

donde v denota la velocidad de grupo de la onda y se puede concluir que
AtAE ~ h. (2.1.3)

No obstante a partir de la ecuacion (2.1.1) no se puede obtener la relacion de incertidumbre de
tiempo-energia (2.1.2), dado que el tiempo no es un operador. Sin embargo existen anélisis
en donde se profundiza més este concepto y nacen nuevos, con tratamientos como el de
Mandelstam-Tamm o Margolus-Levitin [1, 2].




2.1.1. La relaciéon de Mandelstam-Tamm

El anélisis que presentan Mandelstam y Tamm se resume en establecer una conexién entre la
dispersion de la energia total del sistema y el tiempo minimo que le lleva al mismo evolucionar
hacia un estado ortogonal. Para ello, se considera la evoluciéon de un observable A bajo el
marco de Schrodinger, dada por la ecuacion de Liouville-von-Neumann [17]

—— = _[H, A], (2.1.4)
donde H es el Hamiltoniano del sistema. Haciendo uso de la ecuacién general de incertidum-

bre (2.1.1) se tiene
o\ |
ot /| 2

Si se toma al operador A = [1)(0))(1(0)|, se obtiene lo siguiente

AHAA >

I o .
5 (4] (2.1.5)

AL = \J(d2) — (A2 = \J(d) - (A, (2.1.6)
con (A) = [(p(t)]1(0))|* = F(t). Entonces (2.1.5) puede reescribirse como

1
Ft) — F2(1)

A~

AH > OF(t)|

5 (2.1.7)

N >t

Si se integra esta ecuacion respecto a t desde t = 0, tomando la restriccion F 0) =1y
suponiendo que H no depende explicitamente de ¢, se llega a

1. - T

ﬁAHt > 5 arcsin \/ F'(t). (2.1.8)
Considerando solo la evoluciéon en la cual el estado inicial es ortogonal al final, de manera
que F(7) = 0 para un cierto tiempo 7, se obtiene una cota minima para el tiempo en el cual
el sistema cuantico evoluciona entre los dos estados dada por [2]

T > TC%YL =——. (2.1.9)

Mandelstam y Tamm introdujeron asi la nocion de limite de rapidez cuantico 757 [2]. La
relacion (2.1.9) no es una de incertidumbre entre la duracion de la medida y la energia del
sistema observado, sino que revela un limite fundamental de rapidez cuantico, y establece
una escala de tiempo intrinseca de la evolucion del sistema.
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2.1.2. El limite de rapidez cuantico de Margolus y Levitin

El trabajo de Margolus y Levitin presenta otra derivacion del limite de rapidez cuantico, que
no esta dado en términos de la dispersion de la energia del estado sino de su energia media.
Consideremos un estado inicial |1g). Sabemos que un estado cuéntico arbitario puede ser
escrito en términos de una base cualquiera de H, en particular de la base de los eigenestados
|E,) del Hamiltoniano que rige la evolucion,

o) = el En), (2.1.10)

n

con ¢, € C. Consideraremos que el sistema posee un espectro de energia discreto {E,}, y
para hacer el calculo mas sencillo se toma el valor de la minima energia del sistema como
EO =0.

La solucion de la ecuacion de Schrodinger (si H no depende del tiempo explicitamente) esta
dada por

(1) =D cne N E,), (2.1.11)
y la proyeccion de [¢)(t)) con el estado inicial es

S(t) = (WO() = 3 lenl? oxp (~iE,t /). (2.1.12)

Notemos que

g -2 B (5))
1o %%t +2Im(s), (2.1.13)

donde se us6 la desigualdad cosx > 1 — %(ZE +sinz) con z > 0. Tomando en cuenta que para
7 tal que S(7) = 0 (condicion de ortogonalidad), las dos partes Re(S) = 0y Im(S) = 0,
entonces se tiene

2(l
021—%, (2.1.14)
y en consecuencia
B (2.1.15)
= TQSL =75 (H) L
Ahora, si la energia minima del sistema no es cero (Ey # 0) la cota (2.1.15) se generaliza a
ML 0T h
TOSL = 5 A 0 (2.1.16)
2 (<H> - Emm)
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donde E,;, = min{E,}. La ecuacion (2.1.16) establece la cota de Margolus-Levitin para
el limite de rapidez cuantico. No obstante, se tiene la situacién en donde existen dos cotas
independientes, 7557 por un lado y 7547 por otro, cada una de ellas basada en diferentes
propiedades energéticas del sistema. Asi, uniendo las dos cotas, se obtiene el limite de rapidez
cuéntico, que es la cota unificada de los tiempos minimos cuando un sistema evoluciona a
un estado ortogonal [1]

h h
TZTQSL:Tmm:maX{Q T , } (2.1.17)

Es importante mencionar que en un principio este anélisis se realiz6 para sistemas de estados
puros, pero la generalizacion a estados mixtos también esta dada [1, 6, 9, 10].

2.1.3. Limite de rapidez cuantico de subsistemas distinguibles se-
parables y enredados

En esta seccion se analizara el limite de rapidez cuantico de un sistema compuesto de m
subsistemas distinguibles que evolucionan con un Hamiltoniano de la forma H= Py H,,
no interactuante. Consideraremos dos casos, en el primero se estudiara al sistema en un
estado separable, y en el segundo en un estado enredado. Mostraremos que el tiempo 7¢""
que le toma al sistema enredado evolucionar a un estado ortogonal puede aproximarse méas
al limite de rapidez cuantico, que el tiempo 75 de evoluciéon a un estado ortogonal de los
estados separables [5].

1. Subsistemas distinguibles separables
El estado separable general del sistema compuesto de m partes esta dado por (1.1.2),
donde [¢;) es estado del i-ésimo subsistema. Un estado inicial [¢)) de este tipo evo-
lucionara a uno ortogonal si al menos uno de los subsistemas lo hace; sin pérdida de
generalidad, se puede decir que el subsistema k es el que alcanza el estado ortogonal
antes que los demas, de modo que 7°% = 1, = H{u}n{n}, con 7; el tiempo de ortogona-
7

lidad del i-ésimo subsistema. Tomando E! . = 0, y considerando que los subsistemas

min

evolucionan independientemente, obtenemos

T, > Thgy = max {W—h 7T_h} > maX{ < Aﬁh mh } Vi,  (2.1.18)

2<Ij[>i7 2UH1' 2 H>MAX7 2UHMAX

A ~

donde (H)pax = II%%X{(HJ} Y OlHypax = H{l%X{crHi}. En particular la ecuacion (2.1.18)
para i = k conduce a [5]

7P > max{ h mh } . (2.1.19)

)
H)MAX 2UHMAX
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~ ~

La energfa media total del sistema es (H) = Y | (H); y la dispersion de la energia total

es o = /Y _ieq 0, (tomando en cuenta la contribucion de cada subsistema), entonces
la cota inferior en (2.1.19) cumple max{2<H7>rh’ , QGHﬁ” } > max {%, %} y por
MAX MAX

lo tanto,

h h
75 > max AW , T > TQSL- (2.1.20)
2<[{>MAX 2UHMAX

~ A

La segunda igualdad se cumple solo si og,,, = 0n v (H)max = (H), lo que significa
que la energia y la dispersion de todo el sistema es igual a la de un solo subsistema.
Esto implica que solo un subsistema evoluciona en el tiempo, y m — 1 permanecen
estacionarios. En el caso opuesto, la diferencia entre las dos cotas en (2.1.20) es méxima
cuando la energia y la dispersion se distribuyen por igual entre los m subsistemas
(estado homogéneo), de modo que

(2.1.21)

(2.1.22)

€Il CuyO Caso:

P SULILNI (2.1.23)
2(H) 20m

A

Cuando (H) > op, entonces
TP > MmTQSL- (2124)

Por otro lado, si oy > (H) se tiene
VM Tosr para m < mx,
TP > . (2.1.25)
o= TQsL para m > mx

~N 2
con m#* = <@> )

oH
Como lo indica la ecuacion (2.1.20), el tiempo de ortogonalidad de un estado separable
no puede saturar el limite de rapidez cuéntico, a menos de que m — 1 estados sean
estacionarios (para que se sature la segunda desigualdad) y que 7°% = 7, (para que
se sature la primera), lo cual requiere que el k-ésimo subsistema sea un qubit en una
superposicion igualmente pesada de eigenestados de H, [8]. En conclusion, un estado
separable no satura el limite de rapidez cuantico en general, y en particular no lo hace
si el estado es homogéneo. A continuacién veremos que esto puede cambiar si el estado
es enredado.
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2. Subsistemas distinguibles enredados
Se considerara el siguiente estado enredado, de un sistema compuesto por m subsiste-
mas distinguibles [5]

[¢ent (0) \/_ Z )1 @ ® [n)m, (2.1.26)

donde |n)y es el eigenestado con eigenvalor E,, = nhwy, del subsistema k—ésimo, que
tiene un valor esperado de energia (Hy) = hwy(N — 1)/2 y una dispersion de energia
o, = hwov' N2 —1/(2V/3). El valor esperado de la energia del sistema completo es
<f]> = m([:[k> y la dispersion de la energia total esta dada por oy = moy,, de manera
que (2.1.26) es un estado homogéneo.

La evolucion temporal bajo el operador unitario U = e~ /1 del estado (2.1.26) es

N-—1
Wen(£)) =0 [thone) = %ﬁ Z N © - )

N-1
et @ - @ 1), (2.1.27)

L
VN

y la proyeccion del estado inicial con (2.1.27) esta dada por

n=0

2

-1

<went(0)’¢ent(t>> = % Z 6_ZAanOt- (2128)

[e=]

El (menor) tiempo 7, tal que (Yent(0)|ent(76™)) = 0 es el tiempo de ortogonalidad

de (2.1.26), y esta dado por
2m

Nmuwq

ent —_

T (2.1.29)

Ahora bien, el limite de rapidez cuantico en este caso es

h h h 3
ross —maxd - 7L wh w3 (2.1.30)
2(H) 20m 200 mwyvN?—1

y por lo tanto

Tent 9 \/T
TQSL \/_ N '

Notemos de (2.1.31) que, en particular para N = 2 se satura el limite de rapidez
cuantico, mientras que para N # 2

(2.1.31)

Tent 2
< < 2.1.32
TQSL \/§ ( )

1<
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Pensemos ahora en un estado separable homogéneo, con el mismo valor de (ﬁ )Y ol
del estado enredado (de modo que posee el mismo 7gsz). En este caso, como ya vimos
en la ecuacion (2.1.24) se cumple

sep
>m> 2. (2.1.33)
TQSL
Comparando (2.1.32) con (2.1.33), vemos que, dadas (ﬁ) yop, T2 2 es decir,

TQSL TQSL
en el caso enredado 7¢" se aproxima mas al limite de rapidez cuantico que en el caso

separable. Lo anterior no implica que todos los estados enredados evolucionen mas
rapido que su contraparte separable, pero muestra de manera concisa como el enreda-
miento entre los subsistemas puede tener un papel muy importante para aproximarse
al limite de rapidez cudntico de un sistema.

A raiz de la observacién de que en sistemas de partes distinguibles el enredamiento puede
acelerar la evolucion hacia estados ortogonales, se han realizado multiples estudios anali-
zando la relacion entre el enredamiento de subsistemas distinguibles y el limite de rapidez
cuantico [5, 7, 11, 23, 24]. Con estos resultados como antecedentes surgen las preguntas: ;Pa-
ra sistemas indistinguibles, también existen este tipo de relaciones entre estados enredados
y el limite de rapidez cuantico?, ;Un estado de m partes indistinguibles enredado, también
puede aproximarse a 7oz, mejor que un estado separable (en general)? Estas preguntas mo-
tivan a estudiar con mas detalle las posibles relaciones en subsistemas indistinguibles, con
particular interés en sistemas compuestos de fermiones indistinguibles. Entre estos trabajos
se encuentran ([11], [7] y [13]). En el trabajo [11] se analizan las relaciones que existen en-
tre el enredamiento, el tiempo de ortogonalidad y el limite de rapidez cuéntico en sistemas
compuestos por: qubits distinguibles, bosones indistinguibles y por una pareja de fermiones
indistinguibles, no interactuantes y con cuatro niveles accesibles equidistantes. Se demuestra
en el caso de qubits y de bosones que esta relacion existe. No obstante, para el sistema de
fermiones los resultados son parciales e inconclusos; a partir del analisis numérico que reali-
zan, los resultados no muestran una (posible o no) relacion entre el enredamiento del sistema
y TQTSL. En el trabajo [7] se realiza un estudio més detallado del sistema de dos fermiones
indistinguibles en un espacio de Hilbert de dy = 4 con un Hamiltoniano sin interaccion.
No obstante en el analisis ntimerico de este subsistema (variando los niveles energéticos)
no se muestra alguna relacion entre el enredamiento, el tiempo de ortogonalidad y el limite
de rapidez cuantico. Lo anterior da lugar a ampliar el analisis y seguir explorando posibles
soluciones.
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CAPITULO 3

SISTEMA DE DOS FERMIONES CON
CUATRO NIVELES DISPONIBLES

3.1. Limite de rapidez cuantico y tiempo de ortogonali-
dad en sistemas de fermiones indistinguibles

En esta seccion se desarrollara el analisis de un estado de dos fermiones (no interactuantes)
€ H s AHy con cuatro niveles disponibles (dy = 4) y una base B = {|1),2),3), |4)} (sistema
més sencillo puro fermiénico, que presenta enredamiento en el sentido de correlaciones fer-
mionicas). El objetivo es conocer si existe alguna relacion entre el limite de rapidez cuantico,
el tiempo de ortogonalidad y la cantidad de enredamiento fermiénico de este sistema, a fin
de ahondar en los estudios iniciados en [11] y [7]. Notese que al no existir interaccion entre
los fermiones el enredamiento es constante durante la evolucion del sistema.

3.1.1. Evolucion temporal del sistema

Para cumplir con el objetivo, es primordial establecer la evolucion temporal del estado inicial
|Y) € Hy A Hy. Partimos de que un estado general del sistema lo podemos escribir como

(1.2.17)
) =2 " wy vy, (3.1.1)

i<j
donde w;; € Cy w;j = —wj;. El estado cumple con la condicién de ortonormalidad (1.2.7)

W) =433 whpwy Wi sy = 43 Jwy? = 1. (3.1.2)

i<j i'<j! i<j




El Hamiltoniano que describe a un sistema de dos fermiones que no interacttian entre ellos
(en el formalismo de segunda cuantizacion), esta dado por

4
H=>"eflfr (3.1.3)
k=1
donde ¢, es la energia del nivel k. El Hamiltoniano acttia sobre el estado |1)) como sigue
4 4
Hp) = efifelv) =2 efife D wilvi), (3.1.4)
k=1 k=1 i<y

desarrollando la suma para los indices ij

4 4
HI) =2 " enflfi Y wilg) =2 e fil fulwialhih) + wisih) + wiavih)
k=1 k=1

i<j
+ was 3h) + waslU3h) + waalY3y)). (3.1.5)

Para poder operar f,I fk, hacemos uso de la representacion en el espacio de Fock de los
estados | fjl> Dado que es un calculo extenso, solo se desarrollara un término explicitamente
(el célculo para los demés es analogo). Tomando el primer sumando de (3.1.5)

4 4 1

Zka;Ifkw12|¢flz> :ZGkﬁ;JEkme(“m - |21>)
k=1 k=1 2

4
= wierfl fill, 1,0,0)p (3.1.6)
k=1

=wis(erfif1]1,1,0,0)p + e2f3 f2]1,1,0,0) 5
+e3fif3]1,1,0,0)p + € f] fa]1,1,0,0)x)
=wa(€; + €)|1,1,0,0) F,

1
:ww%(q + 62)(‘12> - ‘21>)7

:w12(61 + €2)|77/Jfl2>, (317)

donde se uso que f{f1]1,1,0,0)p = f3/2/1,1,0,0)p = [1,1,0,0)r y fIf;|1,1,0,0) = 0 para
j = 3,4. Entonces, el resultado de hacer actuar el operador hamiltoniano sobre |1}, es

Hy) =2 wij(e; + ;) |wh). (3.1.8)

1<j
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Una vez conocido lo anterior, podemos saber como evoluciona el estado |¢)) bajo la accion

del operador unitario U = e~iHit/n,
~ —iHt
(1) =Ul(t=0)) =" 2 wylvy)
1<j
—i(e; +e —1q 61+€])t B
=2 wye o |Y) =2 wi(t)e sh, (3.1.9)
i<j 1<j
de modo que
—i(€i+e]-)t

3.1.2. Condicién de ortogonalidad

En esta seccion se analizara la proyeccion del estado |¢) a un tiempo inicial ¢y = 0 y a uno
que ha evolucionado a un tiempo ¢t. A partir de (3.1.9) tenemos

W@ (0)]eb(t)) =4 " |wy;|e

1<j

7i(ei+ej)t
h

(3.1.11)

Suponiendo que los niveles energéticos {|i)} estan espaciados igualmente, entonces el nivel

k cumple
e, = ke, k=1,2,3, 4. (3.1.12)

Al desarrollar la suma en (3.1.11),

WO)[9(t)) = 4(|wral*e
+ |wog €w + ’w24!2€ —Hegteak + ]w34]2671<63f4)t), (3.1.13)

—i(e1te3)t 9 Zileiteq)t
"— |UJ13| e h -+ ’U)14’ e h

se tienen seis términos, cada uno con una suma de energias dadas por

€1+ €9 = € + 2¢ = 3,

€1+ €3 = € + 3e = 4e,

€1+ €4 = € + 4e = Be,

€9 + €3 = 2¢ + 3¢€ = Be,

€9 + €4 = 2€ + 4e = Ge,

€3+ €4 = 3e + 4e = Te. (3.1.14)

Si se sustituye lo anterior en (3.1.13), la condicién de ortonormalidad al tiempo 7 equivale a

W12 wiz| X W14 Wasz| )X Waq| X Waqa| X =V, L.
wial* + [wis*x + (Jwia] + [was|*)x® + [waa*x* + Jwsa*x* = 0 (3.1.15)
donde ' or

x=e¢" con¢= - (3.1.16)
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Si definimos
2wip = /pre’’t,  2wiz = /pae™™, 2wy = \/pse™®,
2wy = /Pa€?, 2wy = /P, 2wsy = \/pee™®, (3.1.17)

lo anterior se simplifica

p1+pax + (s + pa)x® + psx’ +pex* = 0, (3.1.18)

donde los coeficientes p,, cumplen con la condiciéon de normalizaciéon por construccion

6
> =1, (3.1.19)
n=1

y denotan la probabilidad de que el sistema se encuentre en el n—ésimo estado |n) 4, definido
de acuerdo con:

[Ui2) = [La [35) = [2)a, [33) = [3)a,
[¥53) = [, [35) = [5)st, [¥50) = [6)ar (3.1.20)

Multiplicando la ecuaciéon (3.1.18) por x*? con xyx* = e e = 1, y haciendo uso de la
forma polar de y = cos¢ + isin¢ y de su conjugado, la expresion (3.1.18) se simplifica y
se considera por partes (una real y una imaginaria) que al cumplir con la igualdad a cero,
ambas deben anularse. Para la parte real se tiene

Ps + pa + (p2 + ps) cos @ + (p1 + pe) cos 2¢ = 0, (3.1.21)

y para la parte imaginaria

(p2 — ps) sin ¢ + (p1 — pe) sin2¢ = 0. (3.1.22)
Usando cos 2¢ = 2cos ¢? — 1 para (3.1.21), y si en (3.1.22) se sustituye sin 2¢ = 2sin ¢ cos ¢,
las ecuaciones se reescriben como

0=2zcos’¢+ucosg+ (w—x), (3.1.23)
0 = sin ¢(v + 2y cos ¢), (3.1.24)

donde definimos

T = p1 + D, Y = p1 — Ps, U = p2 + Ps,
V=py—ps, W=ps+pis,  Z=Dp3—Da (3.1.25)

Las ecuaciones (3.1.23) y (3.1.24) establecen las condiciones que deben cumplir los coefi-
cientes del estado para evolucionar hacia uno ortogonal, y permiten conocer el tiempo 7.
Esto es cierto siempre que se cumplan ambas ecuaciones simultaneamente. La condicién de
ortogonalidad en la forma (3.1.23) y (3.1.24) genera familias de soluciones cuando se toman
ciertas consideraciones, como se analizara méas adelante.
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3.1.3. Calculo del valor esperado de la energia y su dispersiéon

En lo siguiente se realizara el calculo para el valor promedio de la energia y para la dis-
persion. Recordemos que el estado inicial |¢)) en general esta dado por (3.1.1). El operador
Hamiltoniano actia sobre [1) como (3.1.8), entonces el valor esperado de la energia es

A~

(H) = ()| H[(0)) = (o)™ He TR |g (1)) = (] Hw),

=4 wiwh (e + ) (W5 e,

i <j i<g

=4 fwyl* (e + €)). (3.1.26)

i<j
Si se desarrolla lo anterior se obtiene la siguiente expresion

<H> :4(’11}12’2(61 + 62) + ‘w13‘2(€1 + 63) + ’11)14’2(61 + 64)
+ |was|* (€2 + €3) 4 |was|*(e2 + €4) + |wa|*(e3 + €4)), (3.1.27)

sustituyendo los valores de |w;;|? en términos de los coeficientes p, dados por (3.1.17) y
teniendo en cuenta la suma de nuestras energias (3.1.14), se tiene

(H) = €[5 — (2y + )], (3.1.28)

Para el calculo de la dispersion de la energia, se retoma la ecuacion (3.1.8), se opera una vez
més el operador Hamiltoniano sobre el estado |t))

H?|y) =2 wi(er + ) HIW) =2 wij(er + €,)°[v), (3.1.29)
i<j 1<j
luego
(I H? ) =4 " Jwi]* (e + €)”. (3.1.30)
1<J

Entonces, a partir de (3.1.30) y (3.1.28) obtenemos

o =\ (H?) — (H)?2 = ex/4z +u — (2y + v)2. (3.1.31)

Conociendo la dispersiéon de la energia y su valor esperado, se puede calcular la forma mas ge-
neral para el limite de rapidez cuantico de nuestro sistema (la cota unificada de Mandelstam-
Tamm y Margolus-Levitin) (2.1.17). E,;, representa la energia minima del sistema, y dado
que el nivel més bajo disponible que éste puede tener corresponde a un fermioén en el estado
base y otro en el primer estado excitado, tenemos que E,,;, = 3¢, entonces

A

(Y — By = €[2 — (2y + 0)]. (3.1.32)
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La relacion que se estudiaré entre el tiempo 7 de evolucion a un estado ortogonal y el limite
de rapidez cuantico 7ggy, es el cociente

T T

_ (3.1.33)

b
TQSL ¢ _nh h
max <2<<H>—Emm>’ 201

~

con (H) — E,;, dada por (3.1.32) y oy por (3.1.31).

3.1.4. Concurrencia fermionica

La medida de enredamiento del sistema esté dada por la ecuacion (1.2.20), de modo que
C)%(W})) = 82’101211)34 — W13Wy2 + "LU14U)23’2. (3.1.34)

Para poder escribir (3.1.34) en términos de los coeficientes definidos en (3.1.17) desarrollamos
la expresion del cuadrado de la concurrencia, en términos de las p,, y 6, se obtiene

CJ%(W’» =4[p1pe + Paps + P3Pa — 21/P2psP1Pe COS
+ 24/P3pap1pe €08 B — 2+/D3papaps cos (B — a)]. (3.1.35)

donde

a:91+96—92—95,
B =0, + 05 — 03 — 0.
(3.1.36)

3.2. AnaAlisis para distribuciones particulares

Como se desea ver si al existir enredamiento nuestro sistema alcanza su limite de rapidez
cuantico, o se promueve una evolucion més rapida (comparada con su contraparte separable)
hacia la ortogonalidad, se realizard un anélisis conjunto de (3.1.35) y la relacién que existe
entre el tiempo de evolucion del sistema a un estado ortogonal 7 y su limite de rapidez
cuantico (3.1.33).

Se vio que la condiciéon de ortogonalidad del sistema de dos fermiones con cuatro niveles
disponibles, restringe a los coeficientes de los estados de manera que éstos deben cumplir las
ecuaciones (3.1.23) y (3.1.24). Las soluciones determinan familias de estados, las cuales se
analizaran més adelante. Primero, en lo que sigue, exploraremos los casos que corresponden
a distribuciones de probabilidad {p,} especificas.
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3.2.1. Distribucién equiprobable de estados

El conjunto {p,} determina la distribucion de probabilidad de los estados (3.1.20). Como pri-
mer ejemplo vamos a analizar el caso en el que los seis estados tienen la misma probabilidad,
es decir, p, =p=1/6 VY n=1,2...,6. Entonces

r=u=w=1/3, v=y=2=0. (3.2.1)

Para conocer 7 (tiempo al que los estados son ortogonales al inicial) recurrimos a (3.1.23) y
(3.1.24) (condicion de ortogonalidad). Sustituyendo (3.2.1) y haciendo uso de que ¢ = er/h
de (3.1.23) se tiene

0 =cosp(2cosd + 1),

1
= Ccos¢p = ~5 6 cos¢ =0, (3.2.2)
asi, las soluciones para 7 son:
wh,_ . .
T = 2—6(2]4—1), con 7=0,1,2, ..., (3.2.3)
mh
Ty = 3—2(1+3k), con k=0,1,2, .., (3.2.4)
€
h
T = 7;—2(2+3l), con l = 07172a"'7‘ <325)
€

Para el caso de la energia y la dispersiéon de la energia
(HY = Eppin = €[2 — (2y +v)] = 2, (3.2.6)
5
o = e\/Ar +u— (2y +v)2 = 2¢y/ o (3.2.7)

de modo que el limite de rapidez cuantico estara dado por la cota de Mandeltam-Tamm,

mh |3
TsL = 5o\ 5 (3.2.8)

Por otro lado, la concurrencia (3.1.35) resulta

C? :% [3 —2(cosav — cos B+ cos (B — a))|, (3.2.9)

funcién que puede ser graficada si se varian o y 3, como se muestra en la figura 3.1
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Figura 3.1: C’J% como funcion de « y § para la superposicion de los 6 eigenestados (3.1.20) igualmente pesados.

Por otro lado, se puede graficar |(1o|1;)|? en funcién del tiempo, como se muestra en la figura
3.2, en donde se muestran los primero siete tiempos de ortogonalidad dados por (3.2.3)-(3.2.5)
(minimos de la funcién), y el limite de rapidez cuantico. (3.2.8).

1.0 A

0.8 -

0.6 A

{Wolwe)|?

0.2 A

0.0
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=
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Figura 3.2: [(¥g|¢¢)|?> como funcién de ¢ para la superposicién de los seis eigenestados (3.1.20) igualmente
pesados (la linea roja denota el limite de rapidez cuantico).
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De la figura 3.1 (C)% vs (a, B)), se observa que el estado puede poseer cualquier valor de
la concurrencia (si se eligen apropiadamente las fases o y ) y para cualquier cantidad de
enredamiento que posea el estado, los tiempos de ortogonalidad y el 7gg;, seran los mismos;
asi pues un estado que posea un maximo enredamiento u otro cuya C; no sea nula, llegaran
a un estado ortogonal al mismo tiempo 7 > 7ggr. De la figura 3.2 se observan los puntos
en los que [(¢o]t)]* = 0 (los ceros de la funcién) y la periodicidad en los intervalos de ¢
(/2,27 /3], [47 /3,37 /2],[57 /2,87 /3],. . .,) cuando |{1|1)¢)|* = 0 se aproxima a cero.

3.2.2. Distribucién equiprobable de energia

Dada la degeneracion de los estados |3) y [4) (veése (3.1.14)), la distribucion de probabilidad
de estados {p,} difiere de la distribucion de probabilidad de energias {Pgr} dada por

Pp, =pn para n=1,2,5,0, (3.2.10)
Pri=ps = P3 + Pa- (3.2.11)

Entonces, para una distribucion de energia igualmente probable se tiene Pr = P = 1/5, lo
que conduce a

y=v=0 y x=u=2w=2/5 (3.2.12)

Sustituyendo lo anterior en las condiciones de ortogonalidad (3.1.23) y (3.1.24), se obtiene
una ecuacion de segundo orden para cos ¢ donde (¢ = er/h)

4cos?p+2cosp—1 =0,

1
= cosd =, (—1 + \/6> , (3.2.13)
asi
h -1 5
= E[j:arccos (#) +27Tl4 con Iy =0,1,2,..., yl_=1,2,..., (32.14)
h —1—-+5
Ty = E[j;arc(;os <T\/_> —|—27rm4 con my =0,1,2,..., ym_=1,2,....
(3.2.15)
Para la energia y la dispersion de la energia, se tiene
(H) = Epin = €[2 — (2y + v)] = 2¢, (3.2.16)
on = 2e\/4z +u— 2y +v)2 = V2, (3.2.17)

de lo anterior, podemos obtener el limite de rapidez cuéntico, que corresponde a la cota de

Mandestan-Tamm
wh 1

TQSL = Q_EE’
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con Ty =7,y T_ =1, , tenemos

= _ & arc cos (ﬂ) (3.2.19)

TQSL ™ 4

El primer tiempo (75) que da un estado ortogonal al inicial, est4 dado por

h —14++5 2rh
T = Zarccos( 1 ) == (3.2.20)

Por otro lado, el cuadrado de la concurrencia es

CJ% = 58—2(1 — CoS a) + 4ps (% —pg) + ; [p3 (% — p3> [0055 — COS (5 - a)], (3-2-21)

con p3 € [0,1/5]. Veamos que si se toman valores para ps = 0,1/60,1/10 estos valores
especificos muestran cémo varia concurrencia y se va acercando a sus maximos, como se
muestra en la siguiente figura 3.3 donde se grafica C’J% en funciéon de o y .

Figura 3.3: C’]% para la distribuciéon equiprobable de energia como funcién de o y 3, tomando diferentes
valores de ps3: p3 = 0 es verde, p = 1/60 azul y p; = 1/10 rosa.

De (3.2.18) y (3.2.20), se puede ver que los estados que poseen una distribucion equiprobable
de energia no alcanzan el limite de rapidez cuantico y 7'6"_ > Tosr, tlempos que permanecen
fijos para cualquiera valor que tome el enredamiento.

Si se compara el limite de rapidez cuantico obtenido en el analisis de estas dos distribuciones
(3.2.20) v (3.2.8)), (3.2.8) es menor que (3.2.20) como se ve en la siguiente figura 3.4
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Figura 3.4: |(1o]w:)|? como funcién de ¢ para estados que poseen una distribucion equiprobable de energfa.
La linea roja denota el limite de rapidez cuantico del estado con la distribucién equiprobable de energia y la
linea gris el limite de rapidez cuantico para la distribuciéon equiprobable de estados Tg‘fg I

La figura anterior da a conocer |(1|1:)|> en funcién del tiempo ¢ mostrando los primeros
siete tiempos de ortogonalidad dados por (3.2.14) y (3.2.15). En la region entre [r;" , 71 ] se
observa como |{¥g|t)]? va de 0 — 1 y existe un valor en este intervalo donde los estados
son aproximadamente iguales |{1)g|1);)|* &~ 1 (un maximo de la funcion). También se observa
que en el intervalo 75, ;" ] se tiene |(¥y[1ho)|* < 1/10 por lo que los estados son ortogonales
en un margen estrecho.

3.2.3. Distribucién de maxima dispersiéon

Se considera ahora el estado que posee una dispersion de energia maxima, que corresponde a
la superposiciéon igualmente pesada de los estados de maxima energia y de minima energia,
esto es, p; = pg = 1/2. Asi la unica variable que es diferente de cero en (3.1.25) es z = 1.
Sustituyendo en (3.1.23) y (3.1.24) se puede conocer el tiempo que da la ortogonalidad de
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estados

0 =2cos¢? — 1,
1
= COSQp = —. 3.2.22
¢ 7% ( )
Asi,

mh
m="-(20+41) con 1=0,1,2,.... (3.2.23)

€

En este caso la energia media relativa resulta igual a la dispersion de la energia dada por
(H) — Epin = o = 2¢, y las cotas de Mandelstam-Tamm y de Margolus-Levitin coinciden

mh
T =Tyo=—. 3.2.24
QSL = To = - ( )
Los estados que poseen una distribucién de méaxima de dispersion son una superposicion de
dos eigenestados de H igualmente probables, que alcanza el limite rapidez cuantico (vease
la figura 3.5 ), y son los mas rapidos permitidos por el limite fundamental. Ademéas poseen
un méaximo enredamiento, puesto que la concurrencia es

Ci=1 (3.2.25)

Tost

1.0

0.8

0.6 -

[(wolwe)|?

0.4 4

0.2 4

0.0 A

Figura 3.5: [(10]1¢)|? como funcién de ¢ para una superposicién de dos estados igualmente pesados. La linea
roja denota el limite de rapidez cuantico que coincide con el tiempo 7y.

38



3.3. Analisis numérico

Después de estos ejemplos de distribuciones particulares {p,} en lo que sigue, se analizara
numéricamente la relacion entre 7, el limite de rapidez cuéntico 7gsy y Cy, que resulta de
las condiciones de ortogonalidad (3.1.23) y (3.1.24). Veamos primero que la naturaleza de
estas dos expresiones nos sugiere abordar la soluciéon en tres familias: La familia 1 es la que
considera a sin ¢ = 0, la segunda familia es para el caso donde sin¢ # 0y v + 2y cos¢ = 0
tomando a y # 0 y para la tercer familia se considerara v+ 2y cos ¢ = 0 con y = 0. Cada una
de estas familias dara condiciones particulares para las probabilidades {p,} en las cuales se
basa el analisis numérico que se muestra a continuacion.

» Familia I: sin¢g = 0
» Familia II: sin¢ #0y v+ 2ycos¢ =0 con y =0
s Familia I1I: sin¢® #£ 0y v 4+ 2ycos¢ = 0 con y # 0

3.3.1. Familia I: sin¢p =0

En el caso con sin ¢ = 0 se cumple

€T

o =nm= T (3.3.1)
con n entero positivo. Si n es par, entonces = e~ = 1 y la ecuacién (3.1.17) no se satisface,
pues las p, son cantidades positivas por construccion; entonces n se debe tomar impar. De
lo anterior se puede conocer el tiempo 7 y estd dado como

h
Tp = 7T—n, con n=1,3,5,. .., impar. (3.3.2)
€
Considerando esto, y cos¢ = —1 y la ecuacion (3.1.23) se reduce a
r—u+w=0. (3.3.3)

Restando y sumando la expresion anterior con la condicién de normalizacion (3.1.19) reescrita
en la forma xr + w 4+ v = 1, se obtienen dos condiciones con las que deben cumplir las
probabilidades:

2(p1 4+ p3 +ps+ps) =1, (3.3.4)

2(p2 +ps) = 1. (3.3.5)

Vemos que se tienen infinitas soluciones para p,, n = 1,2,3,4,5,6. Para encontrar conjun-
tos {p,} que satisfagan estas condiciones se desarroll6 un analisis computacional, en cual se
generan numeros aleatorios a partir de distintas distribuciones que cumplan con (3.3.4) y
(3.3.5) a través de diferentes métodos [Ver Apéndice|. Una vez generados los conjuntos {p, }
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se calculan la energia media relativa y la dispersion de la energia del sistema, a partir de
las ecuaciones (3.1.32) y (3.1.31) para de ahi determinar el 7ggy. Para la medida de enreda-
miento (3.1.35) se tomaron varias relaciones entre los angulos a y 5 con «, 5 € [0, 27| para
realizar un mapeo en el plano, C’j% y 7/7gsr, donde 7 esta dado por (3.3.2) tomando a n = 1.
En las siguientes cuatro figuras se muestran conjuntos de nueve graficas, cada grafica corres-
ponde a una muestra de 300,000 conjuntos aleatorios {p,} que cumplen con (3.3.4) y (3.3.5)
tomando el cociente 7/7gg, y valores especificos para la concurrencia (3.1.35) explorando
valores constantes para « y . En la figura 3.6 se considera a o = /3 con valores entre [0, 7.
En la figura 3.7 se muestra el conjunto de gréaficas correspondientes cuando o = 0 y 8 toma
un valor entre [0, 7]. En la figura 3.8 se consider6 a = 0 y el angulo « es el que toma un
valor especifico entre [0, 7] y la figura 3.9 muestra los casos cuando 8 = 2« con § tomando
un valor fijo entre [0, 7].
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T/Tgs,. Vs C# para la familia | con a=g.

« o=f=mf4

TfT.jm_

T/ Tost

T/ Tast

e 08 10

Figura 3.6: Cada grafica corresponde a un valor especifico de o« = f entre [0, 7r]. Se generaron 300, 000 puntos
aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para generar
nameros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el aqui mostrado.
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T/Tgs,. VS C# para la familia | con a=0.

T/Tost

T/ Tost

T/Tost

Figura 3.7: Cada grafica corresponde a a = 0 y un valor especifico de 3 que varia entre [0, 71]. Se generaron
300, 000 puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales
para generar numeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el que

aqui se muestra.
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T/Tgs, VS C# para la familia | con B=0.

- a=0 = a=mf8 = a=mjd

T/Tost

]—{I T T T T T T T

40

T/ Tost

T/Tost

Figura 3.8: Cada grafica corresponde a 8 = 0 y « posee un valor especifico entre [0, 7]. Se generaron 300, 000
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para
generar numeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico,que es el que aqui

se muestra.

43



T/Tgs, Vs C# para la familia | con B=2a

T/ Tost

T/ Tost

T/ Tost

Figura 3.9: Cada grafica corresponde un valor de especifico de 2o = 8 entre [0, 7]. Se generaron 300,000
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para
generar ntimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el presentado

aqui.
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Las cuatro figuras 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, tienen en comin la grafica o = § = 0. En este caso se
puede ver que los estados poseen poco enredamiento dado que no hay valores para C’]% 2 0.25

y entre menor sea la medida del enredamiento del estado, se puede notar que TQTSL abarca un

rango amplio de valores. Por otra parte, analizando las graficas de 3.6 (o = ) notamos que
conforme o« = f — 7 algunos estados pueden tener valores mas grandes de enredamiento,
e incluso para a = f ~ 7 la medida de enredamiento puede incluso alcanzar su méaximo
(Cy = 1). Para los estados que poseen mayor enredamiento, 7/7gsy tiende a ser mayor,
a diferencia de los estados con menor Cy. Asi mismo, existen algunos pocos {p,} para los
cuales el estado se aproxima al limite de rapidez cuantico (aquellos puntos que se encuentran
cercanos a 1 en el eje TQTSL) y tienen como caracteristica poco enredamiento.

Para la figura 3.7 (caso @ = 0) observamos un comportamiento cualitativamente diferente
al anterior. Cuando § — 7 algunos estados alcanzan un méximo de enredamiento tal como
sucede en la figura 3.6, no obstante, en este caso el cociente TQTSL disminuye considerable-
mente, de modo que los estados mas enredados llegan relativamente mas rapido a un estado

ortogonal. Esto no implica, sin embargo, que los estados més rapidos (menor TQTSL) sean

necesariamente los de mayor enredamiento, y aunque no se puede concluir que algtn estado
alcanza el limite de rapidez cuantico, existen algunos estados para los cuales el tiempo de
ortogonalidad si se aproxima al limite de rapidez cuéntico cuando su concurrencia es maxi-
ma.

En la figura 3.8, al igual que la figura 3.6, se puede ver que cuando @ — 7 existen estados
que poseen mayor enredamiento, sin embargo en este caso TQTSL puede tomar practicamente
cualquier valor, de modo que, a diferencia de los casos anteriores, aqui no se aprecia una
correlacion entre el alto grado de enredamiento y mayor (o menor) velocidad hacia el estado
ortogonal. Ademas, cuando @ — 7 los estados con concurrencia nula son poco probables de
obtener y estos se desplazan con un frente plano hacia una concurrencia méxima, dejando
una regiéon donde no hay estados.

Para la tdltima figura 3.9 conforme § — 7/2 se observa que algunos estados con mayor
enredamiento o son los més lentos (pico inferior) o son los mas rapidos (pico superior). Fi-
nalmente cuando f — 7 es menos probable obtener un estado sin enredamiento tal como
sucede en la figura 3.8.

El conjunto de las cuatro figuras muestra maximos y minimos de la concurrencia para diversos
valores de av y 3, y valores {p,} aleatorios. En algunos casos se tienen estados maximamente
enredados que se aproximan al limite rapidez cuantico y para otros no; aunque estos estados
sean dados bajo condiciones particulares, se puede decir que para el caso sin ¢ = 0 existen
condiciones (determinadas por las fases) donde el enredamiento esta fuertemente relacionado
con el tiempo de ortogonalidad y la aproximacion de éste al limite de rapidez cuantico. Esta
correlacion existe entonces cuando se toman valores especificos de o y 8, dado que si los
valores para estos angulos son aleatorios, no se observa correlaciéon alguna, lo que coincide
con los resultados de [11].
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3.3.2. Familia Il: singp #0y v+ 2ycos¢p =0 con y =0

Por las condiciones de la familia, se cumple que v = 0, entonces recurriendo a (3.1.25)
tenemos que p; = pg y p2 = ps. De la condicion de ortogonalidad (3.1.23) se tiene
1< cos¢ Z‘il¢(“f 2" (3.3.6)
— CosPp=——==F /=] — : -9
dor 2 2z x

De lo anterior se puede conocer el tiempo 7 y esta dado como

h v 1 u 2 w—
_ 2 _r s (—)—2 . 3.
T = —arccos ( 1 2\/ 5 . ) (3.3.7)

La otra condicién que cumplen las probabilidades es la condicién de normalizacion (3.1.19)
que en este caso se reduce a

2p1 +2p2 +p3+ps=1, (3.3.8)

y que admite infinitas soluciones para p,, n =1,2,3,4.

En este analisis computacional a diferencia de la familia I y como se vera més adelante con
la familia III, se gener6 cos ¢ como un numero aleatorio entre (—1,1) y a partir de este, se
hace una busqueda de las p1, pa, ps, v pa que satisfacen las condiciones (3.3.6) y (3.3.8). Los
nameros aleatorios se generaron a partir de distintas distribuciones [Ver Apéndice|. Una vez
conocida {p,} con p; = ps y p2 = ps se calculan la energia media relativa y la dispersion de
la energia del sistema, a partir de las ecuaciones (3.1.32) y (3.1.31), que con las condiciones
de esta familia conducen a

T T T
- G (3.3.9)
QSL  Max 467 2ev/Aztu maxy 4, Zex/8p1+2p

Por su parte la medida de enredamiento (3.1.35) se reescribe como

C% = A[p} + p3 + p3ps — 2p1p2 €08 & + 2p1+/P3pa cos B — 2par/Papacos (B — a)].  (3.3.10)

Para calcularla, se tomaron varias relaciones entre los dngulos a y  con «, 5 € [0, 27 para
realizar un mapeo en el plano, C]% y 7/Tgsr- En las siguientes cuatro figuras se muestran
conjuntos de nueve graficas, cada grafica corresponde a una muestra de 300,000 puntos
aleatorios (incluido 7), tomando el cociente 7/7gsy, v valores especificos para la concurrencia
(3.1.35) explorando valores constantes para a y §. En la figura 3.10 se considera a a = 3
con valores entre [0, 7]. En la figura 3.11 se muestra el conjunto de graficas correspondientes
cuando @ = 0 y [ toma un valor entre [0, 7]. En la figura 3.12 se consideré a § = 0 y el
angulo a es el que toma un valor especifico entre [0, 7] y la figura 3.13 muestra los casos
cuando 8 = 2« con f tomando un valor fijo entre [0, 7.
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T/Tost

T/Tost

T/Tgs, Vs C? para la familia Il con a=8.

T/Tost

B entre [0, 7]. Se generaron 300,000

Figura 3.10: Cada grafica corresponde a un valor especifico de «
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para

generar nimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el aqui

mostrado.
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T/Tgs, Vs C? para la familia Il con a=0.

T/Tost

@A
o
g
=
40
B=3nm/4
35
30
;]
o
-'..:_ 25
=
20
15
10 —T T T — - — T T
02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 0.8 14 0.0 02 04 06 08 10

¢ ¢ ¢

Figura 3.11: Cada grafica corresponde a «« = 0 y un valor especifico de 8 que varia entre [0, 7]. Se generaron
300, 000 puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales
para generar nimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el que

aqui se muestra.
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T/Tos, Vs C? para la familia Il con f=0.
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Figura 3.12: Cada grafica corresponde a 8 = 0 y « posee un valor especifico entre [0,7]. Se generaron
300, 000 puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales
para generar numeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico,que es el que
aqui se muestra.
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Figura 3.13: Cada grafica corresponde un valor de especifico de 2a = 3 entre [0, 71]. Se generaron 300, 000
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para
generar ntimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el presentado

aqui.
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Las cuatro figuras 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, tienen en comun la grafica « = § = 0. En este
caso se puede ver que los estados poseen un rango amplio de valores de enredamiento y de
TQTSL, teniendo una distribucion més uniforme comparada con la grafica a = § = 0 de la
familia I y de la familia III (como se mostrarda méas adelante). Por otra parte, analizando
las graficas de 3.10 (« = () notamos que conforme o = § — 7 la distribucion de puntos
se vuelve més definida y se observan tendencias especificas para los estados con Cy =~ 1, en
particular, conforme C; aumenta 7/7ggy, tiende a su maximo o a su minimo valor, el cual se
acerca mucho al limite fundamental TQTSL = 1. Ademas, los estados con poco enredamiento
(Cy € [0,0.3]) corresponde a valores 1 < o < 2.5 y como consecuencia se forma un

sL

-
TQSL'

Para la figura 3.11 (caso @ = 0) observamos un comportamiento cualitativamente diferente
al anterior. Cuando  — 7 algunos estados alcanzan un méaximo de enredamiento tal como

sucede en la figura 3.10; no obstante, en este caso el rango de valores TQTSL es més amplio

pequeno hueco de estados con Cy 2 0.4 y valores intermedios de

cuando el enredamiento es menor y mayoritariamente se reduce conforme Cy — 1, de modo
que algunos estados mas enredados tienden a llegar més rapido a un estado ortogonal, aunque

siempre existe un menor numero de estados con enredamiento alto para los cuales TQTSL tiende
T

p-
necesariamente los de mayor enredamiento. Aunque no se puede concluir que algfi)rleestado
alcanza el limite de rapidez cuéntico, existen algunos estados altamente enredados que a
diferencia de 3.7, se aproximan mucho mas al limite de rapidez cuantico.

En la figura 3.12 se puede ver que conforme o va de 0 — %” el enredamiento minimo va
aumentando, creandose asi una region cada vez mayor carente de puntos para valores bajos
de C. Cuando a va de %” — 7 aumenta la densidad de estados con C'y ~ 1 para los cuales
TQTSL puede tomar préacticamente cualquier valor, de modo que, a diferencia de los casos
anteriores, aqui no se aprecia una correlacion entre el alto grado de enredamiento y mayor
(o menor) velocidad hacia el estado ortogonal.

Para la ultima figura 3.13 en las regiones de 5 € [0, %”] se observa un comportamiento similar
al de la figura 3.10, formando dos picos, uno méximo y otro minimo, dejando una regiéon
amplia sin estados correspondientes a altos valores de C'y y valores intermedios de TQTSL. Sin
embargo, a diferencia de lo que ocurre en 3.10, aqui aparece una regién sin puntos para
valores bajos de la concurrencia. Cuando 5 va de 37/8 — 7 aumenta la probabilidad de
obtener un estado sin enredamiento, y se repite el comportamiento de la figura 3.11 cuando
a=0y p=m.

Como en el caso de la familia I, se puede decir que para el caso v + 2ycos¢ = 0 con
y = 0 existen condiciones donde el enredamiento esté fuertemente relacionado con el tiempo
de ortogonalidad y la aproximacion de este al limite de rapidez cuéntico. Es posible notar
que para esta familia II los tiempos de ortogonalidad pueden aproximarse més al limite de
rapidez cudntico, en comparaciéon con los estados de la familia I. De nuevo, cuando existen
las correlaciones, estas se manifiestan al tomar valores especificos de v y 3, dado que si los
valores para estos angulos son aleatorios, no se observa correlaciéon alguna, lo que coincide

con los resultados de [11], similares a la grafica correspondiente a o = 5 = 0.

a su maximo valor. De nuevo, esto no implica que los estados mas rapidos (menor ) sean
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3.3.3. Familia III: singp #0 y v+ 2ycos¢ =0 con y # 0

Al tener en cuenta estas nuevas condiciones, se obtiene

v
—1< =-——<1 3.3.11
<coso= - <1, 33.1)
con ¢ = <. A diferencia de la familia I y al igual que en el caso de la familia II, aqui 7
depende de las probabilidades {p,} (3.1.25). De (3.3.11) se puede obtener 7, que esta dado
por

h v
T = —arccos <—%> (3.3.12)
Al sustituir (3.3.11) en la condiciéon (3.1.23) y usar la condiciéon de normalizacion
r+utw=1 (3.3.13)
se obtiene )
g(s) —g—;’+(1—2x—u) —0. (3.3.14)

Vemos que se tienen infinitas soluciones para las variables x,v,y,u que a su vez estan de-
terminadas por {p,} (3.1.25). De igual forma que en las familia anteriores, se desarroll6 un
analisis computacional en cual se generan nimeros aleatorios a partir de distintas distribu-
ciones que cumplan con (3.3.11), (3.3.13) y (3.3.14) [Ver Apéndice|. Una vez generados los
conjuntos {p, } se calculan la energia media relativa y la dispersion de la energia del sistema
a partir de las ecuaciones (3.1.32) y (3.1.31) para de ahi determinar el 7ggz. Al tener ge-
neradas las variables x,v,y,u que cumplen con (3.3.11) se puede calcular 7 a partir de v,y
con (3.3.7). Para la medida de enredamiento (3.1.35) se tomaron varias relaciones entre los
angulos vy f con o, B € [0, 27| para realizar un mapeo en el plano, C]% Y T/TQsL, COmMo se
hizo anteriormente. En las siguientes figuras se muestran cuatro conjuntos de nueve gréficas
cada una; cada gréafica corresponde a una muestra de 300,000 puntos tomando valores espe-
cificos para la concurrencia (3.1.35) explorando valores constantes para « y . En la figura
3.14 se considera a a = [ con valores constantes entre [0, 7]. En la figura 3.15 se muestra
el conjunto de graficas correspondientes cuando o = 0 y # toma un valor entre [0, 7|. En la
figura 3.16 se considerd a 5 = 0y el d&ngulo « es el que toma un valor especifico entre [0, 7]
y la figura 3.17 muestra los casos cuando 8 = 2a con [ tomando un valor fijo entre [0, 7].
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T/Tgs, Vs C? para la familia Ill con a=g.

T/Tost

T/Tost

T/Tost

Figura 3.14: Cada grafica corresponde a un valor especifico de @ = 3 entre [0,7]. Se generaron 300,000
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para

generar nimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado gréfico, que es el aqui

mostrado.
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T/Tgs, VS C# para la familia Il con a=0.

T/Tost

T/ Tost

T/Tost

Figura 3.15: Cada grafica corresponde a & = 0 y un valor especifico de 8 que varia entre [0, 7]. Se generaron
300, 000 puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales
para generar numeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el que

aqui se muestra.
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T/Tgs, VS C# para la familia Il con B=0.

T/Tost

T/ Tost

T/Tost

Figura 3.16: Cada grafica corresponde a 8 = 0 y « posee un valor especifico entre [0,7]. Se generaron
300, 000 puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales
para generar nimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico,que es el que

aqui se muestra.
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T/Tgs, Vs C# para la familia 11l con B=2a

- p=2a=nj4

T/ Tost

40

«  B=2a=3mf8 -« B=2a=mnf2 «  fB=2a=5mf8

T/ Tost

40

= B=2a=3m/4 = B=2a=Tn/8 = B=2a=n

T/ Tost

Figura 3.17: Cada grafica corresponde un valor de especifico de 2a = § entre [0, 7]. Se generaron 300, 000
puntos aleatorios (para cada grafica) de cuatro distintas distribuciones (funciones computacionales para
generar ntimeros aleatorios [ver apéndice]) de lo que se obtuvo el mismo resultado grafico, que es el presentado
aqui.
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De manera general para las figuras 3.14 (o« = ) y 3.15 (o = 0) la familia III se puede decir
que los resultados son similares cualitativamente a los correspondientes de la familia II, con
algunas diferencias que la caracterizan. La figura 3.16 (f = 0) de la familia IIT muestra un
comportamiento muy similar a su contaparte de la familia II principalmente para valores
altos de C. Por su parte, la figura 3.17 (5 = 2a) es la que difiere mas de la correspondiente
figura en la familia II (3.13), sobre todo para  cercano a m, como se explica mas abajo.

La grafica que tienen en comin las 4 figuras 3.14, 3.15, 3.16, 3.17, es el caso donde o = = 0.
Para esta, se puede ver que los estados poseen un rango amplio de valores de enredamientos
y de —=—, y que a diferencia de la figura 3.10 se muestra una acumulaciéon mas definida

TQSL
de puntos en TQ% < 1.5 conforme el enredamiento aumenta. Se observa ademéas un menor

nimero de estados que poseen un alto enredamiento.

Analizando las graficas de 3.14 (o = ) notamos que conforme o« = f — 7 la distribucion de
puntos se vuelve mas definida al igual que en la familia II,aunque una importante diferencia
en este caso es la uniformidad de puntos en el intervalo de concurrencias pequenias (Cy €
[0,0.2] y 7/7gsL bajos), pues no existe el hueco de estados que podemos notar en 3.10 en
7/Tgsr < 1.2, otra diferencia es la presencia de picos de acomulacion de puntos para o = (3
entre [0, 7/2].

Para la figura 3.15 (caso a = 0) observamos un comportamiento muy similar al de 3.11;
la principal diferencia recae en que los puntos se notan menos definidos en esta familia, y
aparecen de nuevo picos de acomulaciéon que no se ven en la familia II.

En la figura 3.16 se puede ver que para toda a hay estados con todos los valores posibles de
CYy, a diferencia de lo que ocurre en la familia II (figura 3.12) en donde hay cada vez menos
estados con enredamiento bajo conforme a aumenta. Sin embargo en ambas familias ocurre
que TQTSL puede tomar practicamente cualquier valor conforme C; — 1. De nuevo, los estados
con concurrencia diferente de cero se desplazan con un frente plano hacia una concurrencia
maxima, y para o« — 7 vemos que menor enredamiento corresponde a estados con menor 7.
Para la altima figura 3.17 en las regiones de 5 € [0, %’r] se observa un comportamiento similar
al de la figura 3.14, de igual forma se forman dos picos, uno méximo y otro minimo dejando
una region sin estados, de tal forma que para Cy mayores el tiempo de ortogonalidad puede
ser maximo o minimo. Finalmente, cuando /5 va de 57/8 — 7 el comportamiento se asemeja
al de la figura 3.16.

Como en el caso de la familia I y la familia II, se puede decir que para el caso v+ 2y cos ¢ = 0
con y # 0 existen condiciones especificas para o y f donde el enredamiento esta fuertemente
relacionado con el tiempo de ortogonalidad y la aproximaciéon de este al limite de rapidez
cuantico. Es posible notar que para la familia III, como ya se vio los resultados se asemejan
en muchos casos a los de la familia II. Esto puede originarse en que ambas familias coinciden
en la condicion sin ¢ # 0, v 4 2y cos ¢ = 0, si bien difieren en que en un caso y = 0 y en otro

y # 0.

57



CAPITULO 4
CONCLUSIONES

4.1. Conclusiones y observaciones finales

En el presente trabajo se tuvo como objetivo determinar y mostrar si existe una relaciéon
entre el enredamiento y el tiempo de ortogonalidad 7, medido con respecto al limite de ra-
pidez cuantico 7ggr, de un sistema de dos fermiones indistinguibles no interactuantes con
cuatro niveles disponibles, para el cual se emplea como medida de enredamiento la llamada
concurrencia fermionica (Cy) [4].

Para la busqueda de la relacion entre Cy y —

TQSL
ortogonalidad (ecuaciones (3.1.23) y (3.1.24)) impone restricciones sobre las distribuciones

de probabilidad {p,} que caracterizan el estado, asi como relaciones especificas entre el con-
junto {p,} y el tiempo de ortogonalidad 7. Dicho tiempo, asi como el limite de rapidez 7gsr.,
quedan determinados a partir del conjunto {p,}, mientras que el enredamiento fermionico
depende de {p,} v de las fases relativas (via las fases a y ) de los estados en los que se
descompone el estado (puro) inicial del sistema. De esta forma, fue necesario primero de-
terminar los {p,} consistentes con la condiciéon de ortogonalidad, para después analizar el
correspondiente valor de 7/7ggy, con los posibles valores de enredamiento C; .

En un primer acercamiento analitico al problema, se consideraron algunas distribuciones de
probabilidad {p,} especificas que corresponden a estados donde: todos los eigenestados del
hamiltoniano son igualmente probables, todos los niveles de energia son igualmente proba-
bles, v los estados del sistema poseen méxima dispersion energética. Para la distribucion
equiprobable de estados y la distribucion equiprobable de energia se vio que los estados
pueden tener cualquier valor de enredamiento y para cualquiera que sea éste el tiempo de
ortogonalidad no se ve afectado, por lo que para estas distribuciones no se presenta una re-
lacion entre Cy y 7/7¢sz. Para la distribucién de méaxima de dispersion, los estados son una

, observamos primero que la condiciéon de

superposiciéon de dos eigenestados de H igualmente probables, alcanzan el limite de rapidez
cuantico de modo que son los més rapidos permitidos por el limite fundamental, y poseen




enredamiento fermiénico maximo.

En la segunda parte del anélisis se exploré numéricamente el espacio de distribuciones {p, }
consistente con la condiciéon de ortogonalidad, lo que permitié hacer un estudio exhaustivo
de todas la familias de estados |¢)) para los cuales ()(0)[¢)(7)) = 0, y establecer las posibles
relaciones entre 7/7ggr ¥ C’]Qc para cada una de ellas.

Como un resultado conciso y con el objetivo presente, se puede concluir que la relacion entre
el enredamiento y la aproximacion al limite de rapidez cuantico del sistema existe solo en
ciertas subfamilias determinadas por valores especificos de los paramétros o y 3, de los cua-
les depende la concurrencia fermiénica. Una de estas subfamilias es por ejemplo la familia
I con a = (3, en la que se puede apreciar que el enredamiento esta correlacionado con un
mayor tiempo de ortogonalidad. Otro ejemplo corresponde a la familia I con a = 0, don-
de observamos el caso opuesto: que un mayor enredamiento esta asociado con estados que
alcanzan més rapido el estado ortogonal. En otros casos, no obstante, no existe una clara
correlacion entre Cy y un mayor o menor 7/7gsz. Asimismo es importante destacar que al
considerar los parametros a y 3 aleatoriamente no se observa correlacion alguna. Asi, en
términos generales, podemos afirmar que la relacién entre el enredamiento y el tiempo de
ortogonalidad en sistemas de partes indistinguibles, no es tan evidente en el caso del sistema
de fermiones indistinguibles.

Este trabajo es la continuacion de un andlisis presentado en [11| en donde no profundizan
en todas las familias de soluciones; de hecho los autores solo se enfocan en la familia II,
por lo que los resultados aqui presentados son relevantes e innovadores, ya que proporcionan
detalles més profundos y desconocidos del sistema.

Dicho todo lo anterior, el analisis desarrollado en esta tesis puede servir como un primer
acercamiento para estudiar sistemas enredados més complejos de subsistemas indistingui-
bles (fermiones), asi como todas las caracteristicas que pueden llegar a tener los estados
que poseen enredamiento fermionico, y a su vez, en un futuro encontrar la forma en la que
todas estas propiedades del enredamiento puedan ser aprovechadas en tecnologias cuanticas
de vanguardia.
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APENDICE

4.2. Meétodo computacional para la familia I

Para generar las probabilidades {p, } numéricamente para la familia I, se realizé un anélisis
computacional siguiendo dos métodos. En este apéndice se presentaréa un breve analisis de
cada uno de ellos y el pseudocddigo correspondiente. En ambos métodos, se utilizaron dis-
tintas funciones computacionales para generar ntmeros aleatorios, con el fin de abarcar la
mayor cantidad de posibilidades numéricas y asegurarse de que los resultados obtenidos son
suficientemente robustos frente a la distribuciéon computacional elegida.

4.2.1. Método I

Las probabilidades {p,} cumplen las condiciones (3.3.4) y (3.3.5). En este método se ge-
neran aleatoriamente 4 de estas probabilidades y a partir de ellas se calculan las demés.
Una vez generado el conjunto {p,} se calculan las cantidades correspondientes para obte-
ner el mapeo de estados en (C’?, TQ%) El pseudocoédigo en Python se muestra a continuacion:

#Definicion de la funcién que recibe los valores de a y [ para la concurrencia, n = 1
es el para el calculo de 7 (3.3.2) y el numero de puntos (estados) que se deseen generar.

def funcion que genera probabilidades (numero de puntos, alpha, beta, n):
#Ciclo que da el nimero de puntos, en este caso fueron 300,000 para cada grafica.
for 7 in range numero de puntos:
#Condicion que rompe la busqueda hasta que el progama encuentra las 6 probabilidades.
while True:
#Se generan de forma aleatoria 4 valores para las probabilidades, tomando una distribuciéon
uniforme (vedse subseccion 4.2.3) entre (0, 1).




p1 = random.uniform(0, 1)
ps = random.uniform(0, 1)
p4 = random.uniform(0, 1)
p2 = random.uniform(0, 1)
ps = 0.5 —po
suma = p; + ps + P4
#Se calcula pg a partir de la condicion (3.3.4) y las py, ps y ps ya generadas:

if suma < 0.5 :

ps = 0.5 — suma

break

#Se calculan las cantidades como la energia media relativa, la concurrencia, la relacion

)

-
TQSL

y se generan las coordenadas (C?%, TQTSL ).

return (C7,—-)

’TQSL

4.2.2. Método 11

Para este método se generan 6 nimeros aleatorios correspondientes a las probabilidades y se
normalizan para que cumplan con (3.3.4), (3.3.5). El pseudocodigo en python se muestra a
continuacion.

#Definicion de la funciéon que recibe los valores de oo y [ de la concurrencia y el niime-
ro de puntos (estados) que se deseen generar.

def funcion que genera probabilidades (numero de puntos,alpha, beta,n):
#Ciclo que da el nimero de puntos; en este caso fueron 300,000
for ¢ in range numero de puntos:
#Condicion que rompe la bisqueda hasta que encuentra las 6 probabilidades
while True:

#Se generan de forma aleatoria 4 valores para probabilidades P, (n = 1,...,6) tomando

una distribucién uniforme [Ver subseccion 4.4.1].
P, = random.uniform(0, 1)
P, = random.uniform(0, 1)
P; = random.uniform(0, 1)
Py = random.uniform(0, 1)
P; = random.uniform(0, 1)
Ps = random.uniform(0, 1)
suma; = P+ Ps+ P+ B

sumays = Py + P;
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#Se calculan las probabilidades {p,} v {pm} normalizadas con n =2,5y m =1,3,4,6
_ _ Py

Dn = sumas
_ _Py

Pm = sumaj

break

{

#8Se calculan las cantidades como la energia media relativa, la concurrencia, la relacion ——

TQSL

y generan las coordenadas (C%, ——).
TQSL

2 _ T
return (Cf’TQSL)
Ambas funciones computacionales posteriormente entran a un ciclo que evalta los valores de
a'y B, v finalmente se grafican los resultados. Ambos métodos se graficaron para distintas
funciones (como se mostrara a continuacion) de las cuales se obtuvieron los mismos resultados

, que son los presentados en las figuras 3.6, 3.7, 3.8 y 3.9.

4.2.3. Distribucién de probabilidades familia I método I

La funciéon que se muestra en el pseudocodigo es random.uniform(0,1); no obstante se toma-

ron varias funciones para generar los nimeros aleatorios: Distribucion I.- random.gammavariate(0.5,
1) (figura 4.1), Distribucion II.- random.random() (figura 4.2), Distribucion III.- random.expovariate(1)

.
TQSL
siderar las diferentes distribuciones, no obstante se presentan los histogramas que muestran

como cambia la distribucion de las probabilidades con cada una de las funciones que se
utilizaron para generarlas a partir de a las condiciones (3.3.4), (3.3.5).

(figura 4.3). Los resultados graficos no cambian para el mapeo de estados (C7, ) al con-

Distribucion | familia | para las probabilidades p,
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P1 Pz P3 Pa Ps Ps

Figura 4.1: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.gammavariate(0.5, 1) con
el método 1.
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Figura 4.2: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.random() con el método
L
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Figura 4.3: Grafica que muestra la distribuciéon de las {p,} con la funcion random.expovariate(1) con el
método L.

4.2.4. Distribucién de probabilidades familia I método 11

La funciéon que se muestra en el pseudocodigo es random.uniform(0,1); no obstante se toma-
ron varias funciones para generar los nimeros aleatorios: Distribucion I.-random.randomy()
(figura 4.4), Distribucion II.- random.gammavariate(0.5, 1) (figura 4.5), Distribucion IIL.-
random.expovariate(1) (figura 4.6). Los resultados graficos no cambian para el mapeo de
estados (C?%, TQTSL) al considerar las diferentes distribuciones, no obstante se presentan los
histogramas que muestran como cambia la distribucion de las probabilidades con cada una
de las funciones que se utilizaron para generarlas a partir de a las condiciones (3.3.4), (3.3.5).
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Figura 4.4: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.random() con el método
II.
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Figura 4.5: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.gammavariate(0.5, 1) con
el método II.
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Figura 4.6: Grafica que muestra la distribucién de las {p,} con la funcién random.expovariate(1) con el
método II.

4.3. Método computacional para la familia II

Para generar las probabilidades {p, } numéricamente para la familia II, se realizo el siguiente
analisis computacional, que parte de las condiciones de ortogonalidad del sistema (3.3.6) y de
la condicion de normalizacion (3.1.19). En esta seccion del apéndice se presentard un breve
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anélisis y el pseudocodigo que se utilizo para generar las probabilidades. A diferencia de las
otras familias, en esta también se generé6 de manera aleatoria el valor de cos ¢. Al igual que
en el andlisis de la familia I, se utilizaron distintas funciones computacionales para generar
los nameros aleatorios.

= Método: Como en esta familia el nimero de variables p, libres es 3, pues p; = ps,
P2 =Dp5Y >, Pn =1, en este método se generan en un principio 3 nimeros aleatorios,
entre ellos el valor de 7. Para este ultimo se genera el niamero aleatorio cos¢ € (—1,1)
y a partir de (3.3.6) y (3.3.7) (reescritas en términos de {p,} definidas en (3.1.25)) se
despeja una de las probabilidades; si esta cumple con ser positiva, se calcula la tltima
a partir de la condiciéon de normalizacion, si su valor esta en [0, 1], el programa rom-
pe el ciclo de bisqueda. Finalmente se calculan las cantidades correspondientes para

obtener el mapeo de estados en (C’J%, TQTSL). El pseudocodigo en Python se muestra a

continuacion:

#Definicion de la funcién que recibe los valores de o y 3 para la concurrencia, 7
y el namero de puntos (estados) que se deseen generar.

def funcion que genera probabilidades (numero de puntos, alpha, beta):
#Ciclo que da el nimero de puntos, en este caso fueron 300,000 para cada grafica.
for ¢ in range numero de puntos:

#Condicion que rompe la bisqueda hasta que el programa encuentra las 3 probabili-
dades.

while True:

#Se generan de forma aleatoria el valor para dos probabilidades y para cos¢ = b,
tomando una distribucién uniforme [ver subseccion 4.3.1] entre [0,1] para p; y pa,
entre (—1,1) para b (pues para esta familia sin ¢ # 0).

p1 = random.uniform(0, 1)
ps = random.uniform(0, 1)

b = random.uniform(-0.99, 0.99)
# A partir de (3.3.6) y (3.3.7) reescritas en términos de {p,}, se despeja ps y queda
dada por la siguiente ecuacion.

— (144p1(v2-1))
P2 = =)

if0<p2<1 :

p3=1—2p; —2py — py

if 0<p3<1 :
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break
{

#3Se calculan las cantidades como la energia media relativa, la concurrencia, la relacion

Ty generan las coordenadas (C%, ———).
TQSL TQSL

return (CJ%,TQTSL )

4.3.1. Distribucién de probabilidades familia IT

La funcién que se muestra en el pseudocoddigo es random.uniform, no obstante se tomaron va-

rias funciones para generar los ntimeros aleatorios: Distribucion I.- random.gammavariate(0.5,

1) (figura 4.7), Distribucion II: random.random() (figura 4.8), Distribucién III: random.expovariate(1)
(figura 4.9). Los resultados graficos no cambian para el mapeo de estados (C7, mﬁ), no
obstante se presentan los histogramas que muestran cémo cambia la distribucion de las
probabilidades con cada una de las funciones que se utilizaron para generarlas.
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Figura 4.7: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funciéon random.gammavariate(0.5, 1)
familia IT.
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Figura 4.8: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.random() familia II.
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Figura 4.9: Grafica que muestra la distribucién de las {p,} con la funcién random.expovariate(1) familia II.

4.4. Meétodo computacional para la familia III

Para generar las probabilidades {p, } numéricamente para la familia III se realizo el siguiente
analisis computacional, que parte de las condiciones de ortogonalidad del sistema (3.3.11),
(3.3.14) y la condicion de normalizacion (3.3.13). En esta seccion del apéndice se presentara
un breve analisis y el pseudocddigo que se utilizdé para generar las probabilidades. Al igual
que en analisis anteriores, se utilizaron distintas funciones computacionales para generar los
nimeros aleatorios.

= Método: En este método se generan en un principio 4 ntmeros aleatorios. A partir
de la condicion (3.3.14), reescrita en términos de {p,}, se despeja una de las proba-
bilidades; si esta cumple con estar entre [0, 1], se genera otra probabilidad de forma
aleatoria y la tdltima se despeja de la condicién de normalizacién. A su vez, se cal-
cula el cociente (3.3.11) y si su valor estd entre (—1,1) el programa rompe el ciclo
de buisqueda. Finalmente se calculan las cantidades correspondientes para obtener el
mapeo de estados en (C’J%, ). El pseudocodigo en Python se muestra a continuacion:

-
TQSL

#Definicion de la funciéon que recibe los valores de o y [ para la concurrencia, 7
y el niumero de puntos (estados) que se deseen generar.

def funcion que genera probabilidades (numero de puntos, alpha, beta):
#Ciclo que da el nimero de puntos, en este caso fueron 300,000 para cada grafica.
for ¢ in range numero de puntos:

#Condicion que rompe la bisqueda hasta que el programa encuentra las 3 probabili-
dades.

while True:

#Se generan de forma aleatoria 4 valores para las probabilidades, tomando una distri-
bucién uniforme entre [0, 1].
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p1 = random.uniform(0, 1)
po = random.uniform(0, 1)

pe = random.uniform(0, 1)

#Condicion que nos garantiza que p; es diferente de pg. (pues y = p; — pg # 0)
ifpr="!pe:

#Las siguientes ecuaciones provienen de despejar ps de (3.3.14), que para fines practicos
esta reescrita en términos de las probabilidades p,, con la definicion dada en (3.1.25). La
notacion C, ¢y, B y Bj es una declaracion de variables auxiliares dentro del programa.

C = ((p1 + po)(p1 — ps)* — P3(p1 + p6) + P35 (P1 — p6)+
2(p1 + p2 + pe)(p1 — p6)> — (11 — p6)?/2))

Cc1 = O/(Qpl)
B = (p2(p1 + ps) + (p1 — p6)?)
B, = B/pl

ps = (By — np.sqrt(B? + 4c¢,))/2
#Esta condicion nos asegura que ps esté entre [0, 1]
if 0 <ps<1:
#Se define una nueva variable auxiliar d (la suma de las {p,} ya generadas), luego, se
calculan y = p; —pg y v = py — ps.
V=PpP2—D5
Y=D1—Ds
#Se da la condicion para que se cumpla (3.3.11).
if-1< —(v/(2%y))<1:
ps = random.uniform(0, 1)

cc =py1+ P2 + Ps + Ps + P3

#Se impone la condiciéon para que la suma de las 5 {p,} con {n = 1,2,3,4,5} que
se tienen hasta el momento, cumplan la condiciéon de normalizacion y asi se calcula la
ultima probabilidad despejando de (3.1.19).

if 0<ce<=1":
py=1—cc

break
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{

#Se calculan las cantidades como la energia media relativa, la concurrencia, la relacion

T y generan las coordenadas (C%, ———).
TQSL TQSL

return (C7,—7-)

'TQSL

4.4.1. Distribucién de probabilidades familia III

La funcién que se muestra en el pseudocddigo es random.uniform, no obstante se tomaron va-
rias funciones para generar los ntimeros aleatorios, Distribucion I.- random.gammavariate(0.5,
1) (figura 4.10), Distribucion II.- random.random() (figura 4.11), Distribucion III- ran-
dom.expovariate(1) (figura 4.12). Los resultados graficos no cambian para el mapeo de
estados (C’J%, mﬁ)’ no obstante se presentan unas graficas que muestran como cambia la
distribuciéon de las probabilidades con cada una de las funciones que se utilizaron para ge-
nerarlas.
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Figura 4.10: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.gammavariate(0.5, 1)
familia III.
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Figura 4.11: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.random() familia III.
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Figura 4.12: Grafica que muestra la distribucion de las {p,} con la funcién random.expovariate(1l) familia
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