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Introduccién

El objetivo principal de esta tesis es el estudio de la generalizacion de
Adams, Haeberly, Jackowski y May del teorema de complecion de Atiyah-
Segal, el cual es un teorema importante de la topologia algebraica equivarian-
te. En topologia algebraica se tiene el invariante de la cohomologia singular,
el cual es un funtor entre espacios topoldogicos con funciones continuas a ani-
llos graduados con sus homomorfismos, cuando un grupo actua en nuestro
espacio es natural preguntarnos por un funtor que codifique apropiadamente
la topologia del espacio junto con la accién. Una manera un tanto inocente de
hacer esto es considerar el espacio orbital, sin embargo se pierde informacion
de la accién y aparte cuando la accién no es libre puede ser que el espacio
orbital ni siquiera sea Hausdorff. Cartan en 1950, sin mencionar cohomologia
equivariante descubre el complejo de Cartan, el cual calcula la cohomologia
singular equivariante de una variedad de la misma manera que el complejo de
De Rham calcula la cohomologia singular de una variedad. Borel en 1959 de-
finié la cohomologia singular equivariante usando lo que hoy se conoce como
la construccion de Borel.

Dado un espacio topolégico X y un grupo topolégico compacto G actuan-
do en el, la construccion de Borel X consiste en construir un espacio nuevo
con el mismo tipo de homotopia del original en el que la acciéon del grupo
se refleje pero sea libre. Para esto requerimos del uso de la construccién de
Milnor para obtener EG como el colimite de los ensambles (joins) de G, este
espacio topoldgico por construccién es un espacio contractil con una accion
libre por la derecha de G, el cual tiene una estructura de G-CW. Por lo que
EG x X tiene el mismo tipo de homotopia de X y al considerar la accién
diagonal, serd libre. La construccién de Borel consiste en X¢ = (EG x X)/G.
Dada una teoria de cohomologia h+, se puede construir una teoria de cohomo-
logia equivariante considerando hg3,,(X) = h*(X¢). Esto es un buen primer
intento no inocente pero es tosco, ya que no puede distinguir si una accion
es libre, notemos que h¢j,, falla en distinguir X y X x EG.

Ya teniendo en mente la teoria K como teoria de cohomologia, si bien es
natural preguntarnos por clases de isomofismo de haces vectoriales, podemos
preguntarnos cémo definir correctamente la nocién de G-haces vectoriales
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para asi tener una verdadera teoria K equivariante. Este es un mejor inva-
riante que la teoria K equivariante que se obtiene de definirla como la teoria
K de la construccién de Borel. Un resultado clasico nos dice que si G actua
libremente en X, entonces Kg(X) = K(X/G), notemos que con este resul-
tado Kgpor(X) = K(X X EG/G) =2 Kg(X x EG)). Como EG es contractil,
podemos considerar:

R(G) = Kg(pt) —» Ko(EG) = Kgpor(pt) = K(BG)

donde R(G) es el anillo de representaciones de G, el cual es el anillo que
forman las clases de isomorfismo de representaciones de dimensién finita de
G. El teorema de complecién de Atiyah-Segal calculard K(BG) en términos
del anillo de representaciones de (G, con mas precision, como la complecion
respecto a un ideal que se conoce como el ideal de aumentacion. Este teorema
es un vinculo importante entre la complecién algebraica y la complecion
geométrica. De acuerdo a Greenless [17] (pg.149):

...€ste puede verse como una comparacion entre el proceso algebraico de la
complecion I-adica y el proceso geométrico de completar haciendo un
espacio libre.

(... can be seen as a comparison between the algebraic process of I-adic
completion and the geometric process of completion by making a space free.)

Uno de los problemas de la teoria K compleja es que no se comporta muy
bien con complejos infinitos, en la generalizacién de Adams, Haeberly, Jac-
kowski y May no hay este problema ya que nos llevara a definir una teoria
de cohomologia con valores en progrupos, la cual estudia conjuntamente la
estructura cohomoldgica asociada a los subcomplejos finitos. Otra ventaja es
que obtendremos una estructura mejor comportada, la cual es la complecién
[-adica de anillos que resultan ser anillos topolégicos completos.
Aparte observaremos que la prueba de la generalizacién usa elementos di-
ferentes a la del teorema de complecion de Atiyah-Segal. En el articulo del
teorema de complecion de Atiyah-Segal se usa sutilmente en la pagina 3 la
teoria de la categoria de Lusternik-Schnirelmann. Algunos ejemplos de algu-
nos resultados que se emplean son que la categoria de Lusternik-Schnirelmann
es un invariante homotépico [34]; se usa una generalizacién del resultado de
[33](pg.2) el cual dice que la longitud R-copa de un espacio es menor o igual
a su categoria de Lusternik-Schnirelmann, dicha generalizacién cambia la
longitud R-copa por la n mas pequena para la que cualquier producto de n
elementos de cualquier teorfa de cohomologia generalizada es 0 [34](pg.332).
Por ultimo observemos la utilizacién de la increiblemente ttil manera de
construir funtorialmente un modelo para EG, la construccién de Milnor.

Si bien en la prueba original de Atiyah y Segal se usa el modelo de Milnor
para el espacio universal de G como el limite directo de la sucesién de espacios
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E% = GxGx*---xG (el ensamble (join) de n copias de G) y B" = EJ./G, en la
prueba de la versién general solo usamos propiedades de éste. Por 1ltimo, la
prueba del caso general no depende de tantos casos como la prueba del caso
particular, en el que primero se prueba el teorema para el caso en que G = S,
después para T", luego usando métodos analiticos para U(n) considerando su
toro méximo y por ultimo, encajando G en U(n). Esto lo hacen ya que en su
articulo [7] mencionan que se puede probar el resultado de manera directa:

Usando la sucesion espectral de [13] seria en principio posible pasar del
caso del punto al caso general X. Sin embargo, como hemos explicado, no se
gana nada con este procedimiento porque la prueba que nosotros damos se
aplica naturalmente al caso general.

(Using the spectral sequence of [13] it would in principle be possible to pass
from the case of a point to general X. However, as we have just explained,
there is nothing to be gained by this procedure because the proof we give
applies naturally to the general case.)

pero Adams, Haeberly, Jackowski y May deciden no prueban de esta manera
la generalizacién del teorema de complecion en [2].






Organizacion

La tesis esta dividida en 3 capitulos y un apéndice de 6 partes.

= El primer capitulo consta de una introduccién breve a la maquinaria
de la teoria de homotopia equivariante necesaria para presentar y
desarrollar construcciones importantes de la teoria K equivariante
compleja basdndonos en [17], [21] y [23].

» En el segundo capitulo presentaremos brevemente el material necesa-
rio de [4], [6], [12], [13], [18], [19] de teoria K equivariante para la
generalizacion del teorema de complecion.

= Por ultimo en el tercer capitulo, estudiamos la prueba de Adams,
Haeberly, Jackowski y May de la generalizacién del teorema de com-
plecién Atiyah-Segal [2].

Toda la maquinaria algebraica y un par de construcciones topoldgicas
requeridas son resumidas en el apéndice, el cual contiene los temas de: Cons-
truccién de Grothendieck, Localizacién, Complecién, Teoria de representa-
ciones, Soportes y Pro-objetos.
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Capitulo 1

Teoria de homotopia equivariante

En este capitulo introduciremos brevemente la maquinaria de la teoria de
homotopia equivariante necesaria para presentar y desarrollar construcciones
importantes de la K-teoria equivariante compleja basdndonos en [17], [21] y
[23]. Citando [17]“ El objeto de estudio de la topologia algebraica equivariante
son los espacios equipados con la accion de un grupo topoldgico G, esto es [...]
espacios equipados con acciones continuas de G[...J y funciones equivariantes
(tambien conocidas como G-funciones).”.

1.1. Introduccion

Definicién 1.1.1. Sea G un grupo topoldgico, un G-espacio es un espacio
topologico X junto con una accion continua G x X — X. Sean X,Y dos
G-espacios, una G-funcion (o funcion G-equivariante) es una funcion
¢ : X =Y que respeta la accion de G, es decir gp(x) = p(gz).

Definimos la categoria G-Top como la categoria que tiene como objetos a los
G-espacios y cuyos morfismos son las G-funciones.

Definicién 1.1.2. Una G-homotopia entre G-funciones X — Y, es una
homotopia (una funcion de X x I enY ) entre dichas funciones que aparte
es una G-funcion donde I = [0, 1] tiene la accidn trivial.

Con esta nociéon de homotopia, se puede hacer teoria de homotopia equi-
variante como la teoria de homotopia usual. El concepto de G-homotopia

resulta ser lo mismo que una trayectoria en el espacio de G-funciones de X
ay.

Definicién 1.1.3. Una G-equivalencia homotopica entre dos G-espacios
X yY es una G-funcion f : X — Y para la cual existe otra g : Y — X y
G-homotopias tales que go f ~ Idx y fog~ Idy.

Es natural preguntarnos cuales seran los conceptos cercanos al de equivalencia
homotdépica en la version equivariante, como equivalencias débiles y complejos
CW. Primero notemos que para cada subgrupo H C G, podemos considerar
el funtor “tomar puntos fijos” (—)? : G-T'op — Top el cual manda los objetos

13
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Ccomo

X X ={xc X |he=uxparatoda hec H}
(f X =Y)= f=flxm: X7 5 YVH

De ahora en adelante siempre pensaremos que los subgrupos de G son
cerrados.

Definicién 1.1.4. Una G-funcion f : X — Y es una G-equivalencia
homotdpica débil en G-Top si f : X — Y es una equivalencia débil
en Top para todo subgrupo H de G.

Por 1ltimo, mencionamos cuales son las (co)fibraciones ya que como es de

esperar, G-Top tiene una estructura de categoria modelo en el sentido de
Quillen [1, Proposicién 1.2.15.].

Definicion 1.1.5. Una G-funcion i : A — X es una cofibracion si para
cualquier G-espacio Y, f : A = Y, f : X — Y G-funciones tales que el
tridngulo izquierdo conmuta (f = fi) y F : A x I — Y G-homotopia tal
que F(a,0) = f(a) para todo a € A, tenemos que eviste F : X x [ — Y
G-homotopia tal que:

1. Fo(ix idr) = F' (el tridngulo derecho conmuta) _
2. F(x,0) = f(x) para todo x € X (F es una homotopia de f)

A 0 AxT
\
F
i Y i x Idy
X , X x1I

10

Una manera corta para formular esta defincion es que un morfismo en
G-Top es una cofibracion si cumple la propiedad de extension de homotopia
equivariante. De esta manera tambien podemos decir que un morfismo en G-
Top es una fibracion si cumple la propiedad de levantamiento de homotopia
equivariante, que es cumplir la propiedad de levantamiento de homotopia
para el morfismo inducido por el funtor “tomar puntos fijos”[1, Proposicién
1.2.15.].

Ahora estudiaremos algunos funtores ttiles asociados a G-Top. Para esto
siempre supondremos que los espacios son:
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1. compactamente generados, es decir que un subespacio es cerrado
si y solo si su interseccién con cualquier subespacio compacto Haus-
dorff es cerrado.

2. débilmente Hausdorff, es decir que la diagonal X C X x X es
cerrada.

Esto nos asegura tener un G-homeomorfismo que funciona como ley expo-
nencial equivariante

Mapg(X xY,Z) = Mapc(X, Mapg (Y, Z))

con X, Y y Z G-espacios y Mapg(X,Y) es el espacio de G-funciones de X
en Y con la topologia compacto abierta.

Siempre supondremos que los subgrupos de GG son cerrados. Sea r € X
un punto de un G-espacio, definimos su grupo de isotropia como G, = {g €
G | gr = x}. Notemos que si x € X entonces hx = x para toda h € H y
por ende H C G,.

Sea H un subgrupo de G, definimos el normalizador de H en G como
NcH = {9 € G | gH = Hg}, en el caso de que se sepa respecto a qué
es el normalizador, omitiremos G.

Definicién 1.1.6. Definimos el grupo de Weyl de H como W(H) =
NH/H.

Notemos que si X es un G-espacio entonces X es un W H-espacio.

En teoria equivariante, las orbitas G/H juegan el rol de los puntos en el
espacio orbital (este consiste de 6rbitas de G con la accién de traslacién por
H) y el conjunto de G-funciones de G/H — G/H se puede identificar con
W (H). También como los espacios orbitales se obtienen identificando puntos
en la misma drbita, podemos darles una estructura de W (H )-espacios.

Si X,Y son G-espacios y en X tenemos la accién trivial de G, entonces
tenemos:

homa.zop(X,Y) = hompey (X, YE) v homarop(Y, X) = homra,(Y/G, X)

Definicién 1.1.7. Sea X un G-espacio y Y un H-espacio con H C G.
Podemos definir una accién de H en X XY que manda (h,z,y) — (xh™', hy).
Al espacio de drbitas (X xY')/H se le llama el producto torcido X xyY .

En el caso que fijamos X = G, si Y es H-espacio, podemos considerar el
G-espacio inducido G xpz Y.
Dado H C G, consideremos el funtor restriccién res$ : G-Top — H-Top
el cual manda a un G-espacio en el mismo espacio topolégico pero restringe
la accion a H, este funtor tiene como adjunto izquierdo el funtor G xg — :
H-Top — G-Top, el cual manda a un H-espacio Y en el G-espacio G xg Y.
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Para X € G-Topy Y € H-Top tenemos:
homa.zop(G X1 Y, X) = homprop( X, res(Y))
El funtor restriccién tiene como adjunto derecho el funtor
Mapy(G,—) : H-Top — G-Top

el cual manda un H-espacio Y en el G-espacio Mapy(G,Y) donde la G-
accién en Mapy(G,Y') esta definida por (g* f)(¢') = f(gg') donde g,¢' € G
y f € Mapg(G,Y), este funtor se le llama el coinducido. Por ende:

hom gr.rop(res(X),Y) = homarop(X, Mapu(G,Y))

donde X € G-Top vy Y € H-Top. Més ain para G-espacios tenemos G-
homeomorfismos entre

Gxg X=(G/H)x Xy Mapy(G,X) = Map(G/H, X)

El primer G-homeomorfismo viene dado por (gh™' hz) — (gh ™ H, hx) =
(gH, hx). Para el segundo, primero observemos el G-homeomorfismo entre
Mapy(G,X) v [[gH Xy X mandando f : G ? X en (g,f(gfl))gHeg/H,

como cada factor del producto gH X g X es homeomorfo a X, tenemos un G-
homeomorfismo con Map(G/H, X). Por iltimo notemos que el funtor (—) :
G-Top — Top es adjunto derecho de G/H x — : Top — G-Top, por ende:

homa.rop(G/H x X, Y) 22 homre, (X, YH)
con X € Topy Y € G-Top.

Tambien se pueden obtener resultados andlogos a los de este estudio en la
version punteada (o con punto base). Consideramos la categoria G-T'op, cu-
yos objetos son G-espacios punteados de tal manera que la accién fija el
punto base y los morfismos son G-funciones que mandan el punto base en el
punto base.

1.2. Complejos G-CW

Definicién 1.2.1. Un complejo G-CW es un objeto de G-Top que admite
una descomposicion de la siguiente manera:

1. X =, X"

2. X 1'=0, X°=1l4e4,G/H,

3. XM =X"U, (1 D" x G/H,)
para alguna coleccion de subgrupos cerrados de G { Hy }aca, v alguna G—funcion
¢ : [oen, S" X G/Hy — X" en donde la accion en S™ y D" es la trivial.

OéeAn
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En resumen un complejo G-CW es un espacio que resulta de la unién de
G- subespacios X" de tal manera que X es la unién ajena de 6rbitas y X"t
se obtiene de X™ pegando G-celdas G/H x D" alo largo de G-funciones de
pegado G/H x S™ — X™. Notemos que tal funcién de pegado se determina
por su restricciéon S* — (X™)# y nos permite analizar complejos G-C'W
desde la teoria de homotopia usual. También podemos definir complejos G-
CW relativos como en la teoria de homotopia usual, un complejo G-CW
relativo (X, A) es un espacio X que admite una descomposicién como la de
un complejo G-CW pero en la condicién 2. de complejo G-CW consideramos
X t=A
Ya habiendo introducido el concepto anterior, podemos responder un par de
preguntas naturales, una de estas es si es necesario que en la definicion de
G-equivalencia homotdpica débil pidamos que se induzca una equivalencia
homotopica débil sea para todos los subgrupos de G. La respuesta a esta
pregunta es que no es necesario, solo obtendriamos una teoria de homotopia
distinta en la que tenemos menos G/H x S" céldas. Otra pregunta natural
es porque no mejor considerar G Xy D(V) y G Xz S(V) con V una H-
representacion en la definicién de complejo G-CW en vez de S* X G/H y D" x
G/H. Citando [1, p.3] “Esto proviene de un teorema (considerablemente no
trivial) de que estos espacios pueden ser triangulados en términos de G/H x
D"ty G/H x S"™ [31]. Este es uno de varios resultados de triangulaciones
probados en los 70’s que ahora se asumen sin mencionar, |...]”.

Definicién 1.2.2. Una G-funcion entre dos complejos G-CW f: X — Y
se dice que es celular si para toda n > 0 tenemos que f(X™) C Y™.

Definicién 1.2.3. Denotaremos por G-CW a la categoria cuyos objetos son
complejos G-CW y cuyos morfismos son las G-funciones celulares. Analoga-
mente definimos las categorias G-CW, y G-CW Pl la primer categoria tiene
como objetos a los complejos G-C'W con punto base y como morfismos a las
G-funciones celulares que mandan puntos base en puntos base. G-CW? tiene
como objetos complejos G-CW relativos y como morfismos G-funciones de
parejas.

Hay una versién también de la ley exponencial aqui:
homg_cw* (X A\ Y, Z) = homg_cw* (X, h0mg_cw* (YV, Z))

con X AY = X xY/X VY. De hecho hay relaciones y adjunciones parecidas
a las del caso equivariante. Aqui también tenemos nocién de homotopia entre
G-funciones las cuales van a dejar fijo el punto base, o equivalentemente, G-
funciones punteadas entre X A I"™ — Y donde X A [T = X x I/ ~ donde
colapsamos la linea (z¢,t) del punto base a un punto.



18 1. TEOR{A DE HOMOTOPIA EQUIVARIANTE

Un funtor que nos interesa de esta categoria es el funtor
(—)+ : G-Top — G-Top,

el cual le pone a un G-espacio un punto disjunto y define la acciéon trivial-
mente en dicho punto.

Hay versiones equivariantes de definiciones y teoremas clasicos de la teoria
de homotopia, entre los que destacan las propiedades de extension de ho-
motopias y levantamiento en complejos G-CW, teorema de Whitehead y
aproximacién celular con una unicidad salvo equivalencia GG-homotépica.

Teorema 1.2.4 (Equivariante de Whitehead). [17, Teorema 3.2.] [1, Teore-
ma 1.2.16]

Sean Y, Z dos complejos G-CW, si e :Y — Z una equivalencia homotopica
débil en G-Top, entonces e :' Y — Z es una G-equivalencia homotopica.

Teorema 1.2.5 (G-aproximacién celular). [17, Teorema 3.4.]

Sean (X, A) y (Y, B) parejas de G-CW relativos, (X', A") un subcomplejo de
(X,A) y f: X = Y cuya restriccion a (X', A") es tal que f(X™) C Y™
y f(A™) C B™ para toda n € N, entonces f es homotdpica a una funcion
f (X, A) = (Y, B) tal que f'(X™) CY" y f'(A™) C B™ para toda n.

Para finalizar, notemos que dado un subgrupo H C G, el funtor restric-
cion G-Top — H-Top se restringe a un funtor G-CW — H-CW.



Capitulo 2

Teoria K equivariante

En este capitulo realizaremos una introduccién breve del material necesa-
rio de [4], [6], [12], [13], [18], [19] de teoria K equivariante para el teorema
de complecion.

2.1. G-haces vectoriales

Definicién 2.1.1. (G.Segal): Un G-haz vectorial sobre un G-espacio X
es un G-espacio E junto con una G-funcion suprayectiva p : E — X tal que:

1. p: E— X es un haz vectorial complejo sobre X.
Es decir, las fibras E, = p~*(x) para todo v € X son un espacio
vectorial complejo de dimension finita; y dicha funcion es localmente
trivial.

2. Para cualquier g € G y v € X, la accion del grupo g : E, — Eg, es
un homomorfismo de espacios vectoriales.

Al espacio E le diremos espacio total y a X le diremos espacio base.

Definicién 2.1.2. Un homomorfismo de G-haces vectoriales sobre
X dondep : E — X yq: E' — X son G-haces vectoriales sobre X, es
una G-funcion f: E — E' que es lineal en fibras y tal que hace al siguiente
diagrama conmutar (i.e. ¢f =p)

E f E’
A
X

En el caso en el que el homomorfismo de G-haces vectoriales anterior sea un

1somorfismo lineal en fibras, diremos que es un isomorfismo de G-haces
vectoriales.

Esto nos permite darle una estructura de categoria a los G-haces vecto-
riales sobre X.

19
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Definicién 2.1.3. Dado un espacio vectorial complejo E y un G-espacio X,
podemos construir un G-haz vectorial X x E — X dado por la proyeccion.
A un G-haz vectorial isomorfo a uno de esta forma le diremos trivial.

Ejemplo 2.1.1.

1. [15, Ejemplo 13.4.1] Sea E un G-haz vectorial sobre un espacio B
que es trivial como haz vectorial, por lo que p : £ — B es isomorfo
aprg: Bx (C — B, donde C es un espacio vectorial complejo. Para
este G-haz vectorial producto, tenemos la accion G x B — B y el
producto B x C tiene una G-accion de la forma:

s(b,c) = (sb, J(s,b)c)

donde J : G x B — End(C)

2. [13] Si E es una variedad diferenciable y G un grupo de Lie que
actua suavemente en E, entonces el haz tangente complejificado de
E, (TE) ® C, es un G-haz vectorial.

3. [13] Si E es un haz vectorial sobre un espacio B, entonces su k-ésimo
producto tensorial F ® ---® E es un Sg-haz vectorial sobre X, donde
S es el grupo simétrico el cual actua permutando los factores del
producto y X es un Sy espacio trivial.

4. [13] Sea E un G-haz vectorial sobre el espacio de clases laterales G/H
con H un subgrupo de GG. Entonces la fibra F;; de la clase lateral de
la identidad es un H-moédulo que veremos que esta esta determinado
y determina completamente a F. La acciéon de G en FE induce una
funcién G x E;y — FE, la cual pasa al cociente a : G Xy FE;g — F
(donde G xpy E;y es espacio orbital de G x E;y bajo la accion de
H dada por (h,g,&) — (gh™ h€)). Si G actua en G xy Eiy por
(9,4',€) — (g9, &), entonces a es un G-homeomorfismo, la inversa de
esta funcién se construye en [13, p.130]. Con esto se puede concluir
que un G-haz vectorial sobre G/H es de la forma G Xy E;y con Eyq
un H-médulo. Conversamente tambien se prueba en [13, p.130] que
si H es localmente compacto y E;y un H-modulo, entonces G x g Fy
es un G-haz vectorial.

Definicién 2.1.4. Una seccion de un G-haz vectorial p : E — X es
una funcion s : X — E tal que ps = Idx. En el caso que la seccion sea una
G-funcion, le diremos equivariante.

Las secciones forman un espacio vectorial que denotaremos por I'E, las sec-
ciones equivariantes tambien forman un espacio vectorial el cual denotaremos
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por TYE. Notemos que T®E es un subespacio vectorial de TE que consta de
los puntos fijos de T'E bajo la accion de G por gs(z) = s(g(x)).

Ejemplo 2.1.2. |

1. Dado un G-subespacio Y de X y p : E — X un G-haz vectorial, si
consideramos la restriccion a Y p : p~1(Y) — Y, este forma un G-haz
vectorial sobre Y al cual llamaremos la restriccion de E a Y, el
cual denotaremos por E | Y.

2. Dados dos G-haces vectoriales p: Y — X y p' : Y — X', podemos
formar el G-haz producto como el G-haz vectorial sobre X x X'
considerando la G-funcién producto p x p' : Y x YY" — X x X’ donde
la accibnen Y x Yy X' x X es g(z,2') = (92, 97).

3. Dada una G-funciéon f : Y — X y un G-haz vectorial sobre X, p :
E — X, definimos el G-haz inducido pullback (jalado o pa’atraseado)
de F respecto a f como el G-haz vectorial f*(p): f*(F) — Y don-
de:

[(E)={(y,e) €Y x E| f(y) = p(e)}

La accién de G en f*(F) es g(y,e) = (gy,ge) y esta bien definida
ya que como tanto p como f son G-funciones. Si y € Y, su fibra se
puede identificar con la fibra Ey,) de f(y), lo cual es una estructura
natural.

ffE——>F

|

Y — X

Notemos quesi f:Y - X yg:Z — Y, entonces
g 1(E) = (f9)"(E)

4. Dados dos G-haces vectoriales p : F — X y q : FF — X sobre
X, podemos formar el G-haz vectorial suma directa (o suma de
Whitney) E @ F considerando

(E®oF),=E,®F,.

Notemos particularmente que E'&® F' es isomorfo como (G-haz vectorial
a F®FE y quesi D es un G-haz vectorial sobre X, entonces (E®F)®D
es isomorfo a £ @ (F & D).

Si bien no es clara como es la topologia de este haz, hay otra manera
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de describirlo que incluye su topologia, la cual es definirlo como el
pullback del haz producto A*(p x q) con A : X — X x X.

5. Dados dos G-haces vectoriales E y F' sobre X, podemos formar el
G-haz vectorial producto tensorial £ ® F considerando

(E®F),=FE,®F,.

También notemos que si D es un G-haz vectorial sobre X, entonces
E®(D®F)esisomorfoa (F®D)® Fy E®(D®F) es isomorfo
a(E®@D)®(E®F).
Como en el caso del haz suma directa, tambien hay una manera de
describir al haz producto tensorial que incluye su topologia, la cual
es definirlo como el pullback del haz producto tensorial externo. El
haz producto tensorial externo se define de manera muy parecida al
haz producto, sin embargo hay consideraciones conjuntistas que se
deben tomar. Referimos al lector interesado a [16, Capitulo 3] y [20,
Capitulo 12] donde se desarrollan con mayor profundidad.

6. Dados dos G-haces vectoriales £ y F' sobre X, podemos formar el
G-haz vectorial Hom(E; F') considerando

(Hom(E; F)), = Hom(E,; F,).

Particularmente los homomorfismos entre F y F' forman un espacio
vectorial el cual es isomorfo a ' Hom(E; F).

De ahora en adelante supondremos que GG es un grupo compacto. Notemos
que en el caso de que X tambien sea compacto y tanto X como G Hausdorff,
tenemos que la accién es propia en cualquier sentido, no solo en el sentido de
Bourbaki dada en [42, p.72]. Esto se debe a que en [46] se prueba que cuando
G y X son localmente compactos, es equivalente que la accién sea propia en
el sentido de Bourbaki, que sea propia en el sentido de Cartan junto con que
X/G sea Hausdorff y que es propia en el sentido de Palais. Al ser tanto X
como G espacios compactos Hausdorff, son localmente compactos y coinciden
los sentidos de accién propia. Por esto mismo tnicamente mencionaremos la
definicién de cuando una acciéon de un grupo G en un espacio topologico X
es (Bourbaki) propia, esta es cuando la funcién § : G x X — X x X dada
por §((g,z)) = (gx,x) es perfecta, es decir una funcién cerrada con fibras
compactas.

Antes de empezar la prueba daremos una definicién de un concepto que
aparecera en esta prueba.
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Definicién 2.1.5. Sea X un G-espacio y H es un subgrupo de G. Diremos
S es una H-rebanada si es un conjunto H-invariante tal que GS' es abierto
en X, S es cerrado en GS y siempre que gS NS # (), se tiene que g € H.

Lema 2.1.6. Si E es un G-haz vectorial sobre un G-espacio compacto X
y A es un G-subespacio cerrado de X, entonces una seccion equivariante de
E | A se puede extender a una seccion equivariante de E.

DEMOSTRACION.

Consideremos una cubierta de G-vecindades trivializantes {V,},cx, como
X es un espacio compacto y Hausdorff entonces es localmente compacto por
lo que para toda z € X existe una G-vecindad U, tal que z € U, C U, C V,.
Al ser X compacto, podemos cubrirlo con una cantidad finita de estos, di-
gamos {Uy, }i<m. Como tanto X como G son espacios compactos Hausdorff,
entonces la accién es propia [42, p.72] y tenemos garantizada la existencia
de G, ,-rebanadas, S, [48]. Como U, es una G-vecindad, entonces tenemos
el abierto GS,, C U,, C U,,. La cerradura de U, es un conjunto cerrado en
un compacto, por lo que cada uno es compacto y podemos cubrirlo con una
cantidad finita de GS,, digamos {G Sy, }i<m.

Denotemos a 4; = ANGS,,, al ser ANGS; C U, C V,, tenemos trivializa-
ciones locales

hs: A; — A; x C"[p]
A 5 s(A) € pr(A) = A x T

de tal manera que hs = (idy,, f(a)) con f : A; — C"[p] donde C"[p] es C"
con la representacién de G p : G — C”. La funcién f; : A;NS; — C*[p |] con
p|: Gy, — GL(n,C) admite una extensién a F : S; — C*[p |] ya que podemos
extenderla con el teorema de extensién de Tietze-Gleason [43] ya que primero
se puede extender a A; N S;, el cual es un cerrado en un espacio normal, cuya
restriccién a A; N S; lo extiende. Esta funcién F; : S; — C"[p || la podemos
extender a F; : GS; — C"[p] de la tnica manera posible: Fj(gz) = gF}(z).
Ahora notemos que ya que la proyeccién orbital 7 : X — X/G es supra-
yectiva y continua, entonces X/G es compacto al ser imagen continua de un
espacio compacto y por ende paracompacto. Por lo que para estos conjuntos
{GS,,}i<m existe una particién de la unidad invariante o; : GS;, — [0, 1]
subordinada por la [42, Proposicién 5.2.1].

Podemos obtener una seccién global s, de E con cualquiera de las sec-
cidnes anteriores pegandolas continuamente con la seccién cero usando las
particion de la unidad como sigue
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S(z) = oi(x)F;(z) s? r € GS,,
0 six ¢ GS,,

si consideramos la seccién § = " s} tenemos una seccién de E que extiende
a s pero bien puede ser que la seccion que obtuvimos no sea equivariante.
Para terminar, como estamos en el caso que G es compacto, existe la integral
de Haar (seccién 0.3)[47] para promediar por la orbita la seccién extendida
sobre X y obtener una extension equivariante con

) = [ starydy

, ya que

§%(hx) = /Gs(ghx)dg = /Ghs(g:z:)dg = h/ s(gx)dg = hs%(x)

G
0

Lema 2.1.7. Sea A un G-subespacio cerrado de un G-espacio compacto X,
E y F dos G-haces vectoriales sobre X. Entonces cualquier isomorfismo s :
E | A— F | A se extiende a un isomorfismot: E|U — F | U para U un
G-abierto que contiene a A.

DEMOSTRACION.

Sea s una seccién equivariante de Hom(E |4, F |a) = Hom(E,F) |a. Si
aplicamos el lema 2.1.6, obtenemos una extension equivariante ¢t a X de la
seccion s de Hom(E |a; F |a). Sea U el G-subespacio de X que consta de
los puntos z para el cual ¢, es un isomorfismo. Como G'L(n,C) es abierto en
End(C™), U es abierto y contiene a A.

O

Proposicion 2.1.8. Si X es un G-espacio compacto, Y un G-espacio y
ft una G-homotopia entre dos funciones fo,f1 : X — Y. Si E es un G-
haz vectorial sobre Y, entonces los G-haces vectoriales fi(E) y ff(E) son
1somorfos como G-haces vectoriales.

DEMOSTRACION.

Sea f : XxI — Y la G-homotopia tal que f(X,t) = fy(X)y7: XxI = X la
proyeccién. Aplicamos el lema 2.1.7 a los G-haces vectoriales f*(E),m* f} E =
(fm)*E junto con el subespacio X x {t} de X x I, como X es compacto
tenemos que a lo largo de un intervalo abierto que contiene a t la clase de
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isomorfismo de f;/E y 7" ffE son la misma, es decir que la clase de isomor-
fismo de f;E es una funcién localmente constante de ¢. Como I es conexo,
entonces debe ser constante, por lo que fiE = f{E.

O

Ejemplo 2.1.3. (apretén/clutching)

Sea X = XjUX,y A = X1NXs donde X; y X5 son G-subespacios de X, F y
FE5 G-haces vectoriales sobre X; y X, respectivamentey av: By | A — Ey | A
un isomorfismo de G-haces vectoriales. Entonces hay un tnico G-haz vecto-
rial E = E; U, Es sobre X con isomorfismos E | X; = Fy, E | Xy & Ej
compatibles con el isomorfismo a.

Para esto definiremos E como el G-haz vectorial £y U, E> sobre X como
E, + E5/ ~ donde e; € E; | A relacionado con a(e;) y + denota la suma
ajena. Al identificar X con el cociente X; + X5, obtenemos una proyeccién
natural p : By U, Fs — X y p~!(z) tiene una estructura de espacio vectorial.
Ahora veremos que es localmente trivial, como

(BrUa B2) | (X = A) = (Ey | (X1 — A)) + (B2 | (X2 — A))

entonces tenemos trivialidad local en los = ¢ A debido a la de E; y la de Es.
Ahora verificamos la trivialidad para los a € A. Sea V] una vecindad cerrada
de a en X para la cual E; es trivial por lo que tenemos un G-isomorfismo:

011E1|‘/1—>‘/1><Cn

Si restringimos a A obtenemos un G-isomorfismo

0 B | (VinA) — (VinA) xC"

Sea 05 : By | (VinA) — (V1N A) x C" el isomorfismo correspondiente. Por
el Lema 2.1.7, esto lo podemos extender a un isomorfismo

922E2|‘/2—>‘/2><(Cn

donde V5 es una vecindad de a en Xs. El par 64,6, definen el isomorfismo
91Ua92 : (El UQEQ) | (%U%) — (%U%) x C"

por lo que F4 U, Es es localmente trivial.
Por tltimo notemos que g : (Ey U, Es); — (E1 Uq E2) g €s un homomorfismo
de espacios vectoriales.
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Observemos que la demostracién de la proposicion anterior 2.1.8 es in-
dependiente del grupo GG mientras que en el ejemplo 2.1.3 del clutching de-
pendemos de que G sea compacto para poder usar el lema 2.1.7. La falta de
compacidad en este ultimo se discute més en [19] antes del lema 3.7. en su
versiéon mas simple en la que se busca extender un G-haz de un subespacio
cerrado al espacio completo de tal manera que el primer haz sea un sumando
del segundo y en realidad se menciona que cuando GG no es compacto puede
ser el caso que la teoria K equivariante no sea una teoria de cohomologia.
En principio notemos que cuando se probd el lema 2.1.6 se uso fuertemente
la compacidad de G con la existencia de la medida de Haar para promediar.

Ahora demostraremos una proposicion clasica de la teoria de haces vec-
toriales en nuestro contexto equivariante. La prueba tambien resultara inde-
pendiente de G al igual que en la construccién del ejemplo anterior 2.1.3.

Proposiciéon 2.1.9. Si f : E — F es un homomorfismo de G-haces vecto-
riales sobre X para el cual f, : B, — F, es un isomorfismo para todo v € X,
entonces [ es un isomorfismo.

DEMOSTRACION.

Como f es biyectiva, para ver que es un isomorfismo tenemos que probar
que es un homeomorfismo. Restringir un homeomorfismo a una vecindad
induce un homeomorfismo entre la vecindad y su imagen, considerando esto
podemos restringirnos a los casos triviales en los que tenemos una G-funcién
f: X xR" - X x R"” que es un isomorfismo en la fibra. Ya que f manda
la fibra de x en la fibra de x de tal manera que es un isomorfismo lineal,
entonces f es de la forma (x,y) — (z,g(x)y) donde x € X, y € R" y para
algin g : X — GL,(R). Notemos que la funcién tomar inverso en GL,(R),
-1 GL,(R) — GL,(R) es continua, por lo que (z,y) — (z,(g9(x)) 'y) es
continua, y esta es la inversa de g. Esto concluye la demostracion ya que f
es biyectiva, continua con inversa continua.

O

2.2. Teoria K equivariante

Definicién 2.2.1. Sea X un G-espacio compacto, la suma de G-haces vec-
toriales (suma de Whitney) dota a las clases de isomorfismo de haces vecto-
riales, la cual denotaremos por Vectq(X), con una estructura de semigrupo
abeliano, al cual podemos aplicarle la construccion de Grothendieck. Al grupo
obtenido se le llama la teoria K equivariante de X vy se le denotard
por Kg(X). El producto tensorial le da a Kg(X) una estructura de anillo
conmutativo.
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Propiedades

» Si¢:Y — X es una G-funcién entre G-espacios, el homomorfismo
de semi-anillos Vectg(X) — Vectg(Y) que mapea E +— ¢*E induce
un morfismo de anillos ¢* : Kg(X) — Kg(Y). K¢ es un funtor con-
travariante entre la categoria de G-espacios y la categoria de anillos
conmutativos ya que el pullback preserva sumas directas.

= Si a : H — G es un homomorfismo, este induce un morfismo de
restricciéon o 1 Kg(X) — Ky (X).

= Mas generalmente, si ¢ : Y — X es una funcién entre un H-espacio a
un G-espacio compatible con el homomorfismo « ( ¢(hy) = a(h)d(y)),
entonces induce ¢* : Kg(X) — Ky (Y).

» En el caso G=1, escribiremos K (X) en vez de K;(X) ya que coincide
con la teoria K compleja.

Ejemplo 2.2.1.

1. Si X = {x}, un G-haz vectorial sobre X corresponde a un espacio
vectorial complejo V' = C" sobre el cual G actua linealmente (un G-
modulo). En este caso la clase de isomorfismo del G-médulo V' esta
dada por el conjunto de G-moédulos de la misma dimension que v para
los cuales hay un isomorfismo lineal entre estos. Por lo que podemos
identificar a una clase de isomorfismo en Vectg(*) con una representa-
cionde GenV py : G — GL(V). Tambien podemos identificar a una
representacion de G en un espacio vectorial complejo de dimension
finita V' con una clase [V]de Vectg(X). Esto nos da una biyeccién
entre Vectg(X) y las representaciones complejas de dimension finita
en G. Por lo que Kg(*) & R(G).

2. Sea H un subgrupo de GG, como la categoria de G-haces vectoriales
sobre G/H es equivalente a la categorfa de H-mddulos (esto se estu-
di6 en 4. de los Ejemplos 2.1.1), entonces tenemos que Kqg(G/H) =
R(H).

3. Si X es un H-espacio compacto, podemos formar un G-espacio com-
pacto mediante (G x X)/H := G xy X. Hay un encaje ¢ : X —
G x g X que identifica a X con el H-subespacio H xy X de G xpy X.
La restriccion ¢* es una equivalencia de G-haces vectoriales en G x g X
y H-haces vectoriales sobre X, con inversa la extension £ — G Xy E.
Notemos que este ejemplo implica el anterior ya que si X = * entonces

Ko(G/H) = Ka(G xu {*}) = Ku({}) = R(H).
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Notemos que por la Proposicién 2.1.8, K es un funtor en la categoria de
homotopia. La siguiente proposicién que demostraremos relaciona a la teoria
K usual con la teoria K equivariante, util para calculos.

De ahora en adelante supondremos que G es un grupo compacto de
Lie.

Proposicion 2.2.2. St G actua libremente en X, entonces la proyeccion
orbital pr : X — X/G induce el isomorfismo candnico de anillos

pr  K(X/)G) S Ka(X)

DEMOSTRACION.

Notemos que si tenemos un G-haz vectorial p : F — X, entonces pode-
mos formar el haz vectorial E/G — X /G, no es trivial ver que es localmente
trivial pero este es el caso cuando G es un grupo compacto de Lie [38, Capitu-
lo 7]. Por lo que tenemos un homomorfismo de anillos Kg(X) — K(X/G) y
su inverso es el pullback respecto a la proyeccién orbital.

O

Definicién 2.2.3. Sea (X, xy) un G-espacio compacto basado, definimos la
teoria K equivariante reducida como

Kao(X) = Ker(Kq(X) = Ka(xo))

Como se menciona en [13, p.134] y en [17, p.143], tambien se puede cons-
truir K¢(X) de la siguiente manera: relacionamos dos G-haces vectoriales si
existen dos G-mddulos tales que al sumarlos (directamente) cada uno con
uno de los GG-haces vectoriales, entonces son isomorfos. En este caso se dice
que los haces son establemente equivalentes y al ser esto una relacion
de equivalencia, se puede identificar a las clases de equivalencia de G-haces
vectoriales con un subgrupo de K¢g(X) que de hecho es K¢ (X).

Dados G-espacios compactos X, Y y una G-funcién f : X — Y, podemos
considerar la sucesion:

Kg(X) < Kg(Y) < K(;(Cf)

la cual es exacta debido a que la composicion X — Cf es nulhomotépica y
que todo haz sobre Y que se vuelve cero en Ks(X) se puede ver como la
imagen de un haz sobre C'y considerando un apretén correcto.

Iterando este procedimiento, Segal en [13, p.135] obtiene la sucesién exacta
de cofibra (tambien conocida como sucesién de Puppe):

KG(X) <~ KG(Y) — K(;(Cf) — K(;(EX) — KG(EY) — ..
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Siguiendo la definicion de teoria de cohomologia equivariante reducida, lo
anterior nos motiva a definir:

Definicién 2.2.4. Sea X un G-espacio compacto con punto base, definimos:

Kg'(X) = K(2(X))
donde entendemos por X9(X) como 3(--- (X(X)---).

q-veces
Tambien podemos definir los grupos de teoria K equivariante relativos como:

KG'(X, A) = Ka(21(Cy))

donde A es un G-subespacio cerrado de X ei : A — X es la inclusion
canonica.

Con esta definicién como es de esperar: K5*(X,0) = K;%(X)

Ahora recordaremos los axiomas de una teoria de cohomologia generalizada
(tanto reducida como no reducida) de tal manera que apliquen en nuestro
contexto equivariante.

Definicién 2.2.5. Sea R el funtor restriccion R : G-CW? — G-CW? el
cual lleva (X, A) — (A, 0) y f — [ |a (el cual notemos que baja a su cate-
goria de homotopia correspondiente). Una teoria de cohomologia equi-
variante (o G-teoria de cohomologia) consiste de una sucesion de funtores

contravariantes (h™ : (G-CW?)? — Ab),cz y de transformaciones naturales
(0™ : h™ o R — h"™Y),cz tales que:

1. G-invariancia homotopica
St fo y fi1 son dos funciones G-homotdpicas entre parejas de G-CW
complejos, fo, f1: (X, A) — (Y, B) entonces

h*(fo) = h"(f1)

2. Exactitud
Para cada par (X, A) € GCW? tenemos la siquiente sucesion eracta:

oo (XL 0) = A(A ) D R (X, A) = RTY(XL0) -
donde las flechas sin nombrar son inducidas por las inclusiones
(4,0) = (X,0) = (X, A)

3. Escision
Para cada terna G — CW, (X;A,B) donde X = AN B, A,B G-
subcomplejos de X, la inclusion

j:(AJANB=X)— (X,B)
induce los isomorfismos (j* : h"(X, B) — h"(A, AN B))nez.
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La formulacién de lo que es una teoria de cohomologia equivariante es
muy parecida a la formulacién clasica de los axiomas de Eilenberg-Steenrod
de una teoria de cohomologia, una de las diferencias clave aparte de que se
trabaja con complejos G-CW (no con complejos CWW), es que la invarianza
homotopica es respecto a G-homotopias.

Definicién 2.2.6. Consideremos X el funtor “tomar suspension reducida” (o
wedge o smash con S*) ¥ = _AS': GOW, — GCW, el cual manda (X, o)
a (XX, %). Una teoria de cohomologia equivariante reducida consiste

en una sucesion de funtores contravariantes (h" : (GCW,)? — Ab)necz €
isomorfismos naturales de grado +1 (6™ : h" oY — h"1),cz, conocidos como
isomorfismos de suspension, tales que:

1. G-inwvariancia homotopica
St fo y f1 son dos funciones G-homotopicas entre dos G-CW com-
plejos punteados, fo, f1: (X, z0) = (Y, yo) entonces

h*(fo) = A" (f1)

2. Exactitud
La inclusion A — X de los G-espacios X, A induce la sucesion exacta:

(G, %) — BY(X, 30) = h™(A, z0)

los cuales son inducidos por A — X — C; donde C; denota el cono
de aplicacion de la inclusion.

Notemos que hay una correspondencia entre teorias de cohomologia equi-
variantes y teorias de cohomologia equivariantes reducidas de la siguiente
manera:

» Si h es una teoria de cohomologia equivariante, definimos %*(X ) =
h* (X, 330) .

= Si h es una teoria de cohomologia equivariante reducida, definimos

h*(M, A) = h*(C;) donde i : A < M.

Tambien a veces se suele pedir (como en [18] [36]) que una teoria de
cohomologia equivariante (reducida o no reducida) cumpla el axioma de la
unioén disjunta para G-C'W complejos, esto es que haya un isomorfismo entre
la cohomologia del coproducto topolégico “la union disjuntaz el producto de
la cohomologia de los factores, en dicho caso se dice que la teoria es aditiva.
El Lema 1.1 de [18] nos muestra el rol del axioma de la unién disjunta y
tambien se menciona que la prueba de dicho lema es analoga a la versién no
equivariante.
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2.3. El isomorfismo de Thom y la periodicidad de Bott

Nuestro préoximo objetivo sera formular una versién equivariante de la
periodicidad de Bott y del isomorfismo de Thom para haces vectoriales com-
plejos. Existen diversas demostraciones en el caso no equivariante, desde la
clasica [11] de Raoul Bott la cual usa teorfa de Morse, hasta versiones mas
modernas como la de Mark J. Behrens [49] la cual es una versién simplificada
de la demostracién de Aguilar y Prieto [50] en la cual la idea de la prueba
es restringir debidamente la aplicacion exponencial para producir una cuasi-
fibracion con espacio base U y espacio total contractil cuya fibra sea BU X Z.
En este trabajo estudiaremos la prueba de W. Liick y B. Oliver en [19] que
se restringe al caso de grupos discretos y G-C'W complejos propios.

Definicién 2.3.1. Un complejo G-CW X es propio si la accion de G en
X es propia, es decir, para cualesquiera x,y € X ewisten vecindades V,, W,
tales que el transportador de V,

{geG|gVenW, #0}

es un conjunto compacto.

La definicién anterior es equivalente a pedir todos los subgrupos de iso-
tropia sean conjuntos compactos Teorema 1.23 [22].
Consideremos K (S?), el cual es por definicién

ker(K(S*) — K(pt)) 2 7Z

al generador de este grupo se le conoce como la clase de Bott 5 € K (S?)
el cual corresponde a [S? x C] — [H] en el que H es el haz rectilineo complejo
sobre CP! = §2.

Notemos que para todo G-CW complejo propio finito X, el producto exterior
induce:

K;"(X)® K(S?) 3 Ker[K5"(X x §?) — K;"(X x pt)] = K5 %(X)

Restringir este producto a la clase de Bott define un homomorfismo al cual
se le conoce como homomorfismo de Bott

b=_®@B=0bX): K;"(X) = K;"*X)
el cual es natural. Se extiende para parejas (X, A) y asi se puede definir
b(X, A).
Teorema 2.3.2 (Periodicidad de Bott). [13](5.5)

K;%(X) es naturalmente isomorfo a K% *(X) via el homomorfismo de Bott.

DEMOSTRACION.
Estudiaremos la prueba de [19] de una versién menos fuerte de este mismo



32 2. TEORIA K EQUIVARIANTE

teorema: K;%(X, A) es naturalmente isomorfo a K5 *(X, A) via el homo-
morfismo de Bott en el caso que G es discreto y (X, A) es una pareja de
G-CW propios.

Para probar esto, Liick y Oliver estudian el caso X =Y Uy (G/H x D™) en
el que H C G es finitoy ¢ : G/H x S"! — Y es una G-funcién y supone
inductivamente que b(Y') es un isomorfismo. Observando que:

KG"(G/H x 8™ = K" (8"Y) y Kg"(G/H x D™) = K;"(D")

los homomorfismos de Bott de estos espacios son isomorfismos por el Teo-
rema 4.3 de [8]. El homomorfismo de Bott es natural y compatible con los
morfismos frontera de la sucesion de Mayer-Vietoris en grados no positivos
usada en X, Y,G/H x S™ ' G/H x D™

K" YG/H x D™) @ Kg" (V) —-— Kg"(G/H x D™) & K5"(Y)

K;""Y(G/H x S 1)

K;"*(G/H x S

1%

K" (X)

—n—2
& K5 (X)

K;"(G/H x D™) & KG"(Y) ——— K5" *(G/H x D™") & K" *(Y)

KG"(G/H x $™) . K5 (G/H x §™)

Por el lema del quinto, b(X) es isomorfismo. La versién relativa es inme-
diata por como esta definida la teoria K relativa. [l

Definicién 2.3.3. Sean f y g dos homomorfismos de G-haces vectoriales
f:E—FE yE Y — E" sobre el mismo G-espacio B, diremos que una
sucesion es exacta si para cada b € B la sucesion de fibras:

E, — E, — E}
es exacta.

Definicién 2.3.4. Un G-complejo de cadenas de G-haces vectoria-
les sobre un par propio G-CW (X, A), es un complejo de cadenas de
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dimension finita (C,,c,) de G-haces vectoriales sobre X cuya restriccion en
A es aciclica, es decir

- Cn—
0—>Cn£—>Cn,1—1>-~-c—2>Clc—1>Co

es una sucesion de G-haces vectoriales junto con morfismos de haces tales
que ¢,_1 0 ¢, = 0 para toda n y la restriccion a las fibras es exacta Vx € A.
Un morfismo de complejos fp, : (Cp,cn) — (Dy,d,) es una sucesion de mor-
fismos f': C; — D; tales que d;f* = fi='c¢' para toda i.

El soporte de un complejo es el G-subconjunto cerrado para el cual la
sucesion inducida en la fibra no es exacta. Si A es un G-subespacio cerrado
de un G-espacio localmente compacto, el conjunto de las clases de isomorfis-
mo de G-complejos de cadenas sobre (X, A) cuyo soporte es un subconjunto
compacto de X — A forman el conjunto que se denota por Lg(X, A) el cual
tiene estrucutra de semi-grupo con la suma directa.

Se dice que dos elementos (Cy,, ¢,), (Dy,dy) de La(X, A) son homotdpicos si
existe un elemento (E,,e,) € Lg(X x [0,1], A x [0, 1]) que al restringir en
X x0y X x1nosda (Cy,c,)y (Dy,d,) respectivamente.

En el caso que G es compacto, la proposicién 3.1 de [13] nos dice que
Kg(X, A) es naturalmente isomorfo a las clases de isomorfismo de complejos
de cadenas de G-haces vectoriales sobre (X, A) mddulo ~ donde (C,,,¢,,) ~
(D, d,) siy solo si existen complejos aciclicos (F,, f), (Gn, gn) sobre X ta-
les que (C, & F,, ¢, @ f) es homotdpico a (D,, & G, d,, ® gp). El resultado
anterior nos permite en esencia a un complejo de cadenas de G-haces vecto-
riales sobre (X, A) asignarle de manera natural y funtorial un elemento de
Kq(X, A).

Sea (Cy,c,) un complejo de cadenas de G-haces vectoriales sobre (X, A),
para cada ¢ definimos

CII = Im(C’iH |A) = Ker(C’i |A)

Cada C! C C; es un sub-haz G-invariante, con esto definimos C! C C; |4
como el haz complementario a C! (esto se puede hacer usando una métrica
hermitiana invariante por G en C; como en la prueba del teorema de Mashke
Weyl C.0.4), para cada i tenemos que ¢; mapea de manera isomorfa C! en

! _,. Tomando
* kk
¢ :@CZHIYC :@022‘
= i€Z
con los isomorfismos

—1
Co .
! 2i+2 " " C2i+1 /
2i+1 — o~ C2ir2 ¥V Loip1 = 2n

al ser complementarios, se tiene un isomorfismo f¢o : C* |4— C** |4 al sumar
estos isomorfismos.
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Ahora definimos
(C, 0] = [CFU, O] [C*UraC™] € ker[Ke(XUaX) 2 Ko(X)] = Ka(X, A)

Sea p : ' — X un G-haz vectorial de dimension n sobre un G-CW
complejo propio X, consideremos S(E) y D(FE) los haces de esfera y de disco
sobre F respecto a una métrica riemanniana G-invariante

D(E)={ve E|(v,v) <1}y S(E)={ve E|{vv) =1}
Llamaremos pp = p |pr) y consideraremos el complejo de cocadenas de
G-haces vectoriales (A*p% E, §) sobre (D(E), S(E)):

0— AOEp(v) ﬁ> AlEp(v) ﬂ) <. ﬂ) AnEp(U) — 0

para toda v € D(E) y Av es el producto exterior con v € E,,), esta sucesién
es exacta para cualquier v en la seccién no cero de FE.

Definicién 2.3.5. Sea E un G-haz vectorial sobre X, la clase de Thom de
E es el elemento A\ € K&(D(E), S(E)) definido como la clase del complejo
de cocadenas (N*(pHE),0) sobre (D(E),S(E)).

El homomorfismo de Thom es la composicion:

Ty K5(X) "2 K5(D(E)) =25 K5(D(E), S(E))

donde X A\g es tomar producto con la clase de Thom.

Teorema 2.3.6 (Isomorfismo de Thom). [13, Proposicién 3.2.]

El homomorfismo de Thom Ty : K5 (X) — KE(D(E),S(E)) es un isomor-
fismo para cualquier G-haz vectorial E sobre X un G-espacio localmente
compacto.

DEMOSTRACION.
Desarrollaremos la prueba de [19] en el que veremos que el homomorfismo de
Thom definido previamente es un isomorfismo en el caso que G es discreto y
X un G-CW complejo propio finito.
Para esto primero consideremos el caso en el que X = G/H x Y donde Y es
S*o D"y E |y=V xY para V una H-representaciéon. En este caso tenemos
que:

Kg(X) = Kg(G/H xY) = Ki(Y)
Yy
Kg(D(E),S(E)) = Kg(G xg (D(V) xY),G xpg (S(V) xY)) =
Kp(D(V)xY,S(V)xY).
donde el dltimo isomorfismo es el Ultimo de la lista de ejemplos 2.2.1, asi que

Tg es un isomorfismo por el teorema de isomorfismo de Thom para acciones
de grupos finitos usando el [8, Teorema 4.3] el cual es una encarnacién de la
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version equivariante de la periodicidad de Bott.
Ahora supongamos que X =Y Uy (G/H x D"), con H finito, ¢ : G/H x
S"t — Y es una G-funcién y Tpj, es un isomorfismo. La prueba sigue
como la de la periodicidad de Bott: considerar la sucesiéon de Mayer Vietoris
asociada a X,Y,G/H x S™ ' G/H x D™ para obtener usando el lema del
quinto que el homomorfismo T es isomorfismo.

O






Capitulo 3

El teorema de complecién y su generalizacion.

Primero enunciaremos el teorema de complecién de Atiyah-Segal y luego
definiremos una teoria de cohomologia valudada en progrupos para enunciar
despues la generalizacién por Adams, Haeberly, Jackowski y May.

Teorema 3.0.1 (de complecién de Atiyah-Segal).
Sea X un complejo G — CW finito, entonces la proyeccion X x EG — X
induce el isomorfismo:

K&(X) e = K&(X x EG).

donde I(G) es el ideal de aumentacion.

3.1. La prueba de la generalizacién.

Definicién 3.1.1. Sea {K{ : G-CW — Pro-Grp},ez la teoria de coho-
mologia valuada en progrupos que manda a un complejo G-CW X al
sistema proyectivo K (X) = {K&(X,)} donde X, corre por los subcomplejos
finitos de X.

Por un momento ignoremos lo que significa que corre por lor subcomplejos
finitos. Podemos ver que lo definido anteriormente sera una teoria de cohomo-
logia y tambien se puede definir una version reducida. En realidad lo primero
se debe a que si tenemos exactitud término a término, entonces tambien ten-
dremos proezactitud (F.0.13) y los demas axiomas.

Para H subgrupo cerrado de G, consideremos el homomorfismo restriccion
r&4 . R(G) — R(H), denotaremos al niicleo de este homomorfismo por I§.
Notemos que en el caso que H es el grupo trivial 1 entonces

R(1)=7Z

y por ende:
I(G) = ker(e(G) : R(G) — Z) = Ker(e(G) : R(G) — R(1))
= ker(r% : R(G) — R(1)) = IF.
A un conjunto J de subgrupos de G cerrados bajo conjugacion le llamaremos
familia. Consideremos la complecion J-adica de K (X), la cual denotaremos

37
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con
,Cg(X)/} = {Kg‘(Xa)/JKg(Xa)}
donde X, corre en los subcomplejos finitos de X y los J corre en los pro-
ductos finitos de ideales I§ con H € J. De hecho en el caso que la familia
J sea finita, esta complecién es la misma que completar respecto al ideal
Nues Ifi = I(J). Los productos finitos de ideales de R(G) forman un con-
junto dirigido respecto al cual realizaremos la complecion.
Cuando hablemos de sistemas proyectivos cuyos indices corren, recordemos
que implicitamente estamos pensando en un diagrama de una categoria filtra-
da, en este caso la categoria filtrada de subcomplejos finitos de un complejo
CW X en el que los morfismos son inclusiones de un subcomplejo en otro.
Obtenemos que esto es una teoria de cohomologia completa ya que podemos
usar la proposicién [10, Proposicién 10.12] la cual nos dice que la comple-
cién p-adica de una sucesién exacta corta de modulos finitamente generados
es una sucesion exacta corta de las compleciones p-addicas respectivas cuan-
do el anillo es Noetheriano, esto es un hecho ya que por Anexo C.0.13,[14,
Corolario 3.3.], R(G) es Noetheriano.

Teorema 3.1.2 (Generalizacién del Teorema de Complecién de Atiyah-Segal).
[2, Teorema 1.1.]

St una G-funcion f : X — Y se restringe a una equivalencia homotopica
fH X" 5 YH para todo H € J, entonces

()5 Ke(Y)5 = K&(X)5

es un isomorfismo de progrupos.

Si bien se menciona en [2, p.1] que el caso J = {1} implica el teorema de com-
plecién de Atiyah-Segal ya que X x EG — X es una equivalencia homotdpica,
se necesita de mas herramienta matemadtica (la cual se mencioné que usan
Atiyah y Segal en su demostracion original del teorema de complecién). En
[45, 7.16] se desarrolla esto, referimos al lector interesado en esto a aquel tra-
bajo pero daremos un breve resumén de ello. En [45] se empieza considerando
la funcién inducida «,, : K (pt) — KE(E"G)) con E"G = G+« G*--- %G (el
ensamble (join) de n copias de GG) para obtener dos sucesiones exactas cortas
en el que hay un morfismo entre R(G) y K&(B"G) con B"G = E"G/G. Con-
siderando la categoria de Lusternik-Schnirelmann, obtiene que «,, se factoriza
a través de una proyeccion R(G) — R(G)/I(G)™. Luego estudia la funcién
p: X x E"G — X para llegar a que su funcién inducida p* se factoriza a
través de la proyeccion K& (X) — KE(X)/I(G)"KE(X).

Por 1ltimo observa que el pro-homomorfismo K& (X)), — K&(X x EG);
tiene como representante a

Ko(X)/I(G)"Kg(X) = Kg(X x E"G)
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y como K% (X x EG)’ satisface la condicién de Mittag-Leffler, tambien
K (X))’ lo satisface por lo que no hay lim' y tenemos el teorema de com-
plecion de Atiyah-Segal.

Para probar la generalizaciéon empezaremos viendo que es equivalente al si-
guiente teorema.

Teorema 3.1.3. Sea X un complejo G-CW , entonces K&(X)’, =0 si para
toda H € J tenemos que X es contrdctil.

Proposicion 3.1.4. La generalizacion del teorema de complecion es equiva-
lente al teorema anterior.

DEMOSTRACION.
Para la ida notemos que basta con considerar el caso de la inclusion de
un punto en X. Mas concretamente, como X H es contractil, entonces la
inclusién inducida i : pt! — X es una equivalencia homotépica, por la
generalizacion del teorema de complecién de Atiyah-Segal, tenemos que

()5 : Ka(X)5 — K&(pt)5

es un isomorfismo y por ende ICf,(X)% = 0.

Para el regreso basta con considerar la sucesién de cofibra (o de Puppe)
asociada a f : X — Y y notar que los conos de aplicacién de equivalencias
homotopicas son contractiles. Formalmente, notemos que para toda H € 7,
tenemos la sucesion de cofibra:

xH Iy By o sxn 2 syl

en la que Cf es contréctil para toda H € J ya que f% : X — Y es una
equivalencia homotoépica para toda H € J, por hipotesis entonces obtenemos
que K&(Cy)% = 0. Por lo que si aplicamos el funtor contravariante Kg(—)7

y consideramos la periodicidad de Bott obtenemos la sucesién exacta:

K& Ka6) o v on

Ka(Y)y —— K&(Cp) =0

|

0=KLEC)S =K5(C)y —— KLYy ——— KL (X))
G( f)j G( f)JICZ;(Ei)} G( )j K5 () G( )j
Al ser la sucesion exacta,
Ke(X)y = Kg(Y) 5 /ker (K& (f)y) = Ke(Y)5/im(Kg(i)5) = Ke(Y)

analogamente se puede probar K (X)) = K§(Y) y asi K5 (X) =2 K&(Y)
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Ya habiendo probado la equivalencia de teoremas, nuestra meta sera pro-
bar el teorema anterior. Para esto en [2, p.3] se fijan en el siguiente caso
especial: consideremos la representacién suma U = €@ V; donde sumamos las
representaciones de un conjunto finito de representaciones no triviales {V;}
de G tales que V% = 0y VI £ 0 si H es un subgrupo propio de G y cada
V; ocurre un numero numerable de veces. Sea Y el colimite de las compacti-
ficaciones SV de las subrepresentaciones de dimensién finita V de U (ya que
las subrepresentaciones de U forman un sistema dirigido). Como V,¢ = 0,
entonces Y¢ = S,

Pasaremos a probar las afirmaciones realizadas.

Lema 3.1.5. [2, p.3] [45, Lema 7.7] Consideremos una inclusion de una
subrepresentacion i : V — W en la que (W — V) £ 0 (donde W —V es el
complemento de V' en W), entonces la funcion inducida por la inclusion en
las compactificaciones por un punto i : S¥ — SV es H-nulhomotépica.

DEMOSTRACION.
Podemos construir explicitamente la H-nulhomotopia:

H:SYxI—SY
L .
H(x,t):{x—i_(lt)y stefooyisl donde y € (W — V) £ .

o0 en otro caso

O

Lema 3.1.6. Y% = S° y para cualquier subgrupo propio H de G, tenemos
que Y es contrdctil.

DEMOSTRACION.
Como V;% = 0y Y es el colimite de las compactificaciones SV de las subrepre-
sentaciones de dimensién finita V' de U y la compactificacién de Alexandroff
de un punto es S, entonces Y¢ = S° ya que el funtor (-)¢ conmuta con
colimites filtrados. Para la segunda parte consideremos un subgrupo propio
H de G, entonces existe una sucesién anidada y creciente de subespacios de
dimensién finita:

Vi € Vo C--- C U de tal manera que (Vn+1—Vn)H7féOyU:UVn
neN

Por el lema anterior, tenemos que la inclusion entre las compactificaciones
de los subespacios consecutivos es H-nulhomotoépica y por ende tambien su
colimite Y es H-contréctil, por lo que Y es H contréctil. [

Lema 3.1.7. Si G & J, entonces K&(X)% =20 (pro-cero).
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DEMOSTRACION.

Empezamos la prueba estudiando el comportamiento de la funciéon inducida
por la inclusién i : SV — SV, i* : K5(SV) — K5(SY), mas precisamente
demostraremos que tiene como regla de correspondencia tomar el producto
con yw_v la clase de Euler del complemento. Sea Ay € Kg(V) la clase de
Bott, al aplicarle i*, obtenemos la clase de Euler xy € Kg(pt) = R(G).
Una propiedad de la clase de Bott [8] es que Ay = Aw_y Ay, por el teorema
de periodicidad de Bott, tenemos que f(é(Sv) es un K’E‘;(SO) modulo libre
generado por la clase de Bott Ay € f(g(SV), por lo que i*(xAw) = Txw_vAv.
Por lo que la funcién inducida por la inclusiéon es la multiplicacién por la clase
XW—v-
Por la definicién de l@g(—)}, tenemos el siguiente limite inverso de pro-
objetos

Ka(v)y = Ka(¥)/JR5(Y)
donde J corre en los productos finitos de ideales Ig con H € J.
Si K5 (Y)/JKE(Y) fuera pro-cero para cada J, entonces habriamos acabado,
afortunadamente este es el caso. Veremos que para cada V hay un W tal que
V C W tal que la funcién inducida por la inclusion

Ke(S")/IKESY) = K&(8") /IR (S")
es 0. Al ser Y el colimite de las compactificaciones de Alexandroff de estas,
acabarfamos. Sea J = If] I ---If , escogemos W tal que W —V es la suma

de W; donde W/ # 0. Por el resultado al inicio de la demostracién, tenemos
que la funcién inducida por la inclusién i : SY — SW se debe comportar
como tomar producto con xw;, - - - Xw,, por lo que estd en J y por ende ¢* es
Ccero. 0

Sea J | H la subfamilia de J € J tales que J C H.

Lema 3.1.8. Sea X un G-espacio basado, entonces
K&(G/H) 4+ A X5 = Ki(X)

En realidad esto se da ya que como pro-R(G) médulos son isomorfos,
recordemos que R(G) acttia en K%(X) por medio de r$ : R(G) — R(H).
Por lo que sélo nos faltaria ver que las topologias coinciden.

Lema 3.1.9. La topologia J-ddica como R(G) mddulo y la topologia (T |
H)-ddica coinciden en R(H).

DEMOSTRACION.
Recordando la nota anterior, podemos pensar a R(H) como un médulo sobre
R(G) viar$. Sea L € (J | H), como r¢ = rf o r% entonces r&(1¢) c IH.
Por lo que la topologia J-adica es més fina que la topologia (J | H)-adica
en R(H).
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Para ver que la topologia (J | H)-adica es mas fina que la topologia J-adica
en R(H), consideremos K € J e I = r%(I$)R(H), tenemos descomposicion
primaria (esto se puede ya que R(H) es un anillo noetheriano), por lo que
para todo ideal I hay ideales primos () tales que su producto esta contenido
en I y como cualquier ideal primo Q C R(H) contiene a I¥ en donde S C H
es el soporte de @), basta ver que S € J si () contiene a [.
Sea P = (r§)"1(Q) C R(G), entonces S es un soporte de Py I§ C P ya que
I c (P71 r9(I9)) € P. R(K) es una extensién integral de anillo sobre
R(G), esto es por el C.0.12 es finitamente generado sobre R(G). Usando [32,
Proposicién 4.15] lying over and going up, existe un ideal primo P’ C R(K)
tal que P = (r$)~*(P’). Recordando E.0.4[3.5 [2]] P tiene un soporte S’ en
K, por el E.0.3 tenemos que cualesquiera dos soportes de un ideal primo son
conjugados y como S’ € J entonces S € J.

O

Con esto ya podemos demostrar la generalizacién del teorema de
complecién de Atiyah-Segal

DEMOSTRACION. (de la generalizacién)

Sea X un complejo G-CW tal que X es contractil para todo H € J, por el
teorema equivariante de Whitehead 1.2.4 y como la familia 7 es cerrada por
conjugacién y subgrupos (subconjugacion) tenemos que X es H-contractil,
por lo que K3 (X) es pro-cero para toda H € J.

Supongamos que G ¢ J (ya que el caso G € J ya lo tenemos demostrado),
notemos que se cumple la condiciéon de cadena descendente en subgrupos
cuando trabajamos con grupos de Lie compactos, esto nos permite realizar
induccién. El caso base es trivial por lo que supondremos que se cumple que
K (X )?7‘ ;7 €s pro-cero para todos los subgrupos propios H de G. Considere-
mos la sucesién de cofibra dada por

S*—Y —Y/s
y al hacerle smash con X obtenemos la sucesion de cofibra:

X2SAX 5 XAY = X A(Y/S).

Considerando la sucesién exacta inducida por el funtor contravariante g (—)7

y usando la periodicidad de Bott obtenemos la sucesion exacta:
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KL(X)y e———— KAUX AY)) e—— KL(X A (Y/SY))%

| N

KL(X A (Y/SY)) —— KE(X AY)) ———— KL(X)

Para ver que K%(X)’ es pro-cero, basta ver que los terminos Kg5(X AY)’y
y K&(X A (Y/S)) son pro-cero respectivamente. Afirmamos que esto se
cumple debido a dos hechos mas generales, el primero es que ICE(W NY); es
pro-cero para cualquier complejo G-C'W W . Para demostrar esto fijémonos
en los n-esqueletos, sea W9 el 0-esqueleto de W, este es el producto smash de
G-espacios (G/H), ANS° = (G/H), y en realidad los cocientes de esqueletos
consecutivos W /W™~ son el producto smash de los espacios (G/H), AS",
por lo que nos basta probar que para estos es pro-cero y por el isomorfismo
de suspensién, en realidad solo para (G/H),. En el caso que H = G podemos
usar el lema 3.1.7 y en el caso H # G usamos los lemas 3.1.6 y 3.1.8.

Lo segundo que afirmamos es que ICE(X N Z)’; es pro-cero para cualquier
complejo G-CW Z tal que Z¢ sea un punto. Como en el caso anterior,
podemos llegar a que basta verificar para el caso (G/H), donde H es un
subgrupo propio, andlogamente por el lema 3.1.8, tenemos lo que queremos.

O

3.2. Ejemplos

Para terminar el capitulo, desarrollaremos un par de ejemplos que mues-
tran el uso del teorema de complecién. Antes de empezar con ellos, enuncia-
remos algunos resultados que nos permitiran calcular compleciones.

Lema 3.2.1. Si R es Noetheriano y a = (ay, as, ..., a,) €s un ideal, entonces:

Ré\ = R[[xh an]]/(‘rl —ay, e — an)

Ejemplo 3.2.1. Consideremos el grupo ciclico Z,,, notamos en C.0.5 que su
anillo de representationes es Z[x]/(z" — 1). Un modelo de BZ,, es el espacio
lente infinito L(oo, n) que se puede obtener como S*/Z,,. Usando el teorema
de complecién obtenemos que

K(L(00,n)) = (Z[x]/ (2" =1))—1) = ZI)/((t+1)"= 1)) = Z{[H]/((t+1)" 1)

para el primer isomorfismo es una sustitucion, en el segundo isomorfismo con-
sideramos el cambio de variable t = z+1 y en el ultimo usamos el lema 3.2.1.
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Ejemplo 3.2.2. En el caso de G = S! tenemos que su anillo de representa-
ciones es Z[t,t '] en el que t es la representacién 1-dimensional estandar de
St. Un modelo de BS! es CP™ (que tambien se puede obtener considerando
la sucesién exacta larga de la fibracién St — S* — CP*). El ideal de au-
mentacién esta generado por ¢t — 1, usando el teorema de complecion y los
mismos tsomorfismos del ejemplo anterior tenemos que

K(CP*) = Z[t — 1.t [[yll/y — (t = 1) = Z[z, (1 +2) 7 [[y)l/(y — =) = Z[[¢]]
Por ltimo notemos que (1 + x) es invertible ya que

= (142t =) (-1

>0




Apéndice A

La construccién de Grothendieck

Definicién A.0.1. Si A es un semigrupo abeliano, podemos asociarle un
grupo abeliano A’, inico salvo isomorfismo, y un homomorfismo de semigru-
pos a: A — A tal que tiene la siguiente propiedad universal:

St G es cualquier grupo abeliano y v : A — G es un homomorfismo de se-
migrupos, entonces existe un unico homomorfismo de grupos v : A" — G tal
que el siguiente diagrama conmuta

X

PEARE

A

(%

A la pareja (A, @) se le llama la construccion de Grothendieck asociada
al semigrupo A.

Proposicion A.0.2. La construccion de Grothendieck existe, es decir para
un semigrupo abeliano existe un grupo con la propiedad universal descrita
anteriormente.

DEMOSTRACION.

Definiremos a A’ a través de A: determinamos una relacion de equivalencia en
A X A como (ay,by) ~ (az,by) si existe c € A tal que a;+by+c=as+b+cy
tomamos A" = (A x A)/ ~. Si denotamos a la clase de (a, b) por (a,b) enton-
ces podemos definir la suma en A" como (ay, b1) + (az, bs) = (a1 + az, by + bs).
Por lo que el inverso aditivo de (a,b) es (b, a), (a,a) es el neutro y como A es
abeliano, A" tambien lo es. Definimos o : A — A’ por la regla de correspon-
dencia a — (a,0) (notemos que A como semigrupo puede no tener neutro,
pero si no tiene podemos meterle un elemento llamado 0 que cumpla esas
propiedades para una operacion que extiende a la del semigrupo, por lo que
sin perdida de generalidad supondremos que tiene 0), tambien podriamos
considerar usar el homomorfismo de semigrupos cuya regla de corresponden-
cia es a — (a+ b, b).

Supongamos v : A — G es un homomorfismo de semigrupos, definimos
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v A — G como (a,b) — (v(a) — ~(b)). Primero veamos que estd bien
definido. Si (ay,b1) = (az,bs), entonces bajo 7' tenemos y(a;) — v(b1) y
v(az) — v(b2), notemos que como (ai,b;) ~ (as,by), entonces significa que
existe c € A tal que a1 + by +c=as + by +c.

Como v es un homomorfismo de semigrupos, entonces y(a; +by+c¢) = y(az+
bi+c) por lo que y(ay)+7y(ba)+7v(c) = v(az)+7v(b1)+7(c), como G si es un gru-
po, podemos cancelar las y(c) € G y obtenemos y(a1)+7(ba) = v(az)+v(b1).
Por lo que y(ay) — v(b1) = v(ag) — v(ba), por lo que la funcién +' esta bien
definida.

Notemos que v(0) = 0 por lo que v'a(a) = +'(a,0) = y(a) — v(0) = y(a), es
decir v = 7.

Ahora probaremos que 7/ es tnico, supongamos que 7" : A’ — G es otro
homomorfismo de grupos tal que 7"« = ~, entonces 7”({a,0)) = v(a) para
toda a € A. Notemos que (a,b) = —(b,a), por lo que

7"({a, b)) = ~"({a, 0) +(0,b)) = 7"((a, 0)) +7"({0, b)) =
7"({a,0)) +7"(=(b,0)) = v(a) = ¥(b) = 7' ({a,]))

por lo que probamos que tienen la misma regla de correspondencia.

Por 1ltimo probaremos que la propiedad universal caracteriza a (A’, o) salvo
isomorfismo, es decir: si A” es otro grupo abeliano y o/ : A — A” un ho-
momorfismo de semigrupos para los cuales se cumple que para todo grupo
abeliano G y homomorfismo de semigrupos 7 : A — G, entonces existé un
unico homomorfismo de grupos tal que el siguiente diagrama conmuta

entonces existe un unico isomorfismo de grupos ¢ : A’ — A” tal que el

siguiente diagrama conmuta
/ X
¢

A/ A/I
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Notemos que se obtiene de inmediato que son isomorfos ya que si tenemos un
grupo A” junto con su homomorfismo ¢’ : A” — A’ obtenido de su supuesta
propiedad universal respecto a A’ y lo juntamos con el homomorfismo ¢” :
A" — A” de la propiedad universal de A’ respecto a A” tenemos el diagrama:

Y al ser los morfismos de la parte inferior tinicos, por un lado la composicion
¢' o ¢ es un morfismo que hace conmutar el diagrama completo pero existe
un unico morfismo de A" — A’ que hace conmutar el diagrama, el cual es
ida : AP — A'. Esto significa que ¢’ o ¢ = Ids y analogamente se puede
considerar el mismo diagrama cambiando A" por A” y viceversa para obtener

que ¢ o @' = Id» por lo que ¢ es un isomorfismo entre A" y A”.
0J

Una observacion es que en general el morfismo a : A — A’ no tiene

porque ser inyectivo, un ejemplo de esto es considerar el semigrupo cuyos
elementos son 0 y 1 y cuya operacion es trivial, cualquier pareja le asocia
el 0. La construccion de Grothendieck de este semigrupo es el grupo de un
solo elemento (ya que la relacién identifica todas las parejas ya que al operar
obtenemos 0) y no puede haber un morfismo inyectivo entre un conjunto de
cardinalidad mayor a uno de cardinalidad menor. De hecho este morfismo
sera inyectivo si y solamente si A posee la propiedad de cancelacion.
De hecho con la construccion de Grothendieck, podemos obtener un anillo de
un semi-anillo ya que si se le aplica al semigrupo con la suma (olviddndonos de
la estructura multplicativa del semi-anillo) y obtenemos con la construccién
de Grothendieck un grupo, si el producto distribuye la suma del semi-anillo
entonces le induce a este grupo una estructura de anillo (9.1.4)[40].






Apéndice B

Localizacion

En esta seccion del apéndice discutiremos e introduciremos brevemente
los conceptos que requeriremos del capitulo 3 del libro. La construccion del
campo Q apartir de Z se puede generalizar a un dominio integral A para
producir un campo de fracciones. Para esta construcciéon consideraremos A x
(A—{0})/ ~ donde relacionamos a (a, s), (b,t) € Ax(A—{0}) siat—bs = 0.
Es facil ver que esta relacion es de equivalencia, claramente es reflexiva y
simétrica, para la transitividad consideremos (a,s), (b, 1), (c,u) € A x (A —
{0}) de tal manera que (a,s) ~ (b,t) y (b,t) ~ (¢, u), por lo que tenemos las
igualdades: at = bs y bu = ct. Ahora consideremos:

aut = atu = bsu = bus = cts = cst

como A es un dominio entero, podemos cancelar el factor ¢t de la expresion
ya que como (b,t) € A x (A —{0}), entonces t # 0.

Notemos que usamos fuertemente la cancelacion, lo cual proviene de que A
no tiene divisores del cero.

Sin embargo hay una manera de generalizar esta nocién, ya que para ani-
llos conmutativos en general no tenemos un campo de fracciones.Lo cual
nos lleva a la definicién de subconjunto multiplicativamente cerrado (que es
exactamente lo que suena pero lo definiremos de cualquier manera)

Definicién B.0.1. Sea A un anillo, un subconjunto multiplicativamen-
te cerrado S es un subconjunto de A tal que 1 € S y es cerrado bajo el
producto de A, otra manera de decir esto es que S es un subsemigrupo mul-
tiplicativo del semigrupo A con su producto.

Definicion B.0.2. Sean A y S como en la definicion anterior, consideremos
ST1A = A x S/ ~ donde dos parjas (a,s),(b,t) € A x S estan relacionadas
si (at — bs)u = 0 para algin u € S. Denotaremos por a/s a la clase de
(a,s) € AxS.

S~1A tiene una estructura de anillo definiendo sus operaciones como sigue:

(a/s) + (b/t) = (at + bs/st) y (a/s)(b/t) = ab/st
A S7YA le llamaremos el anillo de fracciones de A respecto a S.
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Veamos que la relacién ~ para definir S7!A si es una relacién de equiva-
lencia. Claramente como en el caso de la construccion del campo de fraccio-
nes, la relacién es reflexiva y simétrica. Para la transitividad, consideremos
(a,s),(b,t),(c,u) € Ax S de tal manera que (a,s) ~ (b,t) y (b,t) ~ (c,u),
por lo que tenemos existen v, w € S tales que se cumplen las igualdades:

(at — bs)v =0 = (bu — ct)w

al multiplicar la primera parte de la igualdad por uw y la segunda parte por
sv, obtenemos

(at — bs)vuw = (bu — ct)wsv =0
Por lo que sumando las expresiones obtenemos (au — ¢s)tvw = 0 y al ser S
multiplicativamente cerrado, tow € S'y (a,s) ~ (¢, u).
Notemos que esto efectivamente es una generalizacién de la definicién inical
de campo de fracciones ya que si A es un dominio integral y S = A — {0},
entonces S~'A es el campo de fracciones.
Tenemos un homomorfismo f : A — S7'A definido con la regla de corres-
pondencia x +— (x/1), en general este homomorfismo no es inyectivo.
Ahora enunciaremos algunas propiedades que tiene el anillo de fracciones:

1. Sea g : A — B un homomorfismo de anillos tal que para todo s €
S tenemos que g(s) es una unidad en B, entonces existe un unico
homomorfismo de anillos h : ST'A — B tal que el siguiente diagrama
conmuta:

2. Sea s € S, entonces f(s) es una unidad de S™1A.

3. Si f(a) =0, entonces existe s € S tal que as = 0.

4. Todo elemento de S™'A es de la forma f(a)f(s)~! para algiin a € A
yseES.

En particular, esta iltima propiedad justifica realmente la notacién de S™1A.

Ejemplo B.0.1. Sea p un ideal primo de A. Sea S = A — p, notemos que S
es multiplicativamente cerrado ya que primeramente como p # A, entonces
1 ¢ p,porloquel € S. Por tltimo la negacién de la propiedad de ser un ideal
primo nos dice que si a ¢ p y b ¢ p, entonces ab ¢ p, por lo que cambiando
¢ p por € S, tenemos lo que queremos (de hecho probamos p es primo < S es
multiplicativamente cerrado). En este caso escribiremos A, en vez de S™'A.
Observemos que m = {a/s | a € p} es un ideal en A,. Si b/t ¢ m, entonces el
numerador b no esta en p, por lo que b € S'y b/t es una unidad de A,. Por lo
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que si a € mes un ideal de Ay, entonces a contiene una unidad y por ende de-
be ser el anillo completo. Esto implica que m es el inico ideal maximal de A,.

La construccién de S7!A se puede formular para un A-médulo M en vez
de A un anillo, de manera analoga definimos la relacion ~ en M x S como

(m,s) ~(n,t) < u(sn—tm)=0pa. ues
como en el caso de S7'A, denotaremos por m/s a la clase de equivalencia
de la pareja (m,s) y ST!M =S x M/ ~. S7'M es un S~'A-médulo bajo la
suma y productos usuales.

El caso estudiadado del ejemplo se puede pasar analogamente para un A-
modulo M, en cuyo caso escribiremos M, en vez de A,.

Definicién B.0.3. El soporte de un mdédulo M sobre un anillo conmu-
tativo A es el conjunto de ideales de A cuya localizacion en M no es trivial.

Supp(M) ={p | M, #0 y p es un ideal primo de A}.






Apéndice C

Teoria de representaciones

Definicién C.0.1. Sea G un grupo topolégico, una representacion de GG
(o un G-espacio vectorial o un G-mddulo) es un espacio vectorial topoldgico
complejo de dimension finita V' junto con un homomorfismo continuo p :
G — AutcV en donde AutcV tiene la topologia de la norma. En este caso
diremos que p es una representacion de G en V.

Esto es equivalente a una accién lineal continua de G sobre V' y notemos
que fijando una base de n-elementos de V', podemos pensar en GL(n,C) en
vez de AutcV .

Citando a Fulton [25, p.3] “Cuando haya poca ambigiiedad del mapeo p
(y aun cuando temamos que exista ambigiiedad)”, le llamaremos a V' la
representacion de (G, en este caso omitiremos al simbolo p y escribiremos gv

por (p(9))(v).
Con esto en mente pasamos a la proxima definicion.

Definicién C.0.2. Un homomorfismo entre dos representaciones V.y W
de G es un homomorfismo de espacios vectoriales ¢ : 'V — W tal que para
toda g € G el siguiente diagrama conmuta

En este caso diremos que ¢ es G-lineal y denotaremos por Homg(V,W) al
conjunto de todos los homomorfismos vectoriales entre V- y W.

En el caso que ¢ aparte sea un isomorfismo entre los espacios vectoriales V'
y W, diremos que ¢ es un tsomorfismo de representaciones.

Definicién C.0.3. Una subrepresentacion de una representacion V es
un subespacio vectorial W de V' que es invariante por G (es decir, sea p :
G — GL(V), entonces para toda g € G tenemos p(g)(W) = W ). Decimos
que una representacion V' es irreductble si no existe un subespacio propio
W # {0} de V para el que W sea una subrepresentacion de V.
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Ejemplo C.0.1. Sean V y W representaciones y ¢ : V. — W un homo-
morfismo de representaciones entre ellas, tanto el ker(¢) como la im(¢) son
subrepresentaciones de V' y W respectivamente.

Notemos que si v € Ker(¢), entonces ¢(v) = 0, al ser ¢ un homomorfismo
de representaciones ¢(gv) = go(v) = 0 por lo que Ker(¢) es un subespacio
invariante por G. En el otro caso si w € Im(¢), entonces existe v € V' tal
que ¢(v) = w, en este caso gw = go(v) = ¢(gv), por lo que gw € Im(¢p) e
Im(¢) es un subespacio invariante por G.

Ejemplo C.0.2. Sean p: G — AutcV y 0 : G — AutcW representaciones,
podemos formar la representacion suma directa y la representacién pro-
ducto tensorial de ellas  : G — Autc(V A W) y p: G — Autc(V @ W)
considerando respectivamente

n(g)(v ® w) = (p(g))(v) @ (o(g))(w)

1(g)(v @ w) = (p(g))(v) @ (a(g))(w)

es decir para toda g € G tenemos que g(vOw) = vOw con O € {®,®}
respectivamente.

Ejemplo C.0.3. Sean V y W representaciones de un grupo topolégico G,
le daremos una estructura de representacién al espacio de todas las funciones
C-lineales entre V' 'y W, Homq(V, W) dotandole la siguiente estructura de
G-modulo :

(99)(v) = go(g " v) para todov € V'y ¢ : V — W funcién C-lineal

Teorema C.0.4 (Maschke, Weyl).
St W es una subrepresentacion de una representacion V' de un grupo finito G,
entonces existe un subespacio invariante por G, W' de V' tal que WdW' = V.

DEMOSTRACION.
Notemos que siempre podemos tomar Hy un producto hermitiano positivo
definido sobre V', obtendremos H un producto hermitiano positivo definido
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que es invariante por GG considerando

H(v,w) = ZHo(gv,gw)

geG

Con este producto interior H, W+ es un subespacio invariante ya que para
todo w’ € W+ tenemos H(guw',w) = 0 para todo w € Wy g € G. O

Corolario C.0.5. Cualquier representacion de un grupo finito es suma di-
recta de representaciones irreducibles.

Definicién C.0.6. Un grupo que admite una representacion que es suma
directa de representaciones irreducibles se dice que es completamente re-
ducible (0 semi simple).

Todos los grupos finitos son completamente reducibles, este es el caso tambien
de los grupos topolégicos compactos (como S'), hay una manera de adaptar
la técnica para grupos finitos en el teorema de Mashke-Weyl. En vez de
promediar con la suma de los g € GG, se integra sobre el grupo respecto a la
medida de Haar.

Ejemplo C.0.4. El grupo (R, +) no tiene esta propiedad, consideremos la

representacion
. 1 a
@701

y notemos que salvo en el caso a = 0, cualquier otra representacién no tiene
un subespacio complementario. En particular no podemos usar el truco de
promediar del teoerema de Mashke, Weyl.

Lema C.0.7 (de Schur).
StV y W son representaciones irreducibles de G y ¢ : V. — W es un homo-
morfismo de representaciones, entonces:

1. ¢ es isomorfismo o ¢ es 0.
2. 51V =W, entonces ¢ = M para algin \ € C y I la identidad.

DEMOSTRACION.
Notemos que ker(¢) y im(¢) son subrepresentaciones de V' 'y W invariantes.
Como V' y W son irreducibles, tenemos que ker(¢) es {0} o V por lo que si
es {0} entonces es inyectiva y {0} # im(¢) = W y por ende ¢ es un isomor-
fismo. En el caso que Kergp =V, ¢ = 0.
Para la segunda parte, como ¢ : V — V es un homomorfismo de repre-
sentaciones, es un homomorfismo de espacios vectoriales por lo que podemos



56 C. TEORIA DE REPRESENTACIONES

considerar su polinomio caracteristico y por el teorema fundamental del alge-
bra, existe A € C que es raiz de dicho polinomio, es decir, existe A € C valor
propio. Al ser A valor propio, entonces ¢ — AI tiene nucleo no trivial. Por

la primera parte del lema de Schur, el nucleo tiene que ser todo, por lo que
d— AN =0y =M. OJ

O equivalentemente (aunque mas elegante) tenemos.

Lema C.0.8 (de Schur).

Si V., W son representaciones irreducibles de G entonces:

} 0 siVZW
dim¢(Homeg(V,W)) {1 WV W
DEMOSTRACION.
Notemos que si V2 W, por el lema de Schur no tan elegante tenemos
que dim¢c(Homg(V,W)) = 0, en el caso que V = W, digamos que dicho
isomorfismo de representaciones es realizado por ¢, proponemos el siguiente
homomorfismo de representaciones:

Homg(¢) : Homg(V, V) — Homg(V, W)
f=dof

el cual es un isomorfismo lineal, cuyo inverso esta dado por Homg(¢™t). O

Usando el teorema de Maschke y Weyl en conjunto con el lema de Schur,
tenemos el siguiente teorema de descomposicion:

Teorema C.0.9. Para cualquier representacion V de un grupo finito G exis-
te una descomposicion:

V:‘/i@alga@vk@ak

donde V; son representaciones irreducibles diferentes. Dicha descomposicion
es unica, como lo son las V;’s y sus multiplicidades a;’s.

En realidad la mayoria de los resultados previamente mencionados tam-
bien son verdaderos cambiando la hipotesis de finitud por compacidad, sin

embargo en vez de promediar con la suma finita, se promedia con la integral
de Haar.

Definicién C.0.10. Sea G un grupo abeliano, definimos el anillo de re-
presentaciones de G, R(G) como la construccion de Grothendieck aplicado
al semianillo que consiste de las clases de isomorfismo de representaciones
lineales complejas de G de dimension finita, con la suma directa y producto
tensorial.
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Definicién C.0.11. Definiremos el homomorfismo de aumentacion
€(G) : R(G) — Z como la funcion que manda una representacion a su
dimension. Al kernel del homomorfismo de aumentacion lo llamaremos el
ideal de aumentacion I(G) .

Ejemplo C.0.5. Sea G =Z, y p : Zn, — Autc(C) una representacién de
Z,,. Como p es un homomorfismo de grupos, tenemos

p(m)" = p(mn) = p(0) = Id

para todo m € Z,. Por lo que p(g) representa el automorfismo de multiplicar
por las raices n-ésimas de la unidad, es decir:

(pm(a))(z) = ¥ @™z con0<m<n-1ya€Z,

En el caso que p : Z,, — Autc(CY), como p es un homomorfismo de grupos
de un grupo abeliano, primeramente tenemos que p(0) = Id y para todo
€7, — p(14 ... +1) = p(1)™ v al igual t _por 1

m p(m) = p(1+...4+1) = p(1)™ y al igual que antes p(nm), por lo
que p esta determinado por p(1). Podemos pensar p(m) como un elemento
de GL(q,C) ya que al escojer una base podemos ver a p(1) como una matriz
A pero debemos tener cuidado con la eleccién de ésta.

Recordemos que hay una base de Jordan para la cual p(1) tiene su forma
canoénica de Jordan:

J 0 -+ 0 A 1 o --- 0
o 5 o0 o oan 1 0
e I 0 y o=\ . 0. 0

0 0 - Jy 0 0 0 - A

Primeramente A" = Id pero A" serfa diagonal por bloques con bloques (J;)",
por lo que los bloques deben ser la Id. Veamos que nos dice esto acerca de
las matrices Ji, sea N la matriz de Jordan con A = 0, entonces

pero la matriz N* es una matriz de 0’s y 1’s, los 1’s en (4, j) tal que i = j +k
(estan en la linea paralela a la diagonal k lugares separada), por lo que
S NN = Id sty solosi A* =1y N = 0. Entonces Jj, es de 1 x 1
y p(m) es diagonal en esta base. Por lo que acabamos de ver que si V' es
una representacion de Z,,, existe una base para la cual la acciéon de cualquier
elemento del grupo es diagonal, con las raices n-ésimas de la unidad en la
diagonal. Por lo que obtenemos una descomposicion:

pP=pLDp2D-Dpg
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donde p; corresponde a una n-ésima raiz de la unidad. Notemos que las
representaciones irreducibles de Z, son de la forma (p,,(a))(z) = e?™ma/nz,
Particularmente siguiendo esto tenemos que

Pm = p1® - @ pyy por ende pr @ P = Py
—_——
lo cual nos sugiere identificar a p(1) con z lo cual induce el isomorfismo
de anillos:

R(Z,) = Z[2]/(1 — 2™).

En el articulo [14], Segal describe la estructura del anillo de represen-
taciones de un grupo de Lie compacto, en el cual le atribuye el siguiente
resultado (Prop 3.2.)[14] a Atiyah:

Proposicion C.0.12. Si H es un subgrupo de GG, entonces el homomorfismo
inducido por la restriccion R(G) — R(H) le da una estructura a R(H) de
R(G)-mddulo finito.

Particularmente con esto obtiene el siguiente corolario:

Corolario C.0.13. Si G es un grupo compacto de Lie, entonces R(G) es un
anillo finitamente generado. Particularmente R(G) es Noetheriano.



Apéndice D

Complecién

En este capitulo introduciremos brevemente la maquinaria de la comple-
cion de un anillo conmutativo.

Definicién D.0.1. Sea R un anillo y A un R-mddulo, cualquier ideal propio
i define una topologia en R la cual se le llama topologia i-ddica (también
conocida como topologia de Krull) esta topologia queda definida consideran-
do como base local del 0 a {i"}nen (con la convencion de que i® = R) e
imponiendo que la suma es continua.

Esta ultima condicién es para que los conjuntos {r +i"} formen un base
para los abiertos. El anillo R con la topologia i-adica se vuelve un anillo
topolégico (un anillo topoldgico es un anillo con una topologia en las que el
producto y la multiplicacién son continuos).

Definicién D.0.2. Sean (x,)nen una sucesion de elementos de un anillo to-
poldgico R, decimos que la sucesion es de Cauchy si para cualquier vecindad
U de 0, existe un entero positivo s(U) tal que para todo N,y > s(U) tenemos

Ty —xy € U.

Si para cualquier vecindad de 0 digamos V' eziste un natural s(V') tal que n >
s(V') entonces x, € V, diremos que x,, — 0. En el caso que dos sucesiones
de Cauchy (Tn)nen, (Yn)nen cumplan

Ty — Y — 0

diremos que son equivalentes.

Una manera equivalente y conveniente de esta definicion en el caso de que
el anillo topologico tiene la topologia i-adica es la de una sucesion coherente.

Definicién D.0.3. Consideremos la filtracion de nuestro anillo R donde i
es un ideal de R:

R=">i>---{" i

junto con los morfismos dados por la proyeccion 0,1 : R/i""t — R/i".
Decimos que una sucesion de elementos (x,) € [[(R/i") es coherente si
0(xp11) = x, para todo n.
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En realidad lo que ocurrié anteriormente es el caso de un sistema inverso.
Al anillo que forman las sucesiones coherentes es lo que se le conoce como el
limite inverso (o solo limite).

Teorema D.0.4. Son equivalentes todas las siguientes maneras de definir la
complecion i-ddica R de un anillo R:

1. R es el anillo formado por las sucesiones de Cauchy del anillo to-
polégico R con la topologia i-ddica.

2. R es el anillo formado por las sucesiones coherentes bajo la filtracion
descrita anteriormente, en particular tenemos que R es

hm R/" = {(z,) € H(R/l")) | z; = x, modi" con j > n} = ker(d)
en el que d : [[R/i" — [[ R/i" con d(z,) = (xy, — Opns1(Tni1)) ¥ R
tiene la topologia del limite inverso.

Este teorema es facil de verificar ya que basta ver que toda sucesién de
Cauchy i/r\lduce una sucesion coherente y viceversa, mientras que la presenta-
cién de R como subconjunto del producto se debe a la forma de los limites
inversos en la categoria de anillos. Sea (z,) una sucesién de Cauchy en R con
la topologia i-adica, entonces para todo n € N existe un natural s(n) tal que
si s(n) < A, u entonces

Ty —x, €i"
notemos que esto implica que la imagen de esta sucesién en R/i" es eventual-
mente constante, digamos &,, méds atin bajo 6, : R/i"™ — R/i" tenemos
que &,.1 — &, por lo tenemos una sucesién coherente inducida. Si tenemos
una sucesion coherente &,, para cada n hay una x, tal que x, +i" = &,,
aplicando 6,1 tenemos:

Ty + i" = gn - 0n+1(§n+1) - en—f—l(xn—i—l + in+1) = Tn+1 + i"
Por lo que z,1 — x,, € i" y por ende la sucesién (z,) es de Cauchy.
Tambien como es de esperarse la compleciéon de un anillo topolégico es un
anillo topolégico completo [39].



Apéndice E

Soportes

Empezaremos esta seccion del apéndice introduciendo el espectro de un
anillo para luego definir el soporte segin Segal [14] cuyo concepto empata-
remos con el de B.0.3.

Definicién E.0.1. Sea A un anillo, el espectro del anillo A es el conjunto
de ideales primos

Spec(A) = {p | p es un ideal primo de A}

al cual le dotaremos de una topologia (conocida como la topologia de Za-
riski), de la siguiente manera: sea E C A, definimos

V(E)={p| p esideal primo y E C p}

entonces se cumplen:

1. Si a es el ideal generado por E entonces V(E) = V(a) = V(r(a))
donde r(a) = {z € A| 2™ € a para algin n € N— {0}}
(r(a) tiene una estructura de ideal ya que r(a) = ¢~ (Rasa) y
MRy ={z € A|2" =0 para algin n > 0} es el nilradical de A).

2. V(0) = Spec(A) y V(1) = 0.

3. Si (Ei)iel entonces V(UzEIEz) = ﬂ,e]V(EZ)

4. Sia,b son ideales de A, tenemos V(aNb) =V (ab) =V (a) UV (b).
Porlo que V(E) cumplen los axiomas de los conjuntos cerrados para espacios
topoldgicos, la topologia que definen estos conjuntos cerrados es la topologia
buscada.

Antes de entrar en la definiciéon del soporte, observemos que los funtores
que inducen tomar espectro de anillos y tomar anillo de representaciones
son funtores contravariantes. En el caso del primer funtor, si tenemos un
homomorfismo de anillos f : R — S, este induce

Spec(f) : Spec(S) — Spec(R)
s fls
En el segundo caso, si tenemos r : H — G el homomorfismo de restriccion,
este induce primeramente un homomorfismo de semigrupos entre las clases de

isomorfismo de representaciones lineales complejas de dimensién finita de G'y
las clases de isomorfismo de representaciones lineales complejas de dimension
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finita de H, mandando la clase de isomorfismo de una representacion lineal
V en la clase de isomorfismo de esa misma representacion lineal V' pero
olvidandose de la accién de G y dejando la de H. Esto baja al nivel de los
anillos de representaciones de G 'y H debido a la propiedad universal de la

construccién de Grothendieck, por lo que obtenemos r$ : R(G) — R(H).

Definicién E.0.2. Sea H un subgrupo de G, primeramente podemos con-
siderar el homomorfismo de restriccion r : H — G, luego consideremos el
homomorfismo entre los anillos de representaciones inducido por la restric-
cion &4 : R(G) — R(H). Despues consideremos los espectros de anillos
Spec R(G) y Spec R(H) y la funcion entre espectros inducida por el ho-
momorfismo entre anillos de representaciones inducido por la restriccion
Spec(r&) : Spec R(H) — Spec (R(G)). Por ltimo, fijemos p un ideal de
Spec R(G) y examinemos el conjunto

{H | H es un subgrupo de G y 3y € Spec(R(H)) tal que Spec(r$)(h) = p}

Este conjunto tiene elementos minimos como el conjunto de subgrupos de G
esta bien fundado; el soporte de p es cualquiera de estos elementos minimos.

Segal en su articulo [14] también prueba la siguiente proposicién [14,
Proposicién 3.7.] de la cual solo nos interesaran los incisos i y iv:

Proposicion E.0.3.

i) Cada ideal primo p de R(G) tiene soporte S el cual es un subgrupo
ciclico de G salvo conjugacion en G. Los ideales primos de R(S) cuya
imagen (bajo Spec(r§)) son permutados transitivamente por el grupo
N(S)/Z(S).

w) Si H es un subgrupo de G, las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:
1. p proviene de R(H).
2. p contiene a ker(Spec(r$)).
3. el modulo localizado R(H), es no cero.
4. el soporte de p es conjugado a un subgrupo de H.

El cual justifica la notacion de soporte introducida en el anexo de locali-
zacion. Por ultimo enunciaremos un resultado derivado de las proposiciones
3.5y 3.7 de [14] el cual esencialmente nos dice que en el caso que un ideal
primo de R(G) proviene de R(H ), entonces su soporte es un subgrupo de H.

Proposicién E.0.4 (3.5 [2]). Si S C H es el soporte de un ideal primo
q C R(H), entonces S es el soporte de (r$)~1(q) C R(G).



Apéndice F

Pro-objetos

Como nuestra teoria de cohomologia, la K-teoria, no se comporta bien en
complejos infinitos, se desarrollard un analisis de los grupos de cohomologia
de subcomplejos finitos, lo cual nos lleva al concepto de teoria de cohomologia
valuada en progrupos.

En esta seccién del apéndice expondremos resultados béasicos de progrupos,
expuestos en Grothendieck [27] y en el apéndice de Artin, Mazur [24]. Otras
fuentes usadas son [29] y [30]. Algunos detalles de lo que expondremos se
discuten en el capitulo V Limites del libro de Mac Lane [26] y en la seccién
de 3.4. The representable nature of limits and colimits de [28].

Sea C una categoria localmente pequena, es decir una categoria en la que para
cualquier par de objetos A, B, su hom es un conjunto home(A, B); podemos
considerar &4 y X g los funtores:

&4 =home(A,—):C — Sety &g = home(—,B) : C — Set
X ——— hom¢(A, X) X ——— home(X, B)
f [fo— g% |—09

Y ——— home(A,Y) Y +———— home(Y, B)

Definicién F.0.1. Diremos que un funtor covariante de una categoria local-
mente pequena C, F': C — Set es representable si existe un objeto ¢ € C
para el cual hay un isomorfismo natural entre F y £¢. Dualmente tenemos
la nocién de un funtor contravariante co-representable con X .

El lema de Yoneda nos dice:

Teorema F.0.2 (Lema de Yoneda). [28, 2.2.4.]
Para todo funtor F : C — Set donde C es una categoria localmente pequena
y ¢ € C, hay una biyeccion natural en ¢ y F entre

homsae (£, F) = F(c)

, -, A
que le asocia a una transformacion natural o : & = F el elemento a.(Id¢).
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Recordemos que si C, D son categorias, podemos considerar la categoria D¢
(tambien denotada por Fun(C,D)) de funtores de C en D cuyos objetos son
los funtores de C en D y cuyos morfismos son las transformaciones naturales
entre ellos.

Sea C una categoria localmente pequena, consideremos el bifuntor

home(—,—) : C% x C — Set.

(X,Y) —— home(X,Y) ¥ h v
f"’ﬂ% ‘go—Of f| g
(W, Z) —— home(W, Z) W 7

este tiene dos encarnaciones, la primera es considerar para cada objeto X en
C, el funtor contravariante de C en la categoria de conjuntos & x € Set®” y
se obtiene el funtor

X_:C— Set™”
X — Ly
Analogamente podemos considerar para cada objeto X en C, el funtor cova-
riante de C? en la categoria de conjuntos £ e Set¢ y obtener
X C%P — Set®
X &
el encaje de Yoneda nos dice:

Corolario F.0.3. [28, 2.2.8]
Los funtores:

C i_—> Set¢” y Cop 2 SetC
A home(—,A) = &4 B home(B,—) = £°

son encajes fieles y plenos.

Aplicando el Lema de Yoneda a X x con el objeto Y obtenemos el siguiente
corolario.

Corolario F.0.4. La funcién inducida de home(X,Y) a homgeeor (K x, Ky)
es una biyeccion.

Notemos que cualquier objeto en Set®” que sea isomorfo a uno de la forma
X x queda unicamente determinado por X salvo isomorfismo por el lema de
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Yoneda. Por tltimo observemos que & _ es una equivalencia de categorias
entre C y la subcategorfa plena de funtores representables de Set®”).

Proposicién F.0.5. [26, V.4. Teorema 1]
Sea I un categoria pequena y F : I — C un funtor tal que el limite 1£1F

existe. Entonces & _ : C' — Set®” preserva limites y mas aun J:_(@ F) es
canonicamente isomorfo a 1&1 K_oF.

Dualizando tenemos una version dual andloga de la proposicién anterior,

la cual nos dice que & : C% — Set® preserva colimites (y que de hecho hay
un isomorfismo candnico).
Ahora introduciremos el concepto de las categorias filtradas, las cuales son
una generalizaciéon de los conjuntos dirigidos. Si bien la propiedad 1. es un
analogo categérico de la existencia de la cota superior, la condicién 2 es un
nuevo requerimiento que en realidad ya satisfacen los conjuntos dirigidos ya
que no hay morfismos paralelos.

Definicién F.0.6. Decimos que una categoria C es filtrada si C es no vacia
y se cumple:

1. Para cualquier par de objetos j,j' de la categoria C existe un objeto
k de C y morfismos j — k, j' = k .

2. Para cualesquiera morfismos paralelos u,v : 1 — j de C tenemos que
existe un objeto k de C y un morfismo w : j — k tales que el siguiente
diagrama conmuta (i.e.wu = wov)

Dualmente decimos que C es una categoria cofiltrada si C? es filtrada.

Definicion F.0.7. Un colimite de un funtor F' : C — B donde C es una
categoria filtrada se dice que es un colimite filtrado. Dualmente definimos

el limate filtrado como el limite de un funtor definido en una categoria
cofiltrada.

Por un diagrama de forma J en C entenderemos un funtor F' : 7 — C.
En este caso decimos que la categoria J es la categoria indice.

Definicién F.0.8. Denotemos X = (X;);es a un funtor J — C donde J
es una categoria cofiltrada. A dichos diagramas los llamaremos sistemas
proyectivos (o sistemas inversos). Notemos que a un sistema proyectivo
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X = (Xj)jeq le corresponde el funtor covariante X% ¢ = Set tomando
&7 =lim &7
J

es decir, de manera mas explicita

EH(Y) =lig £™(V) = limg home (X, Y)

A un funtor que sea isomorfo a uno de esta manera con J filtrada, le llama-
remos pro-representable.

Estos son los funtores de C en Set que son isomorfos a limites filtrados
de funtores representables.

Definicién F.0.9. Sea C una categoria, definimos la categoria de pro-
objetos de C , Pro-C, como la categoria cuyos objetos son sistemas proyec-
tivos y cuyos morfismos estan dados por:

homproc(X,Y) = @hghomc(Xi Y;) con X = (Xi)ier, Y = (Y))jes-
joi
La motivacién de la definicién anterior se debe a que tenemos una biyec-
cién candnica

homgee (&Y, &%) = lim lim home (X;, ;)
J i

Para ver esta biyeccién consideremos la siguiente proposicion:

Proposicion F.0.10. Sea I una categoria pequena y F' : I — C un diagrama
con forma I en C. Entonces para todo X € C hay una biyeccion candnica entre

homs.e (&7 lim & o F) 2 lim home (F(—), X)

DEMOSTRACION.

Como los limites y colimites se calculan puntualmente tenemos que para todo
Y ecC:

(g &~ o F)(Y) = ling home(F(~),Y)
Por lo que tenemos ’ Z
homsee( & Jim & o F) = lim home (F(—), X)
¢ ox(Idx)

En el caso de tener ¢x (Idy), podemos determinar la transformacién natural

o€ homSBtc(J:X,li_mi & o F) ya que si consideramos f : X — Y, tenemos
que el cuadrado que representa la naturalidad conmuta
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home(X, X) =2 homgye (F(=), X)

/| |»

home(X,Y) 0 homgee (F(—=),Y)

Y

y su conmutatividad: ¢y (f) = fox(Idx) . O
Por lo que entonces tenemos

homsere (&7, £7) = lim homgyre (&7, &) 2 lim lim hom (X, Y;)
J Jj o

Un funtor F': C — C" induce un funtor Pro F' : Pro-C — Pro-C’' de la
manera obvia: si tenemos un pro-objeto de C digamos X : I°? — C' entonces
pro F(X) lo definimos por F' o X.

En si los objetos de C se pueden pensar como pro-objetos si la categoria
indice es la categoria de un punto y asi tenemos que C es equivalente a una
subcategoria completa de Pro-C.

Es importante notar que en general el limite proyectivo @Xi en C de
un sistema proyectivo X = (X;);er no tiene porque ser isomorfo a su limite
proyectivo X en C y que los pro-objetos contienen mas informacion que el
lgni X, incluso si estos existen en C, un ejemplo esto es el siguiente:

Ejemplo F.0.1. Consideremos el diagrama indexado por los naturales en
Set:

NENEN -

El limite es vacio pero hay muchos morfismos en Pro-Set que tienen a este
diagrama como dominio y codominio, esto se puede ver con ayuda de [35,
2.1.2] y como bien se menciona inmediatamente despues [35, 2.1.3] :

La relacién entre un pro-objeto y su limite inverso es andloga a la relacién
entre el germen de una funcién en un punto y su valor (en ese punto).
(The relationship between the pro-object and it’s inverse limit is analogous
to the relationship between the germ of a function at a point and its value
(at that point)).

Proposicién F.0.11. [24, A.4, Proposicién 4.4]
Para cualquier categoria C, Pro-C es cerrada bajo limites filtrados.
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Proposicién F.0.12. [24, A.4, Proposicién 4.5]
Sea A una categoria aditiva (abeliana). Entonces Pro-C también es aditiva
(abeliana).

Definicién F.0.13. [3, p.10] Consideremos una sucesion de pro-homomorfismos
cuya composicion es el pro-homomorfismo cero

xLysz
Por definicion

f € homproc(X, V) = limlin home(X,, ;) con X = (Xiier, ¥ = (V) jes.
7 7

es un sistema de elementos compatibles
fj € li_n}homc(Xi, Y;)
iel

y cada f; es la clase de equivalencia de un representante f;; € home(X;,Y;).

Diremos que la sucesion es pro-exacta en Y si para cada representante
fas .
X, == hay un diagrama:

X, L2y, B g

en el que m es un morfismo de Y, g5 es un representante de algin gs de g y

m(ker(gs)) C im(fap)-
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