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Resumen

En este trabajo se estudia la transicion de fase del modelo de percolacion explosiva
utilizando redes aleatorias. El modelo se encarga de capturar las caracteristicas méas im-
portantes de una red que atraviesa por un cambio repentino en la conectividad. El rasgo
representativo del modelo es la adicién de un mecanismo de seleccion de enlaces que evita
el crecimiento de componentes de gran tamano, lo cual genera un retraso en el surgi-
miento de conectividad a gran escala dentro del sistema. Este cambio es tan abrupto que
se presenté como discontinuo en su articulo fundacional. Sin embargo, aqui se analiza
detalladamente el parametro de orden mediante un enfoque numérico y se confirma un
resultado matematicamente exacto que muestra que es continuo. Ademads, a través de
distintas técnicas de escalamiento se caracteriza el comportamiento de los observables de
interés en las cercanias del punto critico. Esto produce una buena aproximacién del um-
bral de percolacién al igual que un conjunto de exponentes criticos. Aunque el caracter
inusual del modelo ocasiona una discrepancia entre los valores obtenidos por cada técnica,
existen ciertas propiedades que trascienden maés alla del método utilizado. En particular,
las relaciones de escalamiento correspondientes se cumplen en buena forma. También, a
diferencia de la percolacién clasica, se encuentra que el parametro de orden muestra una
distribucion bimodal en el punto critico y que existe un cambio de decaimiento en las
distribuciones de tamanos pre- y postcriticas. De manera que una sencilla modificacion
al modelo de percolacion clésica produce toda una nueva clase de universalidad y una
variedad de peculiaridades que pueden tener un impacto beneficioso en redes reales, tal
como retrasar la aparicién de grandes redes de contacto entre individuos en una epidemia.
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Capitulo 1

Introduccion

Las relaciones y el funcionamiento de varios aspectos de la sociedad moderna han
resultado tener una buena descripcion a través del uso de redes complejas. El incremento
repentino en el nimero de publicaciones sobre este tema acentud su alcance en distintas
disciplinas del conocimiento cientifico en los tltimos 20 anos. Esto evidencio la existencia
de una gran variedad de fendmenos que se pueden representar e interpretar con base en
el estudio de redes. De modo que su aplicabilidad abarca las dreas de sociologia [WF94;
Sco88], ecologia [PD06], biologia [New(2], transporte y comunicacién [FFF99], entre otras.
Ademas, el concepto de red se ha popularizado en buena parte de la poblacion mundial
debido al avance tecnoldgico de la conectividad en redes sociales y el internet [PV04].

El mundo esta inmerso en este tipo de redes y su aparicién ocurre a diferentes escalas.
Basta con identificar un conjunto de seres vivos u objetos (nodos) que se relacionan de
alguna manera entre si (conexiones mediante enlaces). Algunos ejemplos de redes comunes
incluyen el internet (computadoras conectadas a través de cables que envian y reciben
datos), las aplicaciones digitales como Facebook o Twitter (cuentas personales unidas con
ligas bidireccionales de amistad o unidireccionales de seguimiento), las cadenas alimenti-
cias en un ecosistema (especies vinculadas por sus relaciones depredador-presa) y la red de
transporte publico en una determinada ciudad (estaciones o paradas y las rutas utilizadas
para ir de unas a otras).

Aunque el estudio de redes en algunos sistemas como los descritos anteriormente es
reciente, estas han sido analizadas durante mucho tiempo en una rama de las matemaéticas
conocida como teoria de grafos [Newl8|. Sin embargo, ya que no se tenia la facilidad
de almacenamiento y acceso a la informacién con que se cuenta actualmente, existian
muchos sistemas cuyo manejo excedia el poder de procesamiento de la tecnologia de la
época. Por este motivo, el estudio de redes asociadas a sistemas donde la complejidad
era enorme parecia tener un mejor entendimiento mediante el método probabilistico. Asi,
las conexiones entre nodos eran tomadas al azar y esto dio lugar al surgimiento de las
llamadas redes aleatorias.

En la década de 1950 se presentaron varios modelos relacionados con esta idea, aunque
tal vez el mas usado sea el que se desarrollé por los matematicos hingaros Paul Erdos



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

y Alfred Rényi (abreviado como ER) [ER59; ER60]. La formulacién del modelo ER uti-
lizada aqui considera una colecciéon de N nodos con exactamente m enlaces escogidos
uniformemente al azar entre los (]2V ) enlaces posibles para ocupar el grafo, denotado como
G(N,m). A partir del trabajo fundacional de Erdés y Rényi, el estudio de redes aleatorias
comenzo a recibir atencion fuera del campo de las matematicas.

Maés adelante, con el desarrollo del internet y la red informética mundial (WWW, por
sus siglas en inglés) se pudo manejar informacién a gran escala por primera vez y nos
enteramos que muchas de las redes que se manejaban no encuentran una descripcion
adecuada mediante el modelo ER. Este suceso propicié el establecimiento de dos nuevos
tipos de redes: las redes de mundo pequeno en 1998 por los investigadores Duncan Watts
y Steven Strogatz [WS98], y las redes libres de escala por Albert-Lészlo Barabdsi en 1999
[BA99.

La caracteristica principal de estas redes es que la topologia implicada es mas compleja
que la mostrada por las redes de tipo ER, la cual cuenta con una distribucion poissoniana
para sus conexiones. No obstante, la importancia del modelo ER se manifiesta en varios
casos como punto de partida para el analisis de redes, debido al amplio conocimiento que
se ha acumulado al respecto. Ademas, la obtencion de propiedades mediante soluciones
exactas es de gran utilidad para conectar con sistemas en los que esto no es posible.

Gran parte de los modelos que describen a estos sistemas comparten un mecanismo
de agregacién en el que la evolucion de elementos microscopicos produce la formacion de
agregados a una escala comparable con la del sistema mismo. En ese sentido, el estudio de
esta coleccién de redes tiene una de sus bases en la teoria de percolacién [SA92; Sah94].
Este formalismo se encarga de caracterizar la transicién que ocurre entre un estado de
red con poca o nula conexién y uno donde la red estd completamente conectada.

El modelo de percolacién se ha utilizado para representar sistemas como medios po-
rosos [Cha-+82], fendmenos sociales [Sol+00], incendios forestales [DS92] y conductividad
en redes de resistores [Kir73]. El modelo clésico se refiere a la evolucién de una red con
N nodos desconectados mediante la adicién de enlaces al azar. En este caso cada posible
enlace tiene la misma probabilidad de ser anadido, la cual es 1/N. Ya que se trata de
un modelo probabilistico y existe un cambio notorio en la conectividad, se aborda esta
propiedad desde el marco de las transiciones de fase en fisica estadistica. Por su impor-
tancia, este modelo ha sido estudiado a fondo y se ha demostrado que tiene una transicion
continua o de segundo orden.

En consecuencia, una propiedad fundamental utilizada para describir el comportamien-
to de una red y considerar las funciones que puede soportar es la conectividad. Aunque
existen redes, como el internet, donde probablemente se busca asegurar una buena co-
nexion entre los componentes, hay algunas otras donde se desea anular o retrasar la
conectividad, por ejemplo, entre individuos en una epidemia.

En 2009, Achlioptas y sus colegas conjeturaron que al hacer unas sencillas modificacio-
nes en el modelo cldsico se obtiene una transicién discontinua [ADS09]. A esta transicién
se le llamé percolacion explosiva porque aparenta llevar a un cambio abrupto en la conec-
tividad. El nuevo modelo se basa en que, en lugar de agregar simplemente un enlace a la
red cada vez, se eligen dos 0 més (mientras sea una cantidad finita de enlaces) aleatoria-
mente y se agrega solo uno de los enlaces de acuerdo a alguna regla. Por ejemplo, una de

6



las reglas mas utilizadas consiste en que el enlace anadido minimice el producto entre los
tamanos de los agregados que une.

De este modo, la regla de seleccion de enlaces empleada produce un retraso en la
aparicion de conectividad a gran escala dentro del sistema. Esto conlleva a un cambio
repentino que se asoci6 inicialmente a una transicion de primer orden.

En los primeros anos después de la publicacién del articulo fundacional de percolacion
explosiva se buscé establecer el orden de su transicién de fase [TS10; Cos+10; HV11;
Gra+11; RW11; LKP11]. La declaracién inicial de discontinuidad en el parametro de
orden atrajo gran cantidad de atencion hacia su estudio. No obstante, la solucién a este
problema tardé un par de anos en llegar debido a la inusualidad del modelo y a que
el enfoque numérico con que se abordaba no era concluyente. Fue hasta 2011 que se
demostro rigurosamente que estas sencillas modificaciones (o procesos de Achlioptas, como
se les llamo) llevan a una transicién continua [RW11]. Aun asi, el anuncio de este modelo
represento el surgimiento de toda una nueva clase de universalidad.

Al mismo tiempo, la investigacion sobre percolacién explosiva se dedico a resolver otro
tipo de aspectos que rodean al modelo. Naturalmente, al asegurar que atraviesa por una
transicién continua se buscé determinar con precisién el valor del punto critico y de los
exponentes que la caracterizan [RF10; LKP11; Fan+12; Cos+14a; Cos+14b]. Se optd
también por generar las propiedades descritas para modelos similares y diferentes tipos
de reglas de seleccién de enlaces [AH10; Mor+10; BKA11; MC11; CD11; NTG12]. De
igual manera, se aplicaron estas reglas para redes con distintas estructuras o de topo-
logia més compleja, como las redes libres de escala mencionadas anteriormente [Cho+09;
RF09; Zif09; Zif10]. Ademés se utilizaron otro tipo de enfoques, como la agregacién de
componentes a través de ecuaciones cinéticas [DM10; BK16]. Finalmente, se ha buscado
asociar este comportamiento explosivo con redes que existen en la vida real [Pan+11].

El comportamiento abrupto pero continuo, el retraso en el surgimiento de conectividad
macroscopica y la “competencia” entre enlaces dentro del sistema son algunas de las
caracteristicas mas relevantes que muestra este modelo. El hecho de poder controlar el
momento en el que se da la transicion es algo que vale la pena investigar en sistemas con
componentes que se relacionan de forma compleja. De esta forma se realza el interés por
explicar el mecanismo que subyace a la transiciéon. En el mismo sentido, se han llevado a
cabo una variedad de estudios al respecto, pero existen muchos detalles sobre este tema
que permanecen intactos o a los cuales se les ha dado poca atencion.

Asi pues, uniendo las partes que se describieron aqui, el objetivo principal de este
trabajo consiste en caracterizar la transicion de fase del modelo de percolacion explosiva
en redes aleatorias mediante métodos de escalamiento distintos. Para esto, el contenido se
divide en cinco capitulos y un apéndice. Después de la presente introduccion, en el Capitulo
2 se desarrollaran varios conceptos de importancia que corresponden a la base teorica
del problema y que también serviran para interpretar los resultados. Aqui se abordaran
ideas sobre teoria de grafos, transiciones de fase, ecuaciones cinéticas de agregaciéon y
escalamiento de tamano finito. Ademads, se explicaran todos los pormenores relacionados
con el modelo explosivo, destacando las diferencias con el caso clésico.

En el Capitulo 3 se expondran a detalle la mayor parte de los resultados obtenidos
mediante simulaciones numéricas. Primero se busca corroborar la naturaleza continua de



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

la transicién de fase. El método utilizado para esto se introdujo con el surgimiento del
modelo explosivo y en este trabajo se buscara profundizar en él. Después se describen las
técnicas de escalamiento que se aplicaran sobre los datos de los observables mas impor-
tantes. A partir del uso de estas técnicas se obtienen los pardametros que caracterizan al
sistema cuando atraviesa por la transicion, tales como el umbral de percolacién y los expo-
nentes criticos. Finalmente, se generan las relaciones de escalamiento correspondientes y
se explica de qué manera se cumplen (si lo hacen) con base en los exponentes encontrados.

En el Capitulo 4 se abordaran los resultados conseguidos mediante un método de escala-
miento alternativo. Este se basa en una forma distinta de promediar los observables y por
eso se separa de las técnicas del capitulo anterior. Sin embargo, el proceso para encontrar
los parametros criticos es similar en ciertos aspectos. Ya que este método genera valores
con una precision superior, el propdésito final es buscar un vinculo entre los resultados que
sea independiente de la forma de promediar sobre las distintas realizaciones.

Por tltimo, en el Capitulo 5 se agregan las conclusiones formuladas a través de la in-
terpretacién de los resultados. De modo que se deducen las caracteristicas del modelo de
percolacién explosiva y se compara la trascendencia de cada método de escalamiento em-
pleado. Asimismo, se incluye un panorama futuro con ideas interesantes que no alcanzaron
a formar parte del esquema de este trabajo.

Adicionalmente, en el Apéndice A se incluye informacion sobre algunos detalles que
rodean al modelo. Este va orientado a explicar el significado de los simbolos que se utilizan
durante el trabajo y esquematizarlos para facilitar su entendimiento. También se especifica
la notacién empleada para representar los resultados de los Capitulo 3 y 4.



Capitulo 2

Conceptos generales y descripcion
del modelo

En este capitulo se abordaran las nociones tedricas necesarias para estudiar el modelo
de percolacion explosiva. En este sentido se desarrollaran los conceptos béasicos de la
estructura de grafos con orientacion hacia las redes aleatorias. Luego se introducira el tema
de transiciones de fase de fisica estadistica y se manejaran las herramientas necesarias para
aplicar este conocimiento en el estudio de redes. Esto nos permitira conectar directamente
con el tema de percolacion clasica en redes aleatorias. Después se hablara sobre este modelo
desde el enfoque de la agregacién de componentes, donde se utilizan ecuaciones cinéticas
para representar la evolucién de las partes que conforman el sistema. De igual forma,
se expondran las ideas del escalamiento de tamano finito para fundamentar el analisis
de resultados que se abordaran en extenso el siguiente capitulo. Finalmente, se llevara
a cabo la descripcién del modelo de percolacién explosiva en funcién de varios de los
conceptos desarrollados aqui. Ademés se dard una breve introduccion a los observables y
las caracteristicas mas importantes que se tomardn en cuenta para su estudio.

2.1. Teoria de grafos

En esta seccion se introducen las herramientas basicas para describir y analizar redes, en
especial las propiedades relacionadas con redes aleatorias. Originalmente varios de estos
instrumentos de estudio se extraen de la teoria de grafos, una rama de las matemaéticas
que aborda sistemas con estructura de red.

Existe una sutil diferencia entre redes y grafos. Las redes normalmente se toman como
los sistemas reales de este tipo y los grafos se refieren a la representacion matematica
utilizada para describirlos. No obstante, a lo largo del trabajo se utilizaran las nociones
de red y grafo de forma intercambiable.

Las redes o grafos son una coleccién de elementos en un determinado sistema y las
interacciones directas entre ellos. Los primeros reciben el nombre de nodos y los segundos

9
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Nodo ! ‘k V

Enlace

Figura 2.1: Representacion de los nodos, enlaces y la divisiéon por componentes en una
red [New18].

se llaman enlaces. Estos representan los constituyentes basicos de un grafo. También suelen
recibir otros nombres dependiendo del area que se trate, tal como vértices o sitios para
los nodos y vinculos o conexiones para los enlaces. En este trabajo se utilizara la letra N
para denotar el niimero total de nodos o tamano de la red y m serd el ntimero de enlaces
anadidos. Mas adelante se vera que m esta relacionado con la adicion sucesiva de enlaces,
lo cual se asociard con un mecanismo de evolucion en la red.

Existen distintas maneras de representar las interacciones entre los elementos de un
sistema, lo cual define en gran medida el tipo de grafo y la forma en que se estudiard. En
ese sentido, las redes que se abordaran aqui son redes simples, ya que sus enlaces no tienen
una direccién preferente y no se tomara en cuenta la intensidad con la que ocurren las
interacciones. Adicionalmente, estas redes no permiten multiples enlaces entre un mismo
par de nodos o enlaces de un nodo consigo mismo. De modo que la tnica caracteristica
importante a representar es la existencia de interaccién entre elementos o su ausencia.

Otro concepto importante que serd utilizado en multiples ocasiones es el de componente.
Un componente es un subconjunto de nodos en una red tal que existe al menos una serie
de enlaces que une cualquier elemento con otro. Asi que, segun esta definicién, no existe
camino que conecte nodos pertenecientes a componentes distintos y cada nodo forma
parte de exactamente un componente.

El tamano de un componente esta dado por el nimero de nodos que contiene y sera
representado como Sg, donde el niimero entero R corresponde al rango del componente.
Por ejemplo, el tamano del componente mas grande en la red serd S;. También se deduce
que un nodo desconectado puede ser visto como un componente de tamano 1.

En el siguiente capitulo se utilizaran varios métodos para analizar los componentes que
forman parte de la red. En particular se manejaran las distribuciones de sus tamanos.
Con esto se podran divisar algunas propiedades generales y su comportamiento con base
en el numero de enlaces existentes en el sistema.

Para poder estudiar este tipo de propiedades generales en una red real, un buen primer
paso es analizar su funcionamiento a través de un modelo. Anteriormente se mencionaron
algunos de los més comunes, los cuales utilizan redes libres de escala, redes de mundo
pequeno o redes aleatorias. La diferencia entre éstas es la distribucion de conexiones que
tiene cada nodo en la red o distribucion de grado. En este trabajo se emplearan redes
aleatorias, las cuales son caracterizadas por tener una distribucién de grado poissoniana.

Existen al menos dos definiciones de red aleatoria. En el modelo G(N,m), estudiado
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2.2. TRANSICIONES DE FASE 11

por Erdds y Rényi en 1959, se establece una red aleatoria como un conjunto de N nodos
conectados por m enlaces aleatoriamente colocados. En cambio, en el modelo G(N,p)
estudiado por Gilbert en el mismo ano, se tienen N nodos en el grafo y cada par es
conectado con una probabilidad p. Por lo tanto, con la primera definicién lo que se fija
en el sistema son los enlaces anadidos y en la segunda la probabilidad de aparicién de
enlaces. Aqui se tomara el modelo G(N,m) en el que se eligen m enlaces uniformemente
al azar entre los (];[ ) posibles para ocupar el grafo.

Los conceptos de nodo, enlace y componente, asi como el modelo ER de redes alea-
torias, son los principales instrumentos que se utilizan para discutir el problema. En la
siguiente seccion se tomaran estos elementos para definir la evolucién de la red y analizar
la transicién que presenta la conectividad. Los conceptos y desarrollo de la informacion
que se presentan aqui para la teoria de grafos se pueden revisar en [New18]. También se
sugiere ir a esta fuente para obtener informaciéon més detallada y completa.

2.2. Transiciones de fase

En fisica estadistica, la fase de un sistema termodindamico es un estado descrito por
propiedades fisicas uniformes. Una transicién de fase se refiere al cambio de estas propie-
dades debido a la modificacién sobre una condicién externa al sistema. De manera que
para cierto valor umbral de esta caracteristica externa se manifiesta un cambio notable en
las propiedades. Dependiendo de la naturaleza de la transicion, estos cambios se pueden
clasificar en dos tipos: discontinuos o de primer orden y continuos o de segundo orden. La
diferencia esta en el comportamiento que presentan estas propiedades al atravesar dicho
umbral.

Para entender mejor las transiciones de fase y sus tipos sera necesario definir dos con-
ceptos clave. El primero es el parametro de orden, una propiedad del sistema que cambia
repentinamente al cruzar por la transicion. Normalmente es una caracteristica que pasa
de ser nula en un lado de la transicion a ser diferente de cero en otro. En cambio, el
parametro de control es la variable externa cuyo cambio genera la transicion. En sistemas
termodinamicos, este parametro suele ser la temperatura.

La relacion que existe entre los dos parametros descritos conlleva a la creacién de un
diagrama de fase, donde el parametro de orden es la variable dependiente y el pardametro
de control es la independiente. En transiciones de fase de primer orden el cambio que
presenta esta funcion al atravesar el umbral es discontinuo. Por otro lado, para transi-
ciones de segundo orden este cambio es continuo. Conocer el orden de la transicién es
importante para llevar a cabo el estudio de las propiedades del sistema, ya que cada tipo
tiene caracteristicas bien definidas.

Las transiciones discontinuas presentan propiedades como la coexistencia de fases y
senales de histéresis. Ejemplo de este tipo de cambios son las transiciones entre estados de
liquido-gas. En este caso, el cambio discontinuo se presenta en la diferencia de densidades.
Las transiciones continuas se caracterizan por una longitud de correlacién infinita y un
comportamiento critico en las cercanias del umbral. Un ejemplo de sistema que presenta
transicién de segundo orden es el modelo ferromagnético, donde el parametro de orden es

11



12 CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES Y DESCRIPCION DEL MODELO

el magnetismo y la temperatura funge como parametro de control.

Aunque el pardmetro de orden define en gran medida el surgimiento de la transicion de
fase, existen otras propiedades que presentan un comportamiento caracteristico alrededor
del punto critico. El punto critico se refiere a la interseccién entre dos o mas fases en tran-
siciones continuas. Un ejemplo de estas propiedades es la compresibilidad isotérmica en las
fases liquido-gas y la susceptibilidad magnética en las fases ferromagnética-paramagnética.
Estas cantidades muestran una divergencia en el punto critico.

La divergencia de funciones como las mencionadas esta estrechamente relacionada con
la existencia de fluctuaciones microscépicas que presentan correlaciones de largo alcance.
En ese sentido, se introduce una funcién que cuantifica la intensidad de estas correlacio-
nes. Dicha funcién posee una longitud caracteristica o longitud de correlacion . Cuando
se esta lejos del punto critico ésta longitud es mucho menor que el tamano del sistema.
Sin embargo, en las cercanias del punto critico se tiene una divergencia de la longitud de
correlacion, por lo que independientemente del tamano del sistema se tendran fluctuacio-
nes de largo alcance y los aspectos microscopicos se volveran irrelevantes. Asi que es més
importante tener el tamano del sistema con respecto a la longitud de correlacion que el
tamano absoluto en si mismo.

Con base en lo anterior, se encuentra que variar la distancia al punto critico en las
cercanias de la transiciéon no cambia la forma de estas funciones, sino que solamente se
reescalan.

Las cantidades como la compresibilidad o la susceptibilidad tienen un comportamiento
en ley de potencias alrededor del punto critico. Esto hace que las funciones tomen una
forma que depende de la distancia a este punto |p — p.| y permite el célculo de los expo-
nentes correspondientes. Por ejemplo, si se tiene una cantidad A como las anteriores en
las cercanias de p. tomara la forma

A~ ‘p - pc‘_w
donde w es el exponente con el que decae A. A estos tltimos se les llama exponentes
criticos, los cuales caracterizan la transicion de fase del sistema.

Como se verd mas adelante, estos exponentes asociados a una transicién de fase continua
siguen relaciones de escalamiento y forman parte de una clase de universalidad, la cual
trasciende el tipo de sistema del que se trate.

Cabe recalcar que las transiciones mencionadas se contemplan en sistemas situados en
el limite termodindamico. Este limite se refiere a sistemas con un gran niimero de elementos
y un tamafno que crece en la misma proporcién. En consecuencia, aunque estos valores
tiendan a infinito, la densidad de elementos se mantiene constante.

Por dltimo, también se debe mencionar que los modelos utilizados aqui obedecen una
aproximacién de campo medio. Esto se contempla al permitir que todo par de nodos
pueda ser unido por un enlace. Al aceptar esta suposicién se tiene que el tamano de los
componentes es independiente de su posicién en el espacio. De modo que la probabilidad
de que dos componentes se unan solo depende del nimero de nodos que contengan. Las
aproximaciones de campo medio sélo son buenas si la dimensionalidad del sistema es lo
suficientemente grande.

12



2.3. PERCOLACION CLASICA EN REDES ALEATORIAS 13

Los conceptos y desarrollo de la informacion que se presentan aqui para transiciones de
fase y fenémenos criticos sobre redes se pueden revisar en [Ma0l; DGMO08]. También se
sugiere ir a estas fuentes para obtener informacién mas detallada y completa.

2.3. Percolacion clasica en redes aleatorias

La teoria de percolacién se ocupa de analizar las propiedades de los componentes que se
forman en un medio desordenado. En estos sistemas, la conectividad es la caracteristica
mas importante y da forma a las funciones que se pueden realizar. Por ello, la transicion
de fase de percolacién se refiere al cambio repentino en la conectividad mostrado en un
determinado sistema. Esto significa que se pasa de un conjunto de pequenos componentes
desconectados a un gran componente conectado, llamado componente infinito o compo-
nente macroscopico.

Estos sistemas pueden estar inmersos en un medio con forma regular como una reticula
hexagonal en dos dimensiones o un volumen con estructura cristalina en tres dimensiones.
El problema también se puede modelar en méas dimensiones o con redes sin estructura
geométrica. Este ultimo es el caso de las redes aleatorias que se utilizaran aqui. No obstan-
te, se precisa que existen muchos otros modelos para abordar el cambio en la conectividad
de un sistema.

A lo largo del trabajo se compararan las propiedades bien conocidas de la percolacion
clasica con las del modelo explosivo. Asi que, cuando se mencione al “modelo clasico” o
la “percolacién clasica” se trata del modelo de percolacion no explosiva de campo medio
en redes aleatorias. Este ha sido estudiado en extenso desde la publicacion de los trabajos
de Erd6s y Rényi sobre este tipo de redes.

Otra especificacion que se debe hacer con respecto al modelo clasico es que aqui se
empleard la percolacién de enlaces. Este tipo de percolacién toma a las conexiones entre
nodos de una red como los elementos relevantes. De modo que se habla de la existencia
o ausencia de enlaces entre un numero fijo de nodos N. El nimero de enlaces en la red
y su acomodo para la creaciéon de componentes son las propiedades més importantes en
este caso.

Para analizar la transicién de fase de percolacion se tienen que definir las cantidades
que operaran como parametro de orden y parametro de control. Asi que primero se toma
el tamano relativo del componente mas grande

N
como parametro de orden. Este captura la intensidad con que ocurre la conectividad de

51 (2.1)

elementos dentro de la red. En el segundo caso se define la densidad de enlaces anadidos
a la red

b= N (2-2)

como parametro de control. Ambos parametros se establecen de tal manera que, al au-
mentar el valor de p, en algiin momento se llega a un umbral p. donde la conectividad

13



14 CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES Y DESCRIPCION DEL MODELO

en la red cambia repentinamente. Este cambio estd dado en s; cuando pasa de tener un
valor nulo a ser tan grande como la red, en el limite termodinamico.

El modelo de percolacién clasica comienza con un conjunto de N nodos desconectados,
o bien, N componentes de tamano 1. Después, a cada paso se agrega un enlace al sistema
que conecta dos nodos escogidos uniformemente al azar. El nimero de enlaces anadidos
depende del propdsito, en este caso, se desea caracterizar la transicién de fase que presenta
el modelo. De modo que en el estudio se extendera esta evolucién sucesiva hasta que el
sistema atraviese la transicion. Es decir, no se necesita simular la adiciéon de todos los
enlaces posibles, sino simplemente hasta que aparezca el componente macroscépico.

Cabe recalcar que existe una diferencia entre el componente més grande y al que se le
llama componente infinito o macroscopico. El primero es el componente que contiene mas
enlaces en la red, asi que su tamano es el mayor para todo valor de m. Mientras que el
segundo se refiere al componente que tiene un tamano cuyo valor crece linealmente con
el tamano de la red N.

En percolacion clasica, el tamano del componente mas grande S exhibe distintos com-
portamientos dependiendo del valor que toma p con respecto a la transicién. Si p < p.
se tienen valores de S que van como log(/N). Justo después de la transicién se tiene que
el componente mas grande coincide con el componente macroscdpico y su tamafio toma
valores que van como N. Por otro lado, en este caso se observa que sélo puede existir un
componente macroscopico en la red. Sin embargo, esto no excluye la posibilidad de tener
mas de un componente macroscépico en otros modelos de percolacién.

En adicion a lo anterior, se observa que el parametro de orden sigue un comportamiento
en ley de potencias que va como

s1~ (p—pc) (2.3)

en las cercanias de la transicion para un régimen postcritico. El exponente critico 3 es de
los mas importantes para la caracterizacion del modelo.

Ademas del componente mas grande, otra cantidad importante para el andlisis de la
transicién de fase en percolacién es la distribucién de los tamafios n(s). Esta distribucién
toma todos los tamanos de componente que son “finitos” o “microscépicos”, asi que se
excluye la apariciéon del componente mas grande para su estudio. La distribucién n(s)
tiene una forma general dada por

n(s) =577 f(s/sc) (2.4)

donde 7 es el exponente asociado al comportamiento en ley de potencias que muestra n(s)
cuando atraviesa el umbral de percolacion. De igual manera, la forma de la distribucion
también depende de una funcién de s/s¢. Aqui s¢ es una cantidad que separa los tamanos
de componente que contribuyen significativamente en el cdlculo de observables del modelo.

Una descripcién mas desarrollada sobre los observables que rodean al modelo se da
al inicio de cada subseccion del Capitulo 3. En dicho capitulo se exponen los resultados
asociados a cada observable importante del modelo explosivo, pero también se da una
explicacion de cada cantidad como introduccion.

Finalmente, ademas de 5 y 7, el modelo de percolacién clasica tiene un conjunto de
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2.4. ECUACIONES CINETICAS DE AGREGACION 15

pardametros criticos que caracterizan su transicion de fase en campo medio. Algunos de
los mas importantes se presentan a continuacién

Pardametro critico | p. | 8| v | o T |d|dy| v
Valor /21 |1]1/2|5/2|6| 4 |1/2

Cuadro 2.1: Valores de los parametros criticos mas importantes en el modelo de percola-
cion clasica en redes aleatorias.

El significado de cada exponente se puede encontrar en el Apéndice A. Los conceptos
y desarrollo de la informacion que se presentan aqui para la teoria de percolacion clasica
se pueden revisar en [SA92; Sah94]. También se sugiere ir a estas fuentes para obtener
informacion mas detallada y completa.

2.4. Ecuaciones cinéticas de agregacion

El modelo de percolacion se puede formular como un proceso cinético usando el marco
de referencia de la agregacion de componentes. Desde este punto de vista, se explora
la evolucién del nimero de agregados de cierto tamano y se busca obtener resultados
generales. Esto se puede modelar mediante ecuaciones cinéticas sobre las densidades de
agregados. La distribucion de los tamanos de componente en el tiempo depende de como
estos agregados se interrelacionan entre si. En este caso, el enfoque que se utilizara es que
la probabilidad de unién o la tasa de reacciéon depende linealmente del niimero de nodos
que contiene cada agregado.

El estudio de la agregacién de componentes tiene su base en las ecuaciones cinéticas
de Smoluchowski, las cuales describen la evolucién temporal de la distribucién de concen-
traciones de los tamanos de componente [Smol6]. Denotaremos a los componentes como
A;, donde el subindice i denota el tamano del componente en cuestion. En cada paso de
tiempo, se lleva a cabo un proceso en el que se unen dos componentes A; y A; para formar
un nuevo componente A;,; cuyo tamano es la suma de los tamanos de los componentes
que lo formaron

Ai+A —— A,
KGg)

(OD—
@/

La funcién K (i, j) es la probabilidad de unién con la que los componentes de tamafios i

y 7 se conectan. Las cantidades de interés para describir el sistema son las concentraciones

15



16 CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES Y DESCRIPCION DEL MODELO

¢;(t) para un tamano ¢ y tiempo t dados. La evolucién de la distribucién de concentraciones
queda descrita por las ecuaciones de Smoluchowski

0
an(t) = S K (i, )ei(0)es Oy — s — G (2.5)
ij=1
Asi, el estudio de la agregacion de componentes suele tener su punto de partida en este
conjunto infinito de ecuaciones para el cambio de las concentraciones en el tiempo. Es-
pecificamente, describe el cambio en la cantidad ¢ (t) debido a la ganancia K (4, j)c;(t)c;(t)
en concentracién de componentes de tamano k debido a la uniéon de componentes de ta-
mano 7y j (la delta con el signo positivo) y la pérdida en concentraciéon de componentes
de tamano k debido a la unién de estos con otros componentes de tamano arbitrario ¢ o
J (las deltas con signos negativos).
Una caracteristica importante de este conjunto de ecuaciones es que el primer momen-
to de la distribucién de concentraciones M;(t), o bien, la masa total (generalmente) se
conserva

Mi(t) = 3 jey()

Asi como con el primero, también se pueden definir los momentos de la distribucion de
grados mas altos.

Ahora bien, una de las propiedades mas importantes de la agregacién de componentes
es el escalamiento [FW66; Dra72; DE85b|. Este se puede obtener al asumir que (tomando
consideraciones de convergencia débil) la distribucién de concentraciones c¢;(t) tiende a
una forma de escalamiento con s(t) — oo y t — oo dada por

Jin 3,01 (05) = [ evt s 2.6)

donde f(z) es una funcién suave arbitraria y s(t) es el tamano tipico, que se usa para
medir el tamano de los componentes. Aqui s(t) es una funcién que crece a infinito de
una manera que se determina por separado de la forma de ®(x). Lo anterior expresa
que si se toma el promedio de una funcién que varfa a la escala s(t) con respecto a
la distribucién de probabilidades jc;(t), el resultado tiende a un limite. De manera que
esta distribucién limite de jc;(t) es x®(x) al escalarla apropiadamente. La eleccién del
prefactor x es convencional [Ley03].

Ademds, se toman dos suposiciones sobre la funcién de la tasa de reaccién K (i,j), la
primera es la homogeneidad de la funcién

K(ai,aj) ~ a*K(i,7) (2.7)

en base a esto se obtiene el exponente \. La segunda es la simetria sobre la funcion
K(1,j) = K(j,1) ~ * (2.8)
de la cual se extrae el exponente v. Los exponentes A y v caracterizan la eleccion de la
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2.5. ESCALAMIENTO DE TAMANO FINITO 17

forma para la probabilidad de unién K (i, j).

Para el caso de agregacion binaria descrito por las ecuaciones de Smoluchowski, se puede
describir el escalamiento al combinar las ecs. 2.5 y 2.6 para luego tomar las consideraciones
de homogeneidad y simetria. Asi se pueden determinar las propiedades asintéticas de la
distribucién de concentraciones c¢;(t). Cabe recalcar que este enfoque sélo funciona de
manera adecuada para el caso en el que no existe transicién de fase. Para el caso en el que
si, se deben tomar las consideraciones pertinentes porque s(t) tiende a infinito alrededor
de un tiempo t. finito.

2.5. Escalamiento de tamano finito

La transicién de fase en el modelo de percolacion esta definida para sistemas situados en
el limite termédinamico, es decir, en el caso en que el tamano de la red es lo suficientemente
grande para compararse con una red infinita. Ya que en este trabajo se lleva a cabo el
estudio del problema de forma numérica no se puede tener tal cosa como redes infinitas.
Asi que la alternativa es simular y promediar sobre sistemas de tamano finito N para
después utilizar el escalamiento de tamano finito. La teoria del escalamiento de tamano
finito es muy importante para interpretar resultados numéricos y experimentales. También
es util para poder comparar esta informacién con la parte teérica de los modelos.

El cambio repentino en la conectividad se cuantifica a través del parametro de orden.
Esta cantidad se puede extraer de manera similar en redes finitas, sin embargo el com-
portamiento serd diferente y dependera del tamano N. Ademés del parametro de orden
existen otros observables que divergen en el punto critico para sistemas infinitos. Estas
cantidades, como se especific6 antes para transiciones continuas, tienen un comporta-
miento en ley de potencias que se caracteriza por el valor de un exponente critico. Estos
exponentes criticos, asi como las funciones de escalamiento asociadas, son universales.

Para redes finitas se encuentra que el tamano N del sistema escala con la longitud de
correlacién € de la red infinita. Si N >> £ entonces no existiran efectos de tamano finito
significativos. No obstante, si N < ¢ existira un corte en las correlaciones de largo alcance
del sistema. Esto provoca que hayan efectos de finitud en las singularidades propias del
punto critico.

La longitud de correlacién para redes infinitas se comporta como

§(N = 00) ~ |p = pe|™ (2.9)

donde v es el exponente critico asociado. De modo que, dada la relaciéon entre N y &,
la cantidad de interés para tamanos de red finitos es N/|p — p.|™”. Esto produce una
expresion que va como

E(N) ~ |p = pe| " Fe(Nlp — pel”) (2.10)

donde F¢ es una funcién de escalamiento que captura el comportamiento de tamano finito.
Asi que, cuando p = p,. se obtiene la propiedad £(N) ~ N que se esperaba.

Lo anterior produce caracteristicas que seran explotadas mas adelante en las técnicas
de escalamiento de la Seccién 3.3. La primera es que ahora se pueden usar relaciones que
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18 CAPITULO 2. CONCEPTOS GENERALES Y DESCRIPCION DEL MODELO

escalan con N en vez de las que escalan con |p— p,.|. Tal es el caso del pardmetro de orden
que, en lugar de verse como s; ~ |p — p.|%, ahora se puede abordar como s; ~ N9 en el
punto critico. Ademads, se encuentra que los observables que presentaban singularidades
en p. se describen ahora por funciones sin este tipo de comportamientos.

En consecuencia, se tiene también un desplazamiento en el punto critico real. Esto
significa que la posicién en p asociada a la transicién cambia dependiendo del valor de
N. A estos puntos criticos efectivos se les llama puntos pseudocriticos. A partir del com-
portamiento que muestran estos puntos se puede calcular el valor real de p.. La relacion
mostrada es, por lo tanto,

[pe(N) = pe| ~ NV (2.11)

donde p.(N) son los puntos pseudocriticos que dependen de N y p. es el punto critico
real.

Como se mencioné antes, este tema se desarrollara en el siguiente capitulo para conse-
guir cuatro métodos de escalamiento diferentes. Con base en estas técnicas se analizaran
los datos numeéricos extraidos de las simulaciones del modelo.

2.6. Descripcién del modelo explosivo

En esta seccion se describird el modelo de percolacién explosiva. Los resultados obte-
nidos al aplicarlo sobre una coleccién de redes aleatorias diferentes se abordaran en los
Capitulos 3 y 4. Los detalles acerca de los simbolos utilizados y la notacién empleada se
incluyen en el Apéndice A.

El proceso que se sigue en cada realizacion del modelo explosivo es similar al que se usa
en el modelo clasico. Al principio se tiene una red con N nodos desconectados, o bien, N
agregados de tamano 1 y en cada paso se toman dos nodos uniformemente al azar para
insertar un enlace entre ellos. Existen ciertos detalles sobre qué hacer si estos dos nodos
pertenecen al mismo componente. Estos enlaces intracomponente pueden rechazarse o
aceptarse, y cada opcién representa un enfoque diferente.

La primera opcién corresponde al enfoque de agregacion cinética en el cual cada enlace
anadido necesariamente forma un nuevo componente. Este agregado tendra como tamano
la suma de los nodos que pertenecen a los componentes que se conectaron. Ya que a cada
paso se unen dos componentes previamente disjuntos, el proceso de agregacién termina
en p= (N —1)/N cuando sélo queda un componente de tamano N.

En este trabajo se elige la segunda opcién: los enlaces intracomponente son permitidos
y puede haber tantos de ellos como posibles combinaciones entre pares de nodos, por lo
que el proceso termina en p = (N — 1)/2. Dado que antes de la transicién no existen
componentes macroscépicos, la probabilidad de que surjan este tipo de enlaces tiende a
cero al aumentar el tamano del sistema. Por esto, el comportamiento que surge al elegir
una opcién o la otra sélo presenta discrepancias en el régimen postcritico.

Como resultado, aceptar enlaces intracomponente lleva al aumento de la conectividad
dentro de los componentes, pero no cambia la posiciéon del punto critico. Ademds, el
aceptar este tipo de enlaces no cambia la distribucion de tamanos de componente en esos
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pasos, pero si aumenta el valor del parametro de control y retrasa el crecimiento del ya
formado componente macroscopico.

Al utilizar el modelo de percolacién explosiva, la diferencia con lo explicado en el primer
parrafo se presenta al momento de agregar enlaces al sistema. Tal como se especifico, en el
modelo ER se toman dos nodos uniformemente al azar y se inserta un enlace entre ellos.
En percolacion explosiva se toman dos o més pares de nodos al azar, siempre y cuando
sea un numero finito de ellos, y se “ponen a competir” con la finalidad de escoger sélo
uno y agregarlo a la red. Asi, la novedad es que se introduce una regla de seleccion (fija
durante todo el proceso) utilizada para decidir cual de los enlaces se agregard realmente
a la red y cuales se desecharan. Los enlaces desechados en un paso pueden volver a ser
candidatos en el futuro. La premisa original en el articulo fundacional de Achlioptas fue
ilustrar “el poder de dos opciones” [ADS09]. Esto con el fin de demostrar que una simple
regla de seleccion puede afectar el comportamiento del proceso al acelerar o retrasar la
transicion de fase.

Se pueden concebir tantos modelos diferentes de percolacién explosiva como combina-
ciones de enlaces se puedan encontrar para las reglas de seleccion, siempre que se cumplan
las condiciones que se mencionaron previamente. Aqui se abordara a detalle el modelo
correspondiente a la regla del producto (PR) entre dos enlaces tomados al azar. Esta regla
estipula que se agregara a la red el enlace que minimiza el producto entre los tamanos de
los componentes en sus extremos.

Figura 2.2: Representacion de la regla de seleccién del producto en percolacion explosiva.
Primero se eligen cuatro nodos uniformemente al azar, acomodandolos en dos pares. En
este caso, el primer par de nodos pertenece a componentes de tamano 4 y 5, y el segundo
par de nodos estd en componentes de tamano 11 y 3. Ya que la regla busca minimizar el
producto entre estos tamanos, el enlace anadido serd el que une al primer par de nodos
(linea roja sodlida, producto 20), mientras que el otro enlace serd descartado (linea roja
punteada, producto 33).

El observable mas importante es el parametro de orden, el cual determina la naturaleza
de la transicion. Al igual que en percolacion clésica se define como el niimero de nodos que
pertenecen al componente mas grande dividido por el tamano de la red. Esta cantidad se
denota como s;. En los ultimos anos, el parametro de orden de este modelo ha sido objeto
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de estudio en varios trabajos cientificos. De manera que manifiesta la relevancia y riqueza
de la transicién “explosiva” que exhibe el modelo dentro de la teoria de percolacion.

Dentro de la investigaciéon que rodea a este tema se busca definir el mecanismo sub-
yacente en el que se basa el crecimiento de los componentes dentro de la red. Se han
contemplado dos mecanismos, el crecimiento directo que se asocia mayormente a una
transicién continua y el crecimiento por adelantamiento relacionado con la posible causa
de un cambio discontinuo.

El crecimiento directo se refiere al aumento en el tamano del componente més grande
mediante su unién con un agregado menor. Por otro lado, el crecimiento por adelanta-
miento implica la creaciéon de un nuevo componente mas grande al unir dos que eran
previamente menores. Aqui, “agregado menor” significa que no son el agregado con ma-
yor tamano. Estos procesos son distintos y surgen a cada paso, es decir, con cada enlace
nuevo anadido el componente mas grande puede cambiar de una u otra manera. En el
siguiente capitulo se encontrara que el aumento de conectividad en la red es dominado
por el crecimiento directo.

Ahora, con la finalidad de complementar la presentacion, se mostrardn una serie de
pasos para adaptar las ecuaciones cinéticas del modelo clésico al explosivo. De manera
que lo primero que se debe encontrar es la expresiéon modificada que describe a un sistema
con una regla de seleccién en un modelo explosivo.

La regla de seleccién que mas se ha estudiado y la que se utilizara aqui es la regla de
producto [ADS09]. Llevarla a cabo implica agregar la dependencia de otras dos variables,
es decir, a cada paso se tienen que escoger cuatro componentes al azar. De estos cuatro
componentes, solo se eligen los dos que tengan el menor producto. Esta idea se puede
anadir a las ecuaciones 2.5 cambiando la probabilidad de uniéon para que dependa de
cuatro tamanos. Entonces se tendrd que pasar de K (i, j) a K(k, [, m,n). Este nuevo kernel
serd especificado como K (k,l,m,n) = klmn para la regla del producto. Similarmente, se
debe multiplicar la expresion original por las concentraciones correspondientes a los dos
nuevos tamanos. De modo que se tiene que cambiar el producto c;c; por cpecpmc,. Por
ultimo, se necesita agregar una funcion escalén o funciéon Heaviside que sirva para anular
o aceptar uno de los productos. Esto sera mas una adiciéon que un cambio y la expresion
serd ©(mn — kl).

Las ecuaciones cinéticas 2.5 fueron modificadas para agregar la regla del producto y una
probabilidad de unién proporcional al tamano de los componentes implicados. Con base
en lo anterior, las ecuaciones cinéticas que describen el proceso de evolucion de agregados
es

¢ = Z O(mn — kl)klmncicicnmcnld 51 — 96 — 05, (2.12)

klmn=1
donde las ¢; representan concentraciones de componentes de tamano i (se obvia la
dependencia de estas con t). Por otro lado, la funcién ©(x) puntualiza la adicién de una
regla de seleccién al modelo. La funcién K (k, 1, m,n) = klmn es la probabilidad de unién
que depende ahora de cuatro variables. Finalmente, las funciones delta de Kronecker entre
paréntesis cuadrados se mantienen igual que en las ecs. 2.5. Esto tltimo, ya que se sigue
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2.6. DESCRIPCION DEL MODELO EXPLOSIVO 21

tratando de la unién de dos componentes para formar uno nuevo con la suma de sus
tamanos, es decir, sigue siendo agregacion binaria.

La evolucién de ¢; depende ahora de la eleccién de cuatro componentes al azar y la
funcién escalén funge como regla de seleccion del producto. Esta tltima asegura que haya
un cambio en c¢; sélo si el producto de los tamanos de componente k y [ es menor que el
producto de sus tamanos “competencia” m y n. La funciéon ©(mn — kl) es la que provoca
un retraso en el surgimiento de la transicién, en comparacién con el modelo clasico (ecs.
2.5).

Para encontrar una solucion se procede de manera similar que con el modelo de agrega-
cion binaria comun. Igualmente sélo se comenta a grandes rasgos el procedimiento seguido:
Primero, se determina que el modelo genera o no un componente macroscopico a partir
del exponente A en la consideraciéon de homogeneidad de K (k,[,m,n) y de las ecuaciones
de escalamiento (2.7). Para el caso en el que no existe componente infinito se toma la
derivada con respecto al tiempo de la ec. 2.6. En el caso que si exista se debe tomar una
expresion similar que tome en cuenta la singularidad en el umbral ¢.. En ambos casos se
sustituye a 2.12 en el resultado. Después se debe utilizar el hecho de que la probabilidad de
unién es homogénea de grado A, lo cual lleva a desacoplar la parte dependiente del tiempo
de la parte dependiente de los tamanos. Asi, por un lado se obtiene una ecuacién para s(t),
donde A\ como se mencion6 arriba determina si se tiene o no componente macroscépico.
Por otro lado, se llega a una ecuacién integrodiferencial para la funcién de escalamiento
®(z). Obtener informacién de esta ecuacién se logra resolviendo directamente o tomando
aproximaciones.

Existen trabajos recopilatorios acerca del modelo de percolacién explosiva [Bas+14;
DSo+19]. Se sugiere acudir a estas fuentes para tener un mejor entendimiento sobre el
estado del arte de este tema.
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Capitulo 3

Caracterizacion de la transicion de
fase

El modelo de percolacion explosiva que se introdujo y describié anteriormente tendra un
desarrollo detallado en el presente capitulo. A través de un enfoque numérico se produce
la evolucién del sistema con las consideraciones previamente establecidas y, mediante un
nimero considerable de realizaciones, se genera una buena aproximacién de las cantidades
de interés. El mismo procedimiento se realiza para distintos tamanos de red con el fin de
identificar las caracteristicas propias de un sistema infinito. De modo que el objetivo
principal de este trabajo es obtener el comportamiento de estos observables alrededor del
punto critico para caracterizar la transicién de fase por la que atraviesa el modelo.

En la seccién 3.1 se ofrece un resumen general del capitulo. En la seccion 3.2 se introduce
un método para determinar el orden de la transicion a partir del escalamiento sobre una
ventana que sirve de cruce entre el régimen sublineal y lineal de s;. Después se opta
por analizar la media de los observables mas importantes del modelo. Para esto, primero
se definen las técnicas utilizadas para llevarlo a cabo en la seccion 3.3. A lo largo del
capitulo, la aplicacién de estas técnicas genera un conjunto de parametros criticos para
cada cantidad. En la seccion 3.4 se abordan los datos correspondientes al parametro de
orden si, donde ademas de su media también se emplea la distribucion de sus valores en
el punto critico. En la seccién 3.5 se estudian las propiedades de los componentes con
mayor tamano s; s34 en busqueda de similitudes con s;. Con el propdsito de generalizar
los rasgos observados en los componentes de rango menor, en la seccion 3.6 se examina la
informacién recabada para la distribucién de tamanos n(s). Mientras que en la seccién 3.7
se abordan sus primeros momentos M 34 y algunas razones importantes entre ellos, como
son el tamano medio x y el tamao tipico s¢. Por dltimo, en la seccién 3.8 se desarrollan
las relaciones de escalamiento para este modelo y se exponen los resultados generales
obtenidos por cada técnica para verificar su validez con base en los exponentes criticos
recopilados.

Para ver una descripciéon méas detallada sobre los simbolos utilizados y la notacion
empleada se incluye esta informacion en el Apéndice A.
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3.1. Resumen

En la primera seccion de este capitulo se ofrece un resumen de los aspectos relevantes que
rodean al modelo de percolacién explosiva. Primero se describen brevemente las técnicas
de escalamiento utilizadas para luego exponer los resultados mas importantes que muestra
cada una. El objetivo principal es la presentacion conjunta de los parametros criticos que se
obtienen de forma independiente por estos métodos. De esta manera, el lector meticuloso
podra tener su recapitulacion y el lector apresurado serd capaz de tener un esquema
general desde el inicio.

Las cantidades que se abordaran aqui engloban a los observables y parametros criticos
con los que se caracteriza la transicion de fase del modelo. En adelante, muchas de estas
cantidades se manejaran con naturalidad, por lo que se sugiere acudir a las listas de
simbolos presentadas en el Apéndice A en caso de cualquier duda.

En la seccion 3.2 se confirma mediante el método de la ventana de transicion que el
parametro de orden s; es continuo en la region cercana a p.. Aunque fue numéricamente,
los resultados muestran una buena correspondencia con una transicién de segundo orden.
Esto permite la introduccion de las tres técnicas de escalamiento empleadas para calcular
los parametros criticos en este capitulo.

Estos tres métodos se desarrollan en la secciéon 3.3 y se basan en la aplicacion del
escalamiento de tamano finito. Este establece que los observables X en términos de (p—p.)
colapsan a la misma funcién de escalamiento F'x al rescalar las variables con potencias de
N, donde estas potencias se relacionan con los exponentes criticos.

El Método 1 aproxima el umbral p. mediante la busqueda del valor de p que vuelve
constante a Fx frente a los cambios en el tamano del sistema N. Este proceso se lleva a
cabo optimizando la correlacién lineal que existe entre log(X) y log(NN). Por otro lado, el
Método 2 utiliza el desplazamiento que sufren los puntos pseudocriticos mostrados por un
sistema finito con respecto al punto critico real. Por 1iltimo, el Método 3 toma vecindades
cercanas a p. que no muestran efectos de tamano finito y calcula exponentes efectivos
para cada N en estas regiones. Estos valores se aproximan al exponente critico real y se
pueden obtener a ambos lados de la transicién.

El estudio de los datos asociados a cada observable se dividié en cuatro regiones para
un segmento de p en las cercanias de p.. Por lo que cada técnica encuentra sus mejores re-
sultados en dichas regiones. Los Métodos 1 y 2 se centran en la biisqueda del punto donde
se da la transicion, por lo que los parametros criticos encontrados funcionan bien en una
vecindad proxima a esta. Con la primera técnica se vio que los valores de p. aproximados
estdn en un intervalo [0.8884441, 0.8884484], mientras que con la segunda técnica se agru-
pan en [0.8884477,0.8884518]. Por otro lado, al usar los exponentes efectivos del Método
3, el objetivo es abarcar el comportamiento a ambos lados de la transicion evitando los
efectos de finitud. En el caso precritico se tiene el intervalo p €[0.88795,0.88805] y en el
posteritico se dispone de p €[0.88885,0.88895].

De la seccion 3.4 a la 3.7 se estudia a los observables de interés en las cercanias del
punto critico. Estas cantidades abarcan al parametro de orden (3.4), el tamano de los
componentes de menor rango (3.5), los primeros momentos de la distribucién n(s), el
tamaflo medio y y el tamafio caracteristico s¢ (3.7). En cada seccion se ofrece una pequetia
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24 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

introduccién sobre estos observables.

En todos los casos, un observable X se refiere a la media calculada sobre todas las
realizaciones simuladas para este sistema. En cada seccion se aplican las técnicas de esca-
lamiento sobre los datos correspondientes y luego se obtiene un conjunto de parametros
criticos. La mejor aproximacion generada por estos métodos se agrega en la tabla 3.1.

Parametro Método 3
" Método 1 | Método 2 | Régimen | Régimen
critico /e /e
precritico | postcritico
De 0.8884484 | 0.8884497 - -
16 0.1225 0.1279 - 0.0864
ol 1.4555 1.3804 1.1810 1.0486
103 1.5384 1.4490 1.1792 1.1693
o 0.6341 0.6630 0.7892 0.7809
T 2.0776 2.0848 2.0686 2.0758
S} 0.4920 0.5127 0.4688 0.5070
) - 0.6170 - -
O. 0.5904 0.6175 0.7414 0.7420
Of 0.6339 0.6642 0.7926 0.7929

Cuadro 3.1: Resumen de los parametros criticos mas importantes que se calcularon por
los métodos de escalamiento 1, 2 y 3.

El punto critico se encuentra un poco antes de p = 0.88845, tal como se menciond con
los intervalos donde mejor actua cada método. Aunque los valores de los Métodos 1 y
2 son muy cercanos entre si, el empalme de curvas hacia la funcién de escalamiento F'x
presenta grandes diferencias (véanse las figs. 3.6, 3.17 y 3.28). Lo anterior sugiere que
existe una sensibilidad muy grande al cambio en los pardmetros de ajuste. Las cantidades
directamente relacionadas con el parametro de orden muestran un cambio evidente en el
valor de los exponentes antes y después de la transicion, como son y y el propio s;. Sin
embargo, esta disparidad disminuye para las demés cantidades.

En la secciéon 3.8 se investiga la conexion entre los observables del modelo y se encuentra
que los exponentes criticos cumplen con las relaciones de escalamiento independientemente
de la técnica empleada. No obstante, esto se lleva a cabo por separado debido a la falta de
equivalencia entre sus valores. Es decir, cada método funciona bien en su regién, pero fuera
de esta las curvas no colapsan bien hacia la funcién de escalamiento. En consecuencia,
tres métodos que deberian producir resultados equivalentes, no lo hacen. Por lo tanto,
parece que no se puede lograr un buen ajuste de manera global mediante la aplicacién de
estos métodos.

Con base en lo anterior, en la seccién 3.4 se emplea la distribuciéon de los valores
del pardmetro de orden en el punto critico. La distribucién P(s;) manifiesta el cardcter
abrupto de la transicién debido a que muestra una bimodalidad muy marcada. Ademas,
cada pico en las distribuciones escala de manera diferente con N — oo. De modo que
se genera una distribucion limite mixta que conlleva a una singularidad en la funcién de
escalamiento del parametro de orden Fj,. La forma en que escala el pico correspondiente
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a la parte postcritica produce parametros criticos que coinciden con los del Método 3.

La distribucién n(s) en la seccién 3.6, por otro lado, separa el aporte del componente
mas grande y se enfoca solo en los agregados de tamano finito. Los resultados obteni-
dos resaltan la diferencia en el comportamiento de los tres regimenes. En ese sentido,
introduce el decaimiento gaussiano para s — oo en la parte precritica como una carac-
teristica distintiva del modelo. Esto a diferencia del decaimiento exponencial en el régimen
posteritico. Por ltimo, el estudio de n(s) en la regién critica produce un valor preciso del
exponente 7.

El umbral de percolacién generado a partir de las distribuciones P(s1) y n(s) es muy
cercano a p. = 0.88844926. Asi que, ademaés de que se establece como la mejor apro-
ximacién al punto critico verdadero, estda conectado en cierto modo con la técnica de
escalamiento que se desarrollard en el siguiente capitulo.

Es claro que no se puede culpar a los métodos utilizados por el resultado obtenido, ya que
estos gozan de efectividad fuera de la aplicacion sobre este modelo. El motivo entonces
es la inclusiéon de una regla de seleccion de enlaces que produce este comportamiento
inusual. Aun asi, la disparidad entre los resultados que muestra cada una de las técnicas
abordadas hasta ahora se puede evitar al promediar los observables de diferente manera.
Con base en esto, en el Capitulo 4 se utilizara un método alternativo con el propdsito de
mejorar el escalamiento sobre las cantidades de interés.
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26 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

3.2. Ventana de transicion

Debido a la incertidumbre que presentaba establecer la naturaleza de la transicion, en
[ADS09] se introdujo un nuevo método para determinar su orden. La idea es tomar una
ventana de p que contenga a la transicion y observar su comportamiento como funcion
del tamano del sistema. Para esto, se define a los extremos p; y po de esta ventana de
transicién como los valores del parametro de control correspondientes al tltimo paso para
el que S; < N* (i < 1) y el primer paso para el que S; > AN (A > 0), respectivamente.
El ancho de la ventana es, por lo tanto, A = py — p;. De este modo, la funcién A(N)
corresponde a la densidad de enlaces que necesita el componente mas grande para pasar
de un régimen sublineal a uno lineal, dados u, A y N. El valor al que tiende esta funciéon
cuando N — oo indica si existe una discontinuidad al pasar entre estos dos regimenes o
si se trata de un cambio continuo, pero abrupto. De aqui se tiene que

A = ]\}im A(N) = {O si la transicién es discontinua (3.1)
—00

¢ con ¢ > 0, si la transicién es continua

donde A, por lo tanto, es el valor limite de la funcién A(N) y ¢ es una constante.

Aqui se tomardn dos formas de aplicar el método descrito anteriormente. La primera
forma representa una alternativa para evitar el uso de las técnicas usuales de escalamiento
sobre el parametro de orden. Esto tomando en consideracion que el promedio sobre las
distintas realizaciones podria suavizar la funcién Si(p) en caso de que la transicién sea
discontinua. Asi, en funcién del tamano de la red, el ancho de la ventana de transicién A
y sus extremos p; y pe se definen de la siguiente manera

N(N)
1 Ny (N) p(N) = erN) Z pu(N)
A(N) = N,(N) [p2:i(N) — p1:(N)], ! Ni:(JlV) (3.2)

ph(N) = rnéx{p . Sh’(p, N) < N’u}
p2i(N) = min{p : Si;(p, N) > AN}

donde la funcién N, (N) representa el nimero de realizaciones que se utilizaron para cada
sistema de tamano N y Sj; es el tamano del componente més grande en la realizacion .

Por otro lado, la segunda forma de implementar el método es una propuesta que se
centra en extraer las cantidades de interés directamente de la media del parametro de
orden. Para esto, el ancho A’ y los extremos p) y p, de la ventana de transicién se definen
como
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1 N (N)
i(p, N N#
N 2 SN <

A'(N) = py(N) = pi(N), (3.3)

L N
NT(N> ZZI Su(p, N) > AN

Pi(N) =méx {p:

Py(N) =min < p:

donde la tnica finalidad de emplear cantidades primadas es distinguir de las definidas en
las ecs. 3.2. La utilidad de la propuesta no es otra que visualizar las semejanzas entre los
resultados obtenidos. Ya que la primera forma evita suavizar el parametro de orden y la
segunda no, una equivalencia entre ellas apoyaria la idea de que la transicion de fase es
continua.

Aplicacion del método para un valor de 1y A

En la implementacién de este método se usaron los valores © = 0.7 y A = 0.5 para
los parametros de la ventana de transicién. En este caso, el valor de A es el mismo
que en el articulo donde se introdujo el método. En cambio, p se eligi6 un poco mayor
para contrastar con los resultados ahi obtenidos (donde se tomé pu = 0.5 y se asegurd
discontinuidad). Cabe recalcar que para todas las mediciones se consideré que el valor de
p en el que se registra el mayor incremento de Sy estuviera entre los extremos p; y ps de
la ventana. El incremento maximo en S7, como se vera mas adelante, esta asociado con
el punto donde se da el cambio de fase.

En el recuadro superior de la figura 3.1 se pueden observar los extremos de la ventana de
transicién para diferentes tamanos de red N en el intervalo [1E5, 1.6E9]. Las distribuciones
formadas a partir de las mediciones de estas cantidades quedan descritas correctamente
por funciones gaussianas. Asi, cada punto en color azul corresponde a la media en la
distribucién de los extremos de ventana antes de la transicion y en verde la media de los
que estan después de la transicion. La forma en que se obtuvo cada punto se explicita
en las ecuaciones 3.2. Por otro lado, para los valores de p)] y p, que se definen en las
ecuaciones 3.3 se utilizaron los colores rojo y amarillo, respectivamente.

En los cuatro casos, las curvas en el mismo color son el mejor ajuste por minimos
cuadrados que se tiene para el muestreo y cada ajuste se realizé de manera independiente
a los demas. Todas las funciones se aproximan mondtonamente al punto critico a la vez
que aumenta N, aunque sin tocarlo, sirviendo de cotas inferior y superior para su valor,
segun sea el caso. Los ajustes para las dos ramas de abajo muestran un coeficiente de
determinaciéon R? > 0.9999, mientras que para las ramas de arriba se tiene un R? = 0.981
para pa(N) y R? = 0.996 para ph(N).

Por otro lado, la gréfica en el recuadro inferior de la misma figura corresponde al ancho
de la ventana de transicion para distintos tamanos de red. Los circulos azules representan
los puntos obtenidos para A(N) como se describe en las ecuaciones 3.2, buscando seguir
la idea de evitar el promedio del parametro de orden en el calculo. Por otro lado, para
visualizar si existe alguna diferencia con el método anterior, se tomé el ancho de ventana
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0.890F ~=__ _
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Figura 3.1: En el recuadro superior se incluye el comportamiento con respecto a N de los
extremos inferior y superior de las ventanas de transicién. En azul y verde se incluyen los
puntos para p;(N) y p2(N) como en las ecs. 3.2, mientras que para p|(N) y p4(N) se usan
los colores rojo y amarillo, respectivamente. En el recuadro inferior se observa el ancho de
la ventana de transicién para diferentes valores de N. En azul estan los puntos obtenidos
para A(N) a partir de las ecs. 3.2 y en rojo los obtenidos para A’(/N) como se define en
las ecs. 3.3. Todas las curvas en el mismo color son el mejor ajuste para cada grupo de
puntos.

A'(N) con respecto a la media de los valores de S;(p) como se define en las ecuaciones 3.3.
El resultado corresponde a los cuadrados en rojo. De igual manera, se agregan las curvas
que mejor se ajustan a cada grupo de puntos. Para el primer caso, la funcién de ajuste es
A(N) = 8.03x107° + 1.46 N 95206 con un coeficiente de determinacién R? > 0.9999. Para
el segundo, la funcién de ajuste es A'(N) = 8.63x107° + 5.43N0%6% con R? = (0.9998.

En ambos casos, el valor al que tienden las funciones de ajuste cuando N se aproxima
a infinito muestra indicios de que la transicién es continua, aunque el valor del ancho de
ventana es pequeno. Como punto de comparacion, aun cuando no se anexa la grafica,
se calculé la cantidad A(N) como en las ecs. 3.2 para el modelo ER con los pardmetros
p=0.6y A=0.02 La funcién de mejor ajuste es APE(N) = 7.66x1072 + 0.22 N ~0-2%31
con R? = 0.998. Es decir, se tiende a una ventana cerca de 100 veces mayor para un
coeficiente A que es 25 veces menor. Se toma la relacion entre estas dos cantidades ya
que, como se vera después, al menos para el modelo de percolaciéon explosiva, la variacion
en A, se debe mayormente al cambio de A y no de pu.
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Adicionalmente, usando la notaciéon de la primera igualdad en la ecuacién 3.1, se com-
prueba en cierta forma que Ay & Do — Pioo ¥ AL, & Dby — Plo- Aunque el error es
considerablemente menor en la primera expresion que en la segunda. De igual manera,
se puede notar que el exponente en la funcién de ajuste de A(N) es muy parecido al de
p1(IN). Por lo que se determina que, en este caso, el exponente con que decae el ancho de
ventana queda mayormente determinado por la funcién de su extremo inferior. Mientras
que los exponentes de p}(N) y ph(N) son ambos cercanos al de A’(N). Ademds, a partir
de las funciones de ajuste se obtiene que A, ~ A/_, aunque por la pequena discrepancia
entre sus exponentes se ve que A’'(N) decae un poco mas rapido que A(N). La diferencia
entre los valores limite A, y A’ es aproximadamente del 7% para u= 0.7y A =0.5.

En el articulo donde se introdujo el método [ADS09] el célculo se efectud con valores del
tamano de red por debajo de N = 10%. Como se puede ver para A(N) y A'(N) (recuadro
inferior, fig. 3.1), la forma de las curvas para N < 107 se puede confundir con una recta.
Esto, tal vez aunado al bajo nimero de realizaciones para los sistemas mas grandes,
motivo la idea de discontinuidad en la transicién de fase. Sin embargo, aqui se encuentra
que los anchos de ventana tienden a un valor A, > 0 y decaen aproximadamente como
el inverso de la raiz cuadrada de N.

En particular, los resultados descritos para este par de valores 1y A sugiere que existe
cierta equivalencia entre las dos formas de aplicar el método descrito en esta seccion.
También apunta a que la transicion es continua, ya que la diferencia entre los resultados
finales no es significativa y ambos valores, aunque pequenos, son mayores a cero.

Generalizaciéon para varios valores de py A

El motivo principal de introducir este método, como se expuso al inicio, se basa en
establecer la naturaleza de la transicién a partir del escalamiento sobre una ventana de p
que la contenga. Si bien la eleccion de pardmetros que se realizé arriba apunta hacia la
continuidad en S;(p), el hecho de tomar = 0.7y A = 0.5 es en gran medida una decisién
arbitraria. En principio, basta con encontrar valores de p < 1 y A > 0 que provoquen
que el ancho de la ventana tienda a cero a fin de asegurar la discontinuidad. Por esto, se
investiga el comportamiento de A/ para distintos valores de p y A con la finalidad de
esclarecer el papel que desarrolla esta cantidad. En adelante s6lo se mostraran resultados
de A’ porque su extraccion es numéricamente mas sencilla y debido a la correspondencia
entre las dos formas de aplicar este método.

El procedimiento a seguir es el mismo que se utilizé anteriormente: calcular el ancho de
la ventana de transicién en un intervalo de N para un par (u,A), después eligir la funcién
de N que mejor ajusta a los puntos obtenidos y finalmente determinar el valor A’_ al cual
tiende esta funcién cuando N — oo. Se repite este proceso para diferentes duplas (u,A)
con el proposito de conseguir una relacion AL_(u, A).

En este caso, los valores de N que se utilizaron estan dentro del intervalo [1E5, 1.6E9]
como en la figura 3.1. La eleccion de los parametros p y A esta constrenida por la condicion
de que la ventana que definen contenga a la transicion y que p y pj se mantengan como los
extremos inferior y superior para toda N, respectivamente. Por lo tanto, se establece que
la transicién en una red de tamano N se encuentra en el punto p.(N) que, como se utilizd
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30 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

antes, es la media de los valores de p donde ocurre el mayor incremento en S;(p, N). De
esta forma, para extender la condicion a toda N, se toma en cuenta que las funciones de
ajuste p|(N) y phy(N) eviten intersecciones con el ajuste para p.(IV). Considerando esto, la
constricciéon para la ventana de transicién genera intervalos de p y A con cotas p < 0.89
y A > 0.47, respectivamente. Esta constituye una aproximacién para los intervalos en
donde los pardametros son validos para toda N.

Para llevar a cabo el procedimiento que se describié arriba se tomaron 22 valores de N
en el intervalo [1E5, 1.6E9], asi como 56 valores de 1 y A de manera equiespaciada en los
intervalos [0.665,0.885] y [0.472,0.582], respectivamente. De esta manera se consideran las
cotas obtenidas para los parametros y también el intervalo de p del que se pueden extraer
valores de 5.

En la figura 3.2 se pueden ver los resultados de la aplicacion de este método. En los
recuadros de la izquierda se agregan varias curvas para el ancho de ventana A’ en funcién
de N. En la parte superior se toma un valor fijo del exponente p = 0.67 y se generan los
anchos para distintas A’s. En cambio, en la parte inferior se fija el coeficiente A = 0.58 y
se varia el parametro u. Ambos casos muestran la tendencia del ancho de las ventanas a
decrecer con N. En el primer caso se observa en escala doble logaritmica que los puntos
tienden marcadamente a diferentes valores de A/ . Esto se debe a que el extremo superior
de las ventanas se asienta en un valor ph, > pe, el cual estd necesariamente delimitado
por la parte posteritica de Si(p), ya que esta tiende a una ley de potencias con N — oo
(fig. 3.3). Por el contrario, en el caso de A fija y p variable, se aprecia como todos los
grupos de puntos convergen a un valor cercano a A’ = 5x10~%. Lo anterior es un reflejo del
modo en que el extremo inferior de las ventanas tiende a p) ~ p., independientemente
del valor de u. Esto utilizando la constriccion que se desarrollé antes para los parametros
de ventana.

Como resultado final de esta seccion se incluyen las graficas de la parte derecha en la
figura 3.2. Estas corresponden a los valores limite del ancho de ventana Al en funcién
de los parametros p y A. Debido a la tendencia que se visualiz6 en las graficas abordadas
anteriormente, se opté por agregar los (poco més de) 3000 puntos obtenidos por este
método en escala semilogaritmica. En la parte superior se aprecia que estos puntos forman
un plano que cambia muy poco en direccion de p y crece exponencialmente con el aumento
de A. También se anade una vista lateral, o bien, la dependencia de A’_ sélo con respecto
al coeficiente A.

Para realizar un ajuste sobre los puntos A’_(u, A) se propone la funcién au®A¢, donde
a, b y ¢ son los pardametros a ajustar. De igual manera, también se busca una funcién
de ajuste para A/_(A) con la forma aA°. En ambos casos se utiliza una funcién pesada
por el error estandar de cada punto en este conjunto de valores. En la siguiente tabla se
muestran los parametros de ajuste obtenidos

Forma a b C
ap’ A° 0.20391(3) | -0.02618(3) | 11.2267(3)
aA® | 0.20315(4) - 11.2067(3)

Cuadro 3.2: Valores para los pardmetros de ajuste en las funciones A/_(u, A) y AL (A).
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Figura 3.2: En los recuadros de la izquierda se observan los resultados del ancho de ventana
A'(N) para distintos valores de los pardmetros p y A. Arriba se tienen puntos para p fija
y seis valores de A. Aqui se visualiza como A’ tiende a diferentes puntos limite. Mientras
que en la parte de abajo se fija el coeficiente A y se varia el exponente u. En esta grafica,
independientemente del cambio en pu, parece que todas las curvas se aproximan al mismo
valor de A’. En los recuadros de la derecha se agregan resultados para el limite A’_ en
términos de u y A. En la parte superior estdn los puntos correspondientes a log(A’.)
como funcién de los dos parametros. En la inferior sélo con dependencia en A, donde se
agrega el ajuste respectivo a estos puntos como una recta roja en esta escala. Los valores
encontrados se incluyen en la tabla 3.2.

Los cambios en el ancho de ventana A/ dependen en mayor medida del valor del
pardmetro A en contraste con p, cuya variaciéon no influye fuertemente en el cambio de
la ventana de transicién. En estas graficas también se puede visualizar la desviacién que
presentan los puntos cercanos a las cotas de p y A. Por esto, se concluye que el valor de A/
que se obtuvo para los parametros y = 0.7y A = 0.5 al inicio, ademds de ser pequeno por el
modelo de percolacion explosiva, lo es también porque corresponde a valores muy cercanos
a las cotas. Es decir, por poco se trata de una ventana que no contiene a la transicion.
Por lo que, a diferencia de lo que exponen en [ADS09], si se toma como objetivo principal
del método cumplir la condicién p}(N) < p.(N) < p,4(N), entonces no todos los valores
de p < 1y A > 0 son validos. Asi, bajo las consideraciones tomadas en este trabajo,
se dan funciones A’ _(u, A) que buscan generalizar los resultados obtenidos a partir del
método de escalamiento sobre la ventana de transicion. En consecuencia, los resultados
encontrados son consistentes con el establecimiento de una transicién continua.
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32 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

3.3. Técnicas de escalamiento

La buena correspondencia entre los resultados generados previamente y el estableci-
miento de un cambio de fase continuo, permite disponer de la teoria existente acerca de
transiciones de segundo orden. De modo que, ademés del descrito en la seccién anterior,
se utilizan tres técnicas o métodos diferentes para analizar los datos obtenidos en las si-
mulaciones numéricas. El esquema general que sigue cada método consiste en encontrar el
umbral de percolacién p., obtener los exponentes criticos que caracterizan a la transicion
de fase y confirmar si estos cumplen con relaciones de escalamiento o no.

Basicamente se toman los mismos datos como entrada para cada técnica. Por ejemplo,
la evolucién del pardametro de orden s; para diferentes valores de p y N. Luego, a partir
del manejo de estos datos, se obtiene el punto critico y los exponentes asociados como
resultado. Siguiendo con el ejemplo, se generan unos parametros p. s, , 3y Os, relacionados
con cada técnica. Lo anterior se realiza de manera independiente a través de los tres
métodos con la finalidad de comparar resultados y verificar si las relaciones entre ellos son
las esperadas. Se procede de manera minuciosa debido al cardcter inusual de la transicién
y del modelo explosivo en si.

A continuacién se desarrolla cada uno de los métodos, los cuales se presentan en el
orden cronolégico en que se tomaron en consideracion para este trabajo. Ya que a grandes
rasgos cada técnica se aplica de igual manera sobre los distintos observables, muchas veces
sera necesario hablar sobre estas cantidades en general. Por tanto, con el fin de facilitar
la presentacién, se emplean las letras X y w para denotar a los observables utilizados
y los exponentes criticos asociados a cada cantidad, respectivamente. De igual forma, el
Apéndice A contiene informacién detallada sobre los simbolos empleados a lo largo del
trabajo. En caso de cualquier duda relacionada con la representacion de estas cantidades
dirfjase a este.

Método 1. Escalamiento de tamano finito

Se trata de uno de los métodos m&s comunes para extraer las propiedades de una
transicion de fase continua. Se basa en el comportamiento de la cantidad X alrededor del
punto critico para sistemas con tamano finito N

X(p,N) ~ N“©Fx[(p — pe) N°] (3.4)

donde w = |w'| es el exponente critico asociado a esta cantidad y Fy es la funcién de
escalamiento para X. Ya que el exponente w’ puede ser positivo o negativo dependiendo
del observable, en adelante se utiliza w para evitar confusion y esto aplica para los tres
métodos. El exponente © en este modelo corresponde al 1/(dv) utilizado normalmente
para el escalamiento de tamano finito en sistemas que cuentan con estructura geométrica,
donde d es la dimensién espacial o critica superior y v es el exponente relacionado con la
divergencia de la longitud de correlacién. Fx se consigue al graficar X N“'® como funcién
de (p — p.)N®. Al hacer esto para varios tamafos de red se encuentra que Fy tiene una
forma independiente de N, ya que todas las curvas se empalman en una sola, por lo que se
dice que la funcién es universal. Después de esto se aplica un logaritmo sobre la ecuacion
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3.3. TECNICAS DE ESCALAMIENTO 33

para obtener

log(X) ~ 'O log(N) + log(Fx[(p — p.) N]) (3.5)

Esta expresién es el punto de partida para el manejo de los datos X(N) en busca de
cantidades como la densidad de enlaces critica y los exponentes para una red infinita.

Primeramente, se aproxima el valor de p. a partir de esta ultima expresion. Se toman
los datos de X (V) para varios valores de p alrededor del punto critico. La precisiéon con la
que se encuentra este punto esta dada por la cercania a p. con la que se tomen los datos
y la cantidad de realizaciones que se lleven a cabo. Un indicador de esta cercania es el
coeficiente de correlacion de Pearson r, pues a medida que se toman p’s cuya diferencia
con p. es menor, la ecuacion 3.5 se parece cada vez mas a una recta, o bien, aumenta la
correlacién lineal entre log(X) y log(N). Esto ocurre ya que Fx se vuelve una constante
frente a los cambios en el tamano del sistema N cuando p = p.. Otro indicador que
puede ser de utilidad para corroborar el resultado obtenido es la curvatura x de la funcion
que describen los puntos X (V) en escala doble logaritmica. Lo anterior en el sentido de
encontrar el reciproco del radio para el circulo que mejor se ajusta a los puntos dados.

Después de generar la p que mejor se aproxima a p,., se encuentra que el exponente w®
es el valor de la pendiente que presenta el mejor ajuste lineal para los puntos log(X (N)).
Este ajuste se genera mediante el método de minimos cuadrados.

Método 2. Puntos pseudocriticos

Este método se fundamenta en el comportamiento de los puntos pseudocriticos obteni-
dos para diferentes valores del tamafio del sistema. El punto pseudocritico p.(N) se refiere
al valor que toma el parametro de control p cuando alguna cantidad observable encuentra
su maximo. Estos surgen a partir del caracter finito del estudio y simulacién del modelo.
En estas redes de tamano N, las cantidades como x(p), por ejemplo, no presentan una
divergencia al pasar por la transicion, sino un maximo que es mas o menos pronunciado
dependiendo del tamano del sistema. De modo que las posiciones p.(N) de estos maximos
exhiben un desplazamiento con respecto al punto critico real. Estos desplazamientos se
comportan como una ley de potencias en N al igual que la amplitud que los maximos
presentan.

Entre las cantidades que muestran méaximos en los puntos pseudocriticos estan los ta-
mafios de componente sp de rango R > 1 y los momentos M de la distribucién n(s)
con orden entero j > 1. Sin embargo, el método no se limita a cantidades con maximos,
sino que puede adaptarse facilmente a otras maneras de definir p.(/N). Denotando a cual-
quiera de estas cantidades como X y su exponente critico asociado como w, los puntos
pseudocriticos p.(N) van como

pe(N) =pe| ~ N7 (3.6)

donde p. es el punto critico encontrado a partir de los maximos en X y d es el exponente
de la ley de potencias con el que estas diferencias decaen. Los valores maximos, por otro
lado, se comportan como
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34 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

Xomaz(N) ~ N“© (3.7)

donde X,,,, = max{X(p)} para un tamano N dado.

Aunque este método muestra, tal vez, la manera mas sencilla de obtener los parametros
criticos numéricamente, también es el que presenta mayor error en ellos. Esto se debe
tomar en cuenta, ya que los puntos pseudocriticos son los que exhiben una mayor varianza
sobre un conjunto dado por las distintas realizaciones.

Método 3. Exponentes efectivos

En las subsecciones anteriores se tomo la dependencia de las distintas cantidades X en
funcién de N para después obtener los exponentes criticos, ya sea optimizando la correla-
cién lineal al variar el pardmetro p en la ecuacion 3.5 o aprovechando el comportamiento
en ley de potencias de puntos pseudocriticos en las expresiones 3.6 y 3.7. En esta subsec-
cién se propone un método alternativo que utiliza un enfoque similar, sélo que tomando
exponentes efectivos a partir de las funciones X (p) en una vecindad cercana al punto
critico.

En una transicién de fase continua, la cantidad observable X cerca del umbral de
percolacién p. es independiente de la escala del sistema, por lo que tiene una forma en ley
de potencias

X(p) ~ Alp — pe*’ (3.8)

donde A y w son el coeficiente y exponente asociados a esta cantidad, respectivamente.
Para redes de tamano finito este comportamiento se observa en las cercanias de p. simi-
larmente, pero después de que los efectos de esta finitud desaparecen. Tal es el caso de
los maximos que sustituyen a la divergencia de estas cantidades cuando N — oco. Con
base en esto, se toma a X (p) en un intervalo donde se ha asentado completamente una
ley de potencias para los distintos valores de N. Después, se extraen A y w para deducir
su dependencia con el tamano del sistema como en la siguiente expresion

X(p,N) ~ A(N)|p = pe|™ (3.9)

donde p. es el valor correspondiente al umbral de percolacion para este modelo.

Con este método se genera una manera de estudiar por separado a las partes pre- y
postcritica en las cercanias de la transicion. Esto asumiendo que en ambos regimenes
se instaura una ley de potencias que progresivamente se parece cada vez més a la que
muestra un sistema infinito (ec. 3.8). Por otro lado, se evita asumir que ambas partes
alrededor del punto critico presentan el mismo exponente, como es el caso de la percolacion
clasica. Debido a lo anterior, se distingue entre los exponentes efectivos precriticos w_ (V)
y postcriticos w (INV), y se encuentra que estos se aproximan mondétonamente al valor w_
y w, para un sistema infinito, respectivamente. La diferencia entre estos sigue una ley de
potencias como la que se muestra

W (N) — ws| ~ N7 (3.10)
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3.4. PARAMETRO DE ORDEN S, 35

donde . son los exponentes con los que escala cada relacion. Se sigue el mismo camino
para los coeficientes AL (V)

|AL(N) — Ay[ ~ N7#* (3.11)

donde A_ (Ay) es el coeficiente al que se tiende en el régimen precritico (postcritico), asi
como el exponente ¢_ (¢, ) asociado al ajuste.

En los primeros dos métodos se opta por tomar los 22 puntos que se tienen para los
distintos valores de N y ajustar una ley de potencias a ellos para obtener el exponente
critico. Numéricamente, esto es mas sencillo que seguir la expresién s; ~ B|p—p.|® para el
parametro de orden, por ejemplo, en la que determinar donde comienza el comportamiento
en ley de potencias presenta mayor ambigiiedad. Sin embargo, se tiene la ventaja de dividir
el estudio para los dos regimenes que rodean al punto critico, lo cual evita inconsistencias
que se puedan presentar en las funciones de escalamiento Fx.

Finalmente, se busca obtener el exponente O a través de los resultados obtenidos por
cada método. Esto se realiza de forma similar y como el iltimo paso de cada subseccion.
En todo caso, se asume que los parametros criticos extraidos hasta ahora se generaron
correctamente (p. y wO en el Método 1y 2, w_ y w; en el Método 3). Después, con
esta informacion aplicada sobre la expresién 3.4 se recurre al mejor data collapse sobre
las curvas X (p) para varios N’s. En el caso del Método 1 y 2, conocer a © por este
medio permite tener el valor para w por separado. En cuanto al Método 3, se produce
un valor asociado a la parte precritica ©_ y otro a la parte postcritica ©, los cuales no
necesariamente seran iguales. Esto concluye la obtencion de los parametros criticos para
cada observable.

En las siguientes secciones se presentaran algunas de las cantidades observables mas
importantes del modelo y se abordaran los datos obtenidos en las simulaciones mediante
las técnicas de escalamiento que se desarrollaron aqui. Para distinguir entre los valores
del mismo exponente calculado a través de distintas técnicas, se usara un superindice
con el nimero del método utilizado. Por ejemplo, v(!) es el exponente critico asociado a
la cantidad y calculado mediante el Método 1. Del mismo modo, como p, y © también
se obtienen bajo el comportamiento de distintas cantidades, se distinguira entre ellos
mediante subindices. Por ejemplo, p,(;?s)g, es el punto critico obtenido a partir de los maximos
que muestra s3(p) en el Método 2. Por tltimo, como ya se introdujo en el Método 3,
cuando se tenga que distinguir entre el comportamiento antes y después de la transicion
se utilizaran los subindices — y +, respectivamente.

Una versién mas detallada de esta informacion sobre los simbolos utilizados y la nota-
cién empleada se incluyen en el Apéndice A.

3.4. Parametro de orden s;

La cantidad de mayor importancia en este modelo es el tamano relativo del componente
mas grande s1, el cual desempena el papel de parametro de orden y se define como la
fraccion mas grande de vértices conectados entre si dentro del sistema. Como ya se expuso

35



36 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

anteriormente, se le adjudica el término “percolacién explosiva” a este modelo debido al
cambio abrupto que se da en la cantidad s;. En esta seccion se realizara el célculo de los
parametros criticos p.s,, 8y ©s que caracterizan a s; en las cercanias de la transicién
de fase. Para esto se aplicaran las técnicas descritas en la seccion anterior. Los resultados
obtenidos seran analizados y comparados entre si para corroborar su validez.

En la figura 3.3 se muestra el comportamiento de esta cantidad alrededor del punto
critico para cinco valores diferentes de V. Debido a la tendencia que se observa al aumentar
el tamano del sistema, se puede deducir que la transicién para un sistema infinito sucede
en un punto en las cercanias de p = 0.88845. De igual manera, el parametro de orden se
aproxima a cero antes de la transicion y toma valores cada vez méas cercanos a una ley de
potencias en (p — p.) después de ésta. Lo ltimo se puede ver para la curva en color verde
a partir de p ~ 0.88885 y para la curva roja poco después de p ~ 0.88855.

0.6_ T T T T T —
0.5
0.4
Q
\-:'O.B
n
— 6
0.2l _ N=10
~ —— N=10’
0.1 —— N=10° 1
OO | | | | | .
0.88805 0.88825 0.88845 0.88865 0.88885

p

Figura 3.3: Tamano relativo del componente mas grande s; alrededor del punto critico
como funcion del parametro p para diferentes valores del tamano de red N. No es muy
clara debido a la escala sobre el eje horizontal, pero el sistema correspondiente a N = 10°
también atraviesa por una transicion de fase.

El intervalo en la figura se trata de una ventana de p muy pequena en la que solamente
se agregan 0.001N enlaces al sistema, es decir, 0.1 % de los enlaces necesarios para unir
toda la red si a cada paso se unieran dos componentes previamente disjuntos. Para las
redes de tamano méas pequeno es poco evidente la variacién en la cantidad s; dentro de
este intervalo. En promedio se agregan alrededor del 15% de los vértices en el sistema
para N = 10°. Esto en contraste con la red mds grande, que acapara aproximadamente
la mitad de los vértices dentro de una ventana 10 veces menor.
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Al comparar ahora con el modelo ER (en el que los enlaces no compiten para ser
aceptados), se sabe que en una vecindad cercana al punto critico el valor de s; ~ 4|p—p,|.
Por lo tanto, en una ventana alrededor de p. con el mismo tamano que en la figura 3.3 se
observaria un incremento 300 veces menor que con la regla del producto PR.

Aplicacion del Método 1

Para obtener mayor informacion sobre esta cantidad se aplicara el Método 1 descrito
en la seccién anterior. Los datos que se consideran son el valor medio de s; para 10,001
valores de p equiespaciados en el intervalo [0.88795,0.88895] y 22 valores de N dentro de
[1E5,1.6E9].

Se parte de la expresion que asume escalamiento sobre el pardmetro de orden s; alre-
dedor del punto critico y para sistemas de tamano finito N

(1)
s1

—sWeM

donde pﬁ}ﬁl, Oy @2? son los parametros criticos que caracterizan a la transicion mediante
este método y Fj, su funcién de escalamiento. La informacion que se tiene sobre s; en
funcién de N se usa para calcular la correlacién lineal 75, y la curvatura s, que existe
entre estos conjuntos de datos en escala doble logaritmica. En este caso, se encuentra que
p&}gl estd dado por el valor de la densidad de enlaces p que minimiza a la funcién 7, (p)
en un intervalo tomado en las cercanias del punto critico.
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Figura 3.4: Coeficiente de correlacién de Pearson 7, y curvatura ks, de la relacién s;(N)
para los valores del pardmetro de control p en el intervalo [0.88823,0.88867]. Ambas curvas
presentan un minimo en p,(;,lgl = (0.8884484, cuya ubicacién se resalta mediante una recta

vertical en ese valor.
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En la figura 3.4 se puede visualizar a estas dos cantidades (r y ) como funcién del
parametro de control p para el tamano del componente més grande s;(/N). En esta grafica
se senala el valor pgs)l = (.8884484 que minimiza el coeficiente de correlacion de Pearson,
y el cual coincide también en minimizar la curvatura.

Por la forma de la curva 74, (p) se puede deducir que los puntos log(s;(N)) para p <

pg,ls)l se ajustan a una recta cuya pendiente es negativa. Luego, el ajuste genera la mejor

correlacién negativa entre log(s;) y log(/N) cuando p = p((;}s)l. Esto indica que, en el punto
critico, el pardmetro de orden decrece como una ley de potencias con el aumento de
N. Después, para p > pg}s)l, la correlacion cambia repentinamente de signo pasando del
valor mas cercano a r5, = —1 hasta algo por encima de r,, = 0.8, donde los puntos
encuentran un mejor ajuste lineal mediante una recta con pendiente positiva. Por otro
lado, la curvatura kg, (p) toma valores més grandes antes de la transicién que después de
ésta. No obstante, como se ve en la figura, también encuentra su minimo en pg,ls)l.

En la gréfica del parametro de orden para diferentes tamanos de red (figura 3.3) se
observé que el cambio en s;(p) se vuelve mds abrupto al aumentar N. Esto implica que
en una red de gran tamano existe una mayor variacién para distintas p’s alrededor de la
transicion, como se observa en la figura 3.5. Este hecho y la informacion sobre el coeficiente
de correlacién de Pearson y la curvatura, senialan que los puntos log(s;(N)) empiezan a
decrecer mas rapido antes de pgs)l, luego el decaimiento se vuelve menor hasta ser el
mejor ajuste lineal en el punto critico y, después de éste, los puntos empiezan a mostrar
un crecimiento con N, pero a una razén menor. Esto se puede ver en la misma figura para
distintos valores de p.

Este método generé un valor aproximado de p, a partir de la minimizacién de 74, (p) y
ks, (p). Después de asegurar la obtencién de esta cantidad de manera correcta, lo siguiente
es encontrar el exponente (1) que caracteriza al pardmetro de orden durante la transicién.
Para esto, se tomo la pendiente del mejor ajuste lineal por minimos cuadrados para los
puntos sy (p§131 , V) en escala doble logaritmica. En la figura 3.5 se representa en color verde
a los puntos observados y la recta resultante. Se puede ver que el exponente relacionado
con la pendiente de dicha recta es 6(1)621) ~ 0.0653 y que la funcion de escalamiento
evaluada en cero, relacionada con la ordenada al origen de la misma, es Fj, (0) = 0.786.

En esta grafica también se agregan los puntos correspondientes a s; () para dos valores
de p antes (rojo y morado) y después (azul y naranja) de la transicién, esto con el propésito
de comparar y resaltar la desviaciéon que presentan. Se puede concluir que este modelo
atraviesa por una transicién tan abrupta debido a que su parametro de orden presenta
un exponente ﬁ(l)@g) muy pequeno.

Por tultimo, para determinar el valor del exponente critico @é? se busca el mejor empal-
me de los datos s1(p) para todos los valores de N, utilizando el umbral pf(;,ls)1 y el exponente
ﬁ(l)@g) obtenidos anteriormente. En la figura 3.6 se agregan estos resultados. Se observa
un buen comportamiento de las curvas para el exponente @g? = 0.533, el cual representa
el mejor ajuste para los datos s; bajo las variables rescaladas. Esto se puede ver en el
recuadro de la parte derecha para un intervalo [—1, 1]. Sin embargo, fuera de este intervalo
las curvas empiezan a desviarse entre si.

Esta inconsistencia se presenta antes de la transicion, como se observa en el recuadro

de la parte izquierda en escala log-log, y después de ésta, en la grafica principal de la
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< A p=0.8884684, r=0.5963, k=0.0674 v o
Py p=0.8884584, r=-0.4385, k=0.0505 ) ]
o p!!) =0.8884484, r=-0.9999, k=0.0006 1
—— BMEM=0.065298, F.,(0)=0.786 v ]
¢ p=0.8884384, r=-0.9550, k=0.0930
v p=0.8884284, r=-0.9092, k=0.2190 ]
v
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Figura 3.5: Parametro de orden en funcién de /N para diferentes valores de p en escala doble
logaritmica. La recta corresponde al mejor ajuste lineal de los puntos en pgs)l = (.8884484,
con el exponente critico /B(l)@gi) = 0.0653 y el valor Fs, (0) = 0.786 de la funcién de
escalamiento para la cantidad s;. Ademas, con la finalidad de representar el paso a través
de la transicién, se anaden los puntos para cuatro valores diferentes de p (dos antes y dos
después).

figura. Esto indica que en las cercanias del punto critico existe un buen ajuste, pero
falla fuertemente fuera del intervalo [—1, 1]. Se puede argumentar que la extensién de este
intervalo es suficiente para representar las “cercanias del punto critico” en donde funciona
bien el escalamiento, pero la vecindad parece ser muy pequena como para asegurarlo. Esta
cantidad en particular necesita un buen data collapse después de la transicion, ya que es
donde comienza a tener valores distintos de cero en una red infinita. Por lo tanto, se
concluye que la funcién de escalamiento no se manifiesta adecuadamente y cuestiona la
manera de aproximarse al modelo para obtener los parametros criticos a través del Método
1.

Parametro 1)
e (1) (1)
critico Pes: F,(0) R B Os,

Valor 0.8884484 | 0.786(6) | 0.0653(5) | 0.1225 | 0.533

Cuadro 3.3: Resultados obtenidos a través del Método 1 correspondientes al parametro
de orden s;. Las primeras tres columnas contienen los pardmetros criticos obtenidos por
el mejor ajuste lineal de log(s;) y log(V), mientras que en las tltimas dos se presentan los
valores producidos al desacoplar los exponentes ) y @ﬁ? mediante el mejor empalme de
las curvas Fy, .
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pl =0.8884484
B =0.12251
e =0.533
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Figura 3.6: Mejor data collapse de las curvas s1(p) hacia la funcién de escalamiento Fy,

para todos los tamanos de red N. Los resultados se basan en los valores de pﬁ}ﬁl, Oy
@ﬁ? obtenidos mediante el Método 1 para esta cantidad. El valor de S que se muestra
corresponde a la razon entre los exponentes 3 (1)@9 y @S) que se obtuvieron directamente.
En el recuadro de la izquierda se utiliza una escala log-log para mostrar el rango de validez
del ajuste también para los valores negativos. En el recuadro de la derecha se agrega un
acercamiento a la zona donde se lleva a cabo la transicién. Las curvas s;(p) se representan
con distintos colores segiin el tamano de red .

Aplicacion del Método 2

Ya que el parametro de orden es una funciéon que crece monétonamente con p no tiene
sentido utilizar su amplitud maxima para extraer un conjunto de puntos pseudocriticos
como dicta el Método 2. De modo que se optd por utilizar una funciéon con los cambios
en s;, tomando en cuenta que el brinco mas grande en esta cantidad se da en el punto
pseudocritico y que estos se aproximan a p. al aumentar el tamano de la red. Sin embargo,
al calcular el promedio sobre los cambios de s; no se encontraron resultados favorables al
buscar el escalamiento.

La explicacion se dard mas adelante en la seccién y motivard la introduccion de una
cantidad alternativa: la distribucién del parametro de orden. Esto no sélo ofrece una vision
mas amplia del modelo, sino que permitira adaptar esta técnica eficientemente al definir
los puntos pseudocriticos de otra manera. Por lo pronto, se seguira el orden de las ideas
preestablecido y se examinaran los datos de la media de s; antes y después de la transicion
de forma independiente.
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Aplicacion del Método 3

Debido a la falta de un buen ajuste para todos los datos usando los métodos anteriores,
en especial para la parte postcritica, se optara por seguir el Método 3. Con este se divide
el estudio de la media del parametro de orden y se puede abordar especificamente el
comportamiento después de la transicion.

En vista de que el empalme de los datos s; dado por el Método 1 fue aceptable en las
cercanias del punto critico (figura 3.6, recuadro derecho) se mantendra ese valor de p,
para este método, asi que pggl = 0.8884484. Después se emplean los valores de s1(p) como
en la figura 3.3, s6lo que esta vez en escala log-log. Ademas, se utilizan sélo los valores
que la cantidad presenta después del punto critico.

En la figura 3.7 se muestran estos datos en funcién de la diferencia (p — pgl) para
los tamanos de red méas grandes. Todas las curvas tienen una parte comun al final de la
grafica donde muestran un comportamiento en ley de potencias. Los puntos se aproximan
en etapas cada vez mas tempranas a este comportamiento a la vez que aumenta N, lo
cual refleja la tendencia de las curvas a ser cada vez méas como una recta en esta escala.
La recta punteada que se agrega en la figura solo sirve de guia para indicar la ley de

potencias que presenta la red con la N mas grande.

6 x 1071} Pt

4 x 1071t

N=4.00E+07
N=6.40E+07
N=1.00E+08
= N=1.60E+08
= N=2.50E+08
== N=4.00E+08

S1+(p)

3x107%

N=6.40E+08
N=1.00E+09
N=1.60E+09

2x1071 L L
10°° 107> 1074

3
p_p((:,gl

Figura 3.7: Pardmetro de orden s; alrededor del punto critico como funcién de la diferencia
(p — pﬁgs)l) para los tamanos de red N mas grandes. Los datos corresponden al régimen
postcritico y se presentan en escala doble logaritmica. La linea punteada corresponde a
una recta paralela al mejor ajuste lineal de los puntos s;(p) para el tamano N mayor.

Para obtener el exponente critico /Bf), primero se toma un intervalo de p en el que se
haya asentado adecuadamente una ley de potencias para todos los tamanos de red que se
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42 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

utilizan. La validez del segmento sobre el que se aplica el método se corrobora calculando
el coeficiente de correlacién de Pearson sobre una pequena ventana movil para p > ps’gl.
El intervalo de p resultante es [0.88885,0.88895] y se tomaran sélo los puntos asociados a
los 9 tamanos de red N en [4E7,1.6E9]. Dentro del intervalo hay 1,001 puntos de s;(p)
para cada NV, los cuales se toman en escala log-log para calcular el mejor ajuste lineal por
minimos cuadrados y obtener la pendiente de la recta, es decir, es el exponente efectivo
B+ (N). De igual manera se extraen los coeficientes B, (N), los cuales se definen como en

la siguiente expresién para las p’s en el intervalo [0.88885,0.88895]

s1(p, N) ~ B (N)|p — p&) |P+™) (3.13)
—— |B+(N)—1.1300| = 312014.77N 0924
= |Bi(N)—B.]
1072F |
10_3:- |
o |B.(N)-BY
—— |B+(N)—0.0866| = 38344.50N ~0-925
107 4¢ |

W
N

Figura 3.8: Diferencias entre los exponentes 4 (V) (circulos azules) y coeficientes B ()
(cuadrados verdes) efectivos con su valor limite para diferentes valores de N en escala
log-log. Estos se obtuvieron a partir de la ec. 3.13 para el intervalo p € [0.88885, 0.88895].
Las rectas en el mismo color son el mejor ajuste lineal por minimos cuadrados para cada
cantidad.

Ahora se tratara a los coeficientes B, (N) y los exponentes G4 (N) de la misma forma
que a un conjunto de puntos pseudocriticos en el Método 2. Se parte de que la diferencia
entre los valores (V) y el exponente limite Bf) decrece como una ley de potencias en
N. Lo mismo sucede para los coeficientes B, (). Por lo que el siguiente paso es encontrar
los valores limite B, y ﬁf’) que describen un sistema infinito. En la figura 3.8 se agregan
las diferencias que los exponentes y coeficientes efectivos tienen con los valores limite.
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3.4. PARAMETRO DE ORDEN S, 43

También se muestran las rectas que corresponden al mejor ajuste lineal para estos grupos
de puntos. Como resultado se generan los valores B, = 1.1300 y 6@ = 0.08657 para
el coeficiente y exponente observados en el régimen postcritico, respectivamente. Aunque
los limites de cada grupo de datos es diferente, la velocidad con que se acercan a ellos es
casi la misma. Esta similitud entre los exponentes de los ajustes es incidental, ya que sélo
aparece con esta cantidad y en este régimen.

Similarmente a como se llevé a cabo para el Método 1, ahora se busca el exponente
@(f) por medio del mejor empalme de los datos para diferentes N’s. En este caso, con
p((;?’s)l = (.8884484 vy Bf') = 0.08657, se encuentra que el mejor data collapse para las
curvas s1. (p) sucede cuando @gl = 0.495. El resultado de aplicar los parametros criticos
descritos se puede visualizar en el recuadro superior de la figura 3.9. Para este ajuste se

utilizaron las curvas asociadas a los 22 valores de N simulados.

,,,,,,,,/:::::::,,,, _

B3 =0.08657
03, =0.495

S1+

1 1 1 1 1 1

101

B :

— B =1.18698

LR 0¥ =0.398 |

°o | E

% ) =0.8884484 i :

100k T~ 4
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o — P&l INOs

C, S,

Figura 3.9: Mejor data collapse de las curvas s;(p) para todos los tamanos de red N. La
grafica de arriba corresponde al caso postcritico en escala semilogaritmica y la de abajo
al caso precritico en escala lo%—log. Para ambos casos se utilizo el umbral de percolacion
pg’gl. Los exponentes @(j), @Sl’ s ) y @Sl’), fueron obtenidos mediante el Método 3 para

cada régimen. Las curvas s1(p) se representan con distintos colores segun el tamano N.

Finalmente, para complementar el estudio se sigue un procedimiento andlogo para el
régimen precritico. En este caso se utilizan las curvas correspondientes a los mismos 9 valo-
res de N descritos y se emplean 1,001 puntos de s1(p) para cada una, la diferencia es que el
intervalo de p donde se asientan adecuadamente las leyes de potencia es [0.88795,0.88805].
Se aplica el equivalente de la ec. 3.13 en este intervalo para obtener los exponentes 5_(N)

43



44 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

y coeficientes B_ (V) efectivos. En este caso, al tomar la diferencia de estos con su valor
limite se obtiene un comportamiento que no decae mondétonamente con N y no sigue una
ley de potencias de manera adecuada (coeficiente de correlacion r,,_ & 0.58). Esta incon-
sistencia parece ser una caracteristica replicada por los componentes de rango mayor y
se abordard con detalle en la siguiente seccion (fig. 3.19, datos en rojo especificamente).
Aun asi, se utilizan los valores de ﬂ(_g) = 1.187 y B_ = 5.34x10~? como una aproximacién
dada por el tamafio de red mds grande N = 1.6x10°. Con estos, el mejor empalme de las
= 0.398. El empalme de
curvas para este caso se agrega en el recuadro inferior de la figura 3.9.

curvas s;—(p) para los distintos valores de N se da cuando @g’),

En las graficas descritas se muestra el efecto de los parametros criticos obtenidos para
intervalos de p antes y después de la transicién. En ambos casos se utilizé el valor de
p&?l = (.8884484. Se aprecia que los exponentes ﬁf’) y BES) no son iguales, sino que
presentan una diferencia de al menos un orden de magnitud. Ademads, ambos difieren del
exponente (1) obtenido anteriormente. De igual manera, el resultado para los exponentes
@gﬁ muestra valores distintos.

Existe una diferencia evidente entre los exponentes criticos obtenidos para el pardmetro
de orden antes, durante y después de la transicién. El comportamiento del primer caso
dista mayormente de los otros dos y se tiene que ﬁ(,g) > BWM > Bf) y @2? > @gﬂ > @S),
Esto supone un inconveniente del modelo de percolacion explosiva con las técnicas que
se han abordado. Por un lado, porque dos métodos que deberian producir resultados
equivalentes, no lo hacen. Y, por otro lado, porque parece que no se puede lograr un buen
ajuste de manera global, lo cual pone en duda que se cumpla el escalamiento para este
modelo.

Parametro (3) (3)
critico B, By O,

Valor 5.343(7)x1077 * | 1.1870(2) * | 0.398 | 1.1300(2) | 0.08657(2) | 0.495

B_ BES) @(3)

S1—

Cuadro 3.4: Resultados obtenidos a través del Método 3 correspondientes al parametro
de orden s;. Las primeras tres columnas contienen los parametros criticos calculados
para el régimen precritico y en las dltimas tres los asociados a la parte posteritica. (*)
Estos valores numéricos se refieren al coeficiente y exponente efectivos calculados con

N = 1.6x10°. Asi que el error mostrado corresponde al ajuste sobre los 1001 puntos de

s1-(p) vs |p — pf’s)l] para este valor de N, no al ajuste sobre los 9 puntos de f_(N) vs N

como en el caso postcritico.

Distribucién bimodal del parametro de orden

El titulo de esta subseccion sugerentemente alude a la razon principal de utilizar va-
rios métodos diferentes. El modelo de percolacién explosiva presenta varias propiedades
inusuales, entre ellas, que la distribucién del parametro de orden en el punto critico es
bimodal [TS10; RF10; Gra+11]. Esto produce ciertas discrepancias respecto a lo que se
espera de un sistema que atraviesa por una transicion de fase continua, como se vera en
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3.4. PARAMETRO DE ORDEN S, 45

detalle més adelante. Asi, ademaés del valor medio de s; que es lo que se ha utilizado hasta
ahora, también se puede recurrir a su distribucion.

Para una p y N dadas, la distribucién del parametro de orden P, x(s;) muestra distintas
propiedades lejos de la transicién y en las cercanias de esta. Para p’s lejanas se tiene
una distribucion unimodal cuya media es cercana al maximo que presenta. Se habla de
unimodalidad en relacién a la moda estadistica que muestra P, y(s1). Los valores de s;
correspondientes a estos maximos se encuentran muy proximos a cero para p < p. y
van como N para p > p.. En cambio, Py, n(s1) presenta una forma con dos picos bien
definidos. Esta es una de las propiedades que explica la manera repentina en la que cambia
el parametro de orden. Por lo tanto, a diferencia del caso clasico, la percolacion explosiva
exhibe una distribuciéon bimodal de s; cerca de p. para sistemas finitos.

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 3.10: Distribucién bimodal del parametro de orden P(s1) en p = p.(IN) para distin-
tos valores de N. Los recuadros destacan las partes mas importantes de las distribuciones.
En el de la izquierda se utiliza una escala semilogaritmica para representar los picos mas
cercanos a cero. Estos son los que dominan en el régimen precritico. En el recuadro cen-
tral se agrega un acercamiento a la parte donde aparecen los minimos entre los picos. Por
ultimo, el recuadro derecho hace énfasis sobre el comportamiento que siguen los picos en
el lado derecho de las distribuciones.

En la gréafica principal de la figura 3.10 se agrega la distribucién del parametro de orden
en las cercanias del punto critico para cinco tamanos de red diferentes. Las distribuciones
se obtienen a partir de un ntimero de realizaciones igual o mayor a 50,000 (N, = 5x10%
para N = 10°, N, = 10° para N < 107). Las curvas para los tamafios mas grandes se
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46 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

suavizan mediante splines cubicos.

Cada distribucion mostrada en la figura cumple con tener la misma area debajo de
cada pico y la divisién entre ellos estd dada por el minimo central. Se observa que ambos
maximos se aproximan hacia la izquierda a la vez que aumenta su altura para N — oc.
Aunque ambos picos presentan un crecimiento, se nota que los de la izquierda lo hacen
con mayor velocidad. Los minimos, por otra parte, decrecen con el aumento de N. Esta
ultima caracteristica sugiere que la transicién de fase para este modelo es discontinua.
Sin embargo, si se demuestra que la diferencia entre los picos desaparece para un sistema
infinito esto confirmaria que en realidad es de segundo orden. Por lo que la bimodalidad
de la distribucién prueba el cardcter abrupto de la transicion, pero no es suficiente para
asegurar discontinuidad en ella.

Anteriormente se enfatizo que el Método 2 no se puede aplicar directamente sobre la me-
dia del tamano s;. Sin embargo, a partir de la distribucion de sus valores se encuentra una
alternativa para utilizar esta técnica. Los puntos pseudocriticos se establecen al igualar la
probabilidad de ocurrencia en los valores de cada pico, mientras que el comportamiento
de sus maximos se relaciona con el exponente [ asociado a cada régimen.

Como se ha procedido hasta ahora, el umbral de percolacién pﬁ?}l es el primer parametro
critico que se calcula. Esto se logra definiendo los puntos pseudocriticos p.(IN) como los
valores que toma el pardmetro de control p cuando los picos de la distribuciéon P, y(s1)
tienen la misma area, para un N dado. Después, basta con aplicarle el método mencionado
a este grupo de puntos. Dicho método establece que la diferencia entre estos datos y el
punto critico pgs)l sigue una ley de potencias en NN, como se especifica en la expresién
3.6. En el recuadro superior de la figura 3.11 se agregan los datos para la diferencia
|pe(IN) — p£25)1| en funcién del tamano de red. La recta muestra el mejor ajuste por minimos
cuadrados para estos puntos. De aqui se extraen los valores de los parametros criticos
pgs)l = 0.8884492 y 05, = 0.6162. El primero es el punto al que se aproximan los datos y
el segundo es el exponente con que decaen a dicho valor limite.

Ahora se analizardn las partes mas representativas de las distribuciones de s; en los
puntos p.(NN). En la figura 3.10 se incluyeron algunos ejemplos, pero esta vez se empleardan
todos los tamanos de N utilizados en la simulaciones numéricas. Primero se abordan las
posiciones de los méaximos sobre el eje horizontal, asi como del minimo que hay entre
ellos. Se define a s;_(N) y s14(/N) como la posicion del méximo en el pico izquierdo y
derecho para una N dada, respectivamente. De igual forma, si,(/N) es la posicién del
minimo central para un tamano N. Se observa que estas tres cantidades experimentan
un desplazamiento hacia la izquierda, es decir, decrecen a la vez que N aumenta, y este
decaimiento obedece una ley de potencias. Por lo tanto, se sigue una relaciéon como la
siguiente

Sito(IN) ~ NPEROR e (3.14)
para cada una de las posiciones. Aqui se emplea el superindice (2) para denotar que, al
igual que en los puntos p.(V), los maximos de los picos y el minimo entre ellos también
se describen mediante el Método 2, como en la ec. 3.7.

En el recuadro central de la figura 3.11 se anaden los puntos para cada cantidad en
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escala doble logaritmica: s;_(N) en cuadrados verdes, s14(N) en circulos azules y s1,(N)
en tridngulos rojos. Aunque las tres cantidades decrecen, se aprecia que s;_(NN) lo hace de
manera mas rapida. Esto se puede constatar ajustando la mejor recta para estos grupos
de puntos. El resultado muestra que B(_Q)@g)_ = 0.3173, Bf)@gl = 0.0426 y /Bc()2) 690 =
0.0564 para los exponentes criticos que describen el comportamiento de estas posiciones

al aproximarse a cero.
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Figura 3.11: Escalamiento de tamano finito sobre las distintas cantidades definidas a partir
del cardcter bimodal de la distribucién P, (n) n(s1). En el recuadro superior se muestra la

diferencia entre los puntos pseudocriticos p.(N) y el umbral pgs)l. En la parte central se
agrega la posicién s; de los méximos en el pico izquierdo (subindice -, cuadrados) y el pico
derecho (subindice +, circulos), asi como del minimo entre ellos (subindice o, tridngulos).
En el recuadro inferior se muestra la altura P, (v) n(s1) relacionada con los méximos de
los picos y el valor minimo. Se omiten los subindices de B, (v) n en la figura para facilitar
la presentacién. Se utiliza la misma notacion que en la grafica central para distinguir
cada cantidad. Las rectas corresponden al mejor ajuste para cada conjunto de puntos. De

esta manera se obtienen los exponentes criticos asociados a estas cantidades, en especial
e = 0.0426
+ Msi+ T :
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Los resultados que se obtienen al aplicar el método anterior indican que, como [5-° @g®

>
slf
f’@glL > 0, la distancia entre los picos crece para valores pequenos del tamano de red,

DPNE)
951+ Sin embargo, los valores de N

pero al final decrece aproximadamente como N~ A
estudiados aqui (N > 10°) no son lo suficientemente pequenios como para observar el creci-
miento del que se habla. Tomando la diferencia (s, —s;_), donde s, (N) = 1.027 N ~0-04259
vy s1_(N) = 2.1056N93171 " se encuentra que la distancia maxima entre los picos es
max{s;4+(NV) — s1-(N)} ~ 0.5827 y ésta se obtiene cuando N =~ 20,386. Asi, con las
funciones de ajuste se comprueba que el maximo en la distancia entre los picos se da para
una N menor a la de los datos observados. Por otro lado, al ajustar una ley de potencias
a dichos datos para las N’s mas grandes, se obtiene que el exponente con el que decaen es
muy cercano a 55_2)@2?)+. Se demuestra entonces que la distancia entre los picos desaparece
cuando N — 00, una caracteristica que senala continuidad durante la transicion de fase.

El proximo paso consiste en emplear los mismos puntos de las distribuciones, pero
ahora tomando sus posiciones respecto al eje vertical. La altura de estos puntos se denota
como P(s;) para abreviar el término P, () n(s1) y facilitar la presentacién. Se asocian los
mismos subindices a cada cantidad: P(s;)_ para la altura del maximo en el pico izquierdo,
P(s1)4+ para el maximo del pico derecho y P(sy), para el minimo central. En el recuadro
inferior de la figura 3.11 se visualiza el comportamiento de estas cantidades asociado a
una ley de potencias como en 3.14. También se mantiene la forma y el color de los puntos
que se establecio en la gréafica anterior.

Los resultados que se muestran en el recuadro central e inferior de la figura 3.11 estan
relacionados. La altura de cada pico crece aproximadamente al mismo ritmo con el que su
posicion en el eje horizontal tiende a cero. Esto se encuentra al ajustar la mejor recta a cada
grupo de puntos P(s;)+ y comparar su pendiente con el exponente 6f ) (2)i respectivo.
(2) ")ps) =~ 0.3020 y (BJF g)Jr) p(s1) ~ 0.0452. Se agrega el
subindice “P(s;)” para dlstlngulr que los Valores se obtuv1er0n a partir de las posiciones

Sus valores indican que (ﬁ( )G)

en el eje vertical, no del horizontal como los (ﬁi S?i)sl = B g)i Asi, los exponentes
(8 )@Sli)sl (8% Sli) p(sy) bresentan una discrepancia del ~ 5 % para el pico izquierdo
(subindice -) y del ~ 6% para el pico derecho (subindice +). Esto plantea la existencia
de una expresion para el escalamiento que utiliza el mismo exponente para las posiciones
en ambos ejes. Sin embargo, ya que B, 0, 4+ # 5_O, _ el escalamiento aplica bien para
cada pico por separado.

Por el contrario, la altura de los minimos P(s;), decrece con N y lo hace mas rédpido que
S10 (aprox. 3 veces mas rapido). Esto sugiere que no existe una expresién de escalamiento
para describir el minimo central, al menos no con un sélo exponente. Esto se debe a que el
comportamiento de los picos domina claramente sobre el que muestra el minimo, lo cual
se comprobara mas adelante cuando se aplique el escalamiento.

En los articulos [TS10; RF10; Gra+11] se abord6 originalmente el estudio de la distribu-
cién del pardmetro de orden para determinar la naturaleza de la transicién. En [Gra+11]
se definen los puntos pseudocriticos con base en que los picos de la distribucién tengan la
misma altura, no la misma area. Esto implica que, en comparacion con este trabajo, los
resultados sean un poco diferentes. Como se puede ver en el recuadro inferior de la figura
3.11 éstos sélo coinciden en N =~ 10°, donde los picos tienen la misma drea y altura.

Hasta el momento se ha definido el criterio para conseguir puntos pseudocriticos y
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en base a esto se obtuvieron los parametros que describen el comportamiento de las
distribuciones P, vy n(s1) al tomar N — oo. Ahora, se empleardn estos resultados para
determinar cémo escalan a una funcién limite (y si es que lo hacen).

Este método se emplea solamente para la cantidad s; y se basa en la idea de que, en
el limite termodindmico, la distribucién P,—,, n(s1) de estos valores tiende a una funcién
de escalamiento que sigue la expresion

Pypepen(51) ~ NP Fp(s:N"°) (3.15)

donde  es el exponente critico relacionado con la distribucion de s; y Fp la funcion
de escalamiento que describe. El exponente © se define como en los métodos anteriores.
Esta ecuacion se relaciona directamente con el escalamiento de tamano finito para el
valor medio del parametro de orden en la expresion 3.4. De tal manera que se espera una
correspondencia entre sus exponentes criticos, asi como entre sus funciones de escalamiento
Fp y F51 .

A continuacion, se utilizara el valor de los exponentes ﬁf )@g)i y la expresion 3.15 sobre
los picos izquierdo y derecho. De aqui se pretende observar la forma a la que tienden
asintéticamente las curvas P(s1) de las distintas N’s. Los resultados aparecen en la figura
3.12. El ajuste es un poco mejor para el pico derecho representado en la grafica principal,
aun asi, ambos muestran una forma bien definida donde las curvas para las distintas N'’s
se empalman.

Como se aprecia en las gréaficas, no sélo se trata de la posicién de los picos, sino que
toda su forma es independiente del tamano de la red. Sin embargo, esta afinidad sélo
se presenta para cada uno por separado. Si se toma a la distribuciéon de manera global,
resulta que la funcion de escalamiento Fp tiene una forma mixta. Esto se debe a los dos
comportamientos distintos que muestra el sistema y que dominan en el modelo para cada
régimen.

Hace unos parrafos, se encontrd que el exponente con el que la distancia entre los picos
decae a cero es aproximadamente Bf)@gl = 0.04259 para N'’s grandes. Al utilizar este
valor en la expresiéon 3.15 y aplicarla sobre todas las distribuciones, se genera una funcion
limite con un pico derecho como el que se visualiza en la figura 3.12 y una delta de Dirac

@g®
)

d(z) centrada en x = 0 como pico izquierdo, donde z = N F+790% 5, De esta manera, para

valores de p > pgs)l sélo el pico derecho contribuye a la media del pardmetro de orden. En
cualquier otro caso domina la delta en la parte izquierda y la media de s; se vuelve cero.
Esto implica que la funcion Fy, del pardmetro de orden tiene una singularidad en algin
valor entre estos dos comportamientos.

Para desacoplar los exponentes Bf )@g)i se emplea el mejor data collapse sobre las
curvas Iy, como se llevé a cabo con los otros métodos. El resultado arroja valores de O,
cercanos a 0.5 para ambos regimenes. Esto significa que la diferencia de al menos un orden

de magnitud entre los exponentes 5(,2) y Bf )

se mantiene. También se encuentra que el
valor de &, v O, son diferentes, asi que los puntos pseudocriticos no escalan con el mismo
exponente utilizado para “colapsar” los datos. Todos los parametros criticos obtenidos en

esta subseccién se agregan en la tabla 3.5.

Otra consecuencia de la singularidad en Fj, tiene que ver con la relaciéon entre los
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20 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

parametros criticos de este método y el Método 3. En el régimen postcritico se presenta una
buena correspondencia entre sus valores, ya que Bf) ~ ﬁf’) y 9@2 ~ @g’l Sin embargo,

en la parte precritica existe una clara discrepancia entre los respectivos exponentes.

BPe? | 0.3173(24) | P02, | 0.0426(3)

P2 | 0.8884492(11)

B3 0.6078 BY 0.0869
Js 0.616(11) @ @
! e 0.522 CIRA 0.490

Cuadro 3.5: Resultados obtenidos a través del Método 2 correspondientes a la distribucion
del pardmetro de orden P(s;). Las primeras columnas contienen los pardmetros asocia-
dos a la determinacién del punto critico, en las columnas centrales estdn los exponentes
calculados para el régimen precritico y en las ultimas se tienen los de la parte postcritica.

2.5

) =0.8884492
BPe, =0.0426
B2eR2)_ =0.3173

S1—

2.0

1.0

—R12)(2)
N B9 Py vy, n(S1)

0.5

0.9 1.0 11 1.2
P

0'8.5 0.6 0.7 Oi8

Figura 3.12: Mejor empalme de las curvas P, (v) n(s1) para cada picos de la distribucién
por separado. Los exponentes utilizados son 5(_2)@§?_ y 9@% El pico derecho aparece
en la grafica principal y el izquierdo en el recuadro pequeno. Esto muestra el caso asintético
en el que la forma de los picos es independiente del tamano de la red. Se utilizan distintos

colores para diferenciar las curvas asociadas a los valores de N.
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Esto concluye con el manejo de los datos de s; y la consecuente extraccion de los
parametros criticos p.s,, 8y Os, generados por los distintos métodos. Estos valores ca-
racterizan el comportamiento del parametro de orden en las diferentes regiones de p donde
se realizo el calculo. La independencia de los resultados con respecto al método utilizado es
lo que inicialmente se buscaba comprobar. Esto apunta a que p. ~ 0.888449, 5 ~ 0.08675
y © =~ 0.493, tomando en cuenta la singularidad en la funciéon de escalamiento Fj,. Un
conjunto de valores aproximados a estos seran los que se emplearan mas adelante en la
seccion 3.8 para corroborar el cumplimiento de las relaciones de escalamiento.

3.5. Tamanos de componente mas grandes

Anteriormente se definié a sg como el tamano relativo del componente de rango R, es
decir, del R-ésimo componente mas grande dentro de la red. Después de s, los tamanos de
componente mas grandes que se analizaran en este trabajo abarcan a sz con R = 2,3, 4.
Para esto, se seguird el mismo procedimiento general que en la seccion pasada. Sélo que en
este caso, los puntos pseudocriticos para el Método 2 si estan determinados por el maximo
que presentan las cantidades sy alrededor de la transicién y no debido al caracter bimodal
en sus distribuciones criticas. Los resultados asociados a sr—g 34 se compararan entre si
y con el parametro de orden para averiguar si existe alguna relacion entre ellos.

El valor medio de estas cantidades crece monétonamente hasta alcanzar el maximo en
las cercanias del punto critico y después decrece de manera similar. La diferencia radica
en una caida a cero un poco mas marcada después de la transicién, lo que genera una
forma no simétrica para sr—s34. Las curvas que representan a estos tamaros se pueden
visualizar en el recuadro superior de la figura 3.13 para un valor de N = 107. Debido a
que estos componentes son los que contribuyen principalmente al aumento abrupto de s;
en p., el valor maximo de sus tamanos se da poco antes del punto critico. Asi, las curvas
sr(p) muestran un méximo que se desplaza hacia la izquierda a la vez que aumenta R,
como se ve en la grafica correspondiente, lo cual sugiere que el mecanismo de crecimiento
directo es predominante para este modelo.

Por otro lado, se aborda la dependencia con respecto a N de los tamanos sg(p) para
R = 2,3,4. En el recuadro inferior de la figura 3.13 se agregan las curvas so(p) para
diferentes tamafios de red. En el intervalo [0.88795,0.88895] se observa como decrece el
valor de sy con el aumento de N, para toda p. En el caso de los maximos, particularmente,
existe un decaimiento con N — oo, mientras las posiciones de éstos en el eje horizontal se
aproximan a un valor cercano a p = 0.88845. Estas caracteristicas provocan que s, tenga
valores muy cercanos a cero incluso en las proximidades del punto critico para N = 10°.
Se muestra el comportamiento de s; como representante de los sg~; debido a que sus
caracteristicas son replicadas de manera significativa por componentes de rango mayor.
Todo lo anterior apunta a que, si sy(p) tiende a cero con el aumento de N y ya que
sr(p) > sri1(p), para toda p, entonces los tamanos sg(p) — 0 con N — oo para toda p
y R > 1. Esta informacién es obtenida indagando solamente a partir de la figura 3.13, los
resultados cuantitativos se analizaran en detalle mas adelante.
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Figura 3.13: Recuadro superior: Tamano relativo de los componentes sgr(p) de rango
R = 2,3,4 para una red de tamano N = 107. Se observa que el méximo de las curvas
se desplaza hacia la izquierda a la vez que aumenta el valor de R. Recuadro inferior:
Tamano relativo del segundo componente mas grande sy(p) alrededor del punto critico
para diferentes valores de N. El maximo de las curvas sufre un desplazamiento hacia la
derecha con el aumento de N. Debido a la escala sobre el eje horizontal el méximo de
N = 10° no aparece en la grafica, pero indudablemente atraviesa por una transicion.

Razén entre tamanos ss/s;

Con base en lo anterior, el comportamiento de s; y los s3 34 alrededor del punto critico
no parecen mostrar muchas similitudes. Aun asi, en el caso clasico se ha demostrado que la
forma que presenta s; con el escalamiento de tamano finito se mantiene para componentes
de rango mayor. De este modo, para el componente de rango R se tiene que

sr(p, N) = NP F[(p — pe) N (3.16)

por lo que todos los tamaiios sz se comportan como N~ #® cuando p = p.. Se puede
aprovechar esto para estimar el punto critico a partir de la razén entre dos tamanos
relativos. Si tomamos ss/s1, el resultado es

52/51(]77 N) = Fsz[(p - pC)N@]/F81[(p - pC)Ne] = Fsz/31 [(p - pC)NG] (317)
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3.5. TAMANOS DE COMPONENTE MAS GRANDES 23

una funcién que sélo depende de la variable (p — p.)N®. En el punto critico esta funcién
se convierte en una constante independiente de N, por lo que todas las curvas ss/s1(p)
pasan por el mismo punto en p = p..

Este método de estimacién del punto critico se implementé en este trabajo para el
modelo de percolacién explosiva. Los resultados de la media de s5/s; se muestran en la
figura 3.14 para cinco tamanos de red diferentes. Aunque s; > sy para toda p, sus valores
son muy similares antes de la transicién y s;/s; toma valores cada vez més cercanos a
S9/s1 = 1 con el aumento de N. Por otro lado, cuando se ha establecido el componente
macroscépico después de la transicion, la razon entre los tamanos tiende a cero con N —
oo. Entonces en algin punto entre estos dos regimenes se da la transiciéon. Sin embargo,
como puede verse con detalle en el recuadro pequeno de la figura, el comportamiento
del caso clasico no es replicado por el de percolacién explosiva. Es claro que las curvas
no pasan por el mismo punto, sino que la intersecciéon entre tamanos sucesivos se va
desplazando, especificamente hacia la izquierda y hacia arriba con el aumento de N. Se
determina entonces que, como las intersecciones dependen de N, la razon ss/s; no sélo
es una funcién de (p — p.)N® y los exponentes criticos asociados a s; y sy deben ser
diferentes.

1.0 T T T T T 7]
0.45

0.8
0.40

o
(@)
T

0.35 \\ |

B
"y | 0.00005  0.00010
N
V)]

+8.884e-1

—— N=10> —— N=108
0.2F —— N=10® —— N=10° i
—— N=10’

0.0

0.88805  0.88825  0.88845  0.88865  0.88885
p

Figura 3.14: Razoén entre los tamanos ss y s1 como funcién de p para distintos valores de
N. En el recuadro se observa un acercamiento a la regién en la que deberian intersectarse
todas las curvas. Los resultados indican que esto no sucede, por lo que no se cumple lo
asumido en la expresién 3.17 y cada cantidad por separado posee un comportamiento
diferente alrededor del punto critico.
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Aplicacion del Método 1

Ahora se aplicaran las técnicas de escalamiento sobre los tamanos sp—s 34 empezando
por el Método 1. La expresién de la que se parte toma a estas cantidades en las cercanias
del punto critico para sistemas de tamano finito N

_ W) (1)
sr(p, N) = N7’z @SRFSR[(p —p(l) )N@SR] (3.18)

C,SR
donde pi¥ y O {t] () s el valor d inimiza 1 lacié
onae IOR Yy Bsy SOn exponentes CI'lthOS, Pe,sg €S €1 valor de p que minimiza la correlacion

lineal entre log(sg) y log(N), v Fs, es la funcién de escalamiento correspondiente. Se
utiliza la letra p para diferenciar del exponente [ asociado a s; ya que, como se vio
anteriormente, sus comportamientos presentan una diferencia significativa.

En el pequeiio recuadro de la figura 3.15 se muestran las curvas r,,(p) v ks, (p) — 1. La
primera, en azul, es el coeficiente de correlacion de Pearson que existe entre los conjuntos
de datos log(ss) y log(N), esto para distintos valores de p en el intervalo [0.88825,0.88865].
La segunda, en rojo, es la curvatura (desplazada una unidad hacia abajo) de los mismos
datos en el intervalo de p descrito. Se modifica ligeramente a esta cantidad para que ambas
tengan su valor minimo en las cercanias de —1 y poder utilizar mejor el espacio disponible
en la grafica. Por lo tanto, el valor de p donde las curvas encuentran su minimo corresponde
al punto critico asociado a la cantidad s,. Este tiene un valor de p((;}s)Z = 0.8884473.
Alrededor del punto critico, el comportamiento es similar para las dos curvas: al alejarse
de p((;,l&?Q crecen hasta un valor maximo y luego decrecen rapidamente. La posicion p de los
minimos coincide en cada curva, pero las de los maximos antes y después de la transicion
no.

En la grafica principal de la figura 3.15 se muestran los puntos s3(/V) para distintos
valores de p, incluido el que minimiza la correlacién lineal. En el intervalo [0.88825,0.88865]
la correlacion lineal entre log(sy) y log(V) es negativa para toda p y, en consecuencia, lo
es también la pendiente de las rectas que mejor ajustan a estos puntos. Los circulos verdes
simbolizan la relacién so(N) en el punto critico pijL = (0.8884473 y la recta que representa
el mejor ajuste tiene como valor absoluto de la pendiente a pgl)@g? ~ (0.21845 y como
ordenada en el origen a Fj,(0) = 0.697. Se agregan también los puntos para dos valores de
p antes y después de la transicion. A diferencia de lo que se obtuvo para s;, los puntos se
desvian de la recta verde hacia abajo en ambas partes debido al comportamiento descrito
para las funciones rg,(p) v £s,(p).

Se realiz6 el mismo calculo para los tamanos s3 y s4 obteniendo resultados muy pa-
recidos. Para ambos, el minimo en las curvas r,,,(p) coincide con el de las curvaturas
Ks;,(p) correspondientes. La correlacién lineal minima para los puntos s3(N) es —0.9993
y para s4(IN) es —0.9989. Esto, aunado a los valores obtenidos para s; y s, supone una

P 1 -
pequena disminucién en el valor de |rg, (p£5) »)| con el aumento de R. De la misma manera,

la curvatura ks, (pgls)R) presenta un crecimiento progresivo a la vez que R aumenta. Los
minimos para sz se encuentran en pggs = (0.8884462 y para s4 en p£}34 = (.8884459.

La obtencion de los valores p((;ls) » bara los primeros cuatro tamanos mas grandes indica
que el punto critico definido por el Método 1 decrece con el aumento de R. Esto sélo
tiene sentido numéricamente debido al limite en la precisién del tamano de paso para los

valores de p y en el niimero de realizaciones para cada tamano de red. Las razones descritas
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Figura 3.15: Tamano relativo sy en funcién de N para diferentes valores de p en escala
log-log. Los datos representados por circulos verdes son los que minimizan la correlacion
lineal entre log(ss) y log(N). La recta corresponde al mejor ajuste lineal de los puntos

para p,(;}gz = (.8884473. De esta se obtiene el exponente critico pgl) @g) = (0.2184 y el valor
F,,(0) = 0.697 de la funcién de escalamiento para s,. También se agregan los puntos
so(N) para dos valores de p antes y después de la transicién. En el pequeno recuadro se
agrega el coeficiente de correlacién de Pearson r,,(p) y la curvatura desplazada una unidad
Ks,(p) — 1, ambas obtenidas con respecto a la relacién sy(N) en escala doble logaritmica.

generan esta discrepancia. La primera se refiere a que, para sistemas de tamano finito IV,
el tamano de paso minimo es p = 1/N. Si se asume que el mecanismo de crecimiento
directo es el que domina en este modelo, entonces el mayor “brinco” en s; se debe a la
adicion del maximo valor de sy alcanzado al menos un paso antes. De igual forma, el
maximo de s, se consigue debido a la adicién de s3 en su valor maximo alcanzado al
menos un paso antes, y asi sucesivamente. Se estima entonces que p£12 r=D.—(R—1)/N,
para R pequeno, un mecanismo de crecimiento directo y utilizando la distancia minima
1/N entre maximo y méximo. La segunda razon, relacionada con el limite en el nimero
de realizaciones, y el hecho de que no siempre es la distancia minima 1/N entre méximo
y maximo justifica el resultado obtenido.

Asimismo, se extrae el exponente critico relacionado con los tamanos s3 y s4. Esto se
realiza a través del mejor ajuste lineal sobre los puntos s3(IN) y s4(N) en los valores
de p. descritos arriba para estas cantidades. El tercer componente més grande tiene un
tamano relativo que sigue una ley de potencias con exponente pgl)@g? ~ 0.2005 y su
funcién de escalamiento evaluada en el origen es Fi,(0) = 0.375. Para el tamano s4, los
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resultados son pil)@gi) ~ 0.18755 y F,(0) = 0.245. En cuanto a los exponentes, el valor
de B(l)@g) ~ 0.065 obtenido en la secciéon anterior es muy pequeno con respecto a los
p;})@&), con R = 2,3,4. Omitiendo esto, los exponentes criticos asociados a Sp—334, al
igual que los valores Fg, (0) decrecen con el aumento de R. Al final, para desacoplar los
valores pg)@&? encontrados en cada valor de p. ,,, se busca el exponente @gﬁ de manera
independiente al ajustar el mejor data collapse para las curvas Fy,,. Todos estos resultados
se agrupan en la tabla 3.6 para los tamanos sz mas grandes.

El ajuste mediante los valores encontrados con el Método 1 es vélido sélo en una
vecindad muy cercana al punto critico, como se observa en el recuadro superior de la
figura 3.17 para so. Este no es el resultado més favorable, pero tampoco es sorpresivo

teniendo en cuenta lo obtenido para s; con el mismo método en la seccién anterior.

SR pgls) 1) A (1 1 1
con R | 0.88844. | Fen(0) PR’ 0% | Ok
1 84 0.786(6) | 0.0653(5) | 0.1225 | 0.533
2 73 0.697(16) | 0.2184(14) | 0.4561 | 0.479
3 62 0.375(12) | 0.2005(19) | 0.4290 | 0.467
4 59 0.245(9) | 0.1875(22) | 0.4042 | 0.464

Cuadro 3.6: Resultados correspondientes a los tamanos sz con R = 1,2, 3,4. La primera
columna muestra las cantidades descritas para un valor de R determinado, en las siguientes
tres estan los parametros criticos obtenidos a través del Método 1 y en las ultimas dos
se presentan los valores producidos al desacoplar los exponentes p% y @FSQ mediante el

mejor empalme de las curvas Fj,. En este caso, pgl) =g,

Aplicacion del Método 2

El estudio ahora se centrara en aplicar el Método 2 sobre los tamanos si de rango R =
2,3,4. Este método se basa en el comportamiento que presentan los puntos pseudocriticos
Desp(IN), los cuales son definidos por la posicién de los maximos en las curvas sg(p) para
un tamano de red dado. El desplazamiento de estos maximos con respecto al punto critico
sigue una ley de potencias en N. Esto se puede observar en el recuadro superior de la
figura 3.16. Como se indica, los puntos corresponden a la diferencia |pe s, (N) — pg »| para
R =2,3,4. En el mismo color, se muestran las rectas que mejor ajustan a cada conjunto
de puntos en escala doble logaritmica. En el detalle de la grafica se agrega la funcién de
ajuste que exhiben estas cantidades, resaltando la obtencién del punto critico pﬁ?ﬁR y el
exponente J,, asociado.

En cuanto al comportamiento para los diferentes tamanos, se aprecia que con el aumento
de R existe un crecimiento en los valores pE?QR y un decrecimiento en los d,,’s. Todos los
valores calculados mediante este método para los parametros criticos se encuentran en la
tabla 3.7. Para cada valor de N < 107 los puntos |p..s, (N) —p) | tienen un orden creciente
con el aumento de R. No obstante, la precision en estos puntos disminuye claramente
para N’s después de este valor. El niimero de realizaciones decrece también dentro de este

intervalo, por lo que la pérdida del arreglo creciente en los puntos se vincula directamente
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—— |Pc.s,(N) —0.8884518| = 0.538N 05594
—— |Pc,s,(N) — 0.8884511| = 0.898N ~0-5788
—— |Pc,s,(N) — 0.8884477| = 2.469N ~0-6365
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Figura 3.16: Recuadro superior: Diferencia entre los puntos pseudocriticos definidos a
partir de max{sg(p)} y el punto critico p((ng, como funcién de N y para R = 2,3,4.
Recuadro inferior: Maximos de sg(p) para los mismos valores del tamano de red y el
rango R descritos en el recuadro superior. Ambas graficas estan en escala log-log para
visualizar de mejor manera la ley de potencias que presentan estas cantidades. Las rectas
son el mejor ajuste lineal para cada conjunto de puntos. Se agrega también la informacion
detallada sobre los puntos criticos p((;QS) » vV los exponentes pg)(agi) para las R’s mencionadas.

con este hecho. Un incremento en N, para los tamaiios de red N > 107 definiria mejor
los méximos de sg(p), haciendo que los puntos sigan el mismo patrén para cada N y que
los exponentes d,, se aproximen al mismo valor. Esto tltimo ocurre al tomar el mejor
ajuste en cada R para los puntos con N < 107 solamente. En este caso, los exponentes
resultantes son (5;2 ~ 0.6019, 5;3 ~ 0.6034 y (5;4 ~ (0.6147, usando variables primadas para
distinguir de las d,,’s obtenidas para todo el intervalo N € [10°,1.6x10%]. Bajo esta idea
es viable entonces que d;,, tome un valor independiente de R.

Por otro lado, en el recuadro inferior de la figura 3.16 se muestran los resultados para
el méximo de las curvas sp—s34(p) en funciéon de N. Estos valores se denotan como $pgmaz
y se observa que decaen con el aumento del tamano del sistema. De igual manera, se
muestra en escala doble logaritmica el comportamiento en ley de potencias que siguen
estos puntos. Se realiza la obtencion de los exponentes pg)@gg para los distintos valores
de R y el resultado se detalla en la figura. A diferencia de los puntos pseudocriticos, los
maximos se comportan adecuadamente y mantienen el orden esperado para cada N en
el intervalo mostrado. Los exponentes pg)@gi) y los coeficientes de la expresion decrecen
con el aumento de R, tal como se obtuvo en el Método 1, sélo que la variaciéon entre estos

57



58 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

valores es menor con el Método 2.

En percolacién clasica, al comportamiento de los puntos pseudocriticos también se le
asocia una ley de potencias como la descrita en la ec. 3.6. En este caso, se obtiene que 6 =
O, de manera que la implementacion de este método no sélo genera toda la informacion
en el punto critico, sino que también desacopla a los exponentes de la expresion 3.7 sin
la necesidad de buscar el mejor data collapse de las curvas para diferentes N’s. A pesar
de ello, tal como se vio con los puntos pseudocriticos en los maximos de sp—234 0 con
los definidos para la distribucién bimodal de si, existe una diferencia entre § y © en

el modelo explosivo. El valor de dp(s,) = 0.616 y los ¢ ~ (0.6 de esta secciéon no

SR=2,3,4
parecen ser compatibles con los valores de © =~ 0.5 obtenidos anteriormente. El hallazgo
de una distribucién bimodal mixta para los valores de s; y su efecto sobre la funcién de
escalamiento Fj,, explican la incapacidad de los puntos p. p(s,)(N) para escalar con ©.
Se estipula que este hecho también justifica la separacién que existe entre ds,_,,, v los
valores de © obtenidos con otras cantidades. Sin embargo, el razonamiento detras de que

J

mismo mecanismo que provoca la singularidad en Fj, .

spss4 > © MO se conoce exactamente y sdlo se considera que debe ser la influencia del

Debido a la idea que se desarrollé en el parrafo anterior, para concluir con la aplicacion
de este método sobre los tamanos sp atin falta determinar los exponentes @23,) Esto
se logra tomando los datos N PR 0% sr(p) correspondientes para graficar la dependencia
contra (p — pg?gR)N 991%. El pardametro @gi) es lo tinico que se desconoce, asi que se varia
su valor hasta encontrar el que mejor empalme a las diferentes curvas. Los resultados se
incluyen en la tabla 3.7.

En la parte inferior de la figura 3.17 se visualiza el empalme de los datos para el
tamano so y los parametros criticos obtenidos a partir de esta cantidad. Con los valores
p((fsé = (.8884518, ,052) = 0.45111 y @ﬁf? = 0.509, las curvas que describen la evolucion
del componente de rango 2 encuentran un mejor ajuste que con el Método 1. Esto se ve
claramente en la figura, donde se agregan los dos casos para que la comparacién sea mas
sencilla. Los parametros obtenidos por el primer método fallan mayormente al ajustar las
curvas para el régimen precritico, no obstante, sigue representando el mejor data collapse
para Fj,(0). Por otro lado, aunque con el Método 2 se reduce la calidad del empalme sobre
el punto critico, esto genera una mayor afinidad para los diferentes valores de p y N en
general. Es asi, ya que el segundo método se centra principalmente en escalar los maximos
de las curvas. Estos resultados también muestran que el valor limite Fj,(0) que toma la
funcién de escalamiento para s no corresponde con su maximo. Previamente se hicieron
aseveraciones al respecto, pero esto confirma que el maximo de sg-; se da antes de la
transicién para sistemas finitos. Finalmente, se ve que el cambio sutil en los parametros
criticos de uno u otro método constituye una diferencia significativa en la funcién limite
a la que se aproximan las curvas.

La busqueda del escalamiento se implement6 similarmente para los datos de s3 y s4.

Los valores para ©,,, asi como la calidad de los ajustes, decrecen con el aumento de R,

SR
incluyendo al componente de rango 1. Al comparar los resultados rengléon por renglén en
la tabla 3.7, se identifica una mayor afinidad entre los que corresponden a sy y s3. Los

parametros criticos para el tamano s4 se desvian de lo que establecen los otros dos: el

valor de p£?24 se sitiua antes del punto critico obtenido para sy, el exponente 5, es mayor
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Figura 3.17: Mejor ajuste para el empalme de las curvas sa(p, V). En el recuadro supe-
rior se muestra el resultado con los parametros criticos obtenidos por el Método 1. Este
minimiza la diferencia en los valores de Fj,(0). En el Método 2, por el contrario, se busca
escalar los puntos pseudocriticos definidos por el maximo de las curvas para s,. El mejor
data collapse se incluye en el recuadro inferior de la figura. Los superindices (1) y (2)
denotan los parametros para cada método.

que el § =~ 0.6 propuesto, ademés de un cambio notable en los otros exponentes. Ya que
el estudio parte del calculo de p,(;QS) =, la razon de esta discrepancia puede relacionarse con
la falta de precision en los puntos pseudocriticos para s, no obstante, esto no se sabe
con exactitud. Aunque no seria del todo sorpresivo que esta fuera la causa, dado que se
utilizan los puntos con mayor varianza en sg(p).

®)
SR DPejsn 2) o (2) 2) @)
con R | 0.8884... Osp Pr Osy PR Osn

2 | 518(15) | 0.559(12) | 0.2296(14) | 0.4504 | 0.509
3 | 511(14) | 0.579(17) | 0.2201(16) | 0.4489 | 0.490
4 [ 477(12) | 0.636(8) | 0.2136(18) | 0.4734 | 0.451

Cuadro 3.7: Resultados correspondientes a los tamanos sg con R = 2,3,4. La primera
columna muestra las cantidades descritas para un valor de R determinado, en las siguientes
tres estan los parametros criticos obtenidos a través del Método 2 y en las tltimas dos
se presentan los valores producidos al desacoplar los exponentes pg y @92 mediante el

mejor empalme de las curvas Fj,. Nétese que para el modelo explosivo § # ©.
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Aplicacion del Método 3

La ultima técnica de escalamiento que se emplea para el estudio de los tamanos sp—234
es el Método 3. Para este se utiliza el comportamiento fuera del punto critico, pero en
las cercanias de la transicion, evitando los efectos del tamano finito N. De esta manera,
se toman las cantidades correspondientes a partir del momento en el que presentan una
ley de potencias como sg ~ |p — p.|?%. Como se resalté al inicio de la seccién, las ramas
izquierda sg_(p) y derecha sg, (p) de la cantidad sgr(p) se comportan de diferente manera,
por lo que este método se aplica para p < p. y p > p. por separado. En ese sentido, se
toma cada seccién de sg(p) en escala doble logaritmica y se calcula el exponente efectivo
pr mediante un ajuste lineal para cada valor de N.

En la figura 3.18 se muestran las graficas de sy_(p) (régimen precritico) y soy (p) (régi-
men posteritico) para diferentes tamanos de red. Los nueve valores de N utilizados estan
dentro del intervalo [4x107,1.6x10°]. El punto critico que se utiliza en el cdlculo y divide a
cada rama para los tamanos sg es p£32 » = 0.8884484. Este se obtuvo a partir del parametro
de orden y se toma como la mejor aproximacion al punto critico real en este modelo.
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Figura 3.18: Tamano del segundo componente mas grande como funcién de la diferencia
lp— p£38)2| para distintas N’s. En el recuadro superior se agregan los valores de sy(p) para
p < pé?s)z y en el inferior para p > p((;?gz, cada caso se distingue con un — para el régimen
precritico y un + para el postecritico. Ambas graficas estan en escala doble logaritmica.
Las rectas punteadas corresponden a una ley de potencias dada por el comportamiento

del tamano de red mas grande.
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En el recuadro superior de la figura se presentan las curvas sq(p) para p < pE‘?S)R, en

funcién de |p— p((;SS) | en escala log-log. Con el aumento de N, se observa el establecimiento
de una recta en un intervalo cada vez mas cercano al punto critico. Algo similar sucede
en el recuadro inferior para sy(p) con p > pS’S)R. La diferencia radica en la forma con
que decaen los puntos en cada regién. Para las curvas de arriba se observa un cambio
de una pendiente muy cercana a cero (dada por el maximo) hacia la ley de potencias
esperada. Para las curvas sy (p), por otro lado, entre los puntos cercanos al maximo y
la ley de potencias (bien definida después de |p — pE’QRy = 2x107*) parece instaurarse un
comportamiento diferente. Este efecto se debe a la caida abrupta mostrada por sy después
de la transicion. Sin embargo, el desplazamiento de la ley de potencias hacia la izquierda
indica que este efecto desaparece para N — oc.

La recta punteada en cada panel corresponde a la ley de potencias que sigue s, para el
tamano de red mas grande. El exponente encontrado es diferente en ambos casos, con un
pa— (N=1.6x10%) ~ 1.18 antes y un py, (N=1.6x10) ~ 1.11 después de la transicién. Este
resultado se obtiene al ajustar una recta sobre los 1000 puntos mas alejados del maximo.
Dichos puntos se extraen de un intervalo donde la ley de potencias esta bien establecida
para cada valor de N. El calculo realizado con el tamano de red méas grande se repite para
los demés valores de N, produciendo un ajuste en ley de potencias para cada curva. De
este procedimiento surgen las relaciones pg(N ) para los exponentes efectivos asociados
a Ss.

El camino que se sigui6 para conseguir este conjunto de exponentes se realizé de la
misma manera para los datos s3(p) y s4(p). También se encuentra que el comportamiento
para el régimen precritico es diferente del presentado en el postcritico. En general, los
tamanos de rango R = 2,3,4 siguen el mismo patrén con respecto a las propiedades
descritas anteriormente.

En la figura 3.19 se agrega la evolucién de los exponentes efectivos como funcién de
N, esto para cada valor de R y cada régimen. En la grafica principal se presenta la
dependencia que siguen los exponentes para los cuatro tamanos mas grandes antes de
la transicién. Se resalta la inclusion del conjunto de valores BE)’)(N ), no sélo porque se
omitio en la seccién pasada, sino porque el comportamiento de s; se parece al de los
demas tamanos de componente antes del punto critico. A diferencia de los exponentes
B+ (N) calculados en la seccién pasada, los que aqui se presentan no se aproximan de
manera monotona a un valor limite. Aun asi, se observa una tendencia clara hacia un
valor entre 1.17 y 1.19 para los cuatro grupos de puntos.

Por otro lado, los exponentes efectivos pgr(]\/' ) muestran un crecimiento (mayormente)
mondtono y parecen seguir un comportamiento semilogaritmico en este intervalo. Debido
a esto no se puede descartar del todo la posibilidad de que tiendan a un valor dentro del
segmento [1.17,1.19] como se prevé para los pg)_(N ). Por lo que, aunque no lo hagan de
la misma manera, los exponentes antes y después de la transicion podrian ser iguales.
No obstante, los resultados aqui encontrados no son concluyentes bajo este método. En
la tabla 3.8 se agrupan los exponentes obtenidos para los ajustes en ley de potencias del
tamano de red mas grande.

El comportamiento de los tamanos sy 3 4 difiere del que se encontré para el pardmetro
de orden. Al inicio de la seccion se mostrd que existe una diferencia entre los exponentes
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Figura 3.19: Exponentes efectivos para los tamanos de componente mas grandes en fun-
cién de N. En la grafica principal se agregan los conjuntos de puntos BY (N)y pg’l (N)
para el régimen precritico. Para cada grupo se observa una tendencia hacia un valor en
[1.17,1.19]. En el recuadro pequeno estén los puntos pgi(N ) para el régimen postcritico.
Se ve que domina un comportamiento semilogaritmico en este intervalo. Todos los puntos
consecutivos estan unidos por lineas rectas sélo para ayudar al ojo a distinguir entre cada
grupo de exponentes.

de s1 y sy con base en los datos de la razon entre ellos. Més tarde se corrobord esto
mediante la aplicacion de los tres métodos de escalamiento. Con estos se encontré que
incluso el componente mas grande en su parte precritica presenta resultados similares a
los componentes de rango mayor. La razon principal es que sélo los exponentes efectivos
de s;; manifiestan una tendencia tan clara a seguir una ley de potencias.

sp | Para N = 1.6x10°
con R | pi (N) | pi2) (N)
2 1.1803 1.1073
3 1.1765 1.0772
4 1.1743 1.0665

Cuadro 3.8: Resultados correspondientes a los tamanos sz con R = 2,3,4 obtenidos a
partir del Método 3. Se muestran los exponentes del ajuste en ley de potencias antes (-)
y después (+) de la transicién para el valor mas grande de N.
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3.6. Distribucion de tamanos n(s)

En las secciones pasadas, el estudio sobre el modelo de percolacion explosiva se centrd
en los tamanos de componente mas grandes. Primero se abordé a s; como pardmetro de
orden del sistema, obteniendo propiedades peculiares como la distribucién bimodal de sus
valores en el punto critico. Después se utilizaron las cantidades s; 34 que se comportan de
manera similar entre si, pero cada una muestra exponentes distintos antes y después de la
transicién. Ahora, para redondear el analisis sobre los distintos componentes que presenta
la red, en esta seccién se procedera a caracterizar el comportamiento de su distribucion
de tamanos.

Como se describié anteriormente, a través de las simulaciones numéricas se genera la
evolucion de una red de N nodos mediante la adicion de un enlace a cada paso. El producto
principal que se extrae de este calculo es una lista con los distintos tamanos de componente
y el nimero de veces que se repiten dentro de la red. Este resultado, promediado sobre
las distintas realizaciones y dividido por el tamano de red N, se denota como n, n(s) y
corresponde a la distribucién de tamanos s para un valor de p dado. Cabe aclarar que
ny.n(s) corresponde solamente a los tamanos de componente “finitos”, por lo que para el
calculo se retira al componente mas grande en cada realizacién. A menos que sea necesario
incluirlos, los subindices “p, N” se omitiran para facilitar la presentacion.

El comportamiento que presenta la distribucion de tamanos de componente varia de-
pendiendo del régimen al que pertenezca su valor de p. En la grafica 3.20 se agrega una
muestra de las distribuciones n(s) en escala doble logaritmica antes, en las cercanias y
después de la transiciéon. Todas las distribuciones presentadas corresponden al tamano
de red N = 10°. En la figura se observa que las tres curvas exhiben un decrecimiento al
aumentar el valor de s, lo cual favorece la existencia de un mayor niimero de componentes
de tamano pequeno dentro de la red. Esto, como se mencioné anteriormente, descartando
la participacién del componente més grande. No obstante, el decaimiento que presentan
las distribuciones en la zona de s € [10%,10%] es distinto en cada régimen. La diferencia
mas clara con respecto a la percolacion clésica es la presencia de una joroba en el caso
precritico. Esta caracteristica, relacionada con un decaimiento gaussiano, es consecuencia
directa del tipo de modelo y se abordara en detalle mas adelante.

La curva naranja, por otro lado, corresponde a una distribucién tomada en una p muy
cercana a p.. Esta muestra un decaimiento en ley de potencias, donde los datos para
la p seleccionada presentan la mayor correlacion lineal en esta escala y para este valor
de N. Este comportamiento es acompanado por un exponente 7, el cual se determinara
después. En la gréfica principal se observan las curvas en el intervalo [1,10°] de s, donde
los resultados para el caso precritico y postcritico estan completamente dentro de él. Sin
embargo, en el recuadro pequeno de la figura se puede ver que los datos correspondientes
a p = 0.88845 se extienden hasta s = 10® aproximadamente. Lo anterior indica que existe
la participacién de componentes de mayor tamano (con alrededor del 10 % de los nodos
en la red) cerca del punto critico.

Aunque la curvatura para la distribucion ny,, (s) es considerablemente menor que en
los otros dos casos, sigue existiendo cierta desviacién como efecto de tamano finito. Se
aprecia también un pequeno remanente de la joroba precritica. Esto sugiere una dismi-
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Figura 3.20: Distribucién de tamanos de componente n, y(s) para tres valores distintos
de p en una red de tamano N = 10°. Cada p se toma de un régimen diferente: la curva
azul corresponde a datos en la region precritica, la naranja en las cercanias del punto
critico y la verde después de éste. Los resultados se muestran en escala doble logaritmica
para resaltar el comportamiento en ley de potencias de ;. (s). La principal diferencia
con el caso clasico es la joroba que presenta n,<, (s). En el recuadro pequeno se agregan
los datos para p =~ p. en la totalidad de su rango.

nucion progresiva de su tamano hasta desaparecer en el régimen postcritico. Después de
la transicién se tiene un decaimiento exponencial para la distribucién de tamanos en la
region donde dominan los componentes mas grandes. En este sentido, el comportamiento
encontrado es similar al que se presenta en el caso clasico.

Distribucién de probabilidad sn(s)

Ahora, si se toma la cantidad n(s) y se multiplica por el tamarnio s, el resultado es la
probabilidad de que un nodo arbitrario pertenezca a un componente de tamano finito s.
Si se toma este producto para cada entrada en n(s) se obtiene una aproximacién de la
distribucion de probabilidades sn(s). Asi, la suma sobre todos los valores de s cumple con

Z sn(s) =1—s (3.19)

Esta expresién muestra de manera explicita la relacién entre el primer momento de n(s) y
el parametro de orden. También resalta que la fraccion de nodos pertenecientes a compo-
nentes finitos se puede obtener simplemente sustrayendo s; de la fracciéon de nodos total.
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[}

Dada esta ecuacién, es necesario clarificar que aqui (y en toda la seccién) “s” se utiliza
para denotar tamanos de componente finitos. Esta se diferencia de los tamafios relati-
vos ordenados por su rango que se han venido utilizando, los cuales son acompanados
necesariamente por un subindice R. En ese caso, sg—; se refiere al tamano relativo del
componente més grande.

En la figura 3.21 se agregan los resultados para la distribucién sn,(s) en términos de
s v p. En el recuadro izquierdo se muestran estos datos en funcién de s, para distintos
valores del parametro de control. El comportamiento que siguen es similar al descrito
anteriormente para n, y(s), aunque en este caso el valor de la pendiente para la recta
SNpap,(s) es 1 — 7, en vez de —7. La probabilidad de pertenecer a un componente de
tamano s sigue un decaimiento gaussiano en el caso precritico, en ley de potencias para
el caso critico y exponencial en el postcritico. Lo anterior para la regién donde estan los
componentes mas grandes de la red.
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Figura 3.21: Distribucién de probabilidades sn, y(s) de pertenecer a un componente finito
como funcion de s y p. En el recuadro izquierdo se agrega la dependencia con s para cinco
valores distintos de p, de los cuales tres son precriticos, uno cercano a p. y uno después
de la transicion. Mientras que en el recuadro derecho y el més pequeno se visualizan las
distribuciones con respecto a p para distintos valores de s. Estas curvas muestran un
maximo que decrece con el aumento de s y se desplaza hacia el punto critico en el eje
horizontal. Todos los resultados corresponden a un tamafo de red N = 10°.

En el recuadro derecho de la figura se puede visualizar la probabilidad de pertenecer
a un componente de tamano finito s como funciéon de p. Aqui se agregan las curvas para
varios tamanos: en la grafica principal se muestran algunos entre s = 1 y s = 10, mientras
que en el recuadro pequeno van de s = 65 hasta s = 400. La curva para los componentes de
tamano s = 1, es decir, los nodos desconectados, tiene su méaximo en p = 0. En este punto,
la probabilidad de pertenecer a un componente de tamano s = 1 es igual a 1 y después de
esto solo decrece monotonamente hacia cero. Para tamanos de componente més grandes
esta probabilidad aumenta desde cero hasta un valor maximo y luego decrece para volver
de nuevo a cero antes de que el componente mas grande acapare todos los nodos. Se puede
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observar en las graficas que estos maximos se desplazan hacia la derecha y hacia abajo.
Esto quiere decir que la maxima probabilidad de pertenecer a un componente de tamano
s decrece con el aumento de s. De la misma manera, el valor del parametro p donde se
dan estos maximos aumenta con s y tiende lentamente a p. a la vez que s — oo. Estas
graficas corresponden sélo a p’s en la region precritica, con p. como el limite superior en
el eje horizontal.

En el caso clédsico, los valores que puede tomar la distribucién sn(s) estan acotados
superiormente por la ley de potencias s'~"#% que corresponde a sn,—, (s). Esto va para
cualquier régimen. Sin embargo, la aparicién de jorobas en la regién precritica del modelo
explosivo modifica claramente lo anterior. En este caso, los maximos de sn(s) también
siguen una ley de potencias que va como s'~7. No obstante, esta cota superior no corres-
ponde a la distribucién en el punto critico, como en el caso clasico, sino que esta dada
por las jorobas de sn,,.(s). Aunque ambas rectas son paralelas en escala log-log, la ley
de potencias descrita por los maximos tiene un coeficiente mayor que el que acompana a
SNp—p.(s). Esta es la razén por la que los méximos en las curvas sn,(s) vs p ocurren antes
de la transicion de manera tan marcada.

Decaimiento gaussiano en régimen precritico

A partir de los resultados en la figura 3.21, en especifico para la parte precritica, se
comprueba que la regla del producto utilizada para elegir los enlaces que se anaden a
la red propicia la supresion de componentes grandes en la misma. De esta manera, se
observa que para p’s antes de la transicion existe una regién donde la probabilidad de
encontrar componentes grandes decae mas rapido que una exponencial. En adelante se
buscara comprobar que la forma del decaimiento es gaussiana, para lo cual se utilizara la
regién de las distribuciones n(s) que se describié anteriormente. Esta se refiere al segmento
de s que se encuentra en el lado derecho de las jorobas.

El umbral a partir del cual la distribucién n(s) empieza a comportarse como gaussiana
se denotard como s¢. Se asume que las curvas siguen una relaciéon dada por

Np<p, (5 > Sg) ~ exp [—c(p)s?] (3.20)

donde ¢(p) es una funcién solamente de p. Con base en lo que se sabe de percolacién clasica,
tenemos que este factor en la exponencial y el valor s¢ estan directamente relacionados.
Aunque para el caso explosivo esta relacién debe ser ¢ = ng debido al caracter gaussiano
de este modelo.

Por lo tanto, primero se busca linealizar las curvas al tomar la dependencia de la canti-
dad In [n,<,. (s > s¢)] contra s?. El resultado se observa en los recuadros superiores de la
figura 3.22 para diferentes valores de p. Se utiliza el coeficiente de correlacion de Pearson
para corroborar la linealidad de las distribuciones en esta escala y también para estimar
donde comienza el comportamiento gaussiano. Los datos muestran una dependencia lineal
suficientemente elevada (> 0.999) en las curvas con p < 0.88805. Sin embargo, el valor ab-
soluto de la correlacién comienza a decrecer visiblemente para p > 0.88805, demostrando
el cambio paulatino hacia otro tipo de decaimiento.

Para este estudio se utilizaron 33 valores diferentes de p en el régimen precritico. Estos
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Figura 3.22: En los recuadros superiores se agrega la parte de las distribuciones correspon-
diente a n,<,, (s > s¢). Se busca linealizar estos segmentos al presentar la dependencia
In[n, n(s)] vs s* para comprobar que siguen un decaimiento gaussiano. Esto se genera
para 11 valores diferentes de p. En el recuadro inferior se muestran los coeficientes ¢(p)
como funcién de |p — p.|. Estos puntos siguen una ley de potencias cuya forma se incluye
en la grafica. Todos los resultados corresponden a una red de tamano N = 10°.

o

se reparten en varios segmentos seglin su posicién con respecto a p.. El valor de ¢ corres-
pondiente a cada p es el valor absoluto de la pendiente que muestran las rectas como en
la figura 3.22. En el recuadro inferior de la misma, se agregan los resultados de ¢(p) en
funcién de |[p—p.|. En esta grafica se pueden distinguir cuatro grupos diferentes de puntos.
También se puede ver que existe cierta tendencia de estos a seguir una ley de potencias.
Sin embargo, el grupo mas cercano al punto critico presenta datos con una desviacion
considerable de esta tendencia. Esto se debe a que, como se menciond antes, se estd ins-
taurando el decaimiento en ley de potencias para p’s muy cercanas a p.. Finalmente, se
ajusta una recta por minimos cuadrados a los datos restantes y se encuentra que siguen
la relacién ¢(p) = 0.416]p — p|*51°.

De manera similar a como ocurre en percolacién clésica, el factor que acompana a —s?2
en la expresién 3.20 se utiliza para calcular el umbral s¢;. Este funge como limite para
diferenciar entre los tamanos de componente que contribuyen de manera significativa a
los momentos de la distribucion y los que no. Esta cantidad sigue una ley de potencias
que va como
|—1/a§1)

S¢ ~ |p — Pec (321)
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donde 0(,4 )

es un exponente critico. Se utiliza el subindice — como distintivo propio del
régimen precritico y el superindice (4) para distinguirlo de los valores que se obtendrén
mediante otros métodos (no porque se haya utilizado el Método 4). Ya que se toma a ¢ =
SEQ y dado que el exponente critico que acompana a ¢ es 2.540, entonces 1/ o = 1.270.

La confirmacién del decaimiento gaussiano para p’s antes de la transicion y s’s mayores
que s¢ permitié el calculo del exponente o como resultado final de este procedimiento.
Este mismo camino se puede seguir para obtener el exponente relacionado con el régimen
postcritico en este modelo. Sin embargo, ¢ no es el tinico pardmetro critico que se puede

obtener a partir del andlisis sobre las distribuciones n(s).

Determinacién del exponente 7

Asi como se resalté antes, los componentes con tamano s > s¢ tienen una probabilidad
de existir que decae rapidamente y por eso no contribuyen sustancialmente en los prome-
dios sobre la distribucién n(s). Al acercarse al punto critico el decaimiento exponencial o
gaussiano se desvanece progresivamente, por lo que la cantidad s¢ tiende a infinito como
en la expresion 3.21. Esto hace que el comportamiento de la distribucién de tamanos sea
una ley de potencias que va como

Np—p.(8) ~ 577 (3.22)

donde 7 es el exponente critico asociado a esta cantidad. A continuacién, se adecuaran
las técnicas de escalamiento para obtener un valor aproximado de p. con el Método 2 y
uno del exponente 7 con el Método 3.

Primeramente se generan los puntos pseudocriticos para el calculo de p.. El proceso a
seguir se basa en encontrar el valor de p para el cual la distribucién n,(s) se aproxima
mas a una ley de potencias. Esto se realiza para varios valores de N y produce el conjunto
de puntos p.(N). Ya que se trata de tamanos de red finitos, cabe destacar que el umbral
s¢(N) de la distribucién de tamanos en el punto pseudocritico es también finito. Por lo
que se debe tomar el cdlculo de la correlacién lineal entre los puntos log[n(s)] y log(s)
antes de este valor. Atn asi, el punto en el que se maximiza s¢ coincide (o dista muy poco)
con el punto en el que se minimiza la correlacion lineal, para los distintos valores de N.

A partir del proceso anterior también se puede calcular el exponente 7. Esto se hace de
la misma forma que en el Método 3, al recopilar una serie de exponentes efectivos en los
puntos pseudocriticos encontrados. De este modo, se utiliza el minimo en la correlacién
lineal para encontrar los puntos p.(N) y luego obtener las pendientes relacionadas con 7
en esos valores. A estos exponentes efectivos se les denota por 7(N) y, segin el Método
3, la diferencia de éstos con el valor critico sigue una ley de potencias.

En la figura 3.23 se incluyen los resultados obtenidos para los pardmetros criticos de
Np=p. (s). El recuadro superior corresponde a la distribucién n(s) en el punto pseudocritico
pe(IN) para cuatro valores distintos de N. La linea punteada es un segmento de recta que
representa a una ley de potencias para el tamafio de red N = 10°. El exponente para este
tamano es 7(N = 10%) = 2.0697, el cual es un valor muy cercano al valor limite 7.

Las curvas presentadas minimizan la correlacién lineal antes del umbral s¢(NV) en esta
escala. También pasan aproximadamente por los mismos valores antes de s = 5x10%. Atin
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Figura 3.23: En el recuadro superior se muestran las distribuciones n, n(s) en el punto
pseudocritico p.(IV) para cuatro valores diferentes de N. El segmento de recta punteado
corresponde a una ley de potencias con el exponente 7(N = 10%). En el recuadro inferior
se agregan los puntos |p.(N) — p£27)1| y |T(N) — 7| como funcién de N. Estos siguen una
ley de potencias cuyo mejor ajuste se incluye en la grafica. Los valores limite relacionados
con n,—,.(s) corresponden al punto critico p((fr)b = 0.8884493 y al exponente 7 = 2.06955.

asi, se observa una pequena desviacion del comportamiento en ley de potencias para los
tamanos mas grandes en cada distribucion. Esto se debe al efecto de tamano finito, el cual
disminuye al aumentar el tamano de red. Otra consecuencia visible al incrementar N es
que disminuye el tamano relativo del componente finito mas grande en las distribuciones.
La curva azul para N = 10° llega hasta ~ 2.8x10°, es decir, el tamafo relativo maximo
es ~ 0.28. Para los siguientes valores de N decrece a 0.23, luego 0.19 y al final 0.15 para
N = 10°. Esto confirma un resultado obtenido en la seccién pasada.

Los puntos pseudocriticos p.(IV) y los exponentes efectivos 7(N), obtenidos a partir de
distribuciones como las mostradas, se agregan en el recuadro inferior de la figura 3.23.
En esta gréafica se expone cada conjunto de datos como las diferencias con su valor limite
(pg% y T, respectivamente). También se muestran los mejores ajustes para cada grupo de
puntos, los cuales arrojan como resultado a p@l = 0.8884493 y 7 = 2.06955.

En cuanto a los exponentes que acompanan a estos ajustes, el 0.916 de |p.(N) — pg)l

dista mucho de los valores 0 obtenidos con otras cantidades (= 0.6). Ademads, sélo en este
caso particular, los puntos pseudocriticos se aproximan al valor limite “por arriba”, es
decir, decreciendo. El exponente relacionado con |7(N) — 7| es 0.789. Este difiere poco del
que presenta la expresion |5(N) — 3] (0.837). Mas adelante, asi como con los exponentes
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0, se comprobara que existe cierto patréon en la manera que los exponentes efectivos se
aproximan a su valor limite.

Escalamiento sobre la distribucién n(s)

Por 1ltimo, se verificara la validez del escalamiento sobre la distribucién de tamanos
np.n(s). Esto se llevard a cabo a partir de los pardmetros que se calcularon para cada uno
de los regimenes a lo largo de esta seccion.

Anteriormente se observé que la cantidad n(s) muestra un comportamiento distinto
antes, en las cercanias y después de la transicién. En cada caso se hicieron las adecuaciones
necesarias para obtener informacién de los datos correspondientes. Sin embargo, ahora es
necesaria una generalizacion que incluya los distintos casos que se abordaron. Esto se
logra con n(s) siguiendo una relacién que va como

npN(s) =577 f(s/s¢) (3.23)

donde hay una parte en la que domina una ley de potencias para p’s cerca de p.(N) y hay
otra parte con una funcién de s/s¢ solamente. Como se vio antes, la cantidad s¢ funge
como umbral para los valores de s. Los componentes con tamanos que sobrepasan este
umbral son muy raros y la probabilidad de que existan decae méas rapido que una ley de
potencias. Por lo que la funcién de escalamiento f(s/s¢) tiene como casos especiales a
una gaussiana o una exponencial dependiendo del lado de la transicion que se tome. Al
explicitar la dependencia del umbral con |[p — p.| y despejar la funcién de escalamiento,
se obtiene la expresion

sy (5) = fe(slp — pe /7) (3.24)

donde el + que acompana a o y f sirve para diferenciar entre los casos precritico y
postcritico.

En el recuadro izquierdo de la figura 3.24 se muestran los resultados que surgen al
aplicar el escalamiento de la ecuacién 3.24 sobre los datos n, y(s). Lo anterior se lleva a
cabo para el tamano de red N = 1.6x10° y diez valores diferentes de p. Se toman cinco p’s
del intervalo [0.88795,0.88835] en el caso precritico y cinco del intervalo [0.88855, 0.88895]
para el postcritico. En la parte superior de la grafica se encuentran las curvas correspon-

dientes a p < p,(f%, en las cuales resalta la joroba que se revisé antes y el comportamiento

de tipo gaussiano. Abajo estan las curvas para p > pg%l con un comportamiento expo-
nencial decreciente. Todas las curvas convergen a un segmento de recta horizontal que se
sitia en 0.065 aproximadamente y el cual representa la parte en ley de potencias de cada
una de ellas. A medida que p se acerca cada vez mas a pﬁil = 0.8884493, el maximo valor
que toman las curvas sobre el eje horizontal se va situando antes de la bifurcacién que
distingue a p < p((;27)z yp> pEQT)L

El escalamiento sobre las distribuciones n, y(s) parece funcionar muy bien en este caso,
pero es necesario resaltar algunos detalles. El primero es que sélo se grafican los datos
correspondientes a s < 10° en cada curva. Esto genera el efecto de corrimiento sobre

el eje horizontal y mejora la presentacién de los resultados. Sin embargo, para las p’s
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Figura 3.24: Aplicacion del escalamiento sobre las distribuciones n, y(s). En el recuadro
izquierdo se toman datos con N fija y p variable. La funcion de escalamiento muestra dos
comportamientos distintos dependiendo del lado de la transicién en el que se encuentre
p. También se obtienen dos valores diferentes para o. En el recuadro derecho se toman
datos con una p fija muy cercana a p. y N variable. Al igual que en la gréafica anterior,
el escalamiento funciona bien mientras se omitan las transiciones entre un tipo de decai-
miento y otro. En este caso, el empalme de las curvas es bueno antes del maximo, pero
presenta una desviacion cada vez mayor después de este. La mayoria de los parametros
criticos utilizados se obtuvieron con anterioridad en esta seccion.

més cercanas a p. en cada régimen (la curva pirpura antes de la transicién y la cyan
después de ésta) se tiene un comportamiento mixto en los datos que vienen después de los
presentados. Esto quiere decir que se omite la parte concerniente al cambio de decaimiento
en estas dos curvas. Otro detalle, un poco mas evidente porque se ha resaltado desde el
inicio, es que la funcién de escalamiento muestra comportamientos distintos dependiendo
del valor de p, a diferencia de lo que sucede en el campo medio de percolacién clésica.
Por ultimo, el exponente 1/ Jf‘) se calculé mediante el mejor empalme de las respectivas
curvas y no como en el caso precritico.

La descripcién anterior se refiere al caso en el que las distribuciones se toman para una
N fijay p variable. En este caso, el umbral s¢ va como |[p— pc\l/ ?. No obstante, el problema
se puede abordar desde una perspectiva equivalente, la cual se basa en la premisa dada
por la relacién |p — p.| ~ N~©. Esta premisa sugiere que, si se toma al umbral s en

O/c

funcién de N y para una p fija, dicha cantidad escala como N~ en el punto critico.

Esto conduce a una expresion similar a la dada en 3.24, que va como
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s, n(s) = f(sN~9/7) (3.25)

A partir de la ecuacién anterior se puede investigar como es el escalamiento sobre la
distribucién n, n(s) para p fija y varios valores de N. En principio, sélo se requiere que
la p elegida sea muy cercana a p.. En el recuadro derecho de la figura 3.24 se observan
los resultados para p = 0.88845 y cuatro tamanos de red diferentes. Se puede resaltar
que, aunque se trata de un valor de p en el régimen postcritico, la cercania a la transicion
es suficiente como para mostrar un remanente de joroba precritica. Sin embargo, aunque
lentamente con el aumento de N, se ve que la parte gaussiana después del maximo tiende
a desaparecer. Esta parte corresponde al cambio de decaimiento que se comentaba y que
se omitio en el caso anterior.

Antes del méximo, por otro lado, se observa que las curvas encuentran un buen empalme
bajo los exponentes 7 = 2.06955 y @7(14)/0(4) = 0.655. El exponente 7 utilizado en este
estudio se mantiene en las dos gréaficas de 3.24, en contraste con @%4) /o™ que se calcula
a partir del mejor data collapse para las curvas presentadas. Al utilizar el valor de este
ultimo exponente junto con los resultados de 1/ Uf ), se encuentra que 0% ~ 0.5. Este
coincide con el valor aproximado para esta cantidad con base en el parametro de orden
s1. Finalmente, todos los parametros criticos obtenidos en esta seccion se agregan en la
tabla 3.9.

P |
P2 | 0.8884493(6)
5 0.916(17)
T 2.06955(9)
1/oW 1.270(2)
1/0tY 1.302(3)
oW /6™ | 0.655(2)

Cuadro 3.9: Resultados correspondientes a los parametros criticos obtenidos con la distri-
bucién de tamanos de componente n, y($).

3.7. Momentos de la distribucién n(s)

En la seccién anterior se encontré que la distribucién de tamanos n(s) presenta una
marcada diferencia en sus propiedades antes y después de la transicion. Un ejemplo claro
de esto es el cambio en el tipo de decaimiento que muestran los componentes de mayor
tamano. Aunque la probabilidad de que existan estos componentes decae rapidamente
con s, se prevé que los momentos de la distribucion también exhiben este cambio de
comportamiento al atravesar el punto critico.

La obtencién de los momentos de n(s) es un tema de interés en este modelo. Estos
sintetizan los rasgos més importantes de la distribucién de tamanos y sus propiedades
brindan informacion 1util sobre el sistema. En particular, los exponentes que caracterizan
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su divergencia en p,. estan relacionados con los que se han calculado en secciones pasadas,
lo cual se abordara ampliamente en la siguiente seccion. Por lo pronto, aqui se aplicaran
las técnicas de escalamiento que se han manejado a lo largo del capitulo, sélo que ahora
sobre los datos correspondientes a los primeros momentos de la distribucion.

El j-ésimo momento de n(s) se representa mediante M; y se obtiene de la siguiente
manera

M;(p) = s'ny(s) (3.26)
S
donde j es un nimero entero y la suma se realiza sobre todos los tamanos de componente
finitos s. Para este estudio se extraen los datos correspondientes a 7 = 2, 3, 4. Sin embargo,
las cantidades mas importantes se obtienen a partir de razones entre ellos. Tal es el caso
del tamano de componente medio x y el tamano de componente caracteristico se.

El tamano medio y corresponde a la razén Msy/M; y también se puede expresar como

%, () "
A SrIE i Il z )~ 2 (3.27)

donde la cantidad w(s) es la probabilidad de que un componente, al cual pertenece un nodo
arbitrario, contenga exactamente s nodos. Asi, al calcular el primer momento o media de
esta distribucién de probabilidades también se obtiene como resultado el tamano medio.

De manera similar, el tamano caracteristico s¢ se definié en la seccién anterior como
el umbral que existe entre los componentes que tienen un comportamiento critico y los
que no. Asimismo, una propiedad subyacente al escalamiento en este modelo es que la
mayoria de las cantidades de interés pueden ser calculadas utilizando simplemente un
“tamano tipico”, el cual crece a infinito al acercarse a p.. Este tamartio tipico es s¢ y se
pueden conseguir aproximaciones a esta cantidad mediante la expresion

Sek = Mk+2/Mk+1, k Z 1 (328)

que se utilizarda mas adelante para el calculo numérico.

De acuerdo con su definicién, n(s) se refiere s6lo a componentes de tamano finito, por
lo que en el célculo de sus momentos se omite también el tamano del componente méas
grande. De igual modo, sélo se extraen momentos M; con j > 1 porque la cantidad M; se
relaciona facilmente con el parametro de orden. Esta relacion esta dada por la expresion
3.19 y no aporta nuevos exponentes al estudio. No obstante, se utiliza para corroborar
que s; se obtuvo correctamente y en conjuncion con M, para obtener y. Por otro lado,
cabe destacar que los datos de x = My/M; y s¢ = My1/My, k > 1 corresponden a la
media de las razones correspondientes, no a la razén entre sus medias.

En la figura 3.25 se observan algunos de los resultados para las cantidades descritas. En
el recuadro izquierdo se presentan las cantidades x, s¢1 y S¢2 en funcién de p para el tamano
de red N = 108. Las tres curvas tienen su valor méximo en las cercanias de p., aunque
la posicién de la méxima amplitud en x(p) est4 un poco antes que la correspondiente en
las curvas s¢(p). Por otro lado, sobre el eje vertical, la posicién de estos puntos crece al
aumentar k en las razones My, /M, correspondientes.
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Figura 3.25: En el recuadro izquierdo se agrega la dependencia que tiene x, s¢1 y Seo
con p para el tamano de red N = 108. Todas las curvas tienen un maximo cercano a p..
Ademss, se observa un orden de magnitud de diferencia entre los maximos para x y s.
En el recuadro derecho se muestra x(p) para diferentes valores de N. En este caso, los
maximos crecen con N a la vez que se acercan a p. por la izquierda. También destaca
una caida marcada hacia cero justo después de la transicién, en comparaciéon con su
crecimiento precritico.

En particular, se puede ver que existe un orden de magnitud de diferencia entre el
maximo de x(p) y los de s¢(p). Esto quiere decir que, cerca de p. y para un sistema con
N = 108 nodos, el tamano medio entre los componentes de la red es poco més que un
milésimo de N y el umbral s¢ que distingue el comportamiento critico esta alrededor de
N/100. Esto ultimo se puede comparar con lo obtenido en la distribucién n(s) para este
valor de N en la figura 3.23 (recuadro superior, curva verde).

En el recuadro derecho de la figura 3.25 se agregan las curvas x(p) para distintos valores
de N. Hay que recordar que al inicio del capitulo se resalté que el nimero de realizaciones
N, decrece con el aumento del tamano de red. Aunque esto no presenta un problema, se
pueden ver los efectos de un error estandar mayor para los datos mas cercanos al punto
critico en las N’s mas grandes. Ademas, no es claro a simple vista, pero los maximos que
presentan las curvas se aproximan a p. por el lado izquierdo. Esto se podia predecir al
recordar también que los maximos de los tamanos finitos sg(p) tienden al punto critico
por la izquierda, para toda R.

En cuanto a la amplitud de los maximos, es inteligible que éstos crecen con el aumento de
N. Por lo que, a diferencia de lo obtenido para los tamanos sg, los valores de x(p) tienden a
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infinito con N — oo en la parte cercana a p.. En cualquier otro caso el orden de las curvas
cambia, estos valores decrecen y tienden a una ley de potencias. Asimismo, la caida que
presentan las curvas después de la transicion es mas repentina que el crecimiento precritico
mostrado. Se puede ver en la grafica que este comportamiento se vuelve mas marcado al
aumentar el tamano de la red. Por ultimo, cabe recalcar que aun cuando se pone como
ejemplo a x(p), el comportamiento que muestran estas cantidades (los momentos y las
razones presentadas entre ellos) es aproximadamente el mismo al aumentar el tamano del
sistema.

Aplicacion del Método 1

Ahora se utilizard el Método 1 para obtener los pardametros criticos que describen a
estas cantidades alrededor de p.. Asi que, como se ha manejado anteriormente, primero
se calculan la correlacién y la curvatura para los datos correspondientes. En el recuadro
pequetio de la figura 3.26 se observan los resultados de |, (p)| y £ (p) para valores cercanos
al punto critico. Aqui los momentos de la distribucién n(s) muestran una correlacién
positiva en p., en contraste con lo obtenido para sg(N) en la seccién 3.4. Esto se debe a
que sus valores crecen con N en esta regién, como se observé en la figura 3.25.

Los resultados muestran que r,(p) toma su valor maximo en pg))( = 0.8884463. Antes de
este valor, la correlacién lineal entre log(x) y log(IN) crece desde r, =~ 0.6 hasta ser casi la
unidad. Mientras que para valores de p > pg))( se tiene un decrecimiento abrupto desde el
maximo hasta r, = —0.9 en el intervalo mostrado (las correlaciones son negativas después
del minimo en la curva |r,(p)|). Esto resalta la caida en el valor de x justo después de p,,
la cual se vuelve cada vez mas repentina con el aumento de N. Por el contrario, existe
una pequefla “meseta’ en |r,(p)| para una vecindad muy cercana a p((}))( Esta abarca un
intervalo aproximado [0.888425,0.888465] y corresponde al segmento de p donde (V)
crece monotonamente con N. Por otro lado, la curvatura presenta valores muy cercanos a
cero en la transicion y la posicién de su minimo coincide con pg))( Ademas, se observa que
el méximo en k,(p) comparte su posicién con el minimo en |r,(p)|, o bien, con el punto
en el que la correlacién se vuelve nula.

En la grafica principal de la misma figura se observa la dependencia de x con N para
cinco valores distintos del parametro de control. Los circulos verdes corresponden al ta-
mano medio en pg))( = 0.8884463, esto es, para el valor de p con la mayor correlacion lineal
en esta escala. Estos puntos siguen una ley de potencias representada por la recta en el
mismo color y cuyo ajuste produce los parametros 7(1)@§<1) = 0.70418 y F,(0) = 0.438.
El primero esta relacionado con el exponente critico del tamano medio y y el segundo
es el valor de su funcién de escalamiento en el origen. También se incluyen los puntos
X(N) para dos valores antes y después de la transicién. Estos grupos de puntos muestran
una desviacion clara de la recta verde, en especial para los tamanos de red méas grandes.
Ademas, con respecto a la curvatura para p’s equidistantes a p., se constata que los datos
correspondientes al régimen postcritico tienen una mayor torsién que los precriticos.

El calculo anterior se realizé de la misma forma para las cantidades M; con j = 2,3,4y
s¢ con k = 1,2. Las propiedades descritas con respecto a la correlacién y la curvatura del
tamano medio se siguen de manera muy similar por las otras cantidades mencionadas. En
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Figura 3.26: Tamano medio (V) para cinco valores diferentes de p. En verde se agregan

los puntos correspondientes a p = p((}))( y la recta en el mismo color es el mejor ajuste en
ley de potencias para ellos. También se anaden los datos para valores de p antes y después
de la transicion. Estos muestran una desviacién con respecto a la recta verde para N's
grandes. En el recuadro pequeno se observan las curvas del coeficiente de correlacion de
Pearson como |r(p)| y la curvatura s, (p) asociados a x para un intervalo de p cercano a

Pe-

particular, todos los grupos de puntos asociados a la mayor correlacion lineal presentan un
valor de r(p.) > 0.9999. Aunque de manera general muestran el mismo comportamiento,
la diferencia esta en los valores que sus parametros criticos toman en la transiciéon.

En el caso de la aproximacién obtenida para los puntos criticos, los momentos M; no
muestran un patrén ascendente o descendente con j como los puntos p.s, con R. No
obstante, se encuentra que p((:’l])u2 = 21,)( y que pg,ls)ﬂ = pﬁ},?@. Por otro lado, el mejor
ajuste en ley de potencias arroja un exponente y un valor en el origen para la funcion de
escalamiento. Con respecto a los momentos M;, los exponentes asociados qﬁél)@g\l}j crecen
con el aumento de j como se observa en la tabla 3.10. Esto indica que al tomar momentos
de orden cada vez mayor se producen puntos cerca de p. que divergen cada vez més rapido.
En cuanto a los valores de Fy,(0), estos decrecen con el aumento de j. Lo anterior parece
contradictorio debido a que los maximos de M;(p) crecen con j. Sin embargo, esto sugiere

que el mdximo de la funcién limite Fj;; no toma como posicién el origen.

Los exponentes y los valores Fx(0) también se calcularon para el tamano medio y el
tamario caracteristico del sistema. Los resultados muestran valores cercanos para sg; y Se2,
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en comparacién con los de x. Los exponentes asociados a la divergencia de My.1 /My, y los
valores Fyy, ., /u, (0) crecen con el aumento de k (k = 1,2, 3), slo que la diferencia sucesiva
entre ellos se vuelve menor. Lo que lleva a que la diferencia entre los exponentes @&? / o
calculados para cada aproximacion del tamano tipico sea menor al 1 %. No obstante, este
nivel de afinidad no se mantiene con respecto a los valores de F'x(0) correspondientes.

Por 1ltimo, se busca el mejor data collapse para obtener el exponente © y visualizar
qué tan bueno es el empalme de las curvas para cada cantidad. Los valores numéricos
resultantes se presentan en la tabla 3.10, al igual que los demés parametros criticos de
interés calculados con el Método 1. Con respecto a la visualizacién del ajuste, este se
agrega en la figura 3.28 para el tamano medio Y.

Los exponentes w y @g? se desacoplaron a través de los ajustes para el mejor empalme
de curvas Fx. Aun asi, las propiedades descritas anteriormente se mantienen para los
exponentes wM. Esto ya que el valor encontrado de @f)}) es aproximadamente el mismo
para cada cantidad X.

Adicionalmente, se puede ver que la diferencia entre los exponentes v (tamafio medio
x) y 1/6M (tamafio caracteristico S¢) es muy pequeia comparada con el caso clasico, en
el que vEE =1y 1/0P% = 2. Se resalta esta diferencia porque una de las caracterfsticas
importantes del modelo explosivo es que el valor encontrado para () también es muy
pequeno. Aunque los detalles se abordaran después, esto muestra indicios de una buena
correspondencia para las relaciones de escalamiento.

: M
M, 63 0.305(8) | 0.7189(15) | 1.5383 | 0.467
M 66 0.112(3) | 1.5885(14) | 2.5998 | 0.479
M, A1 0.039(1) | 2.5002(16) | 4.3032 | 0.467
X 63 0.438(7) | 0.7042(10) | 1.4856 | 0.474
Se1 73 0.645(14) | 0.7642(12) | 1.5855 | 0.482
Se2 73 0.705(16) | 0.7688(13) | 1.5976 | 0.481

Cuadro 3.10: Resultados correspondientes a los momentos M; con j = 2, 3,4, el tamano
medio x y dos aproximaciones al tamano tipico s¢, con & = 1,2. La primera columna
muestra las cantidades descritas, en las siguientes tres estan los parametros criticos ob-
tenidos a través del Método 1 y en las 1ltimas dos se presentan los valores producidos al
desacoplar los exponentes w) y @g? mediante el mejor empalme de las curvas Fly.

Aplicacion del Método 2

Ahora se empleara el segundo método de las técnicas de escalamiento sobre los datos
relacionados con Mj—234, X ¥ Sex=1,2. El manejo de dichos datos permite la extracciéon de
los puntos pseudocriticos p. x(N) correspondientes. En este caso, estos puntos se definen
a través de los maximos en las curvas X (p). La diferencia de estos valores con el punto
critico p,(; ))( y la amplitud de los maximos X,,,, siguen una ley de potencias con N. El
proposito de esta seccion es encontrar los parametros criticos asociados con este hecho.
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En la figura 3.27 se muestran los resultados para el tamano medio x y dos aproximacio-
nes para el tamano tipico s¢. El recuadro superior muestra la diferencia |p. x(N) — pg)(
como funciéon de N. Cada grupo de puntos se muestra con un color diferente. En verde y
naranja se agregan los que corresponden a s¢; y S¢o, respectivamente. Tal es la cercania
entre estos puntos que a simple vista parecen coincidir para cada valor de N. Aunque esto
se cumple para la mayoria, realmente difieren un poco para las N’s méas pequenas. En
cambio, los puntos pseudocriticos de x (tridngulos azules) distan claramente de los otros
dos. Como se mencioné anteriormente, se puede ver que los méximos de x(p) se presentan
antes que los de s¢(p) para cada valor de N mostrado. Por iltimo, pese a que también
se trata de una razon entre momentos sucesivos, el tamano medio no exhibe un patron
similar al tamano caracteristico.

Asimismo, se toman los mejores ajustes por minimos cuadrados para cada cantidad.

Estos ajustes se representan mediante una recta en escala doble logaritmica. De aqui sur-
(

X. En este caso, se tiene que piy = 0.8884510, pi’), = 0.8884506 y pZ)., = 0.8884505.
Estos limites se encuentran muy cercanos entre si y se nota un orden descendente entre

gen los parametros p 2))( y 0x. El primero es el punto critico encontrado para la cantidad

ellos al aumentar k en My 1/M;. Mientras que el exponente dx con que decaen los pun-
2 .
tos |pex(N) — p((: ))(| crece con el aumento de k en estas razones. Los respectivos valores
encontrados son d, = 0.536, d,,, = 0.587 y ds,,
patrén en el ordenamiento, en este caso es mas relevante la cercania entre los valores para
Se1 Y Se2-
De igual manera, los resultados concernientes a la amplitud de los maximos se muestran

= 0.589. Aunque se distingue un cierto

en el recuadro inferior de la misma figura. La diferencia mas evidente con la gréfica de
arriba es que los datos exhiben un crecimiento con N, por lo que estas cantidades divergen
a infinito en p = p.. Similarmente, los puntos para seimaez(N) ¥ Seamaz (IV) presentan valores
cercanos entre si. Ademds estdn un orden de magnitud por encima de Y4, (N) paralas N's
mas grandes. El mejor ajuste para cada grupo de puntos muestra que 7(2)@;2) = 0.6891,
@gii/af) =0.7557 y @%/Uéz) = 0.7601. Por lo que, aun cuando las tres rectas tienden a
infinito, la roja se va separando cada vez mas de las otras dos.

Finalmente, a partir de los parametros criticos obtenidos por el Método 2, se buscara el
empalme de las curvas F'x para las cantidades abordadas en esta seccion. Asi se obtendra
el valor del exponente @ﬁ? relacionado con el mejor ajuste y, en consecuencia, se podréa
desacoplar del exponente w®.

Una vez mas se emplea el tamano medio y como representante en el estudio para varios
valores de V. Se utilizan los pardmetros criticos p., y 7O, obtenidos independientemente
en los Métodos 1 y 2. Se generan las curvas F) al tomar la dependencia de N~7®xx(p)
contra (p — pe, ) NOX, como se especifica en la expresién 3.4 para el escalamiento de ta-
mano finito. Esto se aplica sobre cada uno de los 22 valores de N situados en el intervalo
[10°,1.6x10%) y los resultados se agregan en la figura 3.28. En la parte superior se mues-
tran los datos obtenidos para el Método 1 y la parte inferior para el Método 2. Como
comparacion entre estos, se puede apreciar un mejor empalme de forma general mediante
el segundo método, mientras que el primero funciona bien sélo en las cercanias del punto
critico y después de éste.
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Figura 3.27: Resultados obtenidos al aplicar el Método 2 sobre el tamano medio y y el
tamano caracteristico con s¢; y se2. En el recuadro superior se muestra la diferencia que
existe entre los puntos pseudocriticos de cada cantidad X y su limite pf))(, en funcién de
N. El decaimiento confirma la aproximacion al punto critico. En el recuadro inferior se
agregan las maximas amplitudes encontradas para X (p) con dependencia en N. Estas se
denotan como X,,.:(N) y crecen con el tamano del sistema, lo cual indica la divergencia
de estas cantidades en p = p.. Las rectas en esta escala son el mejor ajuste en ley de

potencias para cada grupo de puntos.

El calculo anterior produjo los exponentes @&1) = 0474 y @;2) = 0.499, los cuales
se muestran también en la figura. La diferencia entre ellos es del 5% vy, en este caso,
el segundo ©, es mds cercano al valor previsto para esta cantidad (© = 0.5). De igual
manera, los valores de v obtenidos con cada método tienen una diferencia entre si del
7%. Estos se calculan a partir de la razén entre v0, y el ©, recién generado. Todos los
pardametros correspondientes al Método 2 se agregan en la tabla 3.11.

Los resultados mostrados en esta tabla presentan valores consistentes y con un error
mas pequeno para las cantidades Ms, X, s¢1 ¥ s¢2. Con estas, el punto critico toma valores
poco después de p = 0.88845 y los exponentes @g?) se encuentran mas cerca a 0.5. Por
otro lado, los momentos mas elevados presentan cambios repentinos en su evolucion, por
lo que el promedio no los suaviza tan bien alrededor de p.. Aun asi, representan una buena
aproximacién. También se puede distinguir que la mayoria de los exponentes dx = 0.6, lo
cual reafirma la idea de que § # © en el modelo explosivo.
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Figura 3.28: Mejor ajuste para el empalme de las curvas x(p, V). En el recuadro superior se
muestra el resultado con los parametros criticos obtenidos por el Método 1. Este minimiza
la diferencia en los valores de F)(0). En el Método 2, por el contrario, se busca escalar
los puntos pseudocriticos definidos por el maximo de las curvas para y. El mejor data
collapse se incluye en el recuadro inferior. Los superindices (1) y (2) denotan el método
utilizado.

: @)
M, 504(9) | 0.580(13) | 0.6991(15) | 1.4489 | 0.483
M 476(25) | 0.642(45) | 1.5899(15) | 2.9065 | 0.547
M,y 467(29) | 0.665(50) | 2.5271(43) | 4.2804 | 0.590
X 510(13) | 0.536(12) | 0.6891(11) | 1.3804 | 0.499
S¢1 506(12) | 0.587(20) | 0.7557(12) | 1.4943 | 0.506
S¢2 505(12) | 0.589(20) | 0.7601(13) | 1.5084 | 0.504

Cuadro 3.11: Resultados correspondientes a los momentos M; con j = 2, 3,4, el tamano
medio x y dos aproximaciones al tamano tipico s¢, con & = 1,2. La primera columna
muestra las cantidades descritas, en las siguientes tres estan los parametros criticos ob-
tenidos a través del Método 2 y en las 1ltimas dos se presentan los valores producidos al
desacoplar los exponentes w® y @_()?) mediante el mejor empalme de las curvas F'x. Nétese
que para el modelo explosivo § # O.
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Los métodos abordados se basan especificamente en el manejo de datos sobre el punto
critico o muy cerca de este. Sin embargo, los resultados que surgen al aplicar el escala-
miento son favorecedores sélo por segmentos y no en la totalidad de las funciones F'x. Es
por eso que se busca también caracterizar la transicion para las partes pre- y postcritica
por separado.

Aplicacion del Método 3

En secciones anteriores se ha llegado a la conclusion que las cantidades més importantes
del modelo muestran un comportamiento diferente antes y después de la transicién. Esto
en el sentido de presentar exponentes criticos que dependen del régimen tomado. Para
apoyar o contradecir este hecho, el tltimo paso es aplicar el Método 3 sobre los momentos
de n(s) y algunas de las razones entre ellos.

Primero se toman las cantidades de interés en el régimen precritico (denotadas como
X_) y posteritico (como X ) por separado. La meta es encontrar la tendencia que siguen
los exponentes efectivos con el aumento de N, dados en la expresiéon 3.9. De tal manera
que se utilizan las cantidades en escala doble logaritmica para facilitar la presentacion.
En la figura 3.29 se agregan los datos para el tamano medio x en funcién de |p — p£3))<| El
Método 3 no produce este valor de p,., sino que lo toma de alguno de los otros métodos

descritos. En este caso, p((;?’,)( corresponde al punto critico calculado a partir de x por el

Método 2.

A diferencia de la figura 3.18 generada para el tamano ss, en esta se aprecia una
mayor diferencia entre las dos graficas. En el recuadro superior se agregan los datos
correspondientes al régimen precritico para nueve valores distintos de N. Estas curvas
muestran una parte horizontal relacionada con y_(p) en las cercanias del maximo y una
region en la parte derecha donde se instaura la ley de potencias. En medio de estos dos
comportamientos surge una pequena joroba que sobresale de la recta limite. Es decir, si
se tuviera un pequeno segmento de recta mévil para aproximar a los distintos puntos
sucesivos en la curva, esta tendria una pendiente muy cercana a cero en la izquierda,
decreceria gradualmente hasta llegar a un minimo y luego subiria un poco para asentarse
en —y_ en la derecha. La aparicion de esta joroba, aunque pequena en este caso, es
una caracteristica que distingue al modelo explosivo sobre el clasico. El segmento de
recta punteada en esta grafica representa una ley de potencias con el exponente y_ (N =
1.6x107).

Por otro lado, en el recuadro inferior se muestran las curvas con los datos x(p) para
los mismos nueve valores de IV, correspondientes a los més grandes que se simularon. El
comportamiento que siguen los datos al alejarse del punto critico es similar al descrito
para el caso precritico. Sin embargo, la diferencia principal es que la joroba que sirve
de antesala a la ley de potencias destaca bastante. Tanto que podria confundirse con un
comportamiento en ley de potencias intermedio. Aun asi, la regiéon donde se presenta esa
parte de la curva se ve reducida al aumentar el tamano del sistema. Como se menciond
antes, esta joroba pronunciada corresponde a una caida abrupta después de la transicion,
la cual se vuelve mas marcada con el aumento de N. Al igual que en la gréfica de arriba,
el segmento punteado representa una ley de potencias con el exponente efectivo calculado
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Figura 3.29: Tamano medio y como funcién de [p— pg3>)<| para los regimenes pre- y postcriti-
co por separado. Estos datos se denotan como x_ y x4, y se agregan en el recuadro superior
e inferior, respectivamente. Para ambos se utilizan los mismos nueve valores de N en es-
cala doble logaritmica. Se distingue el surgimiento de una joroba entre el comportamiento
horizontal cerca del maximo y el establecimiento de la ley de potencias en el lado derecho.
Estas jorobas (llamadas asi porque sobresalen con respecto a la recta limite) se relacionan
con un cambio repentino, el cual es mayor en el caso postcritico. Los segmentos de recta
punteada representan una ley de potencias con el exponente efectivo calculado para la N
mas grande en cada caso.

para el tamano /N mas grande.

En ambas graficas se observa que el establecimiento de la ley de potencias se da en
etapas cada vez mas tempranas con el aumento del tamano de red. En este sentido, se
calculan los exponentes asociados a cada N en la misma regién de |[p — p§3>)(|, la mas
alejada del punto critico. Lo anterior produce un conjunto de exponentes efectivos y_ (V)
y 7+ (N). Por lo que el objetivo es encontrar los limites de estas funciones relacionados

con los exponentes criticos ’y(_g) y ’yf ), respectivamente.

En la figura 3.30 se agregan los resultados para los exponentes descritos. Los circulos
azules corresponden a |y_(N) — 7(_3)| y los cuadrados rojos a |y (V) — ’yf’)], ambos como
funcién de N. Se observa que los primeros decaen mas rapido a su valor limite fy(_?’) = 1.1810
en comparacién con el segundo grupo de puntos, que tiende a yf) = 1.0486. Al igual que
para el pardametro de orden (fig. 3.8), estas cantidades exhiben un decaimiento claro en
ley de potencias. En la gréfica para los 7’s también se muestran los mejores ajustes para
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Figura 3.30: Diferencia entre los exponentes efectivos 4 (V) y su valor limite, como fun-
cion del tamano del sistema. El conjunto de puntos representados por circulos azules y la
recta en el mismo color corresponden al caso precritico, mientras que los cuadrados rojos
y su mejor ajuste se relacionan con el régimen postcritico. El resultado muestra que estas
leyes de potencia decaen a un ritmo diferente y tienden a limites distintos.

estos puntos, cuyos coeficientes de correlacion de Pearson son r_ = —0.997 para el caso
precritico y v = —0.999 para el postcritico. Las leyes de potencia dadas por los ajustes
indican que los exponentes efectivos no sélo decaen a un ritmo diferente, sino que también
tienden a resultados distintos. Esto significa que el exponente v calculado antes de la
transicion difiere del estimado después, aun cuando los datos utilizados pertencen a una
vecindad cercana a p..

Algo similar sucede con los valores ©,.4, sélo que la diferencia entre estos es menor. El
calculo de estos exponentes se llevd a cabo buscando el mejor empalme de curvas para
cada parte y los resultados se muestran en la figura 3.31. Esto se realizé también para
las demés cantidades. Los valores obtenidos se encuentran en las cercanias de © = 0.5,
aunque la media de éstas aproximaciones sugiere que por debajo.

Las cantidades de esta seccion y de la 3.4 se han comparado varias veces a lo largo del
capitulo. Muchas de las caracteristicas encontradas comparten la metodologia empleada
y muestran paralelismos evidentes en la presentacion de resultados. Sin embargo, lo mas
distintivo en cada caso bastd para presentarlos por separado. Esto incluye la divergencia
de los momentos de n(s) en p. y el comportamiento en ley de potencias de los exponentes
efectivos correspondientes. Los valores asociados a v+ (N) y 1/0+(N), por ejemplo, tien-
den claramente a un valor especifico. Esto a diferencia de los exponentes pr+(N), cuya
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Figura 3.31: Mejor data collapse de las curvas x4 (p) para cada régimen por separado. Los
resultados para la parte pre- y postcritica se muestran en el recuadro superior e inferior
para todos los valores de N, respectivamente. Para ambos casos se utilizé el umbral de
percolacién pg)( mostrado. Los exponentes 7(,3), @;32 (f) y @@r fueron obtenidos mediante
el Método 3 para cada régimen y cada uno exhibe un valor diferente a su contraparte del
otro lado de la transicion.

dependencia con el tamano de red no tiende monétonamente al valor limite (fig. 3.19).

Cantidad

X A w® @E‘Z’)_ Ay Wf) @g?)Jr
M, | 1.043(1) | 1.1793(5) | 0.458 | 1.61(1)x10~2 | 1.1693(4) | 0.504
M, | L717(17) | 2.4320(19) | 0.482 | 1.72(3)x10~° | 2.4742(24) | 0.523
M, | 3.95(13) | 3.6849(55) | 0.508 - - -

X L.031(1) | 1.1810(5) | 0.455 | 9.70(3)x10 2 | 1.0486(4) | 0.497
Se1 1.461(2) | 1.2694(5) | 0.461 | 1.46(1)x10~" | 1.2806(7) | 0.516
Se2 1.875(4) | 1.2671(5) | 0.449 - - -

Cuadro 3.12: Resultados correspondientes a los momentos M; con j = 2, 3,4, el tamatio
medio x y dos aproximaciones al tamano tipico s¢; con k = 1,2. La primera columna
muestra las cantidades descritas, en las siguientes tres estan los parametros criticos obte-
nidos a través del Método 3 para el régimen precritico y en las ultimas tres los asociados
a la parte postcritica. Se evité agregar los valores en las celdas con guiones debido al alto
error que presentan.
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A lo largo de esta seccion se tomé a y como ejemplo principal por ser la que presenta
menor error en sus resultados. No obstante, los parametros criticos asociados a las demaés
cantidades se calcularon de la misma manera e independientemente de las demés. Todos
los valores numéricos de interés obtenidos en esta parte se presentan en la tabla 3.12.

Lo anterior constituye el final de la presentacion de resultados para las cantidades mas
importantes por separado. En lo siguiente, se utilizaran los parametros criticos obtenidos
para verificar si cumplen con relaciones de escalamiento y de qué manera, tomando en
cuenta la informacién recopilada a través de las distintas técnicas.

3.8. Relaciones de escalamiento

En percolacién explosiva se tiene un mecanismo de evolucion que se diferencia del caso
clasico debido a la inclusion de reglas de seleccién de enlaces. Esta disparidad provoca
caracteristicas propias del modelo que cominmente no se observan en sistemas que atra-
viesan por una transicién de fase continua. A pesar de esto, se han abordado los datos de
las distintas cantidades con el propdsito de caracterizar su comportamiento alrededor del
punto critico. En consecuencia, el manejo de las leyes de potencias resultantes genera un
conjunto de exponentes criticos para cada método empleado. Ya que los observables del
modelo estan relacionados, se infiere que estos exponentes no son completamente inde-
pendientes entre si. De manera que el objetivo principal de esta seccién es encontrar las
relaciones de escalamiento correspondientes y verificar si los parametros criticos obtenidos
a lo largo del capitulo son consistentes con éstas.

En adelante, muchos de los exponentes introducidos anteriormente se manejaran con
naturalidad por lo que, en caso de cualquier duda sobre la definicién de estas cantidades,
dirijase a las listas de simbolos presentadas en el Apéndice A.

Obtencion de las relaciones

El primer paso para obtener las relaciones de escalamiento deseadas sera escribir los
observables més importantes del modelo en términos de la distribucién de tamanos n(s).
Esta cantidad se introdujo en el Capitulo 2 y se abordaron sus resultados en la secciéon
3.6. Aqui se parte directamente de la expresién general

np(s) ~ s fx (i) (3.29)
S¢
donde s¢ es el tamano tipico que sirve como umbral en la distribucién y tiende a infinito
al acercarse a p = p.. El simbolo 4 indica que la funcion limite f tiene formas distintas
antes y después de la transicién, como se vio en el recuadro izquierdo de la figura 3.24.
Para el parametro de orden se tiene la ecuacion 3.19 que relaciona este observable con
la cantidad n,(s), para toda p. En un sistema infinito, ya que el tamano del componente
mas grande en p. es s; = 0 entonces ) sn, (s) = 1. Utilizando esto en la ecuacién
mencionada se obtiene que
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86 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

s1=Y slny.(s) = my(s)] (3.30)

Como se ha manejado, las sumas involucran sélo a los componentes de tamarno finito s.
Mientras p se aproxima a p., S¢ — 0o y la funcién fi(s/s¢), siendo una gaussiana por
un lado y una exponencial decreciente por el otro, tiende a 1 en ambos casos. Asi que
np.(s) = s77 y para que la suma ) sn, (s) converja se debe cumplir que 7 > 2. Ahora,
al emplear la ec. 3.29 en 3.30 y tomar las consideraciones descritas en las cercanias del

T

punto critico, resulta que

()

En el mismo sentido, se puede observar que al acercarse a p. sélo los tamanos s del orden
de s¢ contribuyen significativamente a la suma. De modo que el comportamiento en las
cercanias del punto critico es el que interesa, se lleva a cabo un cambio de variable de s
a z = s/s¢ para escribir la expresién anterior como

S1 ~ {5_16 Z 21771 — fi(z)]} 3277

En el limite en que p — p., el término entre corchetes se puede reemplazar por una
integral, asi que

§1 ~ 52_7/21_7[1 — fx(2)]dz

Al aplicar integracién por partes, lo anterior se reescribe como

§1 ~ 527/22Tf'i(z)dz (3.31)

donde f’ indica la derivada de f con respecto a z. El otro término se anulé debido a
la forma de las funciones fi y al delimitar a 7 también por arriba para provocar la
convergencia (7 < 3). Independientemente de si f tiene forma de gaussiana en el régimen
precritico o de exponencial decreciente en el postcritico, la integral definida entre 0 e oo
en la ec. 3.31 es una constante. Esto corrobora la idea de que los observables pueden ser
calculados utilizando simplemente el tamano tipico. Como se definié anteriormente, esta
cantidad tiene la forma s ~ |p — pe|71/7. Al emplearla en la tltima expresién queda la
relacion

7-772
s1~[p—pe| @ (3.32)
Esto se puede comparar con la definiciéon del parametro  como el exponente con el que
decae el tamafio relativo del componente méas grande en s; ~ |p — p.|?. Asi, se llega a la
relacion de escalamiento

g=T=2 (3.33)

g
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De la misma manera, se puede calcular el exponente asociado a la divergencia del
tamano medio y. Este se define como

X, 8n(s)
XT3 nls)

En vista de que el denominador permanece finito, se tomard esta cantidad como Y, s*n(s).
Al utilizar la relacién 3.29 en la expresién propuesta se obtiene que

Een ()

Aplicando un cambio de variable idéntico al que se utiliz6 en el caso pasado (z = s/s¢)
se llega a

X ~ [éé > zQ‘”ﬂﬁi(Z)] s¢ T

z

Tomando el mismo limite en el que p — p,, se tiene que s¢ tiende a infinito y el término
entre paréntesis cuadrados se puede reemplazar a su vez por una integral sobre z

X ~ sz_T/zz_Tfi(z)dz

Esta vez no es necesario integrar por partes ya que la expresion se puede evaluar de
forma sencilla directamente. El resultado obtenido es una constante multiplicada por una
funcién de s¢, la cual se puede poner en términos de |p — p.| como

7—773
X~ p—pel 7 (3.34)

Al comparar con la definicién del pardmetro v como en x ~ |p—p.| ™7, se genera la relacién
de escalamiento

3—T7
o

v = (3.35)

Finalmente, ya que § y v toman valores positivos es necesario que 2 < 7 < 3.

Asi como se llevo a cabo con estos observables, el procedimiento se puede realizar
de forma similar con las demas cantidades importantes para el modelo. De esta manera
se confirma la relevancia del tamano tipico y se encuentra que sélo dos exponentes son
independientes. Esto tltimo no se limita a 7 y ¢ como en los casos abordados, sino que
puede ser cualquier par de valores distintos en el conjunto de exponentes que se calcularon.

Hasta el momento se han obtenido aproximaciones para varios exponentes por medio
de los datos extraidos de las simulaciones numéricas. Una ventaja de las expresiones como
3.33 v 3.35 es que se pueden generar cantidades faltantes a partir de las ya estimadas,
siempre y cuando se asegure el escalamiento. En ese sentido sélo bastaria calcular dos
exponentes con buena precision para poder caracterizar a todos los observables de interés
en la transicién. Sin embargo, debido al cardcter inusual del modelo se debe confirmar
primeramente el cumplimiento de las relaciones.

Los valores mas importantes que se obtuvieron en las secciones pasadas son 3, v, 0 y 7.
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88 CAPITULO 3. CARACTERIZACION DE LA TRANSICION DE FASE

El propdsito es generar relaciones que involucren a todos o la mayoria de estos exponentes,
de modo que se toman las siguientes combinaciones conseguidas al sumar las ecs. 3.33 y
3.35 de dos maneras distintas

B+ry= é (3.36)

T—1

284+~ = (3.37)

Estas relaciones son las que se utilizaran para verificar si se cumple el escalamiento y
determinar qué tan bien funciona.

Ademas de que en las relaciones 3.36 y 3.37 se emplean la mayor parte de los exponentes
calculados, otra razén por la que se utilizan en esta forma es su conexién con los exponentes
dv y dsv como

1
dv=28+y="

SR

div=8+v=

donde d es la dimensién espacial o “critica superior”, d; es la dimensién fractal y v estd
relacionado con la divergencia de la longitud de correlacion. En percolacién clasica estos
exponentes toman los valores d = 6, dy = 4y v = % Normalmente estos exponentes
se utilizan para el escalamiento de tamano finito y surgen en sistemas que cuentan con
estructura geométrica. Aunque las redes abordadas en este trabajo no cuentan con tal
estructura, se utilizan relaciones de escalamiento considerando que existe la equivalencia
para este caso. De esta forma, se introducen los exponentes O, y ©; como

1 o
1
O;r=— =0 3.39
= E (3.39)

los cuales se compararan con los exponentes O calculados para cada método.

De igual forma, otro exponente que se puede obtener a partir de las relaciones de
escalamiento es 7. En la seccién 3.6 se calculé directamente a partir de la distribucion de
tamanos n(s), asi que su valor no se le atribuye a ninguno de los tres métodos. Por ello,
una cantidad 7 asociada a cada técnica se generard mediante la expresion

T=—+4+1=——+2 (3.40)

obtenida con las ecs. 3.38 y 3.39.

A continuacién se agregaran los resultados asociados a las relaciones de escalamiento
para cada uno de los tres métodos. Primero se hablara sobre los puntos criticos obtenidos
por cada observable y se buscaré el més representativo. Después se tomaran los exponentes
B, v, oy 7 calculados numéricamente para verificar su correspondencia en las expresiones
3.36 y 3.37. Finalmente se tomardn los valores 6ptimos para generar los exponentes O, O ¢
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3.8. RELACIONES DE ESCALAMIENTO 89

y 7 asociados a cada técnica. Esto con el objetivo de comparar con los ©, § y 7 producidos
a lo largo del capitulo.

Resultados del Método 1

Los resultados obtenidos a partir de este método se pueden ver en las tablas 3.3, 3.6 y
3.10. Estas recaban la informacién sobre pg))(, w<1>@§§) y Fx(0) correspondientes a cada

cantidad X, asf como los exponentes w) y @g? por separado.

Esta técnica de escalamiento parte de la expresién 3.4 para encontrar los pardmetros
S))( es el punto con la mejor correlacién lineal entre log(X)
y log(N). En base a esto, el valor del punto critico asociado al pardmetro de orden es

p((;,ls)1 = (.8884484 y sirve como cota superior para todos los deméas valores.

criticos. En este caso p. = p

En la seccion 3.5 se encontrd que pe s, > pesy, ., para R =1,2,3. Después, en la seccion
3.5 se generalizé esto para toda R al encontrar que la maxima probabilidad de pertenecer
a un componente de tamano s crece con p al aumentar s (fig. 3.21, recuadro derecho). De
manera similar, los puntos pil))( calculados en la seccién 3.6 para los momentos de n(s)
apoyan que este resultado se cumpla para R mayor. Estas caracteristicas senalan que el
mecanismo que domina en la evolucién de la red es el crecimiento directo de componentes.
Ademads, se considera que la mejor aproximacion al punto critico dado por este método
es peds.

A lo largo del capitulo se generaron los resultados asociados a este método tomando

como precedente el punto pgl))( en cada caso. Aun asi, otro enfoque que vale la pena abordar

se basa en utilizar p. = pgs)l para todas las cantidades. De este modo se fija un mismo
punto critico utilizando la informacién descrita en el parrafo anterior. De esta forma
se repite el procedimiento con este enfoque y los resultados obtenidos se muestran en la
tabla 3.13. Al comparar estos valores con los parametros criticos calculados anteriormente
se observa una diferencia menor al 3%. Aunque ahora, por construccién, las cantidades
X # s1 no se extraen del punto con la mejor correlacion, el escalamiento sobre ellas
presenta mejores resultados bajo este nuevo enfoque.

El siguiente paso consiste en comparar los exponentes criticos calculados con el Método
1 para verificar la validez de las relaciones de escalamiento. Para esto se utilizan los

(1)

valores correspondientes a los dos enfoques planteados: el primero con p. = p,y que se

abordé a lo largo del capitulo y el segundo con p. = p,(;}gl que se introdujo en esta seccion.
Asimismo, se realiza una distincién entre el uso de los exponentes w(®) y w(l)@gp en las
relaciones. Es decir, la expresion 3.36 se puede escribir como 3 + v = 1/ pero también
como O +~v0 = O/0, por ejemplo. Ya que los dos conjuntos de exponentes se calcularon
en las formas w® y w(l)@g) por separado, esta distincion es relevante para contrastar la
eficacia de la técnica intermedia utilizada para el desacople de exponentes. También se
usa para determinar si la pequena (aunque existente) discrepancia en los valores de ©
depende de los observables utilizados o es algo meramente numérico.

Aunado a lo anterior, se estudia la afinidad que existe entre los exponentes v y ¢q, asi
como la que hay entre o; y 05. La primera se toma en consideracién dada la similitud
en el comportamiento de y y M, antes de la transicién, mientras que la segunda pone a

prueba cudl es la mejor aproximacion para sg, si sgg = Ms3/Msy 0 Sgg = M, /Ms. Se toman
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Cantidad Con p. = pgls)l
X Fx(0) | w®ef | o® | e
S1 0.786(6) | 0.0653(5) | 0.1225 | 0.533
S 0.734(27) | 0.2219(21) | 0.4586 | 0.484
S3 0.403(18) | 0.2054(25) | 0.4278 | 0.480
Sy 0.267(13) | 0.1935(28) | 0.4038 | 0.479
M, 0.331(14) | 0.7133(24) | 1.4969 | 0.477
M, 0.118(6) | 1.5851(28) | 3.1345 | 0.505
My 0.033(2) | 2.5114(37) | 4.7313 | 0.530
X 0.472(16) | 0.6990(19) | 1.4556 | 0.480
Se1 0.684(27) | 0.7603(22) | 1.5661 | 0.486
Se2 0.745(29) | 0.7652(22) | 1.5771 | 0.485

Cuadro 3.13: Resultados obtenidos al aplicar el Método 1 sobre las cantidades X utilizando
el enfoque en el que p, = pﬁ}ﬁl para toda X. En este caso, aunque sélo log(s;) vs log(N)
adopta la mejor correlacion lineal, ahora todas las demas cantidades se toman mas cerca
del punto critico verdadero.

todas las combinaciones posibles y se comparan entre si en las tablas 3.14 y 3.15. El valor
numeérico mostrado en cada celda corresponde al error relativo porcentual que hay entre
cada parte de la igualdad.

Error relativo porcentual

Relacién de escalamiento De = pgl))( De = P£21
w000 | W | el | L0
B+ ¢y = 1/01 2.611 4.749 2.402 3.415
B+ ¢g =1/09 2.004 | 3.971 1.747 | 2.688
B+vy=1/oy 0.688 1.427 | 0.520 | 0.766
Bt~y =1/o, 0.092 | 0.674| 0123 | 0.058

Cuadro 3.14: Error relativo porcentual presentado en la relaciéon 5+ = 1/0 a través de
sus distintas combinaciones para el Método 1.

Los resultados obtenidos senalan que el error en la primera relaciéon de escalamiento es
menor al 4.8% y en la segunda relacién es menor al 5.2 % para todas las combinaciones
contempladas. Esto indica que todas las aproximaciones son vélidas en buena medida
independientemente del camino seguido. Sin embargo, es claro que existen caminos un
poco mejores que otros.

En cuanto a los dos enfoques tomados en cuenta, se observa un menor error al tomar
De = pg,ls)l en 15 de las 16 opciones a comparar. Esto confirma que el enfoque tomado en
esta secciéon conlleva a un mejor escalamiento, basandose en una mayor cercania al punto
critico verdadero en todas las cantidades en vez de optimizar su correlacién en ley de
potencias con V.

Por otro lado, el error producido al utilizar los exponentes en la forma w(l)Gg) es menor

que el obtenido al emplearlos como w® en 11 de las 16 posibles comparaciones. De modo
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Error relativo porcentual
Relacién de escalamiento pe =% pe = p,

WOV | W | wme® | o

2B+ ¢y = (r—1)Jor | 3.928 |5.162| 3.773 | 4.005
2B+ o= (r—1)Jo, | 3313 |4.381| 3.109 | 3.274
28+~ =(r—1)/oy 2129 |2.057 | 2.014 | 1.529
28+~ =(r—1)/0s 1525 | 1.299| 1.361 | 0.815

Cuadro 3.15: Error relativo porcentual presentado en la relacion 28 + v = (7 — 1)/o a
través de sus distintas combinaciones para el Método 1.

que, en su mayoria, se generan mejores resultados al usar los w(l)G)g? calculados antes de
la técnica de empalme de curvas F'x. No obstante, el error minimo obtenido en cada tabla
se da con los exponentes en forma w”. Esto supone que las diferencias en @g? tienen que
ver con la precisiéon numérica de los datos estimados y no por una dependencia con X, ya
que el resultado fluctiia aun fijando un determinado observable.

Por 1ltimo, es claro que las relaciones con v en lugar de ¢5 son mejores, ya que producen
un error dos o tres veces menor en la mayoria de los casos. Asimismo, las relaciones con
09 son un poco mejores que cuando se usa ;. Aunque resulta 1til considerar el uso de
cantidades alternativas que llevan a un resultado casi tan bueno como el de la mejor
aproximacion, la combinacién v-o9 serd la representativa por optimizar mayormente la
afinidad.

Después de establecer lo anterior, se encuentra que las relaciones que toman p,. = pﬁ};
como precedente para calcular los parametros criticos, que utilizan los exponentes en la
forma w® y que emplean 1) y aél) en cada caso son las que minimizan el error relativo
en ambas expresiones. En la primera se obtiene un error del 0.058 % y en la segunda uno
del 0.815 %.

El minimo en el error anterior determina el uso de los exponentes S, ~(1), aél) y T
en las expresiones 3.38 y 3.39 ajustadas al Método 1. Con esto se obtiene como resultado
@Sl) =0.5881y @5011) = 0.6337 para el calculo con 1) y v mientras que @g? = 0.5928 y
@;12) = 0.6341 es lo conseguido con aél) y 7. Cada par 9211?2 y @;11)’2 muestra el error relativo
calculado anteriormente para sus valores y todos estos distan claramente de la media de

@ﬁ?. La media de este exponente para el enfoque con p., = pgl))( es @gl) = 0.5024 y la

media para el enfoque p. = p,(;,ls)1 es @gl) = 0.4920. De manera que se reafirma que O en

la ec. 3.4 es diferente del exponente con que escalan los puntos pseudocriticos en funcion
de N. Sin embargo, el valor del exponente d que se discutird en la siguiente subseccién ha
mostrado tener un valor aproximado de 0.6, de modo que se prevé su relacion con alguna
de las cantidades definidas en 3.38 y 3.39.

Otro exponente que no se generd directamente del Método 1 es 7. En el proceso para
validar las relaciones de escalamiento se utilizo el valor obtenido al manejar las distribu-
ciones n(s). No obstante, debido a la eficacia en los resultados mostrados anteriormente,
se toma la ecuacion 3.40 para calcular una 7 asociada a esta técnica. Al emplear los valores
recopilados por este método se consigue el exponente 7() = 2.0776. La diferencia entre
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este y el valor calculado en la seccién 3.6 es del 0.391 %.

En la siguiente tabla se agregan los valores calculados a partir de este método para los
pardmetros criticos mds importantes. El exponente ©) es la media de los valores @g)
recopilados para las distintas cantidades. Los valores de @S), 65}) y 71 se calculan a
partir de las relaciones 3.38, 3.39 y 3.40, respectivamente. Todas las deméas cantidades se
calcularon mediante simulaciones numéricas en las secciones pasadas. En todo caso, se

. : 1
toman las opciones correspondientes al enfoque p. = pg’gl por tener un menor error.

Paraﬁrrlletro Valor
critico

) 0.8884484
i 0.1225
~® 1.4555
o® 0.6341
e 2.0776
oM 0.4920
oV 0.5904
oV 0.6339

Cuadro 3.16: Resumen de los parametros criticos mas importantes calculados por el Méto-
do 1.

Resultados del Método 2

Los resultados obtenidos a partir de este método se pueden ver en las tablas 3.7 y 3.11.

Estas recaban la informacién sobre pf))(, w(2)@g?) y 0x correspondientes a cada cantidad

X, asf como los exponentes w® y @g?) por separado.

Esta técnica de escalamiento parte de las expresiones 3.6 y 3.7 para encontrar los
parametros criticos. La busqueda del umbral de percolacién se basa en el escalamiento
que siguen los puntos pseudocriticos, los cuales se definen como la posicién de los maximos
en las curvas X (p). Mientras que los exponentes criticos asociados a cada observable se
generan de la misma forma, pero con las amplitudes maximas.

Cabe recalcar que las cantidades abordadas aqui se centran en los puntos pseudocriticos
definidos de esta manera y no como en el caso de las distribuciones P(s;) y n(s). En estas
se aprovechan propiedades como la bimodalidad o la correlacién en ley de potencias. De
modo que los pardmetros criticos obtenidos son mayormente compatibles con la tercera
técnica de escalamiento aunque se hayan producido con la segunda. Asi, pese a que se
sigue un proceso equivalente, la diferencia en los resultados ocasiona que se discutan por
separado.

Los puntos criticos abordados en esta subseccién no siguen un patréon como en el método
pasado, sino que se encuentran distribuidos alrededor de p = 0.88845. Estos muestran una
correspondencia aceptable con el umbral predicho, pese a que los puntos pseudocriticos
presentan la varianza més elevada de todo el segmento de p. Al tomar la media sobre los
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distintos valores presentados se obtiene que p((jz) = (0.8884497. Por lo que, en adelante, se
adoptara este resultado como el valor representativo del Método 2.

De manera similar, los exponentes criticos obtenidos a partir de este método se utilizan
para comprobar la efectividad de las relaciones de escalamiento. Las expresiones 3.36 y
2) y
7. Sin embargo, con el objetivo de comparar este resultado para distintos escenarios, se
emplean la mayoria de las variaciones descritas para el Método 1. El tinico detalle sera la

3.37 presentadas al inicio de la seccién tomaran ahora los valores de ), 42 ol

ausencia de un enfoque alternativo como el introducido en la subseccion pasada, asi que
las combinaciones se reducen a la mitad debido a esto.

Error relativo
Relacién de escalamiento porcentual
w@)@&?) w®
B4 ¢2=1/0 1.154 | 5.168
B4 ¢2=1/09 0.566 | 4.187
B+v=1/0y 0.169 | 0.582
Bt+y=1/oy 0.749 | 0.356

Cuadro 3.17: Error relativo porcentual presentado en la relacién 5+ = 1/0 a través de
sus distintas combinaciones para el Método 2.

Error relativo
Relacion de escalamiento porcentual
w(z)G)()?) w®
2604+ ¢y = (1 —1)/0y 2.656 | 5.996
20+ ¢y = (1 —1)/0, 2.059 | 5.007
20+y=(1—-1)/o 1.419 | 1.708
20+y=(r—1)/o9 0.829 | 0.759

Cuadro 3.18: Error relativo porcentual presentado en la relaciéon 28 + v = (7 — 1)/o a
través de sus distintas combinaciones para el Método 2.

Asi, en las tablas 3.17 y 3.18 se muestra el error relativo porcentual producido al
comparar cada parte de las expresiones. En esta ocasion se encuentran mejores resultados
al usar las relaciones con los exponentes en la forma w(2)@g§). No obstante, esto se cumple
en la mayoria de las distintas combinaciones excepto en las que se muestra el error minimo.
Lo anterior indica que la manera en que se desacoplan los exponentes w® y @g?) funciona
bien sélo para el caso mas importante.

Por otro lado, las relaciones con los exponentes 7 y 02 son las que minimizan el error
en cada caso. Del primero se obtiene un resultado del 0.356 %, mientras que el segundo
presenta uno del 0.759 %. De este modo, las expresiones optimizan el error relativo al

utilizar los exponentes 7 y 0&2) generados por esta técnica. Es claro que utilizar los

exponentes ¢>§2) y 09) no lleva al mejor resultado, pero arrojan errores no mayores a 5.2 %

en la primera tabla y 6 % en la segunda, lo cual parece ser algo aceptable.
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Ya que el exponente 5 no forma parte del conjunto de pardmetros calculados por este
método, en todas las ocasiones se utilizé el valor de V) = 0.1225. Debido a que este influye
de igual manera sobre todas las celdas en las tablas, se concluye que tomar prestado este
valor no afecta en la eleccién anterior y sirve como aproximacién para determinar que las
relaciones de escalamiento se obedecen de buena forma. Al asegurar el cumplimiento de
estas relaciones se puede complementar el estudio y calcular un valor de /3 correspondiente.
Por lo que, al usar los valores de v y aég), se consigue el exponente 52 = 0.1279. La
diferencia entre este y el valor dado por el Método 1 es del 4.4 %.

Adicionalmente, mientras el umbral p. es el limite al que tienden los puntos pseu-
docriticos, el exponente § da una idea de cémo éstos decaen en ley de potencias. Con los
resultados obtenidos en las secciones 3.4 y 3.6 se estipulaba un valor cercano a 0.6 para
este exponente. Después de calcular la media de las dx se llega a que o = 0.6170. Esto,
tal como se ha resaltado a lo largo del capitulo, representa una diferencia apreciable con
respecto al exponente utilizado en la ec. 3.4 para el mejor empalme de las curvas F'x, para
el cual la media sobre los valores obtenidos por este método es ©?) = 0.5127.

Las medias ©®) y § son exponentes que se calcularon directamente de los datos recopi-
lados del sistema. El objetivo es comparar estos valores con los que se obtienen para ©,
y O con las relaciones de escalamiento 3.38 y 3.39, respectivamente. De esta manera, es
posible determinar si existe o no relaciéon entre ellos. Los resultados arrojan los valores
@ﬁ) =0.6152y @;21) = 0.6654 para el calculo con ) y ) mientras que @g) = 0.6199

(2)

y @;22) = 0.6630 es lo conseguido con 022 y 7. Cada par 6221)72 y @;21),2 muestra el error

minimo en la tabla correspondiente y todos estos distan claramente de la media de ©®).

Sin embargo, al comparar los exponentes @fjg con 0 se observa una correspondencia
muy buena. El valor intermedio de los primeros coincide con el ultimo a tres cifras des-
pués del punto, siendo dos de ellas significativas. Este resultado es revelador, ya que son
dos cantidades que se calculan de manera independiente. El exponente § es la media de
los valores 0y calculados para cada cantidad como se define en la ec. 3.6. Surge de la
tendencia de los maximos de X a seguir una ley de potencias. En cambio, para 0% se
calculan primero los exponentes w(z)@g) como en la ec. 3.7 y luego se desacoplan usando
el mejor empalme de las funciones F'x. Esto es interesante, ya que para desacoplar ca-
da exponente usado en las relaciones 3.38, necesariamente se debe utilizar el parametro
O ~ 0.5. Adicionalmente, se encuentra que el valor de O también es cercano a 0, pese
a que se ha conseguido mediante un método distinto a los dos mencionados.

Por ultimo, se utiliza la expresion 3.40 para calcular una aproximacion a 7 dada por las
relaciones de escalamiento y los exponentes encontrados con esta técnica. Por ello se evita
utilizar el valor de () generado por el método anterior y también el de 5 extraido
de las mismas relaciones. Asi, tomando lo anterior en cuenta, el resultado obtenido es
72 = 2.0848. La diferencia entre este y el valor estimado con las distribuciones n(s) es
del 0.737 %.

La tabla 3.19 recopila los pardmetros criticos mas importantes y sus respectivos valores

& y los exponentes ©®) y § son la media de sus

generados con el Método 2. El umbral p
valores obtenidos bajo los distintos observables. Los 7? y ¢(®) mostrados se extraen de la
seccién 3.6. Los demads exponentes se calculan a partir de las relaciones de escalamiento:

£, @9), @;2) y 7 surgen de las expresiones 3.36, 3.38, 3.39 y 3.40, respectivamente.
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Para:metro Valor
critico
e 0.8884497
B3 0.1279
7@ 1.3804
o® 0.6630
7@ 2.0848
e® 0.5127
B 0.6170
o? 0.6175
o 0.6642

Cuadro 3.19: Resumen de los pardmetros criticos més importantes calculados por el Méto-
do 2.

Resultados del Método 3

Los resultados obtenidos a partir de este método se pueden ver en las tablas 3.4, 3.8 y
3.12. Estas recaban la informacion sobre A, wf ) y @% correspondientes a cada cantidad
X para los regimenes pre- y postcritico por separado.

Esta técnica de escalamiento parte de la expresion 3.8 para encontrar los parametros
criticos. Para esto se utilizan datos en las cercanias de la transicién, pero evitando los
efectos de tamano finito. Por ello se toman puntos que pertenecen necesariamente a seg-
mentos donde se instaura la ley de potencias y sobre ellos se aplica la ec. 3.9. Se realiza
esto en ambos lados de la transicién para extraer exponentes efectivos. Estos exponentes
dependen de N, por lo que el objetivo final es encontrar el limite al que tienden cuando
N — o0.

La aplicacién de este método no genera aproximaciones al punto critico por si solo, sino
que toma los valores ya calculados por las técnicas pasadas. El umbral p. se ha obtenido
de distintas maneras y con los datos de diferentes observables hasta ahora, por lo que
vale la pena considerar cada variante en busca de la mejor combinacién. Para ello se
sigue un camino similar al de las subsecciones anteriores, con el propdsito de confirmar
las relaciones de escalamiento a través de los exponentes conseguidos por este método.

Asimismo, la cantidad utilizada para medir la validez de cada posible combinacién es
el error relativo porcentual. En este caso las opciones surgen al variar el punto critico
utilizado, los exponentes empleados en cada relacién y el régimen en el que se llevé a
cabo el cdlculo. El uso de los puntos criticos se divide en tres categorias: los pgl))( del

primer método con un valor diferente para cada cantidad X, el pg,lgl del parametro de

orden aplicado a todas estas y los pg)( que también dependen de cada observable, pero
ahora usando el segundo método. En cuanto a los exponentes empleados, una vez mas
la idea es comparar ¢, con v y o1 con oy para apreciar las diferencias. Adicionalmente,
los resultados que se abordan aqui muestran diferentes valores dependiendo del régimen
tomado. Es por ello que examinar las relaciones en ambos lados del umbral de percolacion

es la cuestion mas importante. En este punto es indudable que los exponentes presentan
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dicha disparidad, lo que no es claro ain es si se cumple el escalamiento.

Error relativo porcentual
Relaciéon de escalamiento | Régimen precritico Régimen postcritico
1) (1) ©)) 1) (1) @)
ch De,s1 pc,X ch Pe,s1 pch
B+ ¢a=1/0y 0.291 | 0.099 | 0.297 | 2.091 | 2.004 | 1.978
B+vy=1/0y 0.290 | 0.098 | 0.162 | 12.807 | 12.708 | 12.827
B+ ¢g =109 0.294 | 0.038 | 0.112 - - -
f+v=1/09 0.293 | 0.038 | 0.022 - - -

Cuadro 3.20: Error relativo porcentual presentado en la relaciéon 5+ = 1/0 a través de
sus distintas combinaciones para el Método 3.

Error relativo porcentual

Relacién de escalamiento | Régimen precritico Régimen postcritico

pox | e | px | pix | oped | oy

28+ ¢y = (1 —1)Joy | 0.344 | 0.180 | 0.415 | 2.205 | 2.090 | 2.048
28+~ =(r—1)/o1 | 0.3430.180 | 0.289 | 12.180 | 12.047 | 12.136
28+ ¢y = (1 —1)Jo, | 0.347]0.120 | 0.231 | - - -
28+~ =(r—1)/os |0.346]0.119 | 0.105 | - - -

Cuadro 3.21: Error relativo porcentual presentado en la relacion 28+ v = (7 — 1)/o a
través de sus distintas combinaciones para el Método 3.

En las tablas 3.20 y 3.21 se agregan los errores encontrados para cada relaciéon tomada.
En ambas se puede ver una regién vacia en la parte postcritica debido a la falta de un
valor para el exponente Uéi). No obstante, la presencia de Uﬁ) es suficiente para sacar
conclusiones al respecto. Ademas, en todas las combinaciones, sean del régimen precritico
o postcritico, se utilizd el valor de 5, correspondiente. Es decir, se toma la relacion del
primer renglén en la tabla 3.20 con 8., ¢o_ v 01— para el primer régimen, y con 5y, ¢oy y
o1+ para el segundo. En todo caso, se evita usar f_ porque no cumple con las relaciones
escalamiento.

En la parte precritica se observa que todos los errores son menores al 0.3 %, lo que
indica una buena correspondencia en las relaciones con los exponentes calculados por este
método. Por tanto, el uso de diferentes puntos criticos, al menos los que aqui se presentan,
no influye fuertemente en los resultados.

De manera especifica, se puede ver que con p. = pg{ el error no cambia significativa-
mente en comparacion con los otros dos casos. Esto supone que las relaciones son robustas

(_3), asi como entre Jﬁ) y o). Con el fin de determinar

. . . M Q)
la causa, el primer pensamiento puede ser asociar esto con el hecho de que p. 5, = pey

1 1 . ., . . .
y pés)@ = pg,s)&, como se vio en la seccién anterior. Sin embargo, cuando se usa el mismo

frente a la alternancia entre gzﬁé?’,) vy

” 1 . . . .
punto critico pﬁ,ﬁl para estas cuatro cantidades no se sigue el mismo razonamiento. El

hecho de que los datos estén a la misma distancia del punto que maximiza su correlacion

3) (3) (3)

rx provoca que gbé?’_) ~ v y que 0, = gy . Por lo que la razén de esta robustez para
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el régimen precritico parece estar mas relacionada con la forma en que se definen estos
puntos en el Método 1.
e 1
Por otra parte, al utilizar p. = p((;,s)l se genera Un menor error con respecto a los otros
casos, en promedio. También se observa una diferencia entre las relaciones donde se utiliza

0'53_) y 053_), aunque el error es independiente de la eleccion de gbg’_) 0 7(,3) . Esto quiere decir

3 3 ) :
que los exponentes J§ Y y oé_) no son tan cercanos entre si, pero este cambio provoca un
aumento en la afinidad de la relaciones en general.

. (2) .
Ahora bien, cuando se emplea p. = p. 5 no aparece esta semejanza por bloques como
con los puntos criticos tomados del Método 1. En ese sentido, se obtiene una clara relacion

)

. . . . 3 e e . .,
de orden para las distintas combinaciones. El uso de fy(_ minimiza el error en comparacion

con gzﬁgi) y lo mismo pasa al utilizar aé?i) en vez de a@. Asi que la mejor aproximacion
estd dada por las relaciones en el dltimo renglén de cada tabla. Ademads, s6lo para esta
combinacion, el error con pg{ es menor que en los otros casos.

La conclusién de este estudio para la parte precritica es que todos los puntos p. utilizados
conllevan al cumplimiento de las relaciones de escalamiento de manera satisfactoria. Cada

opcion tiene su ventaja: con p. = pgl))( se tiene robustez en el cambio entre ¢§3_) > 7(_3) y

aﬁ) — Jé?l), con p. = pggl se obtiene una mayor afinidad de las relaciones en general y

con p. = pg)( se logra el mejor resultado frente a todas las demés combinaciones.

Aunque los resultados indican que el error es pequeno en todos los casos, se optara por
tomar las relaciones que involucran a v_ y og_.

Ahora se abordaran los datos obtenidos para el régimen postcritico. En este lado de la
transicién se presentan resultados con un error mas elevado que en el caso anterior. Todos
los valores mostrados son al menos 6 veces més grandes que su contraparte precritica.
Sin embargo, ya que todos los errores para p < p. eran pequenos, el minimo en la parte
derecha de las tablas se encuentra alrededor del 2%. Si bien la afinidad es menor, los
mejores resultados en esta parte suponen la validez de las relaciones de escalamiento de
igual modo.

En este caso, de las aproximaciones para o sélo se cuenta con aﬁ). Los errores muestran
un cambio evidente entre el renglén correspondiente a ¢o v el de ~. Los resultados al
utilizar vf) rebasan el 10 %, mientras que con ¢§3_2 todos son cercanos al 2%. En cuanto
al umbral p. empleado, los errores cambian muy poco al variar entre las tres opciones. El
mejor resultado en ambas tablas se obtiene con p. = pg)(

La causa de este cambio esta en el comportamiento postcritico de las cantidades My y
X- Ambas atraviesan por una caida repentina que aparece con el surgimiento del compo-
nente macroscopico y que se vuelve mas abrupta con el aumento de N. Salvo pequenas
diferencias, el segundo momento de n(s) muestra un decaimiento en ley de potencias con
un exponente similar en ambos lados de la transicién. Sin embargo, el tamano medio
X = Ms/M; es diferente después de p. debido al cambio abrupto en M. La ley de po-
tencias con que decaen los exponentes efectivos (ec. 3.10) muestra pardmetros 6. muy
cercanos entre ambas cantidades para los dos regimenes, la tinica diferencia es el limite
al que tienden. Por lo que el exponente pasa de ser yv_ =~ 1.1810 a v, =~ 1.0486 en una
vecindad muy cercana a la transicién.

Por lo tanto, es claro que para el régimen postcritico se optara por seguir las relaciones

que utilizan a gbg‘? y aﬁ).
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Ya que se corroboro la validez de cada relacién de escalamiento, ahora se buscan los
exponentes relacionados con la dimension espacial y fractal. Este calculo se basa en las
expresiones 3.38 y 3.39. Mediante estas ecuaciones y los exponentes asociados al minimo
error en cada régimen, los resultados son @23_) = 07414 y @503_) = 0.7926 para la parte

precritica, y @Sr) =0.7420 y @}? = 0.7929 para la parte postcritica. Asi, con base en lo

anterior se observa una buena correspondencia entre los valores de @Ei) y @Sc?i sin importar
el lado de la transicion en que se calculen.

A partir del Método 3 también se calcularon los exponentes @gﬁ)_ y @E?L con los que se
empalman las curvas F'x en una sola. La media resultante para cada caso es 0% = 0.4688
y @f) = 0.5070, respectivamente. Al comparar estos valores con los obtenidos para @fi)
y @ﬂ se observa una diferencia més grande que en las subsecciones pasadas, por lo
que la idea de que © # O, abarca cada método y régimen tomados en el estudio. Esto
generalizando la conclusién obtenida para el Método 2 en la que © # § sobre el punto
critico, ya que se obtuvo que § ~ O..

Finalmente, se utilizé la expresion 3.40 para calcular el 7 que surge de las relaciones de
escalamiento. Para esto se emplean los exponentes vinculados con cada régimen, siendo
¥ = 20686 y Tf’) = 2.0758 los resultados obtenidos en cada caso. Si comparamos estos
valores con el que se calculd en la seccién 3.5, el primero tiene una diferencia del 0.042 %
con 7 = 2.06955 y el segundo difiere en un 0.305% con la misma cantidad. En el caso
precritico se obtiene un valor mas cercano al que se considera como la mejor aproximacion
de 7. Esto se debe a una mayor afinidad en esta parte para las relaciones 3.36 y 3.37.

Paréfrr'letro Valor Paré/n‘letro Valor
critico critico

BY 1.1891 ) 0.0864

+® 11810 | AP 1.0486

& 1.1792 o 1.1693

o 07892 &P |0.7809

& 2.0686 | 7 2.0758

o® o468 0P  [0.5070

o 0.7414 |  0F 0.7420

o Jor26| ©f |0.7929

Cuadro 3.22: Resumen de los parametros criticos mas importantes calculados por el Méto-
do 3.

En la tabla 3.22 se muestran los parametros criticos mas importantes para cada régimen

calculados por el Método 3. Como se ha manejado, el subindice — tiene que ver con el

caso precritico y el 4+ con el posteritico. Los exponentes ﬁf ), ’yf ), ¢§i, J:(E ) y @g:’) fueron

calculados directamente a partir de los datos de las simulaciones. Para la minimizacion

del error en las relaciones de escalamiento se utilizé especificamente a 653 ), 7(_3) y gbg, por

lo que sus contrapartes del otro lado de la transicion sélo se agregan para complementar

la tabla. Todos los valores corresponden al caso en el que p. = p£2;< Para el resultado final
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de @(f ) se promedié sobre lo obtenido por las distintos observables. En cuanto a Tf’) ) @S;Q

3 o1 . .
y @Spi, se utilizaron las expresiones mencionadas para generar cada valor.
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Capitulo 4

Escalamiento de tamano finito
modificado

En el capitulo pasado se abordé el comportamiento del modelo de percolacion explosiva
en las cercanias del punto critico a través de un enfoque numeérico. Para esto se tomaron
varias muestras del sistema y se utilizé el promedio de las cantidades mas importantes
sobre el mismo valor del pardametro de control p cada vez. El resultado es un conjunto de
observables X tal que

X(p.N) = > XN (4.1)

donde N, es el nimero de realizaciones y X' es la i-ésima muestra de X. Obtener es-
tos promedios representa el primer paso en el calculo de las cantidades de interés y se
generaron para cada uno de los valores de los parametros p y N descritos previamente.

Sin embargo, al recopilar en la seccion 3.8 todos los resultados conseguidos con la
expresion 4.1 se tiene un grupo de exponentes dependientes de la técnica utilizada y se crea
una disyuntiva sobre cual es el correcto. Esto provoca que las relaciones de escalamiento
se cumplan por segmentos en el dominio de p y sucede debido a la inusualidad del modelo.

Con el fin de resolver el problema del escalamiento por partes se desarrollard un nuevo
método para abordar los observables mas importantes en el sistema.

4.1. Técnica de escalamiento alternativa

En contraste con los métodos desarrollados en la seccion 3.3 y aplicados a lo largo del
capitulo anterior, aqui se propone una forma alternativa de promediar sobre las distintas
realizaciones basada en los articulos [NLT11; ZC17; Fan+20]. La diferencia con el esca-
lamiento de tamano finito estandar es que el estudio esta vez depende de cada muestra
generada y se centra en los puntos definidos como pseudocriticos. Es decir, todos los datos
se comparan entre si con base en su distancia al punto ﬁCfN, definido como el valor de p
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que maximiza la amplitud de las cantidades X. Esto significa que dichos puntos cambian
con cada muestra ¢ y con el tamano de red N.

Aunque los puntos ﬁch se pueden asociar a distintas cantidades, la mas relevante en
este analisis serd el maximo brinco en el parametro de orden. Este se define como el cambio
mas grande en s; dado por la adicién de un solo enlace a la red y se denota como As1,,4z-
Los puntos en los que sucede este cambio maximo se expresan como p. 5, (obviando la
dependencia con respecto a i y N, y resaltando la que se tiene con cada observable). De
modo que la variable sobre la que se promedia en este método alternativo es € = p—pe a4,
y la definiciéon de los observables es, por lo tanto,

N,
~ 1 <4 ~.
X(e,N)=— X'(e, N 4.2
M) = X (4.2
donde se utiliza una tilde para denotar este cambio.
Ahora bien, si se sigue el camino establecido por la forma estandar de promediar, el
cambio maximo es

Asimar = méx [81 (p + %) - Sl(p)} (4.3)

donde s1(p) se genera a partir de la ecuacién 4.1. En cambio, el valor de Asy,,,, obtenido
por la ec. 4.2 es simplemente la media de todas las realizaciones del brinco maximo

~ .|~ 1 ~
AS1mas = méx [31 (5 + N) — 51(5)}

5 (%) ~5(0)

los cuales se dan en la posicion € = 0 por definicién. Se asume que esta cantidad estd rela-
cionada con el comportamiento critico del sistema, por lo que se utilizara como indicador
de la transiciéon. De igual manera, una de las razones por las que se introduce esta forma
alternativa de promediar las cantidades es para hacer estadistica con estos brincos.

En la seccién 3.4 se menciond este maximo cambio en s; como opcién adicional para
poder aplicar el Método 2 sobre el parametro de orden. Sin embargo, se evitd agregar los
resultados correspondientes en dicha seccién ya que apoyan la idea de discontinuidad en
la transiciéon. Ahora se sabe que la distribucién del parametro de orden es bimodal en
las cercanias de p. y que la media de s; es enganosa en esa region, pero en su momento
representaba una contradiccién con respecto a lo encontrado en la literatura y en la seccion
3.2.

En la figura 4.1 se muestra una comparaciéon de los resultados del méaximo cambio en
s1 como funcion del tamano del sistema con ambos enfoques. Por un lado se promedia s,
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102 CAPITULO 4. ESCALAMIENTO DE TAMANO FINITO MODIFICADO

y luego se toma la diferencia mas grande al dar un paso en p y, por el otro, se toma el
promedio de las diferencias de cada realizacion. El primer caso corresponde a los datos
representados con cuadrados verdes, los cuales exhiben un crecimiento con N. Esto quiere
decir que el brinco maximo en la media de s; aumenta de tamano como la raiz cuadrada
de N aproximadamente, segiin el mejor ajuste. A menos que la cantidad cambie su com-
portamiento para redes mas grandes, este brinco méximo llegarfa a la unidad (la brecha
més grande posible) en N = 9.62x10'“. No obstante, esto conlleva a un resultado erréneo
seguin la informacion recabada hasta ahora.

Por el contrario, los datos presentados bajo el método alternativo (circulos azules) tienen
un comportamiento decreciente con N. Aunque este no es tan pronunciado como en el
primer caso, el ajuste es muy bueno (R? > 0.9999) y es consistente con una transicién de
segundo orden. Ademas el exponente con que decae esta ley de potencias es muy cercano al
B(l)G)g) encontrado por el Método 1, por lo que deben estar estrechamente relacionados.
Entonces, de acuerdo con los datos presentados para este modelo, el promedio de los
observables calculado por la ecuacién 4.2 es la manera correcta de atacar el problema del
maximo brinco en el parametro de orden.

10_15_ —.—.-—'—._H—.-—-.—H—.—._.—.—._‘H—.—.—._.H_

i ®  ASimax(N)
10-2% —— ASymax(N) = 0.350N~0:0032

1073¢ —— AS1max(N) = 6.7x10-8N0-4788
' m ASimax(N)

10_4§

10_5?.....| L L L L A

103 108 107 108 10°
N

Figura 4.1: Cambio maximo en s; como funcién de N para las dos formas distintas de
promediar la misma cantidad. Al utilizar la ecuacién 4.3 se obtiene el crecimiento de esta
brecha (cuadrados verdes) y un indicio erréneo de discontinuidad. Esto se debe al caracter
bimodal encontrado en la distribucién de s; y una media que no refleja informacion clara
en las cercanias de p.. Mientras que la segunda forma de promediar esta cantidad (ec.
4.4) se muestra en circulos azules y es consistente con una transicién continua, ya que

decrece(c)on N como una ley de potencias. El exponente con el que decae es muy cercano
a fOOY.

Este resultado muestra uno de los fundamentos para utilizar el método presentado en
este capitulo y senala la conexién entre el exponente asociado a Asy,,,, v €l calculado para
s1 con el Método 1 en la seccién 3.4. Aunque se resalta la importancia del cambio maximo
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en el parametro de orden como punto pseudocritico (ﬁc As ), €8 natural preguntarse qué
pasa si se elige cualquier otra cantidad. Por ejemplo, se puede optar por las amplitudes
maximas en los componentes de rango mayor a R = 1. En ese sentido se introduce
una version general de la ecuacién 4.4 para promediar los observables bajo el método
alternativo.

Asi que, por ahora, el calculo de las cantidades se centrara especificamente en los puntos
pseudocriticos p. x, los cuales se definen como

Pox (V) = 3 2o () (4.5)

donde ﬁCfX(N ) es el punto pseudocritico obtenido a partir de la cantidad X en la realiza-
cion i con el tamano de red N. De esta manera se puede aplicar el escalamiento de tamano
finito modificado en busca de la mejor aproximacién al punto critico p. yx. Similarmente,
se utiliza el valor que los observables X toman en estos puntos para generar la media de
las amplitudes maximas

KonaalN) = 3 3 Kb V) (4.6)

donde X! (N)=X(p= ﬁ;fX(N ), N). En todos los casos, el vinculo entre los observables

maxr

calculados de una manera o la otra es que p. x (N) = p.'y (N) y que Xt (N)=Xi_(N).
Al igual que la media, también se puede analizar el comportamiento de la desviacion
estdndar en las distribuciones formadas por los valores X! .. v De'x, las cuales se denotan

como DEg; 'y DEy;

5 > Fespectivamente.

El calculo de estas cantidades se lleva a cabo para los diferentes tamanos de red simu-
lados y con esto se generan cuatro relaciones que dependen de N para cada observable.
Los datos obtenidos en cada caso siguen leyes de potencia como las siguientes

5(m)

Pex(N) = pe x| ~ N7 (4.7)
Konaa(N) ~ NF O (4.8)

DEj, ((N) ~ N (4.9)
DEg (N) ~ N®'&¥ (4.10)

donde los superindices (m) y (d) corresponden a los pardmetros calculados con las me-
dias y las desviaciones estandar, respectivamente. Aunque se anade el andlisis sobre las
desviaciones, esta manera de proceder es practicamente un Método 2 adecuado a los pro-
medios modificados. Asi, el mejor ajuste para los grupos de puntos respectivos permite
la obtencién de los exponentes 8';“”, ofz(m)@)gn), gg?) y @<d>é§?) de manera numérica (como
en el capitulo pasado, se toma w = |c;’] de aqui en adelante). En las tablas 4.1 y 4.2 se
agregan los resultados conseguidos al emplear el escalamiento de tamano finito modificado
sobre los distintos observables. Los detalles acerca de los simbolos utilizados y la notacion
empleada se incluyen en el Apéndice A.
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4.2. Resultados

El primer resultado que se encuentra después de realizar el calculo de los ajustes es
que se obtienen exactamente los mismos parametros criticos al usar AsSipmes V S2mae-
Esto ocurre ya que las distribuciones de estas cantidades son iguales e indican que el
mayor brinco en s; siempre estd dado por el maximo valor de sy alcanzado unos pasos
antes. Asi que, ademas de que no vale la pena agregar un renglén extra para presentarlos
por separado, se encuentra un resultado que apoya la evolucién de componentes por
crecimiento directo.

En el caso de s; no se tiene un valor maximo como tal, pero se aprovechan los puntos
pseudocriticos dados por pNCfASI para formar una distribucion con los valores correspon-
dientes. De modo que AS1,,40 V S14maz» S€ €xtraen del mismo punto en cada realizacién,
pero generan distribuciones diferentes como se vera mas adelante.

El estudio de las medias p. x (V) genera dos resultados muy importantes: el valor limite
al que tienden estas funciones con N — oo y el exponente SE("‘) con el que decaen a dicho
valor. Los puntos criticos calculados con el método alternativo son los mas precisos que
se obtienen en este trabajo.

A través de los 11 observables tomados en consideracién se consigue el mismo limite a
seis cifras significativas. Asimismo, como con el Método 1, se establece una cota superior
para los puntos criticos p. x dado por el correspondiente al pardmetro de orden. Este tiene
el valor de p,. ,, = 0.88844926, como se puede ver en el primer renglén de la tabla 4.1. Los
deméds puntos presentan valores en el intervalo [0.88844922,0.88844926]. En particular,
los que corresponden a sz muestran un decrecimiento de (aproximadamente) un paso con
el aumento sucesivo de R. Esto confirma que el crecimiento directo de componentes es el
que domina en el modelo.

En adicién a lo anterior, los valores de p. x que se generan aqui son muy cercanos
a los que se consiguieron con el manejo de las distribuciones P(s;) en la seccién 3.4
(p%), = 0.8884492) y las distribuciones n(s) en la seccién 3.6 (p&) = 0.8884493).

Cantidad Pe.x ~m ) 25 (. ~(m ~(m
X | 0888449, o | emegy | e | ek
5 26(33) | 0.677(9) | 0.06520(4) | 0.0881 | 0.7402

A% v 5 | 24(51) | 0.714(9) | 0.06522(5) | 0.0881 | 0.7405
% 23(56) | 0.736(4) | 0.06510(5) | 0.0879 | 0.7406
B 22(55) | 0.740(3) | 0.06517(7) | 0.0880 | 0.7405
M, 24(41) | 0.715(5) | 0.86964(6) | 1.1737 | 0.7409
M, 24(42) | 0.709(6) | 1.80449(13) | 2.4201 | 0.7429
M, 25(43) | 0.705(7) | 2.73938(19) | 3.6791 | 0.7446
z 26(20) | 0.688(5) | 0.85505(40) | 1.1739 | 0.7284
5 25(36) | 0.689(8) | 0.93478(6) | 1.2623 | 0.7405
5 23(33) | 0.704(7) | 0.93482(7) | 1.2624 | 0.7405

Cuadro 4.1: Resultados obtenidos al aplicar los ajustes en ley de potencias 4.7 y 4.8 sobre
los datos pe x (V) ¥ Xiae(IV), respectivamente.
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Caﬂ)ﬁgdad 5O | zwg@ | p@ | &
5. ] 0.5009(2) | 0.0652(2) | 0.0869 | 0.7505
A3y 5, | 0.5011(3) | 0.0649(1) | 0.0878 | 0.7390
55 | 0.5018(3) | 0.0652(2) | 0.0883 | 0.7392
5i | 0.5025(4) | 0.0648(2) | 0.0876 | 0.7394
M, | 0.5016(3) | 0.8699(1) | 1.1770 | 0.7391
My | 0.5012(3) | 1.8047(2) | 2.4309 | 0.7424
M, | 0.5011(3) | 2.7395(2) | 3.6655 | 0.7474
X | 0.5013(3) | 0.8487(6) | 1.1625 | 0.7301
Se, | 0.5010(3) | 0.9351(1) | 1.2662 | 0.7335
Se; | 0.5009(3) | 0.9350(1) | 1.2660 | 0.7386

Cuadro 4.2: Resultados obtenidos al aplicar los ajustes en ley de potencias 4.9 y 4.10 sobre
los datos DEj,  (N)y DEg (N), respectivamente.

Pec,x

Por otro lado, el exponente con el que decaen los puntos pseudocriticos muestra valores
mas grandes que cualquiera de los dx del Método 2 y se situan alrededor de la media
gX ~ 0.708. La variacion que presentan estos exponentes es menor que su contraparte en
el capitulo pasado, no obstante, sigue siendo un poco diferente del exponente é;ﬂ) ~ 0.74
con el que se da el mejor empalme de curvas en este caso. Esta diferencia se puede adjudicar
a lo sensible que son los ajustes de la ec. 4.7 con un cambio en el valor de p. x. En [ZC17]
se sugiere una manera mas exacta de obtener este exponente basada en el escalamiento
de la diferencia entre brincos sucesivos en el parametro de orden.

Los exponentes con que decaen los puntos )?mam(N ) son todos diferentes a los que se
estimaron por los Métodos 1y 2, a excepcién del caso 5™ O™ ~ 3120 del pardmetro
de orden. No obstante, se observa que el método alternativo desarrollado en este capitulo
produce valores con un error mas pequeno. Ademads se igualan los exponentes asociados

a Sg, ya que B};(m)égﬁ) ~ 0.0652 para los primeros cuatro valores de R. Esto representa
un cambio apreciable con respecto a los resultados previos porque el exponente de s; y
los de s234 tenfan al menos un orden de magnitud de diferencia.

Aunque los valores obtenidos para las otras cantidades también cambiaron, se mantiene
el comportamiento previo: los exponentes crecen con el aumento de j en ]\Z y los que
corresponden a s¢, son muy parecidos entre si para k& = 1, 2. El tinico detalle es que aqui
si se cumple que

T(m) 5(m) Tm) am) o Q(m) )~ (m
¢k+2® - ¢]€+1®Mk+1 ~ @ggk)/o-k( )

My 12

al menos para los valores de £k = 1,2 en este trabajo. Es decir, ya que se promedia con

base en la ec. 4.2, el exponente asociado a M;.1/M; es practicamente la diferencia entre
los asociados a ]\ZH y ]\Z, para j = 2, 3.

Respecto a los resultados obtenidos con las desviaciones estdndar DEg (V) se observa
que los valores generados de @(d)ég?) ~ @(m)(:)();n) para cada observable X , s6lo que con
una precision menor. Aunque no se muestran en las tablas, algo interesante es que los
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coeficientes que acompanan a las leyes de potencia en la ec. 4.10 muestran una reducciéon
a la mitad cada vez que R crece una unidad para los tamanos sz con R = 1,2, 3, 4.
El manejo de los datos DEj;

Be.x (N), a diferencia de las medias, no genera valores para el

umbral de percolacion como parte de sus ajustes. Aun asi la diferencia entre los exponentes
gg?) y gg(m) es un resultado igual de notable. Esto no sélo porque los primeros presentan
una variacién mucho menor, sino porque los valores son bastante cercanos al exponente
O©x = 0.5 estipulado en el capitulo anterior. Ademas, los coeficientes relacionados con las
leyes de potencia en la ec. 4.9 son muy cercanos entre si y toman valores alrededor de
0.45. Lo anterior significa que las desviaciones con respecto a p. y son independientes del
observable utilizado porque su comportamiento es aproximadamente el mismo.

Ademads de uniformizar los exponentes relacionados con sg e igualarlos con el obtenido
para el pardmetro de orden en la seccién 3.4 (8120? ~ 0.0653), otro cambio favorable
es que las relaciones de escalamlento se cumplen y P! presentan mejores resultados. Aqui vale
la pena resaltar que el exponente ¢2 asociado a M2 presenta una afinidad marcadamente
mayor que la de 7™ para el tamafio medio ¥.

Primero se toma la relacion 3.36 para constatar que los exponentes obtenidos por este
método se ajustan a ella. El error relativo porcentual al comparar ambos lados de la
expresion 6 m) + ¢, m)@ gg)/@m) es del 0.0035%, en contraste con el 1.558 %
que se consigue al usar fy(m) en vez de <b2 ™ Puede que 1.558 % no suene mal, pero es
un error cerca de 400 veces mayor que el que se obtiene con ;55”‘) Al emplear la misma
expresion, pero con los exponentes calculados con las desviaciones estandar se genera un
error incluso menor del 0.0022 %.

La otra relaciéon utilizada para verificar el escalamiento con los exponentes criticos
obtenidos aqui (ec. 3.37) implica el uso de 7. Si bien este no forma parte de los exponentes
calculados por el método alternativo, el uso de 7 = 2.069546 generado en la seccién 3.6
es consistente con los demas valores. Por lo que, al comparar ambos lados en la expresiéon
23mA Q™D 4 Hmd) @(m D (r— 1)@2’;"1)/5@@ se consigue un error relativo del 0.023 %
utilizando los resultados de las medias X nee(N) (superindice (m))y uno del 0.018 % con
las desviaciones DE;  (N) (superindice (d)).

Si se fija cada parametro utilizado en la relaciéon de escalamiento anterior y sélo se
varia 7, el valor que minimiza el error relativo a seis cifras decimales es 2.069787. De
modo que al asumir el cumplimiento de esta relacién y calcular un valor equivalente para
este método el mejor resultado es muy cercano al original. Asi que, al igual que con
ﬁ(m , se concluye que el valor del exponente 7 en las cercanias del punto critico es el
mismo mdependlentemente de la forma en que se promedian los observables.

Hasta ahora se ha repetido el mismo procedimiento que se llevé a cabo para cada una
de las técnicas de escalamiento del capitulo pasado, asi que, ;por qué agregar otra mas?
La ventaja en esta forma de promediar las cantidades permite analizar los datos de los
puntos pseudocriticos aislando su aporte en cada realizacién. De esta manera no se pierde
el efecto y se consiguen parametros criticos con un error considerablemente més bajo. No
obstante, el lector meticuloso podria pensar que evadir el promedio sobre el parametro de
control p no tiene sentido si se busca interpretar la transicion de fase mediante la evolucion
libre del sistema. Ese pensamiento tan especifico y valido sélo se apacigua al encontrar la
utilidad del método alternativo sobre otros puntos ademas del critico.
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Empalme de las medias X (¢, N) y desviaciones DEg(e,N)

En vista de lo anterior, la conexién con el comportamiento del sistema promediado

de manera estandar aparece al empalmar las curvas X (e, N) para cada observable. Este
. . ~ ~(m.d <

procedimiento consigue desacoplar los exponentes w9 y @gn ) con base en la ecuacién

X(e,N) ~ N¥Ox Fg (sNOX) (4.11)

la cual describe el escalamiento de tamano finito modificado. Los resultados obtenidos se
agregan en las ultimas columnas de las tablas 4.1 y 4.2. En ambos casos la media de los
valores de (:)g?’d) es 0.740, con una desviacion estandar de 0.004 para las medias y 0.005
para las desviaciones. Asi que se toma O(md = (0.740 como resultado final e independiente
de las cantidades X.

Los exponentes @™ por otro lado, se vinculan directamente con los w® que se
consiguieron por el Método 3 de modo que @™ ~ @@ ~ w®). De esta manera, no sélo
se describe el comportamiento de los puntos pseudocriticos mediante los exponentes en la
forma O X, sino que al desacoplarlos con ) x &~ 0.74 se obtienen los valores de w con que
decaen los observables para un sistema infinito (X ~ [p — p.|“”). Esta correspondencia
encontrada entre el método alternativo y el Método 3 no se generé en el capitulo anterior
con las otras técnicas porque cada una conduce a un grupo de exponentes diferente. Por
esta razén, el alcance del método alternativo es mayor al que presentan los Métodos 1 y
2.

La otra ventaja es que el data collapse aplicado sobre los observables X funciona de
manera global en el dominio de € debido a la forma en que se promedia (ec. 4.2). Esto
supone una diferencia con el empalme de curvas de las cantidades X que so6lo marcha
bien por segmentos en el dominio de p. Los resultados para algunos de los observables,
asi como el empalme de sus datos para distintos valores de N se pueden observar en la
figura 4.2.

Los datos que se abordan como muestra corresponden a los tamanos de componente sg,
con R =1,2,3,4. En la columna izquierda se agrega la dependencia de cada uno de ellos
con respecto a € para cuatro valores distintos del tamano de red. La brecha que existe en
£ = 0 ocurre debido a la forma en que se promedia cada observable. Aunque estos brincos
suponen una discontinuidad en sg, no es asi para las cantidades sp. Ademads, como se
vio para As; al inicio del capitulo, los brincos tienden a cero con N — oo. Asi que las
discontinuidades son sélo efectos de tamano finito.

También se comprueba que el maximo brinco en s; y el maximo valor de s3 son iguales
para toda N. Ya que suceden con aproximadamente un paso de diferencia se concluye que
el cambio en el componente mas grande se da por la unién de éste con el segundo mas
grande cuando su tamano alcanza la maxima amplitud.

Después de esto, el interés ahora esta en analizar el comportamiento de los datos uti-
lizando el escalamiento de tamano finito modificado de la expresiéon 4.11. La busqueda
se centra en verificar que la funcién de escalamiento se alcance correctamente. Para ello,
en la columna derecha de la misma figura se agrega la relacién entre las variables resca-
ladas NZ™" )@(m)N( )y eNS™ para cada Ry todos los valores de N que se simularon
en este trabajo. Los exponentes ﬁ(m = 0.088 y O(m) = 0.740 encontrados por el méto-
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do alternativo permiten un buen empalme de los datos correspondientes. De modo que

las funciones de escalamiento Fs= a diferencia de las F,—; 234, colapsan hacia una

SR=1,2,3,4"
curva independiente de N de forma correcta en todo su dominio.
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Figura 4.2: En la columna izquierda se agrega el promedio de los observables sz_1 34
calculado como en la ec. 4.2 en funcién de e. Para cada tamano de componente se muestran
los resultados de cuatro valores de N distintos, N/107 = 1 (azul), 2.5 (naranja), 10 (verde)
y 100 (rojo). En la columna derecha se observa el empalme de los datos Fg; con base en la
ec. 4.11 para los 22 valores de N simulados. Los exponentes E(m) =0.088 y Om) = (0.740
se generaron mediante el método alternativo.

Este proceso mostrado para los observables sg es replicado por las demds medias X y las
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desviaciones estdndar D E'; utilizando los exponentes correspondientes. Por lo tanto todas
estas cantidades muestran una discontinuidad en € = 0, la cual desaparece cuando N —
oo. Similarmente, al empalmar los datos mediante las variables rescaladas se obtienen
resultados igual de buenos a los que se presentan en la columna derecha de la figura 4.2.

~

Empalme de las distribuciones F;,(p.) y P3(X)

El capitulo pasado se recurrié a la distribucién de los valores de s; para esclarecer
el comportamiento del parametro de orden en el punto critico. Este estudio revelé que
dicha distribucion es bimodal, explicando asi el crecimiento abrupto de s; al atravesar la
transicion. En el mismo sentido se pueden analizar las distribuciones para cada observable
X en los puntos pseudocriticos generados por cada realizacion. Para esto se recurre a los
datos extraidos con diferentes valores de N y se busca comprobar que las distribuciones
formadas tiendan a un limite bien definido. Los resultados obtenidos se muestran en la
figura 4.3.

Primeramente se agregan las distribuciones Pg(X) para las cantidades més impor-

tantes del modelo en el primer rengléon de dicha figura. Esto se realiza para los cuatro
componentes mas grandes en una red de tamaiio N = 107 (recuadro izquierdo) y para los
observables ]\A/[/g, X, S¢; ¥ Sey con N = 10° (recuadro derecho). Por un lado, se observa que
los tamanos si presentan distribuciones cuya media desciende con el aumento de R y que
a su vez se vuelven mas estrechas. En todos los casos se pueden apreciar distribuciones
no gaussianas.

En el caso R = 1 la moda estd inclinada hacia la derecha, mientras que para los
componentes de rango mayor se encuentra a la izquierda. Aunque la moda sesgada a la
derecha puede que sea un distintivo del pardmetro de orden, también puede que influya el
hecho de que no se trata de una cantidad méxima, sino sélo el valor que toma s; cuando
AS; se maximiza. Se destaca esto ya que Pag(AS1) = Ps(S2) y ambas presentan una
inclinacion a la izquierda.

Por otro lado, estan las distribuciones asociadas con los momentos de n(s). Las rela-
ciones PSN& y Ps

Seo
que muestran sus valores para cada realizacién produce la similitud en su forma y ese

muestran un comportamiento muy similar entre ellas. La proximidad

efecto de que s6lo estan un poco desplazadas una de la otra. En cuanto a Py y Py se ve
una clara diferencia en sus formas, donde la primera se encuentra mas localizada y con
una media menor dado que no esta dividida por el primer momento. Esto destaca que el
método alternativo distingue entre el comportamiento de estas cantidades, mientras que
los Métodos 1 y 2 no. Todas las distribuciones son no gaussianas y la moda se inclina a
la izquierda en todos los casos.

En el segundo renglén de la figura se presentan los datos relacionados con los puntos
pseudocriticos p. . Debido a la similitud en los resultados obtenidos previamente para
esta cantidad se considera que los datos asociados a cualquier observable son representa-
tivos. El recuadro izquierdo muestra las distribuciones correspondientes a los siete valores
de N maés grandes que se simularon. Con el aumento del tamarno de red se observa una
clara reduccién en el ancho y un incremento en la altura del area encerrada por estas
curvas. Ademds, todas presentan un mdximo un poco antes de p. y = 0.88845, lo cual
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indica que el punto critico estd muy cerca de este valor (p. = 0.88844926, como se mostrd
al inicio de la seccidn).

Las distribuciones Py, (p. x) dependen de N, pero el escalamiento de tamano finito con
el promedio modificado establece que al rescalar las variables todas estas tienden a una
distribucién limite F5, dada por la expresién

~ 5(d) ~ ~ 5(d)
Py, (Pen) = N F5[(pey — Pe)N° "] (4.12)

donde 0@ = 0.5 es el exponente que se calculd previamente para las desviaciones estandar
de pe y-

Al emplear esta expresion con los parametros p, = 0.88844926 y 5@ = 0.5 sobre las
distribuciones de los puntos pseudocriticos se obtiene un buen empalme de las curvas
hacia la distribuciéon Fj,. Esto se agrega en el recuadro derecho del segundo renglén en
la misma figura. La distribucién limite (al igual que las dependientes de N) tiene una
forma gaussiana. Ya que esta esta centrada en 0 y normalizada a 1, se propone la funcién
(1/v2r<?) exp [—2?/(26?)], con & = (pe — 5.)N*'” para describirla. De manera que sélo
se necesita especificar el valor del parametro ¢ para realizar el ajuste. Se genera el valor
¢ ~ 0.45 con un error estdndar de 1078 para el mejor ajuste por minimos cuadrados (R? >
0.999). El valor del parametro de ajuste es la desviacion estandar de la distribucién Fj. y

es muy cercano al coeficiente asociado a la expresion 4.9 con que decaen las desviaciones
DEPC,;( (N).

Finalmente, en el ultimo renglén de la figura 4.3 se muestran los resultados de las dis-
tribuciones Pz (S1). Se elige este observable en particular por la relevancia del parametro
de orden, no obstante, todas las deméas cantidades se comportan de forma similar con sus
respectivos exponentes. Se resalta que se trata de distribuciones unimodales, en contraste

con la aparicion de dos picos bien definidos en P,—, (s1) con el promedio estandar basado
en 4.1.

En el recuadro izquierdo de la figura se pueden ver las distribuciones de s; para cinco
valores de N diferentes. El maximo de estas curvas se desplaza a la izquierda a la vez que
se vuelven maés estrechas, aunque la inclinaciéon hacia el lado derecho se mantiene. En el
recuadro derecho se agrega el empalme de las curvas hacia la distribucién F Pe dado por

Py (51) = NP9 P (NP0 (4.13)

donde los exponentes B<m> = 0.881y O = 0.740 son los que se obtuvieron al inicio de
la seccion. El data collapse que se consigue para esta cantidad y, en general, para todas
las distribuciones Pg es muy bueno, al igual que el de las medias X y las desviaciones

DE5.

Como se vio anteriormente, las formas de las distribuciones para los valores maximos
de X son asimétricas, de modo que no se pueden describir con una funcién gaussiana
como los puntos pseudocriticos en Ps,. Aunque cada cantidad es generada y promediada
a partir de realizaciones independientes del sistema, el hecho de tomar especificamente
las amplitudes maximas hace que el comportamiento sea diferente.
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Figura 4.3: Distribuciones de valores para los observables mas importantes en los puntos
pseudocriticos p. x. En el primer renglén se muestran dos graficas con las distribuciones
de diferentes cantidades para una N dada. En el lado izquierdo se tienen distribuciones de
los tamanos sz con N = 107, mientras que en el derecho se agregan las distribuciones P
Py, Ps v Pg, con N = 105. En el renglén central se muestran primero las distribuciones

de los puntos pseudocriticos p. y para los valores mas grandes de N y luego el empalme

de sus curvas con base en la ec. 4.12 y los parametros p, = 0.88844926 y 5@ = 0.5. Estos
datos encuentran buenos ajustes con distribuciones gaussianas. En el iltimo renglén se
realiza algo similar con las distribuciones de s7. En el recuadro izquierdo se agregan los
resultados para cinco valores de N y se ve un desplazamiento hacia la izquierda a la
vez que se vuelven mas estrechas. En el recuadro derecho estdn las curvas para distintos
tamafos de red empalmadas con la ec. 4.13 y los exponentes 5™ = 0.088 y O™ = (0.740.
Su forma es asimétrica y los datos se describen en buena forma por la expresion 4.14.
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112 CAPITULO 4. ESCALAMIENTO DE TAMANO FINITO MODIFICADO

En el articulo [Fan+20] se realiza un estudio similar al que se lleva a cabo aqui, para
varios modelos de percolacion. En este aseveran que los valores del maximo brinco en el
parametro de orden tienen un comportamiento que puede describirse por la teoria del
valor extremo. Con base en este trabajo, se propone que los datos de F Py (y) (para todos
los observables, no sélo As;) son representados por la distribucién de Gumbel, la cual
esta dada por

1 _ -

G(z) = 3¢ (e7*+2) (4.14)
con z = (y —a)/b, Fr_(y) = P)?()N()N*&(m)lé(m) yy= XN&™'8™ Ey el articulo especi-
fican cuatro parametros de ajuste, pero realmente seran suficientes solo dos. El parametro
a se refiere a la localizacién en el eje horizontal, mientras que b funge como parametro de
escala.

Se aplica la distribucion de Gumbel sobre los datos obtenidos para las distribuciones
limite Fp_ y los resultados correspondientes a los mejores ajustes se presentan en la tabla
4.3.

Cantidad
X
S1 1.0654 | 0.1914 | 0.9745

As1y Sy | 0.3066 | 0.0955 | 0.9889
S3 0.1758 | 0.0459 | 0.9973
S4 0.1248 | 0.0284 | 0.9966
Mo 0.1520 | 0.0552 | 0.9970
M;y 0.0347 | 0.0274 | 0.9543

My 0.0050 | 0.0106 | 0.9690
X 0.2255 | 0.0879 | 0.9964
5S¢, 0.2657 | 0.1018 | 0.9884
S¢q 0.2912 | 0.1009 | 0.9872

a b R?

Cuadro 4.3: Valores de los pardmetros a y b dados por el mejor ajuste de la expresion 4.14
sobre las distribuciones limite Fp_. Esto se realiza para los datos de cada cantidad X y
también se agrega el coeficiente de determinacién R? obtenido con cada ajuste.

Debido a que la distribucion relacionada con el parametro de orden es la tinica que esta
inclinada a la derecha se modificé la expresion 4.14 con el cambio z «> —z para que el
ajuste fuera mejor.

Los parametros a y b obtenidos indican que las distribuciones limite se desplazan hacia
la izquierda y se vuleven mas estrechas con el aumento de R en F’ P Y el aumento de j en

Fp__. En todos los casos, excepto por la asociada a s1, la parte derecha de las distribuciones
J

decae un poco mas rapido que los ajustes. Sin embargo, en F Py, S€ observa que esto se
soluciona progresivamente con el aumento de R. Asi que, en general, se consigue una
buena descripcion de los datos Fp_ mediante la distribucion de Gumbel y la teoria del
valor extremo.
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4.3. Resumen y comparacion

El método alternativo se introduce como una solucion a la falta de escalamiento global
obtenida por las otras técnicas. Este consiste en la modificacion de la manera usual en que
se calcular los observables. De modo que, en vez de promediar con base en el parametro de
control p, se realiza esto manteniendo la distancia al punto critico fija en cada realizacion.

Este cambio en la forma de promediar produce observables que tienen una disconti-
nuidad alrededor de p. (fig. 4.2). Sin embargo, se reducen los efectos de auto-promedio o
self-averaging. Este hecho permite la extraccién de parametros criticos con una precision
marcadamente mayor. También se producen curvas que colapsan de forma satisfactoria
a la funcién de escalamiento F'y de forma global, a diferencia de las otras técnicas. Esto
se confirma al obtener un buen empalme para las distribuciones de los valores que las
definen (fig. 4.3).

Finalmente, se encuentra un vinculo entre los resultados del método alternativo y el
Método 3 del capitulo anterior. La afinidad entre los parametros criticos de ambas técnicas
se puede ver en el cuadro comparativo 4.4. Ademas, ya que todo este estudio se basa en
brincos maximos del parametro de orden o valores méximos de los otros observables, se
relaciona directamente con la teoria del valor extremo. Esta aseveracién se confirma al
aproximar ajustes basados en la distribucién de Gumbel y obtener buenos resultados.

Parimetro Método 3 Método alternativo
" Método 1 | Método 2 | Régimen | Régimen : Desviacion
critico . - Media )
precritico | postcritico estandar
De 0.8884484 | 0.8884497 - - 0.88844926 -
B 0.1225 0.1279 - 0.0864 0.0881 0.0869
y 1.4555 1.3804 1.1810 1.0486 1.1739 1.1625
02 1.5384 1.4490 1.1792 1.1693 1.1737 1.1770
o 0.6341 0.6630 0.7892 0.7809 0.7922 0.7898
T 2.0776 2.0848 2.0686 2.0758 2.0698 2.0688
e 0.4920 0.5127 0.4688 0.5070 0.7405 0.7404
4] - 0.6170 - - - 0.5009
O, 0.5904 0.6175 0.7414 0.7420 0.7407 0.7403
Of 0.6339 0.6642 0.7926 0.7929 0.7924 0.7912

Cuadro 4.4: Resumen de los pardametros criticos mas importantes que se calcularon con
los cuatro métodos de escalamiento descritos en este trabajo.

Como comentario final, los exponentes ©, d y O, se calculan como en los otros métodos
y se observa que existe una relacion entre ellos. No obstante, aunque los valores del método
alternativo son muy cercanos a los ya conocidos, estos se alcanzan de manera cruzada. Lo
anterior ya que

(3) ~ (d) ~ 05

08 ~ 0™ ~ 0 ~ (.74

(o)

a
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se llevd a cabo la caracterizacion de la transicién de fase que ocurre
en el modelo de percolacion explosiva. Para esto se tomé el estudio de redes aleatorias en
campo medio y se utilizaron varias técnicas de escalamiento para analizar los datos que
se obtuvieron a través de simulaciones numéricas. Las cantidades principales utilizadas
fueron el tamano relativo del componente mas grande s; que funge como parametro de
orden y la distribucién de los tamanos de componente n(s) que aparecen en la red. A
partir de los resultados obtenidos se corroboré la naturaleza inusual del modelo.

La caracteristica distintiva de este modelo es la adiciéon de una regla de seleccion de
enlaces. Esto produce cambios relevantes en el comportamiento del sistema con respecto
al caso de percolacion clasica. El primer cambio que se puso a prueba fue el orden de la
transicion. Para esto se usé la ventana de transicion definida en la seccion 3.2. El propdsito
fue revisar el comportamiento del parametro de orden al pasar de un régimen sublineal
antes de la transicion a uno lineal en N después. Aqui se encontré que el ancho de esta
ventana no tiende a cero con N — oo. Es decir, la densidad de enlaces necesarios para
que el sistema cruce de un régimen a otro es no nula en el limite termodinamico. Por lo
tanto, los resultados son consistentes con una transiciéon continua.

Después de confirmar la continuidad de sy, se buscé calcular las cantidades de interés
alrededor de p.. El resultado principal del modelo es el conjunto de parametros criticos
que se produce a partir de cuatro métodos independientes. Para obtenerlos se manejan
los datos correspondientes a 10 observables diferentes, los cuales se generan a partir del
tamano de los componentes y los momentos de su distribucién. Con base en este célculo
se concluye que el mecanismo subyacente a la evolucién de la red es el crecimiento directo
del componente més grande. También se asocia el aumento abrupto de la conectividad
con la existencia de una distribucién bimodal del parametro de orden en p = p.. Esto
provoca un exponente muy pequeno para la ley de potencias que muestra s; justo después
de la transicion.

Mediante el uso de varios observables diferentes se detecté un cambio en las propiedades
al atravesar el punto critico. Entre las pruebas de ello esta el decaimiento de la distribucion
n(s), que pasa de ser gaussiano a exponencial para s — co. Ademds, los exponentes que
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caracterizan a los observables mayormente relacionados con s; cambian notablemente
antes y después de la transicion. Esto constatd que el retraso dado por la “competencia”
de enlaces afecta fuertemente el calculo de propiedades en regimenes distintos, ain estando
en las cercanias de p..

Los tres primeros métodos introducidos utilizan observables promediados sobre el mis-
mo valor del parametro de control, mientras que el cuarto toma los promedios en funcion
de la distancia al punto pseudocritico en cada realizacién. Aunque todas estas técnicas
toman valores en las cercanias del punto critico, se vario el segmento del pardmetro de
control tomado para calcular las cantidades de interés. De esta forma se encontré que los
exponentes criticos dependen del régimen donde se toman los datos. Sin embargo, estos
exponentes cumplen con las relaciones de escalamiento correspondientes, independiente-
mente de la técnica empleada.

Para solucionar el problema anterior, se opté por introducir la cuarta técnica en el
Capitulo 4. Aunque el modelo explosivo presenta una falta de auto-promedio o self-
averaging alrededor de p., esta técnica alternativa disminuye este efecto y permite el
escalamiento global de los observables. Esto permitio la produccién de parametros criti-
cos con una precision visiblemente mayor que los otros métodos. Ademas se encontrd una
conexioén directa entre los resultados del Método 3 y el método alternativo. Esto tiene un
mayor peso que los Métodos 1 y 2 porque los exponentes calculados no dependen de la
técnica utilizada o la forma de promediar los observables. Asi que se concluye que el con-
junto de exponentes obtenido con el método alternativo es el que caracteriza la transicion
de fase del modelo de percolacion explosiva.

Con el desarrollo de este trabajo se respondieron varias preguntas que se plantearon
al inicio del estudio. Sin embargo, al final también quedaron varias incégnitas, ya sea
porque surgieron nuevas ideas en el camino o debido a la falta de tiempo para completar
el andlisis.

La percolacion explosiva es un modelo muy interesante que retrasa el surgimiento de
conectividad a gran escala en una red. Asi como se llevé a cabo este trabajo utilizando
redes aleatorias, también se puede aumentar la dificultad estudiando redes con una topo-
logia méas compleja. Otra idea es que las reglas de seleccion determinan directamente la
intensidad del retraso en la aparicion de p.. Asi que seria relevante encontrar la relacion
explicita entre estas dos cantidades. Por ultimo, la aplicacion de otros enfoques, como la
agregacion cinética de componentes, puede ser 1til para entrever caracteristicas que se
pasan por alto en este enfoque mayormente numeérico.

Asi que se pretende agregar estos temas y complementar la investigacion en un futuro
para poder responder preguntas mas fundamentales sobre el modelo. También se aspira
a aplicarlo sobre sistemas reales una vez que se comprendan mejor las propiedades que lo
representan.
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Apéndice A

Listas de simbolos y notacion

En este apéndice se describe cada una de las cantidades importantes que se manejan a
lo largo del trabajo.

Simbolo Descripcion
N Numero de nodos total o tamano de la red
m Numero de enlaces total en la red
P Pardmetro de control (p = m/N)
De Punto critico o umbral de percolacién
R Rango del componente
Sk Tamano del componente de rango R
SR Tamano relativo del componente de rango R
51 Pardmetro de orden (s; = S;/N)
n(s) Distribucién de tamanos de componente
M; Jj-ésimo momento de n(s)
X Tamano de componente medio (y ~ Msy/My)
Se Tamano de componente caracteristico (sgp = M1 /My, k > 2)
P(s1) Distribucién del pardmetro de orden
N, Numero de realizaciones generadas
uy A Parametros que definen a la ventana de transicion
1Y P2 Extremos de ventana de transicién
A Ancho de ventana de transicion
A Limite de la funcién A(N) cuando N — oo
X Representacion de un observable genérico o como conjunto
Fx Funcién de escalamiento para la cantidad X
r Coeficiente de correlacion de Pearson
K Curvatura (inverso del radio del circulo ajustado)
pe(N) Conjunto de puntos pseudocriticos para un N dado
Xmaz(N) Maéaximo de la funcién X (p) para un N dado
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Los observables del modelo explosivo frecuentemente son abordados de manera general.
En esos casos se utiliza la letra X para denotarlos conjuntamente. Estas cantidades X se

comportan como una ley de potencias en las cercanias de la transicion. Para denotar el

exponente y el coeficiente asociados se utilizan las letras w y A, respectivamente. Asi, en

general, los observables se pueden expresar como

X ~ A’p _pc’wl

Aqui se utiliza w’ para resaltar que algunos exponentes son positivos y otros negativos,

de modo que w = |w'|. Los exponentes y coeficientes asociados a cada cantidad son

Observable | Exponente critico | Coeficiente
X w A
$1 I} B
SR>1 PR>1 Bp=1
M1 i1 Pjsq
X gl c
Sek o) ! Dy,

Ademas de estos exponentes, existen otros igual de importantes que se calculan como

sigue
Exponente Expresion Descripcion de Definicién
critico asociada la expresion asociada en ecuacion:
Distribucién de tamanos
T Np=p,(8) ~ 577 » 3.22
en el punto critico
/ Escalamiento de tamafo finito
S} X ~ NYOF — p.)N® 3.4
x|(p = pe) N7 para el observable X
Decaimiento de los puntos
0 Pe(N) = pe| ~ N~° I P 3.6
pseudocriticos p.(N) a p,
Relacion de escalamiento equivalente
o, 0. = 1/(28 + ) CALATIonLo edl 3.38
para la dimension espacial
Relacion de escalamiento equivalente
o, Or =1/(8+7) 4 3.39

para la dimensién fractal

En los Capitulos 3 y 4 se presentan los resultados para diferentes métodos de esca-

lamiento. Ya que se calcula el mismo conjunto de exponentes criticos con estos cuatro

métodos, se debe hacer una distinciéon entre ellos. Para esto se especifica la siguiente

notacion:

Distincion por método de escalamiento

Para distinguir entre los valores del mismo exponente calculado a través de distintas

técnicas, se usard un superindice con el nimero del método utilizado. Por ejemplo, "

es el exponente critico asociado a la cantidad y calculado mediante el Método 1. En el
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método alternativo se utiliza como observables a las medias de las cantidades importantes,
pero también se emplean sus desviaciones estandar. Entonces se distingue entre ellos con
un superindice “(m)” o “(d)”, respectivamente.

Distincion por cantidad utilizada

Del mismo modo, como p. y © también se obtienen bajo el comportamiento de distintas
cantidades, se distinguird entre ellos mediante subindices. Por ejemplo, pﬁ?ﬁs es el punto

critico obtenido a partir de los méximos que muestra s3(p) en el Método 2.

Distincion por régimen en que se calcula

Por 1ltimo, como se introduce en el Método 3, cuando se tenga que distinguir entre
el comportamiento antes y después de la transicion se utilizaran los subindices — y +,
respectivamente. Por ejemplo, @5\‘27 es el exponente © que se consigue mediante el mejor
empalme de las curvas Ms(p) en el régimen precritico.

A continuacién se agregan mas ejemplos sobre notacion:

Parametro critico Método 3 Método alternativo
derivado del Método 1 | Método 2 | Régimen | Régimen Media Desviacion
observable X precritico | postcritico estandar

B con s B 32 5(_3) 553) B(m) g(d)
P CON Sgq p<(3718)51 p<(3725)51 - - ]’5:3851 -

1 2 3 3 ~(m ~(d

© con ol o i ¥ o™ ol
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