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DE MÉXICO
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Introducción

En 1958 R. Godement en su libro "Topologie algébrique et theórie des faisceaux"([8])
escribe el primer texto recopilatorio de técnicas de cohomología comónadica, intro-
duciendo técnicas conocidas hoy en día como el disco de Godement que sirve para
ver que la cohomología de gavillas es un ejemplo de esto.

Un par de años después en 1961 J. Huber en "Homotopy theory in general catego-
ries"([9]) reconoce que en cada situación de adjunción está presente una mónada y
una comónada, además nota la estructura simplicial que se obtiene de una comónada.

Con los antecedentes antes planteados y buscando completar la exposición de S. Ei-
lenberg y J. Moore la cual lleva por título "Adjoint functors and triples"([7]), J. Beck
en sus tesis doctoral "Triples, algebra and cohomology"([3]) presenta su conocido re-
sultado "Teorema de monacidad", además expone con mas detalle como obtener una
familia de funtores de cohomología a partir de un par de funtores adjuntos y de un
objeto de grupo abeliano.

El objetivo de este trabajo es desarrollar los conceptos necesarios para disponer de
tales funtores de cohomología, asimismo se presentan ejemplos específicos de la teoría
concluyendo que varias de la teorías cohomológicas conocidas son un caso particular
de la que en este texto se llamará cohomología comonádica. El orden a seguir es el
siguiente.

El primer capítulo está dedicado al concepto de mónada y comónada, asimismo se
dispone de algunos ejemplos. En una segunda parte destaca el concepto de adjunción
y se demuestra que cada par de funtores adjuntos inducen una mónada y una comó-
nada. En lo que respecta al segundo capítulo, en este se introduce la definición de
objeto de grupo y objeto de grupo abeliano en una categoría, asimismo se identifican
los objetos de grupo y objetos de grupo abeliano en un par de categorías recurrentes.
El lema de Yoneda es enunciado y demostrado pues este resulta ser una herramien-
ta imprescindible para la prueba del resultado mas importante del capítulo, el cual
propone una forma distinta de identificar a un objeto de grupo.

7



8 INTRODUCCIÓN

El capítulo número 3 está dedicado al estudio del álgebra homológica, se presentan
los conceptos mas importantes de esta rama del álgebra, tales como complejo de
cocadenas, grupos de cohomología y sus respectivos duales. Se estudia además a las
resoluciones proyectivas y se concluye con la definición del funtor Ext.

En el cuarto capítulo se expone la teoría desarrollada por J. Beck en [3] con mayor
detalle pues en este capítulo se añaden las demostraciones que en [3] se omiten,
asimismo se destacan algunos tintes categóricos pues se demuestra que las principales
asignaciones son funtoriales.

Los capítulos 5,6 y 7 tienen la intención de ejemplificar la cohomología comonádica,
por tal motivo para comónadas particulares se realizan todos los cálculos necesarios
para obtener las familias de funtores de interés: en cada capítulo se comienza estu-
diando una adjunción específica para en una segunda etapa considerar la comónada
inducida por tal par de funtores, en cada caso se concluye que la cohomología como-
nádica pertinente a cada capítulo coincide con teorías cohomológicas ya conocidas.

Es bien conocida la utilidad/versatilidad de mónadas y comónadas, este trabajo es
un ejemplo de tal afirmación, si esto no es suficiente, el último capítulo se dedica
a reafirmar lo exclamado. En el capítulo 8, para T una comónada se estudia el
concepto de T−proyectividad, asimismo se prueba que la T−proyectividad coincide
con el concepto módulos proyectivos. Se finaliza el capítulo estudiando el concepto
de T−proyectividad para un tipo especial de conjuntos bien conocidos.



Capítulo 1

Mónadas

Una mónada también conocida como tripleta, triada o construcción fundamental
consta de un endofuntor y un par de transformaciones naturales tales que en con-
junto asemejan la estructura de un monoide, este objeto matemático, para nada
desconocido, figura desde la topología algebraica hasta la programación funcional
por mencionar algunos ejemplos. El concepto dual, es decir el de comónada de cierta
manera es menos natural, así como los monoides son mas comunes que los como-
noides en el álgebra abstracta, mas sin embargo las comónadas fundamentan este
trabajo.

Observación 1. Es necesario agregar una hipótesis general a este trabajo. Cada que
se mencione a una categoría C, se da por hecho que C es localmente pequeña. Es
decir, a lo largo de este texto solo se trabaja con categorías localmente pequeñas. Si
bien, tal restricción se puede omitir en una basta cantidad de resultados, son más las
veces en que tal hipótesis es necesaria.

1. Mónadas

En esta sección se introducen los conceptos de mónada y comónada, se comienza
precisando un par de asignaciones recurrentes a lo largo de este trabajo y se finaliza
con algunos ejemplos de mónadas.

Proposición 1. Sean C una categoría, S : C → C un funtor y η : 1C → S,
µ : S ◦S → S un par de transformaciones naturales. Entonces las siguientes familias
de morfismos son transformaciones naturales.

1. Para todo X ∈ C, se define

(S ◦ η)X := S(ηX)

Así se puede definir

S ◦ η = {S(ηX) : S(X)→ S(S(X))}X∈C
2. Para todo X ∈ C, se define

(η ◦ S)X := ηS(X)

9



10 1. MÓNADAS

Así se puede definir

η ◦ S = {ηS(X) : S(X)→ S(S(X))}X∈C
3. Para todo X ∈ C, se define

(S ◦ µ)X := S(µX)

Así se puede definir

S ◦ µ = {S(µX) : S(S(S(X)))→ S(S(X))}X∈C
4. Para todo X ∈ C, se define

(µ ◦ S)X := µS(X)

Así se puede definir

µ ◦ S = {µS(X) : S(S(S(X)))→ S(S(X))}X∈C
Demostración. Sea f : X → Y un morfismo en C.

Como η : 1C → S es una transformación natural se sabe que el siguiente
diagrama conmuta:

1.
X Y

S(X) S(Y )

f

ηX ηY

S(f)

entonces

(S ◦ η)Y ◦ S(f) =S(ηY ) ◦ S(f)

=S(ηY ◦ f)

=S(S(f) ◦ ηX)

=S(S(f)) ◦ S(ηX)

=S(S(f)) ◦ (S ◦ η)X

por tal motivo siguiente diagrama conmuta:

S(X) S(Y )

S(S(X)) S(S(Y ))

S(f)

(S◦η)X (S◦η)Y

S(S(f))

por lo tanto

S ◦ η = {S(ηX) : S(X)→ S(S(X))}X∈C
es una transformación natural.
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2. Dado que S(f) : S(X) → S(Y ) es un morfismo en C y como η : 1C → S es
una transformación natural se sabe que el siguiente diagrama conmuta:

S(X) S(Y )

S(S(X)) S(S(Y ))

S(f)

ηS(X) ηS(Y )

S(S(f))

por lo tanto

η ◦ S = {ηS(X) : S(X)→ S(S(X))}X∈C

es una transformación natural.
3. Como µ : S ◦ S → S es una transformación natural se sabe que el siguiente

diagrama conmuta:

S(S(X)) S(S(Y ))

S(X) S(Y )

S(S(f))

µX µY

S(f)

entonces

S(S(f)) ◦ (S ◦ µ)X =S(S(f)) ◦ S(µX)

=S(S(f) ◦ µX)

=S(µY ◦ S(S(f)))

=S(µY ) ◦ S(S((S(f))))

=(S ◦ µ)Y ◦ S(S(S(f)))

por lo que el siguiente diagrama conmuta:

S(S(S(X))) S(S(S(Y )))

S(S(X)) S(S(Y ))

S(S(S(f)))

(S◦µ)X (S◦µ)Y

S(S(f))

por lo tanto

S ◦ µ = {S(µX) : S(S(S(X)))→ S(S(X))}X∈C

es una transformación natural.
4. Dado que S(f) : S(X) → S(Y ) es un morfismo en C y como µ : S ◦ S → S

es una transformación natural se sabe que el siguiente diagrama conmuta:
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S(S(S(X))) S(S(S(Y )))

S(S(X)) S(S(Y ))

S(S(S(f)))

µS(X) µS(Y )

S(S(f))

por lo tanto

µ ◦ S = {µS(X) : S(S(S(X)))→ S(S(X))}X∈C

es una transformación natural.
�

Definición 1. Sea C una categoría. Se dice que S = (S, η, µ) es una mónada en
C si, S : C → C es un funtor, η : 1C → S, µ : S ◦ S → S son transformaciones
naturales y se cumple que los siguientes diagramas conmutan:
S.1

S S ◦ S S

S

η◦S

1S
µ

1S

S◦η

S.2

S ◦ S ◦ S S ◦ S

S ◦ S S

S◦µ

µ◦S µ

µ

A la transformación natural η : 1C → S se le conoce como la unidad de la mónada
y a la transformación natural µ : S ◦ S → S se le conoce como el producto de la
mónada.

El primer diagrama conmutativo (S.1) expresa la propiedad de la unidad, mientras
que el segundo diagrama (S.2) expresa la propiedad asociativa del producto.

Por primera vez en este texto surge el útil concepto de dualidad, uno de tantos
conceptos que caracterizan a la teoría de categorías.

Definición 2. Sea C una categoría. Se dice que T = (T, ε, δ) es una comónada en
C si, T : C → C es un funtor, ε : T → 1C, δ : T → T ◦ T son transformaciones
naturales y se cumple que los siguientes diagramas conmutan:
T.1
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T

T T ◦ T T

δ
1T1T

ε◦T T◦ε

T.2

T T ◦ T

T ◦ T T ◦ T ◦ T

δ

δ δ◦T

T◦δ

A la transformación natural ε : T → 1C se le conoce como la counidad de la comónada
y a la transformación natural δ : T → T ◦ T se le conoce como el coproducto de la
mónada.

A lo largo de este trabajo surgen varios ejemplos de comónadas, mientras que los
ejemplos de mónadas no figuran mas adelante, por tal motivo lo que resta del capítulo
esta dedicado a ejemplos de mónadas.

Para R un anillo, se denota por R−Mod a la categoría formada por R−módulos y
R−morfismos.

Proposición 2. Sean R un anillo conmutativo con uno y M ∈ R−Mod. Considere
el siguiente par de asignaciones, se define

ηM : M → R⊗RM

como
ηM(m) = 1⊗m

para todo m ∈M . Se define

µM : R⊗R (R⊗RM)→ R⊗RM

en elementos generadores, como

µM(r1 ⊗ (r2 ⊗m)) = r1 · r2 ⊗m

para todo r1, r2 ∈ R, m ∈M . Entonces (S, η, µ) es una mónada en R−Mod, donde

S = (R⊗R _) : R−Mod→ R−Mod.

Antes de continuar con la demostración, cabe recalcar que las asignaciones en las
cuales este de por medio al producto tensorial se describen sobre elementos genera-
dores, pues en general los elementos del producto tensorial son sumas de tensores
simples.
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Demostración. Se comienza probando que la asignación ηM es natural.
Sea f : M → N un morfismo en R−Mod, entonces

(ηN ◦ f)(m) =ηN(f(m))

=1⊗ f(m)

=(1R ⊗R f)(1⊗m)

=(S(f) ◦ ηM)(m)

para todo m ∈M , por lo que el siguiente diagrama conmuta:

M N

S(M) S(N)

f

ηM ηN

S(f)

por lo tanto η : 1R−Mod → S es una transformación natural.

A continuación se prueba que la asignación µM es natural. Sea f : M → N un
morfismo en R−Mod, entonces

(µN ◦ S(S(f)))(r1 ⊗ r2 ⊗m) =(µN ◦ (1R ⊗R (1R ⊗R f)))(r1 ⊗ r2 ⊗m)

=µN(r1 ⊗ r2 ⊗ f(m))

=r1 · r2 ⊗ f(m)

=(1R ⊗R f)(r1 · r2 ⊗m)

=(S(f) ◦ µM)(r1 ⊗ r2 ⊗m)

para todo r1, r2 ∈ R, m ∈M , por lo que el siguiente diagrama conmuta:

S(S(M)) S(S(N))

S(M) S(N)

S(S(f))

µM µN

S(f)

por lo tanto µ : S ◦ S → S es una transformación natural.

Para finalizar, se prueba la conmutatividad de los diagramas de interés.
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Sea M ∈ R−Mod, entonces

(µM ◦ (η ◦ S)M)(r ⊗m) =µM(ηS(M)(r ⊗m))

=µM(1⊗ (r ⊗m))

=1 · r ⊗m
=r ⊗m
=1S(M)(r ⊗m)

para todo r ∈ R, m ∈M , por lo que el siguiente diagrama conmuta:

S S ◦ S

S
1S

η◦S

µ

Sea M ∈ R−Mod, entonces

(µM ◦ (S ◦ η)M)(r ⊗m) =µM(1R ⊗R ηM(r ⊗m))

=µM(r ⊗ ηM(m))

=µM(r ⊗ (1⊗m))

=r · 1⊗m
=r ⊗m
=1S(M)(r ⊗m)

para todo r ∈ R, m ∈M , por lo que el siguiente diagrama conmuta:

S S ◦ S

S
1S

S◦η

µ

Sea M ∈ R−Mod, entonces

(µM ◦ (S ◦ µ)M)(r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗m) =µM(S(µM)(r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗m))

=µM(r1 ⊗ r2 · r3 ⊗m)

=r1 · (r2 · r3)⊗m
=(r1 · r2) · r3 ⊗m
=µM(r1 · r2 ⊗ r3 ⊗m)

=µM((µS(M))(r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗m)

=(µM ◦ (µ ◦ S)M)(r1 ⊗ r2 ⊗ r3 ⊗m)
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para todo r1, r2, r3 ∈ R, m ∈M . Es así que el siguiente diagrama conmuta:

S ◦ S ◦ S S ◦ S

S ◦ S S

S◦µ

µ◦S µ

µ

En consecuencia (S, η, µ) es una mónada en R−Mod. �

A continuación se precisa el ya conocido funtor potencia.

Proposición 3. Considere las siguientes asignaciones

P : Set→ Set

a nivel de objetos, para X ∈ Set, se define

X → P(X)

y a nivel de morfismos, para f : X → Y un morfismo en Set, se define

P(f)(A) = f [A]

para todo A ∈ P(X), entonces P : Set→ Set es un funtor.

Demostración. Por una parte

P(1X)(A) = 1X [A] = A = 1P(X)(A)

para todo A ∈ P(X), por consiguiente

P(1X) = 1P(X)

para todo X ∈ Set. Por otra parte

P(g ◦ f)(A) =(g ◦ f)[A]

=g[f [A]]

=P(g)(f [A])

=(P(g) ◦ P(f))(A)

para todo A ∈ P(X), es así que

P(g ◦ f) = P(g) ◦ P(f)

para cualesquiera morfismos g : Y → Z, f : X → Y en Set.

Por lo tanto P : Set→ Set es un funtor. �

El funtor potencia de un conjunto antes descrito motiva un ejemplo de mónada en
Set.
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Proposición 4. Sea X ∈ Set, considere el siguiente par de asignaciones, se define

ηX : X → P(X)

como
ηX(x) = {x}

para todo x ∈ X. Se define

µX : P(P(X))→ P(X)

como
µX(A) =

⋃
A

para todo A ∈ P(P(X)). Entonces (P , η, µ) es una mónada en Set.

Demostración. Se comienza probando que la asignación ηX es natural.
Sea f : X → Y un morfismo en Set, entonces

(ηY ◦ f)(x) =ηY (f(x))

={f(x)}
=f [{x}]
=P(f)({x})
=(P(f) ◦ ηX)(x)

para todo x ∈ X, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

X Y

P(X) P(Y )

f

ηX ηY

P(f)

por lo tanto η : 1Set → P es una transformación natural.

Se prueba que la asignación µX es natural. Sea f : X → Y un morfismo en Set,
entonces

(P(f) ◦ µX)(A) =P(f)(
⋃

A)

=f [
⋃

A]

=
⋃

f [A]

=µY (P(f)[A])

=(µY ◦ P(P(f)))(A)

para todo A ∈ P(P(X)), por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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P(P(X)) P(P(Y ))

P(X) P(Y )

P(P(f))

µX µY

P(f)

por lo tanto µ : P ◦ P → P es una transformación natural.

Para finalizar, se prueba la conmutatividad de los diagramas (S.1) y (S.2), los cuales
corresponden a la definición de mónada.

Sea X ∈ Set. Se cumple lo siguiente:

(µX ◦ (η ◦ P)X)(A) =µX(ηP(X)(A))

=µX({A})

=
⋃
{A}

=A

y además

(µX ◦ (P ◦ η)X)(A) =µX(P(ηX)(A))

=µX(ηX [A])

=
⋃
{{a} : a ∈ A}

=A

para todo A ∈ P(X). En conclusión los siguientes diagramas conmutan:

P P ◦ P

P
1P

η◦P

µ

P P ◦ P

P
1P

P◦η

µ

Sea X ∈ Set. Observe que:
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(µX ◦ (P ◦ µ)X)(Ω) =µX(P(µX)(Ω))

=µX(µX [Ω])

=
⋃

(
⋃

Ω)

=µX(
⋃

Ω)

=µX(µP(X)(Ω))

=(µX ◦ (µ ◦ P)X)(Ω)

para todo Ω ∈ P(P(P(X))). Es así que el siguiente diagrama conmuta:

P ◦ P ◦ P P ◦ P

P ◦ P P

P◦µ

µ◦P µ

µ

Esto concluye que (P , η, µ) es una mónada en Set. �

2. Adjunciones

Como ya había notado Huber en [9], cada par de funtores adjuntos inducen una mó-
nada y una comónada, en esta sección se presenta la demostración de tal afirmación.

Definición 3. Sean C, D categorías y L : C → D, R : D → C funtores. Se dice
que L es funtor adjunto izquierdo de R y se denota por L a R, si para cualesquiera
X ∈ C, Y ∈ D existe una correspondencia biyectiva

ϕX,Y : HomD(L(X), Y )→ HomC(X,R(Y ))

que es natural en la variable X y en la variable Y .

Notación 1. Sean L : C→ D, R : D→ C un par de funtores adjuntos L a R, otra
forma de denotar una situación de adjunción es la siguiente:

(L,R) : C→ D

Es verdad que la definición anterior expresa una interesante relación entre ciertas
colecciones de morfismos, de manera práctica, en la teoría a desarrollar tales iso-
morfismos no son de mucha ayuda pues de cierta manera se pierde el control en las
variables, es por tanto que se busca una alternativa para estudiar un par de funtores
adjuntos, la siguiente proposición simplifica la forma en que se puede trabajar con
una adjunción.
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Proposición 5. Sean C, D categorías y L : C → D, R : D → C funtores. Las
siguientes condiciones son equivalentes

1. L es funtor adjunto izquierdo de R.
2. Existen transformaciones naturales η : 1C → R ◦ L, ε : L ◦R→ 1D tales que

los siguientes diagramas conmutan:

L L ◦R ◦ L

L
1L

L◦η

ε◦L

R R ◦ L ◦R

R
1R

η◦R

R◦ε

A las transformaciones naturales η y ε se les conoce como unidad y counidad
de la adjunción respectivamente y a los diagramas conmutativos se les conoce
como identidades triangulares.

Demostración. 1)⇒ 2) El plan a seguir es el siguiente. En una primera etapa
se busca exhibir las asignaciones η, ε, para en una segunda etapa probar que tales
asignaciones son naturales y se finaliza con las identidades triangulares.

Sea X ∈ C, se debe cumplir que

ηX : X → R(L(X))

como L y R son funtores adjuntos existe una biyección

ϕX,L(X) : HomD(L(X), L(X))→ HomC(X,R(L(X))).

Observe que
ϕX,L(X)(1L(X)) : X → R(L(X))

es así que de manera sugerente se define

ηX := ϕX,L(X)(1L(X)).

Se prueba que tal asignación es natural.

Sea f : X → X ′ un morfismo en C, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

X X ′

R(L(X)) R(L(X ′))

f

ηX ηX′

R(L(f))

Note que L(f) : L(X)→ L(X ′) es un morfismo en D y como

ϕX,_ : HomD(L(X),_)→ HomC(X,R(_))

es una transformación natural se tiene que el siguiente diagrama conmuta:
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HomD(L(X), L(X)) HomD(L(X), L(X ′))

HomC(X,R(L(X))) HomC(X,R(L(X ′)))

HomD(L(X),L(f))

ϕX,L(X) ϕX,L(X′)

HomC(X,R(L(f)))

Evaluando en 1L(X) ∈ HomD(L(X), L(X)), se cumple lo siguiente:

R(L(f)) ◦ ηX =(HomC(X,R(L(f))) ◦ ϕX,L(X))(1L(X))

=(ϕX,L(X′) ◦HomD(L(X), L(f)))(1L(X))

=ϕX,L(X′)(L(f) ◦ (1L(X)))

=ϕX,L(X′)(L(f))

Es decir

(1) R(L(f)) ◦ ηX = ϕX,L(X′)(L(f)).

Por otra parte, como f : X → X ′ es un morfismo en C y

ϕ_,L(X′) : HomD(L(_), L(X ′))→ HomC(_, R(L(X ′)))

es una transformación natural se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomD(L(X), L(X ′)) HomD(L(X ′), L(X ′))

HomC(X,R(L(X ′))) HomC(X ′, R(L(X ′)))

ϕX,L(X′)

HomD(L(f),L(X′))

ϕX′,L(X′)

HomC(f,R(L(X′)))

Evaluando en 1L(X′) ∈ HomD(L(X ′), L(X ′)), se cumple lo siguiente:

ηX′ ◦ f =(HomC(f,R(L(X ′))) ◦ ϕX′,L(X′))(1L(X′))

=(ϕX,L(X′) ◦HomD(L(f), L(X ′)))(1L(X′))

=ϕX,L(X′)(1L(X′) ◦ L(f))

=ϕX,L(X′)(L(f))

Es decir

(2) ηX′ ◦ f = ϕX,L(X′)(L(f)).

De (1) y (2) se concluye que

R(L(f)) ◦ ηX =ϕX,L(X′)(L(f))

=ηX′ ◦ f.
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Por lo tanto η : 1C → R ◦ L es una transformación natural.

A continuación se precisa la asignación ε : L ◦R→ 1D.

Sea Y ∈ D, se debe cumplir que

εY : L(R(Y ))→ Y

como L y R son funtores adjuntos existe una biyección

ϕR(Y ),Y : HomD(L(R(Y )), Y )→ HomC(R(Y ), R(Y )).

Es así que
ϕ−1
R(Y ),Y : HomC(R(Y ), R(Y ))→ HomD(L(R(Y )), Y ).

Observe que
ϕ−1
R(Y ),Y (1R(Y )) : L(R(Y ))→ Y

de manera sugerente se define

εY := ϕ−1
R(Y ),Y (1R(Y )).

Se prueba que tal asignación es natural.

Sea g : Y → Y ′ un morfismo en D, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

L(R(Y )) L(R(Y ′))

Y Y ′

εY

L(R(g))

εY ′

g

Como
ϕ−1
R(Y ),_ : HomC(R(Y ), R(_))→ HomD(L(R(Y )),_)

es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(R(Y ), R(Y )) HomC(R(Y ), R(Y ′))

HomD(L(R(Y )), Y ) HomD(L(R(Y )), Y ′)

HomC(R(Y ),R(g))

ϕ−1
R(Y ),Y

ϕ−1
R(Y ),Y ′

HomD(L(R(Y )),g)
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Evaluando en 1R(Y ) ∈ HomC(R(Y ), R(Y )), se cumple lo siguiente:

g ◦ εY =(HomD(L(R(Y )), g) ◦ ϕ−1
R(Y ),Y )(1R(Y ))

=(ϕ−1
R(Y ),Y ′ ◦HomC(R(Y ), R(g)))(1R(Y ))

=ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g) ◦ 1R(Y ))

=ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g))

Es decir

(3) g ◦ εY = ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g)).

Por otra parte, como R(g) : R(Y )→ R(Y ′) es un morfismo en C y como

ϕ−1
_,Y ′ : HomC(_, R(Y ′))→ HomD(L(_), Y ′)

es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(R(Y ), R(Y ′)) HomC(R(Y ), R(Y ′))

HomD(L(R(Y ′)), Y ′) HomD(L(R(Y )), Y ′)

ϕ−1
R(Y ′),Y ′

HomC(R(g),R(Y ′))

ϕ−1
R(Y ),Y ′

HomD(L(R(g)),Y ′)

Evaluando en 1R(Y ′) ∈ HomC(R(Y ′), R(Y ′)), se cumple lo siguiente:

εY ′ ◦ L(R(g)) =(HomD(L(R(g)), Y ′) ◦ ϕ−1
R(Y ′),Y ′)(1R(Y ′))

=(ϕ−1
R(Y ),Y ′ ◦HomC(R(g), R(Y ′)))(1R(Y ′))

=ϕ−1
R(Y ),Y ′(1R(Y ′) ◦R(g))

=ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g))

Es decir

(4) εY ′ ◦ L(R(g)) = ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g)).

De (3) y (4) se concluye que

g ◦ εY =ϕ−1
R(Y ),Y ′(R(g))

=εY ′ ◦ L(R(g)).

Por lo tanto ε : L ◦R→ 1D es una transformación natural.
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Resta probar que se satisfacen las identidades triangulares.

Como ηX : X → R(L(X)) es un morfismo en C y

ϕ−1
_,L(X) : HomC(_, R(L(X)))→ HomD(L(_), L(X))

es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(R(L(X)), R(L(X))) HomC(X,R(L(X)))

HomD(L(R(L(X))), L(X)) HomD(L(X), L(X))

ϕ−1
R(L(X)),L(X)

HomC(ηX ,R(L(X)))

ϕ−1
X,L(X)

HomD(L(ηX),L(X))

Evaluando en 1R(L(X)) ∈ HomC(R(L(X)), R(L(X))), se cumple lo siguiente:

εL(X) ◦ L(ηX) =(HomD(L(ηX), L(X)) ◦ ϕ−1
R(L(X)),L(X))(1R(L(X)))

=(ϕ−1
X,L(X) ◦HomC(ηX , R(L(X))))(1R(L(X)))

=ϕ−1
X,L(X)(1R(L(X)) ◦ ηX)

=ϕ−1
X,L(X)(ηX)

=ϕ−1
X,L(X)(ϕX,L(X)(1L(X)))

=1L(X)

para todo X ∈ C, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

L L ◦R ◦ L

L
1L

L◦η

ε◦L

Por otra parte, como εY : L(R(Y ))→ Y es un morfismo en D y

ϕR(Y ),_ : HomD(L(R(Y )),_)→ HomC(R(Y ), R(_))

es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomD(L(R(Y )), L(R(Y ))) HomD(L(R(Y )), Y )

HomC(R(Y ), R(L(R(Y )))) HomC(R(Y ), R(Y ))

ϕR(Y ),L(R(Y ))

HomD(L(R(Y )),εY )

ϕR(Y ),Y

HomC(R(Y ),R(εY ))
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Evaluando en 1L(R(Y )) ∈ HomD(L(R(Y )), L(R(Y ))), se cumple lo siguiente:

R(εY ) ◦ ηR(Y ) =(HomC(R(Y ), R(εY )) ◦ ϕR(Y ),L(R(Y )))(1L(R(Y )))

=(ϕR(Y ),Y ◦HomD(L(R(Y )), εY ))(1L(R(Y ))))

=ϕR(Y ),Y (εY ◦ 1L(R(Y )))

=ϕR(Y ),Y (εY )

=ϕR(Y ),Y (ϕ−1
R(Y ),Y (1R(Y )))

=1R(Y )

para todo Y ∈ D, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

R R ◦ L ◦R

R

η◦R

1R
R◦ε

Esto concluye la primer parte.

2)⇐ 1) Sean X ∈ C, Y ∈ D cualesquiera, se define

ϕX,Y : HomD(L(X), Y )→ HomC(X,R(Y ))

como
ϕX,Y (f) = R(f) ◦ ηX

para todo f : L(X)→ Y . Además, se define

ψX,Y : HomC(X,R(Y ))→ HomD(L(X), Y )

como
ψX,Y (g) = εY ◦ L(g)

para todo g : X → R(Y ). Entonces

ϕX,Y ◦ ψX,Y (g) =ϕX,Y (εY ◦ L(g))

=R(εY ◦ L(g)) ◦ ηX
=R(εY ) ◦R(L(g)) ◦ ηX

como η : 1C → R◦L es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

X R(Y )

R(L(X)) R(L(R(Y )))

g

ηX ηR(Y )

R(L(g))
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De lo anterior se deduce lo siguiente:

ϕX,Y ◦ ψX,Y (g) =R(εY ) ◦R(L(g)) ◦ ηX
=R(εY ) ◦ ηR(Y ) ◦ g.

Por hipótesis, el siguiente diagrama conmuta:

R R ◦ L ◦R

R
1R

η◦R

R◦ε

y por lo tanto

ϕX,Y ◦ ψX,Y (g) =R(εY ) ◦ ηR(Y ) ◦ g
=1R(Y ) ◦ g
=g

para todo g ∈ HomC(X,R(Y )). Por otra parte

ψX,Y ◦ ϕX,Y (f) =ψX,Y ◦ (R(f) ◦ ηX)

=εY ◦ L(R(f) ◦ ηX)

=εY ◦ L(R(f)) ◦ L(ηX)

como ε : L ◦ R → IdD es una transformación natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

L(R(L(X))) L(R(Y ))

L(X) Y

L(R(f))

εL(X) εY

f

De lo anterior se deduce que:

ψX,Y ◦ ϕX,Y (f) =εY ◦ L(R(f)) ◦ L(ηX)

=f ◦ εL(X) ◦ L(ηX).

Por hipótesis, el siguiente diagrama conmuta:

L L ◦R ◦ L

L
1L

L◦η

ε◦L
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y por lo tanto

ψX,Y ◦ ϕX,Y (f) =f ◦ εL(X) ◦ L(ηX)

=f ◦ 1L(X)

=f

para todo f ∈ HomD(L(X), Y ). El par de argumentos antes validados permiten
concluir que

ϕX,Y : HomD(L(X), Y )→ HomC(X,R(Y ))

es una biyección. Resta probar que tal biyección es natural en cada variable.

Sea X ∈ C, se comienza probando que ϕX,_ : HomD(L(X),_) → HomC(X,R(_))
es natural. Sea f : Y → Y ′ un morfismo en D, se busca probar que el siguiente
diagrama conmuta:

HomD(L(X), Y ) HomD(L(X), Y ′)

HomC(X,R(Y )) HomC(X,R(Y ′))

HomD(L(X),f)

ϕX,Y ϕX,Y ′

HomC(X,R(f))

Se cumple lo siguiente:

(ϕX,Y ′ ◦HomD(L(X), f))(g) =ϕX,Y ′(f ◦ g)

=R(f ◦ g) ◦ ηX
=(R(f) ◦R(g)) ◦ ηX
=R(f) ◦ (R(g) ◦ ηX)

=R(f) ◦ ϕX,Y (g)

=(HomC(X,R(f)) ◦ ϕX,Y )(g).

Por lo tanto ϕX,_ : HomD(L(X),_)→ HomC(X,R(_)) es natural.

Sea Y ∈ D, se busca probar que ϕ_,Y : HomD(L(_), Y ) → HomC(_, R(Y )) es
natural. Sea g : X → X ′ un morfismo enC, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

HomD(L(X), Y ) HomD(L(X ′), Y )

HomC(X,R(Y )) HomC(X ′, R(Y ))

ϕX,Y

HomD(L(g),Y )

ϕX′,Y

HomC(g,R(Y ))
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Se cumple lo siguiente:

(ϕX,Y ◦HomD(L(g), Y ))(f) =ϕX,Y (f ◦ L(g))

=R(f ◦ L(g)) ◦ ηX
=(R(f) ◦R(L(g))) ◦ ηX
=R(f) ◦ (R(L(g)) ◦ ηX)

=R(f) ◦ (ηX′ ◦ g)

=(HomC(g,R(Y )) ◦ ϕX′,Y )(f)

la quinta igualdad se sigue de la naturalidad de η.

Por lo tanto ϕ_,Y : HomD(L(_), Y ) → HomC(_, R(Y )) es natural. Lo anterior da
por terminada la demostración. �

La prueba de la proposición anterior puede haber parecido bastante elaborada, pero
vale totalmente la pena, pues de ahora en adelante cada que se busque estudiar una
situación de adjunción en lugar de trabajar con los isomorfismos naturales se buscara
trabajar con la unidad y counidad.

Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo, de nuestro particular interés son
las comónadas, sin embargo, no se pasaran por alto los resultados correspondientes
a mónadas cuando estos sean accesibles.

Proposición 6. Sean (L,R) : C → D un par de funtores adjuntos con η : 1C →
R◦L, ε : L◦R→ 1D la unidad y counidad de la adjunción respectivamente. Entonces
(R ◦ L, η,R ◦ ε ◦ L) es una mónada en C, la cual se denota por SL,R.

Demostración. Se busca probar que los siguientes diagramas conmutan:
S.1

R ◦ L (R ◦ L)2 R ◦ L

R ◦ L

(R◦L)◦η

1R◦L
R◦ε◦L

η◦(R◦L)

1R◦L

S.2

(R ◦ L)3 (R ◦ L)2

(R ◦ L)2 R ◦ L

(R◦L)◦(R◦ε◦L)

(R◦ε◦L)◦(R◦L) R◦ε◦L

R◦ε◦L
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Dado que L y R son funtores adjuntos se satisfacen las identidades triangulares, es
decir los siguientes diagramas conmutan:

L L ◦R ◦ L

L
1L

L◦η

ε◦L

R R ◦ L ◦R

R
1R

η◦R

R◦ε

Sea X ∈ C, por la primer identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

L(X) L(R(L((X)))

L(X)

1L(X)

L(ηX)

εL(X)

aplicando el funtor R : D→ C se cumple lo siguiente:

1R(L(X)) =R(1L(X))

=R(εL(X) ◦ L(ηX)

=R(εL(X)) ◦R(L(ηX)).

Observe que L(X) ∈ D, por la segunda identidad triangular se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

R(L(X)) R(L(R(L(X))))

R(L(X))

1R(L(X))

ηR(L(X))

R(εL(X))

En consecuencia el diagrama (S.1) conmuta.

Respecto al segundo diagrama. Note que εL(X) : L(R(L(X)))→ L(X) es un morfismo
en D y como ε : L ◦R→ 1D es una transformación natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

L(R(L(R(L(X))))) L(R(L(X)))

L(R(L(X))) L(X)

L(R(εL(X)))

εL(R(L(X))) εL(X)

εL(X)
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aplicando el funtor R : D→ C se cumple lo siguiente:

R(εL(X)) ◦R(L(R(εL(X)))) =R(εL(X) ◦ L(R(εL(X))))

=R(εL(X) ◦ εL(R(L(X))))

=R(εL(X)) ◦R(εL(R(L(X))))

Por lo tanto el diagrama (S.2) conmuta.

En conclusión SL,R = (R ◦ L, η,R ◦ ε ◦ L) es una mónada en C. �

La siguiente herramienta es imprescindible a lo largo de este trabajo, pues cada
comónada que se estudie será motivada por una adjunción.

Proposición 7. Sean (L,R) : C → D un par de funtores adjuntos con η : 1C →
R◦L, ε : L◦R→ 1D la unidad y counidad de la adjunción respectivamente. Entonces
(L ◦R, ε, L ◦ η ◦R) es una comónada en D, la cual se denota por TL,R.

Demostración. Se busca probar que los siguientes diagramas conmutan:

T.1

L ◦R

L ◦R (L ◦R)2 L ◦R

L◦η◦R1L◦R L◦R

ε◦(L◦R)(L◦R)◦ε

T.2

L ◦R (L ◦R)2

(L ◦R)2 (L ◦R)3

L◦η◦R

L◦η◦R (L◦η◦R)◦(L◦R)

(L◦R)◦(L◦η◦R)

Dado que L y R son funtores adjuntos se satisfacen las identidades triangulares, es
decir los siguientes diagramas conmutan:

L L ◦R ◦ L

L
1L

L◦η

ε◦L

R R ◦ L ◦R

R
1R

η◦R

R◦ε

Sea Y ∈ D, por la segunda identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:
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R(Y ) R(L(R(Y )))

R(Y )

1R(Y )

ηR(Y )

R(εY )

aplicando el funtor L : C→ D se cumple lo siguiente:
1L(R(Y )) =L(1R(Y ))

=L(R(εY ) ◦ ηR(Y ))

=L(R(εY )) ◦ L(ηR(Y ))

Por otra parte. Note que R(Y ) ∈ D, por la primera identidad triangular se tiene que
el siguiente diagrama conmuta:

L(R(Y )) L(R(L(R(Y ))))

L(R(Y ))

1L(R(Y ))

L(ηR(Y ))

εL(R(Y ))

Por lo tanto el diagrama (T.1) conmuta.

Respecto al segundo diagrama. Note que ηR(Y ) : R(Y )→ R(L(R(Y ))) es un morfismo
en C y como η : 1C → R ◦L es una transformación natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

R(Y ) R(L(R(Y )))

R(L(R(Y ))) R(L(R(L(R(Y )))))

ηR(Y )

ηR(Y ) ηR(L(R(Y )))

R(L(ηR(Y )))

aplicando el funtor L : C→ D se cumple lo siguiente:
L(R(L(ηR(Y )))) ◦ L(ηR(Y )) =L(R(L(ηR(Y ))) ◦ ηR(Y ))

=L(ηR(L(R(Y ))) ◦ ηR(Y ))

=L(ηR(L(R(Y )))) ◦ L(ηR(Y ))

Por lo tanto el diagrama (T.2) conmuta.

En conclusión TL,R = (L ◦R, ε, L ◦ η ◦R) es una comónada en D. �

Los ejemplos de comónadas inducidas por una adjunción se presentaran en los capí-
tulos 5,6 y 7.





Capítulo 2

Objetos de Grupo

En el presente capítulo se estudia el concepto de objeto de grupo y objeto de grupo
abeliano, así como un grupo se construye sobre un conjunto, un objeto de grupo
se construye sobre un objeto de la categoría y se busca preservar la esencia de los
axiomas de grupo mediante flechas y diagramas conmutativos. Es por tanto que un
objeto de grupo busca generalizar el concepto de grupo.

Notación 2. Para los grupos que no necesariamente son abelianos se empleará la
notación multiplicativa y se denotará por e al elemento neutro. Para grupos abelianos
se empleará la notación aditiva y se denotará por 0 al elemento neutro.

1. Objetos de grupo

Definición 4. Sean C una categoría con productos finitos y G ∈ C. Se dice que G
es un objeto de grupo en C si existen morfismos en C

µ : G×G→ G

λ : 1→ G

γ : G→ G

tales que los siguientes diagramas conmutan:

A.1.

G×G×G G×G

G×G G

µ×1G

1G×µ

µ

µ

A.2.

G× 1 G×G 1×G

G

p1

1G×λ

µ
p2

λ×1G

A.3.
33
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G G×G G

1 G 1

!

〈1G,γ〉

µ

〈γ,1G〉

!

λ λ

donde ! denota al único morfismo que existe de G en el objeto terminal 1.

Observación 2. En la definición anterior como hipótesis se pide a la categoría tener
productos finitos, pues de esta manera se garantiza la existencia de objeto terminal
y en particular la existencia de productos binarios, pero basta con tener algunos
productos binarios y objeto terminal para poder trabajar con objetos de grupo.

Es evidente que los diagramas conmutativos de la definición de objeto de grupo
buscan replicar los axiomas de grupo.

En el siguiente par de proposiciones se busca caracterizar a los objetos de grupo en
la categoría conjuntos.

Proposición 8. Sea G un objeto de grupo en Set, entonces G es un grupo.

Demostración. Como G es un objeto de grupo en Set existen morfismos

µ : G×G→ G

λ : 1→ G

γ : G→ G

en Set, tales que los correspondientes diagramas conmutan. Se propone a

µ : G×G→ G

como la operación binaria. El diagrama (A.1) es testigo de la asociatividad de la
operación.

Se denota por e a la imagen del único elemento del objeto terminal bajo la función
λ : 1→ G, es decir e := λ(∗). Como consecuencia de la conmutatividad del diagrama
(A.2) se cumple lo siguiente:



1. OBJETOS DE GRUPO 35

µ(g, e) =µ(g, λ(∗))
=µ((1G × λ)(g, ∗))
=p1(g, ∗)
=g

=p2(∗, g)

=µ((λ× 1G)(∗, g))

=µ(λ(∗), g)

=µ(e, g)

para todo g ∈ G. Lo anterior prueba la existencia del elemento neutro.

Se denota por g−1 a la imagen del elemento g ∈ G bajo la función γ : G → G, es
decir g−1 := γ(g). La conmutatividad del diagrama (A.3) implica lo siguiente:

µ(g, g−1) =µ(g, γ(g))

=µ(〈1G, γ〉(g))

=λ(!(g))

=λ(∗)
=e

=λ(∗)
=λ(!(g))

=µ(〈γ, 1G〉(g))

=µ(g−1, g)

para todo g ∈ G. Lo anterior prueba la existencia de elementos inversos.
Se concluye que G es un grupo. �

Proposición 9. Sea G un grupo, entonces G es un objeto de grupo en Set.

Demostración. Sea G un grupo. Los morfismos que en esta prueba se definen
son a los que en un futuro se hará referencia como morfismos canónicos.

Se define µ : G×G→ G como µ(g1, g2) := g1 · g2 para todo g1, g2 ∈ G. El axioma de
asociatividad que satisface la operación del grupo G implica lo siguiente:
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(µ ◦ µ× 1G)(g1, g2, g3) =µ(µ(g1, g2), g3)

=(g1 · g2) · g3

=g1 · (g2 · g3)

=µ(g1, µ(g2, g3))

=(µ ◦ 1G × µ)(g1, g2, g3)

para todo g1, g2, g3 ∈ G.

Se define λ : 1 → G como λ(∗) := e. El axioma correspondiente al elemento neutro
del grupo G implica lo siguiente.

Por una parte:

(µ ◦ 1G × λ)(g, ∗) =µ(g, λ(∗))
=µ(g, e)

=g · e
=g

=p1(g, ∗).

Por otra parte:

(µ ◦ λ× 1G)(∗, g) =µ(λ(∗), g)

=µ(e, g)

=e · g
=g

=p2(∗, g)

para todo g ∈ G.

Para finalizar, se define γ : G → G como γ(g) := g−1. El axioma correspondiente a
los elementos inversos del grupo G implica lo siguiente:
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(µ ◦ 〈1G, γ〉)(g) =µ(g, γ(g))

=µ(g, g−1)

=g · g−1

=e

=λ(∗)
=(λ◦!)(g)

=λ(∗)
=e

=g−1 · g
=µ(g−1, g)

=µ(γ(g), g)

=(µ ◦ 〈γ, 1G〉)(g)

para todo g ∈ G. Por lo tanto G es un objeto de grupo en Set. �

El siguiente lema que se presenta es de carácter técnico, este será de gran ayuda para
demostrar que la estructura de grupo que se puede dar a un conjunto es única, esto
cuando las operaciones en cuestión satisfagan una relación.

Lema 1. (Eckmann-Hilton) Sea X un conjunto equipado con dos operaciones bina-
rias, las cuales se denotan por �, 	. Si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existen elementos 1�, 1	 ∈ X tales que 1��x = x = x�1� y 1		x = x = x�1�
para todo x ∈ X.

2. (w � x)	 (y � z) = (w 	 y) � (x	 z) para todo w, x, y, z ∈ X.
Entonces 1� = 1	 y x � y = x 	 y para todo x, y ∈ X, más aún, la operación es
conmutativa.

Demostración. En lo que respecta a la primer afirmación se cumple lo siguien-
te:

1� =1� � 1�

=(1	 	 1�) � (1� 	 1	)

=(1	 � 1�)	 (1� � 1	)

=1	 	 1	

=1	
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Una vez que se ha probado que los elementos distinguidos coinciden se denota por 1
a tal elemento. Se cumple lo siguiente:

x � y =(1	 x) � (y 	 1)

=(1 � y)	 (x � 1)

=y 	 x
=(y � 1)	 (1 � x)

=(y 	 1) � (1	 x)

=y � x

para cualesquiera x, y ∈ X. El primer y último termino de la cadena de igualdades
demuestran que las operaciones coinciden, mientras que el primer y cuarto termino
de la cadena de igualdades demuestran que la operación es conmutativa. �

Cuando se trabaje en categorías cuyos morfismos tengan mas propiedades estas se
verán reflejadas en los objetos de grupo, la siguiente proposición ejemplifica tal si-
tuación. A continuación se caracteriza a los objetos de grupo en la categoría de
grupos.

Proposición 10. Sea G un objeto de grupo en Grp, entonces G es un grupo abe-
liano.

Demostración. Sea G un objeto de grupo en Grp, por definición G ∈ Grp
de modo que desde un principio G tiene estructura de grupo, se denota por · a la
operación y se denota por e al elemento distinguido.

Como µ : G×G→ G es un morfismo en Grp, se cumple lo siguiente:

µ(g1 · g3, g2 · g4) =µ((g1, g2)� (g3, g4))

=µ(g1, g2) · µ(g3, g4)

para todo g1, g2, g3, g4 ∈ G, donde � denota la operación del grupo G×G inducida
por la operación · del grupo G.

Por una parte

e · g = g = g · e
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por otra parte
µ(λ(∗), g) =µ(λ× 1G(∗, g))

=p2(∗, g)

=g

=p1(g, ∗)
=µ(1G × λ(g, ∗))
=µ(g, λ(∗))

para todo g ∈ G.

El lema de Eckmann-Hilton asegura que
µ(g1, g2) = g1 · g2

para todo g1, g2 ∈ G. Más aún, asegura que la operación binaria · es conmutativa,
como extra se tiene que λ(∗) = e. Por lo tanto G es un grupo abeliano. �

Proposición 11. Sea G un grupo abeliano, entonces G es un objeto de grupo en
Grp.

Demostración. Sea G un grupo abeliano, en particular G es un grupo. Como
resultado de la caracterización de objetos de grupo en la categoría de conjuntos se
deduce que G es un objeto de grupo en Set.

El argumento anterior valida la conmutatividad de los diagramas de la definición de
objeto de grupo, resta probar que cada morfismo que acompaña al objeto de grupo
es un homomorfismo de grupos para concluir que G es un objeto de grupo en Grp.

Sea µ : G × G → G el morfismo en Set canónico, es decir, el definido en la prueba
de la proposición 9, la asociatividad y conmutatividad de la operación · implican lo
siguiente:

µ((g1, g2)� (g3, g4)) =µ(g1 · g3, g2 · g4)

=(g1 · g3) · (g2 · g4)

=(g1 · g2) · (g3 · g4)

=µ(g1, g2) · µ(g3, g4)

para todo g1, g2, g3, g4 ∈ G. Por lo tanto µ : G × G → G es un homomorfismo de
grupos y en consecuencia un morfismo en Grp.

El objeto terminal en la categoría Grp es el grupo trivial, el cual tiene como único
elemento al distinguido.
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Sea λ : 1 → G el morfismo en Set canónico, es decir, el definido en la prueba de la
proposición 9, se tiene que λ(∗) = e. Es decir, λ asocia el elemento distinguido del
grupo trivial en el elemento distinguido del grupo G, por consiguiente λ : 1→ G es
un morfismo en Grp.

Sea γ : G → G el morfismo en Set definido en la prueba de la proposición 9, se
cumple lo siguiente:

γ(g1 · g2) =(g1 · g2)−1

=g−1
2 · g−1

1

=g−1
1 · g−1

2

=γ(g1) · γ(g2)

para todo g1, g2 ∈ G. Por lo tanto γ : G→ G es un morfismo en Grp.

Como resultado de que G es un grupo y los morfismos que dan estructura son mor-
fismos en Grp se concluye que G es un objeto de grupo en Grp. �

Sin duda el siguiente resultado no necesita presentación, este será útil para la de-
mostración de resultados posteriores.

Lema 2. (Yoneda) Sean C una categoría1 y F : C → Set un funtor. Considere un
objeto X en C, entonces existe una correspondencia biyectiva

ϕF,X : Nat(HomC(X,_), F )→ F (X)

que es natural en la variable F y X.

Demostración. Se comienza estudiando la correspondencia biyectiva.

Sea η : HomC(X,_)→ F una transformación natural. Se define

ϕF,X : Nat(HomC(X,_), F )→ F (X)

como
ϕF,X(η) = ηX(1X).

Dado que F : C → Set toma valores en conjuntos, entonces se pueden considerar
elementos. Sea x ∈ F (X). Se define

ψF,X : F (X)→ Nat(HomC(X,_), F )

como
ψF,X(x)A(f) = F (f)(x)

para todo A ∈ C y para todo morfismo f : X → A en C.
1Vale la pena recalcar que C es una categoría localmente pequeña.
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En una primera etapa se demostrara que la última asignación definida es correcta,
por tanto se demuestra que ψF,X(x) : HomC(X,_) → F es una transformación
natural para cualquier x ∈ F (X).

Sea f : A→ B un morfismo en C, entonces

(F (f) ◦ ψF,X(x)A)(g) =F (f) ◦ F (g)(x)

=F (f ◦ g)(x)

=ψF,X(x)B(f ◦ g)

=(ψF,X(x)B ◦HomC(X, f))(g)

para todo g ∈ HomC(X,A). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(X,A) HomC(X,B)

F (A) F (B)

HomC(X,f)

ψF,X(x)
A

ψF,X(x)
B

F (f)

Por lo tanto ψF,X(x) es una transformación natural para cada x ∈ F (X).

En una segunda etapa se estudia la correspondencia biyectiva, para esto, note lo
siguiente:

Sea η : HomC(X,_)→ F una transformación natural, se cumple lo siguiente:

(ψF,X ◦ ϕF,X)(η) = ψF,X(ηX(1X)) : HomC(X,_)→ F

por lo que

(ψF,X ◦ ϕF,X)(η)A(g) =ψF,X(ηX(1X))A(g)

=F (g)(ηX(1X))

=ηA(g)

para todo A ∈ C y g : X → A morfismo en C, cabe recalcar que la tercera igualdad
se sigue de la naturalidad de η.

En cuanto a la composición en el orden inverso se satisface lo siguiente:
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(ϕF,X ◦ ψF,X)(x) =ϕF,X(ψF,X(x))

=ψF,X(x)X(1X)

=F (1X)(x)

=1F (X)(x)

=x

para todo x ∈ F (X).
Esto prueba la correspondencia biyectiva.

Resta probar la naturalidad en las variables X y F .

Para la variable X.
Considere el funtor Nat∗ : C→ Set que a nivel de objetos se define como

Nat∗(X) = Nat(HomC(X,_), F )

y para f : X → Y un morfismo en C, se define

Nat∗(f) : Nat(HomC(X,_), F )→ Nat(HomC(Y,_), F )

como
Nat∗(f)(η) = η ◦HomC(f,_).

Se busca probar que ϕF,_ : Nat∗ → F es una transformación natural.

Sea f : X → Y un morfismo en C. Se cumple lo siguiente:

(F (f) ◦ ϕF,X)(η) =F (f)(ηX(1X))

=ηY ◦HomC(X, f)(1X)

=ηY (f ◦ 1X)

=ηY (f)

=ηY (1Y ◦ f)

=ηY ◦HomC(f, Y )(1Y )

=(η ◦HomC(f,_))Y (1Y )

=ϕF,Y (η ◦HomC(f,_))

=(ϕF,Y ◦Nat∗(f))(η)

para toda η : HomC(X,_) → F transformación natural. Por lo que el siguiente
diagrama conmuta:
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Nat(HomC(X,_), F ) Nat(HomC(Y,_), F )

F (X) F (Y )

Nat∗(f)

ϕF,X ϕF,Y

F (f)

En conclusión ϕF,_ : Nat∗ → F es una transformación natural.

Para la variable F .
Considere el funtor Nat∗ : Fun(C,Set)→ Set que a nivel de objetos se define como

Nat∗(F ) = Nat(HomC(X,_), F )

y a nivel de morfismos, para η : F → G una transformación natural, se define

Nat∗(η) : Nat(HomC(X,_), F )→ Nat(HomC(X,_), G)

como
Nat∗(η)(µ) = η ◦ µ

Sea X un objeto en C, considere además el funtor evaluación evX : Fun(C,Set)→
Set que a nivel de objetos se define como

evX(F ) = F (X)

y a nivel de morfismos, para η : F → G una transformación natural, se define como

evX(η) = ηX

En esta ocasión se busca probar que ϕ_,X : Nat∗ → evX es una transformación
natural.

Sea η : F → G una transformación natural, se cumple lo siguiente:

(ϕG,X ◦Nat∗(η))(µ) =ϕG,X(η ◦ µ)

=(η ◦ µ)X(1X)

=ηX ◦ µX(1X)

=evX(η)(µX(1X))

=(evX(η) ◦ ϕF,X)(µ)

para toda µ ∈ Nat(HomC(X,_), F ). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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Nat(HomC(X,_), F ) Nat(HomC(X,_), G)

F (X) G(X)

ϕF,X

Nat∗(η)

ϕG,X

evX(η)

Por lo tanto ϕ_,X : Nat∗ → evX es una transformación natural.

Esto concluye la prueba del Lema de Yoneda. �

El motivo por el cual se enuncio y demostró el lema de Yoneda encuentra justificación
en el siguiente corolario.

Corolario 1. Sean C una categoría2 y X, Y objetos en C. Toda transformación
natural η : HomC(_, X)→ HomC(_, Y ) es de la forma

ηA(f) = ηX(1X) ◦ f

en la A-ésima componente, donde f ∈ HomC(A,X).

Demostración. Sea η : HomC(_, X)→ HomC(_, Y ) una transformación na-
tural, por la versión contravariante del lema de Yoneda se cumple lo siguiente:

Nat(HomC(_, X), HomC(_, Y )) ∼= HomC(X, Y ).

Por lo tanto existe g ∈ HomC(X, Y ) tal que ψ(g) = η. Debido a la regla de corres-
pondencia de ψ se cumple lo siguiente:

(5) ψ(g)A(f) = ηA(f) = HomC(f,B)(g) = g ◦ f.

En adición, se debe cumplir lo siguiente:

(6) ϕ(η) = ηX(1X) = g.

De (5) y (6) se concluye el resultado. �

Antes de continuar con la exposición de la teoría es necesario un lema técnico.

2Como C es localmente pequeña, los funtores HomC(_, X), HomC(_, Y ) : C → Set están
bien definidos.
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Lema 3. (Técnico) Sean C una categoría y {Ai}ni=1 una familia de objetos en C

tales que
n∏
i=1

Ai existe, entonces existe una biyección natural

ϕ :
n∏
i=1

HomC(_, Ai)→ HomC(_,
n∏
i=1

Ai)

Demostración. Sea X ∈ C, se busca definir

ϕX :
n∏
i=1

HomC(X,Ai)→ HomC(X,
n∏
i=1

Ai)

considere (f1, .., fi, .., fn) ∈
n∏
i=1

HomC(X,Ai), note que fi : X → Ai para cada

i ∈ {1, ..., n}. Por la propiedad universal del producto, existe un único morfismo

f : X →
n∏
i=1

Ai tal que pi ◦ f = fi, donde pi :
n∏
i=1

Ai → Ai denota a la i-ésima

proyección canónica. De manera sugerente se define

ϕX(f1, .., fi, .., fn) = f

Sea X ∈ C, se busca definir

ψX : HomC(X,
n∏
i=1

Ai)→
n∏
i=1

HomC(X,Ai)

considere f ∈ HomC(X,
n∏
i=1

Ai), observe que:

X
n∏
i=1

Ai Ai
f pi

de manera sugerente se define

ψX(f) = (p1(f), .., pi(f), .., pn(f))

Los morfismos antes descritos satisfacen lo siguiente:

(ϕX ◦ ψX)(f) =ϕX(p1(f), .., pi(f), .., pn(f))

=f

para todo f ∈ HomC(X,
n∏
i=1

Ai).
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(ψX ◦ ϕX)(f1, .., fi, .., fn) =ψX(f)

=(p1(f), .., pi(f), .., pn(f))

=(f1, .., fi, .., fn)

para todo (f1, .., fi, .., fn) ∈
n∏
i=1

HomC(X,Ai).

Lo anterior prueba la biyección para cada X ∈ C.

Resta probar que

ϕ :
n∏
i=1

HomC(_, Ai)→ HomC(_,
n∏
i=1

Ai)

es natural. Sea f : X → Y un morfismo en C, entonces

(ϕX ◦
n∏
i=1

HomC(f, Ai))(g1, .., gi, .., gn) =ϕX
( n∏
i=1

HomC(f, Ai)(g1, .., gi, .., gn)
)

=ϕx(g1 ◦ f, .., gi ◦ f, .., gn ◦ f)

=g ◦ f

=HomC(f,
n∏
i=1

Ai)(g)

=HomC(f,
n∏
i=1

Ai)
(
ϕY (g1, .., gi, .., gn)

)
=(HomC(f,

n∏
i=1

Ai) ◦ ϕY )(g1, .., gi, .., gn)

para todo (g1, .., gi, .., gn) ∈
n∏
i=1

HomC(Y,Ai). Por lo que el siguiente diagrama con-

muta:
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n∏
i=1

HomC(Y,Ai)
n∏
i=1

HomC(X,Ai)

HomC(Y,
n∏
i=1

Ai) HomC(X,
n∏
i=1

Ai)

n∏
i=1

HomC(f, Ai)

ϕY ϕX

HomC(f,

n∏
i=1

Ai)

Esto concluye que

ϕ :
n∏
i=1

HomC(_, Ai)→ HomC(_,
n∏
i=1

Ai)

es una biyección natural. �

A continuación se expone una manera de identificar a un objeto de grupo, la forma
en que esta enunciado el resultado parece no facilitar las cosas pero se dará una
interpretación menos formal.

Proposición 12. Sea C una categoría3 con productos finitos. G es un objeto de
grupo en C si y sólo si existe un único funtor contravariante F : Cop → Grp que
cumple hacer conmutativo el siguiente diagrama:

Cop Set

Grp

HomC(_,G)

F U

U denota al funtor que olvida.

De manera un poco mas informal lo que el resultado anterior plantea es lo siguiente.

Si para cada X ∈ C el conjunto HomC(X,G) tiene estructura de grupo entonces
G es un objeto de grupo. Y por el contrario, si G es un objeto de grupo entonces
HomC(X,G) es un grupo.

Demostración. ⇒) La prueba en esta dirección se puede consultar en [12].

Como comentario, es canónica la estructura de grupo que se puede dar al conjunto
HomC(X,G) a partir del objeto de grupo G.

3Una vez más la hipótesis general de este texto es necesaria.
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⇐) Para demostrar esta implicación se busca extraer la estructura de objeto de grupo
para G, del grupo HomC(X,G).

Observación. Para fines prácticos Z denota al objeto terminal en esta prueba.

El orden a seguir en esta demostración es el siguiente: Se subdivide la demostración
en 4 partes, en cada una de estas se busca definir el pertinente morfismo que da
estructura de objeto de grupo y se demuestra que conmutan los diagramas de interés.

1. Morfismo multiplicación.

Por hipótesis existe un único funtor contravariante F : Cop → Grp que satisface

HomC(X,G) = U(F (X))

para todo X ∈ C. En consecuencia

F (X) = (HomC(X,G),mX)

donde
mX : HomC(X,G)×HomC(X,G)→ HomC(X,G)

denota a la operación binaria que da estructura de grupo al conjunto HomC(X,G).

Observación. La unicidad del funtor F : Cop → Grp implica la unicidad de la
operación binaria mX .

Por el resultado técnico antes expuesto se identifica de manera natural aHomC(X,G)×
HomC(X,G) con HomC(X,G×G).

Afirmación m : HomC(_, G×G)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Sea f : X → Y un morfismo en C.

Como F : Cop → Grp es un funtor, entonces F (f) = HomC(f,G) : HomC(Y,G)→
HomC(X, Y ) es un homomorfismo de grupos, se cumple lo siguiente:

F (f)(mY (g, h)) =HomC(f,G)(mY (g, h))

=mX(HomC(f,G)(g), HomC(f,G)(h))

=mX(g ◦ f, h ◦ f)

para todo g, h ∈ HomC(Y,G). Es por ello que
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(mX ◦HomC(f,G×G))(g) =mX(g ◦ f)

=F (f)(mY (g))

=(HomC(f,G) ◦mY )(g)

para todo g ∈ HomC(Y,G×G). En consecuencia el siguiente diagrama conmuta:

HomC(Y,G×G) HomC(X,G×G)

HomC(Y,G) HomC(X,G)

HomC(f,G×G)

mY mX

HomC(f,G)

De tal manera m : HomC(_, G×G)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Se debe tener en cuenta que

mG×G : HomC(G×G,G×G)→ HomC(G×G,G)

entre los diversos aprendizajes que deja el lema de Yoneda, la idea de evaluar en la
identidad es uno muy útil.

Para lo correspondiente al morfismo multimplicación, se define

µ := mG×G(1G×G) : G×G→ G.

Como HomC(X,G) es un grupo, entonces por la caracterización de objetos de grupo
en la categoría de conjuntos se tiene que HomC(X,G) es un objeto de grupo en Set,
realizando las correspondientes identificaciones naturales se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

HomC(X,G×G×G) HomC(X,G×G)

HomC(X,G×G) HomC(X,G)

mX×1

1×mX

mX

mX

A continuación se demuestra que el diagrama correspondiente a la asociatividad del
morfismo multiplicación conmuta.

1. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

m ◦ (m× 1) : HomC(_, G×G×G)→ HomC(_, G)
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple que

(m ◦ (m× 1))X(f) = (m ◦ (m× 1))G×G×G(1G×G×G) ◦ f

para todo morfismo f ∈ HomC(X,G×G×G).

De la misma manera, por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple
que

mX(f) = mG×G(1G×G) ◦ f
para todo morfismo f ∈ HomC(X,G×G).

Por una parte

(m ◦ (m× 1))G×G×G(1G×G×G) =mG×G×G((m× 1)G×G×G(1G×G×G))

=mG×G×G((mG×G × 1HomC(G,G))(1G×G × 1G))

=mG×G×G(mG×G(1G×G)× 1HomC(G,G)(1G))

=mG×G×G(µ× 1G)

=mG×G(1G×G) ◦ (µ× 1G)

=µ ◦ (µ× 1G)

2. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

(m ◦ (1×m)) : HomC(_, G×G×G)→ HomC(_, G)

de manera análoga se tiene que

(m ◦ (1×m))X(f) = (m ◦ (1×m))G×G×G(1G×G×G) ◦ f

para todo morfismo f ∈ HomC(X,G×G×G).

Por una parte

(m ◦ (1×m))G×G×G(1G×G×G) =mG×G×G((1×m)G×G×G(1G×G×G))

=mG×G×G((1HomC(G,G) ×mG×G)(1G × 1G×G))

=mG×G×G(1HomC(G,G)(1G)×mG×G(1G×G))

=mG×G×G(1G × µ)

=mG×G(1G×G) ◦ (1G × µ)

=µ ◦ (1G × µ)
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Como consecuencia de (1) y (2) se cumple lo siguiente

(µ ◦ (µ× 1G)) ◦ f = (µ ◦ (1G × µ)) ◦ f

si X = G×G×G y f = 1G×G×G, se deduce que

µ ◦ (µ× 1G) = µ ◦ (1G × µ)

en conclusión el siguiente diagrama conmuta:

G×G×G G×G

G×G G

µ×1G

1G×µ

µ

µ

2. Morfismo neutro.

Por hipótesis HomC(X,G) es un grupo, en consecuencia HomC(X,G) es un objeto
de grupo en Set, por tal motivo existe

pX : Z → HomC(X,G)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(X,G× Z) HomC(X,G×G) HomC(X,Z ×G)

HomC(X,G)

ρ1

1HomC(X,G)×pX

mX ρ2

pX×1HomC(X,G)

Se identifica a Z con HomC(X,Z). Cabe aclarar que la definición del morfismo pX
es la canónica, es decir, la que corresponde a seleccionar el elemento neutro.

Afirmación p : HomC(_, Z)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Sea f : X → Y un morfismo en C.

Por hipótesis F (f) = HomC(f,G) : HomC(Y,G) → HomC(X,G) es un homomor-
fismo de grupos, por tal motivo

F (f)(eHomC(Y,G)) =HomC(f,G)(eHomC(Y,G))

=eHomC(X,G)

lo cual implica lo siguiente:
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(HomC(f,G) ◦ pY )(!) =HomC(f,G)(pY (!))

=HomC(f,G)(eHomC(Y,G))

=eHomC(X,G)

=pX(! ◦ f)

=pX(HomC(f, Z)(!))

=(pX ◦HomC(f, Z))(!)

donde ! denota al único morfismo de Y en Z.

Por consiguiente el siguiente diagrama conmuta:

HomC(Y, Z) HomC(X,Z)

HomC(Y,G) HomC(X,G)

HomC(f,Z)

pY pX

HomC(f,G)

Es así que p : HomC(_, Z)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Para lo correspondiente al morfismo neutro, se define

λ := pZ(1Z) : Z → G

A continuación se demuestra que el diagrama correspondiente a la propiedad del
morfismo neutro conmuta.

1. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

(m ◦ (1× p)) : HomC(_, G× Z)→ HomC(_, G)

Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple que

(m ◦ (1× p))X(f) = (m ◦ (1× p))G×Z(1G×Z) ◦ f

para todo f ∈ HomC(X,G× Z).

Por una parte
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(m ◦ (1× p))G×Z(1G×Z) =mG×Z((1× p)G×Z(1G×Z))

=mG×Z((1HomC(G,G) × pZ)(1G × 1Z))

=mG×Z(1HomC(G,G)(1G)× pZ(1Z))

=mG×Z(1G × λ)

=mG×G(1G×G) ◦ (1G × λ)

=µ ◦ (1G × λ)

2. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

(m ◦ (p× 1)) : HomC(_, Z ×G)→ HomC(_, G).

Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(m ◦ (p× 1))X(f) = (m ◦ (p× 1))Z×G(1Z×G) ◦ f

para todo f ∈ HomC(X,Z ×G).

Por una parte

(m ◦ (p× 1))Z×G(1Z×G) =mZ×G((p× 1)Z×G(1Z×G))

=mZ×G(pZ × 1HomC(G,G)(1Z × 1G))

=mZ×G(pZ(1Z)× 1HomC(G,G)(1G))

=mZ×G(λ× 1G)

=mG×G(1G×G) ◦ (λ× 1G)

=µ ◦ (λ× 1G)

Como consecuencia de (1) se cumple lo siguiente

(µ ◦ (1G × λ)) ◦ f = p1 ◦ f

si X = G× Z y f = 1G×Z , se deduce que

µ ◦ (1G × λ) = p1

Como consecuencia de (2) se cumple lo siguiente

(µ ◦ (λ× 1G)) ◦ f = p2 ◦ f

si X = Z ×G y f = 1Z×G, se deduce que

µ ◦ (λ× 1G) = p2
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en conclusión de los argumentos anteriores se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:

G× Z G×G Z ×G

G
p1

1G×λ

µ
p2

λ×1G

3. Morfismo inverso.

Un argumento similar a los anteriores se sigue dando, por hipótesis HomC(X,G) es
un grupo, por tal motivo HomC(X,G) es un objeto de grupo en Set, lo cual implica
que existe

qX : HomC(X,G)→ HomC(X,G)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(X,G) HomC(X,G×G) HomC(X,G)

HomC(X,Z) HomC(X,G) HomC(X,Z)

!

〈1Hom,qX〉

mX

〈qX ,1Hom〉

!

pX pX

Cabe aclarar que la definición del morfismo qX es la canónica, es decir, la que corres-
ponde a asignar inversos.

Afirmación q : HomC(_, G)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Sea f : X → Y un morfismo en C.

Por hipótesis F (f) : HomC(f,G) : HomC(Y,G)→ HomC(X,G) es un homomorfis-
mo de grupos, por lo que

F (f)(g−1) =HomC(f,G)(g−1)

=HomC(f,G)(g)−1

=(g ◦ f)−1

para todo g ∈ HomC(Y,G). Se cumple lo siguiente:
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(HomC(f,G) ◦ qY )(g) =HomC(f,G)(qY (g))

=HomC(f,G)(g−1)

=(g ◦ f)−1

=qX(HomC(f,G)(g))

=(qX ◦HomC(f,G))(g)

para todo g ∈ HomC(Y,G). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(Y,G) HomC(X,G)

HomC(Y,G) HomC(X,G)

HomC(f,G)

qY qX

HomC(f,G)

Es así que q : HomC(_, G)→ HomC(_, G) es una transformación natural.

Para lo correspondiente al morfismo inverso, se define

γ := qG(1G) : G→ G

1. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

(m ◦ 〈1, q〉) : HomC(_, G)→ HomC(_, G)

por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(m ◦ 〈1, q〉)X(f) = (m ◦ 〈1, q〉)G(1G) ◦ f

para todo f ∈ HomC(X,G). Por una parte

(m ◦ 〈1, q〉)G(1G) =mG(〈1, q〉G(1G))

=mG(〈1HomC(G,G), qG〉(1G))

=mG(〈1G, qG(1G)〉)
=mG×G(1G×G) ◦ 〈1G, γ〉
=µ ◦ 〈1G, γ〉

2. Considere la siguiente transformación natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmación antes demostrada.

(m ◦ 〈q, 1〉) : HomC(_, G)→ HomC(_, G)
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(m ◦ 〈q, 1〉)X(f) = (m ◦ 〈q, 1〉)G(1G) ◦ f
para todo f ∈ HomC(X,G). Por una parte

(m ◦ 〈q, 1〉)G(1G) =mG(〈q, 1〉G(1G))

=mG(〈qG, 1HomC(G,G)〉(1G))

=mG(〈qG(1G), 1G〉)
=mG×G(1G×G) ◦ 〈γ, 1G〉
=µ ◦ 〈γ, 1G〉

Antes de terminar el argumento se precisa de una observación.

Observación. Considere el único morfismo ! : G → Z, como p : HomC(_, Z) →
HomC(_, G) es una transformación natural, se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:

HomC(Z,Z) HomC(G,Z)

HomC(Z,G) HomC(G,G)

HomC(!,Z)

pZ pG

HomC(!,G)

Evaluando en 1Z se cumple lo siguiente:

pG(!) =pG(1Z◦!)
=pG(HomC(!, Z)(1Z))

=HomC(!, G)(pZ(1Z))

=pZ(1Z)◦!
=λ◦!

Como consecuencia de (1) y de la observación antes realizada, se tiene que

(µ ◦ 〈1G, γ〉) ◦ f = pX(!(f))

si X = G y f = 1G, se deduce que

µ ◦ 〈1G, γ〉 = pG(!) = λ◦!.
Como consecuencia de (2) y de la observación antes realizada, se tiene que

(µ ◦ 〈γ, 1G〉) ◦ f = pX(!(f))
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si X = G y f = 1G, se deduce que

µ ◦ 〈1G, γ〉 = λ◦!.
Es así que el siguiente diagrama conmuta:

G G×G G

Z G Z

!

〈1G,γ〉

µ

〈γ,1G〉

!

λ λ

En conclusión G es un objeto de grupo en C. �

2. Objetos de grupo abeliano

Así como un grupo abeliano es un grupo que satisface un axioma extra, un objeto
de grupo abeliano resulta ser un objeto de grupo que satisface una condición extra,
tal condición busca explicar el nombre de esta sección.

Definición 5. Sean C una categoría con productos finitos y G un objeto de grupo en
C. Se dice que G es un objeto de grupo abeliano en C, si el morfismo multiplicación
µ : G×G→ G cumple con hacer conmutar el siguiente diagrama:
A.4

G×G G×G

G
µ

τG,G

µ

donde τG,G : G×G→ G×G es el único morfismo en C, que satisface

G G×G G

G×G

p1 p2

τG,Gp2 p1

hacer al diagrama anterior conmutativo.

Del mismo modo que los objetos de grupo en Set coinciden con los grupos, se cumple
lo análogo para grupos abelianos.

Proposición 13. Sea G un objeto de grupo abeliano en Set, entonces G es un grupo
abeliano.

Demostración. Como G es un objeto de grupo abeliano en Set, en particular
G es un objeto de grupo en Set, por la caracterización de objetos de grupo en
la categoría de conjuntos, se deduce que G es un grupo con la operación binaria
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inducida por el morfismo multiplicación µ : G × G → G. La conmutatividad del
diagrama (A.4) implica lo siguiente:

µ(g1, g2) = µ(τG,G(g1, g2)) = µ(g2, g1)

para todo g1, g2 ∈ G, por consiguiente G es un grupo abeliano. �

El reciproco de la proposición anterior también se cumple.

Proposición 14. Sea G un grupo abeliano, entonces G es un objeto de grupo abe-
liano en Set.

Demostración. Como G es un grupo abeliano en particular G es un grupo,
por la proposición 9 se deduce que G es un objeto de grupo en Set, resta verificar
que el diagrama (A.4) conmuta.

Se puede notar que

µ(g1, g2) =g1 + g2

=g2 + g1

=µ(g2, g1)

=µ(τG,G(g1, g2))

para todo g1, g2 ∈ G, por tal motivo el siguiente diagrama conmuta:

G×G G×G

G
µ

τG,G

µ

Es por tanto que G es un objeto de grupo abeliano en Set. �

El siguiente resultado es de esperar, el cual es un tanto mas general que el expuesto
en la sección anterior.

Proposición 15. Sea C una categoría con productos finitos. G es un objeto de grupo
abeliano en C si y sólo si existe un único funtor contravariante F : Cop → Ab que
cumple hacer conmutativo el siguiente diagrama:

Cop Set

Ab

HomC(_,G)

F U

U denota al funtor que olvida.



2. OBJETOS DE GRUPO ABELIANO 59

Demostración. ⇒) Como G es un objeto de grupo abeliano enC, en particular
G es un objeto de grupo en C, en consecuencia existe un único funtor contravariante
F : Cop → Grp tal que el siguiente diagrama conmuta:

Cop Set

Grp

HomC(_,G)

F U

Es así que F (X) = (HomC(X,G),mX) es un grupo, donde

mX : HomC(X,G)×HomC(X,G)→ HomC(X,G)

es la opreacion binaria, la cual se define como

mX = HomC(X,µ) ◦ ϕX
donde

ϕX : HomC(X,G)×HomC(X,G)→ HomC(X,G×G)

denota al isomorfismo natural que se puede considerar por el lema técnico(3) expuesto
en la sección anterior.

Resta probar tal operación binaria es conmutativa, es decir, se debe demostrar que
mX(f, g) = mX(g, f) para cualesquiera f, g ∈ HomC(X,G).

Por una parte

mX(f, g) =(HomC(X,µ) ◦ ϕX)(f, g)

=HomC(X,µ)(ϕX(f, g))

=HomC(X,µ)(α)

=µ ◦ α
donde α : X → G×G es el único morfismo que satisface p1 ◦ α = f y p2 ◦ α = g.

Por otra parte, por hipótesis se tiene que µ = µ ◦ τG,G, es así que

mX(g, f) =(HomC(X,µ) ◦ ϕX)(g, f)

=HomC(X,µ)(ϕX(g, f))

=HomC(X,µ)(β)

=HomC(X,µ ◦ τG,G)(β)

=(µ ◦ τG,G) ◦ β
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donde β : X → G×G es el único morfismo que satisface p1 ◦ β = g y p2 ◦ β = f .

Con el contexto antes planteado, si se demuestra que α = τG,G ◦ β se concluye la
primer parte del resultado.

Observación El morfismo τG,G satisface que, p1 ◦ τG,G = p2 y p2 ◦ τG,G = p1.

La observación antes realizada motiva lo siguiente:
1. Como p1 ◦ β = g y por la observación anterior se deduce que p2 ◦ (τG,G ◦ β) =
g = p2 ◦ α.

2. Como p2 ◦β = f y por la observación anterior se deduce que p1 ◦ (τG,G ◦β) =
f = p1 ◦ α.

Como consecuencia de la propiedad universal del producto, se deduce que

τG,G ◦ β = α.

El siguiente diagrama ilustra la situación:

G G×G G

G×G

X

p1 p2

τG,Gp2 p1

α

β
gf

⇐) Sea X ∈ C, por hipótesis F (X) = HomC(X,G) es un grupo abeliano, en par-
ticular HomC(X,G) es un grupo, luego como consecuencia de la proposición 12 se
deduce que G es un objeto de grupo en C. Resta probar que G es un objeto de grupo
abeliano.

ComoHomC(X,G) es un grupo abeliano se deduce de la proposición 14 queHomC(X,G)
es un objeto de grupo abeliano en Set. Realizando las correspondientes identifica-
ciones naturales se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

HomC(X,G×G) HomC(X,G×G)

HomC(X,G)

τHom(X,G)

mX
mX
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple lo siguiente:
mX(f) = mG×G(1G×G) ◦ f

para todo f ∈ HomC(X,G×G).

Se recuerda que
µ =: mG×G(1G×G) : G×G→ G

por lo expuesto en la prueba de la proposición 12.

Si X = G×G y evaluando en 1G×G, se cumple lo siguiente:

(mG×G ◦ τHom(G×G,G×G))(1G×G) =mG×G(τHom(G×G,G×G)(1G×G))

=mG×G(τG,G ◦ 1G×G)

=mG×G(τG,G)

=mG×G(1G×G) ◦ τG,G
=µ ◦ τG,G.

Se sabe además que
(mG×G ◦ τHom(G×G,G×G))(1G×G) = mG×G(1G×G)

por consiguiente
µ ◦ τG,G = µ

en consecuencia el siguiente diagrama conmuta:

G×G G×G

G

τG,G

µ
µ

De lo anterior se concluye que G es un objeto de grupo abeliano en C. �

Más ejemplos de objeto de grupo abeliano surgirán en capítulos posteriores.





Capítulo 3

Álgebra Homológica

Buscando que este trabajo sea lo mas autocontenido posible, el presente capítulo
tiene la intención de exponer todos los preliminares necesarios de la tan popular
rama del álgebra conocida como álgebra homológica, pues en lo que resta de este
trabajo los conceptos de tal rama del álgebra figuran en todo momento.

En lo que resta del capítulo R denota un anillo conmutativo con 1.

1. Complejos de cadenas

Definición 6. Sea {Cn}n∈Z una familia de R−módulos y {dn : Cn → Cn−1}n∈Z
una familia de morfismos de R−módulos. Se dice que {Cn, dn}n∈Z es un complejo de
cadenas si

dn ◦ dn+1 = 0

para toda n ∈ Z. Se denota por C• al complejo de cadenas.

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·dn+1 dn

Si Cn = 0 para toda n < 0, se dice que C• es un complejo de cadenas positivo.

Definición 7. Sea C• = {Cn, dn}n∈Z un complejo de cadenas. Se define el n−ésimo
grupo de homología de C• como

Hn(C•) := Nuc(dn)/Im(dn+1)

Definición 8. Sea {Cn}n∈Z una familia de R−módulos y {dn : Cn → Cn+1}n∈Z
una familia de morfismos de R−módulos. Se dice que {Cn, dn}n∈Z es un complejo de
cocadenas si

dn ◦ dn−1 = 0

para toda n ∈ Z. Se denota por C• al complejo de cocadenas.

· · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·dn dn−1

Si Cn = 0 para toda n < 0, se dice que C• es un complejo de cocadenas positivo.

Definición 9. Sea C• = {Cn, dn}n∈Z un complejo de cocadenas. Se define el n−ésimo
grupo de cohomología de C• como

Hn(C•) := Nuc(dn)/Im(dn−1)
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De particular interés en este texto son los complejos de cocadenas, es por tanto, que
las principales definiciones se estudiaran sobre tal contexto.

Definición 10. Sean C• = {Cn, dn}n∈Z y D• = {Dn, fn}n∈Z complejos de cocade-
nas, considere además {ϕn : Cn → Dn}n∈Z una familia de morfismos de R−módulos.

Se dice que {ϕn}n∈Z es un morfismo de complejos de cocadenas si

fn ◦ ϕn = ϕn+1 ◦ dn

para toda n ∈ Z. Se denota por ϕ : C• → D• al morfismo de complejos de cocadenas.

Proposición 16. Sean C• = {Cn, dn}n∈Z, D• = {Dn, fn}n∈Z, E• = {En, gn}n∈Z
complejos de cocadenas y considere además ϕ : C• → D•, ψ : D• → E• morfismos
de complejos de cocadenas.

Para cada n ∈ Z, se define (ψ ◦ ϕ)n := ψn ◦ ϕn, entonces ψ ◦ ϕ : C• → E• es un
morfismo de complejos de cocadenas.

Demostración. Sea n ∈ Z, entonces

gn ◦ (ψ ◦ ϕ)n =gn ◦ (ψn ◦ ϕn)

=(gn ◦ ψn) ◦ ϕn

=(ψn+1 ◦ fn) ◦ ϕn

=ψn+1 ◦ (fn ◦ ϕn)

=ψn+1 ◦ (ϕn+1 ◦ dn)

=(ψn+1 ◦ ϕn+1) ◦ dn

=(ψ ◦ ϕ)n+1 ◦ dn

Por lo tanto ψ ◦ ϕ : C• → E• es un morfismo de complejos de cocadena. �

Proposición 17. La colección de complejos de cocadenas y morfismos de complejos
de cocadenas forman una categoría, la cual se denota por cCR−Mod.

Demostración. La proposición anterior sugiere un candidato a la composición
en la categoría, además se cumple lo siguiente:

φn ◦ (ψn ◦ ϕn) = (φn ◦ ψn) ◦ ϕn

para cada n ∈ Z y para cualesquiera morfismos φ : E• → F •, ψ : D• → E•,
ϕ : C• → D• de complejos de cocadenas, en consecuencia

φ ◦ (ψ ◦ ϕ) = (φ ◦ ψ) ◦ ϕ.
Lo anterior prueba la asociatividad de la composición.
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Sea C• un complejo de cocadenas, considere además la siguiente familia de morfismos
de R−módulos {1Cn : Cn → Cn}n∈Z. Por una parte

dn ◦ 1n = dn = 1n+1 ◦ dn

para toda n ∈ Z, por lo que 1C• ∈ Hom(C•, C•). Por otra parte

1Dn ◦ ϕn = ϕn = ϕn ◦ 1Cn

para cada n ∈ Z, por tal motivo

1D• ◦ ϕ = ϕ = ϕ ◦ 1C•

para cualquier morfismo ϕ : C• → D• de complejos de cocadenas.

En conclusión cCR−Mod es una categoría.
�

Cuando se trabaje con complejos de cocadenas positivos se denota a la categoría por
cC+

R−Mod.

Proposición 18. Sea ϕ : C• → D• un morfismo de complejos de cocadenas. Se
define

Hn(ϕ) : Hn(C•)→ Hn(D•)

como
Hn(ϕ)([z]) = [ϕn(z)].

Entonces Hn(ϕ) es un homomorfismo de grupos para cada n ∈ Z.

Demostración. Se comienza probando que la asignación está bien definida en
el dominio y en el codominio, pues al estar trabajando en un cociente se debe tener
cuidado con los representantes.

Sea n ∈ Z.

Sean [w], [z] ∈ Hn(C•) tales que [w] = [z], entonces w − z ∈ Im(dn−1) por lo que
existe y ∈ Cn−1 tal que dn−1(y) = w − z. Además se cumple lo siguiente:

ϕn(w)− ϕn(z) =ϕn(w − z)

=ϕn(dn−1(y))

=(ϕn ◦ dn−1)(y)

=(fn−1 ◦ ϕn−1)(y)

=fn−1(ϕn−1(y))

entonces ϕn(w)−ϕn(z) ∈ Im(fn−1) por lo que [ϕn(w)] = [ϕn(z)], lo que prueba que
Hn(ϕ) esta bien definida en el dominio.
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En lo que respecta al codominio se tiene lo siguiente.

Sea [z] ∈ Hn(C•), entonces z ∈ Nuc(dn) por lo que dn(z) = 0. Dado que ϕ : C• → D•

es un morfismo de complejos de cocadenas se cumple que

fn ◦ ϕn = ϕn+1 ◦ dn

de modo que se cumple lo siguiente:

(fn ◦ ϕn)(z) =(ϕn+1 ◦ dn)(z)

=ϕn+1(dn(z))

=ϕn+1(0)

=0.

En consecuencia ϕn(z) ∈ Nuc(fn) y por tanto [ϕn(z)] ∈ Hn(D•), lo que prueba que
Hn(ϕ) esta bien definida en el codominio.

Por otra parte

Hn(ϕ)([w] + [z]) =Hn(ϕ)([w + z])

=[ϕn(w + z)]

=[ϕn(w) + ϕn(z)]

=[ϕn(w)] + [ϕn(z)]

=Hn(ϕ)([w]) +Hn(ϕ)([z])

para todo [w], [z] ∈ Hn(C•).

Esto concluye que Hn(ϕ) : Hn(C•)→ Hn(D•) es un homomorfismo de grupos para
cada n ∈ Z. �

La proposición anterior motiva el siguiente resultado.

Proposición 19. Hn : cCR−Mod → Ab es un funtor para cada n ∈ Z.

Demostración. La asignación en objetos es la propuesta en 9 y la asignación
en morfismos es la propuesta en 18. Resta verificar las identidades que respectan a
la composición de morfismos de complejos de cocadenas y el morfismo identidad.

Sean n ∈ Z y ϕ : C• → D•, ψ : D• → E• morfismos en cCR−Mod, entonces
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Hn(ψ ◦ ϕ)([z]) =[(ψ ◦ ϕ)n(z)]

=[(ψn ◦ ϕn)(z)]

=[ψn(ϕn(z))]

=Hn(ψ)([ϕ(z)])

=(Hn(ψ) ◦Hn(ϕ))([z])

para todo [z] ∈ Hn(C•). Es así que Hn(ψ ◦ ϕ) = Hn(ψ) ◦Hn(ϕ).

Sea C• ∈ cCR−Mod y considere 1C• : C• → C•, entonces

Hn(1C•)([z]) =[1Cn(z)]

=[z]

=1Hn(C•)([z])

para todo [z] ∈ Hn(C•). Es así que Hn(1C•) = 1Hn(C•).

Esto concluye que Hn : cCR−Mod → Ab es un funtor para toda n ∈ Z. �

Definición 11. Sean ϕ : C• → D•, ψ : D• → E• morfismos de complejos de
cadenas. Se dice que ϕ y ψ son homotópicos, lo cual se denota por ϕ ' ψ, si existe
una familia {σn : Cn → Dn+1}n∈Z de morfismos de R−módulos tales que

ϕn − ψn = d
′

n+1 ◦ σn + σn−1 ◦ dn
para toda n ∈ Z. El siguiente diagrama ilustra la situación.

C• : · · · Cn+1 Cn Cn−1 · · ·

D• : · · · Dn+1 Dn Dn−1 · · ·

ϕn+1 ψn+1

dn+1

σn
ϕn ψn

dn

σn−1
ϕn−1 ψn−1

d
′
n+1 d

′
n

Proposición 20. Sean ϕ, ψ : C• → D• morfismos de complejos de cocadenas tales
que ϕ ' ψ, entonces Hn(ϕ) = Hn(ψ) para toda n ∈ Z.

Demostración. Note que se está trabajando con complejos de cocadenas, por
lo que la homotopía cambia a {σn : Cn → Dn−1}n∈Z y se satisface que

ϕn − ψn = fn−1 ◦ σn + σn+1 ◦ dn

para toda n ∈ Z.

Sea [z] ∈ Hn(C•), entonces z ∈ Nuc(dn) por lo que dn(z) = 0. Se cumple lo siguiente:
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(ϕn − ψn)(z) =ϕn(z)− ψn(z)

=(fn−1 ◦ σn)(z) + (σn+1 ◦ dn)(z)

=fn−1(σn(z)) + σn+1(0)

=fn−1(σn(z))

es decir ϕn(z)− ψn(z) ∈ Im(fn−1), por lo que
[ϕn(z)] = [ψn(z)]

entonces
Hn(ϕ)([z]) = Hn(ψ)([z])

para toda [z] ∈ Hn(C•). �

2. Resoluciones proyectivas

El siguiente concepto a desarrollar es el de resolución proyectiva, el cual es uno de los
mas importantes en el álgebra homológica. Se demuestra además que en R −Mod
cada objeto tiene una resolución proyectiva.

Definición 12. Sea P ∈ R −Mod. Se dice que P es un R−módulo proyectivo si
para todo morfismo f : P → N en R −Mod y para todo epimorfismo g : M → N
en R−Mod existe un morfismo h : P →M en R−Mod tal que

g ◦ h = f

El siguiente diagrama ilustra la situación.
P

M N 0

h
f

g

Proposición 21. Sea M ∈ R−Mod un módulo libre, entonces M es un R−módulo
proyectivo.

Demostración. Sea X ⊆M una base de M y considere la situación de proyec-
tividad:

X

M

A B 0

ι

f

g
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Como g : A→ B es un epimorfismo, existe am ∈ A tal que g(am) = f(m). De forma
sugerente se define λ : X → A como λ(m) := am para todo m ∈ X. Por la propiedad
universal de las bases, existe un único morfismo de R−módulos h : M → A tal que
λ = h ◦ ι. El siguiente diagrama ilustra la situación.

X

M

A B 0

ι

λ

f
h

g

Resta verificar que g ◦ h = f , se cumple lo siguiente:

(g ◦ h)(m1) =(g ◦ h)(
∑
m∈X

αm ·m)

=g(
∑
m∈X

αm · λ(m))

=g(
∑
m∈X

αm · am)

=
∑
m∈X

αm · f(m)

=f(
∑
m∈X

αm ·m)

=f(m1)

para todo m1 ∈ M . Cabe mencionar que la suma en la que se expresa a m1 como
elementos de la base tiene una cantidad finita de sumandos.

Es por tanto que g ◦ h = f , lo que prueba que M es un R−módulo proyectivo. �

Proposición 22. Sea M ∈ R −Mod, entonces existe F ∈ R −Mod un módulo
libre y ε : F →M un epimorfismo.

Demostración. Considere el siguiente R−módulo,

R(M) = {f : M −→ R | f(m) 6= 0 para una cantidad finita de elementos de M},

el cual es libre con base M , la cual se identifica con el conjunto {δm : m ∈M} donde
δm : M → R es el morfismo que se define a continuación:
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δm(n) =

{
1 si m = n

0 si m 6= n

Es así que todo elemento f ∈ R(M) se escribe como f =
∑
m∈M

f(m) · δm.

Se define ε : R(M) →M como,

ε(f) = ε(
∑
m∈M

f(m) · δm) =
∑
m∈M

f(m) ·m.

Resulta fácil ver que este es un epimorfismo, pues dadom ∈M se tiene que ε(δm) = m
lo cual concluye la prueba.

Es de notar que en el argumento anterior bastó con demostrar que el morfismo
es suprayectivo, pues en R −Mod los epimorfismos y los morfismos suprayectivos
coinciden.

�

Definición 13. Sea M ∈ R −Mod. Una resolución proyectiva de M , la cual se
denota por P ε−→M , es una sucesión exacta

· · · Pn Pn−1 · · · P0 M 0
dn dn−1 d1 ε

donde Pn es un R−módulo proyectivo para cada n ∈ N.

Se denota por P• al complejo de cadena positivo que se obtiene al suprimir el termino
M , a P• se le conoce como la resolución proyectiva reducida de M .

Proposición 23. Sea M ∈ R −Mod, entonces existe P ε−→ M una resolución
proyectiva de M .

Demostración. Se busca construir la resolución proyectiva por recursión.

Por la proposición 22 se sabe que existe un R−módulo libre P0 (por ende proyectivo)
y un epimorfismo ε0 : P0 →M , es así que la siguiente sucesión es exacta:

P0 M 0
ε0

Se denota por Q0 = Nuc(ε0) ⊆ P0, por la proposición 22 se sabe que existe un
R−módulo libre (por ende proyectivo) P1 y un epimorfismo ε1 : P1 → Q0 y se
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denota por d1 = ι0 ◦ ε1 donde ι0 = Q0 → P0 denota a la inclusión canónica de Q0 en
P0. Observe que

Im(d1) =Im(ι0 ◦ ε1)

=ι0(Im(ε1))

=ι0(Q0)

=Nuc(ε0)

por lo que la siguiente sucesión es exacta:

P1 P0 M
d1 ε0

Siguiendo este argumento de manera recursiva, paraQn = Nuc(dn) existe unR−módulo
libre (por ende proyectivo) Pn+1 y un epimorfismo εn+1 : Pn+1 → Qn. Se denota por
dn+1 = ιn ◦ εn+1 donde ιn : Qn → Pn denota a la inclusión canónica de Qn en Pn.
Observe que

Im(dn+1) =Im(ιn ◦ εn+1)

=ιn(Im(εn+1))

=Qn

=Nuc(dn)

lo que prueba que la sucesión es exacta en Pn. Siguiendo este proceso y dado que
Pn es un R-módulo proyectivo para cada n ∈ N. Se concluye que P ε−→ M una
resolución proyectiva de M . �

El siguiente diagrama ilustra la situación antes descrita.

0 0 0 0

Qn+1 Qn−1

· · · Pn+1 Pn Pn−1 . . .

Qn Qn−2

0 0 0 0

ιn+1 ιn−1

dn+1

εn+1

dn

εn

dn−1

εn−1ιn

Proposición 24. Sean M,N un par de R−módulos y P εM−→ M , Q εN−→ N reso-
luciones proyectivas de M y N respectivamente, considere además f : M → N un
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morfismo de R−módulos, entonces existe f = {fn : Pn → Qn}n∈N un morfismo de
complejos de cadenas tal que

εN ◦ f0 = f ◦ εM .
Más aún, cualesquiera dos morfismos de complejos de cocadenas que levanten a f
son homotópicos.

Demostración. Se busca construir el siguiente diagrama conmutativo:

P : · · · P2 P1 P0 M 0

Q : · · · Q2 Q1 Q0 N 0

d2

f2

d1

f1

εM

f0 f

d′2 d′1 εN

la demostración será por inducción sobre n.

Caso base n = 0. Como εN : Q0 → N es un epimorfismo y f ◦εM : P0 → N , entonces
existe f0 : P0 → Q0 tal que

εN ◦ f0 = f ◦ εM
pues por hipótesis P0 es un R-módulo proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la
situación.

P0

M

Q0 N 0

εM

f0

f

εN

Esto prueba el caso base.

Hipótesis de inducción. Suponga cierto el resultado para k ≤ n, es decir existe
fk : Pk → Qk tal que d′k ◦ fk = fk−1 ◦ dk .

Paso inductivo. Se busca construir fk+1 : Pk+1 → Qk+1 tal que

fk ◦ dk+1 = d′k+1 ◦ fk+1.

La estrategia a seguir es probar que Im(fk ◦ dk+1) ⊆ Im(d
′

k+1) para poder corres-
tringir el morfismo de R−módulos d′k+1 : Qk+1 → Qk y de esta manera conseguir un
epimorfismo, para después aplicar la propiedad de los R−módulos proyectivos.
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d′k ◦ (fk ◦ dk+1) =(d′k ◦ fk) ◦ dk+1

=(fk−1 ◦ dk) ◦ dk+1

=fk−1 ◦ (dk ◦ dk+1)

=0

Es así que Im(fk ◦ dk+1) ⊆ Nuc(d′k) = Im(d′k+1).

Dado que fk ◦ dk+1 : Pk+1 → Im(d′k+1) y d′k+1 : Qk+1 → Im(d′k+1) es un epimorfismo
pues se está correstringiendo. Al ser Pk+1 un R−módulo proyectivo existe fk+1 :
Pk+1 → Qk+1 tal que fk◦dk+1 = d′k+1◦fk+1. El siguiente diagrama ilustra la situación.

Pk+1

Pk

Qk+1 Im(d′k+1) 0

dk+1

fk+1

fk

d
′
k+1

Por lo tanto {fn : Pn → Qn}n∈N es un morfismo de complejos de cocadenas, es así
que finaliza la primer parte de la demostración.

Resta probar la unicidad salvo homotopía.

Suponga que existe otro morfismo de complejos de cadenas ḡ = {gn : Pn → Qn}n∈Z
tal que

εN ◦ g0 = f ◦ εM .
Se busca construir una familia {σn : Pn → Qn+1}n∈N de morfismos de R−módulos
tales que

fn − gn = d
′

n+1 ◦ σn + σn−1 ◦ dn.
La demostración será por inducción sobre n.

Caso base n = 0. Se busca σ0 : P0 → Q1 tal que f0 − g0 = d
′
1 ◦ σ0 + 0. Observe que

εN ◦ (f0 − g0) =(εN ◦ f0)− (εN ◦ g0)

=(f ◦ εM)− (f ◦ εM)

=0.
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Es decir, Im(f0 − g0) ⊆ Nuc(εN) = Im(d
′
1). Es así que (f0 − g0) : P0 → Im(d

′
1) y

d
′
1 : Q1 → Im(d

′
1) es un epimorfismo, como P0 es proyectivo existe σ0 : P0 → Q1 tal

que

f0 − g0 = d
′

1 ◦ σ0,

lo cual prueba el caso base.

Hipótesis de inducción. Suponga cierto el resultado para k ≤ n, es decir existe
σk : Pk → Qk+1 tal que fk − gk = d

′

k+1 ◦ σk + σk−1 ◦ dk.

Paso inductivo. Se busca construir σk+1 : Pk+1 → Qk+2 tal que

fk+1 − gk+1 = d
′

k+2 ◦ σk+1 + σk ◦ dk+1.

Por una parte

d
′
k+1 ◦ ((fk+1 − gk+1)− (σk ◦ dk+1)) =d

′
k+1 ◦ (fk+1 − gk+1)− d

′
k+1 ◦ (σk ◦ dk+1)

=d
′
k+1 ◦ (fk+1 − gk+1)− (d

′
k+1 ◦ σk) ◦ dk+1

=d
′
k+1 ◦ (fk+1 − gk+1)− ((fk − gk)− (σk−1 ◦ dk)) ◦ dk+1

=d
′
k+1 ◦ (fk+1 − gk+1)− (fk − gk) ◦ dk+1 + σk−1 ◦ dk ◦ dk+1

=d
′
k+1 ◦ (fk+1 − gk+1)− (fk − gk) ◦ dk+1 + 0

=0.

Lo anterior implica que

Im((fk+1 − gk+1)− (σk ◦ dk+1)) ⊆ Nuc(d
′

k+1) = Im(d
′

k+2)

en consecuencia
d
′

k+2 : Qk+2 → Im(d
′

k+2)

es un epimorfismo y como

(fk+1 − gk+1)− (σk ◦ dk+1) : Pk+1 → Im(d
′

k+2),

dado que Pk+1 es un R-módulo proyectivo existe σk+1 : Pk+1 → Qk+2 tal que

(fk+1 − gk+1)− (σk ◦ dk+1) = d
′

k+2 ◦ σk+1.

El siguiente diagrama ilustra la situación.
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Pk+1

Qk+2 Im(d′k+2) 0

σk+1
fk+1−gk+1−σk◦dk+1

d′k+2

En conclusión f̄ ' ḡ. �

La siguiente proposición es testigo de la utilidad del resultado antes expuesto.

Proposición 25. SeanM,N un par de R−módulos y considere P ε1−→M , Q ε2−→M
un par de resoluciones proyectivas de M , entonces

Hn(HomR(P•, N)) ∼= Hn(HomR(Q•, N))

para toda n ∈ N.

Demostración. Por la proposición 24 se sabe que existen morfismos de com-
plejos de cadenas ϕ : P• → Q• , ψ : Q• → P• tales que

ε2 ◦ ϕ0 = 1M ◦ ε1

ε1 ◦ ψ0 = 1M ◦ ε2

el siguiente diagrama ilustra la situación:

P : · · · P2 P1 P0 M 0

Q : · · · Q2 Q1 Q0 M 0

d2

ϕ2

d1

ϕ1

ε1

ϕ0 1M

d′2

ψ2

d′1

ψ1

ε2

ψ0 1M

Por una parte ψ ◦ ϕ : P• → P• levanta 1M , por otra parte 1P• : P• → P• también
levanta a 1M , como consecuencia de la proposición 24 se tiene que

ψ ◦ ϕ ' 1P• .

De manera análoga, por una parte ϕ ◦ ψ : Q• → Q• levanta a 1M , por otra parte
1Q• : Q• → Q• también levanta a 1M , entonces

ϕ ◦ ψ ' 1Q• .

Considere el funtor contravariante

HomR(_, N) : R−Modop → Set
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como este es aditivo, se cumple lo siguiente:

HomR(ϕ,N) ◦HomR(ψ,N) =HomR(ψ ◦ ϕ,N)

'HomR(1P• , N)

=1HomR(P•,N).

Análogamente

HomR(ψ,N) ◦HomR(ϕ,N) =HomR(ϕ ◦ ψ,N)

'HomR(1Q• , N)

=1HomR(Q•,N).

Por la proposición 20 y lo anterior, se tiene lo siguiente:

Hn(HomR(ϕ,N)) ◦Hn(HomR(ψ,N)) =Hn(HomR(ϕ,N) ◦HomR(ψ,N))

=Hn(1HomR(P•,N))

=1Hn(HomR(P•,N))

y también

Hn(HomR(ψ,N)) ◦Hn(HomR(ϕ,N)) =Hn(HomR(ψ,N) ◦HomR(ϕ,N))

=Hn(1HomR(Q•,N))

=1Hn(HomR(Q•,N)).

Por lo tanto

Hn(HomR(ϕ,N)) : Hn(HomR(Q•, N))→ Hn(HomR(P•, N))

es un isomorfismo para cada n ∈ N. Esto concluye que

Hn(HomR(P•, N)) ∼= Hn(HomR(Q•, N))

para toda n ∈ N. �

3. El funtor Ext

Sean M,N un par de R−módulos, la proposición 25 afirma que

Hn(HomR(P•, N)) ∼= Hn(HomR(Q•, N))

para cualesquiera P ε1−→ M , Q ε2−→ M resoluciones proyectivas de M . Es por tanto
que para disponer de tales grupos de cohomología sólo figuran dos variables, las
cuales son M y N . En esta sección se demuestra que cuando se deja fija la variable
N la asignación es funtorial, tal funtor se conoce como Ext y cabe mencionar que
este fue introducido por primera vez en [5] por H. Cartan y S. Eilenberg.
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Definición 14. Sean M,N ∈ R −Mod y P ε−→ M una resolución proyectiva de
M , se define

ExtnR(M,N) := Hn(HomR(P•, N))

para toda n ∈ N.

A continuación se demuestra que cuando se deja fija la segunda variable, la asignación
se eleva a un funtor. Cabe mencionar que cuando se deja fija la primer variable la
asignación también es funtorial, pero en la teoría a desarrollar este no es el objetivo.

Proposición 26. Sea N ∈ R−Mod, se definen las siguientes asignaciones

ExtnR(_, N) : R−Modop → Ab

a nivel de objetos, para M ∈ R−Mod, se define

M 7→ ExtnR(M,N)

y a nivel de morfismos, para f : A→ B un morfismo en R−Mod, se define

ExtnR(f,N) = Hn(HomR(f,N))

donde f : P• → Q• es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a f , dichas
asignaciones hacen de

ExtnR(_, N) : R−Modop → Ab

un funtor contravariante, para toda n ∈ N.

Demostración. Por la proposición 25, se sabe que la asignación en objetos está
bien definida pues esta no depende de la resolución proyectiva a considerar.

Sea f : A→ B un morfismo en R−Mod, note que la asignación en morfismos está
bien definida. Por una parte, cualquier otro morfismo ḡ : P• → Q• de complejos de
cadenas que levante a f : A→ B, por la proposición 24 se tiene que:

f̄ ' ḡ

y entonces
Hn(HomR(f̄ , N)) = Hn(HomR(ḡ, N)).

Por otra parte, como
Hn : cCR−Mod → Ab

es un funtor, entonces ExtnR(f,N) = Hn(HomR(f̄ , N)) es un morfismo en Ab.

En lo que respecta a la composición se tiene lo siguiente.

Sean f : A→ B, g : B → C morfismos en R−Mod, entonces
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ExtnR(f,N) ◦ ExtnR(g,N) =Hn(HomR(f,N)) ◦Hn(HomR(g,N))

=Hn(HomR(g ◦ f,N)).

Por otra parte
ExtnR(g ◦ f,N) = Hn(HomR(g ◦ f,N))

donde g ◦ f es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a g ◦ f , como ḡ ◦ f̄
es un morfismo de complejos de cadenas que también levanta a g ◦ f entonces

g ◦ f ' ḡ ◦ f̄ .
Por tal motivo

ExtnR(g ◦ f,N) =Hn(HomR(g ◦ f,N))

=Hn(HomR(ḡ ◦ f̄ , N))

=ExtnR(f,N) ◦ ExtnR(g,N).

Para finalizar, considere M ∈ R−Mod, entonces
ExtnR(1M , N) = Hn(HomR(1M , N))

donde 1M es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a 1M . Como 1P• :
P• → P• es un morfismo que también levanta a 1M , entonces

1M ' 1P• .

En consecuencia

ExtnR(1M , N) =Hn(HomR(1M , N))

=Hn(HomR(1P• , N))

=1Hn(HomR(P•,N)).

Por consiguiente
ExtnR(1M , N) = 1ExtnR(M,N).

Esto concluye que ExtnR(_, N) : R−Modop → Ab es un funtor contravariante para
cada n ∈ N. �



Capítulo 4

Cohomología comonádica

Llegado a este punto los conceptos de comónada, cohomología y objeto de grupo
abeliano no resultan desconocidos, es en este capítulo que tales conceptos convergen
dando lugar a la cohomología comonádica.

En una primera etapa se desvela como obtener de forma funtorial un objeto semi-
simplicial a partir de una comónada, para en una segunda etapa con un objeto de
grupo abeliano obtener un complejo de cocadenas y así una familia de funtores de
cohomología asociados a la comónada.

1. Objetos semi-simpliciales

Definición 15. Sea C una categoría. Un objeto semi-simplicial en C consta de
una familia de objetos {Xn}∞n=0 en C y una familia de morfismos {{ani : Xn →
Xn−1}∞n=1}ni=0 en C tales que

(7) ani ◦ an+1
j = anj−1 ◦ an+1

i

para toda 0 ≤ i < j ≤ n. En tal caso se denota por X∗ al objeto semi-simplicial en
C. El siguiente diagrama ilustra al objeto semi-simplicial X∗.

X0 X1 · · · Xn−1 Xn · · ·
a11

a10 ani

La identidad (7) se conoce como identidad semi-simplicial.

Definición 16. Sean X∗ = {{Xn}∞n=0, {{ani : Xn → Xn−1}∞n=1}ni=0}, Y∗ = {{Yn}∞n=0, {{bni :
Xn → Xn−1}∞n=1}ni=0} objetos semi-simpliciales en C. Se dice que {ϕn : Xn → Yn}n∈N
es un morfismo de objetos semi-simpliciales si

ϕn ◦ ani = bni ◦ ϕn+1

para toda 0 ≤ i ≤ n. El siguiente diagrama ilustra el morfismo de objetos semi-
simpliciales.

79
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· · · Xn−1 Xn Xn+1 · · ·

· · · Yn−1 Yn Yn+1 · · ·

ϕn ϕn+1

ani

ϕn+2

an+1
i

bni bn+1
i

Proposición 27. Sean X∗ = {{Xn}∞n=0, {{ani : Xn → Xn−1}∞n=1}ni=0}, Y∗ = {{Yn}∞n=0, {{bni :
Yn → Yn−1}∞n=1}ni=0}, Z∗ = {{Zn}∞n=0, {{cni : Zn → Zn−1}∞n=1}ni=0} objetos semi-
simpliciales en C y considere además ϕ : X∗ → Y∗, ψ : Y∗ → Z∗ morfismos de
objetos semi-simpliciales, para cada n ∈ N se define

(ψ ◦ ϕ)n := ψn ◦ ϕn.

Entonces
ψ ◦ ϕ : X∗ → Z∗

es un morfismo de objetos semi-simpliciales.

Demostración. Sea n ∈ N, entonces

(ψ ◦ ϕ)n ◦ ani =(ψn ◦ ϕn) ◦ ani
=ψn ◦ (ϕn ◦ ani )

=ψn ◦ (bni ◦ ϕn+1)

=(ψn ◦ bni ) ◦ ϕn+1

=(cni ◦ ψn+1) ◦ ϕn+1

=cni ◦ (ψn+1 ◦ ϕn+1)

=cni ◦ (ψ ◦ ϕ)n+1

para toda 0 ≤ i ≤ n. Por lo tanto

ψ ◦ ϕ : X∗ → Z∗

es un morfismo de objetos semi-simpliciales. �

Es evidente notar la cercanía entre los conceptos de objeto semi-simplicial y complejo
de cadenas positivo, lo que los diferencia es la cantidad de morfismos que existe de
un objeto de la familia a otro y claro, el contexto que los motiva.

Proposición 28. Sea C una categoría. La colección de objetos semi-simpliciales en
C y morfismos de objetos semi-simpliciales forman una categoría, la cual se denota
por SS(C).
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Demostración. Se denota por HomSS(X∗, Y∗) a la colección de morfismos de
objetos semi-simpliciales de X∗ en Y∗.

Se propone como regla de composición la definida en la proposición anterior, observe
que:

(λ ◦ (ψ ◦ ϕ))n =(λn ◦ (ψ ◦ ϕ)n)

=(λn ◦ (ψn ◦ ϕn))

=((λn ◦ ψn) ◦ ϕn)

=((λ ◦ ψ)n ◦ ϕn)

=((λ ◦ ψ) ◦ ϕ)n

para cada n ∈ N. Es así que
λ ◦ (ψ ◦ ϕ) = (λ ◦ ψ) ◦ ϕ

para cualesquiera ϕ : W∗ → X∗, ψ : X∗ → Y∗, λ : Y∗ → Z∗ morfismos de obje-
tos semi-simpliciales. Lo anterior prueba lo correspondiente a la asociatividad de la
composición.

Sea X∗ = {{Xn}∞n=0, {{ani : Xn → Xn−1}∞n=1}ni=0} un objeto semi-simplicial en C,
considere la familia de morfismos {1Xn : Xn → Xn}n∈N, se cumple lo siguiente:

1Xn−1 ◦ ani = ani = ani ◦ 1Xn

para cada 0 ≤ i ≤ n, por tal motivo 1X∗ ∈ HomSS(X∗, X∗).

Para finalizar, observe que

fn ◦ 1Xn = fn = 1Yn ◦ fn
para cada n ∈ N, es así que

f ◦ 1X∗ = f = 1Y∗ ◦ f
para cualquier morfismo f : X∗ → Y∗ de objetos semi-simpliciales.
Esto concluye que SS(C) es una categoría. �

A continuación se presenta el objeto semi-simplicial con mayor importancia en este
texto, este se obtiene a partir de una comónada.

Proposición 29. Sea T = (T, ε, δ) una comónada en C. Considere X un objeto en
C, entonces

{{T n(X)}∞n=1, {{εni : T n+1(X)→ T n(X)}∞n=1}ni=0}
es un objeto semi-simplicial en C, donde εni = T i(εTn−i(X)) para 0 ≤ i ≤ n.
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El objeto semi-simplicial antes descrito se denota por ∆(X).

T (X) T 2(X) · · · T n(X) T n+1(X) · · ·
ε11

ε10 εni

En este objeto semi-simplicial el término de grado n corresponde a T n+1(X).

Demostración. Se debe probar que se satisface la identidad semi-simplicial.

Sea n ≥ 1, 0 ≤ i < j ≤ n y X ∈ C.

Dado que j ≤ n entonces n + 1 − j ≥ 0, es así que se puede disponer del objeto
T n+1−j(X), evaluando a la counidad ε : T → 1C en el objeto antes descrito se obtiene
el siguiente morfismo en C

(8) εTn+1−j(X) : T (T n+1−j(X))→ T n+1−j(X)

Nuevamente, como 0 ≤ i < j entonces 0 ≤ j− i− 1, es así que se puede disponer del
siguiente funtor

T j−i−1 : C→ C

aplicando este al morfismo de (8) se obtiene el siguiente morfismo en C:

T j−i−1(εTn+1−j(X)) : T j−i−1(T n+2−j(X))→ T j−i−1(T n+1−j(X))

Como consecuencia de que ε : T → 1C es una transformación natural se tiene que el
siguiente diagrama conmuta:

T (T n−i+1(X)) T (T n−i(X))

T n−i+1(X) T n−i(X)

εTn−i+1(X)

T (T j−i−1(ε
Tn+1−j(X)

))

εTn−i(X)

T j−i−1(ε
Tn+1−j(X)

)

por consiguiente

(9) εTn−i(X) ◦ T j−i(εTn+1−j(X)) = T j−i−1(εTn+1−j(X)) ◦ εTn−i+1(X).

Como 0 ≤ i, se puede disponer del siguiente funtor

T i : C→ C

aplicando este al morfismo de (9) se obtiene lo siguiente
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(10) T i(εTn−i(X) ◦ T j−i(εTn+1−j(X))) = T i(T j−i−1(εTn+1−j(X)) ◦ εTn−i+1(X)).

Por una parte

T i(εTn−i(X) ◦ T j−i(εTn+1−j(X))) =T i(εTn−i(X)) ◦ T i(T j−i(εTn+1−j(X)))

=T i(εTn−i(X)) ◦ T j(εTn+1−j(X))

=εni ◦ εn+1
j .

Por otra parte

T i(T j−i−1(εTn+1−j(X)) ◦ εTn−i+1(X)) =T i(T j−i−1(εTn+1−j(X))) ◦ T i(εTn+1−i(X))

=T j−1(εTn−(j−1)) ◦ T i(εTn+1−i(X))

=εnj−1 ◦ εn+1
i .

En consecuencia de (10) y las igualdades anteriores, se concluye que

εni ◦ εn+1
j = εnj−1 ◦ εn+1

i .

Por lo tanto ∆(X) = {{T n(X)}∞n=1, {{εni : T n+1(X)→ T n(X)}∞n=1}ni=0} es un objeto
semi-simplicial en C.

�

La proposición anterior motiva el siguiente resultado, este afirma se puede elevar la
asignación a un funtor.

Proposición 30. Sean C una categoría y T = (T, ε, δ) una comónada en C, se
define la siguiente asignación

∆ : C→ SS(C)

Que a nivel de objetos, para X ∈ C, se define

∆(X) = {{T n(X)}∞n=1, {{εni : T n+1(X)→ T n(X)}∞n=1}ni=0}

y que a nivel de morfismos, para f : X → Y un morfismo en C, se define

∆(f)n = T n(f) : T n(X)→ T n(Y )

para cada n ≥ 1, entonces ∆ : C→ SS(C) es un funtor.
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Demostración. Se comienza estudiando la asignación en morfismos.

Sean f : X → Y un morfismo en C, n ≥ 1 y 0 ≤ i ≤ n.

Como i ≤ n, entonces n− i ≥ 0, por tal motivo se puede tener en cuenta el siguiente
morfismo en C

T n−i(f) : T n−i(X)→ T n−i(Y ),

como ε : T → 1C es una transformación natural se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

T (T n−i(X)) T (T n−i(Y ))

T n−i(X) T n−i(Y )

εTn−i(X)

T (Tn−i(f))

εTn−i(Y )

Tn−i(f)

Por consiguiente

(11) εTn−i(Y ) ◦ T n+1−i(f) = T n−i(f) ◦ εTn−i(X).

Al aplicar el funtor
T i : C→ C

a la ecuación (11) se tiene que

(12) T i(εTn−i(Y ) ◦ T n+1−i(f)) = T i(T n−i(f) ◦ εTn−i(X)).

Por una parte

T i(εTn−i(Y ) ◦ T n+1−i(f)) =T i(εTn−i(Y )) ◦ T i(T n+1−i(f))

=T i(εTn−i(Y )) ◦ T n+1(f).

Por otra parte

T i(T n−i(f) ◦ εTn−i(X)) =T i(T n−i(f)) ◦ T i(εTn−i(X))

=T n(f) ◦ T i(εTn−i(X)).

Se deduce de (12) y de las igualdades anteriores, que el siguiente diagrama conmuta:
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T n(X) T n+1(X)

T n(Y ) T n+1(Y )

Tn(f) Tn+1(f)

εni (X)

εni (Y )

Por lo tanto ∆(f) : ∆(X)→ ∆(Y ) es un morfismo en SS(C).

Sean f : X → Y , g : Y → Z morfismos en C. Observe que

T n(g ◦ f) = T n(g) ◦ T n(f)

para cada n ≥ 1, es así que

∆(g ◦ f) = ∆(g) ◦∆(f).

Note además que como
T n(1X) = 1Tn(X)

para toda n ≥ 1, entonces
∆(1X) = 1∆(X)

para todo X ∈ C. Lo anterior demuestra que ∆ : C→ SS(C) es un funtor. �

Observación 3. En la demostración de la proposición 29 y 30 es importante notar
que tanto la identidad semi-simplicial como que el funtor ∆ : C→ SS(C) esté bien
definido en morfismos, se debe completamente a la naturalidad de la counidad de la
comónada.

2. De objetos semi-simpliciales a complejos de cocadenas

En la presente sección se plantea una manera de asignar a un objeto semi-simplicial
un complejo de cocadenas positivo de forma funtorial.

A partir de ahora se hará un abuso de notación. De acuerdo a la proposición 15,
para G un objeto de grupo abeliano C existe un único funtor F : Cop → Ab tal que
HomC(_, G) = U ◦ F . Entonces identificamos a F : Cop → Ab con HomC(_, G) :
Cop → Ab. Es decir, de manera formal nos referimos a F cuando se mencione a
HomC(_, G).

Proposición 31. Sean C una categoría con productos finitos, G un objeto de grupo
abeliano en C y considere X∗ = {{Xn}∞n=0, {{ani : Xn → Xn−1}∞n=1}ni=0} un objeto
semi-simplicial en C. Se define

∂n :=
n∑
i=0

(−1)iHomC(ani , G) : HomC(Xn−1, G)→ HomC(Xn, G)
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para cada n ≥ 1, entonces

Λ(X∗, G) = {{HomC(Xn, G)}∞n=0, {∂n}∞n=1}

es un complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo.

Demostración. ComoHomC(_, G) : Cop → Ab es un funtor, entoncesHomC(Xn, G)
es un grupo abeliano para cada n ∈ N.

Resta probar que la composición consecutiva de diferenciales se anula. Sea n ≥ 1,

(∂n+1 ◦ ∂n)(f) =∂n+1(
n∑
i=0

(−1)iHomC(ani , G)(f))

=
n+1∑
j=0

(−1)jHomC(an+1
j , G)(

n∑
i=0

(−1)i(f ◦ ani ))

=
n+1∑
j=0

(
n∑
i=0

(−1)j+i(f ◦ ani ) ◦ an+1
j )

=
n∑
i=0

(
n+1∑
j=0

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j ))

=
n∑
i=0

(
i∑

j=0

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j )) +

n∑
i=0

(
n+1∑
j=i+1

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j ))

=
n∑
i=0

(
i∑

j=0

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j )) +

n∑
i=0

(
n+1∑
j=i+1

(−1)i+jf ◦ (anj−1 ◦ an+1
i ))

=
n∑
i=0

(
i∑

j=0

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j )) +

n+1∑
j=1

(

j−1∑
i=0

(−1)i+jf ◦ (anj−1 ◦ an+1
i ))

=
n∑
i=0

(
i∑

j=0

(−1)i+jf ◦ (ani ◦ an+1
j )) +

n∑
i=0

(
i∑

j=0

(−1)i+j+1f ◦ (ani ◦ an+1
j ))

=0

para todo f ∈ HomC(Xn−1, G). Por lo tanto Λ(X∗, G) es un complejo de cocadenas
de grupos abelianos positivo. �

El siguiente diagrama ilustra al complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo
Λ(X∗, G).
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0 HomC(X0, G) HomC(X1, G) HomC(X2, G) · · ·

· · · HomC(Xn, G) HomC(Xn+1, G) HomC(Xn+2, G) · · ·

∂1 ∂2

∂n+1 ∂n+2

De la misma forma en la que se pudo elevar la asignación de objetos semi-simpliciales
a un funtor, se puede hacer lo correspondiente con los complejos de cocadenas de la
manera antes expuesta.

Proposición 32. Sean C una categoría con productos finitos y G un objeto de grupo
abeliano en C. Se definen las siguientes asignaciones

Λ(_, G) : SS(C)op → cC+
Z−Mod

a nivel de objetos, para X∗ ∈ SS(C), se define

Λ(X∗, G) = {{HomC(Xn, G)}∞n=0, {∂n}∞n=1}

y a nivel de morfismos, para ϕ : X∗ → Y∗ un morfismo en SS(C), se define

Λ(ϕ,G)n = HomC(ϕn, G) : HomC(Yn, G)→ HomC(Xn, G)

para cada n ∈ N, entonces Λ(_, G) : SS(C)op → cC+
Z−Mod es un funtor contrava-

riante.

Demostración. Se comienza estudiando la asignación en morfismos. Sea ϕ :
X∗ → Y∗ un morfismo en SS(C), se busca probar que el siguiente diagrama conmuta:

· · · HomC(Yn−1, G) HomC(Yn, G) · · ·

· · · HomC(Xn−1, G) HomC(Xn, G) · · ·

∂′n

HomC(ϕn−1,G) HomC(ϕn,G)

∂n

Se cumple lo siguiente:
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(∂n ◦HomC(ϕn−1, G))(f) =∂n(f ◦ ϕn−1)

=
n∑
i=0

(−1)iHomC(ani , G)(f ◦ ϕn−1)

=
n∑
i=0

(−1)i((f ◦ ϕn−1) ◦ ani )

=
n∑
i=0

(−1)i(f ◦ (ϕn−1 ◦ ani ))

=
n∑
i=0

(−1)i(f ◦ (bni ◦ ϕn))

=
n∑
i=0

(−1)i(f ◦ bni ) ◦ ϕn

=
n∑
i=0

(−1)iHomC(bni , G)(f) ◦ ϕn

=∂′n(f) ◦ ϕn
=HomC(ϕn, G)(∂′n(f))

=(HomC(ϕn, G) ◦ ∂′n)(f)

para todo f ∈ HomC(Yn−1, G). Por lo tanto Λ(ϕ,G) : Λ(Y∗, G) → Λ(X∗, G) es un
morfismo en cC+

Z−Mod.

Respecto a la composición: Sean ϕ : X∗ → Y∗, ψ : Y∗ → Z∗ morfismos en SS(C),
como

HomC((ψ ◦ ϕ)n, G) =HomC(ψn ◦ ϕn, G)

=HomC(ϕn, G) ◦HomC(ψn, G)

para cada n ∈ N, entonces

Λ(ψ ◦ ϕ,G) = Λ(ϕ,G) ◦ Λ(ψ,G)

Para finalizar, seaX∗ un objeto semisimplicial enC y considere el morfismo identidad
de objetos semi-simpliciales 1X∗ : X∗ → X∗, como

HomC(1Xn , G) = 1HomC(Xn,G)
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para cada n ∈ N, entonces
Λ(1X∗ , G) = 1Λ(X∗,G)

En consecuencia Λ(_, G) : SS(C)op → cC+
Z−Mod es un funtor contravariante. �

Para G un objeto de grupo abeliano y X∗ un objeto semi-simplicial, llegado a este
punto es válido cuestionarse por

Hn(Λ(X∗, G)).

Cuando el objeto semi-simplicial es el inducido por una comónada, surge la definición
principal de este texto.

3. Grupos de cohomología inducidos por una comónada

En secciones anteriores se estudió una forma de asignar a un objeto un objeto semi-
simplicial de forma funtorial y una manera de asignar a un objeto semi-simplicial
un complejo de cocadenas positivo de forma funtorial, cuando tales funtores se com-
ponen y se aplica el funtor Hn : cC → Ab se obtiene una familia de funtores de
cohomología.

Corolario 2. Sean C una categoría con productos finitos, T = (T, ε, δ) una comó-
nada en C y G un objeto de grupo abeliano en C. Considere X un objeto en C y
∆(X) el objeto semi-simplicial inducido por la comónada T, entonces

Λ(∆(X), G)

es un complejo de cocadenas positivo.

Demostración. Como ∆(X) es un objeto semi-simplicial en C, al aplicar el
funtor

Λ(_, G) : SS(C)op → cC+
Z−Mod

se obtiene el resultado. �

El siguiente diagrama ilustra el complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo
Λ(∆(X), G).

0 HomC(T (X), G) HomC(T
2(X), G) HomC(T

3(X), G) · · ·

· · · HomC(T
n(X), G) HomC(T

n+1(X), G) HomC(T
n+2(X), G) · · ·

∂1 ∂2

∂n ∂n+1

La razón de precisar el complejo de cocadenas de grupos abelianos antes descrito es
que este ilustra la siguiente definición, la cual explica el título de este texto.
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Definición 17. Sean C una categoría con productos finitos, T = (T, ε, δ) una co-
mónada en C y G un objeto de grupo abeliano en C. Considere X un objeto en
C.

Se define el n−ésimo grupo de cohomología de X con coeficientes en G inducido para
la comónada T como

Hn(X,G)T := Hn(Λ(∆(X), G))



Capítulo 5

Grupos de cohomología inducidos por una comónada en
R−Mod

El presente capítulo tiene la intención de ejemplificar la cohomología comonádica, es
así que de manera puntual se realizan todos los cálculos pertinentes para disponer
de los funtores de cohomología inducidos por una comónada, en esta ocasión la
comónada a estudiar surge de la que llamamos adjunción libre en R−Mod. El fin
último de este capítulo es demostrar que los grupos Ext son un caso particular de la
cohomología comonádica, es por tanto que se prueba el siguiente resultado:

Para M,N un par de R−módulos se cumple que

Hn(M,N)TF,U = ExtnR(M,N)

para cada n ∈ N.

Esto es consecuencia directa de que el objeto semi-simplicial inducido por la comó-
nada resulta ser una resolución proyectiva.

1. La adjunción libre

El nombre de esta sección se debe completamente al siguiente funtor.

Proposición 33. Sea R un anillo conmutativo con 1. Se definen las siguientes
asignaciones

F : Set→ R−Mod

a nivel de objetos, para X ∈ Set, se define

F (X) = R(X) = {f : X −→ R | f(x) 6= 0 para una cantidad finita de elementos de X}

y a nivel de morfismos, para α : X → Y un morfismo en Set, se define

F (α)(f) = F (α)
(∑
x∈X

f(x) · δx
)

=
∑
x∈X

f(x) · δα(x)

para todo f ∈ R(X). Entonces F : Set→ R−Mod es un funtor.
91
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Demostración. Sea α : X → Y un morfismo en Set, se comienza probando
que F (α) : R(X) → R(Y ) es un morfismo en R−Mod.

F (α)(r · f + g) =F (α)
(
r ·
∑
x∈X

f(x) · δx +
∑
x∈X

g(x) · δx
)

=F (α)
(∑
x∈X

(r · f(x) + g(x)) · δx
)

=
∑
x∈X

(r · f(x) + g(x)) · δα(x)

=
∑
x∈X

r · f(x) · δα(x) +
∑
x∈X

g(x) · δα(x)

=r ·
∑
x∈X

f(x) · δα(x) +
∑
x∈X

g(x) · δα(x)

=r · F (α)(f) + F (α)(g)

para todo r ∈ R, f, g ∈ R(X). Es así que F (α) : R(X) → R(Y ) es un morfismo en
R−Mod.

Con respecto la composición se cumple lo siguiente. Sean α : X → Y , β : Y → Z
morfismos en Set, entonces

F (β ◦ α)(f) =F (β ◦ α)
(∑
x∈X

f(x) · δx
)

=
∑
x∈X

f(x) · δ(β◦α)(x)

=
∑
x∈X

f(x) · δβ(α(x))

=F (β)
(∑
x∈X

f(x) · δα(x)

)
=F (β)

(
F (α)

(∑
x∈X

f(x) · δx
))

=(F (β) ◦ F (α))(f)

para todo f ∈ R(X). Es por tanto que F (β ◦ α) = F (β) ◦ F (α).

Para finalizar. Considere X ∈ Set, se cumple lo siguiente:
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F (1X)(f) =F (1X)
(∑
x∈X

f(x) · δx
)

=
∑
x∈X

f(x) · δ1X(x)

=
∑
x∈X

f(x) · δx

=f

=1R(X)(f)

=1F (X)(f)

para todo f ∈ R(X), es así que F (1X) = 1F (X).

En conclusión F : Set→ R−Mod es un funtor. �

Una vez precisado el funtor libre en R−Mod se expone la situación de adjunción a
desarrollar.

Proposición 34. Sea R un anillo conmutativo con 1. Los funtores

Set R−Mod
F

U

son adjuntos, con F el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

Demostración. Se busca probar que los funtores son adjuntos por medio de
las identidades triangulares.

Sea X ∈ Set, para la unidad η : 1Set → U ◦ F se busca definir

ηX : X → U(R(X))

un morfismo en Set, la cual tiene por regla de correspondencia

ηX(x) = δx

para todo x ∈ X. Se prueba que tal asignación es natural.

Sea α : X → Y un morfismo en Set, entonces

(U(F (α)) ◦ ηX)(x) =F (α)(δx)

=δα(x)

=ηY (α(x))

=(ηY ◦ α)(x)

para todo x ∈ X. Es así que el siguiente diagrama conmuta:
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X Y

U(R(X)) U(R(Y ))

α

ηX ηY

U(F (α))

De lo anterior se concluye que η : 1Set → U ◦ F es una transformación natural.

Sea M ∈ R−Mod. Para la counidad ε : F ◦ U → 1R−Mod se busca definir

εM : R(U(M)) →M

tal que sea un morfismo en R −Mod, es así que se propone la siguiente regla de
correspondencia

εM(f) = εM
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=
∑
m∈M

f(m) ·m

para todo f ∈ R(U(M)). Por una parte

εM(r · f + g) =εM
(
r ·
∑
m∈M

f(m) · δm +
∑
m∈M

g(m) · δm
)

=εM
( ∑
m∈M

(r · f(m) + g(m)) · δm
)

=
∑
m∈M

(r · f(m) + g(m)) ·m

=
∑
m∈M

r · f(m) ·m+
∑
m∈M

g(m) ·m

=r ·
∑
m∈M

f(m) ·m+
∑
m∈M

g(m) ·m

=r · εM(f) + εM(g)

para todo r ∈ R, f, g ∈ R(U(M)). Lo anterior prueba que εM : R(U(M)) → M es un
morfismo en R−Mod. Falta probar la naturalidad de tal asignación.
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Sea α : M → N un morfismo en R−Mod. Se cumple lo siguiente:

(εN ◦ F (U(α)))
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=εN
( ∑
m∈M

f(m) · δU(α(m))

)
=
∑
m∈M

f(m) · α(m)

=α
( ∑
m∈M

f(m) ·m
)

=(α ◦ εM)
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

para todo f ∈ R(U(M)). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

R(U(M)) R(U(N))

M N

εM

F (U(α))

εN

α

De lo anterior se concluye que ε : F ◦ U → 1R−Mod es una transformación natural.

Para finalizar. Resta verificar que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea X ∈ Set, entonces

(εF (X) ◦ F (ηX))(f) =(εF (X) ◦ F (ηX))
(∑
x∈X

f(x) · δx
)

=εF (X)

(∑
x∈X

f(x) · δηX(x)

)
=εF (X)

(∑
x∈X

f(x) · δδx
)

=
∑
x∈X

f(x) · δx

=f

=1R(X)(f)

=1F (X)(f)

para todo f ∈ R(X). Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:
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F F ◦ U ◦ F

F

F◦η

1F
ε◦F

Sea M ∈ R−Mod, entonces

(U(εM) ◦ ηU(M))(m) =U(εM)(δm)

=m

=1U(M)(m)

para todo m ∈M . Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

U U ◦ F ◦ U

U
1U

η◦U

U◦ε

El par de argumentos anteriores permiten concluir que (F,U) : Set→ R−Mod son
funtores adjuntos. �

2. Una comónada en R−Mod

Por lo expuesto en el capítulo 1, es bien sabido que el par de funtores adjuntos

(F,U) : Set→ R−Mod

inducen una comónada en R−Mod, a saber

TF,U = (F ◦ U, ε, F ◦ η ◦ U).

A continuación se realizan los cálculos de las componentes de manera puntual.

1. Para el funtor T = F ◦U : R−Mod→ R−Mod, a nivel de objetos se tiene

T (M) = F (U(M)) = R(U(M))

para todo M ∈ R−Mod, y a nivel de morfismos se tiene que

T (α)
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=F (U(α))
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=
∑
m∈M

f(m) · δU(α)(m)

=
∑
m∈M

f(m) · δα(m)

para todo morfismo α : M → N en R−Mod.
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2. La counidad de la comónada coincide con la counidad de la adjunción, en-
tonces para cada M ∈ R−Mod se tiene que

εM : R(U(M)) →M

y así

εM(f) =εM
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=
∑
m∈M

f(m) ·m

para todo f ∈ R(U(M)).
3. El coproducto de la comónada µ : T → T ◦ T resulta de la siguiente compo-

sición:

µ = F ◦ η ◦ U.

Entonces para cada M ∈ R−Mod se tiene que

µM = F (ηU(M)) : R(U(M)) → R(U(R(U(M))))

y así

µM(f) =µM
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=F (ηU(M))
( ∑
m∈M

f(m) · δm
)

=
∑
m∈M

f(m) · δηU(M)(m)

=
∑
m∈M

f(m) · δδm

para todo f ∈ R(U(M)).

Observación 4. A lo largo de este trabajo el coproducto de la comónada
se denota por δ, en esta ocasión para no causar confusión con los elementos
de la base de R(M), se denota por µ al coproducto.
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3. Un objeto semi-simplicial de interés

Una vez calculada la comónada TF,U es posible seguir con la construcción que se
busca ejemplificar, en esta etapa se analiza el objeto semi-simplicial inducido por la
comónada TF,U .

Sea M ∈ R−Mod. Considere el funtor ∆ : R−Mod→ SS(R−Mod), entonces

∆(M) = {{T n(M)}∞n=1, {{εni : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1}ni=0}

es un objeto semi-simplicial en R−Mod. A continuación se describen las colecciones
que componen al objeto semi-simplicial ∆(M).

Sea n ≥ 1, observe que

T n(M) = (F ◦ U)n(M) = R(U(Tn−1(M))) = R(Tn−1(M)).

Un elemento en T n(M) es una función f : T n−1(M)→ R tal que f(g) 6= 0 para una
cantidad finita de elementos g ∈ T n−1(M).

En lo que respecta a los morfismos cara se cumple lo siguiente:

1. Si i = 0. Dado que εn0 = T 0(εTn−0(M)) : T n+1(M)→ T n(M), entonces

εn0 (f) =εn0
( ∑
g∈Tn(M)

f(g) · δg
)

=T 0(εTn−0(M))
( ∑
g∈Tn(M)

f(g) · δg
)

=εTn(M)(
∑

g∈Tn(M)

f(g) · δg)

=
∑

g∈Tn(M)

f(g) · g

para todo f ∈ T n+1(M).
2. Si 0 < i ≤ n. Dado que εni = T i(εTn−i(M)) : T n+1(M)→ T n(M), entonces
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εni (f) =εni
( ∑
g∈Tn(M)

f(g) · δg
)

=T i(εTn−i(M))
( ∑
g∈Tn(M)

f(g) · δg
)

=T (T i−1(εTn−i(M)))
( ∑
g∈Tn(M)

f(g) · δg
)

=
∑

g∈Tn(M)

f(g) · δT i−1(εTn−i(M))(g)

para todo f ∈ T n+1(M).

Una vez examinados los morfismos cara se obtiene el siguiente resultado, el cual de
cierta manera es inesperado.

Proposición 35. Sea M ∈ R−Mod y considere el objeto semi-simplicial

∆(M) = {{T n(M)}∞n=1, {{εni : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1}ni=0}.

Se define

dn :=
n∑
i=0

(−1)iεni : T n+1(M)→ T n(M)

Entonces

P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1

es una sucesión exacta.

Demostración. Sea n ≥ 1.
Se comienza probando que Im(dn) ⊆ Nuc(dn−1).
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dn−1 ◦ dn =dn−1

( n∑
j=0

(−1)jεnj
)

=
n−1∑
i=0

(−1)iεn−1
i

( n∑
j=0

(−1)jεnj
)

=
n−1∑
i=0

( n∑
j=0

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
=

n−1∑
i=0

( i∑
j=0

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
+

n−1∑
i=0

( n∑
j=i+1

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
=

n−1∑
i=0

( i∑
j=0

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
+

n−1∑
i=0

( n∑
j=i+1

(−1)i+jεn−1
j−1 ◦ εni

)
=

n−1∑
i=0

( i∑
j=0

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
+

n∑
j=1

( j−1∑
i=0

(−1)i+jεn−1
j−1 ◦ εni

)
=

n−1∑
i=0

( i∑
j=0

(−1)i+jεn−1
i ◦ εnj

)
+

n−1∑
i=0

( i∑
j=0

(−1)i+j+1εn−1
i ◦ εnj

)
=0,

lo anterior prueba la primer contención antes mencionada. Antes de probar la con-
tención restante se realiza una observación.

Observación. Por definición se tiene que

dn :=
n∑
i=0

(−1)iεni : T n+1(M)→ T n(M).

Desarrollando los primeros términos se puede notar que

d1 =εT (M) − T (εM)

d2 =εT 2(M) − T (εT (M)) + T 2(εM)

d3 =εT 3(M) − T (εT 2(M)) + T 2(εT (M))− T 3(εM)

...

Se pueden reescribir los términos anteriores de la siguiente forma



3. UN OBJETO SEMI-SIMPLICIAL DE INTERÉS 101

d1 =εT (M) − T (εM)

d2 =εT 2(M) − T (d1)

d3 =εT 3(M) − T (d2)

...

En general se cumple que

(13) dn = εTn(M) − T (dn−1).

La demotración de este hecho se presenta al concluir el resultado.

Una vez hecha la observación es posible continuar con la demostración. Resta probar
que Nuc(dn−1) ⊆ Im(dn).

Sea g ∈ Nuc(dn−1), es decir g ∈ T n(M) es tal que

dn−1(g) = dn−1(
∑

h∈Tn−1(M)

g(h) · δh) = 0.

Se busca f ∈ T n+1(M) tal que

dn(f) = g.

Caso 1. Si g 6= 0.
Se propone f : T n(M)→ R la cual se define como:

f(s) =


1 si s = g

−1 si s = 0

0 en otro caso

en general f es de la forma

f =
∑

s∈Tn(M)

f(s) · δs.

Con la observación anterior en mente se cumple lo siguiente:
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dn(f) =(εTn(M) − T (dn−1))(f)

=εTn(M)(f)− T (dn−1)(f)

=εTn(M)

( ∑
s∈Tn(M)

f(s) · δs
)
− T (dn−1)

( ∑
s∈Tn(M)

f(s) · δs
)

=
∑

s∈Tn(M)

f(s) · s−
∑

s∈Tn(M)

f(s) · δdn−1(s)

=
(
f(0) · 0 + f(g) · g

)
−
(
f(0) · δdn−1(0) + f(g) · δdn−1(g)

)
=
(
f(0) · 0 + f(g) · g

)
−
(
f(0) · δ0 + f(g) · δ0

)
=
(
1 · g

)
−
(
− 1 · δ0 + 1 · δ0

)
=g

Caso 2. Si g = 0.
Se cumple que f = 0 ∈ T n+1(M) satisface

dn(f) = dn(0) = 0 = g

En cualquier caso se puede concluir que

Nuc(dn−1) ⊆ Im(dn)

por lo tanto
P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1

es una sucesión exacta. �

Observación 5. Vale la pena realizar un par de comentarios con respecto a la
prueba de la proposición anterior. Es importante resaltar que cuando se estudia la
primer contención, es evidente que la única herramienta aplicada es la identidad
semi-simplicial, por lo que la primer contención se puede pensar valida para objetos
semi-simpliciales en cualquier categoría, salvo por un problema. Note que se trabajo
en R−Mod, en tal categoría existe la noción de sumar morfismos.

Lema 4. Sea M ∈ R−Mod y considere las hipótesis de la proposición anterior. Se
cumple que

dn = εTn(M) − T (dn−1)

para cada n ≥ 1, donde d0 = εM .

Demostración. Se procede por inducción.
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Caso base. n = 1. Es claro que

d1 =
1∑
i=0

(−1)iε1
i

=
1∑
i=0

(−1)iT i(εT 1−i(M))

=εT (M) − T (εM)

=εT (M) − T (d0)

Hipótesis de inducción. Suponga cierto el resultado para n ≥ 1. Es decir,

dn = εTn(M) − T (dn−1)

se satisface.

Paso inductivo. Se cumple lo siguiente:

εTn+1(M) − T (dn) =εTn+1(M) − T (εTn(M) − T (dn−1))

=εTn+1(M) − T (εTn(M)) + T 2
( n−1∑
i=0

(−1)iT i(εTn−1−i(M))
)

=εTn+1(M) − T (εTn(M)) +
n−1∑
i=0

(−1)iT i+2(εTn−1−i(M))

=εTn+1(M) − T (εTn(M)) +
n+1∑
j=2

(−1)j−2T j(εTn+1−j(M))

=
n+1∑
k=0

(−1)kT k(εTn+1−k(M))

=
n+1∑
k=0

(−1)kεn+1
k

=dn+1

Lo cual concluye el resultado. �

Corolario 3. Sea M ∈ R−Mod y considere la sucesión exacta

P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1
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Entonces P εM−→M es una resolución proyectiva de M . El siguiente diagrama ilustra
tal resolución proyectiva de M .

0 M R(M) R(R(M)) · · · R(Tn−1(M)) · · ·εM d1 d2 dn−1 dn

Demostración. Por la proposición 22 del capítulo 3, se sabe que εM : R(M) →
M es un epimorfismo, lo cual implica que

Im(εM) = M = Nuc(0).

Por lo tanto la siguiente sucesión es exacta:

0 M R(M)0 εM

Por otra parte, sea n ≥ 1. Observe que T n−1(M) es una base para el módulo T n(M),
es así que T n(M) es un módulo libre y por lo tanto proyectivo. Los argumentos antes
expuestos permiten concluir que

P εM−→M

es una resolución proyectiva de M .
�

4. Objetos de grupo abeliano

Antes de concluir con los grupos de cohomología inducidos por la comónada libre, es
necesario identificar a los objetos de grupo abeliano en R−Mod.

Proposición 36. Todos los objetos en R−Mod son objetos de grupo abeliano.

Demostración. Por una parte es claro que todo objeto de grupo abeliano N
en R−Mod es un R−módulo.

Para lo correspondiente a la afirmación reciproca se tiene lo siguiente. Sean N,X ∈
R−Mod. Es bien sabido HomR(X,N) no es un R−módulo en general, pero si un
grupo abeliano. Se denota por

mX : HomR(X,N)×HomR(X,N)→ HomR(X,N)

a la operación binaria que le da estructura de grupo abeliano. Considere el funtor

F : R−Modop → Ab

que a nivel de objetos cumple

F (X) = (HomR(X,N),mX)

Además este satisface hacer conmutar el siguiente diagrama:
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R−Modop Set

Ab

HomR(_,N)

F U

Resta probar que F : R −Modop → Ab es único. Suponga que existe H : R −
Modop → Ab tal que el siguiente diagrama conmuta:

R−Modop Set

Ab

HomR(_,N)

H U

De lo anterior se cumple que

HomR(X,N) =U(F (X))

=U(HomR(X,N),mX))

=U(H(X))

para cada X ∈ R −Mod. Lo anterior implica que H(X) = (HomR(X,N), nX),
donde nX denota a una operación binaria.

Es decir, lo único diferente que puede hacer el funtor H : R−Modop → Ab, es dar
estructura de grupo abeliano al conjunto HomR(X,N) con una operación diferente,
a saber

nX : HomR(X,N)×HomR(X,N)→ HomR(X,N)

Si se prueba quemX = nX para cadaX ∈ R−Mod habrá concluido la demostración,
pues en ese caso F = H.

Como (HomR(X,N),mX) es un grupo abeliano, se deduce que HomR(X,N) es un
objeto de grupo en Grp y por lo tanto

mX : HomR(X,N)×HomR(X,N)→ HomR(X,N)

es un morfismo en Grp, de tal manera que se cumple lo siguiente:

mX(nX(f1, f2), nX(g1, g2)) =mX((f1, g1)⊕ (f2, g2))

=nX(mX(f1, g1),mX(f2, g2))

para todo f1, f2, g1, g2 ∈ HomR(X,N). Donde ⊕ denota la operación del grupo
HomR(X,N)×HomR(X,N) inducida por nX .
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Como consecuencia del lema de Eckmann-Hilton se deduce que mX = nX para cada
X ∈ C y por lo tanto H = F , pues la asignación en morfismos es la misma.

Haciendo referencia al resultado 15 del capítulo 2, se concluye que N es un objeto
de grupo abeliano en R−Mod. �

5. Grupos de cohomología inducidos por una comónada en R−Mod

Desde la sección 3 del presente capítulo se puede inferir que los grupos de cohomología
inducidos por la comónada libre TF,U coinciden con los grupos de extension, pero
formalmente faltaba identificar a los objetos de grupo abeliano en R −Mod. Una
vez realizado esto último bajo todo rigor se puede enunciar el siguiente resultado.

Proposición 37. Sea TF,U la comónada inducida por la adjunción libre en R−Mod,
considere además M,N un par de R−módulos, entonces

Hn(M,N)TF,U = ExtnR(M,N)

para toda n ∈ N.

Demostración. SeanM,N un par de R−módulos, por la proposición 3 se sabe
que

P εM−→M

es una resolución proyectiva deM , donde P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1.

Por definición se tiene que
ExtnR(M,N) = Hn(HomR(P•, N))

Por otra parte, como N es un R−módulo, por lo estudiado en la sección anterior se
sabe que N es un objeto de grupo abeliano en R−Mod, por consiguiente:

Hn(M,N)TF,U =Hn(Λ(∆(M), N))

=Hn(HomR(P•, N))

=ExtnR(M,N)

para toda n ∈ N. �



Capítulo 6

Grupos de cohomología inducidos por una comónada en
π − Set

Buscando ilustrar una vez mas a la cohomología comonádica el presente capítulo
encuentra justificación. En esta ocasión la comónada a estudiar radica en la categoría
π − Set.

El objetivo principal de este capítulo es demostrar que la cohomología de grupos
expuesta en [6] por S.Eilenberg es un caso particular de la cohomología comonádica.

Es por tanto que se demuestra lo siguiente:

Hn(1,M)TF,U
∼= Hn(π,M)

para toda n ∈ N. Donde π es un grupo, M un π−módulo y 1 el objeto terminal de
π − Set.

1. π−conjuntos

Definición 18. Sean (π, ∗, e) un grupo y X un conjunto. Una acción izquierda de
π sobre X, es una función

ϕ : π ×X → X

tal que se cumple lo siguiente:
1. e · x = x para todo x ∈ X.
2. (a ∗ b) · x = a · (b · x) para todo a, b ∈ π, x ∈ X.

donde a · x denota a la imagen de la pareja (a, x) ∈ π ×X bajo la función ϕ.

Definición 19. Sean (π, ∗) un grupo y X un conjunto. Se dice que X es un π −
conjunto si existe una acción izquierda de π sobre X.

Definición 20. Sean (π, ∗) un grupo y X, Y un par de π−conjuntos. Se dice que
f : X → Y es una función π − equivariante si:

f(a · x) = a · f(x)

para todo a ∈ π, x ∈ X.

El par de definiciones anteriores motivan la siguiente proposición.
107
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Proposición 38. Sea π un grupo. La colección de π − conjuntos y funciones π −
equivariantes forman una categoría, la cual se denota por π − Set.

Demostración. SeanX, Y un par de π−conjuntos, se denota porHomπ(X, Y )
a la colección de funciones π − equivariantes de X en Y .

En lo que respecta a la composición se tiene lo siguiente. Sean f : X → Y , g : Y → Z
funciones π − equivariantes, considere la composición usual de funciones, entonces

(g ◦ f)(a · x) =g(a · f(x))

=a · g(f)(x)

=a · (g ◦ f)(x)

para todo a ∈ π, x ∈ X. Es así que g ◦ f es una función π − equivariante. En
conclusión

◦ : Homπ(Y, Z)×Homπ(X, Y )→ Homπ(X,Z)

es una función. En cuanto al axioma correspondiente a la asociatividad de la com-
posición este se satisface pues se trabaja con la composición usual de funciones.

Para finalizar. SeaX un π−conjunto. Considere la función identidad 1X ∈ HomSet(X,X).
Observe que

1X(a · x) = a · x = a · 1X(x)

para todo a ∈ π, x ∈ X. En consecuencia 1X ∈ Homπ(X,X). Los correspondientes
axiomas de las identidades se satisfacen ya que se trabaja con la composición usual
de funciones.

Esto concluye que π − Set es una categoría. �

La siguiente proposición plantea una forma de asignar a cualquier conjunto X un
π−conjunto de manera canónica. Cabe mencionar que no es la única forma, pues
cualquier conjunto se puede ver como un π−conjunto bajo la acción trivial.

Proposición 39. Sean (π, ∗) un grupo y X un conjunto, entonces π × X es un
π − conjunto.

Demostración. Se define ϕ : π × (π ×X)→ π ×X como

a · (b, x) = (a ∗ b, x)

para todo a, b ∈ π, x ∈ X. Se debe probar que tal asignación es una acción izquierda
de π sobre X. Por una parte

e · (a, x) = (e ∗ a, x) = (a, x)
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para todo (a, x) ∈ π ×X. Por otra parte

(a ∗ b) · (c, x) =((a ∗ b) ∗ c, x)

=(a ∗ (b ∗ c), x)

=a · (b ∗ c, x)

=a · (b · (c, x))

para todo a, b, c ∈ π, x ∈ X. Lo anterior permite concluir que π × X es un π −
conjunto. �

Una vez expuestos los prerequisitos necesarios para trabajar con π−conjuntos, el
primer paso a desarrollar es plantear una situación de adjunción.

2. Un adjunción del tipo libre

Una adjunción del tipo libre es aquella donde el funtor adjunto derecho es el fun-
tor que olvida, mientras que el adjunto izquierdo se conoce como funtor libre, a
continuación se precisa tal funtor.

Proposición 40. Sea π un grupo. Se definen la asignación

F : Set→ π − Set

que a nivel de objetos, para X ∈ Set, se define

F (X) = π ×X

y a nivel de morfismos, para f : X → Y un morfismo en Set, se define

F (f) = 1π × f : π ×X → π × Y.

Entonces F : Set→ π − Set es un funtor.

Demostración. Se comienza estudiando la asignación en morfismos. Sea f :
X → Y un morfismo en Set, entonces

F (f)(a · (b, x)) =(1π × f)(a ∗ b, x)

=(a ∗ b, f(x))

=a · (b, f(x))

=a · (1π × f)(b, x)

=a · F (f)(b, x)

para todo a, b ∈ π, x ∈ X. En consecuencia F (f) : π ×X → π × Y es una función
π − equivariante y por tanto un morfismo en π − Set.
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En lo que respecta a la composición se tiene lo siguiente. Sean f : X → Y , g : Y → Z
morfismos en Set. Por una parte se sabe que

1π × (g ◦ f) = (1π × g) ◦ (1π × f),

entonces
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Por otra parte se sabe que
1π × 1X = 1π×X ,

entonces
F (1X) = 1F (X)

para todo X ∈ Set. Los argumentos anteriores permiten concluir que F : Set →
π − Set es un funtor. �

Proposición 41. Sea (π, ∗) un grupo. Los funtores

Set π − Set
F

U

son adjuntos, con F el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

Demostración. La estrategia para demostrar la proposición es la usual, se bus-
ca proponer la unidad, la counidad y verificar que se satisfacen las identidades trian-
gulares.

Sea X ∈ Set, para la unidad η : 1Set → U ◦ F se busca definir

ηX : X → U(π ×X)

un morfismo en Set, la cual tiene por regla de correspondencia

ηX(x) = (e, x)

para todo x ∈ X. Se prueba que η : 1Set → U ◦ F es una transformación natural.

Sea f : X → Y un morfismo en Set, entonces

(ηY ◦ f)(x) =ηY (f(x))

=(e, f(x))

=(1π × f)(e, x)

=U(F (f))(e, x)

=(U(F (f)) ◦ ηX)(x)

para todo x ∈ X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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X Y

π ×X π × Y

f

ηX ηY

U(F (f))

De lo anterior se concluye que η : 1Set → U ◦ F es una transformación natural.

Sea X ∈ π − Set. Para la counidad ε : F ◦ U → 1π−Set se busca definir

εX : π × U(X)→ X

tal que sea un morfismo en π − Set, es así que se propone la siguiente regla de
correspondencia

εX(a, x) = a · x
para todo a ∈ π, x ∈ X.

En lo que respecta a lo π−equivariante se cumple lo siguiente:

εX(a · (b, x)) =εX(a ∗ b, x)

=(a ∗ b) · x
=a · (b · x)

=a · εX(b, x)

para todo a, b ∈ π, x ∈ X. Es así que εX es un morfismo en π − Set.

Resta probar que ε : F ◦ U → 1π−Set es natural.

Sea f : X → Y un morfismo en π − Set, entonces

(εY ◦ F (U(f)))(a, x) =εY (1π × U(f)(a, x))

=εY (a, f(x))

=a · f(x)

=f(a · x)

=(f ◦ εX)(a, x)

para todo a ∈ π, x ∈ X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

π ×X π × Y

X Y

F (U(f))

εX εY

f
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De esto se concluye que ε : F ◦ U → 1π−Set es una transformación natural.

Para finalizar, falta demostrar que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea X ∈ Set, entonces

(εF (X) ◦ F (ηX))(a, x) =εF (X)(1π × ηX(a, x))

=εF (X)(a, ηX(x))

=επ×X(a, (e, x))

=a · (e, x)

=(a ∗ e, x)

=(a, x)

=1π×X(a, x)

=1F (X)(a, x)

para todo a ∈ π, x ∈ X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

F F ◦ U ◦ F

F

F◦η

1F
ε◦F

Sea X ∈ π − Set, entonces

(U(εX) ◦ ηU(X))(x) =U(εX)(ηX(x))

=U(εX)(e, x)

=εX(e, x)

=e · x
=x

=1U(X)(x)

para todo x ∈ X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

U U ◦ F ◦ U

U

η◦U

1U
U◦ε

Por lo tanto (F,U) : Set→ π − Set son funtores adjuntos. �
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3. De una comónada a un objeto semi-simplicial en π − Set

En esta sección se precisan las componentes de la comónada

TF,U = (F ◦ U, ε, F ◦ η ◦ U)

inducida por el par de funtores adjuntos (F,U) : Set → π − Set, para después
estudiar el objeto semi-simplicial inducido por esta.

1. Para el funtor T = F ◦U : π−Set→ π−Set, a nivel de objetos se tiene que

T (X) = F (U(X)) = π × U(X)

para cada X ∈ π − Set. Mientras que a nivel de morfismos se tiene que

T (f) = F (U(f)) = 1π × U(f) : π × U(X)→ π × U(Y )

para todo morfismo f : X → Y en π − Set.
2. La counidad de la comónada coincide con la counidad de la adjunción, en-

tonces para cada X ∈ π − Set se tiene que

εX : π × U(X)→ X

y así
εX(a, x) = a · x

para todo a ∈ π, x ∈ X.
3. El coproducto de la comónada δ : T → T ◦ T resulta de la siguiente compo-

sición
δ = F ◦ η ◦ U,

entonces para cada X ∈ π − Set se tiene que

δX = F (ηU(X)) : π × U(X)→ π × U(π × U(X))

y así

δX(a, x) =F (ηU(X))(a, x)

=(1π × ηU(X))(a, x)

=(a, (e, x))

para todo a ∈ π, x ∈ X.

Una vez precisadas las componentes de la comónada TF,U es posible profundizar en
el objeto semi-simplicial inducido por esta.

Sea X ∈ π − Set. Considere el funtor ∆ : π − Set→ SS(π − Set), entonces

∆(X) = {{T n(X)}∞n=1, {{εni : T n+1(X)→ T n(X)}∞n=1}ni=0}
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es un objeto semi-simplicial en π − Set. A continuación se describen las colecciones
que componen al objeto semi-simplicial ∆(X).

Sea n ≥ 1, observe que
T n(X) = πn ×X

donde la acción izquierda de π sobre πn ×X es la dada por

a · (a1, ..., an, x) = (a ∗ a1, ..., an, x)

para todo a, a1, ..., an ∈ π, x ∈ X.

En lo que respecta a los morfismos cara se cumple lo siguiente:
1. Si 0 ≤ i < n. Dado que εni = T i(εTn−i(X)) : πn+1 ×X → πn ×X, entonces

εni (a1, ..., an+1, x) =T i(εTn−i(X))(a1, ..., an+1, x)

=(1πi × επn−i×X)(a1, ..., an+1, x)

=(1πi(a1, ..., ai), επn−i×X(ai+1, ..., an+1, x))

=(a1, ..., ai, ai+1 · (ai+2, ..., an+1, x))

=(a1, ..., ai, ai+1 ∗ ai+2, ai+3, ..., an+1, x)

para todo a1, ..., an+1 ∈ π, x ∈ X.
2. Si i = n. Dado que εnn = T n(εTn−n(X)) : πn+1 ×X → πn ×X, entonces

εnn(a1, ..., an+1, x) =T n(εTn−n(X))(a1, ..., an+1, x)

=T n(εX)(a1, ..., an+1, x)

=(1πn × εX)(a1, ..., an+1, x)

=(1πn(a1, ..., an), εX(an+1, x))

=(a1, ..., an, an+1 · x)

para todo a1, ..., an+1 ∈ π, x ∈ X.

4. Objetos de grupo abeliano

Para desarrollar completamente la teoría resta identificar a los objetos de grupo
abeliano en π − Set. Tales objetos coinciden con un objeto matemático muy bien
conocido.

Definición 21. Sea (π, ∗) un grupo y (M,+) un grupo abeliano. Se dice que M es
un π−módulo si existe una acción izquierda de π sobre M tal que:

g · (m+ n) = g ·m+ g · n
para todo g ∈ π, m,n ∈M .
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Proposición 42. Sea π un grupo. M es un objeto de grupo abeliano en π − Set si
y sólo si M es un π−módulo.

Demostración. ⇒) Sea M un objeto de grupo abeliano en π − Set. En par-
ticular M es un objeto de grupo abeliano en Set, por lo que (M,µ) es un grupo
abeliano. Resta probar que la acción izquierda satisface

g · µ(m,n) = µ(g ·m, g · n)

para todo g ∈ π, m,n ∈M .

Como µ : M ×M →M es un morfismo en π − Set, se cumple lo siguiente:

µ(g ·m, g · n) =µ(g · (m,n))

=g · µ(m,n)

lo que prueba que M es un π−módulo.

⇐) Sea (M,+, 0) un π−módulo. En particular M es un grupo abeliano, lo anterior
implica que M es un objeto de grupo abeliano en Set acompañado de los morfismos
canónicos. El argumento anterior permite recuperar la conmutatividad de los dia-
gramas de interés. Resta probar que los morfismos que dan estructura de objeto de
grupo a M son π−equivariantes.

Considere el morfismo multiplicación µ : M×M →M en Set, se cumple lo siguiente:

µ(g · (m,n)) =µ(g ·m, g · n)

=g ·m+ g · n
=g · (m+ n)

=g · µ(m,n)

para todo g ∈ π, m,n ∈M . La tercera igualdad es válida, pues M es un π−módulo.
De lo anterior se puede concluir que µ : M ×M →M es un morfismo en π − Set.

En la categoría π − Set el objeto terminal es aquel conjunto que consta de un
único elemento y esta dotado de la acción izquierda trivial. Se denota por 1 a tal
π−conjunto.

Considere el morfismo neutro λ : 1 → M en Set, cabe mencionar que tal morfismo
asigna al único elemento de 1 en el elemento neutro del grupo M . Se cumple lo
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siguiente:

λ(g · ∗) =λ(∗)
=0

=g · 0
=g · λ(∗)

para todo g ∈ π. Por lo tanto λ : 1→M es un morfismo en π − Set.

Considere el morfismo γ : M →M en Set que asigna a cada elemento su inverso, se
cumple lo siguiente:

γ(g ·m) =− (g ·m)

=g · (−m)

=g · γ(m)

para todo g ∈ π, m ∈M . Por lo tanto γ : M →M es un morfismo en π − Set.

El par de argumentos anteriores permiten concluir que M es un objeto de grupo
abeliano en π − Set. �

5. Grupos de cohomología inducidos por una comónada en π − Set

En la presente sección se demuestra que la cohomología de grupos expuesta en [6]
por S.Eilenberg es un caso particular de la cohomología comonádica.

Antes, es necesarios precisar a la cohomología de grupos por medio de un complejo
de cocadenas, con la intención de manipular sus componentes sin inconvenientes.

Cohomología de grupos.
Sean (π, ∗) un grupo y (M,+) un π−módulo.

Para n ≥ 0, se denota por

Cn(π,M) = {f : πn →M | f es una función}

al conjunto formado por todas las funciones de πn en M , el cual tiene estructura de
grupo donde la operación es la inducida por evaluar puntualmente.

Se define dn+1 : Cn(π,M)→ Cn+1(π,M) como
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dn+1(f)(a1, a2, . . . , an+1) =a1 · f(a2, . . . , an+1)

+
n∑
i=1

(−1)if(a1, a2, . . . , ai ∗ ai+1, . . . , an+1)

+(−1)n+1f(a1, a2, . . . , an)

para todo a1, a2, ..., an+1 ∈ π.

Después de considerar el complejo de cocadenas de grupos abelianos

C•(π,M) = {{Cn(π,M)}∞n=0, {dn}∞n=1}

Hn(π,M) denota al n-ésimo grupo de cohomología de π sobre M .

Proposición 43. Sean (π, ∗) un grupo, (M,+) un π−módulo y considere la comó-
nada TF,U inducida por la adjunción 41, entonces

Hn(1,M)TF,U
∼= Hn(π,M)

para toda n ∈ N.

Demostración. La estrategia a seguir es la siguiente. Se busca un isomorfismo
entre los respectivos complejos de cocadenas para concluir que los correspondientes
grupos de cohomología son isomorfos.

En lo que resta del capítulo ”z” denota al único elemento del objeto terminal 1 de
la categoría π − Set, es decir 1 = {z}.

Sea n ∈ N. Se define

ϕn : Cn(π,M)→ Homπ(πn+1 × 1,M)

como
ϕn(f)(a1, ..., an+1, z) = a1 · f(a2, ..., an+1)

para todo a1, ..., an+1 ∈ π.

Para saber que la asignación anterior esta bien definida, es necesario probar que ϕn(f)
es una función π−equivariante para toda f ∈ Cn(π,M). Para en una segunda etapa
demostrar que ϕ = {ϕn : Cn(π,M) → Homπ(πn+1 × 1,M)}∞n=0 es un morfismo de
complejos de cocadenas.
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Respecto a lo π−equivariante se cumple lo siguiente. Sea f ∈ Cn(π,M), entonces

ϕn(f)(a · (a1, ..., an+1, z)) =ϕn(f)(a ∗ a1, ..., an+1, z)

=(a ∗ a1) · f(a2, ..., an+1)

=a · (a1 · f(a2, ..., an+1))

=a · ϕn(f)(a1, ..., an+1, z)

para todo a1, ..., an+1 ∈ π. En consecuencia ϕn(f) es una función π−equivariante y
por tanto un elemento en Homπ(πn+1 × 1,M).

Resta verificar que el siguiente diagrama conmuta, esto con motivo de probar que ϕ
es un morfismo de complejos de cocadenas.

. . . Cn(π,M) Cn+1(π,M) . . .

. . . Homπ(πn+1 × 1,M) Homπ(πn+2 × 1,M) . . .

dn+1

ϕn ϕn+1

∂n+1

Sea f ∈ Cn(π,M) y (a1, ..., an+2, z) ∈ πn+2 × 1, entonces
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(ϕn+1 ◦ dn+1)(f)(a1, . . . , an+2, z) =ϕ
n+1(dn+1(f))(a1, . . . , an+2, z)

=a1 · (dn+1(f)(a2, . . . , an+2))

=a1 · (a2 · f(a3, . . . , an+2)

+
n+1∑
j=2

(−1)j−1f(a2, . . . , aj ∗ aj+1, . . . , an+2)

+(−1)n+1f(a2, . . . , an+1))

=(a1 ∗ a2) · f(a3, . . . , an+2)

+

n+1∑
j=2

(−1)j−1a1 · f(a2, . . . , aj ∗ aj+1, . . . , an+2)

+(−1)n+1a1 · f(a2, . . . , an+1)

=ϕn(f)(a1 ∗ a2, a3, . . . , an+2, z)

+
n∑
i=1

(−1)iϕn(f)(a1, a2, . . . , ai+1 ∗ ai+2, . . . , an+2, z)

+(−1)n+1ϕn(f)(a1, . . . , an+1, z)

=

n+1∑
i=0

(−1)iHomπ(ε
n+1
i ,M)(ϕn(f))(a1, . . . , an+2, z)

=∂n+1(ϕn(f))(a1, . . . , an+2, z)

=(∂n+1 ◦ ϕn)(f)(a1, . . . , an+2, z)

Por lo tanto ϕ = {ϕn : Cn(π,M) → Homπ(πn+1 × 1,M)}∞n=0 es un morfismo de
complejos de cocadenas.

Sea n ∈ N. Se define

ψn : Homπ(πn+1 × 1,M)→ Cn(π,M)

como
ψn(f)(a1, ..., an) = f(e, a1, ..., an, z)

para todo a1, ..., an ∈ π. Se busca probar que el siguiente diagrama conmuta:

. . . Homπ(πn+1 × 1,M) Homπ(πn+2 × 1,M) . . .

. . . Cn(π,M) Cn+1(π,M) . . .

∂n+1

ψn ψn+1

dn+1
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Sea f ∈ Homπ(πn+1 × 1,M) y (a1, ..., an+1) ∈ πn+1, entonces

(dn+1 ◦ ψn)(f)(a1, . . . , an+1) =d
n+1(ψn(f))(a1, . . . , an+1)

=a1 · ψn(f)(a2, . . . , an+1)

+

n∑
i=1

(−1)iψn(f)(a1, . . . , ai ∗ ai+1, . . . , an+1)

+(−1)n+1ψn(f)(a1, . . . , an)

=a1 · f(e, a2, . . . , an+1, z)

+

n∑
i=1

(−1)if(e, a1, . . . , ai ∗ ai+1, . . . , an+1, z)

+(−1)n+1f(e, a1, . . . , an, z)

=f(e ∗ a1, a2, . . . , an+1, z)

+

n∑
i=1

(−1)if(e, a1, . . . , ai ∗ ai+1, . . . , an+1, z)

+(−1)n+1f(e, a1, . . . , an, z)

=
n+1∑
i=0

(−1)iHomπ(ε
n+1
i ,M)(f)(e, a1, . . . , an+1, z)

=∂n+1(f)(e, a1, . . . , an+1, z)

=ψn+1(∂n+1(f))(a1, . . . , an+1)

=(ψn+1 ◦ ∂n+1)(f)(a1, . . . , an+1)

Por lo tanto ψ = {ψn : Homπ(πn+1 × 1,M) → Cn(π,M)}∞n=0 es un morfismo de
complejos de cocadenas.

A continuación se demuestra que ϕ : Λ(∆(1),M) → C•(π,M) y ψ : C•(π,M) →
Λ(∆(1),M) son inversos.

Sean n ∈ N y f ∈ Cn(π,M), entonces

(ψn ◦ ϕn)(f)(a1, ...an) =ψn(ϕn(f))(a1, ...an)

=ϕn(f)(e, a1, ..., an, z)

=e · f(a1, ..., an)

=f(a1, ..., an)

=1Cn(π,M)(f)(a1, ...an)



5. GRUPOS DE COHOMOLOGÍA INDUCIDOS POR UNA COMÓNADA EN π − Set 121

para todo (a1, ..., an) ∈ πn. Es así que ψn ◦ ϕn = 1Cn(π,M).

Sea f ∈ Homπ(πn+1 × 1,M), entonces
(ϕn ◦ ψn)(f)(a1, ..., an+1, z) =ϕn(ψn(f))(a1, ..., an+1, z)

=a1 · ψn(f)(a2, ..., an+1)

=a1 · f(e, a2, ..., an+1, z)

=f(a1 ∗ e, ..., an+1, z)

=f(a1, ..., an+1, z)

=1Homπ(πn+1×1,M)(f)(a1, ..., an+1, z)

para todo (a1, ..., an+1, z) ∈ πn+1×1. Lo anterior implica que ϕn◦ψn = 1Homπ(πn+1×1,M).

En consecuencia ϕn : Cn(π,M)→ Homπ(πn+1 × 1,M) es un isomorfismo para cada
n ∈ N. Considere el funtor

Hn : cCZ−Mod → Ab
recordando que todo funtor preserva isomorfismos se deduce que

Hn(ϕ) : Hn(π,M)→ Hn(1,M)TF,U

es un isomorfismo para cada n ∈ N. Lo anterior permite concluir el resultado. �





Capítulo 7

Grupos de cohomología inducidos por una comónada en
A−Mod

Por última vez en este texto, como el nombre del capítulo lo indica, se ilustra a la
cohomología comonádica. En esta ocasión se trabaja en la categoría A−Mod, pues
la adjunción a estudiar induce una comónada en tal categoría. El presente capítulo
puede ser considerado como un preámbulo a la llamada cohomología de Hochschild.

1. K−álgebras y A−módulos

Definición 22. Sean K un campo y (A,+, ∗) un espacio vectorial sobre K. Se dice
que A es un álgebra sobre K si existe una operación binaria · : A × A → A tal que
se satisfacen las siguientes condiciones:

1. a1 · (a2 + a3) = a1 · a2 + a1 · a3

2. (a1 + a2) · a3 = a1 · a3 + a2 · a3

3. α ∗ (a1 · a2) = (α ∗ a1) · a2 = a1 · (α ∗ a2)

para todo α ∈ K, a1, a2, a3 ∈ A.

Definición 23. Sean K un campo y A un álgebra sobre K. Se dice que A es un
álgebra asociativa unitaria sobre K si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. a1 · (a2 · a3) = (a1 · a2) · a3

2. Existe un elemento distinguido 1 ∈ A tal que 1 · a1 = a1 = a1 · 1
para todo a1, a2, a3 ∈ A.

Observación 6. Un álgebra A es un espacio vectorial equipado con un producto
bilineal, cuando el álgebra es asociativa también se puede pensar como un anillo.

Proposición 44. Sea K un campo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. A es un álgebra asociativa unitaria sobre K
2. A es un anillo unitario y existe un homomorfismo de anillos

η : K → A

tal que K ⊆ C(A), donde C(A) denota al centro del anillo A.
123
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Demostración. 1) ⇒ 2) Como A es un álgebra asociativa en particular se
tiene que A es un anillo, como además el álgebra es unitaria entonces A es un anillo
unitario. Resta probar la existencia del homomorfismo de anillos. Se define

η : K → A

como

η(α) = α ∗ 1

para todo α ∈ K, donde ∗ denota la operación por escalar del espacio vectorial A.
Se comienza probando que tal asignación es un homomorfismo de anillos.

Por una parte

η(α + β) =(α + β) ∗ 1

=α ∗ 1 + β ∗ 1

=η(α) + η(β)

para todo α, β ∈ K. Por otra parte

η(αβ) = (αβ) ∗ 1 =1 · ((αβ) ∗ 1)

=1 · (α ∗ (β ∗ 1))

=1 · (α ∗ η(β))

=(α ∗ 1) · η(β)

=η(α) · η(β)

para todo α, β ∈ K. Además

η(1K) = 1K ∗ 1 = 1

Lo anterior permite concluir que η : K → A es un homomorfismo de anillos.

En lo que respecta a la contención η(K) ⊆ C(A) se cumple lo siguiente. Sea a ∈ η(K),
entonces existe α ∈ K tal que η(α) = a. Es así que
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a · a1 =η(α) · a1

=(α ∗ 1) · a1

=1 · (α ∗ a1)

=(α ∗ a1) · 1
=a1 · (α ∗ 1)

=a1 · η(α)

=a1 · a

para todo a1 ∈ A. Lo cual prueba que η(K) ⊆ C(A).

2) ⇐ 1) Basta estudiar la multiplicación por escalar y verificar que se satisface la
tercer identidad de la definición de álgebra.

En lo que respecta a la multiplicación por escalar se tiene lo siguiente. Se define

∗ : K × A→ A

como
α ∗ a = η(α) · a

para todo α ∈ K, a ∈ A. Se cumplen las siguientes condiciones:

1.

α ∗ (β ∗ a) =η(α) · (η(β) · a)

=(η(α) · η(β)) · a
=η(αβ) · a
=(αβ) ∗ a

2.

1K ∗ a =η(1K) · a
=1 · a
=a

=a · 1
=a · η(1K)

=a ∗ 1K
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3.

α ∗ (a1 + a2) =η(α) · (a1 + a2)

=η(α) · a1 + η(α) · a2

=α ∗ a1 + α ∗ a2

4.

(α + β) ∗ a =η(α + β) · a
=(η(α) + η(β)) · a
=η(α) · a+ η(β) · a
=α ∗ a+ β ∗ a

para todo α, β ∈ K, a ∈ A. El par de identidades anteriores permiten concluir que
A es un espacio vectorial.

Respecto a la identidad 3 de la definición de álgebra, se cumple lo siguiente:
Por una parte

α ∗ (a1 · a2) =η(α) · (a1 · a2)

=(η(α) · a1) · a2

=(a1 · η(α)) · a1

=a1 · (η(α) · a2)

=a1 · (α ∗ a2)

pues η(K) ⊆ C(A). Por otra parte

α ∗ (a1 · a2) =η(α) · (a1 · a2)

=(η(α) · a1) · a2

=(α ∗ a1) · a2

En consecuencia

α ∗ (a1 · a2) =(α ∗ a1) · a2

=a1 · (α ∗ a2)

para todo α ∈ K, a1, a2 ∈ A. Esto concluye que A es un álgebra asociativa unitaria
sobre K. �

Una vez estudiados los prerequisitos necesarios de álgebras asociativas se presenta el
concepto de A−módulo.
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Definición 24. Sean A un álgebra asociativa unitaria sobre K y M un espacio
vectorial sobre K. Se dice que M es un A−módulo si existe una operación binaria
· : A×M →M que satisface las siguientes condiciones:

1. a · (m+ n) = a ·m+ a · n
2. (a1 + a2) ·m = a1 ·m+ a2 ·m
3. (a1 · a2) ·m = a1 · (a2 ·m)
4. 1 ·m = m

para todo a, a1, a2 ∈ A, m,n ∈M .

Definición 25. Sean A un álgebra asociativa unitaria sobre K y M,N un par de
A−módulos, se dice que f : M → N es un A−morfismo si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. f : M → N es una transformación lineal.
2. f(a ·m) = a · f(m) para todo a ∈ A, m ∈M .

El par de definiciones anteriores motivan la siguiente proposición.

Proposición 45. Sea A un álgebra asociativa unitaria sobre K. La colección de
A−módulos y A−morfismos forman una categoría, la cual se denota por A−Mod.

Demostración. SeanM,N un par de A−módulos, se denota por HomA(M,N)
a la colección de A−morfismos de M en N .

En lo que respecta a la composición se tiene lo siguiente. Sean f : M → N , g : N → L
un par de A−morfismos. Considere la composición usual de funciones, observe que

(g ◦ f)(a ·m) =g(a · f(m))

=a · g(f(m))

=a · (g ◦ f)(m)

para todo a ∈ A, m ∈M . Como además g ◦ f es una transformación lineal se deduce
que g ◦ f es un A−morfismo. Por lo tanto

◦ : HomA(N,L)×HomA(M,N)→ HomA(M,L)

es una función. La propiedad correspondiente a la asociatividad de la composición
se sigue de lo pertinente a transformaciones lineales.

Para finalizar. Sea M un A−módulo y considere la transformación lineal 1M ∈
HomK−Vect(M,M). Observe que

1M(a ·m) = a ·m = a · 1M(m)
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para todo a ∈ A,m ∈M . En consecuencia 1M ∈ HomA(M,M). Los correspondientes
axiomas de las identidades se satisfacen ya que se trabaja con la composición usual
de transformaciones lineales.

De lo anterior se concluye que A−Mod es una categoría. �

El siguiente resultado exhibe una forma de construir un A−móduo a partir de un
espacio vectorial cualquiera.

Proposición 46. Sean A un álgebra asociativa unitaria sobre K y V un espacio
vectorial sobre K, entonces A⊗K V es un A−módulo.

Demostración. Se debe tener en cuenta que A ⊗K V es un espacio vectorial
sobreK, por lo que resta estudiar la existencia de una operación binaria que satisfaga
las identidades de interés.

Se define la operación
· : A× (A⊗K V )→ A⊗K V

en elementos generadores, como

a · (a1 ⊗ v) = (a · a1)⊗ v

para todo a, a1 ∈ A, v ∈ V .
1. La identidad que corresponde a la distributividad por la derecha se sigue de

la definición de la operación y extendiendo por linealidad.
2.

(a1 + a2) · (a3 ⊗ v) =((a1 + a2) · a3)⊗ v
=(a1 · a3 + a2 · a3)⊗ v
=a1 · a3 ⊗ v + a2 · a3 ⊗ v
=a1 · (a3 ⊗ v) + a2 · (a3 ⊗ v)

3.

(a1 · a2) · (a3 ⊗ v) =((a1 · a2) · a3)⊗ v
=(a1 · (a2 · a3))⊗ v
=a1 · ((a2 · a3)⊗ v)

=a1 · (a2 · (a3 ⊗ v))

4. 1 · (a⊗ v) = 1 · a⊗ v = a⊗ v
para todo a, a1, a2, a3 ∈ A, v ∈ V . En así que A⊗K V es un A−módulo. �
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Como ha sucedido en capítulos anteriores, se busca elevar la construcción anterior
a un funtor, tal funtor es candidato a ser el adjunto izquierdo de la situación de
adjunción a desarrollar.

2. Una adjunción del tipo libre

Proposición 47. Sea A un álgebra asociativa unitaria sobre K. Se definen las si-
guientes asignaciones

F : K−Vect→ A−Mod
a nivel de objetos, para V ∈ K−Vect, se define

F (V ) = A⊗K V
y a nivel de morfismos, para f : V → W un morfismo en K−Vect, se define

F (f) = 1A ⊗K f : A⊗K V → A⊗K W.
Entonces F : K−Vect→ A−Mod es un funtor.

Demostración. Se comienza estudiando la asignación en morfismos.

Sea f : V → W un morfismo en K−Vect, se sabe que F (f) = 1A⊗K f : A⊗K V →
A⊗K W es una transformación lineal, resta probar la segunda condición.

F (f)(a · (a1 ⊗ v)) =(1A ⊗K f)(a · (a1 ⊗ v))

=(1A ⊗K f)(a · a1 ⊗ v)

=a · a1 ⊗ f(v)

=a · (1A ⊗K f)(a1 ⊗ v)

=a · F (f)(a1 ⊗ v)

para todo a, a1 ∈ A, v ∈ V . Por lo tanto F (f) = 1A ⊗K f : A ⊗K V → A ⊗K W es
un morfismo en A−Mod.

Con respecto a la composición. Sean f : U → V , g : V → W morfismos en K−Vect.
Por un lado se sabe que

1A ⊗K (g ◦ f) = (1A ⊗K g) ◦ (1A ⊗K f),

entonces
F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

Por otro lado se sabe que
1A ⊗K 1V = 1A⊗KV ,

entonces
F (1V ) = 1F (V )
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para todo V ∈ K − Vect. Los argumentos anteriores permiten concluir que F :
K−Vect→ A−Mod es un funtor. �

Como el nombre de la sección lo indica, una vez mas un funtor que olvida está
presente en la adjunción a desarrollar.

Proposición 48. Sea A un álgebra asociativa unitaria sobre K. Los funtores

K−Vect A−Mod
F

U

son adjuntos, con F el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

Demostración. Se busca demostrar que el par de funtores (F,U) son adjuntos
por medio de las identidades triangulares.

Sea V ∈ K−Vect, para la unidad η : 1K−Vect → U ◦ F se busca definir

ηV : V → U(A⊗K V )

un morfismo en K−Vect, la regla de correspondencia es la siguiente:

ηV (v) = 1⊗ v

para todo v ∈ V .

La definición de la asignación anterior desvela el porque se trabaja con álgebras
asociativas unitarias.

Observe que

ηV (v + w) =1⊗ (v + w)

=1⊗ v + 1⊗ w
=ηV (v) + ηV (w)

y que

ηV (α ∗ v) =1⊗ α ∗ v
=α ∗ (1⊗ v)

=α ∗ ηV (v).

Lo anterior permite concluir que ηV : V → U(A⊗K V ) es un morfismo en K−Vect.
Resta probar que la asignación es natural.
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Sea f : V → W un morfismo en K−Vect, entonces

(U(F (f)) ◦ ηV )(v) =U(F (f))(1⊗ v)

=U(1A ⊗K f)(1⊗ v)

=1⊗ f(v)

=ηW (f(v))

=(ηW ◦ f)(v)

para todo v ∈ V . Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

V W

U(A⊗K V ) U(A⊗K W )

f

ηV ηW

U(F (f))

Esto prueba que η : 1K−Vect → U ◦ F es una transformación natural.

Sea M ∈ A−Mod. Para la counidad ε : F ◦ U → 1A−Mod se busca definir

εM : A⊗K U(M)→M

tal que sea un morfismo en A −Mod, es así que se propone la siguiente regla de
correspondencia en elementos generadores

εM(a⊗m) = a ·m

para todo a ∈ A, m ∈M .

Por una parte

εM(a · (a1 ⊗m)) =εM(a · a1 ⊗m)

=(a · a1) ·m
=a · (a1 ·m)

=a · εM(a1 ⊗m)

para todo a, a1 ∈ A, m ∈ M . Es claro εM es lineal. Los argumentos anteriores
permiten concluir que εM : A ⊗K U(M) → M es un morfismo en A −Mod. A
continuación se prueba que tal asignación es natural.
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Sea f : M → N un morfismo en A−Mod, entonces

(εN ◦ F (U(f)))(a⊗m) =εN(1A ⊗K U(f)(a⊗m))

=εN(a⊗ U(f)(m))

=a · f(m)

=f(a ·m)

=f(εM(a⊗m))

=(f ◦ εM)(a⊗m)

para todo a ∈ A, m ∈M . Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

A⊗K U(M) A⊗K U(N)

M N

εM

F (U(f))

εN

f

Esto prueba que ε : F ◦ U → 1A−Mod es una transformación natural.

A continuación se demuestra que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea V ∈ K−Vect, entonces

(εF (V ) ◦ F (ηV ))(a⊗ v) =εF (V )((1A ⊗K ηV )(a⊗ v))

=εA⊗KV (a⊗ (1⊗ v))

=a · (1⊗ v)

=(a · 1)⊗ v
=a⊗ v
=1A⊗KV (a⊗ v)

=1F (V )(a⊗ v)

para todo a ∈ A, v ∈ V . Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

F F ◦ U ◦ F

F
1F

F◦η

ε◦F
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Con respecto a la segunda identidad. Sea M ∈ A−Mod, entonces

(U(εM) ◦ ηU(M))(m) =U(εM)(1⊗m)

=1 ·m
=m

=1U(M)(m)

para todo m ∈M . Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

U U ◦ F ◦ U

U
1U

η◦U

U◦ε

La serie de argumentos antes validados permiten concluir que (F,U) : K−Vect→
A−Mod son funtores adjuntos. �

3. Una comónada en A−Mod

En esta sección se describe la comónada

TF,U = (F ◦ U, ε, F ◦ η ◦ U)

inducida por el par de funtores adjuntos (F,U) : K−Vect→ A−Mod.

1. Para el funtor T = F ◦U : A−Mod→ A−Mod, a nivel de objetos se tiene
que

T (M) = F (U(M)) = A⊗K U(M)

para cada M ∈ A−Mod, mientras que a nivel de morfismos se tiene

T (f) = F (U(f)) = 1A ⊗K U(f)

para todo morfismo f : M → N en A−Mod.
2. La counidad de la comónada coincide con la counidad de la adjunción, en-

tonces para cada M ∈ A−Mod se tiene que

εM : A⊗K U(M)→M

y se define en elementos generadores como

εM(a⊗m) = a ·m

para cada a ∈ A, m ∈M .
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3. El coproducto de la comónada δ : T → T ◦ T resulta de la siguiente compo-
sición

δ = F ◦ η ◦ U
Entonces para cada M ∈ A−Mod se tiene que

δM = F (ηU(M)) : A⊗K U(M)→ A⊗K U(A⊗K U(M))

y se define el elementos generadores como

δM(a⊗m) =F (ηU(M))(a⊗m)

=(1A ⊗K ηU(M))(a⊗m)

=a⊗ (1⊗m)

para todo a ∈ A, m ∈M .

4. Una resolución libre

Una vez precisada la comónada TF,U es posible describir el objeto semi-simplicial
inducido por esta.

Sea M ∈ A−Mod. Considere el funtor ∆ : A−Mod→ SS(A−Mod), entonces

∆(M) = {{T n(M)}∞n=1, {{εni : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1}ni=0}
es un objeto semi-simplicial en A −Mod. Lo siguiente a realizar es describir las
colecciones que componen al objeto semi-simplicial ∆(M).

Sea n ≥ 1, observe que

T n(M) = A⊗K U(A⊗
n−1 ⊗K U(M))

por consiguiente
T n(M) = A⊗

n ⊗K U(M)

donde A⊗n denota al n-ésimo producto tensorial A⊗K · · · ⊗K A.

En lo que respecta a los morfismos cara se deduce lo siguiente:
1. Si i = 0. Dado que εn0 = T 0(εTn−0(M)) : A⊗

n+1 ⊗K M → A⊗
n ⊗K M , entonces

εn0 (a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m) =T 0(εTn−0(M))(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=εTn(M)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=εA⊗n⊗KM(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=a1 · a2 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m
para todo a1, ..., an+1 ∈ A, m ∈M .
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2. Si 0 < i < n. Dado que εni = T i(εTn−i(M)) : A⊗
n+1 ⊗K M → A⊗

n ⊗K M ,
entonces

εni (a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m) =T i(εTn−i(M))(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=(1A⊗i ⊗K εA⊗n−i⊗KM)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=1A⊗i (a1 ⊗ · · · ai)⊗ εA⊗n−i⊗KM(ai+1 ⊗ ai+2 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=a1 ⊗ · · · ⊗ ai ⊗ ai+1 · ai+2 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m
para todo a1, ..., an+1 ∈ A, m ∈M .

3. Si i = n. Dado que εnn = T n(εTn−n(M)) : A⊗n+1⊗KM → A⊗
n⊗KM , entonces

εnn(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m) =T n(εTn−n(M))(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=T n(εM)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=(1A⊗n ⊗K εM)(a1 ⊗ · · · ⊗ an+1 ⊗m)

=1A⊗n (a1 ⊗ · · · ⊗ an)⊗ εM(an+1 ⊗m)

=a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗ an+1 ·m
para todo a1, ..., an+1 ∈ A, m ∈M .

La discusión previa permite enunciar el siguiente resultado, pues los morfismos cara
la motivan.

Proposición 49. Sea M ∈ A−Mod y considere el objeto semi-simplicial

∆(M) = {{T n(M)}∞n=1, {{εni : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1}ni=0}
Se define

dn :=
n∑
i=0

(−1)iεni : T n+1(M)→ T n(M)

Entonces
P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1

es una sucesión exacta.

Demostración. Sea n ≥ 1.

La prueba de la contención

Im(dn) ⊆ Nuc(dn−1)

se puede consultar en la prueba de la proposición 37 del capítulo 5.

Resta probar que
Nuc(dn−1) ⊆ Im(dn)
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Considere un elemento generador en Nuc(dn−1), es decir, un elemento generador
a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m ∈ A⊗

n ⊗K M tal que

dn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m) = 0.

Se busca un elemento generador b1 ⊗ · · · ⊗ bn+1 ⊗ n ∈ A⊗
n+1 ⊗K M tal que

dn(b1 ⊗ · · · ⊗ bn+1 ⊗ n) = a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m.

Considere al elemento generador 1 ⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m ∈ A⊗
n+1 ⊗K M , recordando

que
dn = εTn(M) − T (dn−1)

Se cumple lo siguiente:

dn(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m) =(εTn(M) − T (dn−1))(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)

=εTn(M)(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)− T (dn−1)(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)

=εA⊗n⊗KM (1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)

−(1A ⊗K dn−1)(1⊗ a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)

=
(
1 · a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m

)
−
(
1A(1)⊗ dn−1(a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m)

)
=
(
a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m

)
−
(
1⊗ 0

)
=a1 ⊗ · · · ⊗ an ⊗m

Por consiguiente Nuc(dn−1) ⊆ Im(dn). Lo anterior permite concluir que

P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1

es una sucesión exacta. �

Corolario 4. Sea M ∈ A−Mod y considere la sucesión exacta

P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1

Entonces P εM−→M es una resolución libre de M .

El siguiente diagrama ilustra tal resolución libre de M .

0 M A⊗K M A⊗
2 ⊗K M · · · A⊗

n ⊗K M · · ·εM d1 dn−1

Demostración. Note que εM(1 ⊗m) = 1 ·m = m para cada m ∈ M . Por tal
motivo εM : A⊗KM →M es un epimorfismo y en consecuencia la siguiente sucesión
es exacta:

0 M A⊗K M0 εM
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A continuación se demuestra que T n(M) es un A−módulo libre para cada n ≥ 1.

La siguiente cadena de relaciones de isomorfismo se cumple

T (M) = A⊗K M ∼= A⊗K K(X) ∼= (A⊗K K)(X) ∼= A(X)

para algún conjunto X. Lo anterior prueba que T (M) es un A−módulo libre.

En consecuencia
T n(M) = T (T n−1(M)) = A⊗K T n−1(M)

es un A−módulo libre para cada n ≥ 1.

Por lo tanto P εM−→M es una resolución libre de M . �

5. Objetos de grupo abeliano

El último paso a desarrollar para completar la teoría es identificar a los objetos de
grupo abeliano en A−Mod. De forma similar a lo que sucede en R−Mod se tiene
el siguiente resultado.

Proposición 50. Todos los objetos en A−Mod son objetos de grupo abeliano.

Demostración. Es claro que todo objeto de grupo abelianoM es unA−módulo.

Sea (M, ∗,+) un A−módulo. Como M es un espacio vectorial en particular (M,+)
es un grupo abeliano, de lo anterior se deduce que M es un objeto de grupo abeliano
en la categoría de conjuntos, acompañado de los morfismos canónicos que se derivan
de los axiomas de grupo.

El argumento anterior permite recuperar la conmutatividad de los diagramas de la
definición de objeto de grupo abeliano. Resta demostrar que los morfismos que dan
estructura de objeto de grupo abeliano a M son morfismos en A−Mod.

Considere el morfismo multiplicación µ : M × M → M en Set inducido por la
operación +, se cumple lo siguiente:

µ(k ∗ (m1, n1) + (m2, n2)) =µ((k ∗m1, k ∗ n1) + (m2, n2))

=µ(k ∗m1 +m2, k ∗ n1 + n2)

=(k ∗m1 +m2) + (k ∗ n1 + n2)

=(k ∗m1 + k ∗ n1) + (m2 + n2)

=k ∗ (m1 + n1) + (m2 + n2)

=k ∗ µ(m1, n1) + µ(m2, n2)
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para todo k ∈ K, m1,m2, n1, n2 ∈M . Donde ∗ denota a la multiplicación por escalar
del espacio vectorial M . Lo anterior es prueba de que µ : M × M → M es una
transformación lineal. Por otra parte

µ(a · (m,n)) =µ(a ·m, a · n)

=a ·m+ a · n
=a · (m+ n)

=a · µ(m,n)

para todo a ∈ A, m,n ∈ M . Las dos condiciones anteriores muestran que µ : M ×
M →M es un morfismo en A−Mod.

Se denota por 1 al espacio vectorial trivial (es decir, el formado sólo por el vector
cero) dotado de la acción trivial.

Considere el morfismo neutro λ : 1 → M en Set, el cual asocia a los elementos
neutros de los correspondientes espacio vectoriales, se cumple lo siguiente:

λ(k ∗ z) =λ(z)

=0

=k ∗ 0

=k ∗ λ(z)

Análogamente, pero con respecto a la acción en A se cumple que:

λ(a · z) =λ(z)

=0

=a · 0
=a · λ(z)

para todo k ∈ K, a ∈ A. Las condiciones anteriores permiten concluir que λ : 1→M
es un morfismo en A−Mod.

Para finalizar. Considere el morfismo γ : M →M en Set que asigna a cada elemento
su inverso, se cumple lo siguiente:
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γ(k ∗m+ n) =− (k ∗m+ n)

=− (k ∗m)− n
=k ∗ (−m) + (−n)

=k ∗ γ(m) + γ(n)

para todo k ∈ K, m,n ∈ M . Lo anterior muestra que γ : M → M es una transfor-
macional lineal. Por otra parte

γ(a ·m) =− (a ·m)

=a · (−m)

=a · γ(m)

para todo m ∈M , a ∈ A. Es esí que γ : M →M es un morfismo en A−Mod.

Los argumentos antes validados permiten concluir que M es un objeto de grupo
abeliano en A−Mod. �

6. Conclusiones

Antes de dar por terminado el capítulo se identifica a los grupos de cohomología
inducidos por la comónada TF,U y se realizan algunos comentarios finales.

Dado que el objeto semi-simplicial induce una resolución libre y de la misma manera
a lo sucedido en R−Mod se tiene lo siguiente.

Corolario 5. Sea TF,U la comónada inducida por la adjunción 48, considere ade-
más M,N un par de A−módulos, entonces

Hn(M,N)TF,U = ExtnA(M,N)

para toda n ∈ N.

Demostración. SeanM,N un par de A−módulos, por la proposición 4 se sabe
que

P εM−→M

es una resolución libre de M , donde P = {T n(M), dn : T n+1(M)→ T n(M)}∞n=1.

Por definición se tiene que

ExtnA(M,N) = Hn(HomA(P , N)).

Por otra parte, como N es un objeto de grupo abeliano en A −Mod se cumple lo
siguiente:
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Hn(M,N)TF,U =Hn(Λ(∆(M), N))

=Hn(HomA(P , N))

=ExtnA(M,N)

para toda n ∈ N. Lo anterior concluye el resultado. �

Es discutible la afinidad que tienen los capítulos 5 y 7, si bien es cierto que tanto los
objetos con los que se trabaja como la adjunción que se estudia en cada capítulo son
distintas, es evidente el parecido en ambas teorías cohomologícas. A continuación se
discute una ventaja de trabajar con la resolución libre desarrollada en este capítulo.

Considere el anillo R = R y la comónada TF,U inducida por la adjunción libre en
R−Mod. Se denota por 0 al R−módulo trivial. Observe que

T (0) = R(0) = R,
es así que se tiene la siguiente resolución proyectiva de 0.

0 R R(R) R(R(R)) R(R(R(R))) · · ·ε0 d1 d2 d3

Se puede notar que
dimR(T (0)) = dimR(R) = 1

en contraste, para n ≥ 2, se tiene que

dimR(T 2(0)) = dimR(R(R)) =∞.
Si bien, siempre se puede disponer de tal resolución proyectiva, esta tiene un problema
con respecto al tamaño de cada eslabón, pues en cada paso cubres al objeto anterior
con uno mucho más grande. Algo más agradable sucede en A−Mod.

Considere el álgebra asociativa unitaria A = C, el campo K = R y la comónada
TF,U expuesta en la tercera sección de este capítulo. Se tiene la siguiente resolución
libre de C ∈ A−Mod.

C C⊗R C C⊗2 ⊗R C C⊗3 ⊗R C C⊗4 ⊗R C · · ·εC d1 d2 d3

Observe que
dimR(C) = 2

Además se cumple que

dimR(C⊗R C) = dimR(C) · dimR(C) = 4
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y en general
dimR(C⊗n ⊗R C) = 2n+1.

Si bien, la dimensión puede llegar a ser considerablemente grande, es evidente que
tal resolución libre crece a un ritmo bastante mas eficaz en comparación a lo que
sucede en R−Mod.





Capítulo 8

Objetos T-proyectivos

Para finalizar este trabajo, se expone otra aplicación que se puede derivar de una
comónada. Estas nos permiten introducir el concepto de T−proyectividad donde T
es una comónada. El presente capítulo se estructura de la siguiente manera.

En una primera sección se presenta la definición de objeto T−proyectivo, así co-
mo una equivalencia a tener en cuenta. Posteriormente, en una segunda sección
se demuestra que el concepto de proyectividad en R − Mod y el concepto de
TF,U−proyectividad coinciden cuando TF,U es la comónada libre en R −Mod. Se
finaliza el capítulo estudiando a los objetos TF,U−proyectivos en la categoría π−Set,
donde TF,U es la comónada inducida por la adjunción del tipo libre precisada en el
capítulo 6.

1. T−proyectividad

Definición 26. Sea T una comónada en C. Se dice que un objeto P ∈ C es
T−proyectivo, si εP : T (P ) → P se escinde, es decir, existe un morfismo f : P →
T (P ) en C, tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

T (P ) P

1P
f

εP

Proposición 51. Sean (L,R) : C → D un par de funtores adjuntos y considere
la comónada inducida TL,R, entonces L(X) ∈ D es un objeto TL,R−proyectivo para
todo X ∈ C.

Demostración. Dado que (L,R) : C → D son un par de funtores adjuntos,
entonces por la primer identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:

L(X)

L(R(L(X))) L(X)

1L(X)

L(ηX)

εL(X)

143
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Por lo tanto L(X) es TL,R−proyectivo para todo X ∈ C. �

Definición 27. Sean (L,R) : C → D un par de funtores adjuntos. Se dice que
un objeto P ∈ D satisface la propiedad de levantamiento, si para cualesquiera
f : P → N , g : M → N morfismos en D tales que R(g) : R(M) → R(N) es un
epimorfismo que se escinde, entonces existe un morfismo f̄ : P → M en D, tal que
g ◦ f̄ = f .

La propiedad de levantamiento provee una forma distinta de identificar a un objeto
T−proyectivo.

Proposición 52. Sean (L,R) : C → D un par de funtores adjuntos. Un objeto
P ∈ D es TL,R−proyectivo si y sólo si P satisface la propiedad de levantamiento.

Demostración. ⇒) Sean f : P → N , g : M → N morfismos en D. Se busca
un morfismo f̄ : P →M en D tal que g ◦ f̄ = f .

Como P es TL,R−proyectivo, existe ϕ : P → T (P ) tal que

εP ◦ ϕ = 1P

y como R(g) : R(M)→ R(N) es un epimorfismo que se escinde, existe ψ : R(N)→
R(M) tal que

R(g) ◦ ψ = 1R(N).

El par de observaciones anteriores motivan la siguiente definición.

Se define f̄ := εM ◦ L(ψ) ◦ T (f) ◦ ϕ : P →M . Se cumple lo siguiente:

g ◦ f̄ =g ◦ (εM ◦ L(ψ) ◦ T (f) ◦ ϕ)

=(g ◦ εM) ◦ L(ψ) ◦ LR(f) ◦ ϕ
=εN ◦ (LR(g) ◦ L(ψ)) ◦ LR(f) ◦ ϕ
=εN ◦ L(R(g) ◦ ψ) ◦ LR(f) ◦ ϕ
=εN ◦ L(1R(N)) ◦ LR(f) ◦ ϕ
=εN ◦ (1LR(N) ◦ LR(f)) ◦ ϕ
=(εN ◦ LR(f)) ◦ ϕ
=f ◦ εM ◦ ϕ
=f ◦ 1P

=f

Por lo tanto P satisface la propiedad de levantamiento. El siguiente diagrama ilustra
la situación antes planteada.
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T (P ) T (M) M

P T (N) N

L(ψ)◦T (f)

εP
T (f)

εM

T (g) gϕ

f

L(ψ)

εN

⇐) Considere el siguiente par de morfismos εP : T (P ) → P , 1P : P → P en D.
Como

R(εP ) : R(T (P ))→ R(P )

es un epimorfismo que se escinde, pues por la segunda identidad triangular se satisface
que el siguiente diagrama conmuta:

R(L(R(P )))

R(P ) R(P )

R(εP )
ηR(P )

1R(P )

Entonces por la propiedad de levantamiento que satisface P por hipótesis, existe
f̄ : P → T (P ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

T (P ) P

1P
f

εP

Por consiguiente P es un objeto TL,R−proyectivo. �

Otra forma de identificar a un objeto T−proyectivo es la siguiente.

Proposición 53. Sea T una comónada en C. Un objeto P ∈ C es T−proyectivo si
y sólo si para algún X ∈ C existen morfismos s : P → T (X) y t : T (X) → P en C
tales que t ◦ s = 1P .

Demostración. ⇒) SeaX = P . Como P es T−proyectivo existe f : P → T (P )
tal que εP ◦ f = 1P . Lo anterior prueba la primer dirección.

⇐) Se busca la existencia de un morfismo f : P → T (P ) en C tal que εP ◦ f = 1P .

Suponga que para X ∈ C, existen morfismos s : P → T (X) y t : T (X) → P tales
que t ◦ s = 1P .
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Se define f := T (t) ◦ δX ◦ s, donde δX : T (X)→ T 2(X) denota la X−ésima compo-
nente del coproducto de la comónada T. Luego se cumple lo siguiente:

εP ◦ f =εP ◦ (T (t) ◦ δX ◦ s)
=(εP ◦ T (t)) ◦ δX ◦ s
=(t ◦ εT (X)) ◦ δX ◦ s
=t ◦ (εT (X) ◦ δX) ◦ s
=t ◦ 1T (X) ◦ s
=t ◦ s
=1P

En consecuencia P es un objeto T−proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la si-
tuación antes planteada.

T (T (X)) T (X) P

T (P ) P

T (t)

δX s

1P
f

εP

�

2. Proyectividad en R−Mod

La presente sección busca exponer un motivo del porque el concepto deT−proyectividad
es nombrado de tal forma.

Proposición 54. Considere la comónada libre TF,U en R −Mod estudiada en el
capítulo 5. Un objeto P en R−Mod es TF,U−proyectivo si y sólo si P es un módulo
proyectivo.

Demostración. ⇒) Se busca completar el siguiente diagrama:

P

M N 0

f

g

Como T (P ) = F (U(P )) = R(P ) es un módulo libre, en particular es un módulo
proyectivo, es así que existe ϕ : R(P ) →M tal que f ◦ εP = g ◦ ϕ.

Como por hipótesis P ∈ R−Mod es TF,U−proyectivo, existe f̄ : P → T (P ) tal que
εP ◦ f̄ = 1P .
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De manera sugerente se define ϕ̄ := ϕ ◦ f̄ . Luego se cumple lo siguiente:

g ◦ ϕ̄ =g ◦ (ϕ ◦ f̄)

=(g ◦ ϕ) ◦ f̄
=(f ◦ εP ) ◦ f̄
=f ◦ (εP ◦ f̄)

=f ◦ 1P

=f

Por lo tanto P es un módulo proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la situación.

R(P )

P

M N 0

ϕ

εP

ϕ̄
f

f̄

g

⇐) Como εP : T (P )→ P es un epimorfismo y P es un módulo proyectivo, entonces
existe f : P → T (P ) tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

T (P ) P 0

1P
f

εP

Es así que εP ◦ f = 1P . En consecuencia P es un objeto TF,U−proyectivo. �

3. Objetos T−proyectivos en π − Set

En la última sección de este texto, se busca caracterizar a los objetosTF,U−proyectivos
en la categoría π − Set, donde TF,U es la comónada descrita en el sexto capítulo.

Son necesarias un par de definiciones básicas respectivas a π−conjuntos.

Definición 28. Sean π un grupo, X ∈ π − Set y x ∈ X. Se define el estabilizador
de x como:

πx = {g ∈ π : g · x = x}

Definición 29. Sean π un grupo, X ∈ π − Set y x ∈ X. Se define la órbita de x
como:

orb(x) = {g · x : g ∈ π}
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Una resultado imprescindible para lograr el objetivo de la sección es el siguiente.

Proposición 55. Sean π un grupo y X ∈ π − Set, entonces

orb(x) ∼= π/πx

para todo x ∈ X.

Observación 7. Cabe destacar que el isomorfismo antes planteado se da en la ca-
tegoría π − Set.

Demostración. Se define

f : π/πx → orb(x)

como
f([g]) = f(g · πx) = g · x

para todo [g] ∈ π/πx.

Con respecto a la correcta definición se tiene lo siguiente.

Suponga que [g1] = [g2]. Es así que g1 ·πx = g2 ·πx, lo anterior implica que g−1
2 ·g1 ∈ πx,

en consecuencia
(g−1

2 · g1) · x = x

por consiguiente
f([g1]) = g1 · x = g2 · x = f([g2])

lo anterior prueba que f está bien definida.

Con respecto a la inyectividad se tiene lo siguiente.

Suponga que f([g1]) = f([g2]), entonces g1 · x = g2 · x, lo anterior implica que

(g−1
2 · g1) · x = x,

es así que
g−1

2 · g1 ∈ πx
por lo tanto

[g1] = [g2]

lo anterior prueba que f es inyectiva.

Con respecto a la sobreyectividad se tiene lo siguiente.

Sea g · x ∈ orb(x), entonces f([g]) = g · x lo que prueba que f es sobreyectiva.
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Como en la categoría π−Set los isomorfismos coinciden con los morfismos biyectivos,
se concluye que

orb(x) ∼= π/πx

para todo x ∈ X. �

Una vez desarrollados los conceptos básicos y necesarios relativos a π−conjuntos, es
posible enunciar el resultado principal de la sección.

Proposición 56. Sea π un grupo y considere la comónada TF,U en π−Set precisada
en el capítulo 6. Un objeto X ∈ π − Set es TF,U−proyectivo si y sólo si

orb(x) ∼= π

para todo x ∈ X.

Observación 8. El isomorfismo antes planteado se da en la categoría π − Set.

Demostración. ⇒) Sea x ∈ X, como X es un objeto TF,U−proyectivo, existe
un morfismo

f : X → π × U(X)

en π − Set, tal que εX ◦ f = 1X . Se define

ϕx : orb(x)→ orb(f(x))

como
ϕx(g · x) = g · f(x)

para todo g · x ∈ orb(x).

En lo que respecta a la correcta definición se tiene lo siguiente.

Si g1 · x = g2 · x, entonces

ϕx(g1 · x) =g1 · f(x)

=f(g1 · x)

=f(g2 · x)

=g2 · f(x)

=ϕx(g2 · x),

donde la segunda y penúltima igualdad son válidas porque f es π−equivariante. Por
lo tanto ϕx está bien definida.

A continuación se demuestra que el morfismo ϕx es un isomorfismo.
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Si ϕx(g1 · x) = ϕx(g2 · y), entonces

f(g1 · x) =g1 · f(x)

=ϕx(g1 · x)

=ϕx(g2 · x)

=g2 · f(x)

=f(g2 · x),

como εX ◦ f = 1X , entonces
g1 · x = g2 · x

lo que prueba que ϕx es inyectiva.

Sea g · f(x) ∈ orb(f(x)), como ϕx(g · x) = g · f(x) se tiene que ϕx es sobreyectiva.

Lo anterior muestra que

(14) orb(x) ∼= orb(f(x))

Por otra parte, considere al π−conjunto T (X) = π × X, por la proposición 55 se
sabe que

(15) orb((g, x)) ∼= π/π(g,x)

para todo (g, x) ∈ π ×X. Observe que

π(g,x) = {a ∈ π | a · (g, x) = (g, x)}.

Lo anterior implica que a ∈ π es un elemento de π(g,x) si y sólo si a · g = g. Por lo
tanto

(16) π(g,x) = {e ∈ π}

para todo (g, x) ∈ π ×X. Como consecuencia de (14), (15) y (16) se concluye que

orb(x) ∼= orb(f(x)) ∼= π

para cada x ∈ X.

⇐) Se busca f : X → T (X) morfismo en π − Set, tal que εX ◦ f = 1X .
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Sea y ∈ X, como
X =

⊔
x∈Rep(X)

orb(x),

entonces y ∈ orb(x) para alguna x ∈ X. Por hipótesis
π ∼= orb(x),

lo anterior implica que existe una única g ∈ π tal que g · x = y. Se define
f(y) = (g, x)

para cada y ∈ X. Como la g ∈ π es única, la función esta bien definida.

Por una parte

a · f(y) =a · (g, y)

=(a · g, y)

=f(a · y)

para todo a ∈ π, y ∈ X. Por lo tanto f : X → π×X es una función π−equivariante.

Por otra parte

(εX ◦ f)(y) =εX(g, x)

=g · x
=y

=1X(y)

para todo y ∈ X. El par de argumentos antes validados permiten concluir que X es
un objeto TF,U−proyectivo. �
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