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Introduccion

En 1958 R. Godement en su libro " Topologie algébrique et thedrie des faisceauz"(|8])
escribe el primer texto recopilatorio de técnicas de cohomologia comoénadica, intro-
duciendo técnicas conocidas hoy en dia como el disco de Godement que sirve para
ver que la cohomologia de gavillas es un ejemplo de esto.

Un par de anos después en 1961 J. Huber en "Homotopy theory in general catego-
ries"([9]) reconoce que en cada situacion de adjuncion esta presente una monada y
una comoénada, ademas nota la estructura simplicial que se obtiene de una comoénada.

Con los antecedentes antes planteados y buscando completar la exposicion de S. Ei-
lenberg y J. Moore la cual lleva por titulo "Adjoint functors and triples"(|7]), J. Beck
en sus tesis doctoral " Triples, algebra and cohomology"([3]) presenta su conocido re-
sultado " Teorema de monacidad", ademas expone con mas detalle como obtener una
familia de funtores de cohomologia a partir de un par de funtores adjuntos y de un
objeto de grupo abeliano.

El objetivo de este trabajo es desarrollar los conceptos necesarios para disponer de
tales funtores de cohomologia, asimismo se presentan ejemplos especificos de la teoria
concluyendo que varias de la teorias cohomolégicas conocidas son un caso particular
de la que en este texto se llamara cohomologia comonédica. El orden a seguir es el
siguiente.

El primer capitulo estéd dedicado al concepto de ménada y comoénada, asimismo se
dispone de algunos ejemplos. En una segunda parte destaca el concepto de adjuncion
y se demuestra que cada par de funtores adjuntos inducen una moénada y una como-
nada. En lo que respecta al segundo capitulo, en este se introduce la definicién de
objeto de grupo y objeto de grupo abeliano en una categoria, asimismo se identifican
los objetos de grupo y objetos de grupo abeliano en un par de categorias recurrentes.
El lema de Yoneda es enunciado y demostrado pues este resulta ser una herramien-
ta imprescindible para la prueba del resultado mas importante del capitulo, el cual
propone una forma distinta de identificar a un objeto de grupo.

7



8 INTRODUCCION

El capitulo ntiimero 3 esta dedicado al estudio del algebra homolégica, se presentan
los conceptos mas importantes de esta rama del algebra, tales como complejo de
cocadenas, grupos de cohomologia y sus respectivos duales. Se estudia ademas a las
resoluciones proyectivas y se concluye con la definiciéon del funtor Ext.

En el cuarto capitulo se expone la teoria desarrollada por J. Beck en [3] con mayor
detalle pues en este capitulo se anaden las demostraciones que en [3| se omiten,
asimismo se destacan algunos tintes categoricos pues se demuestra que las principales
asignaciones son funtoriales.

Los capitulos 5,6 y 7 tienen la intenciéon de ejemplificar la cohomologia comonéadica,
por tal motivo para comoénadas particulares se realizan todos los célculos necesarios
para obtener las familias de funtores de interés: en cada capitulo se comienza estu-
diando una adjuncién especifica para en una segunda etapa considerar la comoénada
inducida por tal par de funtores, en cada caso se concluye que la cohomologia como-
nadica pertinente a cada capitulo coincide con teorias cohomolégicas ya conocidas.

Es bien conocida la utilidad /versatilidad de ménadas y coménadas, este trabajo es
un ejemplo de tal afirmacion, si esto no es suficiente, el ultimo capitulo se dedica
a reafirmar lo exclamado. En el capitulo 8, para T una comoénada se estudia el
concepto de T—proyectividad, asimismo se prueba que la T—proyectividad coincide
con el concepto médulos proyectivos. Se finaliza el capitulo estudiando el concepto
de T—proyectividad para un tipo especial de conjuntos bien conocidos.



Capitulo 1

Moébnadas

Una moénada también conocida como tripleta, triada o construccion fundamental
consta de un endofuntor y un par de transformaciones naturales tales que en con-
junto asemejan la estructura de un monoide, este objeto matematico, para nada
desconocido, figura desde la topologia algebraica hasta la programacion funcional
por mencionar algunos ejemplos. El concepto dual, es decir el de comoénada de cierta
manera es menos natural, asi como los monoides son mas comunes que los como-
noides en el algebra abstracta, mas sin embargo las coménadas fundamentan este
trabajo.

OBSERVACION 1. FEs necesario agregar una hipotesis general a este trabajo. Cada que
se mencione a una categoria C, se da por hecho que C es localmente pequena. Es
decir, a lo largo de este texto solo se trabaja con categorias localmente pequenas. Si
bien, tal restriccion se puede omitir en una basta cantidad de resultados, son mds las
veces en que tal hipdtesis es necesaria.

1. Monadas

En esta seccion se introducen los conceptos de moénada y comoénada, se comienza
precisando un par de asignaciones recurrentes a lo largo de este trabajo y se finaliza
con algunos ejemplos de monadas.

PROPOSICION 1. Sean C una categoria, S : C — C un funtor yn : 1¢ — 9,
w:SoS — S un par de transformaciones naturales. Entonces las siguientes familias
de morfismos son transformaciones naturales.

1. Para todo X € C, se define
(S on)x = S(nx)
Ast se puede definir
Son={S5nx): S(X) = S(5(X))}xec
2. Para todo X € C, se define

(noS)x = Ns(x)
9



1. MONADAS

Ast se puede definir
noS={nswx): S(X) = S(5(X))}xec
. Para todo X € C, se define
(Sop)x =5(ux)
Ast se puede definir
Sop={S(ux):S(5(5(X))) = S(5(X))}xec
. Para todo X € C, se define
(poS)x = Hs(X)
Ast se puede definir
po S ={psx): S(S(5(X))) = S(5(X))}xec

DEMOSTRACION. Sea f: X — Y un morfismo en C.

Como 1 : 1¢ — S es una transformacion natural se sabe que el siguiente
diagrama conmuta:

entonces

=5(5(f)) o (Sen)x

por tal motivo siguiente diagrama conmuta:

S(x) — sy

(SOW)Xl l(Son)y

S(S(X)) s S(S(V)

por lo tanto
Son={S(nx):S(X) = S(S(X))}xec

es una transformacion natural.



1. MONADAS 11

2. Dado que S(f) : S(X) — S(Y) es un morfismo en C y como 7 : 1c — S es
una transformacion natural se sabe que el siguiente diagrama conmuta:

Sx) — 5 5(v)

(X)l lﬂS(Y)

S(S(X)) g5 S(S(V))
por lo tanto
nos ={nswx): S(X) = S(5(X))}xec

es una transformaciéon natural.
3. Como p: SoS — S es una transformacion natural se sabe que el siguiente
diagrama conmuta:

S(s(x)) 228 5(5(v))

entonces

por lo que el siguiente diagrama conmuta:
S(S(S(1)))
S(5(5(X))) ———— S(5(5(Y)))

(SOM)Xl l(Sou)Y
S(

S(X)) ——— S(S(V)

por lo tanto
Sop={5(ux) - S(S(5(X))) = S(5(X))}xec

es una transformaciéon natural.
4. Dado que S(f) : S(X) — S(Y) es un morfismo en C y como p: SoS — S
es una transformaciéon natural se sabe que el siguiente diagrama conmuta:



12 1. MONADAS

S(S(5(x))) =2, 5(5(5(Y)))
#s(x)l lﬂs(y)
S(S(X)) —5g— S(5(V)

por lo tanto
po S ={psx): S(S(5(X))) = S(S(X))}xec

es una transformacion natural.

O

DEFINICION 1. Sea C una categoria. Se dice que S = (S,n, 1) es una monada en
Csi, S:C— Cesun funtor,n: 1¢ = S, p: S0oS — § son transformaciones
naturales y se cumple que los siguientes diagramas conmutan:

S.1
[Ny SIS R U B
N
S
S.2

S0S505 2"y 508

s | ¥

S08 ——— S

A la transformacion natural n : 1c — S se le conoce como la unidad de la mdonada
y a la transformacion natural p : S oS — S se le conoce como el producto de la
monada.

El primer diagrama conmutativo (S.1) expresa la propiedad de la unidad, mientras
que el segundo diagrama (S.2) expresa la propiedad asociativa del producto.

Por primera vez en este texto surge el 1til concepto de dualidad, uno de tantos
conceptos que caracterizan a la teoria de categorias.

DEFINICION 2. Sea C una categoria. Se dice que T = (T,¢e,0) es una comdnada en
Csi, T:C— C esun funtor, e : T — 1g, 0 : T — T oT son transformaciones

naturales y se cumple que los siguientes diagramas conmutan:
T.1



1. MONADAS 13

T
SR A
T Tl 42 1

T.2
T —9% sToT

| Joo

TOTW ToToT

A la transformacion naturale : T — 1 se le conoce como la counidad de la comdnada
y a la transformacion natural 6 : T — T o T se le conoce como el coproducto de la
monada.

A lo largo de este trabajo surgen varios ejemplos de coménadas, mientras que los
ejemplos de monadas no figuran mas adelante, por tal motivo lo que resta del capitulo
esta dedicado a ejemplos de monadas.

Para R un anillo, se denota por R — Mod a la categoria formada por R—moédulos y
R—morfismos.

PROPOSICION 2. Sean R un anillo conmutativo con uno y M € R— Mod. Considere
el siguiente par de asignaciones, se define

vy : M — RRr M
como
nu(m)=1®m

para todo m € M. Se define

pry c RQp (RQr M) - RQr M
en elementos generadores, como

HM(7”1®(7”2®m)) =r1-ro@®@m
para todo 11,79 € R, m € M. Entonces (S,n, 1) es una mdnada en R— Mod, donde

S=(R®r_): R— Mod— R — Mod.

Antes de continuar con la demostracion, cabe recalcar que las asignaciones en las
cuales este de por medio al producto tensorial se describen sobre elementos genera-
dores, pues en general los elementos del producto tensorial son sumas de tensores
simples.
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DEMOSTRACION. Se comienza probando que la asignaciéon 7y, es natural.
Sea f: M — N un morfismo en R — Mod, entonces

(nv o f)(m) =nn(f(m))
=1® f(m)
=(1r®r f)(1®@m)
=(S(f) o nar)(m)

para todo m € M, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

M— N

e | |

S(M) =0 S(N)

por lo tanto 1 : IR _moa — S es una transformacion natural.

A continuacién se prueba que la asignacion pup, es natural. Sea f : M — N un
morfismo en R — Mod, entonces

(i © S(S(f)))(r @ry @m) =(un o (1r @r (1r @& f)))(r1 @ r2 @ m)
=un(r @12 ® f(m))
=11 -T2 ® f(m)
=(1r ®r f)(r1-r2 ®@m)
=(S(f) o pa)(r1 ® 2 © M)

para todo r1,79 € R, m € M, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

z

| ¥

S(s(m)) —E 5 g(s5(v))
S(M) > S(N

~—

5(5)

por lo tanto p: S oS — S es una transformaciéon natural.

Para finalizar, se prueba la conmutatividad de los diagramas de interés.
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Sea M € R — Mod, entonces

(ks © (0 S)ar)(r @ m) =par (Ns(an) (r © m))
=pum(1® (r©m))
=l-r®@m
=reQm
=Lsu)(r @ m)

para todo r € R, m € M, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

S "% 568

WU

(s o (Som)m)(r @m) =pup(1r @r nu(r @ m))
= (r @ nar(m))
=um(r ® (1 @m))
=r-1®@m

=re@m

Sea M € R — Mod, entonces

:1S(M) (7’ & m)
para todo r € R, m € M, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

SR I PNy

I
S
Sea M € R — Mod, entonces

(s o (Sop)ar)(r1 @ re @13 @ m) =par(S () (r @ ra @ r3 @ m))
=pp(r @1y - 13 ®Mm)
=r;-(rg-13) @M
=(ry-19) T3 Q@M
=pa(r1 -T2 ® 13 @ M)
=par((psn) (r1 @ re ® 73 @ M)
=(par o (poS)m)(r1 @r: @ rz @m)

15



16 1. MONADAS

para todo 71,7y, 173 € R, m € M. Es asi que el siguiente diagrama conmuta:

SoSoS — " 4 505
5 !
SolS m > S
En consecuencia (5,7, 1) es una monada en R — Mod. O

A continuacion se precisa el ya conocido funtor potencia.

PROPOSICION 3. Considere las siguientes asignaciones

P : Set — Set
a nivel de objetos, para X € Set, se define
X — P(X)
y a niwel de morfismos, para f: X — Y un morfismo en Set, se define
P(f)(A) = f[A]

para todo A € P(X), entonces P : Set — Set es un funtor.
DEMOSTRACION. Por una parte
P(lx)(A) = 1x[A] = A = 1px)(A4)
para todo A € P(X), por consiguiente
P(lx) = 1pw
para todo X € Set. Por otra parte

P(go f)(A) =(go f)IA]
=g[f[A]]
=P(9)(f[A])
=(P(g) o P(f))(A)
para todo A € P(X), es asi que
P(go f)="P(g)oP(f)
para cualesquiera morfismos g : Y — Z, f: X — Y en Set.

Por lo tanto P : Set — Set es un funtor. OJ

El funtor potencia de un conjunto antes descrito motiva un ejemplo de moénada en
Set.
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PROPOSICION 4. Sea X € Set, considere el siguiente par de asignaciones, se define

nx : X — P(X)
como

nx(x) = {x}
para todo x € X. Se define
px : P(P(X)) = P(X)

como

px(4)=JA
para todo A € P(P(X)). Entonces (P,n, 1) es una mdnada en Set.

DEMOSTRACION. Se comienza probando que la asignaciéon nx es natural.
Sea f: X — Y un morfismo en Set, entonces

(ny o f)(x) =ny (f(x))
={f(x)}
=fl{z}]
=P(f){z})
=(P(f) o nx)(x)
para todo x € X, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

x —1 .y

w| |

P(X) o P(Y)

por lo tanto 7 : 1get — P es una transformacion natural.

Se prueba que la asignaciéon px es natural. Sea f : X — Y un morfismo en Set,
entonces

(P(f) o ux)(A) =P(£)((A)
=rilJ A
=14

=py (P(f)IA])
=(py o P(P(f)))(A)
para todo A € P(P(X)), por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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125:¢

P(X) —— P(Y)

P(P(X)) 2 p(p(y))
P(f)

por lo tanto p : P o P — P es una transformacion natural.

Para finalizar, se prueba la conmutatividad de los diagramas (S.1) y (S.2), los cuales
corresponden a la definiciéon de monada.

Sea X € Set. Se cumple lo siguiente:

(x o (noP)x)(A) =px(npx)(A))
=nux({A})

=J{A
—A

y ademés

(1x o (Pon)x)(A) =ux(P(nx)(A))
=px(nx[A])

=J{{a} :a € A}
—A

para todo A € P(X). En conclusion los siguientes diagramas conmutan:

Sea X € Set. Observe que:
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(x o (Pop)x)() =px (P(ux)(€2))
=px (px[€])
=
=nx(|J9)
:MX(MP(X)(Q))
=(px o (1o P)x)(Q2)

para todo Q € P(P(P(X))). Es asi que el siguiente diagrama conmuta:

PoPoP 22 PoP

| |

PoP —— P

Esto concluye que (P,n, 1) es una monada en Set. O

2. Adjunciones

Como ya habia notado Huber en [9], cada par de funtores adjuntos inducen una mo-
nada y una comonada, en esta seccion se presenta la demostracion de tal afirmacion.

DEFINICION 3. Sean C, D categorias y L : C — D, R : D — C funtores. Se dice
que L es funtor adjunto izquierdo de R y se denota por L 4 R, si para cualesquiera
X € C, Y €D existe una correspondencia biyectiva

oxy : Homp(L(X),Y) = Homc(X, R(Y))
que es natural en la variable X y en la variable Y .

NOTACION 1. Sean L : C — D, R : D — C un par de funtores adjuntos L 4 R, otra
forma de denotar una situacion de adjuncion es la siguiente:

(L,R):C—D

Es verdad que la definicién anterior expresa una interesante relaciéon entre ciertas
colecciones de morfismos, de manera préctica, en la teoria a desarrollar tales iso-
morfismos no son de mucha ayuda pues de cierta manera se pierde el control en las
variables, es por tanto que se busca una alternativa para estudiar un par de funtores
adjuntos, la siguiente proposicion simplifica la forma en que se puede trabajar con
una adjuncion.
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PROPOSICION 5. Sean C, D categorias y L : C — D, R : D — C funtores. Las
siguientes condiciones son equivalentes

1. L es funtor adjunto izquierdo de R.
2. Ezisten transformaciones naturales n: ¢ — Ro L, e : Lo R — 1p tales que
los siguientes diagramas conmutan.:

L - ILoRoL R -"%", RoLoR
Sl R
L R

A las transformaciones naturales n y € se les conoce como unidad y counidad
de la adjuncion respectivamente y a los diagramas conmutativos se les conoce
como identidades triangulares.

DEMOSTRACION. 1) = 2) El plan a seguir es el siguiente. En una primera etapa
se busca exhibir las asignaciones 7, €, para en una segunda etapa probar que tales
asignaciones son naturales y se finaliza con las identidades triangulares.

Sea X € C, se debe cumplir que
nx : X — R(L(X))
como L y R son funtores adjuntos existe una biyeccion
ox.nx) s Homp(L(X), L(X)) = Home(X, R(L(X))).
Observe que
ox,ox)(1rx)) : X = R(L(X))
es asi que de manera sugerente se define
nx = ex.nx) (o)
Se prueba que tal asignacion es natural.

Sea f : X — X’ un morfismo en C, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

Note que L(f) : L(X) — L(X’) es un morfismo en D y como
ox, :Homp(L(X),_) = Homc(X,R(_))

es una transformaciéon natural se tiene que el siguiente diagrama conmuta:
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Homp (L(X),L(f))

Homp(L(X), L(X)) » Homp(L(X), L(X"))

SOX,L(X)\L l“"X,L(X/)

Home (X, R(L(X))) » Homg(X, R(L(X")))

Homg (X, R(L()))
Evaluando en 1;x) € Homp(L(X), L(X)), se cumple lo siguiente:
R(L(f)) o nx =(Homa(X, R(L(f))) © ¢x.0x)) (11(x))

=(x,rxr) © Homp (L(X), L(f)))(1r(x))
=px,0(x) (L(f) o (11(x)))
=px,rx)(L(f))

Es decir

(1) R(L(f)) o nx = ex,rixn (L(f))-

Por otra parte, como f: X — X’ es un morfismo en C y
¢ rx : Homp(L(_), L(X")) = Homc(_, R(L(X")))
es una transformacion natural se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Homp(L(X), L(X")) L EDEXN - pro (LX), LX)

@X,L(X')l l‘PX/,L(X/)

Hom(X, R(L(X"))) e Homo(X', R(L(X')))

Evaluando en 1;xy € Homp(L(X'), L(X")), se cumple lo siguiente:
nx o [ =(Home(f, R(L(X"))) o pxr,r0xn)(1nx))
:(SOX,L(X/) o Homp (L(f), L(X,)))(lL(X’ﬁ
=px,0(x)(Lrxn o L(f))
=ox,Lx")(L(f))
Es decir

(2) nx:o f = QOX,L(X')(L(f))-

De (1) y (2) se concluye que

R(L(f)) onx ZQDX,L(X/)(L(JC»
=nx o f.
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Por lo tanto n : 1¢ — R o L es una transformacion natural.
A continuacién se precisa la asignacion € : Lo R — 1p.

Sea Y € D, se debe cumplir que
ey : L(R(YY)) =Y

como L y R son funtores adjuntos existe una biyeccion

YRy : Homp(L(R(Y)),Y) = Homc(R(Y), R(Y)).
Es asi que

%b)y : Homg(R(Y), R(Y)) — Homp(L(R(Y)),Y).
Observe que

Privyy (L)) - LR(Y)) =Y
de manera sugerente se define
¢y = SOI;(lY),Y(lR(Y))'

Se prueba que tal asignacion es natural.

Sea g : Y — Y’ un morfismo en D, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

L(R(Y)) 29 L(R(y"))

ey l
Y

Y—>’

Como
Priyy, * Homo(R(Y), R(_)) = Homp (L(R(Y)), _)
es una transformaciéon natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Homea(R(Y), R(Y)) -2 TR - p oo (R(Y), R(Y"))

—1 -1
SDRm,Yl l‘ﬂmm,w

Homp(L(R(Y)),Y) s Homp(L(R(Y)),Y")

Homp (L(R(Y)),9)
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Evaluando en 1zyy € Home(R(Y'), R(Y)), se cumple lo siguiente:
goey =(Homp(L(R(Y)),9) © ¥riy)y)(Lrr))
(grly 3 © Homa(R(Y), R(9))) (Lnr)
=iy (B(9) © Lry))
=0y (R(9))
Es decir
(3) 9oy = Privy v (R(9))-

Por otra parte, como R(g) : R(Y) — R(Y”) es un morfismo en C y como
¢yt Homa(_, R(Y")) = Homp(L(_),Y")
es una transformacioén natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Homg(R(g),R(Y"))

Homc(R(Y),R(Y")) » Homg(R(Y), R(Y"))

—1 —1
SDR(Y'),y'l l@R(Y),Y'

Homp(L(R(Y")),Y") s Homp(L(R(Y)),Y")

Homp (L(R(9)),Y”)
Evaluando en 1z € Homc(R(Y'), R(Y")), se cumple lo siguiente:
ey 0 L(R(9)) =(Homp(L(R(9)),Y") © ¢ty v) (L)
=(Pr(y)yr © Homc(R(g), RY")))(1rpn)
= ntyyy (Lry © R(g))

=¢aivyy (R(9))
Es decir

(4) ey 0 L(R(9)) = ¢aiy) - (R(9))-

De (3) y (4) se concluye que

90y =Ppiyy v (R(9))
=¢eyr o L(R(g)).

Por lo tanto € : L o R — 1p es una transformacion natural.
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Resta probar que se satisfacen las identidades triangulares.

Como nx : X — R(L(X)) es un morfismo en C y
¢ Home(_, R(L(X))) = Homp(L(_), L(X))
es una transformacion natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Homg(nx ,R(L(X)))

Homc(R(L(X)), R(L(X))) » Home(X, R(L(X)))

—1 —1
S"R(L(X)»L(X)l lﬂox,wo

Homp (L(R(L(X))), L(X)) Homp (L(X), L(X))

Homp (L(nx), L(X))
Evaluando en 1 (xy) € Homc(R(L(X)), R(L(X))), se cumple lo siguiente:

er(x) © L(nx) =(Homp(L(nx), L(X)) © ¢aipox0y.oo0) LrEx))
(SOXL(X o Home(nx, R(L(X))))(1rw(x))

)
_SOX L(X (1R X)) ©1x)
=% £ (%)
=300 (Px.000 (L)
=l

para todo X € C, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

\L:)]fol)

Por otra parte, como ey : L(R(Y)) — Y es un morfismo en D y
ORry), Homp(L(R(Y)), ) — Homc(R(Y),R(_))
es una transformacion natural, se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

Homp(L(R(Y)), L(R(Y))) 22RO ) o S(L(R(Y)), Y)

¢R(Y),L(R(Y))l l@R(Y),Y

Home(R(Y), R(L(R(Y)))) » Homa(R(Y), R(Y))

Homc(R(Y),R(ey))
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se cumple lo siguiente:

Evaluando en 1;pyy) € Homp(L(R(Y)), L(R(Y))),
R(ey) o nreyy =(Homc(R(Y), R(ey)) © 9rev).Lrey)) (1oirr))
=(¢rv),y ©c Homp(L(R(Y)),ey))(1rryy))
=Pry)y(Ey © 1r(r(y))
=0rv)y(Y)
=or)Y (Priy)y (Lr)))
=lrey)

para todo Y € D, por lo que el siguiente diagrama conmuta:

—— RoLoR

\ 2

2) <= 1) Sean X € C, Y € D cualesquiera, se define
oxy : Homp(L(X),Y) = Homc(X, R(Y))

Esto concluye la primer parte.

como

wxy (f) = R(f)onx
para todo f : L(X) — Y. Ademés, se define
Yxy : Home(X, R(Y)) = Homp(L(X),Y)

como

Uxy(g) =ev o L(g)
para todo g : X — R(Y'). Entonces
exy °odxy(9) =pxy(ey o L(g))
=R(ey o L(g)) o nx
=R(ey) o R(L(g)) o nx

como 7 : 1¢ = RolL es una transformacion natural, se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

X g » R(Y)

WXl l’qR(Y)

R(L(X)) —5zm BILR(Y)))
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De lo anterior se deduce lo siguiente:
pxy o ¥xy(9) =R(ey) o R(L(g)) ° nx
=R(ey) onry)og-

Por hipoétesis, el siguiente diagrama conmuta:

RLR> RoLoR

T b
R

exy ovxy(g) =R(ey)onryyog
=lpy)©oyg
=9
para todo g € Homc(X, R(Y)). Por otra parte

Yxy o pxy(f) =txy o (R(f)onx)
=ey o L(R(f) o nx)
=ey o L(R(f)) o L(nx)

como € : Lo R — Idp es una transformacion natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

y por lo tanto

L(R(L(X))) — 22, L(R(Y))
EL(X)\L l
L(X) - %

De lo anterior se deduce que:

Uxy o exy(f) =gy o L(R(f)) o L(nx)
:f e} €L(X) e} L(nx)

Por hipoétesis, el siguiente diagrama conmuta:

——> LoRolL

SOk
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y por lo tanto

wX,Y o SOX,Y(f) =fo €L(x)° L(UX)
=fo 1L(X)
=f
para todo f € Homp(L(X),Y). El par de argumentos antes validados permiten
concluir que

oxy : Homp(L(X),Y) — Homc(X, R(Y))
es una biyeccion. Resta probar que tal biyeccion es natural en cada variable.
Sea X € C, se comienza probando que ¢x, : Homp(L(X), ) = Homc(X, R(_))

es natural. Sea f : Y — Y’ un morfismo en D, se busca probar que el siguiente
diagrama conmuta:

Homp (L(X),f)

~

Homp(L(X),Y) Homp(L(X),Y")

wx,yl l&ﬂx,y/

Home(X, R(Y)) prr— T Homc (X, R(Y"))

Se cumple lo siguiente:

(ex,yr o Homp(L(X), f))(g) =¢xy(f o g)
=R(f og)onx
=(R(f) o R(g)) ° nx
=R(f) o (R(g) onx)
=R(f) o vxy(9)
=(Homc(X, R(f)) o pxv)(9)-
Por lo tanto ¢x, : Homp(L(X), _) — Homc(X, R(_)) es natural.

Sea Y € D, se busca probar que ¢ y : Homp(L(_),Y) — Homc(_,R(Y)) es
natural. Sea g : X — X’ un morfismo en C, se busca probar que el siguiente diagrama
conmuta:

Homp (L(g9),Y)

Homp(L(X),Y) < Homp(L(X"),Y)

QOX,Y\L lWX/,Y

Homg(X, R(Y)) < Homec(X',R(Y))

Homg(g,R(Y))



28 1. MONADAS

Se cumple lo siguiente:

(px,y o Homp(L(9),Y))(f) =exy(f o L(g))
=R(f o L(g))onx
=(R(f) o R(L(g))) o nx
=R(f) o (R(L(g)) o nx)
=R(f) o (nx og)
=(Homc(g, R(Y)) o pxry)(f)

la quinta igualdad se sigue de la naturalidad de 7.

Por lo tanto ¢ y : Homp(L(_),Y) — Homc(_, R(Y)) es natural. Lo anterior da
por terminada la demostracion. 0

La prueba de la proposicion anterior puede haber parecido bastante elaborada, pero
vale totalmente la pena, pues de ahora en adelante cada que se busque estudiar una
situacion de adjuncion en lugar de trabajar con los isomorfismos naturales se buscara
trabajar con la unidad y counidad.

Como se ha mencionado a lo largo de este trabajo, de nuestro particular interés son
las comoénadas, sin embargo, no se pasaran por alto los resultados correspondientes
a monadas cuando estos sean accesibles.

PROPOSICION 6. Sean (L, R) : C — D un par de funtores adjuntos con n : lc —
RoL,e: LoR — 1p la unidad y counidad de la adjuncion respectivamente. Entonces
(RoL,n,RoecolL) es una monada en C, la cual se denota por Si g.

DEMOSTRACION. Se busca probar que los siguientes diagramas conmutan:
S.1

(RoL)on no(RoL
RolL
S.2
(R o L)S (RoL)o(RoeoL) X (R o L)2
(RoaoL)o(RoL)i lRogoL
(RoL)? » Ro L

RoeoL
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Dado que L y R son funtores adjuntos se satisfacen las identidades triangulares, es
decir los siguientes diagramas conmutan:

L - LoRoL R-"% RoLoR
I N
L R

Sea X € C, por la primer identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

L(nx)

LX) — L(R(L((X)))

\ lEL(X)
1px)
L(X)

aplicando el funtor R : D — C se cumple lo siguiente:

Lrexy) =R(nx)
=R(erx) o L(nx)
=R(er(x)) © R(L(nx))-
Observe que L(X) € D, por la segunda identidad triangular se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:
R(L(X)) "X R(L(R(L(X)))
R(er(x))

R(L(X))

Lr(L(x))

En consecuencia el diagrama (S.1) conmuta.

Respecto al segundo diagrama. Note que e7,x) : L(R(L(X))) — L(X) es un morfismo
en Dy comoe: LoR — 1p es una transformacion natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

L(R(er(x)))
—

L(R(L(R(L(X))))) L(R(L(X)))
EL(R<L(X)))l lEL(X)
L(R(L(X))) —— L(X)
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aplicando el funtor R : D — C se cumple lo siguiente:
R(erx)) o R(L(R(eL(x)))) =R(erx) o L(R(er(x))))
=R(eLx) © ELrLx)))
=R(er(x)) o R(enrir(x)))

Por lo tanto el diagrama (S.2) conmuta.

En conclusion S; g = (Ro L,n, Roc o L) es una moénada en C. O

La siguiente herramienta es imprescindible a lo largo de este trabajo, pues cada
comoénada que se estudie serd motivada por una adjuncion.

PROPOSICION 7. Sean (L,R) : C — D un par de funtores adjuntos con n : 1lc¢ —
RolL,e: LoR — 1p la unidad y counidad de la adjuncion respectivamente. Entonces
(LoR,e,LonoR) es una comonada en D, la cual se denota por Ty g.

DEMOSTRACION. Se busca probar que los siguientes diagramas conmutan:

T.1
LoR
Lion Lonol~~_LoR
LoR (LolR)Q — i LoR
T.2
LoR LonoR . (Lo R)?
LonoRl l(LonoR)o(LoR)
(Lo R)? » (Lo R)?

(LoR)o(LonoR)

Dado que L y R son funtores adjuntos se satisfacen las identidades triangulares, es
decir los siguientes diagramas conmutan:

L -2 LoRoL R-"% RoLoR

x laoL k/‘ lRoa
L R

Sea Y € D, por la segunda identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:



2. ADJUNCIONES 31

NR(Y)

R(Y) —— R(L(R(Y)))

(
WX lR(ay)
R(Y)
aplicando el funtor L : C — D se cumple lo siguiente:
Li(rey =L(Law))
=L(R(ey) © nr(v))
=L(R(ey)) o L(nry))

Por otra parte. Note que R(Y) € D, por la primera identidad triangular se tiene que
el siguiente diagrama conmuta:

LR(Y)) 2 L(R(L(R(Y))))

lEL(R(Y))
1L<R(Y>>\,x
L(R(Y))

Por lo tanto el diagrama (T.1) conmuta.

Respecto al segundo diagrama. Note que ngy) : R(Y) = R(L(R(Y))) es un morfismo
en C y como 7 : 1¢ — Ro L es una transformacion natural, se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

NRrR(Y)

R(Y) » R(L(R(Y)))

ﬂR(Y)l l”R(IAR(Y)))

R(LIRY)) Ziomeyy BERLEX)))

aplicando el funtor L : C — D se cumple lo siguiente:
L(R(L(nr(v)))) © L(nre)) =L(R(L(Nry))) © nrey))
=L(MRr(L(R(V)) © NR(Y))
=L(nrrry)) © Lry))
Por lo tanto el diagrama (T.2) conmuta.
En conclusion Ty p = (Lo R,e, L ono R) es una coménada en D. O

Los ejemplos de comoénadas inducidas por una adjuncién se presentaran en los capi-
tulos 5,6 y 7.






Capitulo 2

Objetos de Grupo

En el presente capitulo se estudia el concepto de objeto de grupo y objeto de grupo
abeliano, asi como un grupo se construye sobre un conjunto, un objeto de grupo
se construye sobre un objeto de la categoria y se busca preservar la esencia de los
axiomas de grupo mediante flechas y diagramas conmutativos. Es por tanto que un
objeto de grupo busca generalizar el concepto de grupo.

NOTACION 2. Para los grupos que no necesariamente son abelianos se empleard la
notacion multiplicativa y se denotard por e al elemento neutro. Para grupos abelianos
se empleard la notacion aditiva y se denotard por 0 al elemento neutro.

1. Objetos de grupo

DEFINICION 4. Sean C una categoria con productos finitos y G € C. Se dice que G
es un objeto de grupo en C si existen morfismos en C

w:GxG— G
Al—=G
v:G— G
tales que los siguientes diagramas conmutan:
A.l
GxGxG -5 Gxa
xta | ¥
GXxXG——F—G
A.2.
G w1 LA M 1o
A.3

33
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<1G7'Y> G % G <"/71G>

A A

donde ! denota al unico morfismo que existe de G en el objeto terminal 1.

OBSERVACION 2. En la definicion anterior como hipdtesis se pide a la categoria tener
productos finitos, pues de esta manera se garantiza la existencia de objeto terminal
y en particular la existencia de productos binarios, pero basta con tener algunos
productos binarios y objeto terminal para poder trabajar con objetos de grupo.

Es evidente que los diagramas conmutativos de la definicién de objeto de grupo
buscan replicar los axiomas de grupo.

En el siguiente par de proposiciones se busca caracterizar a los objetos de grupo en
la categoria conjuntos.

PROPOSICION 8. Sea G un objeto de grupo en Set, entonces G es un grupo.

DEMOSTRACION. Como G es un objeto de grupo en Set existen morfismos

w:GxG—G

Ail—=d

v:G—G
en Set, tales que los correspondientes diagramas conmutan. Se propone a

w:GxG—G

como la operacion binaria. El diagrama (A.1) es testigo de la asociatividad de la
operacion.

Se denota por e a la imagen del tnico elemento del objeto terminal bajo la funcion
A:1— G, esdecir e := A(x). Como consecuencia de la conmutatividad del diagrama
(A.2) se cumple lo siguiente:
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(g, e) =p(g, A(x))
=u((1e x A)(g, %))
=p1(g, *)
=g
=pa(*, g)

=u((A x 1g)(*, 9))

1(A(%), 9)

(e,

9)

para todo g € GG. Lo anterior prueba la existencia del elemento neutro.

Se denota por ¢! a la imagen del elemento g € G bajo la funcién v : G — G, es

decir g7! := y(g). La conmutatividad del diagrama (A.3) implica lo siguiente:

9:7(9))
(1e7)(9))
|

w(g,97") =p

=u(g~ ,g)

para todo g € G. Lo anterior prueba la existencia de elementos inversos.
Se concluye que G es un grupo. O

PROPOSICION 9. Sea G un grupo, entonces G es un objeto de grupo en Set.
DEMOSTRACION. Sea GG un grupo. Los morfismos que en esta prueba se definen

son a los que en un futuro se hara referencia como morfismos canénicos.

Se define i : G X G — G como (g1, 92) := g1 - g2 para todo g1, g2 € G. El axioma de
asociatividad que satisface la operacion del grupo G implica lo siguiente:
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(o px1g)(g1, 92, g3) =p(p(g1,92), g3)
:(91 '92) ]
=g1 - (92 : 93)
=u(g1, (g2, g3))
=(nolg x u)(g1,92,93)

para todo g1, g2, 93 € G.

Se define A : 1 — G como A(x) := e. El axioma correspondiente al elemento neutro
del grupo G implica lo siguiente.

Por una parte:

Por otra parte:

(oA x1g)(x,9) =u(A(x), 9)

para todo g € G.

Para finalizar, se define v : G — G como ~(g) := ¢~ !. El axioma correspondiente a
los elementos inversos del grupo G implica lo siguiente:
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(1o (1g,7))(g) =u(g,7(9))

=g g
=u(g",9)
=u(v(9) 9)
=(po (v, 1c))(9)

para todo g € G. Por lo tanto GG es un objeto de grupo en Set. U

El siguiente lema que se presenta es de caracter técnico, este sera de gran ayuda para
demostrar que la estructura de grupo que se puede dar a un conjunto es tnica, esto
cuando las operaciones en cuestion satisfagan una relacion.

LEMA 1. (Eckmann-Hilton) Sea X un conjunto equipado con dos operaciones bina-
rias, las cuales se denotan por ¢, ©. Si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existen elementos 1,,15 € X tales que l,ox = x = x0l, y looxr = = zol,
para todo x € X.
2. (wox)o(yoz)=(woy)o(x6z) para todo w,x,y,z € X.
Entonces 1, = 1o yx oy = x Sy para todo x,y € X, mads ain, la operacion es
conmutativa.

DEMOSTRACION. En lo que respecta a la primer afirmacion se cumple lo siguien-
te:

1, =1, 01,
=(ls 6 1) (ls & 1g)
=(lgols) o (ls01p)
1,01,
:19
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Una vez que se ha probado que los elementos distinguidos coinciden se denota por 1
a tal elemento. Se cumple lo siguiente:

zoy=(loz)o(yol)
=(loy)e(zol)
=y O
=(yol)o(lox)
=(yele(lou)
=youx

para cualesquiera z,y € X. El primer y ultimo termino de la cadena de igualdades
demuestran que las operaciones coinciden, mientras que el primer y cuarto termino
de la cadena de igualdades demuestran que la operaciéon es conmutativa. 0]

Cuando se trabaje en categorias cuyos morfismos tengan mas propiedades estas se
veran reflejadas en los objetos de grupo, la siguiente proposiciéon ejemplifica tal si-
tuacién. A continuacién se caracteriza a los objetos de grupo en la categoria de
grupos.

PROPOSICION 10. Sea G un objeto de grupo en Grp, entonces G es un grupo abe-
liano.

DEMOSTRACION. Sea GG un objeto de grupo en Grp, por definicion G € Grp
de modo que desde un principio G tiene estructura de grupo, se denota por - a la
operacion y se denota por e al elemento distinguido.

Como p: G X G — G es un morfismo en Grp, se cumple lo siguiente:

(g1 - 93,92 - 91) =p((g1, 92) © (g3, 94))
:M(gl, 92) : M(Q:s, 94)

para todo g1, go, 93,94 € G, donde ® denota la operaciéon del grupo G x G inducida
por la operacion - del grupo G.

Por una parte
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por otra parte

1(A(*), 9) =p(A X 1 (x, 9))
=pa(*,9)
=g
=p1(9g, *)
=n(le % Mg, %))
=11(9, A(*))
para todo g € G.

El lema de Eckmann-Hilton asegura que

1(g1,92) = 91+ 92
para todo ¢g1,90 € G. Méas aun, asegura que la operacion binaria - es conmutativa,
como extra se tiene que A(x) = e. Por lo tanto G es un grupo abeliano. OJ
PROPOSICION 11. Sea G un grupo abeliano, entonces G es un objeto de grupo en
Grp.

DEMOSTRACION. Sea GG un grupo abeliano, en particular G' es un grupo. Como
resultado de la caracterizacion de objetos de grupo en la categoria de conjuntos se
deduce que G es un objeto de grupo en Set.

El argumento anterior valida la conmutatividad de los diagramas de la definicion de
objeto de grupo, resta probar que cada morfismo que acompana al objeto de grupo
es un homomorfismo de grupos para concluir que G es un objeto de grupo en Grp.

Sea 1 : G x G — G el morfismo en Set canonico, es decir, el definido en la prueba
de la proposicion 9, la asociatividad y conmutatividad de la operacién - implican lo
siguiente:

1((91: 92) © (93, 94)) =H(g1 - g3, 92 - 94)
:(91 '93) : (92 '94)
:(91 '92) ) (93 : 94)
=91, g2) - (g3 ga)

para todo g1, 92,935,914 € G. Por lo tanto p : G x G — G es un homomorfismo de
grupos y en consecuencia un morfismo en Grp.

El objeto terminal en la categoria Grp es el grupo trivial, el cual tiene como tnico
elemento al distinguido.
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Sea A : 1 — G el morfismo en Set candnico, es decir, el definido en la prueba de la
proposicion 9, se tiene que A(x) = e. Es decir, A asocia el elemento distinguido del
grupo trivial en el elemento distinguido del grupo G, por consiguiente A : 1 — G es
un morfismo en Grp.

Sea v : G — G el morfismo en Set definido en la prueba de la proposicion 9, se
cumple lo siguiente:

(g1 92) =(g1-g2)~"

=g, 91"

=91 95"
=7(g1) - ¥(g2)
para todo g1, g2 € G. Por lo tanto v : G — G es un morfismo en Grp.

Como resultado de que G es un grupo y los morfismos que dan estructura son mor-
fismos en Grp se concluye que G es un objeto de grupo en Grp. ([l

Sin duda el siguiente resultado no necesita presentacion, este sera tutil para la de-
mostracion de resultados posteriores.

LEMA 2. (Yoneda) Sean C una categoria® y F : C — Set un funtor. Considere un
objeto X en C, entonces existe una correspondencia biyectiva

prx : Nat(Home(X, ), F) — F(X)
que es natural en la variable F y X.

DEMOSTRACION. Se comienza estudiando la correspondencia biyectiva.

Sea n: Homg(X, ) — F una transformacion natural. Se define
vrx : Nat(Homec(X, ), F) = F(X)
como
erx(n) =nx(1x).
Dado que F' : C — Set toma valores en conjuntos, entonces se pueden considerar
elementos. Sea x € F'(X). Se define
Yrx : F(X) = Nat(Home(X, ), F)

como

VYrx (@) ,(f) = F(f)(z)
para todo A € C y para todo morfismo f: X — A en C.

Yale la pena recalcar que C es una categoria localmente pequena.
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En una primera etapa se demostrara que la dltima asignaciéon definida es correcta,
por tanto se demuestra que Ypx(z) : Homc(X, ) — F es una transformacion
natural para cualquier z € F(X).

Sea f: A — B un morfismo en C, entonces

(F(f) o rx(2) ,)(9) =F(f) o F(g)(x)
=F(f og)(x)
:¢F,X(x)3(f °g)
=(Vrx(z)p 0 Home (X, f))(9)

para todo g € Homg(X, A). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

Home(X, A) Y Home(X, B)
Yrx (x)Al l"pF,X (%) g
F(A) o F(B)

Por lo tanto g x () es una transformacion natural para cada z € F(X).

En una segunda etapa se estudia la correspondencia biyectiva, para esto, note lo
siguiente:

Sea n: Homg(X, ) — F una transformacion natural, se cumple lo siguiente:
(Vrx o prx)m) = vrx(nx(1x)) : Home(X, _) = F
por lo que

(Vrx o wrx) (M) 4(9) =Yrx(x(1x)) 4(9)
=F(g9)(nx(1x))
=na(9)

para todo A € Cy g: X — A morfismo en C, cabe recalcar que la tercera igualdad
se sigue de la naturalidad de 7.

En cuanto a la composicién en el orden inverso se satisface lo siguiente:
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(prx o Vrx)(7) =prx(Yrx(z))
=Ypx (x)x (1x)
=F(1x)(z)
=1pox) ()

para todo = € F(X).
Esto prueba la correspondencia biyectiva.

Resta probar la naturalidad en las variables X y F.
Para la variable X.
Considere el funtor Nat* : C — Set que a nivel de objetos se define como
Nat*(X) = Nat(Homg(X, ), F)
y para f: X — Y un morfismo en C, se define
Nat*(f) : Nat(Homc(X, ), F) — Nat(Homc(Y, ), F)

como

Nat*(f)(n) = no Homg(f, ).

Se busca probar que ¢p, : Nat* — F es una transformacion natural.

Sea f: X — Y un morfismo en C. Se cumple lo siguiente:

(F'(f) o erx)(m) =F(f)(nx(1x))
=ny o Homc (X, f)(1x)
=ny(folx)
=ny (f)
=ny(ly o f)
=ny o Homg(f,Y)(1y)
=(no Homc(f, _))y(ly)
=pry(no Homa(f, _))
=(¢ry o Nat*(f))(n)

para toda n : Homg(X, ) — F transformacion natural. Por lo que el siguiente
diagrama conmuta:



1. OBJETOS DE GRUPO 43

Nat(Homa(X, ), F) —2“Y o Nat(Home(Y, ), F)

SOF,X\L l@F,Y

F(X) o » F(Y)

En conclusion ¢ : Nat* — I es una transformacion natural.

Para la variable F'.
Considere el funtor Nat, : Fun(C, Set) — Set que a nivel de objetos se define como

Nat.(F) = Nat(Homgc(X, _), F)
y a nivel de morfismos, para n: F' — G una transformacion natural, se define
Nat.(n) : Nat(Homc(X, ), F) = Nat(Homc(X, ), G)

como

Nat.(n)(pn) =mnop

Sea X un objeto en C, considere ademas el funtor evaluacion evy : Fun(C, Set) —
Set que a nivel de objetos se define como

evx(F) = F(X)
y a nivel de morfismos, para n : F' — G una transformacién natural, se define como

evx (1) = nx

En esta ocasion se busca probar que ¢ x : Nat, — evx es una transformacion
natural.

Sea n : F' — G una transformaciéon natural, se cumple lo siguiente:

(ve,x o Nat.(n)) (1) =pcx(no )
=(nopmx(1x)
=nx o fix(1x)
=evx (n)(px(1x))
=(evx(n) o prx)(1)

para toda u € Nat(Homg(X, ), F). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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Nat(Home(X, ), F) —" o Nat(Home(X, ),G)

SDF,X\L lSOG,X

F(X) » G(X)

evx (1)

Por lo tanto ¢ x : Nat, — evx es una transformaciéon natural.

Esto concluye la prueba del Lema de Yoneda. 0

El motivo por el cual se enuncio y demostro el lema de Yoneda encuentra justificacion
en el siguiente corolario.

COROLARIO 1. Sean C una categoria® y X,Y objetos en C. Toda transformacion
natural n: Homgc(_, X) — Homc(_,Y) es de la forma

na(f) =nx(lx)o f

en la A-ésima componente, donde f € Homg(A, X).

DEMOSTRACION. Sea n: Homg(_,X) — Homc(_,Y) una transformacion na-
tural, por la version contravariante del lema de Yoneda se cumple lo siguiente:

Nat(Homg(_,X),Homa(_,Y)) = Homc(X,Y).

Por lo tanto existe g € Homc(X,Y) tal que ¢(g) = 1. Debido a la regla de corres-
pondencia de 1) se cumple lo siguiente:

() W(g)alf) = na(f) = Home(f, B)(9) = go f.

En adicion, se debe cumplir lo siguiente:

(6) emn) =nx(1x) =g.

De (5) y (6) se concluye el resultado. O

Antes de continuar con la exposicion de la teoria es necesario un lema técnico.

2Como C es localmente pequeiia, los funtores Home(_ , X), Homc(_,Y) : C — Set estan
bien definidos.
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LEMA 3. (Técnico) Sean C una categoria y {A;}}, una familia de objetos en C
n

tales que | | A; existe, entonces existe una biyeccion natural
i=1

n

©: HHomC(_,Ai) — Homc(_,HAi)

i=1 i=1

DEMOSTRACION. Sea X € C, se busca definir

n

Ox HHomC(X, A;) — HomC(X,HAi)

i=1 i=1

considere (fi,.., fi, .., fn) € HHomC(X, A;), note que f; : X — A; para cada

=1
i e {1,.. n} Por la propiedad universal del producto existe un tnico morfismo

f:X - HA tal que p; o f = f;, donde p; : HA — A; denota a la i-ésima

=1 =1
proyeccién candénica. De manera sugerente Se deﬁne

¢X(f17"7fi7"7fn) :f
Sea X € C, se busca definir

Py HOmc(X,HAi) — HHUWC()Q A;)
i—1 i=1

considere f € Homc(X, H A;), observe que:

i=1

X LA A,

=1

de manera sugerente se define

77ZJX(f) = (pl(f)a >pz(f)a apn(f))

Los morfismos antes descritos satisfacen lo siguiente:

(ex o vx)(f) =ox(1(f)s s i(f), - pu(f))
=f

para todo f € Homc(X, HAZ)

=1
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(Vx 0 9x)(f1s 0 fir oo Ju) =0x (f)
:(pl(f)v "7pi(f>> 7pn(f>>
:(fla oy fisoes fn)

para todo (fi, .., fi,.., fn) € HHomC(X, A;).

i=1
Lo anterior prueba la biyeccion para cada X € C.

Resta probar que

n

@ : ﬁHomC(_,Ai) — Homc(_,HAi)
i=1

=1

es natural. Sea f : X — Y un morfismo en C, entonces

(SOX © H HomC<f> Az))(glv -5 Gis 7gn) :SOX(HHOmC(f, Al)(gla -3 Gis >gn))
=1

=1
:me(gl Of"'agiofa“agnof)

=gof
—Home(£. [ 4)(0)
=1
:HOmC(fa H Az)(ng(gla o Giy oy gn))
=1
:(HOmc(f, H AZ) ° SOY)(gla c5 Giy -y gn)
=1

para todo (g1, .., i, -, gn) € HHomc (Y, A;). Por lo que el siguiente diagrama con-
i=1
muta:
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[ Home(f, A)

ﬁ Home(Y, 4;) = » [ Home (X, A))
i=1 i=1
@Yl l@x
Homc(Y,ﬁAi) - 3 Homc(X,ﬁAi)
=1 Homg(f, H Ai) =
i=1

Esto concluye que
n n
Q H HOmc(_, Az) — HOmc(_, H Az)
i=1 =1
es una biyeccion natural. 0

A continuacion se expone una manera de identificar a un objeto de grupo, la forma
en que esta enunciado el resultado parece no facilitar las cosas pero se dara una
interpretacién menos formal.

PROPOSICION 12. Sea C una categoria® con productos finitos. G es un objeto de
grupo en C si y sdlo si existe un unico funtor contravariante F' : CP? — Grp que
cumple hacer conmutativo el siguiente diagrama:

cow — HomelL.© | gy

N T

Grp

U denota al funtor que olvida.

De manera un poco mas informal lo que el resultado anterior plantea es lo siguiente.

Si para cada X € C el conjunto Homc(X, @) tiene estructura de grupo entonces
GG es un objeto de grupo. Y por el contrario, si G es un objeto de grupo entonces
Homc(X, @) es un grupo.

DEMOSTRACION. =) La prueba en esta direccion se puede consultar en [12].

Como comentario, es candnica la estructura de grupo que se puede dar al conjunto
Homc (X, G) a partir del objeto de grupo G.

3Una vez mas la hipotesis general de este texto es necesaria.
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<) Para demostrar esta implicacion se busca extraer la estructura de objeto de grupo
para G, del grupo Homc(X, G).

Observacion. Para fines practicos Z denota al objeto terminal en esta prueba.

El orden a seguir en esta demostracion es el siguiente: Se subdivide la demostracion
en 4 partes, en cada una de estas se busca definir el pertinente morfismo que da
estructura de objeto de grupo y se demuestra que conmutan los diagramas de interés.

1. Morfismo multiplicacion.

Por hipoétesis existe un tnico funtor contravariante F' : C? — Grp que satisface
Home¢(X,G) =U(F(X))
para todo X € C. En consecuencia
F(X) = (Homc(X,G),mx)

donde
mx : Homc(X,G) x Homc(X,G) — Homc(X, G)

denota a la operacion binaria que da estructura de grupo al conjunto Homga(X, G).

Observacion. La unicidad del funtor F' : C? — Grp implica la unicidad de la
operaciéon binaria my.

Por el resultado técnico antes expuesto se identifica de manera natural a Homg(X, G) x
Homg(X,G) con Home(X, G x G).

Afirmacion m : Home(_,G x G) — Homg(_, G) es una transformacion natural.
Sea f: X — Y un morfismo en C.

Como F' : C? — Grp es un funtor, entonces F(f) = Home(f,G) : Homc(Y,G) —
Homc(X,Y) es un homomorfismo de grupos, se cumple lo siguiente:

F(f)(my(g,h)) =Homc(f,G)(my(g,h))
=mx(Homc(f,G)(g), Homc(f, G)(h))
:mX(gof,hOf)

para todo g, h € Homg(Y, G). Es por ello que
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(mx o Home/(f, G x G))(g) =mx(go f)
=F(f)(my(g))
=(Homc(f,G) omy)(9)
para todo g € Homg(Y,G x G). En consecuencia el siguiente diagrama conmuta:

Homea(Y, G x @) 1YY oo (X, G x Q)

m | |ms

Home(Y,G) > Home (X, G)

Homc(f,G)

De tal manera m : Homg(_,G x G) — Homg(_, G) es una transformacion natural.

Se debe tener en cuenta que
maxa : Homa(G x G,G x G) = Homc(G x G, Q)
entre los diversos aprendizajes que deja el lema de Yoneda, la idea de evaluar en la
identidad es uno muy util.
Para lo correspondiente al morfismo multimplicacién, se define
wi=maxc(loxg) : G x G = G.

Como Homc(X, G) es un grupo, entonces por la caracterizacion de objetos de grupo
en la categoria de conjuntos se tiene que Homg (X, G) es un objeto de grupo en Set,
realizando las correspondientes identificaciones naturales se tiene que el siguiente
diagrama conmuta:

Homg(X,G x G x G) —="% 4 Homea(X,G x G)

mxxll lmx

Homg(X,G x G) > Homc (X, G)

mx

A continuacion se demuestra que el diagrama correspondiente a la asociatividad del
morfismo multiplicaciéon conmuta.

1. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmacion antes demostrada.

mo (mx1): Homg(_,G X G xG) — Homg(_,G)
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple que

(mo(mx1))x(f) = (mo(mx1))exaxa(laxaxa) o f
para todo morfismo f € Homc(X,G x G x G).

De la misma manera, por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple
que

mx(f) = maxa(laxa) o f

para todo morfismo f € Homg(X,G x G).

Por una parte

(mo (m x 1))axaxc(laxaxa) =maxaxa((m x 1)axaxa(laxaxa))
=maxaxc((Maxa X Lrome(c,a)) (laxa X 1a))
=maxaxa(Maxa(laxa) X LHome(c,o)(1c))
=maxaxa(it X 1a)
=maxa(laxa) o (1 X 1g)
=po (1 x1g)

2. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta

por la afirmaciéon antes demostrada.

(mo(lxm)): Homc(_,G x G xG) — Home(_,G)

de manera analoga se tiene que

(mo (1xm))x(f) = (mo(lxm)exexa(laxaxa) o f
para todo morfismo f € Homc(X,G x G x G).

Por una parte

(mo (1 xm))axaxa(laxaxa) =mexaxa((1 X m)axaxa(laxaxa))
(

(
=maxaxa((1ome(,6) X Maxa)(la X 1laxa))
=maxaxc(Laome(c,6)(1a) X maxa(laxa))
=maxaxa(la X 1)
=maxa(laxa) o (1g X p)

=po (lg x 1)
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Como consecuencia de (1) y (2) se cumple lo siguiente

(ho(ux1g))of=(uo(legxp))of
siX=GxGxGy f=1gxaxag, se deduce que
po(pxle)=po(lexp)

en conclusion el siguiente diagrama conmuta:

GxGxG 2 axa

Mxlcl lu

GXGT>G

2. Morfismo neutro.

Por hipoétesis Homg (X, G) es un grupo, en consecuencia Homg (X, G) es un objeto
de grupo en Set, por tal motivo existe

px : Z — Home(X, G)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

1 om, 1 om
Home(X,G x 2) e X gome(X, G x G) e X O ome (X, Z x Q)

—— e

Homc (X, G)

Se identifica a Z con Homc(X, Z). Cabe aclarar que la definicién del morfismo py
es la canodnica, es decir, la que corresponde a seleccionar el elemento neutro.

Afirmacion p : Home(_,Z) — Homc(_, G) es una transformacion natural.
Sea f: X — Y un morfismo en C.

Por hipétesis F(f) = Homc(f,G) : Homc(Y,G) — Homc(X, G) es un homomor-
fismo de grupos, por tal motivo

F(f)(etomev.ay) =Home(f, G)(etome(v,a))
=€Homc(X,Q0)

lo cual implica lo siguiente:



52 2. OBJETOS DE GRUPO

(Home(f, G) o py)() =Homc(f, G)(py(!))
=Homc(f, G)(€rome(vG))
=€Homc(X,Q0)
=px(!o f)
=px(Homc(f, 2)(!))
=(px o Homg(f, Z))(!)

donde ! denota al inico morfismo de Y en Z.

Por consiguiente el siguiente diagrama conmuta:

Home(Y, Z) 2Y2 . Home(X, Z)

w| |px

Homc(Y, G) m) HomC(X, G)

Es asi que p: Homg(_,Z) — Homg(_,G) es una transformacion natural.

Para lo correspondiente al morfismo neutro, se define
Ni=pz(1z): Z =G

A continuacion se demuestra que el diagrama correspondiente a la propiedad del
morfismo neutro conmuta.

1. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmacion antes demostrada.

(mo (1 xp)): Homec(_,G x Z) — Homg(_,G)

Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple que

(mo (1 xp))x(f) = (mo(lxp)laxz(loxz)o f
para todo f € Homg(X,G x Z).

Por una parte
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(I % p)axz(laxz))
(LHome(c.q) X Pz)(1g X 17))
Liome(c,c)(1c) X pz(12))
=mgxz(lg X \)

=maxc(laxa) o (1g X A)

=po(lg x A)

2. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmaciéon antes demostrada.

(mo(px1)): Homc( ,Z x G)— Homg(_,G).

(m © (1 X p))GXZ(lGXZ) =Maxz
=Maxz

=Mmagxz

o~ o~ o~ o~

Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(mo(px1))x(f) = (mo(px1)zxc(lzxc) o f
para todo f € Homc(X,Z x G).

Por una parte

(mo(px1))zxa(lzxa) =mzxa((p X 1)zxa(lzxa))
=mzxc [Pz X laome(c.a)(1z X 1g))
(r2(12) X lgome(a.0)(1c))
=mzxc(A X 1g)
=maxc(laxa) o (A X 1g)
=po (A x1g)

=Mzxa

Como consecuencia de (1) se cumple lo siguiente

(no(lagxA))of=piof
siX=GxZy f=1gxz, se deduce que
po (lg x A) =py
Como consecuencia de (2) se cumple lo siguiente

(no(Ax1g))of=prof
siX=2ZxGy f=1zxq, se deduce que
o (Ax1lg) =ps
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en conclusion de los argumentos anteriores se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:

lg><>\ )\XIG

Gx 7 —/= 7 x @

\l/

3. Morfismo inverso.

Un argumento similar a los anteriores se sigue dando, por hipotesis Homa(X, G) es
un grupo, por tal motivo Homc(X, G) es un objeto de grupo en Set, lo cual implica
que existe

x : Homc(X,G) = Home(X, G)

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Home (X, G) Momax) Home(X,G x G) Jeclnon) Home (X, G)

| I r

Homg (X, Z) ———— Homc(X,G) «———— Homc(X, Z)

Cabe aclarar que la definicién del morfismo gx es la canodnica, es decir, la que corres-
ponde a asignar inversos.

Afirmacion g : Homg(_,G) — Homg(_, G) es una transformacion natural.
Sea f: X — Y un morfismo en C.

Por hipétesis FI(f) : Home(f,G) : Home(Y,G) — Homc(X, G) es un homomorfis-
mo de grupos, por lo que
F(f)(g™") =Homc(f,G)(g7")
=Homg(f,G)(9)™"
=(go )"

para todo g € Homc (Y, G). Se cumple lo siguiente:
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(Homea(f,G) o gv)(g) =Homc(f, G)(qv(9))
=Homg(f,G)(g™")
=(go f)"
=qx(Homc(f,G)(9))
=(gx o Homc(f, G))(g)

para todo g € Homc (Y, G). Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

Home(Y,G) Mome4),, Home (X, G)

o | Jox

HomC(Y, G) m) Homc(X, G)

Es asi que ¢ : Homg(_,G) — Homg(_,G) es una transformacion natural.

Para lo correspondiente al morfismo inverso, se define
v:=qs(lg): G — G

1. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmacion antes demostrada.

(mo(l,q)) : Homgc(_,G) = Homea(_,G)
por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(mo(l,q)x(f) = (mo(l,q)c(la)o f
para todo f € Homc(X,G). Por una parte

(mo(1,q)c(le) =ma((1,q)c(1c))
=ma({(1tome(c,0), 9a)(1a))
=ma((la, c(1g)))
=maxa(loxa) o (1a,7)
=p o (lg,7)

2. Considere la siguiente transformacion natural, la cual se puede tener en cuenta
por la afirmacion antes demostrada.

(mo{q,1)): Homc(_,G) = Home(_,G)
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se tiene

(mo{q,1))x(f) = (mo{q,1))c(lc)o f
para todo f € Homc(X,G). Por una parte

(mo(g,1))c(le) =ma((¢q, 1)c(1c))
=mq({gc: LHome(c,6)) (16))
=mc({9c(1c), 1a))
=maxa(laxa) © (7, 1la)
=po (v, 1lg)

Antes de terminar el argumento se precisa de una observacion.

Observacion. Considere el unico morfismo ! : G — Z, como p : Home(_,Z) —
Homg(_,G) es una transformacion natural, se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:

HOmC(!7Z)
—_

Home(Z,7) Hom¢ (G, Z)

vz Jpe

HomC(Z, G) m) Homc (G, G)

Evaluando en 1z se cumple lo siguiente:

pa(!) =pa(lzo!)
Zpg(HOTnc(!, Z)(lz))
=Homc(!, G)(pz(1z))
=pz(1z)o!
=\o!
Como consecuencia de (1) y de la observacion antes realizada, se tiene que
(o (la, 7)o f=px({(f))
si X =Gy f=1g, se deduce que
po(lg:7) = pa(!) = Aol

Como consecuencia de (2) y de la observacion antes realizada, se tiene que

(ko (v,1a)) o f =px(1(f))
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si X =Gy f=1g, se deduce que
fro(lg,7) = Aol.
Es asi que el siguiente diagrama conmuta:

G <1G»’Y> G % G (771G> G

| » I

Z s (G ¢ A4

En conclusiéon G es un objeto de grupo en C. U

2. Objetos de grupo abeliano

Asi como un grupo abeliano es un grupo que satisface un axioma extra, un objeto
de grupo abeliano resulta ser un objeto de grupo que satisface una condicién extra,
tal condicion busca explicar el nombre de esta seccion.

DEFINICION 5. Sean C una categoria con productos finitos y G un objeto de grupo en
C. Se dice que G es un objeto de grupo abeliano en C, si el morfismo multiplicacion
G x G — G cumple con hacer conmutar el siquiente diagrama:

A4

GxG 2% GxaG
xl“
G

donde 7¢c : G X G — G x G es el unico morfismo en C, que satisface
G+ GxaG 25 G
rm\wi %
GxG

hacer al diagrama anterior conmutativo.

Del mismo modo que los objetos de grupo en Set coinciden con los grupos, se cumple
lo analogo para grupos abelianos.

PROPOSICION 13. Sea G un objeto de grupo abeliano en Set, entonces G es un grupo
abeliano.

DEMOSTRACION. Como G es un objeto de grupo abeliano en Set, en particular
GG es un objeto de grupo en Set, por la caracterizacion de objetos de grupo en
la categoria de conjuntos, se deduce que G es un grupo con la operaciéon binaria
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inducida por el morfismo multiplicacion p : G x G — G. La conmutatividad del
diagrama (A.4) implica lo siguiente:
1(g1, 92) = p(1c.6(91, 92)) = 11(92, 1)

para todo g1, 9o € G, por consiguiente G es un grupo abeliano. 0
El reciproco de la proposicién anterior también se cumple.

PROPOSICION 14. Sea G un grupo abeliano, entonces G es un objeto de grupo abe-
liano en Set.

DEMOSTRACION. Como G es un grupo abeliano en particular G es un grupo,
por la proposicion 9 se deduce que G es un objeto de grupo en Set, resta verificar
que el diagrama (A.4) conmuta.

Se puede notar que

(g1, 92) =g1 + g2
=g2 + g1
=192, 91)
=u(76,6(91,92))

para todo g1, g2 € GG, por tal motivo el siguiente diagrama conmuta:

GxG 2% axa@
xl“
G

Es por tanto que G es un objeto de grupo abeliano en Set. 0

El siguiente resultado es de esperar, el cual es un tanto mas general que el expuesto
en la seccién anterior.

PROPOSICION 15. Sea C una categoria con productos finitos. G es un objeto de grupo
abeliano en C si y solo si existe un unico funtor contravariante F : CP — Ab que
cumple hacer conmutativo el siguiente diagrama:

Homc(_,G)

cer > Set

N

Ab

U denota al funtor que olvida.



2. OBJETOS DE GRUPO ABELIANO 59

DEMOSTRACION. =) Como G es un objeto de grupo abeliano en C, en particular
G es un objeto de grupo en C, en consecuencia existe un tnico funtor contravariante
F . C? — Grp tal que el siguiente diagrama conmuta:

Homg(_,G

Es asi que F(X) = (Homg(X,G),mx) es un grupo, donde
x : Homc(X,G) x Homc(X,G) = Home(X, G)

es la opreacion binaria, la cual se define como

mx = Homc (X, p) o ox

donde

vx : Homg(X,G) x Home(X,G) — Homg(X, G x G)
denota al isomorfismo natural que se puede considerar por el lema técnico(3) expuesto
en la seccién anterior.

Resta probar tal operacion binaria es conmutativa, es decir, se debe demostrar que
mx(f,g) = mx(g, f) para cualesquiera f,g € Homc(X, G).

Por una parte

mx (f,9) =(Homc(X, p) o ox)(f,9)
=Homc(X, 1) (¢x(f,9))
=Homc(X, p1)(a)

:l,[/ O (v

donde o : X — G x (G es el tinico morfismo que satisface pyoa = f y pooa =g.

Por otra parte, por hipétesis se tiene que 1 = p o 7¢ ¢, es asi que

mx/(g, ) =(Homc(X, ) o ox)(9, f)
=Homc(X, 1) (¢x (g, f))
=Homc(X, 1)(8)
=Homc(X, po16,6)(03)
:(IU,OTG7G) o[
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donde : X — G x G es el tinico morfismo que satisface pyo =gy peo = f.

Con el contexto antes planteado, si se demuestra que @ = 7¢ ¢ o 8 se concluye la
primer parte del resultado.

Observacion El morfismo 7¢ ¢ satisface que, p1 o T¢.¢ =p2 ¥ P2 © Ta.¢ = D1-

La observacion antes realizada motiva lo siguiente:

1. Como p; 0 = gy por la observacion anterior se deduce que ps o (7.0 5) =

g=Dp20¢a.
2. Como py0 5 = f y por la observacion anterior se deduce que p; o (7g.g 0 3) =
f=pioa

Como consecuencia de la propiedad universal del producto, se deduce que

TG’GOﬁ: .

El siguiente diagrama ilustra la situacion:

<) Sea X € C, por hipotesis F(X) = Homc(X,G) es un grupo abeliano, en par-
ticular Homg (X, G) es un grupo, luego como consecuencia de la proposicion 12 se
deduce que G es un objeto de grupo en C. Resta probar que G es un objeto de grupo
abeliano.

Como Homc (X, G) es un grupo abeliano se deduce de la proposicion 14 que Homc(X, G)
es un objeto de grupo abeliano en Set. Realizando las correspondientes identifica-
ciones naturales se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

THom(X,G)

Home(X,G x G) Home(X,G x G)

— e

Home (X, G)
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Por el corolario 1 del lema de Yoneda, se cumple lo siguiente:
mx(f) = maxa(laxa) o f
para todo f € Homc(X,G x G).
Se recuerda que
n=: mgxg(lgxg) GxGE—G
por lo expuesto en la prueba de la proposicion 12.

Si X = G x G y evaluando en 1gy¢, se cumple lo siguiente:

(Maxa © THom(GxG,axa)) (Laxa) =Mmaxa(Taomaxa,axa)(laxa))
=maxa(Ta.c © laxa)
=maxa(Ta,q)
=maxa(laxa) © T
=HOTGG-

Se sabe ademaés que
(Maxa © THom(exa,axa)) (laxa) = maxa(laxa)
por consiguiente

HoTaG =M
en consecuencia el siguiente diagrama conmuta:

GxG-12% agxa@
xl“
G

De lo anterior se concluye que G es un objeto de grupo abeliano en C. 0

Mas ejemplos de objeto de grupo abeliano surgirdn en capitulos posteriores.






Capitulo 3

Algebra Homolégica

Buscando que este trabajo sea lo mas autocontenido posible, el presente capitulo
tiene la intencion de exponer todos los preliminares necesarios de la tan popular
rama del algebra conocida como algebra homolégica, pues en lo que resta de este
trabajo los conceptos de tal rama del algebra figuran en todo momento.

En lo que resta del capitulo R denota un anillo conmutativo con 1.

1. Complejos de cadenas

DEFINICION 6. Sea {Cy}nez una familia de R—mddulos y {d, : C,, = Cp_1}nez
una familia de morfismos de R—mddulos. Se dice que {Cy,, d, }nez es un complejo de
cadenas si

dn o dn+1 =0
para toda n € Z. Se denota por Cy al complejo de cadenas.

dn N
e O S Oy I Oy —— -
St C, =0 para toda n < 0, se dice que Cy es un complejo de cadenas positivo.

DEFINICION 7. Sea Cy = {Cy, dyy }nez un complejo de cadenas. Se define el n—ésimo
grupo de homologia de Cy como

H,(Co) := Nuc(dy,)/Im(dni1)
DEFINICION 8. Sea {C"},cz una familia de R—mddulos y {d" : C" — C" "'},
una familia de morfismos de R—mddulos. Se dice que {C™,d"},cz es un complejo de
cocadenas st
d*od" ' =0
para toda n € Z. Se denota por C* al complejo de cocadenas.
e oml LA o om 4T et

St C™ =0 para toda n < 0, se dice que C* es un complejo de cocadenas positivo.

DEFINICION 9. Sea C* = {C™,d"} ez un complejo de cocadenas. Se define el n—ésimo
grupo de cohomologia de C* como

H"(C*) := Nuc(d")/Im(d"™")
63



64 3. ALGEBRA HOMOLOGICA

De particular interés en este texto son los complejos de cocadenas, es por tanto, que
las principales definiciones se estudiaran sobre tal contexto.

DEFINICION 10. Sean C® = {C™,d"} ez y D* = {D", f"}nez complejos de cocade-
nas, considere ademds {@™ : C™ — D" },cz una familia de morfismos de R—mddulos.

Se dice que {¢"}nez €s un morfismo de complejos de cocadenas si
an(Pn — (anrl Odn
para toda n € Z. Se denota por ¢ : C* — D*® al morfismo de complejos de cocadenas.

PROPOSICION 16. Sean C* = {C",d"},cz, D* = {D", f"}pez, E* = {E", 9" }nez
complejos de cocadenas y considere ademds ¢ : C* — D®, 1 : D* — E°* morfismos
de complejos de cocadenas.

Para cada n € Z, se define (¢ o )" := ™ o ¢", entonces o p : C* — E*® es un
morfismo de complejos de cocadenas.

DEMOSTRACION. Sea n € Z, entonces

gt o (o)t =g"o (¥"oy")
=(g"o¢") 0"
=y "o f)op"
=y o (fMog")
=" o (¢ o )
=" o ") o d"
—(Wog) ™ od"

Por lo tanto ¥ o ¢ : C* — E* es un morfismo de complejos de cocadena. U

PROPOSICION 17. La coleccion de complejos de cocadenas y morfismos de complejos
de cocadenas forman una categoria, la cual se denota por cCr_pod-

DEMOSTRACION. La proposiciéon anterior sugiere un candidato a la composicion
en la categoria, ademés se cumple lo siguiente:

¢"o (Yo ") = (" o) o "
para cada n € Z y para cualesquiera morfismos ¢ : E* — F* ¢ : D* — E°,
@ : C* — D* de complejos de cocadenas, en consecuencia

po(pop)=(poty)op.

Lo anterior prueba la asociatividad de la composicion.
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Sea C'* un complejo de cocadenas, considere ademas la siguiente familia de morfismos
de R—modulos {1gn : C™ — C"},ez. Por una parte

dnoln:dn:1n+lodn
para toda n € Z, por lo que 1ce € Hom(C*®,C*®). Por otra parte

Ipno" =" =" olgn
para cada n € Z, por tal motivo

lpeocp=p=polce

para cualquier morfismo ¢ : C* — D*® de complejos de cocadenas.

En conclusion cCr_nioq €8 Una categoria.

O

Cuando se trabaje con complejos de cocadenas positivos se denota a la categoria por
cCy
R—Mod"

PROPOSICION 18. Sea ¢ : C'* — D® un morfismo de complejos de cocadenas. Se
define
H"(p): H*(C*) — H"(D*)
como
H™(p)([2]) = [¢"(2)]-

Entonces H"(¢) es un homomorfismo de grupos para cada n € Z.

DEMOSTRACION. Se comienza probando que la asignaciéon esté bien definida en
el dominio y en el codominio, pues al estar trabajando en un cociente se debe tener
cuidado con los representantes.

Sean € Z.

Sean [w],[z] € H"(C*®) tales que [w] = [z], entonces w — 2z € Im(d"') por lo que
existe y € C"! tal que d""'(y) = w — z. Ademés se cumple lo siguiente:
" (w) — ¢"(2) =¢"(w — 2)
=" (d""(y))
=(¢" 0 d" )y
=(f""toyp"™)
=" " (W)

entonces @™ (w) — ¢"(z) € Im(f" ') por lo que [p"(w)] = [¢"(2)], lo que prueba que
H"(yp) esta bien definida en el dominio.

)
(y)
)
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En lo que respecta al codominio se tiene lo siguiente.

Sea [z] € H"(C*), entonces z € Nuc(d™) por lo que d*(z) = 0. Dado que ¢ : C* — D*
es un morfismo de complejos de cocadenas se cumple que

fnogpn — S077,—|-1 Odn

de modo que se cumple lo siguiente:

(f"o¢")(2) =(¢" o d")(2)
=" (d"(2))
:g0n+1(0)
=0.

En consecuencia ¢"(z) € Nuc(f™) y por tanto [¢"(z)] € H"(D*®), lo que prueba que
H"™(¢) esta bien definida en el codominio.

Por otra parte

para todo [w], [z] € H*(C*).

Esto concluye que H"(y) : H*(C*) — H™(D®) es un homomorfismo de grupos para
cada n € Z. O
La proposicion anterior motiva el siguiente resultado.

PROPOSICION 19. H" : cCRr_nroda — Ab es un funtor para cada n € Z.

DEMOSTRACION. La asignacion en objetos es la propuesta en 9 y la asignacion
en morfismos es la propuesta en 18. Resta verificar las identidades que respectan a
la composicion de morfismos de complejos de cocadenas y el morfismo identidad.

Seanne€Zyp:C*— D*y:D*— E* morfismos en cCr_nod, entonces
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H™(¢ o p)([2]) =[(¢ 0 )" (2)]
=" 0 ¢")(2)]
=" (" (2))]

(2))

=H"(1)([¢(2)])
=(H"(¢) o H"(¢))([2])

para todo [z] € H"(C*®). Es asi que H"(¢ o ¢) = H"(1)) o H" ().

Sea C* € cCr_modq ¥ considere 1ce : C* — C'°, entonces
H"(1ce)([2]) =[1cn (2)]
=[2]
=1mn o) ([2])
para todo [z] € H"(C*). Es asi que H"(1ge) = Lpn(ce).

Esto concluye que H" : cCr_moa — Ab es un funtor para toda n € Z. 0

DEFINICION 11. Sean ¢ : Cy — D,, ¥ : Dy — FE, morfismos de complejos de
cadenas. Se dice que @ y Y son homotdpicos, lo cual se denota por ¢ ~ 1, si existe
una familia {0, : C;, = Dyi1}nez de morfismos de R—mddulos tales que

On — ¢n — d/n+1 o0y + 0p_1 Odn

para toda n € 7. El siguiente diagrama ilustra la situacion.

C’.:---—>C’n+1—>C —>Cn1—>---
<Pn+1uw¢y/ uw/ \uwnfl
De:or —— Dypyt —— Dy —— Dy g —— -+
n+1 dn

PROPOSICION 20. Sean o, : C* — D® morfismos de complejos de cocadenas tales
que p ~ 1, entonces H"(p) = H"(¢) para toda n € Z.

DEMOSTRACION. Note que se esta trabajando con complejos de cocadenas, por
lo que la homotopia cambia a {o" : C" — D" 1}, .z v se satisface que

SOn _¢n — fn—l oan+0_n+1 od"
para toda n € Z.

Sea [z] € H"(C*), entonces z € Nuc(d"™) por lo que d"(z) = 0. Se cumple lo siguiente:
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(" = ¢")(z) =¢"(2) = ¢"(2)
=(f"""oo™)(2) + (6" 0 d")(2)
=f""(0"(2)) + ™ (0)
=f""(0"(2))
es decir ¢"(z) — ¢"(z) € Im(f™ 1), por lo que
["(2)] = [¢"(2)]
entonces

H™(p)([2]) = H"(¥)([2])
para toda [z] € H"(C*®).

2. Resoluciones proyectivas

El siguiente concepto a desarrollar es el de resoluciéon proyectiva, el cual es uno de los
mas importantes en el dlgebra homologica. Se demuestra ademas que en R — Mod

cada objeto tiene una resoluciéon proyectiva.

DEFINICION 12. Sea P € R — Mod. Se dice que P es un R—maddulo proyectivo si
para todo morfismo f : P — N en R — Mod y para todo epimorfismo g : M — N

en R — Mod existe un morfismo h: P — M en R — Mod tal que

goh=f
El siguiente diagrama ilustra la situacion.

P
/lf

kg
M s N > 0

PROPOSICION 21. Sea M € R— Mod un maodulo libre, entonces M es un R—mddulo

proyectivo.

DEMOSTRACION. Sea X C M una base de M y considere la situacion de proyec-

tividad:

X
lb
|

M

~

A2 B

=}
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Como g : A — B es un epimorfismo, existe a,, € A tal que g(a,,) = f(m). De forma
sugerente se define A : X — A como \(m) := a,, para todo m € X. Por la propiedad
universal de las bases, existe un tnico morfismo de R—moédulos h : M — A tal que
A = h o El siguiente diagrama ilustra la situacion.

para todo m; € M. Cabe mencionar que la suma en la que se expresa a m; como
elementos de la base tiene una cantidad finita de sumandos.
Es por tanto que g o h = f, lo que prueba que M es un R—modulo proyectivo. [

PROPOSICION 22. Sea M € R — Mod, entonces existe I' € R — Mod un mddulo
libre y € : F — M un epimorfismo.

DEMOSTRACION. Considere el siguiente R—moddulo,
RM) = {f: M — R| f(m) # 0 para una cantidad finita de elementos de M?},

el cual es libre con base M, la cual se identifica con el conjunto {d,, : m € M} donde
Om : M — R es el morfismo que se define a continuacion:
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1 sim=n
5m(n)—{0 sim#n

Es asi que todo elemento f € R™) se escribe como f = Z f(m) - 6.
meM

Se define € : R™) — M como,

() =e(D fm)-6m) =) f(m)-m.

meM meM

Resulta facil ver que este es un epimorfismo, pues dado m € M se tiene que (6,,) = m
lo cual concluye la prueba.

Es de notar que en el argumento anterior basté con demostrar que el morfismo
es suprayectivo, pues en R — Mod los epimorfismos y los morfismos suprayectivos
coinciden.

O

DEFINICION 13. Sea M € R — Mod. Una resolucion proyectiva de M, la cual se
denota por P — M, es una sucesion exacta

d d,1 d1
» P, —"— P,y —— -~ > Pp —— M

e}

donde P, es un R—mddulo proyectivo para cada n € N.

Se denota por P, al complejo de cadena positivo que se obtiene al suprimar el termino
M, a P, se le conoce como la resolucion proyectiva reducida de M.

PROPOSICION 23. Sea M € R — Mod, entonces existe P — M wuna resolucion
proyectiva de M.

DEMOSTRACION. Se busca construir la resoluciéon proyectiva por recursion.

Por la proposicion 22 se sabe que existe un R—modulo libre Py (por ende proyectivo)
y un epimorfismo ¢y : Py — M, es asi que la siguiente sucesion es exacta:

Py —="% M > 0

Se denota por QQy = Nuc(eg) C Py, por la proposicion 22 se sabe que existe un
R—modulo libre (por ende proyectivo) P; y un epimorfismo € : P, — Qo y se
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denota por d; = 1 o0&y donde g = Q9 — Py denota a la inclusién canoénica de g en
Fy. Observe que

Im(dy) =Im(tpoey)
=19(Im(ey))
=10(Qo)
=Nuc(gp)

por lo que la siguiente sucesion es exacta:

d €
}ﬂ ! > }% 0 > M

Siguiendo este argumento de manera recursiva, para (), = Nuc(d,,) existe un R—moddulo
libre (por ende proyectivo) P,.; y un epimorfismo €, : P11 — @,. Se denota por
dpi1 = Lp © €qyq donde ¢, : @, — P, denota a la inclusién canoénica de @), en P,.
Observe que
Im(dps1) =Im(ty, 0 €p41)

=tn(Im(eny1))

=@n

=Nuc(d,)
lo que prueba que la sucesion es exacta en P,. Siguiendo este proceso y dado que

P, es un R-modulo proyectivo para cada n € N. Se concluye que P — M una
resolucion proyectiva de M. U

El siguiente diagrama ilustra la situacion antes descrita.
0 \ /’ 0 \ /'
62n+4

\\\:131

dpit1

"“\ o \ /
N / .

PROPOSICION 24. Sean M, N un par de R—mddulos y P =% M, Q@ =X N reso-
luciones proyectivas de M y N respectivamente, considere ademds f : M — N un
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morfismo de R—mddulos, entonces existe f = {f, : Pn = Qu}nen un morfismo de
complejos de cadenas tal que

enofo=foem.
Mads aun, cualesquiera dos morfismos de complejos de cocadenas que levanten a f
son homotopicos.

DEMOSTRACION. Se busca construir el siguiente diagrama conmutativo:

P > Py d2>P1 dl;PO MM > 0
I I I
ifz if1 ifo lf
v d/2 v d,1 ~ en

Q- > Q2 > Q1 > Qo > N > 0

la demostracion seré por induccién sobre n.

Caso base n = 0. Como ey : Qg — N es un epimorfismo y foey : Py — N, entonces
existe fy: Py — Qo tal que

eENOfo=foeu
pues por hipoétesis Fy es un R-moédulo proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la
situacion.

Esto prueba el caso base.

Hipotesis de induccién. Suponga cierto el resultado para k < n, es decir existe
fk : Pk_>Qk tal que d%ofk :fk_lodk .

Paso inductivo. Se busca construir fii1 : Pri1 — Qrs1 tal que

frodp = d;€+1 O frt1-

La estrategia a seguir es probar que Im(fy, o dy11) € Im(d,,,) para poder corres-
tringir el morfismo de R—modulos d;{ 41 ¢ Qry1 — Qp y de esta manera conseguir un
epimorfismo, para después aplicar la propiedad de los R—modulos proyectivos.
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dy o (fr 0 di1) =(d}, o fi) 0 dpia
=(fr_10dk) 0 dpya
=fr—10 (d), 0 diy1)
=0
Es asi que Im(fy o diy1) € Nuc(dy,) = Im( §<:+1)-

Dado que fi o dit1 : Poy1 = Im(d), 1) y djpyq : Qry1 — Im(d),,) es un epimorfismo
pues se esta correstringiendo. Al ser P,.; un R—modulo proyectivo existe fri1 :
Piy1 = Qi1 tal que frodpyr = dy 0 frq1. El siguiente diagrama ilustra la situacion.

Qi1 —— Im(dy,,) —— 0
k41

Por lo tanto {f, : P, — Qn}nen es un morfismo de complejos de cocadenas, es asi
que finaliza la primer parte de la demostracion.

Resta probar la unicidad salvo homotopfia.

Suponga que existe otro morfismo de complejos de cadenas g = {gn, : P, = Qn}nez
tal que

ENOGo=[foem.
Se busca construir una familia {0, : P, = Qni1}tnen de morfismos de R—moddulos
tales que

fn — gn = d;w,—l o0, +0,-10 dn

La demostracion seré por induccién sobre n.

Caso base n = 0. Se busca o : Py — Q)1 tal que fo — go = d/1 o 09 + 0. Observe que

en © (fo—g0) =(en o fo) — (en © g0)
=(foem)—(foem)
=0.
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Es decir, Im(fo — go) € Nuc(ey) = Im(d,). Es asi que (fo — go) : Py — Im(d)) y
d, : Q1 — Im(d)) es un epimorfismo, como P, es proyectivo existe g : Py — @ tal
que

fo—gozdlloam

lo cual prueba el caso base.

Hipotesis de induccidén. Suponga cierto el resultado para k£ < n, es decir existe
O - Pk — Qk—i-l tal que fk — gk = dk+1 OO0k +0k_10 dk

Paso inductivo. Se busca construir og,1 : Pri1 — Qryo tal que

!
Srot1 — G = dk+2 O Ogy1 + O © djq1.

Por una parte

diy1 © ((fr+1 = gi1) — (ok 0 dg1)) =djiq © (fir1 — gr41) — djgy © (0k © dit1)
=dj11 0 (fe+1 = gr41 dpi100k) o dpyq
v — gk) odgy1 + 0p—1 0dp odpy1

Jr — 9x) o diy1 +0

( )
( ) —(
=1 0 (firr — gri1) — ((Fx — gr) — (ok—1 0 dy,)) 0 di 1
=dj 11 ° (fr+1 — Ger1) — (
( ) —(

=dp11 0 (fer1 — grs1
=0.

Lo anterior implica que

Im((frsr = grar) — (o 0 dis1)) S Nuc(d;ﬂ-f—l) = Im(d;c”)
en consecuencia
dyrg + Q2 = Im(dy)
es un epimorfismo y como
(Forr — k1) — (Ok 0 diyr) = Poyr — Im(dy,),
dado que Py es un R-modulo proyectivo existe opy1 @ Prr1 — Qo tal que
(fe+1 = grt1) — (or 0 dpya) = d;€+2 O Ok+1-

El siguiente diagrama ilustra la situacion.
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P

Se+1—gk+1—0kodK 41

Qr+2 m Im(d}) —— 0

En conclusiéon f ~ g. U
La siguiente proposicion es testigo de la utilidad del resultado antes expuesto.

PROPOSICION 25. Sean M, N un par de R—mddulos y considere P —> M, Q = M
un par de resoluciones proyectivas de M, entonces

H”(HomR(P.,N)) = Hn(HomR(QMN))
para toda n € N.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 24 se sabe que existen morfismos de com-
plejos de cadenas ¢ : Py — Q, , ¥ : Q4 — P, tales que

€909 = 1lpoe
g1o0ty =1y oey
el siguiente diagrama ilustra la situacion:

da d1

e
P >P2 >P1 )P() Ly M > 0
A A A
P22 Y1l Yo ! 1o 1MT 1m
N d N d N .
2 1 2
Q:--- X% > Q1 > Qo > M > 0

Por una parte ¥ o ¢ : Py — P, levanta 1,;, por otra parte 1p, : Ps — P, también
levanta a 1,;, como consecuencia de la proposicion 24 se tiene que

/4/}080:]‘730'

De manera analoga, por una parte p o9 : Q, — Q, levanta a 1,;, por otra parte
lo, : Q¢ — Q. también levanta a 1,,, entonces

90 o ¢ = 1Qc *
Considere el funtor contravariante

Hompg(_,N):R —Mod” — Set
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como este es aditivo, se cumple lo siguiente:
Hompg(p, N)o Hompg(¢, N) =Hompg(¢ o ¢, N)
~Homg(1lp,,N)
=1Homp(Pe,N)-

Anéalogamente

Hompg(, N)o Homg(p, N) =Hompg(p o), N)
~Hompg(lg,,N)
=1Homp(Qu,N)-

Por la proposicion 20 y lo anterior, se tiene lo siguiente:

H"(Hompg(p,N))o H*(Homg(¢, N)) =H"(Homg(v, N) o Homg(1), N))
=H"(1xomp(Po.N))
=1gn(Homp(P.,N))

y también

H"(Hompg(, N)) o H*(Hompg(p, N)) =H"(Hompg(¢, N) o Hompg(p, N))
=H"(LHomp(Qu.N))
=L (Homn(Qu.N))-

Por lo tanto
H"(Hompg(p,N)) : H*(Hompg(Qs, N)) — H"(Hompg(P,., N))
es un isomorfismo para cada n € N. Esto concluye que
H"(Hompg(P.,N)) = H"(Homp(Q., N))
para toda n € N.

3. El funtor Euxt
Sean M, N un par de R—moddulos, la proposicion 25 afirma que

H™(Homg(Ps, N)) = H*(Homz(Qa, N))

para cualesquiera P — M, Q —+ M resoluciones proyectivas de M. Es por tanto
que para disponer de tales grupos de cohomologia s6lo figuran dos variables, las
cuales son M y N. En esta seccion se demuestra que cuando se deja fija la variable
N la asignacion es funtorial, tal funtor se conoce como Ext y cabe mencionar que

este fue introducido por primera vez en |5| por H. Cartan y S. Eilenberg.
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DEFINICION 14. Sean M, N € R — Mod y P — M una resolucion proyectiva de
M, se define

Exzth(M,N) := H"(Hompg(P,, N))
para toda n € N.

A continuacion se demuestra que cuando se deja fija la segunda variable, la asignacion
se eleva a un funtor. Cabe mencionar que cuando se deja fija la primer variable la
asignacion también es funtorial, pero en la teoria a desarrollar este no es el objetivo.

PROPOSICION 26. Sea N € R — Mod, se definen las siguientes asignaciones
Exth( ,N): R— Mod™® — Ab
a nivel de objetos, para M € R — Mod, se define
M — Ezt}h(M, N)
y a niwel de morfismos, para f : A — B un morfismo en R — Mod, se define
Eatiy(f, N) = H*(Homn(T, N))

donde f : Py — Qo es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a f, dichas
asignactones hacen de

Exth( ,N): R— Mod™ — Ab
un funtor contravariante, para toda n € N.

DEMOSTRACION. Por la proposicion 25, se sabe que la asignacion en objetos estéa
bien definida pues esta no depende de la resoluciéon proyectiva a considerar.

Sea f : A — B un morfismo en R — Mod, note que la asignaciéon en morfismos esta
bien definida. Por una parte, cualquier otro morfismo g : P, — 9, de complejos de
cadenas que levante a f : A — B, por la proposicién 24 se tiene que:

f~g

y entonces

H"(Homg(f,N)) = H"(Homg(g, N)).
Por otra parte, como
H": CCR—Mod — Ab
es un funtor, entonces Ext’(f, N) = H"(Hompg(f, N)) es un morfismo en Ab.

En lo que respecta a la composicion se tiene lo siguiente.

Sean f: A— B, g : B — C morfismos en R — Mod, entonces
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Exth(f, N) o Ext}(g, N) =H"(Homg(f, N)) o H"(Homg(g, N))
)

Por otra parte L

Extp(go f,N) = H"(Homg(g o f, N))
donde g o f es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a g o f, como go f
es un morfismo de complejos de cadenas que también levanta a g o f entonces

gof~golf.
Por tal motivo

Extp(go f,N) =H"(Homg(go f,N))
_H"(Homa(g o f, N))
=FExt%(f,N) o Ext}(g, N).

Para finalizar, considere M € R — Mod, entonces
Exth(1y, N) = H"(Homp(1p, N))
donde 1,; es un morfismo de complejos de cadenas que levanta a 1,;. Como 1p, :
Pe — P, €s un morfismo que también levanta a 1;;, entonces
Ty = 1p,.

En consecuencia

Exth(1y, N) =H"(Homg(1a, N))
=H"(Homg(1p,,N))
=1Hn(Homp(Ps,N))-

Por consiguiente
Exth(1py, N) = Lgaen (M,N)-

Esto concluye que Ext}(_,N) : R—Mod” — Ab es un funtor contravariante para
cada n € N. ([l



Capitulo 4

Cohomologia comonadica

Llegado a este punto los conceptos de comoénada, cohomologia y objeto de grupo
abeliano no resultan desconocidos, es en este capitulo que tales conceptos convergen
dando lugar a la cohomologia comonadica.

En una primera etapa se desvela como obtener de forma funtorial un objeto semi-
simplicial a partir de una comoénada, para en una segunda etapa con un objeto de
grupo abeliano obtener un complejo de cocadenas y asi una familia de funtores de
cohomologia asociados a la coménada.

1. Objetos semi-simpliciales

DEFINICION 15. Sea C wuna categoria. Un objeto semi-simplicial en C consta de
una familia de objetos {X,}52, en C y una familia de morfismos {{a? : X, —
Xn-1}9e 3, en C tales que

n+1

i

(7) al o a}”l =aj_,0a

para toda 0 < i < j < n. En tal caso se denota por X, al objeto semi-simplicial en
C. FEl siguiente diagrama ilustra al objeto semi-simplicial X,.

1

0 — al
X X ¢ Xy +— X, — ---
0 1 n—1 n
aj ‘

La identidad (7) se conoce como identidad semi-simplicial.

DEFINICION 16. Sean X, = {{X,,}>2,, {{al" : X;, = X0 1152300}, Y = {({Ya )52, {{b} :
Xn = Xn1152, 0o} objetos semi-simpliciales en C. Se dice que {¢,, : X, — Y }nen
es un morfismo de objetos semi-simpliciales si

Pn © a? - bzn O Pnt1
para toda 0 < i < n. FEl siguiente diagrama ilustra el morfismo de objetos semi-
simpliciales.

79
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ay i
e Xy — X, — X — -

lipn l¢n+l lgonJrg

Y Y, < Vi1 ¢— -

N
n+41
bi

PROPOSICION 27. Sean X, = {{X,,}2%,, {{al' : X, = Xoo1}0% 100}, Ye = {{Ya )02, {{0F :
Yo = Yaalltied, Ze = ({Zalil0, e 1 Zn = Zua}ili}io} objetos semi-
simpliciales en C y considere ademds ¢ : X, — Y., ¥ : Y, — Z, morfismos de
objetos semi-simpliciales, para cada n € N se define
(w o (10>n = wn O Pp.
FEntonces
vop: X, — Z,

es un morfismo de objetos semi-simpliciales.

DEMOSTRACION. Sea n € N, entonces

(Y0 @)noal =(nopy)oay

=1y 0 (¢n 0 ay)

=5, 0 (b}’ © Ppt1)

=(Yn 0 b) 0 Pt

=(c}' 0 Pn41) © Pt

=C}' 0 (Ynt10 Pny1)

=c;' 0 (Y o P)nt1
para toda 0 < ¢ < n. Por lo tanto

vop: Xy — Z,

es un morfismo de objetos semi-simpliciales. O

Es evidente notar la cercania entre los conceptos de objeto semi-simplicial y complejo
de cadenas positivo, lo que los diferencia es la cantidad de morfismos que existe de
un objeto de la familia a otro y claro, el contexto que los motiva.

PROPOSICION 28. Sea C una categoria. La coleccion de objetos semi-simpliciales en
C y morfismos de objetos semi-simpliciales forman una categoria, la cual se denota

por SS(C).
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DEMOSTRACION. Se denota por Homgs(X.,Y.) a la coleccion de morfismos de
objetos semi-simpliciales de X, en Y,.

Se propone como regla de composicion la definida en la proposicién anterior, observe
que:

(Ao (¥op)n

An o (1o @)n)
An 0 (1hn 0 @n))
(An 0 9n) © @)
(Aot)nown)
(Ao)op)n

(
(
(
(
(

para cada n € N. Es asi que

Ao(poyp)=(Aot)o
para cualesquiera ¢ : W, — X,, ¥ : X, — Y,, A : Y, — Z, morfismos de obje-

tos semi-simpliciales. Lo anterior prueba lo correspondiente a la asociatividad de la
composicion.

Sea X, = {{X,.,}220, {{al' : Xi, = Xpio1}024}7 o} un objeto semi-simplicial en C,
considere la familia de morfismos {1x, : X,, = X, }nen, se cumple lo siguiente:
1Xn71 © a? = a”? - a’;’b © 1X’IL

para cada 0 < i < n, por tal motivo 1x, € Homgs(X., X,).

Para finalizar, observe que

fnoan:fnzlYnofn

para cada n € N, es asi que

foly,=f=1yof
para cualquier morfismo f : X, — Y, de objetos semi-simpliciales.

Esto concluye que SS(C) es una categoria. O

A continuacién se presenta el objeto semi-simplicial con mayor importancia en este
texto, este se obtiene a partir de una comoénada.

PROPOSICION 29. Sea T = (T¢,d) una comdnada en C. Considere X un objeto en
C, entonces

{TQORL e T = THX) 1 o)
es un objeto semi-simplicial en C, donde €} = T"(epn-i(x)) para 0 < i < n.
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El objeto semi-simplicial antes descrito se denota por A(X).

1
0 — en

T(X) ¢ T*(X) < cee g T"(X) +—— T (X)) ¢— -
el 5

En este objeto semi-simplicial el término de grado n corresponde a 7" (X).

DEMOSTRACION. Se debe probar que se satisface la identidad semi-simplicial.
Sean>1,0<i1<j<nyXeC.

Dado que 5 < n entonces n +1 — 7 > 0, es asi que se puede disponer del objeto
T"173(X), evaluando a la counidad € : T — 1¢ en el objeto antes descrito se obtiene
el siguiente morfismo en C

(®) ermiei) s T (X0) = T (X)

Nuevamente, como 0 < i < j entonces 0 < 7 —i7 — 1, es asi que se puede disponer del
siguiente funtor
T"""1.C—C
aplicando este al morfismo de (8) se obtiene el siguiente morfismo en C:
Tj*ifl(eTanj(X)) LTI R(X)) — TN (TT (X))

Como consecuencia de que € : T — 1¢ es una transformacion natural se tiene que el
siguiente diagrama conmuta:

T(Tj7i71 (ETn-H—j(X)))

(T (X)) T(T"(X))

ET”*“FI(X)\L lETnfi(X)

Tr=itl(X) —— y Tn=i(X)

B emiso)

por consiguiente

(9) Ern-i(X) © Tjii(éTTnJrlfj(X)) = Tjiifl(éTTanj(X)) O Epn—itl(X)-

Como 0 < 7, se puede disponer del siguiente funtor
T':C—C

aplicando este al morfismo de (9) se obtiene lo siguiente
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(10) Ti(ng—i(X) O Tj_i<€Tn+1—j(X))) = Ti(Tj_i_1(€Tn+1—j(X)) @) €Tn—i+1(X)).
Por una parte

Ti(é\Tnfi(X) o iji(ng+17j(X)>> :Ti(&TTnﬂ'(X)) o Ti(iji(ngﬂfj(X)))

:T"(ETTH-(X)) 0T (eTn+1—j(X))

n+1

=€} oel".

Por otra parte

Ti(Tj_i_l(ETn+1—j(X)) o ETn—i+1(X)) :Ti(Tj_i_l(ETn+1—j(X))) o Ti(ng+l—i(X))

:Tj_l(ng_(j_l)) oT" (ETn+1—i(X))
n+1

_n
—5]_1 ©) 82 .
En consecuencia de (10) y las igualdades anteriores, se concluye que

n n+1
€, © 6]-

Por lo tanto A(X) = {{T™(X)}>2,, {{e? : T""(X) — T"(X)}>2,}" o} es un objeto
semi-simplicial en C.

_n n+1
- 6]_1 O€Z .

O

La proposiciéon anterior motiva el siguiente resultado, este afirma se puede elevar la
asignacion a un funtor.

PROPOSICION 30. Sean C una categoria y T = (T,e,d) una coménada en C, se
define la siguiente asignacion

A:C — SS(C)
Que a nivel de objetos, para X € C, se define
AX) = {T"(X)}2, e - T7H(X) = T (X))}
y que a niwel de morfismos, para f: X — Y un morfismo en C, se define
A(f)n =T"(f) : T"(X) = T"(Y)

para cada n > 1, entonces A : C — SS(C) es un funtor.
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DEMOSTRACION. Se comienza estudiando la asignacion en morfismos.
Sean f: X — Y un morfismoen C,n>1y0<i<n.

Como i < n, entonces n —1 > 0, por tal motivo se puede tener en cuenta el siguiente
morfismo en C

T T ) = TH(Y),

como ¢ : T — 1¢ es una transformacion natural se tiene que el siguiente diagrama
conmuta:

T(1" (X)) 2 T (Y)
ETn—i(X)l fT”—NY)
T4 X , » TPH(Y
Por consiguiente
(11) ETnfi(y) e} Tn+17i(f> = Tniz(f) e} ETn—i(X).
Al aplicar el funtor
T':C—C

a la ecuacion (11) se tiene que
(12) T (eqn-iyy o T" 7N f)) = THT™ () 0 epn-i(x))-

Por una parte

T'(epn-i(yy o T"77(f)) =T"(ern—s(v)) o TH(T"(f))
:Ti(gT"—i(Y)) o T"Y(f).

Por otra parte

Ti(Tn_i(f) © €T7H‘(X)) :Ti<Tn_i(f)) © Ti(ngﬂ‘(X))
=T"(f) o Ti(ngfi(X)).

Se deduce de (12) y de las igualdades anteriores, que el siguiente diagrama conmuta:
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Tr(x) &5 i x)

T"(f)l lT"“(f)

Tn(y) W Tn+1 (Y)

Por lo tanto A(f) : A(X) — A(Y) es un morfismo en SS(C).

Sean f: X =Y, ¢g:Y — Z morfismos en C. Observe que
T"(go f) =T"(g) o T"(f)

para cada n > 1, es asi que

Algo f) = Alg) o A(f).
Note ademas que como
T"(1x) = lrnx)
para toda n > 1, entonces
A(lx) = 1A(X)
para todo X € C. Lo anterior demuestra que A : C — SS(C) es un funtor. O

OBSERVACION 3. En la demostracion de la proposicion 29 y 30 es importante notar
que tanto la identidad semi-simplicial como que el funtor A : C — SS(C) esté bien
definido en morfismos, se debe completamente a la naturalidad de la counidad de la
comonada.

2. De objetos semi-simpliciales a complejos de cocadenas

En la presente secciéon se plantea una manera de asignar a un objeto semi-simplicial
un complejo de cocadenas positivo de forma funtorial.

A partir de ahora se hara un abuso de notaciéon. De acuerdo a la proposicion 15,
para G un objeto de grupo abeliano C existe un tnico funtor F': C°? — Ab tal que
Homg(_,G) = U o F. Entonces identificamos a F' : C®? — Ab con Homc(_,G) :
C? — Ab. Es decir, de manera formal nos referimos a F' cuando se mencione a
Home(_,G).

PROPOSICION 31. Sean C una categoria con productos finitos, G un objeto de grupo
abeliano en C y considere X, = {{X,}220, {{a? : X;, = Xo1}02 10} un objeto
semi-simplicial en C. Se define

o = Z(—l)iHomC(a?,G) : Home(X,-1,G) = Home (X, G)

1=0
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para cada n > 1, entonces

A(X., G) = {{Homc(Xn, G)}320,{0" 1021}

4. COHOMOLOGIA COMONADICA

es un complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo.

DEMOSTRACION. Como Homeg(_,G)
es un grupo abeliano para cada n € N.

: C? — Ab es un funtor, entonces Homg (X, G)

Resta probar que la composiciéon consecutiva de diferenciales se anula. Sea n > 1,

(& 0 O™)(f) :WH(Z(—niHomc(ay,

Il Il Il P||1 Il

S
—

+

s .
Il
—~ O

|
o
<.
Il
o

<.

3

~.
Il
o
<.
o

3

D (=)™ fo(a}o

~.
Il
o
Il
o

<.

3

—~
-
|
[—Y

<.
Il
o
Il
o

<.

3

(1" o a

.
o

3

G)(f))

n

(=1) Home(aj ™, G)(Y_(~1)'(f o a}))

1=0

(=1 (foap) o a;™)

)

n n+1

IS -

=0 j=i+1
n n+1

IS -

=0 j=i+1
n+l j—1

S

]110

I

=0 4j=0

1 f o (af 0 a}™)
) fo (@), oalth))

1 f o (@ 0 a)

H—]-i—lf n+1))

o(aoa

para todo f € Homg(X,,_1,G). Por lo tanto A(X,, G) es un complejo de cocadenas

de grupos abelianos positivo.

O

El siguiente diagrama ilustra al complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo

AX., Q).
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1 2
0 —— Homc(Xo,G) —2— Home(X1,G) —%— Home(X,G) —— -+

- —— Homc(X,,G) o Homc(Xn41,G) o, Homc(Xp42,G) —— - -+

De la misma forma en la que se pudo elevar la asignacion de objetos semi-simpliciales
a un funtor, se puede hacer lo correspondiente con los complejos de cocadenas de la
manera antes expuesta.

PROPOSICION 32. Sean C una categoria con productos finitos y G un objeto de grupo
abeliano en C. Se definen las siguientes asignaciones

A(_,G):SS(C)” = cC3_ 110
a niwel de objetos, para X, € SS(C), se define
AX,, G) = {{Home (X, G) 1520, {01720}
y a nivel de morfismos, para ¢ : X, — Y, un morfismo en SS(C), se define
A(p, G)" = Homc(¢n, G) : Homa(Y,, G) — Homc (X, G)

para cada n € N, entonces A(_,G) : SS(C)? — ¢Cj_,,.q4 €5 un funtor contrava-
riante.

DEMOSTRACION. Se comienza estudiando la asignaciéon en morfismos. Sea ¢ :
X, — Y, un morfismo en SS(C), se busca probar que el siguiente diagrama conmuta:

- —— Homg(Y,—1,G) AN Homeg(Y,,G) —— -+
HomC(QOn—I:G)l lHomc(WmG)

- —— Homg(X,—1,G) — Homc(X,,G) —— ---

Se cumple lo siguiente:
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Q
S

(0" o Homg (-1, G))(f) =0"(f © pn-1)

<_1)iH0mC(a?v G)(f © Qpn—l)

n

s
Il
o

(=1)'((f o pn-1) 0 af)

o

@
Il
o

(=1)'(f o (¢n-104a7))

.

@
I
o

(=1)'(f o (b7 © ¢n))

.

@
Il
o

(=1 (fob})opn

.

@
Il
o

(_1)iH0mC(b?’ G)(f) O ¥n

=0"(f) o ¢n
=Homc(pn, G)(0"(f))
=(Homc(n, G) 0 0")(f)
para todo f € Homg(Y,_1,G). Por lo tanto A(p, G) : A(Yi,G) = A(X,,G) es un

+
morfismo en cC;_,, ..

|'F”ﬁ:

s
|
o

Respecto a la composicion: Sean ¢ : X, — Y., ¥ : Y, — Z, morfismos en SS(C),
como

Homc((¢ © @)m G) :HomC@/Jn © ©n, G)
=Homc(pn, G) o Homg (¥, G)

para cada n € N, entonces
Ao p,G) = M, G) o A(¥, G)

Para finalizar, sea X, un objeto semisimplicial en C y considere el morfismo identidad
de objetos semi-simpliciales 1y, : X, — X,, como

Homc(1x,,G) = lhome(x,,6)
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para cada n € N, entonces
A(lx,,G) = 1xx..0
En consecuencia A(_,G) : SS(C)? — c¢C;_,,,, € un funtor contravariante. O

Para G un objeto de grupo abeliano y X, un objeto semi-simplicial, llegado a este
punto es valido cuestionarse por

H"(A(X,, G)).

Cuando el objeto semi-simplicial es el inducido por una comoénada, surge la definicion
principal de este texto.

3. Grupos de cohomologia inducidos por una coménada

En secciones anteriores se estudié una forma de asignar a un objeto un objeto semi-
simplicial de forma funtorial y una manera de asignar a un objeto semi-simplicial
un complejo de cocadenas positivo de forma funtorial, cuando tales funtores se com-
ponen y se aplica el funtor H" : ¢cC — Ab se obtiene una familia de funtores de
cohomologia.

COROLARIO 2. Sean C una categoria con productos finitos, T = (T,e,d) una comd-
nada en C y G un objeto de grupo abeliano en C. Considere X un objeto en C y
A(X) el objeto semi-simplicial inducido por la comdnada T, entonces

A(A(X),G)
es un complejo de cocadenas positivo.

DEMOSTRACION. Como A(X) es un objeto semi-simplicial en C, al aplicar el
funtor

A(_,G):SS(C)” = cC_11od
se obtiene el resultado. O
El siguiente diagrama ilustra el complejo de cocadenas de grupos abelianos positivo

AA(X),G).

0 — Home(T(X),G) —2— Home(T?(X),G) —Z— Homa(T*(X),G) — -

8n+1

. —— Home(T™(X),G) -2 Homc(T"(X),G) 25 Home(T"2(X),G) — - --

La razoén de precisar el complejo de cocadenas de grupos abelianos antes descrito es
que este ilustra la siguiente definicion, la cual explica el titulo de este texto.
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DEFINICION 17. Sean C una categoria con productos finitos, T = (T, e,d) una co-
monada en C y G un objeto de grupo abeliano en C. Considere X un objeto en

C.

Se define el n—ésimo grupo de cohomologia de X con coeficientes en G inducido para
la comonada T como

Hn(X7 G)T = HH(A(A(X)7 G))



Capitulo 5

Grupos de cohomologia inducidos por una coménada en
R — Mod

El presente capitulo tiene la intencion de ejemplificar la cohomologia comonadica, es
asi que de manera puntual se realizan todos los calculos pertinentes para disponer
de los funtores de cohomologia inducidos por una comoénada, en esta ocasion la
comoénada a estudiar surge de la que llamamos adjuncién libre en R — Mod. El fin
tltimo de este capitulo es demostrar que los grupos Fxt son un caso particular de la
cohomologia comonadica, es por tanto que se prueba el siguiente resultado:

Para M, N un par de R—modulos se cumple que

H*(M,N)t,., = Ext’s(M,N)

Tru

para cada n € N.

Esto es consecuencia directa de que el objeto semi-simplicial inducido por la como-
nada resulta ser una resoluciéon proyectiva.

1. La adjuncion libre

El nombre de esta seccion se debe completamente al siguiente funtor.

PROPOSICION 33. Sea R un anillo conmutativo con 1. Se definen las siguientes
asignaciones

F:Set— R— Mod
a nivel de objetos, para X € Set, se define

F(X) = RX) = {f: X — R| f(x) # 0 para una cantidad finita de elementos de X}

y a nivel de morfismos, para o : X — 'Y un morfismo en Set, se define
F(a)(f) = F(a) () f(x)-6,) =Y f(2) - bagw)
zeX zeX

para todo f € RX). Entonces F : Set — R — Mod es un funtor.
91
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DEMOSTRACION. Sea « : X — Y un morfismo en Set, se comienza probando
que F(a): R%) — RY) es un morfismo en R — Mod.

Fla)(r-f+g)= fo 5”2;(9(@ g
=F(a)( Z::G(r - f(x) + g(;)e)  0s)
_ E;((r -ij(:c) +9(x)) - daa)
:Zr.f( +Z;{ Oa(a)
:: e ; F(2) - o) + lixg(x)  Oa(x)

=r - F()(f) + F(a)(g)

para todo r € R, f,g € R™). Es asi que F(a) : RY) — R(Y) es un morfismo en
R — Mod.

Con respecto la composicion se cumple lo siguiente. Sean o : X — Y, 5:Y — Z
morfismos en Set, entonces

F(Boa)(f)=F(Boa)( ) f(x)-d

rzeX

=Y f(@) - dipeayw)

zeX

=Y flx)-0o

Zf : a(m
) (D fx)-o
=(F(B) o F(a))(f)

para todo f € R™). Es por tanto que F (8o a) = F(8) o F(a).

Para finalizar. Considere X € Set, se cumple lo siguiente:
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F(1x)(f) =F(1x)( ) f(x)-4.)

zeX

= Z f(z) - 01 ()

para todo f € R, es asi que F(lx) = Lp(x)-

En conclusion F': Set — R — Mod es un funtor. O

Una vez precisado el funtor libre en R — Mod se expone la situacion de adjunciéon a
desarrollar.

PROPOSICION 34. Sea R un anillo conmutativo con 1. Los funtores
F
Set ? R — Mod
son adjuntos, con F' el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

DEMOSTRACION. Se busca probar que los funtores son adjuntos por medio de
las identidades triangulares.
Sea X € Set, para la unidad 7 : 1get — U o F' se busca definir
nx : X = U(RY)
un morfismo en Set, la cual tiene por regla de correspondencia
nx(z) = 0
para todo x € X. Se prueba que tal asignacién es natural.

Sea « : X — Y un morfismo en Set, entonces
(U(F(a)) onx)(x) =F(a)(0.)
=0a(a)
=1y (e())
=(ny o a)(x)
para todo x € X. Es asi que el siguiente diagrama conmuta:
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X = > Y
nxl lny
(X) (Y)
U(R ) W U(R )

De lo anterior se concluye que 7 : 1get — U o F' es una transformacion natural.

Sea M € R — Mod. Para la counidad € : F' o U — 1r_mMod S¢ busca definir
ey 2 RV 5 pf

tal que sea un morfismo en R — Mod, es asi que se propone la siguiente regla de
correspondencia

en(f) =en( D flm)-6,) =D f(m)-m

meM meM

para todo f € RUM) Por una parte

em(r-f+g) :5M<r' Z f(m) - 6, + Zg(m)6m>

—eu( i:(f f(m) + g(mﬁﬂm)
. 2;;: f(m) +g(m))-m

:T%r-f(m)-m-i- zﬂ;g(m)-m
::L.e%f(m) ‘m+ %gm) '

=r-em(f) +em(g)

para todo r € R, f,g € RUM) Lo anterior prueba que gy : RUM) — M es un
morfismo en R — Mod. Falta probar la naturalidad de tal asignacion.
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Sea o : M — N un morfismo en R — Mod. Se cumple lo siguiente:

(NOF Zf _gN Zf 6U0¢(m)

meM meM

=) fm

meM

=a( Z f(m)-m

meM

—(aoe)( Y f(m

meM

para todo f € RUM) Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

pwan) _EU@) - pwo)
E]Ml lEN
M > N

«

De lo anterior se concluye que € : F o U — 1r_mod €S Una transformacion natural.
Para finalizar. Resta verificar que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea X € Set, entonces

(er0x) © F(1x))(f) =(erex) © F(nx)) (D f (@)

zeX

—erx) (D (@) Opyiay)

zeX

=ere0 () f(2) - 05,)

para todo f € R¥). Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:
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—— FoUoF

Sea M € R — Mod, entonces

(U(ear) o nuany)(m) =U(ear)(6m)

para todo m € M. Por lo tanto el siguiente diagrama conmuta:

——— UoFoU
\ o

El par de argumentos anteriores permiten concluir que (F,U) : Set — R —Mod son
funtores adjuntos. 0

2. Una comoénada en R — Mod
Por lo expuesto en el capitulo 1, es bien sabido que el par de funtores adjuntos
(F,U) : Set - R — Mod
inducen una comoénada en R — Mod, a saber
Try = (FoUe, Fonol).

A continuacion se realizan los célculos de las componentes de manera puntual.

1. Para el funtor T'= FoU : R—Mod — R —Mod, a nivel de objetos se tiene
T(M) = F(U(M)) = RV

para todo M € R — Mod, y a nivel de morfismos se tiene que

a)( D f(m) bm) =F(U(@)( Y f(m

meM meM

para todo morfismo a: M — N en R — Mod.
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2. La counidad de la coménada coincide con la counidad de la adjuncién, en-
tonces para cada M € R — Mod se tiene que

enr s RV 5 0

y asi

Mf):5M<Zf(m

para todo f € RUM)),
3. El coproducto de la coménada p: T"— T o T resulta de la siguiente compo-
sicion:

pw=FonoUl.
Entonces para cada M € R — Mod se tiene que

i = F(nuon) : RV — RURVON))

y asi

par () =par (D F(m) - 6)
=F(nuan)( Y f(m

meM
- Z f TIU(M)
meM
=" f(m)- 0,
meM

para todo f € RUM)),

OBSERVACION 4. A lo largo de este trabajo el coproducto de la comdnada
se denota por §, en esta ocasion para no causar confusion con los elementos
de la base de R™M) | se denota por ju al coproducto.
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3. Un objeto semi-simplicial de interés

Una vez calculada la coménada Try es posible seguir con la construccion que se
busca ejemplificar, en esta etapa se analiza el objeto semi-simplicial inducido por la
comoénada Try.
Sea M € R — Mod. Considere el funtor A : R — Mod — SS(R — Mod), entonces

AM) = {T" (M)}, {{e] - T (M) — T (M)}, Heao b
es un objeto semi-simplicial en R—Mod. A continuacion se describen las colecciones
que componen al objeto semi-simplicial A(M).
Sea n > 1, observe que

(M) = (F o U)"(M) = RUT™00) = BT )

Un elemento en T"(M) es una funcion f : T" (M) — R tal que f(g) # 0 para una

cantidad finita de elementos g € T" *(M).

En lo que respecta a los morfismos cara se cumple lo siguiente:

1. Sii = 0. Dado que e} = T°(eqn-o(apy) : T**H(M) — T™(M), entonces

= Y fl9)-g
)

geT™(M

para todo f € T""(M).
2. 810 < i < n. Dado que €} = T (epn-iqar)) : T"TH (M) — T"(M), entonces
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(> fl

geT” (M)
gET"(M)
gGT" M)
Z f 6TZ Hern—i(ar))(9)
geT™(M

para todo f € T"(M).

Una vez examinados los morfismos cara se obtiene el siguiente resultado, el cual de
cierta manera es inesperado.

PROPOSICION 35. Sea M € R — Mod y considere el objeto semi-simplicial

AM) = {1 (M) 2y el T (M) — TM(M) 12, Hoo )

Se define

Entonces
P ={T"(M),d, : T"" (M) — T"(M)}>,
es una sucesion exacta.

DEMOSTRACION. Sea n > 1.
Se comienza probando que I'm(d,) € Nuc(d,—1).
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lo anterior prueba la primer contencién antes mencionada. Antes de probar la con-
tencion restante se realiza una observacion.

Observacion. Por definicion se tiene que

dyp =Y (=1)e} : T (M) — T"(M).
i=0
Desarrollando los primeros términos se puede notar que

d1 :5T(M) — T(€M>
do =Er2(M) — T(5T(M)) + T2<€M)
ds =E73(M) — T(€T2(M)) + TQ(ET(M)) — T3(6M>

Se pueden reescribir los términos anteriores de la siguiente forma
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dy =7y — T'(enm)
dg :éTTz(M) — T(d1>
dg =ET3(M) — T(dg)

En general se cumple que
(13) dn = ST"(M) — T(dnfl)

La demotracion de este hecho se presenta al concluir el resultado.

Una vez hecha la observacion es posible continuar con la demostracion. Resta probar
que Nuc(d,—1) € Im(d,).

Sea g € Nuc(d,—1), es decir g € T"(M) es tal que
dn-1(g) = dn—1( Z g(h) - 6) = 0.
heTn—1(M)
Se busca f € T (M) tal que
dn(f) =9

Caso 1. Si g # 0.
Se propone f : T"(M) — R la cual se define como:

1 sis=g
f(s)=< -1 sis=0

0 en otro caso

en general f es de la forma

f: Z f(s)és

seT™(M)

Con la observaciéon anterior en mente se cumple lo siguiente:
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dn(f) :(ST”(M) —T(dn-1))(f)
=ern () (f) = T(dn-1)(f)

=croon (Y. f(8)-6) = T(du)( D f(s)-0,)

seT™(M) seT™(M)

= Y fs)s— D fs

seT (M) seTn (M)
=(£(0) -0+ f(9) - 9) = (F(0) - du10) + £ (9) * O 1)
=(f(0) -0+ f(9) - g) — (f(0)-do + f(g) - %)
=(1-g)—(—1-60+1-&)
=g
Caso 2. Si g =0.
Se cumple que f =0 € T (M) satisface

dn(f) = dn(0) =0 =g
En cualquier caso se puede concluir que
Nuc(d,—1) € Im(d,)
por lo tanto
={T"(M),d,, : T"*(M) — T"(M) }72,
es una sucesion exacta. O

OBSERVACION 5. Vale la pena realizar un par de comentarios con respecto a la
prueba de la proposicion anteritor. Es importante resaltar que cuando se estudia la
primer contencion, es evidente que la unica herramienta aplicada es la identidad
semi-simplicial, por lo que la primer contencion se puede pensar valida para objetos
semi-simpliciales en cualquier categoria, salvo por un problema. Note que se trabajo
en R — Mod, en tal categoria existe la nocion de sumar morfismos.

LEMA 4. Sea M € R — Mod y considere las hipotesis de la proposicion anterior. Se
cumple que

dn == ETn(M) — T(dn_l)

para cada n > 1, donde dy = ).

DEMOSTRACION. Se procede por induccion.
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Caso base. n = 1. Es claro que

dy = Z(—l)ifil1

=0

—Z 5T1 i M))

=eror) — T(em)
:ET(M) — T(do)

Hipotesis de induccion. Suponga cierto el resultado para n > 1. Es decir,

dn = ETn(M) — T(dn_l)

se satisface.

Paso inductivo. Se cumple lo siguiente:

8Tn+1(M) — T(dn) :€T7z+1(M) — T(&Tn(M) — T(dn_l))

=Ernti(n) — T(&“Tn(M)) + T2( <_1)iTi(5T”*1*i(M)>)

i

|
—

Il
o

=En+1(M) — ETn(M) +Z TZ+2 e’;‘Tn - 'L(M))

n+1
=ETnti(M) — ETn(M) +Z ] QTJ {:‘Tn+1 J(M))

n+1

_Z kT STn+1 k(M))

n+1

_E k n+1

_dn )
Lo cual concluye el resultado. 0
COROLARIO 3. Sea M € R — Mod y considere la sucesion exacta

P ={T"(M),d, : T"" (M) = T" (M)}

n=1
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Entonces P = M es una resolucion proyectiva de M. El siguiente diagrama ilustra
tal resolucion proyectiva de M.

0 M M p(M) A pROD) 2 et prnei()) A

M)

DEMOSTRACION. Por la proposicion 22 del capitulo 3, se sabe que gy, : RM —

M es un epimorfismo, lo cual implica que
Im(ep) = M = Nuc(0).

Por lo tanto la siguiente sucesion es exacta:

0«2 M &M R

Por otra parte, sea n > 1. Observe que T ! (M) es una base para el médulo T™(M),
es asi que T™(M) es un modulo libre y por lo tanto proyectivo. Los argumentos antes
expuestos permiten concluir que

P2 M

es una resolucion proyectiva de M.

4. Objetos de grupo abeliano

Antes de concluir con los grupos de cohomologia inducidos por la coménada libre, es
necesario identificar a los objetos de grupo abeliano en R — Mod.

PROPOSICION 36. Todos los objetos en R — Mod son objetos de grupo abeliano.
DEMOSTRACION. Por una parte es claro que todo objeto de grupo abeliano N
en R — Mod es un R—modulo.

Para lo correspondiente a la afirmacion reciproca se tiene lo siguiente. Sean N, X €
R — Mod. Es bien sabido Hompg(X, N) no es un R—moédulo en general, pero si un
grupo abeliano. Se denota por

mx : Homgr(X,N) x Homg(X,N) - Homgr(X,N)
a la operacion binaria que le da estructura de grupo abeliano. Considere el funtor
F:R —Mod” — Ab
que a nivel de objetos cumple
F(X)=(Homg(X,N),mx)

Ademés este satisface hacer conmutar el siguiente diagrama:



4. OBJETOS DE GRUPO ABELIANO 105

Homp(_,N

R — Mod®

Resta probar que F : R — Mod®” — Ab es tnico. Suponga que existe H : R —
Mod” — Ab tal que el siguiente diagrama conmuta:

Hompg(_,N

R — Mod®*

\/

De lo anterior se cumple que
Hompg(X,N) =U(F(X))
=U(Hompgr(X,N),mx))
=U(H(X))

para cada X € R — Mod. Lo anterior implica que H(X) = (Homg(X,N),nx),
donde nx denota a una operacién binaria.

Es decir, lo tnico diferente que puede hacer el funtor H : R — Mod” — Ab, es dar
estructura de grupo abeliano al conjunto Hompg(X, N) con una operacion diferente,
a saber

x : Homgr(X,N) x Homg(X, N) — Homg(X, N)
Si se prueba que mx = ny para cada X € R—Mod habra concluido la demostracion,
pues en ese caso F' = H.
Como (Hompg(X,N),mx) es un grupo abeliano, se deduce que Hompg(X, N) es un
objeto de grupo en Grp y por lo tanto

x : Homg(X,N) x Homg(X,N) — Hompr(X, N)

es un morfismo en Grp, de tal manera que se cumple lo siguiente:

mx (nx(fi, f2), nx (g1, 92)) =mx((f1,91) © (f2, g2))
=nx(mx(fi,91), mx(f2, g2))

para todo fi, f2,91,92 € Hompg(X,N). Donde @ denota la operacion del grupo
Hompg(X,N) x Homg(X, N) inducida por nx.
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Como consecuencia del lema de Eckmann-Hilton se deduce que mx = ny para cada
X € Cy por lo tanto H = F', pues la asignacién en morfismos es la misma.

Haciendo referencia al resultado 15 del capitulo 2, se concluye que N es un objeto
de grupo abeliano en R — Mod. 0

5. Grupos de cohomologia inducidos por una coménada en R — Mod

Desde la seccion 3 del presente capitulo se puede inferir que los grupos de cohomologia
inducidos por la comoénada libre Txy coinciden con los grupos de extension, pero
formalmente faltaba identificar a los objetos de grupo abeliano en R — Mod. Una
vez realizado esto ultimo bajo todo rigor se puede enunciar el siguiente resultado.
PROPOSICION 37. Sea Try la comonada inducida por la adjuncion libre en R—Mod,
considere ademds M, N un par de R—mddulos, entonces

H"(M,N)r,, = Extz(M,N)

para toda n € N.

DEMOSTRACION. Sean M, N un par de R—moddulos, por la proposicion 3 se sabe
que
P M
es una resolucion proyectiva de M, donde P = {T™(M), d,, : T" ™Y (M) — T™(M)},.

Por definiciéon se tiene que
Exth(M,N) = H"(Homg(P., N))

Por otra parte, como N es un R—modulo, por lo estudiado en la seccion anterior se
sabe que N es un objeto de grupo abeliano en R — Mod, por consiguiente:

H"(M,N)t,, =H"(A(A(M),N))
=H"(Hompg(P., N))
— Eat(M, N)

para toda n € N. O

Tru



Capitulo 6

Grupos de cohomologia inducidos por una coménada en
m — Set

Buscando ilustrar una vez mas a la cohomologia comonéadica el presente capitulo
encuentra justificacion. En esta ocasion la comoénada a estudiar radica en la categoria
m — Set.

El objetivo principal de este capitulo es demostrar que la cohomologia de grupos
expuesta en [6] por S.Eilenberg es un caso particular de la cohomologia comonédica.

Es por tanto que se demuestra lo siguiente:

H"(1,M)y,, = H"(m, M)
para toda n € N. Donde 7 es un grupo, M un m—moédulo y 1 el objeto terminal de
T — Set.

1. m—conjuntos

DEFINICION 18. Sean (m,*,¢e) un grupo y X un conjunto. Una accion izquierda de
m sobre X, es una funcion
prrx X =X

tal que se cumple lo siguiente:
1. e-x = x para todo x € X.
2. (axb)-z=a-(b-x) para todo a,b € w, x € X.
donde a - x denota a la imagen de la pareja (a,z) € ™ x X bajo la funcion .

DEFINICION 19. Sean (m,*) un grupo y X un conjunto. Se dice que X es un m —
conjunto si existe una accion izquierda de m sobre X.

DEFINICION 20. Sean (mw,*) un grupo y X,Y wun par de m—conjuntos. Se dice que
f: X =Y esuna funcion m — equivariante si:

fla-z)=a- f(z)
para todo a € w, x € X.

El par de definiciones anteriores motivan la siguiente proposicion.
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PROPOSICION 38. Sea m un grupo. La coleccion de m — conjuntos y funciones m —
equivariantes forman una categoria, la cual se denota por m — Set.

DEMOSTRACION. Sean X, Y un par de m—conjuntos, se denota por Hom,(X,Y)
a la coleccion de funciones m — equivariantes de X en Y.

En lo que respecta a la composicion se tiene lo siguiente. Sean f : X — Y, g: Y — 7
funciones ™ — equivariantes, considere la composicion usual de funciones, entonces

(go f)la-x)=g(a- f(x))
=a-g(f)(z)
=a-(go f)(x)

para todo a € w, x € X. Es asi que g o f es una funciéon = — equivariante. En
conclusion

o:Hom,(Y,Z)x Hom.(X,Y) = Hom.(X, Z)

es una funciéon. En cuanto al axioma correspondiente a la asociatividad de la com-
posicion este se satisface pues se trabaja con la composicion usual de funciones.

Para finalizar. Sea X un m—conjunto. Considere la funcion identidad 1y € Homget(X, X).
Observe que

Ix(a-z)=a-x=a-1x(x)

para todo a € m, z € X. En consecuencia 1x € Hom,(X, X). Los correspondientes
axiomas de las identidades se satisfacen ya que se trabaja con la composiciéon usual
de funciones.

Esto concluye que m — Set es una categoria. 0

La siguiente proposicion plantea una forma de asignar a cualquier conjunto X un
m—conjunto de manera canénica. Cabe mencionar que no es la tnica forma, pues
cualquier conjunto se puede ver como un 7w—conjunto bajo la acciéon trivial.

PROPOSICION 39. Sean (m,*) un grupo y X un conjunto, entonces m X X es un
m™ — conjunto.

DEMOSTRACION. Se define ¢ : 7 X (7 x X) = 7 x X como
a-(b,x)=(axb )

para todo a,b € m, x € X. Se debe probar que tal asignacion es una accién izquierda
de m sobre X. Por una parte

e (a,z) = (exa,x) = (a,x)
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para todo (a,x) € m x X. Por otra parte
(axDb)-(c,z) =((ax*xb)*c,z)
=(ax* (bxc),x)
=a- (bxc,x)
=a-(b-(c,7))

para todo a,b,c € m, x € X. Lo anterior permite concluir que 7 x X es un 7 —
conjunto. 0

Una vez expuestos los prerequisitos necesarios para trabajar con m—conjuntos, el
primer paso a desarrollar es plantear una situacion de adjuncion.

2. Un adjuncidn del tipo libre

Una adjuncién del tipo libre es aquella donde el funtor adjunto derecho es el fun-
tor que olvida, mientras que el adjunto izquierdo se conoce como funtor libre, a
continuacion se precisa tal funtor.

PROPOSICION 40. Sea m un grupo. Se definen la asignacion
F: Set— m— Set
que a nivel de objetos, para X € Set, se define
F(X)=mnxX
y a niwel de morfismos, para f : X — Y un morfismo en Set, se define
F(f)y=1L,xf:mxX —>mxY.
Entonces F : Set — m — Set es un funtor.

DEMOSTRACION. Se comienza estudiando la asignaciéon en morfismos. Sea f :
X — Y un morfismo en Set, entonces

F(f)(a-(b,z)) =(1z x f)(axb,z)
=(ax*b, f(z))
=a - (b, f(z))
=a- (1, x f)(b,x)
=a - F(f)(b, )

para todo a,b € m, z € X. En consecuencia F(f) : 7 x X — 7 x Y es una funcién
T — equivariante y por tanto un morfismo en 7w — Set.
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En lo que respecta a la composicion se tiene lo siguiente. Sean f : X — Y, g:Y — 7
morfismos en Set. Por una parte se sabe que

L x (go f) = (1z x g) o (1x x f),
entonces
F(go f) = F(g)o F(f).
Por otra parte se sabe que
1, X 1x = 1rxx,

entonces

F(lx) = 1F(X)
para todo X € Set. Los argumentos anteriores permiten concluir que F' : Set —
m — Set es un funtor. O

PROPOSICION 41. Sea (7, %) un grupo. Los funtores
Set —— <_ m — Set
son adjuntos, con F' el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

DEMOSTRACION. La estrategia para demostrar la proposiciéon es la usual, se bus-
ca proponer la unidad, la counidad y verificar que se satisfacen las identidades trian-
gulares.

Sea X € Set, para la unidad 7 : 1get — U o F' se busca definir
Nx : X = U(ﬂ' X X)
un morfismo en Set, la cual tiene por regla de correspondencia

nx () = (e, )

para todo x € X. Se prueba que 1 : 1gety — U o F' es una transformaciéon natural.

Sea f: X — Y un morfismo en Set, entonces

(ny o f)(x) =ny (f(z))
=(e, f())
=(1x x f)(e,z)
=U(F(f))(e,x)
I(U(F(f)) o nx)(z)

para todo x € X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:
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X ! 'Y
ﬂxl lﬁy
WXXWWXY

De lo anterior se concluye que 7 : 1get — U o F' es una transformacion natural.

Sea X € m — Set. Para la counidad € : F'oU — 1,_get Se busca definir
ex:mxUX)— X

tal que sea un morfismo en m — Set, es asi que se propone la siguiente regla de
correspondencia
ex(a,z)=a-x

para todoa € m, x € X.

En lo que respecta a lo m—equivariante se cumple lo siguiente:
ex(a-(b,x)) =ex(ax*xb,x)
=(a*b)-x
—a-(b-z)
=a-ex(b, )

para todo a,b € m, v € X. Es asi que £x es un morfismo en m — Set.
Resta probar que € : F oU — 1,_get €s natural.

Sea f: X — Y un morfismo en m — Set, entonces

(ey o F(U(f))(a,x) =ey(Lz x U(f)(a,z))
=y (a, f(x))
=a- f(x)
=f(a- )
=(foex)(a, )
para todo a € m, x € X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

WXX&WXY

sxl lw

X > Y
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De esto se concluye que € : F'oU — 1, _get €s una transformacion natural.
Para finalizar, falta demostrar que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea X € Set, entonces

(erx) o F(nx))(a, x) =erx)(1x X nx(a, x))
(

:]-7r><X(a7 :[")
:lF(X)(av l‘)

para todo a € m, x € X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

—— FoUoF

Sea X € m — Set, entonces

(Ulex) o nux))(z) =U(ex)(nx(x))
=Ul(ex)(e, x)
=cx(e,x)
:1U(X) (I’)

para todo x € X. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

——— UoFoU
\ o

Por lo tanto (F,U) : Set — m — Set son funtores adjuntos.
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3. De una coménada a un objeto semi-simplicial en m — Set

En esta seccion se precisan las componentes de la comoénada
Trpy=(FoUe, Fonol)

inducida por el par de funtores adjuntos (F,U) : Set — 7 — Set, para después
estudiar el objeto semi-simplicial inducido por esta.

1. Para el funtor T'= FoU : m — Set — m — Set, a nivel de objetos se tiene que
T(X)=FUX))=nmxU((X)
para cada X € m — Set. Mientras que a nivel de morfismos se tiene que
T(f)=FU(f) =1, xU(f):nxUX)—=>rmxUY)

para todo morfismo f: X — Y en m — Set.
2. La counidad de la coménada coincide con la counidad de la adjuncién, en-
tonces para cada X € m — Set se tiene que

ex:mxUX)— X
y asi
ex(a,x)=a-x
paratodoa € m, x € X.
3. El coproducto de la comoénada § : T'— T o T resulta de la siguiente compo-
sicion
y=Fonol,
entonces para cada X € m — Set se tiene que
Ox = F(nux)) :mx U(X) = 7 x U(r x U(X))
y asi
ox(a,z) =F(nu(x))(a, z)
=1 X 1u(x))(a, z)
:(a7 (67 x))

para todoa € m, x € X.

Una vez precisadas las componentes de la coménada Try es posible profundizar en
el objeto semi-simplicial inducido por esta.
Sea X € m — Set. Considere el funtor A : 7 — Set — SS(7m — Set), entonces

AX) = {T"(X)12y, e - THX) = THX) 12 o)

n=1»
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es un objeto semi-simplicial en m — Set. A continuacién se describen las colecciones
que componen al objeto semi-simplicial A(X).

Sea n > 1, observe que
ThX)=7"x X
donde la accién izquierda de 7 sobre ™ x X es la dada por
a-(ag,...,an,x) = (a*ay,..,ap, )

para todo a,aq,...,a, € T, x € X.

En lo que respecta a los morfismos cara se cumple lo siguiente:
1. Si 0 <i < n. Dado que e} = T"(epa-i(x)) : 7" x X — 7" x X, entonces
er(a, .., Gpi1, T) :T"(ngﬂ'(X))(al, ey Qg 1, T)
=(15i X €xn-inx)(@1, s Qny1, T)
=(Lni(an, -y @i), Exn-inx(Ait1, -y Anp1, T))
=(a1, ey @iy Qg1 - (Qig2y ooy Qpy1, X))
=(A1, ey Qjy Aig1 * Qig2, Qit 3y eey Api1, T)
para todo ay, ...,a,11 €T, v € X.
2. Si i =n. Dado que €' = T"(eqn—n(x)) : 7" x X — 7" x X, entonces
en(ar, ...y any1, ) =T"(epn-—n(x))(a1, ..., Gpg1, )
=T"(ex)(a1, ..., Qpy1,x)
=(1m X ex)(ay, ..., an41, )
=(Lpn(a1, ..., an), ex(ani1, T))
=(a1, ey Ay Apy1 - T)

para todo ay,...,a,11 €T, x € X.

4. Objetos de grupo abeliano

Para desarrollar completamente la teoria resta identificar a los objetos de grupo
abeliano en m — Set. Tales objetos coinciden con un objeto matematico muy bien
conocido.

DEFINICION 21. Sea (m, %) un grupo y (M,+) un grupo abeliano. Se dice que M es
un m—modulo si existe una accion izquierda de m sobre M tal que:

g-(m+n)=g-m+g-n
para todo g € T, m,n € M.
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PROPOSICION 42. Sea m un grupo. M es un objeto de grupo abeliano en m — Set si
y solo si M es un m—maodulo.

DEMOSTRACION. =) Sea M un objeto de grupo abeliano en m — Set. En par-
ticular M es un objeto de grupo abeliano en Set, por lo que (M, 1) es un grupo
abeliano. Resta probar que la acciéon izquierda satisface

g9 - u(m,n) = p(g-m,g-n)
para todo g € m, m,n € M.

Como g : M x M — M es un morfismo en m — Set, se cumple lo siguiente:

p(g-m,g-n)=p(g-(m,n))
=g- :U'(m7 n)

lo que prueba que M es un m—modulo.

<) Sea (M, +,0) un 7—moddulo. En particular M es un grupo abeliano, lo anterior
implica que M es un objeto de grupo abeliano en Set acompanado de los morfismos
canoénicos. El argumento anterior permite recuperar la conmutatividad de los dia-
gramas de interés. Resta probar que los morfismos que dan estructura de objeto de
grupo a M son m—equivariantes.

Considere el morfismo multiplicaciéon p : M x M — M en Set, se cumple lo siguiente:

plg - (m,n)) =ulg-m,g-n)
=g-m-+g-n
=g - (m+n)
=g - p(m,n)

para todo g € m, m,n € M. La tercera igualdad es valida, pues M es un m—modulo.
De lo anterior se puede concluir que p: M x M — M es un morfismo en m — Set.

En la categoria m — Set el objeto terminal es aquel conjunto que consta de un
tnico elemento y esta dotado de la acciéon izquierda trivial. Se denota por 1 a tal
T—conjunto.

Considere el morfismo neutro A : 1 — M en Set, cabe mencionar que tal morfismo
asigna al tnico elemento de 1 en el elemento neutro del grupo M. Se cumple lo
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siguiente:
Mg - ) =A%)
=0
=g A(*)

para todo g € 7. Por lo tanto A : 1 — M es un morfismo en 7m — Set.

Considere el morfismo v : M — M en Set que asigna a cada elemento su inverso, se
cumple lo siguiente:

g-m)=—(g-m)
=g - (—m)
=g -v(m)
para todo g € m, m € M. Por lo tanto v : M — M es un morfismo en 7 — Set.

El par de argumentos anteriores permiten concluir que M es un objeto de grupo
abeliano en m — Set. U

5. Grupos de cohomologia inducidos por una coménada en ™ — Set
En la presente seccion se demuestra que la cohomologia de grupos expuesta en [6]

por S.Eilenberg es un caso particular de la cohomologia comonédica.

Antes, es necesarios precisar a la cohomologia de grupos por medio de un complejo
de cocadenas, con la intenciéon de manipular sus componentes sin inconvenientes.

Cohomologia de grupos.

Sean (7,*) un grupo y (M, +) un m—modulo.

Para n > 0, se denota por
C*(m,M)={f:7" — M| f es una funcion}

al conjunto formado por todas las funciones de 7™ en M, el cual tiene estructura de
grupo donde la operacion es la inducida por evaluar puntualmente.

Se define d"! : C"(w, M) — C"*(w, M) como
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dnJrl(f)(al? ag, . . - 7an+1) =aq - f(CLQ, cee 70Jn+1)
+ Z(—l)zf(al, ag,...,Q; * Ait1y - - - ,(ln+1)
=1

+(=1)"" f(a1, az, ..., a,)

para todo aq, asg, ..., ap11 € T.

Después de considerar el complejo de cocadenas de grupos abelianos
C*(m, M) = {{C"(m, M) };Zo, {d" }320}
H"™(m, M) denota al n-ésimo grupo de cohomologia de 7 sobre M.

PROPOSICION 43. Sean (m,*) un grupo, (M,+) un m1—mddulo y considere la comd-
nada Trpy inducida por la adjuncion 41, entonces

H™(1, M) r,, = H"(x, M)

Tru

para toda n € N.

DEMOSTRACION. La estrategia a seguir es la siguiente. Se busca un isomorfismo
entre los respectivos complejos de cocadenas para concluir que los correspondientes
grupos de cohomologia son isomorfos.

En lo que resta del capitulo ”z” denota al tnico elemento del objeto terminal 1 de
la categoria m — Set, es decir 1 = {z}.

Sea n € N. Se define
" C"(m, M) — Hom, (7"t x 1, M)
como

O (f)ar,...yany1,2) = ay - f(ag, ..., ane1)

para todo ay,...,an11 € 7.

Para saber que la asignacion anterior esta bien definida, es necesario probar que ¢"( f)
es una funcion 7 —equivariante para toda f € C"(mw, M). Para en una segunda etapa
demostrar que ¢ = {p" : C"(7, M) — Hom, (7" x 1, M)}°°, es un morfismo de
complejos de cocadenas.
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Respecto a lo m—equivariante se cumple lo siguiente. Sea f € C"(w, M), entonces

O (f)a-(ar,...,any1,2)) =" (f)(a*ay,...,ans1, 2)
=(a*ay)- flag, ...,ans1)
=a - (a1 - f(ag, ..., an+1))

=a- gpn(f)<a1, "'>an+1>z)

para todo aq,...,a,4+1 € 7. En consecuencia ¢"(f) es una funciéon m—equivariante y
por tanto un elemento en Hom, (7" x 1, M).

Resta verificar que el siguiente diagrama conmuta, esto con motivo de probar que ¢
es un morfismo de complejos de cocadenas.

dn+1

S O, M) s O, M) ————— .

go”l l@m— 1

. —— Hom (7" x 1, M) —r Hom, (7" x 1,M) —— ...

Sea f € C"(m,M) y (ai,...,an42,2) € T2 X 1, entonces
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((anrl ) dn+1)(f)(a1, ceey On42, Z) :¢n+1(dn+1(f))(a17 ceey An42, Z)
=ar - (d"(f)(az, ..., any2))

=a - (CLQ . f(a3, e ,an+2)
n+1
+Z ] 1fag,...,aj*aj+1,...,an+2)

+(— )" fag, ... ani1))

=(a1 * az) - f(as,...,an+2)
n+1
+Z lay - flaz, ... a5 % ajia, ..., ango)

+(_1)n+1a1 : f(a27 o 7an+1)

:¢n(f)(a1 *a2,0a3,...,0n4+2, Z)
n
+ Z(_l)lwn(f>(a17 a2, ..., Q41 * Aj42, ... ,An42, Z)
=1

+(_1)n+180n(f)(a17 ceey Anl, Z)
n+1
_Z Homﬂ n+17M)(‘pn(f))(a1""7an+272)

Zanﬂ(w (Mlar, ... any2,2)
=" o ") (f)(a1,. .., ant2, 2)

Por lo tanto ¢ = {¢™ : C"(m, M) — Hom, (7" x 1, M)}>°, es un morfismo de
complejos de cocadenas.
Sea n € N. Se define
Y™ Homg (7" x 1, M) — C™(m, M)
como

wn(f>(a17 "'7@71) = f(eaala ceey i,y Z)

para todo aq, ..., a, € m. Se busca probar que el siguiente diagrama conmuta:

. —— Hom (7" x 1, M) o Hom,(7"*2 x 1, M) ——

wnl lwn+l

S O(m, M) s O, M) ————— .

dn+1
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Sea f € Hom (m"™ x 1, M) y (ay,...,an11) € 7", entonces

(dn+1 o wn)(f)(ala ce 7an+1) :dnJrl(wn(f))(ah e 7an+1)
=ar -Y"(f)(az,...,ant1)

+D (=D (f)ar, ., % Giga, . Gng)

) an - an)

=ay - f(e,ag,...,an41,2)
+Z fleyar, ... a;*aiy1,...,Gn41,2)

+(— )" f(e,ay,. .., an, 2)

=flexay,ag,...,ant1,2)
—I—E fleyar, ... a; % Qiy1y. . Gpyt, 2)

+(_ )n+1f(e,a1, . -,an,Z)
n+1
_Z Y Hom (M, M)(f)(e,an,. .., ant1,2)

:8"+1(f)(e, a1y .y Apt1, 2)
=" O () (s ang1)
=" o ") (f)(a, .. ans1)

Por lo tanto ¢ = {¢" : Hom,(7"*' x 1, M) — C™(m, M)}°°, es un morfismo de
complejos de cocadenas.

A continuacion se demuestra que ¢ : A(A(1),M) — C*(m,M) y ¢ : C*(7, M) —
A(A(1), M) son inversos.

Sean n € Ny f e C"(m, M), entonces

(W™ 0 ") (f)(ar, ...an) =0"(¢"(f))(a1, ...an)
=" (f)(e a1, ..., an, 2)
=e- f(ay,...,an)
=f(ay,...,an)
=lenieany(f)(ar, ...a,)
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para todo (a, ...,a,) € 7. Es asi que 9" 0 0" = lon(x ).
Sea f € Hom, (7" x 1, M), entonces
(" 0 ™)(f)(a1; -, ans1, 2) =" (" (f)) (a1, ..., an1, 2)
=ay - YP"(f)(ag, ..., apnt1)
=ay - f(e,ag,...,an11, 2)
=f(ay xe,...;an41,2)
=f(a1, ..., ans1, 2)
:1Hom7r(7r"+1><1,M)(f)(a'17 ey Gy, Z)
para todo (a1, ..., api1, 2) € 771 x1. Lo anterior implica que ¢"o)™ = 1 gom, (xn+1x1,M)-
En consecuencia " : C™(w, M) — Hom, (7" x 1, M) es un isomorfismo para cada
n € N. Considere el funtor
H" : cCy_noqg — Ab
recordando que todo funtor preserva isomorfismos se deduce que
H"(p) : H*(m, M) — H"(1, M)

es un isomorfismo para cada n € N. Lo anterior permite concluir el resultado. O

Tru






Capitulo 7

Grupos de cohomologia inducidos por una coménada en
A — Mod

Por ultima vez en este texto, como el nombre del capitulo lo indica, se ilustra a la
cohomologia comonadica. En esta ocasion se trabaja en la categoria A — Mod, pues
la adjunciéon a estudiar induce una comoénada en tal categoria. El presente capitulo
puede ser considerado como un predmbulo a la llamada cohomologia de Hochschild.

1. K-algebras y A—mobdulos

DEFINICION 22. Sean K un campo y (A, +,*) un espacio vectorial sobre K. Se dice
que A es un dlgebra sobre K si existe una operacion binaria - : A x A — A tal que
se satisfacen las siguientes condiciones:

].al'(a2+a3):a1-a2+a1-a3
2. (a1+a2)-a3:a1-a3—|—a2-a3
3. ax(ay-az) = (axa) ay=ap- (a*as)

para todo o € K, ay,as,a3 € A.
DEFINICION 23. Sean K un campo y A un dlgebra sobre K. Se dice que A es un
dlgebra asociativa unitaria sobre K si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. aj - (ag 'ag) = (Cll '0,2) - asg
2. FExiste un elemento distinguido 1 € A tal que 1-ay =a; =aq -1

para todo ay,aq, a3 € A.

OBSERVACION 6. Un dlgebra A es un espacio vectorial equipado con un producto
bilineal, cuando el dlgebra es asociativa también se puede pensar como un anillo.

PROPOSICION 44. Sea K un campo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. A es un dlgebra asociativa unitaria sobre K
2. A es un anillo unitario y existe un homomorfismo de anillos

n:K—A

tal que K C C(A), donde C(A) denota al centro del anillo A.
123
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DEMOSTRACION. 1) = 2) Como A es un algebra asociativa en particular se
tiene que A es un anillo, como ademas el algebra es unitaria entonces A es un anillo
unitario. Resta probar la existencia del homomorfismo de anillos. Se define

n:K—A

como
n(a) =ax1
para todo a € K, donde * denota la operacion por escalar del espacio vectorial A.

Se comienza probando que tal asignaciéon es un homomorfismo de anillos.

Por una parte

Ba+B) =(a+5) <1
=ax14+x*1

=n(a) +n(B)

para todo «, f € K. Por otra parte

n(aB) = (af)«1 =1

para todo «, 8 € K. Ademas
n(lg) =1g*x1=1

Lo anterior permite concluir que n : K — A es un homomorfismo de anillos.

En lo que respecta a la contencion n(K) C C(A) se cumple lo siguiente. Sea a € n(K),
entonces existe o € K tal que n(a) = a. Es asi que
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a-a; =na)-a
=(ax1) o
=1-(ax*xa)
=(axap)-1
=a; - (ax 1)
=a1 - 17(a)

=a1 - a
para todo a; € A. Lo cual prueba que n(K) C C(A).
2) < 1) Basta estudiar la multiplicacién por escalar y verificar que se satisface la
tercer identidad de la definiciéon de algebra.
En lo que respecta a la multiplicacion por escalar se tiene lo siguiente. Se define

x: K xA— A

como
axa=n(a) a

para todo a € K, a € A. Se cumplen las siguientes condiciones:

1.
ax (Bxa)=n(a)- (n(B)-a)
=(n(a)-n(B))-a
=n(aB)-a
=(af) *a
2.
lgxa=n(lg)-a
—1-a
ol
=a-n(1lk)

:a*lK
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3.

a* (a1 + az) =n(a) - (a1 + a2)
=n(a) - a1 +n() - ay
= * a] + « * ay

4.

(a+pB)*a=n(a+p)-a
=(n(a) +n(p)) - a
=n(a) -a+n(B)-a
=axa+ f*a

para todo o, 8 € K, a € A. El par de identidades anteriores permiten concluir que
A es un espacio vectorial.

Respecto a la identidad 3 de la definiciéon de algebra, se cumple lo siguiente:
Por una parte

ax* (ay - az) =n(a) - (ar - az)

=(n(a) - a1) - as
=(

ar - n(@)) - a1
=ay - (n(a) - az)
=ay - (v x ag)

pues n(K) C C(A). Por otra parte

ax(ay-az) =n(a) - (a1 - as)
(n(c) - a1) - az
(

axap) - as

En consecuencia

ax* (ay - az) =(a*xay) - as
=ay - (a* ag)

para todo a € K, ay,as € A. Esto concluye que A es un algebra asociativa unitaria
sobre K. 0

Una vez estudiados los prerequisitos necesarios de algebras asociativas se presenta el
concepto de A—modulo.
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DEFINICION 24. Sean A un dlgebra asociativa unitaria sobre K y M wun espacio
vectorial sobre K. Se dice que M es un A—mddulo si existe una operacion binaria
-2 AXx M — M que satisface las siguientes condiciones:

l.a-(m+n)=a-m+a-n

2. (a1 +ag)-m=a;-m+ay-m
3. (a1 -az) -m=ay-(ag-m)
4.1-m=m

para todo a,ay,as € A, m,n € M.
DEFINICION 25. Sean A un dlgebra asociativa unitaria sobre K y M, N un par de

A—mdodulos, se dice que f : M — N es un A—morfismo si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. f: M — N es una transformacion lineal.
2. fla-m)=a- f(m) para todo a € A, m € M.

El par de definiciones anteriores motivan la siguiente proposicion.

PROPOSICION 45. Sea A un dlgebra asociativa unitaria sobre K. La coleccion de
A—maodulos y A—morfismos forman una categoria, la cual se denota por A — Mod.

DEMOSTRACION. Sean M, N un par de A—modulos, se denota por Hom (M, N)
a la coleccion de A—morfismos de M en N.

En lo que respecta a la composicion se tiene lo siguiente. Sean f : M — N, g: N — L
un par de A—morfismos. Considere la composicion usual de funciones, observe que

(go f)la-m)=g(a- f(m))
=a - g(f(m))
=a - (go f)(m)

para todo a € A, m € M. Como ademas go f es una transformacion lineal se deduce
que g o f es un A—morfismo. Por lo tanto

o: Homu(N,L) x Homa(M,N) — Hom (M, L)
es una funciéon. La propiedad correspondiente a la asociatividad de la composicion

se sigue de lo pertinente a transformaciones lineales.

Para finalizar. Sea M un A—modulo y considere la transformacion lineal 1, €
Homg _veet (M, M). Observe que

Iy(a-m)=a-m=a-1ly(m)
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paratodoa € A, m € M. En consecuencia 1, € Hom (M, M). Los correspondientes
axiomas de las identidades se satisfacen ya que se trabaja con la composicion usual
de transformaciones lineales.

De lo anterior se concluye que A — Mod es una categoria. ([l

El siguiente resultado exhibe una forma de construir un A—moéduo a partir de un
espacio vectorial cualquiera.

PROPOSICION 46. Sean A un dlgebra asociativa unitaria sobre K y V un espacio
vectorial sobre K, entonces A @k V' es un A—mddulo.

DEMOSTRACION. Se debe tener en cuenta que A @ V' es un espacio vectorial
sobre K, por lo que resta estudiar la existencia de una operacion binaria que satisfaga
las identidades de interés.

Se define la operaciéon
G AX (AR V) > ARV
en elementos generadores, como
a-(ap®@v)=(a-a1)®v
para todo a,a; € A, v e V.

1. La identidad que corresponde a la distributividad por la derecha se sigue de
la definicién de la operaciéon y extendiendo por linealidad.

2.

(a1+a2) . (CL3®’U) :((a1+a2) 'Clg)@’l}
=(a1-az+ay-az)@v
=a1-a3@V+az- a3 QU
=a; - (a3 @) + as - (a3 @ v)

3.

(a1 -az) - (a3 ®@v) =((ay - az) - az) ®v
=(a1 - (a2 a3)) ®v
=ay - ((ag - a3) @)
=ay - (a2 - (a3 ®v))
4.1 -(a®@v)=1-a®@v=a®v
para todo a,ai,as,a3 € A, v € V. En asi que A @ V es un A—modulo. O
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Como ha sucedido en capitulos anteriores, se busca elevar la construccién anterior
a un funtor, tal funtor es candidato a ser el adjunto izquierdo de la situaciéon de
adjuncion a desarrollar.

2. Una adjuncién del tipo libre

PROPOSICION 47. Sea A un dlgebra asociativa unitaria sobre K. Se definen las si-
guientes asignaciones

F:K— Vect—~ A— Mod
a nivel de objetos, para V € K — Vect, se define
FV)=A®gV
y a niwel de morfismos, para f 'V — W un morfismo en K — Vect, se define
F(f)=1a@k [: AQx V > Ak W.
Entonces F': K— Vect - A — Mod es un funtor.

DEMOSTRACION. Se comienza estudiando la asignaciéon en morfismos.

Sea f : V — W un morfismo en K — Vect, se sabe que F(f) =1, Qk [ : AQgV —
A ®g W es una transformacion lineal, resta probar la segunda condicién.

F(f)(a- (a1 ®v)) =14 @k f)(a- (a1 ®v))
=(la ®xk f)la- a1 ®v)
=a-a1 ® f(v)
=a- (14 ®k [)(a1 ® )
=a- F(f)(a1 ®v)

para todo a,a; € A, v € V. Por lo tanto F(f) =1l ®k f: AQx V — AR W es
un morfismo en A — Mod.

Con respecto a la composicion. Sean f: U — V, g : V — W morfismos en K — Vect.
Por un lado se sabe que

1y ®K (g0 f) = (1a®K g) o (1a®Kk f),
entonces
F(go f) =F(g) o F().
Por otro lado se sabe que
1a®k 1y = lagyv,
entonces

F(lv) = 1F(V)
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para todo V € K — Vect. Los argumentos anteriores permiten concluir que F' :
K — Vect - A — Mod es un funtor. 0

Como el nombre de la seccion lo indica, una vez mas un funtor que olvida esta
presente en la adjuncién a desarrollar.

PROPOSICION 48. Sea A un dlgebra asociativa unitaria sobre K. Los funtores
F
K- VectF> A — Mod

son adjuntos, con F' el adjunto izquierdo. U denota al funtor que olvida.

DEMOSTRACION. Se busca demostrar que el par de funtores (F,U) son adjuntos
por medio de las identidades triangulares.
Sea V € K — Vect, para la unidad 7 : 1x_vect — U o F' se busca definir

ny:V —=2>UARKV)
un morfismo en K — Vect, la regla de correspondencia es la siguiente:
nv(v) =1®wv

para todo v € V.
La definiciéon de la asignacion anterior desvela el porque se trabaja con algebras
asociativas unitarias.
Observe que

wlo+w) =16 (0 +w)
=l®v+1Qw
=1y (v) +nv(w)
y que
ny(axv) =1 axwv
=a* (1 ®v)
=a * ny(v).

Lo anterior permite concluir que ny : V — U(A®k V) es un morfismo en K — Vect.
Resta probar que la asignacion es natural.
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Sea f:V — W un morfismo en K — Vect, entonces

(UE(f)) omv)(v) =U(F(f)(1®v)
=U(14 @k f)(1®v)

=1® f(v)
=nw (f(v))
=(nw o f)(v)
para todo v € V. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:
1 ! . W

a |

Esto prueba que 7 : 1x_vect — U o I’ es una transformaciéon natural.

Sea M € A — Mod. Para la counidad € : "o U — 1a_pmoq Se busca definir
EMA®KU<M) — M

tal que sea un morfismo en A — Mod, es asi que se propone la siguiente regla de
correspondencia en elementos generadores

eyla®@m)=a-m

para todo a € A, m € M.

Por una parte

ev(a-(ap @m)) =ep(a-a; @ m)
=(a-a1)-m
:a . (a‘l . m)
=a-epy(a; @ m)
para todo a,a; € A, m € M. Es claro ¢, es lineal. Los argumentos anteriores

permiten concluir que €y : A @ U(M) — M es un morfismo en A — Mod. A
continuacion se prueba que tal asignacion es natural.
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Sea f: M — N un morfismo en A — Mod, entonces

(en o F(U(f)))(a®@m) =en(1a @K U(f)(a®@m))
=en(a®@ U(f)(m))
=a - f(m)
=f(a-m)
=f(em(a®m))
=(foem)(a®@m)

para todo a € A, m € M. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

Ao UM) 29 0 A g UN)

EA{\L lEN
>y N

M !

Esto prueba que € : F oU — 1A_moq €s una transformacion natural.
A continuacion se demuestra que se satisfacen las identidades triangulares.

Sea V' € K — Vect, entonces

(ervy) o F(nv))(a ®v) =erw)((1a @k nv)(a @ v))
=cazgv(a® (1 ®v))
—a-(1®v)
=(a-1)®v
=a Qv
=lag,v(a®@v)
=L (a@wv)

para todo a € A, v € V. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

—— FoUoF

\l
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Con respecto a la segunda identidad. Sea M € A — Mod, entonces
(Ulenm) o nuany)(m) =U(en)(1 @ m)
—1-m
=m
=1y (m)

para todo m € M. Por lo que el siguiente diagrama conmuta:

——— UoFoU

\ 2

133

La serie de argumentos antes validados permiten concluir que (F,U) : K — Vect —

A — Mod son funtores adjuntos.

3. Una comoénada en A — Mod
En esta seccion se describe la coménada
Trpy=(FoUe, Fonol)
inducida por el par de funtores adjuntos (F,U) : K — Vect - A — Mod.

O

1. Para el funtor T'= FoU : A—Mod — A —Mod, a nivel de objetos se tiene

que
T(M)=FUM)) =A®g UM)
para cada M € A — Mod, mientras que a nivel de morfismos se tiene
T(f) = FU(f)) =1a@x U(f)
para todo morfismo f: M — N en A — Mod.

2. La counidad de la coménada coincide con la counidad de la adjuncién, en-

tonces para cada M € A — Mod se tiene que
ey AR UM) - M
y se define en elementos generadores como
vla®@m)=a-m

para cada a € A, m € M.
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3. El coproducto de la coménada 6 : T'— T o T resulta de la siguiente compo-
sicion
d=FonolU
Entonces para cada M € A — Mod se tiene que
o = Fnuon) : AQx U(M) - A®g U(A®@g UM))
y se define el elementos generadores como
Orr(a @ m) =F(nun)(a ©m)
=(1a ®x nu(r))(a ® m)
=a® (1®@m)
para todo a € A, m € M.

4. Una resolucion libre

Una vez precisada la comoénada T gy es posible describir el objeto semi-simplicial
inducido por esta.

Sea M € A — Mod. Considere el funtor A : A — Mod — SS(A — Mod), entonces
AM) = {T(M) 2y el - T (M) = T(M) 12, Feo}

es un objeto semi-simplicial en A — Mod. Lo siguiente a realizar es describir las
colecciones que componen al objeto semi-simplicial A(M).

Sea n > 1, observe que
T"(M) = Ak U(A®" @k U(M))
por consiguiente
T"(M) = A®" @k U(M)

donde A®" denota al n-ésimo producto tensorial A ®f - - @ A.

En lo que respecta a los morfismos cara se deduce lo siguiente:
1. Sii = 0. Dado que &} = T(epn-oap) : A% @k M — A®" @ M, entonces
eg(a1 ® -+ ® anpr @ m) =T°(epn-on)(a1 ® -+ ® angy @ M)
=€Tn(M)(CL1 R ® Apr1 @mM)
:5A®"®KM(‘11 ® - @ App1 @ M)
=01 a2 Q- Q Apy1 @M

para todo ay,...,a,11 € A, m € M.
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2. 810 < i < n. Dado que €] = T"(epn-iqap)) : A" @ M — A" @i M,
entonces
e @ -+ ® anpr @m) =T (epn-ian)) (01 @ -+ ® Apy1 @ M)
=(1 g0t ®K € gon—ig, )01 @+ ® Any1 @ M)
=1 10i(a1 ® - a;) ® 5A®n7i®KM(ai+1 ® Aiyo @ -+ @ Ay @ M)
=01 @ Q& Ajy1 Q2 D - Q) Apyp1 QM

para todo ay,...,a,41 € A, m € M.
3. Sii =n. Dado que € = T"(eqn-nap)) : AQ" ' @ M — A®" @ M, entonces

en(a1 @+ ® api1 @m) =T"(ern-nn)(a1 @ -+ @ ni1 @ M)
=T"(epm)(a1 @+ + @ apy1 @ M)
:(1A®" (297 EM)(Cll R Qapt+1 & m)
=lpen (a1 ® - ®a,) ey @ m)
=01 Q- Qap @ Apt1 M

para todo ay,...,a,11 € A, m € M.

La discusion previa permite enunciar el siguiente resultado, pues los morfismos cara
la motivan.

PROPOSICION 49. Sea M € A — Mod y considere el objeto semi-simplicial
AM) = {T (M)}, {{el : T (M) — T"(M) 12 o)
Se define

Entonces
P={T"(M),d, : T”H(M) — T™(M)}ee
es una sucesion exacta.

DEMOSTRACION. Sea n > 1.

La prueba de la contenciéon
Im(d,) € Nuc(d,—1)

se puede consultar en la prueba de la proposicion 37 del capitulo 5.

Resta probar que
Nue(d,—1) € Im(d,)
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Considere un elemento generador en Nuc(d,—1), es decir, un elemento generador
G ® - Ra,®m € A®" R M tal que

dp-1(01 ® -+ @ a, ®m) = 0.
Se busca un elemento generador by ® - -+ @ by ®n € A®" @k M tal que
A1 @+ R@bpy1 @n)=a1 @+ R a, @m.

Considere al elemento generador 1 ® a1 ® --- ® a, ® m € A" @ x M, recordando
que

d, = ETn(M) — T(dn—l)
Se cumple lo siguiente:

dy(1®a1 @ - @ap@m) =(epniapy — T(dn-1))(1® a1 ® - @ ap @ m)
=erman(1®a1®@ - ®a, @m) —T(dp-1)(1® a1 ® - @ ap @m)
=€ 0z, (1 ® a1 @ ®ap, @m)
—(Ia®rdp-1)(1®a1 ® - ® a, ®m)
2(1-a1®---®an®m)—(1A(1)®dn71(a1®---®an®m))
=(a1®- ®a,®@m) — (1®0)
=01 Q- Qap @M

Por consiguiente Nuc(d,—1) C Im(d,). Lo anterior permite concluir que
P={T"(M),d, : T""" (M) = T"(M)};>,
es una sucesion exacta. 0
COROLARIO 4. Sea M € A — Mod y considere la sucesion exacta
P =A{T"(M),dyp : T""(M) — T"(M)}72,

Entonces P =2 M es una resolucion libre de M.

El siguiente diagrama ilustra tal resolucion libre de M.
dnfl

0 M2 Agg M +2 A% @i M + A" @ M o e

A~

DEMOSTRACION. Note que €)/(1 ® m) = 1-m = m para cada m € M. Por tal
motivo ey : AQx M — M es un epimorfismo y en consecuencia la siguiente sucesion
es exacta:

0«2 M+ A@x M
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A continuacion se demuestra que T"(M) es un A—modulo libre para cada n > 1.

La siguiente cadena de relaciones de isomorfismo se cumple
T(M)=A®xk M2 Aox K% =2 (Aoyx K)X) =2 A
para algtin conjunto X. Lo anterior prueba que T'(M) es un A—modulo libre.
En consecuencia
(M) =T(T""'(M)) = Aok T"" (M)
es un A—modulo libre para cada n > 1.

Por lo tanto P - M es una resolucién libre de M. O

5. Objetos de grupo abeliano

El ultimo paso a desarrollar para completar la teorfa es identificar a los objetos de
grupo abeliano en A — Mod. De forma similar a lo que sucede en R — Mod se tiene
el siguiente resultado.

PROPOSICION 50. Todos los objetos en A — Mod son objetos de grupo abeliano.

DEMOSTRACION. Es claro que todo objeto de grupo abeliano M es un A—médulo.

Sea (M, *,+) un A—moddulo. Como M es un espacio vectorial en particular (M, +)
es un grupo abeliano, de lo anterior se deduce que M es un objeto de grupo abeliano
en la categoria de conjuntos, acompanado de los morfismos candnicos que se derivan
de los axiomas de grupo.

El argumento anterior permite recuperar la conmutatividad de los diagramas de la
definicion de objeto de grupo abeliano. Resta demostrar que los morfismos que dan
estructura de objeto de grupo abeliano a M son morfismos en A — Mod.

Considere el morfismo multiplicacion p : M x M — M en Set inducido por la
operacion +, se cumple lo siguiente:

pu(k * (ma,n1) + (ma, n2)) =p((k * ma, k xn1) + (m2, n2))
=pu(k *mq + ma, kxny + ny)
=(k *mq +ma) + (k *ny + no)
=(k*mq + kxny)+ (mg + n2)
=k * (my +nq1) + (Mg + n2)
=k % p(my,ny) + p(me, no)
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para todo k € K, mq, ms,ny,no € M. Donde * denota a la multiplicaciéon por escalar
del espacio vectorial M. Lo anterior es prueba de que p : M x M — M es una
transformacion lineal. Por otra parte

pla- (m,n)) =p(a-m,a-n)
=a-m-+a-n
=a-(m+n)

=a- :u(mv n)

para todo a € A, m,n € M. Las dos condiciones anteriores muestran que u : M X
M — M es un morfismo en A — Mod.

Se denota por 1 al espacio vectorial trivial (es decir, el formado s6lo por el vector
cero) dotado de la accion trivial.

Considere el morfismo neutro A : 1 — M en Set, el cual asocia a los elementos
neutros de los correspondientes espacio vectoriales, se cumple lo siguiente:

Ak * z) =A(z)

=0

=k=x0

=k x \(2)

Anélogamente, pero con respecto a la acciéon en A se cumple que:

AMa - z) =\(2)

=0

=q - 0

=a-\(2)

para todo k € K, a € A. Las condiciones anteriores permiten concluir que A : 1 — M
es un morfismo en A — Mod.

Para finalizar. Considere el morfismo v : M — M en Set que asigna a cada elemento
su inverso, se cumple lo siguiente:
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Y(ksm+n)=—(kxm+n)
=—(kxm)—n
=k * (—m) + (—n)
=k ~y(m) +~(n)

para todo k € K, m,n € M. Lo anterior muestra que v : M — M es una transfor-
macional lineal. Por otra parte

Y(a-m)=—(a-m)
~a- (-m)
=a - y(m)
para todo m € M, a € A. Es esi que v: M — M es un morfismo en A — Mod.

Los argumentos antes validados permiten concluir que M es un objeto de grupo
abeliano en A — Mod. 0

6. Conclusiones

Antes de dar por terminado el capitulo se identifica a los grupos de cohomologia
inducidos por la coménada Try y se realizan algunos comentarios finales.

Dado que el objeto semi-simplicial induce una resolucion libre y de la misma manera
a lo sucedido en R — Mod se tiene lo siguiente.

COROLARIO 5. Sea Try la comonada inducida por la adjuncion 48, considere ade-
mds M, N un par de A—mddulos, entonces

H*(M,N)r,, = Ext"(M,N)

Tru
para toda n € N.
DEMOSTRACION. Sean M, N un par de A—modulos, por la proposicion 4 se sabe
que
P M
es una resolucién libre de M, donde P = {T™(M),d,, : T"* (M) — T"(M)}°,.

Por definicion se tiene que
Exty(M,N) = H"(Homa(P,N)).

Por otra parte, como N es un objeto de grupo abeliano en A — Mod se cumple lo
siguiente:



140 7. GRUPOS DE COHOMOLOGIA INDUCIDOS POR UNA COMONADA EN A — Mod

Hn(M7 N)TF,U :Hn(A(A(M)’ N))
=H"(Hom(P,N))
=FExt"y(M,N)
para toda n € N. Lo anterior concluye el resultado. 0

Es discutible la afinidad que tienen los capitulos 5 y 7, si bien es cierto que tanto los
objetos con los que se trabaja como la adjuncién que se estudia en cada capitulo son
distintas, es evidente el parecido en ambas teorias cohomologicas. A continuacion se
discute una ventaja de trabajar con la resolucion libre desarrollada en este capitulo.

Considere el anillo R = R y la coménada Try inducida por la adjunciéon libre en
R — Mod. Se denota por 0 al R—modulo trivial. Observe que

T(0) = R® =R,

es asi que se tiene la siguiente resolucion proyectiva de 0.

02 R A R® (L RE®) (B pEED)

Se puede notar que
en contraste, para n > 2, se tiene que
dimg(T?(0)) = dimg(R®) = 0.

Si bien, siempre se puede disponer de tal resolucion proyectiva, esta tiene un problema
con respecto al tamano de cada eslabén, pues en cada paso cubres al objeto anterior
con uno mucho mas grande. Algo mas agradable sucede en A — Mod.

Considere el algebra asociativa unitaria A = C, el campo K = R y la comoénada
T ry expuesta en la tercera seccién de este capitulo. Se tiene la siguiente resolucion

libre de C € A — Mod.
C+= CopC 2 ¥ pC 2 % pC 2 C® @ C —— ---

Observe que
Ademas se cumple que
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y en general
dimg (C®" @ C) = 2",
Si bien, la dimension puede llegar a ser considerablemente grande, es evidente que

tal resolucion libre crece a un ritmo bastante mas eficaz en comparacion a lo que
sucede en R — Mod.






Capitulo 8

Objetos T-proyectivos

Para finalizar este trabajo, se expone otra aplicaciéon que se puede derivar de una
comoénada. Estas nos permiten introducir el concepto de T—proyectividad donde T
es una comoénada. El presente capitulo se estructura de la siguiente manera.

En una primera secciéon se presenta la definicion de objeto T —proyectivo, asi co-
mo una equivalencia a tener en cuenta. Posteriormente, en una segunda seccion
se demuestra que el concepto de proyectividad en R — Mod y el concepto de
T py—proyectividad coinciden cuando Try es la comoénada libre en R — Mod. Se
finaliza el capitulo estudiando a los objetos T gy —proyectivos en la categoria m—Set,
donde Ty es la comoénada inducida por la adjuncion del tipo libre precisada en el
capitulo 6.

1. T-—-proyectividad

DEFINICION 26. Sea T una comonada en C. Se dice que un objeto P € C es
T—proyectivo, siep : T(P) — P se escinde, es decir, existe un morfismo f : P —
T(P) en C, tal que el siguiente diagrama conmuta:

P

r .
S 1p
v

T(P) —(> P

PROPOSICION 51. Sean (L,R) : C — D un par de funtores adjuntos y considere

la comonada inducida Ty, g, entonces L(X) € D es un objeto T, g—proyectivo para
todo X € C.

DEMOSTRACION. Dado que (L, R) : C — D son un par de funtores adjuntos,
entonces por la primer identidad triangular se tiene que el siguiente diagrama con-
muta:
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Por lo tanto L(X) es T p—proyectivo para todo X € C. O

DEFINICION 27. Sean (L,R) : C — D wun par de funtores adjuntos. Se dice que

un objeto P € D satisface la propiedad de levantamiento, si para cualesquiera
f:P — N,g: M — N morfismos en D tales que R(g) : R(M) — R(N) es un

epimorfismo que se escinde, entonces existe un morfismo f: P — M en D, tal que
gof=1.

La propiedad de levantamiento provee una forma distinta de identificar a un objeto
T —proyectivo.

PROPOSICION 52. Sean (L,R) : C — D wun par de funtores adjuntos. Un objeto
P €D es Ty p—proyectivo si y solo st P satisface la propiedad de levantamiento.

DEMOSTRACION. =) Sean f : P — N, g : M — N morfismos en D. Se busca
un morfismo f: P — M en D tal que go f = f.

Como P es T, p—proyectivo, existe ¢ : P — T'(P) tal que
epop=1p
y como R(g) : R(M) — R(N) es un epimorfismo que se escinde, existe 1) : R(N) —
R(M) tal que
R(g) oY = 1pw).

El par de observaciones anteriores motivan la siguiente definicion.

Se define f :=¢ey 0 L(v)) o T(f) o : P — M. Se cumple lo siguiente:

gof=go(emoL®)oT(f)op)
=(goem)o L(¥) o LR(f) oy
=en o (LR(g) o L(¥)) o LE(f) o ¢
=en o L(R(g) oyp) o LR(f) o ¢
=en o L(1gmvy) o LR(f) o ¢
=en o (1oravy o LR(f)) o
=(en o LR(f)) o
=foemop
=folp
=f
Por lo tanto P satisface la propiedad de levantamiento. El siguiente diagrama ilustra
la situacion antes planteada.
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T(P) _ L@ P M) =5 M
n a

ST T L(w): T(9) g
P T(N) —*5 N

<) Considere el siguiente par de morfismos ep : T(P) — P, 1p : P — P en D.
Como

R(ep) : R(T(P)) — R(P)
es un epimorfismo que se escinde, pues por la segunda identidad triangular se satisface
que el siguiente diagrama conmuta:

R(L(R(P)))

”V lR(ap)

R(P) ——— R(P)

Lr(P)

Entonces por la propiedad de levantamiento que satisface P por hipotesis, existe
f: P — T(P) tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
f//// llp
L
T(P) —— P
Por consiguiente P es un objeto T p—proyectivo. 0
Otra forma de identificar a un objeto T —proyectivo es la siguiente.

PROPOSICION 53. Sea T una comdnada en C. Un objeto P € C es T—proyectivo si
y solo si para algin X € C ezisten morfismos s : P — T(X) yt:T(X) — P en C
tales que t o s = 1p.

DEMOSTRACION. =) Sea X = P. Como P es T—proyectivo existe f : P — T(P)
tal que ep o f = 1p. Lo anterior prueba la primer direccion.

<) Se busca la existencia de un morfismo f: P — T(P) en C tal que epo f = 1p.

Suponga que para X € C, existen morfismos s : P — T(X) y t : T(X) — P tales
quetos=1p.
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Se define f := T(t) o §x o s, donde dx : T(X) — T?(X) denota la X —ésima compo-
nente del coproducto de la comoénada T. Luego se cumple lo siguiente:

epof=epo(T(t)odyos)
=(epoT(t))odxos
=(toepix))odxos
=t o (epx)0dx)os
=tolpxyos
=tos
—1p

En consecuencia P es un objeto T—proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la si-
tuacion antes planteada.

( ( )) 5X ( ) 8’,’
£
T(t)l /””/

Ep

P
-

P

2. Proyectividad en R — Mod

La presente seccion busca exponer un motivo del porque el concepto de T—proyectividad
es nombrado de tal forma.

PROPOSICION 54. Considere la comonada libre Try en R — Mod estudiada en el
capitulo 5. Un objeto P en R— Mod es Try—proyectivo si y solo si P es un modulo
proyectivo.

DEMOSTRACION. =) Se busca completar el siguiente diagrama:

P
|7
— N

Como T(P) = F(U(P)) = R®) es un moédulo libre, en particular es un médulo
proyectivo, es asi que existe ¢ : RP) — M tal que foep = go .

M > 0

Como por hipétesis P € R —Mod es Ty —proyectivo, existe f: P — T(P) tal que
Ep O f = 1p.
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De manera sugerente se define ¢ := o f. Luego se cumple lo siguiente:

gop=gol(pof)
=(gop)of
=(foep)o
—fo(epof)
=folp

Por lo tanto P es un moédulo proyectivo. El siguiente diagrama ilustra la situacion.

<) Como ep : T(P) — P es un epimorfismo y P es un modulo proyectivo, entonces
existe f : P — T(P) tal que el siguiente diagrama conmuta:

Es asi que ep o f = 1p. En consecuencia P es un objeto T —proyectivo. 0

3. Objetos T—proyectivos en m — Set

En la altima seccién de este texto, se busca caracterizar a los objetos Ty —proyectivos
en la categoria m — Set, donde Trpy es la coménada descrita en el sexto capitulo.

Son necesarias un par de definiciones basicas respectivas a m—conjuntos.

DEFINICION 28. Sean 7 un grupo, X € m — Set y x € X. Se define el estabilizador
de x como:

m.={9€m:g -z =21}
DEFINICION 29. Sean m un grupo, X € m — Set y x € X. Se define la orbita de x
como:

orb(z) ={g-x:g€mn}
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Una resultado imprescindible para lograr el objetivo de la seccion es el siguiente.
PROPOSICION 55. Sean m un grupo y X € m — Set, entonces

orb(z) = 7w/m,
para todo v € X.

OBSERVACION 7. Cabe destacar que el isomorfismo antes planteado se da en la ca-
tegoria m — Set.

DEMOSTRACION. Se define
fm/m, — orb(z)

flg)=flg-m)=g-2
para todo [g] € 7/7,.

Con respecto a la correcta definicion se tiene lo siguiente.

Suponga que [g1] = [gs]. Es asi que g, -7, = g2+, lo anterior implica que g, *- g1 € 7,
en consecuencia

(05" -q0)-x=ux
por consiguiente

f([gl]) =01 T=g2 T = f([QQ])

lo anterior prueba que f esta bien definida.
Con respecto a la inyectividad se tiene lo siguiente.

Suponga que f([g1]) = f([g2]), entonces g; - © = go - x, lo anterior implica que

(92_1'91)'33:537
es asf que
9 Em,
por lo tanto

l91] = [g]
lo anterior prueba que f es inyectiva.

Con respecto a la sobreyectividad se tiene lo siguiente.

Sea g -« € orb(x), entonces f([g]) = g -z lo que prueba que f es sobreyectiva.
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Como en la categoria m—Set los isomorfismos coinciden con los morfismos biyectivos,
se concluye que

orb(z) = 7w /m,
para todo x € X. O

Una vez desarrollados los conceptos basicos y necesarios relativos a m—conjuntos, es
posible enunciar el resultado principal de la seccion.

PROPOSICION 56. Sea 7 un grupo y considere la comonada Try en m— Set precisada
en el capitulo 6. Un objeto X € m — Set es Try—proyectivo si y solo si

orb(z) =
para todo v € X.
OBSERVACION 8. El isomorfismo antes planteado se da en la categoria m — Set.

DEMOSTRACION. =) Sea z € X, como X es un objeto Ty —proyectivo, existe
un morfismo

f: X —=>rmxUX)
en ™ — Set, tal que ex o f = 1x. Se define
g orb(x) — orb(f(x))
como
palg 1) =g- f(x)
para todo ¢ - = € orb(z).

En lo que respecta a la correcta definicion se tiene lo siguiente.

Si gy - = go-x, entonces

:901’(92 : .flf),

donde la segunda y pentltima igualdad son vélidas porque f es m—equivariante. Por
lo tanto ¢, esta bien definida.

A continuaciéon se demuestra que el morfismo ¢, es un isomorfismo.
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Si (g1 ) = pz(g2 - y), entonces
flgr-x) =g, f(x)
=z (g1 - )
=0z(92 - T)
=gz - f(x)
=f(g2 - x),
como ex o f = 1x, entonces
g1 T =02 T

lo que prueba que ¢, es inyectiva.
Sea g - f(x) € orb(f(x)), como ¢,(g-x) = g- f(x) se tiene que p, es sobreyectiva.

Lo anterior muestra que
(14) orb(x) = orb(f(x))

Por otra parte, considere al m—conjunto 7'(X) = m x X, por la proposicion 55 se
sabe que

(15) orb((g,x)) = /(g

para todo (g,x) € m x X. Observe que
ﬂ-(gvx) = {a S ’ a- (g,ﬂ?) = (gax>}

Lo anterior implica que a € 7 es un elemento de 7y, si y sélo si a-g = g. Por lo
tanto

(16) T(gx) = {6 € 7T}

para todo (g,z) € m x X. Como consecuencia de (14), (15) y (16) se concluye que
orb(x) Z orb(f(x)) ==

para cada x € X.

<) Se busca f: X — T'(X) morfismo en m — Set, tal que ex o f = 1.
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Sea y € X, como

X = |_| orb(z),

zE€Rep(X)
entonces y € orb(z) para alguna x € X. Por hipotesis

T = orb(z),
lo anterior implica que existe una tnica g € 7 tal que g - x = y. Se define

fly) = (g9,2)

para cada y € X. Como la g € 7 es tnica, la funcién esta bien definida.

Por una parte

a-f(y)=a-(g9,y)
=(a-g,y)
=f(a-y)

para todo a € 7, y € X. Por lo tanto f : X — 7 x X es una funciéon m—equivariante.

Por otra parte

(ex o f)(y) =ex(g,7)
:g . .I'
=Y
=1x(y)

para todo y € X. El par de argumentos antes validados permiten concluir que X es
un objeto T ry—proyectivo. 0
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