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Resumen

Modos normales de vibracion o fonones son cuantos de desplazamientos colectivos de atomos alrededor
de sus posiciones de equilibrio, donde los estados vibracionales pueden determinarse con s6lo contar el
numero de fonones, cuando el sistema se encuentra cercano al estado base. Los atomos se mueven aun a
temperatura cero Kelvin de acuerdo con el principio de incertidumbre de la mecanica cuantica, cuya
oscilacion en torno a su punto de equilibrio puede modelarse dentro de la aproximacion armonica, sin
importar la complejidad de interacciones interatomicas en cada material. Los modos colectivos de esa
oscilacion armoénica son cruciales para el transporte de calor y de sonido, asi como para la espectroscopia
ineléstica y la superconductividad.

El elemento quimico fundamental para los organismos bioldgicos y moléculas organicas es el
Carbono, cuyo enlace covalente C—C puede encontrarse como hibridaciones de orbitales atdmicos

locales sp, sp? o sp>, hecho que genera un gran niimero de alétropos del Carbono, es decir, compuestos
de Carbono con diferentes arreglos atomicos, tales como diamante, grafito, grafeno, fullerenos y
nanotubos de carbono con muy diferentes propiedades fisicas. Por ejemplo, el diamante tiene una
hibridacion sp® con enlaces en direcciones tetraédricas, en consecuencia, es un aislante eléctrico, un muy
buen conductor térmico, transparente en el espectro visible y el material mas duro. En contraste, el grafito
con una hibridacion sp? es un conductor eléctrico y térmico en direcciones preferenciales, opaco en el
espectro visible y un material suave.

En esta tesis se estudian los modos normales de vibracion en diamante, grafito y grafeno dentro del
modelo de Born incluyendo interacciones interatdmicas centrales y no centrales, cuyas relaciones de
dispersion se obtienen minimizando la desviacidon estandar con respecto a los datos experimentales.
Presentaremos un nuevo método de canales independientes para el estudio del transporte fondnico en
cintas de grafeno con y sin defectos estructurales. La conductancia térmica por fonones obtenida dentro
del formalismo de Landauer, verificada por la formula Kubo-Greenwood, muestra su cuantizacion en

unidad del cuanto G" debido a transporte balistico de fonones en los canales independientes. La
introduccion de dislocaciones transversales reduce dicha conductancia con menor afectacion a los modos

acusticos debido a su larga longitud de onda. Por ultimo, los resultados obtenidos se comparan con los
datos experimentales y se observa una buena concordancia.
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Introduccion

En la actualidad, los dispositivos electronicos operan a dimensiones nanométricas, donde se enfrenta el
reto de disipar el calor a través de canales de la misma dimension, ya que un incremento de pocos grados
centigrados de temperatura puede deteriorar significativamente el desempefio de dichos dispositivos
basados en semiconductores [Moore,2014]. En los metales, la conductividad térmica es proporcional a
la eléctrica de acuerdo a la ley de Wiedemann-Franz, dado que ambas se basan en el transporte de
electrones [Sutton,2004]. En un material eléctricamente aislante, el transporte térmico se debe
principalmente a los fonones. Por ejemplo, el diamante es un aislante eléctrico con una brecha energética
de 5.5 eV y una alta conductividad térmica del orden de 3000 W m™' K'!. Sin embargo, por la dificultad
de su sintesis, se buscan actualmente nuevos compuestos eléctricamente aislantes pero excelentes
conductores térmicos.

La conductividad térmica en so6lidos se puede abordar a partir de los modos normales de vibracion
que son movimientos colectivos de todos los atomos alrededor de sus posiciones de equilibrio. En
consecuencia, el estado vibracional armoénico de cualquier sélido siempre puede escribirse como una
combinacion lineal de dichos modos normales. El cuanto de las ondas vibracionales se denomina fonon,
originalmente propuesto por J. Frankel en 1932, el cual constituye una de las excitaciones elementales
colectivas en solidos [Walker,1970].

El transporte de excitaciones en sélidos es un fendmeno complejo, ya que el sistema se encuentra
fuera de equilibrio e involucra dispersiones multiples entre la excitacion y la red. La propagacion de
fonones en solidos es un problema menos estudiado en comparacion con el transporte electronico, a pesar
de su importancia en diversos fendmenos fisicos y mediciones experimentales, tales como la disipacion
de calor en la microelectronica asi como la termoelectricidad que es la base tanto para nuevas fuentes de
energia eléctrica a partir de una diferencia de temperatura como para la nueva generacion de
refrigeradores de estado so6lido sin ruidos ni vibraciones. En esta tesis, cuantificaremos el transporte
fondnico mediante la formula de Kubo-Greenwood basada en la funcion de Green fondnica y la de
Landauer a través de la transmitancia.

La presente tesis estd organizada en tres capitulos. En el primer capitulo, revisaremos el formalismo
de las excitaciones fononicas en solidos, partiendo de un hamiltoniano con una interaccion interatdmica
dentro de la aproximacion armonica, la cual conduce a la matriz dindmica cuyos eigenvectores son los
modos normales de vibracion o fonones. Asi mismo, se desarrolla la teoria cuantica de vibracion dentro
del formalismo de segunda cuantizacion a través de los operadores de creacion y aniquilacion de fonones,
los cuales satisfacen las relaciones de conmutacion bosonica y la estadistica de Bose-Einstein.

En el segundo capitulo, se introduce el modelo de Born con interacciones interatdmicas centrales y
no centrales, asi como el modelo de Born-von Karman incluyendo interacciones angulares entre
segundos vecinos. La matriz dinamica en el espacio reciproco basada en dichos modelos conduce a la
relacion de dispersion fononica, ®(K), cuyos parametros se determinan minimizando la desviacion
estandar respecto a datos experimentales obtenidos de la dispersion inelastica de neutrones y de rayos X

en el diamante y en el grafito. Asi mismo, se analiza con detalle el desdoblamiento de los modos normales
de vibracion o(K) a bajas frecuencias, debido a las interacciones inter planares en el grafito.



En el tercer capitulo, veremos los formalismos de Landauer y Kubo-Greenwood, asi como el método
de canales independientes y matriz de transferencia como el punto de partida para estudiar el transporte
fondnico en cintas de grafeno. Finalmente, analizaremos la conductancia térmica por fonones para dichas
cintas con y sin defectos estructurales de diferentes anchos y longitud, cuyos resultados se comparan con
los datos experimentales.



Capitulo 1 Excitaciones Fononicas en Solidos

Siempre que tratamos con so6lidos estamos trabajando con un sistema que contiene alrededor de 10
atomos por cm’, es decir, dentro del formalismo de mecanica cuantica tenemos 10> ecuaciones de
Schrédinger acopladas. Inclusive, tan solo almacenar las posiciones y momentos instantaneos de cada
atomo requiere del orden de Yottabytes de memoria, la cual supera enormemente la capacidad de
cémputo actual.

Los so6lidos constituyen un tipico problema de muchos cuerpos, donde las interacciones entre
particulas juegan un papel crucial en el calculo de sus propiedades fisicas [Pines,1963]. En la actualidad
no se conoce una solucidon general a dicho problema en la mecanica cudntica, incluso, el problema de
tres cuerpos no tiene solucion general en la mecanica clasica y en algunos casos su solucion puede ser
cadtica, es decir que pequefias variaciones en las condiciones iniciales pueden llevar a soluciones
totalmente diferentes.

Una forma de abordar el problema de muchos cuerpos interactuantes es la introduccion de
excitaciones elementales, la cual consiste en mapear el problema original por uno equivalente compuesto
de cuasiparticulas independientes (o casi independientes), tales como fonones, magnones, plasmones,
etc. A bajas temperaturas el sistema se encuentra en los primeros estados excitados, lo cual nos permite
describirlo mediante unas pocas excitaciones, en contraste a la perspectiva original donde se deben
proporcionar del orden de 10> posiciones y momentos correspondientes a cada una de las particulas
interactuantes. Dichas excitaciones pueden determinarse diagonalizando el hamiltoniano del sistema
expresado en términos de las particulas interactuantes, donde los eigenestados constituyen el conjunto
de excitaciones del mismo tipo, pero con diferentes niimeros cuanticos.

En este capitulo presentaremos el formalismo de los modos normales de vibracion. En la seccion 1.1
partiremos de las ecuaciones de movimiento dentro de la aproximacion armonica, la cual es una ecuacion
lineal que relaciona los desplazamientos locales con respecto a sus posiciones de equilibrio y el factor de
proporcionalidad es la matriz dinamica, cuyos elementos son las segundas derivadas del potencial de
interaccion respecto a los desplazamientos. En la seccion 1.2, discutiremos las soluciones de dicha
ecuacion e introduciremos el concepto de modos normales de vibracidn a partir de los eigenestados de la
matriz dindmica. En consecuencia, cualquier modo vibracional puede expresarse como una combinacion
lineal de estos modos, mientras que el hamiltoniano original puede representarse como una suma de
osciladores armonicos colectivos e independiente. Finalmente, en la seccion 1.3, usando el formalismo
de segunda cuantizacion concluiremos el capitulo con la cuantizacién del campo de desplazamientos de
los atomos que conduce a la definicion de los denominados fonones.

1.1 Aproximacion armonica y matriz dinamica

Se sabe que los 4tomos en un so6lido oscilan alrededor de sus posiciones de equilibrio atin a temperatura
cero y dichas posiciones de equilibrio forman un arreglo de puntos discretos en el espacio denominado
red. En esta seccion presentaremos el hamiltoniano correspondiente al movimiento de los atomos
conteniendo el potencial V de interaccion interatomica, el cual puede expandirse en serie de Taylor
alrededor de las posiciones de equilibrio y truncar dicha serie hasta segundo orden conocida como la
aproximacion armoénica. Al tensor que se obtiene de las segundas derivadas del potencial respecto a los
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desplazamientos de los &tomos evaluado en las posiciones de equilibrio se le denomina matriz dindmica.
Finalmente, a través de las ecuaciones de Hamilton, obtendremos la ecuacion dinamica de la red, la cual
es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales ordinarias dentro de la aproximaciéon armoénica
[Ziman,1960].

Consideremos un sélido con N atomos y sean M, , ', r,(t) y p,(t) la masa, posicion de equilibrio,

posicion instantanea y momento del a&tomo |-ésimo entonces el hamiltoniano del sistema se escribe como

_Np
H _§2M| +V({u,}), (1.1)

donde u, (t) =r,(t)—r® es el desplazamiento del atomo | respecto de su posicién de equilibrio 1.

Sean u,ve{X,y, z} indices para las coordenadas cartesianas y |, j para los atomos de la red,

entonces la expansion de Tylor del potencial V' alrededor de {r”} esta dada por

1 oV
TS A A

N u b, +0(3). (1.2)
0 297 ou,0u;, |

V({u})=V+Y, ’

lu o

I,u
jv 0

Dado que {r'”} son las posiciones de equilibrio entonces oV /ou, , =0 ycomo V; esuna constante, la

podemos fijar en cero, por lo que (1.2) se simplifica a

1 oV
V ({U|}) :E.Z(?u, au.

1LV

u,u, +0(3). (1.3)

0

Usar la aproximacion armoénica en (1.3) implica despreciar los términos de orden mayor e igual a tres,

por lo que
1 oV
V(uhz==> T (1.4)
2 7 ou,ouy, |
De (1.4) definimos la matriz dinamica @ como el tensor dado por [Callaway,1974]
oV (L5)
lu.jv = . .
au,,ou;, .
Bajo la aproximacion (1.4) y la definicion (1.5), el hamiltoniano armoénico se escribe como
-]
H=) —+—->» ® .u,u. . 1.6
IZ:1:2M 2%: L, jv ==y ( )
j.v
De la ecuacion de Hamilton fy, =—0H/du,, aplicada a (1.6) se obtiene que
. : oH 1
M, =By, ==2—= _Ezq)l’ﬂ’,iv(é]',l§ﬂ’,# Uy, +U,8;,8,,)==2 @y, 1.y, , (1.7)
lu "0 v
).V
donde &; es la funcion delta de Kronecker y en (1.7) seus6 @, ;, = ®;, |, ya que las derivadas parciales

cruzadas conmutan. La ecuacion (1.7) se denomina ecuacion dindmica y sus soluciones describen el
movimiento de la red bajo la aproximacion armonica.



Por otro lado, cabe resaltar algunas de las propiedades més importantes que satisface la matriz
dinamica [Born,1954].

(1) @ es simétrica ante el intercambio de cualesquiera pares (1, ) y (j,v),es decir @, ., =D, .

(2) Invariancia ante traslaciones rigidas: Vu,v e {X, y, z} y | sitio de la red Zj o =0.

lu,jv
(3) Si {r'”} constituye una red de Bravais con condiciones a la frontera ciclica entonces
, -
@O(r;,1,) =@, +1,,5,+1,), VLI, j.

La propiedad (1) resulta de suponer V continuo y diferenciable y con primeras derivadas parciales
continuas, lo cual hace que las derivadas parciales cruzadas conmuten, ademas implica que ® tenga
eigenvalores reales. Como veremos en la siguiente seccion, este hecho implica que las frecuencias
cuadradas de vibracion deben ser reales.

La propiedad (2) se obtiene de la ecuacion dindmica y suponiendo la misma traslacion rigida en el
desplazamiento de cada atomo. Esta propiedad permite determinar los elementos diagonales de @ a
partir de las constantes de interaccion con el resto de los atomos, en otras palabras, de (2) se deduce que
para cualquier atomo | el tensor dinamico asociado a sus propios desplazamientos esta dado por

q)ly,lv :_Z(DI;:,]V . (1.8)
j=l
Esto conduce a que las frecuencias en la relacion de dispersion sean mayores o iguales que cero.

La propiedad (3) implica que ® dependa tinicamente de las coordenadas relativas. Asi mismo, nos
permite hacer una transformada de Fourier de la matriz dindmica en espacio real al espacio reciproco
reduciendo el problema original a uno que es considerablemente mas sencillo de resolver, siempre y
cuando cumple con las hipotesis de la propiedad (3).

1.2 Modos vibracionales en estructuras multidimensionales

En la seccidon pasada obtuvimos la ecuacion dindmica armonica la cual es una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden. En esta seccidn, intentaremos resolver dicha ecuacion y veremos que el
conjunto de soluciones forma una base completa de eigenvectores, los cuales se denominan modos
normales de vibracion, de tal manera que cualquier vibracidon se podra expresar como una combinacion
lineal de estos modos normales [Ziman,1960]. Ademas, en dicha representacion el hamiltoniano original
se simplifica resultando en una suma de osciladores armonicos colectivos independientes.

La manera usual de resolver la ecuacion dindmica (1.7) es proponer la siguiente funcidon para los
desplazamientos dada por

u,(t)= ﬁameiw‘ : (1.9)

donde U, es independiente del tiempo y o es la frecuencia angular de oscilacion. Sustituyendo (1.9) en
(1.7) se obtiene que
—o’M, 70, " =Ml == D, ;, M0, e (1.10)

] Jv ’

por lo que

(o2¢]



wzaly:Z(MIMj)71/2®Iy,jvajv . (1.11)
).V

La ecuacién (1.11) se puede reescribir como una ecuacion de eigenvalores definiendo la matriz de
frecuencias W dada por

— -1/2
W, =(MM) 7, ., (1.12)
entonces (1.11) puede escribirse en forma matricial como
Wi = 0’d, (1.13)

la cual es una ecuacion de eigenvectores.
Si un sistema tridimensional tiene N atomos, hay 3N grados de libertad, entonces el numero de
eigenvectores de (1.13) es 3N, los cuales pueden escribirse en la notacion de Dirac como ‘m§> con

eigenvalor ®;, donde se{l,...,3N}. Ademds, al conjunto de vectores propios {|oa§ >} se le conoce

como modos normales de vibracion del sistema y a o2 como eigenfrecuencia del modo S. Ast,

escribiendo la matriz dindmica W y U= ‘wi) con unidad de vMasa x Longitud , en términos de la base

2

de coordenadas locales {| | ,u>} , la ecuacion (1.13), W‘ (o§> =

(oi > , convierte en
o} (1fo?) = (1| W]o?) = 3 (1| W]iv){iv]or) = W, (iv]e?), (1.14)
v v
donde <I y‘ w§> es la amplitud de desplazamiento del atomo | en la coordenada cartesiana g . El conjunto

{| O% >} forma una base ortonormal, es decir,

o)) =0, (1.15)

=1. (1.16)

o) (o

Por otra parte, la ecuacion dindmica (1.7) admite también la solucién con exponente negativo en
comparacion con la solucion (1.9), es decir

1

u, ()= W

Entonces la solucién completa para el modo ‘0)§> se puede expresar como una suma de (1.9) mas (1.17)

a e (1.17)

de la forma

(L, (0)) = ﬁ(cseiwst +de ) (lu|w?), (1.18)

donde |u,(t)) es la evolucion temporal del modo normal de vibracién y ¢, d, € C son constantes

independientes del tiempo. Por lo que la solucion general a la ecuacion dindmica (1.7) se escribe como

una combinacion lineal de las soluciones particulares |u5(t)>, es decir,



u(t)) =>"Ju,(®)). (1.19)

Proyectando sobre {| | ,u>} y usando (1.18), la ecuacion (1.19) se reescribe como

> (1.20)

(I,u|u(t)> = :Z::ﬁ(cseimst +d.e .wt)<

donde q(t)=ce'* +de " son las coordenadas generalizadas [Greiner,1986]. Para que dichas

0;)= \/—Izqs(t)<

s=1

coordenadas sean medibles, se tiene que qs(t) =0, (t), es decir

—i gt *  —logt * Aot
c.e'™ +de ! =cle +de'™, (1.21)
esto es

(c, —d))e'™ +(d, —c})e"* =0. (1.22)

La ecuacion (1.22) debe satisfacerse para todo t, entonces d, =c; , por lo tanto (1.20) se convierte en

]) con g,(t)=ce'+cle" eR. (1.23)

1 3N
(lu|u®) = ——==> a,(t)(
Iv|| s=1
Asi, de la ecuacion (1.23), el momento lineal del atomo | en la coordenada cartesiana x esta dado por

(1l p©) =M, (12| u(t) =M, 34, 1)

Usando (1.23) y (1.24), expresaremos el hamiltoniano armoénico (1.6) en la representacion de
coordenadas generalizadas y en la notacion de Dirac como

o). (1.24)

H ==Y (1 pO) (] p©)+ S (lalu®) @, (iv|uce)

2 7 1 1, u
o Iy><jv

jv
— 2 2 Ly, jv
- %;q qs< s >< (Ds’> \/qu qs< s

)=(
o [ oo

(1.25)

2
o)

donde se uso la relacion <m§

1 .
=5§q5q5’<

m§> . Entonces

w§r>+%2qsqsr<
v
Yot ).

donde las ecuaciones Z.,,,| | ,u><| ,u| =1y (1.14) son utilizadas. En consecuencia,
o . 1
SOXLNES RN D] T
s,S "
1o . 1
ZEZqS qusws e = Z(qs—f—m o).

S

T o)

(1.26)

= %; QSQS' <(D§

1
m§'> + EZ 0sds <(0§ I:U
s,s’
ILu

(1.27)

10



Por lo tanto, en la representacion de modos normales de vibracion {|m§ >}, el hamiltoniano H puede

escribirse como
|
H :th’ con hSEE(qSZ-I-w?qf), (1.28)

que representa 3N osciladores en las coordenadas generalizadas.

Observemos que la transformacion a coordenadas generalizadas puede entenderse de la siguiente

=M, ¢, .0, , entonces el

manera. Sea M la matriz de masas del sistema definida por [M] 1O >

L, jv

hamiltoniano se puede escribir en forma matricial como
H=1lu'Mu+iu'®u. (1.29)

Sea M la matriz definida por [VM] =M, 6, ,0,, y consideremos la transformacién de

lu, jv

coordenadas U=+M B U, entonces (1.29) se convierte en
H=1G'VM MJYM G+10VM ®VM i =Lithi+1i' Wi, (1.30)

donde W es la matriz dindmica en unidades de ®’. Sea Q la matriz de modos normales de vibracion
que diagonaliza W, es decir que Q=Q'WQ, donde Q es la matriz de eigenfrecuencias cuadradas dada
por [Q], = .0, .. Sea q=QU coordenadas generalizadas, entonces la ecuacién (1.30) se reescribe

s Ys,s' "

como
H=16'Q'Qq+1dQ'WQa=1¢'q+iq'Qq. (131)
la cual es consistente con (1.28).

Para redes periodicas con {I,} de una red de Bravais, aunado con la condicion a la frontera ciclica,

la propiedad (3) de la matriz dinamica vista en la Seccion 1.1 nos permite aplicar una transformada de
Fourier a ® (6 en su defecto a W) que cambia el dominio de posiciones reales I, al de vectores de onda

k en el espacio reciproco.

Las trasformaciones de Fourier para U y @ estan dadas por [Callaway,1974]

u(k) = ﬁzm g’ (1.32)
c |
y
D(k)=> ®,, e, (1.33)
|

donde N. es el nimero de celdas unitarias de la red de Bravais. Entonces, las ecuaciones (1.14) y (1.28)

se transforman a

D(k)| 3 (k) = 3 (k)5 (k) (1.34)
y
H=> > h(k) con hs<k)s%(| ds (K) [+ 3 ()] g5 () [}). (1.35)
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donde o; (k) son las eigenfrecuencias con S € {1, ...,3N, } siendo N, el niimero de 4tomos por celda,

mientras que K es un vector en la primera zona de Briollouin (1BZ). A o; (k) también se conoce como

la relacion de dispersion y el nimero cuantico S etiqueta las ramas en la relacion de dispersion.

La ventaja de una descripcion en el espacio reciproco consiste en reducir el tamafio de la matriz
dinamica, es decir, la matriz dinamica D(k) es de tamafio 3N,x3N, en tanto que ® es una matriz de

tamafio 3N, N x3N, N.. En general, el nimero de celdas N, podria ser extremadamente grande para

un solido cristalino periddico de tamaino macroscopico, mientras que en la representacion del espacio
reciproco los resultados se tienen que integrar sobre k en 1BZ. Por otro lado, el método del espacio k
solo es valido cuando existe la simetria traslacional y condicion a la frontera periodica [Ashcroft,1976].

1.3 Cuantizacion de las ondas vibracionales

A la cuantizacion del campo de desplazamientos de los atomos en un sélido se le llama fonones, los
cuales constituyen una de las excitaciones elementales en solidos. Este término fue establecido por J.
Frankel en 1932 [Walker,1970] en analogia a los fotones que son la cuantizacion del campo de radiacion
electromagnético. Para la cuantizacion de ondas vibracionales, partiremos del lagrangiano en
coordenadas generalizadas para obtener los momentos canonicos conjugados a dichas coordenadas, lo
cual nos permitira expresar el hamiltoniano en el espacio fase, el cual puede expresarse como una suma
directa de osciladores armonicos cuanticos.

Comenzaremos con el lagrangiano correspondiente a (1.28) en coordenadas generalizadas dado por

L=T—V=%qu—%2w§q§, (1.36)
entonces el momento canodnico conjugado asociado a ¢, es
P = & g (1.37)
S aqs S» .

por lo que el hamiltoniano se puede reescribir de la forma
1
H =Z§(p§+m§qf). (1.38)

Para pasar a la descripcidon cuantica, las variables clasicas se reemplazan por operadores, es decir,
d, >4, y P — B, asi el hamiltoniano resulta

H=>h con ﬁs=%(ﬁ§+m§q§). (1.39)

Ademas, los operadores ((,, p,) satisfacen las relaciones de conmutacion para variables candnicas

conjugadas derivadas de los paréntesis de Poisson de la mecénica clésica, esto es
[ﬁsﬂ ps’] = [qsﬂ qS'] = 0 y [qsﬁ ﬁs’] = ihé‘s,s' . (140)
La (1.39) indica que H es separable en hamiltonianos ﬁs de un modo normal de vibracidon con

. 2 . A A .
frecuencia ©;, entonces definimos los operadores de acenso &, y descenso &, para dicho modo S como
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(1.41)

o §.—ip a oG +ip.).
\/ﬁ( SqS ps)y S m( SqS ps)

De (1.40) se demuestra que & y 4, satisfacen las relaciones de conmutacion para Bosones dadas por
[Bruus,2004]

al1=1s,. . (1.42)
De (1.41), G, y P, puede expresarse en términos de los operadores de 4] y 4 como
N ’ hofar A PO 11
= [ (a'+4a =i s(at—-4a ). 1.43
qS 2(1)5 ( S S) y pS 2 ( S S) ( )

Por otro lado, el producto 4’4, puede escribirse como

N S K
ald, =—— (0,6, —ip,) (o4, +ip,) = %(wiqf +io,g, p, —io, p.f; +p2)

2hw,
i { i (1.44)
=—(p+o’§> +io[q., P S ——i,
2hms (pS qu S[qs pS ]) h(os S 2
donde en la tltima igualdad se us6 (1.39) y (1.40), por lo tanto
~ o n 1A
h, :(ajas +Eljhms, (1.45)

~

Sean i, =4/4_ el operador de niimero y |ns> eigenestado de ﬁs y A, ya que [h,A,]=0. Entonces, de

las relaciones (1.42) se tienen las siguientes propiedades para todo S [Bruus,2004]
3)0), tal que &,|0) =0, (1.46)
Ing)=(n,H™*@H™|0).,, (1.47)

a,n)=n,n,—1) y &|n,)=n +1|n, +1) (1.48)

h[n,) =&, [n,) = o, (n, +H)|n,) con n, e N, (1.49)
donde hw, es el cuanto de energia para el modo colectivo s. Cada estado de vibracion |ns> contiene N
fonones, mientras que, el estado |0>S en (1.46) con 0 fonones es el estado base del modo Sy se le llama
fondn-vacio de la excitacion s. Cada modo de oscilacion (1.49) contiene la energia de punto-cero 1 7, .
De las ecuaciones (1.48) se pueden interpretar &) y & como operadores de creacion y de aniquilacion

de fonones de modo s [Rossler,2009].

Sea H, < H el subespacio de Hilbert asociado al hamiltoniano h,. De (1.39) tenemos que
[Nolting,2009],
H=H & ®H & -®H,,, (1.50)

13



donde A®@B=ARI,+I,®B eslasumadirecta de dos espacios de Hilbert. Entonces el estado multi-
fononico |n> con N= ZS N, asociado a los eigenvalores de energia de H lo podemos construir con el

producto tensorial de los eigenstados fondnicos |n;), esto es
In)=[n)®--®|n)®---®n, ) =&n,), (1.51)
donde los estados |n,) son eigenestados de h,, es decir, h,|n,)=¢,[n,). Por lo tanto,
Hn)=E,[n) con E, =) & y & =(ns+3)hw;. (1.52)
Sea fi el operador de niimero para los estados de Fock (1.51) dado por fi= Zs A, , el cual satisface
fijn)=n[n) con n=3% n, (1.53)
entonces el estado con N =0 fonones denotado por |0> cumple
~ 1
H|0)=E,|0) con E, ZEZsth (1.54)
es la energia de punto cero, por lo tanto H = E, + ZS Aho; .

Para un sistema con el numero de particulas n y la energia E, variables, usaremos el formalismo
gran-canonico para obtener el valor de expectacion térmico (ﬁs >T que es el nimero promedio de fonones

a temperatura T en el modo S.

Por una parte, la matriz de densidad en el ensamble gran-canonico est4d dada por

Ibzie—ﬂ(ﬁ—#ﬁ)’ (1.55)
ZG

donde pS=1/kgT y Zg =Tr[e_ﬂ (H_’m)] es la gran funcion de particion, mientras que

e PH _“ﬁ)|n> =e PG jm)|n>. En general, el promedio térmico de A, puede calcularse a través de la

expresion [Nolting,2018]

R R 1 —B(A—ufi) A

() =Trlp ] =——Tile "R ). (156)
G
Para bosones sin masa se tiene g =0 [Rossler,2009], por lo que (1.56) se reduce a
A 1 —BH A
(), =—Tie ""A] (1.57)
ZG

Para evaluar la ecuacion (1.57) usaremos la representacion en el espacio de Fock (1.51). Por un lado
Tre ”™A 1= > (njePMagn)=>" Y e/ Fun, (1.58)

n=0 {ng}, n=0 {ng},

donde |n)=®g¢|ny), {Ng}, es el conjunto de niimeros Ny tales que n= 2N Usando (1.52), (1.53)
y (1.54), podemos reescribir (1.58) como
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Tile #n1=Y) Y ne T o PRy Y e s (1.59)

n=0 {ns’}n n=0 {ns’}n
Noétese que la doble sumatoria en (1.59) cubre todas las posibles ocupaciones de los 3N tipos de
fonones, es decir, ng =0,1,---,00 con s'=1,2,---,3N . Entonces se tiene

iZ I 3 (1.60)

0 {ng}, n=0 ng=0 ny=0
Sustituyendo (1.60) en (1.59) obtenemos

T [ _ _ﬁEO z Z n e IBZ n, h(Ds —ﬁEOZ e ﬁnlhﬁ)] Z n e ﬂn h(ﬂs e i e_ﬂn3th3N (1.61)
n=0 =0 M =0
entonces
Tr[e™” eﬂEOZneﬂ”thHZe‘ﬂ” hos (1.62)
Sisn =

Por otro lado, Z; puede obtenerse de forma andloga a (1.62) resultando que

Zg=e5T] i e Anhos (1.63)

s’ ng=0

Sustituyendo (1.62) y (1.63) en (1.56) se tiene

*® 7ﬁnshws
Znszo nse

(), = (1.64)
*® —pnshaog
PIL
la cual puede reescribirse como
A h
(g); =—%£m[2e A ‘”sJ. (1.65)
ns=0
Sea x=e A" y sabemos que Z::o X" =1/(1—X) para una serie geométrica, entonces
. 1 0 1 —ohes 1
<nS>T __%@1 [l_e—ﬁhws j_ |—e Phos ~ gfhos _’ (1.66)

por lo cual las excitaciones fononicas satisfacen la estadistica de Bose-Einstein dada por (1.66).
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Capitulo 2 Fuerzas Interatomicas en Alotropos
de Carbono

El estudio de los modos vibracionales puede llevarse a cabo usando métodos ab-initio o0 modelos semi-
empiricos. El método ab-initio mas utilizado en la actualidad es la teoria del funcional de la densidad
(DFT), la cual fue desarrollada para determinar el estado base del sistema a partir de céalculos
variacionales. Por otro lado, los modelos semi-empiricos se derivan de la teoria cuantica aplicada a
arreglos atdmicos, introduciendo un conjunto de parametros con significado fisico bien establecido con
el fin de aumentar la versatilidad de dichos modelos. Existe una amplia variacion de estos modelos para
diferentes fuerzas interatdmicas y la eleccion del mismo depende del tipo de enlace interatomico
[Briiesch,1982]. En esta tesis partiremos del modelo de Born, el cual contiene solo dos parametros que
describen las fuerzas centrales y no centrales entre los atomos vecinos mds cercanos. Este modelo es
particularmente importante para el estudio de los semiconductores [Alfaro, 2011].

Por otra parte, dos moléculas o solidos con diferente arreglo atomico partiendo del mismo elemento
quimico se conocen como alotropos, los cuales tienen generalmente propiedades macroscopicas muy
diferentes derivadas del arreglo estructural y de la naturaleza de los enlaces. El elemento quimico
fundamental para los seres vivos y moléculas organicas es el Carbono, mientras que la orientacion de los
enlaces covalentes C—C se relaciona con las hibridaciones de orbitales atdmicos locales sp, sp® y sp°.

Existe un gran numero de alétropos del Carbono, tales como diamante, grafito, grafeno, fulerenos y
nanotubos de carbono de diferentes diametros [Kharissova,2021]. Por ejemplo, el diamante tiene una
hibridacion sp* y enlaces en direcciones tetraédricas, en consecuencia, es un aislante eléctrico, un muy
buen conductor térmico, transparente en el espectro visible y el material mas duro. En contraste, el grafito
que tiene una hibridacion sp? es conductor eléctrico y térmico en direcciones preferenciales, opaco en el
espectro visible y un material mas suave. Estas diferencias son consecuencias de sus arreglos atdmicos
[Pierson,1993]. En este capitulo estudiaremos los modos normales de vibracion en diamante, grafito y
grafeno.

2.1 Modelo de Born-von Karman

Entre los modelos microscopicos mas utilizados para estudiar los modos vibracionales en
semiconductores, se encuentra el modelo de Born-von Karman (BvK) que puede incluir interacciones
interatdmicas entre los vecinos mas cercanos o primeros vecinos (nn por sus siglas en inglés de nearest-
neighbor) y los vecinos secundariamente mas cercanos o segundos vecinos (nnn por sus siglas en inglés
de next-nearest-neighbor). En otras palabras, el potencial de interaccion interatdmica de BvK es

VBEZy Myt euya interaccion entre atomos |y j a primeros vecinos (nn) es [Barreto,2019]
[Sanchez,2019]

V,f‘j“:%‘(ul —uj).f,’j‘2+%u[ﬁ,jx(u, —uj)]xf’,,sz:a‘%ﬂ“(u, —uj)-ﬂ,j‘2+%uu, —uj‘z, (2.1)

donde «, y p, sonrespectivamente las constantes de fuerzas central y no-central entre primeros vecinos,

mientras que la interaccion entre atomos | y j a segundos vecinos (nnn) es
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R T N e [

a o B . 2 B . (2.2)
+S€ZA{7r[U|-F|,s_Uj-r :|+—9|:U| 9 uj-ﬂj,5j| +2si§29[(ul_uj)'(r"ser’s)] },

donde «, y S, sonrespectivamente las constantes de fuerzas central y no-central entre segundos vecinos

A={s|<l,;s><js>y <l j>} con <,>=nn y <,»=nnn, h=0-r)/n-r,

0 =cos (f 5 F;,) es el angulo entre f],s y IA‘J-’S, 0, y 0, son respectivamente los vectores unitarios
polares de los atomos | y j con respecto al atomo S, como se ilustran en la Figura 2.1

Z

0 s Fis
]

ej‘s
Figura 2.1 Esquema de posiciones de los atomos | y j en el sistema de referencia del atomo s

con vectores unitarios fj ¢, Fjs, 05 y 0;¢ en coordenadas esféricas, donde el atomo | se

encuentra en el eje Z mientras que el atomo j esta en el plano XZ.

A partir de la definicion de matriz dindmica (1.5), se tienen

2 nn
b= 6u|8uJ —(& =B - AT (2.3)
y
2 nnn ﬂ
nnn A A A A t
Lj _aulau =(fB, - Otz)rul'u 51 SEZA{Q nr Jg+ﬂ99,s Sin‘ge(q,sxrj,s)(q,sxrj’s } (2.4)

Para una transformacion unitaria U=Qu, las matrices dinamicas @ =Q®"Q" y

®'" =Q®/'i"Q" estan dadas por
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(PFIJI =—( _ﬂl)l:.l,jQQtl:‘f,j _ﬂ]QIQt =—(q, _ﬁ])l:'l,jﬂ,j -p1 (2.5)

y
(P|mjm = (5, _az)ijQQtﬂ,j - 5,QI Q'
A tat A tAt ﬂ(p A A toa RN
_Z ar[l,sQQ [j,s +ﬂ09|,s QQ Qj,s+7(rl,s X rj,s)QQ (rl,s X I.j,s (2-6)
seA sin“@
= Bkl =Bl it B0 s+ Lk (T
=B —a)t it =5 _Z ol Ui+ 550,59 "‘m(J,s XEy s x o) o
SeA

2.2 Diamante, un cristal tetraédrico

El diamante posee una red de Bravais FCC (cubica centrada en las caras) con celda unitaria primitiva de
2 atomos de carbono. Los vecinos mas cercanos de cada atomo se ubican de forma tetraédrica, es decir,

el angulo entre enlaces es @ =cos™' (—1/3). Esta estructura cristalina se puede ver como dos redes FCC

de un solo atomo desplazadas por el vector I, =a(1,1,1)/4 una respecto de la otra. En la Figura 2.2 (a) se

ilustra la celda unitaria convencional del diamante, donde a es la distancia entre celdas unitarias y a\/g / 4

es la distancia interatdmica, cuya primera zona de Brillouin se muestra en la Figura 2.2 (b).

(a) e P (b) i

Figura 2.2. (a) Celda unitaria del diamante, (b) primera zona de Brillouin correspondiente.

.

Los vectores base de la red de Bravais estan dados por
a, = %(0, 1), a, = %(1, 0,1) y as= %(l, 1, 0), 2.7)

entonces los vectores base de la red reciproca son

by =25 (-1, 1, 1), by =ZZ (1, -1, 1) y by =22 (1, 1,-1), 2.8
a a a

los cuales satisfacen que
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La Figura 2.3 se obtiene de la Figura 2.2(a) con una traslacion por el vector —a(1,1,1)/2, donde se ilustran

los primeros (n n) y segundos (n n n) vecinos del atomo central en la posicion r, =(0,0,0).

1

{

Figura 2.3 Representacion esquematica de los atomos vecinos mas cercanos (n n , esferas
verdes) y segundos vecinos (n n n , esferas azules) del atomo central (esfera roja).

Los primeros vecinos en la Figura 2.3 se ubican en

a a a a
M ==(,101, riM==(1,-1,-1), " ==(-11,-1 " ==(-1,-11). 2.10
1 4( ), I 4( ), I3 4( )y Iy 4( ) ( )

Los segundos vecinos enlazados con el primer vecino ubicado en ,"" son
pnn =%(o,1,1), ponn :%(1,0,1) y rmn =%(1,1,0), (2.11)

mientras que los enlazados a través de r;" se obtienen con la transformacion R, =|x)(x|—|y)(y|—|2)(z|

P = RPN = %(O,—l,—l), P = RPN = %(1, 0.-1) y r'™ =R,r"™ = %(1,—1,0). (2.12)

Analogamente, los segundos vecinos enlazados a través de r;"" se obtienen con la transformacion

R, =—[x)(x|+|y)(y|-|z)(z|. es decir
a a a
B =R = 2(0.1-1), BT =R = 2(<1,0,-1) y " =RyE™ = 2(-1,1,0), (2.13)
mientras que los enlazados a través de r,” se obtienen con la transformacion R, = —| X><X| —| y)(y| +| Z><Z|
" =R, = %(O,—l,l), =R, = %(—1, 0,1) y ri" =R,r"" = %(—1,—1,0). (2.14)
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nn nn nnn nnn

Cabe mencionar que las posiciones atomicas ™", ---,r," y """ --- r;"" se muestran en la Figura 2.3

Las matrices dinamicas (2.3) entre el &tomo central y sus primeros vecinos de (2.10) son

a b @ b b a bk @ po-p
"=\ & Bl®y=-|-f a B|O"=-|-f a -f|ly® = f a -f| (215
B B a - B« B B a -8 B a
donde & =(a,+283)/3, B=(a,— f3,)/3. De la propiedad (2) de la matriz dinamica (1.8) se obtiene
4 1 0 0
@' =-> ®"=4a|0 1 0. (2.16)
= 00 1
Asi mismo, las matrices dindmicas (2.4) de los segundos vecinos enlazados con r™ en (2.11) son
1 6 6 i -6 v i v =6
Q" =5 g v|®=5 1 S|y®™=|v g -5/ (2.17)
-5 V u v -5 [ 5 & 1

donde A =(at,—2,+3,)/3 , ji= (20, + By+3p,+3a,+3p,) /6, V= (20, + f,-38,+3,-3/3,) |6
y 6= —(a,+ B,)/3. Las matrices dinamicas para el resto de segundos vecinos (2.11)-(2.14) se
encuentran usando @2 =R!®™R,, @ =R ®!"R,, ®"" =R ®P"R,, P} = RI®"R,,
O = R®I"R,, @) =RIOI"R,, @} —R®"R,, @[ ~R®I"R, y O} ~ROI"R,.

Entonces
i -5 -5 P a— i v 5]
®"=\5 a4 Vv[,®™m=-5 1 5|, ®"=-v a -5/, (2.18)
S5 vV Q v -5 [ -5 5 A
1 -5 4 i 6 v i —v -5
Q"= 5 g Tv|[e™=-5§ I S[®™=v g |, (2.19)
-5 vV QI v S5 [ 5 -5 A
I i -5 v i v 3
OM"=-5 4 V[ ®™=|5 1 -S|ly®r=\v g 5| (2.20)
5 —v I v 5 [ -5 -6 1
La propiedad (2) de la matriz dindmica (1.8) implica
b 1 00
c1>3"“=—2c1>,""“:4(,i+2g)[0 1 0]. (2.21)
I 00 1

En el espacio reciproco, la matriz dindmica (1.33) entre d&tomos de primeros vecinos (2.15)-(2.16) es

poe (k) _ i al _g(k)
—g'(k) &l

v (2.22)

donde M es la masa del carbono y
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a9, B9, B9,
9(k)=| B9; @9, A9, |, (2.23)
£9, B9, ag,

siendo  g,=C,C,C,—Is,S,S,, @,=iS,C,C,—CS,S,, ©,=ICS,.C,—SCS, Yy ¢;=IiCcCS,—SS,C, con
s,=sin(§k,) y ¢,=cos(§k,) para 7=x,y,z. Asi mismo, la matriz dindmica en espacio reciproco

(1.33) a segundos vecinos de (2.17)-(2.21) es

D™ (k) = & {(z + 2;1()) I —f(k) g 2;,)O| _f*(k)} , (2.24)
donde
fox Txy fez
fa=| 1, f,y 2| (2.25)
LI P
siendo
fox= A cos ($k,)cos(§k,)+ izcos (£K,)[cos(Ek,) + cos(2k,)], (2.26)
fy,y = 1 cos (2k,)cos(ZK,)+ jicos (% ky) [cos(§k,)+cos($k)], (2.27)
f,.= A cos ($k)cos($k))+ iicos(£k,)[cos(Ek,) + cos(5k,)], (2.28)
fy=-— iS5 [cos ($ko) —cos(£k)]sin (§k,) —vsin(§k,)sin(£k,), (2.29)
f.=— iS5 [cos ($k) —cos(£k,)]sin(5k ) —vsin($k,)sin(2k,) (2.30)
Y ~
f,, =—10[cos($k,)—cos(£k,)]sin(5k,)—vsin(§k )sin(k,) . (2.31)
Por lo tanto, la matriz dindmica total sumando (2.22) y (2.24) es
D(k) = D™ (K) + D" (K) = %{(& 4 " gz‘zlz; —f) G 32;: _f*(k)} L (232

Resolviendo la ecuacion secular |w®(K)l—D(k)| =0, obtenemos las relaciones de dispersion
fononica (lineas rojas) mostradas en la Figura 2.4 con ¢ =157.1N/m, f,=1199 N/m,
By=pB,=-p,=1406 Nm, «, =35Nm y a,=p,+2f, en comparacién con los datos

experimentales (circulos abiertos) de [Warren,1967] y [Kulda,2002], donde los puntos de alta simetria
en la primera zona de Brillouin son mostrados en la Figura 2.2(b). Cabe mencionar que la relacion de
dispersion fononica es continua, sin embargo, las condiciones a la frontera del sistema introducen la
cuantizacion de la variable K y en consecuencia la energia fonénica #®(K) toma nimeros discretos, en

similitud con el caso electronico en solidos.
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Figura 2.4 Relaciones de dispersion fondnica obtenidas de la matriz dinamica (2.32) en comparacion
con los datos experimentales de las Ref. [Warren,1967] y [Kulda,2002].

Los parametros de la Figura 2.4 fueron obtenidos minimizando la desviacion estandar (Ao ) con
respecto a valores experimentales. Observe la concordancia entre los resultados tedricos y experimentales

con una desviacion estindar de Ao =22.8 cm™'. Asi mismo, nétese que los pardmetros «, y S, entre

primeros vecinos son mucho mayores que los entre segundos vecinos.

2.3 Grafito, multicapas hexagonales

La estructura cristalina del grafito es una red de Bravais hexagonal mostrada en la Figura 2.5(a) con celda
unitaria de 4 atomos y parametros de red a=0.246 nm y ¢ =0.670 nm, cuya primera zona de Brillouin
se ilustra en la Figura 2.5(b).

(a) z

 of B
X a —@Ql y

Figura 2.5 (a) Celda unitaria del grafito y (b) su primera zona de Brillouin.

22



La estructura de la Figura 2.5(a) esta formada por dos redes hexagonales planas 1 y 2 apiladas en la
direccion Z, las cuales estan separadas por el vector d = (0, a/ \/5 ,€/2). Los planos 1y 2 tienen dos tipos
de atomo A y B, separados por el vector de enlace I, = (0, a/ NE) ,0) y cada plano se puede ver como dos
redes triangulares inter-penetradas, la primera constituida por el 4&tomo tipo A y la segunda por el atomo
tipo B.

Los vectores base de la red de Bravais estan dados por
8,=(a0,0.a,="(-L V3.0 ya,=0.00, (2.33)

entonces los vectores base de la red reciproca son

2 2 2
b, =—=—(/3, 1, 0), b, ===(0, 2, 0) y b;===(0, 0, 1), (2.34)
1 \/ga 2 \/ga 3 c
los cuales satisfacen que
a;-b; =276 ;. (2.35)

Enla Figura 2.6(a) se ilustran los primeros y segundos vecinos intra-planares del &tomo tipo A dentro
de los planos hexagonales, mientras que los enlaces fuera del plano (inter-planares) se muestran en la
Figura 2.6(b).

(a) 3

Figura 2.6 Esquema de (a) un plano con primeros (esferas verdes) y segundos (esferas rojas) vecinos
de un atomo tipo A (esfera roja) formando una red hexagonal y (b) una estructura 3D con enlaces inter
planares entre los 4tomos B, y A, donde los subindices denotan el tipo de plano.

En la Figura 2.6(a), los vectores de enlace a primeros vecinos dentro del plano (in) alrededor del
atomo tipo A se encuentran en
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2 (\B.-1,0), (2.36)

-1,0
2 (\B-Loyyr = 5

r.

ml \/_ 1n2 \/_

mientras que los segundos vecinos intra-planares estan dados por

~=.(0,1,0),

Foi =a(1,0,0), rf‘""=—(1 V3,0), ffn’""=—( LV3,0), o ==, it =0ty i =—ntt. (2.37)

Por otro lado, los vectores de enlace a primeros vecinos fuera del plano (out) entre los atomos tipo B, y
A, superior e inferior, son respectivamente

Four = (0 0,) y ron = (0,0,—1)- (2.38)

Las matrices dinamicas en espacio real (2.3) de los primeros vecinos intra planares (2.36) son

5,00 -1 3a,+ f, '\/g(al_ﬂl) 0 3a,+p, \/g(al_ﬂl) 0
¢, =-| 00 0| @ ,=— '\/g(%_ﬂl) a+3p 0 |y @ =— \/g(al_ﬂl) a+3p, 0 | (2.39)
00y, 0 0 4y, 0 0 4y,

donde «, y [, son respectivamente las constantes de fuerza central y no-central de los enlaces dentro
del plano, mientras que y, es la constante de fuerza no-central de los enlaces dentro del plano para

desplazamientos perpendicular al plano. Usando la propiedad (1.8) de la matriz dindmica se tiene

3 al+ o 0 0
(I)ﬁmno Z(I)m I — al +ﬂ1 0 * (240)
0 0 2y,
Por otra parte, las matrices dinamicas (2.3) de los primeros vecinos inter planares (2.38) son
M0 0
Dy =D = P ,== 0 A0 |, (2.41)
0 0 o™
de (1.8) tenemos
M0 0
@jio = Zq’om =2 0 /" 0| (2.42)
0 0 o™

Por otro lado, las matrices dinamicas (2.4) intra planares de los segundos vecinos (2.37) son

Py-3a, - \/g(dr +55) 0 -Po \/gﬂa 0 \/_ﬂe 0
nnn 1 nnn -1 nnn
(I)ml \/g(ar+ﬂ9) ar_3ﬂ9 0 (I)m2 N -\/gar -0y 0 (I)m3 \/_a -a, 0 |, (243)
0 0 45, 0 0 28 0 0 25

24



B3, 3(a,+B,) 0 . -B, 3B, 0 -8, \3p, 0
@""= ‘—1 B(a,+B) a-38, 0 | or=— J?ar o, 0 | y@ri=— f 3a, -a, 0 |.(2.44)
0 0 48, 0 0 28 0 0 28

De la propiedad (1.8) se tiene

@By 0 0
®&“S=—Z®E,“.“= 0 —(a+B) O | (2.45)
0 0 4B,

En el espacio reciproco, la matriz dindmica (1.33) entre atomos de primeros vecinos intra planares
(2.39) es

(al9ﬂl) gxy O ]
D)= 9, 9(B,a) O (2.46)
0 0 9(71571)_
donde
k,a _k,a k. a
9(a,B) = ﬁlexp[ \/gJ ;(3al+ﬂ1)exp(_| 2\/?—) COS( ; j (2.47)
y

g,=1 Jj ﬂl)exp[—l ;_EJSIH(k;j (2.48)

mientras que, la matriz dindmica en el espacio reciproco (1.33) a primeros vecinos inter planares usando

(2.41)y (2.42) es

Dnn

out

(k) =—2cos(ck, /2)@2" .

out *

(2.49)

Asi mismo, la matriz dinamica en espacio reciproco a segundos vecinos intra planar usando (2.43) y
(2.44)

f(a.8,) f 0
D "(K) = f:y f(B,.a,) 0 (2.50)
0 0 -f(28,,28,)
donde
f(w,v)=3(u—v)cos(k,a)+2vcos(k.a/2)cos(k,a/2) (2.51)
y

f,=3sin(ka/2){(8, - a,)sin(v3k,a/2) +i(a, + B,)cos(k,a/2) —cos (k,a/2)l}.  (2.52)

Por lo tanto, la matriz dinamica total usando los resultados (2.46), (2.49) y (2.50) aunado a los
elementos diagonales dados por (2.40), (2.42) y (2.45) puede escribirse como
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D"((K)+®,  DM(k) 0 0

D(k) = L D::ln (k)* Dnnn(k) + (I)m out Dgl?t (k) 0 (2 53)
0 Do) D" (K)+®; Dy (K)
0 0 DI (k)" DI"(K) +®,

donde se us6 que D;"'(k) y D;"™(k) se dan entre atomos A y B dentro del mismo plano y las

interacciones inter planares D" (K) tnicamente entre los atomos B1 y A2, mientras que los elementos

out

diagonales son dados por @, =®;") +®; ") y ®; =@ + @7+ D" es decir
a+B—(a+hy) O 0
o, ZE 0 o +B—(a,+p,) 0 (2.54)
0 0 2y,+48,
y
1 3[a+B (o +B,)]+45™ 0 0
(I)in,omzi 0 oy +B— (o, +By)]+ 48" 0 . (2.55)
0 0 32y, +48,) + 4™

La ecuacion (2.53) puede visualizarse como

Daiat Paisi Daraz D

D(k):L Dsi.a1 Deisi Doia2 Daipa , (2.56)
M | Dasa1 Dazi Dazaz Daopo
Diza1 Dpogi DBz,Az Dg2.p2

la cual estd organizada siguiendo el orden de dtomos Al, B1, A2 y B2, denotando respectivamente los
atomos de tipo A, tipo B en el plano 1, tipo A y tipo B en el plano 2.

Adicionalmente, observemos que las matrices dindmicas en espacio real a primeros y segundos
vecinos desacoplan los modos vibraciones paralelos al plano XY de los paralelos al plano Z por lo que

D(k) = Dxv(k) 0 2.57
(k)= 0 D, (2.57)

donde Dy (K) y D, (k) se obtienen proyectando la matriz D(K) sobre el espacio XY y sobre el espacio

Z respectivamente, es decir,
Dyy (K)=PxyD(K)Pyy, 'y D,(k)=P,DK)P;, (2.58)

donde Py, y P, son las matrices de proyeccion en XY y Z del sistema respectivamente, dadas por

P.y 0 0 0 P, 0 0 0
0 Py O O 0P, 0 O

Py = 1XY y P, = 1Z ’ (2.59)
0 0 Py O 0 0P, O
0 0 0 Py 0 0 0P,
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con P, y P, matrices de proyeccion sobre los desplazamientos de un solo 4tomo, que son

100
P, = P.,=[001]. 2.60
1XY {OIO}YIZ [ ] ( )

Entonces la matriz Dy, (K) puede reescribirse como

Dixy (K)+ @,y D;'vy (k) 0 0

DIt (k) DM (k) + @, D" . (k 0
DXY (k) _ L m,XY( ) m,XY( nz in,out, XY . Out,XY( ) - (261)

M 0 Dout,XY (k) Din,XY (k) + (I)in,out,XY Din,XY (k)
i 0 0 Divxy ()" Dilxy(K)" + @y, v |
y la matriz D, (K) como
D)+,  DL(K) 0 o
D™ (k)" DM'(K) + . D (k 0
Dz(k) _ L m,Z( ) in,Z ( n)n in,out,Z - out,Z( ) , (262)
M 0 Dout,Z (k) Din,Z (k) + q)in,out,Z Din,Z (k)
0 0 Dirrlfz(k)* D. (k)" + D, ;

Usando (2.53) y su expresion desacopladas en modos XY y Z en la ecuacion (2.57) encontramos las
eigenfrecuencias ®”(K) para las trayectorias de alta simetria TK,, KM y MI a partir de la ecuacién

secular dada por
|0’ (k)1 -D(k)| =0. (2.63)

Los parametros del modelo se determinaron minimizando la desviacion estandar (Ao ) entre las

relaciones de dispersion fonénica tedrica y experimental, resultando Ao =36.11cm™". Los valores de
los parametros que minimizan dicha desviacion estandar se muestran en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Parametros intra e inter planares para el Grafito
Paralelos a u, y u, Paralelos a u,

2,=388.8 N'm, f,=220.6 N/m, 7,=9847 N/m y
a,=-7451N/my B,=33.28 N/'m B,=-10.73 N/m

Intra-planar

Inter-planar "= 0.35 N/m a"=1.17 N/m

Notese en la Tabla 2.1 que las constantes «, y £, entre primeros vecinos son mucho mayores que

los de segundos vecinos e inter planares. En la Figura 2.7 se muestran las o’ (K) tedricas (lineas rojas)

usando los parametros de la Tabal 2.1 en comparacion con los datos experimentales (circulos abiertos)
de la Ref. [Mohr,2007].
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Figura 2.7 Relaciones de dispersion fononica obtenidas de (2.63) en comparacion con los datos
experimentales de [Mohr,2007].

Dado que la celda unitaria tiene cuatro 4tomos, en la Figura 2.7 se tienen 12 bandas 0 12 ©”(K) para
cada k. Observe que las bandas de menor frecuencia (A,, y 2,, ) presentan desdoblamientos alrededor

del punto I', ya que estas bandas estan compuestas por modos mixtos: acusticos y opticos en la direccion
Z y ambos acusticos en el plano XY. La pequena diferencia de frecuencias se debe a que las interacciones

out

inter planares " y B son mucho menores que las intra planares.

A continuacion, analizaremos en detalle el desdoblamiento de los modos normales de vibracion en
el punto I', de (2.57) se tiene

D, (I') O
pry=| XD : (2.64)
0 D,
donde
3 +p)1 3 +p)1 0 0
-3 I Bo,+3 46" -4.3°" 0
DXY(F):L (q+p)1 GBa+ ﬂ1+t ") B t , (2.65)
2M 0 -46°%1 Goy+36,+457)1 -3(a+ )]
0 0 3 +p)I 3y +p)I
Yy
37 -3y, 0 0
_3 2 out 3 _2 out O
DZ(F) — i 7/1 al + tyl t0{1 , (2.66)
M| O 2o 20" +3y, 3y,
0o 0 '
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0
siendo | = {0 J la matriz identidad. Las eigenfrecuencias de (2.66) son

O‘)é,l (F) = 0 s

6
wé,z (F) = ﬁ )

20" + 3y, — /A a™) +9y]
mé,;(r)= 1 4 |\/|( ) 4 a0m=_>00

out ou 2
w2, ()= 20 + 3y, + A Ma™) +9y; _ o,

M alau( 0 M :

La matriz de tranformacion unitaria (W, ) se construye con los eigenvectores en columna como

% % —a_ —a+ 1 1 _1 _1
7 —» b b 11 -1 -1 1
W, = (’02 5 0)2 5 0)2 ) (D2 =2 2 + _ 1 ’
' U Z’l> Z,2> Z,3> Z’4>j| % _% b —b+ 02|11 -1 1 -1
donde
o 2 _ L
2\/4(0510m)2 +9}/12 —20510ut 4(0510”‘)24_9712 a0 2

3y, _

1
a, = =L
2\/4(a10ut)2+9712+2az 4(a10ut)2+9712 a; " —0 2
a \/W—2af’m 1

- 37/1 alom 0 2

b —a 4/4(051‘““)2+9;/12+20¢1°”l 1

N N 37/1 a0 2

b

Por otro lado, los eigenvalores de (2.65) son

2 .,
Oyy (I')=0 con degeneracion 2,

3 .
Oxy, ()= WIT% con degeneracién 2,

3y +B)+ 4B =9 + ) +16( ™) _
2M B0

Oyy; ()= 0 con degeneracion 2

3@, +B)+AB" +Ne +B) +16(8™) 3@ +B)

2 4
0 )= = —— "2 con degeneracion 2.
XY,4( ) 2M ﬂl"m*)() g
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La matriz de transformacion unitaria (W, ) construida con las eigenvectores en columna es

WXY = ‘(Dg(Y,l,l>’ (’3§<Y,1,2>> (DiiY,Z,l>’ wi{Y,2,2>a co§<Y,3,1>> (Di(Y,S,2>’ mi(Y,4,l>’ mi(Y,4,2>:|
0oL 0 L 0 -d 0 -d] 01 0 1 0 -1 0 -I]
L0 L 0 -d 0 -d 0 10 1 0 -1 0 -1 0
oL 0 -1 0 - 0 oc 01 0 -1 0 -1 0 1
s 0-50 =< 0 ¢ O 11 0-10 -1 0 1 0] (280
o f 0 - 0 ¢ 0 -c |20 1 0 -1 0 1 0 -1f
10 -1 0 ¢ 0 - 0 10 -1 0 1 0 -1 0
o+ 0 L o0 d 0 d, 01 0 1 0 1 0 1
L0 L 0o d 0 d 0| 101 0 1 0 1 0
donde
out 2 out \2
L1 F9( + ) +16(8™) 1 2.81)
g \/9(0!1 +B) Fl6(pmy A2
d = 3(@+/) _ 1 (2.82)
" out out out B0 2
2\/9(a1+,6’1)2+16(,81 ) +4B 9 (o + B) +16(B™)
2 out \2 out
Jo(a +B) +16(B"Y —45™ |
c =d = -, (2.83)
3(6(1 + ﬁl) B =0 2
y
(e + ALY +16(8™ ) +45™ 1
c.=d, = —. (2.84)
3(a,+ ) )

Examinando la alternacién de signos en cada modo normal de (2.80) y (2.71) nos permite
clasificarlos en modos acusticos (A) en el plano XY o en la direccion Z, asi como modos dpticos (O) en

el plano XY o en la direccién Z. Entonces, podemos denotar los eigenvalores de Dy (I'), (2.76)-(2.79),

2 2
como @%uﬂﬁ=®%¢mmNaGU, w%u03=®%pamMaGU, QMﬁa):@mmmmqaaj y
coiY, )= cof(Y,O(XY),O(Z)(F ), mientras que los de D,(I') pueden escribirse como (021 )= 03; accnag @)

2 2 2 2 2 2 g
s 07, =07 oxnan ) ©75T) =07 sxv00T) ¥ 07, = 07 oxy)04T) . Una representacion

grafica de los modos normales de vibracion en XY se resumen en la Tabla 2.2.
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Tabla 2.2 Desdoblamiento de las eigenfrecuencias al introducir las interacciones inter-planares.
T

Planos Modos Normales de Vibracion

Desacoplados — g™ — Acoplados

Armchair Zigzag

‘ mg(Y,OOL(r)) h ‘ ®xv.002 (r)> i

miw,oo 1)

m)z(Y,o T)

Oy on (1)

N

| W;Y,z\m(r» 4 | Oxy.a02 (r)>

0‘)§{Y,AO (I)

Wy A (1)

| m%w.n/\z(r» 2

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
: ‘wzxw\m (F)> :
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

NN

Oran ()
mi{v,o ()= ('O;Y,OA = w, Uliv,oo )= St 4[310“"_\4?;’0"14'!31) + 16()610‘“)
3@, + ) + 4B 9+ B, +16( ™)

miY,A (r) = O‘)iY,AA (r) =0, mi(Y,AO (r) =

2M

En la Tabla 2.2 se ordenan los modos de menor a mayor frecuencia de la siguiente forma

Oy an (0) < 0%y 10 (1) < 0%y op () < @3y oo () . Por otra parte, en la Tabla 2.3 se ilustran los eiegen

modos de D,(I")
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Tabla 2.3 Desdoblamiento de las eigenfrecuencias al introducir ot .

Planos }
| . .,
Desacoplados —» o™ — Acoplados | Modos Normales de Vibracion
|
[ T
| 5
: | |m;.0m(r)>
| |
I |
| I
I |
I w;.oo (r) I
I |
I
I
/ l
2 l |
) (1) | |
| : |°)i.of\|(r)>
|
|
\\ |
: ©,04 () :
I |
| |
I |
I |
I |
T 1
: : |‘D; AOI(r)>
| |
| |
| s |
: ®7 20(") :
/ |
|
| |
I I
2 | l
o, (1) | |
| L eba®)
| |
I
\ |
I I
| wi./\/\ (r) |
| I
| I
| |
I |
I |
1 |
N R 6 R 2aout+37 + [4(aout)2+9}/2
m},o(r):w},m(r):ia 07 0o = I I M : ]
N zaout + 37 _ 4(aout)2 + 9}/2
W7 A )= mi.m\ I)=0, wi,/\()(r) = l l M l l

Los modos de la Tabla 2.3 satisfacen que 7, ,, (") < ©} 4, () < ®; (') < @ (') . Nétese que el

modo coi s () =0 es una traslacion rigida. Por otro lado, los modos Opticos y acusticos inter planares

tienen menor energia vibracional en comparacion con los intra planares.
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Capitulo 3 Transporte Fononico en Cintas de
Grafeno

La conduccioén térmica en sélidos tiene dos contribuciones principales, una debida a los electrones y la
otra a los fonones. Para materiales metalicos la conductividad eléctrica y la térmica por electrones estan
relacionadas a través de la ley de Wiedemann-Franz dada por [Ashcroft,1976]

21,2
K, 7Kg
= =—2T, 3.1
o 3é @D

donde el factor de proporcionalidad es independiente del material. Por otro lado, para materiales aislantes
y semiconductores, la conductividad térmica a bajas temperaturas se debe principalmente a los fonones.

En general, el transporte fononico de un material esta determinado por el desorden estructural o las
impurezas quimicas que actuan como centros de dispersion para los fonones, asi como los bordes del
material. Cabe mencionar que dentro de la aproximacion armoénica la conductividad térmica en un cristal
perfecto es balistica [Callaway,1974].

En general, la densidad de corriente térmica (S) definida como el flujo de calor por unidad de tiempo
y por unidad de area perpendicular al flujo es proporcional al gradiente de temperatura (VT ) cuando
¢éste es pequefio. La constante de proporcionalidad se denomina la conductividad térmica ( x), es decir,

S=—«xVT, (3.2)

donde x = x®+x™ tiene dos contribuciones principales de electrones (x )y de fonones (x ™). En este

capitulo nos concentraremos al estudio de la conductividad por fonones x"" .

Existen diversas maneras de abordar el problema de transporte fononico, por ejemplo, la ecuacion
integro diferencial de Boltzmann que permite determinar la funcion de distribucion fuera de equilibrio y
a partir de la cual se calcula la conductividad [Ashcroft,1976], la formulacion de Landauer que relaciona
el transporte con la probabilidad de transmision de las particulas [Imry,1999] y la formula de Kubo que
se basa en la regla de oro de Fermi y se encuentra dentro de la aproximacioén de respuesta lineal
[Bruus,2004]. En este capitulo presentaremos el formalismo de Landauer y el de Kubo, aunado al método
de canales independientes con matriz de transferencia, los cuales nos permitiran estudiar el transporte
fondnico en nano cintas de grafeno con dislocaciones y dobleces estructurales.

3.1 Formalismos de Kubo y de Landauer

En 1957, Rolf Landauer propuso una féormula que relaciona la resistencia eléctrica con propiedades de
dispersion [Landauer,1957]. Para un conductor con dos terminales, la conductancia eléctrica puede
escribirse como

G=g¢>.7, (3.3)

donde g¢' =2¢’/h es el cuanto de conductancia eléctricay 7 es la transmitancia electrénica del I-ésimo

canal del conductor [Imry,1999]. Por otro lado, existe un cuanto de conductancia térmica para el
transporte balistico de fonones a bajas temperaturas en un canal unidimensional dado por [Schwab,2000]
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G=9;">.7, (3.4)
|

donde
KT
goph= 3;; . (3.5)

Para estudiar el transporte fononico, consideremos un sistema unidimensional conectado a dos
reservorios L y R con temperaturas T, y Tg, respectivamente. El flujo o corriente de calor (1) puede

calcularse mediante la formula de Landauer dada por [Rego,1998]
1 7/a
ly = ZZS: j_ﬂ/adk Hog(k)Vs(K) [Ng(05,Tr) ~N (05, T )] Ts(w5), (3.6)

donde o4(k), vs(k)=dwg(k)/dk y T (os) son respectivamente la frecuencia, la velocidad de grupo y

la probabilidad de transmision fononica del modo S que podria ser longitudinal o transversal, mientras

que N (g, T, ) y Ng(mg,T;) son las funciones de distribucion fonoénica (1.66) que indican el nimero de
fonones con frecuencia g en el reservorio L a temperatura T, y en el reservorio R a temperatura T,

Teniendo en cuenta que dw(k) =v(k)dk , la ecuacion (3.6) puede reescribirse integrando sobre ® como
1 o
lo =5 -2, donolng@T)-n (0. T)]1 %) (3.7)
S

La conductancia térmica (G™ ) entre los reservorios L y R esta dada por

| |
G™ = lim — = lim —2 (3.8)
ATS0 AT TeoTo TR _TL

y sustituyendo (3.7) en (3.8) se obtiene [Markusen,2012]

1 «7 on(m,T) h? T o exp(ho/kgT)
G =— > [doho——"F (o) = d B )7 (o), 3.9
27z§~[ PAOT 5T 5(©) 2ﬂkBT2§;[ (D[exp(hoo/kBT)—lf 5(@) 39)
donde n(w,T)=[exp(ho/k,T)—1]" es la funcién de distribucion de Bose-Einstein (1.66) y

T (o) = Z (Js(0) es la transmitancia a través de dos modos transversales y uno longitudinal en W

canales independientes. Cabe mencionar que G™ =«x™A/L, siendo respectivamente A y L el 4rea
transversal y la longitud del sistema con respecto al flujo de calor.

Por otro lado, dentro de la teoria de respuesta lineal, la formula de Kubo-Greenwood para la
conductividad térmica por fonones (K‘ED ) estd dada por [Flicker,1973]

o 21 T do o exp(hw/KgT)

P 7QK,T2 1 [exp(ha/k,T)—1] TriA, Im[G(w)]A, Im[G(w)]} , (3.10)

0

donde [A, ], =Py ;.(6,—1,)/2 Yy G(o) es la funcién de Green fonénica determinada por la
ecuacion de Dyson [Elliot,1974]
(0’1 -®)G(w) =1, (3.11)
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donde | es la matriz identidad.

Para una cadena periodica de N atomos con distancia interatdmica a, la traza de la Ec. (3.10) tiene
una solucidn analitica dada por [Wang,2008]

Traza'®(w) =—(N —1)*a?/8, (3.12)

si €[0,m,] siendo @, =+/o/M y o =a, o y es laconstante de fuerza de restitucion. En general, la

probabilidad de transmision de fonones en sistemas unidimensionales puede calcularse via
I (o) = Traza(w) / Traza'® (o), (3.13)

donde Traza(w)=Tr{A, Im[G*(®)]A, Im[G"(®)]}. Las ecuaciones de Landauer (3.9) y de Kubo-

Greenwood (3.10) seran el punto de partida para nuestros estudios de transporte fononico.

3.2 Método de canales independientes

Una manera eficiente de abordar el transporte fononico en sistemas multidimensionales de longitud
macroscopica es mediante el método de canales independientes, el cual consiste en transformar la matriz

dinamica original ® a ® =E'®Z via una transformacién unitaria Z, tal que ® es una matriz formada
por canales cuasi unidimensionales desacoplados, donde se aplica el formalismo de matriz de
transferencia.

Sea @ la matriz dindmica de un sistema multidimiensional con N planos transversales, donde cada
plano tiene N,, atomos, conectadas a dos reservorios izquierdo (L) y derecho (D) ambos constituidos

por semi-infinitos planos periddicos de N,, dtomos en cada plano, dada por

T, 00 - 0 0 -
T T 0 00
0 e, Do
®=... 0 01, . 0 0 -] (3.14)
oot ¢NL_1 Ty, -1 0 -
-0 00 TtNL—l O, TR
0 0 -0 0 15 0 -

donde ¢; con J=L,1,2,---, N, yR son matrices de tamafio N, x N,, que contienen las interacciones

entre atomos en el plano j-ésimo, mientras que T; son matrices de las interacciones entre los planos |

y J+1.Sea E; una matriz unitaria de tamafio N, xN,,, tal que

g; 0 -« 0 xn; 0 - 0
~ —_ —_ 0 &, ' - —t = 0 X
o =Z¢;E; = Do .J oo | YETEITEIT -..J 0 (.15
0 - 0 &y ; 0 - 0 .
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son matrices diagonales. Construyamos la matriz unitaria E formada por las matrices Z; de la forma

“LEL 0 .0 0
05 - :
BE= (VI 0 -, (3.16)
o ENL 0
0 -0 0 =g
tal que
6 T, 0 0 - 0
%tl_ ‘T’l T ' '
~t - . .
S e |0 F . 0
o-='oz=| = .0 Fy 0 (3.17)
..' %E\IL—I J)NL ‘ER . *
0 -0 0 %% J,R

Podemos reordenar la matriz (3.17) por medio de una permutacion P tal que ® = P'®P estd

formada por submatrices C, con | =1, 2, ---, N,, representando canales independientes, es decir,
C, 0 0
0C, . :
Q= . " 9 | (3.18)
0 --- 0 CNW
donde
e L O 0 0
AL i A B :
0 %) &, 0
C, = St 3.19
| 0 .. .. . ZI,NL—I 0 ( )
: o AN SNy AR
o --- 0 0 XiR &R

e Ejemplo de aplicacion a un nanoalambre

Consideremos un nanoalambre cibicamente estructurado de longitud L =3 colocado a lo largo de
la direccién X con secciones transversales de W =2x2 4atomos (esferas obscuras) de masas idénticas y

constantes de fuerza interatomica central & y no central f. Dicho nanoalambre esta conectado a dos

reservorios semi infinitos (esferas claras) por sus extremos, como se muestra en la Figura 3.1.
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Figura 3.1 Esquema de un nanoalambre ctibicamente estructurado con una seccién transversal de

W =2x2 4tomos (esferas obscuras) y una longitud de L =3 planos, conectado a dos reservorios semi
infinitos (esferas claras).

La matriz dinamica (@) del nanoalambre dentro del modelo de Born (2.1) puede escribirse como

..t 0 0 O -
Lt 1, 0 0 -
®=/---0r1 ¢, 7, 0 - (3.20)
-0 01, ¢y Tp
-+ 0 0 0 7y ¢ .

donde ¢; y T, son respectivamente las matrices que describen las interacciones dentro del j-esimo plano
y entre planos jy j+1.

Para el caso del modo longitudinal con desplazamientos paralelos a la direccion X en el nanoalambre
de la Figura 3.1, donde los 4tomos del j-ésimo plano transversal tengan la misma masa M; y misma

constante de fuerza no central B entre 4&tomos dentro del plano, asi como la constante de interaccion
central a; entre los atomos del j-ésimo plano y los del (j+1)-ésimo plano, las matrices ¢; y 7; pueden

escribirse como

aj_1+aj+2/5’ —ﬂ 0 —ﬂ 1000
¢_:L -p ajta+2p —p 0 y 1 -2; 10100 321)
M, 0 .y a+a+2p - MM (00101
-B 0 -p a+a+2p 0001

Las matrices ¢; pueden diagonalizarse a través de la transformacion unitaria W dada por

7 033
0 % 33
W=L“g;1l, (3.22)
N7 2 2
0 %5 33

es decir,
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g; 0.0 0 ajtra+2f 0 0 0

¢ 0 & | 0 O 1 0 aj_1+aj+2,6’ 0
g =wow= ' =— . (3.23)
0 0 &; O M, 0 0 ajtat4p 0
0 0 0 & 0 0 0 ajta;

Ademas, se tiene que T;

t . . . ., . .
j = W T;W. Entonces, introducimos una matriz de transformacion unitaria global
W dada por

OO
00
w 0 (3.24)
0w
0 O

Il
R eNoNoNall-E
o000 s o -

y en consecuencia la matriz dindmica @ se convierte a

.g T, 0 0 0
ot g, 1, 0 0
O=WoW=|--- 0 1 €&, 1, 0 - (3.25)

0 0 1, g, 74
0 0 0 77 &4

la cual contiene Unicamente elementos no cero en la diagonal principal y la diagonal de las T;. Esta

nueva matriz dindmica (@ ) puede reorganizarse a través de una permutacion dada por

+100---000---000--000 -
+000:--100--000-:--000 -
+000--000--100--000 -
+-000--000---000--100 -

P=[R P, P PJ=| " 0002010000000 (3:26)
+000--000--010--000 -
-000---000--000--010 -
+001--000--000--000 -
2000001000000

Por ejemplo, si el nanoalambre de 3 planos transversales y 4 dtomos por plano (ver Figura 3.1) se
encuentra sin reservorios, las matrices P, son de tamafio 12x3. Entonces la nueva matriz dindmica ®

con los indices reorganizados puede escribirse como
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, (3.27)

donde C, esta dado por

&L \/l\_/IT_LMl 0 0 0
ﬁ £, «/'\;T_"lﬂz 0 0
C = O ﬁ £, \/r\;j_ixg 0 -, (3.28)
e 0 0 J'\;j_zl\/ls 12 \/I\;Z‘_CIR
0 0 0 \/,\;‘:—;R ErR

la cual corresponde al l-esimo canal independiente con elementos diagonales determinados por la
ecuacion (3.23). Dichos canales pueden estudiarse mediante las matrices de transferencia que se discutira
a continuacion.

e Formalismo de matrices de transferencia

Dado que los modos vibracionales en el |-ésimo canal independiente se determinan a través de la
ecuacion de eigenvalores de la matriz C; dada por

Cu, =o'y, (3.29)

la cual en forma general omitiendo el subindice | y para un modo de vibracion (transversal o longitudinal)
puede escribirse como

e, 00 o 0 -]y U,

R AR NV AT A I U,

R | | B T MR

S0 LT T e O | T (3.30)
Do e I e e || Une Un

cee O te 0 0 ZR gR ‘.- uNL+1 uN|_+1

donde los desplazamientos U; con indices en j=1,...,N_ corresponden a atomos del sistema y

j=0,-1,-2,... alos del reservorio izquierdo, mientras que j=N, +1, N  +2,... corresponden a los del

reservorio derecho. De (3.30) se tiene que
2
WU =2 Ui U+ 2 Ujn (3.31)

y despejando U;,; obtenemos

39



uj+1:7(;1(032_51')[11'_Zj_l)(j_1uj_1, (3.32)

la cual puede reescribirse en representacion matricial como

u.
U, =T,0, con U, E[u ! J, (3.33)
j-1
donde U; es el vector de amplitud y
-1 2 -1
TjE(Zj (601 —&;) _ZJOZ“J (3.34)

es la matriz de transferencia, cuyo determinante es
det(T;)=2;'2;4- (3.35)

A partir de (3.33) se puede demostrar, por induccidon matematica, que la correlacion entre los atomos
extremos del sistema esta dada por

Uva=TaTho - LTU =TU,, (3-36)
donde
N
T= sz[cﬂ Clzj. (3.37)
j=1 C2I CZZ
Dado que el determinate del producto de matrices es el producto de los determinantes, se tiene que
N -
det(T):Cnsz_CnClz :1_[;51_‘l =L A (3.38)
i-t Xj  An AR

Si los reservorios periddicos L y R tienen la misma constante de interaccion entre primeros vecinos,
XL = Xr > €ntonces

det(T)=1. (3.39)

Por otra parte, como los reservorios semi infinitos L y R son periddicos, podemos proponer una
solucion general para los desplazamientos en cada uno como la suma de dos ondas planas una entrante y
la otra saliente del sistema, es decir,

Ae'kn L Be kM sin<i

" ce*"ype kM sin>N

(3.40)

donde a es la distancia interatomica. Si el fondn incide por el lado izquierdo numerado por los d&tomos
cero y uno, tenemos que K>0, A=1, B=r, C=t y D=0, donde r y t son respectivamente los
coeficientes de reflexion y transmision. Si sustituimos la solucion (3.40) en la ecuacion (3.36), se obtiene

ik(N+1 : Py
te'k(N+ha Cii Ci2 Cii Cpp |[e*@4+re @
te Co1 Cop Coi Cop 1+r

donde U, y U,,, pueden reescribirse de la siguiente forma
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ika | po-ika aika  g-ika (] telk(N+ha gika  g-ika(jgikNa
I+r 1 1 r te'Na 1 1 0
La inversa de la matriz en (3.42) es
ika _-ika)! | _e-ika
e e I | (3.43)
1 1 2isin(ka)| —1 eika
Por lo que sustituyendo (3.42) en (3.41) y multiplicando ambos lados por (3.43) se obtiene
=Mt , (3.44)
0 Cor Cop \T
donde
x ika —ika s
€1 =[C1,—Cyytcy e —cy,e ' 2] 2isin(ka)
& ,=[(C—C,,)e K2 —c, e 1 ¢ 1/2isin(ka
12=0(C11=Cy5) 2,1 12 / ( )' (3.45)

€21 =[(Cop—Cpp)e*® 40, 67% —c,]/2isin(ka)

= ika —-ika P

Resolviendo las ecuaciones (3.44) paraty r, se obtiene que

Gy (Cpp—cype ey et —cy,
T Cap - Cy—Crot C2’Zei ka _Cl,le_i ka (3.46)
y
“ikNa__ 2 sin(ka)e "*Na[det(T)? aan

, ) —-ika ikay °
CiotC€ T —(CptCyre™)

De (3.46) y (3.47) se obtienen la transmitancia
.2 2
4sin“(ka)[det(T)] (3.48)

[t = > :
|:C1,2_ C, +(Cy—Cyp)c0s8 (ka)} +(Cy+ C2,2)2 sin*(ka)
y la reflectancia
| |2 B [01,1_ Cp2+(Cyp=Cyy)c08 (ka)}2 +(C1ptCyy) sin’(ka) 3.4
) [01,2_ Cp+(Cy;—Cyp)cos (ka)T +(Cypyt C2,2)2 sin’(ka) ' G4
Las ecuaciones (3.48) y (3.49) conduce a
(3.50)

[tf +|r[ =1.

Las relaciones de dispersion o’(K) en cada reservorio periddico son
o (K)=¢g_ —2y, cos(ka) y oi(K) =&, —2x, cos(ka). (3.51)
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Paraelcaso ¢ =g;=¢ y ¥ =xa =X »entonces o;(K)=wx(K) =w’(k). Al sustituir (3.51) y (3.39)
en (3.48) y (3.49) se obtienen la transmitancia (J ) dada por

2 252 2
T(w)=|t] = [425 —(e—a) 1/ x _— — (3.52)
C1a=Cat (C1=Co) (e —0)/27 | +(cp i+ [47° —(6—0)1/4x

y la reflectancia
2
[C 11~ Co 0+ (C1p—Chp)(e— 0)2)/2)(} +(Cypt+C 2,1)2 [47° —(6—0”)*]/45°

2 .
[C1amCot (€= Can) (6-07)/27 | +(0 1+ €0 [42 ~ (60?147

R(w)=|r[’= (3.53)

Recordemos que (3.52) y (3.53) se calculan para los N, canales independientes por lo que la

transmitancia y la reflectancia total estan dados por 7, (@) = Z I’i (@) Yy Ri(0)= th "R (o) tal que
T (@) + R (@) =N, .

3.3 Grafeno, una estructura bidimensional

A la exfoliacion de un solo plano hexagonal del grafito se le denomina grafeno, el cual se une con los
demas planos a través de una interaccion débil de tipo Van der Waals, como se puede apreciar en la

magnitud de las constantes o™ y B de la Tabla 2.1. En 2010, los fisicos Andre Geim y Konstantin
Novoselov recibieron el Premio Nobel de Fisica por sus pioneros estudios de este material.

La estructura cristalina del grafeno se muestra en la Figura 3.2(a) y su primera zona de Brillouin en
Figura 3.2(b). Los vectores base de la red hexagonal estan dados por

a,=(a 0)ya,=(-1,3)a/2, (3.54)
entonces los vectores base de la red reciproca son
b, =(3, D27/\3a y b, =(0, 2)27/3a, (3.59)

los cuales satisfacen la condicion de
a, ‘bj =270, ;. (3.56)

A partir de la matriz dindmica en espacio reciproco del grafito (2.53), podemos obtener la

out

correspondiente al grafeno haciendo las interacciones inter planares o™= =0, por lo que la matriz

dindmica del grafeno puede escribirse como

oy L| @B PT@prk
M| D™ (@, B,7,k) @ (. f.7) |

donde se ha omitido el subindice de los parametros, es decir, a=¢,, B=0, y y=y,, ademas

(3.57)

®,"=®;' y D"=D;" estan dados por (2.40) y (2.46) respectivamente.
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(b)

~

\\o' o \‘I' - \‘I ~
g O\“\ e ~ ~
\0 ~ \0 .
Figura 3.2 Esquema de (a) una red hexagonal de grafeno con dos vectores base (flechas moradas) y la

celda primitiva de Wigner-Sietz de dos atomos indicada por lineas punteadas verde y (b) su red reciproca
(puntos naranjados) con la primera zona de Brillouin (linea negra) con puntos de alta simetria y vectores

base (flechas moradas).

En esta tesis estudiaremos el transporte fononico en nanocintas de grafeno dentro de la aproximacion
a = f3, es decir,

g(O!,Ol) gxy(aaa) 0 0[g1 0 0
D™(K)=| gy (@, @) g(a, ) 0 |={ 0 «g; O |, (3.58)
0 0 g(nn] LO 0 g
donde g,y (a,)=0y
A(K) = 9(1,1) = —exp ik, a/</3 )~ 2exp ik, a /243 ) cos (k,a/2), (3.59)
mientras que
a 00
®"=30a0| (3.60)
00y
Entonces
3¢ 0 0 aAk) 0 0
0 3a 0 0 aAKk) O
1o 0 3 0 0 yAK)
DK)="rlgAk)y 0 0 3« 0 0 | (3.61)
0 aA'kk) 0 0 3a 0
0 0 yAK) 0O 0 3y |

cuyas eigenfrecuencias para los modos vibracionales con desplazamientos paralelos al plano XY estan

dadas por

03y A K)=aB—|AK)]) y 0yy oK) =aB+AK)|),

mientras que para los Z son
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05, (K)=7G-|AK)]) ¥y 07,(K)=rG+AK)), (3.63)
donde

|AK)| = \[1+ 4cos (k,a/2) cos (V3 k,a/2) +4cos(K,a/2) (3.64)

En la Figura 3.3 se muestran las relaciones de dispersion fondnicas (lineas rojas) para el grafeno
obtenidas de las ecuaciones (3.62) y (3.63) usando los parametros

a=p3=3253N/m y y=753N/m, (3.65)

en comparacion con los datos experimentales (circulos abiertos) de [Mohr,2007] resultando una

desviacion estandar de Ao =100.9 cm™' en comparacion con Ac=36.11cm™ de la Figura 2.7 para
grafito obtenido de una matriz dinamica con 6 pardmetros semi empiricos.

1650
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900
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450

Energia fénonica (cm™

300

150

0 ¥a ©°
I K M I
Figura 3.3 Relaciones de dispersion fononica (lineas rojas) para grafeno obtenidas de (3.62) y (3.63) en
comparacion con los datos experimentales (circulos morados) [Mohr,2007].

Notese que con solo 2 parametros podemos reproducir las caracteristicas esenciales de la relacion
de dispersion fondnica del grafeno, donde las bandas longitudinal y transversal de los modos XY son
representadas por una sola relacion de dispersion tanto para los modos actsticos como los Opticos. La
aproximacion (3.65) facilita el estudio de la conductividad térmica por fonones en nanocintas de grafeno
de tamafio variable con y sin defectos.

3.4 Transporte fononico en nanocintas de grafeno

En esta seccion estudiaremos el transporte fononico dentro del modelo de BvK a través del método de
canales independientes desarrollado en el Apéndice A y esquematicamente ilustrado en la Figura 3.4.
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Figura 3.4 Representacion esquematica del método de canales independientes que transforma una cinta de grafeno
con ancho Wa N = (W —1)/2 bicanales y un unicanal.

- -

Consideremos una cinta de grafeno sin defectos con frontera tipo zigzag de longitud L y ancho W
como se muestra en la Figura 3.4 (lado izquierdo) conectada a dos reservorios izquierdo y derecho de la
misma estructura con longitud semi-infinita. Como las matrices dinamicas (2.39) son diagonales dentro

de la aproximacion f = «, la matriz dinamica @ de la cinta de grafeno es separable en los modos con

desplazamientos paralelos a las direcciones X, Y y Z de forma que

o, 0 0
o= 0 @, 0 |, (3.66)
0 0 o,
donde @, , ®, y ®, se pueden expresar en términos de las L lineas transversales como
a /4
Oy =P,=—> D,=—0. 3.67
XTI y Y (3.67)
con
®, 0, 0 0 o o0 0
0, ®, 0, 0 0 0
0 0, ®, O, 0
: . 0, 0 o -
0 e, o o O
0 0 : -0 e @, 0
o 00 0 0 @ @,

siendo @;=—y;1y y,=¢; / a=y, / ¥ la interaccion entre las lineas transversales J y j+1, ilustrada

en la parte superior de la Figura 3.4, ademas se tiene y, =y, =1 para los reservorios periodicos
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izquierdo y derecho. Las matrices ®; en (A.3) de tamafio Wx W representan las interacciones entre los

atomos de la linea transversal j-ésima, las cuales para j=2n+1 impary j=2n par son dadas por

(62 0 e e e 0 (62, 0 =+ = 0 0]
0 ¢y 0 = 0 0 - P
| SN P
D, = o o ye, = LT (3.69)
ant Oy ? S R
: T . 0 o - -0 ¢2n,N 0
i 0 0 0 ¢2n+1,N_ | o .-« -« -« 0 82_n_
donde ¢; = 7, +7;, N=(W~-1)/2 y paratodo I =1,... ,N se tiene

-1 I+ 70+ %

Consideremos una transformacion unitaria E= W II U definida como la aplicacién consecutiva de
transformaciones unitarias W, I y U dadas en el Apéndice A. Dicha transformacion Z mapea la cinta
de grafeno representada por la matriz dindmica @ en un unicanal y N=(W-1)/2 bicanales
independientes descrita por la matriz dindmica ® =Z'®d =, como se ilustra esquematicamente en la

Figura 3.4. En consecuencia, las nuevas matrices dindmicas para los modos con desplazamientos
paralelos a las direcciones X, Y y Z son

S 0 0
L 0D, .
O, =0P=0EQPE=0,| . . . o I’ (3.71)
0 0D,
donde ve{X,Y,Z}, oy =0y =a/M, o, =y/M ,
gy Goo 0 =+ 0 0 - g, d},o O - 0 O0--
G0 & Gy - - 0 g d; o 0
L0 6, e ' D L0dy, e T
S=|. . ML : D= . M N 3.72
‘ O 0 > e e },L—l 0 - G72)
o0 . 0 & O - e 0 ady g dy s
0 0 - 0 Gy &l e 0 0 -~ 0 df,L g,

siendo & =y, , + ;> 01 =01 %>

8_‘91'_0 d = o b 373
iTl o gt Y 4= b o (3.73)

con & =2+x;,+%;, o, =-1y o, =cos[2l +)7/(2N +1)] para I =1,--,N.
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e Modos normales de vibracion en el unicanal y bicanales
Ahora estudiaremos la relacion de dispersion fondénica en el unicanal y los bicanales ambos
periddicos caracterizados por [/ =1 para todo j. Para el primer caso, la matriz dinAmica & de (3.72) se

convierte en

.2 -10 -
S= " 12 -1, (3.74)
0 -1 2
cuyos eigenvalores en espacio reciproco son
0p(K)=¢] +6 ;6" +6 je " =2 (e +e7**) =2[1-cos (ka)], (3.75)

donde k e[-7/a, z/a]. Entonces, las eigenfrecuencias de los modos X, Y y Z son respectivamente
02 (K) = 2%[1 —cos (ka)], @2y (K)= 2%[1 —cos(ka)] y 2, (k) =2 6[1 _cos(ka)]. (3.76)

Para los bicanales, se tienen &; =y +%; =2, gj+ :2+;(J-_1 + 7 =4 y G j=0,%; =0, cuyas

matrices dinamicas ®), para el caso periodo resultan

| . 120 [o, b 377
D= . d g d | con &= 04} y d'_{-b, a,}’ (3.77)

las cuales tienen una celda unitaria de cuatro sitios, entonces en el espacio reciproco ®, se transforma a

< 3 (1+e"?2*)d"
D, (k) {(He”ak)d . } (3.78)
cuyos eigenvalores son
0, (K)=3-f( oy, by,k), d)if(k) =3-f(-1alh.k),
~2 ~2 (379)
0‘)0+(k):3+ f(| O-I|’ bl’k) y wO—(k):3+ f(—|0'||,b|,k),
donde
f(o,,b,,k) = \/9—4{[1—0', cos(ka)][2 + o, cos(ka)] - b cos*(ka)} . (3.80)

Las matrices dinamicas para los bicanales en espacio reciproco de los modos en las direcciones X, Y y
Z son respectivamente

D, (K) =D, (k) =aD,(K)/M y D,,(K)=rD,(K)/M, (3.81)

por lo que las eigenfrecuencias para los modos paralelos a Xy Y son
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a . a .
('OIZ,X,A+(k) = (DIZ,Y,A+(k) = M(’Jl,m(k)a @ﬁx,Af(k) = (DIZ,Y,A—(k) = MQI,A—(k)a

(3.82)
a . a .
(Dlz,x,o+(k) = O‘)IZ,Y,O+(k) = M |,o+(k) y (D|2,x,of(k) = wiy,of(k) = M(’%of(k)a
y para los Z
2 76)|2A+(k) 2 ]/(ble_(k) 2 763I 0+(k) 2 763|20_(k)
wI,Z,A+(k)=T’ wI,Z,A—(k)z,—ﬂ (Dl,z,o+(k):’— ywl,z,O—(k)zT- (3.83)

e Matrices de transferencia en el unicanal y bicanales

Para el caso del unicanal la matriz dindmica & satisface la ecuacion de movimiento dada por

gy Gy 0 - 00 - Uns o

:"50,0 & 0o, O 11 Uy, Uo,

B I (3.84)
+ O L

| 6_0,|_—1 &L &O’L". Uy, Up,L

S0 0 - 0 Gy e, Up, L1 U, L1

siendo ®° = 032/(0,2) con ve{X,Y,Z}, oy =0y =a/M, o, =y/M . Entonces, de (3.84) se tiene
~ - ~ ~2
Oy.j-1Ug j1 €Uy j + 0 jUg jug =@ Ug ;. (3.85)
Despejando Uy j.; de (3.85) tenemos
~l = ~2 ~1 ~
Ug j1 =00 (€] —® Uy ; =Gy ;G j-1Uog j1 - (3.86)

Sean u, ; y T, ; vector de desplazamientos y matriz de transferencia, respectivamente y estan dados por

s ~-1 ~2 ~-] ~ -1 ~2 -1
= 0|y T, =] %05 (E0m07) <0000 | X5 (G0 m0T) Xy Hja | (3.87)
) ui, ) 1 0 1 0
donde se us6 que &, ; =0, x; =—;. Usando (3.87) la ecuacion (3.86) se puede reescribir como
Uojr [ 27 (0, —=®) =27 % || Yo.i _
|:u0,j }{ i 0 o j = Ug =T Uo- (3.88)
Para el |-esimo bicanal con matriz dindmica ®,, la ecuacion de movimiento estd dada por
g dig 0 000 ]l y U,
"dl,o gd, . . 0-- u, Uy,
Lo0dy, e T T u , <2l U, Uy
Lo ) 12 =@ con u, ;= 1|, 3.89
. di 0 : : ST (389)
* 0 ..- ..- d',L—l (c.-L d|,L..' u|,L u|,|_
00 e 0 e s




donde el primer subindice (I) de U, ; indica la numeracion del bicanal mientras que el segundo (j) denota

la linea transversal. Entonces alrededor de la linea transversal j =2n dentro del bicanal | se tiene

Al on Uy + &0 o0 U 50, =00, (3.90)
despejando U, , ., se obtiene
Uony = _(d:,2n)_l (8|,2n - 6)21)“|,2n - (d:,zn)_ld:,2n—lul,2n—1 . (3.91)
Sean u, ; =[u;; u;;, 1 =[u; u’, u,, u, 1 elvector de desplazamientos de cuatro sitios y
T, - {—(di,zn)-‘(lszn —&'D) —(dr,zn)o‘ld:,zn_l} (3.92)

la matriz de transferencia para el I-esimo bicanal y la linea transversal j =2n, entonces la ecuacion (3.91)

puede reescribirse como U, ,,,, =T,,, U, ,,. Andlogamente para j=2n+1 se tiene

_~2
dl,2nul,2n &0 W ony T W0 =07 5, (3.93)

la cual en forma matricial se puede expresar como U, ,,,, =T,,,., U, ,,,,, donde

T, = ~d 30 (8 — 0D —d},d 5, _ (3.94)
' I 0
En consecuencia las matrices de transferencia (3.92) y (3.94) pueden reescribirse como
0, (6‘)2_82_n) b| (6)2_82+n) “Xan-i (G|2+b|2) 0
1 _bl (6‘)2_82_n) 0 ((bz_g;n) 0 “Xan- (O_I2+ blz)
R v B T 2 p2 (3.95)
Zon (07 +00) | 15, (07 +1)) 0 0 0
L 0 Aon (O'|2+b|2) 0 0 ]
y
o (0= &3,) D@ —53,,1) -Zan(o] +07) 0
Tl = 12 - bI (6)2 _2€;n+12) o (6)2 - g;n+1) 0 ~Xan (O_I2 + blz) ) (396)
, /’{2n+] (GI +b| ) ZZnJrl(GI +b| ) 0 0 O
0 Zonu (07 +b7) 0 0

En el Apéndice B se presenta el método para calcular la transmitancia (7f ) en el l-esimo bicanal, la

cual estd dada por

F; =Tr(t]t,) con t, =€) MO -MUIMO MY}, (3.97)
donde M(i')i y M(t')i son matrices de 2x2 dadas por
Q'M,Q, = {MQ’L Mg’l}, (3.98)
(VA Vi

siendo M, la matriz de transferencia total del I-esimo bicanal con una longitud L impar dada por

M| :MI,I:MI,I:—I'”MIJMI,O con Ivll,n :TI,2n+1TI,2n y EZ(L—I)/Z, (399)
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cuyas matrices de transferencia T,,, y T, ,,,, estan dadas en (3.95) y (3.96). En la ecuacion (3.98) la

matriz Q, =[V}"; V', V;; V,, ] estd compuesta por los eigenvectores columnales de la matriz M, en los

saturadores perioddicos que satisface la ecuacion (B.18).
e Ejemplo: Cinta de grafeno periodica con W=L=3

Para ilustrar el método de canales independientes consideremos primeramente una cinta periodica
de dimensiones W =L =3, la cual tiene un unicanal y un bicanal (N =1), cuyos pardmetros son

¥ =L o,=-1 0,=12 y b=-3/2. (3.100)

En la Figura 3.5. se muestran las relaciones de dispersion fondnica para el unicanal (3.75) y para el
bicanal (3.79) usando los parametros (3.100).

6 7T

w EES 4]
|
1

Energia fondnica o

N

0

15 1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5
Numero de onda ka

Figura 3.5 Relaciones de dispersion @ (k) para el unicanal dadas por (3.75) y el bicanal por (3.79)

con parametros (3.100), siendo & = 032/0)3 con ve{X,Y,Z}, oy =) =a/M, o> =y/M.

Notese en la Figura 3.5 que la primera zona de Brillouin abarca [—z/2a, 7z/2a] puesto que la celda
unitaria del bicanal contiene 4 4tomos y estan separados una distancia de 2a con a=1.2297 A.

A partir de los parametros a=3253N/m y y =753 N/m dados en (3.65), se obtienen las
relaciones de dispersion (k) para el unicanal (3.76) y los bicanales (3.82)-(3.83) tanto para los modos
paralelos al plano XY mostrado en la Figura 3.6(a) y los modos Z en la Figura 3.6(b). Obsérvese que los

ejes verticales de las Figuras 3.6 (a) y (b) son proporcionales a o, en contraste de ®” en la Figura 3.5,
en consecuencia, las relaciones de dispersion de los modos acusticos alrededor del punto I" son lineas
rectas que representan la velocidad del sonido en la cinta de grafeno analizada. Ademaés, la Figura 3.6(a)
es esencialmente la misma de la Figura 3.6(b) excepto el cambio de escala debido a la diferencia entre
modos en el plano de la cinta y el modo transversal perpendicular al plano.
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Figura 3.6 Relaciones de dispersion para modos (a) en el plano XY del unicanal (linea
café) y del bicanal (lineas azules y verdes), asi como (b) paralelos a Z del unicanal (linea
dorada) y del bicanal (lineas rojas y rosas), usando los parametros (3.65).

Dentro del formalismo de Landauer (3.9), la conductancia térmica por fonones (G) puede calcularse
a través de la transmitancia (J ) usando las matrices de transferencia (3.87), (3.95) y (3.96).
Paralelamente calcularemos G usando la traza normalizada (3.13) dentro del formalismo de Kubo-
Greenwood para fonones (3.10).

Las matrices de transferencia para el unicanal dadas en (3.87) con parametros de (3.100) son

~2
-2 -1
To,j{ : 0}’ (3.101)
mientras que para el bicanal, sustituyendo (3.100) en (3.95) se obtienen
®-2)/2 -3 (@-4)/2 -1 0 @ -2)2 B@-4)/2 -1 0
T, - B@-f2 @42 0], T, - @22 @42 01| (3.102)
’ 1 0 0 0 ’ 1 0 0 0
0 1 00 0 1 00

Las Figuras 3.7(a) y 3.7(b) muestran conductancias normalizadas G, (@ )/ goph =§7‘(’)(€02) y
G, (& )/ g(fh =T (®") respectivamente obtenidas de (3.52) y (3.97) para el unicanal y el bicanal usando

las matrices de transferencia (3.101) y (3.102), siendo g = z°k:T / (3h) el cuanto de conductancia
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fononica. Por otro lado, la Figura 3.7(c) presenta la conductancia total G(®” )/ g(fh =75(6)2 )+, (®%)
(linea anaranjada) y se compara con la traza normalizada, Traza(®”) / Traza'® (&), obtenida de (3.13)
dentro del formalismo de Kubo-Greenwood (en circulos rojos) cuya funcion de Green fonénica G* (&%)

se obtuvo mediante la inversién de matrices con una parte imaginaria 7=10"w y dos saturadores de

15000 atomos cada uno.

E?I__U?S IIII|IIII|IIIIIIIIIlIIIIIIIII
oL (a) Unicanal 1
Y y
82_ - TR = e es
: L
S B ] ‘ 1 2 3
g 1 —
s t i
£ 0 HHH H-++
2 3 - -
Or B | -
o y
g 2 7 .
Io! n 4
S
s 1r ] X
s L i
© 0 H+H H+HH
5o 3 [ —13 &
= N 4 £
(U]
S i 1 £
_'(E I} & /é\
%1? — _—1
g 1 &
80 IIIIIIIIIlIIIIIIIIIlIIIIIIII 0;
0 1 2 3 4 5 6

27 2
/o]
Figura 3.7 Conductancia normalizada G(®°) / as " para (a) el unicanal, (b) el bicanal y (c) la nanocinta de grafeno

periddica con W =3 (linea naranja) en comparacion con Traza((bz)/ Traza'® (®°) (circulos rojos) obtenida del

formalismo de Kubo-Greenwood (3.10) con una parte imaginaria de 77 =107 o para la misma nanocinta conectada
en sus extremos a dos saturadores periddicos de 15000 atomos cada uno.

Notese en la Figura 3.7(b) la presencia de una brecha debido a la periodicidad 2a a lo largo de la
cinta de grafeno periodica. La banda actstica se encuentra en el intervalo

& e[3—l+4o+doirdb?, 3-|b|(ot+b?) "], (3.103)

mientras que la dptica en

& €[3+]b(07+b7) "2, 341 +40+ 4o+ db? ] (3.104)
Obsérvese ademés que el intervalo [3—(1—4c,+407+407)"?, 3-|b (o7 +b7) "] en la banda acustica
y el [3+b|(c7 +b})"?, 3+(1+40+407+407)"*] en la Optica presentan una probabilidad de

transmision fondnica igual a dos debido a la presencia de dos eigencanales de transmision observada en
la Figura 3.5, cuyas frecuencias tienen degeneracion cuatro como se discutid en el Apéndice B. Asi
mismo, la conductancia normalizada del unicanal en la Figura 3.7(a) tiene el valor uno en el intervalo

®’e[0, 4] eliminando la brecha en la conductancia fonénica total de la nanocinta de grafeno periodica.
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e Transporte fononico en nanocintas de grafeno periodicas

En este apartado analizaremos el transporte fononico a través de la conductancia térmica por
fonones. En las Figuras 3.8(a) y 3.8(b) se presentan las conductancias fononicas G(w)/g!" = 7 (w) para
nanocintas de ancho w=11 (2.13nm) y de ancho W =401 (85.2 nm) respectivamente, siendo

I = KET / (3h) el cuanto de conductancia fonénica y usando los pardmetros o = f=3253 N/m y

y=753N/m de (3.65). La conductancia total G, (®)=G,(0)+G, (0)+G,(w) se obtiene de las
conductancias parciales G, (®), cuyos desplazamientos estan en la direccion p e {X, A Z} . Estas ultimas

se obtienen a su vez sumando las contribuciones del unicanal G, ,(®) y de los bicanales G, ,(®) con

I=1,---,N, es decir G, () :GO>#(0))+ZLGL#(0)).

ph

S 2 Gyw=11 @2 G,yG E
P - \a)w= .2nm — -
O -0 ( ) » Y M =
% = — G =
P 16 :— — G —:
g 12 :_ total _:
T 8K =
o r 3
o - 3
S o FF+t+++++F++t+t
£ 800 — (h)w=401(85.3nm) T AT
@ - X 4 D2 4 4
h—t . drm—— o ]
© 600 =g 1 TR TIT i
8 - (DOTI_—F\ N Energia (cm™ )]
(U 400 564 BEE? _
-IG Energia (cm™) ]
3

e 200 —
o 4
O
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Energia fonénica (cm™)

Figura 3.8 Grafica de transmitancia vs frecuencia para los modos; paralelos a Z (linea verde), en la direccion

Xy Y (lineas azules) y total (linea roja) para (a) una nanocinta de ancho W =11 (2.201 nm) y (b) una de ancho

W =401 (85.271 nm).

Obsérvese en la Figura 3.8 que la conductancia de los modos con desplazamiento en la direccion Z
se ubican en la region actstica de los modos en X y Y, debido a que la constante de fuerza y =75.3 N/m

es considerablemente menor que o = £ =325.3 N/m. Ademas, dentro de la aproximacion « = 3, los tres
modos con desplazamientos en X, Y y Z tienen el mismo espectro de conductancia en términos de
frecuencia normalizada @’ = o’ / ®’ , como en la Figura 3.5 donde los tres modos comparten la misma
relacion de dispersion. En dicho espectro universal de conductancia independiente de los pardmetros, el
minimo se encuentra en ®’=3 y los maximos se ubican en ®’=2y 4. Para el caso de nanocinta de
grafeno periddico con a=£=3253N/m y y=753N/m, el espectro de los modos con

desplazamientos en X y Y tiene sus maximos y minimos en
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Orfn1 = 4 /?v'—az 9589 cm™, @y .=, /T\A—az 1356.0 cm™ y mﬁin:,’%z 11744 cm™, (3.105)

mientras que el de los modos con desplazamientos en Z tiene sus maximos y minimos en

2 4
ol =, /M% 4614 cm”, ol = ,/ﬁz 652.5cm™ y ol =, /iﬂlz 565.1cm™. (3.106)

Cabe mencionar que los maximos oy, ~461.4cm™ y o,,.,~652.5cm™ son consistentes con los
obtenidos en la referencia [Li,2010].

La Figura 3.9 muestra la conductancia térmica por fonones por unidad de 4rea transversal G (T)/A
como funcidn de la temperatura para distintos anchos de la nanocinta de grafeno que van desde W =9
(1.78 nm) hasta W =1243 (264.6 nm), donde G (T) fue obtenida de la formula de Landauer (3.9) con
A=Wh usando un espesor de h=0.335 nm [Bae,2013].

108

G™/A (W K'm™)

8 10 12 14 16 18 20
Temperatura (K)

Figura 3.9 Conductividad térmica por fonones versus temperatura para nanocintas de
grafeno con distintos anchos W.
Notese en la Figura 3.9 que G™(T)/A en escala log-log tiene un comportamiento lineal, cuya

pendiente crece conforme el ancho de la nanocinta aumenta, partiendo de un valor casi uno para el ancho
W =1.78 nm hasta una pendiente cercana a dos para el ancho W =264.6 nm.

En la Figura 3.10 se presenta la variacion de D vs el ancho de la nanocinta (W), donde D es el
exponente en la relacion G™(T)/A~TP a bajas temperaturas. Obsérvese en la Figura 3.10 la transicién

de un comportamiento cuasi-unidimensional (D=1) cuando W=1.78 nm hacia uno cuasi-
bidimensional (D=2) cuando W =264.6 nm.
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Figura 3.10 Exponente D en la relacion G™(T)/A~TP® como funcién del ancho de la
nanocinta de grafeno (W).

¢ Nanocintas de grafeno con dislocacion transversal

Consideremos una nanocinta de grafeno, ilustrada en la Figura 3.11, con ancho de W=9 &atomos

(esferas obscuras) y longitud de L =4 atomos conecta a dos saturadores semi infinitos en sus extremos

(esferas claras), con una dislocacion transversal caracterizada por la constante de fuerza y, para los

modos con desplazamientos en la direccion Z 'y o, para los modos con desplazamientos en el plano XY.

Figura 3.11 Esquema de una nano cinta de grafeno (esferas obscuras) con ancho de W =9 atomos,
longitudinal de L =4 atomos y una dislocacion transversal caracterizada por «, y y,, conectado a dos

saturadores semi infinitos (esferas claras) por sus extremos.

La matriz dindmica ®, (3.68) para la nanocinta con L =4 es

@ I 0 0

d @, 51 0

— 2 2 XM

Po=00l gl @, |
0 0 -1 o -

donde ve{X,y,z}, oy =) =a/M, 0, =y/M, yy=as/a=y/ry

(3.107)



®, si j=2n-1y j#3

20000
% Coi 0 00O
D + -DI, =2 -
D = 1 (g ~DL st con ®=00¢ 00|, D, = i
000¢O
0000 ¢

3 -1
. _ . (3.108)
", si j=2n y j=2 vé [13}

oNeNoNok-J
oNeoNok - e
O oOe OO
o O OO
N O O OO

@, + (g —DL si j=2

En las Figuras 3.12(a) y 3.12(b) se muestran respectivamente la densidad de estados fononica
DOS(®*) = —Im{TrG*(®")}/(#WL) [Economou,2006] y la conductancia obtenida de la traza
normalizada Traza(®?)/Traza'™(®*) por la formula de Kubo-Greenwood (3.10) para la nanocinta de

grafeno mostrada en la Figura 3.11 con una dislocacién y, =0.95 (linea roja) y sin defecto y, =1 (linea

gris), cuya funcion de Green fononica retardada G(®) contiene una parte imaginaria 7 =107 coi y dos

saturadores representados por 20000 atomos cada uno.

2 IllIlIlIIIIlIIlIlIIIIlIllIlIlIIlIlIllIlIIIIlIllIlIlIIlIlIll

(@)

Sin defecto
Con defecto

Densidad de estados ()

Sin defecto
Con defecto

Traza(w?)/Traza'"(®?)
o~
T
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0 1 2 3 4 5 6
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aulon
Figura 3.12 (a) Densidad de estados fondnica y (b) traza de la formula de Kubo-Greenwood en (3.10) para

la nanocinta mostrada en el recuadro (esferas obscuras) conectada a dos saturadores (esferas claras) de
20000 atomos casa uno, con (lineas rojas) y sin (lineas grises) una dislocacion transversal caracterizada por

ay/a=yy/y =0.95. La funcion de Green en ambas figuras contiene una parte imaginaria de 7 =10" o, .

Notese en la Figura 3.12(b) la estructura escalonada en el espectro de la traza en ausencia de defectos
y sus correspondientes singularidades de van Hove en el espectro de densidad de estado presentado en la
Figura 3.12(a). Cuando se introduce una dislocacion transversal con una constante de interaccion
ay/a=y4/y=0.95, se observan cambios notorios tanto en la densidad de estados como en la traza,

donde los modos opticos son mas afectados por la presencia del defecto estructural, es decir, la ausencia
de las singularidades de van Hove en la region de altas frecuencias de la DOS, ya que dichos modos
tienen una menor longitud de onda.
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Consideremos ahora la misma nanocinta mostrada en la Figura 3.11 excepto por el ancho de
W =401 atomos (85.3 nm), la cual usando el método de canales independientes se transforma en un

unicanal y N =200 bicanales cuyas matrices dinamicas (3.72) son

1 2 3 4 1 2 3 4
.1 -1 0 0 e d 0 0
- .01 I+ x4 I-Zd ()1 y D, = . d, sdt Zqd, ()t
“Xa Mg - 0 xdr gy d
o0 0 -1 1 0 0 d e

siendo

20 I+xs O o b
g= , &4 = y d, = .
04 0 3+ -b o
Las matrices de transferencia para el unicanal dadas por (3.87) son

T, —{Zdl(l"‘?(d_a)z) _%dl}, si j=2

0,lzg — 1

1+ 7, —®
To,j: TO,Der:[ Zdl

—gd} si j=3

~2
T, = {2 _1(” bl}, en cualquier otro caso

y para el I-esimo bicanal dadas por (3.95) y (3.96) son
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(@ -2) b(&’-4) [ ,(@*-2) b (d°—4) |
2, K2 2, K -10 2, K 2, K -10
oy +b o +Db, oy +Db oy +b
~2 ~2 ~2 ~2
T, ,,= _b|((;) 22) O](;’J 24) 0 -1| Y Tiou= b|(20 22) O](;’J 24) 0 -1
oy +h oy +h oy +h oy +h
1 0 0 0 1 0 0 0
i 0 1 0 0] i 0 1 0 0]
excepto que alrededor de la dislocacion se tienen
o (@ —1-x) B(® -3-1x4) 1 0
;(d(0|2+b|2) }(d(0'|2+b|2) Xd
T,,= _b|(6)2 _21_72(d) o, (& _23_56(1) 0 1
X4 (o7 +b7) Xq(oy +b7) Xd
1 0 0 0
L 0 1 0 0 |
y
B 52 _1— ~2 1
X491 (® Xa) ~XaD(® —3—x4) 7, 0
of +b’ of +b} ‘
T, ;= Zdb|(632_1_7(d) Zd0_|(632—3_)(d) 0 -y
’ of +b’ of +b} ‘
1 0 0 O
i 0 1 0 0 |

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)



Usando las matrices de transferencia (3.111)-(3.112), se calcula la transmitancia en cada modo
T (@)=T; ,(0)+ Z|N:1 7 (@) siendo p e {X, Y, Z} a través de (3.52) y (3.97). La Figura 3.13 muestra la

conductancia total G, / 9" =7, . (®), donde T, (0) = T (w)+ 7,(®)+ (o), para una nanocinta de

ancho W =401 (82.2 nm) con una dislocacion transversal con diferentes grados de desorden
caracterizados por el parametro y, = (o /) =(y4/7) € [0,1].

800 |-

ph
0

600 |-

400 |-

200 |

Conductancia térimica G"/g

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Energia fonoénica (cm™)

Figura 3.13 Conductancia térmica por fonones G ™ / gOph vs energia fononica para una nanocinta de grafeno

1600

con ancho W =401 4tomos (85.2 nm) y una dislocacion transversal de y, =ay/a=y4/7 -

Notese que la conductancia térmica por fonones de los modos acusticos de baja energia menor que
50 cm™! no son perturbados por la presencia de la dislocacion transversal, ya que la longitud de onda de
dichos modos es mucho mayor que el tamaiio del defecto.

e Nanocintas de grafeno con multiples dislocaciones transversales

En este apartado analizaremos la conductividad térmica por fonones ™ =GPL/A de nanocintas de

grafeno con dislocaciones transversales aleatorias tanto en su posicion como en la intensidad de
distorsion, donde A=Wh usando un espesor de h=0.335 nm [Bae,2013]. En este trabajo consideramos
una concentracion de dislocacion del 35% cuyas posiciones se determinan usando generadores de
nimeros aleatorios, mientras que para la intensidad de distorsidn usamos una ventana de ancho 30%
respecto a @ =325.3 N/m o y =75.3 N/m, es decir, y4 =4 /a=y,/y €[0.7,1.3].

En la Figura 3.14(a) se muestra la conductividad térmica (k) promedio (circulos rojos) vs la longitud
(L) para una cinta de grafeno de ancho W =7043 &4tomos (1.5 um) a una temperatura de T=300K,
donde el promedio estadistico se realizd sobre 10 configuraciones aleatoriamente elegidas, cuyas
conductividades maxima y minima se indican a través de las barras de error. Los resultados tedricos son
comparados con los datos experimentales (cuadrados azules) obtenidos de una cinta de grafeno de una
sola capa con ancho de 1.5 pm [Xu,2014].
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Figura 3.14 (a) Conductividad térmica promedio (circulos rojos) vs longitud de una cinta de
grafeno con ancho W =7043 atomos (1.5 um) a T =300K, donde el promedio se realiz6 sobre

10 configuraciones con dislocaciones aleatorias a una concentracion del 35% y una variacion de
X4 €[0.7,1.3] donde las barras de error denotan la maxima y minima conductividad térmica

obtenida en dichas configuraciones. Los resultados tedricos se comparan con los datos
experimentales (cuadrados azules) obtenidos de la Ref. [Xu,2014]. (b) Conductancia térmica
promedio (G) por unidad de area (A) vs temperatura (T) para cintas de grafeno de longitudes 0.5
um (circulos rosados) y 0.7 um (circulos naranjados) en comparacion con los datos
experimentales de 0.5 pm (esferas azules) y 0.7 um (triangulos verdes).

En el recuadro (b) de la Figura 3.14 se presenta la conductancia térmica promedio (G) por unidad de
area (A) como funcién de la temperatura (T) para cintas de grafeno con longitudes de 0.5 pm (circulos
rosados) y 0.7 um (circulos naranjados), cuyo promedio fue obtenido de 10 configuraciones aleatorias
bajo las mismas condiciones de la Figura 3.14(a), es decir, una concentracion de dislocacion del 35%
con posiciones aleatorias e intensidades de yy =a4/a=y,/y €[0.7,1.3]. Los resultados tedricos se

comparan con los experimentales obtenidos de cintas de grafeno con longitudes de 0.5 um (esferas
azules) y 0.7 um (tridngulos verdes) reportados en la Ref. [Xu,2014].
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Conclusiones

En esta tesis, hemos estudiado los modos normales de vibracién o fonones en el diamante, grafito,
grafeno y cintas de grafeno dentro del modelo de Born-von Karman. Asi mismo, hemos desarrollado un
nuevo método de canales independientes para investigar el transporte fononico en cintas de grafeno con
longitud mesoscopica y dislocaciones transversales aleatoriamente distribuidas. Los principales
resultados obtenidos pueden resumirse como sigue.

1.

El modelo de Born-von Karman reproduce correctamente la relacion de dispersion experimental,
cuando sus parametros se determinan minimizando la desviacion estandar respecto a los datos
medidos por dispersion inelastica de neutrones y de rayos X.

El desdoblamiento de las eigenfrecuencias en el punto I" para el caso del Grafito puede explicarse
dentro del modelo de Born-von Karman a través de las fuerzas inter planares débiles de Van der
Waals.

El método de canales independientes constituye una herramienta eficiente para el estudio de
transporte fononico en cintas de grafeno sin introducir aproximaciones adicionales.

La conductancia fononica de cintas de grafeno esta constituida de escalones con altura del cuanto
de conductancia fonénica (G/") proveniente del transporte balistico en el Unicanal y los

Bicanales efectivos.

A bajas temperaturas, la conductancia térmica por fonones (G™) por unidad de 4rea transversal
(A) es una funcién de la temperatura (T) como G™(T) / A~TP ylaexponente D €[l,2] crece al
aumentar el ancho de las cintas de grafeno.

La presencia de dislocaciones transversales reduce significativamente la conductancia térmica
por fonones (G™) sin afectaciones importantes a sus modos actisticos.

La conductividad térmica obtenida de cintas de grafeno con dislocaciones aleatorias tiene una
buena concordancia con los datos experimentales.

Por ultimo, el modelo de Born-von Karman y el método de canales independientes presentados en
esta tesis pueden extenderse al estudio de transporte de otras excitaciones en cintas de grafeno de longitud
macroscopica con dobleces y rugosidades.
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Apéndice A Canales Independientes en Cintas de Grafeno

Dentro del modelo de Born-von Karman (BvK) presentaremos en este apéndice los detalles del método
de canales independientes para una cinta de grafeno con borde de tipo zigzag de ancho W y longitud L,
conectada a dos reservorios izquierdo y derecho de la misma estructura y ancho W pero longitud semi-
infinita, como se muestra en la Figura A.1.

Figura A.1 Esquema de una cinta de grafeno en la direccion X con L lineas
transversales de W atomos (esferas obscuras) en cada una, conectada a dos
reservorios de grafeno semi infinitos (esferas blancas) por sus extremos.

Las matrices dindmicas (2.39) son diagonales dentro de la aproximacién f =« , por lo que la matriz

dinamica @ de la cinta de grafeno es separable para los modos con desplazamientos a lo largo de las
direcciones X, Y y Z de tal forma que

o 00
o= 0 @, 0 | (A1)
0 0 @,

donde @, ®, y @, se pueden expresar en términos de las L lineas transversales como
a 4
o0~ 20 y o-La (A2)
X YT M Y Y

con
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0, 0 0 0 0 0

0, ®, 0, 0 0 0

0 0, ® 0, 0

0 0 O, ® . : .

D= Lo 1 2 Lo, 0 L (A.3)

0 -~ 0., ® 0 0

0 O ®L (I)L+l L

o 0 0 -~ O 0 0, O '

siendo @;=—y; 1y y,=¢; / a=y, / v la interaccion entre las lineas transversales j y j+1, ilustrada
en la parte superior de la Figura A.l, ademds se tiene y, =y, =1 para los reservorios periodicos
izquierdo y derecho. Las matrices ®; en (A.3) de tamafio W x W representan las interacciones entre los

atomos de la linea transversal j-ésima, las cuales para j=2n+1 impary j=2n par son dadas por

_g;n_H 0 v v o 0 | _¢2n,10 T I
0 ¢yuy 0 =+ = 0 o . .. :
0 e T T R P :
®,, = L oy, = T - (Ad)
2n+1 " Oone 2 U O B
: s e, e . 0 0 - - 0¢2n,N 0
0 0 - e O¢2n+1,NJ 0 e e 0y
donde &; = x; , + x;, N=(W~-1)/2 yparatodo I =1, ... ,N se tiene
I+y. ,+x; -1
1T A
= ) A.
e Diagonalizacion de @; para todas las lineas transversales
Proponemos una transformacion unitaria W dada por
W, o 0 - 0
0w, :
W=|... 0 . . . 0 - (A.6)
oW .
o - 0 0 W

donde las matrices W; para j=2n+1 impary j=2n par estan dadas por
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siendo

Sea ® = W'®W , entonces (i)X :&)Y :(a/M)(i) y ®, =(y/M)®, donde

D,, =

W2n+1 =

donde &; =y, + %,

. D, 0, 0 0 0 0 0
.0, ®, © 0 . i 0 0
0 o @, O, 0
& - 0 0 O ®, . o . : ’
P © P 0
0 o ci;L ® 0
0 0 0 ®tl_ (I)L+1 ®L
0 0 O 0 0 G)tl_ D,
siendo (i)j=V\/jt(I)jV\/j y (:)j =—x;W/W,,, . Las matrices &)j pueden ser
$2n,l 0 0 0 Enn 0
0 . oo . 0 ¢, O
FEE R
S 0 @y, =| . . .
e 2 : N R
0 0 ¢,y O : N
0 0 &, 0 0
~ A1l 1+xy. +x -1 11
¢jI=Wt¢jIW=l|: } A T4 { }=
’ ' 2111 -1 I+ ,+x; |L11

el

1
1

|

|

]

0 EJ

0
0
. 0
0 ¢2n+1,N i
el 0

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

2

(A.11)

con gj-* = 2+Zj—l + X mientras que (:)J- = —;(J-VV;\VJ-H cuyos productos impar-par (W;n_IWZn) y par-

impar (W, W, ., ) estan dados por
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N-+1 N+1
(a 0 0 - 0] a' b 0 - 0]
b b . . 0 b . e
W2tn71W2n= 0 R 0|y Wzth2n+1= 0 - - .0}
: . b0 ot b
0 - 0 b c 0 -0 0 c
donde
1 1|-11 1|1
a=—|-11{, b=— c=—=|_|.
A o=s v e
e Reorganizacion de la numeracion de lineas transversales
Permitanos introducir una permutacién Il dada por
P 0O 0 -
0P .
O=|...0 .. . 0 ---|,
AR T
~0--0 0 P~
donde P; son matrices de tamafio WxW. Si N es un nimero par, se tienen
1 N/2 N/2 1 N/2 N/2
'oP, O - OP, O - 0| (1 0 o e 0]
.0 P, . R S oP, 0O -~ 0P, O .- O
R .00 . 0 P, . LR, T
Do 0 P, 0 0 P, N .00
P=:: 0 P,0 - 0P, y2P = : 0 P,O0 0 P,|,
A S . P, 0 SRR 0 P2.10 0 P,
20 R o Py - P, 0
Op, 0 OP, O 0 20 L R
L0 0 | 0P, O oP, O 0 |
mientras que si N es impar entonces
| (N+1)/2 (N-1)/2 1 (N-1)/2 (N+1)/2
0P, O 0 P,0 0 10 - 0]
: 0 P, . P, . : oP, 0 - - o pr, 0 -0
Do Py . P, O Do . .. 0
D 0 P, 0 0 P, N P, 0 - 0 P,
B 1 R F R LI
U coo 0 R T
: 0 P, - Py : SR o Co
Op, 0 - - 0P, 0 0 : 0 P, P, :
Lo 0 | 0P, 0 0P, O 0 |
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(A.13)

(A.14)

(A.15)

, (A.16)



donde

10 0 1 0 0 0 0
P, = 0 ol P, = 0 ol P = 1 0 y P22:_0 1l (A.17)
La matriz dinamica reorganizada es ® = IT'®II , es decir D, =D, =(af M)® y ®, =(y/M)®, donde
. D, 0, 0 0
. 9 ® 0, ' 0
_ N - S
| a1
S T
0 e, 8,
0 0 - 0 & &,
siendo
- tx & Vnany2 0
o, =P'o,P = . (A.19)
0 5 lnony
con |, la matriz identidad de orden . Por otra parte, en (A.18) se tienen
_ _ A B — ~ A B
®2n=T2:1®2n"P2n=ZZn|:%t C} y ®2n+1:?2:1+1®2n+1"p2n+1:;(2n+1|:_%t €:|: (A.20)
donde
N+1
— ﬁ -— N
0 0 oo --- 0 01 o 0
\/5 0 1 0 0 1 O 1 .
-1lo 1 0 1 : 1 . )
A=—/| vy €=—(0 1 -0 0 0] pw, (A.21)
2 : 0 1 . 0 2 Co. 0 1
o . 001 0.0 11
0 0 -0 1 1
mientras que 2B para N pary para N impar estan respectivamente dadas por
N N
2 o o o0 N T
0O -1 0 -+ 0 0O -1 0 -~ 0
S I | e O s
200 1 -, .0 200 1 -, .0
: 0 -1 P ()
o - 0 -1 1 o -~ 0 1 -1

e Diagonalizacion de las interacciones entre lineas transversales (A y €)

Sea o eigenvalor de € con eigenvector C' =[C; =+ ¢ - Cy], entonces
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¢ | (001 0 «-v vov onn o ¢, ] [¢ | ¢, =20¢,
c, 10 . . X c, C,+¢, =20¢C,
: 110 [T B Sl : :
€| =3 .1 01 . | ¢ |Fo| ¢ | = 4¢,+C,, =20C . (A.23)
: : RPN R | B 1 :
Cy_i : L0 1cy Cy_i Cy_, +Cy =20C, |
Cy | [0 e 0 1 1jcy | [¢C] Cy_, +Cy =20C,

Sea ¢, = Ae"** +Be™"** con i = J—1, de (A.23) se tiene
Ae'***+ Be " =c, =20¢C, =20(Ae"*+Be?)
iAe‘“")ka+ Be ("t gl B e= ¢+ =20C =20(Ae"*+Be "),  (A24)
:Ae“N*”kaJr Be 'V 4 Ae'Me 4+ Be N ! = 20 (A + Be N )

las cuales conducen a

Aei2ka+ Be—iZka — 2O_(Aeika+ Be—ika)
ik

e e =24 , (A.25)
Aei(N—l)ka+ Be—i(N—l)ka + AeiNka_I_ Be—iNka — 2O_(AeiNka+ Be—iNka)

entonces
A=-B A=-B
o =cos(ka) = Jo =cos(ka) , (A.26)

sin[(N—1T)ka]+sin(Nka) =2cos(ka)sin(Nka) cos[(2N +1)ka/2]sin(ka/2)=0

usando sin (X —Y) =sin (X)cos(y)—cos(X)sin(y) y sin(X)—sin(y)=2cos[(X+Y)/2]sin[(x—Y)/2]. Si
sin(ka/2)=0 = k=27/a = ¢, =Ae"**+Be"** =0, VI . Entonces,

cos£2N+1kaj=0 = k=[ 2T para =N (A27)
2 2N+1/a
y los eigenvalores de &€ son
Ql+hx
o, =cos| —— |, para | =1,...,N A.28
! [2N+1 P (A28

Dado que €c=oc, probaremos las siguientes propiedades.
I a, = [1/ 21 1] es eigenvector de 2 con eigenvalor o, =—1.

(II) 2Bc es eigenvector de A con los eigenvalores o, de (A.28), es decir, A(Bc)=0c (BcC).
Demostracion (I). Sea a, = [1/\/5 - 1], entonces
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0 V2 0 - - 0([1/42] 2] 1/42 ]
20 10 0] 1 2 1
-1 : -1
Aa, = — 0 1 0 .1 e __! 2 —_1 1 —_a
0 1 . .0 2] : :
oo o001 2 1
0 0 -0 1 o1L ] [2) [ 1]
Demostracion (I). Sea N un ntimero par y dado que €c = o c, entonces
N — -
3 . 2¢
20 0 0 o ven e oll ¢ \/—_C I
0 -1 00 S G g
1010 e N
110 10 -1 : : 1 2.
Bec=—0 0 -1 .. 0 Al G = ' N+,
2 : o001 e Cors 2| =Cypy +Cypyy
01 .. 0 Con __C2n+2
: SORETN S | :
0O - - 0O ---0 -11 Cy Cnoo = Cy
- - L —Cy_; +Cy ]
asi
N +1 _ - —
0 2 0 0 0 - cov -nt 0 V2, V2c,
20100 : o Tas
Sl —c +c, c,
0 1 010 : c—¢ c—c
. . 2 4 1 5
2A(B0) -110 0 1 0 1 . : : 1 :
O=—10 0 0 1 . . : ' =— :
4 : o0 1 - Con ~Conia 4| Coni —Conis
: 01 . .0 _C2n+1_+C2n+3 s "fczn+4
: L0 ' :
C —C Cy.—C
0 oo eenoenn 0 --0 11 N-2 T N N-3 TN
L L _CN71 + CN N __CN72 + CN*I
Usando (A.23) podemos reescribir (A.31) como
- V2e, || 220, 1 | V2¢ |
—C,—C, -20¢C, —C,
C, 20¢,—20°¢C, C,—C
C,—C; (20c,—-¢))-(20¢C,—C,) c,—C,
1 : 1 : _ :
4| Coni=Conys 4| (20C),—C,,,)—(20C,,.,—Cyp) 2| GGy
~Cont Coniy _(2UC2n+1_C2n+2)_+(2O-C2n+3_C2n+2) ~Conii T Canss
Cnos—Cy (2oCy_,—Cy )—(20Cy—Cy ) Cno—Cy
| —CnatCyy | —(20Cy_—Cy)+(2aCy—Cy) | —CyotCy |

en otras palabras, 2A(28¢) = oc(28B¢) . Para el caso de N impar, se tiene
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=o(Bo),

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)



ir .1 | V2 ]
20 0 0 o ven e oll ¢ \/__Cl
0 -1 00 : C, 2
1010 e aTe
o 1o .-
Bc=—| 0 0 -1 . . 0 Sl C, == : N, (A.33)
2 : o0 1 el C;\l 2 —Cont TGy
01 . -0 C2n __C2n+2
: 01| ey :
0 -n --e 0 -0 1 -1| ¢ ~Cnoo +Cy
T B Cnoi —Cy
asi
N-+1 _ _ _ _
o J2 0 0 0 oo ven oo 0] \/Ecl \/Ecz
20100 : o a5
1010 3 “
. . C,—C C,—C
2[(%) -1 0O 1 01 -. : 2:4 1 1;5
C)=— 0 01 . .0 : ' =— ' N+ (A.34)
4 B I Con —Coniz 4 Coni —Conis
01 . "0 _Czn+1.+czn+3 =, ".'Czn+4
w0 : :
......... 0 ---0 11 ~Cnoa T Cy st Cy
- - Cno —Cy L Cnoo —Cyy i
Usando (A.23) podemos reescribir (A.31) como
2, || 22 o, 1 [ 2¢ |
—C,—C, -20¢C, —C,
C, 20C,—20¢, C,—C
C,—Cs (20c,-¢))-(20C,—C,) c,—C,
LN 1 : _c 5 - 5(Bc) A35
41 Cyp = Conis 4| (20¢,,—C,,,)—(20C,,,,—Cypyy) 2 Con—Consa - ' (A.35)
~Cont Conyg _(2GC2n+1_C2n+2)_+(26C2n+3_C2n+2) ~Conii T Cons
—Cy_;+Cy —(2ocy ,—Cy )+ (20C—Cy ) —C\_, T Cy
| Cna—Chy | (2ocy_,—Cy)—(20Cy—Cy) Cno—Cy

Por lo tanto, A(Bc) =oc(Wc) para N tanto par como impar.

En resumen, el conjunto {C, ...

,C,...,Cy} de ecigenvectores de &

tiene eigenvalores

o, =cos[(2l +1)z/(2N +1)] para 1=1,..., N, mientras que los eigenvectores de 2 estan dados por

{a,,a,,...,,...,8y} con aoz[l/\/i - 1} y a,=92B¢, para | =1,..., N, cuyos eigenvalores

son respectivamente o, =1y o =cos[(2l+1)z/(2N +1)] para I =1,...,N .

Sean C=|[c, -

g -

eN] y A=[ao a, «-a -

ortonormales ({C,} y {q,})de &€ yde A, respectivamente, entonces
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a=ARA=|: |y e=Cec=| Y 0 o (A.36)

Por otro lado, como B¢, || 4, entonces B¢, =h a,, donde by =3 B¢, =C;W'Be, /«/C}SBtEBC, ya que

a=a/a|=Bc /w/C}SBthcl . En consecuencia,
5]

0
At
al a‘l

b=ABC=|3, [B¢ BC, - B, ]=|a [[ba ba, - ba,]

L] =N (A.37)
pala, bala baa, | o 0 .- 0 ’
17701 27072 N™0™N
ba'a, baa, --- byaa, b, 0 - 0
=|baa, baa, - baa, =|0 b, - 0 :
ba\a baa, - beaia, | L0 0 by
puesto que étj a,=0;,. Sea
/—JI%
80 -0 -
om0 a3 )
v 0 - 0 M.

donde I es una matriz unitaria de dimension W x W . Entonces la matriz dinamica transformada por U

es ®=U'DU, es decir @, =@, =(a/M)® y ®, =(y/M)®, donde

. ® 0, 0 0
e, o
®=|... 0 - (:)L_1 0 -/, (A.39)
; : (:)tl_—l qV)L éL
0 0 (:)E_ (I)L-H
siendo
_ - t e lns 0 o 0
q)] Z}th)jﬂ:|:A Ot:| I (N2 . |:A 0:|: JND2 + ) (A40)
0C 0 el JLO C 0 ej linonya
— — At o|l2A BI|[AO a -b
®2n :ut(")znu :ZZFI[ O Ct}[%t e :||:0 Cj| :Zzn ‘:bt c :| (A.41)
y
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_ _ A 0 2A BI|A O a b
Oy = }vlt('bznﬂ}-l = Xons [ 0 Cti||:_%t ¢ }{ 0 C} = Xonsl |:_bt c} : (A.42)
Sustituyendo los resultados (A.36) y (A.37) en (A.41) y (A.42) se tienen
_Uo 0 -« -e- 0 O - --- 0 | _00 0 - .- 0 0 -« --- 0 |
0o . Db 0o = ib
o, .ot 0 -b o o A I O
3 : L0 0 3 : o0 0
0y =2on| 0 oo o 0oy 0 - 0By |y Oy, =150, 0 - - 0 oy 0 - 0Dby| (A43)
0Ob 0 0o 00 0 b 000 00
v b .t 0 o : I 0§ 0o, " :
: L0 0 : L0 L0
IEUNEREIREE 0 by, O 0 oy |0 e e 0 -by, 0 0 oy |
Sea @=0,,.,/ 7, » entonces de (A.43) se tiene @,, = y, @', por lo que para j impar
(i)j Zj(:) 0
O=|". 20" @, 1.0 (A.44)
0 Zj+l(:) (i)j+2
Sustituyendo (A.43) en (A.44) se tiene )
o=|. Lo,
X0 D,
g 00 0 0 - -e- 0 x40, 0 o o 0 0 - - 0
! 0 0 0 0 ze b e
. 0 0 g : Do 20, 0 xb, -
: : . 0 : : : .0 oo 0
0 0 0 & 0+ ------ o 0 - 00y 0 0 7;by
0 0 ...... 0 & 0 0 0 _).(jb] 0 --- () 70, 0 ()
- 0 & soahy e 0 ey
: : : . 0 . 0 .0
_ 0 0 - - 0 0 0 ¢ 0 o 0-z,by 0 00y
N 20, 0 - e 0O 0 - .- 0 &, 0 0 0 0 - 0
0 yjo L P00 g 0 0 0 e 0
ZJO'Z:'. 0 -;_(jb2 0 0 ‘5:j_+1. :
.0 . 0 : . 0 : :
0 - - O0yoy 0 0-7by 0 0 0c, 0 - 0
0 b 0 - 0 x0 0 0O 0 0 .- 0 &, 00
b s 0 goy 2 0 e, (A.45)
L0 .0 : :
0 0 by 0 Oyiop 0 0 - oo 0 0 -0 ¢,




Notese en (A.45) que los elementos de color verde forma un mono canal, mientras que los elementos de
otros colores (vino, azul, ... , magenta) constituyen multiples bicanales independientes de cada color. La

matriz dindmica @ puede reescribirse como

S0 - - 0
0D
o= : -.D,. |, (A.46)
0 - --- 0D,
donde la matriz dinamica del unicanal esta dada por
g Gy O - 00
R T
s=|." % %u _ , (1.47)
’ Gora 0
0 GoL1 €L Oou
0 0 0 Gy ela
mientras que la de los bicanales por
g dj, 0 0 0
~d, g d 0
t ..
o | 0 t- : (1.48)
2 odi ., 0
0 dyy g d
0 0 0 di,L €
g dy, 0 0 0 - g dy, O 0 0
d,, ¢ d,, 0 “dy, g dN,l 0
o0 ody, e T T T o0 ody, e e e T
D,=(." . o D= L (1.49)
b s ody 0 lE s e 0
S0 ady g dy e 00 e o dy ey g dy
0 0 .0 dtZL g - 00 0 dtN.L €,
con 6, =0,%;,
d [0' b'} “ 0 (A.50)
N i 'b| o, i 0 3}

Una representacion esquematica de la matriz dindmica @ (A.46) se ilustra en la Figura A.2.

71



sajeueoig N
N

Figura A.2 Representacion esquematica de la matriz dindmica @ que consiste de un solo unicanal y
N = (w —1)/2 bicanales independientes.

En este apéndice hemos desarrollado una transformacion unitaria que convierte a cintas de grafeno
con bordes del tipo zigzag a canales independientes con el fin de estudiar el transporte fondnico en dichas
cintas con defectos e impurezas aperiddicamente distribuidos.
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Apéndice B Transmitancia en Bicanales

Consideremos un bicanal con L lineas transversales, cuyos extremos se conectan a dos saturadores de
bicanales semi infinitos similares al bicanal central pero periddicos, como se muestra en la Figura B.1

u,, u Upg Ury

— e 0 ¢

— C O O

+ +
Uy, uy Uy Upy

C O C O - _b, = b, — G,
Figura B.1 Esquema de un bicanal con L lineas transversales y desplazamientos U, y u; para las cadenas

superior (esferas verdes) e inferior (esferas azules), ambas conectadas a dos saturadores de bicanales semi
infinitos periddicos (esferas blancas y amarillas).

En este apéndice presentaremos un método para calcular la transmitancia en dicho bicanal a partir de las
matrices de transferencia { T, }, donde s denota la linea transversal del bicanal, las cuales relacionan

desplazamientos U, con U, de la siguiente forma

. U ug
U, =Tu, siendo U, = y Ug=| ° | (B.1)
uS—l us
En la seccion 3.2 obtuvimos las matrices de transferencia para S par (3.92) y s impar (3.94) dadas por
T. = _(dtzn)_] (szn _6)21) _(dth)_1 dt2n—1 (B.2)
2n I 0
y
—d;} (g, —®T) —d;,.d
T2n+1 :|: 2n+l1 2In 1 2n01 2n , (B3)
donde
ob g 0 _ .
ds:Zs b > &= v & TXsa T Xss & =2+ Yot Xs YZs:as/a:ys/y' (B4)
-bo 0 &
Para los saturadores periodicos se tiene las matrices de transferencia ('T'S) dadas por
I Py o B Ca-lia ~2 .
Tpar _ d) (e—oT) -1 Y T = d (e—o1) -1 (B.5)
I 0 I 0
siendo
ob 20
d = = . B.
Sl v elad] ®9
Sean M_ =T, T, y M ='T'impar'i'par entonces
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- » 5 t _~21 _~ZI _ 21 t _~2I
M:-rimarTar:iz dEe-oTd(E-aT)-d dd'(e—aT) ’ B.7)
e d —dd(e-&°T) —d’I
donde se us6 que
d'd=dl con d=c’+b’. (B.8)

e Matriz dinamica y soluciones degeneradas

Por otro lado, la matriz dindmica en espacio reciproco similar a (3.78) se puede escribir como

- u i2ak t u u
0 I D S P Ea P ®9)
uimpar (1 +€ )d & uimpar uimpar

Ahora vamos a establecer una relacion entre los eigenvectores de la matriz dindmica D(K) y los de la
matriz de transferencia periodica M(&?).

Propiedad I. Sea U eigenvector de (k) con eigenvalor &> entonces U es eigenvector de M(&?)

con eigenvalor exp(i2ak).

u ~
Demostracion. Sea U :L IJ un eigenvector de D(K), es decir
u2

£ (1+e?9)a' [ u fu
. BEH I (B.10)
(1+e"*)d € u, u,
entonces
(e—&Du, =—(1+e***)d"u, (B.11)
y
(e—&Du, =—(1+e"***)du,. (B.12)

Por otra parte, de (B.7) tenemos

» u t _ ~21 _ ~ZI _ 2 t _ ~ZI

ik :LZ dE-—oDd(e-o )1112 d u1+2dd(£ @ Tu, ’ (B.13)
u,| d —dd(e-oT)u, —d"u,

usando (B.8) y (B.11)
—dd(e—@'TDu, —du, =d(1+e”*)dd'n, —du, =d*(1+€***)u, —d’u, =d’e***u,, (B.14)
mientras que de (B.8), (B.11) y (B.12) obtenemos
d'(e-®’Dd(e—®’Du, —d’u, +dd' (e -’ Du, =

=—(1+e"*)d (e-®’T)dd'u, —d*u, — (1+e***)dd'du,
=-d(1+e"*)d" (e- @’ Tu, —d’u, —d*(1+e"**)u,
=d(1+e*)1+e**)d'du, —d’u, —d*(1+e "), (B.15)
=d’(1+e”™)1+e ™ )u, —d’u, —d*(1+e ),
=d’(1+e ) [1+e —1Ju, —d’u,
— dz(eiZak +1)u1 _dzu1 — dze”akul,

sustituyendo (B.14) y (B.15) entonces
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d2 dZEiZaky y

i2ak

2 i2ak
Mu:i|:d & X:|:ei2ak |:X:|:ei2aku. (B16)

Por lo tanto U es eigenvector de M(®?) con eigenvalor €

Para sistemas con constantes de fuerza reales, se tiene D(—k) =D*(k), entonces &*(k) =®*(-k),

la cual es una consecuencia de la simetria de reversibilidad temporal [Callaway,1974]. Para las

frecuencias ®’e [3 — \/l —4|o|+40°+4b%, 3—|b|(c?+ bz)_l/z} en la banda acustica y las frecuencias

G)ze[3+|b|(02+b2)*1/2, 3+\/1—4|0|+40'2+4b2} en la banda Optica, se tienen cuatro soluciones

degeneradas {V; (®,k,),V; (®,k,),V (®,—K,),V; (®,—k,)} para la misma @, mientras que el resto de
las bandas tiene una degeneracion de dos, es decir, se tienen dos eigenvectores con k € R y otros dos
con k € C evanescentes, como se puede apreciar en la Figura 3.5. En otras palabras, de la propiedad I se
tienen

+i2ak;

DKV, (@,.k) ="V (@.k) y M@ )WV, (@k)=e"V (k). (B.17)

cuyas eigenfunciones son ondas planas que viajan a la derecha (+) y a la izquierda (—). Para los intervalos
de frecuencia con degeneracion cuatro, se puede definir la matriz Q =[V,” Vv, Vv, vV, ] de eigenvectores,

la cual diagonaliza M(&?) de la siguiente forma

e e, 0 gi2ak et 0
Q MQ:{O e} con e+:{ 0 ek y e = 0 ek | (B.18)

S+

Analogamente, para los intervalos con degeneracion dos, se tiene Q =[V,” ¥, V" v, ], donde V;* son

las soluciones evanescentes.
e Transmitancia de los bicanales

Sea M la matriz de transferencia total que para L impar esta dada por
M=M;M; ,---MM; con L=(L-1)/2, (B.19)

donde Uynyy) = Mu,, =T,,,T,,u,, con n=0,1,---, L. La matriz M conecta los desplazamientos del
saturador 1zquierdo (Y, ) con el derecho (U, ) a través de

u_,=Mu,. (B.20)

Para intervalos de frecuencia con degeneracion cuatro, proponemos las ondas planas (B.17) como

los modos vibracionales en los saturadores izquierdo y derecho, es decir, inyectando V| en el saturador

izquierdo se tiene

i2nak; —i2nakj o ,— —i2nak - :
i ! 1 2
+r ;e Vi +r, e V,, sin<o0

h o |vie
(rJ1) =1, i2nak;  ,+ i2naky ~ ,+ . ~ ’ (B.21)
t, e Y+t e TRy, sin>L+1

donde 1 ; y t; son respectivamente el coeficiente de reflexion del modo Vv, y el coeficiente de

transmision del modo " ambos debido al modo V|, siendo 1 =1,2.
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Entonces, la onda incidente y saliente total (U, = (ln) + u§ﬁ> ), usando (B.21) esta dada por

V;reiznakl_l_,v;eiZnakz_l_ rl | e—iZnakl,Vl—_i_ rz ) e—iZnakz,V2—+ r.l 5 e—i2nakl,vl—+ rz 5 e—iZnakz,vz—, sin<o0
Uy, = ’ | : | (B.22)

t, eyt eyt eyt 1t ey, sin>L+1

la cual se puede reescribir como

1 0
viviv vl 1 Q| o | sin<o
v v, v v B 7- = , sin<
1 2 1 2 rl,le i2nak; r1,2e i2nak, e?
—i2nak —i2nak
rz’le 2 rz,ze 2
uzn - i2nak i2nak ’ (B23)
| I
t,e ! t1,2e !
~ ~ t ei2nak2 t eiZnak2 ent )
(Vv vy vy v ]| e =Q| |, sin>L/2
0 0 0
0 0
donde
r r. t t ei2nak] 0 e—i2nak1 0
R ) & = ey e" = ek |2 (B.24)
i Do t, b, 0 g 0 e 1

siendo r y t las matrices de reflexion y de transmision, respectivamente. Sustituyendo las condiciones
a la frontera (B.23) en la ecuacion de transmision (B.20) se tiene

e£+1t B |
Q{ 0 }—MQL} (B.25)

entonces

e+|:+1t s | - |

) _qw[!]-m[1] ®29
donde

e B M., M,

M=Q MQ—LM,+ M,J, (B.27)

siendo M., y M, _ matrices de 2x2. A partir de (B.26), se obtiene el sistema de ecuaciones

L+l
e, t=M, +M_r
i o I (B.28)
0=M_,+M__r
Despejando r y t de (B.28), se tiene
r=-M"'M_,
’ ’ (B.29)

t= (eh+1)_1(M+,+_ M+,—M:,1—M—,+)

Cabe mencionar que para los intervalos de frecuencias con degeneracion dos, se asigna la
transmitancia de los modos evanescentes igual a cero.
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e Normalizacion de transmitancia y reflectancia

En sistemas donde se propagan ondas con la misma frecuencia pero diferente magnitud del vector
de onda, los coeficientes de transmision y reflexion requieren una normalizacion mediante el cociente de
velocidad de propagacion, como podemos visualizar a través del siguiente ejemplo de un sistema
unidimensional con saturadores izquierdo y derecho compuestos por atomos de diferentes masas
[Economou,2006]. Para una frecuencia de vibracion (®) dada, los desplazamientos en los saturadores
izquierdo (I) y derecho (D) del sistema pueden escribirse en términos de ondas planas como

u (x)=Ae"*+Be ™, x<0
up(X) = Ae™X +Be X L<x’

entonces el flujo de probabilidad, de la corriente fononica, que transita por el saturador izquierdo esta

(B.30)

dada por
JI = h ur au| _ul aJI :zlm(ur%j, (B31)
2Im OX OX m OX
de la ecuacion (B.30) se tiene que
uy = Ale "+ B (B.32)
y
ou, . ik, x ik X
K:Ikl(Ale —Ble ) (B33)
Entonces

_h *aul _hkl H 2 * —i2k; x * i2k x 25| 2 2
J.—Elm(u. aj—ﬁlm{n(w ~A'Be " +BIAe™ —|B ) =v,(|A [ ~|B ), (B34)

siendo v, =7k, /m la velocidad de la onda vibracional. De forma analoga a (B.34) podemos obtener el

flujo en el saturador derecho, es decir

h ou
Jp=—Im|ug —2 |=v 1B, [). B.35
0 mm(oaxj 2(A P =B, ) (B.33)

Usando la ley de conservacion de flujo tenemos que
V(AP =B ) =v(A T ~B, ). (B.36)

Suponiendo que las ondas inciden por la izquierda, se tiene A =1, B, =1, A =t,, y B, =0, donde
h, y t,; sonrespectivamente los coeficientes de reflexion y transmision con onda incidente en el medio
1, mientras que la reflejada en el medio 1 y la transmitida en el medio 2. Asi (B.36) se transforma en

Vl(l _| r1,1 |2) =V, ‘t2,1 |2~ (B-37)

Definiendo los coeficientes de transmision t,, y reflexion F,, normalizados como

_ V. V
t,, = ’—zt n, = ’—1 r., B.38
2.1 v, 21 ¥ N v 1,1 ( )

se tienen la transmitancia J y la reflectancia /R normalizadas como
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T =] 2.1 |2 y R:’Fl,llzﬂ (B.39)

por lo que de (B.37) se concluye
T+R=1. (B.40)

Para los intervalos de frecuencias con degeneracion cuatro en un bicanal, tenemos dos velocidades

de propagacion distintas (V; y V,) tanto en el saturador izquierdo como en el derecho, por lo que los

_ v ~ v
;= V_Itl,j y ;= V—'ﬁ,j» (B.41)
\V; \ Vi

donde I, j=10 2. A partir de (B.29) y (B.41), se puede probar que [Bruus,2004]

coeficientes normalizados son

rr+tit=1. (B.42)
Por lo que definiendo la reflectancia (R) y la transmitancia () normalizadas como
R=Tr(r't) y TF=Tr(t'1), (B.43)

se tiene que R+F =2. Cabe mencionar que todos los resultados de J presentados en esta tesis han
sido verificados numéricamente la condicion (B.42).
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