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Introduccion

En este escrito se busca ahondar en la estrecha relacion entre el algebra, la
topologia y el analisis funcional. Méas concretamente, la rama de la que aqui nos
ocupamos es la denimonada Teoria Descriptiva de Conjuntos. Un &rea de creacion
relativamente reciente que encuentra sus origenes en la curiosidad de los analis-
tas franceses que buscaban estudiar mas a fondo el concepto de funcion, que a
principios del siglo XX se conocia por contribuciones de Dirichlet y Riemann. El
primer trabajo que marco un hito en la teoria descriptiva seria la tesis de Baire en
1899. En ella se exponen por primera vez las nociones de la categoria de conjuntos.
Maés tarde esta area seria robustecida por toda una escuela polaca de matematicos,
entre los que destacan Suslin, Lusin y Sierpinski, cuya prolifica actividad destaco
en las primeras décadas del siglo pasado. Es de la nacionalidad de estos tres perso-
najes de donde sale el nombre de grupo polaco, objeto que aqui inquirimos (véase

la seccion 2.1).

La presente tesis se divide en tres capitulos. En el primero nos abasteceremos
de nociones topolédgicas para seguir el camino de profundizaciéon que se pretende en
los otros dos capitulos. Concretamente, presentamos algunos resultados relevantes
de la teoria descriptiva de conjuntos y exploramos las capacidades topologicas de
los grupos Gy del grupo cociente G/H en el caso donde H < G es un subgrupo

normal.

Para el segundo capitulo nos centramos en los grupos topologicos completamen-
te metrizables. Iniciamos aqui la indagacion en los grupos polacos, estudiamos la
definicion de métricas invariantes en grupos topolodgicos y algunas condiciones para
las que la topologia de un grupo es compatible con una métrica invariante. Dos
de los resultados més relevantes de este capitulo son los Teoremas 2.3. 11y

El primero establece qué propiedades debe cumplir un subgrupo H de un grupo



polaco compatible con una métrica completa invariante por la izquierda (véase
la seccion [22)) para que G/H sea un grupo polaco. El segundo da una condicion
necesaria y suficiente para que un subgrupo H de un grupo polaco sea compatible

con una métrica completa e invariante.

En el dltimo capitulo se presentan algunos resultados de la continuidad au-
toméatica de morfismos entre grupos polacos. En la primera seccién se exponen
condiciones suficientes sobre el dominio y el contradominio para que el morfismo
de grupos ¥ : G — H sea continuo. En la segunda seccion se dan condiciones
respecto de la medibilidad de ¢ para que, si G y H son polacos, ¥ : G — H sea
continuo. Finalmente, la tercera seccion se ocupa de dejar claro que no siempre
se puede obtener la condicién de continuidad automéatica. Con esto cobra sentido

nuestra investigacion de ésta en las secciones previas.

El tipo del lector que el autor tiene en mente deberia, al menos, poseer nociones
bésicas de topologia, de analisis funcional y de teoria de grupos. Especificamente, es
recomendable que domine los contenidos curriculares equivalentes a los abarcados
por las asignaturas Topologia I y II, Analisis Matemético I y II y Algebra Moderna
I del plan de estudios de la Licenciatura en Matematicas de la Facultad de Ciencias
de la UNAM.
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Capitulo 1

Teoria Descriptiva

1.1. Espacios Polacos

En la presente seccion se pretende establecer las primeras nociones topologicas
y escalar de manera paulatina en la complejidad de las definiciones y de los objetos

matematicos que investigaremos a lo largo de todo el trabajo.

La teoria descriptiva es concebida como la rama de la matematica que estudia
los subconjuntos definibles en un espacio topologico polaco, por lo que es facil
inferir que este concepto sera medular en todo el desarrollo del trabajo. La vir-
tud que éste tiene es que, pese a su nombre peculiar, es un concepto sencillo de
recordar y muy probablemente ya resultara familiar al incipiente estudiante de
matematicas teoricas. Cuando hablamos de conjuntos definibles, apelamos a los
que son bien portados. Es decir, a aquellos que cumplen condiciones favorables
o relativamente sencillos de estudiar para un contexto matemaéatico especifico. En
ocasiones los mateméaticos buscan estimular la abundancia de los objetos bien por-
tados introduciendo axiomas que discriminan la cantidad de variaciones a estudiar.
Como ejemplos concretos podemos nombrar a la clase de funciones analiticas (es
decir, aquellas para las que existe una serie algebraica que las representa mediante
convergencia), que son mejor portadas que el resto de funciones continuas que se
estudian en célculo; en el dlgebra, los grupos abelianos son relativamente mas faci-
les de estudiar que los grupos en general. En contraparte a estos objetos, estédn los
patologicos, que comprenden toda un area de estudio y resultan muy tutiles para

construir contrajemplos para conocer las limitaciones de ciertos teoremas.



1.1. ESPACIOS POLACOS CAPITULO 1. TEORIA DESCRIPTIVA

En los ultimos anos, esta joven area de la matematica se ha hecho un camino a
través de otras ramas tales como el analisis funcional, la teoria ergodica y la logica

matematica.

Definicién 1.1.1. Se llama espacio topologico a la pareja (X, T), siendo X un

conjunto arbitrario y T una familia de subconjuntos de X tal que
(i) 0, X e

(i1) Si (A;)ier es una familia arbitraria de elementos de T,
U AeT;

(iii) Si Aq, ..., A, son elementos de T,

n
ﬂ A, €T
i=1

A la coleccion T le llamamos topologia de X .

Si (X, d) es un espacio métrico, z € X y € > 0 se llama bola abierta centrada

en x con radio € al conjunto
Bu(wse) = {y € X | d(x,y) < ¢}.

Cuando la métrica d esta sobreentendida, escribimos simplemente B(x;€).

De manera similar, si A C X y y € X, se llama distancia de y a A a la
cantidad

d(y, A) = inf{d(y,x) | x € A}.

Entonces la e-bola abierta centrada en A es el conjunto
B(Aje) ={z € X | d(z,A) < €}.

Es un resultado fundamental el que la familia de bolas abiertas conforma una base
para una topologia en X. Esta es conocida como la topologia inducida por la
métrica d. En dicha topologia la e-bola abierta centrada en A es un conjunto
abierto.



1.1. ESPACIOS POLACOS CAPITULO 1. TEORIA DESCRIPTIVA

Definiciéon 1.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que éste es un espacio
topoldgico metrizable (o simplemente, lo llamamos espacio metrizable) si existe una
métrica d : X x X — [0,00) tal que la topologia inducida por d en X coincide con

T. Asimismo, si existe tal métrica d, diremos que d es compatible con X.

Notemos que si (X, 7) es un espacio metrizable y d es una métrica compatible,
(X,d) es un espacio métrico. Cuando decimos que la topologia inducida por d
coindice con 7 nos referimos a que si U € 7, a todo punto x € U puede asignarsele

una bola abierta centrada en x de un cierto radio € > 0 tal que
By(z;e) ={y € X | d(y,x) <e} CU

y, reciprocamente, si O C X es tal que dicha bola abierta existe para cada punto de
O, entonces O € 7. Es un ejercicio de rutina verificar que la familia de subconjuntos
de X tales que para cada punto existe una bola abierta contenida conforma una
topologia en X. En otras palabras, a todo espacio métrico se le puede asociar una

topologia: aquella inducida por d.

Hay que senalar una definiciéon que, aunque elemental, esta intimamente ligada

al concepto mas importante del presente trabajo.

Sean (X, d) un espacio métrico y (x,)nen una sucesion de X. Se dice que (x,)nen
es una sucesion de C’auch si para todo € > 0 existe M € N tal que d(z,, z,,) < €
para cualesquiera n,m > M.

Es fécil ver que toda sucesion convergente es de Cauchy. Sin embargo, los
espacios métricos donde todas las sucesiones de Cauchy son convergentes son casos

peculiares y son llamados espacios métricos completos.

La primera definicién importante es aquella de espacio topolégico polaco. Si
bien el nombre resulta particular y poco familiar, es de notar que retine caracteris-

ticas estudiadas en un curso elemental de anélisis real.

Definicién 1.1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es polacc@ si

es separable (esto es, si contiene un subconjunto numerable y denso) y existe una

'Los que prefieren un término distinto al de la escuela analista francesa suelen llamarla suce-

sion fundamental.
2Si bien es cierto que lo mas propio es hacer referencia al par (X, 7), el mencionar sélo al

conjunto X es una practica que, por fines de taquigrafia, estd muy extendida por la comunidad
matematica. A lo largo de este texto se trabaja indistintamente con ambas.
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métrica completa compatible en X. Es decir, si X es separable y completamente
metrizable.

Si V' es un espacio vectorial en el que existe una métrica completa, éste se lla-
ma espacio de Banach. Naturalmente, puede considerarse este espacio vectorial
como uno topolégico (V, 1), donde 7 es inducida por la métrica. Ejemplos clasicos
de espacios polacos son R con la topologia inducida por la métrica usual (el valor

absoluto) y los espacios de Banach separables.

Se dice que el término polaco fue acunado por Bourbaki, quien buscaba rendir
tributo al vasto grupo de topologos polacos que hicieron grandes aportes en lo
que hoy se conoce como teoria descriptiva. Una dato curioso es que en algunos
textos relacionados escritos en la segunda mitad del siglo XX puede encontrarse el
término polonais spaces, donde polonais es polaco en francés. Lo interesante de esto
radica en que es, de cierta manera, una tentativa de homenajear a dos naciones
cuna de esta rama de la matemética.

Es posible que el lector se pregunte por qué se ha preferido el término rebuscado
espacio completamente metrizable sobre el ortodoxo espacio métrico completo. La
diferencia radica en el enfoque. Cuando se habla simplemente de un espacio métrico,
no necesariamente esta haciéndose referencia a un espacio topoléogico (hay espacios
topologicos no metrizables). Por otro lado, el otro término deja claro que se esté
hablando de un espacio topologico metrizable tal que al menos una de las métricas

compatibles resulta ser completa.

Como ejemplo, considérese el espacio polaco (R, 7) con 7 la topologia usual
y el conjunto (0, 1) visto como subespacio topologico de R. Claramente, (0,1) es
separable; sin embargo, no es completo, pues la sucesion de Cauchy (%H)%N no

converge en (0, 1).

En circunstancias originales (0,1) no parece ser subespacio polaco; pero, cam-

biando un poco la perspectiva, la situacion se modifica.

Consideremos la funcion f : (0,1) — (=3, §) dada por

Es claramamente continua, biyectiva y con inversa continua para x € (0,1); es

decir, un homeomorfismo entre (0,1) y (=5, 5). De manera similar, z + tan(x) es

7
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un homeomorfismo entre (=75, %) y R. Luego h : (0,1) — R dado por

h(z) = tan(f(x)) = tan(mx — g),

para z € (0,1), es un homeomorfismo entre (0,1) y R.

Definase la funcion U en (0,1) x (0,1) — [0, 00) dada por

O(z,y) = [h(z) — h(y)],

donde |h(x)—h(y)| denota el valor absoluto usual de h(x)—h(y). Esta es claramente

una métrica en (0, 1).

Sea (Sp)nen una U-sucesion de Cauchy en (0,1) y considérese la sucesion
(h(sn))nen en R. Por definicion de U, ésta es una sucesion de Cauchy en R. En-
tonces existe z € R tal que (h(s,))nen converge a z. Por la continuidad de h™!,
la sucesion (h(sy))nen converge a h™!(z) € (0,1). Esto exhibe que ((0,1),0) es
completo. Por lo tanto, (0,1) es un subespacio polaco de R.

Un subconjunto A € X de un espacio topolégico (X,7) es llamado G-delta

(Gs) si existe una sucesion (U, )neny C 7 tal que

A= (U
neN
Un conjunto B es F-sigma (F,) si existe una sucesion (F),)nen de subconjuntos

B:Um

neN

cerrados de X tales que

Es inmediato que un conjunto es Fj, si, y s6lo si, su complemento es Gs. Estas
familias de conjuntos cumplen un papel fundamental en la topologia, més especi-

ficamente, en la categoria de Borel (véase la seccion 1.2).

El siguiente teorema aporta una caracterizacion de los subespacios completa-
mente metrizables de un espacio completo, asimismo de los subespacios polacos de
un espacio topoloégico metrizable cualquiera. Su importancia reside en que a me-
nudo resulta relativamente sencillo verificar que un conjunto es Gs. O, al menos,
suele ser mucho mas facil que exhibir una métrica compatible y completa de un

subespacio dado.
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Teorema 1.1.4. (Alexandrov) Sea (X, T) un espacio topoldgico metrizable. Si' Y C
X es un subespacio completamente metrizable, entonces Y es un subconjunto Gy
en X. Por otro lado, si X es un espacio completamente metrizable yY C X es Gy,

entonces Y es completamente metrizable.

La conclusion del Teorema [[LT.4] es que los subespacios polacos de un espacio
polaco son exactamente los espacios GG5. Con esto concluimos de forma mas directa

que (0, 1) es en efecto un subespacio polaco de R.

1.2. Categoria de Baire

La teoria descriptiva nace a raiz del deseo de demostrar la Hipotesis del Con-
tinuo en el caso de los ntimeros reales. Esto es: que todo subconjunto A C R es
numerable o es equipotente a R (es decir, existe una funcion biyectiva f : A — R).
En un principio, la prueba de esta hipétesis es enormemente extenuante dada la
gran variedad de subconjuntos que existen en los nimeros reales. Algunos de estos
son sumamente patologicos y practicamente imposibles de estudiar sin detenerse
de forma particular en cada uno. Con esto en mente, se introduce el concepto de
definibilidad de conjuntos en un espacio topolégico. Usamos aqui la palabra defini-
bilidad para apelar a ciertos objetos matematicos que cumplen una caracteristica
en concreto. De aqui es de donde nace la categorizacion de subconjuntos que a

continuacion se esboza.

Los subconjuntos de un espacio topologico (X, 7) se clasifican en jerarquias
de acuerdo con su complejidad topologica. En la primera categoria se encuentran
los llamados conjuntos de Borel; éstos se forman a partir de los elementos de 7
mediante la operacién del complemento y uniones numerables. Naturalmente, los
conjuntos G5 vy F, pertenecen a la categoria de Borel. Asimismo todas las uniones
numerables de conjuntos Gy y las intersecciones numerables de conjuntos F,. A

estas construcciones se les llama, respectivamente, subconjuntos Gs, v Fys.

La transicion a la siguiente categoria se hace mediante una aplicaciénH continua.

Especificamente, si (G,7) y (H,7’) son espacios topologicos, ¢ : G — H es una

3Muy vulgarmente se suele llamar mapeo a una funcién definida en un contradominio C'

arbitrario, reservando asi el término funcidon al caso donde C' = R.
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aplicacion y A C G es un subconjunto perteneciente a la categoria de Borel (por
ejemplo, un Gy, F,, G5, 0 F,s), se dice que ¢(A) es proyectivo, asimismo lo es su
complemento. Esta jerarquia, la llamada jerarquia proyectiva la componen las ima-
genes continuas de conjuntos Borel (analiticos), sus complementos (coanaliticos) y

todas las posibilidades de imagenes continuas de éstos dos ultimos.

El siguiente resultado es una extension topologica a un teorema estudiado en
un curso elemental de analisis real, aunque es comin que en estas instancias se
estudie como una caracteristica de los espacios métricos completos.

Conviene recordar que un espacio topologico (X, 7) es Hausdorff si para cuales-
quiera dos puntos distintos z,y € X existen U,, U, € 7 disjuntos tales que z € U,
yeU,.

Un espacio (X, 7) es localmente compacto si para todo x € X existen U € Ty

un compacto K tales que x € U C K.

Teorema 1.2.1. (Baire) Sea (X, 7) un espacio topolégico y (Op)nen C T una

sucesion de conjuntos densos en X. [ - On es denso en X si se cumple alguna

neN
de las siguientes condiciones.

(A) X es completamente metrizable;
(B) X es Hausdorff y localmente compacto.

Demostracion. Se prueba tnicamente (B). La prueba de (A) puede consultarse en

cualquier texto de anélisis funcional elemental. Ver, por ejemplo, [13].
Como preambulo a esta demostracion, haremos un par de afirmaciones

Afirmacion 1:si toda sucesion (F,),eny € X de conjuntos cerrados densos en nin-

guna parte satisface

Int(U F,) =10,

neN
entonces (), cy On €s denso en X dada cualquier sucesion (O, )pen de conjuntos

abiertos densos en X.

Prueba de Afirmacion 1:

Sea (Op)neny C 7 tal sucesion. X — O,, es cerrado y denso en ninguna parte

para toda n € N.
X=x—-(Jx-o)ulyx-0,=OnulJX -0,

neN neN neN neN

10
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Sea U € 7 no vacio. Por hipotesis, U Z |J

lo que (,,cyy On es denso.

X — Op. Asi, UN(,,en On # 0, por

neN

Afirmacion 2: Sea (X, 7) un espacio Hausdorff y localmente compacto. Si F' C X
es cerrado y U € 7 es tal que U € F, existe V € 7 no vacio tal que VcU-F.

Prueba de Afirmacion 2:

Por hipétesis, todo punto x € U — F tiene alguna VecindadH compacta K C
U — F. Como X es Hausdorff, K es cerrado. Sea V' = Int(F), luego

VcKCU-F

Usando estas afirmaciones, regresamos a la prueba original. Sea (F},),eny una

sucesion de cerrados densos en ninguna parte de X. Sea

F:UEI

neN

Sea Ut no vacio y establezcamos
Vo=U.
Como F} tiene interior vacio, Vj ,@ F. Por la afirmacion 1, existe V; € 7 tal que
ViCVy— Fu.
Como F; tiene interior vacio, y Vi € F. Existe V5 € 7 con
Vo CVi— F.

Procediendo de manera inductiva, producimos una sucesion de conjuntos no vacios

(Vi)nen C 7 tal que para todo entero n > 1,

Vn g Vn—l

V,NF,=0.

4En este caso entendemos vecindad de x como un supraconjunto de algiin abierto que contiene
a .

11
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(Vi)nen es entonces una sucesion decreciente de subconjuntos y, por tanto, si

N1, ..., Ny €s una coleccion de indices,

k
m Vnk = Vmax(nl,...nk)-
=1

Hay que hacer notar que la prueba de la afirmaciéon 2 indica que puede tomarse
la sucesion (v, )nen de tal manera que V;, es compacto. Como toda coleccion finita

de (V},)nen tiene interseccion finita,

N7 20

neN

Siz e Nen V,, en particular z € V; C U y x ¢ F, para todo entero n > 1.
Entonces x € U — F', por lo que

UgF=|JF.
neN
Como U es un conjunto abierto no vacio arbitrario, F' tiene interior vacio. Por la

afirmacion 1, concluimos la prueba del teorema. O]

En contraste con los conjuntos densos de un espacio topologico (X, 7) estén los
llamados densos en ninguna parte. Es decir, aquellos E C X tales que X — E es

denso. Es facil ver que esto es equivalente a que E tenga interior vacio.

Definiciéon 1.2.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que E C X es magro
si existe una sucesion {A,}nen € X de subconjuntos densos en ninguna parte tal
que E C U, ey An-

Es decir, los conjuntos magros son aquellos que son subconjuntos de una union
numerable@ de conjuntos densos en ninguna parte. Por supuesto, esto incluye el

caso donde la contenciéon no es propia y se da la igualdad.

Hay que recordar un resultado fundamental de la teoria de la cardinalidad:
la uni6én numerable de conjuntos numerables resulta ser un conjunto numerable.

Es por esto que si (M,),en €s una sucesion de conjuntos magros en un espacio

®Naturalmente, entiéndase esto como: el conjunto resultante de la unién numerable

12
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topologico (X, 7) con M, C |J
para cada (m,n) € N x N.

M=JMm < [U Nmm].

neN neN LmeN

meN Nmn, donde N, es denso en ninguna parte

Entonces se concluye que M es un subconjunto de la uniéon numerable de subcon-
juntos densos en ninguna parte de X y, por lo tanto, M es magro. Conclusion: la

uniéon numerable de conjuntos magros es un conjunto magro.

Definicién 1.2.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que E C X es comagro

si X — E es magro.

Proposicion 1.2.4. Un subconjunto U de un espacio topologico (X, T) es comagro

si, y solo si, existe una sucesion {Gp}nen de conjuntos abiertos densos tal que
mneN G” c U

En una buena variedad de trabajos se utiliza la Proposicion [[.2.4] como defini-
cién. Hay que observar que el Teorema [I.2.1], junto con la Proposicion [[.2.4], senala
que todo subconjunto comagro de un espacio completamente metrizable (en parti-
cular, en un polaco) es denso. De hecho, es interesante observar que en los espacios
polacos las nociones de ser comagro y ser magro son opuestos en un sentido mas in-
timo: se sabe que un subconjunto magro es percibido como una fraccion infima del
espacio que habita. En general no puede decirse nada respecto de su complemento;
sin embargo, si el espacio es completamente metrizable, éste es denso, por lo que
en este caso es valido el pensamiento intuitivo: el complemento de un subconjunto
pequeno es un subconjunto amplio.

En [II] puede encontrarse la siguiente caracterizacion de los espacios para los

que se cumple el Teorema [[2.1]

Teorema 1.2.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Los siguientes enunciados son

equivalentes.
1. U no es magro para todo U € 7 — {(}.

2. Todo subconjunto comagro de X es denso.

6Cabe hacer notar que existen ejemplos de espacios polacos que admiten subconjuntos magros
v a la vez densos. Por ejemplo, Q C R, donde R esta equipado con la topologia usual.

13
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3. La interseccion numerable de conjuntos abiertos densos en X es un subcon-
Junto denso en X.
Demostracion.
1 implica 2:

Si U C X es un subconjunto comagro no denso, existe una sucesion de conjuntos
densos {O,} en 7 con
(NOo.CUCT.

Asi, como U no es denso, X — U es un abierto no vacio tal que
X-Uc|JX-0,,
neN

es decir, X — U es un abierto no vacio y magro.

2 implica 3:

Si {O,} C 7 es una sucesion de conjuntos densos, [, . On €s comagro por la

neN
Proposicion [L2Z4] y denso en consecuencia de 2.
3 tmplica 1:

Si O € 7—{0} es magro en X, X — O es cerrado y comagro en X. Nuevamente
por la Proposicion [[L2.4] existe una sucesion de subconjuntos densos y abiertos
{A,} tales que

(4. c X -o0.

neN

Como O es no vacio, X —O # X y

(4. CX-0=X-0SX.

Por ende, [, A, no es denso en X. ]

Se desprende entonces una definicion medular.

Definicion 1.2.6. A un espacio topologico que cumple alguno de los enunciados
del Teorema 1.2 se llama espacio de Baire.
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Teorema 1.2.7. Si (X, 7) es un espacio de Baire, U es un espacio de Baire para
todo U € 1.

Demostracion. Sea {A,} C P(U) una sucesion de subconjuntos abiertos y densos
en U. Es claro que {A,} C 7. Ademas, {A, U (X —U)} C 7 y es una sucesion de

subconjuntos densos de X, luego

(A, U (X - T))

neN

es denso en X. Luego,

ﬂANX—U:X

neN

(4.NU=U.

neN

]

Definicion 1.2.8. Se dice que un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, T)
tiene la propiedad de Baire si existe U € T tal que AANU =(A—U)U(A—=U) es
magro en X.

Definicion 1.2.9. Sea X es un conjunto. X es llamada o-dlgebra si cumple las

siguientes condiciones.
fex,
X — F €3 para todo E € 33,

i (Ep)nen €s una sucesion en 3, |J _ En € 2.

neN

Como recordatorio, si (X, 7) es un espacio topolégico, la o-dlgebra minima que
contiene a los elementos de 7 es llamada o-algebra de Borel de X. A menos que

se diga lo contrario, en este escrito se denotara como B(X). A los elementos de
B(X) se les llama borelianos de X.

Denotemos a la clase de conjuntos con la propiedad de Baire en un espacio
topologico como BP(X). Es claro que ) € BP(X). Si E € BP(X) y U € 7 es tal

que E A U es magro, ndtese que
X-E)AX-U)=(X-E)-(X-U))U((X-U)—(X-E))
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es magro. Ademas, (X — U) A Int(X — U) también lo es. Ademas,
(X —E)AInt(X —U)C (X —E)A (X —U)U(X - U) A Int(X — U)

también lo es, por lo que X — E € BP(X).

Si (E,)nen es una sucesion en BP(X) y U, es el abierto que verifica la propiedad
de Baire para E,, resulta facil ver que (|, oy £n) & (U, ey Un) €s magro. BP(X)

es por lo tanto una o-algebra. Esto nos permite concluir la siguiente

Proposicion 1.2.10. Sea X un espacio topoldgico. La clase BP(X) es la o-dlgebra

minima que contiene a los conjuntos magros de X y a sus conjuntos abiertos.

Demostracion. Resta probar la segunda asercion. Es claro que U € BP(X) para
todo U abierto y M € BP(X) para todo magro M de X. Sea ¥ una o-élgebra que
contiene a los subconjuntos abiertos y magros de X. Si A € BP(X) y U es abierto
y U/ A= M es magro, es inmediato que A = M A U. Entonces, definicién de
M A U y propiedades de las o-dlgebras, A € X. O

Dados un espacio topologico, (X, 7), y U € 7, se dice que A C X es magro
en U si ANU es magro en X (equivalentemente, si AN U es magro en U con la

topologia de subespacio). Si U — A es magro en U, se dice que A es comagro en
U.

Cuando A es comagro en un abierto U, se dice que U fuerza a A. Esto suele
denotarse como

Ul A.
Obsérvese que si U,V € 7, A B C X, U CV y AC B, entonces U I+ B si

V IF A. En efecto, si V' IF A, existe una sucesion (V},) de abiertos densos en V' tal

que
(V.CA
neN
Para cada n € N se define
U,=V,NnU.

U, es un abierto denso en U para todon € Ny

(U.CACB,

neN
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por lo que U I+ B.

Observemos que si el ambiente topologico (X, 7) es un espacio de Baire, £ C X
y U € 7 fuerza a E, por la Proposicion [[L2.4] existe una sucesiéon de subconjuntos
densos en U cuya interseccion esta contenida en E. Por la Proposicion [L2.7, U es

un subespacio de Baire, por lo que ENU es denso en U.

Ademas, en un espacio de Baire no puede ocurrir simultaneamente U |- A y
U IF X — A: de lo contrario, se contradice el Teorema [[.2.5]

Definicién 1.2.11. Sean (X, 7) un espacio topoldgico y A C X. Se le denota
U(A) al abierto mdzimo Ude modo que U — A es magro. Dicho de otra forma, es

el abierto mdzimo que fuerza a A; es decir,
UA) = J{uer U A}
U(A) es también llamado cuasiinterior de A.

. Por qué se puede asegurar la existencia de dicho conjunto? Més concretamente,
jcomo se garantiza que en efecto U(A) IF A? El siguiente resultado asegura que
U(A) I Ay da una condicion necesaria y suficiente para que A tenga la propiedad
de Baire.

Teorema 1.2.12. Sean (X, T) un espacio topoldgico y A C X. U(A)— A es magro
y si A tiene la propiedad de Baire, A — U(A) es magro.

Demostracion. Sea
F={{Ustaer | Va e I)(Uy IF A)AN(Va,B € I)(a # = U, NUg = 0)}.
Veamos que F no es vacio. Considérese la coleccion
V = {0}.

Es facil ver que ) — A es magro en ().

Dotando a la clase F con el orden de contenciéon habitual se obtiene un COPO
(esto es, un conjunto parcialmente ordenado) donde cada subconjunto totalmente
ordenado tiene cota superior (a saber, la union de sus elementos). Por el Lema de
Zorn, existe una familia maximal F' = {O;},e; € F. Sea W = (J,.; O;. Se afirma
que W es denso en U(A).

17
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En efecto: de lo contrario, U(A) € W y U(A) — W € 7 no es vacio. Sea
O € 7 que no es ajeno a U(A) — W. Noétese que O N (U(A) — W) — A es magro
y O N (U(A) — W) es disjunto a cada O; para cada i € I. Esto contradice la
maximalidad de A, pues (V =0N(U(A) —=W))UU,.; 0, € Fy W SV.

Se puede concluir que U(A) C W. Entonces U(A) — W C W — W es magro.
Ademés, como A es comagro en O; para cada i € [ y F' es una familia disjunta, A
es comagro en W. Por ende, U(A) — A C (U(A) — W)U (W — A) es magro.

Para la segunda parte, supéngase que A tiene la propiedad de Baire. Existe
entonces U € 7 tal que A A U es magro. En particular, U — A es magro, asi que

UCUA)y A—U(A) C A—U es magro. O

Dado un espacio métrico (X, d) y un subconjunto B C X, llamamos didametro
de B a la cantidad dada por

diam(B) = sup{d(z,y) | =,y € B}.
La convencién le asigna al conjunto vacio un didmetro nulo.

Definiciéon 1.2.13. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico,
ACX yf:A—=Y. Se denomina oscilacion de f en x € X al nimero

oscf(z) = nf{diam(f(UNA)) |UeTyxecU}

Proposicion 1.2.14. Sean (X, T) un espacio topologico, (Y, d) un espacio métrico

y f: X =Y. El conjunto de puntos donde [ es continua es un Gy.

Demostracion. Hay que observar que f es continua en z si, y sélo si, oscg(z) = 0:
si oscg(z) = 0, sea € > 0 arbitrario. Por la definicion de oscs(x), existe U € 7
con z € U tal que diam(f(U)) < ¢, por lo tanto f(U) C By(f(x);€). Recipro-
camente, supongase que f es continua en x y sea ¢ > 0. Existe U € 7 tal que
f(U) € By(f(x); 5) y diam(f(U)) < e. Por la definicién de oscy(z), esto implica
que oscs(x) = 0.

Se define para todon € N con n > 1

AL = {z € X | oscy(z) < %}
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Sea © € A:. Existe U € T que contiene a x tal que diam(f(U)) < % Luego, por
definicion de oscy(x), U C A1 y A1 es abierto. Finalmente,

{r € X |oscs(z) =0} = ﬂA%.

neN

Asi, {x € X | oscp(x) =0} es un Gs. O

Proposicion 1.2.15. Sea (X, 7) un espacio topoldgico metrizable. Si F es un

subconjunto cerrado en X, F es Gs.

Demostracion. Sea d una métrica compatible con X. Para todo n, B(F %) es un
conjunto abierto. Como
1
F=1[)|B(F;—
N B ),

neN

F esun Gs en X. O
Con ayuda de las dos ultimas proposiciones probamos un interesante teorema.

Teorema 1.2.16. (Kuratowski) Sean (X, T) un espacio metrizable, (Y,7') com-
pletamente metrizable, A C X y f : A = Y continua. Friste G C X, G5 con
A C G C A y una extension continua de frg:G—=Y.

Demostracion. Definimos G = AN {z € X | oscy(x) = 0}. Por las Proposiciones
T2 14y 215, G es un Gy. Como f es continua en 4, A C G C A.

Sean * € G C Ay (z,,) una sucesion en A que converge a r y d una métrica
completa compatible con Y. Obsérvese que debido a esta convergencia y por la

oscilacion de f en A,

lim (diam(f({zn41, Tnio,...}))) = 0.

n—o0

Por esta razon, la sucesion (f(z,)) es de Cauchy y, por la completitud de Y, existe

y € Y tal que lim,,_, f(z,) = y. Se define para toda = € G

g(x) = lim f(x,).

n—oo

Para ver que g esta bien definida, sean (z,) y (z,) dos sucesiones en A que con-

vergen a r y € > 0 arbitrario. Sean z,z’ € Y, respectivamente, los limites de
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y . Como la sucesion intercalada (x1, 2, x2,2),...) converge a x,
1 2
 f x’ es de Cauchy. Existe entonces M € N tal que para cada m > M
(f ( ) (@) Y-

d(z,2") < d(z, f(xm)) + d(f (2m), f(27,) + d(f(2,), ') <€

y z = 2/, por lo que g(z) = lim, o f(x,) = lim, . f(2],). Es inmediato que
g extiende f. Resta ver que osc,(r)=0 para toda x € G. Sea U € 7. Si z €
g(U N G), por definicion de g existe una sucesion en f(U N A) que converge a x.
luego g(U N G) C f(UN A) y para todo = € G osc,(z) < oscy(z) = 0. O

Referimos al lector interesado en indagar mas sobre la teoria descriptiva de
conjuntos al conocido y muy completo texto de A. Kechris [I1]. Por lo que respecta

a esta tesis, por ahora estos conceptos serén suficientes.
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Capitulo 2
Grupos Polacos

En el presente capitulo se desarrolla la teoria general de uno de los objetos
matematicos que més conciernen al presente trabajo: los grupos polacos. Se ahonda
en los resultados mas relevantes de los mismos y se prepara el terreno para explicar

algunos fenémenos de continuidad automaética en el proximo capitulo.

2.1. Topologia en Grupos

Definiciéon 2.1.1. Sea (G, ) un espacio topoldgico y (G, *) (con el mismo conjunto
G ) un grupo. Se dice que G es un grupo topoldgico si la aplicacion ¢ : G X G — G
dada por

¢z, y) =y~
es continua.

Es una consecuencia inmediata que las funciones f : G x G - Gy h: G —

1

GG dadas respectivamente por (z,y) — x *xy y  — x~' son continuas, ya que

flz.y)=o(z,y ') =z*yy hz) =¢(lg,z) ="
Reciprocamente, si f y h son continuas, ¢ de la Definicion 2.1.1] es continua

por ser composicion de funciones continuas:

o(z,y) = h(f(y,z™)).

Corolario 2.1.2. Sea (G, T) un espacio topoldgico y (G, *) (con el mismo conjunto

G) un grupo. G es un grupo topoldgico si, y sdlo si, las funciones
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flz,y) =xxy
h(z) =x7!

son continuas.

Si GG es un grupo topolégico, se dice que un subconjunto A C G es simétrico si
A=A"1t={a"'|ac A}

Como una nota adicional, aclaramos que usamos el término wvecindad en el
sentido que propone Bourbaki a menos que se indique lo contrario; es decir, como

un supraconjunto de un conjunto abierto en un determinado espacio topologico.

El siguiente resultado resume algunas propiedades relevantes de los grupos

topologicos.

Proposicion 2.1.3. Sea (G, T) un grupo topolégico.

1. Las funciones en G dadas por © — gz, v v+ xg (9 fijo) y x — x~' son

homeomorfismos en G

2. iU C G es una vecindad que contiene a 1g, U tiene un subconjunto simé-

trico V- que es vecindad de 1¢.

3. Para toda vecindad U de 1g existe otra vecindad de 1q, V', tal que VV C U

y V es simétrica.
4. 8i A, B C G son compactos, AB es compacto.

Demostracion. Se construye la demostracion de cada parte del teorema por separa-
do. En el desarrollo de esta prueba, para referirnos a una vecindad abierta, usamos
simplemente el término vecindad. Es facil observar que basta probar la proposicién

para este tipo de vecindades.

1

1. Se sigue del hecho de que G es un grupo topolégico y = +— 2g~ %, . — g~ la

y o — 2! son continuas y son las funciones inversas de x — gz,  — 29 v

x +— 27! respectivamente.

2. Por 1., U™! es abierto y contiene a 1g. UNU~! C U también es abierto y
contiene a lg. Se afirma que (UNU ) =UNU . Sige (UnU )
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gl eUnU !y g e U; claramente g € U™}, por lo que (UNU Y™t C
Unu-t.

Sih € UNU™L, es a su vez el inverso de algtin elemento que estd en U y
de uno que estd en U™, pues U = (U~1)71. Se concluye que UNU! es la

vecindad simétrica buscada.

3. Sea W la imagen inversa de U € 7 bajo la funcién definida en G x G (z,y) —
xy. Se sigue de la continuidad de esta funcién que W es abierto. Por definicion
de la topologia producto de G, podemos suponer que W = U; x U, para
Uy, Uy € 7. Como 1glg = 1¢g, (1g,1g) € Uy x Us. Sea O = Uy N U, y elijase
V', una vecindad de 14 simétrica tal que V' C O. Luego

VvV COO cUU, CU.

4. Claramente A x B es compacto en la topologia producto. por la continuidad

de (z,y) — zy, AB es compacto.
O

Como una observacion, de la parte 3 de la Proposicion 2.1.3] se desprende que
para toda vecindad U de 14 puede hallarse en general una vecindad abierta, y no

necesariamente simétrica, W que contenga a 14 y tal que WW C U.
Se desprende de la Proposicion 2.1.3] un interesante

Corolario 2.1.4. Sea G un grupo topoldgico y B un sistema fundamental de vecin-
dades de 1g; esto es, una familia de vecindades de 1g tal que cualquier vecindad
A de 1g satisface B C A para algin B € B. Para todo a € G, las familias
{aV |V e B} y{Va |V € B} son sistemas fundamentales de vecindades de a.
Mds ain, {V=' |V € B} es familia fundamental de las vecindades de 1¢.

Presentaremos ahora un importante resultado que auxiliaréa a las pruebas de
continuidad de un morfismo de grupos v definido en un grupo topolégico G. Este

nos dice que v es continuo si, y sélo si, es continuo en un punto de G.

Definicion 2.1.5. Sea (X, T) un espacio topoldgico y R una relacion de equiva-

lencia definida en X. Se le denomina conjunto cocient al conjunto de clases de

'Hay que hacer notar que, aunque empleamos el término espacio, solamente estamos adoptan-
do la forma méas comin en nuestro idioma para llamar a este conjunto. No confundir el conjunto

cociente con el espacio topoldgico cociente, el cual seria propiamente la pareja (X/R,7g).
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equivalencia de los elementos de X. Se denota a este conjunto como X/R. Ade-
mds, considérese la aplicacion p : X — X/R definida por p(x) = [z]. La topologia

cociente es la familia
r={UCX/R|p ' U) €T}

Es asi como 75 es la topologia minimal en la que p es continua.

Proposicion 2.1.6. Sean (G, 7T) un grupo topoldgico y V la familia de todas las
vecindades de 1. V cumple las siguientes caracteristicas.

(i) 1 € V para toda V €V,

(ii) V es cerrada bajo la interseccion de conjuntos,

(1) si V eV, existe W €V tal que WW C V,

(iv) i VeV, V>iey,

(v) siVeVyaeG aValte),

(vi) siVeVyVCW, WeV

Demostracion. Todo sistema de vecindades de 14 satisface las condiciones (i), (ii)
y (vi).

Supodngase que V es sistema fundamental de vecindades de 1. Si se asume la
continuidad de la funcion f(x,y) = xy, si V es una vecindad de 1g, existe una
vecindad de (1¢g, 1) de GXG tal que f(A) C V. Puede suponerse que existe W € V
tal que A =W x W, ya que es claro que W x W es una vecindad fundamental de

(1g,1g). Por lo tanto, f(W x W) = f(A) = WW C V. Se cumple entonces (iii).

1

Como z +— ' y x + aza™' son homeomorfismos, (iv) y (v) se cumplen. [

En la mayoria de ocasiones, a menos que lo contrario sea necesario, cuando
hablemos de un grupo G, sobreentendamos la operacién y llamemos genéricamente

14 a su elemento neutro.

Teorema 2.1.7. Sea G un grupo yV una familia de subconjuntos de G que cumple

las siguientes condiciones
(1) 1¢ € V para toda V €V,

(ii) V es cerrada bajo la interseccion de conjuntos,
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(iii) si V €V, existe W €V tal que WW CV,
(iv) i VeV, V>iey,
(v)siVeVyaeG aValt e,
(vi)siVeVyVCW, Wey

Existe una topologia inica en G que es compatible con su estructura de grupo

y V compone todo un sistema de vecindades de 1¢.

Demostracion. Para cada a € G definase V, = {aV | V € V}. Por hipoétesis, V es
una familia de conjuntos cerrada bajo supraconjuntos (es decir,si A € Vy B D A,
B € V) que contienen a 1lg; es decir, si V € Vy V C W, W € V. Considérese la
funcion = — ax. Es claramente biyectiva y a es imagen de 14, entonces V, es, en

efecto, cerrada bajo supraconjuntos que contienen a a.

Se afirma que la familia (V,).cc compone una familia de conjuntos cerrada bajo
supraconjuntos de vecindades en una topologia de G. Sea x € Gy N € V,. Hay
que encontrar M € V, tal quesiy € M, N € V,. Supongase que N = zV (V € V).
Sea W € V que cumple la condicion (iii) y definase M = zW. Si y € M, por la
definicion de M, yW C zWW. Ademas, xtWW C zV = N. Entonces yW C N.
Como yW €V, y V, es cerrada bajo supraconjuntos, N € V.

Resta ver ahora que las operaciones de grupo de GG son continuas en la topologia
donde (V,)sec cumple la condicion del parrafo anterior. Sean a,b € G y sea C' una
vecindad de ab. Por el Corolario [2.1.4] puede suponerse sin pérdida de generalidad
que C' = abV con V € V. Por la condicion (iii), existe W € V tal que WV C V.
Por (v), Wb~ € V. Si se define U = (0Wb™ )N W, U € V; ademas,

O 'Ub)U C b (Wb )b W = WW C V.
Por lo tanto, por la asociatividad de la operacion de G,
(aU)(bU) = ab(b"*Ub)U C abV.

Esto prueba la continuidad de la operacion de multiplicacion.

Resta comprobar la continuidad de la operaciéon de inversion. Sean a € Gy
C € V,-1. Sin pérdida de generalidad, se supondra que C' = a~'V (V € V). Basta
mostrar que existe W € V tal que (aW)™' C a='V. Pero esto se da si, y solo si,
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W= CaWa;si, ysolosi, W C a~'V~1a. Por (iv) y (v), a'V~la € V. Por ende,
existe W tal que W = a~'V~!a y la continuidad se da. Por lo tanto, en virtud del

Corolario 2.1.2] la topologia es compatible con las operaciones de grupo.

El Corolario 2.1.4l implica de manera directa la unicidad de esta topologia. [

Teorema 2.1.8. Sea (G, T) un grupo topoldgico y H C G un subgrupo. La cerra-
dura de H, H, es un subgrupo de G.

Demostracion. Si H = (), H = (). Supongase que H # (). Sean a,b € H. Resta
probar que ab~! € H.

Sea U € 7 tal que ab™! € U. Por el Corolario 1.2 la funcién f: G x G — G

1 es continua. Por la definicién de la topologia producto,

dada por f(z,y) = zy~
existen Vi,V € 7 tales que a € Vi, b e Vo y Vi x Vo C f(U™!). Por definicién de

H,existenz € ViNH,ye€ Vo H.

Por hipétesis, y dado que H es subgrupo, zy~! € U N H. Como U se tomd

arbitrariamente, la definicion de H permite concluir que ab~' € H. O

Hay que recordar que, dado un grupo G' y un subgrupo H, G/H denota el
conjuntos de las clases laterales x H con x € GG. Es decir, el conjunto de las clases de
equivalencia para la relaciéon de equivalencia R definida en G tal que xRy siempre
que z 7'y € H. Ademas, se denota como 7 a la proyeccion candnica 7 : G — G/H
definida como m(x) = xH. Analogamente se denota como H/G el conjunto de
clases laterales por la derecha. A lo largo de este trabajo se considera que H es un
subgrupo normal de G si para todo x € G *H = Hz. En este caso los conjuntos
G/H y H/G son indistinguibles; méas atn, en este caso G/H = H/G es un grupo

con la operacion natural de clases laterales dada por x1H - o H = x129H.

Lema 2.1.9. Sea (G,7) un grupo topoldgico y H un subgrupo. La proyeccion ca-
nonica m : G — G/H es una aplicacion abierta y continua. Ademds, para cada
a € G las vecindades de m(a) son los conjuntos w(aV'), donde V' es una vecindad
de 10.

Demostracion. Cabe recordar que, por definicion, la topologia cociente G/H esta
formada por los conjuntos U C G/H tales que 71 (U) C G es abierto en G. Esto

asegura la continuidad de 7.
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Sea U € 7. Por definicién de la topologfa cociente, basta probar que 7= (7 (U))
es abierto en GG. Pero
7 (x(U))=UH = | J Uh
heH

y Uh es abierto para todo h € H, por lo que 71 (7(U)) es abierto en G.

Sea a € G. Si V € 7 contiene a lg, aV es abierto y contiene a a. Como 7
es abierta, m(aV') es abierto y contiene a m(a). Reciprocamente, sea A un abierto
en G/H que contiene a m(a). Por la continuidad de 7, 77!(A) es abierto en G
y contiene a a. Por el Corolario 22T.4] podemos suponer que existe V' € 7 que
contiene a 1g de tal manera que 7 '(A) = aV. Por la suprayectividad de m,
m(aV) =7(r1(A)) = A. O

Teorema 2.1.10. Sea (G,7) un grupo topolégico y N un subgrupo normal. Sea
m: G — G/N la proyeccion candnica. Considérese el grupo G/N. Adicionalmen-
te, considérese este grupo equipado con la topologia cociente. G/N es un grupo

topoldgico.
Demostracion. Sea V el sistema de vecindades de 14 en 7.

Como N es normal, por el Lema 2.1.9] dado cualquier a € G, las vecindades
de m(a) en la topologia cociente de G/N son exactamente aquellas de la forma
m(aV) =m(a)m(V), con V €V que contiene a 1. La clase

(V) ={n(V) |1lg €V, V €V}

sera la familia de todas las vecindades de m(1.) en la topologia cociente de G/N.
Se probara primero que 7(V) cumple las condiciones (i)-(vi) en el Teorema 2.1.7]
para el elemento 7(e). El cumplimiento de (i), (ii) y (vi) es claro. Sea V- € V y
W €V que cumple la condicion (iii). Luego n(WW) = n(W)n(W) C n(V) y n(V)
cumple la condicion (iii). Asimismo, si V € V, 7(V™1) = 7(V) ' € 7(V) y n(V)

cumple (iv). Como 7 es un morfismo, es facil comprobar que también cumple (v).

Asi, por 2.1.7], existe una topologia 7" que es compatible con la estructura de
grupo de G/H y tal que m(V) es el sistema de vecindades de 7(1g). Si a € G,
por el Corolario 2.1.4] las vecindades fundamentales de 7(a) en 7’ son de la forma
m(a)m(V) (V € V). Por lo exhibido al inicio de esta demostracion, 7" coincide con

la topologia cociente de G/H. n
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Recuérdese que la nocion de homomorfismo de grupos, o morfismo de grupos,
obedece simplemente al concepto de una funcién entre grupos algebraicos que
preserva la operaciéon binaria definida en el dominio hacia la pertinente en el con-

tradominio. Esta idea se plasma formalmente en la siguiente

Definicién 2.1.11. Sean (G,e) y (H,®) dos grupos. Se dice que la aplicacion
m: G — H es un morfismo de grupos si para cualquier par de elementos a,b € G
se tiene m(a @ b) = w(a) ® w(b).

Cuando la operacion del grupo (G, e) en cuestion estd sobreentendida o la

manera de indicarla no es relevante, se escribira ab en vez de a e b.

Desde el punto de vista del presente trabajo, los grupos seran percibidos tam-
bién como espacios topologicos; de modo que se dird que un morfismo de grupos
es continuo si cumple con la definicién usual de continuidad para el caso de las

aplicaciones entre espacios topologicos.

Teorema 2.1.12. Sean (G, 1), (H,T") grupos topologicos y ¢ : G — H un morfis-
mo de grupos. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) ¥ es continuo;

(b) ¥ es continuo en algin a € G

(c) ¥ es continuo en lg;

(d) Si'V es abierto en H y contiene a 1y, existe un conjunto U abierto en G que

contiene a 1g tal que (¢(z))"1p(y) € V siempre que 7y € U.

Demostracion. (a) implica trivialmente (b). Supéngase vélido (b) y sea V' € 7/ con
1y € V. Noétese que ¢(a)V € 7'y contiene a ¢ (a). Existe por hipotesis U’ € 7 tal
que a € Uy (U") C(a)V. Por el Corolario [2.1.4] puede suponerse sin pérdida
de generalidad que U’ = aU, donde U € 7 contiene a 15 € U. Como % es morfismo
de grupos, ¥ (a)y(U) C ¢(a)V; por ende, (U) C V. Por tanto (b) implica (c).

(c) implica (d): Sea V' € 7/. Por la continuidad de v en 14, puede hallarse una
vecindad de 1¢ tal que (U) C V. Siz~ly € U, ¢ (z~ty) € ¢(U) C V. Nuevamente,
como 1 es morfismo, (¥ (z)) ' (y) € V.

Solo resta ver que (d) implica (a). Para esto considérese a € G arbitrario. Sea

B € 7' una vecindad de v (a). Sin pérdida de generalidad, nuevamente por el
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Corolario 2.1.4] puede suponerse que existe V' € 7, vecindad de 1p, tal que B =
f(a)V. Sea U un conjunto abierto que cumple la condicion expuesta en (d). Para
todo y € aU se tiene a 'y € U y por tanto (¢¥(a)) ' (y) € Vy ¥(y) € ¥(a)V = B.
Esto prueba que ¥(aU) C B. Lo que muestra que (d) implica (a) y concluye la
prueba. O]

2.2. Grupos Metrizables

De manera analoga a como ocurre con los espacios vectoriales, ciertos grupos
pueden ser dotados de una métrica. En esta seccion se desarrollan algunos resul-
tados importantes acerca de los grupos topologicos metrizables. Si (G, 7) es un
grupo topologico, decimos que d es una métrica compatible en G si (G,d) es un

espacio métrico y si la topologia generada por d coincide con 7.

Es una cuestion interesante el averiguar si un cierto grupo topolégico es me-
trizable, ya que de la respuesta a esta cuestion se pueden desprender propiedades
interesantes sobre el espacio cociente G/H, donde G es un grupo topologico y H

es un subgrupo de G.

Por fortuna, existe un criterio contundente para establecer si en un grupo puede
definirse o no una métrica. Este se presenta a continuaciéon como un teorema. Una

prueba extensa se encuentra en [3].

Teorema 2.2.1. (Birkhoff-Kakutani) Un grupo topoldgico (G, T) es metrizable si,
y solo si, es de Hausdorff y 1g tiene una base de vecindades numerable. St G es
metrizable, existe una métrica d que es compatible con G y es invariante por la

1zquierda; es decir, se cumple para todo g € G y todo par x,y € G

d(gz, gy) = d(z,y)

Si (G, T) es metrizable, por el Teorema [2.2.] existe una métrica invariante por
la izquierda d. Se define la funciéon D : G x G — R*

D(z,y) = d(z,y) +d(a"",y ).

Proposicion 2.2.2. Sea (G,T) un grupo topoldgico y d una métrica compatible

con G. La funcion D definida anteriormente es otra métrica compatible en G.
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Demostracion. Primero observemos que la funcion d*(h,g) = d(h™',g7') es una
métrica en G si d lo es. Sie > 0, x € Gy By(z;€) es la bola abierta centrada
en r con radio €, por la continuidad de la inversion en G, existe §; > 0 tal que
Bg(x;61) C By(x;€). Analogamente, dado que (z7')™! = z, existe d5 > 0 tal que
Bi(x;02) C Bg«(x;€). Esto exhibe que d* y d inducen la misma topologia. Por lo

tanto, D es una métrica compatible con G siempre que d lo es.

Si d es una métrica, es invariante por la izquierda si, y solo si, d* definida arriba

es invariante por la derecha. Esto es inmediato de la definicion: si h, g, k € G,
d*(gh,kh) = d(h g™t ATk,
[

El desarrollo de un importante resultado sobre la funcién D continia con el
siguiente lema; sin embargo, obsérvese que si d es una métrica invariante por la

izquierda entonces para cualesquiera h, k € G se tiene
d(hk,1c) < d(h,1g) +d(k, 1c).

En efecto: observemos que d(hk,1g) = d(hk,hh™1) = d(k,h™!'). Por otro lado,
d(h,1g) = d(hlg,hh™) = d(1g,h™"). Por lo tanto,

d(hka 1G) = d<k7 h_l) < d<k7 1G> + d<1G> h_l)

Lema 2.2.3. Si (hy)nen Y (kn)nen son sucesiones en G que son de Cauchy respecto
de la métrica D definida arriba, entonces (h,'k,) y (k;*hy) son de Cauchy respecto

de la métrica original d.

Demostracion. Seae > 0y N € N tal que para cualesquieran,m > N D(k,, k) <
5+ Por la continuidad de las operaciones de grupos, existe ¢ > 0 tal que para todo
g € G tal que d(g,1¢) = d(g, ky'kn) < 6 se tiene d(ky'gky, 1) < &. Sea ahora
N; > N tal que para cualesquiera n,m > Nj se tiene D(hy,, hy,) < 9.

Por la definicion de la funcion D y debido a que d es invariante por la izquierda,
d(hmh ' 1g) = d(hmh Y hyph Y = d(h RV < D(hy,, hy,) < 6. Por lo tanto,

n ' 'm

por lo anterior,

d(kx'hmh, ky, 1a) <

Wl ™
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Para cualesquiera n,m > N,

d(h; K, b k) = d(k  honhy e, 1)

ny 'om

Por la discusion anterior,

d(h;, K, b k) = d(k thonh, Yhn, 1) <
d(kYen, 1g) + d(ky hoh ey, 16) + d(ky n, 1g) =
Ak ey, k) 4 d(knthanh Yen, 16) + d(ky ke, kytky) =

Ak, o) + Ak b ey 16) + d(kn, o) < § + % n g — e

Esto prueba que (h,'k,) es de Cauchy con la métrica d. Noétese que para una
métrica d invariante por la izquierda en G, para cualquier ¢ € G, d(g,1g) =

d(g7', 1), asi que es facil ver que (k;, 'h,) también es de Cauchy para esta métrica.
[

Corolario 2.2.4. Si (d,) y (k,) son sucesiones en G de Cauchy respecto de D,

también (d'k,) lo es.

A continuacién diremos mas sobre el espacio topologico metrizable G y sobre

su complecion.

Definicién 2.2.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Se le llama complecion de X
a la pareja compuesta por un espacio métrico completo (X*,d*) y una aplicacion
isométrica ¢ : X — X* tal que ¢(X) es denso en X*.

A partir de un espacio métrico (X, d) no necesariamente completo, se puede
construir la compleciéon de X. Para hacer esto se considera el conjunto de todas
las sucesiones de Cauchy en X y se denota a este conjunto como C[X]|. Se define
la relacion de equivalencia ~ en C[X]. Si (ay,), (b,) € C[X],

a~bsi lim d(a,,b,) =0.

n—oo

Se define como X el conjunto de todas las clases de equivalencia de C[X] y

como d: X x X — [0,00) a la funcién dada por

d(ln], lyn]) = lm d(zn, yn)

n—oo
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Es de rutina ver que d esta bien definida y que (X, E) es un espacio métrico.
Lo anterior queda englobado en un importante teorema de anélisis elemental.
A este trabajo le compete tinicamente su conclusion y no la construccion detallada

de la complecién, por lo que omitimos la demostracion.

Teorema 2.2.6. Si (X,d) es un espacio métrico, existe siempre una complecion
de (X, d).

Para referirnos a la complecion [(7, d), ¢} de (X, d), decimos simplemente que

X es la complecion de X .

Teorema 2.2.7. Sea (G, T) un grupo topoldgico y d una métrica invariante por la

izquierda y compatible con G. Sea la métrica en G dada por
D(h,k) =d(h, k) +d(h™, k™).

Si G es la complecion de (G, D), la multiplicacion de G se extiende a G y con
esta extension G es un grupo topoldgico. Ademds, existe una extension de d que es

invariante por la izquierda y compatible con G.

Demostracion. Por la Proposicion 2.2.2] la funcion D definida a partir de d es
compatible con G. Sin pérdida de generalidad, puede suponerse que G C G. La

funcién en G x G dada por (a,b) + a~'b se extiende a G x G como sigue:

Si a,b € G, existen dos sucesiones (a,), (b,) en G que convergen, respectiva-
mente, a a y a b. Por ende, la sucesion (a,, b,) en G x G converge a (a,b) € G x G.
Por el Corolario 2.2.4 la sucesion (a;'b,) en G C G es de Cauchy. Por la completez
de G, existe x € G tal que (a;'b,) — x. Se comprobard ahora que la funcion

ab — Jilgo(aglbn)

/

esté bien definida. Sean (a,,), (al,

) sucesiones en G que convergen a a 'y (by,), ()
sucesiones en G que convergen a b. Basta ver que la sucesion de nimeros reales
D(a,'b,,al7b!)) converge a cero. Sea ¢ > 0. Por la convergencia de las sucesiones,
la desigualdad del tridngulo y la continuidad de la funcién (a,b) — a~'b, existe
N € N tal que para todon > N,

D(a,

n

b, a7 1Y) < Dla; by a”'b) + Dia”'b,a ) < 5+ 5 =«
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Como la extension se construye secuencialmente, andlogamente a la demostra-
cion del Teorema [I.2.16] se concluye que la extension tiene oscilacion cero en todo

punto de G x G y es continua. O]

2.3. Meétodos de la Categoria

Teorema 2.3.1. Sea G' un grupo topoldgico tal que para cualquier y € G la apli-
cacion x — xy es un homeomorfismo. St H C G es un subgrupo abierto, entonces

H es también cerrado.

Demostracion. Considérese y € G — H y el conjunto Hy = {zy | x € H}. Como
l¢ € H, y € Hy. Ademas, por hipotesis, la aplicaciéon x — xy es abierta, por lo
que Hy es abierto. Finalmente, las clases laterales H y Hy son distintas; por lo
tanto, son ajenas. Asi, Hy C G — H y se sigue que todo punto de G — H es un
punto interior de G — H y que H es cerrado. O]

Teorema 2.3.2. Sea (G, 7) un grupo polaco y H < G. H es polaco (dotado con

la topologia de subespacio) si, y sdlo si, H es cerrado en G.

Demostracion. Si H es cerrado en G, es claramente un espacio completamente

metrizable y separable debido a que G lo es. Luego, H es polaco.

Si H es polaco con la topologia de subespacio, por el Teorema [[.L1.4, H es Gs
en H. Sea k € H. Por la topologia elegida para H, H y kH son conjuntos Gj
densos en H. Como H es un espacio de Baire, H N kH es un G4 no vacio en H.
Se afirma que H = H: de lo contrario, existen h € H — H y, como H es subgrupo,
H también lo es; por ende H y hH son clases laterales distintas de H/H. Luego
HNkH =, una contradiccién. Por ende, H = H. O

De la discusion hecha anteriormente sobre la funciéon D definida a partir de

una métrica invariante y del teorema recién demostrado, se desprende lo siguiente:

Corolario 2.3.3. Sea (G, T) un grupo polaco y d una métrica compatible invariante
por la izquierda. D(h, k) = d(h, k)+d(h™, k™) es otra métrica completa compatible
en G
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Demostracion. Por el Teorema 227, la complecién de G, G, es un grupo polaco
vy G es un G5 en G, por lo que es cerrado vy G = G, por lo que el resultado se

sigue. O

En lo que sigue se discutiran atn algunas propiedades en los grupos polacos

que se relacionan directamente con las métricas.

Definicion 2.3.4. Diremos que un grupo polaco es CII (de completo e invariante
por la izquierda) si es compatible con alguna métrica completa invariante por la

1zquierda.

Proposicion 2.3.5. Sea G un grupo polaco con una métrica compatible d inva-

riante por la izquierda. St G es CII, d es completa.

Demostracion. Sea d una métrica completa, invariante por la izquierda y compa-
tible sobre G (sabemos que existe por la hipotesis de que G es CII) y € > 0. Como
d y ¢ son compatibles en G, existe A > 0 tal que

Ba(1lg; A) € Bs(1g;e€)

Sea (g,) una sucesion de Cauchy con la métrica d en G. Sea N € N tal que para
cualesquiera n,m > N d(g,, gm) < A. Dado que d es invariante por la izquierda,
esto implica que d(g,,'gn,1c) < Ny 9,'9, € Ba(lg;\) € Bs(1lg;e). Por ende
5(9- gn, 1g) < € y por la invarianza izquierda de 6, §(gn, gm) < €.Luego la sucesion
(gn) es de Cauchy segin la métrica d, por lo que converge en GG. Esto demuestra

que d es también completa. O]

Se deduce de este resultado que si d y d son métricas compatibles invariantes
por la izquierda definidas en un grupo polaco, una sucesion es de Cauchy para d

si, y solo si, lo es para §.

Nuestra discusion ahora se extiende al grupo cociente de un grupo polaco. Se

presenta ahora un lema que le exhibe una métrica.

Lema 2.3.6. Sea G un grupo polaco y d una métrica compatible invariante por la

izquierda. Sea H un subgrupo cerrado de G. La funcion
d*(Hgl,Hgg> = fnf{d(kl,k2> | ]{?1 € Hgl, ]{?2 c Hgg}
es una métrica compatible en G/H
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Demostracion. En primer lugar, hay que ver que es una métrica. La simetria, la no
negatividad y la desigualdad del triangulo se dan trivialmente. Basta verificar que
d*(Hgy, Hgs) # 0 siempre que Hg; # Hgs. Supongase que d*(Hgy, Hgs) = 0. Por
la definicion de d* y propiedades el infimo, existen sucesiones (A1 5, )nen, (R2,n)nen €n
H de tal manera que la sucesion de reales (d(h1,,91, h2n92))nen converge a cero. Por
simetria y debido a que d es invariante por la izquierda, (d(gflhiihlng% 1¢))nen

también converge a cero.

Se define, para todo n € N, h, = hi,llhgﬁn. Con base en esta definicién, la
sucesion (g; 'hngs)nen converge a lg. Por la continuidad de la multiplicacién del
grupo, la sucesion (h,)nen converge a g1, !. Como H es cerrado, g19,' € H, lo

que implica que g; € Hgs. Luego Hg; = Hgs. Se concluye que d* es una métrica.

Se afirma que el espacio G/H es primero numerableH. Sea Hg € G/H. Como G
es metrizable, existe una sucesion (V},) de conjuntos abiertos en G que contienen
a ¢g y son una base local para g. Sea m : G — G/H la proyeccioén canonica. La
sucesion (¢(V;,)) es una base local en Hg de conjuntos abiertos, por lo que G/H es
primero numerable. Recuérdese que en un espacio topologico X primero numerable,
un punto x estd en la cerradura de A C X si, y solo si, existe una sucesion (a,)
en A que converge a . Por lo que para demostrar que d* es compatible con la
topologia de G/H basta probar que A C G/H es cerrado si, y solo si, para toda
sucesion (Hg,) en A tal que la sucesion de reales (d*(H gy, Hgoo)) converge a cero
para Hg., € G/H, se da que Hg,, € A.

Supongase que A C G/ H es cerrado y que (Hg,,) en A es tal que (d*(Hgn, Hgs))
converge a cero. Entonces para todo k € N existe n; € N tal que d*(H gy, Hgs) <
27%_Por la definicién de d* en funcién de un infimo y por la invarianza por la izquier-
da de d, para todo k natural existen ny € Ny hy € H tales que d(hggn, , goo) < 27"
Esto muestra que existe una sucesion en 7~ 1(A) que converge a go.. Por la conti-
nuidad de la proyeccion canénica m, 7 (A) es cerrado y goo € 7 1(A). por ende,
Hg, € A.

Reciprocamente, sea A C G/H que contiene sus puntos de acumulacion respec-
to de d*. Sea (g,) una sucesién en 7~!(A) y supéngase que (g,) converge a go.. Por

ende, por definicion de d*, (d*(H g,, Hgs,)) converge a cero, por lo que la sucesion

2También suele decirse que satisface el primer axioma de numerabilidad
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(Hg,) esta en A. Por hipotesis, Hgo, € Ay goo € 7 *(A). Esto prueba que 771 (A)
es cerrado en G. Recuérdese que el espacio G/ H es dotado de la topologia minimal

bajo la que 7 es continua, por lo que A es cerrado en G/H.

Con esto se concluye que d* es compatible con G/H. O

Siguiendo esta linea de trabajo, hemos de presentar un teorema que nos permi-

tird decir atin méas sobre G/H.

Sin embargo, antes de esto enunciaremos un teorema sumamente relevante en
la teorfa de graficas que sirve para concluir la prueba del teorema subsecuente.
Asimismo, hemos de hacer notar una sutileza: el concepto de arbol que aqui se
usa, aunque se relaciona fuertemente con el de teorfa de graficas, es el de teoria
descriptiva. Un arbol T" es un subconjunto de w<* tal que si s € T'y t C s, entonces
tel.

Se denota el conjunto de las sucesiones infinitas en N como w*. Definimos un

conjunto relevante para el teorema siguiente:

Definicion 2.3.7. Si T es un drbol, se llaman ramas de T al siguiente conjunto
[T ={z€ew”|zlneT, neN}

Definiciéon 2.3.8. Si T es un drbol, dectimos que T es de ramificacion ﬁm’ta@ S1

para todo s € T existe a lo mds una cantidad finita de n € N tales que s™n € T

Lema 2.3.9. (Konig) Sea T un drbol de ramificacion finita. [T] # (0 si, y solo si,
T es infinito.

Teorema 2.3.10. (Sierpinsky) Sea (X, T) un espacio polaco, Y un espacio métrico

y7m: X —Y una funcion abierta, continua y suprayectiva. Y es polaco.

Demostracion. Sea w<* el conjunto de las sucesiones finitas de niimeros naturales.
Si s € w<, denotaremos como [h(s) a la longitud de s. Si s = (s(0), ..., s(n — 1)),

lh(s) = n. Ademas, si m < [h(s), la restriccion de s en m se escribe

slm = (s(0), ..., s(m — 1))

e puede encontrar el término en inglés finite splitting en, por ejemplo .
3Se pued t 1 térmi inglés finite splitting en, por ejemplo, [11]
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Si s, t € w<¥, s es un segmento inicial de t (se escribe s C t) si s = t|lh(s). Si s C t,
Ih(t) = lh(s) + 1 y t(lh(s)) = n (es decir, si el término namero lh(s) de t es n), t

se escribe como s n.
Sea d una métrica compatible en X con d < 1.

A continuacién construiremos una sucesion de subconjuntos abiertos no vacios
de X que nos auxiliaran en esta prueba; la denotaremos mediante (Us)se,,<w. Dicha

sucesion cumple con las siguientes condiciones
s diam(U,) < 2710,
m sineN, Uy, CUs

= Us = UnGN Us~n

Sea e € w<¥ la sucesion vacia. Entonces se define U, = X. El resto de la

sucesion se construye por induccion. Supéngase que Us (s # e) esta definido. Sea
1
Ve = {z ceUs | d(z,2) < dem(Us) yd(z,z) < d(z, X — Us)} :

Por la continuidad de la métrica, para todo x € U,, V, es abierto en U, y, por
hipotesis de induccion, diam(V,) < 27"®)~1 Si y € X — U,, por definicién de
Ve, d(y,V,) > 0; asi que X — U, € X —V, y V, C U,. Claramente la coleccién
{V; | x € Ug} es una cubierta abierta de Us. Como Uy es abierto en X, es polaco
con la topologia de subconjunto. Como U, es segundo numerableH, existe una
subcubierta numerable de {V, | z € Us}. Denétese (V;,). Considérese la sucesion
de conjuntos (Us~,)nen- Se etiqueta cada V,, con un conjunto de (Us~p,)nen. Luego

la sucesion cumple las tres condiciones deseadas.

Para continuar con la prueba se define V; = 7(U) para cada s € w<*. Como
7 es abierta, cada V es abierto en Y. Sea dy una métrica compatible en Y. Sean
Y la complecion de (Y,dy) y Ny el interior de la cerradura de Vj respecto de ).
Obsérvese que N, NY = V;: la contencion C es obvia. La contencién reciproca se

da por la definicién de ). Ademés, por la suprayectividad de 7, V., =Y y N, = ).

4Un espacio topologico (X, 7) es segundo numerable si existe una familia numerable F =
{Un}nen de T tal que para todo V € 7 no vacio y todo p € V, existe U; € F conp € U; C V.
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Adicionalmente, se define por induccion sobre [h(s) una nueva sucesion (M)

de subconjuntos abiertos en ) tal que se cumplen las siguientes propiedades.

MS g N87

paran € N, My~,, C M,

paray € Y, y ¢ My, salvo una cantidad finita de elementos n € N,

M,nU, Ms~n, = M;NU,, No—n.

Se establece M, = N, = ). Supongase que M esta definido con s # e. Para todo
n € N, se elige una sucesion creciente de conjuntos cerrados en Ny~ (Fym)men
tal que Ny~, =, F.m- Esto es posible dado que Ny~, = J,, Fy,m €s un espacio
normal. Sea
Moy = MO Nemny = | Fon-
m<n

Es evidente que se cumplen las dos primeras condiciones. Para ver que se cumple
el resto de las condiciones considérese y € ). Sean n € N el minimo natural para
el que y € M N Ns~,, y m el minimo para el que y € F,, ,,. Entonces se cumple
y € Ms~, por definicién y para k > méx{m,n}, y ¢ My, ya que la sucesion
(Eym)m es creciente, y € F,,; para todo [ > k.

Se afirma que para todo y € Y — Y, y ¢ M, salvo por un numero finito de

elementos s € w<“. para ver esto, sean y € Y — Y y
T={sew"¥|ye M}

Por las propiedades segunda y tercera, T es de ramificacion finita. Si T' es
infinito, existe z € w* (una sucesion infinita) tal que y € M., para todo n € N.
Hay que observar que existe z € X tal que {z} =, U.jn. Comoy ¢ Y, 7(x) # .
Entonces, como ) es métrico, existe un abierto V C ) tal que n(z) € Vyy ¢ V.
Sean € N tal que Uy, € 7~ !(V). Dicho namero existe debido a que z € 7 *(V), a
la continuidad de 7 y a que los didmetros de los conjuntos U, son evanescentes. Esto
implica que V., CV yy ¢ Wln Sin embargo, esto contradice nuestra construccion
de los conjuntos involucrados, ya que con base en ésta y € M., € N,),, C Wln; por

lo tanto, T es finito.
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Por la construccion de los conjuntos Ny, se sigue que ) — Y es F, y por ende
Y es un subconjunto Gy del espacio polaco ). Es asi como se concluye que Y es

polaco. [l

De esta discusion se desprende, como ya se contemplaba, un teorema que per-

mite dar una condicion bajo la cual G/H es un espacio (o un grupo) polaco.

Teorema 2.3.11. Sea G un grupo polaco con una métrica compatible invariante
por la izquierda d y H un subrupo cerrado de G. G/H es un espacio polaco. Mds

atin, si H es normal, G/H es un grupo polaco.

Demostracion. Por el Lema 236 d* es una métrica compatible en G/H. Por el
Teorema 2.3.10, G/H es un espacio polaco. Si H es un subgrupo normal, por el
Teorema [ZT.10] se concluye que G/H es un grupo topologico. Como es cerrado,

G/H es un grupo polaco. ]

Ahora se presenta un importante resultado relacionado con el concepto de
metrizabilidad de espacios polacos que caracteriza a los grupos polacos CII con

base en la condicién de que exista un subgrupo H con caracteristicas especiales.

Teorema 2.3.12. Sea G un grupo polaco y H un subgrupo cerrado y normal de
G. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) G es CII;

(i) H y G/H son CII.

Demostracion. Sea d una métrica invariante por la izquierda de G. La restriccion
de d sobre H, d|H, es una métrica compatible invariante por la izquierda de H.

Por el Lema[2Z3.6] d* es compatible en G/H; de hecho, es facil ver que es invariante
por la izquierda. Sean Hgy, Hge, Hk € G/H.

d*(k’Hng, k’HggH) = d*(k’ng, kggH) = inf{d(k‘l, k’g) | k’l € k’ng, ]{32 S k’ggH}
= an{d(k’glhl, kQQhQ) | hl, hQ € H} = inf{d(glhl,gghg) ‘ hl, hz S H}
= fnf{d(?”l,'f’g) ‘ r e ng Tro € ggH}
Por lo tanto, d*(kHg H,kHgoH) = d*(g1H, g2 H).

Por la Proposicion 2.3.5] basta probar que d es completa si, y solo si, d* y d|H lo

son. Supdngase que d es completa. En este caso d|H es completa, pues H es cerrado.
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Sea (Hg,) una sucesion de Cauchy en G/H respecto de la métrica d*. Se cumple
la condicion de Cauchy para cierto natural n y para m > n, d*(Hg,, Hg,) < 27".
Se ha de construir ahora por induccién una sucesion (ky,),eny de tal manera que

k, € Hg, de la siguiente manera.

ko = go. Por la definicién de d* y la invarianza por la izquierda de d, en general
k.11 puede elegirse de tal manera que d(ky41, k) < 27". Por esta razon, la sucesion
(k) es de Cauchy respecto de la métrica d. Por completez, existe k € G tal que
(kn) — k. por la continuidad de la proyeccion canonica m, (Hk,) — Hk. Por ende,

d* es completa.

Reciprocamente, supongase que d|H y d* son completas. Sea (g,) una sucesion
de Cauchy en G respecto de d. Sin pérdida de generalidad puede suponerse que
para n < m se tiene d(gy, gm) < 27". Considérese la sucesion (Hg,,). Por definicion
de d*, para cualquier par n,m € N d*(Hg,, Hg,,) < d(gn, gm), por lo que (Hg,)
es de Cauchy respecto de d*. Luego, por la completez de d*, existe g, tal que
(Hg,) — Hgoo. Por este hecho y las propiedades de d, puede hallarse una sucesion
(h,) en H de tal manera que (h,g,) converge a g-. En efecto: como la sucesion
de ntimeros reales (d*(Hg,, Hgx))n converge a cero, también lo hace la sucesion
(inf{d(h!gn, N,goo) | B, 1., € H}), v asimismo (inf{d(h, 'h!g,,9) | B!, 1, €
H}),. La sucesion en H buscada se obtiene a partir de (h/'h!),. Sin pérdida de
generalidad se asume que d(h,gn, goo) < 27". Luego d(gn, h;; geo) < 27™. Como H
es normal en G, sus clases laterales izquierdas coinciden con las derechas, asi que
existe una sucesion (f,,) en H tal que h 'goe = Goo fn- Por ende d(gn, goo fn) < 27
Debido a que d(gy, gm) < 27" para n < m y la desigualdad del triangulo,

A(Goo frns Goo fr) < d(Gny Goo fr) + A(Gns Gm) + A(Gims Goo frm) < 2772

(goo frn) es entonces de Cauchy respecto de d. Por la invarianza de d por la izquierda,
(fn) lo es. Por la asuncion de que d|H es completa, existe f,, € H tal que (f,)
converge a f,. Por la continuidad de la norma d, se sigue que (g,) converge a

Joofoo € Gy d es completa en (G, como se queria. O
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Capitulo 3

Continuidad Automatica

Es del interés de este capitulo el hallar respuesta a la cuestion: ;Bajo qué

condiciones puede asegurarse la continuidad de un morfismo entre grupos polacos?

Definicion 3.0.1. Sean (G, 1) y (H,T') espacios polacos. Una aplicacion f : X —
Y es llamada Baire-medible si para todo U € 7' f~Y(U) tiene la propiedad de Baire
en X.

En el presente capitulo se inicia la busqueda de condiciones necesarias para
que la continuidad automaética (C.A.) de un morfismo de grupos se dé. Se estu-
dian primero aspectos generales de los morfismos Baire-medibles y se expone un
resultado que asegura que si el dominio y el contradominio son grupos polacos, el
morfismo resulta ser continuo. Ademés, se estudian condiciones suficientes sobre el
dominio de un morfismo de grupos para que resulte ser automaticamente continuo.
Asimismo, se expondra de qué condiciones debera gozar el contradominio de un

morfismo para que éste alcance la continuidad.

Para el caso de los morfismos Baire-medibles estén los resultados principalmen-
te desarrollados por B. J. Pettis, los cuales se exponen a continuacion. El resultado
principal garantiza que si ¢ : G — H es un morfismo Baire-medible y (G, 1), (H, T')

son grupos polacos, ¢ es continuo.
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3.1. Dominio y Rango

Definiciéon 3.1.1. Sea (G, -, 1g) un grupo. Decimos que G es normado si existe

una funcion || || : G — N que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera
g.heqG:

(1) llg - bl < llgll + IRl

(2) |1l =0,

(3) llgll = llg~11,

(4) Para todo n € N, si g # 1g, ||¢"|| > max{n, ||g||}
A tal funcion || - || se le llama norma de grupo.

Un ejemplo comiin de grupo normado es Z con el valor absoluto usual en R.

A continuacion, se presenta una condicion suficiente sobre el rango de un ho-

momorfismo para que éste sea continuo.

Teorema 3.1.2. (Dudley) Sean G un grupo polaco con una métrica completa d,
H un grupo normado y equipado con la topologia discreta. Si ¢ : G — H es un

morfismo de grupos, ¢ es continuo.

Demostracion. Supéngase lo contrario. Entonces ¢ no es continuo en 1g. Se cons-
truyen por recursion sucesiones (Zpn)mmnen, (Gn)nen €0 Gy (ky)neny en N tales

que

1. Paratodon e Ny 0 <m <n, op, = gm$ﬁ%+1'

2. Paratodon e N, k, =n+> 1 [|0(g)|l, Znpn =1y &(gn) # 1u.
3. Para cualesquiera m,n € N, d(zy41.m, Tnm) < 27

Para iniciar, se toma un elemento que nombramos como g; tal que ¢(g;) # 1. Se

toma n > 1. Suponemos que ¢, ..., g, estan establecidos y se define para j = 1,...,n

Ry =5+ llo(gll-
i=1

Ademés, para 1 < m < n, definimos

T = G (Gms1 (G2 (Gt (gn)Frt)Fn2 ) fm=tyfom,
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Definimos la funcion A : G — G como sigue.

9 9 Gmr1(Gmr2--(Gno1(gng)Fr=")Fn=2 ) Fm=1)hm,

Notese que A(gn) = Tpm.-
Por la continuidad de las operaciones de grupo en G, \ es continua.

Por la continuidad de A, es posible elegir a g, 1 de tal forma que

d(A(gn), Algn+1)) < 27"

Maés atin, por la discontinuidad de ¢ en 1p, es posible elegir a g, 1 de tal manera

que, aunada a la condicién anterior, se cumpla ¢(g,11) # 1.

Definimos entonces para 1 < m <n+1

Tot1m = G (Gt (Gmsoee(Gno1 (gnghny ) ont)Fn=2 . )fm=t)hm,

Asi queda cabalmente definida la sucesion (Z,,n)mner (con m < n) y la parte

1. de la definiciéon se cumple.

Por el argumento anterior, la parte 3. de la construccion de las sucesiones se

cumple. Esta indica que (2, )nen (con m € N fijo) es de Cauchy.
Como G es polaco, cada sucesion (2, ,)nen converge para todo m € N fijo.

Existe entonces y,, € G tal que (2 m)nen — Ym. Por la continuidad de A, se

tiene
Ym = G (Y1)

Al emplear esto y la parte 1. de la definicién de las sucesiones se tiene

y1 = g1(g2(--(gmylr ). )2)k

De aqui se tienen dos opciones: ¢(y,,11) = 1y, en cuyo caso

16| = 1(2(gm) S (Yms1)) || = Ky
De lo contrario, ¢(ym+1) # 1y y

1oCum I = Mol = 1¢(gm) S (Gms1) " || = ko = 1|6(gm) |l = k1 + 1
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En cualquier caso, ||¢(y*m=1)|| > k,,_1. Se tiene

1oyl = [16[(g2(gs.--)) 11| = ll(gn)ll = [161g2(gs--) ]Il = llo(gn)l] =
16(g3--)"2]l] = [le(g0)l| = [lé(g2)|| = ... >
16(gm¥ms1) ]| = [1$(gm-)Il = . = |6(g1)]]

De aqui se aduce que

oyl = km—1 = [|¢(gm-1)I| — .. = llo(g1)[| =m — 1

Como esto ocurre para todo m, el valor de ||¢(y;)|| es infinito, lo que es una

contradiccion. O

Cabe hacer notar que, en las primeras versiones de este trabajo, estaba contem-
plando acotar el tratamiento de los grupos normados a s6lo una burda mencion;
sin embargo, gracias a una acertada observaciéon de uno de los sinodales, Fernando
Hernandez, tenemos un resultado que resalta lo restringida que es la clase de los

grupos normados (ver [16]).

Corolario 3.1.3. Si (G, 7) es un grupo polaco no discreto (en otras palabras,
7 # P(G))), G no es normado.

Demostracion. Supongase lo contrario; es decir, que G es normado. Sea (G, P(G))
el grupo topologico discreto sobre G. La funciéon ¢ : (G,7) — (G, P(G))) dada por
la identidad es un morfismo de grupos. Por el Teorema [3.1.2] ¢ es continua, por lo

que 7 = P(G)), una contradiccion. O

Definicion 3.1.4. Sea (G, T) un grupo polaco. Un subconjunto A C X es llamado

o-sindético si existe una sucesion (gn)nen € G tal que G = |, oy gnA-

Teorema 3.1.5. (Lindeldf) Sea (X,T) un espacio topoldgico sequndo numerable
con una base topoldgica B = { By }nen. St A € 7 y {U;}icr C 7 €s una coleccion tal
que
AcC U Ui,
el

existe un subconjunto numerable N C I tal que

Ac U
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En otras palabras, para todo A € T existe una subcubierta numerable para toda
cubierta arbitraria de A.

Demostracion. Sea A € 7y {U;}ier C 7 una coleccion tal que
Ac|Ju.
icl

Para todo i € I existe un subconjunto M; C N tal que C; = {Bf??}meMi CBy

Existe entonces un subconjunto M € N tal que {Bm}me u C B,

Ac | Bn

y para cada m € M, B, Cc U para algin ¢ = i(m) € I. Por lo tanto, existe un
conjunto numerable N C I tal que {U, }nen C {Ui}icr v
Ac | Bnc U
meM neN

]

En un grupo polaco (G, 7) todo U € T no vacio es o-sindético. Para ver esto,
supongase, sin pérdida de generalidad, que 15 € U (en caso contrario, si h € U,

h™U es abierto y contiene a 1¢). Es evidente que
G= U qU.

(gU)4ec es una cubierta abierta de G. Como G es polaco, es segundo numerable. Por
el Teorema [3.1.5] existe entonces una colecciéon numerable de conjuntos abiertos

en G. Por lo tanto, existe asi una sucesion (g, )nen tal que
geG neN

Definicién 3.1.6. Sea (G, 7) un grupo polaco. Se dice que G es de Steinhaus si
existe k € N tal que para todo subconjunto simétrico o-sindético A que contiene a

1g se cumple
1g € ]nt(Ak)
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En cuanto al dominio, también existe una condicién que asegura la continuidad

de los morfismos de grupos si el dominio es de Steinhaus.

Teorema 3.1.7. Sea G un grupo polaco de Steinhaus y H un grupo polaco. Todo

morfismo ¢ : G — H es continuo.

Demostracion. Sea k € N el exponente de Steinhaus de G. Sea V un conjunto
abierto que contiene a 1. Por continuidad de las operaciones de H y la Proposicion
213 (parte 3.), existe un conjunto abierto simétrico W que contiene a 1y tal que
W2k C V. Como W es abierto, es o-sindético. Sea (h,,) una sucesion en H tal que la
sucesion de abiertos (h, W),y cubre a H. Para todo n € N tal que h, WN¢(G) # ()
se elige g, tal que ¢(g,) € h,W. Esto implica que h,, € ¢(g,)W~'. Por la simetria
de W, h,W C ¢(g,)W?. Luego

o(G) C H = JhW C | ég)W?>.

neN neN

Por la eleccion de la sucesion (g, )nen en G,

G C o (@) C | gad™ (W),

neN

lo que exhibe que ¢~1(W?) C G es o-sindético. Como G es de Steinhaus,
lg € Int(¢~ (W) C o~ (W) C o1 (V),

que prueba la continuidad de ¢. [l

3.2. Categoria

Teorema 3.2.1. (Banach-Pettis) Sea G un grupo polaco, A, B C G subconjuntos
y U(A), U(B) los cuasiinteriores (ver Definicion[1.2.11), respectivamente, de A y
B. Entonces: U(A)U(B) C AB.

Demostracion. Sea x € U(A)U(B). Entonces x = ab con (a,b) € U(A) x U(B) y
a=axb"! € U(A)NzU(B)~!. Por la Proposicion 213 1,

U(A) NaU(B)™! = U(A) N U(xB™Y)
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es abierto y no vacio. De hecho, es un abierto en el que A N xB~! es comagro.
Es decir, existe una sucesion de conjuntos abiertos y densos en U(A) N U(zB™)
cuya interseccion esta contenida en A N zB~!. Como G es un espacio de Baire y
U(A)NU(xB™!') es abierto, es un espacio de Baire. Asi, la interseccion citada es
no vacia, lo que exhibe que AN xB~! es no vacio. Existe entonces z = b~ € A

conbe Byx=zbe AB, que es lo que se queria. [l

Hay que observar que la tnica propiedad relevante en la demostracion del
Teorema B.2.1l es que G es un espacio de Baire, asi que la hipotesis de que G es

polaco esta sobrada.

Corolario 3.2.2. Si A C G tiene la propiedad de Baire y no es magro en un grupo

topoldgico (G, T), entonces AA™! contiene una vecindad de 1.

Demostracion. Notese que si A C X no es magro, si existe V' € 7 tal que (4 —

VYU (V — A) es magro en X, V no es vacio. Mas atn, como
V_AC(A—V)U(V - A),

V — A es magro y U(A) no es vacio. Como U(A™!) = U(A)7}, claramente, 1g €
U(A)U(A™Y). Por el TeoremaB2.T], U(A)U(A™!) es un conjunto abierto contenido

en AA™! que contiene a 1g. O

A continuaciéon un lema que funge de puente para el resultado fundamental

sobre los morfismos Baire-medibles.

Lema 3.2.3. Sean (G,7) (H,T') grupos polacos y ¢ : G — H un morfismo de
grupos. La imagen inversa bajo ¢ de cada U € 7' es un conjunto no magro en G o

es vacio.

Demostracion. Supongase que existe U € 7/ tal que ¢~!(U) es no vacio y magro
en GG. Se sabe que
G=Jgo ().

geG
Luego, ¢(G) € U,cq ¢(9)U. H es polaco, y cada ¢(g)U es abierto en H. Todo
espacio polaco es segundo numerable y, por ende, por el Teorema [3.1.5] existe una

sucesion {g, }nen C G tal que

$(G) C | o(gn)U.

neN
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Luego al tomar a ambos miembros de la igualdad la imagen inversa bajo ¢ y

emplear propiedades bésicas de ¢,
G=0¢"6(G) C | a0 (V).
neN

Esto exhibe que G es magro, pero, dado que G es polaco, esto es un absurdo. [
Ahora es pertinente introducir el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.2.4. Si ¢ : G — H es un homomorfismo Baire-medible entre grupos

polacos (G, 1) y (H, '), entonces es continuo.

Demostracion. Sea Uy una vecindad arbitraria de 15. Como las operaciones de

inversion y del producto en H son continuas, existe una vecindad V de 1y tal que
VV~1 C U. Por el Lema 323 ¢~'(V) no es magro en G. Como ¢~ (V) tiene la
propiedad de Baire, U(¢~(V)) # 0. Se tiene entonces:

lg €U (V) U (¢~ (V) = Ul (V)U (e~ (V) 7).
Por el Lema B.2.1],
lg € Ul ' (V)U (¢~ (V)™ S~ (V)e ' (V)™

Y
lg € (V)o (V) =97 (VV) Co'(U),

por lo que ¢~ 1(U) es una vecindad de 15 y ¢ es continuo.
[

Corolario 3.2.5. Todo morfismo Borel-medible entre grupos polacos es continuo.

Demostracion. Hay que recordar que un morfismo 7 : G — H es Borel-medible si
para cualquier abierto U C H, 7~!(U) es un boreliano de G. Por la Proposicion
210, todo morfismo Borel-medible es Baire-medible, asi que el Teorema [3.2.4]

implica lo que buscabamos. [l

En el caso particular donde se trabaja con isomorfismos Baire-medibles de
grupos, puede asegurarse que son homeomorfismos por una aplicaciéon simple de
una propiedad importante de la teoria descriptiva. Aqui se enuncia simplemente.

En [IT] se encuentra una demostracion prolija del resultado.
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Teorema 3.2.6. Sean (G,7), (H,T") grupos polacos. Una aplicacion ¢ : G — H

es Borel-medible si, y solo si, su grdfica es un boreliano en G x H

Proposicion 3.2.7. Sean (G, 1), (H,T") grupos polacos y ¢ : G — H un isomor-

fismo Baire-medible. ¢ es entonces un homeomorfismo.

Demostracion. Por el resultado de continuidad automaética ya demostrado, el Teo-

rema B.2.4] ¢ es continuo. Considérese

I'={(z,y) € Gx H|y=¢(x)}

Sea (a,b) € T'. Supéngase que b # ¢(a). Como H es de Hausdorff, existen U,V € 7/
disjuntos tales que b € U, ¢(a) € V. Como ¢ es continuo, existe una vecindad O € 7
de a tal que ¢(O) C V. O x U es abierto en G x H y contiene a (a,b), asi que debe
existir (z,y) € I'NO x U. Es decir, ¢(z) = y € V N U, una contradiccion. Por
ende b = ¢(a), (a,b) € I' y la grafica de ¢ es cerrada. Es inmediato que también
la grafica de ¢! es cerrada, asi que ¢! es Borel-medible por el Teorema y

por ende continua. ¢ es entonces un homeomorfismo. [l

Diversos trabajos publicados en la segunda mitad del siglo XX permiten esta-
blecer que el hecho de que los morfismos entre grupos polacos sean continuos es
consistente con los axiomas de Zermelo-Fraenkel (para mas detalle, revisese, por
ejemplo, [1]). Por ende, siempre que se quiera exhibir un morfismo discontinuo

entre grupos polacos es necesario recurrir al axioma de elecciéon de algiin modo.

Por ejemplo, (R, +) y (R?, +) son grupos polacos no homeomorfos. Sin embargo,
como espacios vectoriales sobre QQ tienen la misma dimension y son algebraicamente
isomorfos. De aqui se concluye que ningun isomorfismo definido entre (R,+) y
(R% +) es un homeomorfismo y, por ende, algiin morfismo de grupos entre (R, +)

v (R?,+) es discontinuo. Para mas detalle, véase el Ejemplo B.4.3l

3.3. Caso de la Medida

Se tienen registros relativamente recientes de que el fenénemo de continuidad
automatica fue objeto de interés entre la comunidad matemaética: a principios del
siglo pasado, una vez que las bases de la concepciéon moderna de la teoria de la

medida estaban mas o menos cimentadas, diversas personalidades cientificas se
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entregaron a averiguar condiciones adicionales bajo las que era posible asegurar la
continuidad en las aplicaciones que satisfacian la ecuacion funcional de Cauchy. La
primera aportacion de gran revelancia corri6 a cargo del matematico francés Mauri-
ce Fréchet, quien publico en 1915 su asercion de que toda solucion Lebesge-medible
de la ecuacién de Cauchy resulta ser continua. Cinco anos mas tarde, en 1920, se
publicaron tres relevantes articulos bajo las autorias de Stefan Banach, Wactaw
Sierpinski y Hugo Steinhaus respectivamente, siendo este tltimo el de mayor tras-
cendencia (ver [16]). Dichas publicaciones se dedicaron a indagar los detalles de la
propiedad antementada expuesta por Fréchet. Una observacion pertinente es que
las hipotesis que requiere el Corolario[3.3.8 no se dan de forma tan sencilla, ya que,
en general, no se tiene informacion suficiente para asegurar que el grupo polaco en
el contradominio sea localmente compacto. Un aspecto demostrado por Weil indica
que un grupo polaco que admite una medida de Borel o-finita, cuasiinvariante y
no nula, necesariamente es localmente compacto. De esta manera, para asegurar
que el contradominio es localmente compacto, basta investigar la compatibilidad
de éste con una medida que retina las caracteristicas citadas.

Por fines de taquigrafia, si un grupo topoléogico (G, 7) es Ty (de Haussdorf),
localmente compacto y segundo numerable, sera llamado HLCSN a lo largo de
este trabajo.

Si (G, 1) es un grupo topologico segundo numerable, es también primero nume-
rable. En particular 14 tiene una base numerable de vecindades. Por lo tanto, por
el Teorema 2.2.1] todo grupo HLCSN es metrizable.

Definicion 3.3.1. Sea X un conjunto y ¥ una o-dlgebra sobre X. Una funcion p

en ¥ hacia los reales extendidos, es decir, [—00, 0] es llamada medida si

» 4(E) >0 para todo E € X,

= () =0,

w Si (Ep)nen €s una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos en X,

N(U E,) = ZN(En)-

neN neN

Esta propiedad es llamada o-aditividad.

A la terna (X, X, i) se le llama espacio de medida.
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Definicién 3.3.2. Sea (X, 7) un espacio topologico Hausdorff y u una medida
definida en B(X). Se dice que p es regular si:

(i) p(K) < oo para todo K C X compacto,
(i) para todo E € X,

p(E) =inf{ip(U) | ECU, Uert};
(i11) para todo U € T,
pw(U) = sup{u(K) | K CU, K C X, compacto}.
A la condicion (ii) se le llama reqularidad exterior y a (i1i) reqularidad interior.

Definicién 3.3.3. Sean (G,7) un grupo topoldgico Hausdorff y localmente com-
pacto. Una medida 1 definida en B(G) es llamada invariante por la izquierda o

izquierda-invariante si para todo g € G y todo B € B(G) se cumple

1(gB) = p(B).
Se define la medida invariante por la derecha de forma andloga.

Teorema 3.3.4. (Haar) Sea (G,T) un grupo topoldgico Hausdorff y localmente
compacto. Existe una medida p definida en B(G), dnica salvo el producto por una

constante positiva, que es regqular e invariante por la izquierda.

A la medida obtenida a través del Teorema [3.3.4] se le llama medida de Haar

izquierda o, simplemente, medida Haar-izquierda.

Es posible construir una medida Haar-izquierda en un grupo HLCSN. De hecho,
existen medidas de Haar por la izquierda y por la derecha en todo grupo HLCSN.

La prueba de este hecho es robustamente desarrollada en [g].

Sea (X, 7) un espacio topologico localmente compacto y Hausdorff. Una medida
i definida en B(X) es llamada medida de probabilidad de Borel si p(X) = 1.

Definiciéon 3.3.5. Sea (X, 1) un espacio polaco. Un subconjunto A C X es univer-
salmente medible si para toda medida de probabilidad de Borel p definida en B(X)
eviste B, € B(X) tal que u(B, A A) = 0.
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Definicién 3.3.6. Sean (X, 1), (Y, 7') espacios polacos. Una aplicacionm : X — Y
es universalmente medible si para cada V € 7/, m= (V') es universalmente medible
en X.

Teorema 3.3.7. (Steinhaus-Weil) Sea G un grupo topoldgico polaco y localmente
compacto y X\ una medida Haar-izquierda definida en la o-dlgebra de Borel de G.

Para todo A C G A-medible con medida positiva se tiene que AA™! es una vecindad
de 1g.

Demostracion. Debido a que la medida de Haar es regular exterior e interiormente,
es posible hallar un subconjunto compacto K C G y uno abierto U C G con
K CACU y tales que A(U) < 2\(K). Ademas, sea V C G abierto que contiene
a lg tal que VK C U. Obsérvese ademés que para todo g € V, gK C Uy
MEK) = MNgK), asi que para cada g € V gK N K # ): de lo contrario, existiria
geVitalque¢d KUK CUYy

My E UK) = Mg K) + MK) = ME) + M\K) < \U)

y 2A(K) < A(U), una contradiccién. Entonces se sigue que V C KK 'y 15 €
V C AA™!, como se queria. O

Corolario 3.3.8. St m: G — H es un morfismo universalmente medible entre

grupos polacos (G, 1), (H,™") y G es localmente compacto, entonces es continuo.

Demostracion. Por la hipotesis de la compacidad local de GG, existe una medida
Haar-izquierda g no nula en G. Sea V' € 7 que contiene a 1y € V. Basta probar
que 7 1(V) es una vecindad de 1¢. Por la continuidad de las operaciones inversion
y producto, puede hallarse W € 7/ tal que WW = C V.

Como H es polaco y W es abierto, existe una sucesion (2, )nen en ¢(G) tal que
$(G) C |z
neN

Para cada n € N, elegimos un tnico g, € G tal que ¢(g,) = x,. Se tiene

entonces

G < gt (W),

neN
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Como u(G) > 0, existe n € N tal que u(g,¢~*(W)) > 0. Por la invarianza por la
izquierda de p, u(¢~*(W)) > 0. Por el Teorema [3.3.7]

o W)@ W)) =T (W) C (V)
es una vecindad de 14. O

Se presenta a continuacion una version modificada por André Weil de un des-
tacado resultado incluido en el trabajo de Steinhaus.
El Teorema [3.3.7 también nos permite concluir un resultado de continuidad

dependiente de la numerabilidad topolégica del contradominio.

Definiciéon 3.3.9. Sean (X, T) un espacio topoldgico localmente compacto y Haus-
dorff, (Y,7') un espacio topoldgico y p una medida Haar-izquierda de X. A la
aplicacion f : X — Y se le llama Haar-medible si para todo V € 7', f~1(V) es
w-medible.

Teorema 3.3.10. Sean (G, T) un grupo localmente compacto, (H,v) un grupo
topoldgico sequndo numerable y ¢ un morfismo de grupos Haar-medible. Entonces
¢ : G — H es continuo.

Demostracion. Sea V€ v que contiene a 1y. Como H es segundo-numerable,
#(G) es de Lindelof. Para todo h € ¢(G), h(V N ¢(G)) es abierto en ¢(G). Existe
pues una sucesion (hy,)pen en ¢(G) tal que ¢(G) = U,cn hn(V N 0(G)), ya que
(G) = Unese) (VN ¢(G)). Para cada h, € ¢(G) se elige g, € G tal que
&(gn) = hy. De aqui se deduce que

GCo ' (|JnVne@) =] gmo (V)

heH neN

Esto exhibe que ¢~*(V) no tiene medida cero. Por el Teorema [3.3.7]

(VYo (V) TS (VYT

es una vecindad de 15. En resumen: si W € v contiene a 1g, por la continuidad
de las operaciones del grupo, existe V' € v, vecindad de 1y tal que VV ! C .
Por lo demostrado anteriormente, ¢~'(V) es una vecindad de 15 y se prueba la
continuidad de ¢. O
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3.4. Discontinuidades

Uno de los objetivos para estudiar la continuidad de estas soluciones es, natu-
ralmente, la existencia de morfismos discontinuos y ejemplos de situaciones pato-
logicas cuando los grupos polacos son de determinada naturaleza. Como se hace
evidente y dicta la tendencia en matematicas, el preguntarse qué ocurriria si se
trabajase con un grupo polaco arbitrario resulta inminente. El matematico Jens

Peter Reus Christensen impulsé destacadamente la solucion de esta cuestion.

Inicialmente, se presenta el ejemplo de un funcional discontinuo definido en
un espacio de Banach separable de dimensiéon infinita sobre un campo K. Antes,

revisemos algunos conceptos importantes.

Definiciéon 3.4.1. Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K. Decimos que
B C K es una base de Hamel si B es linealmente independiente (es decir, si
todo subconjunto finito de B es linealmente independiente en el sentido usual) y
para todo x € V existen dos confuntos finitos F, = {x1,...,x,} C B y G, =
{c1,...,cn} C K tal que

n
E Cil; = X.
=1

Por el Lema de Zorn, todo espacio vectorial tiene al menos una base de Hamel.
En particular, todo espacio de Banach tiene una base de Hamel. Una aplicaciéon
del Teorema de la Categoria de Baire permite probar que en un espacio de Banach
de dimensioén infinita toda base de Hamel es infinita no numerable.

Ejemplo 3.4.2. Sea X un espacio de Banach sobre K separable de dimension
infinita. Considérese el espacio topoldgico asociado (X, T) donde la topologia es

mducida por la norma. Este es un espacio polaco.

Elijase {x;}ic; una base de Hamel densa de X. Considérese un indice arbitra-

10 pero fijo ig € I. Para cada x € X, sea I, C I un conjunto finito (ver Definicion

[541) tal que

'El hecho de que todo espacio de Banach de dimensién infinita tiene una base de Hamel densa

estéa prolificamente demostrado en [2]
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con a; € K para todo i € I,.

Definase ¢ : X — R como

¢( E aixi) = Qj,-
icl,
Como la descomposicion de cada x € X como combinacion lineal de {z;}icr es

unica (definicion de base de un espacio vectorial), ¢ estd bien definida.

Debido a que {x;};cr es denso, existe una sucesion de elementos de {x;}icr —
{z:,} que converge a z;,. Es decir, existe una sucesion (z;, )nen tal que para cada
n €N, j, € I —{ig} de tal manera que (x;,)nen converge a xz;,. Se afirma que
¢ no es continuo en x;,. En efecto, pues para todo n € N, ¢(x;,) = 0. Y, sin
embargo, ¢(x;,) =1 Es decir, la sucesion {¢(x;,)} es constante y converge a cero;

sin embargo,

Se muestra ahora un ejemplo que exhibe la similitud algebraica entre R y R

Ejemplo 3.4.3. Notese que R, con el campo de los racionales, es un espacio vec-
torial de dimension infinita. Esto puede observarse de la existencia de los nimeros
trascendentesld Recuérdese que los nimeros trascendentes son aquellos que no son
solucion de ninguna ecuacion polinomica con coeficientes racionales. Un ejemplo
de un niumero trascendente es m, resultado recurrentemente demostrado en diversos
textos de teoria de numeros. Concretamente, elijase cualquier nimero natural n y

sea
S={1,7,7* .7"}.

Obsérvese que S es linealmente independiente en Q, ya que de no serlo existirian
Qgp, a1, a2, ...0y S @7

no todos cero, tales que

ag+ arm+ ... + a,7m™ = 0.

2Es comin encontrar el término nimero trascendental en la literatura en castellano; sin em-
bargo, preferimos aqui utilizar la palabra trascendente en alusion a lo que trasciende, lo que
estd mas alla. En este caso, los niimeros trascendentes estan mas alla del alcance de los ntimeros

racionales y de las raices de polinomios racionales.

95



3.4. DISCONTINUIDADES CAPITULO 3. CONTINUIDAD AUTOMATICA

Cosa que es imposible, ya que 7 es trascendente. Ast, es posible hallar para cada
n € N un conjunto de cardinalidad n+1 linearmente independiente en Q y se sigue
que R es un Q-espacio vectorial de dimension infinita. Adicionalmente y de forma
andloga, R? es un Q-espacio vectorial de dimension infinita. De hecho, la dimension
correspondiente es infinita no numerable: aunque Q es infinito numerable, R es
infinito no numerable. De lo anterior puede observarse que (R* +) y (R, +) son

isomorfos. Sean A y B bases para R y R? respectivamente. Se tiene que
Al = |B| =2,

donde B = By x By, donde By, By son bases de R. Definase la funcion ¢: R — R?
dada para los elementos de la base ey mediante ¢(ey) = (e;(N)1,€;(N)2), donde
i: A — Bi X By es una funcidn biyectiva (se sabe que existe debido a que el do-
minio y el contradominio son equipotentes). Obsérvese que puede extenderse por
linealidad la funcion definida ¢ : R — R? para los vectores de la base debido a que
éstos representan de forma tnica los elementos de R y R? a través de combinacio-
nes lineales. Esto exhibe que la funcion es en realidad una transformacion lineal;
ademds, es fdcilmente verificable que la funcion es biyectiva y que es, por lo tan-
to, un isomorfismo. Por otro lado, debido a un simple argumento que compara la
preservacion de la conexidad de los espacios topoldgicos R y R?, se sigue que éstos
no son homeomorfos (recuérdese que la conezxidad es una propiedad topoldgica y
compruébese que al remover en cada espacio cualquier elemento uno conserva la
conezidad y el otro no). De tal manera que entre estos espacios existe una estrecha
relacion algebraica; sin embargo, desde el punto de wvista topoldgico, son entida-
des distintas. FEs por esto que ningin morfismo de grupos definido entre estos dos

espacios es un homeomorfismo.

Antes de continuar con los siguientes ejemplos, se define un concepto recurrente
en el estudio de las topologias desde el punto de vista del analisis matematico. La
siguiente definicién se desarrolla en un ambiente en particular, a saber, en los
conjuntos parcialmente ordenados (COPO). De manera intuitiva, se entiende filtro
como un sunconjunto de un COPO cuyos elementos son aquellos lo suficientemente
grandes para cumplir una condicién establecida. Por ejemplo, si x es un elemento
en la recta real, la familia de subconjuntos de R que incluyen a x en su interior es

un caso de filtro de R conocido como el filtro de vecindades en z y a la coleccidon
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de conjuntos que contienen a x es llamado filtro principal. De manera general, un

filtro principal es aquel que tiene un elemento minimo.

Parece oportuno enunciar, primero de manera coloquial, las caracteristicas que
distinguen a un filtro. Primero, como puede ya insinuarse de la descripciéon anterior,
un filtro nunca ha de manifestarse en un conjunto sin elementos. Segundo, si exis-
ten dos conjuntos cuyos elementos cumplen la propiedad establecida, el conjunto
interseccion de ellos también debera estar formado por elementos de la naturaleza
deseada. Finalmente, si un conjunto estd compuesto de elementos que satisfacen
la propiedad, todo conjunto que lo contiene también deberda cumplirla en cada
uno de sus elementos. Se le conoce como ultrafiltro a un conjunto que satisface
la definicién anterior y tiene naturaleza maximal. Es decir, aquel que satisface la

cualidad de que no exista algtin otro filtro que lo contenga propiamente.

Para introducir el siguiente ejemplo, se trabaja con la definicién de ultrafiltros

dada en [4], a saber aquel que se define sobre el conjunto potencia.

Definiciéon 3.4.4. Sea (P, <) un conjunto parcialemente ordenado. Una coleccion

de subconjuntos, F', de P es un ultrafiltro si

I.- F no contiene al conjunto vacio.

II.- SSiAJBC P, ACByAE€F, entonces B € F,
III.- Si A, Be F, ANBeF,

IV.- S5i AC P, entonces A o P — A estd en F.

Notese que I y IIT implican que IV es una disyunciéon estricta.

Como ya mencionamos, un ultrafiltro principal tiene un elemento minimo res-
pecto del orden impuesto por la contencién de conjuntos. De aqui puede probarse

que en todo ultrafiltro principal hay un elemento unitario.

Para empezar, si F es un ultrafiltro principal de X, necesariamente (), A €
F. Si ﬂAeFA € F no es un conjunto unitario, existen dos conjuntos ajenos no
vacios V, W tales que ( ez A € F = VUW. Como (4. A € F es elemento
minimo en F, VW ¢ F. Porende, X —V € Fy

((ANX-V)=WEeF,
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una contradiccién.

Recuérdese que el grupo de permutaciones definidas en todo N (sin limitarse
necesariamente a un subconjunto finito) es denotado mediante S,,. Considérese
a S, con la topologia generada por la subbase compuesta por conjuntos de la

siguiente forma.
Bum =19 € S« | g(n) = m},
para cada par n,m € N.

Es decir, puede verse este espacio precisamente como un subespacio de NV, el
espacio de Baire. En otras palabras, se considera el espacio resultante de efectuar
el producto numerable de N dotado con la topologia discreta. Para verificar que
asi S, resulta un grupo polaco, basta comprobar que es un subconjunto Gy de N¥

(ver Teorema [[LT4]). Véase a continuacion este hecho: Sean

I ={(z,) | (z,) : N = N,inyectiva}

S ={(x,) | (x,) : N = N, suprayectiva}.

De la misma definiciéon, So, = IN.S. Basta exhibir que los intersecandos I C NV,
S C NN son subconjuntos Gs. Obsérvese que x € S si, y solo si, para todo n € N

existe m € N tal que n = x(m). De aqui se desprende que

S=)JN""x{n} x N

neNmeN

Dada la topologia considerada (el espacio de Baire), es inmediato que, para cada

n € N, los conjuntos de la forma
N™1 s {n} x N¥-™

son abiertos y S es Gg. Por el otro lado, x € I si, y solo si, para todo n,m € N, si

n # m, entonces x(n) # x(m).

Definimos para n, m € N los conjuntos

Apm = {fe NY | f(n) = f(m)}.
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Estos son cerrados en el espacio NY. Luego, es facil ver que

I= V(N = A,m).
n<m
Esto prueba que tanto I como S son G5, como se queria. S, admite asi la topologia
polaca. Para verificar que S, es un grupo topologico, basta con comprobar que la
métrica d(z,y) = 27" es compatible, donde n = inf{m | x(m) # y(m)}. La bola

centrada en z y de radio 27" se define como
B(x,27") = {y | Vi <n 2(i) = y(i)}.

De modo que S, es un grupo polaco.

Proposicion 3.4.5. Si (G, ) es un grupo polaco con un subgrupo no abierto H C
G con z’ndz’ceH numerable, entonces existe un morfismo w definido en G que es

discontinuo.

Demostracion. Definase m: G — Sg/p como la accion en G hacia G/H via trasla-
cion izquierda. Es decir, para todo g € G, 7(g) = gH. Si resulta que el indice de
H en G es finito, se considera el espacio topologico (Sgm, P(Sc/m)). Notese que

en este caso el conjunto
¢: {O’ € Sg/H ‘ O'(lH) = H} - Sg/H

es abierto y 77!(¢) = H, que no es abierto. Por tanto, 7 es discontinuo. En el caso
en el que H tiene indice infinito se concluye de forma similar, pues en este caso
Scyu es isomorfo a S, (ya se exhibi6 que este es polaco), el conjunto ¢ es abierto

y de la misma manera 7~ 1(¢) = H no es abierto. O

Ejemplo 3.4.6. Funcion candnica suprayectiva discontinua m : FY — FN/H.
Supongase que F' es un grupo finito no trivial. Sea U un ultrafiltro no principal

U C P(N). Después, definase un subconjunto H C FN como sigue:

H={(fu)nen [{n eN| fu =1} € U}

3Si G es un grupo y H C G es un subgrupo, el indice de H en G es el nimero de clases
laterales de H en G.
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No es dificil ver que H es un subgrupo del hecho de que U es ultrafiltro. Se afirma
que el indice de H es |F|. Si (gn)nen € FY, existe f € F tal que

{neN|g,=f}el.
En caso contrario, para todo f € F, por la Definicion [3.4.4, parte IV,
Ap={neNJg, # ft €U

Nétese que ﬂfep A¢ = 0. Por la Definicion [543, I1I, ﬂfeF Ay € U, pero esto

contradice la parte I de esta misma definicion. Se concluye entonces que el indice
de H es |F|.

Como U no es principal, H es denso en FYN y H no es cerrado, ya que es un
subcongunto propio. Por el Teorema [2.31], tampoco es abierto. Como F es finito
y tiene la topologia discreta, es un espacio polaco. Por ende, FN es polaco. La

Proposicion [3.4.9 nos permite concluir la existencia de un morfismo discontinuo
definido en FN.
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Conclusion

Infortunadamente, los alcances de este trabajo se limitan a mostrar somera-
mente la teoria de continuidad automaética en grupos polacos. Sin embargo, hay
una amplia variedad de conceptos que, por motivos de tiempo, tuvimos que dejar

atras.

Por ejemplo, hemos dejado de lado el concepto de genericidad ampliaH, que es
una fuerte propiedad topologica en grupos que asegura la continuidad automaética.
De hecho, en [16] esta demostrado que todo grupo genérico amplio es de Steinhaus
(ver la Definicion B.1.6) con exponente 10. Algunos subgrupos cerrados de S,
son genéricos amplios; sin embargo, Kechris y Rosendal demostraron en [10] la
existencia de un grupo genérico que no es subgrupo de S,.. A partir de aqui, la
variedad de grupos con esta propiedad crece radicalmente. Por ejemplo, si G es
un grupo polaco con genericidad amplia y L£(B, i, G) es el grupo de funciones
f : G — G p-medibles y se equipa con la topologia de convergencia de medida,
L(B, 11, G) es un grupo genérico amplio (constltese [9]). Por ende, todo morfismo
entre L(B, u, G) y otro grupo polaco es continuo. Esto ofrece posibilidades para
estudiar, por ejemplo, los funcionales lineales definidos en este espacio.

A. Kaichouh estudia en [9] la cuestion de si G tiene la propiedad de continuidad

automaética, el producto topolégico G también la tiene.

Estos son tan solo ejemplos sobre las posibilidades de estudio de este extenso
fenomeno. Redirigimos al lector interesado en el tema a las fuentes incluidas en esta
tesis. Cabe hacer notar que es atn un area fértil y de oportunidad para elaborar

més trabajos prolificos de investigacion.

4en término anglosajon es ample generics
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