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1 Introduccion

El término entropia es usado en multiples campos de la ciencia que no siempre estan
relacionados con la fisica o las matematicas (como la sociologia) en donde su caracter
cuantitativo se deja a un lado y se le asocia de manera mas intuitiva una nocién de
desorden, caos o pérdida de la diversidad, entre otros significados.

Uno de los objetivos de este trabajo es tener una interpretaciéon més natural de es-
ta palabra sin perder de vista que es una magnitud cuantitativa, cuyo valor nos da
informacién sobre un determinado fenémeno. Para ello, tomaremos como punto de
partida y como antecedente de todo este trabajo la implementacion de la teoria de la
probabilidad en su definicion.

Nuestro objetivo principal en esta tesis es dar una demostraciéon del teorema de
Kolmogorov-Sinai, explicando con detalle qué es la entropia dindmica y el porqué
este teorema juega un papel fundamental para su calculo de manera econémica, sien-
do un resultado importante dentro del contexto de la teoria ergédica y un buen punto
de partida para el alumno egresado de la licenciatura en matematicas con intereses
en teoria ergodica.

Para dar inicio con nuestra labor, debemos recordar que el matematico aleman Ru-
dolf Clausius fue el primero en utilizar el término entropia, asociandolo con base en el
trabajo de Nicolas Léonard Sadi Carnot a la energia que no se puede convertir en calor.

Tiempo después James Maxwell y Ludwig Boltzmann trabajaron en un modelo ato6-
mico de calor basado en probabilidad. Esto lo hacian considerando la funcion de
distribucién del estado fase de una de las particulas de un gas, llamada microestado,
que en conjunto con el total de particulas forman la distribuciéon del total llamada
macroestado. Esta idea permite tomar sobre el estado fase una particion finita de pe-
quenas celdas y asociar un vector p con entradas p; en el que se muestra la proporciéon
de particulas en la celda 1.

Con base en lo anterior, Boltzmann concebia a la entropia como una medida de la
incertidumbre sobre el estado en el que permanece un sistema conociendo solo p; y lo
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media con el logaritmo del niimero de estados (microestados) que puede tomar esta
distribucion.

Para n particulas esto es:
[1;(np:)!
n!
Célculando el limite cuando n — oo y usando la formula de Stirling se tiene:

|
7}1_{1010 Hl(ﬂ#l) = Zpi log(p;). (1.1)
i

Basandose en lo anterior, Claude Elwood Shannon inici6 su trabajo considerando al-
fabetos con simbolos finitos, donde cada elemento tenia una probabilidad p; de ser
elegido en una extraccion al azar; buscando una medida para la incertidumbre al
momento de hacer una elecciéon, demostré6 que a gran escala la parte derecha de la
ecuacion (1.1) era la tnica funcion continua de p; que crecia en n cuando la distri-
bucién era uniforme. Interpreté la aditividad de esta funcién como el resultado de la
suma de distribuciones de probabilidad independientes. Ademés, notdé que en proce-
sos estacionarios con una cantidad finita de estados, las probabilidades dependen de
sus precedentes y que el efecto de la longitud de la cantidad de simbolos a elegir es
capturado por la distribucién conjunta de informacion.

El trabajo de Shannon es la piedra angular en lo que hoy se conoce como teoria de
la informacién y dentro de este contexto, al igual que Boltzmann, entendia a la en-
tropia como una medida de incertidumbre. Para entender un poco més de su trabajo
partamos de lo siguiente:

De manera similar a Boltzmann, consideramos un vector de probabilidad p, el cual
es una sucesion finita de nimeros reales entre 0 y 1, es decir, p = (p1, p2, P3, -, Pn)
donde cada p; € [0, 1]. Luego, definimos la entropia de Shannon para el vector p como
sigue:

H(p) == pilogyp;.
Por otro lado, consideramos una particion £ de un espacio de probabilidad con medida
i, de manera que los conjuntos { Ay, As, As, ..., A, } son disjuntos dos a dos y su union

es el espacio total. Entonces las probabilidades p; = pu(A4;) forman un vector de
probabilidad, por lo que al asociar la entropia de Shannon a este se tiene lo siguiente:

H,(€) = H(pe).

Esta dltima idea serd formalizada en el capitulo 3 y estudiaremos varias de sus pro-
piedades.



En este punto Shannon definié la informaciéon asociada a un conjunto A como se
muestra a continuacion:

I(A) = —log,(1(A))
por lo que de manera formal, suponiendo que I(A;) es constante para todos los

puntos w € A; definimos la funciéon de informacion I¢(w) asociada a la particion
& ={Ay, Ay, Az, ..., A, } como se muestra en la siguiente ecuacion:

Ie(w) = 3~ Togy(u(A:)) 14, ().
i=1
Es gracias a esa tultima definicion que podemos considerar a la entropia como la
informacion promedio de la particion.

Hu(g) = EuUﬁ)-
Con base en lo ya expuesto deberiamos notar que a partir de una particion & y de los
elementos w del espacio de probabilidad, la informacion que se obtiene es la respuesta
a la pregunta ;en cual A; se encuentra el elemento w dado? También debe observarse
que, a menos que la particion solo contenga dos elementos, la respuesta a esta pregun-
ta es no binaria, sin embargo, si podemos reemplazar estas preguntas por unas que lo
sean de la forma ;Me encuentro en el conjunto A,7, cuya respuesta solo puede tomar
los valores si o no. En conclusion, la entropia deberia ser interpretada como la cantidad
esperada (esperanza) de informacion necesaria para localizar un punto en la particion.

Adicionalmente, debemos tener en cuenta que un bit de informaciéon es equivalente a
la respuesta de una pregunta binaria, con esto, cada bit deberia interpretarse como
una pregunta realizada con el fin de encontrar el lugar de w. Todo esto deberia quedar
maés claro con el siguiente ejemplo:

Figura 1.1: Particién de un cuadrado unitario.

Consideremos a la figura anterior, que representa una particiéon del cuadrado unitario,
donde el elemento A; corresponde a la seccién azul, A, a la blanca, Az a la verde y
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Ay a la gris. De modo que las probabilidades para estos conjuntos estan dadas por
%, 1.3 v 3 respectivamente.

La funcién de informacién para cada uno de ellos estd dada por:

I(A;) = —log, (é) =3
101 - 1o, (1) =

I(As) = —log, (%)
I(Ay) = — log, (%) 1

con esto, la entropia para esta particion, llamémosla &, es la siguiente:

3

1 1 1 1 7
HH(§)Z§*3+—*2+—*3+—*1:—

4 8 2 4
Luego, notemos que con la anterior podemos formular las siguientes preguntas se-
cuencialmente:

i) jw esta en el lado izquierdo del cuadrado?
La respuesta no localiza a w en A, usando un solo bit.

ii) jw se localiza en el centro del cuadrado?
La respuesta si localiza a w en A, usando 2 bits.

iii) jw esta en la parte superior?
Las respuestas si o no localizan a w en A; o A3 respectivamente.

En este ejemplo la funcion de informacion en cada punto coincide con el ntimero de
preguntas necesarias para llegar al conjunto en el que se encuentra y ;1 representa el
valor esperado de preguntas a realizar tomando un punto arbitrario.

Otra manera de interpretar este concepto es considerando el caso en el que un obser-
vador conoce la distribucién de una variable aleatoria X antes de realizar su expe-
rimento, entonces, la incertidumbre sobre el valor esperado de la informacion que él
esta perdiendo para tener un evento cierto es exactamente H,,(§).

Con estas ideas Shannon abrié el camino para que otros matemaéticos como Khinchin
o Kolmogorov continuaran con el estudio de la entropia a partir de particiones de es-
pacios de probabilidad y que despiies permiti6 el surgimiento de lo que hoy se conoce
como entropia dinamica.



Gracias a lo anterior, hemos dado las bases para que el lector tenga una nocién pro-
babilistica del significado de entropia y de su calculo.

Un comentario muy importante sobre lo que se presentard a continuaciéon esti re-
lacionado con el estilo o perspectiva desde la que abordaremos los capitulos, pues
este trabajo estd basado en su mayoria en [1], por lo que si bien la exposicién que
hemos dado de la entropia de Shannon es muy ttil, en el trabajo de Rokhlin la cons-
truccion de la entropia para una particion parte desde nociones conjuntistas. Esto es
importante ya que si se revisa [6] se puede encontrar una versiéon sintetizada de los
elementos necesarios para demostrar el teorema de Kolmogorov-Sinai, sin embargo,
el enfoque constructivo de Rokhlin, si bien es un poco confuso al inicio debido a la
gran cantidad de cuentas sobre particiones medibles, esto aporta un gran valor en
el entendimiento de los resultados. Ademas, dado que esta tesis estd pensada para
alumnos que recién terminan con sus cursos de licenciatura en mateméticas, consi-
dero bastante adecuado familiarizarse con esta construccion. Salvo, cuando llegue el
momento de definir a las particiones medibles (que seran la base de nuestro trabajo),
optaremos por la definicion dada en [6], debido a que es méas moderna y nos ahorra
el trabajo de construirla para después probar que cumple con lo que aqui se especifica.

Para terminar con esta seccidon, daremos una explicaciéon muy corta de los capitulos
a trabajar.

Capitulo 2 En este daremos los elementos necesarios de teorfa de la medida para abordar
este trabajo.

Capitulo 3 Iniciaremos con la definicién de entropia para una particion medible, lo cual es
formalizar lo que hemos expuesto para la entropia de Shannon.

Capitulo 4 Continuaremos con una extension de la entropia de particiones medibles para
espacios cocientes de estas. El valor conceptual de este capitulo esta en entender
como funciona la entropia sobre los representantes de las clases definidas en una
particion con respecto a otra particion medible.

Capitulo 5 Haremos un breve estudio sobre las propiedades que verifica el conjunto que
contiene a las particiones medibles con entropfa finita.

Capitulo 6 Esta seccion tiene como objetivo dar una nueva definicion de entropia sobre
particiones invariantes bajo determinadas transformaciones y por fin llegar al
concepto de entropia dindmica. La segunda parte de este capitulo dara la de-
mostracion del teorema de Kolmogorov-Sinai, la cual, con todo lo que se habra
presentado hasta ese momento, sera breve.

Capitulo 7 En este ultimo apartado realizaremos una reflexion sobre la importancia de este
resultado y algunas de sus implicaciones.

Dicho todo lo anterior, iniciamos con la exposicion de esta tesis.



2 Preliminares.

El objetivo de esta secciéon es presentar los elementos necesarios para el desarrollo de
este trabajo en las siguientes secciones. Para la comprension de este texto se requieren
conocimientos basicos de un primer curso de teoria de la medida o al menos que el
lector conozca las definiciones de algebra, o-algebra, funciéon medible, espacio medible,
medida de Lebesgue, espacio de Lebesgue, dlgebra de Borel e integral con respecto a
una medida. Ademas, es recomendable que conozca las primeras definiciones de un
curso de probabilidad.

Iniciaremos este capitulo presentando algunas nociones para funciones entre espacios
medibles, nuestro interés en futuras secciones recaerd en la transformaciones que van
de un espacio en si mismo que preservan medida.

Definiciéon 2.1. Sean X y Y espacios medibles y f : X — Y una funcion, llamaremos
a f un homomorfismo entre espacios medibles si para todo A C'Y medible f~1[A]
es medible y tiene la misma medida que A.

Un isomorfismo de espacios medibles es un homomorfismo uno a uno cuya inversa
también es un homomorfismo. Si los espacios X y Y son el mismo, un homomorfismo
serd llamado endomorfismo y un isomorfismo automorfismo.

Definiciéon 2.2. Dos espacios medibles serdn llamados isomorfos si es posible cons-
truir un isomorfismo entre ellos.

Como se menciono en la introduccion, el estudio de la entropia desde una perspectiva
de probabilidad requiere una particion del espacio. Por fines practicos abordaremos
esta particion desde una nocién moderna, es decir, consideraremos como punto de
partida en la definicion de particiéon medible la o-algebra de Borel, sin embargo,
como se puede leer en [1], esta también puede ponerse en términos de las bases de un
espacio de medida.

2.1. Particiones Medibles

Definicién 2.3 (Particion medible). Llamaremos particion medible de un conjunto
M medible a una particion & de M a lo mds numerable de subconjuntos de Borel.

Es importante senalar que pese a que en esta definicién estamos indicando una can-
tidad a lo mas numerable de subconjuntos de Borel, esta restriccién puede eliminarse
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para considerar una cantidad no numerable de estos, sin embargo, para fines de este
trabajo omitiremos este caso.

La notacién para los casos triviales de nuestras particiones:

i) Una particion de M en conjuntos unitarios es denotada por e.

ii) La particion trivial tiene como tnico elemento a M y es denotada por v.

Definicién 2.4. Llamaremos subparticion medible de &, a una particion ¢ de M tal
que:

1) ¢ es una particion medible de M.
2) Para cualquier U € ¢ existe V € £ tal que U C V.

Escribiremos ¢ < ( si ( es una subparticiéon de &.

Cuando se habla de subparticiones de una particién hacemos referencia a una par-
ticion mas fina que la original. Esta idea de obtener refinamientos a partir de una
particion es crucial para la comprension de este trabajo, pues, como se ird observando
méas adelante, contar con un mayor nivel de granularidad aumenta la entropia calcu-
lada, esto debido a que al tener més conjuntos resulta intuitivo saber que hay una
mayor cantidad de preguntas a realizar para identificar la posicion de un elemento w.

Las siguientes definiciones muestran que para cualquier cantidad de particiones de un
espacio de probabilidad existen dos particiones que acotan inferior y superiormente a
todas las demas; esto nos ayudara en un futuro a determinar las particiones 6éptimas
de trabajo.

Definicién 2.5. Para cualquier sistema de particiones medibles {&,} definimos el
producto V,&,, como la particion medible & que satisface dos condiciones:

1) &, < € para todo .

2) Si &, <& para todo o entonces € < €.

El producto VI_,&, es también denotado por &1£:&s...&,. Cuando se tiene Vo2 &, lo
podemos escribir como &;&2&3...

Definicién 2.6. Para cualquier sistema de particiones medibles {£,} definimos la
interseccion No&o como la particion medible & que satisface dos condiciones:

1) & <&, para todo .
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2) Si & < &, para todo o entonces € < €.

Observacion 2.1. Para cualquier familia {{,} de particiones medibles el producto y
la inlerseccion existen.

Demostracion. Probaremos primero el caso del producto.

Definimos

P—{ﬂ@@@eg}.

Entonces:

i) Sea &, € {&,}. Luego, consideremos ) € P, por la definicion de P tenemos que
Q C Cy € &. Por lo tanto P refina a todo elemento de {&,}.

ii) Sea P’ una particion distinta de P que refina a cada elemento de {£,}. Queremos
probar que P < P’. Entonces:

sea S € P’ entonces para cada « existe R, € &, tal que S C R,.
Luego, S = (), Ro € P. Por lo tanto P < P

Ahora continuaremos con el caso de la interseccion. Para ello definmos:

P:{qu@e@}.

Entonces:

i) Sea & € {&.}. Luego, consideremos @) € &, por la definicion de P tenemos que
(Q C R € P. Por lo tanto &, refina a todo elemento de P.

ii) Sea P una particion distinta de P que es refinada por cada elemento de {£,}.
Queremos probar que P° < P. Entonces:

sea S, € &, para cada a, entonces como &, es un refinamiento de P’ para toda
a entonces | J, S, € P’ pero |J, So = R € P, de modo que P' < P.

]

A continuacién, de manera simplificada introducimos un tipo de convergencia de su-
cesiones de particiones medibles construidas a partir de las operaciones anteriores.

Los simbolos &, 7 ¢ indican que:

€1§§2§~-y \/;)Lozlgnzf

De manera similar, &, \, € indica que:

S22y N & =¢

En [1] encontrarad mas detalles de la siguiente propiedad.
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Observacion 2.2. Para cualquier particion medible & existe una sucesion de parti-
ciones finitas {&,} tales que &, /€.

Las siguientes definiciones tienen como objetivo darnos una notacion para identificar
conjuntos formados a partir de elementos de una particién medible.

Definiciéon 2.7. Subconjuntos de M que son uniones de elementos de una particion
& son llamados &-conjuntos.

Definicién 2.8. Las particiones medibles €,m, son llamadas independientes si para
cualquier e-conjunto A y cualquier n-conjunto B

p(AN B) = p(A)u(B).

Definicion 2.9. FEl conjunto B es independiente de la particion € si la ecuacion
anterior se verifica para cualquier e-conjunto A.

Cerraremos esta seccion introduciendo el concepto de particiéon inducida, el cual hace
referencia al como queda particionado un conjunto a partir de una particion £ dada.
Como se verd mas adelante a través de esta definicion es posible construir particiones
en un conjunto a partir de otra particion dada.

Definicién 2.10. 5i & es una particion medible de M y C' es un subconjunto de M,
entonces denotamos por & a la particion de C inducida por &, definida como:

e ={ENCIE €}

A partir de lo que resta del capitulo seguiremos presentando varios conceptos junto
con algunas de sus propiedades y relaciones entre ellos, sin embargo, si bien todos
son resultados interesantes, para nuestros fines solo algunos nos seran ttiles mas ade-
lante. Pese a esto iltimo, es necesario tener un desarrollo previo para su adecuada
comprension.

Lo anterior es dicho dado que la parte que mayor referencias tendra a lo largo del texto
es la que habla sobre los espacios canénicos de medida y sobre la cual profundizaremos
en el apartado 2.4.

2.2. Algebras de particiones

Una vez que se ha establecido la forma en la que particionaremos los conjuntos en
los que trabajaremos nos interesa observar cémo se relacionan con las algebras del
espacio.

Definicion 2.11. Decimos que dos conjuntos A y B son iguales mddulo 0, denotado
por A= B mod 0 si A y B son iguales salvo en un conjunto de medida 0.
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Observacion 2.3. La relacion A ~ B si A = B mod 0 es de equivalencia. Por lo
tanto, las clases de equivalencia inducidas son clases de conjuntos que son igquales
salvo en conjuntos de medida 0. El conjunto de estas clases lo denotaremos por k.

Las operaciones de union, intersecciéon numerable y substracciéon de conjuntos funcio-
nan igual en las clases haciendo de x un algebra, de modo que, para cualquier parte
de k que sea cerrada con respecto a estas operaciones serd llamada un subalgebra de .

Como la interseccion de algebras es también un algebra, entonces, la interseccion de
., Ka de cualquier sistema de subélgebras k. de x es un algebra de &.

De manera similar al caso de las particiones, la siguiente definicion nos permite tener
una nocion de convergencia sobre refinamientos de subélgebras.

Definiciéon 2.12. La suma V,k, de subdlgebras k. es definida como la interseccion
de todas las subdlgebras que contienen todos [0S K.

1) Siky ChkyC ..., y VR = K escribimos Ky, s K.
2) Si k1 DKy D ..., Yy Nkp = K escribimos ky, Ny K.

En este punto solo hemos hablado de dlgebras de manera muy general, sin embargo,
la siguiente definicién y los comentarios después de esta tienen como objetivo dar
una conexion entre el concepto de particion medible y el de algebra, lo cual se logra
construyendo esta tltima a través de los elementos de la particion.

Definicién 2.13. Para cualquier particion medible &, denotamos por k(&) el subdlge-
bra de k que consiste de las clases de &-conjuntos medibles.

Como se menciona en [1]| las subalgebras de k estan en correspondencia uno a uno
con las clases de particiones medibles, pues:

i) Si k(&) = K(¢') entonces £ = ¢

ii) Para toda subalgebra de k existe una particion medible £ tal que k() es subal-
gebra.

También en 1] podemos encontrar las siguientes propiedades:
i) k(&) C k(E)siysolosié <€,
i) K(Vaéa) = Vak(&a)-
i) K(Aaca) = N K(E0):

Como resulta natural pensar, las equivalencias entre las nociones de convergencia para
particiones medibles y algebras son equivalentes:

i) k(&) 7 k(&) es equivalente a &, €.
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i) k(&) \( k(&) es equivalente a &, N\, &.

Para terminar con esta secciéon definirimos la distancia entre conjuntos medibles como
sigue:

Definicién 2.14. La distancia p(A, B) entre los conjuntos medibles A, B en un es-
pacio de probabilidad con medida p estd definida como:

p(A, B) = u(AUB) — (AN BY).

La funcién p hace de xk un espacio métrico completo y separable. Las operaciones de
union, interseccion y substraccion son continuas con respecto a esta métrica.

2.3. Propiedades sobre L,

Esta seccidn tiene como proposito mostrar la relacion entre el dlgebra de una particion
y sus propiedades en L.

Definicion 2.15. Llamaremos Lo(M) al espacio de funciones cuadro integrables de-
finidas en M, en el que consideraremos a las operaciones de suma y multiplicacion
como las habituales. Definimos el producto escalar f,g € Loy(M) como:

(t9) = [ 1 du

Por dltimo, denotaremos por ||f|| a la norma de f.

Para cualquier particion medible ¢ denotamos por Lo(M, €) al subespacio de Ly que
consiste de las funciones que son constantes sobre los elementos de &.

De esto tltimo podemos concluir que Lo(M, £) contiene a las funciones caracteristicas
de los conjuntos de k(&) y es generado por estas funciones.

Asi como hicimos una relacion entre las equivalencias de las propiedades de algebras
con respecto a las de las particiones también tenemos algo analogo para la funciones
de Ls y las particiones medibles. Estas propiedades podemos consultarlas en [1].

i) Ly(M, k) = Lo(M, k') siysolosié=¢.

ii) Ly(M,r) C Ly(M,x') siysolosié <.

iii) &, € es equivalente a Ly(M, k) 7 Ly(M, k).
)

iv) & \ & a Loy(M, k) \, Ly(M, K.
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Para el caso en el que la particion £ sea € o v se tiene lo siguiente:
i) Ly(M,€) = Lo(M).
ii) Lo(M,v) =C(M).

Donde C(M) es el espacio de constantes.

Como se mencion6 con anterioridad el siguiente apartado contiene informacion de
gran relevancia para lograr cubrir nuestro objetivo, pues seré referenciada en resulta-
dos importantes de los capitulos 4 y 5.

Antes de iniciar con el siguiente apartado daremos la siguiente definicion, la cual es
necesaria para entender lo que se presentard a continuacion.

Definiciéon 2.16. FEl espacio factor o espacio cociente de M con respecto a la particion
medible § es el espacio medible cuyos puntos son los elementos de § y la medida fie
definida como sigue:

Sea p el mapeo que toma cada punto x € M y lo manda al elemento de & que lo
contiene; dicho esto, un conjunto Z € & es medible si p~*(Z) es medible en M
Entonces, se define:

pe(Z) = plp(2)).

Denotamos a este espacio factor por M/E.

Observacion 2.4. El mapeo p es un homomorfismo de M en M/ debido a que
preserva medidas. Este homomorfismo es conocido como proyeccion.

Observacion 2.5. Note que jie es una medida de probabilidad y los elementos del
espacio factor M /¢ definen una o-dlgebra.

2.4. Sistemas canonicos de medida

En este apartado enunciaremos algunas propiedades de medidas condicionales, esto
debido a que en el capitulo 4 se presentaré el concepto de entropia condicional media,
sin embargo, antes de llegar a esa seccidon y abordar dicho tema, es necesario pun-
tualizar varios hechos, el primero, como se observara a continuacion, es que dados
dos conjuntos medibles, uno contenido en el otro, la medida del conjunto més peque-
no sera la misma si se considera la particién del espacio total o una inducida sobre
el conjunto que lo contiene. Para formalizar esto iniciaremos con las siguientes dos
definiciones:
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Definicién 2.17. Sean M un espacio de Lebesque con medida v y sea C C M medible:
st u(C) >0y C €&, definimos:

_ X
He ey

Llamamos a C' un subespacio de Lebesgue con medida de Lebesgue i,

Definicién 2.18. Un sistema candnico de medidas o sistema de medidas condicio-
nales pertenecientes a una particion £ es una sistema de medidas {uc}, C € & que
satisfacen dos condiciones:

1) pe es una medida de Lebesgue en C' € €.

2) Para cualquier conjunto medible X C M, el conjunto X N M es medible en C
para casi todos los puntos C' € M/E. La funcion po(X NC) es medible en M/
para:

H(X) = / 1o (X 1 C)dpc
Mg

Como se puede ver en [1] toda particién medible tiene un sistema canoénico de me-
didas y cualesquiera dos sistemas que pertenecen a la misma particiéon son idénticos
modulo 0.

Sean &, ¢ particiones medibles tales que ¢ < ¢ y sean A un elemento de £ y C' un
elemento de ( que contiene a A. Como elemento de la particiéon & de M, A es un
espacio de Lebesgue con medida 4.

Por otro lado, como elemento de la particion {¢ de C' con medida e, A es un espacio
de Lebesgue con medida (1¢)4. La unicidad de los sistemas canonicos de medidas,
implica que (uc)a = pa para casi todo A € M /&, esta propiedad es llamada la tran-
sitividad de los sistemas canénicos de medida.

De la definiciéon de sistema canénico de medida se sigue que si f es una funciéon
integrable en M, entonces para casi todos los puntos de C' € M/, la seccion fo
definida por la formula:

() si zeC

folw) = { g si x¢C. (2.1)

/f(x)duz /d,u+/fc(x)d,uc.

M M/¢

es integrable en C y:
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Si f € Lyo(M), entonces la integral esta en Lo(M/€) v la funcion:

@) = [ b W)t
p(x)

corresponde al isomorfismo canonico entre Lo(M/€) y Lo(M, ) y puede ser conside-
rado como el resultado de promediar f con los elementos de £. El detalle de esto y de
los elementos que componentes el resto del capitulo podemos consultarlos en [1].

El operador E¢ : Ly(M) — Lo(M, ) definido como

Eef(x) = g(x).

es llamado el operador de promedio sobre C.

Como E¢ es un operador ortogonal en Ly(M,E), entonces, para cualquier funcion
f e Ly(M):
[ =FEef +(f = Eef) con E¢f € Ly(M,§).

Es suficiente probar que para cualquier f € Lo(M), la funcién (f — E¢f) es ortogonal
en Lo(M,§), esto es:

<(f_E§f)7g> :O Si f € L2(M) yg € L2(M7§>

Sean fi, ¢ funciones en Lo(M/€), relacionando a E¢f y g mediante el isomorfismo
canonico entre Lo(M, &) v Lo(M/E). Tenemos que:

() = [ dne [ re)gtadue

Mg C

_ / 0 (C)due / f()dpc

M/

_ / 01(C) f2(C)dpe

M/¢

_ / 9() Ee f (2)dp

= (E¢f,9).

Sean &1, &s... una sucesion de particiones medibles de M. De acuerdo al apartado an-
terior tenemos que E¢, f — E¢f en Lo(M) para cualquier funcion f € Ly(M).
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Denotamos por p, y p a los operadores proyeccion de M a M/, v M /€ respectiva-
mente.

Si f en una funcién caracteristica de un conjunto X C M entonces:

B, [(%) = pp, (2) (X N pa(X))
Erif(x) = pip(z) (X N p(X)).

Consecuentemente si &, 7 & o &, \( £ entonces existe una sucesion de funciones
Lo () (X N pa(X)) que tiende a By f(2) = () (X N p(X))en L.

Para cualquier particion medible 7 con una medida discreta condicional pg (esto
es, con a lo mas una cantidad ntumerable de elementos S—mod 0) existen finitas o
numerables particiones medibles £ tales que

ng = e.

Aun mas, £ puede ser elegida tal que para una indexacion C4, Cs, ... de sus elementos
las medidas condicionales de sus intersecciones de puntos tnicos C; N 3 de elementos
con cada elemento de § de n forman una sucesiéon decreciente:

ps(CiN ) > ps(Conp) > ...

Con lo anterior, hemos terminado de dar los conceptos y algunos preliminares que
nos sirviran como base en este trabajo.

Con el objetivo de terminar este capitulo, se hace el recordatorio de la importancia
de tener clara la nocion de particion medible y algunas de sus propiedades como
las de convergencia que mencionamos en su respectiva seccién. Esto nos ayudara
a tener un desarrollo més natural sobre todo lo que se construira en los siguientes
capitulos ya que al menos en los dos siguientes daremos definiciones y propiedades
del comportamiento de la entropia sobre estas.



3 Entropia de particiones medibles.

En este capitulo se presentara la definiciéon de entropia con respecto a una particiéon
medible y se demostraran varias propiedades que seran de utilidad para las siguientes
secciones.

Antes de iniciar es importante hacer un par de comentarios sobre lo que se presentara
a continuacion:

Primero, el lector observara que la definicién de entropia requiere de una funcion lo-
garitmo, tomando como base la definicién de Rokhlin se usara en base 2, sin embargo,
los resultados son igualmente validos para logaritmos en otras bases.

Segundo, a partir de ahora y en lo que resta del texto trabajaremos en un espacio de
probabilidad M con medida p, por lo que cada vez que se hable de una particiéon me-
dible se entenderd que es sobre este espacio. Ademas, se consideran estas particiones
medibles como a lo mas numerables.

La estructura de este apartado muestra inicialmente la definicién de entropia para una
particion medible, posteriormente se prueban algunas propiedas generales de esta, co-
mo lo son la no negatividad o monotonia con respecto a la propiedad de refinamiento.

Con base en las propiedades anteriores se demostraran resultados de convergencia, en
los que se observa que si una familia de particiones converge de manera mono6tona a
una particion, su entropia también lo hara. Por tltimo, mostraremos una generaliza-
cion de la desigualdad triangular con el producto de particiones.

Una vez dicho todo lo anterior, se inicia con la definiciéon de entropia para una parti-
cion.

Definicion 3.1. Sea & una particion medible de un espacio M y sean Cy,Cj... los
elementos de & con medida positiva; definimos la entropia de & como sigue:

— > i(Cr) logy(u(Cy)) st (M — U, Cx) = 0.
H(S) = (3.1)
+00 St ,U(M — Uk Ck) > 0.

En la definicién anterior se considera que:

log, -0 =00 y 0-log,(0) =0

16
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Sea x € M, denotaremos por m(z; &) a la medida del elemento en £ que contiene a x.

De esta manera, por la definicion de integral con respecto a una medida podemos
escribir (3.1) como sigue:

H(E) = — /M logy(m(x:€)) dp.

A continuaciéon mostraremos dos propiedades basicas de la entropia, la primera es
que es una funcion no negativa, esto debido a que no podemos considerar una incer-
tidumbre negativa.

La segunda es que si consideramos dos particiones medibles £ y 1 donde 1 es una
suparticion de ¢ denotado por & < 7 de acuerdo a nuestra definicién 2.4, entonces
para un determinado punto de M la medida del conjunto que lo contiene en & es
mayor que el que lo contiene en 7 como se muestra a continuacion:

(a) Distribucién en la particion &.

(b) Distribucién en la particion 7.
Figura 3.1: Particiones.
De manera intuitiva podemos esperar que la entropia del punto en el conjunto gris

sea mayor en la particion 7 ya que se cuenta en proporcion con menor informacion
que en & por lo que la incertidumbre en este caso es mas grande.

Lo anterior se formaliza con la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Dada una particion & medible para el espacio de probabilidad M
se verifica lo siguiente:

i) H(&) >0; H(&) =0 siy solosié=w.

i) Si & <, entonces H) < H(n). Si & < ny H(E) = H(n) < oo, entonces
& =1
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Demostracion. i) Como p es una medida de probabilidad, solo toma valores entre
0 y 1, de modo que para todo conjunto C' € &

log, (u(C)) <0

lo que implica que para todo x € M:
log,(m(z;€)) <0

—logy(m(x;€)) = 0

por lo que se concluye que:
H(O) =~ [ logy(m(z:))dn > 0.
M

Por otra parte, note que si H(§) = 0, como

—logy(m(x;€)) = 0

entonces, para todo x € M:

—logy(m(z;€)) =0
pero esto pasa si y solo si
m(z;€) =1
si y solo si
m(x;€) = u(M).

Luego, como & es una particion de M y esto sucede para todo z € M, entonces
lo anterior pasa si y solo si

E=v.

ii) Si & <1, consideremos algin = € M, luego para B € 7 tal que x € B, existe
A € ¢ tal que B C A, lo que implica que pu(A) > u(B).

De lo anterior se sigue que, para todo x € M, m(z;§) > m(x;n).

Luego, por la monotonia de la funcién logaritmo:

logy (m(w;§)) < logy(m(w;n)).

Entonces
- / log, (m(x;m))dp > — / log, (m(x; €))dp
M M
y, por tanto

H(n) > H(E).
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Ademas, si H(n) = H(&), se tiene que:

- /M logy (m(x: m))du + / logy(m(x: €))dp = 0

M

e (e =1

m(;§)
m(x;n)

de modo que:

luego, como:

>1

el integrando es mayor o igual que 0, por lo que:

o 225) -

para toda x € M, lo cual ocurre si:

m(z; &) = m(z;n)
lo que al suceder para toda x € M implica que:
§=1
O

Ahora se presentan dos propiedades que relacionan la convergencia de una familia de
particiones medibles con la convergencia de sus respectivas entropias limite.

Propiedades de convergencia

Proposicion 3.2. i) Sea {&,} una familia de subparticiones medibles de M tales

que &, /& entonces H(E,) / H(E).

i) Sea {&,} una familia de subparticiones medibles de M tales que &, \, & entonces
H (&) H(E).

Demostracion. i) Por la hipotesis &, 7 & se tiene que:
§1 <86 <8¢
lo cual implica:
m(x; &) > m(w; &) > m(x;&s)... > m(x;§).

De esta manera, tenemos una sucesion monoétona decreciente y acotada inferior-
mente por m(x; &), de modo que casi en todas partes:

m(z; &) e m(z;§).
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Del hecho anterior y de que la integral es un operador mondétono se sigue lo
siguiente:

—/ logy m(x; &, )dp /* — | logym(x; §)dp
M M

y, entonces

H(&n) 7 H(E).

ii) Como &, \ ¢ se tiene que:

§1 286 >6&... > €,

lo cual implica:
m(x; &) < m(x; &) < m(x;83)... < m(x;€).

Similarmente al inciso anterior, tenemos una sucesiéon mondtona creciente y
acotada superiormente por m(x;¢), de modo que casi en todas partes:

m(z; &) /7 m(x;§).

Con esto, podemos concluir de la siguiente manera:
—/ logy m(x; & )dp \ — | logym(x;§)dp,
M M

es decir,

H(&n) N\ H(E).

Figura 3.2: Distribucién en la particién (.

Para continuar, consideremos una particion medible ( de un espacio de probabilidad
M en tres partes iguales como se muestra en la figura 3.2, y aplicando la definicion

3.1 se tiene que:
1 1 1 1 1 1
H(C) = —5105—’;2 <§> - 510g2 (5) - glng (g) -
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H(C) = — log, (%) |

H((¢) = log, (3) .

Adicionalmente, consideremos otra particién § también en tres partes no neceriamente
iguales. Para simplificar los calculos tomémosla con conjuntos de medidas {g, %,%
como en la figura 3.3.

Figura 3.3: Distribucién en la particiéon 4.

Apliquemos nuevamente 3.1:

6 6 1 1 1 1

3 3 2 1

3 2 3 2
H((S) = 1 10%2(3) + 3 10g2(3) + 1 10%2(4) - g 10822(1)-

1 3

Por tltimo, como logy(3) > 2, entonces:

H(¢) > H(9).

Con lo anterior se observa que la entropia varia con la medida de los conjuntos de la
particién que se esté considerando, pues como se observa en este caso, cuando esta
fue uniforme se obtuvo una mayor entropia que cuando consideramos un conjunto

con probabilidad del 75 %.

Esto ultimo tiene sentido, pues cuando tomamos una distribuciéon uniforme de proba-
bilidad para un determinado evento, sabemos que cada posible resultado tiene igual
probabilidad que los demés, de hecho, este es el escenario con més incertidumbre, ya
que de modificar un poco la probabilidad de algtn resultado estariamos ganando méas
informacion sobre el suceso.
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En conclusion, la distribucion uniforme (finita) es el escenario con mayor entropia y
esto lo demostraremos a continuacion:

Proposicion 3.3. La entropia de una particion medible de n conjuntos es menor o
igual a logy(n). La entropia es igual a logy(n) sty sélo si cada elemento de la particion
tiene medida %

Demostracion. Sean & una particion medible de M en n elementos y p1, P2, P3, .-, Pn
las medidas de los elementos de la particion €.

Definimos la funcidn:

¢: Rt =R
¢(x) = wlogy(x).

Observamos que esta aplicacion es estrictamente convexa, pues, para todo, r € R > 0

Por tanto, si {a;.as,as, ...,a,} es un conjunto de numeros reales no negativos tales
) y W3y eeey
n . .
que j—1 @; =1, entonces se verifica que:

o (o) < St
=1 =1
Haciendo a; = £ y 2; = p; para todo j € {1,2,3,...,n} se tiene

¢ (Z %m) < Z %cﬁ(pj)‘

j:
Entonces

1< 1 & 1 &
- > pjlog, (ﬁ ZPj) <= > " pjlogy(p;).
j=1 j=1 j=1

Como estamos trabajando en espacios de probabilidad Z?lej =1, se tiene que

1 1 ] —
ﬁlng (ﬁ) < ﬁ jzlpj logQ(Pj)

lo cual se puede simplificar como

log,(1) —logy(n) < ij logy (p;)-

J=1
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Luego, usando que log,(1) = 0 y despejando
- ij log,(p;) < logy(n)
7j=1

H(&) < logy(n).

Ademas, si p; = % para todo j

1
= —ﬁn(log2(1) — logy(n))
= log,(n).
De modo que hemos cubierto todo lo que queriamos probar. O

En esta tltima seccidon del capitulo se estudiaran propiedades relativas a la entropia
del producto de particiones. Para ello ilustremos a esta nueva particiéon considerando
dos particiones como las siguientes:

(a) Distribucién en la particion &. (b) Distribucion en la particion 7.

Figura 3.4: Particiones £ y 7.

Su producto es las particion mas fina que es refinamiento para ambas y en este caso
serfa como se ilustra en la figura 3.5.

Figura 3.5: Producto de particiones
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Lo siguiente es demostrar algunas propiedades de este, como un tipo de desigualdad
triangular que relaciona la entropia del producto de dos particiones medibles con la
suma de las entropias de las dos particiones. Una vez realizado esto se extendera al
caso cuando el nimero de particiones con las que se trabaja tiende a infinito.

Estas proposiciones tienen un alto valor operativo, ya que en las siguientes secciones
recurrimos en mas de una ocasion a su aplicacion.

Proposicion 3.4 (Desigualdad tridngular). Para cualesquiera dos particiones medi-
bles &, m de un espacio M se tiene lo siguiente:

H(&n) < H(E) + H(n)

siempre que H(E), H(n) < oo. La igualdad se cumple cuando las particiones son
independientes.

Demostracion. Sean p;, q;, r;; las medidas de los conjuntos de las particiones §,ny &7
respectivamente. Luego, la medida conjunta de r;; verifica lo siguiente:

Zh’j :pi,zrij = -
j i

Ahora, definimos ¢ nuevamente como

o R =R
¢(x) = zlog,(x).

Por lo anterior sabemos que la siguiente desigualdad se cumple para cualesquiera
ay, @y, ..., a, > 0 tales que Y77 a; =1

p (z ajxj) <3 aso(ay).

j=1 j=1

Entonces, hacemos j fijoy a; = p; y ; = %, asi
K3

Tiq T
¢ (sz—j> < Zpiéb (—j> :
p Di y Di
Por tanto

7

¢ <Zﬁj> < ZP@ (%) .
Entonces

Zﬂ‘j log, <Z Tij) < Zpi%bgz (%) )

K3 (2

)

de modo que

Tiq
¢jlogs(q;) <D rijlogy (p—J>

)



y, entonces,
g;logy(g;) < Zrij (logy(rij) — log,(pi)) -

Luego, sumando sobre todas las j

Z qj log, ( QJ ) < Z Z Tij log,( TZJ Z Z T'ij log, (pi)
_ Z Z 1ij logy(ri;) < Z q;logs(q)) Z log, (p; er
i
- Z Z 75 logy (1) < Z q; log, ( QJ sz log, (ps)
D

H(gn) < H(E) + H(n).

Si ademas, nuestras particiones son independientes, es decir, se cumple que

Tij
q L=
! Di

entonces de la desigualdad
g5 logy(q;) Z rij1og,(ri;) Z rijlogy(p:)

se tiene que
T Tiq
jlogz <p_]) < Zﬁj logy(75) — Zﬁ‘j log,(p:)

lo que implica que

Tij
—% logy(rij) — p_ 1og, (pi) Z rijlogy(rij) Z rijlogy(ps).-

Descomponiendo todo en términos de p;, ¢; el lado derecho de la desigualdad
e

simplificando

Tis T
—L log, (r;) — ﬁ log,(pi) < gjlog,y(q;)

)

Tii
—Llogy(rij) < g;logy(g;) + qjlog,(pi)

)

T'ij 10g2(7“ij) < pig; 10%2(%’) + piq; log, (pi)-

o logs(rig) = = 5 Jogy (ps) < szqg log, (p; +szqg log,(q;) szqj log, (p:)

25
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Sumando sobre todas las i, j

Z Z Tij 10g2(7"z‘j) < Z q;j 10g2(Qj) + sz‘ log,(pi)
g J i

Multiplicando por —1 en ambos lados se tiene

— Z Z Tij 10g2(7°z‘j) > — Z qj logz(%’) - sz’ 10g2(Pi)
(2 J i

que equivale a

H(&n) = H(E) + H(n).

De modo que, si &, 7 son independientes, entonces

H(&n) = H(E) + H(n).
O

Proposicion 3.5. Para cualquier sucesion finita o infinita numerable de particiones

medibles &1, &9, &3...
H(V&) <> H(&).

Demostracion. Si el producto es finito, entonces, por la desigualdad triangular apli-
cada al producto Vi_,&

i
L

H(Vioi&) < ) H(G) + H(Gn)-

1

e
Il

Asi, aplicando n — 2 veces mas se concluye lo siguiente
H(Vi &) <) H(&).
k=1

Por otra parte, si el producto no es finito, definimos

¢ =&
Cn - \/Z:lgkz-
¢ = Vizi&k-

Luego, como (; implica que H({;) / H((), entonces la entropia de
H(\/Zil&s)
esta bien definida.

Por tltimo, partiendo del resultado para el caso finito, calculamos limites.



lim H(Vi_,&) < lim ZH &)

n—o0

o0
H(ViZi&) < Z
k=1



4 Entropia condicional media.

En este capitulo definiremos la entropia de una particion medible condicionada a otra
particiéon medible. Antes de dar inicio a las definiciones necesarias se explicara de
manera breve y con algunas imagenes este concepto con el objetivo de tener una idea
intuitiva de lo que se trabajarad mas adelante.

De inicio, considere dos particiones medibles £ y 17 de un espacio de probabilidad M,
como se muestra en la siguiente figura:

(a) Distribucioén en la particion &.

(b) Distribucion en la particion 7.
Figura 4.1: Particiones £ y 7.
En la particion n pondremos nuestra atencion en la parte superior y realizaremos la

interseccion de este conjunto con los elementos de &, de esta forma se formaran unas
celdas como las siguientes:

Figura 4.2: Particién inducida.

28
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A las celdas formadas en la figura 4.2 posteriormente las definiremos como particion
inducida de un conjunto sobre una particion.

La idea central en este capitulo consiste en tomar dos particiones medibles y realizar
para cada elemento de alguna de ellas la particion inducida con respecto a la otra.

Las celdas formadas por la repeticion de este proceso definirin una nueva particion
y utilizaremos la definicion de entropia del capitulo anterior para calcular la entropia
de esta.

Lo anterior nos permitira en el capitulo 6 realizar mediciones de entropia con respec-
to a una particion determinada por un endomorfismo y daré el sustento para definir
entropia dindmica.

A partir de ahora la estructura de este capitulo es muy similar a la del anterior, lo
cual es natural debido a que ahora se estudia el concepto de entropia en los espacios
cocientes M /¢ donde £ es una particion medible. Recordemos que la definicion de
dichos espacios fue dada en 2.16.

Como ahora mediremos la entropia de los representantes de las clases, hace falta un
paso més, pues, dado un conjunto B C M sus puntos no necesariamente tienen que
caer en el mismo elemento de la particion, por lo que para identificar los represen-
tantes de las clases de B en £ consideramos las particiones dadas por la defnicién 2.10.

Con esto tltimo, hemos dado los ingredientes necesarios para comenzar con la defini-
cion de entropia condicional y exhibir algunas de sus propiedades.

Definiciéon 4.1. Si &, 1 son particiones medibles de un espacio de probabilidad M,
entonces para cualquier B € M/n, la particion £g tiene una entropia H(Eg) bien
definida.

FEsta es una funcion medible no negativa sobre el espacio factor M /n a la que llama-
remos la entropia condicional de £ con respecto a n.

Su integral en M/n, ya sea finita o infinita, es llamada la entropia condicional
media de £ con respecto a n y se denota por H({/n) definida como sigue:

H(&/n) = » H(&p)dpin.

Definiciéon 4.2 (Definicion equivalente). Sea B(x) el elemento que contiene a x € M
en la particion n . Denotaremos por m(x;&/n) la medida del elemento de la particion
§B(x) que contiene a x, entonces:

H(/n) = — /M logy m(w; §/n)d . (4.1)
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Como puede observarse esta formula tiene la ventaja de que el integrando no depende
de 7.

Demostracion. Como £ es una particion medible de M y B € n es medible, entonces
&g es una particion medible en B; luego, por la definicion de entropia para una
particion medible tenemos que:

H(ep) = /B logy m(z; €)dus.

entonces

Hem = | i = - /M n /B logy m(w; ép)dus.  (4.2)
n n

Recordemos que de la definicion de sistema canénico de medidas, se tiene que si una
funcién f es integrable en M para casi todo C' € M/&, la seccion fo definida por:

f(zx) sizel
felz) = (4.3)

0 en otro caso

es integrable en C'y

| s@in= [ , | tetadu.

De modo que del lado derecho de (2) se puede concluir que:

H/m =~ [, [ togymlasayiun = [ log mis:dun
M/n B B
que es lo que se queria probar. O

Ahora, se presentaran algunas propiedades generales de la entropia media condicional.
Como se observara, muchas de ellas son consecuencia de lo visto en el capitulo anterior.

Propiedades de la entropia media condicional.

Proposiciéon 4.1. Sean &, 1, particiones medibles de M, si ( < n entonces

H(E/n) = H(EC/n).
Demostracion. Sea B € n, entonces:
1. &g es la particion de B inducida por &.

2. (&) es la particion de B inducida por £C.



Donde:
&g ={ENB|E € ¢}.

(€ ={(ENZ)NBIE €&, Z € (}.

Sea A € (£¢)p entonces existen conjuntos X; € £, Xy € ( que verifican:

A:XlﬂXgmB

Ademaés, como
XiNX, C X, et

Entonces
Ae §B

lo que implica que
£ < (§Q)B-

Por otro lado, sea A" € &5, luego, existe X3 € ¢ tal que
A = X3NB.
Luego, como ¢ < 7 entonces B € (.
Ademas, A" puede escribirse como:
A'=(XsNB)NB

de esta forma

A€ (€0)p.
De esta manera:

(€Q)s < &5
Por lo que se concluye que

& = (§0)-

Lo que implica que

/M HEs) = [ HEm

H(§/n) = H(EC/n).

Proposicion 4.2. Sean &, particiones medibles de M, entonces

H(&/n) = 0.

Ademds H(E/n) =0 si y solo si & <.
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Demostracion. Probaremos solo la primera parte:

como &g es una particion medible entonces H(£g) > 0, por lo tanto

H(&/n) = . H(&p)dpy, > 0.

O

Proposicion 4.3. Sean &,1 particiones medibles de M y & una subparticion de &,
es decir € < &', entonces H(&/n) < H(E /n).

Demostracion. Como gy fjg son particiones medibles de B, por lo visto en el capitulo
anterior

H(¢p) < H(Ep)

luego:
/ Hen)duy < | H(Ey)dn,
M/n

M/n

H(&/n) < H(E /n).
O

Proposicion 4.4. Sean &, 1, ¢ particiones medibles. St H(/() < oo y H(n/() < oo,
se verifica que:

H(&n/¢) < H(E/C)+ H(n/<).

La igualdad se cumple si £,n son independientes con respecto a (.

Demostracion. Sea C € M/(, entonces para las particiones medibles

Eene, &e, ne

aplicamos la desigualdad triangular para particiones medibles, lo que da como resul-
tado la siguiente expresion:

H(éene) < H(ée) + H(ne).

Integrando sobre M /(

H(&ene)dpe < H(¢o)dpe + H(nec)duc
M/¢ M/¢ M/¢

H(&n/¢) < H(E/C) + H(n/C).

Ademas, si &, n son independientes con respecto a (, se tiene que ¢, n¢ son indepen-
dientes, de modo que

H(§one) = H(ée) + H(ne).
H(&n/¢) = H(/C) + H(n/C).
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De manera similar a lo presentado en el capitulo anterior, en este se encuentran este
par de resultados que relacionan la convergencia de particiones medibles con la con-
vergencia de su entropia condicional media.

Proposicion 4.5. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Sea {&,} una familia de subparticiones de M tales que &, 7 & entonces H(E,/n)
H(&/n).

i) Sea {&,} una familia de subparticiones de M tales que &, \, & entonces H(&,/n) \
H(E/n).

Demostracion. i) Recordemos el siguiente resultado de la seccion anterior para
particiones medibles.

Si {&.} es una familia de subparticiones de M tales que &, ' £ entonces

H(&n) 7 H(E).

Luego para B € n consideremos a la familia de subparticiones de B inducidas
por cada &,, entonces de la convergencia anterior se tiene que:

H((&n)B) /" H(¢B)-

Luego, integrando sobre M /n

H((&)B)dpny /" H(Ep)dp-

M/n M/n

Por tanto,

H(&/n) / H(E/n).

ii) La demostracion es idéntica al caso anterior, considerando ahora el resultado
que establece que si {,} una familia de subparticiones de M tales que &, N\, &
entonces H(&,) \ H(§).

Luego para la familia {,} de subparticiones de M tales que &, \, £ entonces
H (&) \ H(E).

Integrando sobre M /n),
H(&n/n) N H(E/n).
0

La siguiente proposiciéon muestra un resultado de gran utilidad para realizar calculos.

Proposicion 4.6. Para cualesquiera particiones £,1,( se cumple la siguiente igual-
dad

H(&n/¢) = H(E/C) + H(n/&C). (4.4)
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Demostracion. Si & = v entonces 4.4 se escribe como

H(&n) = H(E) + H(n/¢).

Empezaremos probando este caso:
Observacion

Si la unién de conjuntos de medida 0 de £ o 1 es un conjunto de medida mayor que
0 entonces los términos en ambos lados de la ecuacién son iguales pues son oo.

Por lo anterior consideramos que &, n son finitos o a lo mas numerables.
Sean Aq, As, As, ... v Bi, By, B3, ... elementos de £ y 1 respectivamente.

Definimos

Luego, como

Entonces

- nlems() - Yo Z " 1ogy(“1 =~ nilons(p) - 1 Py <Z rilogy(ry) — Z rijlogs(pi))
_ Z pilogy(p;) Z Z rij logy(ryj) + Z Z ri;10g,(pi)
_ Z pi log,(ps) Z Z rijlogy(ri;) + sz logy (p:)
- Z an logy (7))
i

De forma resumida tenemos que:

— Z Tij log2 (TU = ZPZ 10g2 pz sz Z T 1 Tij )
]

pi
Lo cual es la forma desarrollada de

H(&n) = H(E) + H(n/¢).

Ahora, consideremos el caso general.
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A partir de lo que probamos en el caso anterior tenemos que para C' € M/(

H(&ene) = H(&e) + H(ne/éc)-

Integrando sobre M /(
H(§cle)dpe = H(o)dpe + H(nc/&c)dpc.
My/¢ My/¢ M/¢
Lo cual se puede simplificar como:
H(n/C) = H(E/C) + H(nc/&c)dpc-
Mg

Con ello, es claro que nos hace falta demostrar que

H(n/&¢) = H(ne/&c)dp.

M/¢

Para ello utilizaremos 4.1 para escribir lo siguiente:

H(ne /) = / logy (m(x: ne. /) dpc

Hn/e¢) = — /N log, (m(z: 1/€C))dp.

Luego, como la funcion log,(m(z;nc/Ec)) es la restriccion en C' de la funcion log, (m(z;n/£Q)),
por la transitividad de los sistemas canénicos de medidas

H(n/&C) = e H(ne/éc)dpc.

Asi, finalmente se tiene que

H(&n/C) = H(E/C) + H(n/£C).
O

Por tltimo, enunciaremos tres resultados que seran de utilidad para futuras secciones,
para detalles de su demostracion sugerimos consultar [1].

En este primer resultado se da una relacion de orden sobre la entropia de los cocientes,
de modo que, para el caso particular en el que solo se dan dos particiones, la entropia
del cociente es menor que la de alguna de las particiones.

Proposicion 4.7. Para cualesquiera particiones medibles £,m,(, si H(&/n() < oo,
entonces

H(&/n¢) < H(E/Q).

La igualdad se sumple si y solo si &, son independientes relativos a C.

En particular para cualquiera particiones medibles £,m si H(£/n) < oo, entonces

H(¢/n) < H(E).

La igualdad se tiene cuando £,m son independientes.
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Las siguientes dos proposiciones nos dan una nocién de estabilidad de la convergencia
de la entropia condicional media sobre una sucesiéon de particiones que convergen de
manera creciente o de creciente a una particion.

Proposicion 4.8. Sin, ' n y & es una particion medible tal que H(£/m) < oo,
entonces

H(&/ma) N\ H(E/n).

Para la 1ltima prosicion también sabemos que se cumple su dual.

Proposicion 4.9. Sin, \(n y & es una particion medible tal que H(E/m) < oo,
entonces

H(&/nn) / H(E/n).



5 Espacios de particiones.

A partir de ahora denotaremos por Z al conjunto de todas las particiones medibles
con entropia finita de un espacio de probabilidad M y definimos

p(&,n) = H(E/n) + H(n/) (5.1)

para cualesquiera dos particiones en Z.

Este capitulo tiene dos objetivos, el primero es demostrar que Z es un espacio métri-
co completo separable con el fin de utilizar las propiedades de convergencia que esto
implica; el segundo, comprender la tltima proposiciéon de esta seccion debido a que
serd un resultado clave para dos enunciados que se ocuparin en la demostracion del
teorema de Kolmogorov-Sinai.

La utilidad de lo que se expondra a continuacion va mas alla de nociones algebraicas
que nos permitan operar relaciones de particiones y entropia, pues ahora estamos
describiendo como es el espacio de estas particiones a través de su topologia métrica.

La ecuacion 5.1 es conocida como métrica de Rokhlin y serd la que utilizaremos en
este texto. Es importante observar que estd dada como la suma de las entropias con-
dicionales de dos particiones en Z por lo que podemos interpretarla como la entropia
acumulada entre las dos particiones, pues para cada elemento de alguna de ellas es-
tamos determinando la entropia con respecto a la otra particién.

En este punto, como ya se mencion6 que es una métrica, es de imaginarse que cumpla
todas las propiedades que se conocen del andlisis, por lo que el primer resultado que
se demostrara a coontinuacion es la desigualdad tridngular.

Proposicion 5.1. Para &, n, ¢ particiones de un espacio de probabilidad M se verifica:

p(€,¢) < p(&,m) + p(n, ().

Demostracion. Por las propiedades del producto de particiones sabemos que:
§£<&n.
Luego, por (4.3),
H(E/C) < H(én/<).

37
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Ademas, aplicando (4.6) al lado derecho

H(&/C) < H(En/¢) = H(n/C) + H(E/nC).

Luego, por (4.7), se tiene que:

H(&/C) < H(n/C) + H(E/n). (5.2)

De manera analoga, para H((/¢) tenemos:

H(C/€) < H(n/&) + H(C/n). (5-3)

Finalmente, sumando ambos lados de las desigualdades (5.2) y (5.3)

H(E/C) + H(C/&) < H(n/C) + H(E/n) + H(n/€) + H((/n)-

Entonces,

p(&,¢) < p(&,m) + p(n, Q).

[
Observacion 5.1. De la definicion de p se tiene que:
p(&m) = H(E/n) + H(n/§) = H(n/€) + H(E/n) = p(n,&)-
Asi mismo, como H(&/n), H(n/€) > 0, entonces
p(&,m) = 0.
Por idltimo, ndtese que & =n si y solo si p(&,n) = 0.
A continuacion demostraremos este iltimo hecho:
Demostracion. Si & = n entonces H(n/&), H(/n) = 0 por (4.2). Por lo tanto
p(&n) = H(E/n) +H(n/§) =0+0=0.
Por otra parte, si p(§,7) = 0 como H(¢/n), H(n/&) > 0 entonces
H(&/n), H(n/€) =0
y por (4.2) se tiene £ = . O

Lo anterior tiene como consecuencia que (Z, p) es un espacio métrico.

La siguiente proposicion demostrara que este espacio es completo, es decir, que para
cada sucesion convergente de elementos Z su punto limite es un elemento de aqui.

Proposicion 5.2. (Z, p) es completo.
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Demostracion. Para mostrar este hecho es necesario probar que cualquier sucesiéon de
Cauchy {&1,&,&5...} converge en Z. Para esto, es suficiente demostrar que

p<§n7£n+p> < 2% (p>0)

Definimos:
€= N2 Vil &k
A continuacion probaremos que £ € Z y que p(&,&,) — 0.

Para [ > n, por (4.6 ) tenemos:
H(VRZi€r/ iz &) = H(&/ Viz, &) + H(ViZ 186/ Vien &)-

Sumando sobre todas las I's

H(VZ /) = Y H(&G/ Vi &) < > H(E/&-1)
l=n+1 l=n+1
entonces:
€= Vitnmbe, H(&G/G-1) = p(6-1,8) < 5
luego
=1 1
H(§/6n) < Z o1 = g1
l=n+1

Por otro lado, aplicando (4.9):
HE/60) = im H &/ ViE, &)

y entonces, para [ suficientemente grande:

H(60/€) < H(En/ VL&) + 5o < H(0/G) + o

Si [ > n, entonces .
H(fn/gl) S p(fnagl) < 2_n

y asi se tiene que
H(§) < H(&G)+H(E/&) <H(&)+1 <00

y asi, |
p(E,6) < H(E/G) + H(E/O) < 515

Por lo tanto

&n = €
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Proposicion 5.3. El conjunto de particiones finitas medibles es denso en Z.

Demostracion. Sea & € Z'y sea {1, &2, &3...} una sucesion de particiones finitas me-
dibles tales que &, 7 £ entonces

p(&n, ) = H(E/&n) = H(E/E) = 0.
[l

Las siguientes proposiciones tienen como fin dar una nocion de "densidad" sobre las
particiones que contienen a las particiones mas finas con entropia finita, es decir, cada
vez que encontremos una sucesion de refinamientos o una particién extremadamente
fina de una conjunto, hay una cantidad no numerable de particiones que las contienen
con entropia finita.

Este hecho es importante ya que como se mencion6 en el capitulo de Entropia de
particiones medibles, esta es una funcion creciente, de modo que se busca poner
un limite a los refinamientos con el fin de no gastar demasiada energia haciendo
particiones cada vez mas finas si la variacion de la entropia entre ellas serd minima.

Proposicion 5.4. Sea {&1, &2, &3...} una sucesion de particiones medibles. El conjunto
de particiones & € Z tales que & < &, para al menos una n > 1, es denso en Z.

Demostracion. Es suficiente demostrar que para cualquier particién medible finita
n € Z y para cualquier nimero positivo ¢ existe un n > 1y £ € Z tales que

§< &y p&m) <é.

Sean {C1, Cy, Cs...} elementos de 7. Como &,, /€ entonces k() 7 k(€).

Luego, para cualquier nimero positivo § existen un n y una familia de &,-conjuntos
{C},C,,C5...C. |} tales que para i € {1,2,3,....,m — 1} :

p(Ci,C)) < 6.

Con esto, hemos creado una forma de aproximar los conjuntos de la particion n dada
con elementos de &,—conjuntos.

Denotaremos por ¢ la particion de M en conjuntos { Dy, Dy, D3, ...D,,} definidos como
sigue:
D1 == Ci
i—1
Di=C;—|]JC(i=23,..m—-1).

=1
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De lo anterior £ <&,y

m m

p(&.m) =Y u(Ci)logy((Cy)) + Y i D) logy (1u( D))

i=1 i=1

—2 ) u(Cy N Di) log,(u(Ci N Dy)).
ij=1
Como se menciond en la seccion 2.2 p es continua en x. Tomando 8 lo suficientemente
pequenio se tiene que para cada i € {1,2,3,...,m}

C, — G,

de modo que p(&¢,n) — 0, por lo tanto p(&,n) < 6.
]

Por ultimo, para terminar el capitulo enunciaremos una generalizacion del resultado
anterior, el cual, como se coment6 desde el inicio de este apartado es un resultado
importante que nos ayudard a probar dos corolarios que simplifcan la demostracion
del teorema de Kolmogorov-Sinai y que seran presentados en la siguiente seccion.

Proposicion 5.5. Si &, 7 & entonces el conjuntos de particiones en Z que son mds
gruesas (o de las que es un refinamiento) que algin &, es denso en el conjunto de
todas las particiones medibles en Z mds gruesas (o de las que es un refinamiento) que

€.

La demostracion de esta proposicion puede encontrarla en [1].



6 Entropia de un endomorfismo.

En este capitulo se presentard el concepto de entropia para un endomorfismo, se
probaran algunas de sus propiedades y se realizard la demostraciéon del Teorema de
Kolmogorov-Sinai.

Para cumplir los objetivos dados, iniciaremos esta seccion definiendo algunos concep-
tos sobre la invarianza de particiones y endomorfismos que permitiran construir una
funcion h que seré la base para todo lo que resta de este trabajo.

Definiciéon 6.1. Una particion medible ( de M es llamada invariante bajo el endo-
morfismo T si T~1¢ < ¢ y completamente invariante si T = C.

(a) Figura T7'C. (b) Figura (.

Figura 6.1: Particiones T71( y .

Con base en lo que se muestra en la figura anterior, es méas facil entender que lo que
se busca en este apartado es considerar los cambios de estado que puede tener un
sistema. Para ello la funcién T juega un papel determinante, pues podemos interpre-
tarla como las condiciones fisicas, reglas del juego, condiciones de mercado, fenoémenos
sociales, marketing, etc que modifican la distribucién de un fenémeno observado.

En este punto, podemos decir que nuestro objetivo es definir y entender el calculo de
la entropia de un sistema de acuerdo a los distintos estados que puede tomar, para
ello es necesario que se hagan algunos comentarios de 2 condiciones requeridas para
la definicion 6.1:

1) Que T sea un endomorfismo garantiza que se trabaja con redistribuciones o
reacomodos del sistema preservando la probabilidad de cada conjunto. Es por
ello que en la figura 6.1 los conjuntos formados en ambas particiones tienen la
misma cantidad de puntos.

42
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2) La condicion de refinamiento de ¢ con respecto a su imagen inversa es también
consecuencia de la invarianza de 7. Sin embargo, también esta relacionada con
los comentarios del capitulo anterior, en el que se decia que en algiin momento
es de nuestro interés determinar particiones lo suficientemente "gruesas" para
no trabajar con refiminamientos excesivos.

Definicién 6.2. Dado un endomorfismo T, dentro del conjunto de todas las parti-
ciones medibles invariantes mds finas que una particion £ dada estd la mds gruesa
& =&, definida por la formula:

& =V, Tk

La ecuacion £~ = £ es una condicion necesaria y suficiente para la invarianza de &.

Similarmente si T es un automorfismo, la particion:
& = V= T

es la mas gruesa y completamente invariante particion medible mds fina que & y la
ecuacion

§r=¢.

es una condicion necesaria y suficiente para la completa invarianza de .

Definiciéon 6.3. Una particion medible & es llamada un generador de un endomor-
fismo T si & = €.

Una particion medible es llamada doble generador de un automorfismo T si Ep = €.

Concluyendo lo que hasta el momento se ha presentado, nuestro interés es calcular la
entropia de un sistema al tener distintos cambios de estado. En palabras méas simples,
la incertidumbre presente en un sistema al pasar de un estado a otro.

Con las definiciones de arriba, ya se cuenta con los elementos necesarios para presentar
a la funcién h que se coment6 al inicio.

Definiciéon 6.4. Sea T un endomorfismo y & una particion medible de un espacio de
probabilidad M. Definimos la funcion h como:

WT,€) = H(/T'¢).
Apartir de ahora usaremos la notacion £" para referirnos a:
=izt T ke n > 1.

{% = .
En este momento, mostraremos tres proposiciones de entropia condicional relaciona-
das con la funcion A sobre los productos de imégenes inversas de una particion £ con
el fin de dar soporte aritmético a las propiedades de esta funciéon que acabamos de
presentar.
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Proposicion 6.1. Sin < &, entonces

HE /Ty = S H(E/T (7€0)).

k=0

En particular

H("/T"E™) = nh(T9).
Demostracion. Como ¥ = ¢T71¢F1 tenemos:
H(E/T™ ™) = H(T' /T~ ™) + H(E/T "y T,
debido a (4.6).

Ademas, como T' es un endomorfismo y n < &,

H(I T 47) = H(E /T )

y
T_k’l’]_T_lfk_l — T_l(n_fk_l).
Entonces
H(E"/T™ ™) = H(E /T~ + H(g/T™ (7¢")).
Al aplicar induccion sobre k se tiene lo deseado. O

Proposicion 6.2. Sin < ¢y H(/T n~) < oo entonces

1 -
CH(E /T N BT ).
Demostracion. Como £" 7 £~ tenemos que 1~ & 7 7, entonces:

H(E/T (€M) \H(§/T'ET) = MT,¢).

Luego, aplicando la Proposicion (6.1) se tiene

LH(E T ) (T, ©)

Proposicion 6.3. Si & € Z entonces,

CH(E N AT E).

Demostracion. Hacer n = v en la prueba anterior.
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A continuacion, las siguientes proposiciones seran propiedades exclusivas de esta fun-
cion h. Debe tener presente que las mas importantes son las ultimas dos, pues estas
son resultados auxiliares que usaremos directamente en la prueba del teorema de
Kolmogorv-Sinai, el resto de las proposiciones son resultados previos que ayudaran
a dar un soporte matematico a estos dos resultados, por ello, algunas de ellas cuya
demostracion requiere la repeticion de alguna otra prueba o técnica solo se dara el
comentario de lo que se debe hacer para probarla.

Propiedades de la funcién h.
Proposicion 6.4. h(T,&) < H(), en particular, si § € Z entonces h(T,§) < oo.

Demostracion. Aplicando (4.7) a la definicion de h se tiene lo siguiente:

WT.€) = H(§/T'¢7) < H(E).

Proposicion 6.5.
MT,&n) < WT, &) + h(T,n).

La igualdad se cumple cuando £~ y n~ son independientes.

Demostracion. Aplicando (4.6) a H(En/T 16T 'n7) se tiene que

H(En/T e T ") =H(E/T'¢T 'y )+ H(n/& T ).

Por (4.7),
HE/T¢T ) <HE/TE)
y
H(n/&T ') < H(n/T 'n7).
Asi
H( /T T ') <HE/T )+ Hin/T ™)
y

h(T,&n) < W(T, &) + h(T, 7).

Ademas, notemos que si £~ y 7~ son independientes, por (4.7)

H(E/TE T ") = H(§/T'E)

H(n/¢ T 'n™)=Hn/T 'n"),

lo cual tiene como consecuencia

W, €n) = h(T,&) + h(T' n).
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Proposicion 6.6. Sin > 1, entonces h(T,&) < h(T,£).

Demostracion. Como (£")” = £~ tenemos que

H(E"/T(&")7) = H(&"/T™¢7) = H(E/T ).

]
Proposicion 6.7. h(T" ") = nh(T,§).
Demostracion. Dado que (§7)7. = & se tiene que
WT", &1) = H(&r/T (&) ) = H(Er/T-1&7),
y aplicando la proposicion (6.1).
h(T", &™) = nh(T,§).
]

Proposicion 6.8. Si T es un automorfismo y & € Z, entonces h(T~1, &) = h(T,§).
Demostracion. Se sigue de la relacion %, = T"71¢" y la Proposicion (6.2) O

Proposicion 6.9. La funcidn h(T,§) es continua en Z. Mds ain, para cualquier
EeZne sz
|h(T,n) = h(T, &) < p(&m).
Demostracion. Debido a que
H(E") + H(n"/&") = H(E"") = H(n") + H(E"/n").

se sigue que

H(n") — H(E") = H(n"/¢") — H("/n").
Entonces

[H(n") — H(E")| < H(n"/€") + H(E"/n"). (6.1)
Por otro lado, usando las proposiciones (4.4), (4.7) y (6.8)

—_

|
=
3

n

H(E ™) <Yy H(T ¢/m™) <> H(T*¢/TFn) = nH(E/n). (6.2)

0 =0

B
Il
=

De manera andloga tenemos

H(n"/&") <nH(n/¢). (6.3)

A partir de (6.1)—(6.3) se sigue que

|[H(n™) — H(")| < np(€,n).

Luego dividimos entre n y usamos la proposicién (6.3) para tomar el limite cuando
n — oo, de modo que

|A(T',n) = M(T, &) < p(&;n).
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Proposicién 6.10. Si £ <n y H(n/T '¢7) < oo entonces
h(T,&) < h(T,n).
En particular, h(T,§) es mondtono en Z.

Demostracion. Como £ < 1 se tiene
1 n —-n, — 1 n -n, —
SH(E T ) < SH /T "),

Aplicando la proposicion (6.1) al lado derecho y la proposicion (6.2) al lado izquierdo
de la desigualdad se tiene lo deseado. O

Proposicion 6.11. 5i & <n~ yn € Z, entonces
MT,€) < h(T,n).

Demostracion. Como n™ 1, el conjunto de particiones mas gruesas que las parti-
ciones n™ es denso en el conjunto de particiones medibles mas gruesas que n~ por lo
visto en (5.5). Por esta razon, es suficiente considerar el caso & < n™ para algin m.

n m+n—1

Sin embargo, en este caso £" < (™) =17 y

W(T,€) = lim ~H(E") < lm H™) = h(T,n).

n—oo N n—oo

Proposicion 6.12. Si T es un automorfismo y & < np,n € Z, entonces h(T,§) <
h(T',n).

Demostracion. Como
anm—l,',}m /\ nr.
es suficiente considerar el caso & < n™T™ ™ para algin m.

En este caso
é;n S (anm—lnm)n — Tm—1n2m+n—27

B(T,€) = lim h(€") < lim ~H(™"2) = B(T, ).

n—o0 n—oo N

O

Previo a concluir esta secciéon, definimos la entropia de un endomorfismo 7' como
sigue:

Definicién 6.5. Para cualquier endomorfismo T de un espacio de probabilidad M
definimos, la entropia del endomorfismo T es:

h(T) = sup h(T,¢).

Donde la cota superior es tomada sobre todas las particiones medibles, o bien sobre
todas las particiones invariantes.
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En princio este namero es positivo o infinito, esto por la proposicion (6.4) y de la
primera definicién de entropia para una particiéon cuando esta no es finita. Notemos
también que el lado derecho en esta tltima ecuacion es el mismo solo si consideramos
particiones que estan en Z e incluso si nos restringimos solo a particiones medibles
finitas.

Por lo anterior, consideremos cualquier particion medible & de M y cualquier nimero
positivo 7 tal que r < h(T,€) de modo que, demostraremos que existe una particion
medible finita 7 tal que h(T,n) > r.

Demostracion. Sean &1,&,, ... una sucesion de particiones medibles finitas tales que
& € Asi &, < € para cualquier n, por lo tanto al aplicar (4.7) a la definicién de h
tenemos lo siguiente

WT, &) = H(&/T7'6,) = H(&./TT'E).
Luego, como el lado derecho de la desigualdad converge a H(E/T'¢7) = h(T,€),
entonces h(T,&,) > r y para un n suficientemente grande podemos hacer n = ¢&,. 0O

6.1. Teorema de Kolmogorov-Sinai

El céalculo de la entropia de un endomorfismo 7" sobre un espacio de probabilidad M
presenta la dificultad de calcular h(7T, £) para cada particion £ medible; es por ello que
en esta seccion demostraremos el teorema de Kolmogorov-Sinai, el cual proporciona
una manera mas eficiente de realizar esta operacion.

La demostracion de este teorema utiliza las proposiciones (6.11) y (6.12)

Teorema 6.1 (Teorema de Kolmogorov-Sinai). Si & € Z es un generador para un
endomorfismo T o es un doble generador para un automorfismo T, entonces

WT) = h(T,€).

Demostracion. Sea P una particion medible de M, entonces por la definicion de h(T)
tenemos la siguiente desigualdad:

h(T) > h(T, P).
En particular, para £ tenemos que
MT) > WT,E).

Ahora bien, consideremos primero el caso en que T es un endomorfismo. Luego, & es
un generador de 7" lo que implica:

& =Vi, I =
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Asi,
P<é¢.

Aplicando la proposicion 6.11 tenemos que:
hT, P) < (T, §).

Luego, como esto se cumple para cualquier particion P entonces por la propiedad de
minima cota superior del supremo tenemos lo siguiente:

sup h(T, P) < h(T,¢).
Entonces
h(T) < h(T,§).

Ahora se abordara el caso cuando 7' es un automorfismo, por lo que ahora & es un
doble generador de T', lo que implica que la particion:

Ep =V TH = e
Asi,
P <¢&r.

Utilizando la proposicion 6.12:
W(T. P) < h(T©)

Nuevamente, por la propiedad de minima cota superior del supremo tenemos lo si-

guiente:
sup h(T, P) < h(T\£).

Entonces
h(T) < h(T,¢).

Por tltimo, se concluye que
hT) = h(T,¢).
O]

Con lo anterior, hemos concluido la demostracion del teorema sobre el que hemos diri-
gido este trabajo. Por esta razéon, damos por terminado este capitulo y en el siguiente
nos encargaremos de discutir los objetos sobre los que se aplica este resultado.



7 Aplicacion del teorema de Kolmogorov-
Sinal.

En este punto ya hemos cubierto nuestro objetivo de probar el teorema de Kolmogorov-
Sinai, sin embargo, a lo largo de este texto se habra notado que no hemos profundizado
en la construcciéon del algtin ejemplo en particular para aplicar este resultado. Esto
lo realizaremos en este capitulo comentando dos aspectos que podrian haber quedado
al aire bajo los supuestos que hemos trabajado.

El primero de estos es resolver el problema de la existencia de medidas invariantes.
La solucién a este problema estd dada por el teorema de Kyrilov-Bogolubov que se
enuncia a continuacion:

Teorema 7.1 (Teorema de Kyrilov-Bogolubov). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pacto y S una o—dlgebra. SiT : X — X es una transformacion continua, entonces
existe una medida p € M(X) tal que p es invariante bajo T

Como puede observase en |7] el espacio de medidas de probabilidad de un espacio mé-
trico compacto es un espacio métrico compacto y convexo. Este hecho, en conjunto
con el lema de aproximacion y el teorema de la convergencia mono6tona de teoria de
la medida permiten demostrar el teorema (7.1).

El segundo aspecto que cubriremos serad la definicion de los conceptos de medida de
Bernoulli y de Markov, las cuales son esencialmente medidas que cumplen con nues-
tros supuestos y para las cuales realizaremos un ejemplo numeérico. Por esta razon
dedicaremos una gran parte de este capitulo a la construccion de dichas medidas.

7.1. Construccion de las medidas de Markov y de
Bernoulli.

En este momento nuestro primer objetivo es construir una o—algebra adecuada en
donde definiremos las medidas deseadas. Para ello, iniciaremos esta seccién conside-
rando un conjunto Sj finito, por ejemplo:

20
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Sk =1{1,2,3,4,..,k} con k > 2. (7.1)
Nos interesa darle un nombre a las cadenas indexadas de elementos de Sy, por esto,
denotaremos con Y al conjunto de todas las infinitas sucesiones de simbolos de S
como sigue:
Y ={z = (25)]|z; € Sk}

De esto ultimo, se puede observar que cada elemento x es de la forma:

T = ToT1T2x3...Tk...,

donde cada indice es mayor o igual que 0, de modo que, para este tipo de sucesiones,
decimos que se estan considerando en un solo sentido y las denotamos como Sy .

Para considerar sucesiones en ambos sentidos, denotadas como S7, requerimos que:
= .. 0_... 03X _ X _1009T1X2X3...T...

En ambos casos el indice 0 representa nuestro punto de partida. Todo lo anterior lo
condensamos en la siguiente definicion:

Definicion 7.1. Sea S un conjunto finito de k elementos como en (7.1), entonces
denotamos por:

ui =57

al conjunto de sucesiones en un sentido de S, y como

Y = S7.
al conjunto de sucesiones bilaterales de S.

Para tener una nociéon un poco mas natural de estas sucesiones consideraremos dos
ejemplos:

i) En un contexto de teoria de informacion, nuestro conjunto S estaria confor-
mado por los elementos de un alfabeto, a los que llamaremos simbolos, de esta
manera, las sucesiones definidas anteriormente son '"palabras", sin embargo, da-
do que no todas las combinaciones de simbolos tienen sentido, es importante
encontrar una manera de identificar cuales cadenas de simbolos si tienen un
significado.

ii) En la teoria de procesos estocasticos uno de los primeros conceptos que se
definen es el de caminata aleatoria, entonces, para este caso podemos considerar
a cada sucesion definida anteriormente como una de estas.
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Esta conexion con las caminatas aleatorias serd muy importante a partir de este
momento, pues de manera intuitiva nos permitird respaldar lo que expondremos a
continuacion. Ademés, gracias a esto podemos retomar el concepto de matriz adya-
cente, el cual para i) nos permite responder cudles cadenas tienen sentido. Asimismo,
en ii) tenemos una representacion algebraica de dicha caminata.

Solo como recordatorio, introduciremos la matriz adyacente para nuestras sucesiones

en S.

Definicion 7.2. Sea Sy, como en (7.1), y sea x € SY, donde x es una sucesion de
elementos x; € S tal que 1 € [ C N, entonces, definimos la matriz A € M ({0,1})kxk
como Sigue:

(7.2)

S 1 si el elemento j puede suceder después del 1
b 0 en otro caso.

De manera analoga, se tiene lo siguiente para el caso de las sucesiones bilaterales:

Definicion 7.3. Sea Sj, como en (7.1), y sea x € ST, donde = es una sucesion de
elementos x; € S tal que i € I C Z, entonces, definimos la matriz A € M({0,1})gxk
como Sigue:

(7.3)

- 1 si el elemento j puede suceder después del i
“1 0 en otro caso.

Ejemplificando lo anterior, mostraremos la matriz adyacente para la siguiente sucesion
lateral:

0 011
00 01
1100
01 00
(a) Sucesion lateral x. (b) Matriz adyacente a x.

Figura 7.1: Sucesion lateral y su matriz adyacente.

Ademas, por esto altimo, podemos observar que las siguientes sucesiones también son
recorridos laterales:

1) T3 — To —> 4.

11) T1 — Ty — To.

(7.4)
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111) To —> Ty — T2.

Asi, dada una matriz adyacente podemos encontrar otras sucesiones laterales (o bila-
terales), lo cual induce la siguiente restriccion en .

Definiciéon 7.4. A los siguientes objetos se les conoce como shifts de Markov laterales
y bilaterales respectivamente.

1) Sh ={(zn)nen € EF sz, =1 para toda n € N}.
2) Ya={(Tn)nez € Emaxnxn+1 =1 para todan € Z}.

A continuacion, definiremos una funcién o para cada caso a las que llamaremos re-
corridos, de modo que, a partir de un punto z; podremos llegar al siguiente ;. Esta
funciéon es la que nos permitira recorrer cada elemento de la sucesion.

Definicion 7.5. Sea A € M({0,1})ker una matriz adyacente y sean X, 3 4 las shifts
de Markov lateral y bilateral respectivamente, definimos lo siguiente:

1) La transformacion recorrido lateral es la funcion:
o: 3 =X}
tal que
o(zor12273...) = (T12923...).
2) La transformacion recorrido bilateral es la funcion:
02— 2

tal que
(..t 2T 120x1T3...) = (... _oT_1ToT1T2...).

De manera simplificada ambas transformaciones recorren un elemento a la izquierda
como sigue:

(0(2)); = zj1
Ahora, dado que nuestro objetivo es construir las medidas de Bernoulli y de Markov,
utilizaremos la misma metodologia que se usa en 8|, que consiste en construir una
medida p sobre un algebra de conjuntos que se extendera por medio del Teorema de
extension Hahn-Kolmogorov a la o-algebra de Borel generada por esta.

Para lograr lo anterior, iniciamos definiendo una funcion n(z,y) que nos de el primer
indice para el cual dos sucesiones en X} son distintas, de forma que:

n(z,y) =n,

donde, z; #y; vy ; = y; cuando 0 < j <n — 1.

Por convencion, n(z,y) = oo si z = y.
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Definicién 7.6. Definimos a la funcion d : X7 — R como sigue:

1

d(ZL‘, Z/) = on(z,y)

A continuacién demostraremos que d es una métrica en E,j.

Demostracion. Por definicion d > 0, ademas de que d = 0 si y sélo si x = y, también
por definicién sabemos que es d simétrica, por lo que falta demostrar que verifica la
desigualdad triangular:

Sean z,y,x € X} :

a) Si z =y = z entonces:

de modo que se cumple lo deseado.

b) Supongamos que z,y, z son todos distintos. Sean n(z,z) =n+1y n(y,z) =m+ 1.

Por lo anterior se cumple que:

n(x,z) > min{n(z,y),n(y, 2)}.

Asi:
1

on(z,2) = gmin{n(z,y),n(y,2)}

d(z,z) =

+ L =d(z,y) + d(y, z).

S o T o

¢) Supongamos que =y # z. Entonces se verifica lo siguiente: d(z,y) = d(y,z) = 0
y d(z,z) = d(y,z) > 0. Por lo tanto:

d(z,2) =d(y,z) =0+ d(y,2) = d(x,y) + d(y, 2)

0=d(x,y) =d(y,x) <d(x,z)+d(y,z) = 2d(x, 2)
UJ

Por dltimo, como los casos x = z # y y y = z # x con analogos a lo que se prob6 en
¢) hemos concluido con la demostracion.
También se cumple lo siguiente:

Proposicion 7.1. o es continua en 3.

Demostracion. Sea e >0y sean € N tal que 2% <e.

Consideremos § = 5. Asi:
n(x,y) >n+1,

pues, x,y son iguales al menos para los primeros n + 1 elementos.
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De lo anterior, se tiene que o(x),o(y) son iguales para al menos los primeros n ele-
mentos. Por lo tanto:

n(o(z),o(y)) > n,
lo cual implica que:

d(o(z),0(y)) < 2in <e
O

Es importante mencionar que los resultados anteriores se pueden extender a ;. Por
esta razon en lo sucesivo se consideran las definiciones para ambas shifts de Markov.
Luego, definiremos unos objetos llamados cilindros que jugardn un papel similar al
de los intervalos en el proceso de generacion de la o-algebra de Borel en R.

Definicién 7.7. Considere un conjunto Sy como en (7.1). Definimos:
1) Un cilindro Ciyiyiy. i, C E,j en Z; como el conjunto:

Cirigis.im = {(J1J2---.) € B |Ji = i1 para toda | = 1,2,3,...,m}.

2) Un cilindro C; C X en X como el conjunto:

TiT+1iT+2 ~~i'r+m

Cirivirviproivim = L(Jsls41----) € Zglgi = 4 para toda l = r,r+1,7+2,...,r+m}.

En cualquiera de los dos casos anteriores, decimos que el rango del cilindro es m.
Proposicién 7.2. Los cilindros son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostracion. Solo consideraremos el caso para un cilindro en ;.

Sea Ciyigig...ir, C 2; donde:

Cirinis...im = {(j1J2.-..) € I |ji = iy para toda | = 1,2,3,...,m}.

Sea x € Cj,iyis..i,, v consideremos € = 2,,%

Supongamos que d(z,y) < €, por lo tanto n(z,y) > m + 1, es decir x, y coinciden en
al menos los primeros m + 1 elementos, asi y € Cj,iyis..i,,, de modo que Cj iy 4, €S
abierto.

Ahora, observemos que:
+ _
S8 = Chrigigim = ) Citiig.ar,

donde la unién se realiza sobre todas las m-tuplas que son distintas a los valores del
cilindro. Por lo tanto el complemento de Cj ;,i,. 4, €5 una union finita de conjuntos
abiertos, lo que implica que sea abierto y de esta manera Cj i, 4, Un conjunto
cerrado. O
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Denotaremos por v al dlgebra generada por uniones finitas de cilindros y presentamos
el siguiente resultado:

Proposicion 7.3. Sea X un espacio métrico compacto y sea B su o-dlgebra de Borel.
Sea v un dlgebra de subconjuntos de Borel, v C 5. Supongamos que para cada x1, s €
X distintos, existen conjuntos abiertos disjuntos v1,v2 € v tales que x1 € 1 y x9 € Yo,
entonces vy genera a 3.

Para aplicar esta proposicion daremos por hecho la compacidad de (X}, d) (la cual
puede revisar en [8]) y realizaremos la siguiente observacion:

Observacion 7.1. Sean x,y € X distintos, entonces sabemos que existe un n > 0
tal que x,, # vy, de modo que x,y pertenecen a distintos cilindros de rango n.

Por lo tanto, el algebra generada por uniones finitas de cilindros genera el o—algebra
de Borel sobre (X, d) (la misma idea se puede aplicar en (X, d)).

De esta manera hemos construido el c—algebra sobre el que definiremos las medidas
de Bernoulli y de Markov.

Para iniciar con la construccion de estas medidas definiremos dos conceptos mas, el
de matriz estocastica y el de par estocéastico.

Definicion 7.8. Sea P € M.« (R) una matriz cuadrada de k x k tal que p;; > 0 para
todo i,j € {1,2,3,....,k}. Decimos que P es una matriz estocdstica si la suma de sus
renglones es 1, es decir si:

para todo i € {1,2,3,....k} se cumple:

k
D=1
j=1

Definicién 7.9. Sea P € M x(R) una matriz estocdstica y sea v un vector de
probabilidad. Decimos que (P,v) es un par estocdstico si:

Pv =w.

En este momento, la asociacion entre estos tltimos dos conceptos con la teoria de
procesos estocasticos es directa, pues lo que aqui hemos llamado matriz estocastica es
también conocida como matriz de transicién, que condensa la informacién sobre las
probabilidades de los distintos cambios de estado dentro de un proceso estocéstico.

Por otro lado, la segunda definicién induce inmediatamente la nocién de distribucion
estacionaria. El siguiente resultado enuncia cuando es posible obtener dicha distribu-
cion, pues caracteriza al conjunto de matrices que puede determinar un par estocas-
tico.
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Teorema 7.2 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea P € My, (R) una matriz esto-
castica irreducible, es decir, una matriz para la cual en cada entrada existe n > 0 tal
que pi; > 0. Entonces para P existe un unico vector de probabilidad v, tal que (P, v)
es un par estocdstico.

La demostracion detallada del Teorema (7.2) se puede encontrar en |7].

Antes de dar la definicion de las medidas de Markov y de Bernoulli, haremos un
comentario mas. Estas medidas en principio se definen sobre el algebra generada por
las uniones finitas de cilindros. La extension de estas se realiza con el teorema de
extension de Hahn-Kolmogorov y el cual enunciaremos sin prueba enseguida.

Teorema 7.3 (Teorema de extension de Hahn-Kolmogorov). Sea v un dlgebra de
subconjuntos de X. Sea pg : v — [0,1] que satisface:

Z) MO(@> =0;

i) Dada una coleccion (Gp)n>1 € 7, si son disjuntos y | Jo—, Gy, € v implica que:
n=1 n=1

Entonces existe una inica medida de probabilidad p : 5(y) — [0,1] que es una exten-
ston de fig.

Puede encontrar méas detalles en [8].

Por todo lo anterior, definimos lo siguiente:

Definiciéon 7.10. Sea 5 la o—dlgebra de Borel generada por vy, donde 7y es el dlgebra
generada por las uniones finitas de cilindros en las shifts laterales y bilaterales de
Markov respectivamente.

1) Sea (3,8) un espacio medible y sea (P,p) un par estocdstico, definimos la
medida de Markov i py) lateral asociada a este par estocdstico como sigue:

/VL(P,p)(Ciligig.“im) = DiDiviaPigiz - Pipp—1im >
para cada m € N y para todo i,iy, 4, ...i;m € {1,2,...,k}.

2) Sea (X, ) un espacio medible y sea (P,p) un par estocdstico, definimos la
medida de Markov p(pyy bilateral asociada a este par estocdstico como sigue:

H(P,p) (Cirir+1ir+2~~-ir+m) = PirPiryriri2Pipyoivgs- 'pir+(m71)ir+m

para cada r € Z y para todo iy, iri1,ipr2, - drem € {1,2, ..k}
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Ahora, definiremos la medida de Bernoulli como sigue:

Definicién 7.11. Sea § la 0—dlgebra de Borel generada por vy, donde vy es el dlgebra
generada por las uniones finitas de cilindros en las shifts laterales y bilaterales de
Markov respectivamente.

1) Sea (X}, B) un espacio medible y sea p un vector de probabilidad. Definimos la
medida de Bernoulli lateral como sigue:

Mp(ciligi;;...im) = Pi1 PixPig - Pipn >
para cada m € N y iy, i, ..., 0, € {1,2,3,...,k}.

2) Sea (X, 5) un espacio medible y sea p un vector de probabilidad. Definimos la
medida de Bernoulli bilateral como sique:

Mp(cirir+1ir+2~--ir+m) = pirpiT+1pir+2pir+3"'pir+m
para cada v € Z Y iy, iry1,lpsy ey irim € {1,2,3, ..., k}.

Luego, observemos que la medida de Bernoulli es un caso particular de la medida
Markov, pues hay que tomar a P la matriz estocastica como la matriz con el mismo
vector p de la distribucion Bernoulli para cada renglon, donde el par estocastico es-
taria dado por esta matriz y el mismo vector p. Por lo anterior, basta demostrar que
la segunda es invariante bajo la funcién recorrido o.

Los siguientes dos resultados nos muestran esta propiedad de invarianza:
Teorema 7.4. Sea (X, 3, ji(pp)) un espacio de medida donde 3 es como en las defini-
ciones anteriores y sea (i(py) la medida bilateral de Markov asociada al par estocdstico

(P,p). Entonces, la funcion de recorrido o preserva a fu(pp).

Demostracion. Sean r € Z y m € N. Entonces:

-1
0" (Ciriprrivyoirim) = (Ciripyringa.ippm)-
Luego,
-1
M(P:p) (U (Ciri'r'+1i7'+2-~~ir+m)) = Iu(Pvp)(Ciri7'+1i'r'+2~--i7'+m)'
Por lo tanto ¢ preserva la medida bilateral de Markov. O

Teorema 7.5. Sea (3}, 53, Lpp)) un espacio de medida donde B es como en las defi-
niciones anteriores y sea [i(pp) la medida lateral de Markov asociada al par estocdstico
(P,p). Entonces, la funcion de recorrido o preserva a [u(pp).
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Demostracion. Consideremos:

‘771(( i1 ii3.im ) Clirisis.. im) = 1T € EJrlx = (Jirig...im--..),J € Sk},

||C?r

de modo que esta tultima unién de conjuntos es disjunta. Asi:

k
1Py (0 ((Ciriis.oin)) = e (U (Chiniais.ins)

Jj=1

= Z 1(Pp) ((Ciizig...im )

k

k

- piliQ"'pimflim : :p]p.]ll
i=1

= Divio-Pimm_1im

= 1(Pp) (Ciiis..im ) -

Por lo tanto ¢ preserva la medida bilateral de Markov. O

Para concluir esta seccion daremos ejemplos de cada una de estas medidas.

Para el caso de la medida de Markov, de acuerdo a la teorfa de procesos estocasticos,
la matriz de transicion de dos estados es:

(1 PR b) (75)

y tiene como distribucion estacionaria a :

b a

a+b’a+b)’

m = (m1, M) = (
de modo que para a = % yb= }l se tiene lo siguiente:

(7.6)

S
I
R

[ =0 [N

N———

| &~ Aww—
N—

=
Il
—~
~ | w
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Luego, consideramos el cilindro Cs15 v célculamos su medida de Markov como

pr) (Ca12) = mopa1pr2
1111

743 21
Por ultimo, para el caso en el que la medida de Bernoulli tome el vector de probabi-
lidad p como sigue:
1111
SIS
Ahora, consideramos el cilindro Csg9411, de modo que su medida de Bernoulli esta
dada por:

p=(

111111 1

#o(Caman) = 555988 ~ &

7.2. Sobre el teorema de Kolmogorov-Sinai.

En esta seccion realizaremos ejemplos numéricos para las entropias de las medidas de
Bernoulli y Markov bajo la funcion recorrido.

Para ello inicimos con las observaciones:

Observacion 7.2. Sean o : Xy, — Xy, la funcion recorrido y i, la medida de Bernoulli
bilateral X5 generada por p. Consideramos la siguiente particion de cilindros:

5 = {Cla 02"'7 Ck}

Asi:
VI oI ={Ci, i licnin € {1,2,3, ..., k}.

Luego, como el dlgebra de los cilindros genera la o—dlgebra de Borel sobre ¥y, por el
teorema de Kolmogorov-Sinai, se tiene que:

hy, (o) = hy,(0,§).

Observacién 7.3. Sea o : Xy — X la funcion recorrido y jupp) la medida de
Markov bilateral asociada al par estocdstico (P, p). Consideramos la misma particion
& que utilizamos para el caso de la medida Bernoulli.

¢ ={Cy,Cs..., Cy}.

Entonces:

M(P,p)(vl 00715 Z MPP Zo dp— 1)log2<:u(P,P)(Ci0~--in—1)>'

~~~~~ In—1
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Stmplificando, tenemos que:

ko k
“(P,p)<v? 01 - sz logy(pi) — (n—1) Z szpw log, (pij)-

=1 j=1

H

De modo que, por la proposicion 6.5:

lim H“(P o, (ViZ S0 lE) = h(o,8).

n—oo 1N

Y, por el Teorema de Kolmogorov-Sinai:

kook
My (0) = i, (0,6) = Zzp%pw log, (pis).

=1 j=1

A continuacion realizaremos unos ejemplos numéricos considerando ambas medidas y
la funcion recorrido, de modo que, solo sustituiremos valores en las ecuaciones obte-
nidas en las observaciones anteriores.

Para el caso de la medida Markov, consideramos nuevamente la siguiente matriz
estocastica y su distribucion estacionaria:

2 1
p- ( 3) ; (7.7)
4 4

Entonces:

k k
u(pp Z szpz] 10g2 pz]
7j=1

=1

—(mip11 1ogy(p11) + m1p12 108y (P12) + map2r 1ogy(p21) + Tapas 10gs(p22))

32 2 31 1 41 1 43 3
= —(==1 ——1 ——l ——1
(73 Og2(3) + 73 Og2(3) + 74 0%2(4) + 74 Og2(4))
= 0.8571429

Por iltimo, para el caso de la medida de Bernoulli, nuevamente consideramos el vector
de probabilidad p como sigue:
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Como: .
I, = — Y pilogs(ps),
i=1

entonces:

+ log(1)

1 1 1 1 1 1
hup =—(3 10g2(_) + 3 10%2(‘) + B log,y () 1

8 8 8 8 2

= 1.75.

Con esto, damos por concluido este capitulo.



8 C(Conclusiones.

A lo largo de este trabajo hemos realizado una construcciéon conjuntista del concepto
de entropia, partiendo fundamentalmente de una nocién de incertidumbre.

En este punto, esperamos que el lector entienda a la entropia como una medida de
la informacién que falta para la certidumbre en un fendémeno. Esta interpretacion
debe quedar cubierta con lo construido en el capitulo 3. De una manera un tanto
mas detallada, en el capitulo 4 definimos la entropia sobre un espacio cociente, en el
que nos interesaba medir el nivel de incertidumbre de una particiéon condicionada a
la informacién disponible de otra particion.

La idea de condicionar con respecto a una particiéon tiene dos objetivos:

i) El primero de ellos, siguiendo la idea para el caso de una particion, es conocer
la informacion disponible a partir de la que se conoce de una particiéon dada,
pues, recordemos que un principio, planteamos a la entropia como el niimero de
preguntas esperadas para identificar un punto dentro de una particién medible,
sin embargo, considere ahora, que nos interesa conocer la posiciéon de un punto
con respecto a una segunda particion, de modo que, la primera puede ayudarnos
a identificar las zonas donde pudieran o no estar localizados nuestros puntos de
interés en el espacio total y la segunda, darnos precisiéon sobre la ubicacién de
estos dentro de cada elemento de la primera, asi, las celdas sobre las que ahora
realizaremos la inspeccion no son las originales de cada una de las particiones
y debemos entenderlas como intersecciones de las primeras.

ii) Gracias al punto i) podemos extender estas ideas sobre las preimagenes de un
endomorfismo (o automorfismo) 7', pues como se realiz6 a partir del capitulo 6,
consideramos una particiéon £ y el producto de las aplicaciones Tt Esto con el
objetivo de considerar todas las posibles combinaciones de estados (posiciones)
que puede tener una particula.

Es aqui cuando llegamos a la parte crucial de esta tesis, donde de manera intuitiva
podemos entender a la entropia dinamica como la incertidumbre entre los distintos
cambios de estado de un sistema. En términos més didacticos, hasta el momento solo
velamos para cada punto la informacion necesaria para encontrarlo en un conjunto,
sin embargo al considerar a 7" como las reglas, condiciones fisicas o agentes que cam-
bian el ordenamiento de los puntos, en realidad estamos midiendo la incertidumbre
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generada por los distintos movimientos de cada punto, es decir, estamos viendo la in-
certidumbre generada por cada nuevo ordenamiento de nuestros puntos sin que estos
alteren su medida (probabilidad).

Una vez que se entiende lo anterior, el resto de la tesis consistid en establecer como
calcularla. Es aqui cuando nos adentramos en dos resultados importantes. El primero
de ellos es el que justifica la existencia de medidas invariantes. El teorema de Kyrilov-
Bogolubov es el que da respuesta a este planteamiento, sin embargo, dado que no es
un resultado trivial, la extensidad para desarrollar una prueba de este queda fuera de
los alcances de este texto, pues la idea principal es darle protagonismo a la entropia,
su comprension y su calculo.

El segundo resultado que se aborda, el teorema de extension de Hahn-Kolmogorov,
tiene que ver con la construccion de medidas sobre un algebra de conjuntos que
posteriormente se extienden a un o—algebra de Borel. Con ello, hemos realizado la
construccion de las medidas Bernoulli y de Markov y una funcién que las mantiene
invariantes.

Esto ultimo es de gran relevancia para este trabajo, ya que nuestro planteamiento
se hizo pensando en autorfismos de manera general, estas dos medidas y la funcién
recorrido nos permiten aterrizar nuestras ideas en conceptos que se estudian en un
primer curso de procesos estocasticos. En particular, abordamos el calculo de la en-
tropia dinamica para procesos estocasticos con una distribucién estacionaria.

Por todo lo anterior, considero que los objetivos planteados al inicio y durante el
desarrollo de esta tesis han sido alcanzados y con ello el lector que no esta familiarizado
con teoria ergodica puede tener una nocion del significado de entropia y las formas
de su calculo.
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