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Resumen

Una variedad de objetos astrofiscos que van desde estrellas jévenes, nu-
cleos activos de galaxias y agujeros negros producen eyecciones de material
hacia su exterior, los llamados chorros o jets. En la mayoria de los casos
estas emanaciones presentan geometria bipolar, flujo altamente colimado y
la participacién de un disco de acrecion, lo cudl genera actualmente interés
en buscar modelos universales para describir su formacién y evolucion.

En particuar, los chorros estelares se observan a distancias relativamente
cercanas a nuestro Sol y tienen cambios estructurales que son apreciados en
escalas de tiempo de un ano, por lo cual este tipo de jets son considerados
como laboratorios ideales para explorar la fisica de jets en general.

En esta tesis nos enfocamos en el estudio de la produccién de nudos
emisores observados a lo largo de la estructura de un chorro estelar. Nos
basamos entonces en el modelo de chorros con velocidad variable de eyeccion,
la cual es supersénica con nimeros de Mach que pueden ir de 10 a 30.
En este modelo se forman ondas de choque (debido a la variabilidad de
eyeccién) que producen un aumento abrupto de temperatura y luego la
emision tendra lugar debido al enfriamiento del flujo detras de los choques.

Con las condiciones del flujo hipersénico estelar (M = 10 — 30) descri-
bimos un modelo en el cual podemos asumir que se conserva la velocidad
con la que es eyectado el flujo salvo cuando pasa a través de choques. Los
choques forman las llamadas superficies de trabajo, cuya dindmica es descri-
ta analiticamente en un modelo desarrollado por Cantd, Raga & D’Alessio
(2000) en el que se considera que se conserva la masa y el momento des-
de que son eyectados. En este trabajo presentamos entonces la descripcion
analitica de la estructura del chorro “parchando’él régimen de flujo libre con
la posicién de las superficies de trabajo que se forman. Para graficar estos
resultados se construyé un programa en lenguaje C, el cual se muestra en el
apéndice.

Por otro lado nos introducimos al estudio de los esquemas numeéricos
para resolver las ecuaciones de Euler para la dinamica de gases junto con la



ecuacion de estado de gas ideal monoatémico (¢,/c, = 5/3). De aqui resulta
la construccién de un cédigo hidrodindmico en el lenguaje C (mostrado en el
apéndice) con los algoritmos de Lax, MacCormack y FVS de van Leer. Con
ellos hicimos simulaciones numéricas para un problema de prueba (choque
contra un muro) y mostramos la comparacién de sus resultados, siendo el
FVS de van Leer el que propaga los choques con mayor resolucién. Usamos
entonces este algoritmo para hacer una simulacién del jet de con velocidad
variable de eyeccién. Los resultados de los modelos analitico y numérico son
comparados en un calculo de la velocidad del flujo en funcién del dominio
espacial, mostrando que ambos resultados concuerdan con buena aproxim-
cién, excepto para la cabeza del jet, cuya interacciéon con el medio ambiente
no se considera en el modelo analitico que aqui se describe.

Finalmente usamos nuestro cédigo hidrodindmico para tracender algu-
nas limitaciones del modelo analitico. Se encuentran en la literatura modelos
numéricos con funciones periddicas tipo sinusoidal, de escalén y sesgadas.
Aqui se presentan transiciones paramétricas entre esas formas, no hechas
hasta el momento. Los resultados de estos nuevos modelos numéricos pue-
den aplicarse para ajustarse a observaciones de estructuras de chorros as-
trofisicos particulares. Con la misma idea también se pueden hacer modelos
de més dimensiones, asi como implementar funciones de enfriamiento mas
sofisticadas para obtener predicciones de los espectro emitidos, o ampliar
nuestros modelos al régimen relativista. Estas son algunas posibilidades del
futuro de este trabajo.
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6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.1. Chorros Astrofisicos

En las dltimas décadas ha aumentado el ntimero de distintos tipos de
objetos astrofisicos en los que se detecta emanacién colimada de material,
los fenémenos conocidos como Chorros o Jets. La variedad de estas fuentes
va desde estrellas en formacién, hasta agujeros negros y nucleos activos de
galaxias (figuras 1.1 y 1.2), lo cudl es de sumo interés en la actualidad ya
que en la mayoria de los jets se observa una alta colimaciéon del material
eyectado, geometria bipolar y la participacién de un disco de acrecion. Por
ello es que se buscan modelos de mecanismos universales para describir la
formacién de estas emanaciones (al contrario de ésto, los mecanismos de
emision, los cuales hacen a los jets observables, son muy diferentes de acuer-
do al tipo de objeto). El cuadro 1.1 [1] lista todos los tipos de objetos en
los cuales se han observados chorros colimados y los sistemas fisicos invo-
lucrados. En particular, los jets producidos por estrellas jévenes o YSO’s
(Young Stellar Objects, por su nombre en inglés) son uno de los tipos més
comunes de emanaciones. Ademas, hay miles de estrellas jévenes a 500 pc de
nuestro Sol [2]. Debido a esta relativa proximidad, sus cambios estructurales
pueden ser observados en escalas de tiempo de alrededor de un ano. Es por
esto que los chorros protoestelares se consideran como laboratorios ideales
para la exploracién de la fisica de jets en general. El enfoque de esta tesis
serd sobre estos jets protoestelares.

Figura 1.1: Mapa de radio del chorro extragalactico 1528 +29.
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Figura 1.2: Evolucién del objeto HH30 durante un afio. Las flechas muestran el avance
de los nudos hacia el exterior de la estrella. El tamafio de nuestro sistema solar se muestra
abajo a la derecha en la misma escala.

Objeto Sistema Fisico

Estelar

YSO’s Acrecimiento a estrella joven

Binarias de Rayos X masivas Acrecimiento a Estrella de Neutrones o Agujero Negro
Agujero Negro de Rayos X Transitorio | Acrecimiento a Agujero Negro

Binarias de Rayos X de Baja Masa Acrecimiento a Estrella de Neutrones
Estrellas Simbidticas Acrecimiento a Enana Blanca

Nicleo de Nebulosa Planetaria Acrecimiento a Estrella

Fuentes de Rayos X Supersuaves Acrecimiento a Enana Blanca

Nova Recurrente Acrecimiento a Enana Blanca

Pulsares Estrella de Neutrones Giratoria
Extragaldctico

Nicleo Activo de Galaxia Acrecimiento a Agujero Negro Supermasivo
Estallido de Rayos Gamma Acrecimiento a Agujero Negro

Cuadro 1.1: Sistemas que exhiben jets colimados.
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1.2. Los Jets HH

Alrededor del afio de 1950 (por observaciones de Guillermo Haro en
México y George Herbig en EUA, de manera independiente) se descubrie-
ron conjuntos de nudos gaseosos compactos ubicados dentro de regiones de
formacion estelar. Haciendo referencia a sus descubridores, se les dio el nom-
bre de objetos Herbig-Haro, cominmente abreviados como “objetos HH”.

Figura 1.3: Objetos HH asociados a estrellas jévenes.

La naturaleza de estas nebulosidades es de tener un brillo relativamente
constante en el tiempo. Dado que la emisién de radiacién de los objetos
HH deberia hacer que éstos se enfriaran en tiempos de 10 a 100 anos, su
relativa constancia implica que algo estd proporcionando nueva energia a
estos objetos. Los astrénomos se dieron a la tarea de buscar la fuente de
su energia y como consecuencia de esta investigacién, se ha asociado a los
objetos HH con los fenémenos de eyeccion de gas que tienen las estrellas en
proceso de formacién (y estrellas jévenes).
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1.3. Formacion estelar

Las nubes moleculares son grandes estructuras del medio interestelar,
algunas de ellas con masas de millones de veces las de nuestro sol. Con el
desarrollo de la radioastronomia ha quedado claro que tanto nuestra Via
Léactea, asi como otras galaxias espirales, contienen una vasta cantidad de
material en forma de estas nubes para formar estrellas. Estas nubes pueden
ser identificadas 6pticamente como nebulosidades oscuras como historica-
mente lo hizo William Herschel en la primavera de 1784. Las estrellas jove-
nes se forman de la contraccién gravitacional de un fragmento de esta nube
molecular. Este fragmento forma un nicleo (protoestrella) rodeado de un
disco en rotacién. El gas molecular cae a la estrella a través de este disco y
la estrella va ganando masa. A estos discos se les llama “discos de acrecién”.
Los diagramas en la Figura 1.4 ilustran las fases de la formacién estelar [3].

| |

d

C

Figura 1.4: Diagramas de las fases de la formacién de una estrella. (a) Nticleos isotérmicos
de nubes moleculares cuya densidad aumenta hacia el centro. (b) Se desarrolla un disco
de acrecién al cual se asocia una expulsiéon de material al exterior. La mayor parte de la
masa sigue estando en el exterior del nticleo. (¢) Ahora la mayor parte de la masa estd en
el centro y la eyeccién de materia estd bien desarrollada. (d) La mayor parte de la nube
envolvente ha sido capturada en el disco y la estrella estd por llegar a su masa final. La
estrella es dpticamente visible.
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Si el material que orbita la estrella conservara su momento angular, no
caeria hacia la estrella. Es por ello que debe existir un mecanismo de pérdida
de momento angular. Uno de los procesos estudiados es el transporte turbu-
lento de momento angular hacia afuera del disco. Otro proceso posiblemente
presente es la adveccién de momento angular en vientos o chorros eyectados
por el sistema. Se observa que los flujos expulsados al exterior son colima-
dos y muchas veces tienen geometria bipolar. Se han propuesto modelos que
introducen la presencia de campos magnéticos que pueden producir las ines-
tabilidades en el disco para impulsar la eyeccién y también pueden dirigir el
material eyectado a formar chorros colimados.

1.3.1. Estudio de los chorros.

Del estudio de las observaciones de los chorros HH, se pueden deducir
las siguientes propiedades [4]. Las observaciones de los movimientos propios
de los nudos en los jets HH revela que éstos se mueven a una velocidad que
varfa entre 100 y 300 kms™!, las separaciones entre nudos son del orden
de Az ~ 10'%cm y se encuentra una longitud total del jet del orden de
10'8cm. Los altos movimientos propios de las cabezas de los jets indican
que la densidad del jet (p;) es considerablemente mayor que la del ambiente
circundante (p,), encontrando p;/p, ~ 10 a 100 para distintos objetos HH.
Con los parametros anteriores se pueden investigar las escalas de tiempo de
la dindmica del jet, encontrando que éstas son del orden de 1000 anos de
evolucién. Se encuentra que en general los HH jets tienen baja excitacién
espectral, lo cual implica que las temperaturas son del orden de los 10%K,
con lo que se infiere que las velocidades del sonido en el material son de
~ 10 km s~! y entonces los nimeros de Mach (ver la siguiente seccién) en
las regiones donde hay lineas de emisién estan en el intervalo de M = 10—30.

Al estudiar el problema de los chorros astrofisicos se ha dividido la in-
vestigacion en las siguientes lineas:

1. El mecanismo por el cual la fuente produce un viento de alta velocidad.
2. El mecanismo de colimaciéon que genera una geometria bipolar.
3. La produccién de nudos emisores a lo largo de la estructura del chorro.

4. La formacién de la cabeza del chorro por la interaccién del chorro con
el ambiente.

Este trabajo de tesis se va a enfocar en el problema de la produccion de
nudos en la estructura del chorro.
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Figura 1.5: Imagen 6ptica del chorro estelar HH 34.

1.4. Estructura de los Chorros

Para explicar las lineas de emisién que emitian los objetos HH, en 1986
Richard Schwartz noté una similitud con los remanentes de supernova, en
el sentido de que la emisién observada tiene su origen en un enfriamiento
del material que previamente aumenté su temperatura debido a un choque,
descartando la posibilidad de la fotoionizacién [3]. Para que se formen los
choques, Schwartz propuso que debe de haber una interacciéon de un viento
estelar supersénico con el medio ambiente y entonces el espectro de emision
es originado detras de un choque, en la zona de enfriamiento. La interaccion
del viento con el medio ambiente, que esta relativamente en reposo, crea un
“choque de proa” (haciendo analogia con el desplazamiento de un bote en el
agua), de manera que el material que se eyecta con velocidad supersénica es
frenado y el medio ambiente puesto en movimiento. Mediante los choques
la energia cinética se convierte en calor y entonces el gas se ioniza y emite
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lineas de un conjunto de distintos iones y atomos. Con esta propuesta es
posible explicar las observaciones referentes al espectro de excitacién de los
objetos HH, las luminosidades y las escalas de variacién en el tiempo, entre
otras.

Para explicar la presencia de nudos alineados en el interior del chorro
se han propuesto algunos modelos, pero el que ha tenido méas éxito para
explicar las observaciones es el modelo del jet con velocidades de emisién
supersonicas y variables [4]. En este modelo, los choques son generados por
material rdpido que alcanza a material mas lento eyectado previamente. De
esta manera la cadena de nudos observada se puede generar con una perio-
dicidad del proceso de incremento de la velocidad de eyecciéon. Proponiendo
una variabilidad de una amplitud menor a ~ 100 kms™!, este modelo puede
explicar por qué los nudos alineados a lo largo de los chorros HH no tienen
lineas de emisiéon de elementos fuertemente ionizados. En este trabajo de
tesis se va a seguir el modelo de velocidad de eyeccién variable, estudiando
la evolucién de las variables de densidad, velocidad y presién (p, v, p) en un
gas (que es eyectado) que obedece una ecuacion de estado de gas ideal y que
tiene un cociente de calores especificos v = ¢,/c, = 5/3 (gas monoatémico).

Para velocidades de eyeccién como las que nos proponemos estudiar, se
cumple la condicion de flujo hipersénico, es decir M >> 1, donde se define
el niimero de Mach como

M =u/c, (1.1)

donde la velocidad del sonido ¢ en el gas esta dada por

c=\/7P/p. (1.2)

Aplicando la condicién del flujo hipersénico u\/p/vP >> 1, obtenemos
P <<u’p/y. (1.3)

Lo anterior nos dice que los efectos de la presion sobre las parcelas de flujo
que son eyectadas pueden ser despreciados, es decir, podemos suponer que
el material eyectado por la fuente preserva su velocidad inicial, salvo cuando
pasa a través de choques. Por otro lado, el intervalo de velocidades a lo largo
de los jets HH superan varias veces las velocidades de escape calculadas para
las estrellas de las cuales emana el material, razén por la cual la participacion
del campo gravitatorio es despreciable en la descripcién de la dindmica de
los jets HH.

Estas suposiciones se van a desarrollar en el capitulo 2, a través de una
aproximacion analitica para describir la estructura de los chorros y mostra-
mos una solucién para el caso de velocidad sinusoidal y densidad constante
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de eyeccién. En el capitulo 3 nos introducimos a las diferencias finitas para
resolver numéricamente las ecuaciones de Euler para la dindmica de gases,
dando como resultado la construccién de un cédigo hidrodinamico y lo usa-
mos para comparar tres algoritmos que resuelven un problema de choque
fuerte. En el capitulo 4 resolvemos el problema del jet variable numéricamen-
te y hacemos una comparacién de estos resultados con la solucién analitica.
En el capitulo 5 usamos nuestro cédigo para presentar una serie de nue-
vos modelos que resultan de variabilidades en una familia paramétrica de
funciones. Finalmente, el capitulo 6 contiene las conclusiones de esta tesis.



Capitulo 2

Soluciones Analiticas

15
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Si se plantea que a través del flujo hipersénico los gradientes de pre-
sién resultan despresiados, la velocidad de eyeccion se conserva y entonces
podemos obtener la velocidad asociada al gas v(z,t) que a un tiempo ¢ se
encuentra a una distancia z de la fuente:

v(z,t) = vo(1) = ; J_U = (2.1)

donde 7 es el tiempo en el cual fue eyectada a velocidad v,(7), la parcela
que estamos localizando en x al tiempo ¢ y donde naturalmente 7 < t. Es-
ta funcién resulta ser multivaluada cuando en el tiempo varias velocidades
coinciden en los mismos puntos, esto es, cuando material del jet es alcan-
zado por flujos de mayor velocidad. Estos lugares del flujo son las llamadas
superficies de trabajo (figura 2.1), formadas por dos choques. Entonces la
ecuacién (2.1) sera valida para el flujo salvo cuando pasa a través de estos
choques. Para completar el planteamiento analitico del problema, necesita-
mos saber ¢cémo es el movimiento de las superficies de trabajo y aqui se va
a proceder calculando el centro de masa del material chocado [5].

iy

= —

V2 Vst Al
> |7 =

Figura 2.1: Esquema de la interaccién de los dos flujos que forman los choques en la
superficie de trabajo, que se mueve con velocidad wvs;.

2.1. Formalismo general.

Para lograr la formacion de una discontinuidad en la velocidad, conside-
remos que la fuente eyecta gas con una velocidad creciente de la forma:

vo(7) = Vo + ar, (2.2)

donde Vp = vp(0) y @ = (dvg/dT)r=0 > 0. Consideremos dos parcelas de
gas, una eyectada al tiempo 7 = 0 y la segunda al tiempo 7 > 0. Viendo la
ecuacién (2.2) y la ecuacion (2.1), a un tiempo ¢ la parcela que sale en 7 =0
se encuentra en :
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dy = Vit. (2.3)

La segunda parcela conserva la velocidad Vy + a7 y en el mismo tiempo
t se encontrard a una distancia de la fuente dada por:

dy = Vo +ar)(t — 1) = Vot + 7(at — Vp), (2.4)

donde consideramos que 7 es pequeno, y despreciamos términos de segundo
orden en 7. Entonces combinando (2.3) y (2.4) tenemos:

do = d —i—T(O&t—Vb). (25)

Cuando la segunda parcela alcanza a la primera, tenemos que d1 = d2, es
decir:
dy :d1+7'(0ét—V0),

%
=t =2, (2.6)

!
donde hemos llamado t. al tiempo en que la parcela 2 alcanza a la parce-
la 1. Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.3) podemos calcular la

distancia en la cual coinciden las parcelas (donde se alcanzan):

de = Voto = -2, (2.7)

y tomando el limite 7 — 0 vemos que las superfices de trabajo (los choques)
se forman a una distancia de la fuente:

_W%

«

Ze (2.8)
Para el caso de variabilidades vo(7) periddicas, las superficies de trabajo
se forman a una distancia

de la fuente, donde el minimo se calcula sobre un periédo de la eyeccion.
Llamaremos t. al tiempo en el cual se foma la superficie de trabajo. Esta es
formada por material eyectado en un tiempo 7., que alcanza en un choque
al material eyectado previamente; entonces t. estd relacionada con v, y 7.
como

vo(re) = —2 . (2.10)

te — 7¢
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Debido a que, ya formada la superficie de trabajo, ésta viajard a través
del flujo, podemos a partir de este hecho, investigar algunos aspectos de su
naturaleza.

Por un lado, la superficie alcanza en un choque al material aguas abajo
del flujo; éste material se acelera y pasa a formar parte de ella. Por otra par-
te, el material del flujo aguas arriba se frena en un choque con la superficie
de trabajo, y pasa a formar parte de ésta. Entonces la velocidad vg de la
superficie de trabajo queda confinada y caracterizada por las velocidades del
flujo directamente aguas arriba y abajo (ver figura 2.1), siendo los parame-
tros que describen el movimiento de la superficie, v; = vo(71), v2 = vo(72),
Vst, ¥ st SU posicion. Estos dependen finalmente de 71 y 79, los tiempos en
que fue eyectado el material (recordemos que la velocidad se conserva por
estar en el régimen de flujo libre).

Ahora, si consideramos despreciable la extencién de la superficie de tra-
bajo respecto a las dimensiones del jet, su posiciéon x4, estd relacionada con
v1, V2, T1, T2 COIMO:

T st
= 2.11
o= 211)
Tst
= . 2.12
2 t— ( )

Si eliminamos los tiempos de estas dos ultimas ecuaciones, tenemos:

T T
o8t Ty = st T,
V2 U1
VU1
[L‘t: 7'2—7'1 —_— 213
S ( )(U2 . Ul) ( )
De igual manera, eliminando a z4 tenemos:
V9Ty — V1T
p=-22_ 11 (2.14)

V2 — U1
Consideremos que la cantidad de masa que pierde la superficie de trabajo
en los laterales (perpendicular al movimiento) es despreciable y sea m(7) la
cantidad de masa eyectada a un tiempo 7 de la fuente, entonces una cantidad
diferencial de masa dm(7) eyectada en un intervalo diferencial de tiempo dr
esta dada por :

mdr = dm(T). (2.15)
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La masa confinada dentro de la superficie de trabajo debe de ser la
suma de la masa eyectada entre 71 y 7o, ya que la superficie de trabajo se
situa entre los flujos con velocidades v1 y v, y la calculamos integrando la
ecuacién (2.15) desde 71 a To:

m = /T :2 () dr. (2.16)

Su velocidad corresponde a la velocidad del centro de masa de las parcelas

que la conforman
1 (™
Vgt = / Vo(T)dm
m [,

donde dm es un diferencial de masa. Por estar en el régimen de flujo libre,
tomemos la velocidad de la masa m(7) de parcela como v(7) y por la ecuacién
(2.15) dm = m(7)dr tenemos:

Vst = nll/T? m(7)vo(T)dT. (2.17)

De aqui podemos obtener la posicién del centro de masa:
st = (t — T2)vst + / V(12 — T)dT. (2.18)

Usando (2.17) y distribuyendo los factores en (2.18):

1 T2
Tst —tvst—/ T)dT+— / m(T)vo(T TQdT—/ 7)7dT,
T1

= Tt = tUst — xo, (219)

donde se ha definido
o = / T)7dT. (2.20)

La ecuacién (2.19) nos da una relacién entre 71 y 7 cuando se le sustitu-
yen xg, t, vst , ko y m dados por las ecuaciones (2.13), (2.14), (2.17), (2.20)
y (2.16). Una vez que conocemos 71 y T2 podemos conocer vy y vy (dado que
vo depende directamente de 7) y regresando a las ecuaciones (2.13) (2.14) y
(2.17) se obtienen explicitamente la posicién y velocidad de la superficie de
trabajo en forma paramétrica.
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2.2. Velocidad sinusoidal y densidad constante de
eyeccion

Una forma de producir choques en el flujo del jet es proponiendo una
variabilidad de la forma
0o(T) = vy — Ve sin(wT), (2.21)

donde vy, v., w son constantes. Consideremos ademas que el darea Ag de la
seccién transversal del jet es constante (colimacién total). Entonces, la den-
sidad del material en la fuente es p =M /(Apx) con M la masa del material
eyectado, y x la distancia que ha recorrido. Si consideramos ademads que la
densidad de eyeccién pg es constante, podemos obtener la derivada temporal
de la masa eyectada como funcién de la velocidad de eyeccion:

M = poAgi(7). (2.22)
Entonces, la tasa de eyeccién de masa por unidad de area es
m = pov(T). (2.23)

Vamos a usar los resultados generales de la seccion 2.1 y resolver el
problema del jet bajo las condiciones de las ecuaciones (2.23) y (2.21). Sus-
tituyendo esta variabilidad en (2.9) tenemos

‘ 2
Yy [1 - (ﬁ) sm(um')} (224

y de la ecuacién (2.10)
Le

t. =
c Te + Uo(’?’)

Sustituyendo z. de (2.24) se obtiene

e

te = Te —

Estas ecuaciones nos dan la posicién y el tiempo en que se forma la primera
superficie de trabajo.
De la ecuacién (2.16) obtenemos para este caso que:
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m = po{(12 — 71 )vw + %(Cos(wm) — cos(wt1))}, (2.26)

y de la ecuacién (2.17)

2 T2

cos(wt) + ;}—:}(wT —sin(wt) cos(wT))} . (2.27)

2V Ve

POy 2
Vgt = E{va +

Entonces podemos escribir:
o 2(H(7) — Ho(m) + % (Ha(72) — Hi(m))
* L (Ho(rz) — Ho(m1)) + vu(2 — 71)
S 2(H3(m2) — H3(m1))
" L(Ho(r) — Ho(my)) + vu(r2 — 1)’

(2.28)

Y

(2.29)

donde se ha definido

2V Ve

Hy(1) =v

T+ cos(wT),

2
w

Hy(1) =wTt — sin(wT) cos(wT),

2 2
2
Hs(t) = (1;” - if) 2 Uw;}c (sin(wT) — w7 cos(wT))
w
_ 7sin(2wr)  cos(2wrT)
4w 8w?

Las ecuaciones (2.26),(2.28),(2.29),(2.13) y(2.14) nos dan los términos
que necesitamos para sustituir en la ecuacién (2.19) y definiendo las variables

1
T 55(7'1 + TQ), (2.30)
AT E%(TQ —T1), (2.31)

se lleva a la forma

Asin®(w7) + Bsin?(w7) + Csin(w?) + D = 0, (2.32)
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con
v\ 2
A= <C> sin(wAT){sin(wAT) cos(WAT) — wAT}, (2.33)
Vw
B =2 <vc> {(wAT)? + (WAT) sin(wAT) cos(wAT) — 2sin?(WAT)}, (2.34)
Uy
2
C= (UC) {(wAT)? cos(wAT) — sin®(WAT) cos(wAT) + (wAT) sin®(wAT)},
Uy
+ 2(wAT){sin(wAT) — (WAT) cos(wAT)}, (2.35)
D= <:c> {4sin®(WAT) — 3(wAT) sin(wAT) cos(wAT)
— 2(wAT)?sin(wAT) — (WAT)?}. (2.36)
Todo el material que puede alcanzar a conformar una superficie de tra-
bajo dada es eyectado a lo mas dentro de un periodo 6 = 27“, ya que las

velocidades en el siguiente periodo no son suficientes para alcanzar dicha

superficie de trabajo. Entonces la diferencia 7 — 7 tiene como cota superior
af=2y

w

At € (0, g) . (2.37)

SELECCION /

Figura 2.2: Valor seleccionado de 7 que satisface la solucién de la ecuacién (2.32).

Para cada A7 en ese intervalo, se calculan los coeficientes de la ecuacién
y se busca la solucién z de la ecuacién cibica tal que z = sin(w7) < 1 (en
caso de tener tres soluciones reales). En la figura 2.2 vemos que hay dos
valores de T que satisfacen esta solucién de la ecuacién cibica en el primer
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periodo. La elecciéon de 7 depende de la fase inicial de la variabilidad para
hacer los calculos. En nuestro caso, la opciéon que representa descripciones
fisicamente aceptables es la 7 més grande', es decir

7= %[7‘(’ — arcsin(z)]. (2.38)

Ya elegida 7, se obtienen 71 y 72 de las ecuaciones (2.30) y (2.31). Con
T1 v To encontramos directamente la descripcién de la superficie de trabajo
de trabajo t, xs, vys v1, v2 de las ecuaciones (2.14), (2.13), (2.28) y (2.21)
respectivamente. Las figuras 2.3, 2.4, 2.5 muestran las soluciones que da este
modelo analitico para la dindmica de la superficie de trabajo en las que se
usan valores tipicos del medio interestelar.

Este modelo analitico simplifica el problema ya que supone que algunas
cantidades fisicas resultan despreciables, (gradientes de presion, tranferen-
cia interna de energia, extensiéon no nula de la superficie de trabajo, etc).
Ademds se limita a aplicarse en cantidades (por ejemplo las formas de las
funciones vo(7), m(7)) que puedan ser integradas en las ecuaciones (2.17),
(2.20). La aproximacién que ofrece este modelo la podemos comparar con
un modelo mas general en el que se toman en cuenta todas las cantidades y
sus formas funcionales, que es resolviendo las ecuaciones de la dindmica de
gases [11] (usando la notacién de Einstein de indices repetidos):

0 Opu;
conservacién de masa - + Py 0, (2.39)
ot aﬂjj
., dpu; 0
conservacion de momento + =—(pdsj + pusuj) =0, (2.40)
ot 8.1‘j
oF 0
conservacion de energia e + a—x]uJ(E +p)=—L(p,T),
(2.41)
kT
ecuacién de estado de gas ideal p = p—, (2.42)
m

donde E = % p(u? +u +u3) + % y L representa la pérdida de energia por

unidad de volumen y tiempo, por emisién de radiacién.
Desafortunadamente no se dispone de soluciones analiticas completas

para estas ecuaciones, pero existen esquemas numéricos que minimizan los

'La funcién inversa del seno generalmente se define univaluada en los programas de
cdlculo numérico. En particular la libreria math.h del lenguaje C (en el que se hicieron
todos los cdlculos numéricos de esta tesis) la define en el intervalo (—m/2,7/2).
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4.010"®

35108

3.010"8

25108

x [cm]

2.0-10'®

1.5-10'8

1.0-10"®

5.010"7 ; ; ; ; ; ; ;
0.010° 2010 4010 6010 8010 1010 1210 1410" 1610"
t[s]

Figura 2.3: Solucién para la posicién de la superficie de trabajo del modelo analitico
con densidad de eyeccién constante y velocidad de eyeccién vo(t) = vw — vesin(wt) con
VU =2.9%x 107ecm s7!, v. = 4.5 x 10%cm s! y periodo 6 = 2.99592 x 10'%s.

errores en su evolucién, lo cual se discutird en el siguiente capitulo. De
este modo nos proponemos dar una aproximacion numérica al problema de
los chorros de eyeccion de velocidad variable, para la versién 1-D de las
ecuaciones (2.39)-(2.42).
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2.94-107 T T T T T T T
2.9210"
2.90-10"
2.88-107

2.86-107

vst[cm/s]

2.84-107

2.82:107

2.80-107

2.78-107

276107 ; ; ; ; i i i
0.010° 2010 4010 6.010"° 8010 1.010" 1210" 1410 1610
t[s]

Figura 2.4: Solucién para la velocidad de la superficie de trabajo del modelo analitico
con densidad de eyeccién constante y velocidad de eyeccién vo(t) = vy — ve sin(wt) con
v = 2.9 x 107cm 571, v, = 4.5 x 10%m s™! y periodo § = 2.99592 x 10'%s.
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3.40-10" T T T T T T T
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Figura 2.5: Solucién del modelo analitico con densidad de eyeccién constante que mues-
tra las velocidades del flujo directamente aguas arriba (verde punteada) y aguas abajo
(roja) en la superficie de trabajo. La velocidad de eyeccién es vg(t) = vy — ve sin(wt) con
v = 2.9 x 107cm sfl, ve = 4.5 x 108cm s7* y periodo 6 = 2.99592 x 10%9%.
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3.1. Diferencias Finitas

Para dar una solucién numérica de una ecuacion diferencial parcial, hay
que discretizarla en sus diferenciales (de tiempo y espacio para nuestro ca-
so). Primero consideramos que la direccién espacial estd repartida en una
red o malla de puntos. En este caso consideraremos que la distancia Ax de
los puntos de la malla es constante entre puntos adyacentes. El tiempo, la
otra variable de la ecuacién diferencial, también se discretiza en un intervalo
At, que en este caso no es uniforme, ya que depende de ciertas condiciones
que se mencionan mas adelante. Esto va encaminado al método de diferen-
cias finitas, en el cual al discretizar el tiempo y el espacio, discretizamos
las derivadas que aparecen en la ecuacion diferencial parcial y entonces lo
convertimos en un sistema de relaciones algebraicas entre los valores de los
puntos de la malla [11].

Para nuestro propdsito, queremos resolver las ecuaciones de Euler en
forma de ley de conservacién. Tomemos como partida uno de los ejemplos
de ley de conservacién no lineal, la ecuaciéon de Burgers inviscida:

oU 94 (U)

ot ox

=0, (3.1)
donde U representa la velocidad y f(U) = %U 2 es su flujo. En este caso su-
ponemos que ya tenemos la soluciéon numérica U;*, donde el indice ¢ denota
el punto en lamalla espacial, y n denota la discretizacién en el tiempo. Que-
remos entonces avanzar al siguiente paso en el tiempo ¢t = ¢,,+1, para lo cual
podemos desarrollar la solucién Ui”Jr1 como una serie de Taylor alrededor de
U

oU;
ot

n

UM = U + (tp1 — tn) +O(At%).

Entonces podemos escribir la derivada temporal como una diferencia hacia
adelante en un intervalo finito de tiempo, mds un error de truncamiento por
cortar la serie de Taylor depués de la primera derivada:

ou urtt —pr
I A 2 A . ‘2
a1 A OB (3.2)

Nos quedamos en el primer orden de aproximacién cuando hacemos O(At) =
0. Por otro lado, vemos que la derivada espacial de la ecuacion de Burgers
es la derivada del flujo. Para esta derivada tenemos tres posibilidades con-
siderando la primera derivada en la serie de Taylor alrededor de F}*:
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1. Derivada a la derecha:

OF (x,t)  Ffi —
~ 3.3
Ox Ax (3.3)

2. Derivada a la izquierda:

OF (xi,t) B —Fy

Ox Ax

(3.4)

3. Derivada centrada:

OF (zi,t)  F'y —F',
Oz 2Ax '

La férmula para la derivada centrada tienen un error de truncamiento
de orden Az? mientras que en las formas de derivada hacia adelante y ha-
cia atrds son de orden Az. Esto quiere decir que las formas en diferencias
centradas son mas exactas conforme Az tiende a cero.

Tomando las ecuaciones (3.2) (con el error truncado) y (3.5) para sus-
tituirlas en la ecuacién (3.1), podemos despejar la solucién U;(t + At) en
términos de las soluciones ya conocidas U;(t) al tiempo ¢:

Uit + A1) = Ui(t) — sp (Feaa (1) — Fia (1), (3

Este es el llamado método FTCS (por sus siglas en inglés: Forward-Time-
Centered-Space)[11].

(3.5)

3.2. Estabilidad

Al resolver numéricamente un problema requerimos que el método sea
estable y que converja a la soluciéon correcta. Por estable queremos decir
que los errores en la solucion aproximada no crezcan cuando avanzamos al
siguiente paso de tiempo. Normalmente se aplica el andlisis de von Neumann
para lograr conocer la estabilidad del algoritmo.

3.2.1. Analisis de von Neumann

En este analisis se supone que la solucién numérica dada por algun al-
goritmo, resulta ser la suma de la solucién exacta (que llamaremos U) mas
un error (que llamaremos ¢ y que también depende de x y ¢)[11]:

Uz, t) = U(x,t) + £(z, 1) (3.7)
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Suponemos ademads que la solucién numérica tiene que satisfacer una ecua-
cién de adveccién lineal. Entonces se estudia el comportamiento del error
&(z,t) cuando cierto algoritmo es aplicado a la ecuacién

ou ou
la velocidad v (constante) es la velocidad de propagacién de ondas en el
sistema estudiado. Al sustituir U de la ecuacién (3.7) se tiene que

U +¢) U+ ou U oE 9
o o ) T e T e Y

donde los primeros dos términos se anulan debido a que U es la solucién
exacta a la ecuacién (3.8). Entonces obtenemos una ecuacién para el error:

o6 | 0¢

—4+v—==0. 3.9

ot Oz (3:9)
Vamos a suponer que la funcién de error tiene una expansién en serie de
Fourier

&(x,t) = ZAjeikfxe”t, (3.10)
J

donde A; es el j-ésimo término de la serie, ¢ = v/ —1y e™ representa su tasa
de crecimiento temporal. Debido a que la ecuacién (3.9) es lineal vamos a
considerar s6lo una componente de la serie para representar a & (el analisis
resultaria el mismo para la superposicién de términos):

§ — eikazent' (311)

Entonces tenemos que aplicar el algoritmo en cuestién a la funcién £ para co-
nocer su comportamiento. Sometamos a este andlisis el método aproximado
FTCS:

Ujlt + 88) =Us(t) — S5 [Fya(8) — Fya(o), (312)

U =¢, (3.13)
F =v¢. (3.14)
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Poniendo en términos de la ecuacién (3.11) tenemos (ahora el indice j denota
un punto de la malla):

Fj(t) =ve'ie™ = vg(t),
Fji1(t) =vekirient = pentelk(@ithe)
=e ATyt thTl — eZkAij(t)’
Fji(t) =e 787 Fy (1),
Uj(t + At) =¢;(t + At) = ez entHan

:6nAt€j (t)v
y sustituyendo estos valores en el algoritmo FTCS:
At . p
§(1)em ™ = &) — G- [wg (D)™ — vg(t)e 7). (3.15)
Nos interesa conocer cémo es el factor de amplificacion
A= 5]‘%2?“ , (3.16)
J

donde se tiene que cumplir que A < 1 para que el algoritmo sea estable;
i.e. para que la amplitud del error disminuya en cada paso en el tiempo. Al
dividir la ecuacién (3.15) por £(t) se tiene

fj (t + At) vAt ikAx —ikAz vAt
BCC B =1—iz— 1
&i(t) N le e ] i AL sin(kAz),  (3.17)
RVAN 2
= A \/1 + A2 Sin (kAz)| > 1, (3.18)

esto quiere decir que el método FTCS es incondicionalmente inestable. Sin
embargo se han propuesto otros algoritmos que son condicionalmente esta-
bles, es decir, que cumplen bajo ciertas condiciones que A < 1. Un ejemplo
es el método de Laz[11]:

Uj—1+ Uj+1(t) At

Ut + Ar) = A2 S ) - Ba@) (.19)
Apliquemos este algoritmo para el error £. De la ecuacién (3.11) tenemos:
j+1( ) — zkAxg] )
1(t) = e AT (1),
(t + At) = €"2g(t),
j+1(t) = ZkAfoj( t),
—1(t) = ﬂkAx”gJ( t),
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—ikAx | ikAx (¢ At ikAzx —ikAx
= Uj(t+At) = "2 (t) = (e Fa7 4o )@; ) A VG (DT —em A,

i(t+ At At
% = cos(kAx) + ZUAT sin(kAz),
(t+ At 2At?
= A= gj(gj_(t)‘ = \/COSQ(]{:ACC) + % sin®(kAx)
2 A2
—\/1 + (UAiz — 1> sin2(kAx),
de lo cual, si hacemos UA—A; < 1= A < 1 logrando un método estable.

Para nuestro caso, estamos considerando que los puntos de la malla estan
igualmente espaciados de tal manera que Ax estd fijo. Entonces hay que
elegir un At tal que

A
At < 22, (3.20)
v
De esta manera se elige
A
At = C’o—w, con Co < 1, (3.21)
v

donde Co se conoce como el niimero de Courant.
Basandose en la idea de las diferencias finitas existe un niimero de algo-
ritmos que son estables:

1. Esquema de Lax [11].

Uil () +Uii(t) At
Ui(t + At) = “();r 1()—2Ax[

2. Esquema de MacCormack [11]. Es una aproximacién de segundo orden
espacial y calcula el paso en el tiempo de la siguiente manera:

paso predictor:
At

Al

donde los flujos Fj i1, F; son calculados con las U; iniciales,

Ui =U; — —(Fyj1 — F) (3.23)

paso corrector:

—(F;— F;_1)] (3.24)
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donde los flujos ]:}, Fi_l son calculados con las UZ Las U son el resul-
tado final del paso en el tiempo de este esquema.

3.2.2. Condicion de Courant.

Del analisis de von Neumann vemos que para que el error en la solucién
numérica no crezca con las iteraciones de pasos en el tiempo se tiene que
cumplir la condicién:

Co = |u|At/Az < 1, (3.25)

donde C, es el nimero de Courant. Esta condicién se aplica generalmente
a los esquemas explicitos de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas.
Fisicamente, esta condicién significa que un elemento de fluido no puede
viajar mas lejos que la distancia entre los puntos adyacentes de la malla Ax
en el tiempo At.

3.3. Problema de prueba.

Para probar los esquemas arriba mencionados vamos a plantear un pro-
blema para obtener las soluciones en los puntos de la malla y luego compa-
rarlas con la solucién analitica, la cual se conoce.

En este problema conocemos el vector inicial U(z) para el tiempo t = 0;
esta es la condicién inicial. Planteamos un problema de Riemann para la
ecuacion de Burgers unidimensional con la condicién inicial de una discon-

tinuidad:
2 si0<z<10,

1 sil0<a <N,

donde N representa el niimero de celdas del vector inicial. De manera general

se sabe que para la ecuacién de Burgers, la soluciéon analitica depende de la
relacién de u; y u,:

u si x <O,
u(z) = (3.27)

ur, si 0<a.
Entonces si u; > u, existe una tnica solucién débil:
u; si x <wt,

u(z) = (3.28)
u, si vt <,
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donde v = (u; + u,)/2 es la velocidad con la que viaja la discontinuidad, y
para nuestro problema en particular tenemos que v = 1.5.

) V- (V+V,)2=15

Figura 3.1: Solucién analitica de la ecuacién de Burgers para el problema de disconti-
nuidad planteado.

3.4.

Programacién de algoritmos.

Para aplicar el algoritmo de Lax a este problema, se ha disenado un

programa computacional en el lenguaje C, que nos da valores numéricos en
los puntos de una malla definida. El cédigo fuente puede ser consultado en
el apéndice de este trabajo. Los pasos escenciales sobre los que trabaja el
programa son mostrados a continuacién.

1. Condicién inicial.

Se definen los vectores U(N), F(N) y UP(N) ( “arreglos’én la sintaxis
de C) con N componentes,! los cuales serdn necesarios para calcular
el paso en el tiempo. Dado el planteamiento del problema, asignamos
U;=2parait <10y U; =1 para i > 10 a lo largo de todo el arreglo.

. Célculo de At.

Se hace uso del criterio de Courant y ponemos At = CO% = 0.9% =
0.45, donde se ha decidido considerar normalizado el intervalo Az, y
se ha tomado la velocidad mas alta del problema.

3. Paso en el tiempo.

'En el lenguaje C los arreglos (arrays) se numeran empezando desde cero, asi que por

comodidad en la tarea de programacién se definieron arreglos con N + 1 elementos. De
esta manera al tltimo elemento se le etiqueta con el nimero N. La comodidad resulta
sobre todo cuando se aplican ciclos, p.ej. los ciclos for.
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= Con los U; calculo los flujos F; = UZ»2/2.
= Se aplica el esquema de Lax:

U +Ui—1 At

UP =

para i =1,....N — 1.
» Para ¢ = 0 usamos U Py = Uy, conocida como la in flow condition.

s Para ¢ = N usamos UPy = UPy_1 conocida como la out flow
condition.

4. Actualizacién

= Se actualiza U; = UP; para todos los elementos del vector U;
i=0,...,N.

= Se escriben las componentes del vector U actualizado en un ar-
chivo.

= Se actualiza t =t + At y se vuelve al inciso 2 hasta alcanzar un
tiempo maximo tmax.

Para aplicar el esquema de MacCormack usamos el mismo flujo de pro-
grama pero sustituyendo el equema de Lax por el de MacCormack, senalado
en las ecuaciones (3.8) y (3.9).

3.5. Simulaciones

Las figuras 3.2 y 3.3 muestran la propagacién de la discontinuidad y la
forma que adquieren después de un tiempo de evolucion, con los algoritmos-
de Lax y MacCormack. Al comparar ambos resultados junto con la solucién
analitica esperada (figura 3.4), vemos que el algoritmo de MacCormack re-
presenta a la discontinuidad en un ntimero menor de celdas que el algoritmo
de Lax. Este tltimo comienza a representar la discontinuidad en una posi-
cién antes de lo que la solucién analitica lo indica. Por otro lado el algoritmo
de MacCormack muestra un ligero aumento en el valor de la solucién justo
antes de llegar a la discontinuidad.
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Figura 3.2: Solucién del método de Lax para la ecuacién de Burgers . En la grafica se
muestra la discontinuidad a t = 0 y la solucién numérica de la evolucién temporal a t = 50
sobre el dominio espacial.
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Figura 3.3: Solucién del método de MacCormack para la ecuacién de Burgers. En la
grafica se muestra la discontinuidad a ¢ = 0 y la solucién numérica de la evolucién temporal
a t = 50 sobre el dominio espacial.
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25
Analitica

Lax
MacCormack

05 1 1 1 1
50 60 70 80 90 100

Figura 3.4: Se muestran las soluciones numéricas de los métodos de Lax y MacCormac
junto con la solucién analitica (a t = 50) del problema de la discontinuidad inicial en la
ecuacién de Burgers.

3.6. Ecuaciones de Euler

Como se ha expuesto anteriormente, las ecuaciones de Euler para la
dindmica de gases juegan un papel fundamental en la dindmica de objetos
astrofisicos. Estas ecuaciones se pueden escribir en forma de ley de con-
servacién y representan la conservaciéon de masa, momento y energia en la
dindmica de gases. Son un sistema de ecuaciones parciales hiperbdlicas y por
tanto el analisis hecho para la ecuacién de Burgers es relevante si queremos
resolver numéricamente las ecuaciones de Euler (unidimensionales):

dp  pu

conservacion de masa % T 0, (3.29)

conservacién de masa (’“)ap: + ;x(p + pu?) =0, (3.30)
E

conservacion de energfa 8(% + ;mu(E +p) =0, (3.31)

donde FE = % pu? + % y 7 puede tomar distintos valores; v = g para un gas
monoatémico v = 1.4 para un gas diatémico, por ejemplo el aire. También
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podemos escribir el sistema en forma vectorial:

o ok
ot or
P pu
U= |pu F=| pu®+p |. (3.32)
E u(p + E)

Para este trabajo se ha diseniado un c6digo en lenguaje C que resuelve las
ecuaciones de Euler con diferentes esquemas. La diferencia entre un esquema
y otro en el codigo es la forma de calcular el paso en el tiempo para el vector
de espacio U. Esto se describe a continuacién.

3.6.1. Esquemas de Lax y MacCormack

Podemos usar el esquema de Lax y de MacCormack para resolver las
ecuaciones de Euler en un problema dado. La técnica es integrar las variables
que forman las componentes del vector U (en las ecuaciones de Euler en
forma vectorial) y luego despejar las llamadas variables primitivas p, v y p
con las cuales es posible calcular todas las componentes del flujo U a las
cuales se les llama variables conservadas:

Uz‘(l) Ui(l) = p;
U’L - UZ(2) 9 UZ(Q) - pzuz
U v® = E

donde Uz-(l) Ui(2) Ui(g) son las variables construidas a partir de una condicién
inicial pg, ug, po o integradas en un paso de tiempo previo. Los subindices
i se refieren al i-ésimo punto de la malla. Ahora, para dar un paso en el
tiempo, se calculan p, u, p en cada punto de la malla:

pi = Ui(1)7
u = U2 /p;, (3.33)
pi = [0 = 4ol = 1),
y con éstos se calculan las componentes del vector de flujo:

FY =pu;, (3.34)

F? =pu? + p;, (3.35)
YPi )
v—17

1
FY Zui(§/)iuz2 +
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Entonces se aplica cualquiera de los esquemas numeéricos a cada componente
de U con la componente de flujo de F' correspondiente. Este proceso se repite
hasta alcanzar un tiempo deseado.

3.6.2. Flux Vector Spliting (FVS) de van Leer.

En este esquema el flujo estd dividido en una parte que viaja a la iz-
quierda f;,” y una parte que viaja a la derecha fi+ , siendo el flujo total
F;(U;) = fl-+ + f; - Los flujos en las interfaces de las celdas pueden ser
encontrados y se pueden calcular sus diferencias. Si estamos en la celda ¢,
nos interesan los flujos en su interface superior y su interface inferior, esto
es:

Flujo en la interface superior: Fiyq/0 = fi + fi+, (3.37)
Flujo en la interface inferior: F;_; /5 = fztl +f - (3.38)
ff—l fli: fz_ f: fzil fzi'.
F,J 1/2 F,_.ll 2
U,'_l Ui Ui+1

Figura 3.5: Flujo en las interfaces de las celdas del esquema FVS.

Entonces el problema es definir como se divide el flujo centrado. Van Leer
[6] construyé un método de flux vector splitting con ciertas restricciones,
proponiendo las siguientes propiedades matemaéticas:

L F(Us) = i+ f7

2. fi+ y f; deben ser funciones continuas de U con: 2

. fz+ = F para flujo supersénico: u > ¢ (M > 1),

» f; = F para flujo supersénico: u < —c¢ (M < —1),

2Como es usual, en este texto me refiero a ¢ como la velocidad del sonido en el medio
y a M = % el nimero de Mach.
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3.
oft .
U debe tener eigenvalores todos > 0,
of— .
v debe tener eigenvalores todos < 0,

4. Los componentes de f y f~ deben reflejar la simetria de F con
respecto al nimero de Mach positivo y negativo,

+
5. La cantidad %LU debe ser continua,

+

6. La cantidad %LU debe perder un eigenvalor para |[M| < 1,

7. Los flujos F, fT, f~, se pueden escribir como funciones de M, el
nimero de Mach. Si F' es un polinomio en M, también f+ y f~

deben ser polinomios de M del menor grado posible. Esto hace tnica
la particion.

Si escribimos el vector de flujo entero F' en términos de p, ¢ = /(vp/p)
y M = u/c obtenemos:

pcM
F(p,c, M) = p(M? +1/y) |, (3.39)
pSEM(M + L)

y el flujo positivo que cumple los 7 criterios de van Leer expuestos arriba es:
B(M+1)?
Froed)=| M2 =DM +2/y |, (340)
o (M + 1?[(y = )M +2/[2(4* = 1)
y el flujo negativo sigue de f~ = F— f1. Cuando la velocidad es supersénica

(|M| > 1) entonces no hay necesidad de partir el flujo por que todos los
eigenvalores son del mismo signo.
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3.6.3. Programacion del FVS

En mi cédigo, para resolver las ecuaciones de Euler con un paso en
el tiempo bajo el esquema de van Leer, se programaron esencialmente los
siguientes pasos:

1. Dadas las componentes del vector U de la ecuaciones (3.32) (debidas a
las condiciones iniciales o a un paso en el tiempo anterior) se calculan
p, u'y p como se senala en las ecuaciones (3.33).

2. Se definen los vectores de N componentes ¢(N) y M(N), y con las p;,
u; v p; se calculan:

ci = \/pi/ pis

Mi :ui/ci.

3. Se calculan los flujos F' en términos de p, c y M como se indica en las
ecuaciones (3.39) y se escriben en un archivo.

4. Se calculan los flujos f+:

» si |M;| > 1 se usa la condicién 2, de los criterios de van Leer,

» si |M;] < 1 se calcula f+ con las ecuaciones (3.40) en términos
de p,cy M.

5. Se calcula f~ = F — f+.
6. Se calcula At, tal que satisfaga el criterio de Courant.

7. Se calcula el paso en el tiempo:

At

P=U - -—
U U, Ax

((FF + foy) — (FiEy + £7)),

donde el subindice 7 denota el nimero de celda.

8. Se actualiza U; = U P;, se avanza el tiempo t =t + At y se vuelve al
inciso 1, hasta alcanzar un tiempo tmaz.
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3.6.4. Criterio de Courant para las ecuaciones de Euler.

En todos los esquemas que resuelven las ecuaciones de Euler, el incre-
mento de tiempo At estd calculado segin la condicién de Courant:

Co

)
max;( |Z|;Lic)

At = (3.41)

yva que las velocidades caracteristicas para este sistema no lineal son u — ¢,
uy u+ c. Aqui Cp es el nimero de Courant que tiene que ser menor que
uno. En mi cédigo tomé Cy = 0.6.

3.7. Problema de prueba

Vamos a ejemplificar el uso de los esquemas anteriores en un problema
unidimensional de un fluido ideal con densidad, velocidad y presiéon como
variables. Entonces tenemos que resolver las ecuaciones de Fuler para con-
diciones inicial y de frontera dadas. Elegimos el problema de un choque
reflejado contra un muro. El fluido se acerca al muro por la derecha con
velocidad, presién y densidad constante, pero al llegar al muro, se refleja el
fluido instantdaneamente, produciendo una zona de velocidad nula contra el
muro. El flujo incidente tiene:

MURQO —)
 —
/ p€m" uim’ ’P?n'
/ | |
B A ——— s
V=0
\'%
P
—)
X
| Il | ] |
—>
A N

Figura 3.6: Representacién del choque unidimensional en un muro.

Pi = Pini,
U; = Uing,

Di = Pini; 1=1,2,3,.... N
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donde la condicién de reflexion (condicién de frontera) en el muro la esta-
blecemos en i = 0:

PO = Pini,
Ug = —Uini,
Po = Pini-

Para ¢t > 0 a cada paso en el tiempo, ponemos las variables que se
integran con la condicién de frontera reflejante

po =p1, (3.42)
polo = — prut, (3.43)
2 2
PoUgy Po P1UY b1
— =|— . 3.44
(2 +7—1> (2 +7—1> (344

Elegimos como condicién inicial, para las celdas ¢ = 1,2,3, ..., N:

Pini = 1,
Uin; = —10,
Pini = 0.1.

3.7.1. Solucion analitica

En nuestro problema, va a haber una discontinuidad en las variables,
que se desplaza a la derecha, ya que el muro no permite que el fluido se
mueva a su izquierda. Debido al balance de presiones entre el muro y el flujo
que incide por la derecha con la velocidad inicial, la velocidad del fluido que
queda entre el muro y el choque serd nula. Si nos situamos en un marco de
referencia que se mueve con la discontinuidad del choque, vemos que por la
derecha de éste, el flujo se acerca con velocidad vs = u+ v, donde llamamos
v, a la velocidad del choque respecto al muro, es decir, la velocidad post-
choque en el sistema en reposo del choque, y entonces vs serd la velocidad
pre-choque en este mismo sistema. La relacién de estas velocidades se ilustra
en la figura 3.7.

En este marco de referencia el flujo es estacionario y entonces las ecua-
ciones (4.1)-(4.3) toman la siguiente forma
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<—
s P
<— P —

Figura 3.7: Representacién de las velocidades del fluido vistos desde el sistema en el que
la discontinuidad de choque esté en reposo.

PsUs =PpUp, (3.45)
psvg :ppvi + Py, (3.46)
2 2
PsV Ppv vP,
v5< s23>_vp< 2p+7_pl>. (3.47)

Donde hemos despreciado la presion pre-choque, suponiendo que es un
choque fuerte (con M >> 1). De las ecuaciones anteriores obtenemos las
variables post-choque en funcién de las variables pre-choque:

y+1
Pp= 1P (3.48)
v—1
= 3.49
Up 'Y+ 1’[)3, ( )
2
P, :mpsvg. (3.50)

En nuestro caso consideramos que v = % y obtenemos que la velocidad

del sonido en el flujo que incide por la derecha es ¢s = /vp/p = 1.18.
Entonces el niimero de Mach para esa regién es

118"

(3.51)

Como vg = u + vy, donde u = 10 y v, > 0, de las ecuaciones (3.51) y (3.49)
obtenemos:
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1 u—+vp
’Up_g'l)s: 6 s
1
:>'Up<1—6> :%,
= L9 3.52
L

Esta es la velocidad con la que esperamos que se propague la discontinuidad
en las variables hidrodindmicas. De las ecuaciones (3.48), (3.50) y (3.52)
obtenemos la densidad y la presién post-choque:

P, = 120. (3.54)

En la siguiente seccién se presentan las soluciones que dan los métodos
numéricos descritos en las secciones anteriores.

3.8. Simulaciones

En las figuras 3.8, 3.9, 3.10 se muestran las soluciones para la velocidad
del flujo en funcién de la distancia. Vemos que el cambio abrupto de la ve-
locidad (choque) avanza con una velocidad ligeramente mayor que 2, lo cual
es muy parecido al resultado de la aproximacion analitica. En las figuras
3.11, 3.12 y 3.13 se muestra la comparacién de los tres métodos numéricos
y la solucién analitica de las tres variables hidrodinamicas. El algoritmo de
MacCormack tiene oscilaciones espurias en la solucién cuando se aproxima,
a la discontinuidad, mientras que el FVS de van Leer propaga la disconti-
nuidad con mayor resolucién (con menos puntos). Esto tltimo es ideal para
problemas donde se espera encontrar choques fuertes por lo cudl lo usaremos
para hacer los calculos del problema de jet de velocidad de eyeccion variable.
Si no se cuenta con la disponibilidad y el conocimiento de algtin lenguaje de
programacion, los algoritmos de Lax y MacCormack deben de tomarse en
cuenta, ya que son relativamente mas faciles de programar y tienen buena
aproximacion, como se ve en el problema de prueba.
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t=1 =20 t=30 =4

VELOCIDAD

Figura 3.8: Solucién del método de Lax para la velocidad, obtenida de las ecuaciones
de Euler en el problema de un choque contra un muro. En la grafica se muestran las
soluciones sobre el dominio espacial para distintos tiempos de evolucién ¢t = 10,20, 30 y
40.

- A
! v v V ““/W 1

VELOCIDAD

t=10 =20 =30 t=40

Figura 3.9: Solucién del método de MacCormack para la velocidad, obtenida de las
ecuaciones de Euler en el problema de un choque contra un muro. En la grafica se muestran
las soluciones sobre el dominio espacial para distintos tiempos de evolucién ¢t = 10, 20, 30
y 40.
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t=10 =20 =30

VELOCIDAD

=40

70 80 90 100

Figura 3.10: Solucién del FVS de van Leer para la velocidad, obtenida de las ecuaciones

de Euler en el problema de un choque contra un muro.

En la gréfica se muestran las

soluciones sobre el dominio espacial para distintos tiempo de evolucién ¢t = 10, 20, 30 y 40.

T
Lax

MacCormack
FVS van Leer

VELOCIDAD

A

Analitica

Figura 3.11: Comparacién de la solucién analitica y los

80 90 100

3 métodos numéricos descritos

en el texto, para la solucién de la velocidad después de un tiempo de integracion ¢t = 40.
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Lax —
MacCormack ———
FVS van Leer ——
6 Analitica ——— |
5k -
Q 4} -
<
=]
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i
a 3r 1
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I 4
0 I I I I I I
30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.12: Comparacién de la solucién analitica y los 3 métodos numéricos descritos
en el texto, para la solucién de la densidad después de un tiempo de integraciéon ¢ = 40.

140 r r
Lax ——
MacCormack ————
120 A FVS van Leer —— _|
\ \* Analitica ———
100 | .
80 |- E
z
Q
%] - -
i 60
o
o
40 |- -
20 E
ok
20 1 1 1 1 1 1
30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3.13: Comparacién de la solucién analitica y los 3 métodos numéricos descritos
en el texto, para la solucién de la presién después de un tiempo de integracién ¢t = 40.
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Los resultados de la aproximacién analitica que se muestran en el capitu-
lo 2 pueden compararse con la resolucién del problema del flujo de velocidad
de eyeccién variable a través de la integraciéon numérica de las ecuaciones
completas de la dindmica de gases. En el capitulo anterior se validé un cédi-
go que resuelve estas ecuaciones para la propagacién de choques a través del
flujo, el cual serd usado en este capitulo con las condiciones iniciales y de
frontera que representan el sistema de los chorros de velocidad de eyeccion
variable.

Para la posicién x = 0 de nuestro dominio espacial (la fuente de eyeccién)
se asigna una velocidad v(t) tipo sinusoidal en el tiempo. Con esta condicién
vamos entonces a integrar numéricamente el sistema

0
conservacion de masa a—i + (gz) =0, (4.1)
conservacién de momento Opu +—@+pu*)=0 (4.2)
nservacion de momen —_— 4+ = u®) = .
ot ozl P ’
. , OE 0
conservacion de energia e + a—[u(E +p)| = —L(p,T), (4.3)
x

donde F = % pu?+ % y L es la funcién que representa la pérdida de energia
por unidad de volumen y tiempo, la cual se describe en la siguiente seccién.

4.1. La funcién de enfriamiento

En una variedad de situaciones astrofisicas, el gas pierde energia por me-
dio de emisién de radiacién, y por esto se enfria. La pérdida de energia en
el sistema la representamos con la funcién de enfriamiento L, la cual se con-
sidera para el caso del fluido no adiabatico (es decir cuando el enfriamiento
no es despreciable). La forma explicita de L se puede obtener resolviendo
la tasa de cambio de ionizacién para todos los iones en el gas. Sin embargo
una aproximacién simple para obtener L es considerando las ionizaciones
por colisiéon balanceadas con las recombinaciones radiativas y dielectrénicas
del gas. De esta forma el estado de ionizacién del gas se determina ahora por
la temperatura local y ya no por un nimero de componentes de complejas
ecuaciones de cambios de ionizacién como en principio se mencionaba [7]. Si
suponemos ademds que las lineas de emisién excitadas colisionalmente estan
en el régimen de baja densidad, nuestra funcién de enfriamiento se puede
escribir de la siguiente forma:

L= p?A(T), (4.4)
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con p la densidad y A(T") una funcién dependiente de la temperatura, la
cual modela todos los procesos de enfriamiento que ocurren en el gas. De
esta manera Raymond, Cox y Smith (1976) han obtenido esta funcién de
manera numérica para el rango de T' = 10* — 107 K. Una expresién analitica
que se ajusta a dichos resultados numéricos es

r(T)
1+r(T)’

T_y1.63

A(T) = 2.21 x 10¥[ergs s tem3g2|77%63(1 — o (105 )

(4.5)
donde 7(T) = 0.244T12e~157900/T ¢5 1a razén entre la tasa de ionizacién
colisional y la de recombinacién radiativa del hidrégeno [7]. En 4.5, la tem-
peratura 1" estda medida en grados Kelvin. En la funcién L que usaremos, se
considera que la mayor poblacién de electrones es debida a la ionizacién del
hidrégeno.

4.2. Proceso de enfriamiento

De las ecuaciones (3.45)-(3.47) se obtienen las relaciones entre las varia-
bles hidrodinamicas pre y post choque:

v+1
= 4.6
L= qho (4.6)
1 (4.7)
up = ug, .
1 YT 0
~ o (48)
= ug. :
b1 o 1P0 0
Si el material del jet es un gas ideal, entonces p, p y T' se relacionan como
pkpT
p= , (4.9)
m

donde kg es la constante de Boltzmann y m la masa promedio por particula.

Usando (4.9) y las relaciones pre-post choque anteriores, obtenemos una
relacién para la temperatura postchoque en funcién de la velocidad del flujo
prechoque:

2y — 1 2
=207 0 06109k — ) (410
kp (v+1) 100km s
con v = 5/3 y las abundancias tipicas del medio interestelar (90 % hidrégeno

y 10 % helio). Si consideramos ademés que las ondas de choque en este medio
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tienen una velocidad del orden ~ 100 km s~!, entonces la ecuacién (4.10)
estima una temperatura postchoque ~ 3 x 10°K. Si el gas tiene en principio
electrones libres provenientes de otros elementos, con esta temperatura pue-
den alcanzar energias suficientes para producir una ionizacién colisional en
cascada de los atomos de hidrégeno y helio. Entonces el gas, que ha quedado
ionizado en su mayor parte, va a emitir radiaciéon y la cantidad radiada es-
tard cuantificada en este modelo, por la funcién L. Esta pérdida de energia
radiativa produce una caida en la temperatura (de ahi el nombre de funcién
de enfriamiento) del gas a tal grado que tiene oportunidad de recombinarse.
Estas zonas de recombinacién producen las lineas de emisién (que corres-
ponden a transiciones entre niveles ligados de atomos e iones de distintos
grados de ionizacién) observadas. Las lineas con niveles de ionizacién alta
se observan cerca del choque y las lineas de baja ionizacién mas lejos del
choque.

En el caso de los chorros relativistas (generalmente chorros extragaldcti-
cos) la emisién observada se produce por la interaccién de los electrones
relativistas del gas con un campo magnético ambiental (se producen emisio-
nes en longitudes de onda de radio) ya que el enfriamiento no tiene lugar en
escalas de tiempo del chorro porque las densidades son muy bajas.

4.3. Simulaciones numeéricas

Como se mencioné al principio de este capitulo, queremos aplicar el c6di-
go desarrollado en el capitulo 3 para resolver las ecuaciones (4.1)-(4.3). Hay
que modificar en el codigo que se describe en el capitulo 3 algunas magni-
tudes, las cuales se escogen de acuerdo a las tipicas en el medio interestelar.
Entonces los valores de las variables hidrodinamicas con las que comienza
la simulacién (a ¢ = 0) son:

p(t = 0) = 2.1658 x 10~ *2g cm ™3,
p(t =0) = 1.3807 x 10~ ''Ba,
u(t =0) = 0cm s~ L.

Los valores anteriores se instalan en todas las celdas excepto en la fuente.
Para x = 0 (la celda fuente) se pone la presién py = 6.9035 x 10710 Bar, se
impone una densidad constante de ejeccién (también en todos los tiempos
de iteracién) pg = 1.0829 x 10~2°g cm =3 y la velocidad variable en el tiempo:
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27t
vo(t) = vy — Ve sin (W> , (4.11)
T

donde 7 es el periodo de la variabilidad. Los valores de los parametros de
vo(t) son:

Uy = 2.9 X 107cm sfl,

v = 4.5 X 10%cm s_l,

7 = 2.9999 x 10s.

También hay que incluir en esta simulacién el término que cuantifica el
enfriamiento del gas por emision de radiacién. Para hacer esto, procedemos
en dos pasos. Primero calculamos el paso hidrodindmico con el FVS en la
energia £ (como si tuviésemos L = 0) del cual obtenemos las variables
p1, U1, y p1 y con la ecuacién de estado (considerando al gas como ideal)
obtenemos la temperatura

p1(1.3mpy)

T pr—
! pkp

, (4.12)
donde my es la masa del dtomo de hidrégeno y se implementa el factor 1.3
para tomar en cuenta la composicién 90 % de hidrégeno y 10 % de helio en
el gas. En este paso, sin considerar la funcién L, obtuvimos las variables p1,
u1, p1, 11 en el gas para todo el dominio.

Ahora, para calcular la pérdida de energia consideramos la funciéon L, que
u'y p son constantes y que no hay un cambio en el flujo interno de energia.
Entonces, en la ecuacién (4.3) anulamos el término de la divergencia:

OF 8<1p2+p>:_L’

ot ot \2 “ v—1
oT L.3mp(y —1)
= — =——""""21 AT 4.13
ot kp p1A(T1), ( )
donde se ha considerado p = { I;ﬁf; Podemos discretizar la ecuacién (4.13)

para calcular la pérdida de temperatura en el paso de tiempo, quedando

(v = )(1.3ma)
kp
donde p; y 711 son las variables que se calcularon en el paso hidrodinamico

sin considerar a L.

T(t + At) == T1 — At plA(Tl), (414)
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A continuacién se muestran los pasos esenciales bajo los cuales se pro-
gramo el codigo que considera las modificaciones que se mencionan arriba.

1.

Se define la matriz U(IV, 3) con las condiciones iniciales o con un paso
en el tiempo anterior. Se definen los vectores ¢(IN) y M(N) que se
usaran para dar el paso en el tiempo.

. Con los w; y p; se calculan las componentes de ¢(N) y M(N):

C; =/ 7101'/%

Mi ZUZ/CZ

Se calcula el valor de vy(t) = vy — v, sin (@) para la ¢ correspondiente

a ese ciclo y se asigna ese valor a la componente cero del vector .

. Se calculan los flujos con los criterios de van Leer (ver seccién 3.6.3).

El célculo de estos flujos ya estd afectado por el nuevo valor de v en
su componente cero segun la variabilidad.

Se calculan las componentes de la matriz U(N,3) que son afectadas
por el cambio en la componente del vector v segun la variabilidad,
ademéds se impone el valor constante en la densidad (esto es, el caso
de densidad de eyeccién constante).

U(O’ O) = Pcte;
U(O, 1) = PcteV0,

1 Po
u(0,2) = ipctevg + g

Se calcula el At que obedece el criterio de Courant.

Se calcula el paso en el tiempo:

At

UPi:Ui_E[(

fir + fiz1) — (Fiy + £,
donde el subindice i denota el nimero de celda.

Se calculan las variables primitivas como esté indicado en las ecuacio-
nes (3.33) (hasta este paso no se ha tomado en cuenta la pérdida de
energia).
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9. Dados p; y p; en el paso anterior por la ecuacién del gas ideal, se
calcula:

T; = pi(1.3)mu/pikp,

y entonces se actualiza T; debido a la pérdida de energia en el paso de
tiempo At:

Ti(t+At) =T; — At

—1)1.
w;}iLambda(ﬂ).

B

10. Para hacer efectiva la caida de temperatura siempre que 7' > 10*K,
introducimos la cantidad TP, la cual discriminas:

TP; = max {T;,10°K } .

11. Actualizacion de E. Se recalcula la presion con la ecuacién de gas ideal
tomando como temperatura a T P;:

_ piksTP;
! 1.3mH ’

y con este valor de p; se recalcula la energia:

; 1
%+ Spiu;.

B =U(i,2) =
(4,2) T 1t3

12. Se vuelve al inciso 3 hasta alcanzar un tiempo maximo tmazx.

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestran los resultados de las simulaciones numéri-
cas.
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Figura 4.1: Solucién numérica de las ecuaciones de Euler representada en escala de
colores para la velocidad en el espacio xt con una eyecién wvo(t) = vw — vesin(wt) con
U = 2.9 X 107cm s71, ve = 4.5 x 10%m s™! y perfodo 7 = 2.99592 x 10'%s con densidad
constante de eyeccién po = 1.0829 x 1072°g cm ™3,
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11078

ESCALA DE COLORES PARA LA DENSIDAD DEL JET p [g-cm’s]

1.610"

1107°

1.210"

1102

t [s]

8010

4.010"

1102

11022

Figura 4.2: Solucién numérica de las ecuaciones de Euler representada en escala de
colores para la densidad en el espacio xt con una eyeccién vo(t) = v — vesin(wt) con
Vw = 2.9 x 107cm s71, ve = 4.5 x 10%m s™! y perfodo 7 = 2.99592 x 10*°s con densidad
constante de eyeccién po = 1.0829 x 1072°g cm 3.

4.4. Comparacion con el modelo analitico

Para encontrar la solucién analitica que se describe en el capitulo 2
vimos que, una vez elegida la raiz de la ecuacién (2.32) para sin(w7), hay
que seleccionar adecuadamente la funcién inversa del seno para obtener
una 7 fisicamente aceptable. Debido a que la velocidad de eyeccién varia
periédicamente, la historia de la formacién y propagacion de superficies de
trabajo se repite en cada periodo hasta el tiempo maximo de integracién.
Esto se traduce en asociar a las superficies de trabajo que se forman, con
todas las 7 que satisfacen sin(w7) = z, (llamamos x a la raiz de la ecuacién
(2.32)) explorando en los multivalores de la funcién inversa del seno, o sea

T = é[w(% — 1) — arcsin(z)], (4.15)
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con ¢t =1,2,3,... y entonces 7; parametriza la trayectoria de la i-ésima su-
perficie de trabajo, que se muestran en la figura 4.3 en el espacio zt para la
misma variabilidad de la simulacién. En el modelo analitico del capitulo 2,
las superficies de trabajo son lugares donde se acumula material alcanzado
y son puntos de discontinuidad de velocidad en el espacio a un tiempo fijo,
lo cual puede apreciarse en las zonas de la figura 4.1 de la solucién numérica
donde los cambios de color son més abruptos respecto a la escala de colores
a lo largo de un tiempo ¢ fijo. En el modelo analitico todo el material que
conforma la superficie de trabajo estd confinado en un punto sin extension,
por lo cual tiene una densidad infinita. Esto tiene su equivalente en las fran-
jas de la soluciéon numérica de la figura 4.2 que comienzan siendo amarillas
y que en un punto del espacio empiezan a contener (indicado como el punto
x. para el modelo analitico) una franja més estrecha con un color que tien-
de al rojo; los puntos de mayor densidad. Entonces, si comparamos estas
trayectorias de “alta densidad”con las trayectorias de figura 4.3 vemos que
concuerdan con buena aproximacién, aunque también se puede notar en la
parte superior de las graficas que la cabeza del jet en el modelo analitico
avanza ligeramente mas réapido, pues alcanza puntos ligeramente més dis-
tantes. Esto es debido a que en el modelo numérico el jet se propaga dentro
de un medio ambiente estacionario (no presente en el modelo analitico).

Esto puede verse también en las graficas que se muestran en la figura 4.4.
Aqui se aprecia que en el modelo numérico las superficies de trabajo tienen
una discontinuidad interna, y que la “cabeza”del modelo analitico avanza
con mayor velocidad. Para las zonas donde no hay choques las soluciones
analitica y numérica son muy similares. Para graficar estas formas de las
soluciones numeéricas se diseniaron dos codigos, los cuales pueden consultarse
en el apéndice B.
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Figura 4.3: Trayectorias de las superficies de trabajo generadas por la variabilidad
vo(t) = vy — vesin(wt) con v, = 2.9 x 107cms™!, v, = 4.5 x 10°cm s™! y periodo
T = 2.99592 x 10'% de la solucién analitica para el jet con densidad de eyeccién constante
po = 1.0829 x 10™2°gem ™3,
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Figura 4.4: Comparacién de las soluciones numéricas y analiticas en la que se obtiene
la velocidad en funcién de la posicién a lo largo del jet generado por la variabilidad
vo(t) = vw — vesin(wt) con v, = 2.9 X 107ecm s™!, ve = 4.5 x 10%m s™! y periodo
T = 2.99592 x 10'° para el jet con densidad constante de eyeccién po = 1.0829 x 10~2g
cm 3. El tiempo de integracién es de 5000 afios.
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5.1. Formas paramétricas

Una de las posibilidades que ofrece la solucién del problema mediante
algoritmos numéricos es la facilidad para integrar las ecuaciones con una
funcién de velocidad de eyeccién arbitraria, lo cual es una limitante del mo-
delo analitico (en principio sélo apropiado para una variabilidad sinusoidal).
Para estudiar la estructura de los jets se han hecho estudios que suponen
periodicidades cuadradas o sinusoidales (como se hizo en este trabajo). En el
capitulo 4 obtuvimos una buena concordancia con los resultados del modelo
analitico y los resultados de la integracion numérica para la dindmica de las
superficies de trabajo con la misma funcién de eyecién. Estamos entonces
preparados para usar el cédigo desarrollado y explorar el comportamiento de
la evolucién del problema usando distintas familias de funciones de eyeccion.

5.1.1. Sinusoidal — cuadrada.

Vamos a variar en forma paramétrica la velocidad de eyeccién sinusoi-
dal hasta obtener un perfil de escalones cuadrados. Para hacer esto vamos
a construir una funcién periddica de tal manera que cambie su dependen-
cia temporal, variando un parametro que nos de como limites opuestos la
forma sinusoidal por un lado y por otro una forma de escalones. Para esto
construimos la siguiente composicién de funciones:

vola(t)] = vy — vcﬁ[l e (5.1)
a(t) = Acos(wt), (5.2)

donde w = 27/7, vy ¥y v, toman los mismos valores que en la simulacién
anterior. El pardmetro A es el que modifica la forma de la funcién; cuando
A — 0 la funcién toma la forma sinusoidal y para A mayor a ~15 toma
la forma cuadrada. Las figuras 5.1, 5.2 y 5.3 muestran los resultados de
las simulaciones con esta familia de funciones temporales de velocidad de
eyeccion.

5.1.2. Perfiles sesgados.

También hemos explorado la forma de la variabilidad llevandola con for-
mas periddicas que estan sesgadas a la izquierda 6 a la derecha, conservando
el periodo inicial. Para explorar este efecto hemos construido una funcién
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que cambia su forma variando un parametro, como en el caso anterior. Esta
funcién se construye de la siguiente forma:

vo[n{ f(t)}] =ve + vy cos(2mn), (5.3)
1—eAf 1

nlf(t)] 1A (5.4)

110 :t;g +%, (5.5)

donde v, v, y 7 se toman igual que en las simulaciones anteriores. De
igual manera para este caso el pardmetro A varia la forma de la funcion.
La funcién (5.3) recupera la forma sinusoidal cuando A — 0, se sesga a la
derecha si A > 0y a la izquierda si A < 0.

5.2. Discusion de las simulaciones

En las figuras 5.4 y 5.7, vemos que en ambos casos la velocidad del choque
pincipal disminuye cada vez mas conforme la variabilidad se transforma a
un perfil “sesgado”, siendo mas notable esta disminucién cuando el perfil se
va a la derecha, pues alcanza una distancia menor en ~ 5 x 1017 ¢cm. para el
mismo tiempo de integracién en la tdltima forma de cada perfil. En cuanto a
la densidad, los perfiles a la derecha comienzan a generar partes de densidad
muy baja (del orden de la densidad del medio ambiente) entre las superficies
de trabajo desde que la transformacion en la varibilidad es apenas notoria (en
la tercera grafica del panel izquierdo) mientras que en la transicién a perfiles
sesgados a la izquierda la densidad no disminuye a valores tan bajos. Con
estos perfiles podemos modelar la distancia total del jet y la estructura de las
superficies de trabajo internas, sin alterar la densidad del medio ambiente (se
espera que la velocidad de la cabeza del jet cambie de acuerdo a la relacion
entre la densidad del jet y la del ambiente). Similarmente los perfiles que
se transforman a funciones cuadradas de eyeccién (figura 5.1), exhiben las
zonas de densidad del orden de la del medio durante la transiciéon. En esta
transicion, aumenta la velocidad de la cabeza del jet; se puede observar que
el dltimo perfil alcanza una distancia mayor en ~ 1.2 x 107 que la forma
sinusoidal, para el mismo tiempo de integracién.
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Figura 5.1: Arreglo de las graficas que resultan de la simulacién descrita en esta seccién.
Elegimos una funcién parametrizada para la velocidad de eyeccién con la cual pasamos
de una variabilidad sinusoidal a una con escalones cuadrados. La primer columna muestra
la forma de la variabilidad, la segunda y tercera, la velocidad y densidad resultantes a lo
largo del dominio espacial después de una integracién temporal de t = 5000 anos.
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Figura 5.2: Estratificacién en colores de la velocidad del jet en el plano posicién/tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.1. La direccién
de la transicién paramétrica se lee de izquierda a derecha y continuando hacia abajo.
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Figura 5.3: Estratificacién en colores de la densidad del jet en el plano posicién /tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.1. La direccién
de la transicién paramétrica se lee de izquierda a derecha y continuando hacia abajo.



5.2. DISCUSION DE LAS SIMULACIONES 67

b= - ]
= - - - L
LS 1 |
) i T i |
k3 F - I| I
s D T S e S e — —— [a— s i PR — s P — La s il
T T T T
. o v 1, ! 3 -
- f !
B A - | i
= - I I |
= - 1 1
. L. |
[ T} I i I 1
T
5 Y 5 - T T T
- - - i 4 o 2 i
4 .
L B | I| i
1 e '~ 1
= ! - [l [ 1
¥ —r ¥ —r ¥ L | ¥ ¥ T T
i T LU 5 T 1
R ! 4 1
3 i
= = - = |
o I - "
s S T S S S S — fa— s i PR — s P — () s ram|
B T T T T
o E I
. = } {
il
. - -
— —— .I-
1 e |-
- | IR T e S
1 i 1 1
T oo =y T o) T O N e
= - . —_
- = i ALY = | i
- = o n |
i Ll 1 =] i
q F; T L |
(] = R & A
b [ PRI T BT T A TR - ot o ' i 5 ] i { R (] ' . |
= A= um omes ' - 1 - . - e W an
1 LR H ERG Ll |

Figura 5.4: Arreglo de las gréificas que resultan de la simulacién con perfil sesgado. Elegi-
mos una funcién parametrizada para la velocidad de eyeccién con la cual pasamos de una
variabilidad sinusoidal a una con perfil sesgado a la izquierda. La primer columna muestra
la forma de la variabilidad, la segunda y tercera, la velocidad y densidad resultantes a lo
largo del dominio espacial después de una integracién temporal de ¢ = 5000 anos.
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Figura 5.5: Estratificacién en colores de la velocidad del jet en el plano posicién/tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.4 (transicién
sinusoidal — sesgada a la izquierda) . La direccién de la transicién paramétrica se lee de
izquierda a derecha y continuando hacia abajo.
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Figura 5.6: Estratificacién en colores de la densidad del jet en el plano posicién/tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.4 (transicién
sinusoidal — sesgada a la izquierda) . La direccién de la transicién paramétrica se lee de
izquierda a derecha y continuando hacia abajo.
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Figura 5.7: Arreglo de las graficas que resultan de la simulacién con perfil sesgado. Elegi-
mos una funcién parametrizada para la velocidad de eyeccién con la cual pasamos de una
variabilidad sinusoidal a una con perfil sesgado a la derecha. La primer columna muestra
la forma de la variabilidad, la segunda y tercera, la velocidad y densidad resultantes a lo
largo del dominio espacial después de una integracién temporal de t = 5000 anos.
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Figura 5.8: Estratificacién en colores de la velocidad del jet en el plano posicién/tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.7 (transicién
sinusoidal — sesgada a la derecha) . La direccién de la transicién paramétrica se lee de
izquierda a derecha y continuando hacia abajo.
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ESCALA DE COLORES PARA LA DENSIDAD DEL JET p [gem™]
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Figura 5.9: Estratificacién en colores de la densidad del jet en el plano posicién/tiempo
(z,t). El arreglo contiene el resultado de la simulacién numérica para las seis variabilidades
de eyeccién que se exhiben en la primer columna del arreglo de la Figura 5.7 (transicién
sinusoidal — sesgada a la derecha) . La direccién de la transicién paramétrica se lee de
izquierda a derecha y continuando hacia abajo.
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Las observaciones de chorros estelares muestran que éstos tienen cambios
estructurales apreciados en escalas de tiempo de un ano, ademas de que la
mayoria de estrellas jévenes y en formacién producen estas emanaciones de
gas y hay una abundancia de ejemplos que pueden encontrarse a distancias
relativamente cercanas de nuestro Sol. Por eso consideramos a los chorros
estelares como laboratorios ideales para explorar la fisica de jets en general.
En esta tesis hemos introducido una breve serie de sus caracteristicas, en las
cuales hemos basado los modelos que aqui describimos.

El material eyectado tiene un ntimero de Mach tal que nos permitié des-
cribir la dinamica del jet en un régimen de flujo libre cuando no hay choques,
modelandola con la ecuacién

v(@,t) = vo(r) = - N = (6.1)

Cuando los choques forman superficies de trabajo, describimos un formalis-
mo desarrollado por Cantd, Raga & D’Alessio (2000) en el que se considera
que se conservan el momento y la masa que forman la supercie de trabajo,
eyectados entre los tiempos 71 y 7. Se encuentra entonces que estos tiempos
se relacionan en la ecuacién integral:

T2

(19 — 71)v2u1 /T2 m(7)dr — (vaTo — 1)17'1)/ m(7)vo(T)dr

1 T1

T2
+ (vg — 1)1)/ m(T)vo(7)rdr = 0. (6.2)
T2

Hemos elegido mostrar la solucién a esta ecuaciéon para el caso de una
velocidad sinusoidal de eyeccion mas densidad constante de eyeccién para lo
cual se obtiene una solucién analitica parametrizada por AT = %(TQ — 7).
Cabe mencionar que en esta tesis mostramos explicitamente el cédlculo de
la velocidad y la posicién de la superficie de trabajo para luego graficarlas
como funcién de tiempo t, asi como también mostramos el procedimiento y
el criterio para escoger soluciones fisicamente aceptables (proponiendo que
esto depende de la fase inicial de la variabilidad), lo cual no se muestra
en Cant6, Raga & D’Alessio (2000). De esta manera los resultados y las
graficas mostradas en Canté et al. (2000) (sélo para la posicién y velocidad
de la superficie de trabajo en funcién del tiempo) pueden ser reproducidos
directamente. Usando las soluciones de las ecuaciones (6.1) y (6.2) logramos
“parchar’ina solucién analitica para la estructura de jet, presentandola como
la velocidad del flujo en funcién de la posicién a un tiempo fijo.

Esta aproximacién supone condiciones en las que se desprecian ciertas
cantidades (como la extencién de las superficies de trabajo y los gradientes
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de presién a la largo del flujo cuando es hipersénico). Ademads las soluciones
son completamente analiticas s6lo cuando se introduce una variabilidad tal-
que las integrales de la ecuacién (6.2) existen (en forma analitica). Es por
ello que hemos abordado el problema desde otro punto de vista, introdu-
ciéndonos a los esquemas numéricos para resolver las ecuaciones de Euler
para la dindmica de gases junto con la ecuacion de estado de gas ideal. En
esta parte se muestra cémo el error de un algoritmo numérico puede o no
aumentar en el tiempo (siguiendo el anédlisis de von Neumann), lo cual es
crucial para obtener soluciones numéricas adecuadas.

Hemos estructurado una serie de pasos escenciales para programar codi-
gos que resuelven estas ecuaciones con tres algoritmos (Lax, MacCormack y
FVS de van Leer) lo cual hace que este trabajo sirva como una referencia de
iniciacién a la programacion de algoritmos computacionales con el lengua-
je C, para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdli-
cas (los cédigos fuente que resultan se pueden consultar en el apéndice).
Del cédigo fuente se puede ver que para construir un cédigo hidrodinami-
co (1-D en este caso) basta con tener conocimiento bésicos de punteros y
arreglos, bucles de ciclos (for, while) y estructuracién del porgama en fun-
ciones (o subrutinas). El lector puede observar que los métodos numéricos
que aqui mostramos varian en su grado de dificultad para su programacion
y en la resolucién de sus resultados, lo cual puede tomar en cuenta depen-
diendo de la disponibilidad que tenga para programarlos asi como el tipo de
problema que desee abordar.

En el problema central de esta tesis esperamos encontrar choques fuer-
tes a lo largo de un flujo. Por esta razén hemos elegido el algoritmo FVS
de van Leer para hacer los cédlculos del problema del jet variable, ya que en
el problema de prueba se muestra que este algoritmo propaga las disconti-
nuidades con mayor resolucién. Mostramos una grafica en la que podemos
comparar las soluciones que da nuestra simulacién con las soluciones del
modelo analitico en el célculo de la velocidad del flujo como funcién del
dominio espacial a un tiempo fijo. Sin duda la imposicién matematica del
régimen de flujo libre en el modelo analitico es plausible ya que la diferencia
con el modelo numérico en esta zona es practicamente nula. Por otra parte,
la solucién analitica representa a las supeficies de trabajo con discontinui-
dades, mientras que la solucién numérica muestra que éstas tienen cierta
estructura. Sin embargo ambas representaciones se aproximan muy bien en
su ubicacién espacial salvo en la cabeza del jet, porque esta frenada por el
medio ambiente impuesto en las condiciones iniciales del modelo numérico
que en el modelo analitico no se consideran.
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En Canté & Raga (2003) se desarrolla una solucién analitica que toma
en cuenta la interaccién de la cabeza del jet variable con el medio ambiente
(también bajo las consideraciones conservacién de momento y masa), la cual
es una extensién inmediata de la comparacién de modelos que hacemos en
esta tesis.

Las escencia de este trabajo es mostrar que la construccién de un modelo
analitico para describir un sistema es importante y necesaria si se quieren
interpretar las consecuencias de los calculos resultantes, asi como para en-
tender los principios fisicos que dan lugar a tales eventualidades, lo cual
no es posible cuando nos quedamos solamente con los resultados de las si-
mulaciones numéricas. Sin embargo éstas son cruciales para obtener mayor
alcance y resolucion en los resultados, como aqui se ha mostrado.

Finalmente, hemos usado el cédigo hidrodinamico aqui desarrollado para
generar modelos numéricos en los cuales presentamos la evolucién del jet
como resultado de transiciones paramétricas de entre funciones periddicas
de eyeccion; de sinusoidal a escalones cuadrados, y de sinusoidal a funciones
sesgadas a la izquierda y a la derecha. Estos perfiles (no hechos hasta el
momento) ofrecen una libertad paramétrica mas para modelar jets variables,
en los cuales encontramos cambios cuantitativos en el tamano y la estructura
del jet, pero que finalmente conservan cualitativamente su forma respecto
a los jets con las variabilidades ya conocidas. Los nuevos modelos pueden
aplicarse para ajustarse a observaciones de estructuras de chorros estelares
particulares. La misma idea puede extenderse a modelos de mas dimensiones,
asi como implementar una funcién de enfriamiento mas sofisticada en el
codigo y obtener predicciones de los espectros emitidos. Estas son algunas
posibilidades en las que se puede desarrollar el futuro de este trabajo hacia
el estudio de chorros eyectados por estrellas jovenes.
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Se muestra acontinuacion el cédigo fuente que obtiene los resultados de
las en las figuras 3.2, 3.3 y 3.4.

A.1. burgers.c

/%

ESTE PROGRAMA RESUELVE LA ECUACION DE
BURGERS PARA UN PROBLEMA CON DISCONTINUIDAD
USANDO LOS ALGORITMOS DE LAX Y DE MCCORMACK

*/

#include<stdio .h>

#include<math.h>

void nresultados(int xe,double xtmax,int *nsol,int *N);
void escritura (double u|]|,double t,double tmax,int nsol,
\newline FILE xresultados ,int N);
void inic(double uf[],int N);

void lax(double ul],int N);

void macc(double u[],int N);

main ()

{

int nsol ,N,e;

double t,tmax;

FILExresultados;

resultados=fopen (" burgers.dat” ,”w” );
nresultados(&e,&tmax,&nsol ,&N);
double u[N+1];

inic (u,N);

t=0.0;

escritura (u,t,tmax,nsol ,resultados ,N);
double Tmax;

Tmax=tmax+0.45;

while (t<tmax)

{

if (e==1)

{lax (u,N);}

if (e==2)

{macc(u,N);}
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t=t4+0.45;

escritura (u,t,tmax,nsol ,resultados ,N);

}

fclose (resultados);

} // FIN MAIN

void inic (double u[],int N)
{

int i,j;

f0r(i=0;i<:10;i+—|—)
{uli]=2;}

J/uf11]=1.5;

for (j=11;j<=N;j++)
{uljl=1;}

}

void lax(double u[],int N)
{

int i,j,k;

double up [N+1];

double dt=0.45,f [N+1];

for (j=0;j<=N; j++)
{f[j]=pow(ulj],2)/2;}

for (i=1;i<=N—-1;i++)
{up[i]=(0.5)*(u[i+1]+u[i—1])—(dt/2)«(f[i+1]—f[i—1]);}
up[0]=u[0];

up [N]=up [N—1};

for (k=0;k<=N; k++)

{
u[k]=up[k];
}
}
void macc(double u[],int N)
{
int i,j.k,1;

double dt=0.45,up [N+1],f[N+1];
for (j=0;j<=N;j++)
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{f[J] pow(ulj],2)/2;}
for (i=0;i<=N-1;i++)
{up[i]=u[i]—dtx=(f[i+1]=f[i]);}
up [N]=up [N—1];
for(k:O k<=N; k++)
{f[k]=pow(up[k],2)/2;}
for (1=1;1<=N; 1++)

{u[1]=0.5%(up[1]+u[1]—dt=(f[1]—F[1—1]));}
{/U/O/:U/I/;

void nresultados(int *e,double *tmax,int =xnsol,int xN)
{

printf (”\n\n_ESTE.PROGRAMA_RESUELVE_NUMERICAMENTE._LA _ECUACION
\newline .DE_BURGERS\n\n" );

printf (”SELECCIOND._EL_METODO_QUE_DESEAS_USAR\n” );
printf(”\n\n.(1)Lax\n\n_._(2)Maccormack\n” );

scanf (7 %7 ,&xe);

printf (”\n._ DOMINIO.ESPACIAL_DEL_SISTEMA . (ENTERO):\n” ) ;
scanf (” %7 ,&*N);

printf (”\n._TIEMPO.MAXMO_DE_EVOLUCION _DEL._SISTEMA: \ n” ) ;
scanf (7 A7 &*xtmax ) ;

printf (”\n.NUMERO_DE_SOLUCIONES_QUE_QUIERES_VIZUALIZAR
uuuuuuuu \newline_(ENTERO):)\n"” );

scanf (” %” ,&+nsol );

}

void escritura (double u|]|,double t,double tmax,int nsol,
\newline FILE xresultados ,int N)
{
//ESTA FUNCION ESCRIBE NUMERO DE SOLUCIONES ARBITRARIAMENTE.
int i,j,k;
double T[nsol],part;
part=tmax/(nsol);
for (k=0;k<=nsol ; k++)

{T[k]=kxpart; }
for (j=1;j<=nsol;j++)

{if ((t-T[j]) <=0.45)

{if ((¢-T[))>=0)
{for (i=0;i<=N;i++)



A.2. EULERTUBO.C 83

{fprintf(resultados ,” %d...._. Af\n” ,;i,uli]);}
¥
}
}
fprintf(resultados ,”\n"”);

}

Se muestra acontinuacion el cédigo fuente que obtiene los resultados de
las en las figuras 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12 y 3.13.

A.2. eulertubo.c

/* EN ESTE PROGRAMA, DADOS LOS VALORES DEL DOMINIO ESPACIAL
Y EL TIEMPO DE EVOLUCI’ON, SE CORRERAN LOS TRES METODOS DE
INEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE EULER; LAX,
MCCORMACK Y FVS DE VAN LEER, ESCRIBIENDO LOS RESULTADOS

DE LOS TRES EN UN SOLO ARCHIVO, SEPARANDO EL CONJUTO DE
DATOS DE CADA METODO POR TRES ESPACIOS, ENTONCES LOS
CONJUNTOS DE DATOS DE CADA METODO SE VAN A SECCIONAR EN
INDICES, EN LA SINTAXIS DE GNUPLOT x/

#H#include<stdio .h>

#include<math . h>

const double gama=1.4;

void menu();

void inic (double u[][3],int N);

void soluc(double u[][3],double rho]],double v[], double p|[],
\newline int N);

void nresultados(double xtmax,int xnsol,int *N);

void escritura (double rho[],double v[],double p[],double t,
\newline double dt,double tmax,int nsol ,FILE xresultados,
\newline int N);

void ptlax (double rho[],double v[],double p[], double u[][3],
\newline double x*dt,int N);

void ptmc(double rho|],double v[],double p[], double u[][3],
\newline double *dt,int N);

void ptvanleer (double rho[],double v[],6 double p[],double
\newline u[][3],double xdt,int N);

void VL(double u[][3], double fmas[][3], double fmenos[][3],
\newlinedouble xdt,double ul[][3],int N);
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double tcourant (double rho[],double v[],double p[],int N);

double minDt(double Dt[],int N);

void flujosvleer (double rho[],double v|[],double p][],

\newline double fmas|[][3] ,double fmenos[][3],double f[][3], int N);

main ()

{

int nsol ,N,e,g,i;

double t,dt,tmax;

FILExresultados;

resultados=fopen (”eulertubo.dat” ,”w” );
menu () ;

nresultados(&tmax,&nsol ,&N);

double u[N+1][3],rho [N+1],v[N+1],p[N+1];
for (e=0;e<=3;e++)

{
inic (u,N);
soluc (u,rho,v,p,N);
t=0.0;
dt=0.0;
while (t<tmax)
{
if (e==0)
ptlax(rho ,V7p7u7&dt 7N)7
}
if (e==1)
{
ptmc(rho,v,p,u,&dt ,N);
}
if (e==2)
ptvanleer (tho,v,p,u,&dt ,N);
}
t=t+dt ;

soluc (u,rho,v,p,N);
escritura (rho,v,p,t,dt,tmax,nsol ,resultados ,N);
Y //  FIN WHILE.
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fprintf(resultados ,”\n\n\n");
} //FIN FOR e.

fclose (resultados);
} // FIN MAIN.

void menu /()

printf(”"\n\n\n\n.....oooooo ECUACIONES_DE_EULER._1D\n\n\n\n" );
printf (”ESTE_CODIGO_RESOLVERA_LAS_ECUACIONES_DE

\newline EULER_CON_LOS_SIGUIENTE__ALGORITMOS\n\n” ) ;

printf (7o oooce (0)LAX\n_oooo (1)MCOOORMACK\n - oo (2)VAN_LEER\n"” );

}

void inic (double u[][3],int N)
{

double r0=1.0,p0=1.0,v0=-10.0;
int i;

for (1=0;i<=N; i++)

{

u[i][0]=10;

u[i][1]=r0%v0;
ul[i][2]=0.5%(r0*pow(v0,2))+(p0/(gama—1));
}

u[0][1]=—r0xv0;

}

void soluc(double u[][3],double rho[],double v[]|,double p[],int N)
{
int i;
for (1=0;i<=N; i++)
{rho[i]=u[i][0];
vii]=u[i][1]/rho[i];
}p[i]:(u[i}[2]—(0.5)*rho[i}*pow(v[i],2))*(gama—1);
}
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void nresultados(double xtmax,int xnsol,int *N)

{

printf (”\n.._INTRODUCE_EL_DOMINIO._ESPACIAL._DEL
\newline _SISTEMA_ (ENTERO) :\n” );

scanf (7 %7 ,&=+N);

printf (”\n.._INTRODUCE_EL_TIEMPO_MAXMO_DE_EVOLUCION
\newline .DEL_SISTEMA:\n" );

scanf (” {7 &*xtmax ) ;

printf (”\n.._INTRODUCE_EL_NUMERO_DE_SOLUCIONES_QUE
\newline .QUIERES_VISUALIZAR _DENTRO_DEL._TIEMPO
\newline MAXIMO. (ENTERO) :\n"” );

scanf (” %” ,&+*nsol );

}

void escritura (double rho|[],double v[],double p[],double t,double
\newline dt,double tmax,int nsol ,FILE xresultados ,int N)
{
int i,j,k;
double T[nsol],part;
part=tmax/(nsol);
for (k=0;k<=nsol ; k++)
{T[k]=kxpart;}
for (j=1;j<=nsol;j++)
[GE (=T [j]) <dt)
(Gf((6-T[j])>=0)
{for (i=0;i<=N;i++)
{fprintf(resultados,

\newline 7 %....._ Af oo Af oo Ao VAR
\newline.\n” ,i,rho[i],v[i],p[i]);}
}
}
fprintf(resultados ,”\n”);
}
}

double tcourant (double rho[],double v[],double p[],int N)

{
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int i;

double c¢[N+1],Dt[N+1],dtmin;
for (1=0;i<=N; i++)

{c[i]=sqrt (gamaxp[i]/rho[i]);
Dt[i]=0.6/(fabs(v[i])+c[i]); }
dtmin=minDt (Dt ,N);

return (dtmin );

}

double minDt(double Dt[],int N)
{
int i;
double min;
min=fmin (Dt[0] ,Dt[1]);
for (i=2;i<=N;i++)
{ if(Dt[i]<min)
[min=Dt[i]:} }
return (min );

}

void ptmc(double rho|],double v[],double p[], double u[][3],
\newline double xdt,int N)

{
int i,j,k;
double f[N+1][3],up[N+1][3];
for (i=0;i<=N;i++)

[1];
ow(v[i],2)+p[i];

xdt=tcourant (rho,v,p,N);
//AHORA SE APLICA EL ALGORITMO MC
for (j=0;j <=2;j++)
{
for (k=0;k<=N—1;k++)

{

,;f))*rho[i]*pow(v[i],2)+(gama*p[i]/

up [k [j]=ulk][j]=(xdt )« (F[k+1][J]=F[k][]]);

}
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up [N][j]=up [N-1][j];
}
soluc (up,rho,v,p,N);
//SE CALCULAN AHORA FLOJOS A PARTIR DEL
\newline PREDICTOR
for (i=0;i<=N;i++)

{
f[i][0]=rho[i]xv[i];
fli][1]=rho[i]*pow(v[i],2)+p[i];
fLi][2]=v[i]*((0.5)*rho[i]+pow(v[i],2)+ (gamaxp[i]/
} \newline (gama—1)));

xdt=tcourant (rho,v,p,N); //SE RECALCULA EL PASO EL
\newline PASO EN EL TIEMPO A PARTIR DEL

\newline PREDICTOR.

//AQUI VIENE EL PASO CORRECTOR.

for (j=0;j<=2;j++)

{
for (k=1;k<=N; k++)
{
ulk][j]=0.5%(u[k][j]+up[k][j]-
} \newline (xdt)«(f[k][j]-f[k-1][j]));
u[0][jl=u[1][]];
¥

}//FIN FUNC PTMC.

void ptlax (double rho[] ,double v[],double p[], double u]]
\newline [3],double xdt,int N)
{

int i,j,k,1 m;

double f[N+1][3],up[N+1][3];

for (i=0;i<=N;i++)

{
f[i][0]=rho[i]xv[i];
f[i][1]=rho[i]*pow(v[i],2)+p[i];
fli][2]=v[i]*((0.5)*rho[i]*xpow(Vv[i],2)+ (gamaxp[i]/
\newline (gama—1.)));
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}

xdt=tcourant (rho,v,p,N);
//AHORA SE APLICA EL ALGORITMO LAX
for (j=0;j<=2;j++)

{
for (k=1;k<=N—1;k++)
{
up [k [j]=0.5%(u[k+1][j]+u[k—1][j])
\newline —xdt *(0.5)* (f[k+1]
}newline [j]—f[k—1][j]);
: up [N] [ j]=up [N-1][j]

for (1=0;1<=2;14++)

{
for (m=0;m<=N;m++)
{
u[m] [1]=up [m][1];
}
}

void ptvanleer (double rho[],double v[]|,6 double p[],double u[][3],
\newline double xdt,int N)
{
int i,j,k,1 ,m,0,q;
double f[N+1][3],fmas[N+1][3],fmenos[N+1][3],up[N+1][3],
\newline ul [N+1][3],u2[N+1][3];
flujosvleer (rho,v,p,fmas, fmenos,f /N);
xdt=tcourant (rho,v,p,N);
VL(u, fmas , fmenos ,dt ,ul ,N); //ul=u+dt*L(u).
for (m=0;m<= 2,m—|—+)

{

for (1=0;1<=N; 14++)

ful1] [ml=ul 1] [m];
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}
}
Y//fin func.

void flujosvleer (double rho[],double v[], 6 double p|[],double fmas|[][3],
\newline double fmenos[][3],double f[][3], int N)
{

double c¢[N+1] M[N+1],fm[N+1],fb [N+1];

int i,1;

for (1=0;i<=N; i++)
{c[i]=sqrt(gamaxp[i]/rho[i]);
M[i]=v[i]/c[1];
fli][0]=rho[i]xc[i]«M[i];
fl[i][1]=rho[i]*pow(c[i],2)*(pow(M[i],2)+(1.0/gama));
fli][2]=rho[i]+pow(c[i],3)*M[i]*((pow(M[i],2)/2)+(1.0/(gama—1)));
//van Leer.
if(fabs(M[i])<1.0)
{
fm[i]=(0.25)«rho[i]*c[i]*xpow((M[i]+1.0),2);
fbli]=((gama—1.0)«M[1]4+2.0)*c[i];
fmas[i][0]=fm[i];
fmas[i][1]=fm[i]xfb[i]/gama;
fmas[i][2]=fm[i]*pow(fb[i],2)/(2.0%(pow(gama,2)—1.0));
fmenos [1][0]=1f[1][0] —fmas[i][0];
fmenos [i]|[1]=f[i][1] —fmas[i][1];
imenos[i][ﬂ:f[l][ | —fmas[i][2];
else if(M[i]>=1.0)
{
for (1=0;1<= 21+)
{ fmas[1][1]=F[i][1];
}fmenos[ i][1]=0.0; }
else if M[i]<=-1.0)
{

for (1=0;1<=2;1++)
{ fmas[i][1]=0.0;
fmenos[i][1]=f[1i][1]; }
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}
}//FIN FOR.

void VL(double u[][3], double fmas[][3], double fmenos []

\newline [3],double xdt,double ul[][3],int N)

{

int j,k;

for (j=0;j<=2;j++)

{

for (k=1;k<=N-—1;k++)

{
ul [k][jl=ulk][j]—+dt*((fmas [k][]j]+fmenos [k+1][j]) —(fmas [k—1][j]
\newline +fmenos[k]|[j]));

A.3. simrhocte.c

Se muestra acontinuacion el cédigo fuente que obtiene los resultados de
las en las figuras 4.1 y 4.2.

/%

ESTE PROGRAMA RESUELVE LAS ECUACIONES

DE EULER VERSION 1—D CON EL ALGORITMO FVS
DE VAN LEER PARA EL PROBLEMA DE UN JET
CON VELOCIDAD DE EYECCION SINUSOIDAL,

CON PERDIDA DE ENERGIA POR TEMPERATURA Y
CON DENSIDAD EYECCION CONSTANTE.
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*/

#include<stdio .h>

#include<math.h>

const double tmax=1.5768ell; //5000 yr

const double gama=1.666666667;

const double rhoj=1.0829e—20;

const double kB=1.3807E—16;

const double MH=1.666667TE—24; //CONST. DE BOLTZMANN Y

\newline MASA DEL H.

void escritura (double rho[],double v[],double p[],int N,double
\newline t,FILE *xresultados);

void inic (double u[][3],int N);

void ptvleer (double rho[],double v[],double p[],double u[]
\newline [3],double xdt,double dx,int N,double t,double a);

void VL(double u[][3], double fmas[][3], double fmenos[][3],double
\newline *dt,double ul[][3],int N,double dx);

void flujosvleer (double rho[],double v[], 6 double p|[],double fmas ]
\newline [3],double fmenos[][3],double f[][3],int N);

void perdida(double rho[],double v|[],double p[], double u[][3],int
\newline N,double At);

void soluc(double u[][3] ,double rho|],double v[],double p[],int N);
double tcourant (double rho[],double v|[],double p[],int N,double
\newline dx);

double minDt(double Dt[],int N);

double variable (double t,double a);

main ()

{

int i ,N=4000,nprint=200,nt=10,a;
double tprint ,dtprint ,t,dt,dx=1eld;
FILExresultados;

resultados=fopen (” csimrhocte.dat” ,”w” );
FILExtfinal;

tfinal=fopen (”simrhocte.dat” ,”w”);
double u[N+1][3],rho[N+1],v[N+1],p[N+1],T[N+1];
dtprint=(tmax/nprint )%*0.99999;

a=1;

tprint=dtprint;
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t=0.0;
dt=0.0;
inic (u,N);
soluc (u,rho,v,p,N);
escritura (rho,v,p,N,t,resultados);
while (t<tmax)
{
ptvleer (rho,v,p,u,&dt,dx,N;t a);
soluc (u,rho,v,p,N);
t=t+dt;
if (t>=tprint)
{
escritura (rho,v,p,N,t ,resultados);
tprint=tprint+dtprint;
}
} //FIN WHILE
fprintf(resultados ,”\n\n\n");
for (i=0;i<=N;i++)

T[i]=(p[i]*1.3«MH)/(rho[i]*kB);
fprintf (tfinal ,” Y%eccccoooe /T /IO Y% \n” ,
\newline dxx*i,rho[i],v[i],T[i]);
}
fprintf(tfinal ,”\n\n”);
fclose (resultados);
fclose (tfinal);
} //  FIN MAIN.

void escritura (double rho[],double v[],double p[],
\newline int N,double t ,FILE xresultados)
{
int i;
double Ix=lel5, T[N+1];
for (i=0;i<=N; i=i+5)

{

T[i]=(p[i]*1.3xMH)/(rho[i]|*kB);
fprintf(resultados ,” %e.ocoooooe /I Yo Yo oo

uuuuuu \newline_\n” ,1xx*i,t ,rho[i],v[i],T[i]);
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fprintf(resultados ,”\n”);

¥

void inic (double u[][3],int N)

{

double rl1,pl,r0=1.0829e—-20,p0=6.9035e—10,v0=0.0;
int i;

r1=2.1658E—-22;
pl=1.3807E—11;
for (i=1;i<=N;i++)
{
ul[i][0]=rl;
uli][l]=rlxv0;
}u[i][2]:0.5*(rl*pOW(VO,2))+(p1/(gama—l));
u[0][0]=rhoj;
u[0][1]=rhoj*v0;
\ ul[0][2]=0.5%(rhoj*pow(v0,2))+(p0/(gama—1));

void soluc(double u[][3] ,double rho|],double v[], 6 double p][],int N)
{
int i;
for (i=0;i<=N;i++)
{rho[i]=u[i][0];
viiJ=uli][1]/rho[i];
}p[i]:(u[i][2]—(O.5)*rho[i]*pow(v[i],2))*(gama—1);
}

void ptvleer (double rho[],double v[],double p[],double u[]
\newline [3],double xdt,double dx,int N,double t,double a)

double At;

int i,j,k,1 ,mo0,q;

double f[N+1][3],fmas[N+1][3],fmenos[N+1][3],up[N+1][3],
\newline ul [N+1][3],u2[N+1][3];
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v[0]=variable(t,a);

flujosvleer (rho,v,p,fmas, fmenos,f N);
xdt=tcourant (rho,v,p,N,dx);

u[0][0]=rhoj;

u[0][1]=rhojxv[0];
ul[0][2]=0.5«xrhoj*pow(v[0],2)+p[0]/(gama—1.);
VL(u,fmas, fmenos,dt,ul ,N,dx); //ul=u+dtxL(u).
for (m=0;m<=2;m++)

{
for (1=0;1<=N; 14++)
{
ull][m/=ul[l][m];
}
}
At=xdt ;

soluc (u,rho,v,p,N);
perdida (rho,v,p,u,N,At);
}//FIN PTVLEER

void perdida(double rho[],double v][]|, 6 double p]],
\newline double u[][3],int N,double At)

{

double T[N+1] ,TP[N+1];

double fT [N+1],r [N+1];

int i;

double cte;

cte=(gama—1.0)*1.3*xMH/kB;

for (1=0;i<=N;i++)

Tli]=(p[i]*1.3*xMH)/(rho[i]*kB);
r[i]=0.244*pow(T[i],1.2)xexp(—157900./T[i]);
fT[1]=2.21e29%pow (T[i],—0.63)*(1. —exp(—pow (1l.e—5«T[i],1.63)))
\newline x(r[i]/(1.+r[i]));

TP[i]=T[i]—(Atxctesrho [i]«fT[i]);

TP[i]=fmax (TP[i],1.0e4);

pli]=rho[i]*kB*TP[i]/(1.3xMH); //recalculo E
uli][2]=(p[i]/(gama—1.0)) + (0.5xrho[i]*pow(v[i],2));
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}//FIN FUNC perdida ()

double variable (double t,double a)
{

int i;

double PI=3.14159;

double veject ,n;

double v0,v1,T1;

v0=2.9e7:

vl=4.5¢6;

T1=2.99592¢e10;

veject= v0—vlx*sin (2xPIxt/T1);
return(veject );

} //FIN VARIABLE

double tcourant (double rho[],double v[],double p[],int N,
\newline double dx)

{

int i;

double c[N+1],Dt]
for (i=0;i<=N;i++)
{cli]=sqrt (gamaxp[i]/rho[i]);

Dt [i]=(0.6xdx)/(fabs (v[i])+c[i]); }
dtmin=minDt (Dt ,N);

return (dtmin );

}

double minDt(double Dt[],int N)
{
int i;
double min;
min=fmin (Dt[0] ,Dt[1]);
for (1=2;i<=N;i++)
{ if(Dt[i]<min)
{min=Dt[i];} }
return (min);

}

N+1],dtmin;
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void flujosvleer (double rho[],double v[], double p][],
\newline double fmas|[][3],double fmenos[][3],6double f[][3],int N)

{

double ¢ [N+1] M[N+1],fm [N+1],{fb [N+1];
int i,1;

for(i= 01<:N i++)
{c[i]=sqrt (gamaxp[i]/rho[i]);
M[i]=v[i]/c[i];
fli][0]=rho[i]xc[i]+M[i];
fli][1]=rho[i]xpow(c[i],2)*(pow(M[i],2)+(1./gama));
fli][2]=rho[i]xpow(c[i],3)+M[i]*((powM[i],2)/2)+(1./(gama—1)));
//van Leer.
if (fabs(M[i])<1.0)
{
fm[i]=(0.2 5)*rho[i]*c[i]*pow((l\/{[i]—l—l.),2);
b [1]=((gama—1.)M[i]+2.)xc[i];
fmas[i][0]=fm][1i];
fmas[i][1]=fm[i]*fb[i]/gama;
fmas[i][2]=fm[i]*pow(fb[i],2)/(2.%(pow(gama,2) —1.))
fmenos [1][0]=f[i][0] —fmas[i][0];
fmenos[i][1]=f[i][1] —fmas[i][1];
imenos[l][Z]:f[lHQ]—fmas[l][Q];
else if(M[i]>=1.0)
{

for (1=0;1<=2;14++)
{ fmas[i][1]=F[i][1];
} fmenos[i][1]=0.0; }
else if(M[i]<=-1.0)
{
for (1=0;1<=2;14+)
{ fmas[i][1]=0.0;
}fmenos[i][l]:f[i][l]; }
}//FIN FOR.

Y//fin func.
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void VL(double u[][3], double fmas[][3], double fmenos[][3],
\newline double xdt,double ul[][3],int N,double dx)

{

int j.,k;

for (j=0;j<=2;j++)

{

for (k=1;k<=N—1;k++)

ul [k][j]=ulk][j]=(xdt/dx)«((fmas[k][j]+fmenos [k+1][j])
}\newline —(fmas[k—1][j]+fmenos [k][j]));
}

}

Se muestra acontinuacion el cédigo fuente que obtiene los resultados de
las en las figuras 5.1, 5.2 y 5.3

A.4. cuadrada.c

/* ESTE PROGRAMA RESUELVE LAS ECUACIONES

DE EULER VERSION 1-D CON EL ALGORITMO FVS
DE VAN LEER PARA EL PROBLEMA DE UN JET

CON VELOCIDAD DE EYECCION VARIABLE,

CON PERDIDA DE ENERGIA POR TEMPERATURA Y
CON DENSIDAD EYECCION CONSTANTE,
RESOLVIENDO PARA DIFERENTES VARIABILIDADES
EN UNA FAMILIA FUNCIONES QUE SE TRANSFORMAN
DE SINUSOIDAL A CUADRADA. x/

#include<stdio .h>
#include<math.h>
const double tmax=1.5768ell; //5000 yr
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const double gama=1.666666667;

const double rhoj=1.0829e —20;

const double kB=1.3807E—16;

const double MH=1.666667E—24; //CONST. DE BOLTZMANN
\newline Y MASA DEL H.

void escritura (double rho[],double v[],double p[],
\newline int N,double t,FILE xresultados);

void inic (double u[][3],int N);

void ptvleer (double rho[],double v][],6double p|[],

\newline double u[][3],double *dt,double dx,int N,
\newline double t,double a);

void VL(double u[][3], double fmas[][3], double

\newlien fmenos|[][3],double *xdt,double ul[][3],int N,double dx);
void flujosvleer (double rho[],double v[], 6 double p[],double
\newline fmas[][3],double fmenos|[][3],double f[][3],int N);
void perdida(double rho|[],double v[]|,6double p[], double
\newline u[][3],int N,double At);

void soluc(double u[][3],double rho]]|,double v][],

\newline double p[],int N);

double tcourant (double rho[],double v][],double p[],int N,
\newline double dx);

double minDt(double Dt[] ,int N);

double variable (double t,double a);

main ()

{

int i ,N=3000,nprint=200,nt=10,a;

double tprint ,dtprint ,t,dt,dx=1el5;
//FILExresultados ;

//resultados=fopen (”ccuadrada.dat”,”w”);
FILExtfinal;

tfinal=fopen (” cuadrada.dat” ;”w” );
FILE«func;

func=fopen (” funccuadrada.dat” ,”w” );

double u[N+1][3],rho[N+1],v[N+1],p[N+1],T[N+1];
dtprint=(tmax/nprint )*0.99999;

vol

for (a=1;a<=16;a=2xa)
\\ESTOS CICLOS RECORREN EL PARAMETRO QUE
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\\GENERA EL EFECTO DE LA TRANSICION DE LA
\\VARIABILIDAD.
{
tprint=dtprint ;
t=0.0;
dt=0.0;
inic (u,N);
soluc (u,rho,v,p,N);
//escritura (rho,v,p,N,t,resultados);
while (t<tmax)
{
ptvleer (rho,v,p,u,&dt ,dx,N,t,a);
soluc (u,rho,v,p,N);
fprintf (func,” Wf___._%Af\n” ,t,v[0]);
t=t+dt ;
if (t>=tprint){
escritura (rho,v,p,N,t,resultados);
tprint=tprint+dtprint;}
} FIN WHILE
fprintf(resultados ,”\n\n\n");
for (1=0;i<=N; i++)

{
T[i]=(p[i]*1.3«MH)/(rho[i]*kB);
fprintf(tfinal ,” Y%e_ooooooe Yo oo Yoo Y
uuuuuu \newline._\n” ,dxx*i,rho[i],v[i],T[i]);
}

fprintf(tfinal ,”\n\n”);
}//FIN FOR

fclose (resultados);
fclose (tfinal);
fclose (func);

} // FIN MAIN.

void escritura(double rho|[],double v][]|,double p[],int N,
\newline double t,FILE xresultados)

{

int i;
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double lx=lel5, T[N+1];
for (i=0;i<=N;i=i+5)

{
T[i]=(p[i]*1.3xMH)/(rho[i]|*kB);
fprintf(resultados ,” %o oo Yoo Yo oo Yeoceeo Y
uuuuuu \newline_\n” ,1xx*i,t ,rho[i],v[i],T[i]);
}
fprintf(resultados ,”\n”);
}
void inic (double u[][3],int N)
{
double r1 ,pl,r0=1.0829e¢—-20,p0=6.9035e—10,v0=0.0;
int i;

r1=2.1658E—-22;

pl=1.3807E—11;

for (i=1;i<=N;i++)

{
uli][0]=rl;
uli][1]=rlxv0;
}u[i][2}20.5*(r1*p0w(v0,2))+(p1/(gama—1));
u[0][0]=rhoj;
ul[0][1]=rhoj*v0;
ul[0][2]=0.5%(rhoj*pow(v0,2))+(p0/(gama—1));

}

void soluc(double u[][3],double rho|]|,double v][],
\newline double p[],int N)
{
int i;
for (1=0;i<=N; i++)

{rho[i]=u[i][0];

vii]=u[i][1]/rho[i];
}p[i]:(u[i}[2]—(0.5)*rh0[i}*pow(v[i],2))*(gama—1);
}
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void ptvleer (double rho[],double v][],double p[],double
\newlineu [][3] ,double xdt,double dx,int N,double t,double a)

double At;

int i,j,k,1 ,mo,q;

double f[N+1][3],fmas[N+1][3],fmenos |[N+1][3],
\newline up[N+1][3],ul [N+1][3],u2[N+1][3];
v[0]=variable (t,a);

flujosvleer (rho,v,p,fmas, fmenos,f ,N);
xdt=tcourant (rho,v,p,N,dx);

u[0][0]=rhoj;

ul[0][1]=rhojx*v[0];
u[0][2]=0.5*rhoj*pow(v[0],2)+p[0]/(gama—1.);
VL(u,fmas , fmenos,dt,ul ,N,dx); //ul=u+dt*L(u).
for (m=0;m<=2;m++)

{
for (1=0;1<=N; 1++)
{
u[1][m]=ul[1][m];
¥
}
At=xdt ;

soluc (u,rho,v,p,N);

perdida (rho,v,p,u,N,At);
Y //FIN PTVLEER

void perdida(double rho[],double v][],double p[], double
\newline u[][3],int N,double At)

{

double T[N+1],TP[N+1];

double fT [N+1],r[N+1]J;

int i;

double cte;

cte=(gama—1.0)=1.3«xMH/kB;

for (i=0;i<=N;i++)
{
T[i]=(p[i]*1.3«MH)/(rho[i]*kB);
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r[i]=0.244%pow(T[i],1.2)*exp(—157900./T[i]);
fT[i]=2.21e29%pow (T[i],—0.63)x

\newline (1l.—exp(—pow(1l.e—=5%T[i],1.63)))«(r[i]/(1.4+r[i]));
TP[i]=T[i]—(Atxctexrho [i|*fT[i]);

TP[i]=fmax(TP[i],1.0e4);

pl[i]=rho[i]*kB«TP[i]/(1.3xMH); //recalculo E
()= (P11 (pama=1.0)) + (0.5+vbo 1] paw (1] ,2))
}//FIN FUNC perdida ()

double variable (double t,double a)
{

int i;

double PI=3.14159;

double veject ,n;

double v0,v1,T1,phl;

double c,f, fa;

v0=2.9e7;

vl=4.5¢6;

T1=2.99592¢10;

phl1=2.7;

c= vl/(1l.0—exp(—a));

f= axcos ((2xPIxt/T1));

fa= fmax(fabs(f),1.0e—25);

veject= v0 — (cxf/fa)x(1.0—exp(—fabs(f)));
return(veject );

} //FIN VARIABLE

double tcourant(double rho[],double v[],double p[],int N,
\newline double dx)

{

int i;

double ¢ [N+1],Dt[N+1],dtmin;
for (1=0;i<=N; i++)
{c[i]=sqrt(gamaxp[i]/rho[i]);

[
Dt[i]=(0.6xdx)/(fabs(v[i])+c[i]); }
dtmin=minDt (Dt ,N);
return(dtmin );

}
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double minDt(double Dt[],int N)
{
int i;
double min;
min=fmin (Dt [0] ,Dt[1]);
for (i=2;i<=N;i++)
{ if(Dt[i]<min)
{min=Dt[i]:} }
return (min);

}

void flujosvleer (double rho[],double v[], 6 double p][],double
\newline fmas[][3],double fmenos|[|[3],double f[][3],int N)
{

double c¢[N+1] M[N+1],fm [N+1],fb [N+1];

int i,1;

for (i=0;i<=N;i++)

{c[i]=sqrt(gamaxp[i]/rho[i]);
M[i]=v[i]/c[i];
fli][0]=rho[i]*c[i]«M[i];
fli][1]=rho[i]*pow(c[i],2)x(pow(M[i],2)+(1./gama));
fli][2]=rho[i]*pow(c[i],3)«M[i]*((pow(M[i],2)/2)+
\newline (1./(gama—1)));

//van Leer.

if(fabs(M[i])<1.0)

{

fm[i]=(0. 25)*rho[ Jsc[i]*pow((M[i]+1.),2);

[ ]=((gama—1.)sM[i]+2.)xc i ];
fmas[i][0]=fm[i];

fmas[i][1]=fm[i]|xfb[i ]/gama
fmas[i][2]=fm[i]*pow(fb[i],2)/(2.%(pow(gama,2) —1.));
fmenos [1][0]=f[i][0] —fmas[i][0];

fmenos [i][1]=f[1][1] —fmas[i][1];

imenos[1][2]:f[i][ | —fmas[i][2]

else if (M[i]>=1.0)

{

for (1=0;1<=2;1++)
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{ fmas[i][1]=f[i][1];
} fmenos[i][1]=0.0; }
else if(M[i]<=-1.0)

{

for (1=0;1<=2;14+)

{ fmas[i][1]=0.0;
}fmenos[i][l]:f[i][l]Q }
}//FIN FOR.

Y//fin func.

void VL(double u[][3], double fmas[][3], double fmenos[][3],double xdt,double
{

int j . k;
for (j=0;j <=2;j++)
{
for (k=1;k<=N—1;k++)
{
ul [k][jl=ul[k][j]—(xdt/dx)*((fmas[k][j]+fmenos [k+1][j])
}\newline —(fmas [k—1][j]+fmenos [k][]j]));
}
ul [N][0]=ul [N—1][0];
ul [N][1]=ul[N-1][1];
ul [N][2]=ul [N-1][2];
ul[0][0]=u[0][0];
ul[0][1]=u[0][1];
ul[0][2]=u[0][2];
}

A.5. simrhocte.c

Se muestra acontinuacién el cédigo fuente que obtiene los resultados de
las en las figuras 5.4 y 5.7, 5.5, 5.6, 5.8 y 5.9. Para este caso el programa es
el mismo que el de la secciéon anterior, salvo la forma paramétrica en que se
hace la transicion de la velocidad de eyeccién. Por lo tanto sélo mostraremos



106 APENDICE A. SOLUCIONES NUMERICAS

la subrutina que hace esta funcién.

double variable (double t,double a)
{

int i;

double PI=3.14159;

double veject ,n;

double v0,v1,T1,phl;

double c¢,f, eta;

v0=2.9e7;
vl=4.5€e6;
T1=2.99592¢10;
ph1=2.7;

n=floor (tmax/T1);
for (i=0;i<=n;i++)

{

i ((t>(i%T1))&&(t<((i+1)%T1)))
{
t=t —(i*T1);
}

}

f=((t—(T1/2))/T1)+0.5;
eta—((1—exp(a+1))/(1—exp(a))) = (0.5);
veject= v0+vlxcos (2xPlxeta);

//veject= v0 +vixcos(2«xPlx(t—(T1/2))/T1);
return(veject );

} //FIN VARIABLE
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B.1. xrhoctejet.c

Se muestra acontinuaciéon el cédigo fuente que obtiene los resultados
de la solucion analitica que se muestran en las figuras 2.3, 2.4, 2.5 y 4.3.
Se hace uso de la libreria gsl/gsl _ poly.h de Gnu Scientific Library
y para invocarla se tiene que compilar como gcc $(gsl-config —cflags)
xrhoctejet.c $(gsl-config —libs) y se ejecuta de la manera usual.

/%

PROGRAMA QUE GRAFICA LAS SOLUCIONES
ANALITICAS DEL PROBLEMA DEL JET CON
VELOCIDAD DE EYECCION VARIABLE

PARA EL CASO DE DENSIDAD CONSTANTE
EYECCION DEL ARTICULO CANTO, RAGA,
D’ ALESSIO (2000)

*/

#Finclude<stdio . h>
#include<math.h>
#include<gsl/gsl_poly .h>
double v0(double tau);
double HO(double tau);
double Hl(double tau);

const double PI=3.141592653;
const double va=2.9e7;

const double vb=4.5¢€6;

const double T=2.99592¢10;
main ()

{

int i,j,k;

double x[3];

double dtau,xws,t,vws;
double w,arg ,an;

double A,B,C,a,b,c,d,mtau, taul ,tau2 ,vl,v2;
FILExnumeros;

numeros=fopen (”rhoctejet .dat” ,”w”);
w=2xPI/T;

for (j=0;j <=5;j++)
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{

dtau=5.0e8;

while (dtau<(PI/w))
{

x[0]=2.1;
x[1]=2.1;
x[3]=2.1;
arg=wxdtau;

a=pow ((vb/va),2)xsin (arg)*(sin (arg)*cos(arg)—arg);
b=2.0%(vb/va)x(pow(arg,2)+argxsin (arg)*cos(arg)
\newline —2xpow(sin (arg),2));
c=pow ((vb/va) ,2)*(pow(arg,2)*cos(arg)—pow(sin(arg),2)
\newline *cos(arg)+argspow(sin(arg),3))+ 2x(arg)=*
\newline (sin(arg)—arg*cos(arg));
d=(vb/va)*(4*pow(sin (arg),2) —3xarg*sin (arg)*cos(arg)
\newline —2xpow(argxsin (arg),2)—pow(arg,2));
A=b/a;
B=c/a;
C=d/a;
gsl_poly_solve_cubic (A,B,C,&x[0],&x[1],&x[2]);
for (1=0;i<=2;i++)
{

if (fabs(x[i])<=1.0)

mtau=(1.0/w)*(Pl—asin (x[i]) +2«PIxi);

}

taul=mtau—dtau;

tau2=mtau+t+dtau;

vl=v0(taul);

v2=v0 (tau2);

xws=(v1*v2)x(tau2—taul)/(v2—vl);
vws=2x(HO(tau2)—HO(taul)+(pow(vb,2)/(2x%w))
\newlinex(Hl(tau2)—H1l(taul)))/((1/va)*(HO(tau2)
\newline —HO(taul))+vax(tau2—taul));
t=(tau2xv2—taul*vl)/(v2—vl);

fprintf (numeros,” %W f ... VS S Wf oA Ll 9
\newline_\n” ,t,xws,vws,vl,v2);

dtau=dtau+5.0e8;
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Y //FIN WHILE

fprintf (numeros,”\n\n”);
//}//FIN FOR j

fclose (numeros);

Y //FIN MAIN

double v0(double tau)
{

double w, vel;
w=2+P1/T;
vel=va—vbxsin (wxtau);
return(vel );

}

double HO(double tau)

{

double hO,w;

w=2xPI/T;

hO=pow (va,2)* tau+2*«vaxvb*cos (wktau)/w;
return (h0);

}

double Hl(double tau)

{

double hl,w;

w=2xPI/T;

hl=wkxtau—sin (wkxtau)*cos (wktau);
return(hl);

}

B.2. tOrhoctejet.c

Se muestra acontinuacion el cédigo fuente que obtiene los resultados de
la solucién analitica que se muestran en la figura 4.4, igual que en el codigo
anterior, se hace uso de la libreria gsl/gsl _ poly.h de Gnu Scientific
Library

/%
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ESTE PROGRAMA OBTIENE LA SOLUCION ANALITICA
DEL PROBLEMA DEL JET CON VELOCIDAD DE
EYECCION VARIABLE DEL ARTICULO CANTO,

RAGA, D’ ALESSIO (2000), PRESENTANDO LA
SOLUCION PARA LA VELOCIDAD EN FUNCION

DE LA POSICION A UNTIEMPO FIJO DE INTEGRACION.

*/

#H#include<stdio .h>
#include<math.h>
#include<gsl /gsl_poly .h>
double v0(double tau);

const double t0=1.5768el1;
const double PI=3.141592653;
const double va=2.9e7;

const double vb=4.5€e6;

const double T=2.99592¢10;
/xconst double va=1.0;
const double vb=0.5;

const double T=6.2831853;%/
main ()

{

int i,j,k,1,0;

double x[3];

double jf ,xf v;

double dtau,t,vws,t00;
double w,arg,an;

double A,B,C,a,b,c,d,mtau;
double taul [5],tau2[4],v1[4],v2[4],xws[4];
FILE*xnumeros;
numerosl=fopen (” tOrhoctejetl.dat” ,”w”);
w=2xPI/T;

taul [4]=1t0;

for (j=0;j<=3;j++)
{

dtau=1.0e5;

while (t<t0)

{
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arg=wxdtau;
a=pow ((vb/va),2)xsin (arg)*(sin (arg)*cos(arg)—arg);
b=2.0%(vb/va)=(pow(arg,2)+arg*sin (arg)xcos(arg)
\newline —2xpow(sin (arg),2));
c=pow ((vb/va) ,2)*(pow(arg,2)*cos(arg)
\newline —pow(sin (arg),2)*cos(arg)+argspow(sin(arg),3))
\newline + 2x(arg)*(sin(arg)—arg*cos(arg));
d=(vb/va)*(4*pow(sin (arg),2) —3xarg=*sin (arg)*cos(arg)
\newline —2xpow (arg*sin (arg),2) —pow(arg ,2));
A=b/a;
B=c/a;
C=d/a;
gsl_poly_solve_cubic (A,B,C,&x[0],&x[1],&x[2]);
for (1=0;1<=2;1++)
{

if (fabs(x[1])<=1.0)

mtau=(1.0/w)*(PI—asin (x[1])+2+PIxj );
}
}

taul [ j]=mtau—dtau;
tau2 [ j]|=mtaut+dtau;
vi[j]=vO(taul [j]);
v2[j]=v0(tau2[j]);

xws [§]=(v1 [} ]#v2]§])* (tau2 [j]—tau [§])/(v2 [i]-v1[j]);

t=(tau2 [} ]*v2 ]~ taul [j]+v11i])/ (v2 i) ovi[i]):

dtau=dtau+1.0e5;

Y //FIN WHILE

t=0.0;

}//FIN FOR j.

for (k=0;k<=3;k++)

{
fprintf (numeros,” W f ... Af\n” ,xws[k],vl[k]);
fprintf (numeros,” %W f. ... Af\n” ;xws[k],v2[k]);
for (jf=tau2[k]|; jf<=taul [k+1];jf=jf+1.0e5)

{
xf=(t0=jf)xv0(jf);
v=v0(jf);
fprintf (numeros,” %W f_ ... Af\n” xf, v);
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}
Y//fin for k.

fclose (numeros);
Y //FIN MAIN

double v0(double tau)
{

double w, vel;
w=2+P1/T;
vel=va—vbxsin (wxtau);
return(vel );

}
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