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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo bidimensional (AdvDiff2D) para la resolucién numérica de la
ecuacion de adveccion-difusion sobre la superficie de una esfera. AdvDiff2D cuenta con dos
esquemas numéricos de volumenes finitos sobre una rejilla regular esférica. EIl esquema principal
(CN-DIM-SPLIT), basado en el algoritmo [1,2], es implicito (y directo), incondicionalmente estable
y preserva de manera correcta la masa y la norma L, de la soluciéon. EI segundo esquema
(RK2-TVD-DIM-SPLIT) es directo, condicionalmente estable y mondtono, por lo que es mas
apropiado para casos de adveccion pura.

Los algoritmos CN-DIM-SPLIT y RK2-TVD-DIM-SPLIT son descritos con detalle, y se
discuten cada una de sus propiedades. Se hace especial énfasis en la estabilidad numérica, la
conservacion de la masa, el orden de convergencia y la realizacion de calculos en paralelo de manera
eficiente. Cada una de las propiedades de AdvDiff2D se ponen a prueba mediante una serie de
experimentos numéricos con diferentes niveles de complejidad. Estos experimentos incluyen, desde
problemas lineales de adveccion y difusion puras, hasta problemas mdas complejos (donde aparecen
tanto procesos advectivos como difusivos) y problemas de difusiéon no lineal. Los resultados
muestran que AdvDiff2D es capaz de resolver de manera correcta y eficiente cada uno de los
experimentos anteriores.

El modelo AdvDiff2D fue implementado usando Fortran 90 y OpenMP, lo que puede facilitar
la reutilizacion de su codigo fuente en otros proyectos de modelacion atmosférica y viceversa. Las
aplicaciones de AdvDiff2D, en la forma en que se presenta en este trabajo, se limitan al transporte de
contaminantes pasivos en la atmdsfera, donde se hacen simplificaciones importantes como considerar
el flujo no divergente. Sin embargo, la implementacién lograda puede ser usada, sin mayor dificultad,
como la parte bidimensional de modelos tridimensionales o bien dentro de un marco de computacién
distribuida (MPI).
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Abstract

In this work, a two-dimensional model (AdvDiff2D) is presented for the numerical resolution of the
advection-diffusion equation on the surface of a sphere. AdvDiff2D has two finite volume numerical
schemes defined over a spherical regular grid. The main scheme (CN-DIM-SPLIT), is based on the
algorithm [1, 2], is implicit (and direct), unconditionally stable, and correctly preserves the mass and
the L, norm of the solution. The second scheme (RK2-TVD-DIM-SPLIT) is direct, conditionally
stable, and monotonous, making it more suitable for pure advection cases.

The CN-DIM-SPLIT and RK2-TVD-DIM-SPLIT algorithms are described in detail, and each of
their properties is discussed. Special emphasis is placed on numerical stability, conservation of mass,
order of convergence, and performing parallel calculations. Each of the properties of AdvDiff2D is
tested by a series of numerical experiments with different levels of complexity. These experiments
include, from linear advection-diffusion problems to non-linear diffusion problems. The results
show that AdvDiff2D can correctly and efficiently solve each of the previous experiments.

The AdvDiff2D model was implemented using Fortran 90 and OpenMP, which can facilitate the
reuse of its source code in other atmospheric modeling projects and vice versa. The applications of
AdvDiff2D, as presented in this work, are limited to the transport of passive pollutants in the
atmosphere, where important simplifications are made, such as, considering non-divergent flow.
However, the implementation achieved can be used, without much difficulty, as the two-dimensional
part of three-dimensional models or within a distributed computing framework (MPI)
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Introduccion

El problema de adveccion-difusion tiene un gran espectro de aplicaciones. Estas aplicaciones van
desde la modelacién del transporte de contaminantes en la atmosfera [3, 4], hasta prondsticos de
algunas variables de importancia como la humedad y la temperatura en modelos
meteoroldgicos [5, 6].

De manera muy simplificada, cualquier sustancia en un medio liquido (ej.: océanos, rios, lagos)
o gaseoso (atmodsfera) experimentard dos procesos principales que determinardn su concentracion
espacial y temporal. El primero, se conoce como adveccion, que no es mas que el transporte de
sustancia que ocurre por el efecto de la velocidad del medio. Algunos ejemplos de este proceso son
el transporte de vapor de agua en la atmésfera por la accion del viento o el desplazamiento de una
mancha de petrdleo por la accion de las corrientes marinas. El segundo proceso se conoce como
difusion, en este caso el transporte ocurre desde las zonas de mayor concentraciéon hacia las de
menor concentracion. Por ejemplo, gracias a la difusion podemos sentir el aroma de un perfume en
una habitacion cerrada, atn estando alejados del origen del perfume. Por ultimo, también es
necesario tener en cuenta las fuentes o sumideros de ciertas sustancias (ej.: industrias que emiten
CO, y zonas boscosas que lo absorben), asi como procesos fisicos y quimicos que también afectan
su concentracion. En el Capitulo 1 se hard una descripcion mas detallada de estos procesos y de su
formulacién matemética.

Los procesos advectivos y difusivos son parte fundamentales de la dindmica de los fluidos,
abarcando dreas tan diversas como la biologia (quimiotaxis [7]) o la fisica de plasmas [8]. En
consecuencia, existe una amplia literatura dedicada a métodos numéricas para resolver el problema
de adveccion-difusion. Entre los métodos mas usadas se encuentran: los métodos espectrales [9],
diferencias finitas [10], volimenes finitos [1,11-15] y elementos finitos [16], combinados con el uso
de mallas estructuras y no estructuradas (ver [17, 18] para una discusiéon mds profunda).

En el caso particular de las ciencias atmosféricas, la aplicacion mas notoria del problema de
adveccion-difusion es la modelacion del transporte de contaminantes. Estos modelos son muy utiles
para un mejor entendimiento de los procesos de contaminacién y sobre todo para concebir
estrategias en aras de mitigar los dainos al medio ambiente y la salud humana. Por lo tanto, no es de
extrafiar que la bisqueda de métodos numéricos eficientes para este tipo de modelos se remonte a
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varias décadas y continte de forma activa en la actualidad.

En este trabajo se presenta el modelo bidimensional AdvDiff2D para la resolucién numérica de
la ecuacién de adveccion-difusion sobre la superficie de una esfera, basado en el algoritmo [1].
Como objetivo principal se propone: desarrollar una herramienta simple pero robusta, que permita
resolver el problema de transporte bidimensional en una capa esférica. Las principales
caracteristicas de AdvDiff2D son:

* Uso de una rejilla esférica regular.

* Dos esquemas numéricos diferentes: CN-DIM-SPLIT (principal) y RK2-TVD-DIM-SPLIT
(adecuado para casos predominantemente advectivos).

* Discretizacion mediante volumenes finitos lo que permite representar de manera adecuada el
balance de sustancia del dominio.

* Incondicionalmente estable (solo el esquema CN-DIM-SPLIT) y con segundo orden de
aproximacion espacial y temporal.

* Paralelizacion de los cdlculos usando OpenMP [19].

La aplicacién inmediata de AdvDiff2D es modelar el transporte de contaminantes pasivos en la
atmosfera, asumiendo simplificaciones importantes como considerar el campo de viento no
divergente y conocido. Aunque en este trabajo no se profundiza en aplicaciones concretas, queda
claro segtin los resultados obtenidos, que AdvDiff2D puede ser aplicado a un amplio niimero de
problemas que involucren fenémenos de adveccidn-difusion sobre una capa esférica. También es
relativamente sencillo adaptar el modelo para resolver problemas no lineales o reusar el cddigo como
la parte bidimensional de un modelo tridimensional mds complejo o bien dentro de un marco de
computacion distribuida (MPI [20]).

El trabajo desarrollado en esta tesis doctoral se puede desglosar en los siguientes objetivos
especificos:

1. Revision bibliogréafica. Asimilacién del algoritmo [1].

2. Implementacion de los algoritmos CN-DIM-SPLIT y RK2-TVD-DIM-SPLIT, usando el
lenguaje del programacion Fortran 90.

3. Adicién de funcionalidades al modelo, para facilitar la entrada y salida de datos, asi como la
configuracion de experimentos numéricos.

4. Realizar experimentos numéricos para evaluar y validar el desempeiio del algoritmo para
distintos casos de interés.



XV

El contenido de este documento esta distribuido de la siguiente forma. En el Capitulo 1 se describe
formalmente el problema de adveccion-difusion y se discuten los principales métodos numéricos
usados para este tipo de problemas, haciendo énfasis en el dominio esférico. El Capitulo 2 esta
dedicado a la descripcion detallada de los algoritmos CN-DIM-SPLIT y RK2-TVD-DIM-SPLIT, asi
como a los detalles de la implementacion del modelo AdvDiff2D. En el Capitulo 3 se presentan y
se discuten los resultados. Finalmente se incluye una seccion de anexos que pueden ser utiles como
material suplementario de este trabajo.
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Capitulo 1

El problema de adveccion-difusion

En este capitulo se abordaran cuestiones importantes sobre el fendmeno de adveccidn-difusion. Desde
el punto de vista tedrico, se demostrara que el problema de adveccion-difusion sobre una esfera es un
problema bien planteado (existencia, unicidad y estabilidad de la solucién). También se resumirdn los
principales métodos numéricos usados para este problema, particularizando en los casos de geometria
esférica. Lo anterior permitird comprender mejor y darle un contexto a los siguientes capitulos.

1.1 La ecuacion de adveccion-difusion

La ecuacion de adveccion-difusion describe la evolucion temporal y espacial de la concentracion de
cierta sustancia ¢ (x,7) en un medio liquido o gaseoso. Esta ecuacion en derivadas parciales se puede
escribir de la siguiente forma:

D LUVo o0V (V)= f . 6(x.0)=0"(x). (1.1)

donde x representa la posicion espacial, ¢ el tiempo, V el operador gradiente y U(x,¢) la velocidad
del medio (liquido o gaseoso) que se considera conocida y no divergente (V-U = 0). A
continuacion, se explicard el significado de cada uno de los términos de la ecuacion (1.1).

1.1.1 Término advectivo: U-V¢

Supongamos un volumen de control AV embebido en un fluido que se mueve con velocidad U. Sea
¢ (x,t) la concentracién de cierta sustancia, entonces el valor promedio de dicha concentracién para
el volumen de control AV sera:

- 1
¢ = W/q)(x,t)dV :
AV

1



2 CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ADVECCION-DIFUSION

Py
Por otra parte, la variacion temporal de la masa total (|AV|d—(f), depende de la candidad que entre o

salga a través de la frontera AS de AV. Es decir, podemos plantear la siguiente ecuacion de balance:
96
yAV\a—‘f - —7{¢Uds . (12)
AS

El términdo derecho de la ecuacién anterior tiene un signo negativo, indicando que la cantidad de
masa que sale a través de AS (valores positivos de la integral de superficie) acarrea un cambio negativo
en la masa total. Finalmente, usando el teorema de la divergencia [21] y el del valor medio [21], y
pasando al limite cuando |AV| — O se llega a:

o9 .
]AV|8—¢; = —/le((])U)d)C
AV
0 1 :
5 = —Wv/dlv(q)U)dx
L) :
5 = —div(¢U) cuando |AV|—0. (1.3)

Notese que cuando |AV| — 0, es vdlido remplazar ¢ por ¢, debido a que el volumen AV queda
reducido al punto x.

La ecuacion (1.3) se conoce como ecuacién de adveccién en su forma conservativa [22]. El
término div(¢U) es diferente al término U- V¢ que aparece en la ecuacién (1.1) (forma advectiva),
sin embargo, como se asume que el flujo es no divergente (V -U = 0), se tiene que:
div(pU) =U- V4.

El hecho de asumir que divU = 0 no es nesariamente una limitante, pues en varios problemas de
interés practico es posible considerar que el flujo es no divergente. Algunso ejemplos son: el
transporte de sustancias en lagos y océanos (debido a que el agua es un fluido practicamente
incompresible), asi como el transporte de contaminantes a grandes escalas en la atmosfera [18]. En
los casos donde V - U # 0 (fluyjo divergente), también es posible hacer una equivalencia entre la
forma advectiva y conservativa de la ecuaciéon de adveccion, valiéndose de la ecuacion de
continuidad y un simple cambio de variable.

Considere un fluido con densidad p(x,7) > 0y definamos & (x,¢) = ¢(x,¢)/p(x,7). Remplanzando

o (x,1) por & (x,t)p(x,7) en la ecuacién (1.3) y usando la ecuacién de continuidad a—lt) +div(pU) =0,

se llega a:
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9(5p)

=2 = —div(&pU) (1.4)
p%e 1£% — _pu.div() - &div(pU)
%Jru.div(g) - _g (aa—’t)eriv(pU):o
%~ v, (1.5)

Las ecuaciones (1.4) (forma conservativa) y (1.5) (forma advectiva) son equivalentes. El término
adimensional ¥ (x,#) se conoce como razén de mezcla y es muy usado en quimica atmosférica [23].
Aunque no es objetivo de este trabajo considerar el caso de un fluido compresible (divergente), esta
claro que podemos usar la ecuacion (1.4) para este fin, con la particularidad de tener que incluir la
densidad en la ecuacién. Como en este trabajo se asume que d_lt) = 0y por lo tanto p(x,7) = Const.,

en lo adelante podemos asumir que p(x,¢) = 1 para simplificar los cdlculos.

Para analizar las propiedades de la ecuacion advectiva es muy til analizar el caso unidimensional:

¢ ¢

—=-U— 0)= 0,1 1.6

ot ox ¢(x7 ) (PO(x)v XE[, ]7 (1.6)
con U = Const. > 0 y condiciones de frontera ciclicas @(x,7) = ¢(x £ 1,¢7). A pesar de la
simplicidad de la ecuacién (1.6), esta no estd muy alejada del problema advectivo longitudinal que

aparece como resultado de la geometria esférica (ver 2.1.3).

Es sencillo verificar que la expresion ¢ (x,t) = @o(x — Ut) es solucion de la ecuacioén (1.6). Es
decir, ¢(x,7) no es mas que la condicion inicial ¢p(x) trasladada a un distancia Ur. Lo anterior
quiere decir que la forma de ¢y(x) se preserva, y por lo tanto, también se conservan las magnitudes

1 1 1 1
/ Po(x)dx = / ¢ (x,t)dx (masa) y / Po(x)%dx = / o (x,1)dx (norma I,) para t > 0. Lo anterior
0 0 0 0

es extensible al caso multidimensional, siempre y cuando se tenga que o = (. También es posible

demostrar que se cumplen los principios de positividad y maximo [18]:

¢(x,0) >0 entonces @(x,r)>0;¢t>0  (positividad) (1.7)
rrgcin{d)(x, 0)} < @(x,7r) <max{¢(x,0)} (méximo) . (1.8)

La ecuacion de adveccion supone un gran reto desde el punto de vista numérico. Por ejemplo, no
es nada trivial construir un esquema numérico que conserve la masa y la norma /;, al mismo tiempo
que preserve la forma [18,22].



4 CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ADVECCION-DIFUSION

1.1.2 Término difusivo: div(uVe)

Para explicar este término, nos remitiremos a la ley de Fick [24], que postula que si en un medio se
tiene una sustancia con concentracion ¢ (x,7), entonces existira un flujo de masa desde los puntos de
mayor concentracion hasta los punto de menor concentracion. La velocidad de este flujo viene dada
por la formula —uV¢, donde p(x,t) es el coeficiente de difusion y el signo negativo significa que
el flujo se produce en sentido contrario al gradiente. Las unidades de u son m? /s, por lo tanto, las
expresiones —V¢ y ¢U son completamente andlogas. La primera es el flujo debido a la adveccién y
la segunda debido a la difusion. Dicho lo anterior, podemos proceder de la misma forma que el caso
advectivo para llegar a:

8_¢ =div(uVve) . (1.9

ot
La ecuacién (1.9) corresponde al caso de difusiéon pura y no es mas que la formulaciéon de la
segunda ley de Fick [24]. Generalmente se suele hacer una distincién entre difusion molecular,
donde p(x,t) depende de factores como la temperatura, la viscosidad del fluido y factores a escala
molecular; y difusion turbulenta, determinada por movimientos rapidos y cadticos del fluido [22].
En la atmdsfera (como en el resto de los fluidos), la difusion turbulenta puede ser varios 6rdenes de
magnitud mayor que la difusion molecular. Determinar el valor u en la atmésfera es bastante

complejo, y por lo general, dichos valores se obtienen de manera empirica [25-27].

Para arrojar algo de luz acerca de las propiedades de la ecuacién de difusién, nos concentraremos
en el caso unidimensional (andlogo al problema advectivo (1.6)):

d 02
W nZl 0=k . )= hxE D) (1.10)

con i = Const. > 0.

Aplicando el método de separacion de variables [28] al problema (1.10), se llega a la siguiente
solucioén analitica:

O(x,r) = Y Cre tHm K 2mikx (1.11)
keZ
1 .
C, = / 0o (x) ™y | (1.12)
0
donde 2 = —1 y las funciones 2™k forman un base ortonormal (arménicos de Fourier [21]) en el

espacio [0, 1] (funciones de cuadrado integrable en el intervalo [0, 1]).

Le expresion (1.11) indica que todos los arménicos con frecuencia k # 0 decreceran su amplitud
. . 272
en valor absoluto de manera exponencial, es decir, |Cy| < |Ck|e_4“7r K para t > 0. Por lo tanto, a
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diferencia del problema advectivo, en el problema de difusion pura, la norma /,, en general, no se

conserva. Para comprobar lo anterior, consideremos la condicién inicial ¢o(x) = >™**, para la que se
obtiene de manera directa la solucién
272 : 272
(P(X,t) — 674/171' k tekax — 674/171' k I(Po(x) ,
y por lo tanto se tiene que:
: 2 VT aume 2
| oo ax < [ e gy )] (1.13)

La relacion anterior es una igualdad para k = O (frecuencia 0) y una desiguladad estricta para k 7~ 0,
por lo tanto, la norma /, es decreciente para t > 0.

Otra consecuencia directa de la relacion (1.13) es que el coeficiente de difusion u tiene que ser
mayor o igual que cero, de lo contrario, la norma /; de la solucién crecerd exponencialmente, dando
lugar a un problema inestable. De la misma forma que en el problema de adveccion, en este caso
también se preserva la masa total y se cumple el principio de positividad.

1.1.3 Fuentes y decaimiento exponencial: f(x,t) y o(x,t)¢

La expesion f(x,7) no es mas que la cantidad de masa por unidad de tiempo y volumen (tasa de
emisién) que se agrega (f > 0) o se elimina (f < 0) del dominio. Por medio de f(x,7) se modelan
las distintas fuentes que emiten algin contaminante. Estas fuentes pueden ser puntuales (ej.:
fabricas, refinerias, pequefias industrias, etc.), lineales (ej.: emision de vehiculos a lo largo de una
carretera) o espaciales (complejos industriales, grandes incendios forestales, ect.).

El término o (x,#)¢ estd relacionado con la disminucion de la concentracion @ (x,¢) debido a varios
procesos quimicos y fisicos. Si analizamos el caso de 6(x) constante, entonces la ecuacién

d
2 160=0. 9(x0)=9"(x),

admite la siguiente solucion:
¢(x,1) = 9°(x) exp(—ot) .

La ecuacién anterior muestra que o(x,7) es la tasa de decaimiento exponencial de ¢(x,¢) con
respecto al tiempo. Nétese que se asume que o (X,7) > 0, de lo contrario, el valor del ¢(x,¢) crecerd
exponencialmente.

Algunos ejemplos de procesos que implican un decaimiento exponencial de ¢(x,z) son:
deposicidn, degradacion por efecto de la luz ultravioleta y reacciones quimicas.
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1.2 La ecuacion de adveccion-difusion sobre la esfera

En este seccion se demostrard que el problema de adveccion-difusion sobre la superficie de una esfera
es un problema bien planteado. Por lo anterior, se entiende que la solucidn existe, es tnica y es estable.

1.2.1 Planteamiento del problema

Consideremos la ecuacion (1.1) sobre la superficie S de una esfera de radio a:

D LUVo o0V (V)= f . $(x.0)=0"(x). (1.14)

donde x = (A, ¥) es un punto sobre S con longitud A y colatitud 9, y el operador gradiente V viene
dado por:
1 dp, 1dp

grad{p(x)} =V-p(x) = asinﬁﬁﬂu_aﬁé (1.15)

‘ 1 9 1 Jd(ggsind
div{q(x)} =V-qx) = —=o aqf asin® <qgﬁ L,

donde p(x) es una funcién escalar y g(x) = {g; (x),gs(x)} un funcién vectorial.

(1.16)

La velocidad U(x,t) se considera no divergente (V -U = 0) y viene dada por
U(x,t) = {u(x,7),v(x,7)}, donde u(x,?) es la componente zonal del viento y v(x,#) la meriodional.

Es facil demostrar que la solucion de (1.14) satisface la ecuacion de balance

%/Sq)dS:/Sde—/SGq)dS (1.17)

y la ecuacidn integral
J 2 2 2
E/¢ dS—i—Z/(Gq) +ulve| )dSzZ/f¢dS, (1.18)
S S S

donde / ¢2dS es la norma cuadrada en el espacio Hilbert L,(S), de todas las funciones de cuadrado
S

integrable sobre S. De acuerdo con la ecuacién (1.17), la masa total / ¢dS crece cuando (f >0)y
S
decrece cuando (o > 0; f < 0). Por otra parte, en ausencia de fuentes (f = 0) y disipacién (¢ = 0),

la masa total se conserva. Si solo consideramos que (f = 0), entonces la masa total [ ¢dS y la
S

norma / ¢2dS decrecen con el tiempo (ver ecuaciones (1.17) y (1.18)). Por dltimo, cuando se tiene

que (f = 6 = u = 0) se conservan tanto la masa total como la norma, en este caso estamos ante un
problema de adveccion pura.
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1.2.2 Existencia, unicidad y estabilidad de la solucion

La existencia y unicidad de la soluciéon de un problema matematico siempre es una condicion
deseable. Evidentemente, que la solucidn exista y sea tnica, no aporta informacién particularmente
util en cuanto a como encontrarla (ya sea analiticamente o numéricamente). Sin embargo, la
afirmacién contraria si es una sentencia de fracaso para cualquier intento de resolver el problema.
Por otra parte, la estabilidad de la solucién es también de vital importancia, si un problema es
inestable analiticamente, probablemente se podrd hacer muy poco desde el punto de vista numérico.

A continuacién se demostrard que el problema (1.14) tiene solucién tnica y estable. Para
hacerlo, es necesario introducir algunos conceptos que serdn utiles més adelante.

Considere el dominio Q =S x [0,T] (x € Syt € [0,T]) y definamos el espacio de Hilbert L,(Q)
de las funciones reales en Q, con producto interno

(f.8)= [ Fx.0)g(xdsd (119
Q

y norma
gl = (g,8)"/*. (1.20)

Sea M el conjunto de funciones ¢ (x,?) que pertenecen al espacio C>(Q) de funciones dos veces
diferenciables en Q, que safisfacen que ¢ (x,0) = 0 y tienen norma finita:

1/2
I9lln = (19l +11v6]2)""
Introduzcamos en M el producto interno

y denotemos por H(Q) el espacio de Hilbert formado por la clausura de M en la norma (1.21) (norma
H en lo adelante).

(1.21)

Lema 1. Para cada funcion g(x,t) € H(Q), la norma |g|u es equivalente a la norma:

1/2
(lsl+ l1sl) 2.
Demostracion. Basta con demostrar que se cumple que
1/2
(el +lgliz) < Cligl - (1.23)
1 dg(x,T
donde C € R". Debido a que g(x,0) = 0, se puede escribir g(x,7) = / %dr y por lo tanto:
0
2
2= Z%d dsdr < T? 2 < T2 0|2 1.24
lel? = [ { ) Sav} dsie <Tja| < Talf;. (1.24

Usando ||g||> < T?||g||%, se llega a que la desigualdad (1.23) se satisface paraC = v/1+T72. B
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Por ultimo, definiremos el espacio de funciones V, formado por todas las funciones de la forma

t
g(x,1) = /O w(x,7)d7, (1.25)

donde y(x,t) € H(Q). El conjunto V es denso en H(Q), debido a que M es denso en H(Q), y la
clausura de V en la norma (1.21) contiene al conjunto M.

Debido a que la ecuacion general (1.14) es lineal, podemos asumir sin pérdida de generalidad que:

¢(x,0) =¢°(x)=0.

Definicién 1. Una funcién ¢(x,7) € H(Q) se dice que es una solucion generalizada de (1.14) si
satisface la identidad:

<¢t,gt€7&> + <HV¢,V8167&> + <G¢agz€75t> + <U : V¢>gt€76[> = <f7 gzef&> ) (1.26)

para cada funcién g(x,7) € V y cierto & > 0.

Como ¢(x,7) € H(Q) y g(x,t) € V, todos los términos en la identidad (1.26) son significativos.
La identidad (1.26) se obtienen multiplicando la ecuacién (1.14) por la funcién g,e*& y luego
integrando por partes en Q. La solucion definida de la forma anterior es una generalizacion de la
solucion clésica del problema. Si ademads, asumimos que ¢ (x,¢) es lo suficientemente suave (si todas
sus derivadas son continuas hasta el segundo orden), entonces estamos ante la solucion clésica del
problema. Notese que cuando g;e“s’ =1ly gte_& = 2¢, la identidad (1.26) se reduce a la
ecuaciones (1.17) y (1.18) integradas en el intervalo [0, T].

Teorema 1. Sea V-U=0, f(x,t) € Lr(Q) y

B:mQaX{,u,|,ut|,G,]U\}<oo; Oc:mén{,u,cr}>0. (1.27)

Entonces el problema (1.14) tiene solucion generalizada vinica ¢ (X,t) en H(Q), y ademds, esta es
estable ante variaciones de f(X,t) y las condiciones iniciales.

Demostracion. 1. Existencia de la solucion. Usaremos el método funcional para demostrar la
primera parte del teorema: la existencia. Denotemos por a;(¢9,g), i = 1,2,3,4 a los miembros de la
parte izquierda de la ecuacion (1.26) y como as(f,g) a la parte derecha. Para un g € V dado, cada
ai(¢,g) (i=1,2,3,4) es un funcional lineal acotado de ¢ en H(Q), es decir:

a1 (0,8)| = [(9r, 8¢~ < llgee™ |- 190]l < Cr (&) ]l (1.28)

a2(9,8)| = [(uV9, Vere™ )| < Bl|[Vare |- [IV9]| = BIVye |- [V

(1.29)
< BVl -[IVel < BlIVWllz - Vol < Ca(g)ll¢lla
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a3(9,8)| = (09, gre %) < Bllglle - 191l < C3() 10|21 (1.30)

las(9,2)| = [(U- V9, ge ) < Bligll- |91l < Calg) 9]l , (1.31)

donde y = g; € H(Q) debido a (1.25). Por lo tanto, segin el teorema de Riesz [29], el i-ésimo
funcional se puede representar como

ai(¢7g):<¢agi>H 5 i:17273747 (132)

donde g; se determina de manera dnica en H(Q) (i = 1,2,3,4). La correspondencia g — g; define
un operador A; actuando desde V hacia H(Q): gi = Aig (i =1,2,3,4).

Ademads, f(x,t) € Lp(Q) y por lo tanto, debido al Lema 1, f(x,#) € H(Q). Entonces, para un
f(x,t) € L,(Q) fijo, el término as(f,g) es también un funcional lineal acotado sobre H(Q):

as(f.8)| = |(f.ge )| < |£]1- llgell < Cs(f)lgll -
Por lo tanto, segin el teorema Riesz [29], se tiene que

as(f,g) = (R,&)u , (1.33)

4

donde R queda determinado univocamente en H(Q). Sea el operador A = ZAi’ con dominioen V e
i=1

imagen en H(Q), entonces la identidad (1.26) puede ser escrita como:

<¢7Ag>H = <Rag>H . (1.34)
Para completar la primera parte de la demostracion, solo es necesario probar el siguiente Lema.

Lema 2. Sea G C H(Q) la imagen del operador A. Entonces el operador inverso A~ definido sobre
G existe y es acotado.

Demostracion. Basta con demostrar que

(8,A8)n > e (g, g.)m , (1.35)

| =

para cada g € V y algin 6 > 0 suficientemente grande. En efecto, segin (1.35), Ag = 0 implica que
g =0, entonces A~ ! existe y es acotado:

A—l 2
|A™" |1 = sup {M} = sup {ﬂ} < Sup{ (g, 8)u } <257 | (1.36)

weG U [Iwlle oev Ulgllu-lAglla ) — gev (g A8)H

donde w = Ag.
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Ahora vamos a demostrar la desigualdad (1.35). Debido a que g € V, g(x,0) = 0, entonces:

— &t _5?
ay(g,g) = (gr,ge ) = Hg;e 2 (1.37)
_ 1
ax(s.8) = (uVg.Vgre ) = 2¢ T [ u(x.T)Ve(x.T)Pds
s
5 1 1 5,112 (1.38)
—I——/ H\Vg\ze_5’d5dt——/ut]Vg|2e_5tdet2 —(Sa—ﬁ)HVg-e_ff
2 Jo 2Jo 2
oy o OO ~51?
a3(8,8) = (0Vg, Vgie ) > °F Ve (1.39)
Para el término a4(g, g) usaremos la e-desigualdad:
2
a4(g,g)=<U Vg, gie 5’> <8ng 2 + HVge B (1.40)

1
Escogiendo € de tal manera que 1 — € > R y 0 lo suficientemente grande para que se cumpla que

B B._1 .
S+ Sy > = :
606 2( 28) 2, se tiene que

_8,2
gre ?

2) (1.41)

4
(¢,A8)H Z (g:8) >Zazgg |a4(g,g)|2(1—8)‘

{Sa—E(H }HVge 3 22%(‘

2
L) 2 1 o7
> Se " (llgil* + 1 Vel %) = 3¢ " {8.8)u

La dltima igualdad se deduce de la ecuacion (1.21). Finalmente, con la desigualdad anterior queda
demostrado el Lema 2. B

2 5
+ ”Vge_ft

3,
gre 2

Ahora podemos seguir con la demostracién del Teorema 1. Por continuidad, el operador A~! estd
definido en la clausura de G (G) en la norma (1.21). Sea L el complemento ortogonal del conjunto
G en H(Q). Podemos extender A~! a todo H(Q) definiendo A~'w = 0 para w € L. Como resultado
se obtiene el operador acotado A~! definido sobre todo el espacio H(Q), tal que ||A~" |y < 2¢°7.
El operador adjunto (A’l)* a A~ esta univocamente definido y su norma coincide con la de A=,
Haciendo Ag = w con w € G, y usando la ecuacion (1.34) se obtiene:

<¢7W>H = <¢7Ag>H = <R7g>H = <R7A_]W>H = <¢7A_1W>H . (1.42)

En lugar de buscar la solucién ¢ de la ecuacion (1.34) cuando w € G, lo que se hard es imponer
una condicidén mds restrictiva, suponiendo que se cumple que

(@, whi = (R, (A" )w), = <(A—1)*R,W>H , (1.43)
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para cualquier w € H(Q). Lo anterior se cumple si y solo si ¢ = (A*I)*R. Usando la expresion
anterior para ¢, se satisfacen la ecuacion (1.42) y la identidad original (1.26), con lo que queda
demostrada la existencia de la solucién generalizada.

2. Unicidad de la solucion y estabilidad: Sea ¢ (x,7) € H(Q) una solucién generalizada del problema
(1.14), entonces

g(x,1) = /0 t¢(x, 7)e%%dt (1.44)

pertenece a V. Sustituyendo g(x,7) en (1.26) se llega a la siguiente relacién

1
10 D)Ly + VO < [0(x.0)[Z,(5)+ (£, 6) - (1.45)

donde
06x1) 5 = [ 9%

De la desigualdad (1.45) se llega a

1
—||¢(X T)lIz,s) +OCHV¢H2< omax [19(x,7)llLys) (ﬁ!|f||+§\|¢(x,0)HL2(s)
, (1.46)

N—— ——

1
< Iolo (VI + 3 106x.0)s

donde

610 = max [9(x,7) 1,5+ VI (147)

es la norma energética en un espacio de Banach [30]. Usando el hecho de que cada término a la
izquierda de la desigualdad (1.46) no es mayor que el término a su derecha, podemos establecer que

2
olo< (5 +v2) (VI 51000 ). (1.43)

La desigualdad anterior relaciona la norma (1.47) con las normas de f(x,¢) y la condicién inicial
¢ (x,0) = ¢°(x). Como el problema (1.14) es lineal, la relacién (1.48) también implica la unicidad de
la solucion generalizada y su estabilidad con respecto a las perturbaciones del forzamiento 6 f(x,¢) y
de la condicidn inicial d¢(x,0) respectivamente:

2
30lo< (5 +v2) (VTI871+ 518000l )- (149

Lo anterior completa la demostracién del Teorema 1. B
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1.3 Meétodos numeéricos

La literatura dedicada a los problemas de adveccién, difusiéon o al problema combinado de
adveccion-difusion es notablemente extensa. En esta seccién nos limitaremos a mencionar aquellos
que estan mas relacionados con este trabajo. Para una revision mds general sobre este tema, se
recomiendan las referencias [18,23,31].

La ecuacion (1.1) estd planteanda desde el punto de vista Euleriano, es decir, el fenOmeno se
describe desde el punto de vista de un observador fijo en el espacio. Por lo tanto, en el punto de vista
Euleriano cada variable depende del tiempo ¢ y de la coordenada espacial x definida en cierto
sistema de referencia. Por otra parte, también es posible describir el fenémeno desde el punto de
vista de un observador que se mueve junto con la parcela de fluido P, a esto se le conoce como
descripcion Lagrangiana. En este caso, las propiedades de cada parcela de fluido solo dependen del
tiempo ¢, al igual que la posicién x(¢) de la parcela en si misma, esto es P;(7,x(t)).

Los dos enfoques anteriores han sido tratados desde el punto de vista numérico. Los métodos
numéricos Lagrangianos han demostrado dar buenos resultados, aunque suelen ser muy costosos
computacionalmente cuando el nimero de parcelas a considerar es muy grande [23]. La relativa
eficiencia de los métodos Eulerianos y su facil implementacién computacional [18] han hecho que
estos sean los preferidos para el problema de adveccion-difusion, en particular en la modelacién
atmosférica [23].

A continuacion se comentan algunos de los esquemas numéricos mas usados.

1.3.1 Algunos niimeros adimensionales importantes: CFL, D y Pe

Antes de comenzar con los diferentes métodos numéricos para el problema de adveccion-difusion,
introduzcamos tres nimeros adimensionales que juegan un papel muy importante en esta area:

At
D = (Zx)z, (1.51)
Pe — % (1.52)

En las férmulas anteriores, |U| es el valor absoluto de la velocidad, u el coeficiente de difusion y Ar
y Ax son las escalas espaciales (resolucidon espacial) y temporales (resoluciéon temporal) del
problema.
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El nimero CFL (ntiimero de Courant-Friedrichs-Levy [22,32]) tiene una importancia central en
los métodos numéricos dedicados al problema de adveccion pura. Por ejemplo, la mayoria de los
métodos explicitos son inestables para CFL > 1 (esta relacion puede variar en dependencia de cada
esquema en particular). Incluso cuando existen métodos incondicionalmente estables, también es
deseable mantener valores pequeios de CFL para garantizar buenos resultados [1,2]. El nimero D
tiene un papel andlogo a CFL, pero para el problema de difusiéon pura [22]. Por lo general, es
necesario que D < 0.5 (esta relacion puede variar ligeremente) para garantizar la estabilidad con
esquemas explicitos [18,22,31].

Por dltimo, el nimero Pe (nimero de Peclet [22,31]) mide la importancia relativa de los términos
advectivo y difusivo en la ecuacién de adveccion-difusion. De la ecuacion (1.52) se deduce que
valores grandes de Pe corresponden a un predominio de la parte advectiva, mientras que valores
pequefios de Pe, corresponden a un predominio de la parte difusiva. En concreto, para Pe > 10
se considera que el problema es predominantemente advectivo y para Pe < 0.1 predominantemente
difusivo [22]. Un buen método numérico para el problema de adveccion-difusion deberia dar buenos
resultados para un gran rango de valores de Pe, algo muy dificil de lograr en la practica [31].

1.3.2 Diferencias finitas

Desde el punto de vista histérico, las diferencias finitas fueron los primeros esquemas desarrollados
para el problema de adveccion-difusion. Lo anterior se debe a su simplicidad y fécil
implementacién. Cualquier esquema de diferencias finitas se basa en discretizar el problema
continuo en una serie finita de puntos sobre el dominio de definicién de la solucion.

Para concretar, consideremos el caso unidimensional del problema de adveccion-difusion con
fronteras ciclicas, donde la velocidad U y el coeficiente de difusion (> 0 son constantes:

G +UG+00—Upo=f, t€[0,T], x€]0,1]. (1.53)

Sea el conjunto de puntos (f,,x;) (n =0,...,N; j=0,...,M — 1) donde t, = nAt, x; = jAx,
At =T/Ny Ax =1/M. Los puntos (t,,x;) definen una rejilla uniforme en [0,7] x [0,1] donde se
puede plantear el problema discreto

1 =95 i1 207 05

¢7.l+l_¢r.1 = .
/ L+U +09) —u e

At 2Ax

= f1, (1.54)
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con:
07 = ¢(jAx,nAr) (1.55)
i = f(jAx,nAt) (1.56)
% = ¢c(x,1) +0(AX) (1.57)
i 22)2”(])” = ¢u(jAx,nAt) + O(Ax?) (1.58)
¢’+1’At i _ ¢, (jAx,nAt) + O(Ar) . (1.59)

El sistema discreto (1.54) constituye una aproximacion de la ecuacion continua (1.53). Por lo
tanto, el problema original (1.53) se reduce al problema discreto (1.54). Despejando (l)J'.”rl en (1.54)
se obtiene

1UA:
1 1
O = gt = ST G — 0 AOO) (9~ 20] + 0~ A (1.60)
La ecuacion anterior proporciona un esquema explicito para resolver numéricamente el problema

(1.53) con un error espacial y temporal que viene determinado por las aproximaciones que se usan
para las derivadas espaciales y temporal (ecuaciones (1.57), (1.58) y (1.59)). En resumen, podemos
generalizar el procedimiento anterior para obtener una variedad de esquemas de diferencias finitas en
dependencia de las férmulas que se usen para aproximar las derivadas de la ecuacion continua. Con
frecuencia, es mas conveniente tratar el problema semidiscreto:

do; 1 U

S = S (01 = 0) T 00+ 5 (951 =20+ 951~ (L.61)
donde ¢;(r) ~ ¢ (jAx,1)y fj( ) &~ f(jAx,t). La ventaja de la ecuacién (1.61), es que permite tratar el
problema como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Las diferencias finitas tienen como principal ventaja que es relativamente sencillo desarrollar
esquemas con un alto orden de aproximacién [33], asi como implementarlos en sistemas de célculo
distribuido [34]. Por otra parte, en general no es sencillo garantizar la conservacion de la masa total
con diferencias finitas [12,22]. Lo anterior es una consecuencia directa de discretizar el problema en
una malla puntual.

Algunos ejemplos de la aplicacion de diferencias finitas sobre una esfera se pueden encontrar
en los trabajos [35-38]. En los ejemplos anteriores, los autores evitan definir sus esquemas sobre
una rejilla regular esférica. Esto se debe a que la convergencia de los meridianos en los polos crea
serios problemas de estabilidad cuando se usan esquemas explicitos como el (1.60). Lo anterior
se explica porque los valores de CFL y D aumentan considerablemente en las dreas cercanas a los
polos (problema polar). Para evitar el problema anterior, se usan formas alternativas de discretizar el
dominio [35-38].
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1.3.3 Métodos espectrales

Los métodos espectrales se basan en considerar la representacion espectral de la solucion en cierta
base. En el caso de la geometria esférica, la solucién ¢(x,7) puede ser representada como una
combinacién lineal de armonicos esféricos. La cantidad de arménicos usados determinard la mdxima
frecuencia de ¢(x,7) y por ende, la resolucion espacial. Con ¢(x,) definida de esta forma, el
problema se reduce a encontrar los coeficientes de dicha combinacion lineal, lo que se hace de
manera eficiente con la ayuda de la Transformada Rdpida de Fourier (FFT) [39]. Las
referencias [40—43] contienen una amplia informacién acerca de este tipo métodos para los casos
concretos de modelacion atmosférica.

Los métodos espectrales (basados en armoénicos esféricos), tienen la ventaja de poder usar una
rejilla esférica uniforme y a la vez evitar los problemas asociados a la convergencia de los
meridianos en los polos [44]. Por otra parte, estos métodos pueden ser costosos
computacionalmente, especialmente a altas resoluciones. Lo anterior se debe al costo de calcular las
transformadas de Fourier y Legendre [44], asi como la dificultad de paralelizar este
proceso [39,44,45].

1.3.4 Métodos semilagrangianos

Los métodos semilagrangianos son ampliamente usados en las ciencias atmosféricas [46-53]. En
esencia, este tipo de métodos consisten en resolver el problema sobre una rejilla fija (enfoque
Euleriano), mientras que para avanzar desde el tiempo ¢ al tiempo t 4 Az, se sigue un enfoque
Lagrangiano. Para ilustrar la idea anterior, considere la ecuacién de adveccion para U = Const. > O:

29 _ 99
E 8x (1.62)

discretizada en una malla uniforme como lo que se muestra en la Fig. 1.1.

Segtin el enfoque Lagrangiano, podemos considerar cada nodo de malla x; como parcelas que se
desplazan en la direccion del flujo a una distancia UAf en el lapso de tiempo A¢. Segun lo anterior,
para el caso representado en la Fig. 1.1 podemos plantear que q)”“ = ¢*. En general, el punto x*
no coincide con ningdn punto de malla (ver Fig. 1.1), por lo que es necesario usar algin tipo de
interpolacion para encontrar ¢*. Usando interpolacion lineal en el segmento [x;_1,x;] se obtiene el
siguiente esquema semilagrangiano:

‘PHI—‘P = ¢j (1_UAI> ¢j—1(UAt) ¢j — AIU<¢ Ax > (1.63)

El esquema anterior también puede ser interpretado como un esquema en diferencias finitas de
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(L 1)
" — itz
(Z) 1 S
/ U[At
n — U
4
Ax Ax Ax
' ES
Xj—2 Xj—1 X Xj Xj+1 Xj+2

Fig. 1.1: Representacion esquemdtica de un esquema semilagrangiano.

. L ) UAt o
primer orden. Note ademds, que teniendo en cuenta que CFL = v podemos escribir:

o/ =¢* = ¢} (1-CFL)+ ¢} CFL. (1.64)

Segtin la expresion anterior, el valor de ¢* es calculado por interpolacion para CFL < 1y por
extrapolacion para CFL > 1. Lo anterior explica, al menos de manera intuitiva, por qué es necesario
que CFL < 1 para mantener la estabilidad del esquema. Por otra parte, el razonamiento anterior
sugiere que es posible estabilizar el esquema usando mas nodos para obtener el valor interpolado ¢*.
Esta idea es usada en los trabajos [54, 55] para obtener esquemas explicitos e incodicionalmente
estables. En [56] se puede encontrar la aplicacion de estos esquemas al problema advectivo en
geometria esférica.

Los métodos semilagrangianos se aplican con mayor frecuencia al problema de transporte
advectivo. Su mayor ventaja es que poseen condiciones de estabilidad menos restrictivas que los
esquemas FEulerianos, 1o que permite usar pasos temporales mas grandes. Por otra parte, estos
métodos no son conservativos per se, por lo que es necesario usar técnicas para garantizar la
conservacion de la masa total [57-59]. También es posible eliminar este problema usando
volimenes finitos para discretizar el dominio (ver seccion 1.3.5), en lugar de una rejilla puntual.

El esquema (1.63) es estremadamente sencillo. Sin embargo, para problemas bidimensionales o
tridimensionales con velocidades variables, las estrategias para encontrar el punto x* (punto de
partida) pueden ser muy complicadas y aumentan bastante el costo computacional del esquema. Adn
asi, los métodos semilagragianos siguen siendo de los més usados para el problema de transporte en
las ciencias atmosféricas [57].
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1.3.5 Volumenes finitos

Los volumenes finitos son mas una forma de discretizar la ecuacion en derivadas parciales que un
nuevo método en si. Podemos agrupar aqui todos los esquemas numéricos que usan los valores
medios de las magintudes sobre cierto volumen V;, en lugar de sus valores puntuales. Consideremos
la ecuacion (1.6) que se tom6 de ejemplo en la seccién 1.3.2:

O+UP+00 — Uy = f. (1.65)

Integrando por x en [0, 1] se obtiene:

%/Ol(pdx:—/()1U¢xdx—/olG¢dx+/()1u¢xxdx+/()1fdx. (1.66)

Dividamos el dominio [0, 1] en N segmentos V; de longitud Ax = 1/N, centrados en los puntos x; =
(j+ %)Ax (j=0,1,...,N —1). La ecuacion integral (1.66) también serd vélida para cada segmento
Vj, esto es:

1 x 4+ x m

+1 Xl

5 71""’6— /U‘dex— /20¢dX+/u¢xxdx+/fdx, j=0,. . N—1. (167

X,
j—

Bl—
m\
D=
N\
N\

Calculando cada una de las integrales de la ecuacion anterior se llega a

a_.
a0 = v {oy -0 b -ondi {00,400, ] A,
20; ¢ ¢ 1 - ((px) 7_(¢x)'_i -
o= v e (168)

donde j=0,...,.N—1,y

l+2

/ Odx fj / fdx

7

l\)\

son los valores medios de ¢ (x,t) y f (x,t) sobre el segmento V; (volumen finito), mientras que ¢, 1
y () 1 1 son los valores puntuales de ¢ (x,7) y ¢.(x,?) en las fronteras del segmento V;.

La ecuacion semidiscreta (1.68) es la representacion en volumenes finitos del problema original
(1.65). Para llegar a (1.68) no se hizo ninguna aproximacion, por lo tanto, es una representacion
exacta del problema original. Las distintas estrategias que se usen para aproximar las magnitudes
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(¢x)j 4Ly (p/. .1, asi como la integracion temporal, definiran los distintos tipos de esquemas de
2 J2

numéricos. El procedimiento anterior puede extenderse a dos y tres dimensiones de manera muy
sencilla. En el caso general, las integrales sobre los volimenes finitos se calculan usando el teorema
del valor medio y de la divergencia [31].

Para el caso particular de f = ¢ = 0, podemos escribir la ecuacién (1.68) de una manera mas
sencilla e intuitiva:
¢ ady  pady diff _ pdiff
o (FH% _F/‘—%> A\ i 1)
donde F“¥ = ¢U (flujo advectivo) y F¥“// = u¢, (flujo difusivo). La notacién anterior se suele usar
con mucha frecuencia en literatura de volimenes finitos [18,31].

La mayoria de los métodos de volimenes finitos dedicados a la ecuacion de adveccion-difusion,
estdn méas enfocados en el problema advectivo que en el difusivo. Desde el punto de vista numérico,
la ecuacién de adveccion supone un reto mayor que la de difusion [18,22]. Aspectos deseados como
la positividad o evitar la aparicién de dispersion numérica, son particularmente dificiles de lograr en
el caso advectivo [18,22,23]. La forma de solventar la mayoria de los problemas que surgen del
problema advectivo, se basan en calcular de manera adecuada el flujo F9? = ¢U en las fronteras de
cada volumen finito.

En general, calcular de manera adecuada los valores de F°?, implica aplicar alguna estrategia
no lineal. Esta idea tiene sus origenes en la familia de métodos conocidos como FCT (Flux
Corrected Transport) [60, 61]. Mas adelante, los trabajos de Van Leer [62—64] dieron origen a los
métodos conocidos como TVD (Total Variation Diminishing). Los TVD han sido ampliamente
estudiados y constituyen una de las mejores alternativas para evitar problemas como la ocurrencia de
oscilaciones no deseadas y valores negativos en las soluciones numéricas [65—68].

Es necesario destacar, que la implementacion de técnicas como TVD traen consigo un alto costo
computacional [31]. Tampoco estas técnicas corrigen los problemas de estabilidad, ni tienen un
impacto especialmente importante en la exactitud del esquema. Por ejemplo, en los casos de
adveccion-difusion donde se tenga que Pe < 2, es posible usar un esquema lineal sin que se
produzcan oscilaciones indeseadas de la solucién, ni se viole el principio de positividad (tal como se
demuestra en [18], seccion 3.4).

1.3.6 Discretizacion del dominio esférico

Existen diversas formas de discretizar el dominio esférico y ain es un tema de gran interés [35, 36,
38,69-73]. El tipo de rejilla que se use puede tener efectos importantes en la la exactitud del método
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numérico, en la conservacion de la masa, la estabilidad o la paralelizacion de los cédlculos. Por otra
parte, la discretizacion espacial estd estrechamente ligada al método numérico en si. Por ejemplo,
una rejilla regular esférica (Fig 1.2a) es muy conveniente para los métodos espectrales mientras que

puede ser muy mala opcién para métodos de diferencias finitas.
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Fig. 1.2: Algunos ejemplos de rejilla latitud/longitud. Rejilla regular esférica (a), Kurihara [38] (b) y

Rasch [69] (c).

El dominio esférico plantea retos adiciones a la hora de construir una buena discretizacién. Lo
anterior se puede resumir en la siguiente afirmacion: es imposible discretizar la superficie de una

esfera manteniendo uniformidad, ortoganilidad y a la vez evitando los puntos singulares (polos).

Las rejillas del tipo latitud/longitud (Fig. 1.2) son las mds populares para los problemas de
modelacién de transporte de contaminantes. Dos ejemplos notables son las propuestas por
Kurihara [38] (Fig. 1.2b) y Rasch [69] (Fig. 1.2c). La idea aqui es reducir el nimero de celdas
(rejilla esférica reducida) a medida que nos acercamos a los polos en aras de aumentar su ancho, y



20 CAPITULO 1. EL PROBLEMA DE ADVECCION-DIFUSION

por consiguiente, proporcionar condiciones de estabilidad menos restrictivas en el caso de esquemas
explicitos. La idea de reducir el nimero de celdas cercanas a los polos también es usada en [41] para
reducir el costo computacional en el contexto de modelos espectrales.

Ademas de las rejillas latitud/longitud existen otras variantes mas complejas como las rejillas
icosaédricas [70] o hexaédricas [71], que dividen la superficie esférica de manera uniforme (o casi
uniforme en el caso de [70]). Este tipo de rejillas no es ortogonal y no tienen ninguna relacion con
las coordenadas esféricas. Por otra parte, no sufren de los problemas asociados a la presencia de las
celdas polares. Para una revision mds profunda acerca de este tema se puede consultar [74].

En el préximo capitulo se describird el modelo AdvDiff2D, el cual cuenta con dos algoritmos de
integracion temporal. El primero y principal, es incondicionalmente estable y usa una rejilla regular
esférica como la mostrada en la figura 1.2a. El segundo es un método monétono y condicionalmente
estable, por lo tanto serd necesario introducir una nueva rejilla para evitar los problemas de estabilidad
(ver seccién 2.2.3).



Capitulo 2

Materiales y métodos

En este capitulo se describe en detalle el algoritmo CN-DIM-SPLIT [1] (base del model AdvDiff2D)
y se demuestran cada una de sus propiedades. También se presenta un esquema explicito y
monétono (RK2-TVD-DIM-SPLIT), como una alternativa para problemas predominantemente
advectivos. Finalmente se discuten los detalles de la implementacién de AdvDiff2D, asi como la
estrategia para la paralelizacion de los calculos.

2.1 Elalgoritmo CN-DIM-SPLIT

El algoritmo [1] es la base del modelo AdvDiff2D. A continuacidn, se describird dicho algoritmo y
se demostrard cada una de sus propiedades. CN-DIM-SPLIT tiene como objetivo resolver
numéricamente el problema lineal de adveccion-difusion

¢

5 TUVO+00 =V (uV9)=f, 6(x,0)=9"(x), 2.1)

sobre la superficie de una esfera. Las principales propiedades del problema continuo fueron tratadas
en el capitulo anterior (ver 1.2). En esta seccion, se abordara el problema discreto y su resolucion
numerica segin CN-DIM-SPLIT.

2.1.1 Discretizacion (volimenes finitos)
Discretizacion del dominio

Considere la superficie esférica S = {(A,9) : A € [0,2x]; ¥ € [0, 7]}, donde A es la longitud y ¢ es
la colatitud. La idea es dividir S mediante una rejilla regular con pasos constantes AA y A en las
direcciones longitudinal y latitudinal respectivamente. Cada punto (4;,9;) con i =1,2,...,1y
j=12,...,J,estacentrado enlacelda (A; —AA/2 <A <A +AL/2,0; — AV /2 < ¥ < §;+AV/2)
y los puntos ¥ = 0 (polo norte) y ¥4 = 7 (polo sur) corresponden a las celdas (0 < ¥ < AY/2)y
(m—AY¥/2 < ¥ < 7) respectivamente. La figura 2.1 muestra una superficie esférica discretizada de

21
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la forma descrita anteriormente, asi como las celdas (volimenes finitos) con la correspondiente
ubicacion de los valores de ¢ y las componentes del vector velocidad U = (u,v).

Noétese que usar una rejilla esférica tiene la ventaja de ser la forma natural de discretizar un
dominio esférico (valga la redundancia), lo que se traduce en formas simples de definir los
operadores que aparecen en la ecuacion (2.1) y sus versiones discretas, ademds de aprovechar la
estructura de estos operadores para hacer la integracion temporal sin iteraciones (como se vera mas
adelante). Por otra parte, el mayor inconveniente es la convergencia de los meridianos hacia los
polos, lo que hace que las celdas mds cercanas a los polos tengan un drea mucho menor en
comparacion con las cercanas al ecuador (ver la Fig. 2.1). Esta disparidad, junto a la existencia de
dos celdas que difieren del resto (las polares) pueden traer problemas numéricos. Es posible
encontrar en la literatura varias propuestas para solventar estos problemas, como el uso de rejillas
cuasiuniformes [70, 71]. No obstante, en estos casos el problema discreto final es mucho maés
complicado e incluso se necesitan de estructuras de datos especializadas para almacenar las
soluciones numéricas.

¢0 d) ¢J+l
i=1

Fig. 2.1: Discretizacion del dominio (a); celda no polar (b); celda polo norte (c¢); celda polo sur (d).

A continuacion se describe como discretizar los términos de la ecuacién (2.1) sobre cada una de
las celdas mostradas en la figura 2.1.

Discretizacion de la ecuacion

En lo que sigue se usaran las siguientes aproximaciones de segundo orden para las areas de las celdas:

AY)?
1So| = |Sy41] =~ naz% (celdas polares) (2.2)

Sij| =~ a*AAAYsin®; (celdas no polares) . (2.3)
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Ademas, se usaran las simbolos Sp y I'p para hacer referencia a cualquier celda y su frontera, sin
distincion entre celdas polares (So y Sy41) y no polares (S;;).

La estrategia para discretizar los términos de la ecuacion (2.1) es la siguinte. El correspodiente
valor discreto Q de cierta funcién Q(x) sobre la celda S viene dado por:

Or= 1 / Q(x)dS (valor medio). (2.4)
|Sal i

Es decir, Q4 es el valor medio de Q(x) sobre Sx.

Para los términos de la forma V - V(x), se aplicard el teorema de Gauss:

1 1
V.V, = —/V-Vdsz—fv-ndz
|Sal |Sal
Sa T'a
1 n
V.V, = Vondl 2.5)
b = s

donde la frontera de I'y estd formada por 4 lados para las celdas no polares (ver Fig. 2.1b) e I lados
para las polares (ver Fig. 2.1c,d). Finalmente, las integrales del segundo miembro de la ecuacién
(2.5) se aproximan con segundo orden. A continuacion se obtendran las formas discretas de cada
uno de los términos de la ecuacién (2.1).

Ecuacion de continuidad

Como consideramos que la velocidad U es no divergente, entonces para cada area S, se cumple
que:

i i
0 = div(U)|, = —/dideS _ —j{U-ndl . 2.6)
|Sal |Sal
Sa T'a

Aproximando, con segundo orden con respecto a AL y A, se obtiene la version discreta de la
ecuacion de continuidad para cada celda.

Celda no polar:

1 ! ' '
M%Undl ~ m |:(1A”l9 (ui—F%J _ui—%7j) +aAA <vi,j+% Slnﬂj-’-% _vl'J_% Slnﬁj_%)}
Iy
0 = Cibi Uik Vi SO TV S0 2.7)

AL AV
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Celda polo norte:

1 4aAsin (AD) /2

— ¢U-ndl =~ .
\So|f n na2(AD)2 Xivu%
0

1=

I
0 = Vi1 (2.8)
=1’
Celda polo sur:
1 4aAd sin (AD)/2 &
—¢U-ndl ~ — ,
1o 7{ a2 (AD)? i—lvhH%
T -
1
0 = Y vist- (2.9)
i=1
Término advectivo
— — - — 1 —d — 1 — A
Vo.0 =V-(¢U)|A=—/V-(q)u)dsz—ja{(pu-ndl (2.10)
A [Sal Sl
A La
Celda no polar:
e f o0 -Adi ~ O vk = Oy Mindy | PjedVijey S0y — Oy gvi oy sin; 2.11)
1Si aAA sin ¥; aA¥ sin 9 '
Los términos ¢, 1Y 0 jl pueden ser aproximados con las férmulas de segundo orden:
it 0
Oty = — 5 (2.12)
Qi1
(pw.i% = s (2.13)
Al sustituir (2.12) y (2.13) en (2.11) nos queda:
Pivr ity L ;= Oit Uy 1 5 Bijr1Vy i sinGy 1 — @iy 1sind;
1 . 2aAA sin 9 2aA¥ sin ¥
_7{¢U.ﬁdl ~ u —u v sintd, 1 —v sin (2.14)
1Sl g [ Mihd Mimdd | Vi SV oy ST
! Y\ 2aAsin 2aA® sin ¥; '

Notese que el término que multiplica a ¢;; es cero segun (2.7). Por lo tanto:
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Pit1 iy L j— Oimtjy 1 5 Bijr1Vyjasiny 10— @i jqv;; 1sind;

U-grad(@0)l; = 2aAXsin®; 24AD sin B

Celda polo norte:

4AA sin A19/2 d 2AA sin (A9 /2) !
Adl  ~ A
|So| %Q)U " ma(AY)? Z¢’ Vil wa(AD)? Z do+ i.1)

i=1 i=1

2AA sin ( A§/2

2M sin ( Aﬁ/z d
ma(AD)? (POZ ’2 ma(AD)?

1V 1
Z l77 Ly

i=1

I
Notese que ). v, 1= 0 segtin (2.8). Usando la igualdad 27 = IAA, finalmente se llega:
i=1 "

4sin( A19/2 !

U grad(9)] = Y00
i=1
Celda polo sur:
ZAl sin Aﬁ/Z !
‘SJ—H‘ %(PU Adl =~ 71'(1 Al9 ; ¢11+¢1J+1 tJ+%

]+l

_ 2AAsin (A9/2) d 2AA sin (A®/2)

25

Z . (2.15)

(2.16)

ma(AD)? ¢J+1i_zivi,l+; wa(AD)? Z¢z J+Vigl

_ 4sin( Aﬁ/2 d
U-grad(9)|,, = Lvigiyd
Término difusivo
A (uV9)ly = - ’/dlv HVO)dS = o ’fuwp ndl

En este caso, se usard la expresion del gradiente en coordenadas esféricas:

B B 1 Jd¢ 1d¢
Vo = grad(¢) = {asimm’ ;%} -

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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Celda no polar:

27j
Alasin¥;
j{uV¢) ndl =~ (2.20)
|Su| 1 1
Hijpisind g~y —H;joisind 1 ~0y
a ij+4 b 2 la ij—2
+ »J 2 5] 2
Adasin v
Sustituyendo en la ecuacion anterior, las formulas de segundo orden
o O — 9 i =01,
i1 —0ij 09
{99}, ST TS ; {%}i’j,% Sy voam (2.22)
finalmente se llega a:
i1 (ivrj— i) =K1 ;(9ij— i1,))
2(AL)2sin? ¥
div(uVe)l; = AL sin"D, (2.23)

iyl (¢i.j+1 — ¢ij) sin Ops =t 1(9ij = 9ij-1)sind;_s

a®(A9)2sin 19]

S/

+

Celda polo norte:

4sin(AD/2)AL ¢ 1 4sin(AD/2)AL
\% dl =~ = , .1 —
|S |%ALL q) n ﬂ:a A”IS l_Z] l,l {Cl }i,é naZ(Aﬁ)3 i_leLLl’é((pl’é ¢0)
Finalmente, sustituyendo 27t = IAA se llega a:
., = 8sin(A¥/2) 4
dlv(,uV(p)’O_ 180 Y1 4(951— o) - (2.24)

i=1

Celda polo sur:

_ 4sin(AD/2)A ¢ { }
Vo -ndl ~
|SJ+1| f” ¢ na(A)? ; i+ 2% i

1

_4sin(AD/2)AL !
= Sfizmiw) 2ty 91 = 60)

1=
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. 8sin(AY 2
div(ue),,, = —(—/

Z Mgt (Br1 = 9ig) - (2.25)

Las formulas (2.16), (2.17), (2.24) y (2.25) difieren de las formulas orginales presentadas en [1].
La diferencia se explica porque en [1] se usé la aproximacion sin(A¥/2) ~ A% /2, mientras que en
los calculos anteriores no. Es necesario aclarar, que el uso de una u otra férmula no influird en los
resultados, puesto que el error de esta aproximacion es de orden tres (un orden mayor que el error del
método). En este trabajo se prefirié no usar la aproximacién para ser consistentes con las férmulas
(2.15) y (2.23) donde también aparece el término sin(A®¥/2) cuando j € {1,J}.

2.1.2 El modelo semidiscreto

Una vez discretizados todos los términos de la ecuacion (2.1), entonces se obtiene el modelo
semidiscreto:

8¢o 4sin(A0/2) { 8sin (A®/2) &
o la Aﬁ/ 2. vi i1+ 0%~ IzM/ Y ;1 (9i1— o) = fo (2.26)

i=1 i=1

a¢ij+ i j+1Vy jy 1 SING, 1 =01V, ;- ;Slnﬁ]—%+¢i+1»jui+%,j_‘pi*lvjuif%,j
ot 2aA19 sin ¥ 2aAA sin B;

W1 (Gjp1—¢ij)sind 1 — . 1 (G — @i j—1)sind, 1
+0¢;; — 71+z( al ) 2/+2 5 b3 / / J73 (2.27)
a*(AY)?sin
+.u,'+%’j(¢i+l,j_¢ij)_Ni_%7j(¢ij_¢i—l,j) .
a%(AL)2sin’ 0, Y
dPsi1 4sm(A19/2 851n(A19/2

ZV,J+1¢11+G¢J+1 ZM,H (@741 —0ig) = fr+1. (2.28)

o1 1a(AD)? 12(AD)?

Las ecuaciones (2.26) y (2.28) corresponden a los celdas del polo norte y sur respectivamente, y la

ecuacién (2.27) a las celdas no polares (A;,%;) (i=1,...,I;j=1...,J). El sistema anterior se puede
escribir de manera vectorial de la siguiente forma:

2
6+ Y Rip+06 =7 (2.29)
=1

donde ¢ = (9o, ¢ij,¢r+1)T v f = (fo, fij, fr+1)". Los operadores lineales R; = A; + L;, i = 1,2 estan
dados por:
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(Rig)o = (R19)s1 =0 (celdas polares) (2.30)
. Qi1 Uiy 1 s — Qi1 jU;_ 1
A19)i; = S i R 2.31
(A19):j 2aAA sin9; ( )
LE) = i1 i (Oiv1j = 0ip) = K1 (01— Bt ) 2.32)
RECA @ (AL)Zsin® O '
-, 4sin(AD/2) &
(A20)0 = Ia Aﬁ/ Z ,71 i1 (polo norte) (2.33)
i=1
- 8sm Aﬁ 2) &
(Lag)o = /3 ¢z 1—¢0) (polo norte) (2.34)
:1
(Asf); — “"J“Vm%s‘“ﬁm Oij—1Vij- 1 5inY; ) (2.35)
e 2aAD sin O, :
(LF) N,-,H%(‘Pi,jﬂ — ¢ij) sin Bl —H,-J_%((Pij — ¢ j—1)sin ¥ 1 236
20)ii = — _ _
Y a?(AV¥)?sin¥;
- 4sin(AD/2)
(A20)s41 = Ia((A—ﬁ/Zvl”lq)lJ (polo sur) (2.37)
- 8sin (A% /2)
(La9)s1 = #ZH,HZ (¢s+1—¢is)  (polosur) . (2.38)

Introduzcamos en el producto escalar entre dos vectores f y (3 :

-

(0,f) = dofolSo| + Z Z i fij1Sijl + Qs 1 fre1lSrval (2.39)

i=1j=

donde i j| son las dreas de cada celda, dadas por las formulas (2.2) y (2.3). A
continuacion se desmostrardn tres lemas importantes sobre el problema (2.29).

Lema 3. Sea 1 el vector columna cuyos I x J 42 componentes son iguales a 1. Entonces

2
Z Ri91) = (2.40)

Demostracion. Usando la formula (2.39) se tiene que
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2 — = - —
;(Rkﬁb, 1) = <(R1 +Ry)0, 1> = |So| ({Rl +R2}¢) +121]Z N7 ({Rl +R2}¢>U C ean

+[S741] <{R1 +R2}¢>J+1

La ecuacion anterior puede escribirse de manera simplificada usando el simbolo
Sa € {S0,8ij,S741}:

2
Y (Ri$,T) = Y |Sal ({Rl +R2}$)A . (2.42)
k=1

Por definicion, el término ({R 1 +R2}¢_)'> es el flujo que sale de la celda Sa, por unidad de area

de Sa. Por lo tanto, debido a que S = SoUS;; U S, 1, es una superficie cerrada, se tiene que el flujo
total es cero:

Y Ial ({R1+R}G) =0, (2.43)

La igualdad anterior completa la demostracion. H

Multiplicando la ecuacion (2.29) por el vector 1, y usando el resultado anterior, se obtiene la forma
semidisctreta de la ecuacion de balance de masa (1.17):

d - — - - - -
(8.1 =(f1) -0 (8.7). (2.44)
dt

Lema 4. Los operadores Ay (k= 1,2) y L (k = 1,2) son antisimétricos y semidefinidos positivos

respectivamente.

Demostracion. La demostracion es directa para A, (k= 1,2). Usando la periodicidad en el indice
i y la ecuacion (2.31), se llega a

e N
<A1¢»¢> Z Z (A10)i;9ijSij| = - 21 {Zui%,j(l)m,j(l’ij _ui_é7j¢il,j¢ij} =0. (2.45)
Jj=

i=1j=
Usando (2.35), (2.33) y (2.37) se tiene que:

1

<A2$76> = (A2¢)O¢O|SO|+Z Z A2¢ lj¢l]|Sl]‘+(A2¢)J+1¢J+1|SJ+1|

i=1j=

am sin( Aﬁ 2) !
T AD/) Z( 1 P00i1 — 1J+%¢J—0—1¢i,])

- - (2.46)
aA?L sin( Aﬁ /2) !
) <Vi,%¢0¢i7l ~Vistl Gsi1 ¢i,1> =0.

i=1
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En la dltima relacién se tuvo en cuenta que sin(Ad/2) = sin(ﬁ%) = sin(ﬁH%) y IAA =2xm. Ahora
demostremos que L (k = 1,2) son semidefinidos positivos.

Usando (2.32), podemos escribir:
J

2: L1¢ u¢u|Su|

1j=1

A19 /
= Z {smﬁ Z‘Pl}[ z+ J(¢z+1,J ij) — M ;,j((Pij—‘Pil.,j)]}

J
- U 21 { sin 0 gui+%,j(¢i+l,j - ¢ij)2} >0 (2.47)
Jj= i=

M~

<L1$,$> =

~.

A la desigualdad anterior se llega agrupando convenientemente los términos de la sumatoria en i, y
asumiendo que el coeficiente de difusion no puede ser negativo.

Finalmente, usando (2.34), (2.36) y (2.38) obtenemos

I
<L2<7>,<7>> = (L29)ogo|So| + ZZ Lo@)ij9ij|Si| + (L28) s+19741|Ss41]

M ! AL
Zul, ;.1 — @o)Posin(AV/2) + A1921u11+ (@741 — 0i7)0s415in(AD/2)
B M ! . .
Z Z { iyl 1 (@i j+1— 0ij)gijsin B —H,-,j,%(@j — i j—1)0ij Slnﬁj,%}
] i j=1
= 2:1 Z 1, 7J+z 7]+ — ¢ij)? sind, ! >0. (2.48)
] l

Las ecuaciones (2.45), (2.46), (2.47) y (2.48) completan la demostracién del lema. l

Multiplicando cada término de la ecuacién (2.29) por 5 y usando el Lema 4, se obtiene la forma
semidicreta de la ecuacion (1.18):

2dt <¢ ¢>:<f’$>_6“5“2_;<Lk5a¢>- (2.49)

A continuacién se describe el procedimiento para resolver el problema semidiscreto (2.29).
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2.1.3 Integracion temporal

Para resolver el problema (2.29) se usa el método de separacion de variables simétrico de dos ciclos
[75,76]. Consideremos el intervalo de integracion [0, 7], dividido en 2N subintervalos de tamaio 7.
En cada intervalo doble [t,_1,t,4+1] conn =1,3,5,...2N — 1, el modelo semidiscreto (2.29) puede ser
integrado de la siguiente forma

90 - . .

2O NG=0: i) =8 ); t€ ]

20 o R o

% +AS=0;  Qa(th1) =01(tn) s 1 E [tno1,ty]

003 = = L

o, tod=1/: O3(ti1) = 02(tn) 5 1 € [ta1,tur1] (2.50)
864 An_’ —0: e _ = .

o FA04 =05 0s(tn) = O3(tur1) s 1€ [tustuy1]

(965 An_) _O Y _ ry .

-5 T 105 =0;  O5(tn) = 0a(tni1) s 1 € [ty tyr1]

0 (tn+1) = Bs5(tar1)

donde A? = Ag(t,) + Ly (ta) (k= 1,2).

El esquema anterior es de segundo orden con respecto a T [75, 76], siempre que cada una de
los problemas individuales se integren también con al menos segundo orden. La ventaja de usar un
esquema como el (2.50) es que se tiene la liberdad para escoger el método mas conveniente para
resolver cada uno de los subproblemas. En este trabajo, se escogié el método cldsico de Crank-
Nicolson (CN) [77]. CN es un esquema implicito y de segundo orden de aproximacién, cuya férmula
para el problema y; + Ay = 0 es:

At

yn—H _yn = _EA()_’;’H—I +)_;n> > (2.51)

donde A es un operador lineal, At el paso temporal, y ¥, y,+1 las soluciones discretas parat =t,, t, 1.
La combinacién de CN con el esquema anterior, da como resultado el siguiente esquema implicito y
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de segundo orden con respecto a T:

63| ~dm-n = Jar(6n-3]rem-n)s rena
R T 0 [
$_n+%:—$:n—%: = 2’L'f[n]—16<$[n+%: { 3D tE€ [tyetstur1] (2.52)
ool afoed] - paaleeT]eaped)s rehn
¢_>'[n+1]—$_n+§_ = —%A’{(ﬁ[n+1]+${n+§]); t € [t tny1] -

El esquema (2.52) se resuelve secuencialmente. Partiendo de la solucién conocida ¢[n — 1] se
resuelve la primera ecuacién con respecto a ¢[n — %], luego este valor es usado para resolver la
segunda ecuacién con respecto a @[n — %] y asi sucesivamente hasta obtener ¢[n+ 1]. El esquema
(2.52) es incondicionalmente estable. A continuacion se demuestra la afirmacidn anterior.

Lema 5. En cada intervalo (0,T), T = 2N+, el algoritmo implicito (2.52) es incondicionalmente
estable. Esto es

Hq?[zN]H < Hq?[O]‘ +T max Hf[zk—l]  n=12,...N. (2.53)

1<k<N

Demostracion. Primero se demostrard que en cada intervalo (¢,-1,%,+1) se cumple que:

Ha[nH]H < H(fb’[n—l]HJrzchf[n]H . (2.54)

Multiplicando la primera ecuacién de (2.52) por g = ¢[n—2/3]+ ¢[n— 1], usando el Lema 4 y la
formula (¢ — @, ¢ + @) = ||¢||> — ||@||? se obtiene que:

s = ~Z g = S e >0 255)

o3

por lo tanto
|61n—2/3 < |6 111 - (2.56)
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Aplicando la misma estrategia para las segunda, cuarta y quinta ecuaciones del esquema (2.52),
se obtiene:

’5%—%} < am—g] (2.57)
‘6m+§] < $M+%] (2.58)
‘5M+1] < $m+§]. (2.59)

Para la tercera ecuacion del esquema (2.52), tenemos que:

2 2

1

1
3 -

¢["—§]

—

Sln+ <2ﬂv H—TGQPn+ H H¢n——H)<2ﬂV‘H. (2.60)

Combinando las desigualdades anteriores se llega a (2.54). Finalmente, aplicando de manera
consecutiva la desigualdad (2.54) para cada subintervalo (z,_1,f,+1), se llega a (2.53), lo que
completa la demostracién. Bl

Multiplicando cada ecuacion de (2.52) por el vector 1 y usando el Lema 3, se llega a la forma
discreta de la ecuacién de balance de masa (1.17):

<$M+JLT>—<$M—JLT>:2T<ﬂﬂj>—2ﬂ5<5M+4y;am_1LT>. 2.61)

Si ademds se usa la férmula (¢ — @, ¢ + @) = ||@||>— || @ |2, se llega a la versién discreta de la ecuacién
(1.18):

|§t+11]" = ot -] =zr<f[n],6[n+§]+$[n—§]>‘“’ ot 5]+ 5
. (2.62)
- Y Lk (t) W W) + (Lic(1) 20,700 }

k=1

donde:

w1
4|

(z)i[n 2/3]4+@[n—1] Wy =[n—1/3]+¢[n—2/3
oln+ ]+¢[n+2/3] 7= [n+2/3]+¢>[n+1/3].

Al igual que en el problema continuo (ver sec. 1.2.1), de la férmula (2.61) se deduce que cuando
0 =0y f[n] =0 la masa total se conserva: (¢[n+ 1],1) — (¢[n—1],1) = 0. De la misma manera,
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segln la ecuacion (2.62) la norma se conserva solo cuando se tiene que 4 =0, 0 =0y f[n] =0, lo
que también estd en concordancia con el problema continuo (sec. 1.2.1).

El esquema (2.52) es estable (segun el Lema 5) y de segundo orden de aproximacién con respecto
a A%, AL y 7. Por lo tanto, segin el teorema de equivalencia de Lax [78], se tiene que:

Teorema 2. El esquema (2.52) converge con segundo orden con respecto a A, AL y T.

Las propiedades del algoritmo (2.52), como la conservaciéon de la norma o la estabilidad
incondicional, son consecuencia directa de usar el método implicito de Crank-Nicolson. Por otra
parte, el cardcter implicito de CN implica que es necesario invertir los operadores Ay (k= 1,2), o lo
que es lo mismo, resolver varios sistema de ecuaciones lineales. A continuacién se describe la
estrategia seguida para resolver cada una de los problemas del esquema (2.52) sin la necesidad de
iteraciones y usando calculos en paralelo, esto es precisamente uno de los mayores atractivos del
algoritmo CN-DIM-SPLIT. La estrategia consiste en aprovechar convenientemente la estructura de
los operadores Ay (k =1,2).

Problema en la direccion de A

La primera y la ultima ecuacion del esquema (2.52) involucran el operador lineal
Al =R (t,) = Li(t;) + A1 (,). Para resolver estos problemas de manera eficiente, se hard uso de la
estructura matricial del operador R| = R/ (t,) (se omitira la dependencia de ¢, por simplicidad).

Luego de algun trabajo algebraico con las expresiones (2.31) y (2.32) se llega a la forma matricial
del operador R;. Es facil percatarse de que la matriz R; esta formada por J matrices R{ e RIX!

(j =1,2,...,J) independientes, cada una actuando sobre el vector ¢/ = {01,025, ¢17j}T:

by ¢ 0 O 0 0 aj

a by ¢ 0 -~ 0 0 0

. 1 0 a3 bz ¢35 --- O 0 0
Ri=— —— | 7T . | er (2.63)

2a2(AA)?sin"0; | 2 b b e : :

0 0 0 0 aj—1 b1_1 CI—1
Cr 0 0 0 0 ay b]
donde:

a = A/'Laul._%’j sin 19]' + 2!“1'—%,] (2.64)
bl' = _2'ui+%,j — 2[11.7%7]- (265)

¢ = —A?Laulur%’j sind; +2u (2.66)

i+
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Es decir, el operador R viene dado por la matriz

R
R3 ;
R = e RUXxUxT) (2.67)
R{
y por lo tanto tenemos que
Ri¢!
. | R2?
ri— |50 (2.68)
R{¢’
donde
g
.| ¢? T
o=|" | ={(er.1,21,-,001),(d12, 022, ,912), -, (D10, 8205, 010)} - (2.69)
$J

En la expresion (2.69) se omiten los polos ¢g y ¢y debido a que el operador R; no actiia sobre
las celdas polares (ver ec. (2.30)). La Figura 2.2 muestra la estructura del operador R para el caso
particularde J =4 y I = 10.

Las primera y ultima ecuaciones del esquema (2.52) pueden escribirse de la forma:

C+3Ri|d=[¢—2Rr] . 2.70)

donde { es la matriz unitaria, ¢ = 5[” - %] do = a[n — 1] para la primera ecuacién y ¢ = $[n +1],
Po=0 n+ %] para la quinta.

Debido a la estructura de la matriz R; (ver Fig. 2.2), es sencillo mostrar que el sistema de
ecuaciones lineales (2.70) de dimension J x I, se divide en J sistemas de dimension /, que se pueden
resolver de manera independiente, esto es:

[C+§R{} ¢/ — [g-%ze{] 6 j=12,...7. @2.71)

"C .
Las matrices § + —R{ (j =1,...,J) son tridiagonales, excepto por el ultimo elemento de la

primera fila y el primer elemento de la dltima (resaltados en azul y rojo en la Fig. 2.2). Este tipo de
sistemas se puede resolver de manera muy eficiente usando el algoritmo de Thomas [79] para
resolver la parte tridiagonal y la férmula de Sherman-Morrison [80, 81] para incluir la parte no
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b,

Y

Fig. 2.2: Estructura de la matriz R;. En colores cada uno de los elementos diferentes de cero de
las submatrices R{. La matriz mostrada corresponde a [ = 10 y J = 4. Noétese que las submatrices

R} € R'9%10 (j = 1,2,3,4) son independientes entre si.

tridiagonal (los elementos en azul y rojo en la Fig. 2.2). Cada sistema (2.71) corresponde a un
problema de adveccion-difusion unidimensional con fronteras ciclicas en la direccion longitudinal,
a lo largo de una franja de ancho A y colatitud constante.

El algoritmo de Thomas [79] es directo (sin iteraciones) y tiene un costo computacional de solo
O(I) pasos, por lo que es mucho mds eficiente que la eliminacién gaussina (aproximadamente de
0(13) [82]). Por otra parte, la férmula de Sherman-Morrison [80, 81] solo supone unos pocos
célculos extra [82]. En la practica, el algoritmo de Thomas y la férmula de Sherman-Morrison se
combinan en un mismo procedimiento [82].

Si denotamos por CN_AdvDiff} () al procedimiento (o subrutina) que resuelve el j-ésimo sistema
lineal (2.71), entonces obtenemos el algoritmo 1. Este algoritmo es aplicable a la primera y quinta
ecuaciones del esquema (2.52). La etiqueta — parallel for — se usa para especificar que cada una de
las iteraciones del ciclo for pueden ser ejecutadas de forma paralela. La implementacion practica del
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algoritmo 1 es bastante sencilla, debido a que los procedimientos CN_AdvDiff; (j) (j = 1,2,...,J)
son independientes entre si y no se necesita ninguna sincronizacion entre ellos.

Algoritmo 1: Algorimo para resolver el problema de adveccién-difusion en la direccién
longitudinal (A).
1 for j=1,2,...,Jdo
2 — parallel for —
L Run ¢/ = CN_AdvDiff, ()

3

Problema en la direccion de 9

Como se verd a continuacién, el problema en la direccion meridional (direccion de ) es
notablemente mas complejo por la presencia de las celdas polares. Sin embargo, también es posible
desarrollor un algoritmo eficiente y paralelizar los calculos.

Usando las férmulas (2.33), (2.33), (2.34), (2.35), (2.36), (2.37) y (2.38) se obtiene la forma
matricial del operador Ry = Ry (t,) = Ax(ty) + Lo (1),

b XT 0
R=[Y R, W|, (2.72)
0 U’ b
donde:
bir ¢
R} i ap b cip
R , az bz
R; = 2 , Ry = S . 2.73)
R} aij-1 big-1 cig
aig  biy
Xl Ci UI 0
L | X , 0 . U B 0
= %= |er , O=]|" = | er’ (2.74)
)_}1 aijl Wl 0
. Y . 0 . W . 0
v=| 2| 7= erR! , w=|"" = . | er’ (2.75)
l_j[ 0 W[ CiJ
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y
_ 8sm A19 /2 d - 8sin(A¥/2) ¢
b = ; 2 s b_mgui7‘l+% (276)
4aA19 sm( ¥/2)v, 1 —8sin(AY/2)u. 1
i = = = (2.77)
Ia®(AY)3
—4aAv sin(Aﬁ/Z)vl.H% —8sin(AY/2) L, s+l
d; = ’ ’ 2.78
i la%(AD)3 (2.78)
L —aAﬁvw._% sin ﬁj_% — 2‘“5,;—% sin 191._% 2.79)
Y 2(AV)2a%sinv; '
) ulHlsmﬁ 1+,ui7j7%sint9j7% 580
Yo a?(AVY)?sin 9, (2.80)
o aAl?vl.’ i1 smﬁj+ 2ui7j+% sinﬁj+% 28
Y 2(AV)2a%sin v; ' '

La Figura 2.3 muestra la estructura del operador R;. Si se eleminan las filas y columnas mas
externas de la matriz R, (los bordes de la matriz, ver Fig. 2.3), entonces la submatriz R2 se puede
dividir en / matrices R’ R’*/ independientes entre si. Es decir, las matrices R’ (i=1...,1)juegan

un papel andlogo a las matrices R{ (j=1,...,J)enel operador R;.

La segunda y cuarta ecuacion de (2.52) se pueden escribir como

G4+ 5R] 6= [¢=2Ro 0. (282)
donde R, = Ra( n) f 2(tn) + La(tn), (]) = (E[ 3] ¢0 [n — 3] para la segunda ecuacién y
¢ =0on+ ] 0o = Pn+ %] para la cuarta. A continuacién se describe como resolver el sistema
(2.82).

Para facilitar la explicacion, escribiremos el sistema (2.82) como
Magy =F (2.83)

T - T -
donde M = { + §R2 y Fp = [C — ERZ} ¢o. El uso del subindice 2 cobraré sentido con la siguiente

notacion:
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X

T

—

U

T

S

39

Fig. 2.3: Estructura de la matriz R;. En colores cada uno de los elementos diferentes de cero. La
matriz mostrada corresponde a I = 10 y J = 4. Nétese que las submatrices R} € R¥>4 (i=1,...,10)

son tridiagonales.

011
012

01

011
012

01y

Y

(2.84)
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T T
be Xo 0 be XT P
M2 - YT Ml WT y Ml - = y M: . (285)
—»T ~ YT M . .
0 U; b; 7
P
En la férmula anterior se tiene que:
- T- = T = T — T — T ~ T~
be=1+=b, XI' = X" Y,=_Y, We=-W, U =-W", by=1+_-b,
2 2 2 2 2 2 (2.86)
. T . :
P§:§+§R’2 ,i=1,2,...,1.
Para resolver el sistema (2.83) se usard el método de bordes [28], esto es:
e P Fre1—(0,07)- ¢ —M;t 9 - 1z
=7 )T 0 Lo\we) |, =M Fi. (2.87)
i 7 —1
b-00n (g )\
En la ecuacion anterior debemos resolver dos problemas auxiliares:
¢ = M;'F (2.88)
0
g = M~ ). 2.
g 1 (W> (2.89)
La ec. (2.88) es equivalente a:
M9 =Fy, (2.90)

Aplicando el método de bordes en el sistema anterior se tiene que:
0 —(O)+ Fo—Xe 4 ( : ) g=M"'F 2.91)
T\ T XMty \ MY ' '

Notar que, dada la forma de la matriz M (ver ec. (2.85)), los sistemas:

6§ = M .F (2.92)
h = M.y, (2.93)

se pueden resolver muy eficientemente. La matriz M estd formada por submatrices tridiagonales
. . . . T 5 7
independientes entre si (submatrices { + =P} € R, por lo tanto, un problema de la forma Mx = b

puede descomponerse en varios subproblemas tridiagonales de menor dimensién y que pueden ser
resueltos en paralelo.
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o 0
M]g1: <W)7
T

Aplicando el método de bordes en el sistema anterior se tiene que:

. (0 ~XI'-g ( 1 ) N P
1: o +_ — = _ = 5 :M ‘W.
8 (g) b—XI -M~1.Y, \-M"'-Y; 8

Nuevamente el sistema:

Laec. (2.89) es equivalente a:

§:M_1 'WT7
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(2.94)

(2.95)

(2.96)

se puede resolver muy eficientemente. Es mads, debido a que los sistemas (2.92), (2.93) y (2.96)

comparten la misma matriz M, entonces serd necesario calcular M ~1 5010 una vez.

Ahora se puede reescribir la expresion (2.87) como:

- (¢ Fre1—(0,07)- ¢ <—§1>
¢2_<0>+ b—(0,07)-g 1

Definiendo las constantes:

K, = KXo g
¢ b—XT-h
Ky = Ro-Xi ¢
b—XT-h'
se tiene que:
g§—Kzh
- K
6 = (55%7)
¢ — Ky
0,07)- ¢ = Ul -9—KyU7 -h
U) & = U] -§—KU!-h
Sustituyende en (2.97) se obtiene:
K¢ T 7 T 7 —K
= |0—Kph |+ j U ’ f L —8+K,h

(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)

(2.102)
(2.103)

(2.104)
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Desarrollando las expresion anterior, finalmente nos queda:

— pl’l
=7, (2.105)
Ds
donde
Xe 0 —Fo)(Up-8—bg)— (Xe-8)(Up- ¢ — F,
Pn = (Xc- ¢ HO)(~ c§ f)_ (X ‘i)<f ? ﬁ”l) (polo norte) (2.106)
(Ur'g—br)(Xr'h—br)—( r'h)(Xr'g)
—F)) (X h—b Ue-h)(Fo—X;- 0
s = (UT ¢_)’ _»J—Q-l)( T E)—'_(UT Z( 2 _’T (P) (pOlO sur) (2107)
(Ur-§—b1)(Xe-h—bz) — (Us-h)(X: - §)
P = ¢—pg—pah (celdas no polares). (2.108)

En la estrategia anterior, la parte mas costosa computacionalmente es resolver los problemas
lineales (2.92), (2.93) y (2.96). Sin embargo, podemos usar el hecho de que los tres problemas
comparten la misma matriz M y aprovechar la estructura de dicha matriz convenientemente. Esto es,
resolver (2.92), (2.93) y (2.96) es equivalente a resolver / subproblemas de la forma

ai,(1)¢o
[pré} o = [C_Epzi] - , (2.109)
2 2 2l
CigPri1
[§+§p2i]7li _ %3, (2.110)
[C+%p2i]§i — %*i, (2.111)

donde & = {¢>,~717¢,‘72, ey ¢i7J}T y RE, 17, VT/, vienen dados por la formulas (2.73) y (2.75). Dado que
. T , . .. .
la matriz { + =P; € R’*/ es comin para los tres sistemas, entonces solo es necesario invertirla una

vez. En la practica esto se hace usando el algoritmo de Thomas [79] modificado para resolver los
tres sistemas en un mismo procedimiento. Con lo anterior, el costo computacional de resolver los
tres sistemas lineales (2.109), (2.110), (2.111) disminuye drasticamente. Vale destacar que el sistema
(2.109) tiene una interpretacion fisica directa: es el equivalente a resolver el problema de
adveccion-difusion unidimensional (usando el esquema de Crank-Nicolson) en la direccion de ¥
(meridional), sobre una franja de ancho A, con frontera en los polos.

Si denotamos por CN_AdvDiffy (i) al procedimiento que resuelve los tres sistemas lineales
(2.109), (2.110) y (2.111), entonces podemos escribir el algoritmo 2, aplicable a la segunda y cuarta
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ecuacion del esquema (2.52).

Algoritmo 2: Algorimo para resolver el problema de adveccién-difusion en la direccion
latitudinal (13).
1 fori=1,2,...,1do
2 — parallel for —
Run ¢/, ', g = CN_AdvDiffy (i)
4 pp= UpdateNortPole(’c,J),fz, g, Ry, Fy,Fyi1)
5 ps= UpdateSouthPole(T,(ﬁ,fz,g,Rz,Rz,Fo,FJH)
6 ¢2 ={pn, ¢ — psZ— puh, ps}

3

En el algoritmo 2, los I problemas CN_AdvDiffy (i) (i = 1,...,I) se ejecutan en paralelo, estando
en esta parte el mayor costo computacional (lineas 1, 2 y 3). Las lineas 4, 5 y 6 corresponden a las
férmulas (2.106), (2.107) y (2.105) respectivamente. Note ademads, que el calculo de p,, y ps se puede
realizar parcialmente dentro del ciclo for. Por ejemplo, podemos escribir

= —

1
T = - T = - — — — —
Xe- ¢ ZEZXZ--W:E (X1-¢1+X2-¢2---+X,-¢’>, (2.112)
i=1

y en cada subproblema CNAdvDiff@( ) obtener la parte X;- ¢’ Correspondlente Esta idea se puede
extender a los términos X; -8, X;- h, Us- ¢ U-3y Uy i, por lo que en la implementacion
del algoritmo 2, la mayor parte de las rutinas UpdateNorthPole() y UpdateSouthPole() también se
ejecutan en paralelo.

Fuentes y decaimiento exponencial

Esta parte corresponde a la tercera ecuacion del esquema (2.52). A diferencia de los problemas
tratados anteriormente, en este caso no existen derivadas espaciales y por lo tanto, no existe
dependencia entre las celdas. El algoritmo 3 resume la idea seguida para resolver este problema.

Algoritmo 3: Algorimo para resolver el tercer problema del esquema (2.52) (forzamiento y
decaimiento exponencial).

1 forAc{0,ij,J+1} (i=1...I;j=1...J)do

2 L — parallel for —

|- +2
or =1 GlfJ):bcAn gL

3

El algoritmo 3 es bastante simple en comparacion con los anteriores. El hecho de que no existan
derivadas espaciales hace que tengamos I X J + 2 subproblemas (uno por cada celda) muy simples e
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independientes entre si. Lo anterior que hace que el proceso de paralelizacion sea muy sencillo y
eficiente.

Finalmente, el esquema (2.52) (y por ende el nicleo del algoritmo CN-DIM-SPLIT) se resume
en la siguiente secuencia: Algoritmo 1 — Algoritmo 2 — Algoritmo 3 — Algoritmo 2 —
Algoritmo 1.

2.2 El algoritmo RK2-TVD-DIM-SPLIT

El algoritmo CN-DIM-SPLIT es la parte fundamental del modelo AdvDiff2D, sin embargo, no es un
algoritmo monétono. Esto quiere decir que, para ciertos problemas se pueden producir oscilaciones
en la solucién que dan lugar a valores negativos no deseados. A este fendmeno se le conoce como
dispersion numérica y afecta mayormente a los problemas de adveccidon pura o con una fuerte
componente advectiva. A continuacion se describird el algoritmo RK2-TVD-DIM-SPLIT, como una
alternativa para casos predominantemente advectivos. RK2-TVD-DIM-SPLIT no es mas que un
esquema TVD (Total Variation Diminishing) [62—64], adaptado al problema de adveccion-difusion
sobre la esfera. Para mas detalles sobre los métodos TVD se puede consultar [18,31].

2.2.1 Discretizacion

La discretizacion espacial, tanto para el dominio esférico como para la ecuacion (2.1), coincide con
el algoritmo CN-DIM-SPLIT (ver seccion 2.1.1). Sin embargo, hay una diferencia fundamental
entre los dos algorimos: la forma en que son aproximados los término ¢, 1Y (])w. L1 Mientras que
en CN-DIM-SPLIT se usan las férmulas (2.12) y (2.13) dando lugar a un esquema lineal; en el caso
de RK2-TVD-DIM-SPLIT se usard una estrategia no lineal conocida como TVD (Total Variation
Diminishing) [62—-64, 64].

La idea detrds de los métodos TVD es aproximar el flujo advectivo (¢U) en las fronteras de cada
celda, de manera que no se produzcan oscilaciones no deseadas en la solucién. En la practica, esto
se logra aproximando el valor de ¢ en la fronteras mediante una funcién no lineal. Para concretar,
consideremos la ecuacion de adveccion unidimensional

TN
ot ox

Discretizando mediante volimenes finitos sobre una rejilla regular con resolucion Ax, se llega a

(2.113)

9¢; _ PiiUiny —91Yj s (2.114)
ot Ax ' '

Para aproximar los términos ¢ i1y o i1 se distinguird entre dos casos:
2 2
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Caso 1: Velocidad positiva U jl > 0:

1 ¢ji-1—9;
¢j7% = ¢j- 1+2 L(r)(¢j—0j-1); r= ij ¢]]1
1 ¢ —¢
0oy = Ot —9): r= ¢,+1—J¢i
Caso 2: Velocidad negativa U jd <0:
1
0,1 = 04 aL)91-0)); = zf“ %‘i’j
1 $jr2—¢
O = G+l =i =R
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(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

La funcién no lineal L(r) (funcién limitadora) debe garantizar que las aproximaciones de (])j_ 1y

() ;41 sean de segundo orden y el esquema sea mondtono. Algunas funciones limitadoras con estas
2

caracteristicas se muestran en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Algunas de las funciones limitadoras mas usadas en la literatura.

Nombre L(r)
Van Leer [63] ddl

1+r

r+r?
Van Albada [83] 7

. ~ [ min(r,1) r>0

Min-Mod [67] L(r)= 0 r<0
SUPERBEE [67] max [0, min(2r, 1), min(r,2)]
Sweby [66] max [0,min(Br,1),min(r,B)] ; B €[l,2]
QUICK [84] max [0, min{2r, (3+r)/4,2}]
UMIST [85] max [0, min{2r, (1 +37) /4, (3 +7r)/4,2}]

Si aplicamos la estrategia anterior a nuestro problema de adveccion-difusion sobre la esfera,

obtenemos el siguiente sistema semidiscreto (2.1)

2
6+ Y RIVPo+0p=F,
i=1

(2.119)



46

CAPITULO 2. MATERIALES Y METODOS

donde Rl.TVD = AiTVD +L; (i =1,2). Los operadores L; (i = 1,2) estan dados por las férmulas (2.32)
y (2.36). El operador ATVP (i = 1,2) difiere de A; (i = 1,2) (férmulas (2.31), (2.33), (2.35) y (2.37))

solo en la forma en que se aproximan los términos ¢, Ly (0 1

, es decir:

TVD (PTVD
arvogy, = bttt
! Y aA sin 19,
8sin(A%/2) &
(ATVPg), Ia((m?)/z 2) Y v L Té" D (polo norte)
i=1
TVD TVD
(ATVD@” _ i d Vil sm19 ,J._lvl] 1 smﬁ 1
2 Y aA19 sin ¥;
_ 8sin( Aﬁ/Z 4
ATVPG),, = la(AD)? Z el ITJLK (polo sur)
donde
1 Gi—1j— 92,
TVD i—1,j J
vD . _L =01 = A
q’l*%,_] ¢l 1 + 2 (r)(¢l,j ¢l 17.]) ¢l,] — ¢l*1,_]
1 Oij—1— i j2
TVD . — =l e
¢i,jf% ¢17] 1+ ( )(¢t,} ¢1,]—1)7 ¢i,j (Pi,j ) )
TVD _ i =01
h ) .. _L . i—0i i),
¢;+%J Piits (9415 = 917) iy ‘Pz,]
1 _ i1
TVD Yij—¥ij—1
L .. _L .. — Qi i),
¢w+% i j+ 3 (r) (i1 — ¢ij) ¢z,]+1 0’
para ity 1 ;v iy | >0,y
1 _ Pin ¢
TVD Qit1,j—9ij t,J
: ) .. _L . —0;i),
¢17%7J i j+ 3 (r)(¢i-1,; — ¢i.5) T 0 — 0
1 i1 — ¢
TVD Qij+1—9ij t,J
T R 1= i),
¢w,% i j+ 3 (r)(9i.j-1— i) T 0 — %1
1 Oit2,j = Pit1,j
TVD L _ ey il
¢i+%,j Piv1,j+ ( )(‘Pt,J ¢1+17]) T Gir1— i ’
1 O j+2 — Qi j+1
TVD . _ i+ Jt
¢i,j+% i jr1 + L(r )(‘Pw ¢z,1+1) ’ Bi i1 — 0 )
para i, i ;. V; iyl < 0. Cuando Uip ] jpVijel = = 0 el flujo advectivo es cero.

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

(2.129)

(2.130)

(2.131)
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Las formulas de la (2.124) hasta la (2.131) son la extension de las férmulas (2.115)-(2.116) y
(2.118)-(2.117) a nuestro problema.

Note que el problema semidiscreto (2.119) solo difiere de (2.29) en el término advectivo. Esta
diferencia viene determinada por la funcién limitadora L(r) que se escoja, coincidiendo ambos
problemas cuando L(r) = 1.

2.2.2 Integracion temporal

Para resolver el problema (2.119) se usa el mismo método de separacion de variables simétrico de dos
ciclos [75,76] del algoritmo CN-DIM-SPLIT (ver seccion 2.1.3). En cada intervalo doble [t,,_1,t,1]
conn=1,3,5,...2N — 1, el modelo semidiscreto (2.119) puede ser integrado de la siguiente forma:

06 . " -

%‘FA?(PI =0 5 ¢1(tnfl> = ¢<tnfl) SRS [tnflatn] (2132)
a_’ — — -

% A0 =0;  Ga(tu1) =1(ta) 5 1€ [ta—1,1] (2.133)
0 = _ . 3 — () - 2.134
ot +G¢3 —f > ¢3(tn71) - ¢2(tn) , LE [tn*htVH“l] (2. )

004 ns 0. E) () 2.135

W—i— 2(])4 =V, ¢4(tn) - ¢3(tn+1) > S [tmln—i-l] ( : )
a_) — — —

O NG =00 Fsln) = altne) s 1€ D] (2.136)

— —

O(tuy1) = Os(tns1) 5

donde A} = ATVP (1) + Li(t,) (k= 1,2).

Para integrar cada una de las ecuaciones del sistema anterior, se usa el esquema de Runge-Kutta
de segundo orden (RK?2) [82] que se describe a continuacion.

Dada la ecuacion diferencial

Yt :F(tvy(t)) ) y(O) =Y, fc& [OvT] ) (2137)

el esquema RK2 tiene la siguiente forma:

1
Y = ynt EAtF(tn,yn), (2.138)

1
Yl = YnTALF <tn+§At,'}’), (2.139)
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donde y, =~ y(t,), At es el paso temporal y t, = nAt.

El esquema RK2 es explicito, por lo que a diferencia de Crank-Nicolson, es un esquema
condicionalmente estable. La estabilidad condicional de RK2 es una seria limitante debido a que
usamos una rejilla regular esférica. A continuacion se describe como resolver cada uno de los
subproblemas (2.132)-(2.136), usando el esquema RK2.

Problema en la direccion de A

Usando el esquema RK2 ((2.138)-(2.139)) y el operador A} = ATVP(1,) + L (t,) (ecuaciones (2.32)
y (2.120)) se obtienen el siguiente esquema de integracién para el problema en la direccién de A
(subproblemas (2.132) y (2.136)):

TVD VD
Yi=Qii — T (PH%’J.UH_%’]. (pifé,jui—;j
3] 15 2 aA), s 0j

Mt (P — @) — 11 (91— @im1,))
i 2 (2.140)
a*(AA)?sin” 9,

TVD _TVD
Vi =1 Bied ik~ Vicd Mg
! . aAA sin 19']

Wipr i (Vinj— ¥) — M1 (%) — Yie1,))
S AR A 22 24 (2141

a?(A2)%sin® ¥;

—

donde @ = @) (tu_1), W = ¢1(r,) para el problema (2.132) y @ = @5(t,), ¥ = @s5(t,1) para el
problema (2.136).

Las férmulas (2.140) y (2.141) pueden ser implementadas en paralelo muy facilmente. Sean
TVD_AdvDiff I, (j) y TVD_AdvDiff II, (j) las rutinas que implementan las férmulas (2.140) y
(2.141) respectivamente, parai = 1,2,...,I y j = Const.. Entonces podemos escribir el algoritmo 4
para resolver el problema en la direccion de A.

Problema en la direccion de 9

De la misma forma que en el caso anterior, podemos usar las férmulas (2.138)-(2.139) (RK2) y el
operador A} = ATVP(1,)+ L, (1,) (ecuaciones (2.36), (2.34), (2.38) y (2.122)) para obtener el siguiente
esquema para el problema en la direccion de ¥ (subproblemas (2.133) y (2.135)).
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Algoritmo 4: Algorimo para resolver el problema de adveccidn-difusion en la direccion
longitudinal (1) (RK2-TVD-DIM-SPLIT).

1 for j=1,2,...,Jdo

2 — parallel for —

3 | Run ¥ = TVD_AdvDiff I, ()

4 | Run y/ = TVD_AdvDiff II, (j)

8 sin( Aﬁ/z ! TvD 8sm Aﬁ/z d
=0o—5 2.142
o= { la(A9)? lZ; i394 T12(AD) ; i1 (9 (2.142)
8sin(AY/2) rvp  8sin(Ad/2)
Yi+1 = ¢J+1+2{Wi_21v11+2¢1]+2 —31221[11’]_’_% (]),] (])J_H) (2.143)
VD, TVD
1 ?;; iV 7j+1s1n19 ‘P,-.J-,lv,, 1sind; 1
=%y aA?L sin9;
iy (Piir = QIS s — piy (0 = @ij)sind; ] 1a4)
B a?(AV¥)?sin v; @
8 sin( A0/2 d yp  8sin(A8/2) ¢
Woz(PO—T{ ;Vu;z; Ia2A193 ;ull Yi1— ) (2.145)
8sin(AY/2) VD 851n Aﬁ/Z)
Vil = Qri +T{W;{v’”2y’”2 I2(a0) I;Hl’ (Y — Y1) (2.146)
’}/,'TZ_D il sin®; | L }/TV_Dlv et SH !
Yij = gij— T4 — n
Vo aAA sin¥;

Hiy U = Qu)sindy g — 1y O — Yigo1)sind; (2.147)
(A9 2sin D, ’

donde @ = ¢(tn—1), ¥ = 02(1,) para el problema (2.133) y @ = @4(t,), ¥ = @4(tnr1) para el
problema (2.135).

La implementaciéon de las férmulas anteriores se muestra en el algorimo 5, donde
¥ = {¥i1,%2--%s Yy ¥ = {Vi,¥2,...,¥,}. Las rutinas TVD_UpdateNortPolel(),
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TVD_UpdateSouthPolel(), TVD_UpdateNortPolell() y TVD_UpdateSouthPolell() representan las
formulas (2.142), (2.143), (2.145) y (2.146) respectivamente; mientras que TVD_AdvDiff T (i) y
TVD_AdvDiff Il (i) corresponden a las formulas (2.144) y (2.147) parai = Consty j=1,2,....J.

Algoritmo 5: Algorimo para resolver el problema de adveccién-difusion en la direccion
latitudinal () (RK2-TVD-DIM-SPLIT).
1o = TVD_UpdateNortPolel()
¥7+1 = TVD_UpdateSouthPolel()
fori=1,2,....,1do
— parallel for —
Run 7' = TVD_AdvDiff I (i)
Run y' = TVD_AdvDiff I (i)

yp = TVD_UpdateNortPolell()
y;+1 = TVD_UpdateSouthPolell()

A 1 A W DN =

® 3

Por claridad, las rutinas TVD _UpdateNortPolell() y TVD_UpdateSouthPolell() no se incluyen en
el ciclo for, sin embargo, en la implementacion practica del algorimo 5 también es posible paralelizar
estos cdlculos. La idea es la misma que se explico en el caso del algoritmo 2 (ver seccion 2.1.3).

Fuentes y decaimiento exponencial

Aplicando el esquema (2.138)- (2 139) al problema (2.134), se obtiene de manera directa el algoritmo
6. Aqui se considera que @ = @3(tp_1) y W = @3(fns1).

Algoritmo 6: Algorimo para resolver el subproblema (2.134) (forzamiento y decaimiento
exponencial).

1 forAe{0,ij,IxJ+2} (i=1...I;j=1...J)do

2 — parallel for —

3| M=¢a+T(fa—0¢s)

4 | Va=0a+21(fa—0Na)

Notese que el algoritmo anterior y el algoritmo 3, perteneciente al esquema CN-DIM-SPLIT,
pueden ser intercambiados al ser ambos de segundo orden de aproximacion. Sin embargo, el
algoritmo 6 a diferencia del 3, puede ser usado para casos de fuentes no lineales. Para esto, basta con
rescribir las lineas 3 y 4 del algoritmo como:

Yo = QA+ T[fa(Qa) — OQA] (2.148)
Va = QA+2T[fa(Ya) — O] . (2.149)
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Lo anterior sugiere que podemos considerar casos de forzamiento no lineal manteniendo segundo
de orden aproximacion. El modelo AdvDiff2D permite escoger entre los algoritmos 3 o 6, tanto en
el esquema CN-DIM-SPLIT como en RK2-TVD-DIM-SPLIT, lo que amplia las posibilidades del
modelo mds alld de casos estrictamente lineales.

2.2.3 Estabilizacion del esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT

Como se mencioné anteriormente, el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT no es incondicionalmente
estable. La condicion de estabilidad depende de cada uno de los subproblemas unidimensionales
(2.132), (2.133), (2.134), (2.135) y (2.136). En concreto, para el problema en la direccion de A
(subproblemas (2.132) y (2.134)) tenemos la condicién de estabilidad

Tl 1 T | 1
CFLy = SRS L D, = S AN P 2.150
A Hﬁx{aAl sinﬁj} = T ml_?x{ (aAAsin®;)> [ =2 ( )

y para el problema en la direccién de ¥ (subproblemas (2.133) y (2.135)) tenemos

Vi jadl Tl o1 1
’ <1, Dy= BTes A O 2.151
are (= TPTEY @A) (T2 2.151)

T
CFLy = max {
ij

La condiciones anteriores son validadas tinicamente para los problemas de adveccién o difusion
por separado. Para el problema combinado de adveccién-difusion, la estabildad de RK2-TVD-DIM-
SPLIT depende de que se cumplan que:

CFL+2D<1, (2.152)

donde CFL y D se sustituyen por CFL, y D, para el problema longitudinal, y por CFLy y Dy para
el problema meridional. Las férmulas (2.150), (2.151) y (2.152) se deducen a partir del andlisis del
correspondiente problema de adveccion-difusion unidimensional en coordenadas rectangulares
(ver [31,86])).

En el caso de (2.134) (forzamiento y decaimiento exponencial), la condicion de estabilidad se

reduce a T < p a lo que se llega directamente a partir de de la propiedades del método RK2.

Note que la condicién (2.150) para el problema en la direccion de A es particularmente
restrictiva. El término sin?; que aparece en el denominador de las férmulas (2.150) tiende a cero
para valores de ¥; cercanos a 0 (Polo Norte) o a  (Polo Sur). Esto quiere decir que para las celdas
cercanas a los polos es muy dificil cumplir con la condicién de estabilidad. Lo descrito
anteriormente es un problema bien conocido en las ciencias atmdsfericas y la solucion mas comtin es
usar rejillas eféricas reducidas [38, 69] o alguna otra variante de rejilla uniforme o
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cuasiuniforme [74] (ver seccién 1.3.6). Sin embargo, queremos mantener completa compatibilidad
con el algoritmo CN-DIM-SPLIT y por lo tanto, mantener la misma rejilla regular esférica descrita
la seccion 2.1.1. La estrategia para lograr ese objetivo se describe a continuacion.

Denotemos como TVDAdVDiffR(M)( J) al problema de adveccién-difusion unidimensional en
la direccion de A, sobre la rejilla R(AA) de resolucién AA y colatitud constante ¥; (lineas 3 y 4 del
algoritmo 4). La idea es bastante simple: para colatitudes cercanas a los polos podemos remplazar
TVD_AdvDiffgaz)(j) por TVD_AdvDiffgan)(j) con k > 1, sin afectar significativamente la
exactitud, pero relajando la condicién de estabilidad (debido a que kAA > AA). Note que a medida
que nos acercamos a los polos aumenta la resolucion espacial en la direccién de A, por lo tanto,
tenemos un exceso de celdas de las que podemos prescindir.

Remplazar el problema TVD_AdvDiffgsy)(j) por TVD_AdvDiffgaz)(j), implica interpolar
desde la rejilla original R(AA) hacia la de menor resolucién R(kAA), y luego volver a interpolar
hacia la rejilla R(AA). Evidentemente, estos pasos adicionales representan un aumento en el costo
computacional. Sin embargo, si restringimos el valor de k£ a solo nimeros enteros (k € Z) que
dividan de manera exacta a I, entonces el proceso de interpolacion es extremadamente sencilllo y
eficiente. Esto es, a cada celda en la rejilla R(kAA) se le asigna el promedio de k celdas consecutivas
en R(AA); mientras que para interpolar hacia la rejilla original (de R(kAA) hacia R(AA)) solo es
necesario copiar los valores. En la figura 2.4 se ilustra este proceso para el caso hipotéticode I =9y
k=3.

Con este sencillo procedimiento es posible usar el algoritmo RK2-TVD-DIM-SPLIT sin la
necesidad de reducir extremadamente el valor de T para cumplir con la condicién de estabilidad
(2.150). Evidentemente, solo es necesario aplicar esta estrategia para las colatitudes mas cercanas a
los polos. En concreto, el problema TVD,AdVDiffR(M)( J) solo se remplazard por

1
TVD_AdvDiffpaz) (j) cuando se tenga que sin¥; < 5 lo que ocurre para ¥; < /6 (por encima de
los 60° Norte) y 1% > 57/6 (por abajo de los 60° Sur).

2.3 El modelo AdvDiff2D

El modelo AdvDiff2D consiste en un software que incorpora la implementacion de los algoritmos CN-
DIM-SPLIT y RK2-TVD-DIM-SPLIT, ademas de caracteristicas adicionales. De manera general,
AdvDiff2D consiste en:

* Programa principal para resolver el problema de adveccion-difusién sobre una esfera, con las
siguientes caracteristicas:

— Completamente programado en Fortran 90, sin dependencia de bibliotecas externas.
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Fig. 2.4: Representacion esquemadtica del proceso de interpolacion entre las rejillas R(AA) y R(kAL).

— Configuracion basada en ficheros namelist. Entrada y salida de datos usando ficheros de
texto y binarios.

— Posibilidad de usar calculos en paralelo usando OpenMP [19].

* Pequefios programas (scripts) de Python (se usan las bibliotecas de cddigo abierto SciPy [87]
(célculo cientifico), Matplotlib [88] (visualizacién de datos) y Cartopy [89] (visualizacion de
datos sobre mapas) para facilitar tareas comunes como:

— Interpolar datos desde y hacia la rejilla de AdvDift2D.

— Lectura y visualizacion de las salidas del modelo.

El modelo AdvDiff2D puede ser ejecutado en una méquina personal sin mayores dificultades. La
paralelizacion de los cdlculos se lleva a cabo mediante OpenMP, es decir, usando un esquema de
memoria compartida. OpenMP es un estidndar bastante extendido y facilita enormemente la
implementacion de célculos en paralelo y el aprovechamiento del enfoque multiproceso de las
computadoras modernas [19].

En el proximo capitulo se muestra el desempefio del modelo AdvDiff2D resolviendo una serie de
problemas con varios niveles de complejidad, desde problemas de adveccidon-difusion lineal hasta
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problemas no lineales. Por cada experimento numérico se incluirdn las instrucciones para
reproducirlo, usando AdvDiff2D.



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se evalda el desempefio del modelo AdvDiff2D mediante la realizacién de
diferentes experimentos numéricos. Estos incluyen desde problemas lineales de adveccion y difusion
puras, hasta problemas mas complejos de difusion no lineal. Con esto se pretende demostrar las
capacidades del modelo AdvDiff2D para resolver casos de interés practico. Todos los problemas
mostrados a continuacion, excepto los relacionados con el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT, han
sido publicados en revistas arbitradas [2, 90, 91] o bien presentados en los congresos ECMI-2018
(Budapest), UGM-2018 (Puerto Vallarta), UGM-2019 (Puerto Vallarta) y IC-MSQUARE-2021
(Grecia).

Cada uno de los experimentos discutidos en este capitulo serd identificado por una abreviatura
(ej.: exp-adv01l). Con esto es posible encontrar las instrucciones necesarias para reproducir el
experimento correspondiente. Por ejemplo, las instrucciones correspondientes a exp_advOl se
encuentran en la carpeta experiments/exp_advOl, ubicada dentro del cédigo fuente de
AdvDiff2D. El modelo AdvDiff2D es capaz de ejecutarse en cualquier maquina personal moderna,
por lo que no se necesita requerimientos especiales.

3.1 El modelo AdvDiff2D. Paralelizacion de los calculos

A continuacion se hace una breve descripcion de la implementacién de AdvDiff2D. Esto facilitara la
reproduccion de los experimentos mostrados en este capitulo, asi como verificar la implementacion
de los algoritmos mostrados en el capitulo 2. Finalmente, se demuestra la capacidad del modelo para
realizar cdlculos en paralelo.

Todo el cddigo fuente del modelo AdvDiff2D se encuentra dentro de la carpeta AdvDiff2D/src.
Los principales ficheros son los siguientes:

* advdiff_global _data.f90: contiene las variables de uso global (ej.: los vectores de (E y f).

55
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* advdiff cn dim split.f90: contiene las rutinas solve_lon_problem cn() 'y
solve_lat_problem cn() correspondientes a los algoritmos 1 y 2 respectivamente (ver
capitulo 2, seccién 2.1).

* advdiff rk2 tvd dim split.f90: contiene las rutinas solve lon problem rk2 tvd() y
solve_lat_problem rk2 tvd() correspondientes a los algoritmos 4 y 5 respectivamentes (ver
capitulo 2, seccidn 2.2).

* advdiff_solver.f90: implementacion de la integracion temporal (esquemas CN-DIM-SPLIT
y RK2-TVD-DIM-SPLIT).

* advdiff main.f90: fichero principal. Aqui se leen los datos de entrada y se controla la
ejecucion del modelo.

* advdiff user.f90: contiene las rutinas encargadas de actualizar los valores de f(x,), u(x,7),
U(x,t) y o(x,7) para cada paso temporal (en el punto medio de cada intervalo [t,,_1,#,+1]). En
general, esta es la tinica parte del cddigo que necesita ser modificada para ciertos problemas.

No es objetivo de este trabajo discutir los detalles técnicos de la implementacion del modelo
AdvDiff2D. Sin embargo, la informacion anterior sirve para tener una idea general de como esta
estructurado el modelo. Por otra parte, algunas ideas que se discutieron en el capitulo anterior son més
faciles de entender (o pueden ser complementadas) revisando directamente el codigo (por ejemplo, la
paralelizacion de los cdlculos o la estabilizacion del esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT).

Paralelizacion de los calculos

La capacidad de hacer calculos en paralelo es de vital importancia para cualquier software moderno
y en particular, para los enfocados en la modelacion numérica. En este experimento se pone a prueba
la capacidad de AdvDiff2D de paralelizar los cdlculos de manera eficiente.

La figura 3.1 muestra los tiempos de ejecucion obtenidos con AdvDiff2D, usando diferente
cantidad de procesadores. En cada caso se consider6 un problema de aveccion-difusién con
resolucion espacial de 0.25° y se completaron un total de 10° iteraciones.

Como se aprecia en la figura 3.1, el esquema CN-DIM-SPLIT es ligeramente més rdpido que
RK2-TVD-DIM-SPLIT, aunque esta diferencia disminuye a medida que aumenta el nimero de
procesos. Como es de esperar, para el caso de un solo procesador (calculos sin paralelizar) se obtiene
el mayor tiempo de ejecucion; mientras que para el mayor nimero de procesadores (6 en este caso)
este tiempo disminuye aproximadamente 5 veces (6 veces es el limite tedrico). Lo anterior
demuestra que la implementacion de los algoritmos 1, 2, 3 (correspondientes a CN-DIM-SPLIT) y 4,
5, 6 (correspondientes a RK2-TVD-DIM-SPLIT) funciona de manera correcta.
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Fig. 3.1: Tiempo de ejecucion contra nimero de procesos. El tiempo de ejecucion ha sido normalizado
dividiendo entre el mayor valor.

Los resultados mostrados en la figura 3.1, pueden variar en dependencia del hardware que se
use para realizar el experimento. En este caso se empled un procesador Intel Core 15 de novena
generacion, con un total de 6 nicleos (procesadores). Con esta configuracion, el mayor tiempo de
ejecucion fue de 141.36 segundos (RK2-TVD-DIM-SPLIT con un procesador) y el menor tiempo de
25.841 segundos (CN-DIM-SPLIT con 6 procesadores).

3.2 Experimentos numéricos

3.2.1 Adveccion pura

En los siguientes experimentos se resuelve numéricamente el problema de adveccion lineal pura

d

7?+U-V¢=o, 9(x,0) = ¢"(x) , (3.1
donde U = {u,v} se considera no divergente (divU = 0). Desde el punto de vista numérico, este
problema es particularmente dificil por la ocurrencia de dispersién numérica, sobre todo cuando

existen grandes gradientes o discontinuidades en la solucién [18,31,69,92].

Como se mencioné en la capitulo anterior, para este tipo de problemas es mas recomendable usar
el esquema secundario RK2-TVD-DIM-SPLIT, debido a que es un esquema mondtono (ver cap. 2
sec. 2.2). Sin embargo, el esquema CN-DIM-SPLIT, ain siendo no monétono, muestra muy buenos
resultados en los casos de soluciones suaves.

Definiremos el error relativo de la solucién numérica ¢ como
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- Ly(¢ — o*
ER($) = 100220 =99 (3.2)
Ly(¢*
donde ¢* es la solucién analitica y Ly(¢) = (¢,¢)'/2 (norma ). El producto escalar (-,-) viene
dado por la ecuacion (2.39), definida en el capitulo anterior.

En lo que sigue, cuando se haga referencia al esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT, se debe entender
que se usard la funcién limitadora SUPERBEE [67] (ver seccién 2.2.1, tabla 2.1). La seleccién
de SUPERBEE se debe a que mostré ser menos difusiva que otras funciones de la tabla 2.1 (ver
anexo A.2). No obstante, no existe una forma clara de escoger cudl es la funcion limitadora mas
conveniente para un problema en particular [31], lo que en muchos casos debera hacerse por prueba
y error [18,31]. El modelo AdvDiff2D permite ser compilado con cualquiera de la funciones de la
tabla 2.1.

Adveccion en la direccion longitudinal (exp_adv01)

Consideremos el campo de viento (ver Fig. 3.2)

U= {Uy(sindcosa —cosdcosAsina) ,—UysinAsina}. (3.3)

La ecuacion anterior representa el viento resultado de la rotaciéon de un cuerpo sélido. El eje de
rotacién forma un dngulo @ con el eje z. Para este caso tenemos o = 0, es decir, el eje de rotacion
coincide con el eje z. El término U, se escoge de manera que una rotacion completa demore 5

) ) ) .. 27 .
unidades de tiempo para un radio unitario (a = 1), esto es, Uy = 5 Este experimento corresponde

al presentado en [93] pero con algunas variaciones.
La condicion inicial (ver Fig.3.3) viene dada por

9°(x) = exp { —504°(xq,%) } , (34)

donde x¢ = (Ao, ¥9) = (90°,0.0°) y d(p1,p2) representa la distancia Euclideana entre los puntos py
and p».

La tabla 3.1 muestra los errores obtenidos en tres experimentos, usando resoluciones espaciales de
1°,0.5°y 0.25°. En cada caso, el paso temporal 7T se escogié manteniendo un valor de CFL constante
de 0.36. Como se aprecia, con el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT se obtienen mejores resultados
para 1°y 0.5°. Sin embargo, para la resolucion de 0.25° el esquema CN-DIM-SPLIT es mejor. Para
resoluciones bajas, el esquema CN-DIM-SPLIT produce mucha dispersion numérica (debido a su
naturaleza no mondétona [1]); sin embargo, esta dispersion disminuye con el aumento de la resolucién
espacial y temporal [1]. En concreto, para la resolucién mas alta (AA = A = 0.25°), la dispersion es
del orden de 1071,
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Fig. 3.2: Campo de viento (3.3) para o« = 0.
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Fig. 3.3: Condicién inicial (exp_advO1).

Tabla 3.1: Errores relativos para diferentes resoluciones (exp_avdOl).

AV =AA =1° | AO =AAL =0.5° | A = AL =0.25°
CN-DIM-SPLIT 36.5% 11.3% 2.89%

RK2-TVD-DIM-SPLIT 12.1% 6.36% 4.12%

En las figuras 3.4 y 3.5 se muestran las soluciones obtenidas con los esquemas CN-DIM-SPLIT
y RK2-TVD-DIM-SPLIT respectivamente. En el caso del CN-DIM-SPLIT, la solucién muestra una
deformacion notable en la direccion del flujo (Fig. 3.4ab), en especial para la resolucion de 1°. Esta
deformacion disminuye hasta practicamente desaparecer para la resolucion de 0.25° (Fig. 3.4c). En
la parte inferior de la Fig. 3.4, se aprecia que las oscilaciones no deseadas de la solucién numérica
disminuyen al aumentar la resolucién, lo que es un resultado esperado.
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Fig. 3.4: Soluciones correspondientes al esquema CN-DIM-SPLIT parat = 5; a) A% = AL = 1°; b)
AY = AL =0.5°% ¢) A% = AL = 0.25°. Abajo se muestra un corte longitudinal para % = 90°.

Como se aprecia en la parte inferior de la Fig. 3.5, el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT no produce
valores negativos, lo que también es un resultado esperado al ser un esquema monétono. A modo
de comparacion, el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT tiende a deformar mas la forma inicial y dar
una solucién menos suave que CN-DIM-SPLIT. No obstante, es necesario aclarar que esto depende
directamente de la funcién limitadora que se us6 (SUPERBEE en este caso).

Adveccion sobre los polos (exp_avd(2)

Este experimento es andlogo al anterior, es decir, mantenemos la misma condicién inicial y los
mismos valores de resolucion espacial y temporal. La principal diferencia es que ahora se asume
o = 1 /2 en la ecuacion (3.3), dando lugar a un caso de adveccion sobre los polos (ver Fig. 3.6). El
valor mdximo CFL para cada resolucién se muestra en la tabla 3.2. Como se aprecia, los valores de
CFL son especialmente grandes para el esquema CN-DIM-SPLIT, debido al uso de una rejilla
regular esférica. En el caso del esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT, los valores de CFL se mantienen
menores a la unidad (condicién de estabilidad) gracias a la estrategia que se describi6 en la seccion
2.2.3 del capitulo anterior. La idea de este experimento es evaluar la influencia de las celdas polares
en la exactitud de la solucidn.
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Fig. 3.5: Soluciones correspondientes al esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT para t = 5; a) AY = AL =
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1°;b) A = AL = 0.5°;, ¢) A® = AL = 0.25°. Abajo se muestra un corte longitudinal para % = 90°.

Tabla 3.2: Valor maximo CFL para las diferentes resoluciones.

AY=AAL=1° | AO =AAL =0.5° | AY = AL =0.25°
CN-DIM-SPLIT 20.62 41.25 82.51
RK2-TVD-DIM-SPLIT 0.687 0.696 0.715

Tabla 3.3: Errores relativos para las diferentes resoluciones (exp_adv02).

AV =AL=1° | AU =AL =0.5° | AY = AL =0.25°
CN-DIM-SPLIT 35.7% 10.84% 2.76%
RK2-TVD-DIM-SPLIT 13.7% 6.34% 3.18%

La tabla 3.2 muestra que los errores obtenidos en este experimento no difieren de manera notable
de los mostrados en el experimento anterior (tabla 3.1). Por lo tanto, la presencia de las celdas
polares no altera el resultado de manera significativa, al menos, segin la métrica (3.2).

Las figuras 3.7 y 3.8 son andlogas a las mostradas en el experimento anterior (figuras 3.4 y 3.5).
Para el caso de CN-DIM-SPLIT, nuevamente se obtiene una deformacion de la forma inicial en la
direccién del flujo, que desaparece a medida que aumenta la resolucion (Fig. 3.7¢). Para la maxima
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Fig. 3.6: Campo de viento (3.3) para oo = /2
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Fig. 3.7: Soluciones correspondientes al esquema CN-DIM-SPLIT para t = 5; a) A% = AL = 1°; b)
AY = AL = 0.5°% ¢) A% = AL = 0.25°. Abajo se muestra un corte meridional (de norte a sur) para
A =90°.
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Fig. 3.8: Soluciones correspondientes al esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT paratr = 5; a) AY = AL =
1°;b) A% = AL = 0.5°; ¢) AY = AL = 0.25°. Abajo se muestra un corte meridional (de norte a sur)
para A = 90°.

resolucion (A% = AA = 0.25°), la dispersion numérica es del orden de 1077, 1o que si bien es un
valor pequefio, es notablemente mas grande que en el experimento anterior (de 10~1°). Es necesario
aclarar que este experimento es mucho mds complejo desde el punto de vista numérico,
principalmente por el drastico aumento del valor de CFL en comparacion con el caso anterior.

Los resultados del esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT son muy similares a los del experimento
anterior. Sin embargo, en este caso, se produce una ligera sobreestimacion de la solucién (ver parte
inferior de la Fig. 3.8bc).

Los resultados de este exprimento no difieren significativamente del anterior, aun cuando la
adveccion sobre los polos es un experimento notablemente més complejo. Lo anterior significa que
la presencia de las celdas polares no afectan de manera considerable la soluciéon. Aun asi, en el caso
del esquema CN-DIM-SPLIT, si se produce un aumento notable de la dispersiéon numérica, causado
por el alto valor de CFL en las cercanias de ambos polos.
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Adveccion con viento variable (exp_adv03)

Este experimento, propuesto por [94], consiste en dos condiciones iniciales con distinto grados de
complejidad. La primera es una curva suave (de clase C*) formada por dos colinas gaussianas:

¢8AUSS (x) = exp { —5d*(x¢9,X) } +exp { —5d*(x1,%)}, (3.5)

donde x¢ = (150°,90°) y xq = (210°,90°) (ver Fig.3.9a). La segunda condicién inicial (Fig.3.9b)
pertence a la clase C! y viene dada por la ecuacién

0.140.45[1 +cos{2np(x1,x)}] para p(x1,x) <0.5
0°(x) =< 0.14+0.45[1+cos{2np(x2,x)}|] para p(x2,x)<0.5 |, (3.6)
0.1 €n otro caso

donde p(py,p2) es la distancia sobre la esfera entre los puntos p; y pa.
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Fig. 3.9: Condiciones iniciales ¢&3USS(x) (parte superior) y ¢€°5(x) (parte inferior).
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A diferencia de los experimentos anteriores, en este caso, el campo de viento U = {u,v} es no
estacionario, es decir,

2
u(A,0,t) = %sin (A — 2772) sin (7 —29) cos (%) + 26lTﬂ:cos (E — 19) 3.7)

VA, 0,1 — —% sin (u —4?”;) sin () cos (”%) , (3.8)

donde T = 5 para el caso de radio unitario a = 1, o bien T = 12 dias, para el caso de dimensiones
terrestres (a = 6378 km) [94].

El problema de adveccién pura (3.1), con cualquiera de las condiciones iniciales ¢&3US5(x) o
¢°°5(x), y con el campo de viento anterior, tiene como solucién analitica la condicién inicial
correspondiente parat = T [94].

Las figura 3.10 muestran los resultados obtenidos para ¢°(x) = ¢&3USS(x), usando
AD = AL =0.25°y 7 = 1.25 x 1073, Como se aprecia, los resultados con ambos esquemas son casi
indistinguibles, aunque existe una mayor deformacion de la forma inicial con el esquema
RK2-TVD-DIM-SPLIT. Los errores relativos son de 2.51% y 2.55% para CN-DIM-SPLIT y
RK2-TVD-DIM-SPLIT respectivamente. Por lo tanto, en este caso, no existe una diferencia
significativa entre ambos esquemas.
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Fig. 3.10: Soluciones para ¢°(x) = ¢2255(x) con CN-DIM-SPLIT (arriba) y RK2-TVD-DIM-SPLIT
(abajo).
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Los resultados para el caso de ¢°(x) = ¢°5(x) se muestran en la figura 3.11. En este experimento,
la deformacién de la forma inicial es mayor para el esquema CN-DIM-SPLIT. Lo anterior se ve
reflejado en los errores relativos: 7.16% para CN-DIM-SPLIT y 2.81% para RK2-TVD-DIM-SPLIT
(aproximadamente 2.5 veces menor). El peor desempeio del esquema CN-DIM-SPLIT se debe a
la menor suavidad de la curva ¢°5(x) en comparacién con ¢p83USS(x). Esto hace que aparezcan
armonicos de alta frecuencia que son trasladados de manera incorrecta por un esquema no monotono
como CN-DIM-SPLIT [1], generando oscilaciones no deseadas en la solucion.

80.0N

78.58

80.0N

b)

25.55

78.5S8

60.0E  1200E  180.0E  1200W  60.0W 60.0E 1200  180.0E  1200W  60.0W

Fig. 3.11: Soluciones para ¢°(x) = ¢€°3(x) con CN-DIM-SPLIT (arriba) y RK2-TVD-DIM-SPLIT
(abajo).

Ambos esquemas resuelven el problema de adveccion pura de manera satisfactoria. Sin embargo,
RK2-TVD-DIM-SPLIT es mds conveniente cuando se trata de problemas susceptibles de generar
dispersion numérica (presencia de grandes gradientes o discontinuidades). Evidentemente, la
dispersion numérica asociada al esquema CN-DIM-SPLIT puede disminuirse tanto como se quiera
aumentando la resolucion espacial y temporal [1]. Sin embargo, esto suele estar limitado por el
poder computacional del que se disponga.

Por dltimo, en este experimento se puede verificar que ambos esquemas conservan la masa de
manera correcta. En todos los casos (combinaciones de esquema con condicién inicial), la variacién
relativa de la masa no superé el 10~12%.

En cuanto a la norma L,, el esquema CN-DIM-SPLIT mostré variaciones relativas del orden de
10~ 13%; mientras que con RK2-TVD-DIM-SPLIT se obtuvo una variacién de 1.16% para ¢&3U5S(x)
y 0.98% para ¢€°5(x). Lo anterior confirma que el esquema CN-DIM-SPLIT también conserva de
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manera correcta la norma L, (ademds de la masa); mientras que RK2-TVD-DIM-SPLIT no. En
general, el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT no garantiza la correcta conservacion de la norma L,
aunque es posible mantener su variacion en un rango tolerable.

3.2.2 Difusion lineal

Los préximos experimentos tienen como objetivo mostrar que el modelo AdvDiff2D resuelve el
problema de difusién lineal

d
W Vo) =f o(x0)=0"x), (39)

de manera satisfactoria. A diferencia del caso de adveccidn pura, para este problema solo se usard el
esquema principal CN-DIM-SPLIT.

Difusion a través del polo (exp_diff01)

Considere el caso de difusién constante g = 1073, y la condicién inicial

0°(x) :exp{—103p2(x0,x)} ) (3.10)

donde x¢g = (A,¥) = (0.25°,6°). La curva (3.10) consiste de una colina gaussina muy cerca del polo
norte (ver Fig. 3.12 para t = 0). Por lo tanto, se espera que para ¢t > 0 la mancha inicial se expanda de
manera uniforme y pase sobre el polo norte sin distorsion.

t=0.0 t=0.5

m—

| |
00 02 04 06 08 10 0.0 0.1 0.2 0.3

=

| | I
0.0 004 008 012 0.16 0.2 0.0 0.04 0.08 0.12 0.14

Fig. 3.12: Difusién sobre el polo norte. La isolinea ¢ = 0.01 se muestra en color blanco.

La figura 3.12 muestra la solucién numérica obtenida usando 7 =2.5x 1073, AL =A% =0.5°y
a = 1. Como se puede apreciar, la isolinea ¢ = 0.01 forma una circunferencia que se expande sin que
su forma se vea afectada por la presencia de la celda polar (ver Fig. 3.12). Este simple experimento
sirve para comprobar que la aproximacion en los polos no afecta la solucién.
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Difusion desde el polo (exp_diff02)

Considere p(A,9%) =5 x 1073 en cuatro sectores de ancho 30°, centrados en A = 19.75°,
Ay = A1 +180° = 199.75°, A3 = 109.75° y A4 = A3+ 180° = 289.75°. En el resto de la esfera se
considera u(A,9¥) = 0. Como condicién inicial se tiene ¢ = 100 en la celda polar norte y cero en el
resto.

%102 a) x10 b) x 10~ Q) - B

5 5 5

4 4 4

3 3 3

2 2 2

1 1 1

0 0 0 -

-1500  -50° T 50° 150° -156°0 ~ -50° T 50° 150° 0 50 100 150° 2000 2506’ 300° 350°
polo norte polo norte A

Fig. 3.14: Difusion desde el polo norte para t = 5; a) corte meridional para A = 19.75°; b) corte
meridional para A = 109.75°; ¢) corte longitudinal para % = 0.75°.

En este experimento, la difusion debe ocurrir solo en los sectores donde u # 0. Ademas, la
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solucion debe ser simétrica con respecto al polo norte. Lo anterior se puede verificar en la figura
3.13, donde se muestran las soluciones numéricas obtenidas para 7 =2.5x 1073, AL =A% =0.5°y
a=1.

En las figuras 3.13 y 3.14ab se puede apreciar que la difusién ocurre sin distorsion alguna y de
forma simétrica con respecto a la celda polar. Por lo tanto, la solucion no se ve afectada por la
aproximacion en el polo (al igual que en el experimento anterior). En la figura 3.14c se muestra un
corte longitudinal para ¥ = 0.75°, es decir, para las celdas contiguas al polo norte. Como se aprecia,
las fronteras de los sectores con u # 0 actian como una pared impermeable, haciendo que no salga
sustancia hacia afuera de los sectores.

3.2.3 Difusion no lineal

Los siguientes experimentos tienen como objetivo resolver la ecuacion de difusion no lineal

9¢

=~V (RxL0)Ve) = £(x.1,0), $(x,0)=9°(x). (3.11)
El objetivo del model AdvDiff2D es resolver el problema de adveccion-difusion lineal. Audn asi,

AdvDiff2D puede ser usado sin mayor dificultad para resolver el problema (3.11). Para esto, basta

con hacer las aproximaciones de primer orden

H(X,tn,(])(x,tn)) ~ I-L(Xafn—17¢(x>tn—l)) (3.12)
f(X,[n,¢(X,ln)) ~ f(xvtnflv(p(xatn*l))? (3.13)

en el intervalo de integracion [t,_1,t,+1]. Obviamente, lo anterior reduce la aproximacién temporal
del modelo, desde segundo orden (O(7?)) hasta al menos primer orden (O(7)). En caso de tener
forzamiento no lineal pero difusién lineal, entonces es posible usar el algoritmo 6 (ver cap. 2,
seccion: Fuentes y decaimiento exponencial) para mantener segundo orden de aproximacion
temporal.

En cada uno de los experimentos que se muestran a continuacion se emplea el esquema CN-DIM-
SPLIT.

Regimenes de combustion Blow-up (exp_diff03)

Para el caso de u = k9% y f = q¢P, con a, > 0, la ecuacién (3.11) presenta soluciones no
acotadas para un tiempo finito (regimenes blow-up). Este tipo de soluciones describen procesos de
rapida compresion o acumulacién de materia, asi como importantes procesos en quimica,
magnetohidrodindmica, meteorologia (tornados y descargas eléctricas), ecologia (crecimiento de
poblaciones), neurofisiologia, epidemiologia (brotes de enfermedades infecciosas), economia (rapido
crecimiento econdémico), demografia (crecimiento de la poblacién mundial), etc. [7,8, 14,15,95-99].
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Para distintas combinaciones de & y B se obtienen tres regimenes de combustion distintos
(asumiremos que ¢ representa la temperatura):

* Régimen HS (High Swirl Combustion): B < o + 1. Rapido aumento de la temperatura y del
area de combustion.

* Régimen LS (Low Swirl Combustion): B > o + 1. Rdpido aumento de la temperatura y
disminucion del area de combustion.

* Régimen intermedio S: B = @+ 1. Rapido aumento de la temperatura y area de combustion
constante.

Los tres casos anteriores fueron modelados satisfactoriamente usando AdvDiff2D. En cada
experimento se usé AA = A = 0.5° y 7 = 107>, Para los regimenes HS y S se tomé como
condicién inicial ¢°(x) = exp{—10p?(x9,X)}, mientras que para LS se us6
¢°(x) = exp{—2p?(x¢,x) } (en aras de visualizar mejor la disminucién del 4rea inicial).

t=0.0 t=04 t=0.8

M — [ NN [EE—e—
0.0 02 0.4 0.6 08 1.0 00 5 10 15 20 27 0.0 50 100 150 200 270

Fig. 3.15: Régimen de combustién HS (& = B =1, k = 1072, g = 10).

En la figuras 3.15, 3.16 y 3.17 se aprecia claramente que la solucién numérica coincide con el
comportamiento esperado para cada régimen. Para HS (Fig. 3.15), el area de combustién aumenta
hasta practicamente cubrir la mitad de la esfera en solo 0.8 unidades de tiempo; mientras que para
LS (Fig. 3.16), el area inicial se reduce briiscamente para ¢ = 0.27. Por ultimo, para el régimen
intermedio S (Fig. 3.17), el area de combustién se mantiene aproximadamente constante. En los tres
casos el valor de ¢ aumenta con rapidez.
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t=20.0 t=0.20 t=0.27

00 02 04 06 08 1.0 00 05 10 15 20 O 2 4 6 8 92
Fig. 3.16: Régimen de combustién LS (¢ =1, 8 =3,k = 1072, g =2).

t=0.0 t=20.5 t=0.7
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Fig. 3.17: Régimen de combustién S (¢ =1, B =2, k=102, g =2).

Difusion lineal y forzamiento no lineal (exp_diff04)

En este experimento consideraremos yu = Const. (difusién lineal) y f = a¢ — B¢> (forzamiento no
lineal). En este caso, la ecuacion (3.11) describe una serie de problemas de combustion no lineal.

Para oo = B = 1, tenemos que el término f serd positivo (fuente) para ¢ < 1 y negativo
(sumidero) para ¢ > 1. Por lo tanto, la solucién final convergerd a ¢ = 1 independientemente de la
condicion inicial, dando lugar a un proceso de auto-organizacion.

La figura 3.18 muestra la solucién numérica obtenida usando ¢°(x) = exp { —10p?(x¢,x) }, xg =
(90.25°,90°), AL = A® =0.5°y T = 2.5 x 1073, Se puede observar una onda de amplitud constante
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(igual a 1) que se propaga uniformemente en todas direcciones, hasta cubrir la mayor parte de la
esfera para t = 12.5. Lo anterior puede observarse de manera mds clara en la figura 3.19.

t=0.0 t=2.5 t=35.0

t=175 t=10.0 t=12.5 —04
0.2

0.0

Fig. 3.18: Solucién numérica (exp_diff04).
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Fig. 3.19: Solucién numérica (exp-diff04). Corte longitudinal (¢+ = Const. =90°) parat =0,7 =5y
t =10.
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Gray-Scott (exp_diff05)

Consideremos el modelo de Gray-Scott, que consiste de dos especies quimicas (¢ y v) que interactiian
de forma no lineal entre ellas:

w = uViu—uw?+o(l—u) (3.14)

vi = xVh+w?—(o+xK)v. (3.15)

El modelo anterior ha sido ampliamente estudiado debido a la variedad de patrones visuales que
exhiben sus soluciones para valores especificos de los pardmetros: u, x, @ y k [100]. Desde el

punto de vista numérico, este problema es mucho mas complicado que los anteriores, pues involucra
a dos especies (en lugar de solo una) que interactian de forma no lineal.

Para resolver el problema anterior con AdvDiff2D basta con escribir

w = uViu—ou+f, (3.16)
v = xViv—ov+f,, (3.17)

donde 6, = 0w +1?, f, = 0, 6, = @+ K, f, = uv?, y en cada intervalo de integracién [tn—1,t,41] hacer
las aproximaciones de primer orden:

Gu(vnaln) ~ Gu("'n—l;tn—l) 5 fv(ui’anutl’l) %fv(un—hvn—latn—l) . (3.18)

De esta forma, es posible usar el esquema CN-DIM-SPLIT para resolver los problemas (3.16) y
(3.17) de manera independiente.

Con estas simples modificaciones, se us6é el modelo AdvDiff2D para obtener de manera
satisfactoria algunos de los patrones de Gray-Scott. En todos los casos se partié de la condicion
inicial mostrada en la figura 3.20, que viene dada por:

0.5+rand(0.05) para x€G
u(x,0) { 1.0+rand(0.05) para x¢ G (3.19)
B 0.25+rand(0.05) para x€G
v(x,0) = { 0.04rand(0.05) para x¢ G ’ (3.20)

donde G es una region cuadrada de ancho 30°, centrada en el punto (90°,90°), y rand(0.05) es un
generador de niimeros aleatorios en el intervalo [0,0.05].

Las figuras 3.21, 3.22, 3.22, 3.23 y 3.24 muestran los distintos patrones obtenidos (solo se
grafic6 u(x,t)) mateniendo constantes 1t = 0.16 y ¥ = 0.08, y variando los pardmetros ® y k. En
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Fig. 3.20: Condicion inicial para u(x,0) y v(x,0).

Iteracion: 2000 Iteracion: 4000 Iteracion: 6000

Fig. 3.22: Resultado para @ = 0.030 y k = 0.055.

todos los casos se usé a = 114.59, 1 = 0.5 y A% = AL = 0.5°.

Cabe destacar, que no es necesario hacer ninguna modificacién especial en el cédigo fuente de
AdvDiff2D en aras de aplicarlo al problema de Gray-Scott. De hecho, es muy sencillo resolver
problemas que involucren un nimero arbitrario de especies, siempre que el poder computacional
disponible lo permita. Cuando el nimero de especies es muy elevado, lo mejor es emplear un cluster
especializado que implemente el estindar MPI [20]. En este sentido, AdvDiff2D también facilita
mucho las cosas. Por ejemplo, supongamos que queremos resolver el problema de Gray-Scott
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Iteracién: 2000 Iteracion: 4000 Iteracion: 8000 Iteracion: 16000

‘ - - «“,

Fig. 3.23: Resultado para @ = 0.030 y x = 0.029.

Iteracion: 1000 Iteracion: 2000 Iteracion: 4000 Iteracion: 8000
g -

Fig. 3.24: Resultado para @ = 0.029 y k = 0.057.

usando un cluster MPI con al menos dos nodos. El nodo 1, podria encargarse del problema
correspondiente a u(x,), mientras que el nodo 2, del problema correspondiente a v(x,¢). De esta
forma, ambos nodos solo tendrian que sincronizarce al inicio de cada intervalo [f,_1,%,41], para
calcular las aproximaciones (3.18). Los calculos en cada nodo se harian usando la implementacién
actual de AdvDiff2D, sin pricticamente ningtin cambio!.

3.2.4 Adveccion-difusion

Los resultados que se muestran a continuacion corresponden a un experimento similar al mostrado
en [101] (sec. 3.4). Sin embargo, en este caso, en lugar del esquema CN-DIM-SPLIT usamos
RK2-TVD-DIM-SPLIT, que es una mejor opcion para problemas predominantemente advectivos.
La idea aqui es emplear AdvDiff2D para resolver un problema de adveccion-difusioén sobre la
superficie del globo terrdqueo, usando un campo de viento real.

Para obtener el vector U se usé el valor del viento promedio en 500hPa para el mes de enero del
2020. Estos datos se obtuvieron del reandlisis ERAS (https://cds.climate.copernicus.eu).

ISolo serfa necesario agregar la sincronizacién entre nodos. La paralelizacion de las cilculos en AdvDiff2D se lleva a
cabo usando OpenMP [19], que es compatible con MPI.
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Como es de esperar, el campo de viento del reandlisis es divergente, por lo que fue necesario
procesarlo (como se explica en el anexo A.l) para eliminar la parte divergente. La figura 3.25
muestra el campo de viento original (reandlisis) y el procesado (solo la parte no divergente). Como
se aprecia, las diferencias entre ambos campos son apenas perceptibles.
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Fig. 3.25: Campo de viento. a) reandlisis; b) parte no divergente.

Para este experimento consideramos 18 fuentes puntuales distribuidas sobre el globo, de forma tal
que la emision ocurra solo en el primer dia, es decir:

qi para x=X; y t<24h

0 para x#Xx; o t>24h (3.21)

18
Fon) = L) s ) - {
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Las tasas de emision ¢; y las coordenadas x; son completamente artibrarias. Las fuentes fi(x,?)
pueden representar la emision de cualquier contaminante pasivo en la atmdsfera o bien alguna
magnitud fisica como la humedad. Como condicién inicial se tomé ¢(x,0) = Const. =0.1.

Las figuras 3.26, 3.27 y 3.28 muestran los resultados obtenidos para distintos momentos dentro de
un plazo de 30 dias. Como se aprecia, hasta el primer dia (Fig. 3.26), la plumas se mantienen atadas
a la fuente de emision y el transporte ocurre segun las lineas de flujo mostradas en la figura 3.25.
También se aprecia que las mayores concentraciones se ubican en areas de viento débil o calma, lo
que es un resultado esperado.

A partir del primer dia, las plumas se desprenden de las fuentes emisoras, desplanzandose
zonalmente por el efecto de la adveccion. También las dreas de contaminacion crecen debido al
efecto de la difusion (ver figuras 3.27 y 3.28). Finalmente, para el dia 30, se observan regiones muy
grandes de contaminancién (Fig. 3.28) y concentraciones mucho menores que las del dia 1
(Fig. 3.26a).

En este experimento se usd una resolucion espacial de 0.25° y un paso temporal de 7 =6
minutos, para un valor de CFL = Const. = 0.63. En contraste, en el experimento mostrado en [101]
(para condiciones similares), fue necesario usar T = 50 segundos, en aras de disminuir a niveles
tolerables la dispersion numérica producida por el esquema CN-DIM-SPLIT. Lo anterior confirma
que el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT es mds adecuado para problemas predominantemente
advectivos, permitiendo escoger un paso temporal més grande (dentro de la region de estabilidad) sin
generar dispersion numérica.

Por ultimo, también es interesante considerar el caso de adveccion pura. La figura 3.29 muestra
la solucion obtenida para t = 30 dias, pero considerando ¢ = 0. Como se observa, los resultados
mostrados en las figuras 3.28 y 3.29 son muy similares, excepto que las concentraciones son mas
grandes y las areas de contaminacion mds pequefias que para el caso de adveccion pura (Fig. 3.29).
Lo anterior estd acorde con lo esperado y demuestra que el esquema RK2-TVD-DIM-SPLIT es la
opcién recomendada para este tipo de problemas.
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Fig. 3.26: Adveccion-difusion sobre el globo terraqueo parat =1 diay t = 2 dias
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t = 10 dias
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Fig. 3.27: Adveccion-difusion sobre el globo terrdqueo parat = 10 dia 'y t = 15 dias.
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t = 20 dias
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Adveccién-difusion sobre el globo terrdqueo para t = 20 dia y + = 30 dias.
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t = 30 dias
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Fig. 3.29: Adveccion pura sobre el globo terraqueo para ¢ = 30 dias.
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Conclusiones

En este trabajo se presentd el modelo bidimensional AdvDiff2D, cuyo objetivo es resolver la
ecuacion de adveccion-difusion sobre la superficie de una esfera. AdvDiff2D cuenta con dos
esquemas de integracién numérica. El esquema principal (CN-DIM-SPLIT), es implicito (y directo),
incondicionalmente estable y preserva de manera correcta la masa y la norma L, de la solucion. El
segundo esquema (RK2-TVD-DIM-SPLIT) es directo, condicionalmente estable y mondtono, por lo
que es mas apropiado para casos de adveccion pura. Ambos esquemas fueron descritos con detalle, y
se discutieron cada una de sus propiedades. Finalmente, las capacidades del modelo fueron puestas a
prueba mediante una serie de experimentos numéricos, con diferentes niveles de complejidad. Las
principales conclusiones de este trabajo son las siguientes:

* La implementacion lograda (usando Fortran 90 y OpenMP) es eficiente. La paralelizacion
de los célculos funciona de manera correcta para ambos esquemas, siendo CN-DIM-SPLIT
ligeramente mas rdpido que RK2-TVD-DIM-SPLIT. Lo anterior permite que AdvDiff2D pueda
ejecutarse en cualquier equipo personal de computo, incluso para altas resoluciones.

* El modelo AdvDiff2D es capaz de resolver de manera satisfactoria un amplio nimero de
problemas de adveccion-difusion. Estos incluyen desde problemas lineales de adveccion y
difusién puras, hasta problemas mas complejos de difusién no lineal o que incluyan méas de

una variable (¢_)' ={¢1,...,0u}).

* Los resultados de los experimentos numéricos muestran que el esquema
RK2-TVD-DIM-SPLIT es preferible para problemas predominantemente advectivos, mientras
que CN-DIM-SPLIT es el més adecuado para el resto de los casos. Lo anterior le da
flexibilidad a AdvDiff2D para adaptarse a un amplio espectro de situaciones.

Como trabajo futuro se propone publicar los resultados correspondientes al esquema RK2-TVD-
DIM-SPLIT y continuar afiadiento nuevas caracteristicas al modelo. En concreto, se trabajard en la
version tridimensional del modelo (AdvDiff3D), asi como en la paralelizacion de los cdlculos a gran
escala usando MPIL.
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Anexos A

A.1 Viento no divergente a partir de observaciones reales

Consideremos el campo de viento V, que en general es divergente (divV # 0). V puede ser obtenido
a partir de observaciones reales, reandlisis o de cualquier otra fuente.

Segun el teorema de Helmholtz [102], V puede ser escrito como
V=-V.®&4+VxA, (A.1)

donde los términos —V - ® y V x A representan las partes divergente y no divergente del vector V.
Aplicando el operador V en ambos lados de la ecuacion anterior se obtiene que

divV = —V2.®+div{V xA},
divV = —V%.@ . (A.2)

El término ® puede ser obtenido resolviendo el correspondiente problema eliptico (A.2).
Finalmente, usando la ecuacién (A.1) se llega a:

U=V+V.-®, (A.3)

donde el vector U =V x A es no divergente por definicion.

A.2 RK2-TVD-DIM-SPLIT con distintas funciones limitadoras

Las figuras A.2, A3 y A4 muestran los resultados obtenidos al wusar el esquema
RK2-TVD-DIM-SPLIT con las distintas funciones limitadoras de la tabla 2.1. Este experimento
coincide con exp_adv03 (ver: Adveccion con viento variable (exp_adv03), seccién 3.2.1). La figuras
A.2 y A3 corresponden a los resultados obtenidos con las condiciones iniciales ¢&aUS5(x) y
¢©OS(x), mientras que la figura A.4 corresponde a la condicién inicial:
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ANEXOS A.
1  para ri<1/2 , |A=A|>1/12; i=0,1
¢cylinders(x): 1 para r0§1/2 ’ M"_)“O‘<1/12 ) 191_19'<_5/24 (A4)
1 para r<1/2, A-A|<1/12, ;-0 >5/24 ~° '
0.1 en otro caso
donde r; = p(x;,X), Xg = (150°,90°) y x3 = (210°,90°) (ver Fig. A.1).
80.0N- 1.0
0.8
25.5N
0.6
25.55 1 0.4
0.2
78.5S 1 = B =
0.0

60.0E  120.0E 180.0E  120.0W  60.0W
Fig. A.1: Condicién inicial ¢<Yinders x),

Note que ¢$&aUSS(x) € C=, <03 (x) € C!, mientras que ¢pCYINIETS (x) es una funcién discontinua.
Las figuras A.2 y A.3 muestran que la funcién limitadora QUICK obtiene los mejores resultados para
P8USS (%) y 9€O5(x), tanto en el error de la solucién como en la preservacién de la norma L,. Por
otra parte, SUPERBEE es la mejor opcidn para la condicién inicial discontinua ¢€Ylinders (x).
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Fig. A.2: Resultados para ¢&2Y55(x), a) error en la solucién, b) error en la norma L.



A.2. RK2-TVD-DIM-SPLIT CON DISTINTAS FUNCIONES LIMITADORAS
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Fig. A.3: Resultados para ¢©°5(x), a) error en la solucién, b) error en la norma L.
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