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Resumen/Abstract

Diversas naciones han propuesto la construcción de una base lunar para impulsar el desarrollo de
las ciencias espaciales. El funcionamiento de una base espacial de estas características necesitará
el generar energía eléctrica sobre la superficie de la Luna. La motivación de este trabajo surge
como una propuesta para generar energía eléctrica de manera sustentable, por medio de la
fuerza electromotriz (FEM) inducida sobre la superficie de la Luna debida al campo magnético
circundante. El campo magnético generado por la Tierra (campo geomagnético) y el campo
debido a los diversos sistemas de corriente eléctrica que circulan en la magnetósfera (campo
magnetosférico), inducidos por el viento solar, son las dos contribuciones al campo magnético
total sobre la Luna. En este trabajo, se calcula el campo magnético de la Tierra mediante la
referencia internacional de campo geomagnético (IGRF, por sus siglas en inglés), mientras que el
campo magnetosférico se calcula mediante un modelo que ajusta datos espaciales de mediciones
satelitales en la magnetósfera. Dado que los datos espaciales que ajusta el modelo de campo
magnetosférico se toman de una región de la magnetósfera que no incluye la trayectoria de la
Luna en su totalidad, para contar con una estimación de la FEM debida al campo magnetosférico
se reduce el radio orbital de la Luna de 60RT (radios terrestres) a 10RT. De esta manera la
trayectoria estaría completamente contenida en la región de validez del código. Se compara la
FEM debida al campo geomagnético con respecto a la FEM debida al campo magnetosférico,
ambas calculadas para un radio orbital de 10RT, mostrando que la contribución del campo
magnetosférico es casi 4 veces más grande. Se calcula el flujo magnético de estas contribuciones a
través de un alambre de cobre hipotético enrollado sobre la superficie de la Luna, sobre el cual se
induciría la FEM. Dado que el flujo magnético se calcula a través de una integral de superficie,
se utiliza una extensión del método de cuadraturas de Gauss-Legendre para integrales de una
variable. El principal inconveniente de extender métodos unidimensionales para integrales en dos
dimensiones consiste en que el error crece conforme crece la dimensión de la integral. En este
trabajo se estima el error numéricamente a través de una función de prueba, cuya integral es
conocida. El error obtenido con las cuadraturas de Gauss-Legendre se encuentra en la séptima
cifra significativa, que es un error 4 órdenes de magnitud más pequeño que el que se obtiene con
los métodos de midpoint y del trapecio. En los cálculos mencionados anteriormente se consideró
al movimiento de la Luna como una órbita circular uniforme, sin embargo, la trayectoria lunar
es más complicada. Para calcular la contribución a la FEM debida a las perturbaciones del
movimiento real de la Luna se utiliza una solución semi-analítica de la ecuación de movimiento
lunar, que no considera el movimiento de rotación de la Tierra sobre su propio eje, con la
que se calcula de forma separada la FEM debida al campo geomagnético. Considerando las
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perturbaciones de la trayectoria lunar fuera de su movimiento circular uniforme, se demuestra
que la FEM aumenta en dos órdenes de magnitud, sin considerar el movimiento de rotación de la
Tierra sobre su propio eje. Por último se calculó la energía eléctrica debida al campo magnético
total sobre el alambre enrollado en la Luna, considerando una trayectoria circular uniforme con
un radio orbital de 10RT y contemplando la rotación de la Tierra sobre su propio eje. Mediante
esta configuración se obtiene una energía de 1.6 KJ por mes por vuelta del alambre sobre la
superficie lunar.
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Introducción

La idea de construir una base lunar ha sido propuesta por diversas naciones tales como
Estados Unidos, los países de la Unión Europea, Rusia y China [1-3]. Sin embargo, dejando de
lado el impacto positivo que un proyecto de esta magnitud podría tener para el desarrollo de las
ciencias espaciales, surge la pregunta de cómo se podría generar energía sobre la superficie lunar
para alimentar las necesidades energéticas de la base. Existe una estación espacial internacional
que funciona mediante un arreglo de 262,400 paneles solares, generando una potencia eléctrica de
entre 84 y 120 kW [4]. Sin embargo, se ha demostrado que la potencia de los paneles solares decae
en promedio un 0.8 % al año, y tienen una vida útil de 25 años [5]. Por esta razón, se propone la
posibilidad de construir un alternador (generador eléctrico convencional) sobre la superficie de la
Luna, compuesto de un rotor y un estator. En otras palabras, se propone construir un sistema
eléctrico compuesto por un embobinado que esté expuesto a un campo magnético externo, de
manera tal que exista un movimiento relativo entre ellos. De esta manera se podría extender
la vida útil del sistema de generación de energía eléctrica. La ventaja de proponer un sistema
de esta naturaleza sobre la superficie de la Luna es que ya existe campo magnético circundante
sobre la superficie de la Luna y, debido a la naturaleza dinámica del satélite natural de la Tierra,
ya existe también un movimiento natural relativo entre la superficie lunar y el campo magnético
espacial. De esta manera, la variación del campo magnético sobre la superficie de la Luna induciría
una FEM. Se propone modelar al embobinado como un alambre de cobre enrollado sobre la
superficie de la Luna1, donde se induciría una corriente eléctrica, produciendo así energía. Sobre
la superficie de la Luna hay dos contribuciones de campo magnético: el generado por la Tierra,
llamado campo geomagnético [7-9]; y el generado por diversos sistemas de corrientes sobre la
magnetósfera [10], llamado campo magnetosférico, inducido por el viento solar. En este trabajo,
se realiza un estudio teórico de los distintos factores que contribuyen a la FEM inducida sobre la
superficie de la Luna. Aunada a la FEM, se busca estimar la energía eléctrica total generada
por este circuito hipotético. Para poner en perspectiva esta energía, se compara con la energía
necesaria para cargar la batería de una computadora portátil.

La contribución geomagnética se puede describir a través de un potencial escalar sobre
la superficie de la Luna, debido a que todas las fuentes de campo geomagnético se encuentran
inmersas dentro del núcleo de la Tierra [7-9]; mientras que el campo magnetosférico es producto
de la interacción del campo geomagnético y el viento solar, que está constituido por partículas
cargadas expulsadas fuera de la superficie del Sol [10]. Entonces, el modelo del campo magnético

1Suponiendo una desidad del cobre de 8.89 g/mm3, y un alambre calibre 18 con sección transversal de 0.823
mm3 [6], para enrollar un alambre de cobre con una vuelta alrededor de la Luna se necesitarían llevar ∼ 80
toneladas de alambre.

1



ÍNDICE GENERAL

total consiste en una descripción empírica de campo geomagnético, basada en la referencia
internacional de campo geomagnético (IGRF, por sus siglas en inglés) [8], y su respuesta al viento
solar, que se obtiene al ajustar los parámetros de una familia códigos numéricos a datos espaciales
acumulados desde la década de los 60s [11-15]. En particular, en este trabajo se utiliza el código
T05 [15], que es el código abierto más actual capaz de modelar el campo magnetosférico.

La FEM inducida sobre el alambre de cobre enrollado sobre la superficie de la Luna se
puede calcular como la derivada del flujo magnético respecto al tiempo. Para calcular el flujo
magnético se realiza la integral de superficie del campo magnético a través de la superficie
delimitada por el alambre. Esta integral se realiza utilizando una extensión de un método de
integración de una variable para aproximar integrales múltiples, buscando que el error numérico
sea lo más pequeño posible. Existen maneras de calcular una cota para el error numérico de este
tipo de extensiones [16], sin embargo esa cota crece conforme crece el integrando, las derivadas del
integrando y los intervalos de integración, por lo que el error también podría crecer junto con estas
cantidades. En este trabajo se estimó el error de las cuadraturas de midpoint y de trapecio [17,
18], extendidas para integrales dobles. Se utilizó una función de prueba, cuya integral analítica es
conocida, y se dividieron los intervalos de integración en partes iguales de hasta 50 pedazos. Esto
significa que la integral se aproximó por una doble suma con hasta 50× 50 = 2, 500 términos,
obteniendo un error en la tercer cifra significativa. Para disminuir el error de la integral se
propuso utilizar una cuadratura de Gauss-Legendre [17, 18] como alternativa. Con la cuadratura
de Gauss-Legendre de orden 10 se obtuvo un error hasta la séptima cifra significativa. Entonces,
la cuadratura de Gauss-Legendre permitió aproximar la integral de superficie mediante una doble
suma con 10 × 10 = 100 términos, con un error 4 órdenes de magnitud menor que el que se
obtiene con las cuadraturas de midpoint y del trapecio. Posteriormente, para calcular la FEM
inducida se utiliza el método de derivación numérica por diferencias finitas centradas [17, 18]. A
partir de la FEM se calcula la potencia eléctrica, y la energía eléctrica a lo largo de un periodo
de rotación lunar alrededor de la Tierra, utilizando el análisis de circuitos [19]. En el capítulo 2
se describe tanto el método de cuadraturas de Gauss-Legendre para integrales dobles como el
método de diferencias finitas, aplicado al cálculo de la FEM.

Finalmente, para calcular la FEM se requiere describir la dinámica de la trayectoria lunar.
Una primera aproximación fue considerar la trayectoria como un movimiento circular uniforme.
Sin embargo, las variaciones en el radio orbital de la Luna pueden llegar a ser de hasta 4 radios
terrestres, lo cual no es despreciable. Chapront-Touzé y Chapront presentaron una solución
semi-analítica a las ecuaciones de movimiento de la Luna, denotada como ELP 2000-85 [20].
Esta solución describe el movimiento real de la Luna con respecto al plano eclíptico y equinoccio
dinámicos, lo que significa que esta solución no considera el movimiento de rotación de la Tierra.
Para calcular la contribución a la FEM debida al movimiento real de la Luna, se utilizaron las
tablas y subrutinas publicadas por Chapront-Touzé y Chapront [21], basadas en la solución ELP.
Se utilizó la precisión más baja, que tiene un error estimado de 0.02 radios terrestres para la
coordenada radial y 0.03◦ para las coordenadas angulares. Con este modelo se muestra que la
FEM se incrementa en dos órdenes de magnitud debido a estas perturbaciones de la Luna fuera
del movimiento circular uniforme.
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Capítulo 1

Campo magnético total en la Luna

Dado que el objetivo de esta tesis de licenciatura consiste en estimar la fuerza electromotriz
(FEM) inducida sobre un alambre de cobre enrollado en la superficie de la Luna, usando su
movimiento natural alrededor tanto de la Tierra como del Sol, es necesario evaluar el campo
magnético total sobre la superficie de la Luna, cuyas principales componentes son el campo
magnético debido a la Tierra —geomagnético— y el debido al viento solar —magnetosférico—. La
FEM inducida podría ser utilizada como una fuente de generación de energía eléctrica sustentable
en la superficie lunar. En el capítulo 1 se describen las partes que componen al campo magnético
total sobre la superficie de la Luna. En la sección 1.1, se definen los sistemas de coordenadas
necesarios para describir el campo magnético total en la Luna y las matrices de transformación
para pasar de un sistema a otro. En la sección 1.2 se analiza la ecuación que describe al campo
magnético producido por la Tierra —campo geomagnético—, debido a movimientos de convección
de metales fundidos en el interior del núcleo y al movimiento de rotación de la Tierra [7]. En
la sección 1.2.1 se analiza la base de funciones que generan la solución para calcular el campo
geomagnético y en la sección 1.2.2 se presenta el cálculo del campo geomagnético utilizando la
12va generación de la referencia internacional de campo geomagnético (IGRF por sus siglas en
inglés) [9].

Para la descripción de campo geomagnético es conveniente definir un sistema de coorde-
nadas esféricas colocando el origen en el centro de la Tierra y alineando el eje z con el polo norte
geográfico N1, denominadas como coordenadas geográficas (GEO) [22]. Las coordenadas esféricas
para describir el campo geomagnético se muestra en la Fig. 1.1a). El radio medio de la Tierra,
que es la distancia promedio desde el centro de la Tierra hasta su superficie, mide RT = 6, 371
km [14] y la distancia orbital promedio de la Luna alrededor la Tierra es igual a RO = 384, 400
km ≈ 60RT [14, 23] —ver Fig. 1.1c)—. El plano eclíptico de la Tierra (PET), que es el plano
donde el planeta realiza su movimiento de traslación alrededor del Sol, forma un ángulo de 5.14◦

1Se utilizan las coordenadas geográficas debido a que el modelo con el que se calcula el campo geomagnético
está en estas coordenadas. En la Fig. 1.5 se muestra la orientación del polo norte magnético m con respecto al
polo norte geográfico N .

3



1. CAMPO MAGNÉTICO TOTAL EN LA LUNA

respecto al plano orbital de la Luna (POL), mientras que el eje de rotación de la Tierra forma en
promedio un ángulo de 23.4◦ respecto a la dirección normal del plano eclíptico, como se muestra
en la Fig. 1.1b) [14, 23]. Entonces, el plano que contiene a la órbita lunar forma, en promedio, un
ángulo de α = 61.46◦ respecto al eje de rotación de la Tierra, como se muestra en la Fig. 1.1b).

a)

r

N

θ
ϕ

S

Tierra
b)

N

S

α = 5.14◦

61.46◦

β = 23.4◦Tierra

POL

PET

Luna

c)
RO ≈ 60RT

Tierra Luna

Fig. 1.1: a) Definición del sistema de coordenadas esféricas usadas en este trabajo, con el origen colocado en el centro
de la Tierra y el polo norte geográfico N alineado con el eje z. b) La inclinación del plano orbital de la Luna (POL)
respecto al plano eclíptico de la Tierra (PET), que es el plano en el que la Tierra realiza su movimiento de traslación
alrededor del Sol, es de 5.14◦. La oblicuidad de la Tierra, que es el ángulo entre ecuador de la Tierra con respecto al
plano eclíptico, mide β = 23.4◦. El ángulo entre el plano orbital de la Luna y el polo norte geográfico de la Tierra es
de 61.46◦ [14, 23] y el radio orbital de la Luna (RO) mide aproximadamente 60 radios terrestres (RT). c) Imagen a
escala de la distancia entre la Tierra y la Luna, tomada de la página Astronomy Workshop [24] .

Además del campo geomagnético, la trayectoria de la Luna se encuentra inmersa en
sistemas dinámicos de corrientes espaciales debidas tanto al viento solar como a la interacción del
viento solar con la magnetósfera. La atmósfera solar consiste en núcleos de hidrógeno H+, núcleos
de helio —también conocidos como partículas α— 4He2+ y electrones, que son expulsados del
Sol debido a que la presión del plasma vence a la fuerza gravitacional. A este flujo de partículas
cargadas se le conoce como viento solar [7]. Al campo magnético generado por el viento solar se le
conoce como campo magnético interplanetario (IMF por su siglas en inglés) o campo magnético
heliosférico. Como el viento solar consta de partículas cargadas en movimiento, el viento solar
interactúa con el campo geomagnético dando lugar a la magnetósfera, que es una cavidad de
campo magnético que desvía el viento solar de la superficie de la Tierra. Cerca de la Tierra, el
campo geomagnético es lo suficientemente intenso para hacer circular al viento solar alrededor de
la Tierra, generando a su vez corrientes que se acoplan con el campo geomagnético, modificando
su geometría. Estas corrientes que se acoplan al campo geomagnético generan a su vez campo
magnético dentro de la magnetósfera, conocido como campo magnetosférico. La Luna, al realizar
su movimiento de traslación alrededor de la Tierra, se encuentra inmersa en el IMF y cruza la
región del campo magnetosférico. En la sección 1.3, se describirán las partes de la magnetósfera,
así como su tamaño y forma, las corrientes que circulan sobre la magnetósfera, la manera en que se
modela el campo magnetosférico y cómo se acopla el campo magnetosférico al IMF. En la sección
1.3.1 se describe el código T05 [15] desarrollado por el Dr. Nikolai Tsyganenko del Departamento

4



1.1 Sistemas de coordenadas

de Física de la Tierra en la Universidad de San Petersburgo, Rusia, que se utiliza en este trabajo
para modelar el campo magnético debido al viento solar en los alrededores de la Tierra. Se eligió
este código porque es el código más reciente de dominio público, que además requiere recursos
computacionales asequibles. A pesar de que el código T05 se publicó en 2005, en este trabajo
de tesis se utiliza la actualización más reciente del trabajo, que contiene actualizaciones de las
subrutinas hasta el año 2008 y actualizaciones de los datos espaciales hasta el año 2020.

En los cálculos de la FEM inducida en un alambre de cobre enrollado sobre el perímetro
de la Luna, se aproximó el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra a través de una
circunferencia, pero en realidad el movimiento es mucho más complicado. En la sección 2.4 se
muestra la trayectoria real de la Luna que se obtiene a partir de la solución semianalítica (ELP
2000-85) [20] de las ecuaciones de movimiento.

1.1. Sistemas de coordenadas

Los distintos sistemas de coordenadas espaciales a utilizar son el sistema solar eclíptico
geocéntrico (GSE), el geocéntrico ecuatorial inercial (GEI), el geocéntrico (GEO) y el geocéntrico
solar magnético (GSM), que se definirán a continuación. Todos los sistemas, como su nombre lo
indica, tienen su origen de coordenadas en el centro de la Tierra y son sistemas de referencia
derechos, por lo que basta con definir sólo dos vectores unitarios para que el tercero esté unívoca-
mente determinado. Para denotar las transformaciones entre diferentes sistemas coordenados, se
usará la notación 〈ángulo, eje〉 para representar una rotación positiva a cierto ángulo sobre un eje.
Por ejemplo, la rotación 〈ζ, z〉 se puede representar de forma matricial de la siguiente manera2

〈ζ, z〉 =

 cos ζ sin ζ 0
− sin ζ cos ζ 0

0 0 1

 . (1.1)

En general, cada uno de los ángulos de rotación involucrados en los cálculos depende del tiempo
de manera distinta, y para describir esta dependencia se utiliza un parámetro de tiempo universal.
La dependencia temporal de las transformaciones se denota a través de un parámetro de tiempo
t = (JD − 2′451, 545)/36, 525, donde JD3 representa la fecha juliana [25], que se calcula como

JD = 1′720, 994.5 +
[
365.25y′+C

]
+
[
30.60001(m′+ 1)

]
+d+B+ h

24 + n

1, 440 + s

86, 400 , (1.2)

con

y′ = y y m′ = m si m > 2,
y′ = y − 1 y m′ = m+ 12 si m ∈ {1, 2},
C = −0.75 si y′ < 0,

2Dentro de este trabajo se utiliza la misma convención de matrices de rotación definida en el trabajo de
Chapront-Touzé y Chapront [21], en donde el signo menos se encuentra por debajo de la diagonal.

3La necesidad de definir este parámetro de tiempo proviene de que las expresiones para las coordenadas
espaciales están calculadas a partir de estas definiciones. Nótese que el parámetro de tiempo está en unidades de
siglos, que es el tiempo característico en el que cambian las variables dinámicas de la Luna, ver Refs. [21, 22].
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1. CAMPO MAGNÉTICO TOTAL EN LA LUNA

C = 0 si y′ ≥ 0,

B = 2−A+
[
A

4

]
,

A =
[
y′

100

]
,

donde y, m, d, h, n y s representan el año, el mes, el día, la hora, el minuto y el segundo
respectivamente, expresados en tiempo universal (UT por sus siglas en inglés) y la función parte
entera de x se denota con los corchetes cuadrados

[
x
]
. Además, se define otro parámetro de

tiempo t0 = t(y,m, d, h = 0, n = 0, s = 0), que se requiere para ciertas transformaciones que no
son sensibles ante cambios de tiempo menores a días.

1.1.1. Sistema GEI

Es necesario definir un sistema inercial para definir los demás sistemas de referencia. De
esta manera se define una transformación entre el sistema GEI y GEO, y otra entre el sistema
GEI y GSM, y por lo tanto se requiere este sistema inercial para construir una transformación
entre el sistema GEO y el GSM. El sistema GEI se define de la siguiente manera:4

x̂GEI = Â, (1.3a) ẑGEI = L̂R, (1.3b)

λ
M

Λ
PH

Sol

Tierra Â

PPA

ŝ

Fig. 1.2: Representación esquemática del primer punto de Aries (PPA), que es el punto sobre el plano eclíptico por
el que pasa la Tierra durante el equinoccio de primavera, y del perihelio (PH), que es el punto sobre el plano eclíptico
en el que la Tierra pasa más cerca del Sol sobre su trayectoria. La dirección del centro de la Tierra al primer punto de
Aries se detona como Â, la dirección del centro de la Tierra al centro del Sol se denota como ŝ y el ángulo entre Â y
ŝ —longitud eclíptica solar— se denota como λ. La longitud media solar Λ es el ángulo que se formaría entre Â y ŝ
si la órbita de la Tierra fuera completamente circular, y la anomalía media solar M es el ángulo que se forma entre la
línea que une al centro del Sol con el perihelio y la línea que une al centro del Sol con el centro de la Tierra.

4No confundir el vector Â con el vector de Runge-Lenz. El vector Â no es una constante de movimiento, es un
vector con referencia en un punto fijo (el primer punto de Aries), lo que garantiza que el sistema GEI sea inercial.
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1.1 Sistemas de coordenadas

donde Â es el vector que une al centro de la Tierra con el primer punto de Aries (PPA), y
L̂R es la dirección del momento angular de rotación de la Tierra. En la Fig. 1.2 se muestra
una representación esquemática del primer punto de Aries —que es el punto donde la Tierra
se encuentra durante el equinoccio de primavera— sobre el plano eclíptico, plano sobre el cual
la Tierra realiza su movimiento de traslación alrededor del Sol. La dirección del centro del Sol
al centro de la Tierra se denota como ŝ y el ángulo entre Â y ŝ —longitud eclíptica solar— se
denota como λ. La longitud media solar Λ es el ángulo que se formaría entre Â y ŝ si la órbita de
la Tierra fuera completamente circular, y la anomalía media solar M es el ángulo que se forma
entre la línea que une al centro del Sol con el perihelio (PH) y la línea que une al centro del Sol
con el centro de la Tierra.

1.1.2. Sistema GEO

En el sistema GEO de coordenadas se describe el campo geomagnético a través de la
referencia internacional de campo geomagnético (IGRF por sus siglas en inglés), como se mostrará
en la sección 1.2.2. El sistema GEO se define de la siguiente manera

x̂GEO = x̂0, (1.4a) ẑGEO = L̂R, (1.4b)

donde x̂0 es la línea que une al centro de la Tierra con el punto cero, y L̂R es la dirección del
momento angular de rotación de la Tierra. En la Fig. 1.3 se muestra el punto cero de la Tierra
—que es la intersección del meridiano de Greenwich con el ecuador—. El eje ẑGEO apunta en la
dirección del polo norte geográfico.

Punto Cero

Ecuador

Meridiano de Greenwich

Fig. 1.3: Punto cero de la Tierra (intersección del meridiano de Greenwich con el ecuador) con coordenadas (0◦, 0◦)

La transformación correspondiente entre los sistemas GEI y GEO se representa a través
de T1 = 〈θ, z〉, donde θ es el ángulo entre el primer punto de Aries y el punto cero, medido desde

7



1. CAMPO MAGNÉTICO TOTAL EN LA LUNA

el centro de la Tierra. Hapgood [22] propone una manera de calcular θ como

θ = 100.461 + 36, 000.770 t0 + 15.04107h, (1.5)

donde h representa la fracción de tiempo del día en horas descrito en el sistema de tiempo
universal UT, y todas las constantes tienen las unidades adecuadas para que θ se exprese en
grados.

1.1.3. Sistema GSE

El sistema GSE, que es el que se utiliza para describir el movimiento de la Luna, se define
de la siguiente manera

x̂GSE = ŝ, (1.6a) ẑGSE = L̂T , (1.6b)

donde ŝ es la línea que une a los centros de la Tierra y del Sol, y L̂T es la dirección del momento
angular de traslación de la Tierra. En la Fig. 1.4 se muestra una representación esquemática
tanto de las coordenadas GSE como de la inclinación que hace el plano orbital de la Luna (POL)
con respecto al plano eclíptico (PET), que es el plano donde la Tierra realiza su movimiento de
traslación alrededor del Sol.

Sol

Tierra

Luna
POL

PET
XGSE

ZGSE

LT

α = 5.14◦

Fig. 1.4: Representación esquemática de las coordenadas GSE y de la inclinación del plano orbital de la Luna (POL)
con respecto al plano eclíptico (PET). El eje XGSE apunta del origen, colocado en el centro de la Tierra, al centro
del Sol. El eje ZGSE apunta en la dirección del momento angular de traslación de la Tierra. El eje YGSE se define de
manera que se conforme un sistema ortogonal derecho.

Por simplicidad, se utiliza el sistema de coordenadas GSE para describir el movimiento de
la Luna, debido a que el plano orbital de la Luna forma un ángulo de 5.14◦ con respecto al plano
eclíptico. Sobre el plano orbital de la Luna, la ecuación de movimiento del centro lunar se puede
aproximar como

rPOL = RO

cos(ωLt)
sin(ωLt)

0

 , (1.7)
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1.1 Sistemas de coordenadas

donde ωL es la velocidad angular de traslación de la Luna y RO es el radio orbital de la Luna.

La matriz de rotación que transforma un vector en el sistema POL al sistema GSE (POL
→ GSE) se puede escribir como T0 = 〈−α, y〉 y por lo tanto rGSE = T0 · rPOL.

De acuerdo con Hapgood [22], la transformación correspondiente entre el sistema GEI y
el GEO se representa a través de T2 = 〈λ, z〉 · 〈β, x〉, donde β es la oblicuidad del ecuador de la
Tierra con respecto al plano eclíptico, como se observa en la Fig. 1.1b), y λ es la longitud solar
eclíptica, que se muestra en la Fig. 1.2. Hapgood proporciona la manera de calcular la oblicuidad
β y la longitud solar eclíptica λ en grados a través de

β = 23.430− 0.013 t0, (1.8)
λ = Λ + (1.915− 0.0048 t0) sinM + 0.02 sin 2M, (1.9)
M = 357.528 + 35, 999.05 t0 + 0.04107h, (1.10)
Λ = 280.46 + 36, 000.772 t0 + 0.04107h, (1.11)

donde nuevamente M es la anomalía media solar, que es el ángulo entre la línea que une al
Sol con el perihelio y la línea que une los centros del Sol y la Tierra; y Λ es la longitud media
solar que representaría la longitud solar eclíptica si la órbita de la Tierra fuera circular. La
representación esquemática de M y Λ se muestran en la Fig. 1.2.

1.1.4. Sistema GSM

Para describir el campo magnetosférico, que se discutirá en detalle en la sección 1.3.1, se
utiliza el sistema de coordenadas geocéntrico solar magnético (GSM por sus siglas en inglés), que
se muestra en la Fig. 1.5. El eje XGSM apunta del origen, colocado en el centro de la Tierra, al
centro del Sol. El eje YGSM es perpendicular tanto al eje geomagnético dipolar m̂ —que es la
dirección del geodipolo magnético en la representación de la IGRF, que se discutirá en la sección
1.2.2— como a la línea Tierra-Sol [26],

x̂GSM = ŝ, (1.12a) ŷGSM = m̂× x̂GSM
‖m̂× x̂GSM‖

. (1.12b)

La transformación entre el sistema GSE y el GSM se define como T3 = 〈−ψ, x〉, donde
el ángulo ψ es el ángulo formado entre ẑGSM y ẑGSE. En GSM los vectores unitarios son
x̂GSM = x̂GSE, ŷGSM = m̂× x̂GSM

/
‖m̂× x̂GSM‖ y ẑGSM = x̂GSM× (m̂× x̂GSM)

/
‖m̂× x̂GSM‖ =

[m̂− (m̂ · x̂GSM)x̂GSM]
/
‖m̂× x̂GSM‖, entonces

cosψ = ẑGSM · ẑGSE = m̂ · ẑGSE
‖m̂× x̂GSE‖

= mzGSE√
m2

zGSE +m2
yGSE

, (1.13)

de donde se ha hecho explícito que el numerador de ẑGSM · ẑGSE se escribe como m̂ · ẑGSE −
(m̂ · x̂GSM)x̂GSM · ẑGSE, notando que x̂GSM · ẑGSE = 0, y el denominador se escribe como
‖m̂× x̂GSE‖ =

∥∥(0,mzGSE ,−myGSE)
∥∥. Usando identidades trigonométricas junto con la Ec. (1.13)
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Sol

m

Tierra

N

XGSM

ZGSM

Ψ

Fig. 1.5: Representación de las coordenadas GSM. El eje XGSM apunta del origen, colocado en el centro de la Tierra,
al centro del Sol. El eje YGSM es perpendicular tanto al eje geomagnético dipolar m̂ como a la línea Tierra-Sol. El eje
ZGSM se define de manera que se conforme un sistema ortogonal derecho. El ángulo entre XGSM y m̂ se conoce como
ángulo de inclinación del geodipolo Ψ.

se puede expresar sinψ = myGSE

/√
m2

zGSE +m2
yGSE

y por lo tanto tanψ = myGSE/mzGSE .

Se puede expresar a m̂ en coordenadas GEO, como se mostrará más adelante en la sección
1.2.2, debido a que en el sistema GEO el geodipolo se encuentra estático. Sin embargo, se requiere
expresar m̂ en coordenadas GSE para calcular el ángulo ψ. Entonces para describir m̂GSE, se
puede hacer uso de las matrices de transformación T2 y T1 de la siguiente manera

m̂GSE = T2 ·T−1
1 · m̂GEO, (1.14)

debido a que T−1
1 transforma un vector de GEO a GEI, y T2 transforma un vector de GEI a

GSE. A partir de m̂GSE se puede calcular ψ y por tanto T3.

Transformaciones entre sistemas coordenados

GEI GEO GSE GSM POL

GEI 1 T−1
1 T−1

2 T−1
2 ·T

−1
3 T−1

2 ·T
−1
0

GEO T1 1 T1 ·T−1
2 T1 ·T−1

2 ·T
−1
3 T1 ·T−1

2 ·T
−1
0

GSE T2 T2 ·T−1
1 1 T−1

3 T−1
0

GSM T3 ·T2 T3 ·T2 ·T−1
1 T3 1 T3 ·T−1

0

POL T0 ·T2 T0 ·T2 ·T−1
1 T0 T0 ·T−1

3 1

Tabla 1.1: Transformaciones entre los diferentes sistemas de referencia de interés

En la tabla 1.1 se muestra un resumen de las diferentes transformaciones de coordenadas
espaciales entre los diferentes sistemas de referencia de interés.
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1.2 Ecuación de Laplace para el potencial escalar geomagnético

1.2. Ecuación de Laplace para el potencial escalar geomagnético

El campo geomagnético, denominado como campo interno BI, es una de las múltiples
contribuciones del campo magnetosférico. Las variaciones en el tiempo de campo geomagnético
son relativamente lentas, de tal manera que la IGRF se ajusta cada cinco años [8]. Por lo tanto,
para modelar el campo geomagnético se desprecian sus derivadas en el tiempo, y se asume que
todas las corrientes que generan al campo geomagnético están contenidas en el interior de la
Tierra. Con estas suposiciones, las ecuaciones de Maxwell que describen al campo geomagnético
son [27]:

Ecuaciones de Maxwell para el campo geomagnético

∇ ·BI = 0, (Ley de Gauss magnética) (1.15a)
∇×BI = 0. (Ley de Ampère-Maxwell) (1.15b)

Dado que BI es un campo irrotacional, se puede describir al campo geomagnético en términos de
un potencial escalar φI [27] como BI = −∇φI. Calculando la divergencia del campo geomagnético
en términos del potencial escalar, y sustituyendo en la Ec. (1.15a) se obtiene

Ecuación de Laplace para el potencial escalar geomagnético

∇2φI = 0. (1.16)

1.2.1. Funciones cuasi-normalizadas de Schmidt-Legendre

El potencial escalar geomagnético, solución de la Ec. (1.16), se describe en términos de las
funciones cuasi-normalizadas de Schmidt-Legendre [28], que están relacionadas con las funciones
asociadas de Legendre. Abramowitz y Stegung [29] definen las funciones asociadas de Legendre
como

Pm` (x) = (−1)m 1
2``! (1− x

2)m/2
(
d

dx

)`+m
(x2 − 1)`, (1.17)

donde x = cos θ, mientras que Ferrers [30] las define como

PF`,m(x) = 1
2``! (1− x

2)m/2
(
d

dx

)`+m
(x2 − 1)`, (1.18)

donde el término (−1)m, conocido como la fase de Condon-Shortley, no aparece. Schmidt definió
las funciones cuasi-normalizadas de Schmidt-Legendre Pm` (x), que son las que se emplean en la
expansión del potencial escalar geomagnético [28], como

Pm` (x) =
√

(2− δ0
m)(`−m)!

(`+m)!P
F
`,m(x) = (−1)m

√
(2− δ0

m)(`−m)!
(`+m)!P

m
` (x), (1.19)

donde se ha hecho explícita la relación PF`,m(x) = Pm` (x)/(−1)m = (−1)mPm` (x).
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1. CAMPO MAGNÉTICO TOTAL EN LA LUNA

1.2.2. Referencia internacional de campo geomagnético (IGRF)

La solución de la Ec. (1.16) en coordenadas esféricas se escribe en términos de funciones
armónicas [8]:

φI(r, θ, ϕ) = RT

N∑
`=1

∑̀
m=0

(
RT
r

)`+1 [
gm` (t) cos(mϕ) + hm` (t) sin(mϕ)

]
Pm` (cos θ) , (1.20)

donde RT es el radio de la Tierra, gm` (t) y hm` (t) son coeficientes determinados experimentalmente,
llamados coeficientes de Gauss, publicados por la Asociación Internacional de Geomagnetismo
y Aeronomía (IAGA, por sus siglas en inglés) [9], Pm` son las funciones cuasi-normalizadas de
Schmidt-Legendre [28] [ver Ec. (1.19)], N = 135 y (r, θ y ϕ) son las coordenadas esféricas GEO
definidas en la sección 1.1.2.

En la Fig. 1.6a) se muestran las curvas de nivel del campo geomagnético evaluado en
la superficie de la Tierra, usando la Ec. (1.20) con los valores de los coeficientes gm` (t) y hm` (t)
mostrados en el apéndice A. En la Figura 1.6b) se muestran las curvas de nivel del campo
geomagnético publicadas por la IAGA [8], mostrando un buen acuerdo6 con lo calculado usando
el programa desarrollado en esta tesis, por lo que se gana confianza en éste para evaluar el campo
geomagnético en la superficie de la Luna.
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Fig. 1.6: Campo geomagnético a) calculado en esta tesis usando la Ec. (1.20), con los valores de los coeficientes gm` (t)
y hm` (t) mostrados en el apéndice A, y b) publicado por la IAGA (ver Fig. 1 en la referencia [8]).

Al calcular el gradiente de la Ec. (1.20) se obtiene el campo geomagnético

BI = −∇φI(r, θ, ϕ) = −êr
∂φI
∂r
− êθ

1
r

∂φI
∂θ
− êϕ

1
r sin θ

∂φI
∂ϕ

, (1.21)

en donde las componentes del campo geomagnético están dadas de manera explícita como

5IAGA proporciona los coeficientes gm` (t) y hm` (t) para ` = 1, 2, · · · 13, mostrados en el apéndice A.
6La Fig. 1.6a) difiere de la Fig. 1.6b) en los intervalos de ϕ y θ. En la Fig. 1.6b) se recorre la gráfica debido a

una convención de la comunidad aeroespacial. Sin embargo en el resultado calculado para este trabajo se muestra
sin recorrer la gráfica para ser consistentes con la notación de los cálculos.
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Componentes del campo magnético de la Tierra

BI,r =
N∑
`=1

∑̀
m=0

(`+ 1)
(
RE
r

)`+2 [
gm` (t) cos(mϕ) + hm` (t) sin(mϕ)

]
Pm` (cos θ), (1.22a)

BI,θ = −
N∑
`=1

∑̀
m=0

(
RE
r

)`+2 [
gm` (t) cos(mϕ) + hm` (t) sin(mϕ)

]dPm` (cos θ)
dθ

, (1.22b)

BI,ϕ =
N∑
`=1

∑̀
m=0

m

(
RE
r

)`+2 [
gm` (t) sin(mϕ)− hm` (t) cos(mϕ)

]Pm` (cos θ)
sin θ . (1.22c)

La componente azimutal del campo geomagnético, Ec. (1.22c), aparenta un comporta-
miento patológico en θ = 0 y θ = π, porque B · êϕ ∝ Pm` (cos θ)/ sin θ. Para evitar problemas
numéricos, es útil notar que los términos con m = 0 no contribuyen a la componente azimutal y,
desde la definición de las funciones asociadas de Legendre, se puede escribir [29]

Pm` (x) = (−1)m sinm θd
mP`(x)
dxm

. (1.23)

Entonces, se puede definir una función auxiliar Π(θ) como

Π(θ) ≡ Pm` (cos θ)
sin θ = (−1)m sinm−1 θ

dmP`(x)
dxm

, (1.24)

que es bien comportada ∀m > 0. De la definición de la función auxiliar, Ec. (1.24), se puede
calcular el campo geomagnético de forma numérica.

Como se observa de la Ec. (1.20), el potencial geomagnético total de la IGRF consta de
un total de N = 13 multipolos. Mientras más grande sea el orden ` de cada multipolo, menor
será su contribución al campo geomagnético, dado que su dependencia decae como ∼ (1/r)`+2. A
continuación se presenta un análisis de la dependencia del potencial y el campo geomagnético
con respecto al orden multipolar `. Para el término dipolar, ` = 1, el campo magnético Bdip de
un dipolo puntual m colocado en el origen a una distancia r está dado por [27]

Bdip = µ0
4π

1
r3

[
3(m · r̂)r̂−m

]
. (1.25)

Por otra parte, el término dipolar (` = 1) de la expansión del potencial geomagnético [ver Ec.
(1.20)], está dado por

φ1 = RT

(
RT
r

)2 [
g0

1 cos θ + g1
1 cosϕ sin θ + h1

1 sinϕ sin θ
]

= g0
1 z + g1

1 x+ h1
1 y

(x2 + y2 + z2)3/2 R
3
T, (1.26)

donde se han hecho explícitas las transformaciones de coordenadas de esféricas a cartesianas y
(g0

1, g
1
1, h

1
1) son los primeros tres coeficientes de Gauss de la Ec. (1.20), mostrados en el apéndice

A. Para calcular el campo geomagnético dipolar basta con calcular el menos gradiente de la Ec.
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(1.26), obteniendo las siguientes componentes:

Bx = 3R3
T x

g0
1 z + g1

1 x+ h1
1 y

(x2 + y2 + z2)5/2 −
R3
T g

1
1

(x2 + y2 + z2)3/2 , (1.27)

By = 3R3
E y

g0
1 z + g1

1 x+ h1
1 y

(x2 + y2 + z2)5/2 −
R3
T h

1
1

(x2 + y2 + z2)3/2 , (1.28)

Bz = 3R3
E z

g0
1 z + g1

1 x+ h1
1 y

(x2 + y2 + z2)5/2 −
R3
T g

0
1

(x2 + y2 + z2)3/2 . (1.29)

De aquí se observa que si se define m = 4π R3
T (g1
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1
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0
1)/µ0, se puede escribir el campo

geomagnético dipolar como
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En la Fig. 1.7 se muestran gráficas de contorno de la magnitud de la suma acumulada del
campo geomagnético sobre la superficie de la Tierra, para distintos valores del límite multipolar
máximo N = 2, · · · , 13. Se observa que, hasta la suma acumulada con N = 7, las variaciones son
perceptibles, lo que significa que existen cambios de un orden de magnitud de 1, 000 nT, que es
la escala que se utiliza en la Fig. 1.7. Después de N = 7, los cambios dejan de ser perceptibles,
por lo que los cambios están por debajo de los 1, 000 nT. Para calcular la FEM inducida sobre
la superficie de la Luna, es necesario calcular la derivada en el tiempo del flujo magnético a
través de la superficie lunar. Por lo tanto, se calcula la contribución al flujo magnético y a su
derivada de los términos multipolares a la distancia orbital de la Luna. Para este análisis, se
coloca una espira hipotética sobre el perímetro de la Luna de manera que su vector velocidad es
normal a la superficie, n̂ = v̂, y se compara B` · n̂ sobre la trayectoria del centro de la Luna,
con la Tierra fija y, por tanto, el campo geomagnético estático. En la Fig. 1.8 se muestra el
resultado del cálculo analítico del geodipolo B1 · n̂ y el geocuadrupolo B2 · n̂ (línea azul), que
coinciden con los resultados del código numérico realizado durante este trabajo de tesis (línea
negra punteada). Con base en estos resultados se gana confianza sobre los alcances del código
numérico para comparar las contribuciones de todos los órdenes multipolares. Se puede observar
en la Fig. 1.8 que la contribución del geocuadrupolo es dos órdenes de magnitud más pequeña
respecto a la contribución del geodipolo.

Para estimar la contribución de cada orden multipolar al flujo magnético total, y por lo
tanto a la FEM, se calcula el promedio del valor absoluto de B` · n̂ sobre toda la trayectoria de
la Luna. La Fig. 1.9 muestra la gráfica del promedio 〈B` · n̂〉 en función del orden multipolar
`. Se observa que la contribución multipolar decae exponencialmente mientras crece el orden
multipolar `.

1.3. Campo magnetosférico

La magnetósfera terrestre está conformada por distintas regiones: el arco de choque, la
envoltura magnética, la magnetopausa y la magnetocola, como se muestra en la Fig. 1.10a). Hay
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1.3 Campo magnetosférico

Fig. 1.7: Gráficas de contorno de la suma acumulada del campo geomagnético en µT para N = 2, · · · , 13 órdenes
multipolares.

cuatro puntos característicos de la magnetósfera que ayudan a describir su geometría, dividiendo
el espacio en cuatro regiones: la región de día, la región de noche, el amanecer y el anochecer
—ver Fig. 1.10a)—. La región de la magnetósfera por donde incide el viento solar sobre la
magnetósfera se conoce como día, porque es la que da la cara al Sol, mientras que la región de la
magnetósfera por donde se aleja el viento solar, extendiéndose por la magnetocola, se conoce
como noche [10]. La región de la magnetósfera por donde la Tierra cambia de noche a día, según
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Fig. 1.8: Comportamiento del geodipolo B1 · n̂ y el geocuadrupolo B2 · n̂ en función del tiempo, en días, calculado de
manera analítica (línea azul) y de manera numérica con el código realizado durante esta tesis (línea negra punteada).
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Fig. 1.9: Promedio de B` · n̂ en función del orden multipolar ` en escala logarítmica

su movimiento de rotación, se conoce como el amanecer; análogamente, la región por donde la
Tierra cambia de día a noche se conoce como el anochecer, como se muestra en la Fig. 1.10a).
El viento solar se encuentra con el arco de choque fuera de la magnetósfera en la región de día,
que es donde las partículas cargadas que provienen del Sol comienzan a desviarse alrededor de
la Tierra, debido a la presencia del campo geomagnético. La magnetopausa es la superficie que
separa a la magnetósfera del medio interplanetario y se representa como una capa de corriente
eléctrica superficial, que se origina debido a la deflexión de partículas cargadas provenientes del
viento solar, como se muestra en la Fig. 1.10b). El giro de las partículas cargadas genera una
corriente promedio en la superficie de magnetopausa, generando un campo magnético adicional
que comprime al campo magnético dentro de la magnetopausa y al mismo tiempo aniquila la
parte externa del campo magnético fuera de la magnetósfera, como se muestra en la Fig. 1.10b).
La magnetopausa se forma a una distancia de entre 10RT y 15RT sobre la región de día y se
extiende sobre la magnetocola a través de la región de noche. La densidad de corriente eléctrica
en la magnetopausa terrestre es de 10−6 A m−2, que se traduce en una corriente total de 10
MA [10] a lo largo de toda la superficie. La región entre la magnetopausa y el arco de choque se
conoce como la envoltura magnética o magnetofunda.
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Fig. 1.10: a) Representación esquemática de las partes de la magnetósfera, Fig. 1 en [10]. b) Representación esque-
mática de la corriente eléctrica en la magnetopausa, Fig. 4 en [10]. c) Representación esquemática de los distintos
sistemas de corrientes eléctricas dentro de la magnetósfera —corrientes de magnetopausa (MPC), corrientes alineadas
al campo (FAC), corrientes de sábana neutral (NSC), corrientes de cola de la magnetopausa (TMPC)—, Fig. 12 en
[10].

La magnetósfera en la región de día se comprime y se confina debido al viento solar,
mientras que en la región de noche se alarga para dar lugar a la cola magnética, que se extiende
más allá del radio orbital de la Luna RO en la región de noche. La cola está dividida por dos
lóbulos: el lóbulo norte y el lóbulo sur, como se observa en la Fig. 1.10a). En el lóbulo sur las
líneas de campo magnético se extienden desde el polo sur alejándose del Sol, mientras que en
el lóbulo norte las líneas de campo magnético vienen desde la cola acercándose hacia la región
de día y terminan en el polo norte. Separando a los lóbulos se encuentra la sábana neutral de
plasma o lámina neutra de corriente, llamada así por su campo magnético débil, 1–5 nT, y su
plasma cuasi-neutral denso, de una partícula por cm−3, y energético, 1–10 keV [10]. Las corrientes
de cola, representadas en la Fig. 1.10c) como las corrientes de la sábana neutral (NSC) y las
corrientes de cola en la magnetopausa (TMPC), fluyen a través de la sábana de plasma. Las
cargas positivas circulan del amanecer al anochecer, mientras que las cargas negativas circulan
en dirección opuesta, cerrando el circuito a través de las ramas que constituyen la magnetopausa
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alrededor de la cola. Estas corrientes estacionarias son causadas por un gradiente de presión en
el plasma que apunta de norte a sur en el lóbulo norte y de sur a norte en el lóbulo sur. A este
tipo de corrientes se les conoce como corrientes diamagnéticas en la física de plasmas [31]. El
grosor de la sábana neutral de plasma es de 1–2 RT y la densidad de corriente máxima sobre la
sábana es del orden de nA/m2. El campo magnético transversal a la sábana neutral es del orden
de 1–5 nT [10, 32].

Las partículas cargadas provenientes del Sol que llegan a la magnetósfera pueden quedar
atrapadas en las líneas de campo magnético, de tal manera que oscilan del polo norte magnético
al sur magnético de la Tierra. El campo magnético de la magnetósfera presenta heterogeneidades
que dan lugar a un gradiente de intensidad de campo magnético que curva a las líneas de campo
magnético, dando lugar a una deriva magnética por parte de las partículas cargadas en dirección
perpendicular a B y a ∇B. Esta deriva de las partículas cargadas genera una corriente a lo largo
de las líneas de campo magnético, haciendo espirales a las frecuencias y radios de ciclotrón. Este
flujo se produce principalmente sobre el plano ecuatorial magnético a una distancia entre 2RT
y 6RT, medida desde el centro de la Tierra, en la región de los cinturones de van Allen [10].
Este flujo neto de partículas produce lo que se conoce como corrientes de cinturón, cuyos perfil
radial, intensidad y grosor dependen de la densidad de portadores de carga: iones y electrones.
La intensidad del campo magnético asociado a las corrientes de cinturón se mide en promedios
por hora con el índice Dst (por las siglas en inglés de Disturbance Storm-Time) en nanoteslas.
Durante una tormenta solar el índice Dst puede alcanzar hasta −200 nT [10, 14]. Sobre la
magnetósfera terrestre la corriente de cinturón es del orden de 1–10 MA. Cuando el acoplamiento
entre la magnetósfera y el viento solar es intenso, un mayor número de partículas se inyecta
desde la cola magnética a las corrientes de cinturón, de tal manera que durante una tormenta
solar las corrientes de cinturón pueden exceder los 10 MA [10, 33].

Sobre la magnetósfera existen zonas de acumulación de carga que generan caídas de
potencial eléctrico, así como también existen zonas que se conectan a fuentes permanentes de
corriente eléctrica interplanetaria. Tanto las acumulaciones de carga como las fuentes externas de
corriente eléctrica interplanetaria generan un flujo de corriente eléctrica a lo largo de trayectorias
que conectan distinas regiones de la magnetósfera. Dentro de la magnetósfera, las líneas de
campo magnético fungen como conductores casi perfectos para los electrones ionosféricos a bajas
temperaturas, conectando regiones de acumulación de carga con la ionosfera terrestre. Dentro
de estas líneas de campo magnético fluyen electrones ionosféricos, lo que da lugar a la llamada
corriente alineada al campo (FAC, por sus siglas en inglés de field-aligned currents). Estas FAC
proporcionan una conexión eléctrica directa entre la ionosfera y las regiones magnetosféricas
distantes sobre altas latitudes en la Tierra, donde las líneas de campo ionosféricas son casi
verticales. Una manifestación visible del flujo de estas FAC es la generación de emisiones
aurorales [10].

De lo anterior se concluye que la trayectoria de la Luna, al estar inmersa tanto en el medio
interplanetario como en la magnetósfera, se encuentra dentro de un campo magnético dinámico,
con distintos regímenes de variación, lo que favorece tanto al cambio en el flujo magnético, y por
tanto a la FEM, como a la energía eléctrica que se podría generar sobre la superficie lunar.
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1.3.1. Modelación del campo magnetosférico

El campo magnético total en la Luna se puede representar como la suma

B = BI + BE, (1.31)

donde BI representa al campo interno, conocido así porque es el campo que genera la Tierra,
también llamado campo geomagnético, y

BE = BRC + BTC + BFAC + BMP + BINT, (1.32)

donde BE representa el campo externo, porque es el generado por las contribuciones externas
a la Tierra, conformado por el campo BRC, que está asociado a la corriente de cinturón (ring
current), el campo BTC, generado por la corriente de cola (tail current), el campo BFAC, debido
a los sistemas de corrientes que se alinean al campo (field-aligned current), el campo BMP, que
es el campo de magnetopausa (magnetopause current) y el campo BINT que está relacionado al
campo de interconexión, que es proporcional a la componente transversal a la dirección x̂GSM
del campo magnético interplanetario (IMF, por sus siglas en inglés de interplanetary magnetic
field); es decir, BINT ∝ B⊥IMF. La mayor parte de la órbita de la Luna se encuentra fuera de la
magnetósfera, donde solo interactúa con el IMF. En las subsecciones siguientes, se presentará
una breve descripción de cada una de estas contribuciones.

El campo interno BI domina cerca de la superficie de la Tierra con un campo magnético
del orden de 50, 000 nT, pero decrece rápidamente con el inverso del cubo de la distancia y se
vuelve comparable —del orden de 50 nT— al campo externo BE a una distancia de r ∼ 10RT
[14], por lo que sobre la órbita RO ∼ 60RT de la Luna domina el campo externo BE, que
sigue estando en el orden de las decenas de nT. El campo externo BE, al estar relacionado con
corrientes volumétricas ampliamente distribuidas por toda la magnetósfera, no puede ser descrito
por un potencial escalar. Además, dentro de la magnetósfera ocurren distintos fenómenos que
afectan al campo magnético en distintas escalas de tiempo, desde segundos, horas, días y hasta
un periodo de 11 años, que es lo que dura un ciclo solar. Estas variaciones se atribuyen a distintos
factores, tales como el movimiento intrínseco de la Tierra, que se puede traducir en oscilaciones
de la orientación del geodipolo magnético con respecto a la línea que une a la Tierra con el
Sol, cambios en el estado de movimiento del flujo de viento solar, e inestabilidades irregulares
dentro de la magnetósfera [14]. A continuación se muestra de manera general cómo se calculan
las distintas contribuciones al campo externo y su dinámica, dentro del código T05 [15].

1.3.2. Campo de magnetopausa y campo de interconexión

El campo magnético interplanetario (IMF) penetra la magnetopausa dando lugar a un
término de interconexión BINT = εBIMF, donde la constante ε es uno de los parámetros a
ajustar usando datos del campo magnético sobre la magnetósfera. Por otra parte, el campo de
magnetopausa se encuentra relacionado a todas las fuentes de campo magnético total. Es un
término que complementa a los campos de la Ec. (1.31), y en particular a los términos de la Ec.
(1.32), para asegurar el completo confinamiento del campo magnético dentro de la magnetósfera.
El campo de magnetopausa se construye de manera tal que se satisfaga la siguiente condición de

19



1. CAMPO MAGNÉTICO TOTAL EN LA LUNA

confinamiento:

BTOT · n̂
∣∣∣
SMP

= (BMP + BRC + BTC + BFAC + BINT) · n̂
∣∣∣
SMP

= 0, (1.33)

donde n̂ es el vector normal a la superficie de la magnetopausa SMP, que es la superficie que separa
a la magnetósfera del resto del espacio. En los códigos numéricos utilizados para modelar el campo
magnético dentro de la magnetósfera, por ejemplo el T05, y sus actualizaciones, [15] que se usa
para este trabajo, la magnetopausa se representa como una superficie empírica predefinida, por
lo que para calcular el campo de magnetopausa se puede dividir en contribuciones para confinar
cada término en la Ec. (1.33) de manera independiente, de forma que (BMP, i + Bi) · n̂

∣∣∣
SMP

= 0,
para cada i ∈ {RC, TC, FAC, INT}. Por lo tanto se puede escribir el campo magnético BMP
como

BMP = BMP, I + BMP, RC + BMP, TC + BMP, FAC + BMP, INT. (1.34)

Entonces, cada uno de los términos de la Ec. (1.34) satisface BMP, i · n̂ = −Bi · n̂. Además,
debido a su naturaleza irrotacional, el campo de magnetopausa puede ser calculado a través de
un potencial escalar como BMP = −∇φMP. De la ecuación de Laplace ∇2φMP = 0, usando las
condiciones de frontera de Neumann [12]

∂φMP, i
∂n

∣∣∣
Sn

= Bint
n, i · n̂−Bext

n, i · n̂, (1.35)

se puede calcular BMP, i, conociendo cada uno de los términos Bi.

1.3.3. Corrientes de cola (TC), corrientes de cinturón (RC) y corrientes ali-
neadas al campo (FAC)

Para modelar los campos magnéticos producidos por las corrientes de cola, las corrientes
de cinturón y las corrientes alineadas al campo, se utiliza una combinación lineal de vectores
base b(k)

FAC, b(k)
TC y b(k)

RC junto con su respectiva base de vectores de magnetopausa h(k)
FAC, h(k)

TC y
h(k)
RC. Como resultado, el caso más general del campo generado por estos sistemas de corriente se

escribe como [14]

Bi =
Ki∑
k=1

a
(k)
i

[
b(k)
i

(
r,
{
α

(k)
i

})
+ h(k)

i

(
r,
{
α

(k)
i

}) ]
, (1.36)

donde i ∈ {FAC,TC,RC}, Ki es el número máximo de términos dentro del modelo y el k-ésimo
término de la suma está conformado por un coeficiente lineal a(k)

i y un conjunto de parámetros
no lineales

{
α

(k)
i
}
que cuantifican la magnitud y las propiedades geométricas de los vectores base

b(k)
i + h(k)

i , así como su respuesta a los parámetros de entrada del modelo, que incluyen al ángulo
de inclinación del geodipolo Ψ —que describe la orientación del eje geodipolar con respecto a
la línea que va del centro del Sol al centro de la Tierra, eje XGSM , como se observa en la Fig.
1.5. El ángulo de inclinación del geodipolo se calcula como Ψ = arcsin(x̂GSM · m̂g) [26]—, a la
velocidad de incidencia del viento solar, a la presión dinámica Pdin del viento solar y al campo
magnético interplanetario (IMF), que es el campo magnético debido únicamente al viento solar.

20



1.3 Campo magnetosférico

Por construcción, cada término en la Ec. (1.36) debe satisfacer la condición de confina-
miento en la magnetopausa

(
b(k)
i + h(k)

i

)
· n̂
∣∣∣
SMP

= 0, lo que permite variar los parámetros a(k)
i y{

α
(k)
i
}
, manteniendo completamente confinado el campo magnetosférico dentro de la superficie de

la magnetósfera. La manera de construir la base b(k)
i y h(k)

i es la siguiente: se propone un ansatz
para el potencial vectorial Ai

(
r,
{
α

(k)
i

})
con base en la forma de las corrientes magnetosféricas

(FAC,TC,RC) [14]. De esta manera b(k)
i

(
r,
{
α

(k)
i

})
= ∇×Ai

(
r,
{
α

(k)
i

})
. Por otra parte, como

el campo h(k)
i es un término de confinamiento de magnetopausa, se calcula a través de un

potencial escalar φi que satisface la ecuación de Laplace ∇2φi = 0, como se discutió en la sección
anterior. Al resolver para φi con las condiciones de frontera de la Ec. (1.35), se puede calcular el
campo de confinamiento h(k)

i como h(k)
i = −∇φi.

1.3.4. Tormentas solares

Para modelar las tormentas solares se calcula una respuesta de los términos que conforman
al campo externo, Ec. (1.32). Tsyganenko y Sitnov [15] asumen que la respuesta de los campos
magnéticos de la Ec. (1.32) está relacionada con flujos de carga eléctrica hacia dentro y fuera de
la magnetósfera. La respuesta de cada campo magnético en la Ec. (1.32) que conforman al campo
magnético externo, se modela a través de un término empírico Wi que modifica la intensidad de
campo Bi de cada término en la Ec. (1.32). Se propone que la magnitud de W varía de acuerdo
con la ecuación

∂W

∂t
= F − P, (1.37)

donde F y P son funciones de fuentes y pérdidas, respectivamente. El término F representa la
razón de incremento de un determinado sistema de corriente debido al flujo de partículas hacia
adentro de la magnetósfera, y se puede calcular a través de

F = aNνV υBζ
s , (1.38)

donde N y V son la densidad y la velocidad del viento solar, respectivamente, Bs es la componente
que apunta en dirección sur (−BTOT · ẑGSE) del IMF y el coeficiente a, y los exponentes ν, υ
y ζ son parámetros desconocidos a ajustar del modelo. El término P depende de cada sistema
de corriente eléctrica a considerar. Se asume que el término de pérdidas P es proporcional a la
diferencia entre el valor de W y su valor residual sin tormenta solar W0, dado como

P = Ω(W −W0), (1.39)

de donde se obtiene la solución

W (t) = W0 +
ˆ t

0
F (τ) eΩ(τ−t) dτ, (1.40)

donde Ω se conoce como razón de decaimiento. La integración se realiza desde el inicio de la
tormenta τ = 0 hasta el momento actual a observar τ . De esta forma, se obtienen 6 parámetros
W : W1 y W2 asociados a las corrientes de cola, W3 y W4 asociados a las corrientes de cinturón,
y W5 y W6 asociados a las corrientes alineadas al campo.
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Dentro de la documentación para utilizar el código T05 [34] se encuentran los rangos
para los parámetros de entrada que se muestran en la tabla 1.27 . Los parámetros se pueden
dividir en dos grupos: las propiedades intrínsecas del viento solar y los parámetros de respuesta
magnetosférica al viento solar. Los parámetros de respuesta son los que permiten modelar
fenómenos de tormentas solares.

Rango de parámetros de entrada del código T05

Propiedades intrínsecas del
viento solar

Respuesta magnetosférica al
viento solar

Parámetro Mínimo Máximo Parámetro Mínimo Máximo

Pdin (nPa) 0.5 10 W1 0 12

By (nT) −10 10 W2 0 7

Bz (nT) −10 10 W3 y W4 0 15

Vx (km/s) −430 −400 W5 0 30

Vy (km/s) 0 0 W6 0 100

Vz (km/s) 0 0 Dst (nT) −100 20

Tabla 1.2: Rango de los parámetros de entrada para el código T05 obtenidos de la documentación del código [34]
divididos en dos grupos: propiedades intrínsecas y parámetros de respuesta.

1.3.5. Alcances del código T05 y sus repercusiones en este trabajo

En la documentación del código T05 [34], se discuten los alcances de los resultados que se
pueden obtener numéricamente. El autor menciona que únicamente serán válidos los resultados
del código para modelar el campo magnétosferico para la región XGSM > −10RT

8. En la Fig.
1.11 se muestra el plano XGSM = −10RT y se muestra la trayectoria de la Luna por medio de los
puntos negros. Cada punto representa la posición de la Luna a inicios de un día. La superficie
roja representa a la magnetósfera. Se observa que casi la mitad de la trayectoria de la Luna
está fuera de la región de validez del código. Es decir, cuando la Luna se encuentra en la región
XGSM < −10RT no es posible calcular el campo magnético de la magnetósfera por medio del
código T05.

7Los parámetros Wi se obtienen integrando la Ec. (1.40) usando datos espaciales. Los rangos se encuentran en
la documentación del código [34].

8Esta restricción proviene del hecho de que el código T05 interpola datos espaciales. En la documentación del
código, el autor advierte que el código no funciona para regiones dentro de la magnetósfera más allá de 10RT, lo
que sugiere que los datos espaciales no son suficientes para interpolar el campo magnético en esa región.
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1.3 Campo magnetosférico

Fig. 1.11: Representación de la magnetósfera (elipsoide roja) junto con el movimiento de la Luna por día (puntos
negros). El plano XGSM = −10RT corta tanto a la magnetósfera como a la trayectoria de la Luna.

Para realizar los cálculos del flujo magnético, la FEM y la energía electromagnética del
viento solar sobre la superficie de la Luna debidos al campo megnetosférico, y poder comparar
estos resultados con los respectivos flujo magnético, FEM y energía electromagnética debidos
al campo geomagnético, se modela un satélite hipotético que orbite la Tierra con el mismo
periodo de la Luna, pero con un radio orbital menor, de manera tal que su trayectoria siempre
se encuentre en la región XGSM > −10RT para calcular la contribución del viento solar sobre el
flujo magnético sobre el satélite hipotético orbitando a la Tierra a 10RT.
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Capítulo 2

Metodología para el cálculo de la FEM
inducida en la Luna

En la sección 1.1 se definieron los distintos sistemas de coordenadas espaciales necesarios
para el cálculo de la FEM indicuda en la Luna, y en las secciones 1.2 y 1.3.1 se describieron las
partes del campo magnético total sobre la trayectoria de la Luna. El movimiento orbital de la
Luna se describe en el sistema GSE, mientras que la descripción de los campos interno y externo
se realiza en los sistemas GEO y GSM, respectivamente. Para estudiar la dinámica del campo
magnético total sobre la superficie de la Luna, es conveniente elegir un solo sistema de referencia
para describir tanto el campo magnético total como la ecuación de movimiento de la Luna. Los
métodos para describir el campo magnético externo, que es el sistema más dinámico y complejo,
están descritos en el sistema GSM, e intentar describirlo en otras coordenadas resultaría poco
práctico. Por esta razón, se prefiere describir tanto al campo geomagnético como al movimiento
de traslación de la Luna en coordenadas GSM.

El movimiento de la Luna se podría considerar, como una primera aproximación, como un
movimiento circular uniforme a través de la Ec. (1.7). A partir del vector unitario de la posición
del centro de la Luna, r̂POL, se puede definir el vector unitario de la velocidad del centro de
la Luna como v̂POL = dr̂POL/dt. A través de las transformaciones resumidas en la tabla 1.1, se
pueden calcular tanto r̂GSM como v̂GSM de la siguiente manera

r̂GSM = T3 ·T−1
0 · r̂POL, (2.1)

v̂GSM = T3 ·T−1
0 · v̂POL, (2.2)

y el campo magnético se puede calcular como

BGSM = T3 ·T2 ·T−1
1 ·BGEO. (2.3)

2.1. Parametrización de la superficie de la Luna

Una primera aproximación para calcular el flujo a través de la superficie de la Luna sería
calcular el campo magnético solo en el centro de la Luna y multiplicar este valor por la sección
transversal de la Luna, pero como se mostrará más adelante está aproximación no es buena.
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2. METODOLOGÍA PARA EL CÁLCULO DE LA FEM INDUCIDA EN LA LUNA

Tierra

Luna

Alambre de cobre

n̂ = v̂

r̂

ξ̂

χ̂

raux −RO

Fig. 2.1: Representación del alambre de cobre enrollado en el perímetro de la Luna, de tal forma que el área vector
de la superficie delimitada por el alambre es paralelo a la velocidad v̂. Se muestra una amplificacion de la superficie
subtendida por el alambre de cobre con el mallado que se utiliza para calcular la integral de flujo magnético numéri-
camente; se muestra el vector raux −RO para exhibir la función del vector auxiliar raux: parametrizar la superficie
para calcular la integral de flujo magnético a través del alambre de cobre.

Entonces, para el cálculo del flujo magnético a través de la superficie delimitada por un alambre
de cobre enrollado en el perímetro de la Luna (ver Fig. 2.1), se parametriza la superficie. Como
la velocidad angular rotacional y traslacional de la Luna es la misma, razón por la cual la Luna
siempre muestra la misma cara hacia la Tierra, entonces se considera el alambre de cobre de
manera tal que su vector normal n̂(t) sea paralelo al vector velocidad del centro de la Luna:
n̂(t) = v̂(t), como se muestra en la Fig. 2.1. Se definen dos vectores ξ̂(t) y χ̂(t), linealmente
independientes y perpendiculares a n̂(t), para parametrizar la superficie. Se puede construir a
ξ̂(t) y χ̂(t) como

ξ̂(t) = r̂(t), (2.4)
χ̂(t) = n̂(t)× r̂(t), (2.5)

donde r̂ es el vector unitario del radio vector que une el centro de la Tierra con el centro de la
Luna, como se muestra en la Fig. 2.1. Por lo tanto, se puede definir un vector auxiliar que se
encuentre sobre la superficie de la Luna para cada tiempo t, en términos de dos parmámetros s y
γ, de la siguiente manera:

Vector auxiliar de parametrización de la superficie de la Luna

raux(t; s, γ) = RO r̂(t) + s cos γ ξ̂(t) + s sin γ χ̂(t), (2.6)

donde RO ≈ 60RE es el radio orbital de la Luna medido desde el centro de la Tierra.

Se puede elegir una orientación del alambre más general al rotar el circuito con respecto al
eje alineado con el vector posición del centro de la Luna r̂(t). Para rotar al vector n̂(t) un
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2.1 Parametrización de la superficie de la Luna

ángulo Θ alrededor de un vector arbitrario A = (u, v, w), se hace uso de la matriz R(Θ) =
T−1
xz T

−1
z Rz(Θ)TzTxz. A continuación se describe el proceso para construir las matrices Txz, Tz y

Rz(Θ).

Se definen las matrices de rotación a un ángulo β alrededor del eje y y a un ángulo γ alrededor
del eje z como

Ry(β) = 〈β, y〉 =

 cosβ 0 sin β
0 1 0

− sin β 0 cosβ

 , (2.7)

Rz(γ) = 〈−γ, z〉 =

cos γ − sin γ 0
sin γ cos γ 0

0 0 1

 , (2.8)

respectivamente. A través de estas matrices, se construye una matriz de rotación alrededor de un
vector arbitrario A = (u, v, w). Sin pérdida de generalidad y por simplicidad, se supone al vector
A con norma 1, es decir, ||A|| =

√
u2 + v2 + w2 = 1. El ángulo que forma A con respecto al eje

z se denota como θ y el ángulo que forma la proyección de A en el plano xy con respecto al eje
x se denota como ϕ, como se muestra en la Fig. 2.2a). Posteriormente, al calcular los valores de
θ y ϕ en términos de (u, v, w), se obtiene

θ = arc cos
(

w√
u2 + v2 + w2

)
= arc cos(w), (2.9)

ϕ = arctan
(
u

v

)
, (2.10)

y por lo tanto sin θ =
√
u2 + v2, cos θ = w, sinϕ = v

/√
u2 + v2 y cosϕ = u

/√
u2 + v2.

Para rotar el vector B alrededor del vector A se puede expresar al vector B en el sistema de
coordenadas donde el vector A está alineado con el eje z, y rotar al vector B resultante en ese
sistema de coordenadas a través de la matriz Rz dada por la Ec. (2.8). Para alinear el vector
A con el eje z, primero se rota a un ángulo −ϕ alrededor del eje z a través de la matriz de
transformación

Txz = 〈−(−ϕ), z〉 = 〈ϕ, z〉 =

 cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 =

 u/
√
u2 + v2 v/

√
u2 + v2 0

−v/
√
u2 + v2 u/

√
u2 + v2 0

0 0 1

 .
(2.11)

De esta manera, el vector A se alinea con el plano xz, como se muestra en la Fig. 2.2b).
Posteriormente, se rota al vector resultante Txz A un ángulo de −θ alrededor del eje y a través
de la transformación

Tz = 〈−θ, z〉 =

cos θ 0 − sin θ
0 1 0

sin θ 0 cos θ

 =

 w 0 −
√
u2 + v2

0 1 0√
u2 + v2 0 w

 , (2.12)

como se muestra en la Fig. 2.2c). Entonces el vector Tz Txz A se encuentra alineado con el eje z.
Una vez construidas las matrices Txz, Ec. (2.11), y Tz, Ec. (2.12), se pueden utilizar para rotar a
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2. METODOLOGÍA PARA EL CÁLCULO DE LA FEM INDUCIDA EN LA LUNA

Fig. 2.2: Proceso de construcción de la matriz de rotación de un vector B alrededor de un vector arbitrario A

un vector B alrededor del vector A de la siguiente manera: Primero, se describe al vector B en el
sistema de coordenadas donde A está alineado con el eje z. Esto se consigue de la misma manera
en la que se consiguió alinear al vector A con el eje z: se rota al vector B el mismo ángulo −ϕ
alrededor de eje z, a través de la matriz Txz, y posteriormente se rota al vector resultante Txz B
el mismo ángulo −θ alrededor del eje y, a través de la matriz Tz. Por lo tanto, para rotar al
vector Tz Txz B un ángulo Θ alrededor del vector A, basta con aplicar la transformación Rz(Θ)
dada por la Ec. (2.8), porque bajo este sistema de coordenadas el vector A está alineado con
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2.2 Cálculo del flujo magnético mediante la cuadratura de Gauss-Legendre

el eje z, como se muestra en la Fig. 2.2d). Por lo tanto, el vector Rz(Θ)Tz Txz B es el vector
Tz Txz B rotado a un ángulo Θ alrededor del vector A en el sistema de coordenadas en el que
A está alineado con el eje z. Por último, se requiere describir al vector B rotado en el sistema
de coordenadas original, en el que A está fuera del eje z. Para esto basta con rotar al vector
resultante Rz(Θ)Tz Txz B un ángulo θ alrededor del eje y, a través de la matriz T−1

z , como se
muestra en la Fig. 2.2e), y finalmente rotar al vector resultante T−1

z Rz(Θ)Tz Txz B a un ángulo
ϕ alrededor del eje z, a través de la matriz T−1

xz , como se muestra en la Fig. 2.2f). Por lo tanto, el
resultado de rotar al vector B alrededor del vector A a un ángulo Θ es T−1

xz T
−1
z Rz(Θ)Tz Txz B,

y la matriz de rotación buscada es

R(Θ) = T−1
xz T

−1
z Rz(Θ)Tz Txz. (2.13)

A partir de la matriz (2.13) se puede calcular la dirección del vector normal de una espira rotada
un ángulo Θ alrededor del eje radial, que apunta en la dirección del vector r̂(t), con respecto a la
posición originalmente propuesta donde n̂(t) = v̂(t), como se muestra en la Fig. 2.3.

Tierra

Luna

Circuiton̂

v̂

Θ

Fig. 2.3: Representación esquemática de la rotación del alambre de cobre alrededor del vector r̂, de manera tal que
su vector normal n̂ forme un ángulo Θ con respecto al vector v̂.

2.2. Cálculo del flujo magnético mediante la cuadratura de Gauss-
Legendre

Se puede escribir el flujo del campo magnético Φ(t) a través de la superficie del alambre
como

Φ(t) =
‹

B · dS =
ˆ 2π

0

ˆ RL

0
B
[
raux(t; s, γ)

]
· n̂(t) s ds dγ, (2.14)

donde RL es el radio medio de la Luna. Para resolver la integral dada por la Ec (2.14) se utiliza
el método de cuadraturas de Gauss-Legendre [17], que aproxima la integral I(f) =

´ 1
−1 f(x) dx,
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2. METODOLOGÍA PARA EL CÁLCULO DE LA FEM INDUCIDA EN LA LUNA

a través de la siguiente suma

In(f) =
n∑
i=0

wi f(xi), (2.15)

donde los coeficientes wi se conocen como pesos y los puntos xi se conocen como nodos. Se define
el error de la cuadratura como En(f) = I(f)− In(f). Si para algún polinomio p de grado r > n,
se tiene que En(p) = 0, se dice que la cuadratura tiene un grado de exactitud de r (ver Apéndice
B). Para asegurar un grado de exactitud de r = 2n+ 1 en la cuadratura, se calculan los nodos
y los pesos de In(f) sustituyendo f por su polinomio de interpolación de Lagrange de grado
n, Πnf =

∑n
j=0 f(xj)`j(x), donde xj son los nodos de interpolación de Lagrange y `i(x) son

las bases polinómicas de Lagrange. Los nodos de la interpolación son los mismos nodos de la
cuadratura, y los pesos se pueden calcular como wi =

´ 1
−1 `i(x) dx [17] (ver detalles en el apéndice

B). En la práctica, los nodos que se utilizan son las raíces de los polinomios de Legendre Pn(x) y
los pesos se calculan como [29]

wi = 2
(1− x2

i ) [P ′n(xi)]2
. (2.16)

Para extender el intervalo de integración de [−1, 1] a un intervalo arbitrario [a, b], se hace un
cambio de variable de la siguiente forma

ˆ b

a
f(x) dx = b− a

2

ˆ 1

−1
f

(
b− a

2 x+ b+ a

2

)
, (2.17)

de manera tal que tanto la fórmula de cuadratura como el error, se pueden escribir como [29]

In(f) = b− a
2

n∑
i=0

wi f

(
b− a

2 xi + b+ a

2

)
, (2.18)

En(f) = (b− a)2n+1(n!)4

(2n+ 1)[(2n)!]3 f
(2n)(ξ), (2.19)

donde ξ ∈ [a, b]. Por lo tanto, se puede aproximar el flujo magnético a través de la superficie de
la Luna, Ec. (2.14), como

Φ(t) ≈ πRT
2

n∑
i=0

n∑
j=0

wiwj si B
[
raux(t; si, γj)

]
· n̂(t), (2.20)

donde si = RT(1 + xi)/2 y γi = π(1 + xi). En el apéndice B se muestran los detalles.

2.2.1. Comparativa con otras cuadraturas

En esta sección se discute el alcance del método de cuadraturas de Gauss-Legendre
comparado con otras cuadraturas. La manera de proceder es seleccionar una función de prueba
cuya integral se conozca analíticamente y comparar el error que se obtiene con cada cuadratura.
Se elije la función de prueba f(s, γ) = sin(γ/2) cuya integral de superficie sobre un círculo es´ 2π

0
´ 1

0 sin(γ/2) s ds dγ = 2. En la Fig. 2.4 se muestran las curvas del error en escala logarítmica
de tres cuadraturas: Midpoint (MIDPT), Trapecio (TRAP) —descritas en el apéndice B— y
Gauss-Legendre (GL), en función del orden de la cuadratura. Se observa que para alcanzar una
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2.3 Cálculo de la FEM

10 20 30 40
n

10−1

10−3

10−5

10−7
E

n

TRAP

MIDPT

GL

Fig. 2.4: Comparativa entre el error numérico al integrar la función sin(γ/2) usando como métodos las cuadraturas
Midpoint (MIDPT), Trapecio (TRAP) y Gauss-Legendre (GL).

precisión de 10−3 se requiere que n > 40 para las cuadraturas Midpoint y Trapecio, mientras
que con la cuadratura de Gauss-Legendre con n = 3 es suficiente. Si se considera n = 10 en
la cuadratura de Gauss-Legendre, se obtiene una precisión de ∼ 10−7. Por lo tanto, en los
cálculos subsecuentes, se utilizan las cuadraturas de Gauss-Legendre de orden 10 para calcular
los resultados.

2.3. Cálculo de la FEM

Para calcular la FEM numéricamente se emplea el método de diferencias finitas centradas
[17]

df(xi)
dx

≈ f(xi+1)− f(xi−1)
2h , (2.21)

donde xi±1 = xi ± h y h es el paso numérico de la derivada. Dado que el error en la derivada es
de segundo orden O(h2), es necesario considerar que h sea lo más pequeño posible. Por lo tanto,
la FEM se calcula de la siguiente manera

E(t) ≈ πRT
2

n∑
i=0

n∑
j=0

wiwj si

{B [raux(t+ h; si, γj)]−B [raux(t− h; si, γj)]
2h

}
· v̂(t). (2.22)

En la Fig. 2.5 se muestra el comportamiento de la derivada d
dt(B` · n̂) = (B` · n̂)′ tanto

del geodipolo como del geocuadrupolo, calculados mediante la Ec. (2.22) (línea negra punteada),
que coinciden con la derivada analítica (línea azul) en ambos casos.

2.4. Descripción del movimiento real de la Luna

En el capítulo 3 se presentan los cálculos de la FEM inducuda en un alambre enrollado
sobre el perímetro de la Luna, donde se aproximó el movimiento de la Luna alrededor de la
Tierra a través de un movimiento circula uniforme, pero en realidad el movimiento es mucho más
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Fig. 2.5: Derivada temporal del geodipolo B1 ·n̂ y el geocuadrupolo B2 ·n̂ en función del tiempo, en días, calculado de
manera analítica (línea azul) y de manera numérica con el código generado durante esta tesis (línea negra punteada).

complicado. En esta sección se muestra la descripción matemática de la trayectoria real de la
Luna que se obtiene a partir de la solución semi-analítica ELP 2000-85 (por sus siglas en francés
Ephémérides Lunaires Parisiennes) de las ecuaciones de movimiento de la Luna presentada por
Chapront-Touzé y Chapront [20]. A partir del trabajo de Chapront-Touzé y Chapront se derivan
tablas y códigos [21] con parámetros obtenidos a partir de la solución ELP 2000-85 que permiten
describir el movimiento de la Luna a través de las Ecs. (2.23). En la Fig. 2.6 se muestra que
el movimiento real de la Luna describe oscilaciones fuera de su plano orbital. Cada punto azul
representa la posición cada hora y se encuentran unidos por una línea azul como una ayuda para
el ojo. El plano color rojo representa el plano orbital de la Luna. Una primera suposición sobre
la magnitud de esta contribución podría ser que es despreciable para el cálculo de la FEM, sin
embargo al examinar las oscilaciones de la trayectoria lunar se obtiene que las variaciones en
la trayectoria son del orden de 5RT, es decir, 18 radios lunares, por lo que se esperaría que la
contribución a la FEM de estas oscilaciones sí fuera importante.

Fig. 2.6: Representación esquemática del movimiento real de la Luna, con cada punto azul representando la posición
de la Luna cada hora. Los puntos se unen por una línea para una mejor visualización. El plano rojo representa el plano
orbital de la Luna.

Para describir la trayectoria real de la Luna, primero se definen las coordenadas rPOL,
θPOL yϕPOL. La distancia radial geocéntrica rPOL denota la distancia entre el origen, colocado
en el centro de la Tierra, y el centro de la Luna, la colatitud θPOL denota la distancia angular
que forma el radio vector del centro de la Luna con respecto al plano orbital de la Luna, y la
colongitud ϕPOL denota la coordenada angular de giro sobre el plano orbital, como se muestra

32
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rPOL

z

y

x

θPOL

ϕPOL

Tierra

Fig. 2.7: Representación de las coordenadas rPOL, θPOL y ϕPOL.

en la Fig. 2.7.

De acuerdo con Chapront-Touzé y Chapront [21], se puede expresar a rPOL, θPOL y ϕPOL
como

rPOL = 385, 000.57 + Sr + S′r + t S′′r , (2.23a)
θPOL = Sθ + 10−3(S′θ + t S′′θ ), (2.23b)
ϕPOL = 218.31665 + 481, 267.88134 t− 13.268× 10−4 t2

+ 1.856× 10−6 t3 − 1.534× 10−8 t4 + Sϕ + 10−3(S′ϕ + t S′′ϕ), (2.23c)

expresando a θPOL y ϕPOL en grados, y a rPOL en kilómetros. Las funciones Sr, S′r, S′′r , Sθ, S′θ,
S′′θ , Sϕ, S′ϕ, S′′ϕ están dadas de la siguiente manera:

Sr =
Nr∑
n=1

rn cos
(
δ(0)
n + δ(1)

n t+ δ(2)
n 10−4 t2

)
, (2.24)

S′r =
N ′r∑
n=1

r′n cos
(
δ′(0)
n + δ′(1)

n t
)
, (2.25)

S′′r =
N ′′r∑
n=1

r′′n cos
(
δ′′(0)
n + δ′′(1)

n t
)
, (2.26)

Sθ =
Nθ∑
n=1

θn cos
(
β′(0)
n + β′(1)

n t+ β(2)
n 10−4 t2

)
, (2.27)

S′θ =
N ′θ∑
n=1

θ′n cos
(
β′(0)
n + ββ(1)

n t
)
, (2.28)

S′′θ =
N ′′θ∑
n=1

θ′′n cos
(
β′′(0)
n + β′′(1)

n t
)
, (2.29)

Sϕ =
Nϕ∑
n=1

ϕ′n cos
(
α′(0)
n + α′(1)

n t+ α(2)
n 10−4 t2

)
, (2.30)
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S′ϕ =
N ′ϕ∑
n=1

θ′n cos
(
α′(0)
n + αβ(1)

n t
)
, (2.31)

S′′ϕ =
N ′′ϕ∑
n=1

θ′′n cos
(
α′′(0)
n + α′′(1)

n t
)
, (2.32)

donde el valor de las constantes Ni, N ′i , N ′′i , in, i′n, i′′n, χ
(0)
n , χ

(1)
n , χ

(2)
n , χ

′(0)
n , χ

′(1)
n , χ

′′(0)
n , χ

′′(1)
n con

i ∈ {r, θ, ϕ} y χ ∈ {δ, β, α}, se encuentran en tablas de las soluciones a las ecuaciones de
movimiento de la Luna publicadas por Chapront-Touzé y Chapront [21].

Con ayuda de esta solución se puede calcular la contribución a la FEM debida a las
perturbaciones del movimiento real de la Luna. Sin embargo, las ecuaciones de Chapront-Touzé y
Chapront están descritas con respecto al plano eclíptico y equinoccio dinámicos, lo que significa
que estas coordenadas no consideran el movimiento de rotación de la Tierra. Para realizar un
cálculo completo de la FEM, considerando la dinámica completa, es necesaria una matriz de
transformación similar a las que se presentaron en la sección 1.1, que no está incluida en la
tabla 1.1. Por lo tanto, la manera de estimar la contribución a la FEM de las variaciones en el
movimiento real de la Luna se realiza a través de calcular la FEM sin considerar la rotación de
la Tierra para ambas trayectorias, la solución (ELP 2000-85) y un movimiento circular uniforme,
para después comparar los resultados entre sí, como se muestra en la sección 3.3.
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Capítulo 3

Análisis y discusión de resultados

El campo magnético total sobre la trayectoria de la Luna está conformado por dos
contribuciones con características diferentes, tanto en su forma de ser modeladas matemáticamente
como en sus variaciones a lo largo del tiempo y a lo largo de la trayectoria de la Luna. A
continuación se presenta la contribución a la FEM por parte del campo interno (geomagnético) y
del campo externo (magnetosférico) de manera separada. Debido a los alcances en el código T05,
discutidos en la sección 1.3.5, el campo externo sólo se puede calcular en la región XGSM > −10RT
y por lo tanto se estudia la contribución a la FEM sobre un hipotético satélite circulando a
10RRT con el mismo periodo orbital de la Luna. En la sección 3.1 se presenta la contribución
a la FEM inducida sobre un alambre de cobre enrollado sobre el perímetro de la Luna debida
solamente al campo geomagnético, tanto a 60RRT como a 10RRT, mientras que en la sección 3.2
se estudia la contribución a la FEM solamente debida al campo magnetosférico a 10RRT y se
compara con la FEM debida al campo total, y en la subsección 3.2.1 se introduce un parámetro
de actividad solar para estimar la contribución a la FEM debida a tormentas solares moderadas.
En la sección 3.3 se presenta el cálculo de la contribución a la FEM debida a las oscilaciones del
movimiento real de la Luna, resaltando que se utiliza un código diferente al T05 para estimar
esta contribución, que no toma en cuenta la rotación de la Tierra. Por último, en la sección 3.4
se muestra una comparativa entre el tiempo de carga de equipos electrónicos comunes, como una
computadora portátil, usando la energía generada sobre la superficie de la Luna con respecto al
tiempo de carga con una línea eléctrica doméstica.

Todos los cálculos que se presentan a continuación consideran una sola vuelta del alambre
alrededor de la Luna. Aumentando el número de vueltas se puede incrementar la FEM y la
energía eléctrica del circuito de la siguiente manera. Al calcular el flujo magnético sobre un
alambre de cobre enrollado sobre el perímetro de la Luna, como se muestra en la Fig. 2.1, se
obtiene el flujo Φ1, y al agregar N vueltas al circuito, se obtiene un flujo ΦN = NΦ1. Por lo tanto,
la FEM satisface la misma condición: EN = NE1, donde E1 es la FEM inducida alrededor de una
sola espira y EN es la FEM inducida sobre N espiras alrededor de la Luna. La resistencia eléctrica
de un alambre de cobre está dada por R = ρL/A [27], donde ρ es la resistividad del material, L
la longitud del alambre y A es la sección transversal. Entonces, el circuito conformado por una
sola vuelta del alambre de cobre tiene una resistencia eléctrica R1 = ρL1/A donde L1 = 2πRL,
con RL el radio de la Luna, y la resistencia del circuito con N vueltas es RN = NR1, ya que
su longitud es igual a LN = NL1. Por otra parte, la corriente que circula a través del circuito
I = V/R es siempre la misma, porque el voltaje V y la resistencia R escalan de la misma forma
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con respecto al número de vueltas N . Es decir, IN = EN/RN = (NE1)/(NR1) = E1/R1 = I1.
Para calcular la potencia del circuito, se parte del trabajo por unidad de tiempo P = dw/dt,
obteniéndose [19]

P = dw

dt
= dw

dq

dq

dt
= E I = E2

R
, (3.1)

donde q es la carga eléctrica que genera la corriente eléctrica inducida en el alambre, w es el trabajo
realizado por la FEM y se ha hecho explícita la relación E = dw/dq. Con esta consideración,
se cumple que la potencia del circuito con N vueltas es PN = NP1, respecto a la potencia que
se obtiene con una sola vuelta P1. La energía total generada por el circuito se calcula como la
integral de la potencia en un ciclo completo (28 días, que es el periodo aproximado de la Luna
alrededor de la Tierra).

3.1. Contribución del campo geomagnético a la FEM

Primero, se presenta una comparativa de las contribuciones multipolares a la FEM inducida
sobre el circuito en el perímetro de la Luna, que muestra que la FEM está dominada por la
contribución del geodipolo magnético ` = 1. En la Fig. 3.1 se muestra que la contribución del
multipolo `+ 1 es dos órdenes de magnitud menor que el multipolo `.

2 4 6 8 10 12
`

1

10−5

10−10

10−15

10−20

10−25

E
`
/
E

1

Fig. 3.1: Contribución a la FEM del término multipolar ` respecto al término geodipolar con ` = 1

Dado que la Luna se encuentra a 60RT de la Tierra, se podría pensar en aproximar
el flujo magnético debido al dipolo geomagnético sobre la espira como simplemente aquel en
el que se evalúa el campo magnético en el centro de la espira, multiplicada por el área de la
misma. Es decir, calcular Φ ≈ (Bc · n̂)SL, donde Bc representa el campo magnético evaluado
en el centro de la Luna y SL la sección transversal delimitada por el perímetro de la Luna.
Este resultado para la FEM, denotado como Eaprox, se muestra en la Fig. 3.2a) y se aprecia
un comportamiento oscilatorio dado que el geodipolo está precesando cada 24 horas alrededor
del eje de simetría de la Tierra. Por otra parte, en la Fig. 3.2b) se muestra la FEM calculada
mediante las cuadraturas de Gauss-Legendre, donde se observa un aumento (∼ 4 veces) en la
magnitud de la FEM comparada con la Eaprox, ver Figs. 3.2a) y 3.2b). Por lo tanto, se concluye
que el aproximar el flujo a través de Φ ≈ (Bc · n̂)SL no es una buena aproximación. Tanto la
FEM como la potencia se pueden aumentar eligiendo un número mayor de vueltas en la espira.
En particular, las Figs. 3.2b) y 3.2c) muestran la FEM y la potencia en función del tiempo,
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Fig. 3.2: a) Aproximación de la FEM mediante el flujo Φ ≈ Bc · n̂SL. b) FEM y c) potencia eléctrica sobre
una espira circular sobre el perímetro de la Luna, en función del tiempo, debida al campo geomagnético, calculadas
mendiante cuadraturas de Gauss-Legendre. En los cálculos se consideró un radio orbital de RO = 60RT. Cada punto
rojo representa el cálculo numérico de cada una de las cantidades respectivas, unidos mediante la línea azul, como una
ayuda al ojo.

respectivamente, para un alambre de cobre 18 AWG1 con sección transversal A = 0.823 mm2 y
resistividad de ρ/A = 0.021× 10−8 Ω/m [6, 35], enrollado una vez sobre el perímetro de la Luna
2πRL ∼ 107 m, cuya resistencia es R1 = (ρ/A)2πRL ≈ 0.23MΩ. Se observa que la FEM tiene
un comportamiento oscilatorio dentro de una envolvente, en donde el periodo de la envolvente
está relacionado con el periodo de traslación de la Luna alrededor de la Tierra, y el periodo de
las oscilaciones dentro de la envolvente está relacionado con el periodo de rotación de la Tierra
alrededor de su propio eje. La potencia, al estar relacionada con E2, preserva el comportamiento
oscilatorio pero es positiva durante todo el movimiento de la Luna, y su integral sobre el periodo
de rotación de la Luna es la energía total generada por el circuito. Con esta configuración se
obtiene una FEM oscilante con una amplitud del orden de decenas de milivolts y una potencia
del orden de 10−9 W, obteniendo un total de 4.7× 10−3 J de energía después de un ciclo.

Como se mencionó anteriormente, el código T05 que se utiliza para calcular el campo
magnetosférico sólo es válido para regiones en que XGSM > −10RT. Por lo tanto, no es posible
calcular el campo magnetosférico en la posición real de la Luna, dada por un radio RO = 60RT.
Debido a lo anterior, se considerará un caso hipotético en el que la Luna gire alrededor de la
Tierra con un radio RO = 10RT, para tener una estimación del orden de magnitud de la FEM
inducida, y poder compararla con la debida al campo geomagnético a la misma distancia. A

1Calibre de alambre estadounidense, por sus siglas en inglés, American Wire Gauge (AWG).
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continuación se muestran los resultados de la FEM y la potencia debidas solamente al campo
geomagnético, y en la sección 3.2 las debidas al campo magnetosférico, considerando en ambos
casos un radio RO = 10RT. En las Figs. 3.3a) y 3.3b) se muestran la FEM inducida sobre la
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Fig. 3.3: a) FEM y b) potencia eléctrica sobre el circuito de alambre enrollado en el perímetro de la Luna en función
del tiempo, debida al campo geomagnético considerando un radio orbital de RO = 10RT. Los puntos se unen por una
línea azul para una mejor visualización.

superficie delimitada por el circuito de alambre enrollado en el perímetro de Luna (considerando
que su radio orbital fuera de 10RT) y la potencia sobre el circuito bajo las mismas condiciones, y
como era de esperarse tanto la FEM como la potencia tienen la misma forma que en el caso de
RO = 60RT (ver Figs. 3.2 y 3.3) pero dos órdenes magnitud de diferencia en la FEM y casi 5
órdenes de magnitud de diferencia en la potencia. Se observa que en este caso se obtiene una
FEM del orden de volts y una potencia del orden de 10−4 W, obteniendo 220 J de energía después
de un ciclo.

Ambas configuraciones, consideradas para las Figs. 3.2 y 3.3, se calculan con el vector
normal de la superficie de la espira n̂ paralelo al vector velocidad de la Luna v̂. Sin embargo, no
es claro que esta sea la configuración óptima para obtener una FEM máxima. Para estudiar la
dependencia de la energía eléctrica total del circuito con respecto a la orientación de la espira, a
continuación se muestran los resultados para el cálculo de la energía a diferentes ángulos Θ entre
v̂ y n̂. Al rotar el circuito alrededor del eje radial Tierra-Luna mediante la matriz de rotación
alrededor de un eje arbitrario, definida a través de la Ec. (2.13), tal que el vector normal n̂
del área delimitada por el alambre de cobre forme un ángulo Θ con el vector velocidad v̂ de la
Luna, como se muestra en la Fig. 2.3, se obtiene una variación en la FEM. Con el objetivo de
visualizar esta variación, para cada configuración de Θ se calculó la FEM desde Θ = 0◦ hasta
Θ = 180◦, cada 1 grado, y se integró la potencia del circuito a lo largo de una vuelta completa
alrededor de la Tierra para calcular la energía total del circuito en función de Θ. En la Fig.
3.4 se muestra la energía total del circuito en función del ángulo Θ, de donde se concluye que
para Θ ≈ 89◦ se obtiene un mínimo en la energía total del circuito, mientras que el máximo se
obtiene cuando Θ ≈ 2◦, lo cual tiene sentido debido a que a esa distancia las líneas de campo
son primordialmente líneas geodipolares, por lo que al colocar la espira de manera perpendicular
al vector v̂, menos líneas de campo atraviesan la superficie delimitada por el circuito.
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Fig. 3.4: Energía total sobre el circuito debido al campo geomagnético alrededor de un mes lunar en función del
ángulo de inclinación de la espira con respecto al vector velocidad v̂ de la Luna, suponiendo que orbita a 10RT. Cada
uno de los puntos representa la energía total a lo largo de un periodo de rotación de la Luna a un ángulo Θ cada 1◦.

3.2. Contribución del campo magnetosférico a la FEM

Considerando solamente la contribución del campo magnetosférico, en las Figs. 3.6a) y
3.6b) se muestran la FEM y la potencia obtenida en la espira enrollada sobre el perímetro de la
Luna, con el vector normal de la espira alineado con el vector velocidad, es decir, con Θ = 0,
calculadas con un radio orbital de RO = 10RT, de tal manera que toda la trayectoria de la Luna
esté dentro de la región de validez del código T05. La trayectoria se eligió de manera tal que,
aproximadamente, la primera mitad del recorrido se realizara a lo largo de la región de noche
de la magnetósfera, resaltada en color gris en la Fig. 3.5, y la segunda mitad del recorrido se
realizara a lo largo de la región de día. Los parámetros de entrada que se utilizaron son los que
se recomiendan en la documentación del código T05 como valores en situaciones normales2. Se
observa que tanto la FEM como la potencia presentan más estructura que en la contribución
geomagnética mostrada en las Figs. 3.2 y 3.3, debido a las distintas contribuciones de campo
magnetsoférico que se hacen más intensas en la región de noche —resaltada en color gris en las
Figs. 3.6a) y 3.6b)—, donde se encuentra la magnetocola. También se observa en la Fig. 3.6a)
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Fig. 3.5: a) FEM y b) potencia sobre el circuito en función del tiempo debida al campo magnetosférico, ambas para
un radio orbital de RO = 10RT. La región resaltada en gris representa el trayecto recorrido por la Luna en la región
de noche. Los puntos se unen por una línea azul para una mejor visualización.

que la FEM es casi 5 veces más grande que la FEM en la Fig. 3.3a), mientras que la potencia es,

2Pdin = 3 nPa, Dst = −20, By = 3 nT, Bz = −5nT, W1 = 4, W2 = 3, W3 = 4, W4 = 10, W5 = 7, W6 = 20
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a su vez, 10× 10−3/6× 10−4 ∼ 16 veces más grande que en el caso geomagnético, dando un total
de 1, 259 J al integrarla a lo largo de una vuelta completa alrededor de la Tierra, sin considerar
los posibles efectos de las tormentas solares. Al modificar la orientación de la espira enrollada en
el perímetro de la Luna, se obtiene un comportamiento similar respecto a lo obtenido para el
caso de la componente geomagnética de la FEM. En la Fig. 3.6 se observa que el máximo en la
energía se obtiene para un ángulo Θ ≈ 6◦, alcanzando una energía total del orden de 1.33 kJ.
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Fig. 3.6: Energía total sobre el circuito de cobre enrollado en el perímetro de la Luna, dando una vuelta, debida a) al
campo magnetosférico y b) al campo magnético total alrededor de un mes lunar en función del ángulo de inclinación
de la espira con respecto al vector velocidad v̂ de la Luna. Cada uno de los puntos representa la energía total a lo
largo de un periodo de rotación de la Luna a un ángulo Θ cada 1◦.

En la Fig. 3.7 se muestra el cálculo tanto de la FEM como de la potencia debida al campo
magnético total, suma de la contribución del campo geomagnético como del magnetosférico
a 10RRT, para comparar los resultados y mostrar que la contribución predominante es la del
campo magnetosférico. Se considera la orientación de la espira Θ = 6◦ debido a que es la
orientación óptima para el campo total, y se encuentra cerca de la orientación óptima de la
contribución geomagnética. Al comparar la Fig. 3.5 con la Fig. 3.7 se observa que la contribución
magnetosférica prácticamente domina el comportamiento de la FEM y de la Potencia, y al
calcular la energía a lo largo de un ciclo se obtiene que la energía eléctrica sobre el circuito debida
al campo magnetósférico (∼ 1.3 kJ) representa el 81 % de la energía total (∼ 1.6 kJ) para un radio
orbital de 10RT. Sin embargo, en la región de día la FEM debida al campo magnetosférico, Fig.
3.6a), es equiparable a la FEM debida al campo geomagnético, Fig. 3.3a). Ambas contribuciones
oscilan alrededor de los 10 V con la misma frecuencia. A pesar de eso, en la Fig 3.7a), se observa
que la suma de estos campos disminuye el valor de la FEM en la región de día. Esto sugiere que
al calcular el flujo total, el campo geomagnético (Bint) se contrapone al campo magnetosférico
(Bext), debido a que al considerar el radio orbital como RO = 10RT, la trayectoria en la región de
día se encuentra muy cerca de la magnetopausa, y en la magnetopausa se satisface la condición
de confinamiento (Bint + Bext) · n

∣∣∣
SMP

= 0.

3.2.1. Contribución de las tormentas solares a la FEM

Una tormenta solar es una perturbación en la magnetósfera producida por actividad solar
fuera de lo común, que se cuantifica con un cambio en el índice Dst (siglas en inglés de Disturbance
storm index). El índice Dst da información sobre la intensidad de corriente eléctrica de cinturón,
causada por el viento solar dentro de la magnetósfera. En condiciones normal, el Dst oscila

40



3.2 Contribución del campo magnetosférico a la FEM

a)

5 10 15 20 25
t (días)

40
20
0

−20
−40

E
(V

)

b)

5 10 15 20 25
t (días)

14
12
10
8
6
4
2
0

P
(×

10
−

3
W

)

Fig. 3.7: a) FEM y b) potencia sobre el circuito de cobre enrollado en el perímetro de la Luna, dando una vuelta, en
función del tiempo debida al campo magnético total (geomagnético más magnetosférico), ambas para un radio orbital
de RO = 10RT. La región resaltada en gris representa el trayecto recorrido por la Luna en la región de noche. Los
puntos se unen por una línea azul para una mejor visualización.

entre los −20 y 20 nanoteslas. Se ha demostrado que tormentas moderadas (−100 < Dst < −20)
ocurren en promedio 5 veces al año, tormentas más intensas (−200 < Dst < −100) ocurren en
promedio una vez al año, y tormentas fuertes (−400 < Dst < −200) ocurren en promedio una
vez cada 6 años [36]. Por otra parte, los parámetros Wi, con i ∈ I6, del código T05, cuantifican la
respuesta de los diversos sistemas de corrientes eléctricas dentro de la magnetósfera a la actividad
solar. En la tabla 1.2 se muestran los rangos sugeridos en la documentación del código T05,
para los parámetros de entrada que cuantifican la contribución de actividad solar al campo
magnetosférico (Dst, Wi).

Para estimar la contribución de las tormentas solares se define un parámetro de actividad
solar a ∈ (0, 1). Se propone modelar a los parámetros de entrada del código T05 (Dst, Wi)
mediante una dependencia lineal del parámetro de actividad solar a, de la siguiente manera:
Dst = −100 a, Wi = Wmax

i a. De esta manera a = 0 representa actividad solar baja (Dst = 0,
Wi = 0), y a = 1 representa la actividad solar máxima permitida por el código T05 (Dst = −100,
Wi = Wmax

i ), que equivale a una tormenta solar moderada. Todos los cálculos mostrados
anteriormente corresponden a un parámetro de actividad solar a ∼ 0.20. Se calculó la potencia
eléctrica P debida al campo magnético total sobre el alambre de cobre en función del parámetro
de actividad solar a, usando la orientación óptima de la espira Θ = 6◦. En la Fig. 3.8 se muestra
el cálculo la energía E =

´
P dt en función del parámetro de actividad solar a, después de un

periodo de tiempo T = 1 día, que es la duración promedio de una tormenta solar. La energía E
se muestra normalizada respecto a la energía máxima Emax ∼ 120 J, que se obtiene cuando el
parámetro de actividad solar es a = 1.

La Fig. 3.6 muestra que la energía después de un mes lunar, en condiciones de actividad
solar moderada, es de 1, 600 J. Esto representa ∼ 60 J al día, es decir, ∼ 21.9 kJ al año. Si
existieran 5 tormentas moderadas (−100 < Dst < −20) en un año, con un parámetro de actividad
solar a = 1, se generarían ∼ 60 J extras diarios, es decir, 300 J extras al año. De esta manera,
la energía anual aumentaría de 21.9 kJ a 22.2 kJ, lo que representa un aumento del 1.4 %,
considerando tormentas solares moderadas.
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Fig. 3.8: Cálculo de la energía en función del parámetro de actividad solar a, después de un periodo de tiempo T = 1
día, que es la duración promedio de una tormenta solar. La energía E se muestra normalizada respecto a la energía
máxima Emax ∼ 120 J, que se obtiene cuando el parámetro de actividad solar es a = 1.

3.3. Contribución del movimiento real de la Luna a la FEM

Todos los cálculos presentados anteriormente se realizaron bajo la suposición de que el
movimiento de la Luna es circular y uniforme, sin embargo, el movimiento de la Luna es más
complicado. En la sección 2.4 se describió el trabajo de Chapront-Touzé y Chapront [20, 21],
donde se presentan tanto las soluciones semi-analíticas de las ecuaciones de movimiento de la
Luna descritas desde el plano eclíptico y el equinoccio dinámicos, lo que significa que no toman
en cuenta el movimiento de rotación de la Tierra, así como diversos códigos y subrutinas que
implementan las soluciones para calcular las coordenadas de la Luna. Durante este trabajo de
tesis se generó un código que implementa las subrutinas de Chapront-Touzé y Chapront [21]
para calcular la contribución a la FEM sobre la superficie de la Luna debida sólo al campo
geomagnético.

En la Fig. 3.9a) se compara la FEM asociada al movimiento real de la Luna Er, en
color rojo, con la FEM asociada al movimiento circular uniforme de la Luna Ec, en color negro,
multiplicada por 10. Se observa que, asociado al movimiento real de la Luna, se obtiene una FEM
un orden de magnitud mayor. En la Fig. 3.9b) se compara la potencia asociada al movimiento
real de la Luna Pr, en rojo, con la potencia asociada al movimiento circular uniforme de la
Luna Pc, en negro, multiplicada por 100. Calculando la integral a lo largo de un periodo orbital
lunar, se obtiene la relación entre las energías Er ≈ 157.94Ec, lo que indica que la energía es dos
órdenes de magnitud más grande cuando se toma en cuenta el movimiento real de la Luna.

3.4. Carga de una computadora portátil

En la tabla 3.1 se muestra un resumen de la energía total E a lo largo de un periodo de
rotación lunar alrededor de la Tierra. Se presentan 6 distintas configuraciones, ordenadas de la
menor a la mayor. La tabla muestra las distintas contribuciones a la FEM en cuatro columnas: el
movimiento real de la Luna (ELP por sus siglas en francés Ephémérides Lunaires Parisiennes), el
movimiento de rotación de la Tierra, el campo interno o geomagnético (Bint), y el campo externo
o magnetosférico (Bext). Cuando la casilla de alguna contribución esté marcada con el símbolo X,
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Fig. 3.9: a) FEM y b) potencia sobre el circuito de cobre enrollado en el perímetro de la Luna, dando una vuelta,
en función del tiempo debida al campo geomagnético, ambas para un radio orbital de RO = 60RT, sin considerar la
rotación de la Tierra alrededor de su propio eje. Los puntos se unen por una línea para una mejor visualización.

significa que esa contribución está contenida en el cálculo de la energía E, que se muestra en la
última columna. La columna del radio orbital RO, denota, en términos de radios terrestres (RT),
la distancia promedio del centro de la Tierra al centro de la Luna considerada para ese cálculo.

Contribuciones a la energía

ELP Rotación de
la Tierra Bint Bext

Radio orbital
(RT)

Energía
(J)

X 60 7.6× 10−6

X X 60 1.2× 10−3

X X 60 4.7× 10−3

X X 10 2.2× 102

X X 10 1.3× 103

X X X 10 1.6× 103

Tabla 3.1: Energía E obtenida sobre el alambre de cobre a lo largo de un ciclo con una o más de las cuatro
contribuciones a la FEM: el movimiento real de la Luna (ELP), el movimiento de rotación de la Tierra, el campo
interno o geomagnético (Bint), y el campo externo o magnetosférico (Bext). La columna del radio orbital RO denota,
en términos de radios terrestres (RT), la distancia promedio del centro de la Tierra al centro de la Luna.

En la tabla 3.1 se observa que el campo magnético total sobre la superficie de la Luna
pude generar un estimado de hasta 1.5 kJ a lo largo de 1 mes lunar por cada vuelta de la espira.
Esto que equivale a ≈ 4.4 × 10−4 kWh por vuelta del circuito por mes. Si, por ejemplo, una
computadora portátil consume alrededor de 2 kWh al mes, el sistema propuesto en este trabajo
requeriría de casi N ≈ 4, 550 vueltas en el alambre para en generar esa energía. En caso de que
el circuito constara de una sola vuelta, tardaría 380 años en generar 2 kWh. Si se considera que
la estimación en el realce debido a incluir el movimiento real de la Luna es de casi dos órdenes
de magnitud, la energía podría incrementar hasta 4.4 kWh, necesitando así solo la mitad del mes
para cargar la computadora portátil con una sola vuelta.
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Conclusiones y trabajo a futuro

Conclusiones

Se utilizó una extensión del método unidimensional de cuadraturas de Gauss-Legendre
para calcular el flujo magnético a través del alambre de cobre enrollado sobre el perímetro de la
Luna. En este trabajo, se utilizó la cuadratura de orden 10, cuyo error asociado se encuentra
hasta la séptima cifra significativa. A partir del flujo magnético, se calculó numéricamente la
FEM inducida sobre un alambre de cobre enrollado sobre la superficie de la Luna debida al campo
magnético circundante. Primero, se consideró la trayectoria lunar como un movimiento circular
uniforme alrededor de la Tierra en coordenadas GSM, que toman en cuenta el movimiento
de rotación de la Tierra alrededor de su propio eje. Se consideró un radio orbital de 60RT
(radios terrestres) para calcular la contribución del campo geomagnético a la FEM. El campo
geomagnético está descrito como una suma de términos multipolares, en la que el término
geodipolar es la contribución dominante a 60RT, siendo dos órdenes de magnitud más grande
que la contribución debida al geocuadrupolo, y al menos cuatro órdenes de magnitud más grande
que las contribuciones de términos multipolares de orden superior. Posteriormente, se consideró
un radio orbital de 10RT para calcular la FEM debida al campo total, porque la trayectoria
de la Luna está fuera de la región de validez del código que se utilizó para modelar el campo
magnetosférico (T05). El campo magnetosférico está constituido por diversos sistemas dinámicos
de corrientes eléctricas que dependen de diferentes escalas de tiempo. La FEM inducida aumenta
hasta en un orden de magnitud cuando la Luna recorre la región de noche de la magnetósfera,
que es donde existe una mayor concentración de estas corrientes eléctricas. Debido a esto, el
campo magnetosférico es la contribución predominante a la FEM sobre el perímetro de la Luna.
A partir de la FEM se calcula la potencia eléctrica, e integrando la potencia a lo largo de un
periodo de rotación de la Luna alrededor de la Tierra se obtiene la energía generada por el
sistema después de un ciclo. La energía debida al campo magnetosférico representa el 86 %
de la energía total. La contribución de las tormentas solares moderadas, se estimó mediante
un parámetro de actividad solar a, y se mostró que la contribución de las 5 tormentas solares
moderadas que suceden anualmente solo representa un incremento del 1.3 % sobre la energía
total. El sistema propuesto es capaz de cargar la batería de una computadora portátil en un mes,
con un embobinado de 4, 550 vueltas, mientras que el sistema que consta de una sola vuelta,
tardaría 380 años en generar esta energía. Sin embargo, el movimiento real de la Luna presenta
oscilaciones fuera del movimiento circular uniforme de hasta 4RT. Para estimar la contribución
a la FEM debida a estas perturbaciones se utilizó la solución semi-analítica de las ecuaciones
de movimiento de la Luna ELP 2000-85. La solución ELP describe al movimiento real de la
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3. ANÁLISIS Y DISCUSIÓN DE RESULTADOS

Luna desde el plano eclíptico y el equinoccio dinámicos, lo que significa que no toma en cuenta
el movimiento de rotación de la Tierra alrededor de su propio eje. Al comparar el cálculo de
la FEM considerando el movimiento real de la Luna con la FEM considerando la trayectoria
lunar como un movimiento circular uniforme, la energía se incrementa en un factor de ∼ 158, sin
tomar en cuenta el movimiento de rotación de la Tierra alrededor de su propio eje.

Trabajo a futuro

Debido a las limitaciones del código T05, la órbita de la Luna se consideró con un radio
orbital de 10RT, por lo que el primer punto a tratar en el trabajo a futuro sería modelar el campo
magnético sobre la trayectoria real de la Luna a 60RT. La siguiente propuesta sería considerar
el movimiento real de la Luna. Debido a que las ecuaciones ELP 2000-85 están descritas en un
sistema de coordenadas que no contempla la rotación de la Tierra alrededor de su propio eje, las
subrutinas publicadas por Chapront-Touzé y Chapront no son compatibles con el código T05.
Por lo tanto, se requiere una transformación de coordenadas para escribir las ecuaciones ELP
2000-85 en el sistema GSM. Además, durante una tormenta solar los parámetros de actividad
solar (Dst, Wi) son dinámicos, es decir, no permanecen constantes como se supuso durante
este trabajo. Se propone usar datos empíricos de tormentas documentadas como parámteros de
entrada del código T05 (o alguna versión actualizada que permita realizar el cálculo a 60RT),
lo que permitiría también calcular la contribución a la energía total tanto de tormentas solares
más intensa (−400 < Dst < −100). Para que sea viable la obtención de energía eléctrica a partir
de la FEM inducida en la Luna usando su movimiento natural, es necesario investigar sobre las
posibles pérdidas energéticas y eficiencias del circuito, así como un método para almacenar la
energía eléctrica generada.

Debido a la extensión del método de cuadraturas de Gauss-Legendre de orden n, se
aproxima la integral a través de una suma con n× n términos. El cálculo de la energía a lo largo
de un ciclo tardaba del orden de un minuto, usando una cuadratura de orden 10. Entonces, tarda
aproximadamente 3 horas realizar el cálculo de la energía después de un ciclo, en función del
ángulo Θ subtendido entre los vectores velocidad de la Luna v̂ y el vector normal de la espiral
n̂, de 0◦ a 180◦ con resolución de 1◦. Si se quisiera estudiar el efecto de realizar otro giro en
una dirección diferente para encontrar la posición óptima de la espira, al introducir ahora dos
grados de libertad angulares, se requerirían 180× 180 cálculos para obtener una resolución de
1◦ en cada una de las dirección angulares. Esto significaría un tiempo de cómputo de casi 23
días. Existen métodos para realizar integrales multidimensionales más eficientemente, llamados
cubaturas [37], que permiten reducir estos tiempos de cómputo. Se propone implementar una
cubatura a futuro para realizar el cálculo de la FEM.

46



Apéndice A

Coeficientes de la IGRF

g/h n m 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
g 1 0 -29775 -29692 -29619.4 -29554.63 -29496.57 -29441.46 -29404.8
g 1 1 -1848 -1784 -1728.2 -1669.05 -1586.42 -1501.77 -1450.9
h 1 1 5406 5306 5186.1 5077.99 4944.26 4795.99 4652.5
g 2 0 -2131 -2200 -2267.7 -2337.24 -2396.06 -2445.88 -2499.6
g 2 1 3059 3070 3068.4 3047.69 3026.34 3012.2 2982.0
h 2 1 -2279 -2366 -2481.6 -2594.50 -2708.54 -2845.41 -2991.6
g 2 2 1686 1681 1670.9 1657.76 1668.17 1676.35 1677.0
h 2 2 -373 -413 -458.0 -515.43 -575.73 -642.17 -734.6
g 3 0 1314 1335 1339.6 1336.30 1339.85 1350.33 1363.2
g 3 1 -2239 -2267 -2288.0 -2305.83 -2326.54 -2352.26 -2381.2
h 3 1 -284 -262 -227.6 -198.86 -160.40 -115.29 -82.1
g 3 2 1248 1249 1252.1 1246.39 1232.10 1225.85 1236.2
h 3 2 293 302 293.4 269.72 251.75 245.04 241.9
g 3 3 802 759 714.5 672.51 633.73 581.69 525.7
h 3 3 -352 -427 -491.1 -524.72 -537.03 -538.7 -543.4
g 4 0 939 940 932.3 920.55 912.66 907.42 903.0
g 4 1 780 780 786.8 797.96 808.97 813.68 809.5
h 4 1 247 262 272.6 282.07 286.48 283.54 281.9
g 4 2 325 290 250.0 210.65 166.58 120.49 86.3
h 4 2 -240 -236 -231.9 -225.23 -211.03 -188.43 -158.4
g 4 3 -423 -418 -403.0 -379.86 -356.83 -334.85 -309.4
h 4 3 84 97 119.8 145.15 164.46 180.95 199.7
g 4 4 141 122 111.3 100.00 89.40 70.38 48.0
h 4 4 -299 -306 -303.8 -305.36 -309.72 -329.23 -349.7
g 5 0 -214 -214 -218.8 -227.00 -230.87 -232.91 -234.3
g 5 1 353 352 351.4 354.41 357.29 360.14 363.2
h 5 1 46 46 43.8 42.72 44.58 46.98 47.7
g 5 2 245 235 222.3 208.95 200.26 192.35 187.8
h 5 2 154 165 171.9 180.25 189.01 196.98 208.3
g 5 3 -109 -118 -130.4 -136.54 -141.05 -140.94 -140.7
h 5 3 -153 -143 -133.1 -123.45 -118.06 -119.14 -121.2
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A. COEFICIENTES DE LA IGRF

g/h n m 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
g 5 4 -165 -166 -168.6 -168.05 -163.17 -157.4 -151.2
h 5 4 -69 -55 -39.3 -19.57 -0.01 15.98 32.3
g 5 5 -36 -17 -12.9 -13.55 -8.03 4.3 13.5
h 5 5 97 107 106.3 103.85 101.04 100.12 98.9
g 6 0 61 68 72.3 73.60 72.78 69.55 66.0
g 6 1 65 67 68.2 69.56 68.69 67.57 65.5
h 6 1 -16 -17 -17.4 -20.33 -20.90 -20.61 -19.1
g 6 2 59 68 74.2 76.74 75.92 72.79 72.9
h 6 2 82 72 63.7 54.75 44.18 33.3 25.1
g 6 3 -178 -170 -160.9 -151.34 -141.40 -129.85 -121.5
h 6 3 69 67 65.1 63.63 61.54 58.74 52.8
g 6 4 3 -1 -5.9 -14.58 -22.83 -28.93 -36.2
h 6 4 -52 -58 -61.2 -63.53 -66.26 -66.64 -64.5
g 6 5 18 19 16.9 14.58 13.10 13.14 13.5
h 6 5 1 1 0.7 0.24 3.02 7.35 8.9
g 6 6 -96 -93 -90.4 -86.36 -78.09 -70.85 -64.7
h 6 6 24 36 43.8 50.94 55.40 62.41 68.1
g 7 0 77 77 79.0 79.88 80.44 81.29 80.6
g 7 1 -64 -72 -74.0 -74.46 -75.00 -75.99 -76.7
h 7 1 -80 -69 -64.6 -61.14 -57.80 -54.27 -51.5
g 7 2 2 1 0.0 -1.65 -4.55 -6.79 -8.2
h 7 2 -26 -25 -24.2 -22.57 -21.20 -19.53 -16.9
g 7 3 26 28 33.3 38.73 45.24 51.82 56.5
h 7 3 0 4 6.2 6.82 6.54 5.59 2.2
g 7 4 -1 5 9.1 12.30 14.00 15.07 15.8
h 7 4 21 24 24.0 25.35 24.96 24.45 23.5
g 7 5 5 4 6.9 9.37 10.46 9.32 6.4
h 7 5 17 17 14.8 10.93 7.03 3.27 -2.2
g 7 6 9 8 7.3 5.42 1.64 -2.88 -7.2
h 7 6 -23 -24 -25.4 -26.32 -27.61 -27.5 -27.2
g 7 7 0 -2 -1.2 1.94 4.92 6.61 9.8
h 7 7 -4 -6 -5.8 -4.64 -3.28 -2.32 -1.8
g 8 0 23 25 24.4 24.80 24.41 23.98 23.7
g 8 1 5 6 6.6 7.62 8.21 8.89 9.7
h 8 1 10 11 11.9 11.20 10.84 10.04 8.4
g 8 2 -1 -6 -9.2 -11.73 -14.50 -16.78 -17.6
h 8 2 -19 -21 -21.5 -20.88 -20.03 -18.26 -15.3
g 8 3 -10 -9 -7.9 -6.88 -5.59 -3.16 -0.5
h 8 3 6 8 8.5 9.83 11.83 13.18 12.8
g 8 4 -12 -14 -16.6 -18.11 -19.34 -20.56 -21.1
h 8 4 -22 -23 -21.5 -19.71 -17.41 -14.6 -11.7
g 8 5 3 9 9.1 10.17 11.61 13.33 15.3
h 8 5 12 15 15.5 16.22 16.71 16.16 14.9
g 8 6 4 6 7.0 9.36 10.85 11.76 13.7
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g/h n m 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
h 8 6 12 11 8.9 7.61 6.96 5.69 3.6
g 8 7 2 -5 -7.9 -11.25 -14.05 -15.98 -16.5
h 8 7 -16 -16 -14.9 -12.76 -10.74 -9.1 -6.9
g 8 8 -6 -7 -7.0 -4.87 -3.54 -2.02 -0.3
h 8 8 -10 -4 -2.1 -0.06 1.64 2.26 2.8
g 9 0 4 4 5.0 5.58 5.50 5.33 5.0
g 9 1 9 9 9.4 9.76 9.45 8.83 8.4
h 9 1 -20 -20 -19.7 -20.11 -20.54 -21.77 -23.4
g 9 2 1 3 3.0 3.58 3.45 3.02 2.9
h 9 2 15 15 13.4 12.69 11.51 10.76 11.0
g 9 3 -12 -10 -8.4 -6.94 -5.27 -3.22 -1.5
h 9 3 11 12 12.5 12.67 12.75 11.74 9.8
g 9 4 9 8 6.3 5.01 3.13 0.67 -1.1
h 9 4 -7 -6 -6.2 -6.72 -7.14 -6.74 -5.1
g 9 5 -4 -8 -8.9 -10.76 -12.38 -13.2 -13.2
h 9 5 -7 -8 -8.4 -8.16 -7.42 -6.88 -6.3
g 9 6 -2 -1 -1.5 -1.25 -0.76 -0.1 1.1
h 9 6 9 8 8.4 8.10 7.97 7.79 7.8
g 9 7 7 10 9.3 8.76 8.43 8.68 8.8
h 9 7 8 5 3.8 2.92 2.14 1.04 0.4
g 9 8 1 -2 -4.3 -6.66 -8.42 -9.06 -9.3
h 9 8 -7 -8 -8.2 -7.73 -6.08 -3.89 -1.4
g 9 9 -6 -8 -8.2 -9.22 -10.08 -10.54 -11.9
h 9 9 2 3 4.8 6.01 7.01 8.44 9.6
g 10 0 -3 -3 -2.6 -2.17 -1.94 -2.01 -1.9
g 10 1 -4 -6 -6.0 -6.12 -6.24 -6.26 -6.2
h 10 1 2 1 1.7 2.19 2.73 3.28 3.4
g 10 2 2 2 1.7 1.42 0.89 0.17 -0.1
h 10 2 1 0 0.0 0.10 -0.10 -0.4 -0.2
g 10 3 -5 -4 -3.1 -2.35 -1.07 0.55 1.7
h 10 3 3 4 4.0 4.46 4.71 4.55 3.6
g 10 4 -2 -1 -0.5 -0.15 -0.16 -0.55 -0.9
h 10 4 6 5 4.9 4.76 4.44 4.4 4.8
g 10 5 4 4 3.7 3.06 2.45 1.7 0.7
h 10 5 -4 -5 -5.9 -6.58 -7.22 -7.92 -8.6
g 10 6 3 2 1.0 0.29 -0.33 -0.67 -0.9
h 10 6 0 -1 -1.2 -1.01 -0.96 -0.61 -0.1
g 10 7 1 2 2.0 2.06 2.13 2.13 1.9
h 10 7 -2 -2 -2.9 -3.47 -3.95 -4.16 -4.3
g 10 8 3 5 4.2 3.77 3.09 2.33 1.4
h 10 8 3 1 0.2 -0.86 -1.99 -2.85 -3.4
g 10 9 3 1 0.3 -0.21 -1.03 -1.8 -2.4
h 10 9 -1 -2 -2.2 -2.31 -1.97 -1.12 -0.1
g 10 10 0 0 -1.1 -2.09 -2.80 -3.59 -3.8
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A. COEFICIENTES DE LA IGRF

g/h n m 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
h 10 10 -6 -7 -7.4 -7.93 -8.31 -8.72 -8.8
g 11 0 0 0 2.7 2.95 3.05 3 3.0
g 11 1 0 0 -1.7 -1.60 -1.48 -1.4 -1.4
h 11 1 0 0 0.1 0.26 0.13 0 0.0
g 11 2 0 0 -1.9 -1.88 -2.03 -2.3 -2.5
h 11 2 0 0 1.3 1.44 1.67 2.11 2.5
g 11 3 0 0 1.5 1.44 1.65 2.08 2.3
h 11 3 0 0 -0.9 -0.77 -0.66 -0.6 -0.6
g 11 4 0 0 -0.1 -0.31 -0.51 -0.79 -0.9
h 11 4 0 0 -2.6 -2.27 -1.76 -1.05 -0.4
g 11 5 0 0 0.1 0.29 0.54 0.58 0.3
h 11 5 0 0 0.9 0.90 0.85 0.76 0.6
g 11 6 0 0 -0.7 -0.79 -0.79 -0.7 -0.7
h 11 6 0 0 -0.7 -0.58 -0.39 -0.2 -0.2
g 11 7 0 0 0.7 0.53 0.37 0.14 -0.1
h 11 7 0 0 -2.8 -2.69 -2.51 -2.12 -1.7
g 11 8 0 0 1.7 1.80 1.79 1.7 1.4
h 11 8 0 0 -0.9 -1.08 -1.27 -1.44 -1.6
g 11 9 0 0 0.1 0.16 0.12 -0.22 -0.6
h 11 9 0 0 -1.2 -1.58 -2.11 -2.57 -3.0
g 11 10 0 0 1.2 0.96 0.75 0.44 0.2
h 11 10 0 0 -1.9 -1.90 -1.94 -2.01 -2.0
g 11 11 0 0 4.0 3.99 3.75 3.49 3.1
h 11 11 0 0 -0.9 -1.39 -1.86 -2.34 -2.6
g 12 0 0 0 -2.2 -2.15 -2.12 -2.09 -2.0
g 12 1 0 0 -0.3 -0.29 -0.21 -0.16 -0.1
h 12 1 0 0 -0.4 -0.55 -0.87 -1.08 -1.2
g 12 2 0 0 0.2 0.21 0.30 0.46 0.5
h 12 2 0 0 0.3 0.23 0.27 0.37 0.5
g 12 3 0 0 0.9 0.89 1.04 1.23 1.3
h 12 3 0 0 2.5 2.38 2.13 1.75 1.4
g 12 4 0 0 -0.2 -0.38 -0.63 -0.89 -1.2
h 12 4 0 0 -2.6 -2.63 -2.49 -2.19 -1.8
g 12 5 0 0 0.9 0.96 0.95 0.85 0.7
h 12 5 0 0 0.7 0.61 0.49 0.27 0.1
g 12 6 0 0 -0.5 -0.30 -0.11 0.1 0.3
h 12 6 0 0 0.3 0.40 0.59 0.72 0.8
g 12 7 0 0 0.3 0.46 0.52 0.54 0.5
h 12 7 0 0 0.0 0.01 0.00 -0.09 -0.2
g 12 8 0 0 -0.3 -0.35 -0.39 -0.37 -0.3
h 12 8 0 0 0.0 0.02 0.13 0.29 0.6
g 12 9 0 0 -0.4 -0.36 -0.37 -0.43 -0.5
h 12 9 0 0 0.3 0.28 0.27 0.23 0.2
g 12 10 0 0 -0.1 0.08 0.21 0.22 0.1
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g/h n m 1990 1995 2000 2005 2010 2015 2020
h 12 10 0 0 -0.9 -0.87 -0.86 -0.89 -0.9
g 12 11 0 0 -0.2 -0.49 -0.77 -0.94 -1.1
h 12 11 0 0 -0.4 -0.34 -0.23 -0.16 0.0
g 12 12 0 0 -0.4 -0.08 0.04 -0.03 -0.3
h 12 12 0 0 0.8 0.88 0.87 0.72 0.5
g 13 0 0 0 -0.2 -0.16 -0.09 -0.02 0.1
g 13 1 0 0 -0.9 -0.88 -0.89 -0.92 -0.9
h 13 1 0 0 -0.9 -0.76 -0.87 -0.88 -0.9
g 13 2 0 0 0.3 0.30 0.31 0.42 0.5
h 13 2 0 0 0.2 0.33 0.30 0.49 0.6
g 13 3 0 0 0.1 0.28 0.42 0.63 0.7
h 13 3 0 0 1.8 1.72 1.66 1.56 1.4
g 13 4 0 0 -0.4 -0.43 -0.45 -0.42 -0.3
h 13 4 0 0 -0.4 -0.54 -0.59 -0.5 -0.4
g 13 5 0 0 1.3 1.18 1.08 0.96 0.8
h 13 5 0 0 -1.0 -1.07 -1.14 -1.24 -1.3
g 13 6 0 0 -0.4 -0.37 -0.31 -0.19 0.0
h 13 6 0 0 -0.1 -0.04 -0.07 -0.1 -0.1
g 13 7 0 0 0.7 0.75 0.78 0.81 0.8
h 13 7 0 0 0.7 0.63 0.54 0.42 0.3
g 13 8 0 0 -0.4 -0.26 -0.18 -0.13 0.0
h 13 8 0 0 0.3 0.21 0.10 -0.04 -0.1
g 13 9 0 0 0.3 0.35 0.38 0.38 0.4
h 13 9 0 0 0.6 0.53 0.49 0.48 0.5
g 13 10 0 0 -0.1 -0.05 0.02 0.08 0.1
h 13 10 0 0 0.3 0.38 0.44 0.48 0.5
g 13 11 0 0 0.4 0.41 0.42 0.46 0.5
h 13 11 0 0 -0.2 -0.22 -0.25 -0.3 -0.4
g 13 12 0 0 0.0 -0.10 -0.26 -0.35 -0.5
h 13 12 0 0 -0.5 -0.57 -0.53 -0.43 -0.4
g 13 13 0 0 0.1 -0.18 -0.26 -0.36 -0.4
h 13 13 0 0 -0.9 -0.82 -0.79 -0.71 -0.6

Tabla A.1: Coeficientes gm` (t) y hm` (t) de la IGRF desde 1990 hasta 2020 [9].
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Apéndice B

Cuadraturas

Una cuadratura es una fórmula para aproximar la integral de una función f(x) dentro de
un intervalo (a, b) a través de la suma

ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
j=1

αj f(xj), (B.1)

donde los coeficientes αj se conocen como pesos de la cuadratura y los valores xj se conocen como
nodos de la cuadratura. A continuación, se presentan las bases de las cuadraturas de midpoint,
de trapecio y de Gauss-Legendre.

B.1. Midpoint

La cuadratura de midpoint aproxima el valor de la función por el valor de la función en el
punto medio del intervalo [17]. Entonces la cuadratura de midpoint se escribe como

ˆ b

a
f(x) dx ≈ f

(
a+ b

2

) ˆ b

a
dx = (b− a) f

(
a+ b

2

)
. (B.2)

Para reducir el error en la cuadratura, se divide el intervalo (a, b) en m partes iguales de ancho
H = (b − a)/m y se evalúa la función en el punto medio de cada uno de estos subintervalos,
dando lugar a los nodos xj = a+(2j+1)H/2 con j = 0, · · · ,m−1 y se obtiene una aproximación
como la de la Ec. (B.2) para cada subintervalo j. La cuadratura que aproxima a la integral en el
intervalo completo (a, b) es la suma de las cuadraturas en los subintervalos, es decir

ˆ b

a
f(x) dx = H

m−1∑
j=0

f(xj), (B.3)

donde los pesos de la cuadratura son todos iguales y están dados por αj = H, y cuyo error está
dador por la expresión

Em(f) = b− a
24 H2f ′′(ξ), (B.4)
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donde ξ ∈ (a, b) [17]. El orden de la cuadratura está determinado por el valor de H. Si H ∝ 10n,
el error de la cuadratura será de orden 2n, porque Em ∝ 102n.

B.2. Trapecio

La cuadratura del trapecio aproxima el valor de la función en el intervalo (a, b) por el prome-
dio de la función relativo a los valores extremos del intervalo, es decir f(x) ≈ [f(a) + f(b)] /2[17].
Entonces la cuadratura se escribe como

ˆ b

a
f(x) dx = 1

2[f(a) + f(b)]
ˆ b

a
dx = b− a

2 [f(a) + f(b)]. (B.5)

Para reducir el error en la cuadratura, se divide el intervalo (a, b) en m partes iguales de ancho
H = (b− a)/m y se evalúa la función en los puntos extremos de cada uno de estos subintervalos,
dando lugar a los nodos xj = a+ jH con j = 0, · · · ,m, obteniendo una aproximación como la de
la Ec. (B.5) para cada subintervalo j. La cuadratura que aproxima a la integral en el intervalo
completo (a, b) es la suma de las cuadraturas en los subintervalos, es decir

ˆ b

a
f(x) dx ≈ H

2

m−1∑
j=0

[f(xj) + f(xj+1)], (B.6)

donde los pesos de la cuadratura son todos iguales y están dados por αj = H/2, y cuyo error
está dado por la expresión

Em(f) = −b− a12 H2f ′′(ξ), (B.7)

donde ξ ∈ (a, b) [17]. El orden de la cuadratura está determinado por el valor de H. Si H ∝ 10n,
el error de la cuadratura será de orden 2n, porque Em ∝ 102n.

B.3. Gauss-Legendre

La cuadratura de Gauss-Legendre [17] aproxima la integral de una función f(x) en el
intervalo (−1, 1) a través de

ˆ 1

−1
f(x) dx =

n∑
j=1

αj f(xj) + EIn(f), (B.8)

donde los coeficientes αi son los pesos de la cuadratura, xi son los nodos y EIn denota el error
de la cuadratura. Para construir la cuadratura de Gauss-Legendre, se busca que la fórmula tenga
un error EIn = 0 para el polinomio de grado más alto posible. Mientras mayor sea el grado de
exactitud de la cuadratura, mayor será la exactitud sobre la integración numérica de funciones
que se pueden aproximar a través de polinomios. En el método de cuadraturas de Gauss-Legendre
se aproxima a la función f(x) a través del polinomio pn(x) de interpolación de Lagrange de grado
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n como
f(x) ≈ pn(x) =

n∑
i=0

n∏
j=0
j 6=i

x− xj
xi − xj

f(xi) =
n∑
i=1

li(x)f(xi), (B.9)

donde li =
∏
j 6=i(x− xj)/(xi − xj) se conoce como el polinomio característico de Lagrange. Se

eligen n+ 1 nodos xi de manera arbitraria, que se conocen como los nodos de la interpolación, y
se satisfacen las condiciones pn(xi) = f(xi) y li(xj) = δij , por construcción. Según Quarteroni,
Sacco y Saleri [17] la Ec. (B.9) se puede reescribir de la siguiente manera

pn(x) =
n∑
i=0

wn+1(x)
(x− xi)w′n+1(xi)

f(xi), (B.10)

donde wn+1 =
∏n
i=0(x− xi) se conoce como polinomio nodal y w′n+1(x) denota la derivada del

polinomio nodal. Se puede reescribir el polinomio característico en función del polinomio nodal
como li(x) = wn+1(x)/(x − xi)w′n+1(xi). El error de la interpolación En(x) = f(x) − pn(x) se
puede calcular a través de [17]

En(x) = f (n+1)(ξ)
(n+ 1)! wn+1(x), (B.11)

donde ξ ∈ (x0, xn). Integrando la Ec. (B.9) en el intervalo (−1, 1) se obtiene
ˆ 1

−1
f(x) dx ≈

ˆ 1

−1
pn(x) dx =

n∑
i=0

(ˆ 1

−1
li(x) dx

)
f(xi) =

n∑
i=0

αi f(xi). (B.12)

De esta manera se definen explícitamente los nodos de la cuadratura de Gauss-Legendre a través
de

αi =
ˆ 1

−1
li(x) dx =

ˆ 1

−1

wn+1(x)
(x− xi)w′n+1(xi)

dx. (B.13)

Se puede demostrar que al utilizar las raíces {xi} de una familia de polinomios ortogonales
{Pn+1} para construir las funciones {wn+1} de la Ec. (B.10), se obtiene la integral exacta. Es
decir, EIn = 0 para polinomios de grado hasta 2n+ 1 [17], que es el grado máximo de exactitud
que se puede obtener con este método. Entonces, basta con resolver

Pn+1(xj) = 0, con j = 0, · · · , n, (B.14)

para encontrar los nodos. Si se utilizan los polinomios de Legendre Pn para calcular los nodos
y los pesos a través de las Ecs. (B.13) y (B.14), se obtiene la cuadratura de Gauss-Legendre
[18]. Al resolver explícitamente la integral (B.13) para calcular los pesos, usando las raíces de los
polinomio de Legendre como nodos, se obtiene una expresión más compacta

αi = 2
(1− x2

i )[P ′(xi)]2
. (B.15)
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Para integrar la función f(x) en un intervalo arbitrario (a, b), basta con hacer el cambio de
variable u(x) = (b+ a)/2 + x(b− a)/2 para reescribir la integral de la Ec. (B.8) como

ˆ b

a
f(x) dx = b− a

2

ˆ 1

−1
f(u) du = b− a

2

n∑
i=0

αi f

(
b− a

2 xi + b+ a

2

)
+ EIn(f). (B.16)

Por lo tanto, se puede aproximar una doble integral en (x, y) sobre dos intervalos arbitrarios (a, b)
y (c, d) al hacer los cambios de variable u(x) = (b+a)/2+x(b−a)/2 y v(y) = (d+c)/2+y(d−c)/2
de la siguiente forma
ˆ b

a

ˆ d

c
F (x, y) dx dy = (b− a)(d− c)

4

ˆ 1

−1

ˆ 1

−1
F (u, v) du dv

≈ (b− a)(d− c)
4

n∑
i=0

m∑
j=0

αi αj F

(
b− a

2 xi + b+ a

2 ,
d− c

2 yj + d+ c

2

)
.

(B.17)

Al considerar los intervalos de integración (0, 2π) y (0, RL) se obtiene la Ec. (2.20)

Φ(t) ≈ πRT
2

n∑
i=0

n∑
j=0

wiwj si B
[
raux(t; si, γj)

]
· n̂(t),

donde si = RT(1 + xi)/2 y γi = π(1 + xi).
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