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Resumen

En esta tesis se investiga el transporte electrónico baĺıstico a través de uniones pn
de grafeno, generadas por compuestas de voltaje y donde este potencial electrostático
aplicado puede variar gradualmente. Estos cálculos de transporte electrónico se reali-
zan mediante el método de funciones de Green fuera de equilibrio (NEGF) y usando el
modelo de amarre fuerte.
Los patrones de flujo de corriente coherente calculados numéricamente pueden ser en-
tendidos en gran medida en términos de trayectorias semiclásicas, equivalentes a las
obtenidas para haces de luz en medios con un ı́ndice de refracción que cambia gradual-
mente con la posición. Con las uniones rectas se confirma la Ley de Snell generalizada
para electrones. En las uniones suaves, emergen regiones energéticamente prohibidas,
las cuales incrementan la reflexión y pueden generar patrones de interferencia pronun-
ciados, por ejemplo, modos de galeŕıa susurrante (WGM). Los dispositivos investigados
no sólo demuestran la factibilidad de la óptica electrónica de gradiente de ı́ndice en
uniones pn de grafeno, como es el caso de las lentes de Luneburg y Maxwell gene-
ralizada, sino que pueden tener distintas aplicaciones tecnológicas, como por ejemplo
divisores de haz, focalizadores o gúıas de onda de haces de electrones. Las trayectorias
semiclásicas ofrecen una eficiente herramienta para estimar el camino del flujo de co-
rriente en estos dispositivos de la nanoelectrónica.
Debido a la viabilidad mostrada recientemente de hacer uniones pn con interfaz abrup-
ta en grafeno, se presenta como estos sistemas por si sólo funcionan como una lente de
Veselago, donde reenfocan y coliman los haces de electrones que se les inyectan. Au-
nado a esto, se muestra que cuando el monocapa de grafeno tiene zonas concentradas
de desorden local o deformaciones elásticas fuera del plano, estas uniones pn tienen
la capacidad de revertir en gran medida las perturbaciones que estos defectos generan
al flujo de corriente de haces de electrones inyectados, siempre que se mantenga una
simetŕıa espacial de reflexión respecto a la interfaz de la unión.
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Abstract

In this thesis, we investigate the ballistic electron transport in graphene pn junctions,
generated by gradually varying electrostatic potentials applied by external gate volta-
ges. We use the Non-Equilibrium Green’s Function method and the tight-binding model
to make the calculations of electron transport.
The numerically calculated coherent current flow patterns can be understood largely
in terms of semiclassical trajectories, equivalent to the ones obtained for light beams
in a medium with a gradually changing refractive index. For straight junctions, we
validate the generalized Snell’s Law for electron. In smooth junctions, energetically
forbidden regions emerge, which increase reflections and can generate pronounced in-
terference patterns, for example, whispering gallery modes. The investigated devices
do not only demonstrate the feasibility of the gradient-index electron optics in grap-
hene pn junctions, such as Luneburg and generalized Maxwell lenses, but may have
also technological applications, for example, as beam splitters, focusers or waveguides
for electron beams. The semiclassical trajectories offer an efficient tool to estimate the
current flow paths in such nanoelectronic devices.
Due to the recent experimental realization of pn junctions with sharp interface in grap-
hene, we preset how these systems work as Veselago lenses, which refocus and collimate
the injected electron beams. Additionally, we show how these pn junctions can revert
largely the distortion of the current flow by defects in graphene, like concentrated zones
of local disorder or out-of-plane strain. The condition for achieving this result is the
preservation of spatial symmetry with respect to the interface of the junction.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los primeros estudios de las propiedades electrónicas en el material denominado gra-
feno fueron realizadas por Wallace en 1947 [1]. Pero fue hasta su śıntesis en 2004 por
Novoselov et al. [2] que los estudios al respecto de este material tuvieron un disparo
muy considerable, siendo uno de los materiales más estudiados en materia condensada;
véase la figura 1.1, donde se muestra el número de publicaciones por año registrado en
la Web of Science relaciona con el grafeno. Además, los estudios alrededor del enten-
dimiento de sus propiedades electrónicas tienen su nicho importante de contribuciones
teóricas y experimentales.

El estudio de las uniones pn en grafeno ha tomado relevancia debido a que en el régi-
men baĺıstico se han podido hacer analoǵıas de efectos de la óptica con los electrones,
dando lugar al área de la óptica electrónica. Este comportamiento lo han confirmado en
diversas contribuciones teóricas [3–21] y experimentales [22–36], donde además se evi-
dencian dos fenómenos propios de las uniones pn en grafeno: el tunelamiento de Klein
y la refracción negativa. Además en años pasados, se ha mostrado que es posible hacer
uniones pn con interfaz meramente abrupta [37]. Esto ha permitido el diseño de nuevos
dispositivos en la nanoelectrónica, como lo son lentes de Veselago [5, 12, 14, 16, 38–40],
fibras ópticas de electrones [24], transistores [10, 18, 35], polarizadores de valle [7, 40],
colimadores [8], interruptores [25] y microscopios de fermiones de Dirac [20]. Todos las
investigaciones antes mencionadas se han concentrado en las uniones pn rectas o circu-
lares abruptas, dejando de lado a las uniones pn circulares con interfaz suave, teniendo
sólo recientemente contribuciones teórico-experimentales [41–43]. Es por ello que uno
de los objetivos de esta tesis es abonar al entendimiento del transporte electrónico
baĺıstico en las uniones pn circulares suaves desde un punto de vista teórico, además
de hacer diversas propuestas para dispositivos nanoelectrónicos que ayuden al control
del flujo de electrones en estas uniones pn, tanto rectas como circulares, con interfaz
abrupta y suave.

El costo computacional de los cálculos del transporte electrónico en los nanosiste-
mas antes mencionados puede ser muy alto, debido a la gran cantidad de átomos que
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componen los sistemas. En esta tesis se contribuye con las trayectorias semiclásicas des-
de la óptica geométrica de gradiente de ı́ndice para estudiar el transporte electrónico
en estos nanosistemas, que puede ser una herramienta barata en términos de computo.

También, el experimento reciente sobre uniones pn con interfaz atómicamente abrup-
ta [37] ha hecho factible que éstas puedan utilizarse en el control del flujo de corriente
en la nanoelectrónica. Por ello, otro objetivo de esta tesis es presentar las condiciones
en las cuales las uniones pn rectas abruptas pueden revertir los efectos del desorden o
deformaciones elásticas en grafeno, y contribuir al entendimiento del transporte en este
tipo de sistemas.

La estructura de la tesis tienen tres partes. En la primera parte, se describen las
motivaciones y ecuaciones necesarias para hacer los cálculos del transporte cuántico,
a través del flujo de corriente, usando el método de funciones de Green fuera de equi-
librio (NEGF) y el modelo de amarre fuerte (Caṕıtulo 2). Además, se mencionan las
condiciones del sistema consideradas para hacer dichos cálculos. En la segunda parte
(Caṕıtulo 3) presenta la parte principal de la tesis, donde se describen conceptos sobre
las propiedades electrónicas del grafeno y la generación de uniones pn en éste y los
resultados de los estudios en ellas. Por un lado, se exponen los resultados de transporte
sobre uniones pn rectas y circulares, con interfaz suave o abrupta, y se hace la propues-
ta de trayectorias semiclásicas para los electrones en ellas. Por otro lado, se estudian
los efectos de las uniones pn rectas abruptas en grafeno con desorden o deformaciones
elásticas fuera del plano. Finalmente, en la última parte, se presentan las conclusiones
generales de los resultados mostrados en esta tesis (Caṕıtulo 4). Adicionalmente, al
final de esta tesis se anexan los art́ıculos publicados como resultado de la investigación
realizada en el programa de maestŕıa del autor.
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Figura 1.1: Evolución del número de publicaciones registradas en la Web of Science con la
palabra “Graphene” (rojo) y referente al transporte electrónico en grafeno (azul). Los datos
de la curva azul se obtuvieron buscando “Graphene” en conjunto con las frases “electron
transport”, “electronic transport” y “electronics”.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos del Transporte Cuántico

En este caṕıtulo se hace una introducción breve pero concisa al modelo de amarre
fuerte (tight-binding) y el método de funciones de Green fuera del equilibrio (NEGF,
por sus siglas en inglés), el cual es utilizado en esta tesis para los cálculos del transporte
cuántico en nanosistemas. Las ecuaciones aqúı presentadas, y sus motivaciones f́ısicas,
se siguen de la teoŕıa descrita en extenso en los libros de S. Datta [44, 45], y la śıntesis
realizada por Stegmann [46]. En particular se motiva el cálculo del flujo de corriente en
un nanosistemas, descrito por le modelo de amarre fuerte, para aplicarlo en los próximos
caṕıtulos a nanocintas de materiales bidimensionales bajo las situaciones consideradas
en este trabajo. También, se mencionan las aproximaciones y consideraciones hechas
para el cálculo del transporte cuántico en los nanosistemas de esta tesis.

2.1. Modelo de amarre fuerte para nanosistemas

El modelo de amarre fuerte o tight-binding surge como una aproximación para cal-
cular la estructura de bandas electrónicas de moléculas y sólidos. La hipótesis principal
de este modelo es la fuerte localización de los estados electrónicos alrededor de los
núcleos de los átomos que forman el cristal o nanosistema. Esta localización da paso a
poder considerar los orbitales atómicos de átomos aislados y que los electrones en estos
estados sólo son perturbados por los vecinos cercanos de este átomo [47, 48].

En la figura 2.1 se muestra un nanosistema (encerrado en una elipse rayada) que
tiene N átomos y que estos átomos interactúan con sus vecinos cercanos (indicado con
ĺıneas azules). Teniendo en cuenta los orbitales de los átomos aislados (1s, 2s, 2p, 3s, 3p,
etc.), si se considera que cada átomo en el nanosistema es descrito por no orbitales,
entonces el Hamiltoniano de amarre fuerte en primera cuantización se expresa como

H =
∑

α∈{nO}

∑
i

εαi |iα〉 〈iα| −
∑

α,β∈{nO}

∑
〈i,j〉

(tαβij |iα〉 〈jβ|+ (tαβji )∗ |jβ〉 〈iα|︸ ︷︷ ︸
H.c.

) , (2.1)

3



2.1 Modelo de amarre fuerte para nanosistemas

donde |iα〉 es el estado electrónico del orbital α en la posición (discreta) ri, ε
α
i es la

enerǵıa de sitio del del estado |iα〉 y tαβij es el parámetro de acoplamiento entre los
estados |iα〉 y |jβ〉. La enerǵıa de sitio εαi es la enerǵıa que tiene el electrón en el estado
|iα〉, y que es un corrimiento desde el origen de las bandas de enerǵıa que comúnmente

se puede llevar cero. El parámetro de acoplamiento tαβij representa la enerǵıa de enlace
que hay entre los orbitales respectivos, y depende de los tipos de orbitales que se enlazan
y la orientación en que lo hacen [48, cap. 5].

εi
tij

fS

μS

S D

fD

μD

τS

τD

Figura 2.1: Esquema de un nanosistema descrito por el modelo de amarre fuerte, donde
se presenta el transporte de electrones en un sistema abierto, conectado al contacto fuente
S y al contacto drenaje D; el transporte es de S a D. Se observa que el sistema es una red
simple con enerǵıas de sitio εi y parámetros de acoplamiento tij entre los sitios, encerrada
por una elipse punteada. fR y µR representan la función de distribución de enerǵıa y el
potencial qúımico del reservorio, respectivamente, con R ∈ {S,D}. τS/D son las matrices
de acoplamiento entre el nanosistema y S/D.

De acuerdo con (2.1), la representación matricial del Hamiltoniano de amarre fuerte
para el nanosistema es una matriz cuadrada de orden noN . Ahora, si el nanosistema
es un cristal periódico con na átomos en la celda unitaria, entonces esta representación
matricial se puede reducir a una matriz cuadrada de orden nona. Para los términos del
transporte cuántico, en esta tesis sólo se considera un solo orbital atómico por cada sitio
de los sistemas (véase ecuación (3.4)), por lo que la forma matricial del Hamiltoniano
con que se trabaja de del orden de N (número de sitios en el sistema).
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2.2 Método de funciones de Green fuera de equilibrio (NEGF)

2.2. Método de funciones de Green fuera de equilibrio

(NEGF)

En esta sección se hace una introducen concisa de definiciones y conceptos referentes a
dos resultados muy importantes del método NEGF, que son la función de Green (2.20)
y la función de correlación (2.22b) del nanosistema, cuando éste está abierto a contac-
tos externos. Estas ecuaciones permiten implementar el cálculo numérico del flujo de
corriente local en el nanosistema, descrito en la próxima sección.

La idea del no equilibrio viene de que al conectarse el nanosistema a dos contac-
tos externos (fuente y drenaje), como en la figura 2.1, la diferencia entre el potencial
qúımico de los contactos genera un flujo de electrones entre ellos que pasan a través
de nanosistema. Debido a esta diferencia, el nanosistema es forzado a balancear el ac-
tuar de ambos contactos llevándose a estados fuera de equilibrio intermedios entre el
comportamiento del contacto fuente y el contacto drenaje.

2.2.1. Función espectral

La función espectral de un nanosistema proporciona la información de los estados
electrónicos permitidos, independientemente si están ocupados o no, por lo que se des-
cribe como una generalización de la densidad de estados (DOS). Además, contiene la
información de la correlación entre estos estados.

Considerando un nanosistema que se conecta a contactos externos (figura 2.1), la
función espectral de éste se define a partir de su Hamiltoniano como

A(E) := 2πδ(E1−H) , (2.2)

donde E es la enerǵıa de los electrones inyectados, 1 es la matriz identidad (de la di-
mensión de H) y δ es la función de distribución de Dirac.

Considerando las eigenfunciones φn(r) y eigenenerǵıas εn del Hamiltoniano H en el
espacio real, la función espectral A se escribe como

A(ri, rj , E) = 2π
∑
n

φn(ri)δ(E − εn)φ∗n(rj) , (2.3)

donde ri y rj son posiciones de los sitios en el sistema. Por esta definición de la fun-
ción espectral, los elementos de la diagonal representan la densidad local de estados
(LDOS)1, de tal forma que la densidad total de estados, D(E), es la suma de todas las

1Ya que la LDOS se da por ρ(ri, E) = 1
2π

A(ri, ri, E) y el elemento matricial que corresponde al
i-ésimo sitio del sistema está dado por ρi = |ψ(ri)|2, siendo |ψ〉 el estado estacionario del sistema.

5



2.2 Método de funciones de Green fuera de equilibrio (NEGF)

LDOS, y por tanto ésta se puede obtener como la traza de (2.2):

D(E) =
1

2π
Tr(A(E)) =

1

2π

∑
n

δ(E − εn) . (2.4)

2.2.2. Función de Green

Considerando un sistema que está conectado a reservorios externos (figura 2.1), la fun-
ción de Green del sistema G(r, r′) se puede ver como la respuesta (función de onda) que
se tienen el punto r debido a una excitación en el punto r′2, donde ésta puede ser dentro
o fuera del sistema (de aqúı su poder en la descripción de sistemas abiertos); para el
transporte sin interacciones, las excitaciones se consideran sólo de ondas provenientes
de los contactos. Por ello, esta función de Green permite describir la dinámica de los
electrones cuando son inyectados y se encuentran dentro del sistema.

Las definiciones de la función de Green retardada (llamada también simplemente
función de Green) G y avanzada G† (la adjunta)3 del sistema se siguen de la solución
de la ecuación

[(E + iν)1−H] G = 1 , (2.5)

y la conjugada transpuesta de ésta, donde ν es un número infinitesimal positivo, ν→0+,
y 1 es la matriz identidad de la dimensión del sistema. El término iν está relacionado
con que el nanosistema se conecta a reservorios, como se discutirá mas adelante4.

Las funciones de Green están relacionadas con la función espectral A, pues la función
de distribución de Dirac de (2.3) se puede representar (considerando el ĺımite cuando
ν→0+) como

2πδ(E − εn) =
2ν

(E − εn)2 + ν2
= i

(
1

E − εn + iν
− 1

E − εn − iν

)
. (2.6)

Con esta representación para δ, la función espectral se puede escribir como

A(E) = 2πδ(E −H) = i

[(E + iν)1−H]−1︸ ︷︷ ︸
G

− [(E − iν)1−H]−1︸ ︷︷ ︸
G†

 = −2 Im(G).

(2.7)
Con la relación entre las funciones A y G, de las ecuaciones (2.3) y (2.7) se obtiene

que la LDOS en la posición ri, D(E, ri), en términos de la función de Green del sistema

2Las posiciones r y r′ son generalmente posiciones continuas (por ello es que no tienen sub́ındice
que ı́ndica un sitio discreto).

3La diferencia entre la función de Green retrasada y avanzada radica en la dirección de propagación
desde el punto de excitación; para la primera, la onda va desde el punto de excitación,, y para la segunda,
desaparece en dicho punto.

4Además, iν es un artificio matemático para asegurar la convergencia de la transformada de Fourier
de la función de Green [45].
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se expresa como

D(E, ri) = − 1

π
Im (Gii(E)) (2.8)

donde Gii(E) = 〈ri|G(E)|ri〉 es un elemento sobre la diagonal de la función de Green
del sistema en su forma matricial. Puesto que la LDOS debe ser siempre positiva, se
infiere que los elementos de la diagonal de la función de Green deben cumplir que
Im (Gii(E)) < 0.

2.2.3. Función de correlación Gn

La función de correlación Gn para los electrones de un nanosistema da la correlación
o relación de fase que hay entre los estados permitidos de éste; además, esta función
es una generalización del número de ocupación de los estados. Siendo |ψ〉 el estado del
nanosistema, la función de correlación se define como

Gn = 2π |ψ〉 〈ψ| . (2.9)

Además, si se evalúa esta expresión las posiciones ri y rj ,

Gn
ij := 2π |ψ(ri)〉 〈ψ(rj)| , (2.10)

se puede ver como esta función da la correlación de la función de onda en estas po-
siciones ri y rj ; para el caso ri = rj , se observa que Gn

ii = 2π |ψ(ri)|2 da la densidad
de probabilidad (o densidad de electrones) asociada a dicha posición (salvo el factor 2π).

En equilibrio, la función de Fermi f (E − µ) indica que todos los estados están ocu-
pados hasta el valor del potencial qúımico µ (se desprecian los efectos de temperatura
finita). Por ende, la densidad de electrones a enerǵıa E está dada por la ocupación de
la DOS por la función f (E − µ), y aśı la función de correlación del sistema es

Gn
eq(E) = A(E)f(E − µ) , (2.11)

donde A(E) es la función espectral.

2.2.4. Funciones G y Gn en sistemas cuánticos abiertos

Para estudiar el transporte electrónico en un nanosistema, se requiere conectarlo a una
fuente donde se inyectan los electrones y a un drenaje que los recolecte. Con esta idea,
en lo que sigue se darán las motivaciones f́ısicas para obtener la función de Green y
la función de correlación del nanosistema conectado a los contactos/reservorios. Por
simplicidad, se considerará en este caso sólo un contacto drenaje, pero el nanosistema
puede estar conectado a más de un contacto de este tipo.

En la figura 2.1 se presenta un nanosistema descrito por un Hamiltoniano H co-
nectado a un contacto fuente S y un contacto drenaje D. Estos reservorios tienen
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2.2 Método de funciones de Green fuera de equilibrio (NEGF)

un equilibrio local, por lo que sus estados ocupados siguen la distribución de Fermi
fS/D := f(E−µS/D), donde µS/D es el potencial qúımico correspondiente al reservorio.
Adicionalmente, el voltaje V que se aplica entre los contactos cumple con la relación
µS − µD = eV, siendo e la carga del electrón, de tal forma que la diferencia entre fS y
fD pone al nanosistema fuera del equilibrio.

La conexión de los contactos al nanosistema se describe mediante la matriz de aco-
plamiento τS/D, donde esta matriz define qué sitios del contacto están acoplados a qué
sitios del nanosistema y con qué parámetro de acoplamiento. Además, se puede suponer
que sólo los sitios de la superficie del contacto se conectan al nanosistema, de modo
ahora los contactos tienen un tamaño finito. Esta suposición se respalda de que las
interacciones de los contactos con el nanosistema se describen por un potencial efec-
tivo Σ denominado autoenerǵıa del contacto (que es no hermitiano). En la figura 2.1
las matrices de acoplamiento τS/D se representan mediante ĺıneas rayadas grises que
indican qué sitios del nanosistema son acoplados a los sitios de superficiales del contacto.

Cuando un reservorio se conecta al nanosistema sufre también perturbaciones. Por
un lado, se comienzan a extraer electrones para ser inyectados al nanosistema, y por
otro lado, son reinyectados electrones por fuentes externas para mantener el potencial
qúımico del reservorio constante. Este proceso se describe a continuación, con el fin de
conocer como es la interacción efectiva de los contactos con el nanosistema.

Los contactos son descritos mediante los Hamiltonianos HR, con R ∈ {S,D}. Cuan-
do estos contactos están aislados, siguen las ecuaciones de Schrödinger

(E1R −HR) |ΦR〉 = 0R (2.12)

(el sub́ındice R indica que la matriz tiene la dimensión del contacto). Al perturbarse por
la conexión al nanosistema, y comenzar con la extracción y reinyección de electrones,
las ecuaciones de Schrödinger se reescriben como

(E1R −HR + iν1R) |ΦR〉 = |QR〉 , (2.13)

donde iν1R |ΦR〉 representa la extracción y |QR〉 la reinyección de los electrones; co-
mo se mencionó antes, se considera el ĺımite ν→0+. La transición entre las ecuacio-
nes (2.12) a (2.13) es más un cambio de punto de vista y se expone enseguida. Te-
niendo un Hamiltoniano efectivo Hef = HR − iν1R, los estados en el reservorio son
|ΦR(t)〉 = e−itHef/~ |ΦR〉 =

[
e−itHR/~ |ΦR〉

] [
e−νt/~

]
; el primer término es una propaga-

ción hermitiana y el segundo es un decaimiento exponencial, por lo que la parte iν |ΦR〉
es una perdida en el contacto, y para compensar la ecuación |QR〉 representa una ganan-
cia, que por el equilibrio de los reservorios, iν |ΦS/D〉 = |QS/D〉. En la ecuación (2.13),
E es la enerǵıa de excitación del contacto hacia el nanosistema [45], es decir, la enerǵıa
a la que se inyecta el electrón desde el contacto. Los electrones extráıdos del contacto
se extienden por el nanosistema y excitan sus estados |ψ〉; estos estados excitados del
nanosistema pueden volver al contacto como estados dispersos |ϕR〉. De este modo, la
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ecuación de Schrödinger que resulta del sistema acoplado (nanosistema+contactos) es

S

nanosis

D

S nanosis D (E + iν)1S −HS −τ†S 0
−τS E1−H −τD

0 −τ†D (E + iν)1D −HD

 |ΦS + ϕS〉
|ψ〉

|ΦD + ϕD〉

 =

|QS〉0
|QD〉

 ,

(2.14)
donde para fines prácticos, el tamaño del contacto (infinito inicialmente) se reduce al
número de sitios en su superficie. Para obtener una expresión de los estados excitados
que se dispersan a los reservorios, se utilizan las filas de los contactos en (2.14), tomando
en consideración (2.13), de tal forma que

|ϕR〉 = GRτ
†
R |ψ〉 , (2.15)

donde GR := [(E − iν) 1R −HR]−1 son las funciones de Green de los contactos.
Estas expresiones tienen como consecuencia que la fila del nanosistema en (2.14) se
expresa como

(E1−H − ΣS − ΣD) |ψ〉 = |Q〉 , (2.16)

donde las autoenerǵıas de los contactos se definen como

ΣR := τRGRτ
†
R , (2.17)

y la excitación total del nanosistema |Q〉 como

|Q〉 :=
∑
R

τR |ΦR〉 . (2.18)

De este modo, se pueden escribir los estados del nanosistema como

|ψ〉 = G |Q〉 , (2.19)

donde se define la función de Green del nanosistema G como

G :=
(
E1−H − Σ̄

)−1
, (2.20)

con Σ̄ como la suma de las autoenerǵıas de todos los contactos conectados al nano-
sistema. Como se dijo antes, las autoenerǵıas de los contactos actúan como un potencial
efectivo de la interacción de éstos con el nanosistema, de modo que ahora el Hamilto-
niano efectivo del nanosistema es Hef = H + Σ̄, que ya no es Hermitiano. Este hecho
implica que la DOS del nanosistema tenga ensanchamientos por el término imaginario;
véase [44, cap. 3.6] para saber más.

Con el desarrollo anterior se hace una simplificación de estudiar un sistema acopla-
do a sólo tratar el nanosistema, lo que hace que el método descrito en esta sección sea
más sencillo, pues la dimensión del espacio de un nanosistema es mucho menor a la
del espacio de un sistema acoplado. Ahora, se requiere saber como es la expresión de
la función de correlación Gn del nanosistema una vez que es conectado a contactos, la
cual se infiere que está relacionada con la función de Green del nanosistema (2.20). A
continuación se planea dicha expresión.
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2.3 Corriente en sistemas abiertos

El ensanchamiento en la DOS se describe por la matriz de ensanchamiento Γ que
se define como Γ := i(Σ − Σ†). A partir de este ensanchamiento, se obtiene la función
espectral de nanosistema como5

A := i(G−G†) = G(ΓS + ΓD)G† = A1 + A2 , (2.21)

donde las funciones espectrales A1/2 := GΓS/DG† representan la DOS de los electrones
provenientes de los contactos S/D dentro del nanosistema 6. Usando la ecuación (2.9),
considerando que los contactos S y D no están acoplados entre śı directamente y que
éstos están en equilibrio local, se obtiene la función de correlación del nanosistema Gn

como7

Gn = 2π |ψ〉 〈ψ| 7
= GτS(2π |ΦS〉 〈ΦS |)τ†SG† + GτD(2π |ΦD〉 〈ΦD|)τ†DG†

= GτSG
n
Sτ
†
SG† + GτDG

n
Dτ
†
DG†

(2.11)
= G τSASτ

†
S︸ ︷︷ ︸

ΓS

G†fS + G τDADτ
†
D︸ ︷︷ ︸

ΓD

G†fD

Gn = A1f(E − µS) +A2f(E − µD), (2.22a)

Gn = GΣinG† , (2.22b)

donde se define la función de inscattering como

Σin := Σin
S + Σin

D = ΓSfS + ΓDfD . (2.23)

Esta función de inscattering describe como los electrones fluye hacia el nanosistema
desde los contactos. Además, nótese que la ecuación (2.22a) es válida para sistemas
fuera del equilibrio, por la diferencia en µS y µD. Puesto que se está en la suposición de
que los electrones no interactúan (de forma electrostática) entre śı en el nanosistema,
la función de correlación de éste sólo está dada por los electrones que los contactos
intercambian con el nanosistema.

2.3. Corriente en sistemas abiertos

Para obtener la ecuación de la corriente en un sistema abierto, como lo es el caso de la
figura 2.1, con el método NEGF descrito en la sección anterior, se recurre al operador de
proyección |ψ〉 〈ψ| (estados de los electrones en el sistema, véase (2.14)). Considerando
la ecuación de Schrödinger, la evolución temporal del operador de proyección sigue

i~
d

dt
|ψ〉 〈ψ| = [H, |ψ〉 〈ψ|] , (2.24)

5(2.21) se obtiene usando que i((G−1)†−G−1) = ΓS + ΓD y multiplicando G por la izquierda y G†

por la derecha.
6No debe confundirse con las funciones espectrales AS/D := GS/DΓS/DG†S/D que dan la DOS de

los electrones en los reservorios y no en el nanosistema
7Se usan las expresiones (2.19) y (2.18), y que |ΦS/D〉 〈ΦD/S | = 0 porque no hay acoplamiento entre

contactos .

10



2.4 Sobre los cálculos del transporte cuántico

donde H es el Hamiltoniano que describe al nanosistema. Nótese que esta ecuación
tiene la forma de una ecuación de continuidad, reflejando una conservación de densidad
de probabilidad. Como el nanosistema está conectado a los contactos, donde electrones
entran y salen en todo momento, la probabilidad no se puede conservar. Considerando
transporte estacionario, la parte temporal de (2.24) se anula y el conmutador propor-
ciona los electrones que entran y salen del nanosistema, de tal forma que el operador
de corriente en éste se puede definir como

Iop :=
ie

~
[H, |ψ〉 〈ψ|] (2.9)

=
ie

h
[H,Gn] , (2.25)

donde e es la carga del electrón. En su forma matricial, los elementos de la diagonal
del operador de corriente

Iopii =
ie

h

∑
j

(
HijG

n
ji −Gn

ijHji

)
, (2.26)

describen la corriente total que fluye al i-ésimo sitio del nanosistema. Además, los
elementos fuera de la diagonal, Iopij , indican la cantidad de corriente que fluye entre
el i-ésimo y j-ésimo sitio del nanosistema. De este modo, se puede definir la corriente
local entre los sitios del nanosistema como

I loc
ij =

ie

h

(
tijG

n
ji − tjiGn

ij

)
=

2e

h
Im
(
t∗ijG

n
ij

)
=

2e

h
Im
(
t∗ij(GΣinG†)ij

)
, (2.27)

Es posible generar un campo vectorial de la corriente en el nanosistema con este término
de corriente local, de modo que

Iloc
ij =

(
1

2
(ri + rj), I

loc
ij r̂ij

)
, (2.28)

donde r̂ij es el vector unitario que va del i-ésimo al j-ésimo sitio; aqúı la primera en-
trada indica la posición inicial del vector y segunda entrada da el valor de dicho vector
del campo de la corriente electrónica. Este campo vectorial de la corriente es utilizado
para mostrar las figuras de densidad de corriente en el próximo caṕıtulo.

Considerando que se inyectan múltiples electrones desde los contactos al nanosis-
tema, la imagen del operador de corriente local (2.27) da la visualización de de como
estos electrones fluyen y se agrupan a través del sistema en una vez, debido a que
es transporte estacionario. Esta imagen se puede obtener al localizar la cantidad de
corriente local I loc

ij en la posición (ri + rj)/2.

2.4. Sobre los cálculos del transporte cuántico

Una vez que se han establecido las ecuaciones para calcular el transporte cuántico me-
diante el método NEGF y la corriente local en el nanosistema, en esta sección se hace
mención de todos las consideraciones en los cálculos de transporte cuántico presenta-
dos en los resultados de esta tesis. En particular, se considera al nanosistema como una
nanocinta de grafeno, del cual se expone una breve descripción en el próximo caṕıtulo.
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2.4 Sobre los cálculos del transporte cuántico

En la figura 2.2 se muestra el esquema una nanocinta de grafeno, que es el nanosis-
tema estudiado mayormente en este trabajo. En la figura, se resalta con rojo los sitios
de la nanocinta en los cuales se conecta en contacto fuente, por donde se inyectan los
electrones, y con tonos azules los sitios que se conectan a los distintos contactos dre-
naje. Como se puede ver, la inyección de electrones en el nanosistema se hace siempre
solamente por el borde izquierdo (zigzag) del nanosistema, y se conectan sólo los sitios
de la primera columna. La inyección de los electrones se hace mediante ondas planas y
con un perfil gaussiano; de este modo, la función inscattering del contacto fuente es

Σin
S =

∑
i,j∈borde

rojo

G(ri)G(rj)Ψ
∗
j (k0)Ψi(k0) |i〉 〈j| , (2.29)

donde Ψi(k) son los eigenestados del nanosistema, que en el caso del grafeno son
expresados por (3.12), k0 = E

~vF (1, 0) es el vector de onda de inyección, con E la
enerǵıa de inyección (enerǵıa de Fermi inicial en la nanocinta) y vF la velocidad de
Fermi de los electrones, y finalmente G(ri) el es perfil gaussiano que sigue la expresión

G(r) = e−(y−y0)2/d20 , (2.30)

donde y0 y d0 son los parámetros que controlan la posición central y el ancho del haz de
electrones inyectado. En este caso, se considera que sólo por este contacto se inyectan
electrones, por lo que Σin

D = 0 para los contactos drenaje.

Figura 2.2: Esquema de los sitios conectados a los contactos en la nanocinta de grafeno.
Los sitios rojos corresponden al contacto por donde se inyectan los electrones al sistema,
mientras que los sitios azules refieren a los que se conectan a los contactos drenaje, donde
los electrones son colectados y tienen una autoenerǵıa de banda ancha ΣWB. Cada tono de
azul corresponde a un contacto drenaje distinto.

Como se puede ver en ele esquema de los contactos (figura 2.2), la nanocinta se
conecta a tres contactos drenaje: uno al extremo opuesto del contacto de inyección,
uno en la parte superior y uno más en la parte inferior. Para calcular las autoenerǵıas
de estos contactos drenaje se usa la aproximación de banda ancha (WB, wide-band),
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2.4 Sobre los cálculos del transporte cuántico

donde las autoenerǵıas son puramente imaginarias y siguen la expresión

ΣWB = −iη
∑

j∈borde
drenaje

|j〉 〈j| , (2.31)

donde η es el parámetro de acoplamiento de los sitios de la nanocinta con el contacto, y
para este caso se considera igual al parámetro de acoplamiento entre átomos de carbono
del grafeno. Esta aproximación asume que la DOS de todo el contacto es una constante
independiente de la enerǵıa (por eso el nombre de banda ancha). Además, el hecho que
la autoenerǵıa sea imaginaria tiene el efecto de que los contactos absorben, aunque no
perfectamente, imitando de alguna forma que las nanocintas de grafeno son infinitas
[49, 50]. Adicionalmente, otra ventaja de usar contactos de banda ancha es que el costo
computacional es mucho menor comparado con modelos de cadenas semi-infinitas [46,
cap. 3] o cálculos de DFT [51].

Para concluir, la corriente local entre sitios descrita por la expresión (2.27), se mide
en unidades naturales de e/h. En los resultados del próximo caṕıtulo, se utiliza la expre-
sión (2.28) para poder mostrar las imágenes del flujo de corriente en los nanosistemas
estudiados y se normaliza el valor con el valor máximo de la corriente calculada. Tam-
bién, es de notar que los sistemas con los que se trabaja en esta tesis tienen tamaños
entre 780 mil y 1.15 millones de sitios, lo que corresponde a matrices cuadradas de
dicha dimensión, lo que representa un costo computacional medianamente importante
para para los cálculos del transporte electrónico.
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Caṕıtulo 3

Grafeno y los Efectos de las Uniones pn

Este caṕıtulo está a dedicado a mostrar como el flujo de corriente de electrones en unio-
nes pn de grafeno puede ser descrito mediante una aproximación de la óptica geométri-
ca, además de como estas uniones revierten el efecto del desorden para configuraciones
particulares. El contenido de este caṕıtulo está basado en los resultados publicados en
[52], donde el autor de esta tesis es primer autor, y resultados recientes obtenidos en
uniones pn rectas de grafeno con desorden o deformaciones elásticas.
Este caṕıtulo se estructura de la siguiente manera. Al inicio, se presenta una descrip-
ción de las propiedades electrónicas del grafeno y se da una visión de como se producen
las uniones pn en este material. Después, se presenta la propuestas de las trayectorias
semiclásicas desde la aproximación de la óptica geométrica en sistemas con gradiente
de ı́ndice de refracción con su comparación con el flujo de corriente y los resultados
emergidos. Al final, se muestra como las uniones pn abruptas en grafeno revierten los
efectos de desorden o deformaciones elásticas en el flujo de corriente, cuando se tiene
una simetŕıa de reflexión respecto a la interfaz de la unión.

3.1. Grafeno y las uniones pn

El descubrimiento experimental del grafeno en 2004 por Novoselov et al. [2] fue un hito
en la ciencia de materiales abriendo paso a una intensa actividad cient́ıfica en el estudio
de las sus propiedades (se pueden encontrar casi 270 mil publicaciones hasta ahora al
respecto en la base de datos de la Web of Science), ya que son superiores a las de otros
materiales usuales (véase figura 3.1). Además de que el grafeno es la materia prima
de los alótropos de carbono como el fullereno (0D), los nanotubos de carbono (1D)
y el grafito (3D) [53], es el primer cristal bidimensional [54] y ha dado apertura a la
búsqueda y estudio de materiales 2D como los dicalcogenuros de metales de transición
(MoS2, WS2, WSe2, NbSe2, NbS2, entre otros) o el nitruro de boro hexagonal (hBN)
[55, 56]. El grafeno tiene la mayor dureza medida, aśı como alta conductividad térmica
y eléctrica (véase figura 3.1). En esto último supera al silicio, lo que hace pensar que el
grafeno puede resolver las dificultades de la electrónica de silicio a dimensiones pequeñas
a un bajo costo y con tecnoloǵıa similar [57, 58].
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Figura 3.1: Propiedades mecánicas, térmicas y electrónicas del grafeno en comparación
con otros materiales. Figura tomada de [59].

Las uniones pn en grafeno han tomado relevancia debido a las posibles aplicaciones
en dispositivos nanoelectrónicos. Para generar estás uniones en grafeno se han utilizan-
do métodos f́ısicos y qúımicos, como el uso de compuertas (por encima y/o por debajo)
de voltaje [60–65], el dopaje qúımico [65–67], una combinación de los dos anteriores [68]
o una combinación del uso de compuertas con recocido [69], siendo el primer método
el más usual.

Debido al transporte baĺıstico en el grafeno, los electrones se propagan como haces
y esto da la posibilidad de observar fenómenos similares a los ópticos. Es por ello que
la óptica electrónica en grafeno ha generado un foco de interés en la investigación con
diversas contribuciones teóricas [3–21] y experimentales [22–37, 41–43], donde en las
últimas siempre se utiliza el uso de compuertas de voltaje para generar las uniones pn.
Con esto, se han visto fenómenos de la óptica electrónica en uniones pn de grafeno
como la refracción negativa y el tunelamiento de Klein (ausencia de retrodispersión a
incidencia normal). El primero, antes visto solamente con la propagación de la luz en
metamateriales, es debido a que el potencial externo aplicado a las uniones pn genera
en una región un ı́ndice de refracción negativo (véase figura 3.5), mientras que el se-
gundo se puede atribuir a la conservación del pseudoesṕın de los electrones en grafeno.
Adicional a estos dos fenómenos, se ha visto que un haz de electrones se puede de-
flectar mediante deformaciones elásticas que indicen un fuerte campo pseudomagnético
[50, 70–75]. El hecho de que sea posible manipular un haz de electrones en grafeno
mediante uniones pn o deformaciones elásticas lleva a que se hagan varias propuestas
para dispositivos nanoelectrónicos, como lentes de Veselago [5, 12, 14, 16, 38–40, 42],
fibras ópticas de electrones [24, 41], polarizadores de valle [7, 40, 75, 76], colimadores [8],
interruptores [25, 77], transistores [10, 18, 35] y microscopios de fermiones de Dirac [20].

La mayor parte de los trabajos en óptica electrónica en uniones pn de grafeno
se han realizado con interfaces abruptas [3–10, 12–17, 19, 20], es decir, el potencial
electrostático aplicado para generar la unión cambia abruptamente como un perfil de
escalón. Además, se ha demostrado recientemente que estas uniones abruptas son po-
sibles experimentalmente [37]. Las uniones con interfaz suave presentan la desventaja
de que surge una región energéticamente prohibida y que reduce la transmisión de la
corriente. Sin embargo, esta reducción de la transmisión puede tomarse como ventaja
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para construir puntos cuánticos con uniones pn circulares suaves. Estas últimas unio-
nes muestran interesantes propiedades como la dispersión de Mie [14] y los modos de
galeŕıa susurrantes [17, 30, 78], que se han producido experimentalmente [41, 79].

En el trabajo de este caṕıtulo se presenta por un lado el estudio de las uniones
pn de grafeno con interfaz suave, que han recibido poca atención, para establecer una
conexión con los fenómenos de la óptica de gradiente de ı́ndice. Para esto, se estudia
el transporte electrónico en uniones pn rectas y circulares, con interfaz abrupta y sua-
ve, mediante cálculos numéricos del flujo de corriente con el método de NEGF; estos
cálculos se comparan con trayectorias semiclásicas de los electrones obtenidas por apro-
ximaciones de la óptica geométrica. Por otro lado, se estudia cuales son los efectos de las
uniones pn con interfaz abrupta en grafeno con regiones localizadas de desorden y con
deformaciones elásticas fuera del plano mediante la observación del flujo de corriente.

3.1.1. Propiedades electrónicas del grafeno con modelo de amarre

fuerte

Lo siguiente que se expone sobre las propiedades electrónicas del grafeno está basado
en lo que presentan Foa Torres et al. [80] y Castro Neto et al. [70], con la descripción
del grafeno mediante el modelo de amarre fuerte.

El grafeno es un material bidimensional compuesto por átomos de carbono que se
organiza en una estructura cristalina de panal de abeja (ver figura 3.3a). Esta estruc-
tura cristalina particular es resultado de la hibridación sp2, que consta de tres enlaces
covalentes coplanares y un cuarto más débil que es perpendicular a los anteriores.
El carbono tiene una configuración electrónica en el estado base 1s22s22p2, por lo que
el orbital 1s se mantiene cerrado y hay cuatro electrones de valencia. Sin embargo,
para la formación del grafeno, el carbono maximiza el número de enlaces tomando una
configuración electrónica 1s22s12p3, es decir, un electrón en el orbital 2s, 2px, 2py y
2pz. La hibridación de los enlaces σ se produce entre la mezcla de los orbitales 2s, 2px,
2py, formando una geometŕıa trigonal plana con un ángulo de 120◦ entre ellos, mientras
que en enlace π es el orbital restante 2pz

1, como se puede ver en la figura 3.2a.
Los enlaces σ son enlaces covalentes intensos que determinan la estabilidad energética,
gran flexibilidad y robustez del grafeno. Además, el hecho que las bandas enlazante
σ y antienlazante σ∗ tienen una gran brecha (∼ 12 eV en el punto Γ, donde son más
cercanas), como se puede ver en la figura 3.2b, las contribuciones a las propiedades
electrónicas de estas bandas se desprecian. De este modo, para el transporte electróni-
co sólo se se considera el orbital π o pz, donde los orbitales enlazantes π dan lugar a la
banda de valencia y los antienlazantes π∗ a la banda de conducción; ver figura 3.2b.

1Las combinaciones espećıficas de los orbitales en la hibridación sp2, aśı como las enerǵıas de
hibridación, pueden ser consultadas en [57].
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(a) (b)

π

σ

π*

σ *

+12

-8

-4

+8

Figura 3.2: (a) Orbitales de la hibridación sp2, tres orbitales σ en el plano y un π
perpendicular al plano. (b) Estructura de bandas electrónica para el grafeno, obtenido
por cálculos ab initio, con la enerǵıa de Fermi situada en cero; figura tomada de [80]. A
la derecha, los valores de enerǵıa que puede tomar la banda. Las bandas enlazante σ y
antienlazante σ∗ son separadas por una brecha de banda grande, mientras que las bandas
π (valencia) y π∗ (conducción) se tocan en el punto K±.

La estructura cristalina hexagonal que tiene el grafeno se puede describir como una
red triangular de Bravais con dos átomos (A y B) en la celda unitaria y vectores de la
base {a1,a2},

a1 =
a0

2

(
3,
√

3
)
, a2 =

a0

2

(
3,−
√

3
)
, (3.1)

donde a0 ≈ 1.42 Å es la distancia entre átomos de carbono; en la figura 3.3a las subredes
A y B están representadas por sitios amarillos y verdes, respectivamente. De este modo,
la primera zona de Brillouin (zB) para el grafeno resulta la región hexagonal de la figura
3.3b2, con la base de vectores rećıprocos {b1,b2},

b1 =
2π

3a0

(
1,
√

3
)
, b2 =

2π

3a0

(
1,−
√

3
)
. (3.2)

De las seis esquinas de la zB para el grafeno, sólo dos de estas esquinas son no
equivalentes (por la dirección del pseudoesṕın de valle, ver figura 2.4 de [80]), pues el
resto se obtiene con sumar un vector rećıproco a éstas como se muestra en la figura
3.3b. Estos dos puntos de simetŕıa se denotan como K+ y K−, y pueden verse escribirse
como

K+ =
2π

3a0

(
1,− 1√

3

)
, K− =

2π

3a0

(
1,

1√
3

)
. (3.3)

Para el grafeno pŕıstino3, se tiene que la banda de valencia y conducción se tocan en
estos puntos K±, como se observa en la figura 3.4.

2La zB hexagonales consecuencia de considerar la red triangular de Bravais.
3Puro, sin impurezas ni deformaciones elásticas.
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(a) (b)

K+
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K+

K-K-

K-

δ1
δ2
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Figura 3.3: (a) Red cristalina del grafeno en el espacio real, que es hexagonal bidimen-
sional y se compone de las dos subredes triangulares A (sitios amarillos) y B (verdes).
Se limita con una ĺınea rayada gris la celda unitaria y se muestran los vectores unitarios
a1/2 = a0/2(3,+/-

√
3). El parámetro de red es a0 = 1.42 Å. (b) Primera zona de Brillouin

del grafeno, con los vectores de red rećıproca b1/2 = 2π/3a0(1,+/-
√

3) y los puntos no

equivalentes K± = 2π/3a0(1,∓1/
√

3).

Como se mencionó anteriormente, el transporte electrónico en grafeno se puede
estudiar considerando solamente los orbitales pz; además, como se puede ver en la figura
3.3a, un átomo de la subred A tiene como primeros vecinos átomos de la subred B y
viceversa. Por ello, el Hamiltoniano de amarre fuerte para los electrones considerando
sólo primeros vecinos (〈· · · 〉) se escribe como

H = −
∑
〈i,j〉

tij |iA〉 〈jB|+ H.c., (3.4)

donde |iA/B〉 es el estado atómico pz (normalizado por número de celdas unitarias) loca-
lizado en el átomo de carbono de posición ri en la subred A/B, y tij son los parámetros
de acoplamiento entre vecinos cercanos, que para el grafeno pŕıstino tij = t = 2.8 eV.

Para derivar el espectro energético de bandas con este modelo se usa como an-
satz una combinación linea de sumas de Bloch, ya que tiene dos subredes triangulares
periódicas, que se puede escribir como

|Ψk〉 =
∑
j

eik·rj
(
cA |jA〉+ cB |jB〉

)
, (3.5)

donde k = (kx, ky) es un vector de onda que se limita a la zB. Suponiendo además que
no hay traslape entre orbitales pz, S = 〈pA

z |pB
z 〉 = 0, de la ecuación de Schrödinger se

obtiene el siguiente problema de eigenvalores:(
HAA(k) HAB(k)
HBA(k) HBB(k)

)(
cA

cB

)
= E(k)

(
cA

cB

)
, (3.6)
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donde Hαβ =
∑

i,j e
ik·(rj−ri) 〈iα|H |jβ〉, por lo que se obtiene que HBA = H∗AB y HAA =

HBB = 0. Aśı, el elemento HAB se escribe como

HAB(k) =− t
(
eik·δ1 + eik·δ2 + eik·δ3

)
=− te−ikxa0

[
1 + 2e3ikxa0/2 cos

(√
3kya0/2

)]
,

(3.7)

donde los vectores a primeros vecinos en la red real se muestran en la figura 3.3a y
están dados como δ1 = −1/3(a1 + a2) = −a0(1, 0), δ2 = 1/3(2a1 − a2) = a0/2(1,

√
3)

y δ3 = 1/3(2a2 − a1) = a0/2(1,−
√

3).
De (3.6) y (3.7) se obtiene que la enerǵıa tiene la forma E±(k) = ± |HAB(k)|,

E±(k) = ±t

[
3 + 2 cos

(√
3kya0

)
+ 4 cos

(√
3

2
kya0

)
cos

(
3

2
kxa0

)]1/2

. (3.8)

E
[t

]

K+
K-

Banda 
valencia

Banda 
conducción

Cono de Dirac

Figura 3.4: (a) Estructura de bandas del grafeno pŕıstino. Se muestra que en las seis
esquinas de la zona de Brillouin (puntos grises K+, puntos negros K−) las bandas de
valencia y conducción se tocan, y cerca de estos puntos la relación de dispersión puede
aproximarse de forma lineal (ĺıneas rojas), formando los conos de Dirac.

Dado que los orbitales pz sólo los ocupa un electrón, en el modelo π-π∗ sólo está
llena la banda inferior (π). En la expresión obtenida para la enerǵıa, el signo negativo
corresponde a la banda de valencia (π) y el signo positivo a la banda de conducción
(π∗). De aqúı mismo se verifica que E(k = K±) = 0, siendo los puntos K± donde
las bandas se tocan, es decir, no hay brecha de banda. En la figura 3.4 se grafica esta
relación de dispersión en la zB.

En la estructura de bandas del grafeno con este modelo (figura 3.4) se observa
como es que cerca de los puntos K± la relación de dispersión se aproxima de forma
lineal, donde se puede hacer una descripción de Dirac de lo electrones, dando lugar a
los llamados Conos de Dirac, de modo que el nivel de Fermi se encuentra justo donde
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3.1 Grafeno y las uniones pn

los conos se tocan. Es por ello que a estos puntos se les llama puntos de Dirac4. Para
obtener dicha relación de dispersión lineal, basta con expandir la enerǵıa (3.8) alrededor
de los puntos K±, de modo que se considere q = k−K± � 1, llegando aśı a la expresión

E(q) = s~vF |q| , (3.9)

donde s = sgn(E) = ±1 es el ı́ndice de banda (s = −1 para banda de valencia, s = +1
para banda de conducción) y vF = 3a0t/2~ ≈ 106 m/s es la velocidad de Fermi. Esta
aproximación de bajas enerǵıas hace una descripción continua de fermiones de Dirac
relativistas sin masa5, que es uno de los aspectos más interesantes del grafeno, donde
vF es la velocidad efectiva a la que los electrones se mueven [83]. Para obtener el
Hamiltoniano de la descripción de Dirac, se hace la expansión del Hamiltoniano (3.7)
alrededor de los puntos K±, q� 1, llegando a la expresión

H±Di(q) = ~vF
(

0 qx ∓ iqy
qx ± iqy 0

)
= ~vF σ̂± · q, (3.10)

donde H±Di corresponde al punto K±, y σ̂+ = σ̂∗− = (σx, σy) con σx/y matrices de Pauli.
Aqúı es donde se puede ver que los puntos K+ y K− son no equivalentes, dando lugar
a un grado de libertad referente a la polarización de valle (valle K+ o K−) llamado
pseudoesṕın de valle. Este pseudoesṕın de valle da lugar a un nuevo tipo de electrónica
en grafeno llamada valletrónica [84], aunque este grado de libertad no se considera para
las uniones pn ya que no afecta.
Del Hamiltoniano (3.10), se obtiene que los eigenestados de Dirac son

|Ψξ,s(q)〉 =
1√
2

(
1

seiξθq ,

)
(3.11)

donde s es el ı́ndice de banda, ξ es el ı́ndice de valle (ξ = +1 para el valle K+,
ξ = −1 para el valle K−), θq = arg(qx + iqy) es la fase entre las subredes, que juega el
papel de pseudoesṕın de red6. De este modo, considerando la polarización de valle, los
eigenestados se pueden escribir como

Ψj(q)=

{
c−ei(q+K−)·rj + c+ei(q+K+)·rj si j ∈ A,

s c−ei(q+K−)·rj+iθq − s c+ei(q+K+)·rj−iθq si j ∈ B,
(3.12)

donde el parámetro c± controla la ocupación de los valles K±. Para los resultados de
este trabajo, se considera que la polarización de valle de los electrones inyectados es la
misma, de modo que c± = 1/2.

4Los puntos de Dirac son aquellos puntos donde la relación de dispersión es lineal alrededor de ellos.
Los valles K± no siempre coinciden con los puntos de Dirac, pues cuando hay deformaciones elásticas
en grafeno dichos puntos son distintos [50, 81, 82].

5Si bien la velocidad a la que se mueven los electrones en el grafeno es apenas una centésima parte
de la velocidad de la luz, se considera que los electrones son fermiones “relativistas” sin masa por el
hecho de que se describen como part́ıculas relativistas. Lo anterior debido a que la enerǵıa relativista
de una part́ıcula es E = (m2c4 + |p|2 c2)1/2, y despreciando la masa, se llega a la expresión E = c |p|,
que es la relación de dispersión que tienen los electrones en grafeno considerando su “velocidad de la
luz” c como la velocidad de Fermi vF , es decir, E = vF |p| como lo muestra la ecuación (3.9).

6Ya que en el eigenestado de Dirac cada entrada del biespinor corresponde a la amplitud de la
subred A y subred B, respectivamente.
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La aproximación de Dirac funciona bien para enerǵıa en el rango [−0.15t, 0.15t],
que es el rango de enerǵıas efectivas que se utilizan en los resultados de este trabajo. A
enerǵıas más altas, los conos de Dirac sufren la deformación de pasar de conos circulares
a conos trigonales, llamado trigonal warping effects [85, 86].

3.1.2. Descripción de las uniones pn en grafeno

Las uniones pn en grafeno están formadas por dos regiones con diferente dopaje, como
se muestra en las figuras 3.5a-b, y comúnmente son creadas por medio de compuer-
tas metálicas o graf́ıticas (figura 3.5c-d) que inducen un potencial electrostático ex-
terno. El perfil de este potencial electrostático, expresado V (r) en el espacio continuo
y V =

∑
j Vj |j〉 〈j| en el método de amarre fuerte [57, 87], es el que da la configuración

de la unión en la nanocinta de grafeno.

Como se mencionó antes, el nivel de Fermi para el grafeno sin potencial electrostático
aplicado se encuentra en el punto de Dirac (figura 3.4). En grafeno, una región tipo n se
genera aplicando un potencial electrostático negativo (considerando EF = 0), de modo
que el nivel de Fermi se mueva hacia la banda de conducción, mientras que una región
tipo p se produce con un potencial positivo causando que el nivel de Fermi se vaya a
la banda de valencia; véase figura 3.5a. Este desplazamiento de los conos de Dirac es
consecuencia de considerar el Hamiltoniano completo del sistema ahora como [13, 15]

H = HDi(q) + V (r)1, (3.13)

donde HDi es el Hamiltoniano (3.10) para cualquier valle.
Una unión pn es generada si hay una transición interbanda, es decir, los electrones van
de una banda a otra (por ejemplo, de la banda de conducción a valencia en la figu-
ra 3.5a), pero también hay uniones pp’ o nn’ donde la transición es intrabanda, y se
mantiene en una misma banda; para estas últimas uniones, basta con que el valor del
potencial aplicado en dos regiones sea distinto, pero que el nivel de Fermi se mantenga
en la misma banda de valencia (pp’ ) o de conducción (nn’ ).

En los últimos años se han realizado experimentos en uniones pn rectas de grafeno
con el método de compuertas de potencial [22–28, 31, 33, 35, 36], como se muestra en la
figura 3.5a, y se ha demostrado que se pueden hacer uniones abruptas a nivel atómico
[37]. Para ilustrar, se toma como ejemplo el dispositivo usado por Chen et al. [31] (figura
3.5c), donde se generan uniones pn, pp’ y nn’ con interfaz suave. En este dispositivo,
se encapsula grafeno con nitrato de boro hexagonal (BN) y se utiliza una compuerta de
grafito en una región del dispositivo, para que junto con la compuerta de silicio dopado
se puedan generar los tres tipos de uniones, aplicando voltajes espećıficos. También,
se utilizan sólo compuertas metálicas por encima (top gates) [24, 28, 33] para generar
dos regiones de dopaje. Estas uniones pn rectas son generadas aplicando el potencial
electrostático:
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Vlin(r) =


0 si x ≤ −w/2(
x
w + 1

2

)
V si |x| < w/2

V si x ≥ w/2,
(3.14)

(a) (b)

(c) (d)

raphene
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Figura 3.5: Unión pn de grafeno recta (a) y circular (b). El sombreado azulado muestra
el potencial electrostático dentro de la nanocinta de grafeno (ver escala arriba). Ambas
uniones tienen una interfaz suave que separa la región tipo n (izquierda, blanco) y la tipo p
(derecha, azul), como lo indica el perfil del potencial electrostático señalado la curva sólida
negra. Para la unión recta, se denomina región de interfaz donde el potencial cambia
linealmente, y tiene un tamaño w. Se observa el desplazamiento de los conos de Dirac
por el potencial electrostático aplicado, causando que los electrones con enerǵıa E (ĺınea
negra rayada) vayan de la banda de conducción (cono naranja) a la banda de valencia
(cono azul claro). Esquemas experimentales propuestos para generar uniones pn rectas (c)
y circulares (d), por Chen et al. [31] y Brun et al. [43], respectivamente. Para la unión
recta, se utiliza una compuerta de grafito, que junto con la compuerta de silicio, permite
generar las uniones pn (incluso pp’ y nn’ ). Para la unión circular, se utiliza el SGM como
compuerta para generar el perfil de potencial de dopaje.
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donde V es el valor del potencial que tiene la región p y w es el ancho de la llamada
región de interfaz, donde el potencial electrostático cambia de forma lineal entre las
regiones n y p (véase figura 3.5a).

Por el lado de las uniones pn circulares, se han realizado estudios experimentales
con interfaz suave [30, 41–43], como se muestra el perfil de la figura 3.5b. Para mostrar
como se generan las uniones circulares, se toma el arreglo de Brun et al. [43] (figura
3.5d) con que generan uniones pn (pero también se podŕıan generar uniones pp’ y nn’
con este mismo método). Este arreglo experimental consta de grafeno encapsulado sobe
sustratos de silicio y como compuerta de voltaje utilizan un Scanning Gate Microscopy
(SGM), que consta de una punta metálica polarizada de microscopio (STM o AFM)
que puede barrer sobre el dispositivo anterior y genera un potencial electrostático local
por debajo de la punta. Con el SGM se tiene la posibilidad de controlar el ancho de
la unión pn para cualquiera que sea su altura. El potencial inducido por el SGM está
modelado por la expresión [42, 43]

Vcir(r) =
V

1 + (r/r0)α
, (3.15)

donde V y r0 son la altura y el radio del potencial, respectivamente, y α controla la
suavidad de la unión. De la figura 3.5b se puede notar que la unión pn circular puede
entenderse como una unión npn.

3.2. Trayectorias electrónicas desde la óptica geométrica

de gradiente de ı́ndice

El camino libre medio en el grafeno suspendido puede llegar a alcanzar 1µm7 [70, 90],
por lo que la propagación de haces de electrones en este material puede describirse
como fenómenos ópticos. De esto, se ha visto que un haz de electrones en la interfaz de
una unión pn en grafeno tiene un comportamiento como la luz cuando pasa entre entre
dos materiales de diferente ı́ndice de refracción. Aśı, los electrones cuando se reflejan y
transmiten siguen la una versión generalizada de la ley de reflexión y refracción de la
óptica geométrica, donde el ı́ndice de refracción está determinado por el dopaje de las
regiones n y p, una caracteŕıstica importante de las uniones [3, 5, 9, 28, 31].

Para hacer la descripción de la propagación de haces de electrones como la propa-
gación de part́ıculas puntuales, se hace una aproximación de la teoŕıa semiclásica para
el Hamiltoniano (3.13), donde esta dinámica de los electrones es reformulada mediante
el Hamiltoniano pseudorelativista clásico

Hsc = s(r)vF |p|+ V (r), (3.16)

7Para comparar, el camino libre medio del Silicio, el material más usado en la electrónica actual, y
del Germanio están del orden de 10−2 µm [88, 89].
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3.2 Trayectorias electrónicas desde la óptica geométrica de gradiente de ı́ndice

donde s(r) = sgn(E − V (r)) es el ı́ndice de banda y |p| =
√
p2
x + p2

y =
√
p2
r + l2/r2 es

el momento lineal en coordenadas cartesianas y polares (l el momento angular), respec-
tivamente. Las trayectorias de los electrones baĺısticos descritas por este Hamiltoniano
pueden ser relacionadas con la óptica de rayos definiendo el ı́ndice de refracción del
medio (artificial) como

n(r) =
E − V (r)

vF
. (3.17)

Tomando en cuenta que el potencial electrostático V (r) puede tener cambios suaves (en
la escala de la longitud de onda de Fermi de los electrones) por el sistema, se obtiene
una descripción de un medio con gradiente de ı́ndice.

Esta definición (3.17) del ı́ndice de refracción efectivo del medio está motivada por
la generalización de la Ley de Reflexión y la Ley de Snell (Ley de Snell generalizada)8

θre = −θin,
sen (θin)

sen (θtr)
=
E − V
E

=
ntr

nin
, (3.18)

donde θin/re/tr es el ángulo angulo de incidencia, reflexión y transmisión, y nin/tr el
ı́ndice de refracción de la región n y p, respectivamente, de una unión pn recta abrupta
(w → 0) como las de la figura 3.7. Además, de esta generalización de la Ley de Snell,
dado que ntr < 0, se obtiene el fenómeno de refracción negativa en el grafeno [5, 13, 28].

Las ecuaciones de movimiento para los electrones (como part́ıculas puntuales) en
las uniones rectas en esta descripción semiclásica están dadas por

dx

dt
=∂pxHsc =

s(x) vF px√
p2
x + p2

y

=
vF px
n(x)

,

dy

dt
=∂pyHsc =

s(x) vF py√
p2
x + p2

y

=
vF py
n(x)

,

(3.19)

donde además se obtiene que py se conserva; esto por la simetŕıa traslacional a lo largo
del eje y (ver figura 3.5a). Eliminando la dependencia temporal de estas ecuaciones,

dy/dx = py/px = s(x)py/
√

n2(x)− p2
y, se obtienen las trayectorias semiclásicas

y(x) = y0 + py

∫ x

x0

s(x′)dx′√
n2(x′)− p2

y

, (3.20)

donde r0 = (x0, y0) es la posición inicial del electrón en el sistema.
Para el caso de las uniones circulares, las ecuaciones de movimiento de los electrones

8La obtención de esta La Ley de Snell generalizada se hace a partir de la se conservación el momento
paralelo a la interfaz entre dos medios con distinto ı́ndice de refracción; para más detalles véase la tesis
previa del autor [91, sec. 3.2.3]. En este sentido, esta Ley de Snell generalizada se cumple para cada
región del sistema con distinto ı́ndice de refracción.
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son dadas por

dr

dt
=∂prHsc =

s(r) vF pr√
p2
r + l2

r2

=
vF pr
n(r)

,

dθ

dt
=∂lHsc =

s(r) vF l

r2
√
p2
r + l2

r2

=
vF l

r2n(r)
,

(3.21)

de donde l se conserva por la simetŕıa rotacional (ver figura 3.5b). Nuevamente, elimi-
nando la dependencia temporal de estas ecuaciones se llega a las trayectorias semiclási-
cas

θ(r) = θ0 + l

∫ r

r0

s(r′)dr′

r′
√
r′2n2(r′)− l2

, (3.22)

con posición inicial r0 = (r0, θ0) Estas trayectorias semiclásicas obtenidas para los
electrones son idénticas a las trayectorias obtenidas para haces de luz en medios con
gradiente de ı́ndice [92], aparte de una diferencia importante: el indice de refracción n(r)
depende de la enerǵıa y potencial de dopaje, y puede tomar también valores negativos
en la región p. Este hecho da lugar al fenómeno de la refracción negativa en el grafeno,
pues se pasa de un ı́ndice de refracción positivo (región n) a un ı́ndice de refracción
negativo, como se ve en las figuras 3.7b-d y 3.11a-b. También, n es siempre negativo en
las uniones pp’ y siempre positivo en las uniones nn’ .

Además del fenómeno de refracción negativa para las uniones pn, resulta la exis-
tencia de regiones energéticamente prohibidas. Esto surge debido a que las ráıces del
denominador de las ecuaciones (3.20) y (3.22) se convierten en imaginarias para cierta
regiones del sistema, donde se cumplen las condiciones |n(x)| 6 |py| y |n(r)| 6 |l/r| para
las uniones rectas y circulares, respectivamente. Estas regiones prohibidas son mostra-
das en la figura 3.6, donde al considerar los denominadores antes mencionados, la curva
degradada del ı́ndice de refracción n cae dentro de la región gris sombreada, que está
delimitada por el valor del momento lineal py (o angular l) que tiene el electrón. De
aqúı se ve que el tamaño de dicha región prohibida depende del valor de py (o l) del
electrón; además, cuando la interfaz es abrupta, no hay región prohibida porque no
hay variación de n que caiga dentro de la región sombreada. Estas regiones prohibidas
no pueden ser penetradas desde el punto de vista de la mecánica clásica (viendo a los
electrones como part́ıculas puntuales), pero desde la mecánica cuántica los electrones
pueden tunelar estas regiones prohibidas como ondas evanescentes.

Como se verá en los resultados de las próximas secciones, el tunelamiento de los
electrones a través de la región prohibida es suprimido en gran medida para las uniones
pn suaves, lo que hace que los bordes de esta región tomen el rol de zonas de reflexión
del haz incidente. Esto se explica con la figura 3.6, donde la transmisión del haz de
electrones decae conforme la incidencia de los electrones es más oblicua, ya que py (o
l) incrementa haciendo también que el tamaño de la región prohibida aumente. De
la misma forma, la transmisión de un haz con incidencia normal es perfecta, ya que

25



3.2 Trayectorias electrónicas desde la óptica geométrica de gradiente de ı́ndice

py = 0 (o l = 0) y la región prohibida desaparece, lo que acuerda con la conservación
del pseudoesṕın de subred que da lugar a la ausencia de retrodispersión o al llamado
tunelamiento de Klein.

(a) (b)

n
n

Figura 3.6: Zonas prohibidas para las uniones pn rectas (a) y circulares (b). La curva
degradada de rojo a azul da el valor de ı́ndice de refracción n (ver leyenda lateral para n)
a una enerǵıa constante, y las curvas negras representan el momento lineal py y angular
l. Cuando n cae dentro de las regiones grises sombreadas, las ráıces de (3.20) y (3.22) son
imaginarias y los electrones tienen que hacer tunelamiento cuántico a través dichas regiones
prohibidas. Las ĺıneas cafés en (a) indican el tamaño de la región prohibida en el espacio
real.

El buen acuerdo entre el flujo de corriente cuántico, calculado por NEGF, y las
trayectorias semiclásicas de la óptica geométrica puede ser esperado sólo en el siguiente
régimen de parámetros espećıficos. Es necesario que la longitud de onda de Fermi de los
electrones λF sea mucho mayor que la distancia interatómica de la red de grafeno a0,
para que se pueda éstos se puedan describir como un continuo, además de que λF tiene
que ser mucho menor que el tamaño del sistema (Lx, Ly), para percibir el trayecto de
los electrones por el sistema. También, es necesario que el cambio suave del potencial
electrostático pueda ser percibido por los electrones con longitud de onda λF para que
notar los efectos de la suavidad de la unión, de modo que ésta debe ser más pequeña
que la variación espacial del potencial ∆x/yV . Estas condiciones pueden resumirse por
la desigualdad

a0 � λF =
2π

|k|
=

3π

|Eef|
a0t < ∆x/y � Lx/y. (3.23)

Sin embargo, el hecho que el potencial electrostático cambie suavemente por el sistema,
hace que la enerǵıa efectiva del electrón sea E−V (r), de modo que su longitud de onda
de Fermi cambiará hasta violar esta desigualdad.

En las siguientes subsecciones se mostrará la comparación entre el flujo de corriente
y las trayectorias semiclásicas para el caso de las uniones rectas y circulares, donde se
consideran los casos con interfaz suave y abrupta.
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3.2.1. Uniones pn rectas

Para comenzar a analizar el efecto de las uniones pn en grafeno, primero se analiza el
caso de las uniones con interfaz abrupta, es decir, el perfil del potencial electrostático
tiene forma de escalón (en otras palabras, w → 0 en la figura 3.5a). Para ello, se analiza
el flujo de corriente, calculado a partir del método NEGF, sobre una cinta de grafeno
con un tamaño de 150× 150 nm o más grande9. En la figura 3.7a se muestra el flujo de
corriente de un haz de electrones inyectado de acuerdo a la ecuación (2.29) en el borde
izquierdo de la nanocinta de grafeno pŕıstino, con una enerǵıa E = 0.15t = 420 meV
(que corresponde a una longitud de onda de Fermi λF ≈ 9 nm) y un momento lineal pa-
ralelo al eje x (es decir k0 = kF (1, 0)). Como se observa en la figura, la propagación de
los electrones como haz tiene una divergencia debido a la difracción (por su naturaleza
ondulatoria), lo que permitirá comparar el flujo de corriente calculado numéricamente
con las trayectorias semiclásicas.

En la figura 3.7b se muestra el mismo caso, pero ahora con una unión pn recta con
interfaz abrupta (ĺınea gris rayada) donde el potencial electrostático aplicado cambia
de 0 a 2E (ver ecuación (3.14))10. Se observa que por la presencia de la unión, el haz de
electrones sufre refracción negativa al pasar de la región n a la región p, enfocándonse
nuevamente en el borde derecho de la nanocinta. Además, ocurre el tunelamiento de
Klein por la incidencia normal del haz en la interfaz. El fenómeno de refracción nega-
tiva se visibiliza aqúı fuertemente, ya que de acuerdo a (3.17) el ı́ndice de refracción
de cada región tiene el mismo valor, |nin| = |ntr|, y con la refracción común de la luz
entre dos medios con el mismo ı́ndice de refracción no habŕıa cambio de trayectoria de
los rayos, pero en este caso los signos tienen diferente signo por lo que los electrones
sufren cambio en su trayectoria.
Por otro lado, cuando la interfaz se inclina11 con un ángulo θin los electrones no llegan
a la interfaz de forma ortogonal, y el haz de electrones incidente se divide en un haz
reflejado y un haz transmitido. Las ĺıneas sólidas negras, verdes y azules de la figura
3.7 corresponden a las trayectorias semiclásicas predichas (ecuación (3.20)) para los ha-
ces de electrones incidente, reflejado y transmitido, respectivamente. Nótese que cada
trayectoria tiene un r0 = (x0, y0) distinto. Estas trayectorias siguen la Ley de Snell ge-
neralizada (3.18); además, la opacidad de las las trayectorias semiclásicas transmitidas
y reflejadas está relacionada con los eficientes de transmisión

T =
cos θin cos θtr

cos2
(
θin+θtr

2

) , (3.24)

y reflexión R = 1− T , que son similares a los coeficientes expresados en la óptica para

9La precisión de las aproximaciones utilizadas aqúı incrementa con el tamaño del sistema, por la
condición (3.23).

10Como el haz de electrones se inyectó en el borde izquierdo, éste comenzó en la región n de la unión,
como será en todos los casos posteriores correspondientes.

11Note que por la isotroṕıa de los conos de Dirac (estructura de bandas a bajas enerǵıas), inclinar
la unión un ángulo θ es equivalente a inyectar los electrones a dicho ángulo θ. Ver apéndice A de [91].
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la luz entre dos medios con distinto ı́ndice de refracción.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.7: Flujo de corriente en nanocintas de grafeno en ausencia (a) y presencia [(b)-
(d)] de un potencial electrostático que cambia de forma abrupta en la ĺınea rayada gris
y por tanto genera una unión pn. La densidad de corriente es indicada por el degradado
de rojo (máximo) a blanco (mı́nimo) y los vectores del campo de corriente por flechas
amarillas. El haz electrónico divergente de (a) es enfocado por la unión pn en (b). Se
observa en (b)-(d) que las trayectorias semiclásicas de la ecuación (3.20) concuerdan con el
flujo de corriente calculado a partir del método NEGF. En la interfaz de la unión pn, el haz
electrónico incidente se divide en un haz reflejado y en un haz transmitido, en acuerdo con
la ley de Snell generalizada (3.18), y que es evidenciado por las trayectorias semiclásicas.
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En general, las trayectorias semiclásicas concuerdan en buena forma con los cálculos
cuánticos numéricos, como se ve en las figuras 3.7b-d. Este tipo de uniones pn abruptas
se han estudiando en gran medida teóricamente [3, 5, 7, 9, 10, 13, 19, 20] y con una
interfaz estrecha experimentalmente [23–25, 28, 31, 33, 35, 36]. La contribución de este
trabajo es trabajo es confirmar la Lee de Snell generalizada por medio de cálculos
cuánticos numéricos del flujo de corriente. Adicional a esto, en las figuras 3.7c-d se
observan patrones ondulatorios cerca de la interfaz de la unión, que es ampliado en la
figura 3.8a. en la figura 3.8b se muestra la superposición entre una onda incidente y una

onda reflejada en la interfaz,
∣∣eikin·r + eikre·r

∣∣2. El acuerdo entre estas dos últimas figuras
confirma que el patrón ondulatorio cerca de la interfaz es efecto de la interferencia entre
las funciones de onda del haz de electrones incidente y del reflejado, que va más allá
de las trayectorias semiclásicas, pues dichas trayectorias sólo describen la óptica de
rayos. También, patrones ondulatorios similares se pueden observar cerca de los bordes
de la nanocinta, y se explican de manera similar por las reflexiones de los bordes.
Las reflexiones por los bordes están dadas porque el potencial complejo asociado a los
contactos no absorben de forma perfecta y por tanto generan estas pequeñas reflexiones
que interfieren con el haz incidente. Además, en la figura 3.8a ĺıneas de flujo (flechas
amarillas) muestran que la corriente no cambia instantáneamente su dirección en la
interfaz de la unión, sino que el cambio es en la región del ancho finito del haz incidente,
lo que tampoco cubre las trayectorias semiclásicas, pues nuevamente el ancho de éstas
últimas es infinitesimal.
Los resultados de la figuras 3.7 y 3.8 ya han sido reportados en la tesis de licenciatura
[91] anterior del autor de la presente y han sido tomados como punto de partida para
los resultados que se presentan a continuación.

(a) (b)

ei k i n⋅r

ei kr e⋅r

Figura 3.8: Flujo de corriente cerca de la interfaz de la unión pn en grafeno. (a) acerca-
miento de la región de la interfaz de la figura 3.7c. (b) Densidad de probabilidad generada

por la superposición de un haz electrónico incidente y uno reflejado,
∣∣eikin·r + eikre·r

∣∣2.
El buen acuerdo entre (a) y (b) muestra que la interferencia entre dos haces electrónicos
genera el patrón ondulatorio cerca de la interfaz (ĺınea rayada gris).
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Para continuar con la discusión de las uniones pn rectas, ahora se presentan las
uniones con interfaz suave, donde en la región de interfaz de tamaño de w ≈ 350a0 ≈
50 nm ≈ 5λF,iny el potencial electrostático aplicado cambia linealmente, como en la
figura 3.5a. Como lo muestra la figura 3.9, el acuerdo entre las trayectorias semiclásicas
y los cálculos del flujo de corriente acuerdan de buena manera, además de que la Ley
de Snell generalizada mantiene su validez en las uniones suaves12. Es de notar que en
comparación con el caso de la interfaz abrupta (figura 3.7), el haz de electrones inci-
dente es reflejado en gran parte con la interfaz suave. Este efecto de reflexión puede
observarse incluso cuando la incidencia es normal (figura 3.9a), debido a que el haz de
electrones inyectado sufre difracción y se cambia ligeramente el ángulo incidente de los
electrones en los bordes del haz y sólo para los electrones cerca de incidencia normal el
tunelamiento de Klein toma lugar. Además, este efecto es incluso más pronunciado para
haces de electrones muy angostos (simulando fuentes puntuales) donde la difracción es
más intensa, como se observa en la figura 3.9b. Las uniones pn suaves de las figuras
3.9a-b pueden ser usadas para generar haces electrones estrechos paralelos después de
la región de interfaz, como lo muestra el flujo de corriente.

El incremento de la reflexión del haz inyectado para estas uniones suaves puede ser
entendido por el surgimiento de la región prohibida que es indicada por una región gris
sombreada en la figura 3.9. Además, se puede ver una acumulación de la densidad de
corriente justo en el borde la región prohibida, lo que coincide con el punto de retorno
de la trayectoria semiclásica. Como se anticipó en la figura 3.6a, el tamaño de la región
prohibida está determinado por el momento py que tenga el electrón, pero debido a
la difracción del haz inyectado, no todos los electrones del haz tienen el mismo ángulo
de incidencia θ (pero si es alrededor de θin para el caso de un haz ancho) y entonces
no todos tienen el mismo momento py; es decir, py = py(θ) y por tanto el tamaño
de la región prohibida depende de este ángulo θ. Es por ello que en cada panel de la
figura 3.9 la región prohibida tiene una forma distinta. La difracción del haz en cada
figura fue determinado a partir del flujo de corriente en grafeno homogéneo (figura
3.7a) y es cubierta por las trayectorias semiclásicas, como se observa en la figura 3.9.
Adicionalmente, la opacidad de las trayectorias semiclásicas está relacionada con el
coeficiente de transmisión Tlin que es determinado por la probabilidad de tunelamiento
de la región prohibida y sigue la expresión

Tlin(θ) =
∣∣∣ei

∫ x2
x1

dx′px(x′)
∣∣∣2 = e

−2
∫ x2
x1

dx′
√

n2(x′)−p2y(θ)
, (3.25)

donde x1 y x2 limitan el tamaño de la región prohibida para el valor py(θ) (véase figura
3.6a), y por tanto dependen de θ, y son las ráıces del denominador de (3.20). Nótese
que las trayectorias semiclásicas en la región prohibida también son dibujadas (en color
azul claro), y esto es debido a que en esta región las ondas propagantes se convierten a
ondas evanescentes y se utiliza la sustitución px → ipx. Aunque la longitud de onda de
Fermi diverge en esta región prohibida pudiendo romper la aproximación geométrica,

12En la región de interfaz, donde el potencial electrostático tiene un cambio lineal suave, se pueden
considerar regiones pequeñas con un potencial constante para ver la validez la ley de refracción.
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la continuación de las trayectorias hacia la otra región clásica permitida acuerda bien
con los cálculos cuánticos de la corriente.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.9: Flujo de corriente en uniones pn rectas de grafeno con un cambio suave en la
interfaz (w = 50 nm). La región de la interfaz es delimitada por las ĺıneas rayadas negras
(ver figura 3.5a)). Los puntos donde el electrón va de la banda de conducción a la banda
de valencia son indicados por la ĺınea rayada gris. Las trayectorias semiclásicas (ĺıneas
sólidas) concuerdan bien con la densidad de corriente NEGF (degradado rojo). La zona
clásicamente prohibida está indicada por la zona sombreada gris. En el borde la región
prohibida, la densidad de corriente se acumula y las trayectorias se reflejan. Note que la
forma de la zona prohibida para la incidencia normal [(a),(b)] depende de la difracción del
haz electrónico inyectado, la cual es determinada en base a la figura 3.7a.
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Hasta ahora la discusión se ha centrado en el caso de uniones pn, donde ocurre una
transición interbanda. Para el caso de las uniones nn’ y pp’ , donde los electrones se
mantienen en la misma banda, el comportamiento del flujo de corriente es cualitativa-
mente distinto. En la figura 3.10 se muestra el caso de un haz de electrones muy estrecho
(y por tanto muy divergente) desde el borde izquierdo de la nanocinta de grafeno con
este tipo de uniones. En contraste con la unión pn (figura 3.9b), la transmisión de la
corriente a través de la región de interfaz (ĺıneas rayadas) es mucho mayor. Esto es
debido en las uniones nn’ y pp’ la mayoŕıa de los electrones inyectados no tienen una
región prohibida; también por esto las trayectorias semiclásicas no cambian de color.
Aunque es de notarse que para la unión nn’ existe un ángulo cŕıtico a partir del cuál
hay reflexión total, como se ven en la trayectoria más externa de la figura 3.10a, por
el surgimiento de la zona prohibida. Se observa que el efecto de la unión nn’ en la
configuración |nn| > |nn′ |13 (figura 3.10a) realza la divergencia del haz de electrones,
mientras que la unión pp’ en la configuración |np| <

∣∣np′∣∣ (figura 3.10b) reduce esta
divergencia, similar a una lente convergente.

13Para describir la configuración de n, se hace referencia a los recuadros de la derecha superior de
los paneles en la figura 3.10. Se considera la región anterior a la región de interfaz como la no primada
y a la posterior como la primada. En este sentido, para el caso de la figura 3.10a, la diferencia entre
la enerǵıa E y potencial V (r) es mayor en la región n, y por tanto el valor del ı́ndice de refracción n,
que en la región n′; por ello, la configuración es |nn| > |nn′ |. Para la figura 3.10b es el caso contrario,
en la región p la diferencia mencionada es menor que en la región p′, por ello que es la configuración
|np| < |np′ |.
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(a) (b)

V(r)

E V(r)

E

Figura 3.10: Óptica electrónica en uniones suaves nn’ (a) y pp’ (b); en la parte superior
derecha la configuración para n (véase pie de página 13). Los electrones son inyectados
como un haz muy estrecho, similar a una fuente puntual. La transmisión de la corriente
es significativamente mayor que en el caso de la unión pn, donde sólo los electrones con
incidencia normal se transmiten (compárese con la figura 3.9b). Las trayectorias semiclási-
cas (curvas negras) acuerdan con el flujo de las ĺıneas de corriente (flechas amarillas) para
cada caso.

3.2.2. Uniones pn circulares

Ahora se considerarán las uniones pn circulares, en las cuales surgen algunos efectos
similares que en las uniones rectas.

Como se mencionó antes, la suavidad de la unión circular está dada por el parámetro
α en (3.15); aśı, una unión pn con interfaz abrupta, donde el potencial electrostático
aplicado en la región fuera de r0 es cero y dentro de esta región es V , es obtenida usando
α→∞; al igual que para las uniones rectas abruptas, el cambio repentino de potencial
electrostático no percibe la existencia de una región prohibida. En las figuras 3.11a-b
se muestran dos uniones pn circulares abruptas, donde se observa que una parte de
la corriente inyectada por el borde izquierdo es deflectada alrededor de la interfaz de
la unión, mientras que otra entra a la región p enfocándose en un único punto [6]. En
estas sistemas, a parte de esbozar las trayectorias semiclásicas incidentes, reflejadas, y
transmitidas al interior (región p) y exterior (región n) de la unión, también se dibujan
trayectorias (verdes) referentes a reflexiones internas; la opacidad de estas trayectorias
está relacionada con los coeficientes de transmisión y reflexión de la ecuación (3.24).
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(a) (b)

(c)
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Figura 3.11: Flujo de corriente en uniones pn circulares abruptas [(a),(b)]. El potencial
electrostático cambia abruptamente en la ĺınea rayada gris de V = 0 (exterior) a V = 2E
(interior). Se observa que surge un único punto focal dentro de la unión (región p, dentro del
ćırculo rayado gris). Fuera de la unión (región n), los electrones son dispersados de forma
divergente. (c) Interferencia de un haz electrónico que incide como onda plana (con perfil

gaussiano, A(r) ec. (2.30)) y uno que se refleja como onda esférica,
∣∣A(r)eikin·r + eikrer/r

∣∣2.
En (a) y (b), las trayectorias semiclásicas acuerdan bien con el flujo de corriente dentro de
la unión, mientras que fuera de la unión las trayectorias no pueden reproducir los efectos
de interferencia entre el haz incidente y el haz reflejado en la interfaz (onda esférica), como
muestra el patrón ondulatorio en (c).

En el interior de la unión, las trayectorias semiclásicas transmitidas acuerdan con el
punto de enfoque que hace el flujo de corriente, además de que las trayectorias de las
reflexiones internas señala la cáustica que el flujo de corriente también hace al interior
[6, 12, 14, 16]. Sin embargo, en el exterior de la unión las trayectorias semiclásicas no
acuerdan muy bien con los cálculos cuánticos de la corriente. Este desacuerdo puede ser
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explicado la naturaleza ondulatoria de los electrones, que al igual en para las uniones
rectas, generan patrones ondulatorios productos de la interferencia entre la función de
onda incidente y la reflejada por la interfaz de la unión. En este caso de las uniones
circulares, la interfaz es circular y por tanto la onda electrónica reflejada está dada
(aproximadamente) como una onda esférica; este hecho genera que la interferencia con
la onda plana incidente sea en una región mucho mayor que en el caso de las uniones
rectas. El patrón de interferencia resultante con este modelo se muestra en la figura
3.11c, el cual acuerda cualitativamente con el patrón ondulatorio de la corriente en el
exterior de la unión pn (véase figuras 3.11a-b). Esto también demuestra las limitaciones
de la óptica geométrica en la descripción de las trayectorias electrónicas en las uniones
pn circulares. Adicionalmente, en la figura 3.11 se puede notar que cuando el radio de
la unión se reduce, la incidencia de los electrones laterales se vuelve más rasante y una
parte se desv́ıa alrededor de la interfaz.

(a) (b)

Figura 3.12: Óptica electrónica de ı́ndice gradual en uniones suaves pn circulares (α = 2).
El ćırculo rayado indica la isoĺınea V (r) = E, llamada ĺınea de interfaz. El flujo de corriente
y las trayectorias semiclásicas (ec. (3.22)) concuerdan de forma cualitativa. La diferencia
entre este acuerdo se explica por la existencia de una región prohibida energéticamente
alrededor de la isoĺınea, la cual promueve reflexiones fuera de la unión (figura 3.11c) aśı
como interferencia entre las reflexiones internas, produciendo ésto último un patrón ondu-
latorio. La interfaz de la región prohibida está indicada por el punto donde las trayectorias
cambian de color negro a verde y de azul claro a azul. La imagen incrustada para cada
figura muestra un acercamiento con ĺıneas de corriente del interior de la unión pn.

Cuando el perfil del potencial electrostático aplicado es suave (α = 2), se obtiene una
unión circular con un cambio gradual del ı́ndice de refracción, la cual es ciertamente
el dispositivo más atractivo para la óptica electrónica de gradiente de ı́ndice. Estos
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dispositivos ya han sido realizados experimentalmente [30, 42, 43] (ver figura 3.5d).
En la figura 3.12 se muestra el calculo cuántico del flujo de corriente, aśı como las
trayectorias semiclásicas, para dos casos de estos dispositivos de gradiente de ı́ndice,
donde estos dos métodos tiene un acuerdo aproximado, pero que este desacuerdo es
debido a la existencia de las regiones energéticamente prohibidas. Dado que el haz de
electrones se inyecta desde el borde izquierdo de la nanocinta, la figura 3.6b muestra que
para estas uniones circulares suaves existen tres regiones prohibidas para los electrones:
la primera al pasar a través de la isoĺınea que marca el cambio entre la región n y la
región p (ĺınea gris rayada), llamada ĺınea de interfaz para este caso, la segunda al
interior (región p) de la unión y la tercera al pasar de la región p haćıa la región n; y
entre ellas hay regiones permitidas. Las trayectorias semiclásicas al interior de la unión
siempre son tangentes a la segunda zona prohibida, y están en una zona permitida.
Esto indica que hay una zona prohibida, por donde los electrones pasan a través de ella
por tunelamiento cuántico, alrededor de toda la ĺınea de interfaz y que al interior de
la unión la región es clásicamente permitida. El coeficiente de transmisión nuevamente
depende del tamaño de esta zona prohibida, que a su vez depende del momento angular
l con el que es inyectado el electrón, y tiene la expresión

Tcir = e
−2

∫ r2
r1

dr′
√

n2(r′)−l2/r′2
, (3.26)

donde r1 y r2 son los ĺımites de la región prohibida, y dependen del ángulo de incidencia
θ que es alrededor de θin. Las trayectorias evanescentes de la región prohibida se dibujan
en azul claro en la figura 3.12, y también la opacidad de todas las trayectorias depende
de este coeficiente de transmisión.
Es por la existencia de la región prohibida que una gran parte del haz de electrones
inyectado es reflejado, causando un patrón ondulatorio al exterior de la unión mucho
más pronunciado que en las uniones circulares abruptas (véase figura 3.11). También,
de forma similar que en las uniones pn rectas suaves (figura 3.9), se puede observar
una acumulación de corriente en el borde de la región prohibida, la cual es indicada
por las trayectorias semiclásicas en el cambio de trayectorias incidentes (curvas negras)
a reflejadas (verdes) y evanescentes (azul claro). El tamaño de la región prohibida es
muy pequeño para los electrones con incidencia (cercana) normal a la ĺınea de interfaz
(véase figura 3.6b) y estos electrones pasan de forma sencilla al interior de la unión
pn, pero debido a que dicha región prohibida persiste alrededor de la ĺınea de interfaz,
los electrones son confinados y surgen múltiples reflexiones internas que interfieren
entre ellas y producen un patrón ondulatorio (véanse imágenes incrustadas de la figura
3.12). Esta interferencia da lugar al desacuerdo entre las trayectorias semiclásicas y
el flujo de corriente calculado cuánticamente al interior de la unión. Además, para
algunos conjuntos de parámetros (véase figura 3.13a) se puede observar un patrón de
interferencia extremadamente pronunciado en el interior de la unión, dando lugar a los
Modos de Galeŕıa Susurrantes o Whispering Gallery Modes (WGM) [17, 30, 41, 78, 79].
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(a) (b)

LDOS
min max

(c)

0
0

Figura 3.13: Óptica electrónica de ı́ndice gradual en uniones suaves pn circulares (α = 2),
con la condición V = 1.75E (a). Patrón de fuerte interferencia que forma los Whispering
Gallery Modes (ver el acercamiento superior) que puede observarse para parámetros es-
pećıficos. (b) Representación esquemática de los WGM desde la óptica geométrica (supe-
rior) y la óptica ondulatoria (inferior); figura modificada de [93]. (c) Mapa de la LDOS
(ec. (2.8)) tomada sobre la ĺınea naranja de (a), variando la enerǵıa de inyección de los
electrones E respecto al valor del potencial Lorentziano V (ec. (3.15)). Las flechas grises
indican algunos valores donde se generan resonancias en la LDOS y por tanto los WGM,
mientras que la flecha negra indica los parámetros para la figura (a).

Como se muestra en la figura 3.13b, los WGM son producidos por el confinamiento
de los electrones en el interior de la unión donde la trayectoria de rayos se describe re-
flexiones totales internas dentro de una cavidad circular, pero su imagen ondulatoria de
está dada como lóbulos o pétalos, por la interferencia; véase acercamiento de la figura
3.13a. Debido a la existencia de la región prohibida alrededor de la ĺınea de interfaz,
se genera el efecto de una cavidad, donde los electrones entran como ondas evanescen-
tes y tienen las trayectorias de los WGM, produciendo estos patrones de pétalos en
la densidad de corriente [94]. Para determinar las condiciones de confinamiento de los
electrones por la unión pn de modo que se produzcan WGM, se buscan las resonancias
en la densidad local de estados (LDOS) al variar los valores de los parámetros de la
unión, como lo es la enerǵıa de inyección respecto al potencial electrostático aplicado
[30, 79]. En la figura 3.13c se muestra el mapa de la LDOS que se calculó en los sitios
de la ĺınea naranja de la figura 3.13a, donde este cálculo fue a partir del método NEGF
en la aproximación de amarre fuerte; véase ecuación (2.8). Se mantuvo el perfil del
potencial electrostático fijo, V y r0, y se varió la enerǵıa de inyección de los electrones
al sistema, E. Las flechas en la figura indican algunas relaciones entre E y V que pro-
ducen las resonancias en la LDOS, y donde se generan los WGM14.

14El hecho que el mapa de la LDOS esté en función de las relaciones E/V y x/r0, sugiere que los
valores de estas relaciones son las que de se deben de buscar para generar los WGM, pudiendo cambiar
el valor de V y r0.
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Este tipo de dispositivo, que generan WGM en el interior de la unión pn, buscan usarse
como sensores de campos magnéticos o eléctricos externos [95], filtros fotónicos o mo-
duladores de señal [94].

Cuando se estudia la transición de una unión circular suave a una con interfaz
abrupta, incrementando el valor del parámetro α en (3.15), se observa una modificación
del patrón de la corriente al interior la unión. En la figura 3.14 se muestra una parte
de esta transición, donde además se pueden observar los patrones de interferencia de el
interior de la unión, los cuales dependen de la sensibilidad de la suavidad de la unión.
Conforme la interfaz de la unión se va haciendo más abrupta, la densidad de corriente
es mayormente dispersada y el punto de enfoque de la corriente al interior de la unión
se mueve del centro de ésta (véase figura 3.12b) hacia el borde izquierdo (lado donde
incide el haz de electrones) de la ĺınea de interfaz (véase figura 3.11b).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.14: Flujo de corriente en uniones pn circulares con distinta suavidad. Cuando
el parámetro α incrementa en (3.15), la unión se vuelve menos suave, la densidad de
corriente incrementa su dispersión y el punto focal se mueve del centro de la unión (ver
figura 3.12b) haćıa la izquierda (ver figura 3.11b). Adicionalmente, se pueden ver que el
patrón ondulatorio dentro de la unión depende fuertemente del valor de α.
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Ahora, considerando las uniones nn’ y pp’ circulares en grafeno (figura 3.15) se
observa que la imagen del flujo de corriente tiene un mayor cambio entre ellas con
respecto a las uniones rectas (figura 3.10), y de hecho el efecto generado con la unión
nn’ es distinto al que produce la unión pp’ .
En el caso de la unión nn’ en configuración |nn| > |nn′ | (véase recuadro de la figura 3.15a
para la configuración), el potencial Lorentziano aplicado actúa como un divisor de haz,
el cual incluso separa electrones una diferencia pequeña en el momento angular. Una vez
más, las trayectorias semiclásicas, obtenidas por la ecuación (3.22), y los cálculos de la
densidad de corriente tienen un acuerdo muy visible; también, estas trayectorias indican
que el tunelamiento de Klein persiste para electrones con incidencia normal (momento
angular cero). Por otro lado, la unión pp’ circular en la configuración |np| <

∣∣np′∣∣ se
comporta como una lente convergente (véase figura 3.15b), ya que enfoca a la corriente
en un punto único frente al radio del potencial (ćırculo punteado).
En contraste con el régimen de las uniones pn circulares suaves, en las uniones nn’ y
pp’ el patrón ondulatorio de interferencia disminuye considerablemente debido a que, al
igual que para las uniones rectas, para la mayoŕıa de los electrones del haz incidente no
hay zonas prohibidas. Esto hace a las uniones nn’ y pp’ un escenario ideal para realizar
dispositivos de óptica de gradiente de ı́ndice en grafeno. Es importante mencionar que,
de acuerdo a la definición (3.17), el ı́ndice de refracción es siempre positivo para la
unión nn’ y siempre positivo para la unión pp’ . Adicional a esto, se demuestra que la
óptica electrónica de gradiente de ı́ndice está en alineada con el principio de la óptica
de la luz incluso con refracción negativa, ya que “los rayos se desv́ıan hacia la región
con mayor ı́ndice de refracción” [92, p. 132].

(a) (b)

Figura 3.15: Flujo de corriente en uniones suaves nn’ (a) y pp’ (b) circulares; la configu-
ración de n en el recuadro inferior (véase pie de página 13). El primer caso representa un
divisor de haz muy eficiente, mientras que el segundo actúa como una lente convergente.
Se observa nuevamente que las trayectorias semiclásicas y el flujo de corriente coinciden.
El ćırculo punteado indica el radio del potencial Lorentziano aplicado.
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3.2.3. Lentes GRIN en grafeno

Como una prueba de concepto de la óptica electrónica de gradiente de ı́ndice, se aplica
la técnica desarrollada en las subsecciones anteriores a dos lentes de gradiente de ı́ndice
(GRIN, por GRadient-INdex ) bien conocidas en la óptica y la acústica: la Lente de
Luneburg y la Lente generalizada de Maxwell. En este contexto, se toma la expresión
del ı́ndice de refracción de la lente GRIN, y a partir de la ecuación (3.17) se determina
el potencial electrostático V (r) que se requiere aplicar a la nanocinta de grafeno. La
funcionalidad de estos dispositivos de la óptica electrónica en grafeno es demostrada en
la figura 3.16.

La lente de Luneburg [96] tiene el efecto de que cualquier haz colimado (paralelo)
que incida de cualquier dirección lo enfoca en un único punto sobre la su superficie.
Por este efecto que produce, la lente de Luneburg se ha propuesto como antena de
microondas, escáner de ángulo sólido detectando fuentes de diversas direcciones o como
retroreflector de radar [97–99]. Su ı́ndice de refracción gradual está dado como

n(r) = n0

{√
2− (r/r0)2 para r < r0

1 otros casos,
(3.27)

donde n0 = E/vF es el ı́ndice de refracción sin potencial electrostático aplicado. En la
figura 3.16a se muestra como al aplicar el potencial electrostático V (r) adecuado para
obtener el ı́ndice de refracción (3.27) (véase recuadro inferior), un haz de electrones
colimado que se incide a la lente es enfoca en un único punto en su superficie (curva
gris rayada), donde este punto es contrario a la dirección de incidencia del haz, que es
el mismo efecto de una lente de Luneburg en óptica y acústica.

El ı́ndice de refracción de la Lente generalizada de ojo de pescado de Maxwell
[100–103], o simplemente lente generalizada de Maxwell, tiene la forma

n(r) = n0

{
2

(r/r0)1+m+(r/r0)1−m
para r < r0

1 otros casos,
(3.28)

donde m es el parámetro que determina la función de la lente (m > 0). Esta lente, co-
mo su nombre lo indica, es una generalización de la clásica Lente de ojo de pescado de
Maxwell (m = 1) propuesta en 1854. Estas lentes tienen la función de tomar un punto
enfocado en la superficie de la lente y reenfocarlo en uno (m = 1) o dos (m < 1) puntos
sobre la misma superficie de la lente, además de ser lentes GRIN esféricas consideradas
libres de aberraciones y con óptimos caminos ópticos [102]. Cuando el reefonque es en
dos puntos, la distancia entre estos aumenta conforme el valor del parámetro m dismi-
nuye [101, 102]. Por el efecto de la lente de Maxwell, se han propuesto como antenas
retrodirectivas [104] o acopladores en sistemas fotónicos [105], e incluso en fotograf́ıa;
adicionalmente, se ha construido una lente generalizada de Maxwell de forma experi-
mental usada como divisor de haz [103].
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.16: Flujo de corriente en grafeno con un potencial electrostático que genera una
lente de Luneburg (a) y lentes generalizadas de Maxwell [(b)-(d)] con diferentes valores de
m (ec. (3.28)). La lente de Luneburg recibe un haz colimado y lo enfoca en la superficie de
la lente (ćırculo rayado gris), mientras que la lente Maxwell toma un punto enfocado en la
superficie de la lente y lo enfoca nuevamente en puntos en la superficie; particularmente para
m = 1, es el punto diametralmente opuesto. Los potenciales electrostáticos para generar
estas lentes están dados por (3.27) y (3.28), respectivamente, y el perfil del potencial se
muestra en el recuadro inferior de cada figura; la escala del potencial está en términos de
t.

En las figuras 3.16b-d se muestra el flujo de corriente en una nanocinta de grafeno
cuando se le aplica un potencial electrostático para obtener el ı́ndice de refracción (3.28)
para distintos valores de m (véase perfil en recuadro inferior). Para este caso, se inyecta
un haz de electrones muy estrecho, para simular una fuente puntual, en la superficie
de la lente. Para el caso de m = 1 se aprecia que la fuente puntual de electrones
es enfocada en el punto diametralmente opuesto sobre la superficie de la lente, que
es efecto de la lente clásica de Maxwell; además de que las trayectorias semiclásicas
acuerdan fuertemente con el flujo de corriente. Para los casos de m < 1, se demuestra
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que el haz puntual inyectado en la superficie se divide en dos haces, denominados haces
secundarios, que también se enfocan en la superficie de la lente, y que la distancia entre
estos dos puntos aumenta conforme el valor del parámetro m disminuye. Adicional a
esto, se observa que cada haz secundario se vuelve a dividir nuevamente, de modo que
las trayectorias semiclásicas sólo describen a una parte de este haz. La división de los
haces secundarios se atribuye a una interferencia entre el haz que sigue las trayectorias
inferiores y el haz que sigue las trayectorias superiores, pues donde los caminos de
estos dos haces se cruzan (donde las trayectorias semiclásicas se cruzan) comienza esta
división de cada haz secundario. En la figura 3.17a se muestra el sistema de la figura
3.16d agrandado, donde ahora la inyección del haz no es por el borde izquierdo sino
al interior del sistema (punto de inyección indicado por la flecha morada); se observa
que la división de los haces secundarios sigue sucediendo, lo que indica que este efecto
no es producto de la interferencia con la corriente reflejada por los contactos (en los
bordes) del sistema. Además, en la figura 3.17b se muestra el flujo de corriente para el
sistema anterior, con el perfil del potencial truncado15, el cual no es significativamente
distinto al flujo de corriente en la figura 3.17a. Esto sugiere que se puedan manejar estos
potenciales truncados para generar las lentes generalizadas de Maxwell en grafeno.

(a) (b)

Figura 3.17: Lente generalizada de Maxwell, donde la inyección del haz de electrones es al
interior del sistema indicado por la flecha morada, con Lx0 = 150 nm (véase figura 3.16d).
En (b) se muestra el flujo de corriente con el perfil del potencial truncado. El perfil del
potencial electrostático aplicado para generar la lente se muestra en el recuadro inferior de
cada figura; la escala del potencial está en términos de t. Se observa que la división de los
haces se conserva, producto de interferencia dentro de la lente.

15Con el potencial truncado se hace referencia a que se evita el valor resonante del potencial en el
centro de la lente, y se corta en una pequeña zona a un valor fijo del potencial; véanse los valores de
los perfiles en ambas figuras 3.17, donde la reducción del potencial es en un factor de 3.
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3.2.4. Geodésicas para las uniones pn en grafeno

Se han propuesto diversos modelos continuos para el grafeno deformado elásticamente,
donde se describen a las excitaciones efectivas de los fermiones de Dirac sin masa por
medio de un campo magnético artificial, donde resulta campo pseudomagnético gene-
rado por la deformación [50, 70, 75, 106]. Aplicando la aproximación eikonal, donde se
hace la transición de la descripción de la óptica ondulatoria a la óptica de rayos y donde
la “ecuación de movimiento” resultante es para la trayectorias de part́ıculas puntuales,
a la descripción de fermiones de Dirac no masivos en un espacio curvo, se obtiene la
ecuación de las geodésicas en una superficie 2D curva dada.
En este sentido, considerando el tensor de deformaciones efectivo ε̃ aplicado a la nano-
cinta de grafeno para generar esfuerzos locales, se define la métrica (inversa) del espacio
curvo continuo como

g̃ij(x) = δij − 2ε̃ij(x). (3.29)

Al considerar el potencial electrostático aplicado V (r) en la nanocinta de grafeno, para
generar las uniones pn circulares suaves, se obtiene la ecuación de las geodésicas para
la nanocinta deformada y bajo un potencial electrostático externo

dvi

dτ
+ Γ̃iklv

kvl =
√
g̃g̃ijεjkv

kB̃ + g̃ij
(
− ∂V
∂xj

)
E(τ), (3.30)

donde vi(τ) = dxi(τ)/dτ es la “velocidad”, Γ̃ikl = 1
2 g̃
ij(∂kg̃jl + ∂lg̃kj − ∂j g̃kl) son los

śımbolos de Christoffel, εij es el śımbolo antisimétrico de Levi-Civita, B̃(x1, x2) es el
campo pseudomagnético asociado a la deformación y E(τ) =

[
V (x1(τ), x2(τ))− E(τ = 0)

]
es la enerǵıa efectiva de los fermiones; x1 = x, x2 = y. Véase la subsección 3.3.2 para
más detalles sobre la deformación elástica del grafeno y del campo pseudomagnético
asociado a ésta.

Debido a que en lo anterior se han estudiado sólo las uniones pn circulares sin defor-
mación (ε̃ = 0̃), se está en un espacio plano. Por tanto, la ecuación para las geodésicas
de electrones descritos por la aproximación de Dirac (ecuación (3.10)) acoplados al
potencial electrostático V (r) se reduce a

dp

dt
≡ d

dt

(
[E − V (r)]

v2
F

dr

dt

)
= −∇V (r), (3.31)

donde el vector de momento p(r) a lo largo de la trayectoria r(t) satisface la relación
de dispersión [E − V (r)]2 = v2

F |p|
2.

En la figura 3.18 se muestran las geodésicas (curvas naranjas rayadas) obtenidas
para el caso de una unión pn circular previa (figura 3.12a) y donde se hace la com-
paración con las trayectorias semiclásicas obtenidas de la óptica geométrica (curvas
negras). Se muestra que las trayectorias de la óptica geométrica son equivalentes a las
geodésicas en la región clásica (n > 0) y que tienen una ventaja ante éstas últimas,
pues las trayectorias ópticas describen el tunelamiento de los electrones a través de las

43



3.2 Trayectorias electrónicas desde la óptica geométrica de gradiente de ı́ndice

regiones prohibidas y tienen una propagación permitida en el interior de la unión. De
esta forma, las trayectorias ópticas obtienen una descripción mucho más completa de
la dinámica de los electrones en estos sistemas ante las geodésicas.

Figura 3.18: Flujo de corriente en unión suave pn circular. Las trayectorias semiclásicas
(ec. (3.22)) se muestran en curvas solidas negras, mientras que las geodésicas (ec. (3.31)) son
dadas por las curvas rayadas naranjas. Ambos métodos son equivalentes en las trayectorias
reflejadas. Sin embargo, las geodésicas no pueden ser usadas para estimar las trayectorias
de los electrones que se transmiten a través de la unión.

3.2.5. Conclusiones

En el trabajo de esta sección se investigó el flujo de corriente baĺıstica en uniones pn de
grafeno abruptas y suaves, donde las uniones fueron rectas y circulares. Comparando
los cálculos numéricos del transporte cuántico con las trayectorias semiclásicas, se de-
mostró que el flujo de corriente en estos dispositivos se puede entender en gran medida
mediante la óptica geométrica de gradiente de ı́ndice.
Para las uniones pn rectas, se confirmó la validez de la ley de Snell generalizada, aśı co-
mo se mostró los efectos de interferencia entre el haz incidente y el haz reflejado (figuras
3.7-3.9) y el surgimiento de una región prohibida cuando la interfaz es suave (figuras
3.9 y 3.6). Estas regiones prohibidas reflejan en gran medida la corriente, a excepción
de los electrones con incidencia normal debido al tunelamiento de Klein. Estas uniones
pn rectas suaves pueden ser usadas como generadores de haces de electrones estrechos
y paralelos.
Centrando el estudio en las uniones pn circulares, cuando la interfaz es abrupta, una
parte de la corriente entra al interior de la unión enfocándose en un único punto, lo
que acuerda con la cáustica de las trayectorias semiclásicas (figura 3.11). Cuando el
perfil de la unión se suaviza, se obtiene un ı́ndice de refracción que cambia gradualmen-
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te. Las trayectorias semiclásicas en estos sistemas acuerdan de forma cualitativa con
los cálculos cuánticos del flujo de corriente, pero las regiones prohibidas intensifican la
interferencia al exterior e interior de la unión (figura 3.12). Esta interferencia intensa
puede llevar para algunos parámetros espećıficos a la generación de WGM (figura 3.13).
Finalmente, se demostró que las uniones circulares nn’ y pp’ actúan como divisores de
haz y lentes convergentes (figura 3.15), dando lugar al diseño de dispositivos en la na-
noelectrónica. Adicional a esto, se probó que es posible hacer lentes GRIN de la óptica
y acústica con grafeno (figura 3.16), como la lente de Luneburg o la generalizada de
Maxwell.
Las trayectorias semiclásicas son una herramienta eficiente para estimar el flujo de co-
rriente en dispositivos de grafeno en nanoelectrónica cuando los efectos de interferencia
de corriente no son predominantes, como en los casos del divisor de haz, la lente con-
vergente o las lentes GRIN. Estas trayectorias son válidas en un régimen de longitudes
que se resume como

constante
de red

� longitud de onda
del electron

� escalas de longitudes
caracteŕısticas

� camino libre
medio.

En contraste, las simulaciones de NEGF son necesarias cuando la naturaleza ondula-
toria de los electrones genera patrones de interferencia pronunciada que no pueden ser
descritas por los métodos semiclásicos.
Los resultados presentados en esta sección contribuyen en el entendimiento del flujo de
corriente local en las uniones pn suaves de grafeno y estimulan el estudio experimental
de los distintos fenómenos surgidos en estos sistemas, aśı como gúıan eventualmente al
diseño de nuevos dispositivos en la nanoelectrónica con grafeno.

3.3. Efecto de las uniones pn en grafeno con desorden y

deformaciones elásticas

El estudio del transporte baĺıstico a través de las uniones pn abruptas de grafeno ha
dado cabida a que se pueda observa que haces de electrones sufren los fenómenos de tu-
nelamiento de Klein [4, 9, 13, 18], donde los electrones atraviesan barreras de potencial
cuando inciden cerca de la incidencia normal y no hay retrodispersión, y la refracción
negativa [5, 28, 31]. Estos fenómenos excepcionales de la óptica en la materia conden-
sada ha permitido diseñar dispositivos que tengan el efecto de la lente de Veselago
[5, 28, 31, 38, 107], donde el cambio de ı́ndice de refracción de positivo a negativo (o
viceversa) produce el resultado de una lente convergente, mediante estas uniones pn
abruptas. Es por ello que este tipo de uniones son también consideradas como lentes
de Veselago. Adicional a estos efectos, también se han estudiado estas uniones pn de
grafeno con desorden o deformaciones elásticas en la monocapa.
Por el lado de uniones pn de grafeno con desorden, se ha considerado dicho desorden
alrededor de la interfaz o en todo el sistema. Si el desorden está alrededor de la inter-
faz, se ha mostrado que éste realza la conductancia (y por tanto mejora el transporte
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electrónico) cuando se le aplica un campo magnético perpendicular (efecto Hall cuánti-
co) [108–111] o que el efecto de lente de Veselago es robusto cuando dicha amplitud
de desorden es un orden menor al potencial electrostático que genera la unión [107].
También, si el desorden está en toda la monocapa de grafeno, el transporte tiende a ser
difuso y las condiciones para obtener transporte baĺıstico son marginales [112, 113].
Por otro lado, el estudio de las uniones pn en grafeno con deformaciones elásticas han
sido mayormente estudiadas con deformaciones sobre el plano, y sólo recientemente fue-
ra del plano. Para el caso de deformaciones elásticas unidimensionales, se ha encontrado
que estos sistemas se pueden tomar como ventaja para controlar el flujo de corriente
y que funcionen como polarizadores de valle [7, 40], lentes de Veselago asimétricas [39]
o interruptores de corriente [77]; además, en combinación con desorden se observa un
incremento de la conductividad en el efecto Hall [111]. Con las deformaciones fuera del
plano se ha mostrado que se puede hacer un control del esṕın de valle en dispositivos
cuánticos de Hall (uso campo magnético perpendicular externo) [114].

En esta sección se estudia los efectos de las uniones pn abruptas en el transporte
electrónico cuando las nanocintas de grafeno tienen regiones de desorden o cuando su-
fren de deformaciones elásticas fuera del plano. Dichas lentes de Veselago son generadas
mediante uniones pn con interfaz abrupta, que aunque no forman un punto focal defi-
nido, producen refracción negativa para el haz de electrones. También, se presentan las
condiciones en las cuales estas uniones revierten la distorsión del flujo de corriente por
estas modificaciones en la nanocinta de grafeno. Para los resultados que se presentarán
a continuación se hace una extensión del sistema, con el objetivo de tener una mejor
imagen del efecto que tienen las uniones pn de grafeno en el haz de electrones inyec-
tado. Dicha extensión comienza a partir de un borde en el sistema denominado borde
de simetŕıa, que indica cuando tanto la región n como la p tienen el mismo tamaño en
la unión. De este modo, por la simetŕıa de la unión se espera que los resultados sean
los mismos si la inyección es de derecha a izquierda (antes se ha sido consistente con la
inyección de izquierda a derecha desde la región n).

3.3.1. Regiones de desorden en uniones pn

Han sido arduos los estudios de transporte electrónico en grafeno pŕıstino, aunque es
común que contraiga algún desorden en su proceso de śıntesis. En general, este desorden
se ha clasificado en varias categoŕıas, como grafeno corrugado, defectos topológicos,
vacancias, impurezas (adátomos) o defectos sp3 [115]. En la categoŕıa de impurezas,
éstas pueden estar en la red del grafeno [116, 117], sobre ésta [118] o pueden estar
cerca de la interfaz entre el sustrato y la capa de grafeno [113, 119–121]. Cuando las
impurezas se encuentran en la red del grafeno, éstas tomar el papel de dispersores
cargados. Si las impurezas están debajo de monocapa de grafeno, cerca de la interfaz
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con el sustrato, también funcionan como centros que generan un charco de carga16. Con
este último método, es posible tener regiones de desorden en grafeno, como lo muestra
el dispositivo propuesto por Rossi et al. (figura 3.19d), donde las impurezas entre la
interfaz del sustrato y el grafeno se concentran en grupos.
En lo que sigue, se estudia el flujo de corriente de un haz de electrones inyectado a una
unión pn abrupta con regiones de desorden aleatorio.

(b)

(c) (d)

Si

SiO2

tg
G

ε=1

Vi=VD,1 Vj=-VD,1

Vi=VD,1 Vj=-VD,2

(a)

(b)

(c) (d)

Si

SiO2

tg
G

ε=1

Vi=VD,1
Vj=-VD,1

Vi=VD,1 Vj=-VD,2

VERSION ANTIGUA

Figura 3.19: (a) Ejemplo de la distribución local del potencial de desorden en una región
circular dentro de la región n de la unión; véase la escala del potencial y que fuera de la
región el potencial es cero. Se observa que los valores del potencial de desorden tienen una
distribución uniforme. (b),(c) Desorden aleatorio en la región p simétrico (b) y no simétrico
(c) respecto a la región de desorden en la región n de la unión. El color de los sitios (misma
escala que (a)) indica el valor del potencial local de desorden. En el caso simétrico, el sitio
en la región n y su sitio reflejado respecto a la ĺınea de interfaz (gris rayada) tienen el
mismo valor de potencial de desorden (VD,1), pero con signo contrario (región n positivo,
región p negativo); para el caso no simétrico, los valores del potencial local de desorden
VD,1 y VD,2 no tienen que ser iguales, como lo muestra la escala de colores. (d) Dispositivo
propuesto por Rossi et al. [113] para generar charcos de carga mediante impurezas (puntos
negros en zona blanca) entre el sustrato (verde) y la monocapa de grafeno (G, roja). tg se
refiere a una compuerta superior de voltaje.

Para estudiar los efectos que tienen las uniones pn en grafeno con desorden, se
generan región espećıficas de desorden mediante la aplicación de un potencial local en
los sitios de la unión pn de grafeno. Esto puede ser posible agrupando impurezas por
debajo del grafeno, en el sustrato. En la descripción de amarre fuerte, este desorden se
implementa añadiendo un término de potencial local al Hamiltoniano (3.4) [57, 87], de
modo que el Hamiltoniano del sistema se escribe como

HD = Htb +

 ∑
i∈reg.n

Vn |i〉 〈i|+
∑

i∈reg.p

Vp |i〉 〈i|

+
∑
i∈D

Vi |i〉 〈i| , (3.32)

16Un charco de carga es una región en el sistema que tiene una variación de potencial electrostático
similar a la profundidad de un charco de agua, es decir, un “centro” más profundo (más cargado) que a
las orillas va disminuyendo su profundidad (disminuyendo el potencial). Para referencias visuales véase
[120, 121].
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donde Htb es el Hamiltoniano (3.4) que describe a la red del grafeno, los términos entre
corchetes hacen la descripción de la unión pn abrupta y el último término refiere al
potencial local de desorden en la región D. La unión pn abrupta se implementa con
un potencial electrostático externo y se expresa como una unión pn recta (3.14) con
w → 0 (véase figura 3.7), conduciendo a Vn = 0 y Vp = V . En el término del desorden,
el potencial local de desorden tiene un valor aleatorio en un rango entre 0 y un valor
máximo D, Vi ∈ [0, D], donde esta aleatoriedad obedece a una distribución de proba-
bilidad uniforme; al valor máximo de desorden D también se le denomina amplitud de
desorden. Véase la figura 3.19a donde se muestra una región circular de desorden D en
la región n de la unión con una amplitud de desorden D1 = 0.05t = 140 meV.

Para comenzar la investigación de los efectos de las uniones pn abruptas en grafeno
con desorden, se analiza el flujo de corriente calculado mediante el método NEGF, so-
bre un sistema de 100 × 200 nm, con una extensión del sistema en la dirección x de
100 nm (que tiene un potencial externo aplicado de V ). En la figura 3.20a se muestra
la imagen del flujo de corriente en una unión pn simétrica (V = 2E en ec. (3.14)) del
haz inyectado desde el borde izquierdo de la nanocinta (región n) a una enerǵıa de
E = 0.15t = 420 eV. Al igual que en el caso de la figura 3.7b, se observa el fenómeno de
refracción negativa y el reenfoque del haz en el borde de simetŕıa (ĺınea rayada negra)
que se encuentra a los 200 nm (el doble de la posición de la interfaz -ĺınea rayada gris-);
en este reenfoque, el haz de electrones toma el mismo ancho del que tiene cuando es
inyectado en el sistema. En esta figura no es dif́ıcil ver que si se inyectara el haz de
electrones en el borde de simetŕıa haćıa la izquierda, la imagen del flujo de corriente
seŕıa la misma, sólo que en sentido opuesto, por ello el nombre de “borde de simetŕıa”.
Este reenfoque del haz de electrones es debido a que en la interfaz de la unión pn los
electrones cambian el ángulo de su trayectoria sólo en dirección y no en valor, θtr = −θin

de acuerdo a la Ley de Snell generalizada (3.18) (véase figura 3.7b). Adicional al reen-
foque del haz de electrones en el borde de simetŕıa, se observa en la 3.20a que en la
extensión del sistema el haz de electrones se colima mayormente, y sólo un poco de este
haz tiene una divergencia pequeña (al igual que el haz inyectado). Debido que el haz
de electrones se inyecta completamente con momento horizontal, esto hace referencia
al comportamiento simétrico del transporte en la unión pn, pues indica que el haz de
electrones después del borde de simetŕıa conserva este momento horizontal. La difrac-
ción del haz de electrones en la región n es debido a la naturaleza ondulatoria de los
electrones. El hecho que el haz de electrones se haya reenfocado en el borde de simetŕıa
y después de haya colimado, se denomina que el haz se ha reconstruido.

Para mostrar el impacto que tiene el desorden en el transporte en grafeno, se toma
una unión pn con una región circular de desorden D1 en el lado izquierdo de la unión
(región n) con un radio rr = 0.2Ly = 20 nm17 y un amplitud de desorden D1 = 0.05t ≈
0.33E (la figura 3.19a muestra un bosquejo de la distribución del potencial local de

17Recordando que la longitud de onda de Fermi asociada a la enerǵıa de inyección E = 0.15t =
420 meV es de λF ≈ 9 nm, el tamaño de la región de desorden es de ∼ 4.5λF .
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desorden de esta región D1). La posición vertical de D1 está alineada con la inyección
del haz de electrones al sistema. La figura 3.20b muestra que la región de desorden
D1, indicada como una región sombreada morada, produce alteración en el flujo de
la corriente (compárese con el flujo de corriente de la región n en la figura 3.20a)
generando que la corriente se divida y también vaya hacia los bordes superior e inferior
del sistema; al llegar a la interfaz de la unión, la corriente se refracta y se enfoca en
una zona anterior al borde de simetŕıa para después divergir intensamente. El hecho de
que el foco del haz de electrones en la región p sea antes del borde de simetŕıa, y por
tanto el haz de electrones diverja, es debido a que buena parte de los electrones llegan
a la interfaz con ángulos de incidencia grandes.

(a)

(c)

(b)

(d)

(b)

(d)

Figura 3.20: Flujo de corriente en unión pn abrupta simétrica sin desorden (a), con una
zona circular de desorden D1 (radio rr y amplitud de desorden D1) en la región n (b), y
con una zona de desorden D2 de amplitud D2 en la región p simétrica (c) y no simétrica
(d) (note el cambio de color de D2). La ĺınea gris rayada indica la interfaz abrupta de la
unión pn, mientras que la ĺınea negra rayada marca el llamado borde de simetŕıa donde la
región n y la región p tienen el mismo tamaño y después de esta ĺınea se tiene una extensión
del sistema. Se observa en (a) que el haz de electrones inyectado recupera su tamaño en el
borde de simetŕıa y después se colima mayormente, es decir se reconstruye, mientras que
en (b) el haz se enfoca antes y después diverge fuertemente; en el caso de dos regiones de
desorden, pasa algo similar que en (a), donde el haz recupera su tamaño en la ĺınea negra
y después se colima mayormente.

Tomando ventaja de la simetŕıa de la unión pn, se genera una segunda región de
desorden D2 en la región p, que es una región reflejada de D1 respecto a la interfaz
de la unión, tanto en la posición como en la distribución del potencial de desorden
(por ello tiene el mismo tamaño y amplitud de desorden). Debido a que el potencial
electrostático que genera la unión pn es V = 2E en la región p, la enerǵıa efectiva de
los electrones en esta región es −E; por ello, si en D1 el potencial local Vi > 0, para
conservar la simetŕıa de enerǵıa se asigna Vi < 0 en D2. Aún más, en el sentido de
que la distribución del potencial de desorden también tenga simetŕıa de reflexión, si
un sitio en D1 tiene un potencial local VD,1, entonces el sitio reflejado respecto a la

49



3.3 Efecto de las uniones pn en grafeno con desorden y deformaciones elásticas

interfaz de D2 tiene que poseer un potencial −VD,1, como se muestra en la figura 3.19b.
Con estas condiciones donde D2 es enteramente simétrica a D1, en la figura 3.20c se
muestra que el haz de electrones se reenfoca nuevamente en el borde de simetŕıa debido
a la presencia de D2, y en la extensión del sistema se observa que gran parte éste se
colima (véase el centro del haz) y disminuye significativamente su divergencia respecto
al caso donde solamente estaba D1, de modo que el haz de electrones se aproxima a re-
construirse. Esto sugiere que si se tienen dos regiones de desorden con una distribución
de desorden simétrico, una unión pn abrupta simétrica puede revertir la alteración al
flujo de corriente que generan dichas regiones de desorden.

(a)

(c)

(b)(a)

(c)

(b)(b)

(d)

Figura 3.21: Flujo de corriente en una unión pn abrupta simétrica con dos regiones de
desorden no simétricas de diferente amplitud de desorden. El tamaño del haz en el borde
de simetŕıa es menor o mayor al de inyección si la amplitud de desorden D2 es menor o
mayor a D1, respectivamente; compárese con la figura 3.20d donde el tamaño es el mismo
cuando D1 = D2. Todas las regiones tienen radio rr = 0.2Ly.

En la figura 3.20d se muestra que si se considera que la distribución del desorden en
las regiones D1 y D2 no es simétrica (véase figura 3.19c), pero siguen conservando la
amplitud de desorden, el comportamiento del flujo de corriente no es cualitativamente
diferente al caso de distribución simétrica (compárese con figura 3.20c). En la figura 3.20
se muestra sólo una configuración de distribución de desorden con D1 = D2 = 0.05t,
sin embargo es la representación de múltiples distribuciones de de desorden realizadas,
variando tanto la amplitud como la posición de la región de desorden. El hecho de que
la distribución de desorden en D1 y D2 simétrica y no simétrica tengan los mismos
resultados, cualitativamente relaja la condición de alta simetŕıa en el desorden, lo que
le quita al sistema estudiado menos idealidad. Por otro lado, si la amplitud de desor-
den de la región D2 no es la misma que en D1, se aleja de la reconstrucción del haz
de electrones por la unión pn. En la figura 3.21 se presentan tres sistemas donde la
amplitud de desorden en D2 es distinta a la de D1. Se puede notar que si la amplitud
de desorden D2 < D1, el tamaño del haz de electrones en el borde de simetŕıa es menor
al tamaño del tiene el haz cuando se inyecta, mientras que si D2 > D1 el tamaño del
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haz en este borde es mayor que el inicial. Además, para todos los casos se puede ver
que el haz de electrones tiene una divergencia mayor en la extensión del sistema, en
comparación con el caso de D2 = D1 (véase figura 3.20d). Para el caso D2 < D1, esto
es debido a que la región D2 no alcanza a reenfocar el haz de electrones en el borde
de simetŕıa y lo enfoca en una zona antes de éste (similar a la figura 3.20b); cuan-
do D2 > D1, la distorsión del flujo de la corriente es más grande que lo que hace la
región D1 y por tanto D2 desv́ıa la corriente hacia los bordes superior e inferior del
sistema. Estos resultados sugieren que si las dos regiones de desorden tienen la misma
amplitud de desorden, entonces la unión pn es capaz de reconstruir el haz de electrones.

(a) (b)(a)

Figura 3.22: Flujo de corriente en una unión pn con dos regiones de desorden (distribu-
ción no simétrica) con la misma amplitud de desorden pero que no conservan simetŕıa de
reflexión respecto a la interfaz. La “x” marca como referencia el centro de la región circular
si tuviera simetŕıa de reflexión. Se muestra como cuando está más lejos de la interfaz, la
corriente se enfoca antes del borde de simetŕıa, y cuando es más cerca la interfaz, no existe
un punto focal en la región p.

Es de importancia estudiar si la simetŕıa de reflexión de las regiones de desorden
influye en que la unión pueda reconstruir el haz de electrones, y sólo basta que tengan
la misma amplitud de desorden. En la figura 3.22 se presenta la situación donde la
región D2 no tiene simetŕıa espacial de reflexión con D1 respecto a la interfaz de la
unión. Para el caso donde D2 está más alejada de la interfaz que D1 (figura 3.22a),
se observa que el haz de electrones se enfoca incluso dentro de la región. Este hecho
genera que el haz diverja intensamente después del borde de simetŕıa. Por el otro lado,
si la distancia entre D2 a la interfaz es menor que D1 (figura 3.22b) se puede ver que
pareceŕıa que el haz se enfoca justo después de la región de desorden, sin embargo la
tiene una divergencia perceptible en la extensión del sistema. Para ambos casos, el haz
de electrones tiene su foco antes del borde de simetŕıa y la divergencia del haz después
de éste es significativamente mayor al caso donde si se tiene una simetŕıa de reflexión
con las regiones de desorden; véase figura 3.20d. Estos resultados exponen que es im-
prescindible la condición de simetŕıa de reflexión respecto a la interfaz de la unión pn
para que ésta pueda reconstruir el haz en presencia de las dos regiones de desorden.

En todos los casos anteriores, las regiones de desorden estuvieron alineadas verti-
calmente con el haz de electrones inyectado. Ahora se estudiará que pasa con el flujo
de corriente si se rompe esta simetŕıa. En la figura 3.23a se muestra el caso donde la
región de desorden D1 tiene una posición más hacia arriba de donde se inyecta el haz.
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Por esta posición, la distorsión del flujo de corriente lo genera mayormente la parte
inferior de D1, provocando que el haz de electrones vaya hacia la derecha (como en
casos anteriores) pero también en una cantidad significativa hacia el borde inferior; al
llegar a la interfaz de la unión, se refracta negativamente haciendo que gran parte del
haz siga hacia el borde superior en la región p, además de enfocar dicho haz antes del
borde de simetŕıa, seguido de que la parte del haz hacia abajo en la región n llega a
la interfaz con ángulos de incidencia grandes. Si ahora se origina la segunda región de
desorden D2 que es reflejada de D1 en posición respecto a la interfaz, la figura 3.23b
expone que el haz de electrones es cercano a reconstruirse, pues el tamaño en el borde
de simetŕıa es muy similar al inicial y tiene poca divergencia en la extensión del sistema;
esto ocurre incluso si la distribución del potencial de desorden es no simétrico como
se muestra en esta figura. Con esto, se prueba que las uniones pn pueden reconstruir
el haz de electrones en los casos donde las regiones de desorden no tienen la misma
posición de paso del haz inyectado.

(a) (b)(a) (b)(b)

Figura 3.23: Rompimiento de la simetŕıa vertical en la región del desorden. Se observa
que el sistema de la unión pn con la segunda región (aún no simétrica) reconstruye el haz
inyectado, de modo que recupera el tamaño inicial en el borde de simetŕıa y se colima en
su mayoŕıa en la extensión del sistema.

3.3.2. Deformaciones elásticas en uniones pn

Las deformaciones elásticas producidas en una monocapa de grafeno generan un campo
pseudomagnético que distingue el grado de libertad del valle en este material [50, 70,
74, 75, 106, 122, 123]. Al aplicar una deformación elástica al grafeno se modifican las
posiciones de los átomos, y por tanto se modifican los enlaces entre ellos. Esta modi-
ficación de los enlaces se describe como un campo efectivo de recalibración (gauge) en
el espacio rećıproco, que funge como un campo vectorial efectivo generando el campo
pseudomagnético mencionado. El campo de recalibración es diferente para cada pola-
rización de valle de los electrones (K±) debido a que se debe conservar la simetŕıa de
inversión temporal [70, 75]. Han sido diversos tipos de deformaciones las que se han
investigado respecto a las propiedades electrónicas en grafeno deformado: unidireccio-
nales [106] y bidireccionales [11, 73] en el plano, ondulaciones [73, 124] y plegaduras
[74, 125], dislocaciones [126, 127] y tipo burbuja/bache [50, 72, 75, 76, 123, 128–134]. Es
de importancia mencionar que el campo pseudomagnético generado por deformaciones
tipo burbuja puede llegar a ser mayor a 300 T [72].
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Las deformaciones elásticas estudiadas en este trabajo se concentran en pequeñas
deformaciones fuera del plano, que son descritas mediante una función de altura h(x, y)
(véase figura 3.24g). Estando en el régimen donde el cambio de posición de los átomos
δri = εri � a0, con ε es el tensor de deformaciones, es válido hacer la suposición
de que los átomos de carbono de la red de grafeno sólo se desplazan en la dirección
perpendicular zi = h(xi, yi) sin cambiar su posición original (xi, yi) [50, 106]; además,
se evita la mezcla de los valles [70]. Debido al cambio de las posiciones en la red, el
valor de los parámetros de acoplamiento entre los átomos se modifican ligeramente en
(3.4), de modo que sus valores vaŕıan lentamente sobre la red como tij = t+ δtij (t es
el parámetro de acoplamiento del grafeno sin deformación). Esta variación está sujeta
al cambio en las distancias entre átomos y puede aproximar como18

tij ∼= te−βδrij , (3.33)

donde t es el parámetro de acoplamiento del grafeno sin deformación, δrij =
|ri−rj |−a0

a0
el cambio de distancia entre átomos y β = 3.37 es el parámetro de Grüneisen electróni-
co en grafeno [50, 70, 75, 106, 131, 135, 136]. Puesto que se está en el régimen de
cambios pequeños, δrij � a0, esta expresión se puede aproximar por la relación lineal
δtij/t = −βδrij/a0, lo que permite relacionarlo de forma lineal con el tensor de defor-
maciones ε.

La modificación (3.33) de los parámetros de acoplamiento por las deformaciones
elásticas se considera en el Hamiltoniano (3.4), de modo que ahora el Hamiltoniano en
la descripción de Dirac (ec. (3.10)) para un espacio curvo está dado como19 [50, 70, 75,
136–139]

H±D = ivFσ
j ẽlj(x)

(
∂l − iK±l − iÃ

±
l (x)

)
, (3.34)

donde σj (j = x, y) son las matrices de Pauli, ẽj(x) es el vector unitario en el marco de
referencia local, ∂l la derivada direccional, K± son los valles del grafeno pŕıstino (ec.
(3.3)) y Ã±(x) es el campo vectorial efectivo inducido por la deformación (Ã± corres-
ponde al valle K±), y que da origen al campo pseudomagnético B̃±(x) = ∇× Ã±(x).
Para preservar la simetŕıa de inversión temporal, este campo vectorial efectivo debe ser
opuesto en signo para los dos valles no equivalentes, es decir, Ã− = −Ã+ [50, 70, 75].
Por esto, también el campo pseudomagnético difiere en signo para cada valle, lo que
lo hace diferente a un campo magnético real que si puede romper la simetŕıa temporal
del sistema.

18Con el doblamiento del grafeno, ocurren tres efectos principales: aumenta la distancia entre átomos
de carbono, se rotan los orbitales pz, y hay una rehibridación de los orbitales sp2 [70]. En este caso, se
ha ignorado la modificación de los parámetros de acoplamiento por los últimos dos efectos mencionados,
ya que los efectos son pequeños en este caso [50].

19Dado que las deformaciones consideradas en este caso son pequeñas, omitir la conexión de esṕın
(spin-connection), que garantiza la hermiticidad del Hamiltoniano, es una buena aproximación [50, 75].
Véase, por ejemplo, la referencia [136] para más detalles sobre la obtención de este Hamiltoniano.
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La transformación de los vectores en el espacio no deformado del grafeno se produce
mediante el tensor de deformaciones efectivo ε̃, de modo que el espacio de referencia
local se transforma como ẽj(x) = (1− ε̃(x)) ej , donde ex/y son los vectores unitarios
en el espacio no deformado. De este modo, en términos de ε̃, el potencial vectorial
pseudomagnético sigue la forma [50, 74, 75, 106, 122, 136, 137, 140]

Ã(x) =
ξ

2
(−2ε̃xy, ε̃yy − ε̃xx) , (3.35)

donde ξ es el ı́ndice de valle (ξ = +1 para K+, ξ = −1 para K−). El cambio de signo
del potencial vectorial con respecto a la polarización de valle se toma como ventaja
para generar polarizadores de valle con grafeno deformado [75, 76], como se puede
ver en la figura 3.24a. Por otro lado, debido al régimen de deformaciones pequeñas
donde se asume la proporción δtij ∼ βδrij , el tensor de deformaciones efectivo ε̃ es
proporcional a la deformación real que se le aplica en el grafeno, ε̃ = βε, ya que éste
recoge las variaciones de los parámetros de acoplamiento. Aśı, la geometŕıa efectiva de
estas excitaciones electrónicas es casi idéntica a la geometŕıa real de la deformación en
la nanocinta de grafeno, pero es magnificada por el factor β. De la expresión (3.35) se
sigue que el campo pseudomagnético efectivo tiene la forma en términos del tensor de
deformaciones efectivo como

B̃(x) =
ξ

2
[∂xε̃yy(x)− ∂xε̃xx(x) + 2∂y ε̃xy(x)] , (3.36)

el cuál es perpendicular al plano del grafeno no deformado. Adicionalmente, si la de-
formación fuera del plano está descrita por la función de altura h(x), el tensor de
deformaciones efectivo se puede escribir en términos de dicha función y su variación
direccional como

ε̃ij(x) =
β

2
∂ih(x)∂jh(x), (3.37)

y por tanto también el campo pseudomagnético (3.36) de la forma

B̃(x) =
ξ

2
(β [∂xh(x) (∂yyh(x)− ∂xxh(x)) + 2∂yh(x)∂xyh(x)]) . (3.38)

Para comenzar a estudiar los efectos en el transporte electrónico de las uniones
pn en grafeno con deformaciones elásticas, primero se estudia el transporte electrónico
en grafeno solamente deformado. Para ello, se considera una nanocinta de grafeno de
tamaño {Lx, Ly} = {150 nm, 100 nm} (extensión del sistema de 50 nm) en el cuál genera
una deformación elástica tipo bache que sigue la función de altura

h(r) =
hb

1 +
(
|r−rc|
rb

)2 , (3.39)

donde hb es la altura máxima de la red que se alcanza en el centro rc y rb controla el
ancho de la deformación; véase la figura 3.24g para ver un bosquejo de la nanocinta
de grafeno con la deformación fuera del plano que sigue esta función de altura. Este
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tipo de deformaciones se ha realizado experimentalmente usando la punta de un STM
o AFM [72, 128–130] y se ha propuesto generarlas con gas presurizado [133, 134] o ha-
ciendo litograf́ıa en el sustrato [141]. En la figura 3.24a se muestra el flujo de corriente,
calculado por el método de NEGF, en esta nanocinta de grafeno deformado, donde los
parámetros de la deformación son rc = (0.5Lx, 0.5Ly) (indicando con un punto negro),
rb = 0.35Ly = 35 nm (indicado este radio por el ćırculo rayado negro, véase la figura
3.24g para referencia) y hb = 0.22rb = 7.7 nm. Esta deformación aplicada genera un
cambio de posición δrij máximo de 1.2 %, que está muy por debajo del 10 % que resiste
el grafeno en una respuesta lineal [128, 142], y lo cual produce cambios máximos en los
parámetros de acoplamiento δtij del 4 %20. Que se considere una proporción entre la
altura y el ancho de la deformación, hb/rb, es por el comportamiento natural de una
deformación causada por una punta de microscopio electrónico. Como se observa en la
figura, el haz de electrones inyectado al sistema se divide en dos haces alrededor de la
deformación tipo bache al tener interacción con la curvatura y el campo pseudomagnéti-
co asociados. Como se mencionó previamente, la división de este haz de electrones se
hace en referencia a la polarización de valle que tienen los electrones. Para confirmar
esto, se mide la polarización de valle como lo describen Stegmann y Szpak en [75] y se
resume a continuación.

La polarización de valle de un estado electrónico |α〉 se puede medir mediante su
proyección P (k) = |〈ψ(k) |α〉|2 en los eigenestados de la red del grafeno, ya que re-
presenta los estados ocupados en el espacio rećıproco. Estos eigenestados se describen
como21

ψj(k)=

{
eik·rj si j ∈ A,

s eik·(rj−δ1) HAB(k)
|HAB(k)| si j ∈ B,

(3.40)

donde s es el ı́ndice de banda, δ1 es el vector que une a la subred A con la subred B
(figura 3.3a) y HAB es la expresión (3.7). Dentro del formalismo NEGF, esta proyección
se transforma como

Pi(k) = 〈ψ(k)|GΣin
SG
†|ψ(k)〉Ri , (3.41)

donde la proyección se calcula sobre una zona finita en el espacio real del sistema
Ri (véanse por ejemplo los rectángulos sombreados grises de las figuras 3.8a-b). Esta
densidad espectral Pi(k) es integrada en una región hexagonal K± alrededor de los
valles K± (véase por ejemplo el hexágono pequeño gris alrededor del punto K+ en la
figura 3.24f),

P±i =

∫
k∈K±

d2kPi(k). (3.42)

20La elección del la proporción hb/rb = 0.22 también se rige porque tiene la mayor eficiencia para
dividir la corriente por polarización de valle [75], por lo que se considerará a partir de ahora esta misma
proporción en todas las deformaciones tipo bache que se mencionen.

21Se usa por simplicidad los eigenestados del Hamiltoniano del grafeno de amarre fuerte (3.4), ya
que la proyección con los eigenestados del Hamiltoniano (3.34) para grafeno deformado dan resultados
cualitativamente idénticos [75].
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Figura 3.24: Flujo de corriente en una nanocinta de grafeno con una deformación elástica
tipo bache sin (a) y con (b) una unión pn abrupta; el ćırculo rayado negro y el punto
negro indican el radio y el centro de la deformación (rb y rc en ec. (3.39)). Se observa que
la deformación elástica divide el haz de electrones en polarización K+ hacia arriba y K−

hacia abajo (véase la polarización P de las regiones rectangulares grises), y que la unión
pn tiene el efecto de reenfocar y colimar dicho haz. En (c) y (d) se muestra el mapa del
campo pseudomagnético generado por la deformación elástica correspondiente al valle K+,
aśı como un bosquejo de las trayectorias que siguen los electrones para el caso (a) y (b),
respectivamente. La trayectoria sólida (rayada) corresponde a electrones con polarización
K+ (K−). Las flechas rojas indican la velocidad de grupo de los electrones y las verdes la
fuerza que genera la desviación de la trayectoria. (e) Esquema de la velocidad de grupo
para la banda de valencia y conducción en ausencia (izquierda) y presencia (derecha) del
campo pseudomagnético. Se muestra que cuando la componente Ay del campo tiene el
mismo signo, la desviación producida es distinta para cada banda (de conducción hacia
abajo y de valencia hacia arriba). (f) Proyección de Pi(k) en la región gris RS y RD de (b).
Se observa que en ambos casos la corriente está compuesta de estados en los seis valles (no
polarizada) y que el momento de los electrones en la región p (derecha) es opuesto al de los
electrones en la región n (izquierda), donde se inyecta el haz; los ćırculos grises tiene radio
k0. (g) Bosquejo de una nanocinta de grafeno con una deformación elástica tipo bache de
rb = 0.35Ly; se indica la altura de los sitios de la red por color.
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Aśı, la polarización de valle está dada por

Pi =
P+
i − P−i

P+
i + P−i

. (3.43)

De este modo, si Pi = ±1 indica que los electrones están localizados exclusivamente
en los valles K± (figura 3.3b) y por tanto están completamente polarizados; por otro
lado, si Pi = 0 indica que los electrones están localizados en todos los valles y no están
polarizados.

Retomando la discusión del transporte electrónico en la figura 3.24a, se calcula la
polarización de valle Pi en tres regiones rectangulares que se indican por rectángulos
sombreados grises (valores en la figura). En la región RS se calcula la polarización que
tiene el haz de electrones cuando se inyecta al sistema, resultando una polarización
PS
∼= 0, refiriendo a que los electrones se encuentran en los seis valles y por tanto no

tienen carecen de polarización de valle, lo que es congruente con la inyección del haz
que se hace con una mezcla de los valles en la misma proporción, con c± = 0.5 en (3.12).
Al considerar las regiones R1/2 que señalan cada uno de los dos haces de electrones, se
observa que la polarización para el haz que va hacia arriba tiene P1

∼= 1 indicando que
los electrones de este haz están polarizados en los valles K+, mientras que para el haz
que va hacia abajo P2

∼= −1 y por tanto los electrones ah́ı están polarizados en los valles
K−. Esto evidencia que el grafeno con deformaciones tipo bache pueden ser utilizadas
como polarizadores de valle en nanoelectrónica. El hecho que esta deformación elástica
divida a la corriente por polarización de valle, y que ésta rodee a la deformación, está
fundamentada en que el campo pseudomagnético actúa con el signo contrario a cada
valle (ya que el campo vectorial Ã desplaza a los valles no equivalentes K± en dirección
opuesta) y que también tiene la forma (3.38). En la figura 3.24c se presenta la imagen
del campo pseudomagnético B̃ para el valle K+ (ξ = +1)22 en todo el sistema, donde se
observa que sólo se concentra en la deformación y que tiene lóbulos alternantes donde
el campo va hacia adentro (azul) y hacia afuera (naranja) del plano del grafeno.
Adicionalmente, se esboza con una curva sólida (rayada) negra la trayectoria que sigue
un electrón con polarización K+ (K−) inyectado en el centro del haz23. La forma de
esta trayectoria está regida por la desviación que genera la fuerza magnética v′ × B̃,
v′ la velocidad de grupo; para evidenciar esto, con flechas rojas se indica la velocidad
de grupo del electrón y con flechas verdes la fuerza magnética que sufre el electrón en
cada punto señalado (nótese la dirección de B̃ en cada punto, para cada valle K±).

Para exhibir el efecto de las uniones pn en el sistema anterior, se genera una unión
pn abrupta simétrica, donde su interfaz (ĺınea gris rayada) pasa por el centro de la de-
formación. En la figura 3.24b se muestra el flujo de corriente para este último sistema,
donde se observa que el haz de electrones inyectado por la izquierda está reenfocado en

22La imagen del campo pseudomagnético sólo cambia de signo (se invierte el color de los lóbulos)
para el valle K− (ξ = −1), de acuerdo a la ecuación (3.38).

23Esta trayectoria se obtiene de la expresión (3.30), considerando x0 = x(τ = 0) = (0, 0.5Ly),
v0 = v(τ = 0) = g̃(k0 − Ã(x0)), k0 = 2E

3a0t
(1, 0) y V (x) = 0.
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el borde de simetŕıa, además de estar colimado, como se ve en la extensión del sistema.
Esto indica que la unión pn en el grafeno con la deformación tipo bache reconstruye
el haz de electrones, además de que vuelve a mezclar los electrones polarizados, como
se observa al medir la polarización de valle en las regiones RS/D donde PS/D ≈ 0. Este
resultado de adicionar la unión pn es consecuencia de que en la interfaz de la unión los
electrones cambian su ángulo como θtr = −θin (ec. 3.18) por la refracción negativa y que
el campo pseudomagnético desv́ıa su trayectoria nuevamente por la fuerza magnética
(figura 3.24d).

Es de importancia notar que el campo pseudomagnético actúa de forma contraria
para los electrones que se encuentran en la banda de conducción (región n) y en la
de valencia (región p). Esto se muestra claramente en el esquema de la figura 3.24e,
donde se traza en el espacio rećıproco el efecto del campo vectorial Ã en el valle K+.
En la figura, se muestra un corte del cono de Dirac (ćırculo) y las velocidades de
grupo de electrones (flechas negras) en la banda de conducción y en la de valencia, en
grafeno sin (izquierda) y con deformación elástica (derecha), y donde se indica como se
desplaza el cono de Dirac por la componente Ay > 0 hacia arriba 24. Se observa que el
desplazamiento del cono de Dirac hace que el cambio de dirección de propagación de
los electrones sea hacia abajo en el caso de la banda de conducción y hacia arriba para
los electrones en la banda de valencia (tómense como gúıa las ĺınea rayadas azules); aún
más, el cambio de dirección es simétrico (véase por ejemplo la flecha de la ĺınea rosada).
Esto da muestra de que la fuerza magnética es en dirección opuesta para los electrones
en la banda de valencia y en la banda de conducción, lo que puede inferir a que la
dirección del campo pseudomagnético también dependa del ı́ndice de banda s (s = +1
para la banda de conducción y s = −1 para la de valencia), pues la velocidad de grupo
no tiene cambio por el cambio de banda, de modo que ahora el campo pseudomagnético
se escribe como B̃(x) = sB̃′(x), con B̃′ como en (3.38). En la figura 3.24d se muestra
la imagen del campo pseudomagnético B̃, donde se observa una simetŕıa respecto a la
ĺınea de interfaz, y también se esboza la trayectoria de un electrón25 como en la figura
3.24c. En las trayectorias se puede ver que el cambio de momento por la refracción
negativa, la simetŕıa del pseudocampo (nótese la dirección de la fuerza magnética) y
que éste actúa con signo opuesto para cada valle hacen que el haz de electrones se
reconstruya. En la figura 3.24f se muestra la proyección de Pi(k) (ec. (3.41)) para
las regiones RS/D, donde se magnifica en 2.5 las cantidades alrededor de los seis valles.
Esta figura evidencia que efectivamente los electrones del haz en estas regiones no están
polarizados, pues se concentran en los seis valles de la zona de Brillouin. Además, se
comprueba que el momento de los electrones en la banda de conducción va hacia la
derecha (dirección de inyección), mientras que en la banda de valencia el momento es

24Como el desplazamiento conAy > 0 es hacia arriba para el valle K+, entonces dicho desplazamiento
seŕıa hacia abajo para el valle K− (conservando el valor positivo de la componente).

25Para este caso, la trayectoria en la región p se calcula usando la simetŕıa de la unión pn y la
simetŕıa de inversión temporal debido a que el potencial electrostático externo V (x, y) = θ (x− xint)
tiene una discontinuidad (xint posición de la interfaz), por lo que se considera x0 = (Lx, 0.5Ly) y

v0 = g̃(k0 − Ã(x0)), k0 = 2(E−V )
3a0t

(−1, 0) en la ecuación (3.30).
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hacia la izquierda, siendo opuesto a la dirección de propagación, lo cual confirma que
son electrones y no huecos (ausencia de electrones) [13].

(a) (b)(a)

BmaxBmax

00(c) (d)(d)

Figura 3.25: Flujo de corriente en una unión pn simétrica con deformaciones elásticas tipo
bache sólo en la región n (a),(c) y en ambas regiones (b),(d). Las deformaciones elásticas
en la región p son reflejadas a las de la región n respecto a la interfaz (ĺınea rayada gris).
Para el caso de una deformación tipo bache, (a), se observa que el haz de electrones se
enfoca antes del borde de simetŕıa y después diverge, pero cuando se tiene una segunda de-
formación simétrica, (b), el haz se reconstruye mayormente debido a la simetŕıa del campo
pseudomagnético generado (ver recuadro con la imagen del pseudocampo). En la configu-
ración con tres baches en la primera región de la unión, se producen dos haces paralelos
con distinta polarización de valle, pero al generar las mismas deformaciones reflejadas en
la segunda región se reconstruye el haz.

El caso anterior ha sido cuando la interfaz de la unión pn pasa por la deformación
elástica. Para estudiar cuando estas deformaciones se hacen sólo en una región de la
unión, se considera un sistema un poco más largo (Lx = 200 nm) y deformaciones más
angostas. En la figura 3.25a se muestra el flujo de corriente en una unión pn donde
hay una deformación tipo bache en el centro de la región n (rc,1 = (0.25Lx, 0.5Ly)) de
tamaño rb,1 = 0.3Ly = 30 nm (recordar que siempre hb/rb = 0.22). Aqúı se observa
como el haz de electrones inyectado no polarizado (PS ∼= 0) al sistema se divide en dos
haces con distinta polarización de valle (P1/2

∼= +/−1), pues al igual que el caso de
la figura 3.24a, la deformación elástica actúa como polarizador de valle. Al llegar los
haces a la interfaz, los haces se refractan negativamente, teniendo como ángulo inicial
en la región n el mismo ángulo de incidencia a la interfaz (ec. 3.18), lo que genera que
dichos haces se crucen en un punto previo al borde de simetŕıa y se sigan para después
generar un haz que diverge fuertemente, como se puede ver en la extensión del sistema.
Con las mediciones de polarización de valle en las regiones R1/3 y R2/4 se exhibe que
el cambio de banda de los electrones al pasar a través de la interfaz de la unión pn no
modifica su polarización de valle. Si se produce una segunda deformación en la región p
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que sea reflejada a la primera respecto a la interfaz de la unión (rc,2 = (0.75Lx, 0.5Ly),
rb,2 = rb,1), entonces se expone en la figura 3.25b que el haz de electrones en el borde
de simetŕıa tiene un tamaño muy similar al de inyección y que la divergencia después
de este borde es mı́nima en comparación con el caso de sólo una deformación. Esta
reconstrucción del haz de electrones por este sistema simétrico está dada por la refle-
xión negativa de la unión pn y que una vez más el campo pseudomagnético generado
por las dos deformaciones (imagen en el recuadro superior de la figura) es simétrico
respecto a la interfaz de la unión, pues se tiene que la dirección de éste (hacia afuera
o hacia adentro del plano) depende también del ı́ndice de banda; para este caso (y en
los siguientes), la función de altura para la deformación total del sistema es la suma
de ambas deformaciones individuales, es decir, h(r) = h1(r) + h2(r), donde h1/2 es la
función (3.39) para la deformación en la región n/p.

Ahora se considera una configuración de tres deformaciones tipo bache en la región
n, donde la primera se tiene con rc,1 = (0.2Lx, 0.5Ly) y rb,1 = 0.2Ly, y las dos res-
tantes tienen el mismo tamaño rb,2/3 = 0.15Ly y están alineadas verticalmente como
rc,2/3 = (0.35Lx, 0.25/0.75Ly). Se observa en la figura 3.25c que el haz de electrones
inyectado no polarizado se divide en dos haces paralelos que tienen distinta polarización
de valle. Considerando a las deformaciones tipo bache como polarizadores de valle, la
primera deformación hace la división del haz en polarización de valle, y las otras dos
restantes sólo llevan a que dichos haces incidan de forma normal a la interfaz de la
unión (ya que sólo afectan a los electrones con una sola polarización de valle), por lo
que cualitativamente no cambian su trayectoria y se propagan sufriendo difracción por
la naturaleza misma de los electrones (véase figura 3.7a), ya que después de la interfaz
la enerǵıa efectiva de los electrones (Eef = −0.15t) no cambia. Este configuración de
deformaciones elásticas puede considerarse por si sola para un dispositivo en grafeno
que produce dos haces paralelos y colimados con diferente polarización de valle. Al igual
que en el caso anterior, en la figura 3.25d se produce en la región p de la unión defor-
maciones reflejadas respecto a la interfaz, lo que genera que los dos haces de electrones
polarizados se vuelva a mezclar de forma que se reenfoque en el borde de simetŕıa ya
como un único haz y que después se colime significativamente. Nótese que la unión pn
también despolariza los haces ya polarizados al mezclarlos (en la figura PS/D

∼= 0). Una
vez más, esta reconstrucción del haz de electrones es debido a que la simetŕıa de las
deformaciones genera una simetŕıa en el campo pseudomagnético (recuadro superior
derecho) y por tanto una alta simetŕıa en el sistema completo.

En los casos anteriores se ha mostrado como las uniones pn actúan en grafeno
cuando se tiene deformaciones elásticas tipo bache que se pueden generar de forma
conveniente y localizada mediante puntas de microscopio electrónico, gas presurizado
o litograf́ıa en el sustrato. Adicional a esto, es común que las monocapas de grafeno
resulten arrugadas, perdiendo la caracteŕıstica de que todos los átomos se encuentren en
un mismo plano. Por ello, a continuación se estudiará como es el transporte electrónico
en uniones pn de grafeno arrugado. Para dar paso a la investigación de estos sistemas,
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por simplicidad se utilizarán deformaciones elásticas fuera del plano tipo bache, con
tamaños y posiciones aleatorias, como una aproximación para emular que la nanocinta
de grafeno es arrugada y que pueden es posible que puedan ser producidas por el método
de litograf́ıa en el sustrato [141].

(a) (b)(a) (b)(b)

Bmax

0

(a)

(c)

(b)(b)

(d)
hmin

hmax

0

Figura 3.26: Transporte electrónico una unión pn de grafeno con arrugadas. En (a)
el grafeno sólo está arrugado en la región n; en (b) y (c) también tiene arrugas en la
región p, donde las arrugas tienen y carecen de simetŕıa respecto a la interfaz de la unión,
respectivamente. Sólo en el caso donde las arrugas son simétricas en la unión pn el haz
inyectado se colima. (d) Grafica 3D que esboza el grafeno con arrugas en ambas regiones
para el caso simétrico (superior) y no simétrico (inferior). La posición vertical de los átomos
en la red se indica por color.

En la figura 3.26a se muestra el flujo de corriente de un haz inyectado, desde el borde
izquierdo, en una nanocinta de grafeno arrugada con una unión pn, donde las arrugas
quedan solamente en la región n. Como se previó, las arrugas son generadas mediante
deformaciones elásticas tipo bache, de modo que la posición, tamaño y orientación de
la deformación (se indica con un punto que la deformación sale del plano, como en la
figura 3.24g, y con una cruz que entra al plano) es aleatoria. Se observa que debido a
este tipo de deformaciones, una vez más el haz de electrones se divide mayormente en
dos haces, aunque el flujo de corriente es más caótico que antes. Debido a la presencia
de la unión pn, en la interfaz la corriente se enfoca en una zona en el centro de la región
p para después seguir de forma divergente, pues la refracción negativa genera este punto
de enfoque. Al considerar que la región p de la unión también está arrugada, sólo en el
caso de que las arrugas sean completamente simétricas a las de la región n26, el haz de
electrones se enfoca en el borde de simetŕıa y se colima robustamente, como se observa
en la figura 3.26b. Si esta simetŕıa en las arrugas no se conserva, entonces el flujo de
corriente se vuelve caótico sin importar la presencia de la unión pn, como se puede ver

26Las deformaciones elásticas fuera del plano para la región p cuando es el caso simétrico tienen el
mismo tamaño y dirección que en la región p, la posición es reflejada respecto a la interfaz.
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en la figura 3.26c. Este resultado indica que es necesaria la alta simetŕıa en el sistema
para que la unión pn pueda reconstruir el haz de electrones.
En la figura 3.26d se puede ver un esbozo de como es la nanocinta de grafeno arrugada
para el caso simétrico (superior) y no simétrico (inferior); la altura de los átomos en la
nanocinta se indica por color, donde azul indica que está por debajo del plano y azul
que está por encima de éste.

3.3.3. Conclusiones

En esta sección se presentaron los estudios del transporte electrónico en uniones pn
simétricas con interfaz abrupta bajo dos condiciones: con regiones de desorden dentro
de una región de la unión y con deformaciones elásticas fuera del plano, que mayor-
mente fueron descritas por deformaciones tipo bache (ec.(3.39)). Se estudio el flujo de
corriente en estos sistemas, donde se observo su comportamiento al pasar a través de
la interfaz de la unión pn y después del borde de simetŕıa.
Se mostró primero como la unión pn abrupta sin modificaciones actúa como una lente
de Veselago (figura 3.20a), reconstruyendo el haz de electrones inyectado, es decir, re-
enfocándolo en el borde de simetŕıa y colimándolo después de este, en la extensión del
sistema.
Para el caso en que se consideraron regiones de desorden dentro de la región n y la
región p, se mostró que la unión pn tiene el efecto de reconstruir el haz de electrones si
las regiones de desorden tienen una simetŕıa de reflexión espacial respecto a la interfaz
y poseen la misma amplitud de desorden, sin importar que este potencial de desorden
no tenga una simetŕıa espacial también; véase figura 3.20. Además, esta reconstrucción
del haz de electrones es algo robusta incluso si se rompe la simetŕıa en dirección vertical
(figura 3.23).
Centrando el estudio en grafeno con deformaciones elásticas fuera del plano, con medi-
das de polarización de valle, se presentó como la deformación por si sola es un polariza-
dor de valle debido al campo pseudomagnético que se genera, y que la unión pn vuelve a
reconstruir el haz de electrones una vez que pasa a través de su interfaz además de mez-
clar nuevamente los electrones polarizados por valle; para esto, la interfaz de la unión
debe pasar por el centro de la deformación. La reconstrucción del haz de electrones
viene dada por el comportamiento de este campo pseudomagnético respecto a la banda
en donde se mueven los electrones; véase figura 3.24. Por esto mismo, es posible que
hacer esta reconstrucción del haz incluso si se tienen múltiples deformaciones elásticas,
considerando dichas deformaciones sean reflejadas espacialmente respecto a la interfaz
de la unión (figura 3.25). Adicional a esto, se introdujo la idea de un dispositivo nanoe-
lectrónico con grafeno para generar haces paralelos de electrones polarizados en valle
(figura 3.25c).
Finalmente, se consideró el caso de grafeno con arrugas (figura 3.26) y se observó que la
unión pn reconstruye el haz de electrones si se tiene una simetŕıa espacial estas arrugas
respecto a la interfaz.
Con los resultados anteriores se presenta la prueba de concepto de que las uniones
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pn abruptas pueden ayudar a disminuir u omitir los efectos de algunos defectos en el
grafeno, como el desorden o deformaciones elásticas, si se consigue una simetŕıa de re-
flexión espacial respecto a su interfaz de estos defectos en grafeno. Además, se mostró
que si los defectos tienen la misma magnitud (amplitud de desorden o tamaño de la
deformación) en ambas regiones puede ser suficiente.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones Generales

El objetivo principal de esta tesis fue estudiar el transporte electrónico en uniones pn
de grafeno, ofreciendo trayectorias semiclásicas como herramienta para describir el flujo
de corriente de electrones y mostrando los efectos de las uniones pn rectas abruptas en
grafeno con desorden o deformaciones elásticas.

Para ellos, se estudió el flujo de corriente de electrones a través de los sistemas
mediante el método de funciones de Green fuera de equilibrio, y utilizando el mode-
lo de amarre fuerte a primeros vecinos para el Hamiltoniano que describe el sistema
completo. Se trabajó a bajas enerǵıas, por lo que se permitió una descripción de Dirac
de los electrones en el transporte. En la generación de las uniones pn estudiadas, se
consideró el método de compuertas de voltaje (fig. 3.5) que no abre brecha energética
y sólo desplaza los conos de Dirac en las regiones n y p de la unión.

En un primer bloque de resultados (sec. 3.2), se estudiaron las uniones pn rectas y
circulares, con interfaz suave y abrupta. Se compararon el flujo de corriente del trans-
porte cuántico con trayectorias semiclásicas que vienen de una descripción de la óptica
geométrica de gradiente de ı́ndice. Para obtener estas trayectorias ópticas en uniones
rectas (ec. (3.20)) y circulares (ec. (3.22)), se hizo la definición de un ı́ndice de refrac-
ción efectivo (ec. (3.17)). Con las uniones rectas se validó la Ley de Snell generalizada
para electrones, además de evidenciar que para las uniones con interfaz suave emerge
una zona energéticamente prohibida por la que los electrones tienen que hacer tune-
lamiento a través de ellas (figs. 3.7-3.9). También, para estas uniones las trayectorias
semiclásicas tuvieron un buen acuerdo con el flujo de corriente, al igual que con las
uniones circulares con interfaz abrupta (fig.3.11). Con las uniones circulares suaves es
donde se tuvo una variación más evidente del ı́ndice de refracción, aludiendo al nombre
de óptica electrónica de ı́ndice de gradiente. En estas uniones, se observó una fuerte in-
terferencia en su interior (región p), lo que permitió un buen acuerdo de las trayectorias
semiclásicas con la corriente sólo en su exterior (fig. 3.12). La interferencia en el interior
ayudó a generar en ciertas condiciones WGM (fig. 3.13). Sin embargo, en las uniones
circulares nn’ y pp’ las trayectorias si describieron muy bien el flujo de corriente (fig.
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3.15), además de que éstas se pueden usar como dispositivos similares a los ópticos en
nanoelectrónica. Con la idea del ı́ndice de refracción variante, se mostró que es posi-
ble obtener los mismos efectos de lentes GRIN en grafeno (fig. 3.16) con el potencial
electrostático externo adecuado. Finalmente, se presentó que las trayectorias ópticas
propuestas tienen un alcance mayor a las geodésicas cuando el ı́ndice de refracción es
negativo.

En la última sección de resultados (sec. 3.3), se estudiaron los efectos que tienen las
uniones pn simétricas con interfaz abrupta en grafeno con regiones de desorden y defor-
maciones elásticas tipo bache. Se realizó una extensión al sistema a partir de un borde
de simetŕıa, para ver como se comportaba el haz de electrones en esta zona. Se presentó
que estas uniones por si solas reconstruyen el haz de electrones inyectado como lente de
Veselago (fig. 3.20a). Además, cuando se tienen zonas de desorden en la nanocinta de
grafeno, las uniones reenfocaron al haz electrones inyectado en el borde de simetŕıa y
lo colimaron mayormente después de éste bajo ciertas condiciones: cuando las zonas de
desorden tienen simetŕıa de reflexión espacial respecto a la interfaz de la unión y tienen
la misma amplitud de desorden (figs. 3.20-3.21). Además, se exhibió que este efecto es
robusto bajo el rompimiento de la simetŕıa vertical (fig. 3.23). Cuando se generaron
deformaciones elásticas fuera del plano, se observó que por si solas estas deformaciones
dividen a los haces de electrones por polarización de valle (figs. 3.24a, 3.25a,c). Sin
embargo, al conservar la simetŕıa de reflexión espacial en las deformaciones elásticas,
las uniones nuevamente hicieron la reconstrucción del haz de electrones al igual que en
el caso del desorden, además de volver a mezclar los haces ya polarizados de valle (figs.
3.24-3.25). Finalmente, se expuso como en grafeno corrugado, estas uniones hacen una
reconstrucción del haz cuando se preserva la simetŕıa de reflexión espacial. Con estos
resultados, se mostraron las condiciones en las cuales estas uniones pn pueden revertir
el efecto que tienen el desorden o las deformaciones elásticas en el flujo de corriente.

A lo largo de esta tesis, se presentaron propuestas de dispositivos con uniones pn,
como lo son generadores de haces paralelos (figs. 3.9a,b), lentes de Veselago circulares
(figs. 3.11-3.12), generadores de WGM (fig. 3.13), divisores de haz y lentes convergen-
tes (fig. 3.15), lentes GRIN (fig. 3.16) y polarizadores de valle (fig. 3.25c). Con esto
se ofrecen pruebas de concepto para considerar en el desarrollo de dispositivos en la
nanoelectrónica. Adicionalmente, se presentaron a las trayectorias semiclásicas puedan
ser tomadas como una herramienta barata para cálculos del flujo de corriente en estos
sistemas, cuando la interferencia no sea importante.

Se espera que con esta tesis se haya contribuido en una pequeña parte al conoci-
miento del transporte cuántico a través de las uniones pn de grafeno. Sin embargo,
algunas de estas ideas se pueden extender para mejorar el entendimiento del transporte
en estos sistemas. Considerando que las uniones circulares suaves se producen mediante
una punta de un microscopio electrónico, esta misma punta puede generar una defor-
mación elástica y ver como se suma el efecto del potencial de dopaje con el campo
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pseudomagnético producido por la deformación. También, se puede estudiar el efecto
de las uniones pn abruptas con distinto tipo de desorden, como dislocaciones o defectos
estructurales, aśı como en grafeno ondulado.
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deformations in graphene ribbons: Flowers and confinement. Physical Review B,
90(4), jul 2014. DOI: 10.1103/physrevb.90.041411. 53

[132] R. Carrillo-Bastos, M. Ochoa, S. A. Zavala, and F. Mireles. Enhanced asymmetric
valley scattering by scalar fields in nonuniform out-of-plane deformations in grap-
hene. Physical Review B, 98(16), oct 2018. DOI: 10.1103/physrevb.98.165436.

[133] M. Settnes, S. R. Power, J. Lin, D. H. Petersen, and A.-P. Jauho. Bubbles in
graphene - a computational study. Journal of Physics: Conference Series, 647:
012022, oct 2015. DOI: 10.1088/1742-6596/647/1/012022. 55
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