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y también en los más dif́ıciles. Gracias a los pilares de estas familias y a los que ya
no están con nosotros. A mi abuelito Modesto, mi abuelita Guadalupe. A mi abuelito
Francisco y con especial cariño a mi abuelita Agustina†. A mi t́ıo Lalo† por alentarme
y el apoyo que siempre me dio.
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Resumen

Las transiciones activadas térmicamente son de naturaleza ubicua y han sido de
particular interés en la descripción de muchos sistemas f́ısicos, como son la mayoŕıa de
las reacciones qúımicas, transiciones de fase, plegamiento de protéınas, por mencionar
algunos ejemplos. Un modelo que ha sido muy adecuado en el estudio de estos proce-
sos activados térmicamente es la teoŕıa de estados de transición. A menudo modeladas
como el proceso de escape a través de una barrera energética de una part́ıcula Brownia-
na partiendo de un pozo, las transiciones activadas térmicamente ocurren t́ıpicamente
en entornos complejos que, por simplicidad, se conciben como fluidos Newtonianos sin
memoria. En tales situaciones, la tasa de escape está bien descrita por la bien conoci-
da teoŕıa de Kramers. Sin embargo, este modelo no considera la situación cuando hay
memoria involucrada en el proceso de escape, motivo por lo que estos problemas han
sido de gran interés en los últimos años debido a que son una mejor aproximación a la
dinámica de sistemas biológicos y f́ısicos reales.

Por tales motivos, en el presente trabajo se investigó teórica y experimentalmente
el proceso de escape de una part́ıcula Browniana en un potencial biestable cuando el
medio fluido en el que se encuentra inmersa es viscoelástico, el cual presenta propie-
dades de flujo complejas con caracteŕısticas tanto de ĺıquidos viscosos como de sólidos
elásticos. Para lograr estos objetivos se emplearon técnicas de micromanipulación ópti-
ca y un marco teórico basado en la Ecuación Generalizada de Langevin. En esta tesis
se muestran observaciones directas en donde la viscoelasticidad de un fluido micelar
con un módulo de relajación monoexponencial puede dar lugar a transiciones que son
mucho más rápidas que las esperadas en la teoŕıa de Kramers.

Se caracterizó con precisión el potencial biestable construido y el fluido de micelas
tubulares (solución acuosa de cloruro de cetilpiridinio y salicilato de sodio en el régimen
semidiluido), lo que permite una comparación clara entre los resultados experimentales
y un modelo teórico basado en la Ecuación Generalizada de Langevin. Estos resulta-
dos revelan una drástica amplificación de las tasas de transición en comparación con
aquellas que ocurren en un fluido Newtoniano, lo cual se origina de la relajación del
fluido durante los eventos de cruce de part́ıculas. En este punto, se muestra de manera
experimental que la movilidad efectiva dependiente de la frecuencia no es homogénea,
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sino que aumenta drásticamente alrededor de la barrera de enerǵıa, lo cual es responsa-
ble de estas transiciones rápidas. Estos hallazgos proporcionan una mayor comprensión
de los procesos térmicos de escape en condiciones más realistas que ampliarán nuestra
comprensión de muchos mecanismos de transporte en la naturaleza.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la naturaleza los procesos de activación térmica se encuentran en muchos sis-
temas f́ısicos, biológicos y qúımicos. Un proceso activado térmicamente es aquel en
el que se debe superar una barrera de enerǵıa para que el proceso avance, lo cual se
logra gracias a las fluctuaciones térmicas del sistema. Las fluctuaciones térmicas son
desviaciones estocásticas de un sistema con respecto a su estado promedio, las cuales
pueden ser causadas por el movimiento de los átomos. Las fuerzas fluctuantes resultan-
tes son proporcionales al aumento de la temperatura absoluta, de esta forma, a menos
que la temperatura este en el cero absoluto, un sistema nunca permanece en equili-
brio en su estado base, sino que muestra aleatoriamente todos los estados posibles con
probabilidades dadas por la distribución de Boltzmann [1],

ρ(E) ∝ exp

(
− E

kBT

)
, (1.1)

donde E es la enerǵıa del estado, kB = 1.38× 10−23 J K−1 la constante de Boltzmann
y T la temperatura del sistema.

Ejemplos de estos sistemas son la mayoŕıa de las reacciones qúımicas o transiciones
de fase, la migración de ligandos en biomoléculas, el transporte de electrones en semi-
conductores e incluso ejemplos biológicos como el canto de los grillos o la intermitencia
en la luz de las luciérnagas [2]. Un modelo que ha sido muy adecuado en el estudio
de estos procesos activados térmicamente es la teoŕıa de estados de transición, el cual
explica las velocidades de reacción de reacciones qúımicas elementales (Figura 1.1). La
teoŕıa asume un tipo especial de equilibrio qúımico (cuasi-equilibrio) entre reactivos y
complejos de estado de transición activados. El entorno térmico proporciona la enerǵıa
de activación para escapar de un estado metaestable inicial que permite la reacción
qúımica. La velocidad a la que ocurre este escape esta en función de la enerǵıa de
activación térmica ∆E descrita en la famosa ecuación de Arrhenius de 1889,

R = A exp

(
− ∆E

kBT

)
. (1.2)
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1. INTRODUCCIÓN

Como se observa, la tasa de este tipo de procesos aumenta exponencialmente con
la temperatura, por lo que ocurren más rápido a mayor T . En los procesos de activa-
ción térmica, las fluctuaciones son también una fuente de ruido. En general las fuerzas
estocásticas que dan lugar a las fluctuaciones térmicas son una fuente de difusión y
disipación (incluyendo amortiguación y viscosidad). Con esto los efectos de la deriva
aleatoria y la resistencia a la deriva están relacionados con el teorema de fluctuación
disipación. En estos casos los productos iniciales están en estados metaestables, es de-
cir, en mı́nimos locales de la enerǵıa libre, de los cuales escapan debido a fluctuaciones
térmicas [3].

Figura 1.1: Curva de enerǵıa potencial. La enerǵıa de activación representa la cantidad
mı́nima de enerǵıa requerida para transformar los reactivos en productos en una reacción
qúımica. El valor de la enerǵıa de activación es equivalente a la diferencia de enerǵıa poten-
cial entre part́ıculas en una configuración intermedia (conocida como estado de transición
o complejo activado) y part́ıculas de reactivos en su estado inicial. Por tanto, la enerǵıa de
activación puede visualizarse como una barrera que deben superar los reactivos antes de
que se puedan formar productos [4].

Sin embargo, en la realidad los sistemas activados térmicamente son mucho más
complejos, en este punto surge el planteamiento de si la naturaleza del tiempo o tasa de
cambio en estas reacciones tiene que ver con el acoplamiento con el medio en el que se
encuentran. El primero en describir y calcular estas frecuencias de reacción fue Hendrik
Anthony Kramers, quien en 1940 demostró que la tasa de escape de un proceso activado
térmicamente depende de la fuerza de acoplamiento con el medio ambiente, es decir,
de la amortiguación, incluso si la temperatura es constante. Su cálculo de la tasa de
escape constituye uno de los logros clásicos de la f́ısica estad́ıstica [5]. Kramers derivó
estos resultados con un modelo muy sencillo donde supuso una part́ıcula Browniana en
un medio viscoso sometida a un potencial metaestable con cierta barrera de enerǵıa [6].
Esto ha proporcionado exitosamente expresiones para las tasas (o equivalentemente los
tiempos medios) de escape de los mı́nimos en tales potenciales en términos del coefi-
ciente de fricción de la part́ıcula, las curvaturas t́ıpicas del perfil espacial de enerǵıa
potencial aśı como la altura de la barrera.
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Pese a que la tasa de tiempos de escape basada en estas descripciones han propor-
cionado exitosamente expresiones para estimar tiempos medios de escape en numerosas
situaciones experimentales en términos de variables conocidas [7][8], estos modelos no
consideran aquellas situaciones en las que el medio, el movimiento o el potencial de la
part́ıcula Browniana presentan efectos de memoria, es decir, su dinámica es no Marko-
viana. Estos problemas han sido de gran interés en los últimos años debido a que son
una mejor aproximación a la dinámica de sistemas biológicos y f́ısicos reales [9, 10, 11].
Por esta razón, motivados por estos cuestiones antes planteadas, se busca estudiar el
escape de part́ıculas Brownianas en un medio con memoria de manera experimental.

En este trabajo se analizará en particular el problema de las transiciones activadas
térmicamente de part́ıculas Brownianas, tanto de manera experimental como teórica,
cuando existen efectos de memoria en su dinámica intŕınseca. Para lograr este estudio
se hará uso de técnicas de micromanipulación óptica para la construcción de potenciales
biestables y de un medio que induzca efectos de memoria en el movimento de la part́ıcula
Browniana, siendo este un fluido micelar que presenta comportamiento viscoelástico.
Los objetivos principales son los siguientes:

Reproducir la construcción de potenciales biestables mediante técnicas de mi-
cromanipulación óptica con el cual se pueda abordar de manera experimental el
problema de los tiempos medios de salto según la teoŕıa de Kramers.

Obtener un fluido con parámetros bien caracterizados y propiedades viscoelásticas
mediante técnicas de microreoloǵıa que sea útil para abordar el problema de
Kramers en un medio con memoria.

Realizar el experimento del potencial biestable en el medio viscoelástico elegido
y obtener los tiempos medios de escape para compararlo con lo esperado en la
teoŕıa de Kramers.

De esta forma, para lograr los objetivos expuestos, la tesis esta organizada de la
siguiente manera. En el caṕıtulo 2 se presentan algunos aspectos generales sobre el
problema de Kramers, abordando desde el movimiento Browniano libre hasta el movi-
miento en un potencial de perfil metaestable. Se hacen dos descripciones f́ısicas de esta
teoŕıa, la primera es un sistema sin memoria y la segunda en un sistema con memoria,
haciendo una comparación y las consecuencias f́ısicas en la dinámica estocástica que
implican estar en un medio con o sin memoria. En el caṕıtulo 3 se describe el sistema
experimental usado para la generación de potenciales biestables a partir de técnicas de
micromanipulación óptica, se detalla la necesidad de generar este tipo de potenciales y
la forma de obtener los resultados que se esperan de acuerdo a la teoŕıa de Kramers.
En el caṕıtulo 4 se describe el comportamiento reológico de los fluidos viscoelásticos
y el porqué surge memoria gen la dinámica del sistema. En este mismo se detalla la
elaboración y posteriormente la caracterización de un fluido micelar compuesto por un
surfactante y una sal. Las diferentes concentraciones fueron caracterizadas mediante
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1. INTRODUCCIÓN

métodos de microreoloǵıa, de donde se elige una concentración ideal para los propósi-
tos de este trabajo. En el caṕıtulo 5 se procede a abordar el problema de Kramers en
un fluido viscoelástico, se calculan los tiempos medios de escape para compararlos con
lo esperado en un fluido Newtoniano. En este caṕıtulo se presenta un estudio numérico
y teórico para comparar los resultados obtenidos experimentalmente, con lo que sur-
ge un factor de corrección a la teoŕıa de Kramers conocida debido a este efecto de la
viscoelasticidad del fluido. Por último, en el caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

En este caṕıtulo, con el objetivo de estudiar efectos de memoria en problema de
escape por activación térmica , en la primera parte se asentarán los aspectos teóricos
más importantes en el contexto de movimiento Browniano para describir la dinámica
estocástica Markoviana de una part́ıcula micrométrica inmersa en un fluido. Posterior-
mente se hará una descripción análoga para una situación f́ısica con memoria y sus
implicaciones en el movimiento de una part́ıcula coloidal. Con los conceptos básicos de-
sarrollados se procederá en la tercera parte a la teoŕıa del problema clásico de Kramers
y sus implicaciones en un sistema sin memoria y con memoria.

2.1. Movimiento Browniano

Los procesos Markovianos o procesos sin memoria, son aquellos que cumplen
con la propiedad de Markov y en los cuales la distribución de probabilidad del va-
lor futuro de una variable aleatoria depende únicamente de su valor presente, siendo
independiente de la historia de dicha variable, por lo que en este tipo de sistemas que
presentan una dinámica Markoviana, sus estados futuros y pasados son independientes
[12]. Un ejemplo f́ısico ampliamente conocido de un proceso Markoviano es el movi-
miento Browniano.

El descubrimiento del movimiento Browniano es atribuido a Robert Brown en 1827.
Se dice que Brown observó un movimiento errático de amistoplastos (orgánulos de al-
midón) suspendidos en agua, sin embargo no dio una explicación concisa del origen
de este movimiento. El primero en tratar satisfactoriamente la teoŕıa del movimiento
Browniano fue Albert Einstein en 1905. En su trabajo de investigación, Einstein esta-
bleció las bases para la descripción de las fluctuaciones térmicas en el movimiento de
part́ıculas micrométricas suspendidas en un fluido, donde explicó de forma clara cómo
el movimiento errático que Brown hab́ıa observado era el resultado de los choques so-
bre la part́ıcula causados por las moléculas de agua individuales [13]. Años después,
en 1908, Paul Langevin hizo su propia descripción equivalente tomando en cuenta el
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2. MARCO TEÓRICO

papel inercial. A continuación se citarán los conceptos más relevantes del movimiento
Browniano de part́ıculas libres en el contexto de la descripción de Langevin.

2.1.1. Ecuación de Langevin

En el trabajo de Paul Langevin, se hace una descripción del movimiento de una
part́ıcula de tamaño micro o submicrométrico suspendida en un medio fluido, mediante
un enfoque dinámico basado en las fuerzas que actúan sobre ella [14]. Langevin considera
part́ıculas grandes en relación a la distancia promedio y el tamaño de las moléculas del
liquido, por lo que los grados de libertad relevantes de la part́ıcula vaŕıan lentamente
en comparación con aquellos de su medio. La ecuación de Langevin para un vector de
posición al tiempo t, r(t) = (x(t), y(t), z(t)),de una part́ıcula de masa m, es

m
d2r(t)

dt2
= −γ0

d

dt
r(t) + Fext(t) + ξ(t), (2.1)

en donde γ0 es el coeficiente de fricción definido por la Ley de Stokes, y para el caso de
una part́ıcula esférica de diámetro dp en un fluido viscoso incompresible con valor η0,
este es γ0 = 3πdpη0.

De esta manera, la ecuación (2.1) incluye la fuerza de fricción viscosa, −γ0
d
dtr(t),

caracterizada por el coeficiente de fricción γ0, la cual se opone a la velocidad instantánea
de la part́ıcula, d

dtr(t), una fuerza externa a la que esta sometida la part́ıcula, Fext(t), y
una fuerza vectorial aleatoria (estocástica), ξ(t), debida a las colisiones de la part́ıcula
con las moléculas del medio.
Por otro lado, puesto que la fuerza estocástica ξ(t) se origina de las colisiones de una
enorme cantidad de moléculas del fluido con la part́ıcula, este término corresponde a
un ruido Gaussiano blanco que cumple con las siguientes propiedades:

La fuerza estocástica tiene un valor medio igual a cero a cualquier tiempo t,

〈ξ(t)〉 = 0. (2.2)

Su función de correlación, de acuerdo al teorema de fluctuación-disipación es [15],

〈ξ(t)⊗ ξ(t′)〉 = 2kBTγ0δ(t− t′)I, (2.3)

en donde I es la matriz identidad 3× 3 para el caso de una part́ıcula esférica. En parti-
cular, la ecuación (2.3) expresa el hecho de cualquier correlación debida a las colisiones
de las moléculas del fluido, las cuales ocurren en una escala temporal caracteŕıstica
τm ∼ 10−13 s, desaparece a las escalas temporales t́ıpicas de la part́ıcula Browniana, es
decir, el tiempo de relajación de su momento m/γ0. Por ejemplo, para una part́ıcula
de śılice diámetro dp = 1µm en agua m/γ0 ∼ 10−7 s, el cual es m/γ0 � τm.
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2.1 Movimiento Browniano

Cuando la part́ıcula no esta sometida a una fuerza o potencial externo, es decir
Fext(t) = 0, a partir de la ecuación de Langevin se obtiene que al calcular el segundo
momento y considerando las propiedades 2.2 y 2.3 del ruido Gaussiano blanco,

〈r2(t)〉 = 2ND0

{
t− m

γ0

[
1− exp

(
−γ0

m
t
)]}

, (2.4)

en donde 〈. . .〉 representa un promedio de ensemble sobre diferentes realizaciones del
ruido ξ(t), mientras que D0 es el coeficiente de difusión traslacional, cuyo valor calculó
Einstein en su art́ıculo de 1905 [13],

D0 =
kBT

γ0
. (2.5)

El resultado de la ecuación 2.4 solo toma en cuenta N dimensiones espaciales, sin
embargo en la practica el MSD se mide a partir de trayectorias en una, dos o máximo
tres dimensiones.

2.1.2. Ecuación de Fokker-Planck

La formulación de Fokker-Plank es un equivalente a la ecuación de Langevin, pero a
diferencia de esta última donde se describe la dinámica de la part́ıcula con su posición
o velocidad, en la descripción de Fokker-Planck se trabaja con las distribución de la
probabilidad de la part́ıcula ya sea en el espacio de coordenadas, velocidades o espacio
fase, ρ(r,v, t). El formalismo de Fokker–Planck y el de Langevin son equivalentes y es
una buena alternativa para abordar el problema de difusión de una part́ıcula. De esta
forma para el caso de una part́ıcula Browniana sometida a una fuerza externa debida
a un potencial Fext = −∇rU(r), se tiene que la ecuación 2.1 se puede reescribir como
[16],

dr = vdt, (2.6)

dv =

[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
dt+

√
2kBTγ0

m
dW , (2.7)

en donde dW es el incremento infinitesimal durante el intervalo temporal dt del llamado
proceso de Wiener W [16]. 1 Una forma para pasar de una descripción a otra es mediante

1Donde dW ≈ W (a + dt) −W (a), tiene incrementos Gaussianos, con media 〈dW 〉 = 0 y varianza
〈dW 2〉 = dt
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2. MARCO TEÓRICO

la siguiente igualdad para el valor medio

∫∫
f(r,v)

∂

∂t
ρ(r,v, t)drdv =

〈
df(r,v)

dt

〉
, (2.8)

donde f(r,v) es una función suave de r y v y,

df = ∇rf(r,v) · dr +∇vf(r,v) · dv +∇2
vf(r,v)

||dv||2

2
,

= ∇rf(r,v) · vdt+∇vf(r,v) ·
{[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
dt+

√
2kBTγ0

m
dW

}
+∇2

vf(r,v)
1

2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
{[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
dt+

√
2kBTγ0

m
dW

} ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2

. (2.9)

Al sustituir los valores dr y dv en 2.9, eliminar los término de orden dt2 o superior y
considerar las propiedades sobre el valor esperado de dW , se obtiene que la ecuación
2.8 sustituyendo el valor df se reescribe como,

∫∫
f
∂

∂t
ρ(r,v, t)drdv =

〈
∇rf · v +∇vf ·

{[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]

+

√
kBTγ0

m
dW

}
+
kBTγ0

m2
∇2

vf

〉
,

=

∫∫ {
v · ∇rf +

[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
· ∇vf

+
kBTγ0

m2
∇2

vf

}
ρ(r,v, t)drdv, (2.10)
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2.1 Movimiento Browniano

lo cual se puede resolver integrando por partes,

∫∫
f
∂

∂t
ρ(r,v, t)drdv = vf

∫
ρ(r,v, t)

∣∣∣∣∣
∞

∞

dv −
∫∫

fv · ∇rρ(r,v, t)drdv

+

∫
f

[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
· ρ(r,v, t)

∣∣∣∣∣
∞

∞

dr

−
∫∫

f∇v ·
[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
ρ(r,v, t)drdv

−
∫
kBTγ0

2m2
∇vρ(r,v, t)

∣∣∣∣∣
∞

∞

· dr −
∫
kBTγ0

m2
fρ(r,v, t)

∣∣∣∣∣
∞

∞

· dr

+

∫∫
f
kBTγ0

m2
∇2

vρ(r,v, t)drdv (2.11)

de esta forma, considerando que la función ρ(r,v, t) debe tender a cero en ±∞,

∫∫
f
∂

∂t
ρ(r,v, t)drdv =

∫∫
f

{
− v · ∇rρ(r,v, t)−∇v ·

[
−γ0

m
v − 1

m
∇rU(r)

]
ρ(r,v, t)

+
kBTγ0

m2
∇2

vρ(r,v, t)

}
drdv. (2.12)

Al ser f(r,v) una función bien definida y suave, entonces de la ecuación 2.12 se
obtiene el siguiente resultado,

∂

∂t
ρ(r,v, t) = −v · ∇r

[
ρ(r,v, t)

]
+

1

m
∇v ·

{[
∇rU(r) + γ0v

]
ρ(r,v, t)

}
+
γ0kBT

m2
∇2

vρ(r,v, t), (2.13)

esta es la ecuación equivalente de Fokker-Planck para el sistema de las ecuaciones 2.6 y
2.7, el resultado 2.13 es una expresión de la distribución de probabilidad en el espacio
fase y es conocida como la ecuación de Klein-Kramers [6] [16].

El formalismo descrito anteriormente contempla la dinámica de una part́ıcula co-
loidal con una fuerza externa que deriva de un potencial de enerǵıa. Nos gustaŕıa saber
que pasa en el régimen estacionario, en el cual no hay variaciones temporales, es decir
∂
∂tρ(r,v, t) = 0. Con lo cual la expresión 2.13 se puede reescribir como una ecuación de
ley de conservación de la probabilidad donde esta no tiene dependencia temporal,

9



2. MARCO TEÓRICO

0 = −v · ∇r [ρ(r,v)] +
1

m
∇v ·

{[
∇rU(r) + γ0v

]
ρ(r,v, t)

}
+
γ0kBT

m2
∇2

vρ(r,v), (2.14)

donde si la función ρ(r,v) = ρ(E(r,v)) y la enerǵıa del sistema es E(r,v) = U(r) +
1
2m‖v‖

2, entonces al calcular d
dEρ(E) = ∇rρ(r,v) drdE +∇vρ(r,v) dvdE , la ecuación 2.14

se puede reescribir como,

∇v

[
γ0

m
vρ(E) + v

kBTγ0

m2

d

dE
ρ(E)

]
= 0. (2.15)

La solución de 2.15 nos dice que,

γ0vρ(E) + vkBTγ0
d

dE
ρ(E) = C(r), (2.16)

de la cual el resultado es una exponencial de la forma,

ρ(E) = Z−1 exp

(
− 1

kBT

∫
dE

)
exp

[∫
C(r)

ρ(E)
dE

]
, (2.17)

sin embargo, si el sistema alcanza un equilibrio térmico en un tiempo prolongado y
la fuerza de correlación del ruido aśı como los coeficientes de fricción son constantes,
esto da origen a la distribución de Maxwell-Boltzmann como la solución estacionaria
de la correspondiente ecuación de Fokker-Planck, por lo que C(r) = 0 y la distribución
sustituyendo el valor E(r,v) es,

ρ0(r,v) = Z−1 exp

{
− 1

kBT

[m
2
v2 + U(r)

]}
, (2.18)

donde,

Z =

∫∫ ∞
∞

exp

{
− 1

kBT

[m
2
v2 + U(r)

]}
drdv, (2.19)

esto para cumplir la condición de normalización sobre todo el espacio. La solución esta-
cionaria 2.18 es una distribución en el espacio de velocidades y posiciones para cualquier
potencial arbitrario U(r), esta es conocida como distribución de Boltzmann.

Con esto se concluye la descripción Markoviana del movimiento Browniano en los
análisis de Langevin y Fokker-Planck. Con los resultados de Fokker-Planck se obtiene
la ecuación de Klein-Kramers y la solución estacionaria. La explicación y el calculo de
la tasa de tiempos de escape, se abarcara en en la sección 2.3.
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2.2 Movimiento Browniano no-Markoviano

2.2. Movimiento Browniano no-Markoviano

Los procesos no Markovianos son todos aquellos procesos estocásticos con
memoria que no cumplen con la propiedad de Markov, lo que significa que el valor
futuro de la distribución de probabilidad de los grados de libertad accesibles depende
de sus valores anteriores, por lo que en este tipo de procesos sus estados futuros y
pasados no son independientes. La mayoŕıa de los procesos estocásticos son en reali-
dad no-Markovianos, siendo la Markovianidad una aproximación válida solamente en
algunos casos espećıficos, como en el caso del movimiento Browniano en un fluido de
viscosidad constante (Newtoniano) previamente descrito. Otro aspecto es que los proce-
sos f́ısicos que evolucionan en el tiempo pueden ser o no Markovianos, dependiendo de
las variables utilizadas para describirlo. Por ejemplo, resulta en general una descripción
no-Markoviana cuando se selecciona un número reducido de grados de libertad de un
sistema del total que definen su evolución temporal. Para el caso de la caminata aleato-
ria, si la memoria involucra más pasos anteriores, se necesitan más variables adicionales,
pero eso ya no funciona si la memoria se extiende sobre todos los pasos anteriores [17].
Un ejemplo f́ısico de esto es el caso de lo poĺımeros de volumen excluido, este problema
se puede modelar como una caminata aleatoria pero es irremediablemente un proceso
no Markoviano [18].

Los efectos de memoria han sido estudiados en eventos como, reacciones qúımicas
macromoleculares, eventos de nucleación que pueden ser modelados con el cruce de
barreras de enerǵıa unidimensionales efectivos, las biomoléculas que son poĺımeros, y
se sabe que la dinámica de los monómeros dentro de los poĺımeros es no-Markoviana
[19], el plegamiento de protéınas por la memoria que surge en su fricción interna y la
consecuencia de efectos de difusión anómalos [20], el movimiento y las tasas de escape
de part́ıculas activas sometidas a potenciales de enerǵıa [21] [22], o el medio en el que se
difunde una part́ıcula coloidal en el que aparecen nuevas escalas temporales y aparecen
términos de memoria de fricción [23]. En esta sección se describirá de forma muy general
el movimiento Browniano a las escalas temporales lentas del medio, sus implicaciones
y generalización en la ecuación de Langevin y en la dinámica de una part́ıcula coloidal.

2.2.1. Ecuación generalizada de Langevin

Como ya se vio anteriormente, el movimiento Browniano de una part́ıcula coloidal
de tamaño micrométrico inmersa en un fluido viscoso es un ejemplo de un proceso sin
memoria. Este comportamiento se da cuando el tiempo caracteŕıstico de relajación del
momento de las part́ıculas del fluido, el cual juega el papel de baño térmico, son varios
órdenes de magnitud menores a aquel de la part́ıcula coloidal. Debido a esta marca-
da separación de escalas temporales, la distribución de velocidades y posiciones de las
moléculas del fluido no es afectada por el movimiento de la part́ıcula coloidal inmersa.
De esta forma, el efecto del baño térmico da como resultante una fuerza de fricción más
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2. MARCO TEÓRICO

un ruido Gaussiano blanco. Sin embargo existen numerosas situaciones en las que la
dinámica de la part́ıcula Browniana bajo estudio no puede suponerse como Markoviana
ya que el medio fluido presenta una estructura compleja, compuesta por ejemplo por
macromoléculas o por part́ıculas de tamaño similar, con las cuales existen interacciones
significativas. En tales casos, la distribución de velocidades y posiciones de las part́ıcu-
las del baño térmico fluido y de la part́ıcula Browniana son afectadas mutuamente, por
lo que no es posible hacer una separación clara entre sus escalas temporales respecti-
vas. En general, este acoplamiento no-Markoviano se manifiesta mediante correlaciones
temporales de largo alcance en el movimiento de la part́ıcula Browniana bajo estudio,
lo cual da lugar a importantes efectos de memoria en su dinámica.

Una de las técnicas más comunes para describir la dinámica de un sistema regido
por fluctuaciones es el método de ecuaciones maestras generalizadas y de igual forma
la metodoloǵıa de ecuaciones de Langevin generalizadas. Este tipo de enfoques repre-
sentan un tratamiento de las ideas de Langevin de una forma mas amplia, en donde
la escala de tiempo del movimiento molecular ya no es considerada mucho más corta
que la del movimiento de la part́ıcula bajo observación. Es una caracteŕıstica general
de cualquier sistema dinámico que la coherencia dinámica se vuelve predominante en
tiempos cortos o en altas frecuencias, tan cortas o tan altas como son caracteŕısticas
del movimiento molecular, entonces se introduce que el rozamiento ya no es constante
y es dependiente de la frecuencia.

Siguiendo el formalismo de Zwanzig [24], se puede derivar una generalización de
la ecuación de Langevin para el movimiento de una part́ıcula Browniana sujeta a una
fuerza externa debida a un potencial U(r), la cual es de la forma [15],

mr̈(t) = −
∫ t

0
Γ(t− t′)ṙ(t′)dt′ −∇U(r) + ξ(t). (2.20)

Los principales elementos de la ecuación generalizada de Langevin 2.20 son:

1) el primer termino que representa las fuerzas inerciales, donde se involucra la
masa de la part́ıcula micrométrica;

2) la fuerza de Stokes−γ0ṙ del caso Markoviano es reemplazada por la convolución
del kernel de memoria Γ(t) con la velocidad de la part́ıcula, ṙ(t);

3) el ruido térmico, ξ(t), no es necesariamente delta-correlacionado (ruido blanco)
sino que puede presentar correlaciones que decaen lentamente en el tiempo, lo cual
se traduce en un espectro de potencias con predominancia en ciertos intervalos
de frecuencias, por lo que es llamado ruido de color;

4) Una fuerza externa debida a un un potencial que depende de la posición de la
part́ıcula.

12



2.2 Movimiento Browniano no-Markoviano

El kernel de memoria Γ(t) representa un efecto de retardo en la fuerza de fricción con
respecto a la velocidad instantánea de la part́ıcula y por causalidad, debe satisfacer
Γ(t) = 0 para t < 0, mientras que Γ(t)→ 0 cuando t→∞. Por otro lado, suponiendo
que las part́ıculas del medio fluido permanecen siempre en equilibrio canónico a una
temperatura constante T , ξ(t) debe tener una relación directa con Γ(t) mediante el
llamado segundo teorema de fluctuación disipación, siendo el valor medio del
ruido térmico

〈ξ(t)〉 = 0, (2.21)

y su función de correlación,

〈ξ(t)⊗ ξ(t′)〉 = IkBTΓ(|t− t′|). (2.22)

Notemos que cuando Γ(t) = 2γ0δ(t − t′) 1 se recupera correctamente la ecuación de
Langevin sin memoria (ecuación 2.1).

2.2.2. Movimiento Browniano libre con memoria

El kernel de memoria para el movimiento Browniano de una part́ıcula esférica de
diámetro dp en un fluido viscoelástico está directamente relacionado con sus propiedades
reológicas. Si dp es mayor a las escalas de longitud caracteŕısticas del fluido, dicha
relación está dada por la relación generalizada de Stokes en el dominio de frecuencias
[25, 26] ,

Γ∗(ω) = 3πdpη(ω)

[
1 +

dp
2

√
−iω%
η(ω)

]
, (2.23)

en donde % es la densidad del fluido, η(ω) es la viscosidad dependiente de la frecuencia
ω, la cual es conocida como viscosidad dinámica compleja y corresponde a la transfor-
mada de Fourier del módulo de relajación η(ω) = F[G(t)] ≡

∫∞
−∞ dt e

−iωtG(t), mientras
que Γ∗(ω) representa el complejo conjugado de la transformada de Fourier del kernel
de memoria, Γ̂(ω) = F[Γ(t)]. Dentro del paréntesis del lado derecho de la ecuación 2.23,
el factor 1 representa una extensión inmediata de la ley de Stokes para el coeficiente de
fricción experimentado por la part́ıcula a cada frecuencia ω: 3πdpη(ω). Por otro lado,
el segundo término que involucra a la ráız cuadrada de % está asociado a la llamada
fuerza de Basset-Boussinesq [27, 28], la cual es un efecto inercial de la capa ĺımite del
fluido alrededor de la part́ıcula esférica cuando ésta se mueve ya sea por alguna fuerza
externa o por fluctuaciones térmicas.

Una buena alternativa de resolver la ecuación generalizada de Langevin en el caso
lineal sin fuerzas externas, −∇U(r) = 0, es considerar el dominio de frecuencias de
Laplace a través de su transformada, donde para el caso de este trabajo se tomara la

1Recordando la propiedad de la delta de Dirac,
∫ b
a
f(x)δ(x− x0)dx = 1

2
f(x±0 ), si x0 = a, b.
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forma unilateral,

f̃(s) = L [f(t)] =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt, (2.24)

con lo que el término donde aparece la convolución puede ser expresada como el produc-
to de las transformadas. En dicho caso, se tiene que si la GLE (ecuación 2.20) se expresa
en términos de la velocidad v(t) = ṙ(t), la transformada de Laplace correspondiente
es,

ṽ(s) =
mv(0) + ξ̃(s)

ms+ Γ̃(s)
, (2.25)

siendo ξ̃(s) = L [ξ(t)] y Γ̃(s) = L [Γ(t)], de donde se puede calcular directamente
la cantidad 〈v(0) · ṽ(s)〉 multiplicando por v(0). Para ello, tomando en cuenta las
propiedades del ruido estocástico ξ(t), en particular 〈ξ̃(s) · v(0)〉 = 0, aśı como el
teorema de equipartición para N grados de libertad, m

2 〈|v(0)|2〉 = N
2 kBT , se obtiene,

〈v(0) · ṽ(s)〉 =
NkBT

ms+ Γ̃(s)
. (2.26)

Por otro lado, la relación de la autocorrelación de la velocidad con el MSD es,

〈v(0) · ṽ(s)〉 =
s2〈|∆r̃(s)|2〉

2
, (2.27)

de esta forma se tiene una generalización de la expresión de Stokes-Einstein [29],

〈|∆r̃(s)|2〉 =
2NkBT

s2
[
ms+ Γ̃(s)

] , (2.28)

donde 〈|∆r̃(s)|2〉 = L [〈|∆r(t)|2〉] y Γ̃(s) = L [Γ(t)] son las transformadas de Laplace
del desplazamiento cuadrático medio y del kernel de memoria, respectivamente. Con
este procedimiento se puede obtener la forma del MSD en el espacio de coordenadas
aplicando la transformada inversa de Laplace a partir de la función y el comportamien-
to del kernel de memoria.

Notemos que para el caso ampliamente conocido de un fluido Newtoniano de visco-
sidad η0, Γ(t) = 2γ0δ(t). Entonces Γ̃(s) = 2γ0

1
2 = γ0. Por consiguiente, al introducir el

valor de Γ̃(s) en la ecuación 2.28,

〈|∆r̃(s)|2〉 =
2NkBT

s2 (ms+ γ0)
, (2.29)

calculando su inversa de Laplace se recupera el valor del MSD de la ecuación 2.4.
Podemos concluir en este análisis que debido a los efectos de memoria, los resultados
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de la dinámica de la part́ıcula dependerán directamente de la forma espećıfica de la
función Γ(t). En la siguiente sección se hablara de la teoŕıa de Kramers en el caso sin
y con memoria.

2.3. Escape en sistemas biestables

El escape por activación térmica ocurre en una gran variedad de procesos f́ısicos,
qúımicos y biológicos, en los cuales las fluctuaciones térmicas del sistema son respon-
sables de transiciones estocásticas entre diferentes estados metaestables de su complejo
paisaje de enerǵıa. Algunos ejemplos conocidos son la difusión en sólidos, inversiones de
magnetización en peĺıculas magnéticas delgadas de tamaño submicrométrico, el trans-
porte de electrones en semiconductores, absorción de coloides en interfaces fluido-fluido,
el plegamiento de protéınas y reacciones qúımicas [8, 9, 30, 31, 32, 33]. El primer cálculo
de este problema lo realizó Hendrick Anthony Kramers en 1940, en el cual determinó
la tasa de transición por activación térmica a través de una barrera de potencial para
estimar la tasa de reacciones qúımicas.

El modelo de Kramers supone a una part́ıcula en un potencial de enerǵıa biestable
con forma de pozo doble, la cual también esta sometida a fuerzas fluctuantes del medio
que la rodea, como en el esquema de la Figura 2.1. La part́ıcula se localiza inicialmente
en la posición del pozo A, pero eventualmente debido a las fuerzas fluctuantes puede
saltar a través de la barrera de potencial y escapar al pozo B. En este problema se
busca esencialmente calcular la probabilidad de salto o escape de la part́ıcula a través
de la barrera de un pozo a otro, como se describe detalladamente a continuación.

2.3.1. Teoŕıa de Kramers

Kramers en su problema toma en cuenta la ecuación de Langevin en una dimensión
para una part́ıcula esférica de diámetro dp moviéndose en un medio viscoso y un poten-
cial U(x). Las descripciones de este caso son las mencionadas en las ecuaciones 2.6 y
su equivalente de Fokker-Planck también conocida como ecuacion Klein-Kramers [16].
Kramers en su art́ıculo considera la situación de la Figura 2.1, donde una part́ıcula
está inicialmente capturada en una condición de equilibrio térmico local en la par-
te metaestable A del potencial U(x). Dicho potencial presenta una barrera de altura
∆UA = U(xS)−U(xA), siendo xA y xS las posiciones del mı́nimo dentro del pozo A y
de la parte más alta de la barrera, S, respectivamente. Además, ∆UA es suficientemente
grande en comparación con la enerǵıa térmica del sistema dada por kBT . El escape de
la part́ıcula desde A cruzando por S para llegar al pozo B, modela la evolución de la
coordenada de reacción que representa la conversión de reactivos en productos a través
de una barrera energética durante una reacción qúımica en un solvente. En el caso de
una part́ıcula Browniana, las fluctuaciones térmicas son responsables de llevarla a la
parte superior de la barrera (punto S) y una vez alĺı el proceso de escape del pozo A
está determinado por difusión. La situación inicial de equilibrio de la part́ıcula en el

15



2. MARCO TEÓRICO

pozo A puede representar un estado ligado, mientras que B puede corresponder a otro
estado de unión con enerǵıa menor. Si el sistema estuviera en equilibrio termodinámico
durante el cruce a través de S, la densidad de probabilidad seria la descrita en la ecua-
ción 2.18, con lo que el número total de part́ıculas que pasan de A a B seŕıa nulo. Sin
embargo, en realidad se inicia un proceso de difusión tendiente a establecer el equilibrio
si el número de part́ıculas en A es mayor a el de B, el cual será lento si se asume que la
barrera ∆UA es grande en comparación con kBT . Esto se puede suponer incluso si en
un inicio las part́ıculas en A no tuvieran una distribución similar a la de Boltzmann,
en cuyo caso se reestablecerá una distribución de Boltzmann cerca de A (o también
cerca de B) antes de que un número apreciable de part́ıculas haya escapado. La difusión
cuasi-estacionaria corresponderá entonces a un flujo de un suministro cuasi-infinito de
part́ıculas distribuidas de acuerdo a la expresion de Boltzmann en el punto A hacia B.
Por lo tanto, en cualquier momento se puede considerar como un proceso de difusión
estacionario [6].

Figura 2.1: Part́ıcula Browniana en un potencial U(x), el cual consiste en dos pozos con
mı́nimos locales A y B separados por una barrera energética de altura finita. El pozo
alrededor del punto metaestable A es menos profundo que aquel en el punto estable B.
Debido a las fluctuaciones térmicas, si la part́ıcula está inicialmente localizada en A, puede
llegar a B cruzando a través del punto inestable S localizado en el máximo de la barrera
de potencial, cuya altura con respecto a A es ∆UA.

A partir de la ecuación de Kramers-Klein (ecuación 2.13), es posible obtener que
la solución estacionaria del problema en el ĺımite de una trayectoria de duración su-
ficientemente larga. Dicha solución corresponde a la distribución de Boltzmann dada
por la ecuación 2.18, y a partir de ella, se puede encontrar la solución de no-equilibrio
durante el proceso de salto. Por simplicidad para abordar el problema de escape se
trabaja con la ecuación de Langevin y de Klein-Kramers en una dimensión r(t) = x(t),
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2.3 Escape en sistemas biestables

siendo inmediata la generalización en varias dimensiones.

Primero veamos que la curvatura en el punto inestable S del potencial está dada
por su segunda derivada en dicho punto cŕıtico

κS =
d2

dx2
U(x)

∣∣∣
x=xS

< 0, (2.30)

por lo que los cruces sobre la barrera serán afectados por la fuerza ejercida por el
potencial en la vecindad de S. Con esto surgirá una densidad de probabilidad de no
equilibrio ρ durante el proceso de salto de la barrera. Esta probabilidad debe cumplir
con las siguientes condiciones de frontera [34],

ρ(x, v) ' ρ0(x, v), (2.31)

alrededor de xA, en donde ρ0(x, v) es la probabilidad de equilibrio inicial localmente en
A antes del salto. La segunda condición es,

ρ(x, v) ' 0, (2.32)

cuando x � xS , lo que corresponde a un escape sin retorno. Supongamos que hay
part́ıculas en x < xA y que no hay part́ıculas para x > xS . Sin pérdida de generalidad,
supongamos también que xS = 0. En el estado estacionario, la probabilidad de no
equilibrio ρ(x, v) genera un flujo J0. Si entonces n0 denota la población de part́ıculas
dentro del pozo inicial, obtenemos que la tasa de escape es,

ν =
J0

n0
, (2.33)

la cual se puede reformular en términos del tiempo medio de escape, τ = ν−1, como

τ =
n0

J0
. (2.34)

El problema entonces consiste en encontrar la solución estacionaria para la densidad de
probabilidad de no equilibrio, ρ(x, v). Esta se puede calcular a partir de la probabilidad
de equilibrio, ρ0(x, v), mediante el ansatz [6] [34],

ρ(x, v) = F (x, v)ρ0(x, v). (2.35)

en donde F (x, v) es una función a determinar, la cual debe satisfacer la condición
F (x, v) = 1 cuando la part́ıcula esta equilibrio en el pozo inicial, alrededor de x ∼ xA,
mientras que F (x, v) = 0 cuando x � xS . Al suceder el proceso de escape en la
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2. MARCO TEÓRICO

parte parabólica del pozo, entonces se puede linealizar la ecuación de Klein-Kramers
alrededor de x = xS = 0. Sustituyendo la función ρ(x, v) en la ecuación 2.13 en el caso
unidimensional, además de agrupar términos comunes y aproximar U(x) ≈ U(0) −
1
2 |κS |x

2, se llega a

F (x, v)Q(x, v)− vρ0(x, v)
∂

∂x
F (x, v) +

γ0

m
vρ0(x, v)

∂

∂v
F (x, v)

− 1

m
|κS |ρ0(x, v)

∂

∂v
F (x, v) +

γ0kBT

m2

[
ρ0(x, v)

∂2

∂v2
F (x, v)

+2
∂

∂v
F (x, v)

∂

∂v
ρ0(x, v)

]
= 0 (2.36)

siendo,

Q(x, v) = −v ∂
∂x
ρ0(x, v) +

1

m

∂

∂v

{[
∂

∂x
U(x) + γ0v

]
ρ0(x, v)

}
+
γ0kBT

m2

∂2

∂v2
ρ0(x, v),

(2.37)
que corresponde a la parte estacionaria de la ecuación de Kramers para ρ0(x, v), por lo
tanto este termino es igual a cero. Además considerando la solución 2.18 se obtiene,

∂

∂v
ρ0(x, v) = − 1

Z

mv

kBT
exp

{
− 1

kBT

[m
2
v2 + U(x)

]}
= − mv

kBT
ρ0(x, v), (2.38)

en la cual, al dividir cada uno de los términos entre ρ0(x, v), 2.38 da lugar a una ecuación
diferencial para F (x, v),

v
∂

∂x
F (x, v) +

|κS |
m

x
∂

∂v
F (x, v) = −γ0

m
v
∂

∂v
F (x, v) +

γ0kBT

m2

∂2

∂v2
F (x, v). (2.39)

Como las funciones que multiplican a F (x, v) son lineales en x y v, para encontrar
la solución se puede hacer uso del siguiente ansatz [6] [34],

F (x, u) = F (ε) = F (v − cx), (2.40)

donde ε = v − cx, siendo c una constante a determinar (con unidades de tiempo−1)
de acuerdo a las condiciones de frontera. Si suponemos que c > 0, entonces dichas
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2.3 Escape en sistemas biestables

condiciones son

F (ε→∞) = 1,

F (ε→ −∞) = 0, (2.41)

de tal forma que aplicando la regla de la cadena. se tiene que

−cv d
dε
F +

|κS |
m

x
d

dε
F = −γ0

m
v
d

dε
F +

γ0kBT

m2

d2

dε2
F,

−
[(
c− γ0

m

)
v − |κS |

m
x

]
d

dε
F =

γ0kBT

m2

d2

dε2
F,

−Θ
d

dε
F =

γ0kBT

m2

d2

dε2
F, (2.42)

donde Θ debe ser una función lineal de ε solamente, lo cual se cumple solamente si,
|κS |/m = (c− γ0/m)c, ya que (c− γ0/m)v− |κS |x = (c− γ0/m)ε, entonces la ecuación
queda reescrita como,

−
(
c− γ0

m

)
ε
d

dε
F =

γ0kBT

m2

d2

dε2
F. (2.43)

La solución de la ecuación 2.43 es,

F (ε) = φ0

∫ ε

−∞
exp

[
−
(
c− γ0

m

) m2ε′2

2kBTγ0

]
dε′, (2.44)

siendo φ0 una constante de normalización. Para evitar la divergencia de F (ε) en ε→∞,

c− γ0/m deber ser positivo, con lo que (c− γ0/m)c = |κS |
m > 0, entonces en efecto c es

positivo. Desarrollando la condición anterior se llega a una ecuación cuadrática para c,
de la forma, c2−γ0c/m−|κS |/m = 0, de donde tomando la solución de la ráız positiva
se obtiene,

c =
γ0

2m
+

√
γ2

0

4m2
+
|κS |
m

, (2.45)

de donde,

c− γ0

m
=

√
γ0

4m2
+
|κS |
m
− γ0

2m
> 0. (2.46)

La constante de normalización φ0 de 2.44, se obtiene de la condición de frontera
ε→∞, entonces resulta una integral de Gauss, de donde se obtiene

φ0 =

√
m2

2πγ0kBT

(
c− γ0

m

)
. (2.47)
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En xS = 0, la corriente estacionaria asociada al salto a través de la barrera es,

J0 =

∫ ∞
−∞

ρ0(x = xS , v)vdv =

∫ ∞
−∞

F (v)ρ0(0, v)dv, (2.48)

donde xS = 0, con lo que ε = v, por lo tanto F (x, v) pasa a ser solo una función de v.
La corriente estacionaria se puede entonces evaluar mediante

J0 =
φ0

Z

∞∫
−∞

dv

v∫
−∞

dε exp

[
−
(
c− γ0

m

) m2ε2

2kBTγ0

]
v exp

(
− mv2

2kBT

)
exp

[
−U(0)

kBT

]
(2.49)

por lo que al integrar por partes se obtiene

J0 =
φ0

Z
exp

[
−U(0)

kBT

]{ v∫
−∞

exp

[
−
(
c− γ0

m

) m2ε2

2kBTγ0

]
dε

v∫
exp

(
− mε2

2kBT

)
εdε

∣∣∣∣∣
∞

−∞

+
kBT

m

∫ ∞
−∞

dv exp

(
− mv2

2kBT

)
exp

[
−
(
c− γ0

m

) m2v2

2kBTγ0

]}
. (2.50)

En la expresión anterior el primer término es cero y el segundo se puede agrupar
para tener la forma de una integral de Gauss, aśı el resultado final es,

J0 =
1

Z

√
m2

2πγ0kBT

(
c− γ0

m

)
exp

[
−U(0)

kBT

]
kBT

m

√
π2kBTγ0

cm2

=
1

Z

kBT

m

√
c− γ0

m

√
m

|κS |

(
c− γ0

m

)
exp

[
−U(0)

kBT

]
=

1

Z

kBT√
|κS |m

(
c− γ0

m

)
exp

[
−U(0)

kBT

]
. (2.51)

Por otro lado, el número de ocupación en el pozo A corresponde a la probabilidad
de encontrar la part́ıcula en equilibrio local alrededor de x = xA, la cual está dada por,

n0 ≈
∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dvρ(x, v), (2.52)
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donde se aproxima U(x) ≈ U(xA) + 1
2κAx

2 y F (x, v) ≈ 1 alrededor de xA, con

κA =
d2

dx2
U(x)

∣∣∣
x=xA

> 0. (2.53)

El resultado que se obtiene al considerar estas aproximaciones en la integral 2.52 es,

n0 =
1

Z

2πkBT√
κAm

exp

[
−U(xA)

kBT

]
, (2.54)

el cual, junto con el resultados de 2.51 conduce a la siguiente expresión para la tasa de
escape de acuerdo a 2.33 [34],

ν =
J0

n0
=

1

2π

√
κA
|κS |

(
c− γ0

m

)
exp

[
−U(0)− U(xA)

kBT

]
=

1

2π

√
κA
|κS |

(√
γ2

0

4m2
+
|κS |
m
− γ0

2m

)
exp

(
−∆UA
kBT

)
. (2.55)

Para el caso del presente trabajo y en general en la mayoŕıa de experimentos de
escape en medios ĺıquidos, se trabaja en un régimen con números de Reynolds muy
pequeños (Re � 1) [35], por lo que no se puede despreciar el efecto de la inercia en
la difusión de la part́ıcula. Esto es debido a que en tiempos muy largos, el número de
colisiones que hay sobre la part́ıcula es muy grande, entonces ésta pierde el momento
debido a estas colisiones en un tiempo muy corto, además de que su masa es despre-
ciable. En este sentido podemos hacer tender a cero los términos que involucran a la
masa de la part́ıcula. Las expresiones resultantes al calcular este ĺımite corresponden al
llamado régimen sobreamortiguado, en las cuales la masa m de la part́ıcula no aparece
expĺıcitamente. De esta forma,tomando el ĺımite m→ 0

√
γ2

0

4m2
+
|κS |
m
− γ0

2m
=

[
γ2

0

4m2

(
1 +
|κS |
m

4m2

γ2
0

)] 1
2

− γ0

2m

≈ γ0

2m
+
|κS |
γ0
− γ0

2m
,

=
|κS |
γ0

, (2.56)

en donde se consideró que, γ0
2m �

√
κS
m , aśı el resultado final es [34],

τK = ν−1 =
2πγ0√
|κS |κA

exp

(
∆UA
kBT

)
. (2.57)
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Para fines de este trabajo, por simplicidad y para el manejo de los resultados de una
forma mas intuitiva, se utilizará el inverso de la tasa de escape, ν, es decir el tiempo
medio de escape, τK , refiriéndose el sub́ındice K en la expresión 2.57 al resultado
derivado directamente de la teoŕıa original de Kramers.

2.3.2. Teoŕıa de Kramers en sistemas con memoria

En el caso de sistemas con memoria, para calcular el tiempo medio de escape de una
part́ıcula coloidal activada térmicamente a través de una barrera de potencial, se utiliza
un enfoque basado en la ecuación generalizada de Langevin [36] [34]. Para ello, a partir
de la ecuación 2.20 en su versión unidimensional, se puede hacer una linealización,
alrededor del punto xS = 0, donde la fuerza debida al potencial externo se aproxima
como |κS |x [34] [37]

ẋ(t) = v(t),

v̇(t) = − 1

m

∫ t

0
Γ(t− t′)ẋ(t′)dt′ +

|κS |
m

x(t) +
1

m
ξ(t), (2.58)

cuya solución general x(t), v(t) al tiempo t ≥ 0, dadas las condiciones iniciales x(0) =
x0 y v(0) = v0, se puede obtener calculando primero las transformadas de Laplace
correspondientes,

sx̃(s)− x0 =ṽ(s),

m [sṽ(s)− v0] =− sΓ̃(s)x̃(s) + Γ̃(s)x0 + |κS |x̃(s) + ξ̃(s), (2.59)

donde x̃(s) = L [x(t)], ṽ(s) = L [v(t)], Γ̃(s) = L [Γ(t)] y ξ̃(s) = L [ξ(t)]. Agrupando
términos y luego invirtiendo las transformadas de Laplace, las ecuaciones 2.58 se puede
expresar formalmente como,

x(t) = χx(t)x0 + χv(t)v0 +
1

m

∫ t

0
χv(t− t′)ξ(t′)dt′,

v(t) = χ̇x(t)x0 + χ̇v(t)v0 +
1

m

∫ t

0
χ̇v(t− t′)ξ(t′)dt′, (2.60)
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siendo

χx(t) = 1 +
|κS |
m

∫ t

0
χv(t

′)dt′,

χv(t) = L −1

[
m

ms2 − |κS |+ sΓ̃(s)

]
, (2.61)

con las condiciones χx(0) = 1, χ̇x(0) = 0, χv(0) = 0 y χ̇v(0) = 1, en donde χ̇x(t) =
d
dtχx(t) y χ̇v(t) = d

dtχv(t) representan la derivadas temporales de las funciones χx(t)

y χv(t) con respecto a su argumento t, respectivamente, mientras que Γ̃(s) = L [Γ(t)]
denota la transformada de Laplace de la función de memoria Γ(t) y L −1 la transfor-
mada inversa de Laplace. Siguiendo el método descrito en [37], es posible derivar una
ecuación de Fokker-Planck efectiva para la densidad de probabilidad ρ(x, v, t) de las
variables x y v que obedecen una dinámica no-Markoviana descrita por la GLE 2.58.
Dicha ecuación de Fokker-Planck generalizada es

∂

∂t
ρ(x, v, t) =

[
−v ∂

∂x
− κ̄(t)

m
x
∂

∂v

]
ρ(x, v, t) +

γ̄(t)

m

∂

∂v
[vρ(x, v, t)]

+
kBT

m2
γ̄(t)

∂2

∂v2
ρ(x, v, t) +

kBT

m|κS |
[κ̄(t)− |κS |]

∂2

∂v∂x
ρ(x, v, t), (2.62)

en donde

γ̄(t) = −m d

dt
ln a(t),

κ̄(t) = −mb(t)

a(t)
,

a(t) = χx(t)χ̇v(t)− χ̇x(t)χv(t),

b(t) = χ̇x(t)χ̈v(t)− χ̈x(t)χ̇v(t), (2.63)

estando las funciones χx(t) y χv(t) dadas por 2.61.

De forma similar al caso desarrollado por Kramers, se propone el ansatz de 2.35 con
las mismas condiciones de frontera. Si sustituimos la ecuación con la función F (x, v)
en la ecuación de Fokker-Planck 2.63 y tomamos t→∞, se obtiene

v
∂

∂x
F (x, v) +

κ̄

m
x
∂

∂v
F (x, v) =

kBT

m2
γ̄
∂2

∂v2
F (x, v)− γ̄

m
v
∂

∂v
F (x, v)

+
kBT

m|κS |
(κ̄− |κS |)

[
|κS |x
kBT

∂

∂v
F (x, v)− mv

kBT

∂

∂x
F (x, v) +

∂

∂x

∂

∂v
F (x, v)

]
(2.64)
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con

κ̄ = ĺım
t→∞

κ̄(t),

γ̄ = ĺım
t→∞

γ̄(t), (2.65)

donde se toma el limite cuando t→∞ por el interés de quitar la dependencia temporal
para encontrar la solución estacionaria.

Lo anterior se puede resolver proponiendo el mismo ansatz de la ecuación 2.40, es
decir, una dependencia de F (ε) únicamente con respecto a la variable ε = v − cx [36]
donde de la misma forma c es una constante a determinar. Si reemplazamos F (ε) en
2.64, se obtiene

−
[
c

(
1 +

κ̄− |κS |
|κS |

)
− γ̄

m

]
v
d

dε
F (ε)+

|κS |
m

x
d

dε
F (ε) =

kBT

m2

(
γ̄ − κ̄− |κS |

|κS |
cm

)
d2

dε2
F (ε),

(2.66)
y para cumplir que lo anterior sólo sea una función de ε se debe de cumplir,

c =
|κS |

cm
(

1 + κ̄−|κS |
|κS |

)
− γ̄

. (2.67)

Las condiciones de frontera en F (ε) son las mismas que se indican en 2.41. De esta
forma la ecuación 2.66 queda reescrita como,

−
[
c(1 + q)− γ̄

m

]
ε
d

dε
F (ε) =

kBT

m2
(γ̄ − qcm)

d2

dε2
F (ε), (2.68)

con q = κ̄−|κS |
|κS | . La solución de esta ecuación diferencial se obtiene de forma muy similar

al resultado 2.44,

F (ε) = φ0

∫ ε

−∞
exp

[
−

c(1 + q)− γ̄
m

2kBT
m2 (γ̄ − qcm)

z2

]
dz, (2.69)

en donde el valor de φ0 se obtiene a partir de la condición F (ε) = 1 si ε → ∞, cuyo
resultado es,

φ0 =

√
c(1 + q)− γ̄

m

2π kBT
m2 (γ̄ − qcm)

. (2.70)

El cálculo de J0 requiere de un procedimiento igual a la integral de la ecuación 2.48,
donde se usa la densidad de probabilidad estacionaria, siendo la diferencia más notable
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los factores que aparecen en cada caso. Llamaremos

O =
c(1 + q)− γ̄

m
2kBT
m2 (γ̄ − qcm)

, (2.71)

al factor dentro de la exponencial en la integral de 2.69. El resultado de integrar por
partes J0 es,

J0 =

∫ ∞
∞

φ0

∫ v

−∞
exp

(
−Oε2

)
dε

1

Z
exp

{
− 1

kBT

[m
2
v2 + U(r)

]}
dv,

J0 =
1

Z
φ0 exp

[
−U(0)

kBT

]{∫ v

−∞
exp

(
−Oε2

)
dε

∫ v

exp

[
− mε2

2kBT

]
εdε

∣∣∣∣∣
∞

−∞

+
kBT

m

∫ ∞
−∞

dv exp

[
−
(
mv2

2kBT
+O

)
v2

]}
,

J0 =
1

Z
φ0 exp

[
−U(0)

kBT

]
kBT

m

(
m

2kBT
+O

)− 1
2 √

π,

=
1

Z
φ0 exp

[
−U(0)

kBT

]
kBT

m

{
2πkBT (γ̄ − qcm)

m(γ̄ − qcm) +m2
[
c(1 + q)− γ̄

m

]} 1
2

,

=
1

Z

[
c(1 + q)− γ̄/m

2π kBT
m2 (γ̄ − qcm)

] 1
2

exp

[
−U(0)

kBT

]
kBT

m

[
2π kBT

m2 (γ̄ − qcm)

c

] 1
2

,

=
1

Z

kBT

m

[
c(1 + q)− γ̄/m

c

] 1
2

exp

[
−U(0)

kBT

]
. (2.72)

Ahora, el cálculo del número de ocupación, n0, no cambia con respecto al caso sin
memoria si se supone que la part́ıcula se encuentra inicialmente en una situación de
equilibrio local dentro del pozo A . Entonces n0 estará dado por 2.54, de tal forma que
el cociente entre J0 y n0 es

J0

n0
=

√
κA

2πm

[
c(1 + q)− γ̄/m

c

] 1
2

exp

(
−∆UA
kBT

)
, (2.73)

de donde, calculando la ráız positiva de c y sustituyendo el valor q, la tasa de salto
resultante está dada por la expresión [36],

ν =

√
κA

2π
√
|κS |

[√
γ̄2

4m2
+
κ̄

m
− γ̄

2m

]
exp

(
−∆UA
kBT

)
, (2.74)

la ecuación anterior depende directamente de la forma del kernel de memoria y su

25



2. MARCO TEÓRICO

transformada de Laplace además de la forma de la curvatura del potencial de acuerdo
al sistema de ecuaciones 2.63. Si hacemos el kernel de memoria igual a una delta de
dirac, Γ(t) = 2γ0δ(t), se recupera el caso sin memoria que se vio en la el resultado 2.55.

Finalmente, se puede demostrar que en 2.74, el término

Ω ≡
√

γ̄2

4m2
+
κ̄

m
− γ̄

2m
, (2.75)

que es una frecuencia de memoria renormalizada, corresponde a la ráız positiva más
grande, s = Ω, de la ecuación

ms2 + sΓ̃(s) = |κS |, (2.76)

la cual corresponde a uno de los polos de la función χ̃v(s) = L [χv(t)] definida en
2.61 [38], mayores detalles de esta derivación se encuentran en el Apéndice A.1. Por
consiguiente, la tasa de escape (o de salto) a través de la barrera puede expresarse en
forma compacta como

ν =

√
κA

2π
√
|κS |

Ω exp

(
−∆UA
kBT

)
, (2.77)

en donde Ω juega el papel de una frecuencia de transmisión difusiva renormalizada por
la memoria del sistema.

Con todo lo anterior ya queda descrita una idea general sobre la dinámica de una
part́ıcula Browniana, algunas implicaciones de la memoria debido al medio en el que
se mueve, las investigaciones actuales sobre este efectos en el problema de Kramers y
sus implicaciones. Para abordar el problema de la tasa de tiempo de escape de manera
experimental, se necesitará tener una part́ıcula Browniana en un medio que presente
efectos de memoria, por ejemplo: los fluidos viscoelásticos. Además de esto, se tiene que
someter la part́ıcula a un potencial metaestable de enerǵıa, el cual se puede construir a
través del uso de pinzas ópticas donde la trayectoria para hacer el respectivo análisis se
obtiene mediante videomicroscoṕıa. Con estas ideas en el siguiente caṕıtulo se detallará
el proceso experimental para la obtención de un potencial biestable de enerǵıa y la
captura de trayectorias que servirán para obtener los resultados de Kramers conocidos
en un medio sin memoria como el agua. De esta forma nos aseguraremos de que el
sistema experimental funciona y se procederá a incluir un fluido viscoelástico.
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Caṕıtulo 3

Sistema experimental

Uno de los métodos más ampliamente usados para investigar de manera experimen-
tal procesos de escape por activación térmica es mediante el uso de pinzas ópticas, con
las cuales se pueden crear, mediante técnicas de micromanipulación óptica, potenciales
con puntos estables, metaestables e inestables que emulen el paisaje de enerǵıa consi-
derado en la teoŕıa de escape de Kramers descrita en la sección 2.3 [8]. En el caso del
presente trabajo de tesis, se construyó un potencial de doble pozo o potencial biestable
mediante el uso de dos pinzas ópticas independientes. En este aspecto es importante
conocer los principios de funcionamiento y la implementación de estas herramientas,
por lo que en la primera sección se explican de manera muy general las fuerzas ópti-
cas involucradas y el tipo de arreglo experimental para confinar espacialmente una
part́ıcula micrométrica suspendida en un fluido transparente. En la siguientes secciones
se procede a la descripción del arreglo experimental particular que se utilizó en los
experimentos del presente trabajo, se detalla la necesidad de generar un potencial de
doble pozo para abordar el problema de Kramers y la manera en la que se procede a
la obtención y análisis de datos experimentales. Con todo esto, en la última sección
se muestran los resultados obtenidos las transiciones activadas térmicamente de una
part́ıcula coloidal esférica inmersa en agua, a través del doble pozo y la comparación
con las predicciones de la teoŕıa de Kramers.

3.1. Micromanipulación óptica

La forma de manipular part́ıculas micrométricas de un material dieléctrico es me-
diante el uso de fuerzas ópticas. Estas fueron observadas por primera vez por Arthur
Ashkin en 1970 [39]. Estas investigaciones dieron lugar a la descripción f́ısica y ma-
temática de la fuerza de gradiente, lo que posteriormente derivó en el desarrollo de
las primeras pinzas ópticas. A continuación se hablará de forma muy general sobre el
origen y la descripción de estas fuerzas, cómo se pueden generar en la práctica y los
métodos experimentales para emplearlas en la implementación de pinzas ópticas.
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3. SISTEMA EXPERIMENTAL

3.1.1. Fuerzas ópticas

La idea de que la luz ejerce presión sobre los objetos viene desde Johannes Kepler
en el siglo XVII, quien sugirió que la cola de los cometas se deb́ıa a presión de los
rayos solares. Sin embargo nadie pudo demostrar esto hasta que en el siglo XIX James
Clerk Maxwell desarrolló la teoŕıa electromagnética donde probó que la luz es una onda
electromagnética que puede ejercer presión al propagarse. A inicios del siglo XX con el
surgimiento de la teoŕıa cuántica, se encontró que la luz también se comporta como un
flujo part́ıculas, las cuales llamamos fotones. De esta forma a cada fotón se le puede
asociar un momento lineal que se deriva de la relación de enerǵıa donde se involucra la
constante de Planck y la frecuencia de la onda, E = hν. Además, tomando en cuenta
que los fotones al moverse con velocidad c tienen enerǵıa E = cp, entonces el momento
del fotón es,

p =
hν

c
. (3.1)

No obstante, al ser esta fuerza demasiado débil1, medir la presión ejercida por la
luz no fue posible durante muchos años, sin embargo esto cambio con la llegada del
láser. Esto se debe a que el láser es una fuente de radiación monocromática y coherente
además de concentrar una gran potencia y propagarse en una dirección bien definida
en un área efectiva pequeña. Gracias a esto se tendrá un gran flujo de fotones en ob-
jetos microscópicos, por lo que a diferencia de los objetos macroscópicos, la presión de
radiación deberá ser significativa.

Las fuerzas sobre un objeto dieléctrico debido a la luz pueden dividirse en dos: la
fuerza de presión de radiación (también conocida como de esparcimiento) y la de gra-
diente de la intensidad. En una part́ıcula esférica de diámetro dp, las soluciones a las
ecuaciones de Maxwell de la interacción de la luz con la materia se conocen como teoŕıa
de Lorenz-Mie-Debye. Estas soluciones son muy complejas y tiene dos grandes apro-
ximaciones dependiendo del tamaño del diámetro de la part́ıcula. Cuando el diámetro
de la part́ıcula es mucho menor que la longitud de onda del láser (dp � λ), se hace
una aproximación donde las part́ıculas se consideran como un dipolo eléctrico, este es
llamado régimen de Rayleigh. El otro extremo es cuando el diámetro de la part́ıcula es
mucho mayor a la longitud de onda del láser (dp � λ), en cuyo caso se puede hacer uso
de la óptica geométrica donde se pueden satisfacer las condiciones de la teoŕıa de Mie.

En el caso de la descripción desde la óptica geométrica, consideremos una onda plana
de longitud de onda λ que incide sobre una part́ıcula dieléctrica esférica transparente,
como se muestra en el diagrama de la Figura 3.1. Tomaremos al ı́ndice de refracción del
material de la part́ıcula mayor al ı́ndice de refracción del medio. De esta forma, el rayo
de luz a incidente sobre la part́ıcula, además de reflejarse sobre su superficie externa

1El ejemplo mas claro es la presión de radiación solar, esta es 10−11 veces menor que la presión
atmosférica.
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3.1 Micromanipulación óptica

convexa, se refracta dos veces al entrar dentro de la part́ıcula y al salir. Esto provocará
un cambio en el momento lineal de a, lo que a su vez por conservación provocará un
cambio en el momento de la part́ıcula en dirección contraria. De esta forma se genera
una fuerza opuesta al cambio de momento de la part́ıcula, representada como Fa en la
Figura 3.1. Por la forma de la part́ıcula, si tomamos en cuenta todo el perfil de la onda
plana, se encuentra que hay rayos simétricamente iguales respecto al eje paralelo a la
dirección de propagación (x) del haz que pasa por el centro de la part́ıcula. Por ejemplo,
en el caso del rayo a, tenemos un rayo b simétricamente igual con respecto a dicho eje,
por lo que se genera una fuerza de la misma magnitud de Fa, la cual nombraremos Fb.
Por consiguiente, las componentes de Fa y Fb perpendiculares a la dirección del haz de
luz, se cancelarán mutuamente resultando en una componente perpendicular neta igual
a cero, mientras que las componentes paralelas al haz contribuyen aditivamente. Esta
fuerza neta, denotada como Fs en la Figura 3.1, empuja a la part́ıcula en la dirección de
propagación del haz y es conocida como fuerza de scattering o esparcimiento [39] [40].
Por la simetŕıa del problema, es inmediato notar que se obtiene el mismo resultado al
analizar una tercera dimensión espacial en la óptica de rayos.

Figura 3.1: Fuerzas que actúan sobre una part́ıcula esférica producida por un perfil de
intensidad plano. Se obtiene una fuerza Fs (fuerza de esparcimiento) en dirección de la
propagación de la onda.

En el caso de un perfil de intensidad que presenta una dependencia con la posición,
como en el caso de una haz Gaussiano, el cambio de momento debido a la luz será
mayor en las zonas de mayor intensidad. De la misma forma que en el caso del perfil
plano, en la Figura 3.2 el rayo b se refracta dos veces en la esfera, como resultado se
tiene una fuerza Fb debido al cambio de momento. Sin embargo el rayo refractado a que
viene de una zona de mayor intensidad provocará un incremento mayor en el momento
lineal, con lo cual la fuerza resultante Fa tendrá mayor magnitud en comparación a Fb.
Como consecuencia las componentes de la fuerza perpendiculares a la dirección del haz
dependerán de la intensidad del haz de luz, teniendo aśı una fuerza resultante que apun-
tará a las zonas de mayor intensidad, la cual llamamos Fgr (fuerza de gradiente)[41] [42].
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3. SISTEMA EXPERIMENTAL

Figura 3.2: Fuerzas que actúan sobre una part́ıcula esférica producida por un perfil de
intensidad Gaussiano. La fuerza de gradiente apuntará a la región de mayor intensidad
siempre que el ı́ndice de refracción de la part́ıcula sea mayor que la del medio.

La descripción cualitativa sobre el origen de estas fuerzas ópticas fue lo que llevó
a Arthur Ashkin a desarrollar las pinzas ópticas, investigación por la cual le daŕıan el
premio Nobel de F́ısica en el año 2018, proveyendo de esta forma un método eficiente
para atrapar y confinar part́ıculas microscópicas, células, bacterias y orgánulos, sin
dañar los materiales sintéticos o biológicos en los que se encuentran inmersos.

3.1.2. Aproximación dipolar

Cuando el sistema descrito anteriormente se encuentra en el llamado régimen de
esparcimiento de Rayleigh, en donde dp � λ, la part́ıcula dieléctrica puede aproximarse
como un dipolo puntual, en cuyo caso la polarizabilidad de la part́ıcula está dada por

α = n2
1

(
dp
2

)3(m2 − 1

m2 + 2

)
, (3.2)

donde n1 es el ı́ndice de refracción del medio y m = n2
n1

, con n2 el ı́ndice de refracción
de la part́ıcula. El valor de α es conocida como relación de Clausius-Mossoti. De esta
forma, haciendo uso de la fuerza de Lorentz y las ecuaciones de Maxwell, se obtiene
que la fuerza de gradiente dependerá de la intensidad del campo eléctrico, E. La fuerza
de gradiente proveniente de la interacción de los dipolos inducidos es [43],

Fgrad =
1

4
α∇

[
|E|2

]
=

2πα

cn2
1

∇I, (3.3)
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en donde I = 1
2cε0| ~E|

2 es la intensidad del campo. La fuerza de gradiente es una fuerza
conservativa. Por otra parte se tiene que la fuerza de esparcimiento es[43],

Fs =
Iσn1

c
. (3.4)

Observando los valores de n1 y n2 se puede ver que el signo de la fuerza de gra-
diente es positivo si el ı́ndice de refracción de la part́ıcula es mayor que la del medio,
acercándose a las zonas de mayor intensidad, en caso contrario, la part́ıcula se alejaŕıa
de estas zonas.

3.1.3. Construcción de una pinza óptica

La fuerza de gradiente y de esparcimiento junto con la fuerza de gravedad pueden
ser empleadas para atrapar y manipular part́ıculas [40]. Como ya se vio en la sección
3.1.1, la fuerza de esparcimiento provoca una fuerza neta en dirección de la propagación
del haz. Con esta idea se pueden usar haces de luz propagados en dirección contraria
entre si, de tal forma que si la fuerza de esparcimiento es la misma en ambas direcciones,
entonces la fuerza neta de esparcimiento se anulará, confinando la part́ıcula por efecto
de las fuerzas de gradiente [39]. Con la fuerza de gradiente se construyen las pinzas
ópticas, esta fuerza es la principal y más conveniente para que con un solo haz láser se
atrape una part́ıcula micrométrica.
Si se tiene un único haz tipo Gaussiano fuertemente enfocado en un área muy pe-

Figura 3.3: Fuerza de gradiente y presión de radiación actuando sobre una part́ıcula en
una pinza óptica. Imagen obtenida en [44].

queña, la fuerza de gradiente resultante puede ser suficientemente grande para atrapar
uno o varios objetos en el centro del haz. Esta fuerza por si sola es mayor que la fuer-
za de esparcimiento y la gravitatoria, de tal forma que no se necesita un sistema de
haces de luz propagándose en distintas direcciones para confinar y manipular un ob-
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jeto micrométrico [41] [42]. En la Figura 3.3 se muestra esta idea general en las tres
dimensiones. El haz convergente fuertemente enfocado forma una cintura en donde la
fuerza de gradiente provoca que la part́ıcula se dirija al foco, mientras la presión de
radiación empuja a la part́ıcula en la dirección de propagación del haz dirección +ẑ. La
fuerza de gravedad actúa en la dirección −ẑ, por lo que ésta contrarresta el efecto de la
presión de radiación. Entonces, si la longitud de onda del haz es menor que el diámetro
de la part́ıcula, se espera que la fuerza de gradiente domine sobre la de esparcimiento
y gravedad, resultando en una fuerza restaurativa sobre la part́ıcula dirigida hacia la
parte mas intensa de la pinza. A esta zona la llamaremos punto de equilibrio.

Figura 3.4: Arreglo experimental simple de pinzas ópticas. L: Láser. D: Sistema de de-
tección. E: espejo dicroico. F: Sistema de iluminación y montura. Imagen obtenida en [45].

Una forma de tener un haz de este tipo es mediante el uso de un objetivo de
microscopio. El montaje mas común y relativamente simple en muchos experimentos con
pinzas ópticas es el mostrado en la Figura 3.4. Estos tipos de montajes retoman la idea
de A. Ashkin et al. donde se usa un objetivo de microscopio de apertura numérica amplia
que funciona simultáneamente como sistema de focalización del haz y como sistema
para observar la part́ıcula. Por otra parte también se utiliza un sistema para mover la
muestra con los objetos microscópicos que se quieren manipular, lo cual resulta más
efectivo que desplazar directamente el haz enfocado [46]. En las pinzas ópticas actuales,
la montura de la muestra se puede mover en x, y, z junto con un sistema de detección.
En la Figura 3.4, antes de que el láser (L) llegue al objetivo en muchos arreglos se coloca
un sistema de lentes telescopio para expandir el haz, de tal forma que el objetivo pueda
enfocar óptimamente la luz. El elemento (D) es un sistema de detección (por ejemplo,
una cámara de alta resolución, mediante el cual se puede observar directamente la
part́ıcula confinada por la pinza óptica y a partir del cual se puede hacer el registro
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de datos, por ejemplo mediante la grabación de videos, para su subsecuente análisis.
El elemento (E) es un espejo dicroico, el cual refleja selectivamente la longitud de
onda del laser usado para crear la pinza óptica, dirigiendo el haz hacia al objetivo
de microscopio y permitiendo el paso del resto del espectro de luz, en particular la
iluminación proveniente de una fuente (F), la cual complementa el sistema de detección.

3.2. Problema de Kramers en un potencial biestable

Para abordar el problema de escape experimentalmente de manera eficiente en don-
de no se necesite repetir el proceso con un conjunto de muchas part́ıculas como se
menciona en la sección 2.3.1, se utiliza un potencial biestable de enerǵıa. En esta sec-
ción se detallará el planteamiento de este problema para posteriormente en la sección
3.3 proceder con la descripción del sistema experimental utilizado en este trabajo.

En el caso del sistema descrito por la Figura 2.1, cuando la part́ıcula llega al estado
B donde no esta confinada, ésta tendrá una probabilidad nula de alcanzar al punto
S como de retornar al punto A. Lo anterior cambia totalmente cuando en el punto B
hay otro pozo de profundidad finita similar al punto A, como se muestra en la Figura
3.5. En este caso existe una probabilidad finita diferente de cero, PB > 0, de que la
part́ıcula regrese al estado inicial en el punto A una vez que haya llegado al punto B.

Figura 3.5: Esquema de una part́ıcula en un potencial biestable asimétrico U(x). Debido
a su movimiento Browniano la part́ıcula salta entre los puntos estables A y B atravesando
el punto inestable S. La part́ıcula necesita saltar una barrera de altura ∆UA para llegar a
B, con una probabilidad PA. La part́ıcula necesita saltar una barrera de altura ∆UB para
llegar a B, con una probabilidad PB .

En el caso de una reacción qúımica, el punto A de la Figura 3.5 corresponde a un
ejemplo de reactivos antes de la reacción mientras que B corresponde a los productos
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después de la reacción, representando x la coordenada de reacción. Durante el cruce de A
a B la part́ıcula debe superar una barrera de altura ∆UA = U(xS)−U(xA), mientras que
para que cruce de B a A debe atravesar una barrera de altura ∆UB = U(xS)−U(xB).
Es natural pensar que si ∆UA < ∆UB, entonces la tasa PB con la que cruza la barrera
será menor que la tasa PA. Hay dos escalas temporales que aparecen en este problema,
siendo el primero el tiempo de equilibrio τe dentro de los pozos alrededor de los mı́nimos
A y B, es decir, el tiempo que se necesita la part́ıcula para tener una distribución de
Maxwell-Boltzmann cuando esta en un punto estable. El otro es el tiempo de escape,
que llamaremos τK , es cual es el tiempo medio que necesita la part́ıcula para ir del
pozo A al pozo B. De forma similar, existe el tiempo medio correspondiente para saltar
de B a A. Una condición que comúnmente se asume es τe � τK , lo cual nos dice
que la part́ıcula en el baño ha alcanzado el equilibrio térmico dentro del pozo en un
tiempo muy corto, de esta forma se asegura que son las fluctuaciones térmicas las que
ejercen fuerzas estocásticas que impulsan el coloide sobre la barrera.Si ∆UA ≤ ∆UB,
esta separación de escalas temporales debe asegurar que 1,

kBT � ∆UA ≤ ∆UB, (3.5)

lo que nos indica que la altura de las barreras debe ser mayor a la enerǵıa térmica media
de la part́ıcula. En el caso en que la enerǵıa térmica fuera mucho mayor que la altura
de las barreras, la part́ıcula experimentaŕıa una difusión efectiva confinada dentro del
potencial sin proceso de activación térmica. Es importante notar que la separación de
las escalas temporales es muy importante en la dinámica de estos modelos. Como ya se
ha discutido anteriormente, también es importante tomar en cuenta en la descripción
del proceso de escape por activación térmica el tiempo de relajación de momentos de la
part́ıcula, τm, y el tiempo caracteŕıstico de relajación del fluido, τ0. Por un lado, τm es
una escala temporal despreciable en comparación con la del tiempo medio de escape.
En cambio, el τ0 está asociado a la relajación mecánica de la microestructura elástica
en el caso de fluidos viscoelásticos, el cual puede ser comparable con τe dependiendo
de las caracteŕısticas especificas del fluido.

Dicho lo anterior, si de forma muy general se considera un pozo biestable asimétrico
como el que se muestra en la Figura 3.5, existirán dos tasas de escape, νA y νB, de
acuerdo a las probabilidades PA y PB respectivamente. Si se cumple con la condición
3.5, cada una podrá ser analizada de forma independiente, obteniendo el resultado de la
ecuación 2.55. En tal caso, se tiene que el tiempo medio para saltar entre los respectivos
pozos dependerá de la curvatura de de la región del potencial donde se encuentra en
un inicio la part́ıcula y de la curvatura y la altura de la barrera correspondientes.

1La misma condición se tiene cuando ∆UB ≤ ∆UA.
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3.3. Arreglo experimental

Para atrapar una microesfera dieléctrica en un pozo biestable como el descrito en
la sección 3.2, se utilizan dos pinzas ópticas con polarizaciones ortogonales entre si, las
cuales son obtenidas de un solo haz láser a través de un interferómetro Mach-Zehnder.
El esquema del sistema óptico experimental se muestra en la Figura 3.6.

En el montaje experimental se utilizó un láser Coherent Verdi-V6 de longitud de
onda λ = 532 nm, con el cual se genera un haz que primero pasa por una placa de
media onda que controla la potencia del haz generado. El haz posteriormente pasa por
un arreglo de lentes (L1+L2) que expande el haz para luego ser dirigido a un modulador
espacial de Luz (SLM) donde se puede controlar la amplitud y la fase del haz que incide
sobre él. La forma en que se modifica el haz a través de este aparato se puede controlar
a través de una computadora con un programa hecho con el software MATLAB.

Figura 3.6: Arreglo experimental para la generación de un potencial de doble pozo. El
sistema se compone de un Láser (λ = 532nm), 4 lentes; L1, L2, L3, L4, dos placas de media
onda (Pλ

2 ), un Modulador Espacial de Luz LCOS-SLM (SLM), dos cubos polarizadores
(PSM1 y PSM2), dos espejos accionados por piezo (EP1 y EP2), un espejo dicroico (ED)
y un objetivo 60× de inmersión en agua Olympus (NA=1.25). El sistema de visualización
consiste en un filtro de vidrio coloreado de paso largo de 570nm (F), un lente de tubo (LT),
una cámara (CMOS) Basler acA800-510um (800 px × 600 px), un espejo (E1), el objetivo
de 60×, un condensador 20× Olympus (NA=0.75), un filtro de paso banda [315-710 nm]
(BPF) y una lámpara de iluminación de luz blanca basada en diodos (LB). La muestra
(M) está colocada sobre una plataforma piezo eléctrica (PXYZ). La muestra es construida
y sellada con dos portaobjetos (CI y CS) y un separador (S) que deja una distancia entre
ellos de 150 µm. La part́ıcula inmersa en el fluido (FP) es atrapada a unos 10 µm sobre
la superficie CI.
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Una vez que el haz pasa por el modulador espacial, éste se dirige a una segunda
placa de media onda antes de entrar al interferómetro Mach-Zehnder. Esta parte es
muy importante ya que en un arreglo óptico como este se pueden obtener dos haces de
luz de polarización ortogonal. El haz pasa por el primero cubo polarizador (PBS1) y
este se divide en dos: el haz reflejado y el haz transmitido. El haz transmitido va hacia
el primer espejo con piezo (EP1) y de ah́ı se refleja a un segundo cubo polarizador PBS2
que en esta ocasión sólo transmitirá el haz. El haz reflejado del primer cubo incide sobre
el segundo espejo con piezo (EP2) y de ah́ı sigue su camino hasta reflejarse en el se-
gundo cubo. De esta forma en el segundo cubo salen dos haces de luz con polarización
ortogonal. Los espejos tienen una montura de tornillos de alta precisión controlados
remotamente a través de un piezoeléctrico D del tal forma que cada haz de luz se puede
desplazar de manera independiente dentro de la muestra. Los dos haces pasan a través
de un telescopio formado por los lentes L3+L4, lo cual se utilizó para expandir los haces
y con ello asegurar que se cubriera en su totalidad la entrada del objetivo de microsco-
pio (60×). Con ayuda de este arreglo y los espejos móviles controlados con actuadores
de inercia piezo se puede manipular de manera muy precisa la separación entre ambas
pinzas con pasos mı́nimos de aproximadamente 20 nm. Una vez que los haces salen del
telescopio, se reflejan en un espejo dicroico ED y posteriormente entran al objetivo de
microscopio de inmersión en agua (60×) y como ya se explicó en la sección 3.1.3, esto
sirve como sistema de focalización del haz que genera una pinza óptica. Se evitó que
el menisco de agua formado entre la lente del objetivo y el cubreobjetos de la celda de
muestra se evaporara mediante un suministro continuo de agua desde un depósito de
agua utilizando la acción capilar de un papel óptico [47], asegurando de esta manera
la estabilidad del potencial de la pinza óptica por periodos prolongados de tiempo. El
resultado es tener en la muestra colocada en una montura PXYZ la formación de dos
pinzas ópticas en donde se puede controlar su separación y la posición a través de los
espejos EP1 y EP2.

Por otra parte, el sistema de visualización consiste en una lámpara basada en dio-
dos que genera una iluminación de luz blanca, la cual pasa a través de un un filtro
(BPF) (315-710nm) y posteriormente a un condensador 20× el cual sirve para iluminar
la muestra. La luz blanca se transmite a través de la muestra y del espejo dicroico
(ED), luego se refleja en el espejo (E1) y pasa por el filtro paso largo de 570 nm (F).
Finalmente la luz llega a una lente tubo (LT) con distancia focal f =200 mm y a una
cámara CMOS marca Basler acA800-510um (800 px × 600 px). El tamaño de la ima-
gen proyectada y capturada por la cámara tiene una relación de 69nm/ṕıxel. Mediante
videomicroscoṕıa estándar se hace un tracking del centro de masa de la part́ıcula en
2D de los v́ıdeos obtenidos [48, 49] .

La celda de la muestra se crea con dos cubreobjetos, entre ellos se coloca parafilm
creando una separación de aproximadamente 150 µm. La celda se sella parcialmente con
grasa de vaćıo y se introduce una solución muy diluida de micropart́ıculas en el fluido de
interés. La muestra es puesta sobre el objetivo de microscopio que permite enfocar el haz
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profundamente en la celda con aberraciones mı́nimas, permitiendo atrapar la part́ıcula
lejos del cubreobjetos inferior. En los experimentos, la part́ıcula quedó atrapada a
10 µm por encima del cubreobjetos inferior y unos 140µm lejos del superior, esto evita
las interacciones hidrodinámicas de la part́ıcula con las paredes de la celda. La platina
PXYZ formada por un controlador piezoeléctrico tiene una sensibilidad de 1µm en las
tres direcciones, esto permite trasladar la muestra y atrapar las part́ıculas fácilmente
sin necesidad de mover las pinzas ópticas. En el caso en donde sólo se requiera una
pinza óptica, se bloquea un camino en el interferómetro de Mach-Zehnder. El sistema de
visualización por si solo, sin hacer uso de la pinza óptica, sirve para registrar la dinámica
de una part́ıcula libre, el cual es otro aspecto importante para la caracterización de los
parámetros del fluido. En la siguiente sección se describirá el análisis de datos para
la obtención del tiempo de escape en el doble pozo aśı como la comparación con los
resultados esperados teóricamente. Lo anterior se realizó primero en un ĺıquido simple
como el agua, cuyos resultados son mostrados al final de este caṕıtulo.

3.4. Experimento de una part́ıcula en un potencial óptico

biestable

En esta parte se describirá de manera muy general la obtención de datos experimen-
tales y su subsecuente análisis para la determinación de los tiempos de escape de una
part́ıcula coloidal en un doble pozo. Aunque los resultados mostrados a continuación
corresponden al escape en agua, el cual es un ĺıquido puramente viscoso (sin efectos de
memoria), el método para obtener los tiempos de escape en un fluido viscoelástico es
el mismo.

3.4.1. Videomicroscoṕıa para la obtención de datos

Antes de realizar los experimentos de una part́ıcula confinada por el potencial ópti-
co, primero se analizó el movimiento Browniano libre (sin potencial) de una part́ıcula de
poliestireno con diámetro dp = 1.99µm en agua desionizada (resistividad de 18.2 MΩ cm
a 25◦C), como se muestra en el inset superior Figura 3.7. Esto se hizo con el objetivo de
verificar que la relación de Stokes-Einstein 2.5 se satisface experimentalmente con un
coeficiente de fricción γ0 = 3πdpη0, siendo η0 la viscosidad dinámica macroscópica del
agua, descartando de esta forma la posible presencia de artefactos debidos al montaje
experimental que pudieran afectar la resolución espacial y temporal de las trayectorias
en los experimentos con el doble pozo.

La razón de usar part́ıculas de poliestireno en dichos experimentos es poder reducir
su velocidad terminal, vs, que alcanzan al sedimentar en el fluido1, de manera que se lo-

1En donde vs =
gd2p
18η0

(ρe − ρf ), siendo ρe la densidad de la esfera y ρf la densidad del fluido.
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gren tiempos suficientemente largos para grabar v́ıdeos de su movimiento Browniano sin
la necesidad de un sistema de tracking muy elaborado. Considerando una part́ıcula de
poliestireno (ρe = 1.05 gcm−3) de diámetro dp = 1.99 µm, en agua (ρf = 0.997 g cm−3),
la velocidad terminal es de vs = 0.114 µm s−1, con lo que el tiempo que tardará en
recorrer una distancia ∆x = dp/2 que permita seguir visualizando su movimiento es
t = ∆x/vl ≈ 8.8 s. En comparación, si la part́ıcula fuese de śılice (ρe = 2.05 g cm−3),
la velocidad terminal es, vs = 3.68 µm s−1entonces t ≈ 0.27 s. Por lo tanto, al necesitar
videos suficientemente largos y debido a las limitantes sobre el controlador piezoeléctri-
co en el eje vertical, la justificación de usar poliestireno y no śılice en los experimentos
de part́ıcula libre es por la sedimentación lenta debido al peso del material.
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Figura 3.7: Desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula de poliestireno (♦) con
dp = 1.99 µm a T = 22◦C. La linea continua representa el ajuste lineal de la forma,
〈|∆r(t)|2〉 = 4D0t. Insets: Imagen del traking del centro de masa de la part́ıcula en pixeles
[px] (panel superior) y trayectoria completa 2D de una part́ıcula libre [µm] (panel inferior).

A partir de las trayectorias del centro de masa de la part́ıcula, se calcula el despla-
zamiento cuadrático medio, el cual esta descrito por la ecuación 2.4 cuando N = 2 y
t� m/γ0 (ĺımite sobreamortiguado)

〈
|∆r(t)2|

〉
= 4D0t, (3.6)

sin embargo para datos experimentales, en la mayoŕıa de los casos no se tiene un
conjunto considerable de trayectorias para hacer una estad́ıstica de su varianza a un
mismo tiempo t, por lo que no es posible hacer un promedio de ensembles como se
requiere en la ecuación 3.6. El método recomendable para hacer el análisis del MSD
con una sola trayectoria es mediante un promedio temporal. Para ello se toma como
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referencia un tiempo inicial t0 en la trayectoria de la part́ıcula y se define un intervalo de
tiempo de duración τ a partir de él, es decir [t0, t0 +τ ]. Posteriormente, se recorre dicho
intervalo a lo largo de la trayectoria de la part́ıcula barriendo todos los posibles valores
de t0. En cada paso que se realiza, se calcula el módulo al cuadrado de la diferencia de
la posición al tiempo t0 +τ menos la posición al tiempo t0, es decir, |r(t0 + τ)− r(t0)|2.
Finalmente, se calcula el MSD mediante el promedio temporal

〈|∆r(τ)|2〉t0 =
1

tf − τ

∫ tf−τ

0
dt0 |r(t0 + τ)− r(t0)|2 , (3.7)

en donde el cálculo de 〈. . .〉t0 se realiza sobre el intervalo de tiempo [0, tf − τ ] para un
valor dado de τ , siendo tf la duración total de la trayectoria.

Hay que notar que conforme τ aumente, en el intervalo [0, tf−τ ] la estad́ıstica de los
promedios en 3.7 irá disminuyendo considerablemente, pudiendo dar lugar a artefactos
numéricos en el comportamiento del MSD para valores de τ comparables con tf . Para
solucionar este problema, lo ideal es acotar el valor máximo de τ a τmax = n∆t, siendo
n el entero más cercano a

√
tf/∆t, con ∆t = 0.04 s el inverso de la frecuencia de mues-

treo en los experimentos de part́ıcula libre (25 Hz). Usando el método anteriormente
descrito, se obtuvo el MSD experimental de una part́ıcula libre en agua mostrado con
puntos rojos en Figura 3.7 a partir de su trayectoria en 2D (inset inferior Figura 3.7 ).

Con un ajuste lineal del MSD experimental de acuerdo a la ecuación 3.6, se obtiene
el valor del coeficiente de difusión de la part́ıcula, D0 = 0.869 ± 0.5 µm2s−1, a una
temperatura de T = 22◦C. Los resultados de este análisis se muestran en la figura 3.7.
Finalmente, usando la ecuación 2.5, se encuentra que el valor de la viscosidad del agua
es η0 = 0.0011± 0.0007 Pa s. Este resultado es muy importante, ya que de esta forma
se asegura la precisión del sistema y que tanto el procedimiento como las condiciones
experimentales sobre la part́ıcula están libres de interacciones hidrodinámicas, entre
otros efectos, las cuales cambiaŕıan sustancialmente el valor de la viscosidad del agua
cerca de las superficies de la celda muestra. Puesto que se observa que esto no ocurre
en el caso de la part́ıcula libre, se asegura que el sistema experimental funciona para
los objetivos propuestos.

3.4.2. Reconstrucción del potencial óptico biestable

Como ya se ha discutido, la manipulación de cada pinza es posible con ayuda de los
espejos actuados por piezoeléctrico, lo que permite buscar mediante un ajuste mecáni-
co fino una distancia óptima de separación entre los pozos que resulte en un potencial
biestable de enerǵıa para la part́ıcula esférica. En general, hay dos situaciones relevan-
tes, siendo la primera cuando los pozos están muy cercanos uno del otro, en cuyo caso
el potencial biestable no se forma adecuadamente. En particular, en la parte donde
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se espera el punto inestable S de la barrera aparece un tercer mı́nimo local [50, 51].
En cambio, si los pozos están muy alejados, cada pozo actúa como un solo potencial
armónico independiente y la part́ıcula no es capaz de transitar entre ambos mı́nimos.
En la práctica, se encontró que las pinzas deben estar separadas por aproximadamente
0.7 µm, lo cual puede variar un poco dependiendo de la elaboración de la muestra,
la part́ıcula atrapada, la alineación del objetivo de microscopio y espejos móviles o el
ĺıquido usado [50]. Una vez que se colocaron en agua part́ıculas de śılice de diámetro
dp = 0.99 µm, se atrapó una sola de éstas con las pinzas ópticas a 10 µm de la superfi-
cie inferior de la pared interior de la celda de muestra y a una temperatura constante
T = 22 ◦C. Se grabaron v́ıdeos de duración total de alrededor de 30 minutos a una fre-
cuencia de muestreo de 1000 Hz con un tiempo de exposición de 60 µs para una misma
part́ıcula a diferentes potencias medidas en la entrada del objetivo de microscopio. Se
usaron potencias de 1.3± 0.05 mW, 1.53± 0.05 mW, 1.71± 0.05 mW, las cuales serán
referenciadas como experimentos Ia, IIa y IIIa respectivamente. Para la obtención de
los datos de interés en los tiempos medios y el potencial de enerǵıa esculpido expe-
rimentalmente, se trazó un histograma a partir de la trayectoria 2D de la part́ıcula,
con lo cual se puede determinar la densidad de probabilidad de su posición r = (x, y),
ρ0(x, y). Considerando la expresión para la densidad de probabilidad estacionaria 2.18,
integrando sobre todos los posibles valores de las velocidades e invirtiendo, se puede
expresar la enerǵıa potencial en 2D en términos de ρ0(x, y) como,

U(x, y) = −kBT ln
[
Zρ0(x, y)

]
, (3.8)

con lo cual se puede obtener el potencial en términos de la enerǵıa térmica del sistema,
kBT , y de la distribución de equilibrio de la posición de la part́ıcula. Por conveniencia,
el siguiente paso consiste en alinear y rotar tanto el histograma como el respectivo
potencial 2D para que de esta forma los dos puntos estables A y B y el punto inestable
S, estén alineados sobre el mismo eje. Este análisis para los tres distintos potenciales,
etiquetados se encuentran en la Figura 3.8.

Hasta este paso se ha considerado el potencial bidimensional que actúa sobre la
part́ıcula. Sin embargo, en la práctica una descripción reducida basada en un modelo
unidimensional permite una comparación directa entre los resultados experimentales
con el análisis teórico. El problema bidimensional se puede reducir al unidimensional si
solamente se considera el movimiento de la part́ıcula a lo largo del eje que pasa por los
puntos A, B y S, es decir U(x, y = 0) = U(x). El desacoplamiento entre la dinámica
a lo largo de x y y se puede justificar con la isotroṕıa de los pozos individuales que
se usan para formar la pinza óptica, observando que a lo largo de distintos ejes, la
reconstrucción del potencial de enerǵıa a partir de la densidad de probabilidad forma
aproximadamente un potencial armónico. En el caso de una part́ıcula coloidal en un
fluido Newtoniano sometida a un potencial armónico de la forma, U(x) = 1

2κx
2, se

puede obtener el valor del MSD a partir de la ecuación de Langevin y haciendo uso
de las propiedades del ruido Gaussiano, entonces replicando los pasos descritos en la
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sección 2.1.1 se obtiene que en el régimen sobreamortiguado el MSD en una dimensión
es, 〈

|∆x2(t)|
〉

=
2kBT

κ

[
1− exp

(
−κt
γ0

)]
, (3.9)

donde se observa que cuando t crece, el valor del MSD tiende a un valor constante.

Figura 3.8: Reconstrucción del potencial de enerǵıa para los tres experimentos en agua
(Ia, IIa, IIIa). a) Trayectoria 2D de la part́ıcula. b) Histograma 2D de la part́ıcula. c)
Potencial U(x, y) de enerǵıa donde se muestran los puntos estables A, B y el punto de
inestabilidad S alineados sobre el mismo eje horizontal

Figura 3.9: Las figuras a) y b) muestran la distribución de probabilidad y reconstrucción
de potencial de enerǵıa en las direcciones x y y respectivamente para una part́ıcula con-
finada por una sola pinza óptica, la ĺınea negra muestra el ajuste armónico del potencial.
c) MSD de la part́ıcula confinada en dirección x (rojo) y en dirección y (verde), las ĺıneas
negras muestran el ajuste del MSD de acuerdo a la ecuación 3.9. Inset: Trayectoria 2D de
la part́ıcula confinada.
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Figura 3.10: Las figuras a) muestran la distribución de probabilidad (puntos azules) y
el potencial reconstruido (puntos marrones) a partir de las trayectorias en y para el doble
pozo en agua de los experimentos Ia, IIa, IIIa respectivamente. La ĺınea negra muestra un
ajuste armónico del potencial. Se calculó en las correspondientes figuras b) el MSD y su
respectivo ajuste en la dirección y de cada experimento.

Para una part́ıcula de śılice dp = 0.99 µm en agua confinada por una sola pinza
óptica utilizando el sistema experimental de la sección 3.3, esto último se ilustra en la
Figura 3.9 a) y b) en las direcciones x y y respectivamente, donde los puntos azules
son una distribución de probabilidad Gaussiana y los puntos marrones son aproximada-
mente potenciales armónicos. Por lo tanto el movimiento Browniano se puede comparar
calculando el MSD en ambos ejes y deben ser aproximadamente los mismos en ambas
direcciones, como se muestra en la Figura 3.9 c), rojo para la dirección x y verde para
la dirección y, el inset muestra la trayectoria 2D del pozo individual. En la Figura 3.9
se calcularon los ajustes del potencial de enerǵıa y el MSD (ecuación 3.9) en x y y. Los
valores de la constante de la pinza son, κx = 0.56 pN µm−1 y κy = 0.575 pN µm−1,
mostrando que el pozo individual es aproximadamente simétrico.

Otro punto para justificar el desacoplamiento de la dirección x de la dirección y es
tomar las trayectorias alineadas del doble pozo a lo largo de esta dirección. La recons-
trucción del potencial y el calculo del MSD dan los mismos resultados que el de una
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sola pinza en dirección y, esto se puede observar en la Figura 3.10 para los tres res-
pectivos experimentos, Ia, IIa, IIIa. En la Figura 3.10 los desplazamientos cuadráticos
medios en la dirección y tienden a un valor constante conforme t crece, además este
valor disminuye al aumentar la potencia del láser. Los ajustes del potencial y el MSD a
lo largo del eje y replican los resultados esperados de una part́ıcula en un solo potencial
armónico, por lo que se puede concluir que el movimiento 2D de la part́ıcula en el plano
x− y puede descomponerse en los movimientos unidimensionales a lo largo de x y y de
manera independiente.

En ese sentido, en los cortes a lo largo del eje x de los potenciales 2D a cada
potencia usada se obtiene un potencial con la respectiva trayectoria que pasa por los
puntos cŕıticos A, B y S. Para la comparación de los resultados experimentales con con
un modelo teórico es importante conocer la forma exacta de este potencial en 1D, el
cual se propone como una doble Gaussiana,

U(x) = u1 exp

[
−(x− µ1)2

σ2
1

]
+ u2 exp

[
−(x+ µ2)2

σ2
2

]
, (3.10)

donde u1,2, µ1,2 y σ1,2 son parámetros libres. De esta forma los valores de los parámetros
de los ajustes correspondientes se muestran en la Tabla 3.1 y los ajustes (ĺıneas sólidas)
de los datos experimentales (ćırculos), se muestran en la Figura 3.11.

Parámetros Ia IIa IIIa

u1[kbT ] −19.65± 2.57 −25.14± 2.39 −22.34± 3.3
µ1[µm] 0.5851± 0.016 0.273± 0.009 0.356± 0.008
σ1[µm] 0.4936± 0.024 0.31± 0.014 0.253± 0.013
u2[kbT ] 20.05± 2.76 −26.09± 3.72 −23.1± 3.62
µ2[µm] 0.338± 0.012 0.308± 0.007 0.142± 0.006
σ2[µm] 0.5394± 0.030 0.347± 0.019 0.29± 0.0184
u0[kbT ] 10.78± 2.943 17.61± 3.94 14.1± 3.8

Tabla 3.1: Parámetros estimados del doble potencial Gaussiano para los tres experimentos
con distinta potencia en agua. Los datos de la figura 3.11 fueron ajustados de acuerdo al
modelo de la ecuación 3.10 utilizando procedimientos estándar de mı́nimos cuadrados no
lineales.

3.4.3. Estimación de tiempos medios de escape

Para estimar el tiempo medio de escape de la part́ıcula se utiliza su trayectoria x(t)
en 1D a lo largo del tiempo, como se muestra en la Figura 3.12a), en donde se pueden
apreciar sus transiciones estocásticas por activación térmica entre las dos posiciones
metaestables A y B, saltando a través del punto inestable S de la barrera. Por lo tanto,
conociendo la localización precisa de los puntos de equilibrio A, B y S, se puede calcular
de manera directa, a partir de la trayectoria, el tiempo en que una part́ıcula transita
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Figura 3.11: Detalles de los potenciales experimentales en unidades kBT a 3 distintas
potencias. Las figuras a), b) y c) corresponden a los experimentos Ia, IIa y IIIa respecti-
vamente. Los ćırculos representan la curvas experimentales, la ĺınea continua corresponde
al ajuste no lineal doble Gaussiano de la ecuación 3.10 con los parámetros de la tabla 3.1.

de un pozo a otro. Esto se hace definiendo una vecindad δx alrededor de los puntos
estables, de esta forma se cuenta el tiempo en que la part́ıcula pasa de una vecindad
a otra. Los resultados dependerán mucho de el ancho de esta vecindad, con lo que se
buscará que esta longitud este relacionada y sea proporcional a la desviación estándar
de la part́ıcula respecto al punto de equilibrio, es decir δx = σ, donde σ es la desviación
estándar de las trayectorias alrededor de los pozos A y B. El valor de δx es diferente en
cada pozo y en todos los experimentos, particularmente dependerá de la asimetŕıa del
doble pozo y la potencia del láser usada. En la Figura 3.12 b) se ilustra este método
para estimar los tiempos de escape correspondiente a estos puntos de equilibrio. Cada
uno de los pozos es etiquetado con un color distinto y se muestra cuando se considera
que la part́ıcula tuvo una transición, entonces la duración de una trayectoria en el pozo
A o B esta caracterizado por ese rango de tiempo antes de cambiar de color (saltar).

De esta manera, en un solo experimento para un perfil de potencial dado, se obtienen
dos listas de tiempo que corresponden a los eventos de A a B y de B a A respecti-
vamente. El tiempo de cruce de la barrera, τexp, se define como el tiempo promedio
que la part́ıcula pasa en equilibrio dentro de un pozo dado más el tiempo para saltar
espontáneamente sobre la barrera para finalmente alcanzar la vecindad del mı́nimo de
enerǵıa contigua. En las Figuras 3.12 c) y d) se muestra los histogramas normalizados
de los tiempos de transición del pozo A (rojo) y pozo B (azul). Mediante una estima-
ción de máxima verosimilitud utilizando un modelo exponencial, se encuentra que la
distribución de τ está bien descrita por,

ρ(τ) =
1

τexp
exp

(
− τ

τexp

)
(3.11)

con τexp el tiempo medio de cruce. La distribución 3.11 tiene sentido tomando en cuenta
que un comportamiento exponencial sugiere que los saltos activados pueden considerar-
se como un proceso de Poisson [7], además de anteriormente ser obtenidos de manera
experimental [8]. El ajuste de esta distribución se muestra con las ĺıneas magentas
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Figura 3.12: Cálculo experimental de los tiempos de transición. a) Segmento de la tra-
yectoria a lo largo del tiempo sobre el eje x, obtenida de la rotación y alineación de los
potenciales 2D. b) Esquematización del cálculo de tiempos medios a partir de los puntos
estables A, B y el punto inestable S. Según el criterio de salto, las secciones de trayectoria
que se consideran en el pozo alrededor del punto A antes de saltar son representadas en
color rojo, las que están alrededor del pozo del punto B son representadas en color azul.
Se toma el tiempo de transición en cada sección de trayectoria hasta que cambia de color
(salta). c) Histogramas normalizados de los tiempos de salto de A a B, y d) de B a A res-
pectivamente. La ĺınea continua magenta representa la estimación de máxima verosimilitud
dado por la ecuación 3.11. El experimento correspondiente a estos datos es el Ia.

continuas de las Figuras 3.12 c) y d). El caso de las Figuras 3.12 corresponde al ex-
perimento Ia. En las Figuras 3.13 y 3.14 se ilustran sólo los histogramas y ajustes de
los saltos correspondientes a los experimentos IIa y IIIa respectivamente. En todos los
casos, se observa que los histogramas de los tiempos de salto pueden ser ajustados a la
exponencial de la ecuación 3.11. Por lo tanto, los saltos activados a través de S son un
proceso de Poisson [7], es decir, saltos consecutivos, por ejemplo de A a B y luego de B
a A, son independientes uno del otro. Los tiempos experimentales calculados por este
método se encuentran reportados en la Tabla 3.2 como τexp.

Para poder comparar con tiempos teóricos de acuerdo a la teoŕıa de Kramers según
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Figura 3.13: Histogramas normalizados de los tiempos de salto. a) De A a B, y b) de
B a A respectivamente. La linea continua magenta representa la estimación de máxima
verosimilitud dado por la ecuación 3.11. El experimento correspondiente a estos datos es
el IIa.
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Figura 3.14: Histogramas normalizados de los tiempos de salto. a) De A a B, y b) de
B a A respectivamente. La linea continua magenta representa la estimación de máxima
verosimilitud dado por la ecuación 3.11. El experimento correspondiente a estos datos es
el IIIa.

la ecuación 2.57, se necesitan los valores de las curvaturas del potencial, la altura de la
barrera y el coeficiente de fricción γ0. Para obtener las curvaturas del potencial en los
puntos estables e inestables, se requiere calcular la primera y la segunda derivada del
ajuste doble Gaussiano

∂

∂x
U(x{A,B,S}) = 0, (3.12)

∂2

∂x2
U(x{A,B,S}) = κ{A,B,S}. (3.13)

Como el potencial depende de todos los parámetros libres, se debe hacer una esti-
mación de los los errores en el calculo de las κ y la ∆UA,B. De esta forma, se puede
obtener el valor teórico del tiempo medio de salto tomando en cuenta tales errores
experimentales. Los valores estimados aśı como los errores de las curvaturas, la altura
de los pozos, y los valores teóricos esperados se encuentran la Tabla 3.2 para cada uno
de los experimentos. Para el cálculo de los errores se toman distintos valores de los
parámetros del potencial doble Gaussiano, estos parámetros son los que caen dentro de
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3.4 Experimento de una part́ıcula en un potencial óptico biestable

los rangos de errores de la Tabla 3.1 de acuerdo a una distribución normal. Es decir, se
toma un número que caiga dentro del valor esperado y el intervalo del ajuste y este se
usa como el parámetro de variación en en calculo de las κA,B,S y la altura de la barrera.
Por ejemplo, para el caso del experimento Ia, el primero valor es u1 = −19.65 ± 2.57,
entonces para considerar todos los errores se toma un valor u′1 = −19.5 ± 2.57N(0, 1)
donde N(0, 1) es una distribución normal. Esto se realiza en los otros 6 parámetros
obteniendo aśı un potencial que esta dentro del rango de errores del ajuste. A partir de
este potencial se obtienen valores particulares de x{A,B,S}, κ{A,B,S} y ∆U(x{A,B,S}). El
resultado al repetir este proceso una cantidad considerable de veces, es una distribución
de valores posibles para x{A,B,S}, κ{A,B,S}, ∆U(x{A,B,S}) y τK que se pueden ajustar a
una distribución de Poisson. Esto último explica la razón de tener rangos asimétricos
en el calculo de los errores en estas cantidades, lo cual se puede observar en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2: Valores de las curvaturas de cada pozo, κA,B , de la curvatura del punto ines-
table, κS y de la altura de la barrera ∆UA,B para una part́ıcula de śılice de dp=0.99 µm
en agua sometida a un potencial biestable óptico. Se muestra el tiempo experimental τexp
y teórico τK .

Exp. κA,B κs UA,B τexp τK

(pNµm−1) (pNµm−1) (kBT ) (s) (s)

Ia
0.58 [0.52, 0.65]

-0.48 [-0.53, -0.43]
2.76 [2.12, 3.53] 2.3 [2.2, 2.5] 1.7 [1.0, 4.1]

0.69 [0.62, 0.76] 2.95 [2.28, 3.75] 2.3 [2.2, 2.4] 1.9 [1.1, 4.9]

IIa
0.71 [0.62, 0.80]

-0.58 [-0.66, -0.50]
3.35 [2.58, 4.33] 3.3 [3.1, 3.5] 2.7 [0.9, 7.0]

0.81 [0.73, 0.90] 3.58 [2.93, 4.28] 3.1 [2.9, 3.3] 3.0 [1.6, 6.8]

IIIa
0.85 [0.75, 0.99]

-0.86 [-0.94, -0.79]
4.33 [3.78, 4.85] 4.3 [4.1, 4.7] 4.2 [3.0, 7.6]

1.00 [0.90, 1.12] 4.40 [3.85, 4.95] 4.0 [3.8, 4.3] 4.3 [2.9, 7.9]

En la Figura 3.15 se gráfica el tiempo obtenido de los experimentos τexp contra el
tiempo teórico de acuerdo a la teoŕıa de Kramers, τK dado por la ecuación 2.57. La
ĺınea punteada representa el acuerdo perfecto entre teoŕıa y experimento. En la figura
podemos comprobar que la teoŕıa de Kramers para el proceso de escape por activación
térmica predice de manera satisfactoria los resultados para los tiempos medios de salto
en un potencial óptico biestable de una part́ıcula coloidal en agua, algo que ya es bien
conocido y replicado en la literatura [7, 8, 52]. Con esto podemos asegurar que el siste-
ma experimental para la generación del potencial biestable funciona de forma correcta,
lo que permitirá estudiar el proceso de escape de la part́ıcula por activación térmica de
manera directa descartando la presencia de artefactos experimentales.

En los resultados anteriores se puede notar que en los tiempos medios de salto para
las barreras a potencias más bajas (experimento Ia), la teoŕıa de Kramers presenta
errores más notables en comparación a los experimentos con barreras más altas (expe-
rimento IIa y IIIa). Como ya se discutió en la sección 3.2, cuando la barrera de enerǵıa
es baja en comparación con kBT , el proceso de escape de un pozo metaestable puede
presentar diferencias significativas con respecto a a la teoŕıa de Kramers [53]. Procesos
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Figura 3.15: Tiempos medios de cruce experimentales contra tiempos teóricos esperados
de acuerdo a la teoŕıa de Kramers para una part́ıcula en agua en un potencial biestable.
Los datos de los tiempos medios son los registrados en la tabla 3.2.

de escape por activación térmica con barreras de enerǵıa bajas, han sido investigados
en diversos contextos [54, 55, 56].

Para abordar el problema de las transiciones activadas térmicamente de una part́ıcu-
la coloidal esférica en un potencial óptico biestable en un medio no Markoviano, surge
la necesidad de utilizar un fluido complejo que de lugar a memoria en el movimiento de
la part́ıcula, como ocurre con un fluido viscoelástico. Por lo que en el siguiente caṕıtu-
lo, en particular, se investigará a fondo la influencia de la viscoelasticidad del fluido en
la dinámica estocástica de part́ıculas libres y confinadas. Se caracterizarán de manera
muy detallada las propiedades reológicas del fluido viscoelástico aśı como la forma de
obtener el kernel de memoria que caracteriza el movimiento Browniano de part́ıculas
coloidales inmersas en dicho fluido. Lo anterior se determinará mediante métodos de
microreoloǵıa con part́ıculas libres y con ayuda de pinzas ópticas.
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Caṕıtulo 4

Fluidos viscoelásticos

Como ya se ha recalcado anteriormente, hay sistemas que tienen inexorablemente
memoria debido a la aparición de otras escalas temporales, siendo un claro ejemplo el
movimiento Browniano de part́ıculas coloidales en fluidos viscoelásticos. En los fluidos
simples como el agua la respuesta reológica a deformaciones externas es Newtoniana,
quedando completamente caracterizada por su viscosidad. Sin embargo, en la natura-
leza muchos fluidos son complejos pudiendo presentar tanto comportamientos viscosos
como elásticos dependiendo de su microestructura. Este tipo de fluidos son muy comu-
nes, pudiendo encontrarse en sistemas biológicos, como la sangre, fluidos sinoviales, en
fluidos poliméricos utilizados para fabricar art́ıculos de plástico, sistemas de alimentos
como la masa utilizada para hacer pan y pasta, etc.

4.1. Viscoelasticidad en los fluidos

Los fluidos más simples, tales como el agua, son los llamados fluidos Newtonianos.
Estos fluidos, cuando son sometidos al tiempo t = 0 a una deformación de corte como
la mostrada en la Figura 4.1 b),

γ(t) = γ0Θ(t), (4.1)

en donde γ0 > 0 es constante y Θ(t) es la función escalón de Heaviside, el esfuerzo
resultante, σ(t), aumenta súbitamente, decayendo después a cero de manera cuasi-
instantánea debido a la rápida disipación de la enerǵıa. En tal caso, la relación entre la
deformación y el esfuerzo puede ser descrita mediante una función delta de Dirac δ(t)

σ(t) = 2ηγ0δ(t), (4.2)

en donde η es la viscosidad dinámica (constante) del fluido, esto último se ilustra en la
ĺınea azul de la Figura 4.1 c). Por otra parte el comportamiento elástico de un sólido,
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4. FLUIDOS VISCOELÁSTICOS

obedece la Ley de Hooke, donde si se aplica la misma deformación descrita anterior-
mente, el esfuerzo resultante es proporcional a la deformación, σ(t) = G′γ(t), donde G′

es una constante conocida como módulo elástico. Este comportamiento se describe con
la ĺınea roja en la Figura 4.1 d) [57].

Figura 4.1: Esfuerzo resultante σ(t) debido a una deformación de corte γ(t) = γ0Θ(t)
para distintos materiales blandos. a) Esquema de la aplicación de una deformación en un
material y la medición de su respuesta reológica. Se mantiene el material entre dos placas
paralelas, una fija y otra móvil, se aplica una deformación γ moviendo la placa móvil que da
un esfuerzo resultante σ caracteŕıstico del tipo de material usado. b) Deformación aplicada
iniciando en t = 0 hasta un tiempo t (ĺınea verde) y el respectivo esfuerzo resultante, σ(t), a
través del tiempo. La ĺınea azul en c) describe el comportamiento de un fluido Newtoniano,
la ĺınea roja en d) de un sólido de Hooke, la ĺınea naranja en e) un sólido viscoelástico que
decae a un valor constante σ0 > 0 y la ĺınea morada en f) de un fluido viscoelástico que
decae a σ(t > τ0) = 0 en un tiempo finito τ0.

Sin embargo hay fluidos que están compuestos por una base ĺıquida en la que están
presentes estructuras supramoleculares, como poĺımeros, gotitas o part́ıculas sólidas
suspendidas. De esta forma dichos fluidos complejos, cuya estructura suelen ser ma-
cromoléculas largas suspendidas en un disolvente viscoso, exhiben viscoelasticidad, es
decir, tienen respuestas tanto viscosas (similar a los ĺıquidos Newtonianos) como elásti-
cas (solidos de Hooke) [58]. Mediante la ĺınea naranja y morada de la Figura 4.1 d) y e),
se muestra un ejemplo de un sólido y un fluido viscoelástico respectivamente. en ambos
casos, el comportamiento inicial justo despuúes de aplicar la deformación es como un
sólido que siente un esfuerzo inmediato grande pero conforme pasa el tiempo, éste dis-
minuye hasta alcanzar un valor constante. La principal diferencia entre ambos es que en
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4.2 Preparación de la muestra micelar

el sólido viscoelástico no decae a cero, sino a un valor constante σ0 > 0. En contraste, en
el fluido viscoelástico decae a cero en un tiempo finito, este es el tiempo caracteŕıstico
del fluido y se llama tiempo de relajación del fluido, τ0. Las caracteŕısticas anteriores
señalan que los fluidos viscoelásticos a tiempos cortos se comportan como un sólido y
a tiempos largos como un ĺıquido. Por consiguiente, este tipo de respuesta mecánica
indica que almacenan y disipan enerǵıa de una manera dependiente de la frecuencia [29].

El comportamiento viscoelástico lineal de este tipo de sistemas para deformaciones y
esfuerzos suficientemente pequeños se puede caracterizar completamente con la función
escalar 2.23,

G(t) =
σ(t)

γ0
, t ≥ 0, (4.3)

llamada módulo de relajación. En 4.3, G(t) está definido operacionalmente a partir de
la aplicación temporal de una deformación tipo Heaviside 4.1, midiendo la variación
temporal del esfuerzo resultante, σ(t). En particular, para un fluido Newtoniano de
viscosidad η, el modulo de relajación queda muy bien aproximado por una función
delta de Dirac: G(t) = 2ηδ(t), mientras que para un sólido elástico de módulo elástico
constante G′, se tiene que G(t) = G′.

4.2. Preparación de la muestra micelar

El fluido viscoelástico que se preparó para los experimentos reportados en el presente
trabajo consiste en una solución equimolar del surfactante Cloruro de Cetilpiridinio
(CPyCl), con peso molecular de 339.269 g/mol y la sal Salicilato de Sodio (Na-
Sal) con peso molecular 160.104 g/mol, disueltas en agua desionizada (resistividad a
25 ◦C ∼ 18.2 MΩ·cm). El surfactante está formado por moléculas anfif́ılicas elongadas
con una cadena hidrocarbonada terminada en un anillo de piridina y cloro, con una lon-
gitud total aproximada de Lsurf ≈ 1.5 nm. La estructura y las partes correspondiente
de la molécula anfif́ılica se pueden ver en la Figura 4.2 a). Cuando estas se dispersan en
agua, el cloro se disocia como un ion cargado negativamente (anion), dejando una cola
eléctricamente neutra, y por lo tanto hidrofóbica, con una cabeza cargada positivamen-
te, es decir, hidrof́ılica. Para reducir el contacto entre la parte hidrofóbica y el agua,
los anf́ıfilos forman diferentes estructuras morfológicas cuya estructura dependerá de
la concentración de la solución equimolar aśı como de su temperatura. Un diagrama
cualitativo de las diferentes estructuras micelares como función de la concentración c
de surfactante y la sal se muestra en la Figura 4.2 b) [59].

A concentraciones muy bajas de surfactante, la solución se comporta como un elec-
trolito simple, con una reducción significativa de la tensión superficial debido a la for-
mación de una monocapa de moléculas en sus interfaces debido a la hidrofobicidad de
las colas (cadenas hidrocabonadas). A medida que la concentración se incrementa por
arriba de una concentración particular llamada concentración micelar cŕıtica (CMC),
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4. FLUIDOS VISCOELÁSTICOS

hay un cambio cualitativo en las propiedades de la disolución. En esta caso las molécu-
las anfif́ılicas se autoorganizan en micelas esféricas, en las que las colas hidrofóbicas
apuntan hacia al interior del agregado y las cabezas hidrof́ılicas hacia el exterior, re-
duciendo de esta forma el contacto entre las cadenas hidrocarbonadas y el agua, esto
se puede apreciar en la Figura 4.2 b). Si se incrementa aún más la concentración del
surfactante, se puede dar la formación de micelas tubulares, lo cual ocurre cuando las
micelas esféricas se fusionan para formar agregados de forma ciĺındrica alargada (Figura
4.2) b). En el caso de la solución micelar empleada en el presente trabajo, la transición
de micelas esféricas a tubulares es facilitada por la presencia de NaSal a la misma
concentración molar que el CPyCl, el cual reduce por apantallamiento la repulsión
electrostática entre los grupos cargados de las moléculas del surfactante, permitiendo
la formación de estructuras ciĺındricas con forma similar a gusanos o espaguetis.

Una caracteŕıstica importante de las micelas tubulares es que son flexibles y presen-
tan tres escalas de longitud relevantes. La primera es el radio de la sección transversal,
rst, el cual está dado aproximadamente por la longitud de la molécula del surfactante,
rst ≈ Lsurf y es independiente de la concentración por arriba de la CMC. La segunda
escala es la longitud de contorno, Lc, la cual depende espećıficamente de la estructura
del surfactante y de su concentración, y puede variar desde aproximadamente unos 100
nm hasta unos cuantos µm (ver Figura 4.2 c)). La tercera es la longitud de persistencia,
Lp, la cual corresponde a la porción de la micela que es ŕıgida, es decir, a lo largo de
la cual puede considerarse como un cuerpo ciĺındrico sin flexibilidad. Lp depende del
módulo elástico de curvatura K y de la temperatura T : Lp ∼ K

kBT
, y tiene la particula-

ridad de no vaŕıar con la concentración del surfactante por arriba de la CMC, teniendo
un valor prácticamente constante del orden de Lp ≈ 15 nm para el sistema micelar
espećıfico usado en el presente trabajo [60]. Si la concentración del surfactante está
por arriba de la CMC pero es suficientemente baja, las micelas tubulares se forman de
manera aislada en el solvente. A este régimen se le llama diluido, en donde el fluido
presenta interacciones inter-micelares despreciables, resultando en una viscoelasticidad
muy débil, en la cual el comportamiento viscoso domina al elástico a todas las escalas
temporales. Sin embargo, a concentraciones de surfactante suficientemente altas, por
arriba de la llamada concentración de traslape, c∗, aparece el régimen semidiluido, en
el cual la longitud de las micelas es tal que se traslapan, enredándose en forma de una
malla [61]. En tal caso, surge otra escala espacial importante en el sistema: el tamaño
de la malla, representada por Lr en la Figura 4.2 c). Al aumentar la concentración c
del surfactante, Lr disminuye debido al incremento gradual de la longitud de contorno
Lc de las micelas, ya que esto tiene como consecuencia un mayor enredamiento de las
estructuras tubulares. Un esquema de las magnitudes de todas estas cantidades carac-
teŕısticas a partir de la concentración critica se encuentra de forma ilustrativa en la
Figura 4.2 c).

Es importante remarcar que las micelas tubulares, contrariamente a los poĺıme-
ros formados por macromoléculas de longitud de contorno fija, tienen la capacidad
de romperse y recombinarse continuamente en el solvente por efecto de la agitación
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Figura 4.2: a) Forma de la molécula anfif́ılica del surfactante CPyCl, compuesta por una
cabeza hidrof́ılica (en rojo) y una cola hidrofóbica (en azul). b) Autoorganización de la
moléculas anfif́ılicas en solución acuosa conforme la concentración de surfactante aumenta
en presencia de NaSal a concentración equimolar. c) Escalas de longitudes relevantes de
las micelas tubulares formadas por arriba de la CMC. Se muestra un esquema ilustrativo
de una micela tubular flexible con dos segmentos de otras micelas enrolladas alrededor de
su contorno.

térmica [62]. Además, en el caso particular del sistema micelar estudiado en el presente
trabajo, se tiene que Lc > Lp, lo cual indica que las micelas tubulares son flexibles.
Esto da lugar a dos mecanismos de relajación de esfuerzo de la estructura tubular. El
primero, similar al caso de poĺımeros, es la reptación, la cual consiste en el la difusión
de la micela tubular a lo largo de su propio contorno, resultando en un desenganche
gradual del espacio dejado por micelas vecinas en una escala temporal τrept. El segundo
mecanismo es a través de la ruptura y recombinación de las micelas, la cual ocurre en
una escala temporal τb. Cuando τb � τrept las micelas se rompen y recombinan antes
de que la cadena se desenganche por reptación. En tal caso, la combinación de ambos
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mecanismos resulta en un único tiempo caracteŕıstico de relajación de esfuerzo dado
por [63]

τ0 ∼
√
τbτrept, (4.4)

el cual dependen de la concentración del surfactante, c, y de la temperatura, T .

En este trabajo se buscó realizar una solución acuosa de micelas tubulares en el
régimen semidiluido previamente descrito, ya que este tipo de fluido presenta un inter-
valo finito de frecuencias en el que hay una marcada respuesta elástica dominando al
comportamiento viscoso, teniendo el fluido tiempos de relajación de esfuerzo grandes,
t́ıpicamente de segundos: τ0 ∼ s. Para ello se prepararon soluciones a diferentes concen-
traciones equimolares: espećıficamente c = 0 mM, 3 mM, 4 mM, 4.5 mM, 5mM y 6mM,
en donde el caso de c = 0 mM corresponde al agua pura. Se pesaron de forma precisa
las cantidades de ambos compuestos para formar el fluido viscoelástico a diferentes
concentraciones en 200 ml de agua, mezclándolos durante toda la noche a una tempe-
ratura de 40 ◦C. Para saber las concentraciones a las cuales la solución micelar presenta
las caracteŕısticas viscoelásticas antes mencionadas, es muy importante caracterizar la
respuesta lineal del fluido mediante métodos de microreoloǵıa. En la siguiente sección se
describirá la forma del kernel de memoria del movimiento Browniano de una part́ıcula
coloidal micrométrica inmersa en la solución de micelas tubulares en el régimen semidi-
luido, con lo que se podrá extraer el módulo de relajación del fluido, o equivalentemente,
su espectro viscoelástico y su viscosidad dependiente de la frecuencia. A partir de estas
cantidades se puede discernir de manera cuantitativa el régimen diluido del semidilui-
do de la solución micelar y con ello encontrar las condiciones óptimas experimentales
para investigar de forma mas practica y efectiva el proceso de escape por activación
térmica a través de una barrera de potencial de una part́ıcula Browniana en un fluido
viscoelástico.

4.3. Microreoloǵıa pasiva de fluidos viscoelásticos

Por arriba de la CMC, la solución micelar exhibe un tiempo de relajación de esfuerzo
único [60] dado por 4.4, lo cual corresponde a un módulo de relajación bien descrito
por la función monoexponencial [64, 65],

G(t) = 2η∞δ(t) +
η0 − η∞
τ0

exp

(
− t

τ0

)
, (4.5)

el cual es un modelo bien establecido para la viscoelasticidad lineal macroscópica de
micelas tubulares [66, 67, 68]. En la ecuación 4.5, la viscosidad efectiva del solvente
es representada por η∞, η0 es la viscosidad de cizallamiento cero y τ0 es el tiempo de
relajación (de esfuerzos) del fluido [69], este último determinado por la ecuación 4.4.
Observemos que cuando η0 = η∞ o τ0 → 0, se recupera el caso Newtoniano.
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En general, si se conoce el modulo de relajación, G(t), se puede inferir el kernel de
memoria del movimiento Browniano de una part́ıcula coloidal inmersa en el fluido, aśı
como las propiedades del ruido térmico, con lo que se puede obtener el comportamiento
estad́ıstico que se ha discutido en las secciones 2.2.2 y 2.3.2. La microreoloǵıa consiste
básicamente en aplicar el procedimiento inverso: a partir del movimiento Browniano
de la part́ıcula inmersa en el fluido se determina la forma de G(t). Esto se puede
lograr en la práctica utilizando part́ıculas coloidales dispersas en el fluido, ya sea libres,
confinadas o micromanipuladas activamente por pinzas ópticas [29, 70]. En particular,
para caracterizar el fluido micelar viscoelástico empleado en el presente trabajo, se
utilizaron dos métodos de microreoloǵıa pasiva, en los cuales la part́ıcula se encuentra
en equilibrio térmico con el fluido circundante, estando el sistema libre de forzamientos
externos dependientes del tiempo. El primero está basado en el movimiento Browniano
de una part́ıcula libre, en donde mediante las relaciones de fluctuación disipación y
la Ecuación Generalizada de Langevin, se pueden obtener los parámetros reológicos
de la viscosidad y tiempos de relajación. El segundo es mediante la ayuda de una
pinza óptica, la cual confina de manera pasiva el movimiento Browniano libre de la
part́ıcula, donde se tendrán condiciones muy parecidas a las discutidas en el doble
pozo de potencial. Todos los resultados reportados en las siguientes subsecciones para
caracterizar la viscoelasticidad lineal del fluido micelar corresponden a experimentos
realizados a una temperatura de T = 22◦C, la cual es la misma temperatura a la que se
llevaron a cabo los experimentos con un doble pozo óptico presentados en el siguiente
caṕıtulo.

4.3.1. Part́ıcula libre

Como se vio en la sección 2.2.2, el acoplamiento entre el movimiento de una part́ıcula
esférica con la microestructura del fluido circundante está caracterizado por una función
escalar llamada kernel de memoria, la cual en el dominio de frecuencias de Fourier está
determinada por la ecuación 2.23. Podemos hacer una estimación del orden de magnitud
del término asociado a la fuerza de Basset-Boussinesq, que involucra a la ráız cuadrada
de la densidad del fluido. Para ello haremos un primer cálculo tomando en cuenta a
la máxima frecuencia accesible en los experimentos, siendo esta de f = 1000 Hz, con
lo que se obtiene ω = 2000π rad/s. La densidad del fluido en términos prácticos es la
misma que la del solvente, es decir el agua, % = 997kg/m3. El valor de η(ω), como se
verá mas adelante y en la sección 4.3.2, es la viscosidad del fluido dependiente de la
frecuencia, cuyo valor a ω = 2000π rad/s podemos tomar como primera aproximación
a la viscosidad del solvente sin micelas (agua), η(ω) ≈ 0.001 Pa s. De esta forma el
módulo de esta cantidad adimensional es aproximadamente de 0.039. Podemos notar
que este valor es una cota superior, esto se debe a que si la frecuencia disminuye,
el valor de η(ω) aumenta y de acuerdo a la expresión 2.23, aparece un cociente ente
ω y η(ω), con lo que esta cantidad irá disminuyendo conforme ω decrece. Como no
se tienen frecuencias mayores a 2000π rad/s, entonces el valor del módulo del término
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asociado a la fuerza de Basset-Boussinesq en la ecuación 2.23 nunca será mayor a 0.039.
Por lo tanto, en términos prácticos dicho término es despreciable, con lo que se obtiene
como muy buena aproximación, Γ∗(ω) = 3πdpη(ω). Calculando la transformada inversa
de Fourier del conjugado de Γ∗(ω) se obtiene el módulo de relajación del fluido,
G(t) = F [η∗(ω)], el cual está definido operacionalmente en la ecuación 4.3. Lo anterior
nos dice que el kernel de memoria para una part́ıcula Browniana esférica de diámetro
dp, es proporcional a el modulo de relajación del fluido y esta dado por,

Γ(t) = 3πdpG(t), (4.6)

que es una forma generalizada de la Ley de Stokes para un part́ıcula que se mueve en
medio complejo visto como continuo desde su escala espacial, es decir, para que esta
aproximación sea válida se debe cumplir la condición de que el diámetro de la part́ıcula
dp es mucho mayor que la escala espacial caracteŕıstica del medio difusivo. Como ya se
ha recalcado, cuando G(t) = 2η0δ(t), se recupera el caso Newtoniano del movimiento
Browniano clásico, siendo en este caso el kernel de memoria simplemente Γ(t) = 2γ0δ(t),
en donde γ0 = 3πdpη0 es el coeficiente de fricción. A continuación se describirá a apli-
cación de los métodos de microreoloǵıa pasiva para determinar el módulo de relajación
del fluido micelar (o de cantidades equivalentes a este) y los valores de los parámetros
reológicos espećıficos que lo caracterizan.

En la sección 2.2.2 se obtuvo la ecuación 2.28, la cual establece una relación entre
las transformadas de Laplace del desplazamiento cuadrático medio y de Γ(t) para una
part́ıcula Browniana libre. Para el caso en donde la relación entre el módulo de relación
y el kernel de memoria es la dada por 4.6, la transformada de Laplace del MSD a la
frecuencia s será

〈|∆r̃(s)|2〉 =
2NkBT

ms3 + 3πdpsG(s)
(4.7)

en donde G(s) es el llamado espectro viscoelástico del fluido micelar, el cual está re-
lacionado con la transformada de Laplace del módulo de relajación correspondiente al
modelo 4.5 mediante

G(s) = sL [G(t)] =
η0s+ η∞τ0s

2

1 + τ0s
. (4.8)

Recordando que en los experimentos realizados se obtiene por videomicroscoṕıa el
MSD en 2 dimensiones (N = 2) y además la part́ıcula está en el régimen sobreamor-
tiguado, entonces al tomar el ĺımite cuando m → 0 podemos encontrar la siguiente
relación entre el espectro viscoelástico, G(s), y la transformada de Laplace del MSD,

G(s) =
4kBT

3πdps〈|∆r̃(s)|2〉
. (4.9)

De aqúı podemos explicar un poco más cómo será el movimiento Browniano de
la part́ıcula debido a la memoria del fluido viscoelástico.Para ello, usando la forma
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expĺıcita de G(s) dada en la ecuación 4.8 y calculando la transformada inversa de
Laplace, se obtiene directamente el desplazamiento cuadrático medio en el dominio
temporal

〈|∆r(t)|2〉 =
4kBT

γ0

{
t+

η0 − η∞
η0

[
τ0 − τ0 exp

(
− t

η∞τ0
η0

)]}
. (4.10)

En 4.10 podemos ver que si η∞ = η0 ó τ0 = 0, se recupera el MSD de una part́ıcula
libre sobreamortiguada. En el ĺımite cuando t→∞, la ecuación 4.11 tiende a,

〈|∆r(t)|2〉 = 4D0

(
t+

η0 − η∞
η0

τ0

)
. (4.11)

recuperándose el MSD de la part́ıcula libre sobreamortiguada sin memoria más una
constante que depende de los parámetros del fluido (η0, η∞, τ0). Esto nos dice que la
part́ıcula se difundiŕıa libremente en el ĺımite de tiempos largos (t � η0−η∞

η0
τ0) como

en un fluido Newtoniano con viscosidad constante η0.

En el presente trabajo, para obtener el espectro viscoelástico del fluido micelar me-
diante la ecuación 4.9 se usaron part́ıculas de poliestireno con dp = 1.99 µm diluidas
en la solución micelar. La razón de utilizar part́ıculas de este material es que debido a
que las densidades del poliestireno (1060 kg m−3) y la solución micelar (1000 km m−3)
son cercanas, se evita una rápida sedimentación de las part́ıculas, lo que nos permi-
te detectar en 2D su movimiento estocástico durante un tiempo suficientemente largo
(≈ 20 min) sin necesidad de un elaborado rastreo en 3D. Otro punto importante es que
mediante el arreglo piezoeléctrico de plataforma, se evita que las part́ıculas grabadas
estén cerca de cualquier superficie y se vean efectos de interacciones hidrodinámicas.
De esta forma, utilizando el mismo arreglo experimental de la sección 3.3 pero sin
ninguna pinza óptica, se preparan las muestras y se obtiene los resultados del MSD,
〈|∆r(t)|2〉 = 〈〈[r(t+ t0)− r(t0)]2〉〉t0 , donde 〈〈. . .〉〉t0 representa un promedio realizado
en dos pasos. En el primer paso, se realiza un promedio temporal sobre el tiempo t0
para la trayectoria de una part́ıcula dada, r(t), como se describe en la ecuación 3.7. En
el segundo paso, se realiza un promedio sobre varias trayectorias de diferentes part́ıculas.

Ejemplos de los resultados de los MSD en 2D para soluciones micelares a distintas
concentraciones de surfactante, c (śımbolos de colores) se pueden observar en la Figura
4.3. Se observa en 4.3 a) que conforme aumenta c, ocurre una reducción sistemática en
el valor del MSD para todo t ≥ 0. Asimismo, en la figura 4.3 se aprecia que la depen-
dencia del MSD con respecto a t queda bien descrita por la ecuación 4.10 para todas las
concentraciones estudiadas, siendo mostrados los ajustes correspondientes por medio
de las ĺıneas continuas negras. Este resultado muestra que para todas las concentra-
ciones de surfactante empleadas, el fluido micelar resultante presenta viscoelasticidad
lineal descrito por el el modelo 4.5, que corresponde a la formación de micelas tubulares..
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En 4.3 b) se ilustra un ejemplo experimental del MSD de la part́ıcula en el fluido
micelar a c = 5 mM. La ĺınea continua café representa el valor 4D0t correspondiente
al resultado obtenido de η0 para la concentración de 5mM, con esto se ilustra como
a tiempos largos el MSD del fluido viscoelástico tiende al comportamiento correspon-
diente de un fluido Newtoniano con viscosidad η0 más una constante que depende de
los valores espećıficos de η0, η∞ y τ0 (ecuación 4.11). Además, en el inset de 4.3 b)
se grafica la trayectoria t́ıpica 2D de la part́ıcula en el fluido a dicha concentración
de surfactante. Es posible observar que, en contraste al movimiento Browniano en un
fluido Newtoniano (ver inset de la Figura 3.7 para el caso del agua), el cual queda
bien descrito por un caminante aleatorio, en el caso del movimiento Browniano en el
fluido micelar a esta concentración aparecen regiones en las que la part́ıcula coloidal
queda más o menos confinada en el espacio. Eventualmente, a medida que transcurre
el tiempo la part́ıcula es capaz de escapar de dicho confinamiento local, explorando su
entorno mediante un proceso difusivo. Dicho atrapamiento transitorio es debido a la
estructura elástica de las micelas, las cuales una vez que relajan el esfuerzo inducido
por el movimiento Browniano de la part́ıcula permiten que ésta efectúe una caminata
aleatoria a tiempos suficientemente largos.
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Figura 4.3: Desplazamiento Cuadrático Medio a diferentes concentraciones equimolares c
de la solución micelar y a una temperatura T = 22◦C. a) Los puntos de color muestran el
cálculo de MSD mediante videomicroscoṕıa de un part́ıcula Browniana libre. Las concen-
traciones usadas son: c = 3 mM (azul), 4 mM (rojo), 4.5 mM (magenta), 5 mM (verde), 6
mM (naranja). b) En verde se muestra el MSD a tiempos largos para c = 5 mM. La ĺınea
cafe es el MSD correspondiente al mismo caso pero de un fluido Newtoniano con valor η0.
Inset: Imagen ilustrativa de la trayectoria 2D a concentración c = 5 mM.

Una vez obtenidos los desplazamientos cuadráticos medios, se procede a calcular
el espectro viscoelástico en el dominio de Laplace, G(s), mediante la ecuación 4.9.
Comúnmente el método para calcular la transformada de Laplace a partir de los datos
obtenidos del MSD es mediante el cálculo numérico directo de integral sobre el intervalo
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temporal total. Sin embargo, en la expresión para 〈|∆r(t)|2〉 generalmente se conoce
un tiempo discreto sobre un rango temporal finito , por lo que el cómputo de la trans-
formada al dominio de la frecuencias puede introducir errores en el cálculo del módulo.
Como alternativa a estos métodos se puede aproximar la transformada del MSD de
forma algebraica haciendo una expansión local alrededor de la frecuencia de Laplace
de interés s usando una ley de potencias, conservando el término principal [71],

〈|∆r(t)|2〉 ≈ 〈|∆r(1/s)|2〉(st)α(s), (4.12)

donde el exponente dependiente de la frecuencia esta dado por,

α(s) ≡
d ln

〈
∆r2(t)

〉
d ln t

∣∣∣∣∣
t=1/s

. (4.13)

De acuerdo a T. G Mason, para part́ıculas esféricas este exponente debe estar entre
cero y uno, que corresponden al confinamiento elástico inducido por la microstructura
del medio y a la difusión pura, respectivamente. El cálculo de la transformada de
Laplace en ambos lados de la ecuación 4.13 conduce a la expresión

s
〈
∆r̃2(s)

〉
≈
〈
∆r2(1/s)

〉
Γ[1 + α(s)], (4.14)

donde Γ [1 + α(s)] =
∫∞

0 tα(s)e−tdt es la función gamma evaluada en 1+α(s) 1. De esta
forma para el caso de dos dimensiones, con las ecuaciones 4.12 y 4.13 se obtiene [71],

G(s) ≈ 4kBT

3πdp 〈∆r2(t)〉Γ
[
1 + d ln〈∆r2(t)〉

d ln t

]
∣∣∣∣∣∣
t=1/s

(4.15)

La expresión 4.15 se puede utilizar para calcular directamente el espectro viscoelásti-
co del fluido, G(s), a cada frecuencia de Laplace s, a partir de los datos experimentales
del MSD y los tiempos discretos t, siendo s = 1/t. De esta forma los resultados para
las diferentes concentraciones y sus respectivos ajustes de acuerdo a la ecuación 4.8
están representados en la Figura 4.4 a) como śımbolos de colores y como ĺıneas conti-
nuas negras, respectivamente. A partir del espectro viscoelástico se puede obtener la
viscosidad del fluido dependiente de la frecuencia en el dominio de Laplace

η(s) =
1

s
G(s). (4.16)

Los resultados de η(s) a distintas concentraciones obtenidos mediante la ecuación 4.16

1No confundir la función Γ[1 +α(s)] definida en términos de una integral impropia con el kernel de
memoria Γ(t).
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se muestran en la figura 4.4 b).
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Figura 4.4: a) Espectro viscoelástico de la solución micelar a distintas concentraciones de
surfactante, c, y a una temperatura T = 22◦C. Los śımbolos de color muestran el calculo
de G(s) experimental y la ĺınea negra continua el ajuste respectivo de la ecuación 4.8
donde se obtiene los parámetros η0, η∞, τ0 de la Tabla 4.1. Las concentraciones usadas
son: c = 0 mM (agua pura, morado), 3 mM (azul), 4 mM (rojo), 4.5 mM (magenta), 5
mM (verde), 6 mM (naranja). b) Viscosidad en función de la frecuencia en el dominio de
Laplace, obtenida respectivamente de las concentraciones graficadas en la Figura a).

En la Figura 4.4 a), podemos notar que la forma del espectro viscoelástico cambia
conforme aumenta la concentración, pasando de una ĺınea complemente recta en el caso
del agua, para el cual G(s) = η0s de acuerdo a la expresión 4.16, a tener un comporta-
miento donde G(s) presenta una marcada dependencia no lineal con respecto a s. Lo
anterior es aún más claro en la Figura 4.4 b) donde se puede apreciar que la viscosidad
depende en general de la frecuencia, siendo que a frecuencias bajas (tiempos largos),
en el fluido predominan valores correspondientes a la viscosidad η0, mientras que a
medida que s aumenta, η(s) decrece monotónicamente, tendiendo a η∞ a frecuencias
suficientemente altas (tiempos cortos). En el caso del agua (ĺınea morada de la figura
4.4 b)) se observa un valor constante de la viscosidad que no cambia con la frecuencia,
η(s) = η0 = 0.001 Pa a, lo cual es correcto y corresponde a un espectro viscoelástico
que depende linealmente de s, como se muestra en la figura 4.4 a). Notemos que en el
caso de la concentración c = 3 mM la dependencia de la viscosidad con la frecuencia no
llega a ser muy pronunciada, lo que sugiere un comportamiento viscoelástico muy débil
del fluido. Por otro lado, en el caso de 4 mM y 4.5 mM, mostrados en rojo y magenta,
respectivamente, los valores correspondientes de G(s) presentan en ambos casos una
evidente dependencia con respecto a s sobre el intervalo de frecuencias accesibles en
el experimento. Un comportamiento más claro de lo que se espera en un fluido vis-
coelástico de micelas tubulares formando una red, donde no solamente se aprecia una
marcada dependencia de la viscosidad con la frencuencia, sino que también se nota una
importante diferencia entre los valores de las viscosidades η0 y η∞, queda evidenciado
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en las concentraciones de 5 mM y 6mM ĺıneas verde y naranja en la figura 4.4 b),
respectivamente).

Una vez determinado G(s) para una concentración de surfactante dada, los valores
de η0, η∞ y τ0 correspondientes se pueden calcular mediante un ajuste no lineal a la
ecuación 4.8. Los valores de los parámetros η0, η∞ y τ0 determinados mediante este
método se encuentran listados en la Tabla 4.1 y graficados en la Figura 4.5 como fun-
ción de la concentración del surfactante, c, teniendo los resultados un buen acuerdo con
valores reportados anteriormente en la literatura [72, 73]. Estos resultados experimenta-
les muestran que, los valores de los parámetros que caracterizan la viscoelasticidad del
fluido aumentan drásticamente al incrementar c [72]. Además, los resultados sugieren
que la concentración de traslape por arriba de la cual la micelas se enredan es alrededor
de c∗ ≈ 3− 4 mM, en acuerdo con valores reportados en la literatura [72]. Esto explica
el cambio drástico a concentraciones mayores a 4 mM, donde podemos considerar que
las micelas tubulares predominan en la solución, comenzando a formar una malla en el
régimen semidiluido.

c (mM) η0 (Pa s) η∞(Pa s) τ0 (s)

3 0.0036± 0.00033 0.0016± 0.0005 0.148± 0.0933
4 0.0107± 0.0021 0.0028± 0.0012 0.448± 0.252

4.5 0.0171± 0.0071 0.0031± 0.001 0.758± 0.164
5 0.0435± 0.0102 0.0038± 0.0003 1.2065± 0.2690
6 0.283± 0.0471 0.0081± 0.001 5.24± 0.663

Tabla 4.1: Valores de η0, η∞ y τ0 obtenidos en la Figura 4.4 a partir del ajuste del
espectro viscoelástico G(s) a la ecuación 4.9 para una part́ıcula libre de poliestireno de
1.99µm de diámetro a una temperatura de 22 ◦C.

Para cuantificar más precisamente la aparición del régimen semidiluido en el fluido
micelar, podemos estudiar el comportamiento del llamado módulo de corte a distintas
concentraciones del surfactante. Esta es una cantidad comúnmente utilizada en reoloǵıa
para caracterizar la viscoelasticidad lineal de fluidos complejos. El módulo de corte es
una cantidad compleja medida directamente mediante experimentos de cizallamiento
oscilatorio, por lo que depende de la frecuencia ω y está definido como

G∗(ω) = G′(ω) + iG′′(ω), (4.17)

donde G′(ω) y G′′(ω) son el módulo de almacenamiento y pérdida, respectivamente, los
cuales se pueden ver como la capacidad del material para almacenar enerǵıa o o perderla
por disipación. G∗(ω) esta relacionado con la transformada de Fourier del módulo de
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Figura 4.5: a) Viscosidad a corte cero, η0, y viscosidad efectiva del solvente, η∞, de la
solución micelar a diferentes concentraciones c. b) Tiempo de relajación del fluido, τ0,
de la solución micelar a diferentes concentraciones c. Los datos de las Figuras fueron
calculados mediante microeoloǵıa pasiva del fluido micelar a una temperatura T = 22◦C y
se encuentran en la Tabla 4.1.

relajación (ver sección 3.1), Ĝ(ω) = F
[
G(t)

]
=
∫∞
−∞G(t)e−iωtdt, donde se define,

G∗(ω) = iωĜ(ω), (4.18)

siendo i =
√
−1. De acuerdo a la función 4.5, el módulo de corte del fluido micelar

viscoelástico está descrito por,

G∗(ω) = iω

[
η∞ +

η0 − η∞
1 + ω2τ2

0

(
1− iωτ0

)]
, (4.19)

de lo anterior se obtiene que los módulos de almacenamiento y pérdida son,

G′(ω) =
(η0 − η∞)τ0ω

2

1 + τ2
0ω

2
, (4.20)

G′′(ω) = η∞ω +
(η0 − η∞)ω

1 + τ2
0ω

2
, (4.21)

respectivamente.

Los módulos de almacenamiento y pérdida representan la enerǵıa elástica en fase
con una deformación aplicada y la disipación viscosa fuera de fase del material, respecti-
vamente. Por ejemplo, para el caso de un fluido Newtoniano, G′(ω) = 0 y G′′(ω) = η0ω,
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mientras que para un sólido elástico, G′(ω) = G0 > 0 y G′′(ω) = 0. En general, un
fluido presenta viscoelasticidad cuando el módulo de almacenamiento es G′(ω) > 0,
pudiendo este ser mayor o menor que el módulo de pérdida G′′(ω) dependiendo de las
caracteŕısticas espećıficas de su microsestrcutura y de la frecuencia ω. Por ejemplo, en
el régimen diluido por debajo de la concentración de traslape, las soluciones micelares
aśı como las soluciones poliméricas tienen un módulo de almacenamiento menor al de
pérdida, 0 < G′(ω) < G′′(ω), sobre todas las frecuencias ω > 0, lo que indica un com-
portamiento predominantemente viscoso. Por otro lado, la condición para que un fluido
viscoelástico presente un intervalo de frecuencias el cual el comportamiento elástico
domine sobre el viscoso es que ambas curvas, G′(ω) y G′′(ω), graficadas como función
de la frecuencia, se crucen. Esta condición corresponde precisamente a la aparición del
régimen semidiluido, en el que la formación de una malla por el traslape y enredamiento
de las micelas tubulares da lugar a una estructura elástica transitoria. Entonces vemos
que dicha condición se cumple si para alguna frecuencia ω se tiene que G′(ω) = G′′(ω),
es decir,

(η0 − η∞)τ0ω
2

1 + τ2
0ω

2
= η∞ω +

(η0 − η∞)ω

1 + τ2
0ω

2
, (4.22)

Si se agrupan términos en 4.22 se llega a la siguiente ecuación cuadrática para los
valores ω,

(η∞τ
2
0 )ω2 − (η0 − η∞)τ0ω + η0 = 0, (4.23)

cuyas ráıces en general son,

ω1,2 =
(η0 − η∞)

2η∞τ0
±
√
η2

0 − 6η0η∞ + η2
∞

2η∞τ0
, (4.24)

en las ráıces de 4.24 se debe de cumplir la condición de ser números reales positivos, es
decir ω1,2 > 0. La condición se cumple solamente si η0 > η∞, lo cual es correcto f́ısica-
mente en los fluidos viscoelásticos. Sin embargo, el término dentro de la ráız también
tiene que ser positivo mayor que cero para tener dos puntos de intersección entre ambas
curvas. Por lo tanto, la condición de cruce entre G′(ω) y G′′(ω) se puede escribir como,

η2
0 − 6η0η∞ + η2

∞ = (η0 − a1η∞)((η0 − a2η∞) > 0, (4.25)

con a1 = 3 + 2
√

2 y a2 = 3− 2
√

2. La desigualdad de la expresión 4.25 se cumple solo
śı, η0 > a1η∞ y η0 > a2η∞. Considerando que a1 > a2, entonces la condición suficiente
para que las curvas se intersecten es

η0 > (3 + 2
√

2)η∞ ≈ 5.83η∞. (4.26)

Observando la tabla 4.1, la condición 4.26 no se cumple para las concentraciones
equimolares de c = 3 mM, 4 mM y 4.5 mM. Para los primeros dos casos, la ausencia
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de intersección entre G′(ω) y G′′(ω) demuestra claramente que a estas concentraciones
la solución se encuentra en el régimen diluido. El caso de c = 4.5 mM el cociente entre
la viscosidad a corte cero y la viscosidad del solvente, η0/η∞, está ligeramente por de-
bajo del valor mı́nimo dado en 4.26 para que haya intersección puesto que en este caso
η0/η∞ = 5.52±4.07. Además, la incertidumbre en η0/η∞ es comparativamente grande,
por lo que estos dos resultados ponen en evidencia que la concentración de traslape de la
solución micelar a T = 22◦C se encuentra muy cercana a c∗ ≈ 4.5 mM. Finalmente, las
muestras a c = 5 mM y 6 mM cumplen la condición de traslape sin ambigüedad, siendo
los cocientes entre las viscosidades de η0/η∞ = 11.45± 3.59 y η0/η∞ = 35.432± 10.13
respectivamente.

De manera ilustrativa, en la Figura 4.6 a) se muestra en ĺınea cortada el módulo de
almacenamiento G′(ω) = G0 de un sólido elástico, para el cual G′′(ω) = 0 . La ĺınea
continua representa el comportamiento de un fluido Newtoniano, en el cual G′(ω) = 0 y
G′′(ω) = η0ω. La Figura 4.6 b) muestra el módulo de almacenamiento (ĺınea continua) y
el módulo de pérdida (ĺınea cortada) para el caso de c = 3 mM, en donde ambas curvas
nunca se intersectan. En la Figura 4.6 c) se muestra el caso de c = 4.5 mM, en donde
se aprecia que, a pesar de que ambas curvas ya están muy cercanas una de la otra, aún
aśı las curvas no logran cruzarse, como se aprecia mejor en el inset correspondiente.
Por último, la Figura 4.6 d) ilustra un comportamiento donde las curvas se intersectan
a dos frecuencias espećıficas ω1 = 1.03 Hz y ω2 = 7.63 Hz, definiendo de esta manera
un intervalo ω1 < ω < ω2 en el cual el comportamiento elástico es dominante sobre el
viscoso: G′(ω) > G′′(ω). De esta manera se confirma que la concentración de traslape
del fluido es c∗ ≈ 4.5 mM, correspondiendo las concentraciones c > c∗ al régimen
semidiluido en el cual las micelas tubulares forman una malla transitoria. Con todo este
análisis de la part́ıcula libre, podemos concluir que las concentraciones que serán de
utilidad para los experimentos del doble pozo debido a que presentan comportamiento
viscoelástico importante, además de estar por arriba de la concentración de traslape
y de poseer tiempos de relajación τ0 & 1 s, son c = 5 mM y 6 mM. Sin embargo
la concentración de 6 mM presenta una viscosidad η0 = 0.283 ± 0.0471 Pa s, con lo
cual el análisis del comportamiento a tiempos largos esta limitado por la capacidad
experimental de hacer v́ıdeos suficientemente largos a frecuencias altas, por lo que por
razones prácticas, el único fluido que se usará es el de concentración de 5 mM.

4.3.2. Part́ıcula confinada en un fluido viscoelástico

Para el caso donde se tiene a la part́ıcula sometida a un potencial armónico con
constante elástica k de la forma U(x) = 1

2kx
2, la ecuación generalizada de Langevin en

una dimensión se escribe en el ĺımite sobreamortiguado como,

0 = −
∫ t

−∞
Γ(t− t′)ẋ(t′)dt′ − kx(t) + ξ(t), (4.27)
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Figura 4.6: Módulo de almacenamiento y módulo de pérdida. a) Caso de un fluido New-
toniano con G′(ω) = 0 y G′′(ω) = η0ω (ĺınea continua) y el caso de un sólido de Hooke con
G′(ω) = G0 y G′′(ω) = 0 (ĺınea cortada). b), c) y d) muestran las curvas G′(ω) (solidas)
y G′′(ω) (guiones) para los caso de 3 mM, 4.5 mM y 5 mM, respectivamente. El inset de
c) es una amplificación donde se muestra que las curvas no se intersectan en ese caso. Los
resultados fueron graficados de acuerdo a las ecuaciones 4.20 y 4.21 y los parámetros de la
Tabla 4.1.

de donde podemos calcular la transformada de Laplace a toda la ecuación y obtener
la expresión para la función de autocorrelación en la coordenada x a dos tiempos
distintos, de tal forma que si, t ≥ t′: C(t, t′) ≡ 〈x(t)x(t′)〉. En equilibrio térmico, C(t, t′)
es estacionaria, es decir C(t, t′) = C(t− t′, 0) y se puede expresar como

C(t, t′) =
kBT

k
I(t− t′), (4.28)

donde la función I(t) es la transformada inversa de Laplace de,

Ĩ(s) =
Γ̃(s)

k + sΓ̃(s)
. (4.29)

En este análisis de los efectos de memoria, los resultados dependerán de la forma
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de la función Γ(t) = 3πdpG(t), es decir, de las propiedades reológicas del fluido o
medio de difusión. Particularmente, para la función G(s) del espectro viscoelástico
dada espećıficamente por la ecuación 4.8) se tiene que,

Ĩ(s) =
s+ γ0

γ∞τ0

s2 +
(

γ0
γ∞τ0

+ k
γ∞

)
s+ k

γ∞τ0

. (4.30)

donde se pueden definir los siguientes parámetros

ω0 =

√
k

γ∞τ0
, (4.31)

ϑ =
1

2

√
γ∞τ0

k

(
γ0

γ∞τ0
+

k

γ∞

)
. (4.32)

En el caso de un fluido viscoelástico hay una condición particular: la viscosidad del
solvente siempre es menor o igual que la viscosidad de cizallamiento cero η0 ≥ η∞ ,
con ello se puede ver que ϑ2 ≥ 1 para cualquier valor positivo de k. De esta forma la
transformada inversa de Laplace de la ecuación 4.30 se puede escribir como,

I(t) = A−e
−ε−t +A+e

−ε+t, (4.33)

donde los factores temporales de decaimiento son,

ε± = ω0

(
ϑ±

√
ϑ2 − 1

)
, (4.34)

y corresponden a las dos ráıces reales del polinomio del denominador en la ecuación
4.30. Por otra parte las amplitudes de cada función exponencial en la ecuación 4.33
están dadas por,

A± =
1

2

(
1±

ϑ− γ0
γ∞ω0τ√

ϑ2 − 1

)
, (4.35)

donde se satisface la condición, A−+A+ = 1, de tal manera que, en equilibrio térmico,
la relación de equipartición para las fluctuaciones de la posición x de la part́ıcula en la
ecuación 4.28 para todo t = t′: 〈x(t)2〉 = kBT

k .

El potencial tipo armónico, U(x) = 1
2kx

2, es implementado mediante la construc-
ción de una pinza óptica [43]. Esto se logra con el mismo sistema experimental que
se ha descrito en la sección 3.3 y en la Figura 3.6. Se usaron part́ıculas de śılice con
diámetro de dp = 0.99 µm diluidas a una concentración muy baja en la solución mi-
celar viscoelástica a c = 5 mM. La pinza óptica confina a una sola part́ıcula a más de
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10 µm sobre la superficie del primer portaobjetos, con lo que se evitan interacciones
hidrodinámicas. Es muy importante el tener esta caracterización del fluido junto a la
obtenida mediante la part́ıcula libre, la razón es que este método nos permite investigar
las propiedades reológicas de la solución micelar en condiciones mucho más similares
a las de los experimentos en el potencial biestable descritos en el siguiente caṕıtulo.
Espećıficamente: el mismo material (śılice) y tamaño de la part́ıcula, aśı como la pre-
sencia de un potencial óptico que confina su movimiento libre.

Con la obtención de la trayectoria 2D, es decir (x, y), de la part́ıcula confinada por
el potencial óptico armónico mediante videomicroscoṕıa, como aquella mostrada en el
inset superior de la figura 4.7, se procede a determinar los valores de los parámetros
reológicos del fluido viscoelástico. Esto se realiza calculando primero la función de
autocorrelación posicional de una de sus coordenadas, por ejemplo x: C(t) ≡ C(t, 0) =
〈x(t0 + t)x(t0)〉t0 , en donde 〈. . .〉t0 representa el promedio temporal sobre el tiempo
inicial t0, definido como

〈x(t0 + t)x(t0)〉t0 =
1

tf − t

∫ tf−t

0
dt0x(t0 + t)x(t0), (4.36)

siendo [0, tf ] el dominio temporal de la trayectoria completa. La curva de la función
de autocorrelación posicional resultante, como la mostrada por los śımbolos azules de
la figura 4.7, se puede ajustar a la doble exponencial descrita en la ecuación 4.28,
donde a partir de las ecuaciones 4.31, 4.32, 4.34, 4.35, los valores de η0, η∞ y τ0 se
obtienen directamente en términos de los parámetros de ajuste ε± y A±, el diámetro
de la part́ıcula dp y la rigidez de la trampa k,

τ0 =
1−A−
ε−

+
1−A+

ε+
, (4.37)

η0 =
k

3πdp

(
A−
ε−

+
A+

ε+

)
, (4.38)

η∞ =
k

3πdp

1

(1−A−)ε+ + (1−A+)ε−
. (4.39)

Por otra parte, el valor de la constante elástica de la trampa, k, se obtiene mediante
un ajuste cuadrático del potencial de enerǵıa de la pinza óptica, reconstruido a partir de
la densidad de probabilidad de la posición x de la part́ıcula de acuerdo a la distribución
de Boltzmann (ver ecuación 3.8), como se ilustra en el inset inferior de la figura 4.7.
El valor resultante de la constante de la trampa es en este caso k = 0.6 pNµm−1. En
la Figura 4.7 también se grafica como ĺınea negra continua el ajuste correspondiente
de dos exponenciales de acuerdo a la ecuación 4.33. A partir de los parámetros de este
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Figura 4.7: Función de autocorrelación de una part́ıcula atrapada por una pinza óptica
en el fluido micelar viscoelástico a c = 5 mM. La ĺınea continua negra representa un ajuste
no lineal de acuerdo con la ecuación 4.33, a partir del cual se calculan los principales
parámetros reológicos del fluido. Inset superior: trayectoria 2D de la part́ıcula confinada.
Inset inferior: perfil de potencial U(x) de una part́ıcula atrapada a lo largo de la dirección
x (śımbolos rojos) y el ajuste cuadrático correspondiente (ĺınea continua negra).

ajuste no lineal y usando las ecuaciones 4.37-4.39 se encuentran los siguiente valores
de los parámetros que caracterizan la viscoelasticidad del fluido: η0 = 0.0420± 0.0052
Pa s, η∞ = 0.0040 ± 0.0001 Pa s y τ0 = 1.148 ± 0.067 s respectivamente. Es impor-
tante observar que dichos valores están en muy buen acuerdo cuantitativo con aquellos
determinados mediante el microreoloǵıa pasiva usando una part́ıcula libre (ver tabla
4.1), a pesar de que en ese caso el material y el tamaño de la part́ıcula son distintos
a los experimentos con la part́ıcula atrapada. Notablemente, la presencia o ausencia
del potencial óptico tampoco afecta los valores obtenidos de los parámetros reológicos
del fluido, lo cual asegura que ninguno de estos tres factores darán lugar a artefactos
experimentales en el proceso de escape de la part́ıcula en un doble pozo óptico.

En este caṕıtulo se caracterizó en detalle la viscoelasticidad lineal de distintos flui-
dos viscoelásticos micelares por medio de microreoloǵıa pasiva, los cuales jugarán el
papel de entorno difusivo o baño térmico para los experimentos del potencial biestable
que serán presentados en el siguiente caṕıtulo. A partir de los resultados experimen-
tales se eligió de manera óptima la muestra a concentración de surfactante de 5 mM.
Posteriormente, el fluido viscoelástico a la concentración elegida en el régimen semidi-
luido se caracterizó en un potencial armónico y se obtuvieron los parámetros η0, η∞
y τ0, los cuales resultaron ser independientes del método de microreoloǵıa empleado.
En la siguiente sección, se utilizará este fluido viscoelástico bien caracterizado para los
experimentos con una part́ıcula esférica en un potencial de doble pozo, con el objeti-
vo de comparar el proceso de escape correspondiente. con lo esperado en la teoŕıa de
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Kramers.
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Caṕıtulo 5

Escape de part́ıculas en fluidos

viscoelásticos

Se ha mencionado la importancia de la teoŕıa de Kramers y su utilidad en la des-
cripción de transiciones por activación térmica en diversos sistemas. Sin embargo, un
problema muy importante que surge al medir las tasas o tiempos de transición en el
cruce de barreras energéticas, es la aparición de memoria debido a una descripción
reducida de su dinámica mediante un número pequeño de grados de libertad. Algunos
trabajos teóricos desde los 80’s hablan sobre el rompimiento de la teoŕıa de Kramers, el
cual también se presenta en el contexto de las reacciones de fases condensadas [74, 75],
siendo el trabajo seminal de Richard F. Grote y James T. Hynes el primero en estudiar
en detalle este problema. También se ha estudiado teóricamente el problema de escape
por activación térmica en sistemas donde la fricción es dependiente de la frecuencia [76],
tales como en la dinámica de moléculas en medios con memoria [77], los cuales son as-
pectos que se han investigado en trabajos más recientes en el contexto de plegamiento
de biomoléculas [78, 79]. Un resultado importante de dichos trabajos es la predicción
de un incremento en la velocidad de reacción o en la tasa de transición correspondiente
con respecto a la teoŕıa de Kramers en la ecuación 2.57 debido a efectos de memoria en
el sistema, que se han explorado con cierto detalle en el contexto de la cinética qúımica
[76, 80].

Con lo anterior queda claro que el estudio de efectos no-Markovianos en el proble-
ma de escape de Kramers de una part́ıcula Browniana dentro de un medio fluido con
memoria, como en fluidos no-Newtonianos, tiene importancia y es de interés actual.
La idea en este trabajo es el utilizar un fluido viscoelástico bien caracterizado, que
como ya se ha descrito en el caṕıtulo anterior, presenta fenomenoloǵıas muy distintas
a comparación a las de un fluido Newtoniano debido a sus caracteŕısticas causadas por
la dependencia de las viscosidad con la frecuencia. Al no tener una separación clara
entre las escalas de tiempo del entorno y las del sistema, el acomplamiento entre el mo-
vimiento de la part́ıcula y la respuesta viscoelástica del medio resulta en una dinámica
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no-Markoviana descrita por un kernel de memoria de fricción caracterizado por grandes
tiempos de relajación.

El problema de escape con memoria ha sido descrito en diversos trabajos de forma
teórica y numérica, donde se ha abordado en varias situaciones f́ısicas, por ejemplo, con
un kernel de memoria con decaimiento Gaussiano, ruido térmico de color [81, 82], la me-
moria inducida debido a la inercia de la part́ıcula [83, 84], o memoria multi-exponencial
[85]. Una de las generalizaciones de la teoŕıa de la tasa de Kramers que fue desarrollada
hace ya varios años y que involucra fricción de memoria larga es la propuesta por la
ecuación 2.74 [36]. Por otra parte, se han hecho diversos trabajos numéricos donde el
movimiento se describe mediante la Ecuación Generalizada de Langevin [78, 79]. Pese
a todo lo anterior, la predicciones y resultados en este aspecto aún permanecen inex-
ploradas en la parte experimental. En este caṕıtulo se presentará el procedimiento y
los resultados experimentales de los tiempos de escape a través de un potencial óptico
biestable en un fluido viscoelástico micelar en el régimen semidiluido. Los resultados
serán comparados directamente con la predicción obtenida mediante la teoŕıa de Kra-
mers para posteriormente ser contrastados con un análisis numérico y teórico sobre
los efectos que presenta este sistema con memoria. Asimismo, se presentará un análisis
detallado de la dinámica espaciotemporal del sistema a través del potencial de enerǵıa
biestable, lo cual permitirá explicar los resultados obtenidos experimentalmente. Par-
te de los principales resultados incluidos este caṕıtulo se encuentran en la siguiente
publicación [86]:

B. R. Ferrer, J.R. Gomez-Solano, and A.V. Arzola, “Fluid viscoelasticity trig-
gersfast transitions of a brownian particle in a double well optical potential, ”
Phys. Rev. Lett., vol. 126, p. 108001, Mar 2021. https://link.aps.org/doi/
10.1103/PhysRevLett.126.108001

5.1. Resultados experimentales

Se utilizó la configuración experimental de dos pinzas ópticas descrita en la sección
3.3 y en el esquema de la Figura 3.6. Se ensambló una celda con un portaobjetos y
cubreobjetos donde se introdujeron part́ıculas de śılice con diámetro de dp = 0.99 µm
diluidas en el fluido micelar viscoelástico en el régimen semidiluido a una concentración
de surfactante de 5 mM (ver caṕıtulo 4 sección 4.3.1). Con el control preciso de las
pinzas ópticas mediante el dispositivo piezoeléctrico, se atrapó una part́ıcula a 10 µm
sobre la superficie del vidrio inferior de la celda de muestra a una temperatura de
T = 22 ◦C. Una vez atrapada una part́ıcula y optimizada la distancia de separación
entre pozos a la que esta puede saltar (donde esta distancia es,≈ 0.7 µm), se grabaron
distintos videos de alrededor de 30 minutos a una frecuencia de 1000 Hz y un tiempo de
exposición de 60 µs. Las potencias del láser usado de 532 nm en la entrada del objetivo
de microscopio fueron de 0.84 ± 0.05 mW, 1.11 ± 0.05 mW y 1.37 ± 0.05 mW, los
cuales serán referenciadas como experimentos I, II y III respectivamente. Se procede
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a obtener la reconstrucción del potencial de enerǵıa aśı como la estimación de tiempos
medios de escape.

Figura 5.1: Reconstrucción de potencial de enerǵıa para los tres experimentos (I, II, III)
en el fluido viscoelástico a T = 22◦C. a) Trayectoria 2D de la part́ıcula. b) Histograma 2D
de la part́ıcula. c) Potencial U(x, y) de enerǵıa donde se muestran los puntos metaestables
A, B y el punto de inestabilidad S alineados sobre el mismo eje horizontal (y = 0).

5.1.1. Reconstrucción de potencial óptico biestable en un fluido vis-

coelástico

Con los videos grabados, se procede a los pasos ya descritos en la sección 3.4.2,
donde se obtienen las trayectorias 2D de la part́ıcula, (x, y), los histogramas alineados
y rotados respecto a los puntos cŕıticos A, B y S, para obtener finalmente a la forma
del potencial de enerǵıa 2D de acuerdo a la distribución de Boltzmann de la ecuación
3.8. Los resultados para las distintas potencias usadas en el fluido viscoelástico se en-
cuentran en la Figura 5.1.

De la misma forma que hizo con el análisis en agua (sección 3.4.2), se realiza un
corte transversal a lo largo de los puntos colineales A, B y S, de donde se obtiene
el potencial 1D, U(x) = U(x, y = 0) para analizar el escape de la part́ıcula en una
dimensión mediante la coordenada x. Al igual que el caso del experimento con agua,
la justificación del desacoplamiento de de la dinámica de la part́ıcula a lo largo de las
direcciones x y y viene primeramente de la isotroṕıa de los pozos individuales. El caso
de la part́ıcula confinada por una sola pinza en el fluido viscoelástico, la formación de
un potencial armónico simétrico en ambas direcciones ya fue discutida en la sección
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Figura 5.2: Las figuras a) Distribución de probabilidad 1D (puntos azules) y el po-
tencial reconstruido correspondiente (puntos marrones) a partir de las trayectorias en y
de la part́ıcula en el doble pozo en el fluido viscoelástico para los experimentos I, II y
III, respectivamente. La ĺınea negra continua muestra un ajuste cuadrático del potencial,
U(y) = 1

2ky
2. b) Función de autocorrelación de la coordenada y para cada experimento

mostrado en 5.2 a). La ĺınea negra continua representa a la curva obtenida mediante la
ecuación 4.33 usando los valores experimentales de η0, η∞ y τ0 (determinados mediante
microreoloǵıa) y el valor de k del ajuste cuadrático del potencial correspondiente.

4.3.2. El segundo punto que justifica el desacoplamiento mencionado es el análisis de
las trayectorias de la part́ıcula a lo largo de la dirección y. Si la dinámica no-lineal a
lo largo de x está desacoplada de la de y, entonces el proceso de salto a lo largo de la
primera no debe afectar a la segunda, la cual deberá quedar descrita por la ecuación
generalizada de Langevin 4.27 con un potencial armónico

U(y) =
1

2
ky2, (5.1)

es decir, debe corresponder al movimiento Browniano no-Markoviano para una sola
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pinza. La reconstrucción de estos potenciales a lo largo de y para los tres respectivos
experimentos I, II, III, se muestran en la Figuras 5.2 a), en donde se verifica que en
efecto, a lo largo de y tienen un perfil armónico.

Con el ajuste cuadrático de los potenciales en la dirección y de acuerdo a la ecua-
ción 5.1, se puede obtener el valor de la constante respectiva de la trampa, k, para cada
potencia utilizada. Por otro lado, a partir de la evolución temporal de la trayectoria
estocástica, y(t), se puede calcular la función de autocorrelación posicional correspon-
diente, C(t) = 〈y(t0 + t)y(t0)〉t0 , mediante la ecuación 4.36. Los resultados para los tres
experimentos se encuentran en las Figuras 5.2. Puesto que a lo largo de y el potencial
es armónico, el comportamiento debe ser parecido a una sola part́ıcula en un fluido
viscoelástico confinada por una pinza. Para esta situación, este procedimiento ya fue
discutido en la sección 4.3.2, donde a ajustar en la autocorrelación esta dada C(t) debe
quedar descrita por el doble decaimiento exponencial de las ecuaciones 4.28 y 4.33. En
las figuras 5.2 b) se muestran las gráficas obtenidas a partir de dichas ecuaciones (ĺıneas
negras continuas), usando los valores numéricos de η0, η∞ y τ0 obtenidos por micro-
reoloǵıa pasiva (ver secciones 4.3.1 y 4.3.2), mientras que el valor de k es determinado
mediante el ajuste cuadrático del potencial a lo largo de y (ver ĺınea negra continua
en la figura 5.2 a). Sin la necesidad de introducir parámetros de ajuste adicionales, se
puede observar un buen acuerdo entre los datos experimentales para la función de auto-
correlación correspondiente a la coordenada y y las curvas esperadas respectivas para el
movimiento Browniano confinado de una part́ıcula descrita por la ecuación generalizada
de Langevin en presencia de un potencial armónico. Por consiguiente, se puede concluir
que el movimiento 2D de la part́ıcula en el plano x − y puede descomponerse en los
movimientos unidimensionales a lo largo de x y y de manera independiente. De forma
similar a la sección 3.4.2, la forma del potencial unidimensional que pasa por los puntos
A, B y S, puede ajustarse a una doble Gaussiana descrita por la ecuación 3.10. Los
parámetros de ajuste y los perfiles 1D del potencial a lo largo de x, U(x) = U(x, y = 0),
se encuentran en la Tabla 5.1 y en la Figura 5.3, respectivamente.

Parámetros I II III

u1[kbT ] −12.489± 0.628 −21.724± 0.852 −22.013± 0.963
µ1[µm] 0.364± 0.004 0.421± 0.004 0.427± 0.004
σ1[µm] 0.390± 0.009 0.462± 0.008 0.432± 0.008
u2[kbT ] −12.509± 0.666 −20.934± 0.843 −20.737± 0.971
µ2[µm] 0.439± 0.004 0.412± 0.004 0.372± 0.004
σ2[µm] 0.437± 0.010 0.459± 0.008 0.432± 0.009
u0[kbT ] 3.353± 0.696 12.506± 0.935 12.854± 1.054

Tabla 5.1: Parámetros estimados del potencial con perfil doble Gaussiano para los tres
experimentos a distinta potencia en el fluido viscoelástico. Los datos de la figura 5.3 fueron
ajustados de acuerdo al modelo de la ecuación 3.10 utilizando procedimientos estándar de
mı́nimos cuadrados no lineales.
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Figura 5.3: Detalles de los potenciales experimentales a lo largo de x en unidades de kBT
a 3 distintas potencias. Las figuras a), b) y c) corresponden a los experimentos I, II y
III, respectivamente. Los ćırculos azules representan las curvas experimentales, mientras
las ĺıneas continuas rojas corresponde al ajuste no lineal doble Gaussiano de acuerdo a la
ecuación 3.10, con los parámetros de la tabla 5.1

5.1.2. Tiempos medios de escape en un fluido viscoelástico

De forma análoga a la sección 3.4.3, se utiliza la evolución temporal de la trayectoria
en 1 dimensión para determinar los tiempos de salto, lo cual se logra conociendo los
puntos de equilibrio A, B y S. Con el mismo método detallado en la esquematización de
la Figura 3.12, se obtiene los histogramas de los tiempos de salto de A→B y de B→A,
los cuales son graficados en las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 para los tres experimentos I, II y
III, respectivamente. Estos histogramas pueden ajustarse mediante una estimación de
máxima verosimilitud a una distribución exponencial similar a la dada por la ecuación
3.11

ρ(τ) =
1

τ
(ve)
exp

exp

[
− τ

τ
(ve)
exp

]
, (5.2)

en donde el parámetro τ
(ve)
exp =

∫∞
0 ρ(τ)τ dτ corresponde al tiempo medio de salto. Los

ajustes de acuerdo a la ecuación 5.2 para los tres experimentos realizados se mues-
tran como ĺıneas continuas magenta en la Figuras 5.4, 5.5 y 5.6. Los tiempos medio
de salto experimentales obtenidos del ajuste se encuentran listados en la Tabla 5.2. Es
importante remarcar que a pesar de que el proceso de escape tiene memoria debido a
la viscoelasticidad del fluido, la justificación de usar una distribución exponencial viene
esencialmente de la comparación entre el tiempo de relajación del fluido y los tiempos
caracteŕısticos para que las part́ıculas relajen en los pozos. Espećıficamente, si el tiempo

medio de salto, τ
(ve)
exp , es mayor que el tiempo de relajación del fluido, τ0 y que el tiempo

caracteŕıstico de relajación de la part́ıcula dentro de los pozos, ∼ 3πdpη0/κA,B, siendo
κA,B las curvaturas respectivas del potencial en A y B, entonces los saltos de A a B a
través de S pueden considerarse independientes de aquellos de B a A. En tal situación,
las transiciones activadas térmicamente entre ambos pozos pueden considerarse como
un proceso de Poisson, cuya distribución de tiempos queda aproximada por la ecuación
5.2. Sin embargo, que la distribución de tiempos siga un comportamiento exponencial
no siempre es cierto en este tipo de sistemas experimentales con memoria debido a la
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presencia de correlaciones temporales importantes entre saltos consecutivos. Mayores
detalles de esta discusión se encuentran en el apéndice A.2.
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Figura 5.4: Histogramas normalizados de los tiempos de salto para el experimento I: a) de
A a B, y b) de B a A respectivamente. La ĺınea continua magenta representa la estimación
de máxima verosimilitud dada por la ecuación 3.11.
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Figura 5.5: Histogramas normalizados de los tiempos de salto para el experimento II:
a) de A a B, y b) de B a A respectivamente. La ĺınea continua magenta representa la
estimación de máxima verosimilitud dada por la ecuación 3.11.
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Figura 5.6: Histogramas normalizados de los tiempos de saltopara el experimento III:
a) de A a B, y b) de B a A respectivamente. La ĺınea continua magenta representa la
estimación de máxima verosimilitud dada por la ecuación 3.11.

A partir de los ajustes de los potenciales se pueden calcular las curvaturas de los
puntos A, B y S, a partir de las ecuaciones 3.12 y 3.13. Además se obtienen las altu-
ras de las barreras para cada pozo y experimento respectivo. Con estos datos se hace
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Exp. κA,B κS UA,B τ
(ve)
exp τK

(pNµm−1) (pNµm−1) (kBT ) (s) (s)

I
0.45 [0.41, 0.49]

-0.41 [-0.45, -0.38]
3.04 [2.50, 3.57] 20.6 [18.0, 24.0] 89.2 [60.5, 165.5]

0.53 [0.48, 0.59] 3.31 [2.73, 3.87] 24.7 [21.6, 28.9] 100.9 [66.5, 203.8]

II
0.57 [0.51, 0.62]

-0.45 [-0.49, -0.41]
3.22 [2.50, 3.85] 18.5 [16.0, 21.9] 72.1 [42.8, 164.8]

0.60 [0.55, 0.66] 3.86 [3.13, 4.54] 36.2 [31.3, 42.9] 135.2 [81.2, 326.2]

III
0.66 [0.60, 0.73]

-0.56 [-0.61, -0.52]
3.36 [2.68, 4.16] 13.9 [12.0, 16.5] 68.4 [43.9, 190.9]

0.72 [0.67, 0.80] 4.42 [3.74, 5.35] 42.2 [36.5, 50.0] 192.4 [119.2, 534.0]

Tabla 5.2: Tiempos medios de salto para una part́ıcula de śılice de dp=0.99 µm en el fluido
micelar viscoelástico a la concentración de 5 mM y T = 22◦C, sometida a un potencial de
doble pozo. Se muestran las curvaturas del potencial en cada pozo, κA,B , la curvatura de
punto inestable, κS y la altura de la barrera ∆UA,B . Se muestra el tiempo experimental en

el fluido viscoelástico τ
(ve)
exp y el tiempo teórico con los mismos parámetros para un fluido

Newtoniano según la teoŕıa de Kramers, τK .

uso de la expresión de los tiempos medios de Kramers 2.57, donde el valor del coefi-
ciente de fricción γ0 = 3πdpη0 está relacionado con la viscosidad de corte cero, η0, la
cual está asociada al comportamiento difusivo de la part́ıcula (en ausencia de potencial
confinante) a tiempos muy largos en el fluido viscoelástico (ver sección 4.3.1). Por esta
razón, la comparación directa más natural de los tiempos medidos de escape en el fluido
viscoelástico con viscosidad η0, es con los tiempos medios esperados, τK, de acuerdo
a la expresión de Kramers en un fluido Newtoniano con la misma viscosidad. Para la
determinación de este tiempo teórico se hace una distribución considerando los errores
en el ajuste de los potenciales, en las curvaturas, la medida de la part́ıcula Browniana
y la viscosidad del fluido. La comparación entre los resultados esperado en un fluido
Newtoniano de viscosidad constante η0 y los obtenidos experimentalmente en el fluido
viscoelástico se muestra en la Tabla 5.2 y en la Figura 5.7.

En la Tabla 5.2 y en la Figura 5.7 se observa que los valores del tiempo medio de
salto en el fluido viscoelástico (śımbolos magenta) en todos los casos son mucho menores
a aquellos en un fluido Newtoniano de la misma viscosidad de corte cero, en donde la
ĺınea punteada indica la concordancia perfecta entre experimento y la que se esperaŕıa
de ser válida la expresión de Kramers, 2.57. Este resultado contrasta significativamente
con el proceso de escape en el caso de un fluido Newtoniano, para el cual se verificó por
ejemplo en el caṕıtulo 3 que la expresión 2.57 describe excelentemente los resultados
experimentales en agua, mostrados nuevamente como śımbolos azules en la Figura 5.7.
En el caso de los experimentos en el fluido viscoeástico, los resultados muestran clara-
mente que la presencia de memoria en el medio tiene como consecuencia un aumento
en la frecuencia de los saltos a través de la barrera de enerǵıa del potencial biestable,
lo cual tiene como consecuencia una reducción significativa en los tiempos medios de
cruce correspondientes. Para evaluar estas discrepancias, en la siguiente sección se hace
un análisis numérico a partir de la ecuación generalizada de Langevin que nos permi-
tirá verificar estos resultados experimentales aśı como comprender el origen f́ısico de la
reducción observada en los tiempos medios de escape.
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5.2 Análisis numérico de la ecuación generalizada de Langevin

10
0

10
1

10
2

10
3

10
0

10
1

10
2

10
3

Figura 5.7: Tiempos medios de cruce a través de la barrera energética de un potencial
óptico biestable, obtenidos experimentalmente en un fluido viscoelástico (puntos magenta)
contra tiempos teóricos esperados de acuerdo a la ecuación 2.57 en un fluido Newtoniano
con viscosidad η0. La ĺınea punteada representa la concordancia perfecta que se esperaŕıa
entre los experimentos y la teoŕıa de Kramers. Los puntos azules son lo resultados en agua
presentados en la sección 3.4.3. Los datos de los tiempos medios en el caso viscoelástico
son los registrados en la tabla 5.2

5.2. Análisis numérico de la ecuación generalizada de Lan-

gevin

La ecuación generalizada de Langevin de una part́ıcula sometida a una fuerza ex-
terna debida a un potencial U(r) se presenta en la ecuación 2.20. Para el caso unidi-
mensional y en régimen sobreamortiguado (m→ 0), la ecuación se escribe como

∫ t

t0

Γ(t− t′)ẋ(t′)dt′ = −U ′(x(t)) + ξ(t). (5.3)

En la ecuación 5.3, se toma como ĺımite inferior de integración t0 → −∞ ya que para
investigar el proceso de salto por activación térmica a través de la barrera dentro del
potencial biestable nos interesa una situación estacionaria en la que la dinámica de la
part́ıcula se vuelve independiente de la condición inicial, x(t0), a t = t0. Además, se
asume que para el caso de un fluido viscoelástico a temperatura constante, la función de
memoria Γ(t) y el ruido térmico ξ(t) satisfacen las propiedades 2.21 y 2.22, correspon-
dientes al segundo teorema de fluctuación disipación. El kernel de memoria satisface la
relación Γ(t) = 3πdpG(t), donde G(t) es el módulo de relajación viscoelástico, que par-
ticularmente para el fluido viscoelástico utilizado en los experimentos sigue el modelo
de la ecuación 4.5.
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Con la forma expĺıcita de la función Γ(t), la ecuación 5.3 queda como

∫ t

−∞

[
2γ∞δ(t− t′)ẋ(t′) +

γ0 − γ∞
τ0

exp

(
− t− t

′

τ0

)
ẋ(t′)

]
dt′ = −U ′(x(t)) + ξ(t), (5.4)

la cual, usando las propiedades de la delta de Dirac e integrando por partes se puede
expresar como

ẋ(t) = −U
′(x(t))

γ∞
+
ξ(t)

γ∞
−
(
γ0

γ∞
− 1

)
1

τ0

[
x(t)− 1

τ0

∫ t

−∞
x(t′) exp

(
− t− t

′

τ0

)
dt′
]
.

(5.5)

La expresión 5.5 no es fácil de resolver anaĺıticamente al tener un potencial no
lineal, y al no ser delta-correlacionado el ruido Gaussiano ξ(t) sino de color, no se pueden
aplicar directamente métodos numéricos para ecuaciones diferenciales estocásticas como
el de Euler-Cromer. Sin embargo, esta ecuación de movimiento no Markoviana para x se
puede escribir como un sistema de ecuaciones Markovianas de Langevin acopladas. Esto
se logra con el precio de agregar grados de libertad adicionales, lo que quiere decir que
es posible reescribir la ecuación 5.5 como una ecuación de Langevin multidimensional
de la forma [87],

d

dt
r(t) = −Ar(t) +B[r(t)] + ζ(t), (5.6)

en donde r(t) es un vector de N > 1 dimensiones que representa a los grados de libertad
del sistema al tiempo t. Además,A es una matriz real de N×N de elementos con valores
constantes que representa el acoplamiento lineal entre los distintos grados de libertad
del sistema Markoviano equivalente a 5.5, mientras que B[r(t)] es un arreglo de N ×N
que contiene términos no lineales en r(t). Por otro lado, ζ(t) es un vector de dimensión
N cuyas componentes son procesos Gaussianos delta-correlacionados, cuya media es

〈ζi(t)〉 = 0, (5.7)

y con matriz de covarianza

〈ζi(t′)ζj(t)〉 = δ(t− t′)Dij , (5.8)

siendo i, j = 1, . . . , N y Di,j ≥ 0. En el caso particular de la ecuación 5.5, considerando
que N = 2, η0 > η∞ > 0 y τ0 > 0, ésta puede ser escrita como un sistema de dos
ecuaciones Markovianas de Langevin
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ẋ(t) =
1

τ0

(
γ0

γ∞
− 1

)
[u(t)− x(t)]− U ′(x(t))

γ∞
+

√
2kBT

γ∞
ζx(t), (5.9)

u̇(t) =
1

τ0
[x(t)− u(t)] +

√
2kBT

γ0 − γ∞
ζu(t), (5.10)

donde ζx(t) y ζu(t) son ruidos blancos Gaussianos, los cuales satisfacen las propiedades

〈ζx(t)〉 = 〈ζu(t)〉 = 0 (5.11)

y
〈ζi(t)ζj(t′)〉 = δijδ(t− t′), (5.12)

siendo i, j = x, u y δij la delta de Kronecker. El resultado de esta dos ecuaciones
acopladas surge de definir una variable auxiliar u(t) como [87, 88],

u(t) =
1

τ0

∫ t

0
exp

(
− t− t

′

τ0

)[
x(t′) + τ0

√
2kBT

γ0 − γ∞
ζu(t′)

]
dt′, (5.13)

de tal forma que se puede llevar la ecuación no Markoviana 5.5 para x(t) a la forma
Markoviana 5.9 y 5.10 para x(t) y u(t).

Puesto que las fuerzas estocásticas, ζx(t) y ζu(t), son Gaussianas y delta correla-
cionadas, entonces dWx,u = ζx,u(t)dt corresponden al llamado proceso de Wiener, el
cual es usando como modelo de caminatas aleatorias continuas en el tiempo en el con-
texto de movimiento Browniano [89]. Por consiguiente, se puede emplear el método
de Euler-Cromer para resolver numéricamente la evolución temporal de las ecuaciones
acopladas 5.9 y 5.10, cuya discretización temporal con un paso de tiempo dt queda
descrito mediante el algoritmo dado por las siguientes sucesiones,

un = un−1 +
1

τ0
(xn−1 − un−1) dt+

√
2kBTdt

γ0 − γ∞
Nu(0, 1), (5.14)

xn = xn−1 +
1

τ0

(
γ0

γ∞
− 1

)
(un − xn−1) dt− U ′(xn−1)

γ∞
dt+

√
2kBTdt

γ∞
Nx(0, 1). (5.15)

En 5.14 y 5.15 se ha hecho uso de la discretización del proceso de Wiener

dWx,u ≈
√
dtNx,u(0, 1), (5.16)
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en donde Nx(0, 1) y Nu(0, 1) son números aleatorios no correlacionados entre śı con
distribución normal estándar.

Las ecuaciones 5.14 y 5.15 se resolvieron numéricamente con los valores de los
parámetros usados u obtenidos en los experimentos: el intervalo de tiempo dt = 0.001
s, la temperatura de T = 22◦C, un diámetro de la part́ıcula dp = 0.99µm. Para los
valores de los coeficientes de fricción γ0 = 3πη0dp y γ∞ = 3πη∞dp y el tiempo de
relajación del fluido, se emplearon los parámetros reológicos obtenidos para el fluido
micelar viscoelástico a 5 mM: η0 = 0.0420 ± 0.0052 Pa s, η∞ = 0.0040 ± 0.0001 Pa s
y τ0 = 1.148 ± 0.067 s. Por otro lado, el término no lineal U ′(xn−1) que aparece en la
segunda ecuación 5.15 se determina a partir de la derivada de la ecuación 3.10, es decir

U ′(x) = −2(x− µ1)u1

σ2
1

exp

[
−(x− µ1)2

σ2
1

]
− 2(x+ µ2)u2

σ2
1

exp

[
−(x+ µ2)2

σ2
1

]
, (5.17)

donde los valores de los parámetros µ1,2, u1,2 y σ1,2 son obtenidos de los ajustes experi-
mentales de los potenciales en una dimensión, los cuales se encuentran en la Tabla 5.1
para cada experimento respectivo. Como condición inicial a t = 0 para cada realización
estocástica de x(t), en las simulaciones se tomó a x1 = x(0) como un número alea-
torio con una distribución Gaussiana, mientras que u1 = u(0) = 0. Como se necesita
obtener trayectorias en una situación estacionaria, se eliminan los primeros 105 puntos
simulados, correspondientes al menos a 2 órdenes de magnitud el tiempo de relajación
del fluido. De esta manera se asegura que, independientemente de la elección de x(0)
y u(0), los n− 105 puntos restantes corresponden a una situación en la que el sistema
ha relajado completamente a su distribución estacionaria dentro del potencial biesta-
ble. Para el caso de los resultados obtenidos n ≈ 107. El código utilizado para generar
trayectorias estocásticas que evolucionan temporalmente de acuerdo a las ecuaciones
discretizadas 5.14 y 5.15, se implementó en el software MATLAB. Los detalles del script
utilizado se encuentran en el apéndice B.1.

En la figura 5.8 a) se muestra un ejemplo de una trayectoria estocástica, x(t), ge-
nerada a partir de las sucesiones 5.14 y 5.15, en la cual se pueden apreciar claramente
los saltos a través de la barrera de enerǵıa del potencial biestable. Para verificar que el
proceso de activación térmica es en efecto reproducido de manera adecuada por dicho
algoritmo, primeramente se debe verificar que el perfil del potencial biestable, recons-
truido a partir de las trayectorias simuladas numéricamente, está en acuerdo cuantita-
tivo con el obtenido experimentalmente mediante la distribución de Boltzmann. Para
ello, se puede emplear la trayectoria numérica mostrada en la Figura 5.8 a), la cual se
obtuvo utilizando los parámetros del experimento III con una cantidad de sucesiones
n− 105 comparables a la cantidad de puntos experimentales. El potencial reconstruido
numéricamente y el obtenido experimentalmente, ambos por medio de la inversión de
la distribución de Boltzmann, se muestran en la Figura 5.8 c) y d) respectivamente,
mostrando una muy buena concordancia.
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Figura 5.8: a) Trayectoria obtenida numéricamente con los parámetros del experimento
III a partir de las ecuaciones 5.14 y 5.15. b) Histograma de posiciones de la trayectoria
mostrada en 5.8 a). c) Potencial de enerǵıa obtenido a partir del histograma de la simula-
ción. d) Potencial de enerǵıa obtenido experimentalmente, cuyos parámetros se utilizaron
para realizar la trayectoria numérica en 5.8 a). La ĺınea roja representa el resultado del
potencial obtenido de forma numérica.

Para hacer un análisis más detallado, se realizaron distintas simulaciones del mis-
mo experimento considerando los errores asociados con los parámetros reológicos del
fluido y el ajuste del potencial. De esta forma se obtuvieron distribuciones de tiempos
para 10000 realizaciones estocásticas independientes de x(t) para cada experimento.
Los resultados numéricos con sus respectivos errores para los potenciales I, II, III, se
encuentran en la Tabla 5.3 donde se comparan con su contraparte experimental. En la
Figura 5.9 se grafican estos valores simulados (śımbolos verdes) junto a los respectivos
valores experimentales (śımbolos magenta), y ambos son comparados con la teoŕıa de
Kramers para el proceso de escape en un fluido Newtoniano. Es importante notar que
los valores calculados numéricamente para los tiempos medios de escape en el fluido
viscoelástico mediante la simulación de la ecuación generalizada de Langevin 5.3 son
muy cercanos a los valores determinados en los experimentos, en ambos casos quedando
incluso con sus errores respectivos por debajo de la ĺınea discontinua de la Figura 5.9,
que representa la concordancia perfecta que se esperaŕıa de la teoŕıa de Kramers en un
fluido Newtoniano. Con todo lo expuesto anteriormente, queda claro que la expresión
para los tiempos medios de escape propuesta por Kramers para las transiciones por
activación térmica en un fluido de viscosidad constante no captura correctamente el
comportamiento en un fluido viscoelástico, en el cual el acoplamiento entre la part́ıcula
y su entorno presenta inoxerablemente memoria, por lo que en la siguiente sección se
buscará derivar una expresión anaĺıtica que sea capaz de aproximar estos resultados.
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Exp. τ
(ve)
exp τ

(ve)
sim

[s] [s]

I
20.6 [18.0, 24.0] 27.8 [11.9, 59.6]
24.7 [21.6, 28.9] 31.2 [19.4, 69.9]

II
18.5 [16.0, 21.9] 24.3 [12.4, 54.0]
36.2 [31.3, 42.9] 32.1 [20.5, 94.2]

III
13.9 [12.0, 16.5] 18.2 [6.1, 54.7]
42.2 [36.5, 50.0] 50.3 [26.7, 160.5]

Tabla 5.3: Comparación entre resultados experimentales y numéricos para los tiempos
medios de salto de una part́ıcula de śılice de dp=0.99 µm en el fluido micelar viscoelástico
a la concentración 5 mM y T = 22◦C, sometida a un potencial de doble pozo. Se muestra

el tiempo experimental, τ
(ve)
exp , y el tiempo τ

(ve)
sim que se obtiene resolviendo con los mismos

valores de los parámetros experimentales la ecuación generalizada de Langevin 5.3.
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Figura 5.9: Tiempos medios de cruce numéricos (puntos verdes) obtenidos a partir de
trayectorias simuladas mediante las ecuaciones 5.14 y 5.15 en un fluido viscoelástico contra
tiempos teóricos esperados de acuerdo a la ecuación 2.57 en un fluido Newtoniano con
viscosidad η0 en un potencial biestable. Se incluyen además los tiempos medios de escape
experimentales (puntos magenta). Los puntos azules son lo resultados en agua presenta-
dos en la sección 3.4.3. La ĺınea punteada representa la concordancia perfecta entre las
simulaciones/experimentos y la teoŕıa de Kramers.

5.3. Expresión anaĺıtica de los tiempos medios de escape

Como se ha mostrado anteriormente, el tiempo medio de escape de una part́ıcula
Browniana en un fluido viscoelástico presenta una reducción con respecto al tiempo
medio predicho por la expresión 2.57. En la sección 2.3.2 se obtuvo una expresión com-
pacta para la frecuencia de saltos en donde aparece un factor Ω relacionada con la ráız
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positiva más grande de 2.76 [74]. Para el caso del presente trabajo, hay dos aproxi-
maciones que se tienen que tomar en cuenta. La primera es la aproximación sobre el
kernel de memoria Γ(t), donde al considerar que el tamaño de la part́ıcula Browniana
es mucho mayor al tamaño de las micelas y que la fuerza de Basset-Boussinesq es des-
preciable para las frecuencias experimentalmente accesibles, entonces Γ(t) = 3πdpG(t),
ver sección 4.3.1. La segunda aproximación es considerar el limite sobreamortiguado,
m → 0, con lo que el factor Ω es equivalente a la ráız más grande de la ecuación1

[34, 74],
sΓ̃(s)− |κS | = 0, (5.18)

donde Γ̃(s) = L [Γ(t)]. Tomando en cuenta el modelo monoexponencial para G(t) de
la ecuación 4.5 y su relación con el kernel de memoria Γ(t), la ecuación polinomial a
resolver es

γ0s+ γ∞τ0s
2

1 + τ0s
− |κS | = 0. (5.19)

Desarrollando 5.19, se obtiene la ecuación cuadrática

s2 (γ∞τ0) + s (γ0 − |κS |τ0)− |κS | = 0. (5.20)

cuya ráız positiva mas grande es

Ω =
1

2

 |κS|
γ∞
− γ0

γ∞τ0
+

√(
γ0

γ∞τ0
− |κS|
γ∞

)2

+
4|κS|
γ∞τ0

 . (5.21)

Con las consideraciones anteriores, la expresión anaĺıtica para los tiempos medios

de salto de la ecuación 2.74, τ
(ve)
th = ν−1

N , para el fluido viscoelástico usado en estos
experimentos queda como,

1La justificación de tal equivalencia se encuentra en el Apéndice de A.1
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τ
(ve)
th =

2π
√
|κS |√
κA

1

Ω
exp

(
∆UA
kBT

)
,

=
4πγ∞ exp

(
∆UA
kBT

)
√
κA|κS |

[
1− γ0

|κS |τ0 +

√(
γ0
|κSτ0| − 1

)2
+ 4γ∞
|κS |τ0

] ,

=
2
(
γ∞
γ0

)
1− γ0

|κS |τ0 +

√(
γ0
|κSτ0| − 1

)2
+ 4γ∞
|κS |τ0

τk, (5.22)

donde se reescribió el tiempo medio de escape en el fluido viscoelástico en términos
del tiempo medio de Kramers en un fluido Newtoniano multiplicado por un factor
adimensional que dependen del acoplamiento entre la part́ıcula Browniana y el entorno
viscoelástico. Este factor se puede reescribir de una forma muy conveniente definiendo
la relación entre los dos coeficientes de fricción como α = γ∞

γ0
, además del tiempo

caracteŕıstico de l movimiento de la part́ıcula asociado a la viscosidad más lenta del
fluido cuando ésta se mueve en la vecindad del punto inestable S

τS =
γ0

|κS |
. (5.23)

De esta forma, la ecuación 5.22 puede expresarse como,

τ
(ve)
th = β

(
α,
τ0

τS

)
τK, (5.24)

en donde el factor β esta dado expĺıcitamente por

β

(
α,
τ0

τS

)
=

2α

1− τS
τ0

+

√(
1− τS

τ0

)2
+ 4ατS

τ0

. (5.25)

De la ecuación 5.25 se recupera el caso Markoviano para el proceso de escape en un
fluido Newtoniano (ecuación 2.57) a partir de 5.24 si β(α, τ0τS ) → 1. El ĺımite anterior
se logra en dos situaciones: cuando α = γ∞

γ0
= 1 (fricción constante independiente de

la frecuencia) o cuando τ0
τS
→ 0 (relajación muy rápida del esfuerzo del fluido). Por

otro lado, de acuerdo a los parámetros y el modelo monoexponencial del módulo de
relajación del fluido micelar a la concentración de 5 mM (α < 1, τ0 > 0), se puede
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verificar que bajo las condiciones experimentales estudiadas en este caṕıtulo, se cumple
la condición

β

(
α,
τ0

τS

)
< 1, (5.26)

para todos los valores de κS mostrados en la tabla 5.2. Notemos también que cuando
τ0/τS → ∞, es decir, cuando el fluido relaja muy lentamente en comparación con
el tiempo de relajación caracteŕıstico de la part́ıcula alrededor del punto inestable,

entonces β → α, y consecuentemente, τ
(ve)
th → γ∞

γ0
τK. Este último ĺımite resulta en una

expresión, que corresponde al tiempo medio de Kramers en un fluido Newtoniano con
viscosidad η∞, es decir,

τ
(ve)
th → 2πγ∞√

|κS |κA
exp

(
∆UA
kBT

)
. (5.27)

Exp. τ
(ve)
exp τ

(ve)
sim τ

(ve)
th

[s] [s] [s]

I
20.6 [18.0, 24.0] 27.8 [11.9, 59.6] 23.3 [14.6, 42.5]
24.7 [21.6, 28.9] 31.2 [19.4, 69.9] 27.3 [18.0, 53.3]

II
18.5 [16.0, 21.9] 24.3 [12.4, 54.0] 18.0 [11.4, 37.8]
36.2 [31.3, 42.9] 32.1 [20.5, 94.2] 29.5 [15.6, 75.8]

III
13.9 [12.0, 16.5] 18.2 [6.1, 54.7] 14.4 [8.9, 39.1]
42.2 [36.5, 50.0] 50.3 [26.7, 160.5] 41.1 [21.3, 125.3]

Tabla 5.4: Comparación entre los resultados experimentales, numéricos y teóricos para
el tiempo medio de escape de una part́ıcula de śılice de dp=0.99 µm en el fluido micelar
viscoelástico a la concentración de surfactante 5 mM y a T = 22◦C, a través de la barrera
energética de un potencial de doble pozo. Se muestra el tiempo medido experimentalmente

en el fluido viscoelástico, τ
(ve)
exp , el tiempo simulado τ

(ve)
sim y el tiempo teórico, τ

(ve)
th , que se

obtiene a partir de la ecuación 5.24.

La comparación de los tiempos medios de escape en el fluido viscoelástico se pre-
senta en la Tabla 5.4 y la Figura 5.10, donde se muestran los valores teóricos calculados

a partir de la ecuación 5.22, τ
(ve)
th , correspondientes a los parámetros de los tres ex-

perimentos considerando los errores asociados, aśı como los tiempos medios medidos
experimentalmente y determinados mediante las simulaciones numéricas ya discutidos
anteriormente.

Se puede obtener el valor de β definido en la ecuación 5.25 a partir del cociente de
los tiempos experimentales y los esperados según la teoŕıa de Kramers. Con ello, en la

figura 5.11 se grafica la razón β = τ
(ve)
exp /τK contra τ0/τS con α = 0.0952 constante para

los tres experimentos en el fluido viscoelástico en pares de transiciones, A → B y B →
A, que se representan con triángulos sólidos de color azul y rojo respectivamente. Para
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comparar resultados, también se grafican los tiempos calculados en agua (triángulos
huecos), donde se aprecia que el resultado para este caso es β ≈ 1, el cual es el valor
máximo de β esperado ya que en el caso de un fluido Newtoniano, α = 1 y τ0/τS = 0. Se
verifica además que el acoplamiento de la part́ıcula con el medio viscoelástico da como
resultado una reducción en sus tiempos de salto que tiene el comportamiento esperado
en concordancia con la ecuación 5.25.
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Figura 5.10: Tiempos medios de cruce experimentales (śımbolos magenta) y numéricos
(śımbolos verdes) de a part́ıcula en un fluido viscoelástico a través de la barrera energéti-
ca de un potencial biestable contra tiempos teóricos esperados de acuerdo a la ecuación
5.24. Los puntos azules son lo resultados en agua presentados en la sección 3.4.3. La ĺınea
punteada representa la concordancia perfecta entre las simulaciones/experimentos y los
tiempos teóricos esperados.
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Figura 5.11: Relación entre el tiempo de cruce medio experimental en un fluido vis-
coelástico y el tiempo de Kramers esperado para una viscosidad η0, en función de τ0/τS .
Los triángulos hacia arriba y hacia abajo representan las transiciones A→B y B→A de los
tres experimentos respectivamente. Los triángulos huecos corresponden al caso con agua.
La ĺınea continua es la predicción teórica β de la ecuación 5.25.
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5.3 Expresión anaĺıtica de los tiempos medios de escape

La dependencia en el factor β con τ0/τS describe dos situaciones f́ısicas relevantes.
La primera es cuando τ0 � τS , la cual corresponde a un valor del tiempo de relajación
del fluido despreciable en la dinámica de la part́ıcula en comparación con el tiempo de
relajación de la part́ıcula alrededor del punto inestable S, en cuyo caso la fricción está
dominada por los valores de la viscosidad del fluido baja frecuencia (Figura 4.4), es
decir los valores cercanos a η0. Por otro lado, a medida que τ0/τS aumenta, el fluido
tiene un tiempo de relajación comparable o mayor al tiempo de viscosidad más lenta de
la part́ıcula cuando se mueve en la vecindad del punto inestable S. Esto podŕıa supo-
ner un efecto donde el fluido no tiene tiempo suficiente para relajarse completamente
antes de que la part́ıcula sea activada por una fluctuación térmica que la haga saltar
sobre la barrera. Al no tener tiempo para relajar el fluido, el escape de la part́ıcula se
verá fuertemente afectado por la fricción experimentada por las componentes de mayor
frecuencia de la viscosidad (Figura 4.4), es decir los valores cercanos a η∞. El efecto
que ya se ha mostrado experimentalmente, resulta en una menor resistencia efectiva al
cruce de las part́ıculas Brownianas sobre la barrera, cuantificado en el valor β. Para
el caso de los experimentos realizados en el fluido viscoelástico, los valores de τ0 y τS
son comparables, resultando en un valor de β ≈ 0.2 que muestra claramente un efecto
significativo de la disminución de los tiempos medios de escape en comparación a los
esperados mediante la teoŕıa de Kramers.

Pese a que los resultados experimentales están en muy buen acuerdo cuantitativo
con la nueva expresión teórica 5.25, debido a las limitantes experimentales, estos abar-
can un rango muy limitado de τ0/τS . Para ampliar el intervalo de valores de τ0/τS
y poder explorar el proceso de escape correspondiente mediante el comportamiento
de β calculado a partir de las realizaciones de x(t), la alternativa es realizar cálculos
numéricos de la ecuación Generalizada de Langevin para la dinámica de una part́ıcula
de diámetro dp = 0.99µm, la cual hemos visto en la sección 5.2 que reproduce muy ade-
cuadamente la dinámica del proceso de escape de la part́ıcula en el fluido viscoeástico.
Para ello, mantenemos el valor del tiempo de relajación fijo τ0 = 1.148 s, por lo que
el parámetro a variar es τS = γ0/|κS |. La razón de dejar fijo el parámetro τ0 a dicho
valor es que si τ0 es muy grande, la distribución de los tiempos medios de escape puede
dejar de ser exponencial (ver Apéndice A.2). Para simplificar estos cálculos, se usará
un modelo simplificado de un potencial biestable simétrico dado por

U(x) = U0

[(x
L

)2
− 1

]2

, (5.28)

donde U0 es la altura de la barrera energética y L es la distancia entre el punto inesta-
ble S y los puntos estables A y B. Considerando que es un potencial simétrico, A=B,
entonces no habrá distinción entre los tiempos medios de un pozo y otro ya que ambos
contribuirán a la misma estad́ıstica.
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Los valores de las curvaturas en el potencial de 5.28 son,

κA =
8U0

L2
,

κS =− 4U0

L2
, (5.29)

entonces basta con variar los valores de U0 y de L, de tal forma que se puede obtener
un rango amplio de valores de κS . Es importante variar ambos parámetros simultánea-
mente debido a que en el caso de barreras muy pequeñas, t́ıpicamente menores a kBT ,
la part́ıcula no cumple con la condición de relajar completamente en cada pozo del
potencial biestable antes de saltar al pozo contiguo, por lo que la hipótesis para derivar
la ecuación 5.22 deja de ser válida [55, 56]. Para evitar dicha situación, se consideraron
solamente valores de la altura de la barrera U0 ≥ 3kBT . Con esto se calculan los tiem-
pos medios de salto a partir de las trayectorias numéricas usando el potencial simétrico
5.29 siguiendo el procedimiento ya descrito en la sección 5.2 aśı como los valores de los

parámetros experimentales del fluido. Los resultados numéricos de β = τ
(ve)
sim /τK para

distintos valores τ0/τS se muestran como śımbolos rojos en la Figura 5.12. También se
muestra el caso simulado para el proceso de salto de una part́ıcula en un fluido New-
toniano con viscosidad η0 (punto magenta).
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Figura 5.12: Relación entre el tiempo medio de cruce numérico de una part́ıcula Brow-
niana en un fluido viscoelástico, con parámetros α = 0.095 y determinado numéricamente
usando el potencial 5.28, y el tiempo de Kramers esperado en un fluido Newtoniano de
viscosidad η0, en función de τ0/τS . El punto morado muestra el caso Newtoniano (α = 1,
τ0 = 0). La ĺınea continua representa la predicción teórica de β dada por la ecuación 5.25.

Existen dos situaciones f́ısicas en el proceso de escape de la part́ıcula a través de
la barrera del potencial biestable, que a pesar no cumplir con las condiciones para que
su tiempo medio de salto quede descrito por la ecuación 5.22, valen la pena explorar
numéricamente. El primer caso es cuando se tienen valores τ0 muy grandes, para los
cuales los tiempos de salto se alejan de una distribución exponencial de acuerdo a lo
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5.3 Expresión anaĺıtica de los tiempos medios de escape

mostrado en el Apéndice A.2. Al no seguir una distribución de tiempos exponencial, se
tomo como resultado de tiempo esperado a el valor promedio de los tiempos obtenidos.
Esto se visualiza en la Figura 5.13 a), donde el único parámetro a variar en las simula-
ciones fue τ0, dejando el valor de τS fijo. Los resultados muestran una clara desviación
de β con respecto a la ecuación 5.25 a medida que τ0 aumenta. Esta gráfica indica que
para tiempos de relajación del fluido suficientemente grandes, a la part́ıcula le toma
más tiempo que el predicho por la ecuación 5.25 debido a que surge una correlación
considerable en los saltos entre pozos. El segundo caso es cuando las barreras energéti-
cas son pequeñas. Con esta idea se realizaron simulaciones donde se dejó fijo el valor
de τ0, al igual que el de los parámetros γ0 y γ∞, mientras que se varió únicamente la
altura de la barrera en las expresiones 5.29. De esta forma el parámetro adimensional
τ0/τS es proporcional a la altura de la barrera. En la Figura 5.13 b) se ilustran estos
resultados donde podemos apreciar que cuando la altura de barrera disminuye, los va-
lores resultantes de β se desv́ıan considerablemente de la ecuación 5.25. Este resultado
es congruente con las suposiciones iniciales de la teoŕıa de Kramers (secciones 2.3.1 y
2.3.2), donde se considera que la barrera energética es más grande que kBT .
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Figura 5.13: Relación entre el tiempo medio de cruce, calculado numéricamente, de una
part́ıcula Browniana en un fluido viscoelástico y el tiempo de Kramers correspondiente en
un fluido Newtoniano. En a) se tiene un sistema en donde únicamente se vaŕıa el valor τ0,
dejando τS fijo. En b) se tiene el caso donde τ0 es un valor fijo y τS , que es proporcional a
κS , se vaŕıa de acuerdo a 5.29 cambiando la altura de la barrera en el potencial simétrico.
En ambos casos se dejó constante el valor α = 0.0952.

Con los resultados expuestos en esta sección, queda en evidencia que para el pro-
ceso de escape de una part́ıcula en el modelo del fluido viscoelástico considerado, la
reducción de los tiempos de salto está bien cuantificado por el factor β, con excepción
de ciertos ĺımites que tienen relación con la altura de la barrera y el tiempo de relaja-
ción del fluido viscoelástico. Se aprecia que el efecto del aumento de saltos es debida
a una menor resistencia que ejerce el fluido viscoelástico sobre la part́ıcula en el pun-
to inestable, lo cual es resultado de la dependencia de su viscosidad con la frecuencia
del medio viscoelástico. Estas ideas de que las transiciones activadas en condiciones
no Markovianas se desencadenan por la fricción de la part́ıcula a altas frecuencias con
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el disolvente ya han sido sugeridas anteriormente en el contexto de reacciones qúımi-
cas [75]. Tomando en cuenta esta dependencia de la frecuencia en la dinámica de la
part́ıcula para estos experimentos y modelo, en la siguiente sección se estima y se hace
un análisis de la movilidad efectiva de la part́ıcula dentro del potencial biestable.

5.4. Movilidad de la part́ıcula en el proceso de escape

A partir de la ecuación 5.3 se puede observar que la movilidad de la part́ıcula en el
espacio de Fourier está dada por

µ(ω) =
1

Γ̂(ω)
, (5.30)

en donde Γ̂(ω) = F [Γ(t)]. En el fluido viscoelástico, se tiene que la transformada de
Fourier de Γ(t) = 3πdpG(t) es,

Γ̂(ω) =
γ0 + ω2τ2

0 γ∞
1 + ω2τ2

0

− i

(
ωτ0γ0 − ωτ0γ∞

1 + ω2τ2
0

)
, (5.31)

de donde se obtiene que la dependencia de la movilidad con la frecuencia ω

µ(ω) =

γ0+ω2τ20 γ∞
1+ω2τ20

+ i
(
ωτ0γ0−ωτ0γ∞

1+ω2τ20

)
γ20+γ2∞(ω2τ20 )

1+ω2τ20

,

=
γ0 + ω2τ2

0 γ∞
γ2

0 + ω2τ2
0 γ

2
∞

+ i

(
ωτ0γ0 − ωτ0γ∞
γ2

0 + ω2τ2
0 γ

2
∞

)
. (5.32)

En la ecuación 5.32 se puede identificar inmediatamente que para este kernel de memo-
ria del sistema, la movilidad es en general compleja, con una parte real y una imaginaria,
µ(ω) = µ′(ω)+ iµ′′(ω). Notemos que para el caso Newtoniano la movilidad es el inverso
del coeficiente de fricción, es decir µ0 = γ−1

0 , el cual no tiene dependencia alguna con
la frecuencia ω.

Tomando en cuenta la discusión anterior, se buscará calcular las movilidades efec-
tivas de la part́ıcula en el fluido viscoelástico en el potencial biestable para los tres
experimentos. Para ello se tomará en cuenta que alrededor de los puntos A, B y S,
el potencial es armónico con constantes de restitución κA,B,S . De esta forma podemos
calcular a la movilidad efectiva alrededor de punto inestable S de acuerdo a la ley de
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Stokes como,

µeff =
1

γeff
,

=
|v|
|Fd|

, (5.33)

en donde v = dx
dt . Considerando que alrededor de A, B o S, la fuerza ejercida por el

potencial se puede aproxima como |Fd| = |κW|x, con W = A,B, S, entonces la ecuación
5.33 pasa a ser,

µeff|κw|dt =
dx

x
, (5.34)

en donde mediante una integración se puede calcular el intervalo de tiempo promedio
∆t para ir de la posición xW a xW + δ, que se puede aproximar como

µeff|κW|∆t =

∫ xW+δ

xW

dx

x
,

= ln

(
1 +

δ

xW

)
. (5.35)

En la ecuación 5.35 se puede hacer el cambio κW → κA,S,B y xW → xA,S,B, con lo cual
se obtiene una relación para la movilidad alrededor de cada uno de los puntos cŕıticos.

Para todos los experimentos del doble pozo, particularmente se puede conocer κA,B,S
a partir de los ajustes del potencial doble Gaussiano. Entonces, para obtener la mo-
vilidad efectiva se debe de determinar el tiempo promedio ∆t que tarda la part́ıcula
en recorrer desde una posición xA,B,S (que es un punto cercano a los estables o inesta-
bles) hasta la posición xA,B,S + δ. Una esquematización de como obtener este tiempo a
partir de las trayectorias se puede ver en la Figura 5.14. En el caso de la Figura 5.14,
se muestra una parte de la trayectoria de una part́ıcula en el doble pozo, marcando
los puntos xA, xS y xB, alrededor de los cuales se calcula la movilidad. En el inset de
la Figura 5.14 se muestra el intervalo marcado por [xS , xS + δ], donde se calcula la
movilidad de acuerdo a la ecuación 5.35, a partir del tiempo en que tarda la part́ıcu-
la de pasar de xS a xS + δ. Este proceso se repite a lo largo de una trayectoria larga
para obtener un tiempo promedio. Lo anterior se realiza también en los puntos xA y xB.

Para el caso del fluido viscoelástico, tomando δ = 0.15 µm (donde en esta región el
potencial se aproxima a un potencial armónico) y con los valores conocidos de κA,B,S
a partir de las Tablas 5.2 y 5.1, se obtienen los tiempos promedios con los cuales se
calculan las movilidades efectivas que se muestran en la Tabla 5.5 para los experimentos
I, II y III. Se puede notar en estos resultados que la movilidad aumenta considerable-
mente en la parte inestable (punto S), la cual es hasta un orden de magnitud mayor
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5. ESCAPE DE PARTÍCULAS EN FLUIDOS VISCOELÁSTICOS

Figura 5.14: Ejemplo experimental de una transición activada térmicamente de la part́ıcu-
la en el fluido viscoelástico. Las movilidades se calculan alrededor de los puntos xA, xS
y xB . El inset representa la región indicada por la flecha alrededor de xS en donde se
puede calcular la movilidad efectiva mediante la ecuación 5.35 a partir del tiempo en que
la part́ıcula tarda en pasar en promedio de xS a xS + δ.

Exp. Punto µeff [µm pN−1 s−1]

I
S 25.46± 8.94
A 4.82± 0.652
B 3.26± 0.761

II
S 31.41± 9.07
A 4.13± 0.86
B 2.52± 0.58

III
S 32.38± 11.20
A 4.09± 1.01
B 3.54± 0.81

Tabla 5.5: Movilidades efectivas en los puntos A, B y S para una part́ıcula de dp=0.99
µm en un doble pozo inmersa en un fluido viscoelástico para los experimentos I, II y III.
Las movilidades fueron calculadas a partir de la ecuación 5.35.

a la movilidad en los puntos A y B. Para interpretar mejor estos resultados se puede
calcular la movilidad dada por la ecuación 5.32 en los ĺımites ω → 0 y ω → ∞ con-
siderando los dos parámetros η0 y η∞ que caracterizan al fluido viscoelástico, dando
como resultado µ0 = γ−1

0 y µ∞ = γ−1
∞ , respectivamente. De esta forma tomando el
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diámetro de la part́ıcula dp = 0.99 µm y los valores de viscosidad del fluido (sección
4.3.2), η0 = 0.042 ± 0.0052 Pa s y η∞ = 0.004 ± 0.0001, se obtiene

µ0 =2.6 ± 0.3 µm pN−1 s−1, (5.36)

µ∞ =26.8 ± 0.7 µm pN−1 s−1. (5.37)

Queda claramente en evidencia que en todos los experimentos, el valor de la mo-
vilidad efectiva de la part́ıcula alrededor de S (punto inestable) es muy cercana a la
movilidad a frecuencias altas, µeff ≈ µ∞. En contraste, la movilidad en los puntos A y
B, que son los puntos metaestables, es muy cercana a la movilidad µeff ≈ µ0, es decir la
movilidad a frecuencias bajas. Esto rectifica lo ya discutido anteriormente en la sección
5.3, donde al no tener tiempo de relajar el fluido viscoelástico, el escape de la part́ıcula
se verá fuertemente afectado por la fricción experimentada por la part́ıcula asociada a
las componentes a mayor frecuencia de la viscosidad, es decir la transición activada se
desencadena por la fricción a tiempos cortos con el solvente. Tal diferencia de órdenes
de magnitud en las movilidades es un efecto que se presenta en el fluido viscoelástico y
no aparece en el caso de un fluido Newtoniano (sin memoria). Para aclarar este punto
y comparar estos resultados con el caso del fluido Newtoniano (agua), se calcularon de
la misma forma que con el viscoelástico las movilidades correspondientes a los experi-
mentos Ia, IIa y IIIa del caṕıtulo 3. Estos resultados se encuentran mostrados en la
Tabla 5.6, en donde se puede ver que no hay incremento o disminución significativos
en las movilidades alrededor de los puntos A, B, S. En el caso del agua, al tener una
viscosidad constante independiente de la frecuencia, η0 = 0.0011 ± 0.0007 Pa s, la mo-
vilidad para una part́ıcula de diámetro dp = 0.99 µm en el régimen sobreamortiguado
es,

µ0 = 107 ± 62.2 µm pN−1 s−1, (5.38)

entonces los resultados calculados de la movilidad efectiva en el agua están alrededor
de este valor y son del mismo orden de magnitud.

Con todo lo explicado en esta sección, se puede ver que el efecto sobre el escape de la
part́ıcula en el potencial biestable a causa de las frecuencias mas altas de la viscosidad,
puede ser observado directamente en la movilidad efectiva de las part́ıculas alrededor
de los puntos estables e inestables del potencial. Este efecto no se presenta en un fluido
Newtoniano como el agua, por lo que en primera instancia es consecuencia del fluido
viscoelástico. Bajo las condiciones discutidas en detalle en este caṕıtulo, los tiempos
medios de escape correspondientes quedan descritos cuantitativamente por la ecuación
5.22, la cual representa una extensión a la ecuación de Kramers 2.57 que incorpora el
efecto del acomplamiento entre la part́ıcula y su entorno viscoelástico.
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5. ESCAPE DE PARTÍCULAS EN FLUIDOS VISCOELÁSTICOS

Exp. Punto µeff [µm pN−1 s−1]

Ia

S 70.65± 14.91
A 144.13± 17.35
B 130.32± 19.80

IIa

S 91.61± 12.41
A 93.92± 20.21
B 111.61± 16.86

IIIa

S 120.38± 21.20
A 135.09± 20.13
B 128.54± 23.11

Tabla 5.6: Movilidades efectivas en los puntos A, B y S para una part́ıcula de dp=0.99
µm en un doble pozo inmersa en agua para los experimentos Ia, IIa y IIIa. Las movilidades
fueron calculadas a partir de la ecuación 5.35.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado experimental y teóricamente el problema de escape
de una part́ıcula Browniana en un potencial biestable inmersa en un fluido viscoelástico.
La inexorable aparición de memoria en el medio viscoelástico provoca un reducción
considerable en los tiempos de escape con respecto a las predicciones de la teoŕıa de
Kramers para el caso de un fluido Newtoniano. Para describir de forma muy detallada
la fenomenoloǵıa de este efecto, se hizo un análisis donde se cumplieron los objetivos
particulares propuestos y se obtuvieron los siguientes resultados:

Se implementó experimentalmente el proceso de escape de una part́ıcula de śılice
de 0.99 µm de diámetro mediante la construcción de un potencial biestable me-
diante el uso de dos pinzas ópticas con un láser de 532 nm. Mediante técnicas de
videomicroscoṕıa, el potencial óptico fue reconstruido de acuerdo a la distribución
de Boltzmann y posteriormente ajustado a una forma anaĺıtica para obtener los
parámetros de interés sobre las curvaturas y la altura de la barrera energética.
Se determinaron los tiempos medios de salto o cruce de la part́ıcula inmersa en
agua a través de la barrera, verificando que los resultados son congruentes con
lo esperado en el régimen sobreamortiguado de acuerdo a la teoŕıa de Kramers.
Tomando en cuenta lo errores experimentales, los resultados mostraron que es-
te montaje es adecuado y funcional para ser implementado libre de artefactos
experimentales en otras situaciones de interés, tales como en el caso de fluidos
viscoelásticos transparentes.

El fluido micelar hecho con soluciones acuosas equimolares de CPyCl y NaCl
tiene una concentración de traslape c∗ ≈ 4.5 mM a T = 22◦C. En el régimen
semidiluido, este fluido formado por micelas tubulares presenta viscoelasticidad
caracterizada por un módulo de relajación con memoria monexponencial, el cual
depende de la viscosidad de cizallamiento cero, η0, la viscosidad del solvente,
η∞ < η0 y el tiempo de relajación de esfuerzo, τ0. Los parámetros de este flui-
do fueron bien caracterizados a través de métodos de microreoloǵıa pasiva, lo
que permitió comparar en detalle las diferencias y similitudes del movimiento
Browniano libre y confinado en tal situación con respecto al muy conocido movi-
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6. CONCLUSIONES

miento Browniano en un fluido Newtoniano. Se encontró una dependencia directa
respecto a la frecuencia en la viscosidad del fluido obtenido a partir del espectro
viscoelástico. El análisis de los resultados indicaron que la concentración idónea de
surfactante en el fluido para la realización experimental de transiciones activadas
térmicamente en el potencial óptico biestable, dentro de los ĺımites de detección
experimentales y además en el régimen semidiluido es para la concentración de
5 mM, con valores η0 = 0.0420 ± 0.0052 Pa s, η∞ = 0.0040 ± 0.0001 Pa s y
τ0 = 1.148±0.067. Estos resultados fueron corroborados a través de la función de
autocorrelación en experimentos de una part́ıcula confinada por una pinza óptica.

Se logró realizar exitosamente el experimento de escape de una part́ıcula de śılice
con diámetro de 0.99 µm inmersa en el fluido micelar viscoelástico antes descrito
a 22◦C a través de la barrera de un potencial óptico biestable. El potencial fue
reconstruido y caracterizado de la misma forma que el caso con agua para obtener
los parámetros de curvatura del doble pozo y la altura de la barrera de enerǵıa.
Los resultados del tiempo medio de salto de la part́ıcula en este fluido viscoelástico
muestran una reducción considerable respecto a lo esperado teóricamente en un
fluido Newtoniano con la misma viscosidad de corte cero.

Para interpretar los resultados experimentales, se realizó una simulación numérica
a partir de la ecuación generalizada de Langevin usando un kernel de memoria mo-
noexponencial consistente con la viscoelasticidad lineal del fluido micelar aśı como
los perfiles del potencial usados en los experimentos. Los resultados numéricos co-
rrespondientes reproducen con muy buena aproximación los datos experimentales,
poniendo de manifiesto el papel significativo del tiempo de relajación del fluido en
los tiempos de escape resultantes. Posteriormente se derivó una expresión anaĺıti-
ca para el tiempo medio de escape de la part́ıcula en el fluido viscoelástico a partir
de un enfoque basado en la ecuación generaliza de Langevin. Dicha expresión in-
cluye un factor de corrección β ≤ 1 a la teoŕıa de escape Kramers en un fluido
Newtoniano, que depende de los parámetros que caracterizan la viscoelasticidad
lineal del fluido y de la curvatura de la barrera potencial. Este factor cuantifica
excelentemente en ciertos rangos la reducción del tiempo de salto observada en los
experimentos, de donde se concluye que este efecto se debe a que el fluido no tiene
tiempo suficiente para relajar durante la activición térmica de la part́ıcula cerca
de la barrera. Por lo tanto, su escape del pozo se verá fuertemente afectado por
la fricción debido a las componentes de mayor frecuencia de la viscosidad. Esto
último se verifica directamente al determinar experimentalmente las movilidades
efectivas de la part́ıcula alrededor de los puntos cŕıticos del potencial biestable,
mostrando de esta manera un aumento drástico en la movilidad durante el salto
a través de la barrera .

Como conclusión general, el estudio presentado en esta tesis proporciona un avance
fundamental en el entendimiento de procesos de activación térmica en sistemas con
dinámicas no Markovianas, los cuales están presentes en muchos mecanismos reales de
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la naturaleza, que comúnmente ocurren en fluidos no Newtonianos, como los que invo-
lucran el movimiento de microorganismos y cambios conformacionales de biomoléculas
[19, 90, 91]. Otro punto de mucho interés y como posible trabajo futuro es la transición
en otros sistemas fuera de equilibrio que intŕınsecamente presentan memoria, como el
caso de la materia activa [21, 22, 92, 93].

La mayor parte de los objetivos fueron logrados con buenos resultados, pero de las
propiedades y efectos vistos durante en desarrollo de este trabajo, se pueden abarcar
mas preguntas, principalmente partiendo de que el modelo solo abarca cierto rango de
condiciones f́ısicas, quedando como posible trabajo futuro abordar otros aspectos expe-
rimentales y teóricos, como el escape de part́ıculas en barreras energéticas pequeñas, en
fluidos complejos con tiempos de relajación muy grandes o no exponenciales, aśı como
el proceso de escape de part́ıculas más pequeñas que las longitudes caracteŕısticas de
su medio.
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Apéndice A

Teoŕıa complementaria

A.1. Equivalencia de la frecuencia de memoria normali-

zada

Retomemos la forma de calcular el factor Ω, que esta dado por,

Ω =

√
γ̄2

4m2
+
κ̄

m
− γ̄

2m
, (A.1)

donde los valores γ̄ y κ̄ se calculan con las expresiones 2.61, 2.63 y 2.65. Particularmente
todas las expresiones tienen su origen en la segunda expresión de 2.61 dada por,

χv(t) = L −1

[
m

ms2 − |κS |+ sΓ̃(s)

]
, (A.2)

donde Γ̄ es la transformada de Laplace del kernel de memoria. Para estos cálculos,
de forma general podemos definir una función que dependa de la variable s, tal que,
χv(t) = mL −1[ρ̃(s)],

ρ̃(s) =
1

ms2 − |κS |+ sΓ̃(s)
(A.3)

donde esta función presenta polos que son las ráıces del denominador. Para entender
esta expresión y su posible significado, tomemos la siguiente ecuación,

mẍ(t) = |κS |x(t)−
∫ t

0
Γ(t− t′)ẋ(t′)dt′, (A.4)

donde para este movimiento, si se toma la transformada de Laplace con las condiciones
x(0) = ẋ(0) = 0 y se despeja L [x(t)] = x̃(s), el resultado final seŕıa el de la ecuación
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A.3. Entonces los polos de esta ecuación son los mismos que el de un part́ıcula en un
potencial parabólico invertido, entonces lo ideal es que la parte real de algunos de los
polos sea positiva. La parte imaginaria de la ráız con la parte real más grande debe de
ser cero, de lo contrario, el movimiento a tiempos largos apareceŕıa como una oscilación
entre los dos lados de la barrera de potencial [38].

Asumiendo lo anterior, la ecuación A.3 se puede escribir como,

ρ̃(s) =
∑
k=0

Lk∑
l=1

Ck,l
(s− sk)l

, (A.5)

siendo Lk la multiplicidad del del enésimo polo. Los polos están en orden decreciente
de su parte real:

s0 > Re(s1) ≥ Re(s2) . . . , (A.6)

por lo que tomando la transformada inversa de Laplace de la función A.5,

ρ(t) =
∑
k=0

Lk∑
l=1

Ck,l
(l − 1)!

tk−1eslt. (A.7)

Usando la forma en serie de ρ(t), despreciando los términos debido al orden de-
creciente de las ráıces, ecuaciones 2.61, 2.63 y 2.65, donde consideramos los siguientes
termino,

ρ(t) =
(
B1t

L0−1 +B2t
L0−2

)
es0t +B3t

L1−1es1t +B4t
L2−1es2t, (A.8)

donde,

B1 =
C0,L0

(L0 − 1)!
,

B2 =
C0,L0−1

(L0 − 2)!
,

B3 =
C1,L1

(L1 − 1)!
,

B4 =
C2,L2

(L2 − 1)!
. (A.9)

Como ya se ha explicado, es necesario que la primera ráız s0 sea real. Entonces se
tendrán tres casos posibles, cuando las otras ráıces son complejas conjugadas tal que
s1 = s2∗, cuando las otras ráıces son reales y distintas y por último cuando aparece
multiplicidad (es decir L0 > 1) de la primer ráız real. Particularmente nos interesa el
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caso donde todas las soluciones son reales y distintas y el caso donde hay multiplicidad.

Para el caso de raices reales distintas, se tiene que, M0 = 1, por los que el término
B2t

L0−2 es cero. Como las ráıces van en orden decreciente y son distintas, Re(s1) >
Re(s2), entonces se desprecia la exponencial de s2, el resultado es que la ecuación A.8
se escribe como,

ρ(t) = B1e
s0t +B3t

L1−1es1t, (A.10)

resultado del cual podemos calcular,

χv(t) =m(B1e
s0t +B3t

L1−1es1t),

χx(t) =1 + |κS |
∫ t

0
(B1e

s0t′ +B3t
′L1−1es1t

′
)dt′, (A.11)

a partir de χv(t) y χx(t) se calculan las funciones a(t) y b(t) de 2.63. El cálculo explicito
lleva a que,

a(t) =m|κS |
B1B3(s0 − s1)2

s0s1
t(M1−1)e(s0+s1)t,

b(t) =s0s1a(t). (A.12)

Las funciones γ̄(t) y κ̄(t) se calculan a partir de a(t) y b(t), quedando,

γ̄(t) =−m
[
(M1 − 1)t−1 + (s0 + s1)

]
,

κ̄(t) =−ms0s1, (A.13)

calculando el limite cuando t → ∞, considerando que s0 > s1, la ecuación A.1 queda
como,

Ω =

√
(s0 + s1)2

4
− s0s1 +

s0 + s1

2
,

=
(s0 − s1)

2
+
s0 + s1

2
,

=s0, (A.14)

siendo s0, como ya se ha discutido antes, la ráız real positiva mas grande del factor,

ms2 − |κS |+ sΓ̃(s). (A.15)
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La misma discusión se hace en el caso de tener ráıces con multiplicidad, siendo este
caso en donde en la ecuación A.8 tiene la condición M0 > 1,

ρ(t) =
(
B1t

M0−1 +B2t
M0−2

)
es0t, (A.16)

de donde se calcula,

a(t) =m

[
|κS |
s0

(M0 − 1)B1t
M0−2es0t

]2

,

b(t) =s2
0a(t), (A.17)

con lo que los resultados de γ̄(t) y κ̄(t) son,

γ̄(t) =−m2
(
(M0 − 2)t−1 + 2s0

]
,

κ̄(t) =−ms2
0. (A.18)

Sacando el limite t→∞, la ecuación A.1 resulta en,

Ω =

√
4m2s2

0

4m2
− ms2

0

m
+

2ms0

2m
,

=s0. (A.19)

correspondiendo al mismo resultado que en A.14.

Notemos que para el caso sobreamortiguado (m→ 0), calculando entonces el limite
en la ecuación A.15, basta con calcular la ráız mas grande de,

sΓ̃(s)− |κS | = 0. (A.20)

A.2. Distribución de tiempos de escape

La distribución exponencial es t́ıpica de las transiciones estocásticas cuando corres-
ponden a eventos independientes. Particularmente en el caso de un fluido Newtoniano,
se habla de un proceso de Poisson donde la distribución de tiempos de escape en un
part́ıcula Browniana en un pozo biestable sigue una comportamiento exponencial. En
el caso de los dobles pozos asimétricos esta independencia ayuda a abordar el problema
de forma más simple. Sin embargo, lo anterior no siempre resulta cierto, en especial
en los experimentos en los cuales pueden aparecer correlaciones en el proceso de salto
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entre pozos contiguos, inducidas por la forma espećıfica del potencial o por la misma
memoria en la fricción con el fluido viscoelástico. .

En general, en la descripción teórica hecha en el problema de escape de una part́ıcula
Browniana, se supone que la part́ıcula está inicialmente equilibrada en el pozo A antes
de cruzar la barrera, mientras que en el experimento la part́ıcula transita entre dos
pozos con un tiempo de relajación caracteŕıstico de un potencial biestable de manera
continua. La condición para eventos independientes supondŕıa que la part́ıcula se relaje
inmediatamente después de llegar al fondo de un pozo, donde en el fluido viscoelástico
caracterizado en este trabajo, esta condición se cumple cuando el tiempo caracteŕıstico
de relajación viscosa en el pozo y el tiempo de relajación del fluido son mucho más
cortos que el tiempo medio de escape.

La condición sobre el tiempo de relajación rápida en los pozos se cumple sin pro-
blema en los experimentos de activación térmica sobre agua, en los tres experimentos
de la sección 3.4.3, el rango de valores de los tiempos de relajación en los pozos están
dados por γ0

κA,B
∼ [0.008, 0.018] s, mientras los tiempos de escape mı́nimo son alrededor

de un segundo. Esto comprueba que la suposición de que el escape de un pozo dado es
independiente, ya que la part́ıcula relaja inmediatamente y alcanza el equilibrio. Esta
es la razón por la cual se puede hacer estimación de máxima verosimilitud utilizando un
modelo exponencial. Por otra parte, en los experimentos del fluido viscoelástico aparece
otra escala temporal que es el tiempo de relajación del fluido, τ0=1.148. De manera
análoga al caso de los experimentos en agua, se encuentra que el intervalo de tiem-
pos caracteŕısticos para que la part́ıcula se relaje en un pozo es, γ0

κA,B
∼ [0.55, 0.88] s,

mientras que el tiempo medio de escape mı́nimo es τve
exp ∼ 14 s. Con esto se justifica la

suposición de que los saltos entre ambos pozos son independientes en las condiciones
experimentales manejadas y con ello el uso de un modelo exponencial en la estimación
de máxima verosimilitud de la distribución de tiempos de escape.

Sin embargo las condiciones de independencia entre eventos de saltos pueden cam-
biar conforme aumenta τ0. Esto se puede dar particularmente si el tiempo de relajación
del fluido es comparable o mayor que el tiempo medio de escape. Para ver esto, se han
realizado distintas simulaciones siguiendo el método de la sección 5.2, donde se utiliza
un fluido viscoelástico como el manejado experimentalmente con valores η0 = 0.042
Pas, η∞ = 0.004 Pas, con un valor τ0 variable. Se utilizó una part́ıcula de dp = 0.99 µm
a temperatura de T = 22◦C en un doble pozo obtenido del ajuste del potencial doble
Gaussiano del experimento II. Los resultados de la distribución de tiempos de salto de
estas simulaciones a distintas τ0 se encuentra en la Figura A.1.

Los puntos y ĺınea roja corresponde particularmente a las condiciones experimen-
tales utilizadas en el experimento II. Podemos notar que entre mayor sea el tiempo de
relajación del fluido, la desviación aumenta respecto a una distribución exponencial.
Con esto se puede dar por hecho que la distribución exponencial es correcta para las
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Figura A.1: Distribuciones de tiempo de escape en un potencial de doble pozo, (a) del
pozo A al B y (b) del pozo B al A. Se utilizo el potencial del experimento II de la sección
5.1.1. Los parámetros del fluido fueron los mismos que los experimentales donde el único
valor a variar fue τ0. De esta forma se estimaron las distribuciones de tiempo (puntos) y el
valor de su correspondiente distribución exponencial (ĺınea continua) para diferentes valores
del tiempo de relajación del fluido con simulaciones a partir de la ecuacion generalizada
de Langevin. Azul: τ0 = 0.5s, rojo: τ0 = 1.148s, negro:τ0 = 1.5s, magenta: τ0 = 2s, verde:
τ0 = 5s.

condiciones manejadas experimentalmente. Esto también justifica que bajo estas con-
diciones se pueda considerar como independiente el salto de un pozo con respecto a los
otros eventos de escape. Sin embargo esto no se cumple completamente conforme τ0

aumenta, es decir los eventos de salto no son completamente independientes entre los
pozos, lo que indicaŕıa una correlación entre ellos y otro enfoque para analizar en este
problema.
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Apéndice B

Códigos de MATLAB

B.1. Solución numérica de la ecuación generalizada de

Langevin

Las soluciones numéricas a partir de la ecuación generalizada de Langevin vienen
dadas por la sucesiones de las ecuaciones 5.14 y 5.15. De esta forma se realiza una
función donde se obtiene la trayectoria x(t), cuyo código es el siguiente:

1 function ...

[traj,t]=trajviscoelastico(eta,etainf,tau,r,a,b,c,d,e,f,T,kb,p,dt)

2 %eta−−−−Viscosidad de cillamiento cero del fluido viscoel\'astico

3 %etainf−−−Viscosidad del solvente

4 %Debe cumplir que eta>etainf;

5 %tau−−−tiempo de relajacion del fluido

6 %r− radio de la particula

7 %%

8 %%a,b,c,d,e,f− Parametros del doble pozo Gaussiano (A partir de los ...

ajustes)

9 %%

10 %%T−Temperatura (en Kelvin), kb−constante de Boltzmann

11 %p−numero de entradas que tendra la trayectoria final,

12 %dt−paso de tiempo

13 %%Condiciones iniciales

14 x0=2*(1/2−randn)*b; %numero random

15 u0=0;
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16 raizx=sqrt((kb*T*dt)/(3*pi*r*etainf)); %factor en ecuacion para x

17 raizu=sqrt((kb*T*dt)/(3*pi*r*(eta−etainf))); %factor en ecuacion para u

18 Ax=(eta−etainf)/(etainf*tau);

19 %Primer paso de trayectoria

20 traj(1)=x0;

21 traju(1)=u0;

22 t(1)=0;

23 %% derivada del doble pozo gaussiano

24 df=@(x)−2*(x−b)/cˆ2.*a.*exp(−(x−b).ˆ2/cˆ2)

25 −2*(x+e)/fˆ2.*d.*exp(−(x+e).ˆ2/fˆ2);

26 for i=2:p

27 x=randn(); %numero random de una distribucion gaussiana

28 u=randn(); %numero random de una distribucion gaussiana

29 xi=traj(i−1); %paso previo x

30 xj=xj=df(xi)*kb*T; %Segunda derivada del doble pozo en el punto xi

31 traju(i)=traju(i−1)+u*raizu+(traj(i−1)−traju(i−1))*dt/(tau); ...

%trayectoria en u

32 traj(i)=traj(i−1)+x*raizx+Ax*(traju(i)−traj(i−1))*dt

33 −((dt)/(6*pi*r*etainf))*xj; %trayectoria en x

34 t(i)=dt*(i−1); %contador de tiempo

35 end

36 end

Para el caso del pozo simétrico lo único que cambia es la expresión de la derivada y
los parámetros del nuevo potencial. En ese caso df=@(4*U0.*x./L.*L).*((x./L).ˆ2−1)
y los parámetros a,b,c,d,e,f pasan a ser solo U0,L que son la altura del potencial y
la separación de pozos, respectivamente.
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