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Contenido

Muchos de los més grandes logros de la fisica estdn dados en términos de
ecuaciones diferenciales que describen por completo el comportamiento de
determinados sistemas, sin embargo, puede ocurrir que dichas ecuaciones re-
sulten muy complicadas para resolverse de forma analitica; por lo tanto, a lo
largo de la historia se han propuesto varios métodos para encontrar solucio-
nes, ya sea de forma exacta o con muy buena aproximaciéon. Por ejemplo, en
mecanica analitica es muy comun el uso de automorfismos que simplifiquen
las ecuaciones de Hamilton, en mecanica cuantica existen métodos basados
en perturbaciones de sistemas conocidos. La termodinamica clasica carece
de un método similar, pues las ecuaciones de estado a menudo son postula-
das de forma empirica, y no como soluciones de alguna ecuacion diferencial;
por consiguiente, en este trabajo se explora la posibilidad de encontrar dos
de los sistemas mas representativos de dicha teoria, mediante el uso de una
ecuacién diferencial en la entropia y un conjunto de transformaciones de las
variables termodinamicas. Esta técnica se basara en dos principios:

= Las transformaciones serdan automorfismos al preservar la forma del
teorema de Gibbs-Duhem.

» Se utilizard un sistema auxiliar que serd deducido (de forma analitica)
a partir de la ecuacién antes referida, misma que serd obtenida aplican-
do el teorema de Gibbs-Duhem. El desarrollo de este segundo punto
es autoria del asesor de este trabajo: el Dr. Fermin Alberto Viniegra
Heberlein.

El contenido de la tesis es el siguiente:

= En el capitulo 1 se presentan, con base en bibliografia clasica, todos
los conceptos necesarios para entender el teorema de Gibbs-Duhem y
poder interpretarlo geométricamente de una forma cualitativa.

= En el capitulo 2 se presenta el desarrollo tedrico elaborado por el Dr.
Fermin A. Viniegra Heberlein.

VII



= En el capitulo 3 se presenta el método antes mencionado, desarrollado
Unicamente para el gas ideal y el gas de van der Waals. Adicionalmente,
se da una interpretacién fisica de los resultados obtenidos y del sistema
auxiliar deducido en el capitulo 2.

= En el capitulo 4 se presentan las conclusiones, donde se analizan las
virtudes y limitaciones del método expuesto, evaluando la posibilidad
de extender su desarrollo y profundizar en su estudio.
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cAapriTuLO 1

Antecedentes

En este primer capitulo se presenta (con base en [2,4,5,7,12]) un resumen
de aquellos conceptos de la teoria conocida como termodinamica, que seran
utilizados en los capitulos posteriores. Tales conceptos resultan ser también
los pilares fundamentales de la teorfia.

1.1. La termodinamica

Los sistemas fisicos macroscépicos estan tipicamente compuestos de un
nimero superior a 10?3 particulas. Cada particula puede ser localizada en el
espacio a partir de un conjunto de variables independientes entre si llamadas
coordenadas generalizadas, que junto con sus primeras derivadas tempora-
les (velocidades generalizadas), proporcionan una descripcién completa del
sistema (siempre y cuando se conozcan las coordenadas y velocidades en
un determinado instante) [6]. Ademds, considerando al sistema como un
conglomerado de dtomos o moléculas (no sélo como un conjunto de puntos
materiales), debe anadirse a la descripcién una serie de variables que carac-
tericen el estado interno de cada dtomo.

Tal descripcién resulta poco practica y ademads innecesaria, pues la mayoria
de configuraciones atémicas se vuelven indistinguibles entre si a escalas ma-
croscopicas; por lo tanto, si se busca una descripcion satisfactoria de los
sistemas macroscépicos, debe tenerse en cuenta la naturaleza de las medi-
ciones que pueden efectuarse a dicha escala. Tales mediciones carecen, por
mucho, de la sensibilidad necesaria para registrar todos los cambios que ocu-
rren en las variables atémicas, tanto en escala temporal como espacial, pues
en el transcurso de cada medicién efectuada, el sistema experimenta una
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enorme cantidad de complejos movimientos; de manera que s6lo un nime-
ro muy reducido de variables atomicas son relevantes para caracterizar al
sistema de forma macroscépica. Tipicamente, dichas variables son aquellas
que presentan propiedades de simetria espacial muy particulares o que se
conservan a través del tiempo. Asi, en la misma complejidad de los sistemas
macroscopicos recae la simplicidad con que es posible describirlos en escalas
también macroscopicas.

Las variables atémicas relevantes pueden ser de naturaleza mecdanica, eléctri-
ca, magnética, etc., y las consecuencias que producen sus cambios son de
interés para diversas ramas de la fisica, como la mecéanica o el electromag-
netismo.

En contraste, la termodindmica se encarga de estudiar las consecuencias
macroscopicas producidas por cambios en aquellas variables generalizadas
que han desaparecido (debido a la falta de precisién en las observaciones) en
la transicion de la descripcién microscépica a la descripcion macroscépica
del sistema.

La afirmacién anterior pretende aclarar que muchos conceptos de interés
para la termodinamica, son aceptados hoy en dia como manifestaciones ma-
croscépicas de las propiedades atomicas de la materia; sin embargo, esto no
quiere decir que tal teorfa maneje un enfoque microscépico (de hecho, cuan-
do fue establecida, la hipdtesis atémica atin era ampliamente debatida). Un
ejemplo de esto es el concepto de calor, uno de los que distinguen a la ter-
modinamica de otras ramas de la fisica, y que puede entenderse de forma
cualitativa (méas adelante, en la seccién 1.6.3, se dard una caracterizacion
més practica) como una forma de energia transferida inicamente entre las
variables atémicas irrelevantes.

1.2. Los parametros fundamentales

Aqui sélo se hablard de la formulacién més sencilla de la termodindmi-
ca, aquella desarrollada para sistemas simples, es decir, macroscopicamente
homogéneos, isétropos, quimicamente inertes y sin carga eléctrica neta; su-
ficientemente grandes para despreciar efectos de superficie y que no se en-
cuentren en presencia de campos electromagnéticos o gravitatorios; donde
se consideren unicamente efectos térmicos y algunos de naturaleza mecani-
ca. Esta simplificaciéon no compromete la generalidad de las formulaciones
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establecidas por la termodindmica, ya que es posible incorporar la teoria de-
sarrollada en otras ramas de la fisica para estudiar sistemas mas complejos.

Una simplificacién extra (y de naturaleza mds intima en la generalidad de
la teorfa), es que sélo se hablard de los sistemas simples en estado de equili-
brio. Estos estados son aquellos en donde no existen flujos macroscépicos de
ninguna clase (a pesar de que la actividad molecular nunca cesa); por tanto,
se puede hablar de un nimero pequeno de pardmetros fundamentales (que
son las manifestaciones macroscopicas referidas en el apartado anterior), re-
sultantes de un promedio estadistico y que pueden ser macroscopicamente
medidas, controladas y alteradas; esto 1ltimo, mediante una adecuada mo-
dificacion de las fronteras del sistema.

Como se mencioné en la seccién anterior, los métodos de medicién ma-
croscopicos sélo perciben valores espaciales promedio e independientes del
tiempo de las variables atomicas. Entre estos valores se encuentran aque-
llas cantidades que obedezcan un principio de conservacién, por ejemplo, la
energia. El principio de conservacion para la energia es un hecho empiri-
co de aceptacion universal y aplicable a todos los sistemas fisicos, de este
modo, considerando un sistema termodindmico como un conglomerado de
atomos o moléculas, se puede hablar de la energia interna U de un sistema
macroscopico dado (con respecto a un estado de equilibrio como referente,
al cudl se le asigna una energia nula de forma arbitraria), como la manifes-
tacion macroscopica de un principio de conservacién de validez absoluta a
nivel atémico. Asi, la energia interna U es el primer parametro esencial. El
segundo parametro fundamental es el volumen V', que resulta ser el tinico
de naturaleza puramente mecanica. Los pardmetros fundamentales restan-
tes son los numeros de particulas Ni,..., N, de cada una de las r especies
quimicas puras que conformen al sistema.

El conjunto de pardmetros U, V, Ny, ..., N, caracterizan en su totalidad (des-
de un punto de vista macroscépico) cualquier estado de equilibrio de cual-
quier sistema simple; ademas, tienen la valiosa propiedad de ser extensivos,
es decir, su magnitud es directamente proporcional al tamano del sistema.
Esta propiedad serd de mayor interés en el desarrollo posterior de la teoria
fundamental.
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1.3. La entropia

En muchos contextos, el objetivo primordial de la termodindmica es la
determinacién de los valores de U, V, Ny, ..., N,., después de ocurrido cierto
proceso que conecta un estado de equilibrio inicial con un estado de equi-
librio final; en otras palabras, es de particular interés conocer el estado de
equilibrio final.

Si el sistema es compuesto, es decir, que puede considerarse como constituido
por un numero finito de subsistemas bien diferenciados entre si. Entonces,
el estado que se busca conocer, es aquel alcanzado una vez que los subsis-
temas han interactuado entre ellos tanto como las fronteras de cada uno lo
permitan. Estas restricciones de interaccion entre los subsistemas se conocen
como ligaduras internas, y los estados sujetos a tales condiciones se llaman
estados ligados.

Antes de que se proponga una solucién al problema planteado al inicio
de esta seccién, conviene mencionar que los pardametros fundamentales de
un sistema compuesto, son calculados considerando la contribucién de los
parametros de cada uno de los subsistemas, debido a la propiedad de ex-
tensividad referida en la seccién 1.2. Entonces, la energia interna total del
sistema compuesto es igual a la suma de las energias internas individuales de
cada uno de los subsistemas. Lo mismo ocurre con el volumen, y en cuanto
los niimeros de particulas, apareceran tantos como especies quimicas dife-
rentes haya en todos los subsistemas. Todo esto considerando que el sistema
compuesto esta aislado de sus alrededores.

A partir de ahora y por el resto de este trabajo (con el fin de simplificar la
notacién matematica y sin pérdida de generalidad), se consideraran unica-
mente sistemas compuestos conformados por n subsistemas, cada uno con
las mismas especies quimicas. Bajo esta convencién, si el i-ésimo subsiste-
ma tiene pardmetros fundamentales denotados por: U@,V (®), Nl(i), ,Nﬁi);
entonces, para el sistema compuesto se tiene:

!Esta igualdad no es completamente cierta en el caso de la energfa interna, ya que existe
una energia asociada a la interaccion entre los subsistemas, sin embargo, ésta suele ser
despreciable en comparacién con la energia total; aunque ocurren excepciones en sistemas
que involucran interacciones de muy largo alcance, como aquellas originadas por fuerzas
gravitacionales o electrostdticas.
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Volviendo al problema de determinar el estado de equilibrio final, este puede
solucionarse mediante el establecimiento de un principio extremal, similar a
aquellos que son ampliamente utilizados en la mecénica analitica.

Se propone la existencia, para cualquier sistema compuesto, de una funcién
escalar S (entropia) que depende de los pardmetros extensivos fundamen-
tales, bien definida en el conjunto de todos los estados de equilibrio, y con
una propiedad esencial: adquiere un valor méxim(ﬂ para aquellos valores de
U,V, Ny, ..., N, correspondientes al estado de equilibrio final al suprimir las
ligaduras internas.

En otras palabras, al suprimir cierto nimero de ligaduras internas (o todas
ellas) en un sistema compuesto, el estado de equilibrio en el que desemboca
este proceso, es aquel cuyos valores de los parametros U, V, Ny, ..., N, ma-
ximizan la funcion S, con respecto a los valores de la funcién en los estados
ligados (propios de las ligaduras suprimidas), y de forma compatible con las
ligaduras prevalecientes.

1.4. La relacion fundamental

La relacién funcional S(U, V, Ny, ..., N,)) se denomina relacion fundamen-
tal, debido a que posee toda la informacién termodindmica posible acerca
del sistema que representa. Junto con el principio extremal mencionado en la
seccién anterior, tal relacién debe tener el siguiente conjunto de propiedades:

= Ser diferenciable respecto a cada uno de sus argumentos, es decir,

2Una funcién que adquiera un valor minimo serfa igualmente satisfactoria, sin embargo,
se postula méximo en relacién a la definicién histérica de la entropia, la cuél se mencionara
en la seccién 1.6.3.
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todas sus derivadas parciales se encuentran bien definidag’] En este
contexto, se postulard como una funcién de al menos clase C? para
que sea factible calcular sus puntos criticos.

= Ser extensiva: la entropia de un sistema compuesto aislado es igual a la
suma de las entropias de cada uno de los subsistemas constituyentes,
donde la entropia de cada subsistema es funcién tnicamente de sus
respectivos pardametros fundamentales. En simbolos, si para un con-
junto de n subsistemas (cada uno con las mismas especies quimicas),
se designa por S () a la entropia del i-ésimo subsistema, entonces:

SV Ny Ny) = 3780 (U0, 1O, N, )
=1

Adicionalmenteﬂ la funcién S(U,V, Ny, ..., N,) es homogénea de pri-
mer orden, es decir, para cualquier constante A > 0 se cumple:

S(AU, AV, AN1, ..., AN,) = AS(U, V, Ny, ..., N,) (1.4.1)

= Cumplir la desigualdadﬂ

<85) -0
ou V,N1,...,N,

Lo cual implica que S es una funcién monoétona creciente en la variable

U.

Estas propiedades tienen como consecuencia que la entropia sea invertible
respecto a la energia interna, entonces, la relacién U (S, V, Ny, ..., N,) es per-
fectamente véalida y también es una relaciéon fundamental. Las tres propie-
dades enunciadas para la relacién S, son igualmente validas para la relacion
U; ademas, el principio extremal postulado, de méxima entropia, se formula
de forma andloga para U como un principio de minima energia.

3Esta condicién generalmente falla al considerar fenémenos como transiciones de fase,
los cuales no se tratan en este trabajo, pero pueden consultarse en [2,5].

4De hecho, la homogeneidad de la entropia es una consecuencia de considerarla una
funcién continua y extensiva.

5La derivada (g—g)v Ny, .. Ny estd relacionada con el concepto de temperatura, como se
verd en la seccién 1.5.?, pbr lo que esta tercera propiedad corresponde al hecho empirico
de que no existen, salvo raras excepciones, temperaturas negativas.
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1.5. Los parametros intensivos

1.5.1. Descripcion de la energia interna

En virtud de aquellas propiedades con las que cuenta la relacién funda-
mental, es posible hablar de su diferencial:

dU = <8U) ds + <8U> dVv + <8U> dN7
o8 V,N1,...,N, ov S,N1, ... Ny ON,y S,V,Na, ... ,N,

+<8U> dN2+---+<aU) dN,
ON; S,V,N1,N3, ...,N ON, S,V,N1,...,Nr_1

Cada uno de los coeficientes que acompanan a las diferenciales de las va-
riables extensivas recibe un simbolo especial en la termodindmica, y se les
denomina pardmetros intensivos: ]

T .= (aU> (1.5.1a)
) V,Ny,...,Ny
8U>
p=—| == (1.5.1b)
<av S,N1,...,Ny

oU
W= () , J=1,..,7r (1.5.1c)
8Nj S,V,N1,...,Nj_1,Nji1,...,Nr

Conocidos respectivamente como temperatura, presion y potencial quimico
asociado a la j-ésima especie quimica.

Las expresiones 1.5.1 vuelven a ser funciones de los pardmetros extensi-
vos S,V, Ny, ..., N, denominadas ecuaciones paramétricas de estado termo-
dindmico, y en términos de las cudles se puede reescribir dU:

-
dU = TdS — pdV + > j1;dN; (1.5.2)

i=1
Los parametros intensivos sélo son fundamentales en conjunto, ya que se
requiere de los tres para describir al sistema de forma completa, y son lla-
mados intensivos porque su valor es independiente del tamafio del sistema.

SE] simbolo := se utiliza para establecer una definicién, en el posterior uso del concepto
definido se sustituird por =.
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Matematicamente, si X es un parametro intensivo y A > 0 una constante,
entonces:

X(AS, AV, ANy, ... . AN,) = X(S,V, Ny, ..., N,)

Las definiciones 1.5.1 no muestran de forma clara la idea empirica que se
tiene de presién y temperatura, ni tampoco proporcionan una interpretacién
fisica para los potenciales quimicos; en la seccién 1.6 se abordaran conceptos
como calor y trabajo, que ayudaran a interpretar fisicamente dichas defini-
ciones. Por lo pronto, puede observarse que T, p, i1, ..., fir son variables re-
lacionadas a los cambios en la energia interna U producidos por cambios en
las respectivas variables S, V, Ny, ..., N;; por lo tanto, se encuentran relacio-
nados con los conceptos de equilibrio y estabilidad, en virtud del principio
extremal establecido.

1.5.2. Descripcién de la entropia

De forma totalmente equivalente, se pueden definir un conjunto de parame-
tros intensivos utilizando la relacién fundamental:

S(U,V, Ny, ..., Ny)

obteniendo:
1 oS
1 () (1.5.3a)
T \oUJym,..n,
P 85)
P._ (92 (1.5.3b)
T OV ) unN.,..N,
j oS
B ( ) Ci=1,..r (1.5.3¢)
T ONj ) S VN1, .. Nj—1.Njs1se Ny
Donde T, p, pi1, .., it poseen el mismo significado fisico que en la descripcion

de la energfa interna (como puede verificarse rapidamente al despejar dS de
la expresién 1.5.2); sin embargo, las funciones que aparecen a la izquierda de
1.5.3 son funciones de U,V, Ny,..., N, en lugar de S,V, Ny,..., N,. En este
sentido, trabajar con una u otra descripcién es irrelevante para el desarrollo
de la teoria, aunque debe procurarse no cambiar de una descripcién a otra
en un mismo problema. Por tanto, en los subsecuentes capitulos se adoptara
la descripcién de la entropia.
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1.6. Las leyes de la termodinamica

Otra forma de enunciar el principal enfoque de la termodindmica, es
decir que pretende encontrar relaciones generales entre las variables termo-
dindmicas de un sistema dado (ecuaciones de estado), que sean consistentes
con las leyes que rigen a la naturaleza. En el contexto de esta teoria, tienen
particular relevancia dos leyes; pero antes de enunciarlas, conviene tocar un
tema mas, los llamados procesos cuasi-estdticos, en término de los cuales las
leyes antes mencionadas adquieren una formulaciéon bastante manejable y
conveniente para fines de este trabajo.

1.6.1. Procesos cuasi-estaticos

Hasta ahora se ha desarrollado la termodindmica con el dnico fin de
determinar estados de equilibrio, y su importancia no puede ser puesta en
duda, ya que tanto los pardametros extensivos como los intensivos, solamente
se encuentran bien definidos en tales estados. Sin embargo, también es posi-
ble utilizar la termodinamica para hablar de algunos procesos que conecten
cualesquiera estados de equilibrio. En este ambito, surge el concepto de espa-
cio termodindmico de configuracion, que no es otra cosa que el espacio r+ 3
dimensional homogéneo, donde los parametros extensivos S, U, V, Ny, ..., N,
forman un sistema coordenado. En dicho espacio, la relacion fundamental
aparece como una superficie, y cada punto sobre ella es un estado de equi-
librio posible para el sistema que represente dicha relacién. La superficie se
encuentra, desde luego, sujeta a las condiciones sobre S enunciadas en la
seccion 1.4.

Un proceso cuasi-estdtico es cualquier curva en el espacio de configuracion
que conecte dos estados C7 y (s, totalmente contenida en la superficie de-
terminada por la relacion fundamental. En otras palabras, un proceso cuasi-
estdtico es aquel que ocurre tinicamente entre estados de equilibrio.

Debe aclararse que los procesos cuasi-estaticos no existen en la naturaleza,
pues los procesos reales generalmente son sucesiones de estados de equilibrio
y desequilibrio. Sin embargo, es factible pensar que se puede llevar a un
sistema de un estado de equilibrio C4, a un estado de equilibrio C5, pasando
por una sucesion de n estados de equilibrio, separados entre si por estados de
desequilibrio; asi, mientras mayor sea el valor de n, mejor es la aproximacion
al proceso real. Tal sucesién de estados de equilibrio se alcanza permitien-
do que entre cada uno transcurra un tiempo mucho mayor a 7 (tiempo de
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relajacion), para que el sistema se estabilice. Dicho pardmetro depende del
sistema y se calcula tomando en cuenta la disipacion de fenémenos comple-
jos, como la turbulencia. Un ejemplo del cédlculo de 7 puede consultarse en
[2, pg. 99-100].

1.6.2. Primera ley de la termodinamica

La primera ley de la termodindmica establece la conservacién de la
energia para sistemas macroscopicos, por lo tanto, dicha ley afirma que la
variacién AU en la energia interna de un sistema, al ocurrir cualquier pro-
ceso, es igual a la cantidad de energia F,; que el sistema intercambia con
sus alrededores:

AU = Ey (1.6.1)

Antes de dar una forma més manejable a esta expresion, conviene argumen-
tar, desde un punto de vista histérico, la existencia de tal variable de estado
U. La definicion de la energia interna como una variable macroscopica, se
hizo tomando en cuenta una serie de ingeniosos trabajos experimentales.
Por ejemplo, el fisico inglés J. P. Joule encontré que al efectuar un proceso
adiabdtico (aquél que involucra tinicamente intercambios de energia en for-
ma de trabajo), en un sistema aislado y manteniendo constante el nimero
de moles, el trabajo hecho para llevar al sistema de un estado inicial A a un
estado final B, siempre es independiente de la naturaleza de dicho proceso.
Por lo tanto, basandose en los métodos empleados en mecanica para campos
conservativos, es factible pensar que existe una funcién U de las coordena-
das termodindmicas, cuya diferencia entre su valor en el estado final y en el
inicial, es igual al trabajo adiabatico W, 4 hecho:

AU = W,y (1.6.2)

Joule descubrié ademas que para un sistema aislado no siempre es posible
ir de A a B tunicamente realizando trabajo adiab&tico; sin embargo, en tal
caso, siempre es posible ir de B a A por este medio.

Desde luego, la ecuacion 1.6.2 sugiere la estructura del principio de conserva-
cién en términos de una variable del sistema, pero no es de caracter general,
pues el trabajo no es la Unica forma en que un sistema puede intercambiar
energia con sus alrededores. Si se desea que el principio de conservacién
1.6.1 tenga validez universal y solo dependa de los estados final e inicial del
proceso, es necesario considerar otras formas de energia.
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A diferencia del enfoque manejado en este trabajo (y que es originalmente
planteado en [2]), el calor @ se propuso histéricamente como aquella forma
de transferencia de energia que no es trabajo, y que se transmite tnica-
mente en virtud de una diferencia de temperaturas; es decir, este concepto
completa la estructura particular 1.6.2 de la primera ley 1.6.1 como:

AU =W +Q (1.6.3)

Para referirse a W y () se ha enfatizado que son formas de transferir energia,
esto se debe a que no son la manifestacién macroscépica de alguna propie-
dad del sistema. Una vez que U ha cambiado producto de algtin proceso
que involucra intercambio de @@ o W, es imposible distinguir cuél de esa
energia fue transferida por medio de trabajo y cual por medio de calor, ya
que ninguno de los dos conceptos son cantidades conservativas, uno puede
convertirse en el otro y viceversa.

Si los cambios realizados en el sistema son infinitesimales, la ecuacién 1.6.3
se convierte en:

dU = 6W +6Q (1.6.4)

donde el simbolo § se utiliza para indicar que la correspondiente variable no
es una variable del sistema, se dice entonces que §Q) y dW no son diferen-
ciales exactas. Este apelativo tiene el mismo significado que aquel usado en
la teorfa de ecuaciones diferenciales, como puede verificarse en [4, pg. 59-60].

Una forma maéas practica de 1.6.4 puede establecerse haciendo uso de los
procesos cuasi-estaticos. La variable V' se utiliza tipicamente en fluidos co-
mo gases o liquidos, e incluso algunos sélidos. Dichos sistemas experimentan
cambios en su volumen (compresiones o expansiones), debido a alguna fuerza
F' que actua paralelamente al vector normal al area A de su frontera, produ-
ciendo un desplazamiento x. Es decir, los cambios en V' involucran un flujo
de energia en forma de trabajo mecdnico W,,, definido infinitesimalmente
como:

Wy, = —Fdx

donde el signo indica que el trabajo es positivo si se hace sobre el sistema
y negativo en el caso contrario. Como el drea es perpendicular a la fuerza
aplicada, A no sufre deformacién y el trabajo infinitesimal puede escribirse
en términos de dV = Adx y de la presién mecanica p,, := F/A:



12 CAPITULO 1. ANTECEDENTES

W = —pmdV

En la primera ley (1.6.4), 0W es la suma de todas las formas de trabajo
intercambiadas por el sistema; en particular, W,,, es aquel trabajo que mo-
difica la energia interna debido a cambios en el volumen, por lo tanto, la
presion p,, posee el mismo significado fisico que la presién termodinamica p
definida en 1.5.1b, y la expresién anterior se escribe como:

Wi = —pdV (1.6.5)

Es importante senalar que esta igualdad sélo es véalida para un proceso in-
finitesimal cuasi-estatico, ya que es necesario que la presion p esté definida
en cada parte del proceso.

Debido a que p no es una variable exclusivamente de V', si se deseara hacer
una integracién a lo largo de un proceso para conocer el trabajo total efec-
tuado, seria necesario especificar otras variables (como la temperatura, por
ejemplo), es por esto que el trabajo no constituye una diferencial exacta,
pues es una variable que depende del camino de integracién.

En general, existen otras formas de intercambiar energia a través del tra-
bajo, por ejemplo el trabajo quimico, que es aquella forma de energia que
intercambia el sistema cuando su nimero de particulas cambia. Para definir-
lo puede hacerse una extrapolacion de la expresion 1.6.5 para las respectivas
variables intensivas p1, ..., p, definidas en 1.5.1c:

oWy, = pgdNj, j=1,...,r (1.6.6)

Esta analogia con la presién provee de un significado fisico a los potenciales
quimicos: una diferencia en p; entre el sistema y sus alrededores ocasiona
una fuerza que involucra un flujo de materia, la cudl tiende a moverse de las
regiones con mayor u; a las regiones con menor ;.

Si se comparan las expresiones 1.6.4-1.6.6 con la forma diferencial 1.5.2 de
la energia interna, se encuentra rapidamente la expresién de 6@ en términos
de las variables del sistema, pues 1.5.2 es en realidad la ley de conservacion
de la energia para procesos cuasi-estaticos infinitesimales. Sin embargo, en
apego a la estructura que se ha seguido en esta seccién, vale la pena ver
(desde un punto de vista histérico), la existencia de un factor integrante
para expresar 0() como una diferencial exacta.



1.6. LAS LEYES DE LA TERMODINAMICA 13

1.6.3. Segunda ley de la termodinamica

Las leyes de la termodindmica limitan las formas en que un sistema puede
evolucionar de un estado a otro. Hasta ahora se ha hablado de los procesos
termodindmicos como si estos pudieran ocurrir en cualquier direccién, pues
la tinica restriccién que poseen (segin la primera ley) es que la energia debe
conservarse, sin limitar la posibilidad de transformar una forma de energia
en otra.

Como se mencioné anteriormente, existe una razén fundamental (que no
esta relacionada con la conservacién de la energia), por la cual no siempre es
posible realizar un proceso adiabatico en determinada direccion. Este tipo de
asimetrias que ocurren en los procesos termodinamicos son consecuencia de
un hecho empirico conocido como la sequnda ley de la termodinamica. Asi,
se distinguen dos clases fundamentales de procesos, los procesos irreversi-
bles y los procesos reversibles. Si un proceso entre un estado de equilibrio
inicial A y un estado de equilibrio final B es irreversible, no se puede invertir
el sentido de su evolucion de B a A, y viceversa para los procesos reversibles.

Existen varias formulaciones de la segunda ley, todas equivalentes entre si
y utiles segun el problema que se esté manejando. La primera de ellas fue
propuesta por el fisico aleman Rudolf Clausius, quién ademds postulé la
existencia de la funcion de estado llamada entropia, en términos de la cual,
la segunda ley puede escribirse de una forma muy préctica:

Cualquier proceso en un sistema aislado es tal que la entropia aumenta o se
queda tgual, nunca disminuye.

Adicionalmente, si la entropia final es mayor que la inicial, cualquier pro-
ceso entre ambos estados de equilibrio es necesariamente irreversible; si la
entropia final es igual a la inicial, existe un proceso entre ambos estados que
es reversible. De este modo, cuando un sistema aislado estd en su estado
de méxima entropia consistente con las ligaduras internas prevalecientes, no
puede ocurrir ninguna transformacion mas. Esto es consistente con el prin-
cipio de maxima entropia mencionado en la seccién 1.3.

Llegar a todas estas conclusiones requiere una serie de desarrollos teodri-
cos que pueden consultarse en [4, pg. 46-56] o de una forma alternativa en
[7, pg. 9-12]. Sin embargo, es de interés comentar la definicién histérica de
entropia dada por Clausius, quién encontré que cuando un proceso entre dos
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estados de equilibrio A y B es reversible, la cantidad:

[ 7

solo depende de los estados inicial y final del sistema. Entonces, se puede
definir una variable de estado S tal que:

B
S(B) - S(A) = /A %

Ahora, dado que un proceso sélo puede revertirse mediante modificacio-
nes infinitesimales en el sistema o en sus alrededores, se concluye que todo
proceso reversible debe ser necesariamente cuasi-estatico y sin fenémenos
disipativos. Por lo tanto, para procesos cuasi-estaticos se puede escribir:

_9Q
T
Este término completa la relacion entre la forma diferencial de la energia
interna 1.5.2 y la primera ley 1.6.4.

ds (1.6.7)

Finalmente, mediante la representacién de sistemas termodinamicos simples
(ocupando el principio extremal de la entropia y las ecuaciones 1.6.5-1.6.7),
es posible relacionar los parametros intensivos con las distintas formas de
transferencia de energia. Estos desarrollos (que pueden consultarse detalla-
damente en [2, pg. 43-55]) permiten concluir que entre un sistema y sus
alrededores (o entre subsistemas), no fluye energia en forma de calor sélo
si sus temperaturas coinciden; no existe trabajo mecanico entre ellos sélo
si coinciden sus presiones; andlogamente, sélo si coincide alguno de sus po-
tenciales quimicos, no existen intercambios o reacciones de la especie quimi-
ca correspondiente. De esta forma, los pardmetros intensivos cumplen una
funcién analoga a un potencial asociado a cada tipo especifico de flujo de
energia. Adicionalmente, es posible verificar que el calor fluye del cuerpo con
el mayor valor de T al cuerpo con el menor valor de 7', con un resultado
analogo para p, (1, ..., iy Yy Wi, Wy, ..., Wy, , respectivamente.

Asi, con los nuevos conceptos introducidos en las secciones 1.6.2-1.6.3, las va-
riable intensivas p y T" adquieren un sentido fisico mas conforme con la idea
empirica de presién y temperatura; por otro lado, los potenciales quimicos
11, .-+, b TeCiben también una interpretacién fisica al extrapolar los resul-
tados para las otras variables intensivas. En la siguiente seccién se dard una
aplicacién més del potencial quimico en virtud del teorema de Gibbs-Duhem.
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1.7. El teorema de Gibbs-Duhem

El resultado esencial para este trabajo es el llamado Teorema de Gibbs-
Duhem, pero antes de enunciarlo y de analizar algunas de sus consecuencias,
es preciso tocar un tema mas que ayudard a esclarecer su enunciado.

1.7.1. La relacién de Euler

Conociendo la definicion de los parametros intensivos y los procesos
cuasi-estaticos, el concepto restante para poder enunciar el teorema de Gibbs-
Duhem es la llamada relacion de Fuler. Para obtenerla, nuevamente se saca
provecho de la propiedad de homogeneidad de la relacién fundamental, de-
rivando el lado izquierdo de la expresién 1.4.1 con respecto a A:

ds S d(\U) a8 d)\V . an )

o0 ax Taow < 90x

a8 a8 .
=00’ Taom )’ T ; 8()\NZ)

Dado que esta expresion es general, se cumple en particular para A = 1; por
lo tanto, utilizando las definiciones 1.5.3:

dsS oS
(dA)A 1 @“*‘”*Z

y derivando ambos lados de 1.4.1:

s d dX ds
S =S =57=5 = (CM>“_S

es decir:

U pV Mz

=7+ - (1.7.1)

Este resultado es la relacién de Euler y el teorema de Gibbs-Duhem aparece
como una consecuencia natural de dicha relacién.
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1.7.2. El teorema de Gibbs-Duhem

Sea una funcién K definida como:

K(T,p, ;oo s ptr) :=U = TS +pV = > ji;N; (1.7.2)
i=1

Es decir, como una funcién de los parametros intensivos de la energia inter-
na, en lugar de los extensivos S, V, Ny, ..., N,. Tal funcién se conoce como la
transformada de Legendre total de la energia internaﬂ

Aplicando a 1.7.2 el resultado 1.7.1 se tiene lo siguiente:

Teorema (Gibbs-Duhem). Para procesos cuasi-estéticos, el valor de la
funcién K (T, p, p1, ..., pir), definida en 1.7.2, es idénticamente cero; por tan-
to, los pardametros intensivos de la entropia poseen r + 1 grados de libertad,

y constituyen una superficie en el espacio r + 2 dimensional de las variables
intensivas T, p, (1, ... , fbr, CUya ecuacién paramétrica es:

K(T,p,p1y... pir) =0 (1.7.3)

Una forma alternativa de este teorema se obtiene al diferenciar la forma
de Euler 1.7.1, y hacer uso de las definiciones 1.5.3 para expresar dS en
términos de las diferenciales de los parametros extensivos:

ds = %dU +Ud <111> + %dv +Vd (%) - z; %dm - ZZT;Nid (‘%)
- <71,dU + %dv - ; /;dei> +Ud <;) +vd (%) - ;Md (%)
—dS+Ud (;) +Vd (%) - gNid (‘%)

por lo tanto:

Ud G) Vd (%) - gNid (%) ~0 (1.7.4)

"En [2, pg. 137-145] se da una definicién de transformada de Legendre.
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1.7.3. Interpretacién del teorema de Gibbs-Duhem

Si bien se tiene una idea intuitiva del concepto de temperatura y pre-
sién, el potencial quimico es un concepto poco referido en la fisica bésica;
sin embargo, utilizando el teorema de Gibbs-Duhem, puede adquirir algunas
interpretaciones mas. Por ejemplo, para un sistema termodinamico mono-
componente se tiene una entropia S(U,V, N); la funcién K(T,p, ) cumple
la ecuacién 1.7.3, por lo tanto, es posible despejar el potencial quimico en
términos de las demds variables intensivas:

= (T, p) (1.7.5)

En el espacio definido por las variables T, p, u, la ecuacién 1.7.5 representa
una superficie, cuyos puntos corresponden a posibles estados termodinami-
cos del cuerpo. Los planos de nivel se relacionan a procesos cuasi-estaticos
donde la presion y la temperatura son variables, pero que ocurren a un mis-
mo potencial quimico; estos procesos se denominan quimicamente inertes.

Un proceso termodindmico quimicamente activo entre dos estados Cy y Co
es, por el contrario, aquél donde p = p(7,p) cambia punto a punto como
funcién de sus variables intensivas; dicho proceso se representa como una
curva que atraviesa la superficie p constante.

Los planos de nivel, asi como las trayectorias que en ellos pueden existir o
que pueden atravesarlos, no son arbitrarios, sino que estian estrechamente
relacionados con 1.7.3. Esto forma parte de un argumento méas general:

Como se ha visto a lo largo de este capitulo, la relacién fundamental no
puede ser arbitraria, debe obedecer a una serie de propiedades geométricas
relacionadas con la estructura de la teorfa. El teorema de Gibbs-Duhem, tal
como esta escrito en 1.7.3, representa en realidad una relacién existente entre
la superficie determinada por la relacion fundamental y sus pendientes en
cada punto; es decir, una relacién entre la entropia y sus pardametros intensi-
vos, a la cual estd sujeto todo sistema termodinamico, asi como su evolucién.

Esto crea una restriccién en el espacio de configuracién termodinamico, sobre
los estados de equilibrio posibles y sobre los procesos que ocurren en él
(los procesos cuasi-estéticos). En los posteriores capitulos, esta limitante al
espacio de configuracion serd fundamental, ya que se postulara la existencia
de algunas transformaciones de este espacio en si mismo, cuya principal
restriccidn serd la preservaciéon de este teorema.






CAPITULO 2

Una relacién fundamental particular

Como se vio en el capitulo anterior, el teorema de Gibbs-Duhem es una
consecuencia directa de la existencia de una relacién fundamental en térmi-
nos de las variables extensivas, de la propiedad de homogeneidad de tal
relacién, y de los parametros intensivos definidos tinicamente en estados de
equilibrio.

El objetivo de este capitulo es encontrar una ecuacién diferencial en la en-
tropia —para cualquier sistema termodinamico simple— mediante el uso del
teorema de Gibbs-Duhem y las ecuaciones paramétricas de estado. Aprove-
chando las propiedades de dicha ecuacién, encontrar una solucién particular
simpleﬂ que mas adelante se utilizard para obtener algunas soluciones cono-
cidas, como el gas ideal o el gas de van der Waals. Esto motivaria un nuevo
método para obtener ecuaciones de estado, y permitiria discernir cudles pro-
piedades de un determinado sistema termodinamico, se pueden deducir de
este método y cudles deben ser postuladas como parte del modelado del
propio sistema, es decir, cudles son sus caracteristicas fundamentales.

'El procedimiento expuesto en este capitulo para la obtencién de dicha ecuacién (2.1.4),
asi como el método empleado para alcanzar su solucién particular (2.2.15), fueron desa-
rrollados por el Dr. Fermin Alberto Viniegra Heberlein.

19
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2.1. La ecuacion diferencial de la entropia

Se comienza por diferenciar las expresiones 1.5.3:

1\ o5 928 T 92s
— | = N; 2.1.1
d(T) ou dU+8V8UdV+ZaN8Ud (2.1.1a)
D 9%S 9%S " 9%S
a(2y = av+ 22y £ 20 gy, 2.1.1b
(7) = 5020 + gV + Z ON.OV (2.1.1b)
w08 05 —~ 0°9 o
(F) = g0 ~ svaw; ™ - 2 anan, N I =t
(2.1.1¢)

Sustituyendo 2.1.1 en la forma alternativa del teorema de Gibbs-Duhem
1.7.4, se obtiene una ecuaciéon en términos de las diferenciales de los parame-
tros extensivos:

U:gZSdU avaUdV+iaNaU
v :aaUQégvdU g?vs v+ Z aJ@v2§VdN
+§Nj _8325\7de+ 8§2fvjdv+§a$§% ]
- USZUg+ aaUzaSV+zT: Jagzjv v
+_Ua?/QaSU Z JavaN
28226222 JwgijN N =0

La expresion anterior es la forma diferencial 1.7.4 del teorema de Gibbs-
Duhem, pero expresada en términos de las variables U,V, Nq,...,N,. A su
vez, 1.7.4. es la diferencial de %, donde K es la funcién definida en 1.7.2;
por lo tanto, el desarrollo anterior corresponde a una diferencial exacta:
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K 828 d d%S
d<T>_ Voo + aUaV Z TOUDN;

[ 828 " 828
Vavar + av2+ZNJavaN

+> U 5

aN.OU 8N8V+Z JaNaN dNi =0

Lo cual implica que % es constante y sus derivadas parciales, que son los

coeficientes que acompanan el desarrollo anterior, deben ser cero:
9’8 RS < S

N;—— = 2.1.2
Yoz +Vauav + 2 Mauan, =° (2.1.28)

929 928 < 928

Ni——— = 2.1.2b

Yavou TV v T L Ngvan, =° (2:1.25)
2 2 r 2

g 25 Ly 95 5 o it (2120

Niz——+
oNOU T ONoV 22 ON;ON,

Este es un sistema de r + 2 ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de S, acopladas y en términos de los r 4+ 2 pardmetros extensivos. Para
simplificarlo, se multiplica 2.1.2a por U, 2.1.2b por V, y cada una de las
ecuaciones 2.1.2c¢ por su respectivo N;, obteniendo:

02 S g

2 UN;j——— 2.1.

U * aUav * Z aUaN =0 (2.1.32)
d%S 20%5 d%S
UV orog +Vigrs + Z VNN, =0 (2.1.3b)
828 a?s 925

N,-22 L VN g0 ~1,.

UNignao tY ]8N8V+Z ioNoN, 0 I et
(2.1.3¢)

y restando a 2.1.3a todas las demés ecuaciones 2.1.3:

928 928 <& "
2 v2lr
v U2 9V2 ZZNNE)N ON; Z VN gaN. 8V8N =0 (2.1.4)

Jj=11i=1
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Esta es una ecuacién de segundo orden en la entropia, y debido a la gene-
ralidad del procedimiento utilizado para deducirla, es valida para cualquier
sistema termodindamico simple. Una primera caracteristica importante es
que la energia interna se encuentra separada, lo cudl sugiere encontrar una
solucién particular proponiendo una separacién de variables.

2.2. Separacion de variables

Con el objetivo de resolver la ecuacion 2.1.4, se pueden proponer dos
separaciones de variables, la primera de ellas es de la forma:

S(U,V,Ny,...,N,) = A(U)B(V, Ny, ..., N,) (2.2.1)

sustituyendo esta forma en la expresién 2.1.4 y dividiendo entre S (siempre
que ésta no sea nula), se obtiene:

U2d?A 1 9°B
aaz BlY av2 ZZNN@N@N +Z2VN8V8N

e introduciendo la constante de separacién c:

A
U s = cA (2.2.2a)
B 9B d’B
2 R
Vi +;;N3N26N o +22VN Sran —<B=0 (2220)

La ecuacién 2.2.2a es una ecuacién diferencial de Cauchy-Euler [10], por lo
que su solucion es:

A(U) = qoU™ + U~V (2.2.3)

donde g,, q1,n son constantes y ¢ = n(n — 1).
Para resolver la ecuacion 2.2.2b se propone el operador diferencial:

0

N (2.2.4)

D= Vi+ZN8
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en términos del cual se puede reducir el orden de dicha ecuacién. Para ello
se ve que:

OB ~~ . 0B
DB ( Z 78N)<V6’V+;Ni8]\7i>

:VQ%-FV iV BVON, +iv Jaz?fzgv
+J 1;NN8N8N +i;NJaN
:VQ%H/O +2ZVN a?ngN aﬁ
+;;NN8N6N

Aplicando este resultado, la ecuacién 2.2.2b se puede escribir como:

D’B—DB—cB=(D*-D-n(n—1))B
=0 -=n)(D+(n-1)B
=0

en particular, se puede pedir que:
(D—n)B=0
es decir:

V— +ZN 8N = nB (2.2.5)

La ecuacién 2.2.5 representa una reduccién de orden de 2.2.2b y sus solucio-
nes se encuentran definiendo:

9 o)
Y = (V,Ny,...,N,), Vy ::7+Z
1

de modo que la ecuacién 2.2.5 puede escribirse como:

(Y - Vy)B(Y) = nB(Y)
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lo cual implica, via el teorema de Euler para funciones homogénea:ﬂ que
B es una funciéon homogénea de grado n y puede tomarse de la siguiente
forma:

B(V,Ni,...,N,) = B, ][ N/'ve (2.2.6)
=1

donde B, es una constante de integracién y los exponentes, también cons-
tantes, deben cumplir la condicion:

-
Z Bi+a=n (2.2.7)
i=1

Sustituyendo 2.2.3 y 2.2.6 en 2.2.1 se obtiene:

S(U,V,Ni,...,N,) = <qOU” n qu*(”*U) B, [[ N/ve (2.2.8)
=1

v las ecuaciones paramétricas de estado 1.5.3 son:

1 L s
— = (gonU™ ' = (n - 1)U ™) B, NfZVO‘ (2.2.9a)
T ( ! ) 1;[1
p_« n —(n—1) - Biy o

= (WU"+qU By | | Ni*V (2.2.9b)
T V ( ! ) 1;[1
- —% (a0 + qU=) BoﬁNiﬁ"V"‘, G=1,,r  (2:290)

J

=1

Se puede encontrar una simplificaciéon de las expresiones anteriores manipu-

*Teorema (de Euler para funciones homogéneas). Sea f una funcién escalar de
variable vectorial diferenciable, entonces f es homogénea de grado k <= (x - Vx)f(x) =

kf(x). [3]



2.2. SEPARACION DE VARIABLES 25

lando la ecuacién 2.2.9a:

N[~

GoU™ — (n_nl)ql(]—(n—l)] B(Y)

STESTESTESTENSTE

qQU™ — U~ 4 (hU_(”_l)] B(Y)
n

U+ qu-e-n — En=ba U(”l)} B(Y)

n

AU) — (271—711)611[](“1)] B(Y)

(2n —Daq
nA(U)

1—

U_(”_l)} S (2.2.10)

y sustituyendo 2.2.8 en 2.2.9b y 2.2.9c:

P «
Z=_g 2.2.11
T Vv ( )
Hj B -

Lo R ' =1,... 2.2.1
T stv ] 9 T ( 2)

De este modo, la ecuaciéon 1.7.1 se puede reescribir en términos de 2.2.10-
2.2.12:

(2n — 1)@

= [”‘ A(U)

U_(”_l)} S+aS+Y S
=1

[ @n-Da ey Ny
—[n A0 U +;,31+a]5'

y utilizando la condicién 2.2.7:

(2n — D@

—(’I’L—l) — 1
aw) Y

2n —
es decir:
AU) = qu—=Y) (2.2.13)

Esto significa que la constante de integracion g, es nula. Simplificando con
este resultado la expresion 2.2.10 y recordando 2.2.11 y 2.2.12, se llega fi-
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nalmente al siguiente conjunto de ecuaciones:

1 (n—1)8

—_ = 2.2.14

T i ( a)

p as

= =— 2.2.14b

T Vv ( )

pi_ 8BS

— = - =1,.. 2.2.14

T N] ) .7 ) 77. ( C)
sujetas a la condicién:

Y Bita=n (2.2.14d)

i=1

y a la entropia (combinando todas las constantes multiplicativas en una sola
denotada como S,):

S(U,V,Ny,...,N,) = S, HN@ ~(n=y (2.2.15)

Se observa que la expresion 2.2.15 cumple todas las propiedades enunciadas
en la seccién 1.4, por lo tanto, se trata de la relaciéon fundamental de algin
sistema termodindmico, que es la solucién particular més simple a la ecua-
cion 2.1.4.

Una segunda forma de separar la ecuacién 2.1.4 podria ser:
S(U,V,Ny,...,N,) = A(U) + B(V, Ny, ..., N,) (2.2.16)

sustituyendo en dicha ecuacion:

d’A é 0’B
2 NjNj QVN;,———
U = av2 +;Z aN aN +Z; VNiGvan,

asi que:
d’A

2
v du?

= —c (2.2.17a)

r 2 2
V2g£ +ZZNN8J‘3 aBN ZQVN a?/aBN —c  (2.2.17b)

J: =1
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Nuevamente la ecuacion 2.2.17a es una ecuacion diferencial de Cauchy-Euler,
pero en esta ocasién su solucién es:

¢A e d(dA e\ A e
az - U2 aw\dav " U)~ aw v
por tanto:
AU)=clnU + qU + U, (2.2.18)

donde U,, g1 son constantes de integracion.

La solucién 2.2.18 no es homogénea en la variable U, provocando que la en-
tropia 2.2.16 tampoco cumpla la propiedad de homogeneidad 1.4.1. De forma
que la separacion 2.2.16 no es valida desde un punto de vista termodinamico,
aunque sea perfectamente valida desde un punto de vista matemaético.






CAPITULO 3

Modelado de sistemas termodinamicos

Para un sistema monocomponente se ha obtenido la siguiente solucion
particular de la ecuacion 2.1.4:

S(U,V,N) = S,N°Ut—"ve (3.0.1)

donde S,, 3, &, n son constantes que cumplen la condicién:

Bt+a=n (3.0.2)

y los parametros intensivos para este sistema son:

1 S

7=0-nz (3.0.3a)
p__5

B_ g8

=By (3.0.3¢)

El objetivo de este capitulo es utilizar esta solucién particular para obtener
una nueva relacién fundamental S’, que coincida con la de algin sistema
termodinamico conocido. Con este método se busca, en primer lugar, ex-
plorar una forma alternativa de obtener ecuaciones de estado a partir de
una solucién simple de la ecuacién diferencial 2.1.4. En segundo lugar, re-
plantear la dependencia que tiene la formulaciéon de dichas ecuaciones en
los datos empiricos, aclarando cudles propiedades caracterizan al sistema y
cudles pueden ser deducidas de este método, mediante la aplicaciéon de la
teoria termodindmica.

29
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3.1. Caracterizacion del sistema termodinamico

No existe ninguna razon para pensar que las ecuaciones de estado de
algin sistema termodindmico, apareceran como una consecuencia natural
de la teoria. Por el contrario, es de esperar que, en base al sistema que se
esté estudiando, se necesite hacer una serie de suposiciones relacionadas con
su comportamiento fisico particular.

Al haber resuelto la ecuacién 2.1.4 por el método més sencillo posible, pro-
poniendo a la entropia como una funcién separable, parte de la informacién
fisica que contenia se perdié. Para recuperar esta informacién, se propondra
la existencia de un conjunto de transformaciones invertibles de clase C?2,
del espacio de configuraciéon termodindamico en si mismo, en las cuales se
compensen las simplificaciones realizadas. Estas transformaciones son de la
formas:

U' =U(UN,V) (3.1.1a)
V' =V'(U,N,V) (3.1.1b)
N' = N'(U,N,V) (3.1.1¢)

donde los parametros no primados U, V, N, son aquellos donde la entropia
S tiene la forma conocida 3.0.1. Las variables primadas U’, V', N’, a su vez,
definen una nueva superficie:

S =5 (U, V' ,N') (3.1.2)

la cual también es una transformacién de las variables no primadas debido
a las formas funcionales 3.1.1:

S"'= S (U,V,N) (3.1.3)

Los pardmetros intensivos se definen de forma usual:

1 (85’)

— = (3.1.4a)
T, aU, V’,N/

b (3.1.4D)
T, avl U/’N/

r <8S/>
Laly - (3.1.4¢)
T/ aN/ UI,V/
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Asi, mediante el uso de la solucién particular 3.0.1 y la determinacion de las
transformaciones 3.1.1 y 3.1.3, se busca que la relacién fundamental 3.1.2
tenga la forma del gas ideal y del gas de van der Waals.

Tanto los pardmetros extensivos primados, como los no primados, definen
por si mismos un sistema termodindmico independiente uno del otro. Por
tanto, las transformaciones 3.1.1 y 3.1.3 poseen una propiedad intrinseca:
preservan la forma de la ecuacién 1.7.4 (Teorema de Gibbs-Duhem); esto
debido a que las transformaciones constituyen deformaciones del espacio
termodinamico, sujetas a conservar las propiedades geométricas intrinsecas
de la relaciéon fundamental.

3.2. Modelado del gas ideal

La relacién fundamental del gas ideal monoatdémico es [7, pg. 76]:

N ik
S (U, V',N') =4N"+ N'In - (3.2.1)
N'2

3
donde k es la constante de Boltzmann y v := gk‘ + kln (Zg%r) 2 también es

una constante, donde aparecen la masa de una particula m y la constante
de Planck h. Las ecuaciones de estado paramétricas conducen a:

U = gkN’T’ (3.2.2a)
PV’ = kN'T' (3.2.2b)
ST 5
f=— —kT' 2.2
0 N + 21{: (3.2.2¢)

Para comenzar, se trabajara con los parametros especificos s, u, v, que se de-
finen como los respectivos pardmetros extensivos divididos entre el niimero
de particulas.

Se observa que hasta el momento no existe ningiin vinculo analitico entre
las variables primadas y no primadas, salvo que las expresiones 3.1.1 y 3.1.3
deben ser invertibles y de clase C?; por lo tanto, se puede proponer arbitra-
riamente la existencia de una constante 7 tal que:

u=nT' (3.2.3)
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Mais adelante, en la seccién 3.4, se dard una interpretacién fisica a la expre-
sién 3.2.3. De igual forma, no existe ningtin vinculo entre S y S/, por tanto,
se propone una relacién funcional de la forma:

s’ =5'(s) (3.2.4)
lo cual es matemdaticamente equivalente a establecer un cambio de variable

para resolver la ecuacién 2.1.4.

Ahora, se utiliza la siguiente expresion del calor especifico a volumen cons-
tante [12, pg. 245]:

0s’'
Cyl = T/ <8T,>U, (325)

que puede escribirse en términos de la igualdad 3.2.3:

_ (%
@ = u o

entonces, utilizando la condicién 3.2.4 y la regla de la cadena:

_ A (08 s | (08 |
cvl_uds ou/,, ds u ou/,,

por tanto, utilizando la expresion 3.0.3a:

1

(gi) ] _ (3.2.6)

Con la igualdad anterior, inicamente es necesario especificar las transfor-
maciones 3.1.1 para de obtener la expresion 3.2.1. Debido a que el gas ideal
es el sistema termodindmico mas simple, se suponen también las transfor-
maciones 3.1.1 no triviales mas simples posibles, es decir, transformaciones
idénticas:

ds' ey 1

ds  1—nsT

N =N (3.2.7a)
U=U (3.2.7b)
V=V (3.2.7¢)

Por lo tanto, la ecuacién 3.2.3 se convierte en la primera ecuacién paramétri-
ca de estado; sin embargo, es posible aplicar algunas expresiones para dar a



3.2. MODELADO DEL GAS IDEAL 33

la constante 1 un significado fisico. Primero se observa que las transforma-
ciones idénticas 3.2.7 simplifican la expresiéon 3.2.6:
-1
Js
ou/,

o\ | _ e 1
ou /),  1—nsT
= (3.2.8)

ds' ¢y 1

ds 1—-ns
Ahora, utilizando la expresiéon anterior junto con la relacion 3.2.4 y la regla
de la cadena en la definicién de T”, se obtiene:

L (04 _ds (5 _as (05 _ds1_ ey 1L
T  \ou U/_ds ou’ v,_ds ou v_dsT_l—nsT

usando 3.0.3a se reduce a:

ds’ cy 1

ds  1—mnsT

entonces:

1 1 ey

T’:l—nﬁ_ U

lo cual implica, utilizando 3.2.3, que ¢, es constante y:

u' = cyT’ (3.2.9)

Se hace lo mismo con el segundo parametro intensivo:

p (05  ds [0s _ds' (Os\ _dsd'p ey p

T \ o u,_ ds \ Ov u,_ ds \ Ov u_ dsT 1—nsT
Pero el cociente de la derecha se puede expresar en términos de las variables
extensivas gracias a la ecuacion 3.0.3b:

P acy 1 acy 1

T 1—-nv 1—nv

es decir:

D (3.2.10)

1—n
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Que en realidad es la ecuacién de estado del gas ideal 3.2.2b, ya que av y n
son constantes por determinar.

Ahora se utiliza la siguiente expresién para el calor especifico a presiéon

constante [4, pg. 21]:
ou’ o’
Cp = (8T’) +p (an> (3.2.11)
v v

Las derivadas parciales en la expresién anterior se calculan con facilidad
considerando las expresiones 3.2.9 y 3.2.10:

QCy

Cpl = Cy + (3.2.12)

1—n

de forma que ¢, también es una constante.

Finalmente, dado que ¢,/ es constante, la ecuacién 3.2.8 puede ser integrada
de forma sencilla:

dfs’: Cy/ 1 - ds,: Cy! @ 8,: Cy!
ds 1—-ns 1—-ns 1—n

Ins+~
donde 7' es una constante de integracién. Sustituyendo la solucién particular
3.0.1 y las transformaciones 3.2.7:

r G
1—n

s In <Sou'1_nvla> ++

por lo tanto, utilizando 3.2.12 y pidiendo que v/ = v y S, = 1, se obtiene:
s (v,v') =In (u’c”'vlcp'_c”’) + (3.2.13)

que coincide con 3.2.1, salvo la determinacion de los calores especificos ¢,/ y
¢y que son constantes.

3.3. Modelado del gas de van der Waals

Ahora se espera encontrar la ecuacién de estado para un gas de van der
Waals monocomponente, mediante un procedimiento anélogo.

Para un gas de van der Waals se tiene [1]:
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3
V' —bN' N7\ *
S (U,V/,N') =yN'+ N'In (N,g) (U’ + av, ) (3.3.1)

donde a y b son constantes y las ecuaciones de estado paramétricas conducen
a:

3 aN"
U' = ShN'T' = = (3.3.2a)
/ CLNIQ ! !/ Uenll
P+ (V' =bN') =kN'T (3.3.2b)
VT 2aN' S'T' 3
W=v—n = v~ N TR (3.3.2¢)

Nuevamente se va a proponer un conjunto de transformaciones como en
3.1.1, con las mismas caracteristicas; se utilizaran también 3.2.3 y 3.2.4, que
conducen a la expresion 3.2.6.

La derivacion histérica de las dos ecuaciones de estado que se han mencio-
nado aqui, viene acompanada de una serie de argumentos fisicos, a saber, la
ecuacion de estado del gas ideal 3.2.2b, surge como una unificacién de las
leyes de Charles, Gay-Lussac, Boyle y Avogadro [9]. En tanto que la ecua-
cién de van der Waals aparecié como una modificacion de la ecuacién 3.2.2b,
cuando se considera una presiéon y un volumen efectivos, producto del es-
pacio que ocupan las propias particulas constituyentes del gas, asi como de
sus interacciones internas (bajo las cuédles el sistema se sigue considerando
homogéneo) [5, pg. 14]. Nuevamente, el gas de van der Waals surgira del gas
ideal al hacer ciertas consideraciones.

Debido a que ambos gases son sistemas de particulas, es razonable pensar
que su nimero no experimentard cambio alguno: N’ = N. En cambio, las
transformaciones en la energia interna y el volumen, poseen la informacién
fisica correspondiente a los parametros efectivos del gas de van der Waals, es
decir, en ellas se reflejan las consecuencias de considerar un gas con particu-
las voluminosas que interactiian entre si.
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En primer lugar, aparece un volumen efectivo:

Vel:: V' —bN’

que corresponde a una disminucién del volumen total que puede ocupar el
sistema, producto del volumen ocupado por cada dtomo. Como los volime-
nes de las particulas no pueden superponerse, el término N'b representa una
interaccion repulsiva.

Entre los 4tomos también se considera una interaccién atractiva débil que
disminuye la presién del sistema, generando una presion efectiva:

12
. aN
: V2

7 . l2 . . . . .
El término % se puede entender intuitivamente de la siguiente manera:

debido a la homogeneidad del sistema y asumiendo que cada particula tiene
un rango de interaccién finito (dentro de su vecindad), la fuerza neta sobre
un atomo situado en el interior del gas serd, en promedio, igual a cero. Por
el contrario, un atomo situado cerca de la frontera experimentara una fuer-
za de interaccién hacia el interior del sistema (donde hay més particulas).
Dicha fuerza es proporcional a la cantidad de atomos con los que interactia,
que a su vez es proporcional a la densidad %/ Adicionalmente, el drea de la
frontera requerida para encontrar una particula experimentando dicha fuer-
za, es inversamente proporcional a tal densidad. Asi, la presién resultante
apunta hacia el interior del sistema y es proporcional a 1‘\/7—,/5, que representa
un término de interaccién atractiva. Estas interpretaciones cualitativas de
los pardmetros efectivos pueden consultarse en [5, pg. 14].

Por lo tanto, existe una energia interna efectiva que considera la contribucién
de la energia interna U’ del sistema, mds un trabajo mecénico hecho por el
término de interaccién atractiva. Adicionalmente, el modelado de la ecuacién
de van der Waals supone que las interacciones atractivas y repulsivas entre
las particulas, no modifican la temperatura del gas; entonces, la energia
efectiva no posee términos adicionales asociados a flujos de energia en forma
de calor. Considerando lo anterior, estd energia efectiva tiene la forma:

aN"?
Ul :=U"+ v
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Dado que U/ y V! actiian justamente como una energia interna y un volumen
ideales, las transformaciones 3.1.1 se postulardn simplemente como U = U]
y V =V/, es decir:

N=N (3.3.3a)
aN"?

U=U'+5 (3.3.3b)

V=V —bN (3.3.3¢)

Con este conjunto de transformaciones, la ecuaciéon 3.2.6 nuevamente se
reduce a 3.2.8 y se puede proceder de la misma forma que en el gas ideal:

L (05 _ds (0s\ o 1(0s
T\ ou U,_ds ou’ U,_l—ns ou' ),
e 105\ (ou) | (0s) (o
1—mns ou/), \ouw /), ov), \ou /),
Lew 1(0s) () | ew 1(0s\ 1L
1—-ns \Ju » \OU v,_l—ns ou v_l—nsT

y utilizando 3.0.3a:

— = — (3.3.4)
U
por lo tanto:

w:wr_g (3.3.5)

De forma analoga se puede calcular el segundo pardmetro intensivo:
P 0s’' _ds' [ 0s oy 1(0s
T’ o' )., ~ds \ oV o C1—ns \OV o
co 1((Ds\ (Du) | (0s) (00
1—-ns ou), \ov ), ov), \ov' ),
¢y 1{1 (0u p [ Ov cy 1 1 a P
= (= L2 == = “l—5—+=
l—ns\T \ov/), T\o)/, 1—-ns T T

Cy! @ acy 1 Cy! @ acy 1

uv? 1—nwo uv?2 1l—nv —b
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y usando 3.3.4:

/
P 1 a acy 1 , a , ACy -y
- _ _ = — —b) = T
T~ Ty T-ond b (p+v’2>(v [l —

La ecuacion anterior puede reescribirse en términos de los pardmetros efec-
tivos:

QCyy T,

Ll = T (3.3.6)
y asumiendo que ya se conoce la ecuacién de estado del gas ideal, se sugiere
proponer:

QCy

=k

1—n

donde se ha usado que ¢, es constante debido a 3.3.4 y 3.2.3. Entonces 3.2.8
puede ser integrada de nuevo:

ac, s
/ C

§' =1 U,n Ins++ = 1cvl In (Soulfnva) ++ =In <Soﬁucv’vﬁ> ++/

Cu/
=In (Sogucv’vk) ++" =1In [SOZ (u' + %) (v — b)k] ++
v
Proponiendo 7' = vy S, = 1, se obtiene:

s (W) =In { (w+2)" (v - b)k] +y (3.3.7)

que coincide con la relaciéon fundamental 3.3.1 del gas de van der Waals.

3.4. Interpretaciones

3.4.1. Gas ideal

Resulta interesante notar que el gas ideal casi surge de forma natural
del teorema de Gibbs-Duhem, pues no es necesario hacer ninguna trans-
formacion de los pardmetros extensivos U, V, N. Sin embargo, es necesario
imponer dos condiciones:
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u=nT' (3.4.1a)

s'=45'(s) (3.4.1b)

La segunda de ellas no es muy interesante, inicamente corresponde a un
cambio de variable, como se mencioné anteriormente. Atn asi es necesaria,
debido a la informacién fisica perdida al proponer a la entropia como una
funcién separable en la energia interna, o bien, al haber reducido el orden
de la ecuacion diferencial 2.2.2b en 2.2.5, mediante el operador diferencial D.

Entonces, el espacio de configuracion termodinamico no cambia la forma
de su dominio U, V, N, inicamente la superficie determinada por la relaciéon
fundamental. En otras palabras, un par de datos arbitrarios ug, vy generan
el mismo estado termodinamico en el gas ideal y en el sistema auxiliar, y
la relacién entre la evolucién de ambos sistemas durante un proceso cuasi-
estatico estd dada por la condicién 3.4.1b.

Por otro lado, la condicién 3.4.1a puede considerarse una relacién arbitraria
entre dos formulaciones del espacio de configuraciéon termodinamico, total-
mente ajenas. En tal caso, el gas ideal, que constituye el sistema termo-
dindmico mas sencillo al no contemplar ningiin tipo de interaccién interna,
surgiria de forma totalmente analitica de la teoria termodinamica, sin con-
siderar ningun tipo de dato empirico o experimental.

Sin embargo, resulta que la expresion 3.4.1a no es arbitraria, sino que esta
estrechamente relacionada con un resultado empirico conocido como el ex-
perimento de Joule sobre la expansion libre de un gas, el cual demuestra que
la energia interna de un gas ideal (como funcién de la temperatura), siempre
es independiente del volumen [4, pg. 21-23]:

u = (T) (3.4.2)

Para probar que 3.4.2 conduce a 3.4.1a, se comienza por adoptar las trans-
formaciones idénticas 3.2.7 y utilizarlas en la definicién de temperatura del
sistema primado:

L (04 _ds (0s\ _ds 05\ _ds1
T\ ou U,_ds ou’ U,_ds ou U_dsT
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entonces:

ds' T
ds T’
Debido a que el lado izquierdo de esta 1ltima expresion es una funcién que
solo depende de la entropia, se puede derivar a ambos lados manteniendo s

constante:
(N 9 (TN L 9T\
Oou \ ds S_au T ), ou \T' S_

y debido a 3.0.3a:

o (T 0 U 0 ru
8u<T’>S_8u<(1—n)sT’)S_O ~ %(F)S_O

Finalmente, utilizando el experimento de Joule 3.4.2:

(3.4.3)

d ru
@(ﬁ) =0 = u=nT"
Entonces, la expresion 3.4.1a no puede deducirse inicamente de considerar
3.4.1b y las transformaciones idénticas de los parametros fundamentales.
Por tanto, el experimento de Joule es el inico dato empirico que caracteriza
al gas ideal, la ecuacién de estado 3.2.2b no es necesaria para el método
desarrollado.

3.4.2. Gas de van der Waals

El conjunto de transformaciones 3.1.1 y 3.1.3 se reduce unicamente a
3.4.1b en el caso ideal. Para un sistema no ideal, por el contrario, se vuelve
relevante la existencia de las transformaciones 3.1.1 de los pardmetros ex-
tensivos, que lleven consigo la informacion fisica correspondiente al tipo de
interaccion interna que presente el sistema. Debido a tales interacciones, los
estados de equilibrio del sistema no ideal, en general, no coincidiran con los
del sistema auxiliar, ya que éstos tltimos coinciden con los del gas ideal; sin
embargo, aun se sigue considerando que la evoluciéon de dichos estados es
independiente de la relacién entre ellos (ecuacién 3.4.1b).

Como parte del modelado del gas de van der Waals, se asume la existencia
de una serie de parametros efectivos:
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vh=v"—b (3.4.4a)
;o a

De =P + ) (3.4.4b)

T, =T (3.4.4c)

donde esta ultima surge al considerar que las interacciones internas no mo-
difican la temperatura del sistema. Estas expresiones se utilizaron para pos-
tular la energia interna efectiva u, de forma empirica; sin embargo, en el
procedimiento expuesto en la seccién 3.3, se puede observar que si se cono-
ciera de ante mano u,, (u/,v") en lugar de p,, y T/, este método nos permitirfa
conocer dichas variables intensivas efectivas, ya que unicamente se utilizan
las expresiones 3.4.1. La primera de ellas se obtiene mediante un procedi-
miento andlogo al de la seccién 3.4.1, tomando en cuenta que los parametros
efectivos son aquellos respecto a los cuales el sistema se comporta como un
gas ideal, por lo tanto, debe ser valido el experimento de Joule para dichos
parametros:

up, = u,, (T7) (3.4.5)

e

Para expresar esta ultima igualdad en términos de las variables del sistema
primado, se comienza por utilizar la definicién de T" y la identificaciéon u = u),
yv=u.:

L (08 _ds( (95N (o) _(05\ (0w
T \ou' ), ds ou), \ou ), ov), \ou /),
_df (05 (0w _ds(0s) _ds'1
~ ds \ Ju » \ou/ U,_ds ou U_dsT
entonces:

= (3.4.6)
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Luego se utiliza la definicién de la temperatura efectiva:
1. [0 [ [9 o’ N as' o’
0 \ou, ), \\ow/),\ou./), o' )., \ou., ),
_ (08 o’ 1o
\ow o \oul, ) ., T\ oul, "

T =T

entonces:

por lo tanto, 3.4.5 puede escribirse como:

u=u(T")

Esta ultima expresion junto con 3.4.6 conducen a la existencia de una cons-
tante n tal que:

u=nT"

De forma inversa, también es posible encontrar la energfa u/, de forma analiti-
ca utilizando sélo las expresiones 3.4.4. Primero se observa que v, sélo de-
pende de v, por lo tanto, al desarrollar nuevamente la definicién de 7. se

llega otra vez a:
L ()
T7  T" \ Oul o

y dado que T/ = T, entonces:
o’ _
8u/e vl a

Por lo tanto, existe una funcién g tal que la energia interna efectiva es de la
forma:

u' =g + g (ve)
o de forma equivalente, una funcién f tal que:

u, =u' + f (V') (3.4.7)

Utilizando 1.6.7, la diferencial del calor efectivo por unidad de ntimero de
particulas para un proceso cuasi-estatico es:
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5q., = T.ds'

Entonces, usando la igualdad 3.4.4c:

6, =T.ds' =T'ds = d6q,=0dq (3.4.8)

Se puede llegar a una expresién igual para el sistema no primado utilizando
la ecuacién 3.4.6, que también es vélida para el gas ideal, lo cual indica
que las transformaciones propuestas para ambos gases dejan invariantes los
intercambios de calor. Ahora, escribiendo la igualdad 3.4.8 en términos de
la primera ley de la termodindmica (1.6.4):

du' — 6w’ = dul, — dw,,

donde w' y w!, representan el trabajo mecénico en su respectiva descripcién
del sistema primado, dividido entre el niimero de particulas. Dado que se tra-
baja unicamente con procesos cuasi-estaticos, se puede utilizar la expresion
1.6.5:

du' + p'dv’ = dul, + pldv),
Utilizando 3.4.7:
df

du' +p'dv = du' +df +pldv, = pdv = 7

de/ + pled’l]é

y 3.4.4a para reescribir dv.:

df df a
p/dU/ = Wd’l)l +p/ed1)/ = @ = p/ — ple = —?
Integrando la expresién anterior:
F) ==

Entonces, la energia interna efectiva es:
a

!/ !/
U =U + -~
v

que coincide con aquella propuesta en la seccién 3.3. Es importante notar
que la identificacién v = u, y v = v, no es arbitraria, ya que las variables
extensivas del sistema auxiliar no primado coinciden con las de gas ideal,
por lo tanto, pueden identificarse con las variables efectivas. De este modo,
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serfa incorrecto hacer la identificacién T'= T/, ya que T no coincide con la
temperatura del gas ideal, como se vio en la seccion 3.2.

Con esto queda claro que para describir por completo al gas de van der
Waals, sélo es necesario postular un par de transformaciones v/ (uv',v’) y
ul, (u',v"), bajo la hipétesis de que tales pardmetros se comportan de forma
ideal, cumpliendo el experimento de Joule; o, de forma inversa y un poco
més apegada a la derivacién histérica, conocer v., p. y T, para encontrar
ul (u/,v"). En ambos casos, la ecuacién de estado:

a
+5) (w=b) = kT
(p 2) )
no es necesaria para describir por completo al sistema.
El hecho de que en ambos sistemas sélo sea necesario recurrir a datos empiri-
cos para encontrar 7" (u/,v") (y con ello deducir p’ (u/,v") y s’ (v/,0") de forma

analitica), es un resultado generalﬂ (siempre que se pueda aplicar la simpli-
ficacién 3.4.1b). Para ver esto, se expresa T" y p’ de forma compacta:

1 (o8 _ds (1 [0u p [ Ov _ds ,
7= <au> = s <T (W)v,w (m)) =5 1 ()

o 0s’' ds' (1 [ Ou p [ Ov ds' ,
— = —_— = — — —_ —_ R — 7(1)
T <8v’)u, ds \T \ov'/, 7 \ow o ds ° (')

Donde las funciones 1 y ®5 siempre se pueden obtener de las transfor-
maciones u (v, v") y v (u/,v'), ya que los pardmetros T y p son conocidos.
Combinando estas dos expresiones se obtiene:

p (W) = D (o o (3.4.9)

Que representa una forma general de la presién, para cualquier sistema ter-
modindmico descrito por las transformaciones u (u/,v") y v (u/,0).

! Agradezco al Dr. Carlos Ramirez Ramos, cuyos cuestionamientos dieron pie a esta
ultima conclusién.
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3.4.3. Sistema auxiliar

Los sistemas termodindmicos resultan inseparables de las propiedades
empiricas que los caracterizan, en ocasiones presentadas en forma de ecua-
ciones de estado; sin embargo, todos deben cumplir el teorema de Gibbs-
Duhem. Por lo tanto, los datos empiricos (como el experimento de Joule)
caracterizan las soluciones de la ecuacion diferencial 2.1.4, pues si bien ca-
da sistema obedece relaciones distintas, todos deben ser soluciones a dicha
ecuacién; en otras palabras, los datos empiricos son observaciones que ayu-
dan a elegir (o a encontrar) que solucién es la que describe al sistema de
interés. Por ejemplo, la entropia:

s (u,v) = In (u™ 0P~ %) + 5

denota una familia de soluciones a la ecuacién 2.1.4, caracterizadas por las
constantes ¢, ¢p, v (0, de forma equivalente, por las constantes «, n, S,). Esta
familia describe un gas ideal, cuyo tipo depende de los valores obtenidos para
Cv, Cp,7Y; PoOr ejemplo, para un gas ideal monoatémico se tiene:

cv—§k

2

5

= —k
Cp 5

5 dmm 2
=-k+kl
=gkt n<3m>

Entonces, puede ocurrir que de esta familia de soluciones, sélo unas pocas
correspondan a sistemas fisicos (o a idealizaciones de los mismos) que se
hayan observado en la naturaleza, y dichas soluciones se seleccionan en base
a los datos experimentales. Asi, sucede que la familia utilizada como sistema
auxiliar:

S(U,V,N) = SU'"VeNs

posee entre sus miembros a un sistema fisico de gran relevancia teérica. Para
ver esto, se toma de la primera ecuaciéon paramétrica de estado 3.0.3a:

T_ U B Urv-aeN-—8
(1-n)S  (1-n)S,
aquella solucién tal que @ = n = %,B = 0; el resultado es la ecuacién

que describe la relacion entre la temperatura y la energia interna para la
radiaciéon de un cuerpo negro:
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% =oT* (3.4.10)

1 L _—
con 01 := (1 —n)S, la constante de radiacion. Por consiguiente, la forma
del sistema auxiliar corresponde (salvo la determinacién de constantes) a la
entropia para la radiacién de un cuerpo negr

S(U,V) = % (aVUS)i (3.4.11)

la cudl puede corroborarse, junto con 3.4.10, en [7, pg. 24-25].



cAaPiTULO 4

Conclusiones

El resultado tedrico fundamental utilizado en este trabajo es el teore-
ma de Gibbs-Duhem, el cudl establece una relacion entre la entropia y sus
primeras derivadas, dandole cierta estructura geométrica al espacio de con-
figuracion termodinamico, junto con las superficies y las trayectorias que en
él pueden existir. Aprovechando este hecho, el método propuesto se basa en
transformaciones que preserven las propiedades geométricas del espacio de
configuracién, es decir, transformaciones entre dos sistemas termodindmicos
independientes, que al relacionarse, se vuelven dos descripciones distintas
del mismo sistema (tales transformaciones son invertibles y de clase C2, por
lo tanto, es posible pasar de una descripcién a otra y viceversa). Uno de
estos sistemas es aquél que interesa describir (aqui denotado como el sis-
tema primado), mientras que el otro es un sistema auxiliar (no primado),
obtenido al resolver de forma sencilla la ecuacién diferencial:

928 9%S 928 928
2 —V? — N? —2VN——— = 4.0.1
v oU? ov? ON? OVON 0 (4.0.1)
dando como resultado:
S(U,V,N) = SoU'"VeNs (4.0.2)

Una primera ventaja de utilizar la solucién 4.0.2, al menos en los dos sistemas
discutidos, es que permite debilitar la generalidad de la transformacion de
la entropia especifica:

/
s=s (u’ , U )
a una expresién de la forma:

47
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s =5'(s) (4.0.3)

yva que la igualdad 4.0.2 provee de cierta estructura a la superficie determi-
nada por la relacion fundamental. Por lo tanto, la identidad 4.0.3 es una
consecuencia del desarrollo del presente método, que matematicamente se
explica como un cambio de variable para resolver la ecuacién 4.0.1, y fisica-
mente se traduce en una correspondencia entre la evolucién de los sistemas
termodinamicos al participar en un proceso cuasi-estatico, que es indepen-
diente de los estados de equilibrio por los que pasa cada sistema durante
dicho proceso.

4.1. Reduccion del niimero de relaciones empiricas

Para el método desarrollado en este trabajo, la caracteristica fundamen-
tal del gas ideal es que su energia interna depende tinicamente de la tempe-
ratura (experimento de Joule); el resto de sus propiedades termodindmicas,
tales como el comportamiento constante de sus capacidades calorificas, o la
famosa ecuacién de estado que relaciona los parametros extensivos e inten-
sivos:

pv = kT (4.1.1)

son en realidad consecuencias de aplicar ciertas propiedades del espacio de
configuracién termodindmico. Asi, la relacién fundamental del gas ideal pue-
de ser deducida a partir del método desarrollado, inicamente considerando
el experimento de Joule como dato empirico.

Esto contrasta con la descripcién histérica, donde la ecuacion 4.1.1 se en-
contré de forma experimenta]lﬂ y es necesaria junto con:

u=c,T (4.1.2)

para hallar la relacién fundamentaﬂ A su vez, la igualdad 4.1.2 es una con-
dicion mas fuerte que el propio experimento de Joule, ya que proporciona

'En [12] se encuentra una derivacién experimental de 4.1.1 (pg. 106-108) y de las
capacidades calorificas (pg. 114-116). En [4] se obtiene la expresién 4.1.2. ya sea usando
de antemano el experimento de Joule (pg. 23) o aplicando la teorfa termodindmica junto
con 4.1.1 (pg. 59-62), en ambos casos es necesario considerar ¢, constante.

2Por ejemplo, los desarrollos hechos en [2, pg. 66-68] y [5, pg. 9-10].
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de forma explicita la dependencia u(T") y requiere que ¢, sea una constante,
hechos que no es necesario suponer con este método.

Por otro lado, la ecuacion de van der Waals:

(p n %) (v—b) = kT (4.1.3)

fue propuesta histéricamente como una modificacién de la ecuacién 4.1.1 al
introducir una presién y un volumen efectivos, suponiendo que la tempera-
tura permanece invariante. Sin embargo, por si sola no es capaz de describir
por completo al sistema de van der Waals, también es necesario suponer que
la temperatura T se comporta igual al caso ideal con respecto a una energia
interna efectiva, propuesta también de cierta forma empiric

En este trabajo se consideran unicamente las expresiones usuales de tem-
peratura, presién y volumen efectivos, sin establecer ninguna relacion entre
ellos. Se supone ademads que tales pardmetros se comportan por si solos de
forma ideal, obedeciendo el experimento de Joule. Este par de condiciones
son suficientes para encontrar la expresion de la energia interna efectiva y la
relacion fundamental de este sistema, demostrando que se preserva la forma,
de la ecuacién 4.1.1 con respecto a los pardmetros efectivos.

Asi, el método aqui propuesto ha conseguido reducir la dependencia de las
ecuaciones de estado en los datos empiricos, al introducir ciertas propiedades
a la relacién fundamental derivadas de un sistema termodinamico auxiliar.

4.2. Limitaciones del método

La primera limitante del método, tal como se ha presentado, es que se
ha utilizado Unicamente en dos sistemas termodinamicos que no sélo son
bien conocidos, sino relativamente sencillos. Ademas, puede ocurrir que las
suposiciones matemdticas o empiricas necesarias para encontrar s’ (u’,v’),
tales como:

s’ =§(s) (4.2.1a)

u=nT (4.2.1Db)

3por ejemplo, en el desarrollo hecho en [2, pg. 74-76] o [4, pg. 73-74].
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no sean del todo intuitivas, sobre todo para sistemas més complejos, ya
que ninguna de las dos expresiones anteriores es de caracter general. 4.2.1a
requiere que la entropia s’ pueda expresarse en términos de productos ho-
mogéneos de las transformaciones de las variables extensivas; por otro lado,
4.2.1b requiere que el sistema se comporte como un gas ideal respecto a
ciertos parametros efectivos.

También puede ocurrir que los datos empiricos necesarios para modelar al
sistema no puedan escribirse unicamente como funcién de los parametros
extensivos, sino que aparezca la temperatura, por ejemplo; tal como ocurre
en la ecuacién de Redlich-Kwong [8]:

kT a
= — 4.2.2
P=0 VTv(v+b) (4.2.2)
o de Dieterici [12, pg. 135]:
T a
p= vk— be_m (4.2.3)

En este caso tendrian que estudiarse las propiedades de transformaciones
que ya no dependan unicamente de las variables extensivas, sino también de
las primeras derivadas de la entropia.

4.3. Algunas motivaciones

Salvo las dos limitaciones mencionadas en la seccién anterior, el méto-
do funciona utilizando un sistema auxiliar y proponiendo un conjunto de
transformaciones de los parametros u,v, que lleven consigo la informacién
correspondiente a la interaccion interna que presente el sistema que se desee
describir. Al considerar mads interacciones, mds serd la informacién fisica
que se deba compensar en las transformaciones. También deben considerar-
se ciertos aspectos empiricos del sistema a modelar, para asi poder establecer
vinculos analiticos entre ambas descripciones del espacio de configuracion.

Una primera alternativa para tratar con las limitaciones del método es susti-
tuir al sistema auxiliar 4.0.2, por algiin otro sistema termodindmico que sea
cercano al que se desea describir, y cuya relacion fundamental sea conocida.
Por ejemplo, para describir al gas de van der Waals, utilizar como sistema
auxiliar s(u,v) al gas ideal.
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Otra alternativa esta relacionada con la famosa férmula de Boltzmann para
la entropia [5, pg. 27]:

S(U,V,N) =kInQ(U,V,N) (4.3.1)

donde Q(U,V, N) es el nimero de microestados en el estado de equilibrio
U,V, N. Dicha ecuacién sugiere que la entropia, en muchos casos, debe tener
una forma logaritmica, tal como en el gas ideal o el gas de van der Waals.
Por lo tanto, resulta interesante expresar 4.2.1a como un logaritmo, sim-
plificando una de las limitaciones del modelo y con ello, obtener una gran
variedad de sistemas termodinamicos que consideren diferentes correcciones
a la energia interna y al volumen.

Con todo lo anterior, queda claro que el estudio de las propiedades de las
transformaciones, puede ayudar a generalizar este método. Para ver esto de
forma mas clara, se hace una pequena analogia:

El procedimiento que aqui se ha desarrollado tiene mucha similitud con aquel
utilizado en la teoria de Hamilton-Jacobi y las transformaciones canénicas
(ampliamente discutidas en [11] y [6]). En esta formulacién, la ecuacién de
Hamilton-Jacobi resulta, en la mayoria de los casos, demasiado complicada
para resolverse por métodos usuales; por lo tanto, se postula un conjunto
de transformaciones del espacio de las fases en si mismo, cuya caracteristica
fundamental es que preservan la forma de las ecuaciones de Hamilton.

Particularmente, puede pedirse que estas transformaciones sean tales que la
hamiltoniana en el nuevo sistema sea constante, despojandola de toda la in-
formacion fisica que poseia. De esta forma, son las propias transformaciones
las que recuperan tal informacién, y el problema de resolver una ecuacion
diferencial se convierte en el problema de encontrar las transformaciones del
espacio de las fases en si mismo.

En este trabajo, la ecuacion 4.0.1 es el andlogo a la ecuacion de Hamilton-
Jacobi, ya que la entropia, al igual que la accién, se postula como una funcién
que obedece un principio extremal, que concluye en la obtencién de las ecua-
ciones de estado (que caracterizan al sistema), las cuales son anélogas a las
ecuaciones de movimiento en mecanica.

La preservacion de las ecuaciones de Hamilton genera que las transforma-
ciones candnicas conecten dos descripciones auténomas en el espacio de las
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fases; de la misma forma, aqui se postula que estas trasformaciones ocurren
entre dos descripciones distintas del sistema en el espacio de configuracion,
por lo tanto, se preserva el teorema de Gibbs-Duhem:

U—ST+pV —uN =0

Esto motiva la idea de ablandar las limitaciones que posee este método,
mediante el estudio de las propiedades matematicas de estas transforma-
ciones (de la misma forma que en mecénica se estudian las propiedades de
las transformaciones candnicas), para asi conseguir mejores criterios que las
caractericen. Un pequeno ejemplo de esto se vio en el capitulo 3, donde
al considerar la transformacion en la energia interna justamente como la
energia efectiva, ambos sistemas intercambian la misma cantidad de calor
en un proceso infinitesimal y, en muchos casos, los invariantes son los que
caracterizan a un grupo de transformaciones.

Finalmente, la obtencién de un sistema termodinamico de gran relevancia
tedrica para la fisica (la radiacién de cuerpo negro) como una solucién a una
ecuacién diferencial de la entropia, asi como su vinculo con el gas ideal y el
gas de van der Waals a través de automorfismos, motiva no sélo el estudio
formal de dicha ecuacién, sino la posibilidad de encontrar nueva informacion
o nuevas relaciones entre los sistemas termodinamicos.

Entonces, el método aqui desarrollado se presenta como una alternativa
mas, para la amplia e importante labor de obtener ecuaciones de estado en
termodindamica, mediante el uso de una solucién particular a la ecuacién
4.0.1, y un conjunto de transformaciones de los pardmetros extensivos que
modelen y describan al sistema.
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