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Introduccion

El problema que inspir6 esta tesis fue entender el movimiento de la 6rbita de un sa-
télite que sigue una orbita kepleriana que es perturbada por la fuerza de la luna y la
fuerza que genera el achatamiento de la tierra.

Debido a que las fuerzas perturbativas que son la fuerza de la luna y la del achata-
miento de la tierra son pequefias en comparacion con la fuerza de atraccién de la tierra
al satélite (la fuerza que la tierra ejerceria sobre el satélite si fuera esférica), se decidié
usar las ecuaciones diferenciales que describen el cambio de los elementos 6rbitales
con respecto a dichas fuerzas perturbativas [POL], lo cual nos permitird conocer como
cambia la 6rbita del satélite con el tiempo mediante el enfoque de la teoria asintotica
de promedios, sacando partido de la naturaleza oscilatoria del problema y de cuanto
puede simplificar el problema.

La teoria asint6tica de promedios se utiliza en este trabajo para encontrar el efecto
promedio del cambio de los elementos 6rbitales al integrar éstos sobre un periodo del
satélite y ver cudles de éstos cambian, cuales no y a qué 6rdenes lo hacen. Suponemos
que hay un pardmetro pequeio, que en este caso resulta ser la excentricidad de la 6r-
bita del satélite y la razon entre los radios del satélite y de la luna. Esto se explicard con
mayor detalle en el capitulo 4.

En el capitulo 1 se describe detalladamente el problema, al igual que su importancia
y grosso modo el contexto histérico de éste.

Se explican los parametros o elementos orbitales y sus ecuaciones de cambio en el
capitulo 2.

Se revisa en el capitulo 3, asi como el nombre del capitulo lo indica, el planteamiento
general del problema. Se explica la importancia de subdividir el planteamiento general
en subcasos los cuales ademds de simplificar la resolucién del problema, toman cierta
relevancia incluso en las caracteristicas de los satélites segtiin su funcion.

En el capitulo 4 se empieza a resolver el problema considerando la perturbacion de-
bida al movimiento de la Luna en 6rbita circular y considerando la tierra esférica. Se
divide el problema en dos casos, cuando la 6rbita inicial satelital es circular y cuando es
eliptica. En la primera subseccién del segundo caso se describen los dngulos de Euler,
piezas fundamentales en la resolucién del problema cuando la 6rbita inicial satelital es
eliptica. En este capitulo se introducen las principales nociones de la teoria asint6tica



de promedios y se resuelve el primer caso con ella. También se hacen las simulaciones
numéricas correspondientes al caso de la 6rbita inicial satelital eliptica, para demos-
trar la veracidad de los resultados obtenidos y la eficiencia del método utilizado.

En el pendultimo capitulo se resuelve el problema considerando inicamente la per-
turbacion que la tierra achatada genera sobre el satélite, utilizando los resultados des-
critos en [OLV]. Por el principio de superposicion de fuerzas newtonianas, se sumaran
los resultados obtenidos con los del previo capitulo, obteniendo los resultados genera-
les del capitulo anterior.

En el dltimo capitulo, se estudia el méas general de todos los casos revisado en esta
tesis, cuando la configuracion inicial de la 6rbita satélital es mds compleja con respec-
to a la ecliptica lunar. Se completa con visién geométrica, al igual que se ha hecho alo
largo de la historia de la astronomia, el espectro del contenido de esta tesis.

Las ecuaciones que determinan el movimiento de los pardmetros orbitales se dedu-
cen en el apéndice A, de acuerdo a como se explican en [POL], revisando cada uno de
los elementos Orbitales.

En el apéndice B, se demuestra la crucial relacion entre la anomalia verdadera y el
tiempo, misma que se explica en el capitulo 4, al igual que su importancia, con base en
[MUE].

Por ultimo, en el apéndice C, se explica el proceso limite, mediante el cual funda-
mentamos en el capitulo 6 que el achatamiento de la tierra se puede replicar matema-
ticamente en el estudio de esta tesis colocando dos masas negativas en cada uno de
los polos de ésta.

Sin mas, concluimos esta breve introduccion.



Capitulo 1

Algunos preliminares

Newton, Kepler, Tycho Brahe y Copérnico, asi como otros grandes personajes de la
historia, fueron participes del gran descubrimiento que ha influido radicalmente en la
historia moderna: todos los cuerpos celestes siguen una trayectoria establecida, que
puede ser eliptica, parabdlica, hiperbdlica o casos degenerados de éstas. No obstante,
dichas trayectorias c6nicas no son del todo estaticas, pueden estar en constante cam-
bio, debido principalmente a la atraccién de cuerpos con gran masa (en comparacion
ala masa del cuerpo cuya trayectoria se considere, y considerablemente cerca de éste),
capaz de ejercer una fuerza cuya magnitud altere el viaje del cuerpo sobre el enorme
universo [NOR].

Estas fuerzas que cambian el rumbo de los cuerpos astronémicos, como bien su natu-
raleza lo indica, se denominan fuerzas perturbadoras y dependen de las circustancias
del objeto en cuestion con respecto a los demds astros cercanos. Por ejemplo, depen-
den de su masa y distancia con respecto a la de dichos cuerpos, pues las fuerzas gober-
nantes del movimiento de los cuerpos son las generadas por el campo gravitacional
creado por los demds astros, y como dedujo Newton, sin involucrarnos en teorias re-
lativistas, a primera escala dichas fuerzas son proporcionales al producto de las masas
e inversamente proporcionales a las distancias que hay entre ellos, con constante de
proporcionalidad G, la constante de gravitacion universal [POL]. Ademads, de acuerdo
con la tercera ley de Newton, la fuerza que aplica la naturaleza a los dos cuerpos simul-
tdneamente es de igual magnitud [MAR], como se muestra en la figura 1.1.

En este trabajo, nos embarcaremos en el estudio de cobmo un cuerpo, cuya masa
es despreciable con respecto a otros dos, con masas grandes, se mueve, consideran-
do como fuerzas perturbadoras las que generan sobre el primer cuerpo las otras dos.
Supondremos que la masa del primer cuerpo es tan pequefa, que la fuerza que ésta
genera sobre los demds es despreciable y por ende consideraremos que por parte de
esa masa no hay fuerza alguna que desemboque en ningtin cuerpo a considerar im-
portante en este trabajo.

Aunque consideraremos el movimiento de una masa pequefia perturbada por otras
dos mucho mayores, en general, con el método que describiremos en las paginas pos-
teriores, se podria conocer el cambio de la trayectoria de un cuerpo, considerando que
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Figura 1.1: Fuerzas Newtonianas.

la fuerza perturbadora es generada por cualquier nimero de cuerpos, e incluso con
fuerzas perturbadoras de otra naturaleza.

En particular, al estudiar el movimiento de cuerpos de suma importancia para la tec-
nologia actualmente que son los satélites, se tomardn en cuenta en esta tesis, las prin-
cipales dos fuerzas perturbadoras que a éstos atafen.

La primera fuerza es la fuerza perturbadora de la Luna, pues ademads de estar muy
cerca de la Tierra y por ende de cualquier satélite, también es muy grande en compa-
racion con éstos.

La segunda fuerza radica en que nuestro planeta no es completamente esférico, tie-
ne un relieve pronunciado capaz de alterar el movimiento de cualquier satélite, pues a
niveles exactos de precisién cualquier minima imperfeccidon cuenta, y si no se conside-
raran dichas perturbaciones, la trayectoria resultante podria no corresponder exacta-
mente con la trayectoria observada. Una caracteristica predominante, por ejemplo, es
el hecho de que el didmetro de la Tierra sobre el ecuador mide 12,756 km, mientras que
el didmetro de polo a polo mide 12,714 km, es decir, la Tierra estd ligeramente achata-
da en los polos y abultada en el ecuador, resultado de la fuerza centripeta a causa de
la rotacion de nuestro planeta a través del tiempo. De ahi, que en primera instancia,
nuestro planeta se pueda aproximar por un esferoide oblato (véase la figura 1.2).

Como el satélite es mucho mads préoximo a la Tierra que a la Luna, las posibles de-
formidades que pudiera tener la Luna no nos interesardn, pues de existir, sus efectos
seran casi nulos.

Desde hace unas décadas cuando la Unién Soviética puso en 6rbita el primer satélite
artificial Sputnik para demostrar la vialidad de los satélites artificiales en 6rbita terres-
tre, ha sido de suma importancia, por diversos motivos, poder predecir exactamente la
posicion de los satélites para todo tiempo. Pero como ya hemos comentado, el satéli-



Figura 1.2: Esfeoride

te no solo avanza sobre una trayectoria eliptica, sino que conforme el tiempo avanza,
y las fuerzas perturbadoras estan presentes, los parametros orbitales que determinan
una y s6lo una 6rbita, cambian con respecto al tiempo [POL].

Para ello es fundamental poder determinar la posicién de una 6rbita eliptica con un
nimero minimo de pardmetros (a fin de simplificar el problema) y con base en éstos
poder determinar el cambio de la 6rbita al determinar su variacién con respecto al
tiempo. Dichos parametros recibirdn el nombre de parametros orbitales, tema que se
abordara en las paginas consecutivas.






Capitulo 2

Parametros oOrbitales

Los parametros o elementos orbitales son las variables que determinan la posicién
exacta de una orbita kepleriana eliptica en el espacio y el tiempo. Por facilidad los pri-
meros serdn angulos, aunque bien se pueden utilizar otras coordenadas, por ejemplo
las coordenadas de Jacobi.

Algunos de dichos dngulos sé6lo son un caso particular de los dngulos de Euler, que
constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares que sirven para especificar la
orientacion de un sistema de referencia de ejes ortogonales, movil, respecto a otro sis-
tema de referencia con ejes ortogonales fijos. Esto se puede visualizar en la figura 2.1,
donde el sistema fijo es el sistema, (X, ¥, 2), y el mévil, (7, &, ¢).

Ademads, como veremos en la seccién 2 del capitulo 2, cualquier punto en el sistema,
(X,¥,2), se puede encontrar en términos del sistema, (7, &, ¢), por medio de dichos 4n-
gulos y por tanto la orientacion de cualquier cuerpo en el sistema fijo.

En este caso, estudiaremos la 6rbita de un satélite alrededor de nuestro planeta, aun-
que siempre se puede pensar en la 6rbita de un astro en general. Por la anterior razon,
de principio fijaremos en el origen del sistema fijo, (¥, ¥, Z), el punto que concentra la
mayor masa de la Tierra o el centro de la esfera que corresponderia a la Tierra al su-
ponerla esférica, pues como se sabe, la suma de las fuerzas generadas por todos los
pedazos infinitesimales que conforman una esfera, es la misma que la fuerza generada
si consideramos toda la masa concentrada de ésta, en su centro de masa [POL]. Por
consiguiente, los pardmetros orbitales son las variables que determinan una trayecto-
ria eliptica alrededor de la Tierra, en el espacio, en un sistema de referencia con origen
en el centro de la Tierra. Estos son determinados por medio de dos sistemas de coor-
denadas ortonormales, uno fijo, (¥, 7, 2), y el otro variable, (¥, &, ¢).

El sistema coordenado variable, asi como se define, estda determinado por el vector
del satélite, 7, el vector director para todo tiempo del cuerpo cuya trayectoria quere-
mos conocer. El momento angular, ¢ = 7 x U, es una cantidad que se conserva en el
tiempo, siempre y cuando no haya ninguna fuerza perturbadora presente, y por ulti-
mo,d@ =T X C.



La excentricidad, e, y el semieje mayor, a, forman parte de los elementos mds im-
portantes de una 6rbita eliptica, pues determinan la forma de la elipse. Aunque per-
tenecen al conjunto de los elementos orbitales, como es evidente, no determinan su
posicién espacialmente.

También es un parametro orbital el tiempo que tarda en pasar el satélite por el peri-
geo desde la posicidn inicial, 7, sin embargo, podemos ignorarlo puesto que a nuestro
problema no contribuye mayormente, pues siempre podemos considerar a 7 = 0 en
terminos practicos como condicion inicial, es decir, podemos pensar que desde el mo-
mento inicial que se manda el satélite al espacio, éste se encuentra ya en el perigeo,
pues asi se construira su 6rbita, y cada vez que se recostruya ésta, se hara de tal forma
que el satélite esté en el perigeo.

Una caracteristica importante de la trayectoria del satélite o del cuerpo en general,
no solo es la 6rbita sobre la cual éste avanza, sino que también es importante saber
como éste gira cuando recorre su 6rbita. El momento angular, mide el estado de giro
instantaneo, por medio de la magnitud del vector velocidad angular, ¢.

Antes de especificar algo mds sobre el tema, es importante para lo consecutivo re-
cordar bdsicos aunque asombrosos resultados de la Mecanica Celeste. El movimiento
de un cuerpo celeste, bajo la influencia de una fuerza de campo central, jse mueve so-
bre un plano! al cual se denomina ecliptica. Y, como ya lo habiamos mencionado se
mueve con movimiento conoidal. En el caso eliptico, el vector excentricidad al igual
que el vector velocidad, siempre perteneceran al plano, ra, que por supuesto, alberga
al movimiento del satélite al contener a los vectores, 7, y @.

Los restantes tres parametros orbitales determinaran la posicion de la 6rbita del sa-
télite en la ecliptica, y la ecliptica en el espacio, conociendo asi perfectamente la tra-
yectoria del satélite.

Dentro de la categoria de los elementos orbitales que determinan la posicién de la
orbita del satélite y cuando ya se le ha dado una forma en especifico a esta 6rbita por
medio de los pardmetros e, y a, se encuentra el primer parametro orbital; w, el &ngulo
de la interseccion de los planos, ra, y xy, es decir, la interseccién de la linea de nodos,
7, con el vector excentricidad (véase la figura 2.1).

Los parametros Orbitales que determinan la ecliptica en el espacio son dos: el 4&ngu-
lo entre los €jes, ¢,y Z; i, es decir, la inclinacién de la ecliptica sobre el plano, (%, 7), y Q,
el &ngulo entre el eje X y la linea de nodos, es decir, la orientacién del plano inclinado
(ecliptica), sobre el plano, (X, y), los cuales como ya se habia comentado, son algunos
de los dngulos de Euler.

Resumiendo, nuestro principal objetivo serd poder predecir la posicién de un saté-
lite alrededor de nuestro planeta para todo tiempo. Esto nos conduce naturalmente a
conocer su trayectoria sobre un sistema coordenado fijo, el cual consideraremos co-



Figura 2.1: Parametros Orbitales.

mo, (%, ¥,Z2), y por lo tanto, a utilizar los pardmetros orbitales. Empero, al considerar
las fuerzas de perturbacion, éstos cambiardn conforme el tiempo avanza. Por suerte
sabemos cémo cambian con respecto al tiempo en términos de, Fy, F, y F., proyec-
ciones de la fuerza general perturbadora, ﬁp, sobre los ejes, @, 7 y ¢, respectivamente.
Estos cambios son determinados por las ecuaciones diferenciales en (2.0.1), las cuales
se deducirdn en el apéndice A [POL)].

c=TrF,,
e+2cos(f) + ecos®(f)

)

. C c
é=—Fysen(f)+—Fq
[0 [0

1+ ecos(f)
ﬂ = EF cos(w+ f)
dt ¢ ¢ ’
G- IF sen(w + f)
¢ ¢ sen(d) (2.0.1)

r . cos(i)sen(w + f) .\ c+ru

= —éF, cos(f) - =F Fasen(f),

sen(i) uec
. a’e a‘c
a=2—F;sen(f)+2—F,,
c ur
. 1
T=——
paesen(f)

rc—§ e(t—1)sen(f) Q—Le’cos(f)
e ! uesen(f) '






Capitulo 3

Planteamiento general del problema

Como hemos visto, el principal objetivo en esta tesis serd poder rastrear la posicién
de los satélites en el tiempo y espacio. Para llevar a cabo dicha tarea, veremos en el
principio de superposicion de fuerzas gravitacionales el primer paso importante a es-
tudiar en el problema que nos concierne.

Consideraremos tinicamente la fuerza de atraccion de la Luna y la generada por la
forma achatada de la Tierra. Asi, al sumar dichas fuerzas, el resultado serd la fuerza
perturbadora general que se aplicara sobre el satélite en cuestion.

Para representar la fuerza perturbadora ejercida por la forma de nuestro planeta, se
haré uso de dos masas negativas, denominadas bipolos, situadas en la posicion de los
polos norte y sur de la Tierra. Esta aproximacion es similar a la que se hace en electro-
magnetismo con los modos multipolares [JACK].

Se explicaré en el Apéndice C por qué el procedimiento anterior simula una Tierra
achatada.

Gréaficamente, el planteamiento general del problema se ve plasmado en la figura
3.1.

M sera la masa de la Tierra, m;, la masa del satélite, m;, la masa de la Luna, 77, el
vector posicion de la Luna, 7, el vector posicion del satélite, +6, el vector posicién de
los bipolos, y por dltimo, r, r, y §, sus respectivas normas.

Se considerard la 6rbita lunar circular, pues el valor de su excentricidad es 0.05, y las

distancias Luna-satélite son tan grandes, en relacion a las distancias Tierra-satélite,
que esta aproximacion no afectard mayormente la validez de nuestros célculos.

Asimismo, como consideramos la mayor concentracion de masa de la Tierra en el
origen de coordenadas y la masa de los bipolos, asi como la masa del satélite son pe-
quenos, la 6rbita de la Luna basicamente no sufrird variacién alguna.

Con base en la anterior suposicion, el centro de la 6rbita lunar permanecera siem-
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Figura 3.1: Planteamiento general.

pre fijo en el origen de los sistemas coordenados (véase la figura 3.2). Supondremos la
frecuencia lunar, wy, constante, por ser la trayectoria de la Luna circular.

La masa que representa a la Tierra, M, es la que ejerce la fuerza de campo central
sobre el satélite, asi pues, origina su movimiento eliptico alrededor de la Tierra.

Las fuerzas gravitacionales ejercidas por la Luna y los bipolos generan otro tipo de
impacto sobre la 6rbita, que son las fuerzas que perturbarédn la 6rbita inicial eliptica
del satélite, generada por nuestro planeta. La suma de las dos fuerzas anteriores sera
nuestra tan mencionada fuerza, ﬁp, cuyas proyecciones sobres los ejes del sistema va-
riable, (7, &, ¢), serdn las que decidirdn el movimiento futuro de la posicién de la érbita
del satélite, pues son las que hacen variar los parametros orbitales con el tiempo.

Asi pues, la fuerza general que suma todas las anteriores sobre el satélite es,

F=F,+Fp,
donde,
-~  GMmgy
T
y
P2 G o gy g G 2 Gy y O 2 5.

[ =TP |76 [F+6 3

Aqui F, es la fuerza gravitacional principal generada por la mayor cantidad de masa
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Figura 3.2: La 6rbita Lunar es circular.

de la Tierray ﬁp la fuerza que perturbard al satélite de su posicién gravitacionalmente
estable. Asi, la fuerza total aplicada al satélite ser4,

-~ GMm Gmrm Gmem = Gem =
F=o ot (= D)t e (F = 8) + ———= = (7 + 5).
EEREA 783 |7F+8 3

Ahora ampliaremos atin mds nuestro problema ahondando nuestro estudio sobre
los satélites. Los satélites son clasificados segtin su misién, y con base en ello las ca-
racteristicas de su 6rbita son especificadas, tienen una gran gama de propdsitos, por
ejemplo, hay satélites destinados a fines militares, astronémicos, también hay satélites
de comunicaciones y de observacion terrestre; entre éstos se encuentran los satélites
meteoroldgicos y de navegacion, por no hacer una lista més detallada.

Cada satélite tiene caracteristicas particulares cuya funcionalidad requiera. Aunque
existen muchas mds caracteristicas que distinguen a los satélites y a sus Orbitas, la cla-
sificacion mds general y la que nos interesa ahora, es la mostrada en la figura 3.3. En
primer lugar estédn los satélites con la 6rbita més cercana ala Tierra, LEO (Low Earth Orbit),
éstos orbitan en una trayectoria casi circular alrededor y a una distancia entre 700-1200
km de la Tierra, su periodo orbital varia de 80 a 150 minutos, se utilizan para proporcio-
nar los datos geologicos y para la red telefénica satelital. Los satélites con 6rbita media,
MEO (Medium Earth Orbit) alcanzan una distancia de 10,000 a 20,000 km a la Tierra,
su forma también es circular, su periodo orbital es de 10 a 14 horas, primordialmente
se usan para las comunicaciones de telefonia, television y para las mediciones de expe-
rimentos espaciales. Asimismo, los satélites con una excentricidad més pronunciada;
HEO (Highly Elliptical Orbit), cuyas Orbitas son muy elipticas, son utilizados para car-



tografiar la Tierra y para misiones secretas de espionaje, pues al acercarse al perigeo,
éstos pasan muy cerca de la superficie terrestre; su periodo puede variar. Por tdltimo,
los satélites geoestacionarios, GEO, su periodo es de 24 horas, estando asi siempre por
encima de una locacion de la Tierra y s6lo se pueden conseguir muy cerca de un anillo
de 35,786 km sobre el ecuador. Algunos también tienen 6rbita circular [NOR].

Orbita ST, Orbita
MEO LEO

Figura 3.3: Tipos de 6rbitas.

Como se listd, los requerimientos de los distintos satélites son diversos y muy fre-
cuentemente necesarios para una buena funcionalidad de estos artefactos. Sin embar-
go, estas Orbitas iniciales son susceptibles al cambio, y es de vital importancia calcular
estas disgresiones para poder corregirlas y poder ubicar al satélite sobre la esfera ce-
leste.

Asi, nuestro primordial cuestionamiento seré: ;cudl es el comportamiento en fun-
ci6én del tiempo de una 6rbita establecida?, es decir, si la 6rbita queda fija o no, y si no,
;como es que cambia?. Dicho de una forma mads determinista, con base en que vimos
que los pardmetros orbitales determinan tinicamente la posicién y forma de una 6r-
bita en el espacio; ;cudles pardmetros 6rbitales se quedan fijos al avanzar el tiempo?,
;cudles cambian?, y si es que cambian, ;cémo lo hacen?.

Con una o6rbita establecida, citada en el parrafo anterior, nos referimos a que dicha
orbita tiene condiciones iniciales muy especificas. Como hay varios tipos de 6rbitas,
es necesario en este punto analizar nuestro problema en diferentes casos, que corres-
ponden, también, a los diferentes tipos de satélites antes mencionados, con o6rbitas
con condiciones iniciales dadas y estudiarlas con detenimiento.



Capitulo 4

Tierra Esférica

En este capitulo estudiaremos el caso méas simple del problema que nos concierne.
Como en primera aproximacion el planeta Tierra se puede considerar como una esfe-
ra, podremos precindir de la fuerza de atraccién generada por los bipolos que simulan
el efecto de la forma real de la Tierra sobre el satélite, reduciendo considerablemente
el problema. Asi, consideraremos el movimiento lunar como la tinica fuerza perturba-
dora.

Sin embargo, apesar de la simplicidad de esta seccion, aqui se desarrollard el cora-
z6n teodrico de esta tesis, que precederd a los cada vez mds precisos casos.

Calcularemos asi el cambio con respecto al tiempo de las 6rbitas de los satélites, to-
mando en cuenta dos orbitas iniciales.

Para ir elevando gradualmente la dificultad al problema, principio basico que uti-
lizaremos a lo largo de este trabajo y haciendo nuestra aproximacién cada vez mas
parecida a la realidad, la primera 6rbita que consideramos, al igual que la orbita lu-
nar, sera circular, pues incluso los satélites LEO y MEO tienen trayectorias circulares.
Asi que al tiempo que presentamos los conceptos requeridos para resolver problemas
cada vez mas dificiles, jugaremos con las distintas condiciones que requieren la vasta
gama de los satélites en la actualidad.

La segunda Orbita considerada sera eliptica, realidad que concuerda, por ejemplo,
con los satélites con 6rbita HEO. Aunado a este hecho, en estos primeros casos, consi-
deraremos dichas 6rbitas coplanares a la 6rbita lunar, razon por la cual, se reducird el
problema atin mas.

4.1. Orbita inicial circular
En esta seccion, como en el resto del trabajo, se pensard la frecuencia de la Luna

igual a k veces la frecuencia del satélite, a menos que se especifique lo contrario. Es
decir, que al tiempo que el satélite da k vueltas, la Luna habra dado una.
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Como ya lo mencionamos, en este primer caso, consideraremos las 6rbitas lunar y
satelital circulares y coplanares. Asi pues, nuestros elementos 6rbitales satelitales ini-
ciales satisfardn; ip = 0, ap = 9, y eg = 0, y también, w; = kw;, donde w; es la frecuencia
del satélite y wy la frecuencia lunar. Ademds, s6lo consideraremos la fuerza perturba-
dora de la Luna, pues al pensar una Tierra esférica, se deberdn omitir los bipolos y su
respectiva accion.

Noétese que cuando la 6rbita satelital es circular, wg y 9, no tienen sentido, pues por
definicién de los parametros s6lo existen para 6rbitas elipticas, no obstante, al avanzar
el tiempo éstas variables podrian obtener un valor definido, en otras palabras, la 6rbita
circular inicial podria deformarse a una 6rbita eliptica en el tiempo.

De acuerdo alo visto en la seccion 3, la fuerza total sobre el satélite sin considerar a
los bipolos es,

- GMmg, Gmims _
F= r ———(F—r171), 4.1.1)
r3 |/ -7 3
donde
_ Gmyms _,
p= (r_rL)-

A
Como se ha especificado, iniciaremos con la 6rbita satelital circular. Asi, definiremos
n = (ws —wp)t, el &ngulo entre el vector director del satélite y el de la Luna, como se
puede visualizar en la figura 4.1.

Para poder encontrar las ecuaciones diferenciales gobernantes de los elementos orbi-
tales, necesitamos encontrar las proyecciones de F), en el sistema (7, @, ¢), pues son las
que se necesita introducir en las ecuaciones (2.0.1).

Para encontrar facilmente las proyecciones de 15,9 en el sistema variable, primero he-
mos de encontrar el vector lunar proyectado en éste (figura 4.2).

Por trigonometria elemental, en el sistema coordenado, (&,7), como ¢ =Z e iy =0, el
vector lunar se escribe como,

iz =rpcos(n)? +rpsen(n)a.

Por lo tanto, la fuerza perturbativa en el sistema, (@, 7), es

- Gmrpms _ . .
F=———=F—(rpcos(n)f + rpsen(n)@)).
| i, —73

Sin embargo, como, 7 = r 7, entonces,

GmLmS ~ ~ A
———— (rf = (rpcos(n)r + rrsen(n)@)).
| -7 13

Reacomodando los términos,



Figura 4.1: Angulos lunar y satelital cuando

sus Orbitas son circulares. Figura 4.2: Proyecciones de F.
- Gmypmg Gmypmg . Gmpmg .
=3 3rLcos(n) R —— 3rLsen(n)a:.
| =71 =71 =71

De esta forma podemos conocer a F; y a Fy, explicitamente:

Gmrm
Fr:—_,—L_,;(I’_TLCOS(ﬂ)),

|7 — 7| 4.1.2)
F, = Gmyms rysen(n) h
TR T

Como introdujimos en el capitulo primero, para calcular la variacion de los pardmetros
orbitales, falta aun encontrar F,.. Sin embargo, en estas circunstancias la fuerza general
sobre el satélite vive tinicamente en el plano (7, @), por lo tanto la proyeccién sobre la
direccién de &, es cero.

FC = 0-
Por la ley de los cosenos,

S -3
| 7 — 7|

NIw

= (r2+r?=2rrpcos(m)” (4.1.3)

Factorizando rL_?’ obtenemos,

_3
2

2
|FL—F13=r (1 + (L) -2 (L) cos(n))

ry rp

Esta igualdad resultard fundamental para los cdlculos posteriores. No obstante, como
se podra observar en las paginas posteriores, el problema no puede ser resuelto con



dicha expresion escrita de tal forma, pues s6lo haria mas dificil y hasta imposible re-
solverlo.

Para desentranar el obstaculo de la no linealidad, recurriremos a ideas revoluciona-
rias en la Matematica; la aproximacién de una funcién no lineal por medio de series
infinitas. En calculo real un caso muy importante lo conforman las conocidas series de
Taylor mediante funciones polinomiales.

Por ejemplo, si

1
flx) = — (4.1.4)
(1+x)2
aproximando por medio de series de Taylor alrededor del cero y truncando hasta or-
den 2, obtenemos que

_3 3 15 ,
I+x)2=1—-—-x+—x". (4.1.5)
2 8
six={r) —2(z m.C L =0 >> t L) oz (m =0
ix=| - | cos(m). Como - =0, pues rr r, entonces | - .| cos(m) = 0.

Asi, vemos que si procede expandir alrededor de x = 0. Por lo tanto,

2
17 -7 =r3|1 3(r° 2r cos(n) +15 r’ 2r cos(n)
L — L 2\rz 1L L 8 \rz 1L L

.3 3, 6 2

15 15
=T —Er rL_5+3rrL_4cos(n)+Er“ri—;rs

- 15 5 5 2
r cos(n)+?r rp” cos®(n).

Sin embargo, como consideramos grande el valor de la distancia de la Luna a la Tierra,
rr, %Ln es muy pequefo, en particular si n es grande. Por este motivo en esta tesis, a
menos que se especifique lo contrario, s6lo nos quedaremos con potencias menores o
iguales a 4 de r—lL en las proyecciones de la fuerza gravitacional general F, y F,. Por lo

tanto,

| 7L —FP=r > (1+3rr;  cosm).

Substituyendo en (4.1.2), F, y F, quedan como,

F, = Gmpmgr;> (r +3r%r; cos(n) — 37 cos®(n) — r.cos(n)),
(4.1.6)

Fo=—-Gmpmgr;?sen(n) (1+3rr; " cos(m)).

Se necesitard hacer un parentésis para introducir nuevos conceptos que desde tiempos
de Kepler se introdujeron en la matématica celeste. El primero y més importante sera
la ecuaciéon matemadtica que describe algebraicamente lo que Kepler enuncié empiri-
camente, haciendo uso de los datos obtenidos por Tycho Brahe en sus observaciones,
la segunda ley de Kepler [NOR]. Esta alude a que el movimiento de cualquier cuerpo



celeste bajo la influencia de un campo central y cuya trayectoria sea eliptica, no sera
uniforme, de hecho, dicho cuerpo barre aréas iguales en tiempos iguales. La ecuacién
de Kepler describe como es su recorrido que por supuesto depende del tiempo; ésta se
expresa matemadticamente de la siguiente forma,

u—esen(u) = |/ £ (1 -1, 4.1.7)
a

La cantidad u recibe el nombre de anomalia excéntricay representa el angulo deter-
minado por el vector excentricidad con la recta determinada por la unién del origen
y la interseccion de la linea que corta a la elipse por donde pasa el cuerpo e interseca
perpendicularmente la direccién del vector excentricidad, con la circunferencia que
circunscribe ala elipse (véase la figura 4.3). La anomalia excéntrica u, estd intimamen-
te relacionada con la posicion del cuerpo, que a la vez se puede describir en términos
del angulo f, al cual se le denomina anomalia verdaderay que es el que va del eje ex-
centricidad hasta la linea que une el origen y la posicién del cuerpo [POL]. Asi, como
hemos visto, u esta relacionado con la anomalia verdadera f, por ende la ecuacién
(4.1.7) describe como es que la particula o cuerpo avanza con respecto el tiempo, al ser
ésta una relacion, aunque indirecta de fy ¢.

La variable p esigual a MG, donde G es la constante de gravitacion universal, y, en este
caso, cuando el cuerpo que genera el principal campo central es la Tierra, M sera la
masa de ésta. Por ultimo, y como ya habiamos descrito, T es igual al tiempo que tarda
en pasar el satélite de su posicion inicial sobre el perigeo, y a es el semieje mayor de la
trayectoria del cuerpo: la elipse.

Figura 4.3: Anomalias.

Allado derecho de la ultima igualdad, (4.1.7), se le denomina movimiento medio o ano-



malia media, pues es el movimiento uniforme que recorreria el cuerpo en la trayectoria
circular que circunscribe a la elipse en la figura 4.3.

En el caso que estamos considerando, el principal cuerpo para el cual utilizaremos la
ecuacion de Kepler seré el satélite del cual queremos conocer los cambios de la trayec-
toria.

Como en primera instancia hemos considerado su trayecto inicial una circunferencia,
e =0, entonces u = f, lo cual se puede corroborar geométricamente de la construccién
de u a partir de f (figura 4.3) o bien con la expresion analitica (4.1.7). Ademas, a = ry,
donde r; es el radio de la 6rbita inicial del satélite. Asi,

f=u= /%(t_r)_ (4.1.8)

No obstante, en la pagina 8 se concluy6 que en el caso particular cuando el cuerpo co-
rresponde a un satélite podremos considerar a 7 = 0. Como 1 = (ws — wp)t, despejando
t en (4.1.8) y sustituyendo en 7, obtenemos,

3
n= ;(ws_wL)f- (4.1.9)

Pero, como se especifico en la pagina 16 para los parametros w y Q, aunque la 6rbita
satelital sea circular en el tiempo inicial, ésta puede variar a eliptica al avanzar el tiem-
po, por lo tanto, aunque en el instante cero su semieje mayor coincida con el radio r;
de su orbita inicial, en general es una variable, asi que le llamaremos simplemente a
para ir de acuerdo con las ecuaciones diferenciales de los pardmetros orbitales.

a3
n= ;(ws—wL)f. (4.1.10)

La tercera ley de Kepler dice que el cuadrado del periodo T de una 6rbita es proporcio-
nal, con constante de proporcionalidad igual a y, al cubo del semieje mayor,

Por lo tanto,

T? = ,uas.

Como la 6rbita lunar es circular fija para todo tiempo, su semieje mayor corresponde

con el radio de su 6rbita, r;. Asi, el periodo de la Luna es T = \/ﬁ(rL)%, por lo tanto
3

. . 1 -3 . .
su frecuencia es igual a wy = ZT—Z =2mpu~2r, *. Ademds, la frecuencia lunar es k veces la

frecuencia satelital, de ahi que la frecuencia del satélite sea igual a w = %w L= kz—]’fL =

3
1 -3 .
27” p~2r; ?, delo cual, n puede ser escrito como,

3
n:ZnM_%r_% a—(l—l)f
L\ p\k (4.1.11)

:ﬁf’



3
donde f=2mp 2r, 2 (L -1) %3

Lo que resulta realmente importante de la anterior igualdad, es decir, de poner una de-
pendencia del tiempo con respecto la anomalia verdadera, es que podemos observar
la variacion de los pardmetros orbitales con respecto al cambio de la misma, lo cual
nos serd muy util, ya que por su periodicidad, nos permitird utilizar un método asinto-
tico, desarollado en sus inicios por Lagrange, para resolver sistemas de ecuaciones no
lineales con gran facilidad: La Teoria de Promedios [OLV].

En estos momentos tenemos los ingredientes esenciales para poder calcular cémo
cambia la 6rbita de un satélite si nuestro planeta fuera esférico y la 6rbita lunar como la
satelital fueran, ademads de circulares, coplanares. Dichos ingredientes los conforman
las ecuaciones diferenciales (2.0.1), (4.1.11), y las proyecciones Fg, F;,y F¢; (4.1.6). He
aqui nuestro razonamiento.

Como ejemplo desarrollaremos los cédlculos con el pardmetro 6rbital e. Sustituyendo
(4.1.11) en Fy, F;, F,, y éstas ultimas en la ecuacion diferencial de e, en (2.0.1), obtene-
mos,

é= GmLmsﬁrL_?’ sen(f) (r +3r*r ' cos(Bf) —3rcos*(Bf) — rcos(Bf))

B GmLmSE e+2cos(f) + ecosz(f) ”L_z
1+ ecos(f)

sen(Bf) (1+3rr " cos(B))).

Es importante ahora recordar que si una particula tiene una trayectoria eliptica r(f),
ésta se puede escribir como,

(1) = C—Z (;) (4.1.12)
d ~p\1+ecos(f)) o
Por lo tanto,
-k 1 4.1.13
m_g( +ecos(f)). (4.1.13)

Tendremos como objetivo poner en términos de f las ecuaciones diferenciales de los
parametros orbitales. Si substituimos r(¢) en dichas ecuaciones, es facil darse cuenta
que los términos de r(t) elevados a una potencia positiva son una dificultad, a dife-
rencia de los términos elevados a potencias negativas, que en la integracién no causan
mayor problema, pues son suma de funciones trigonométricas que tienen una expan-
cion en series de Fourier finita: composicion de funciones matemaéticas que no inclu-
ye una fraccién cuyo denominador tenga funciones trigonométricas. Por este motivo,
serd necesario despejar el término de r(#) elevado a la maxima potencia positiva en
cada termino de las ecuaciones diferenciales, que en este caso es (), de esta ma-
nera cargaremos con una tnica dificultad: r2(t), multiplicando el lado derecho de las
anteriores igualdades.



é= GmLms;irZS sen(f) (r~' +3r ' cos(Bf) —3r " cos*(Bf) — r *rrcos(Bf))
—GmLmS% (e+2cos(f) +ecos*(f)) ry?sen(Bf) (r~ +3r ' cos(Bf)) | r*.

Como f es un valor periédico, pues representa un dngulo, si ponemos las ecuaciones
diferenciales de los elementos 6rbitales en funcién inicamente de f serd mas fécil
poder encontrar la solucién a las ecuaciones diferenciales de los parametros 6rbita-
les, pues al integrar éstas, podremos hacerlo sobre solamente un periodo que puede
corresponder a una sola vuelta del satélite, como a k vueltas, o incluso a un niimero
racional a nuestra conveniencia. El anterior argumento muestra la necesidad de poner
tales ecuaciones diferenciales en términos solamente de la variable f.

En este punto hemos podido expresar el lado derecho de las ecuaciones anteriores con
respecto a f. Pero en el lado izquierdo de las ecuaciones los parametros 6rbitales estan
siendo derivados con respecto al tiempo.

No obstante, si p(f) es un parametro 6rbital, por la regla de la cadena tenemos,

dp _dpdf
dt df dt’

Derivando la ecuacién de Kepler con respecto al tiempo, se obtiene que,
df u 2
— =1/————>=(1+ecos , 4.1.15
dr a3(1—ez)3( () ( )

ap _ [ #
dt a3(1-e?)3

(4.1.14)

de lo cual, por (4.1.14),

(1+ecos(f))2@ (4.1.16)

df’

Por ultimo, substituyendo en nuestras ecuaciones diferenciales, (4.1.16), y (4.1.12), y

despejando df;—j(f), donde p(f) es el correspondiente parametro 6rbital, obtenemos,

de c* [a*(1-e?)3 C 4 3 _1
d_f_? T{GmLmSﬁrL sen(f) (r~" +3r~ " cos(Bf)

~3r~'cos?(Bf) - r2rpcos(B)))
1 _
—GmLms; (e+2cos(f) +ecos’(f)) r%sen(Bf) (r~ +3r7" cos(ﬁf))} (1+ecos(f)) ™.
Haciendo uso del truco que utilizamos en la pagina 18, consideremos,
f)=0+x""

Desarrollando en serie de Taylor alrededor de x =0,



f=1-4x+10x
Por lo tanto, si x = ecos(f),

(1+ ecos(f))_4 ~ 1 —4ecos(f) + 10e* cos*(f). (4.1.17)

Por ultima vez, sustituyendo (4.1.17) y a r~1 es decir (4.1.13), en nuestras ecuaciones,
obtenemos,

de c* [a*(1-e?)3 c 3 u
aF 2 T{GmLmsﬁrL sen(f)[§(1+ecos(f))

2

—%TL (1+ eCOS(f))zcos(,Bf) + I*_’.rL_1 cos(Bf)
3
—C—g(1+6008(f))0082(ﬁf) (4.1.18)

—GmLms(—l: (e+2cos(f) +ecos’(f)) r; *sen(Bf) [% (1+ecos(f))

+3r; ' cos(Bf)]}
(1-4ecos(f) +10e*cos*(f)).

Andlogamente, con los demads pardmetros se obtiene,

dec ¢! ad(1-e?)dru
d_f__EGmLmssen(ﬂf)\/;[grL (1+ecos(f)) (4.1.19)

+37L_3 cos(B)] (1 —4ecos(f) + 10¢° cosz(f)),

da [a(1-e?)3 2a%ec 3 1)
d_f_” p { e Gmpmgry sen(f)[?(1+ecos(f))

2
—%U (1+ecos(f))*cos(Bf) +3r  cos(Bf)

—i—g (1+ecos(f) COSZ(ﬁf)] (4.1.20)
2a*c® 3

—Gmymgr;*sen(Bf) [% (1+ecos(f)’

2
+30L4r£1 cos(Bf) (1+ eCOS(f))zl } (1-4ecos(f) + 10 cos™(f),



do  [a®1-e2)3( ¢ 3 u
d_f_ T{_EGmLmsrL cos(f)[§(1+eCOS(f))

2
—%rL (1+ecos(f))*cos(Bf) +3r; " cos(Bf)

3
—C—g (1+ecos(f))cos*(Bf)

(4.1.21)

3 2
—ﬁGmLmsrL_2 sen(ff)sen(f) [% (1+ ecos(f))’

2
+% (1+ecos(f)) +3,urL_1 cos(Bf) (1+ ecos(f)) +3,urL_1 cos(ﬁf)] }

(1-4ecos(f) +10e*cos®(f)),

4 _q
af
a_,
df

Hasta ahora hemos logrado que nuestras ecuaciones diferenciales estén completa-
mente en términos de f, por lo que estamos listos para poder utilizar la teoria de pro-
medios, cuyo primer principio en este trabajo, serd el suponer que los parametros or-
bitales no cambian en un periodo en el que la Luna da una vuelta completa, y el satélite
da k, es decir, transcurren 24 horas. Esto resulta natural, pues dicho periodo de tiempo
es pequefo y los pardmetros orbitales no cambian significativamente en éL

Con el supuesto de que los parametros orbitales no cambian en periodos cortos de
tiempo, al integrar podemos tomar a los pardmetros orbitales como constantes del la-
do derecho de las ecuaciones diferenciales anteriores.

Sin embargo, como en periodos largos los elementos orbitales podrian cambiar osci-
latoriamente, nos interesara sumar el cambio neto de éstos, ejercido por la Luna en el
periodo antes mencionado, tomando el tiempo que tarde en recorrer la Luna una vuel-
ta como unidad de tiempo, y ver como cambian los elementos 6rbitales al dar ésta un
numero entero de vueltas. Para llevar a cabo lo anterior se necesitard integrar el cam-
bio de los pardmetros orbitales cuando f va de 0 a 2rk. A ese resultado le llamaremos
el promedio de un pardmetro 6rbital < P > [OLV], el cual estd dado por,

. 2km P
<P>:f d—df. (4.1.22)
0

Como lo mencionamos, al integrar en dicho intervalo el cambio del parametro 6rbital
naturalmente se rescala el tiempo, de tal forma que el nuevo tiempo, 7, estd dado como
7 =Tt,donde T es el tiempo en que la Luna da una vuelta y el satélite k. Por lo tanto, el
nuevo tiempo se contard en rotaciones de la Luna alrededor de nuestro planeta (véase
la figura 4.4).



Figura 4.4: Promedio del cambio del parametro 6rbital P .

< P > serd la suma del cambio del pardmetro 6rbital P en una vuelta. Por lo tanto, sera
el cambio del parametro 6rbital con respecto al tiempo 7. Para conocer el valor de los
pardmetros orbitales en el tiempo largo, 7, necesariamente hemos de integrar < P>
con respecto de 7. Figura 4.5y 4.6.

<P>
< P>
7__
T 2T 37 t
Figura 4.5: Promedio de P en el tiempo ¢ Figura 4.6: Promedio de P en el tiempo 1

Asi vemos que para conocer la dindmica del movimiento de la trayectoria del satélite,
serd fundamental conocer los promedios evaluados de los pardmetros.

Para poder integrar facilmente el lado izquierdo de las ultimas ecuaciones diferencia-
les que obtuvimos; (4.1.18), (4.1.19), (4.1.20), (4.1.21), haremos uso de las siguientes
identidades trigonométricas, que se deducen muy facilmente de las férmulas de adi-
cién y substraccion de dngulos del seno y coseno y veremos de esta forma cuanto se
simplificardn dichas integrales.



sen(mx)cos(nx) = {sen((m +n)x)+sen((m—n)x) },

—_— DN -

sen(mx)sen(nx) = E{cos (m—-n)x)—cos((m+ n)) }, (4.1.23)
cos(mx)cos(nx) = %{cos ((m-n)x)+cos((m+n)x) }

Para simplificar el integrando de las ecuaciones (4.1.18), (4.1.19), (4.1.20), (4.1.21) utili-
zaremos Maxima, sistema de dlgebra computacional, cuyo método computarizado en
esencia se basa en aplicar repetidamente las igualdades (4.1.23), simplificando asi las
funciones trigonométricas, de tal forma que todos los integrandos se reduzcan a series
de Fourier finitas, es decir, series de funciones de alguna constante por sen("algo" f) y
cos("algo" f).

A modo de ejemplo, mostraremos el procedimiento de la ecuacién diferencial para c.
Si introducimos la funcién trigonométrica a simplificar del lado derecho de (4.1.19) en
Maxima, ésta quedara como,

c:—cA4/muA2x*Gs+mLxmsx*sin(beta * f)
xsqrt(an3*(1—eA2)A3/mu)* (rLA (-2) *mu/c A2 (1 + e * cos(f)) (4.1.24)
+3*rLA(=3) *cos(betax f))*(1—4xexcos(f)+10*eA2x*cos(f)A2),

donde, mu, rLyrsrepresentana , rp y a rg respectivamente. Le aplicaremos a (4.1.24),
en Maxima, una composicién de instrucciones que seran aplicadas repetidamente.

Primero, se aplicard la funcion,

resultadoc:expand(c); (4.1.25)

Hecho lo anterior, en el resultado quedaran potencias de e mayores a 3. Para simpli-
ficar la expresion, quitaremos todos los términos multiplicados por dichas potencias
mediante la instruccion, resultadoc:en4 =0,eA5=0,e A6 =0, que cambiard las
variables e?, e°, y eb por 0, hasta la méxima potencia de e, en dicha expresién, pues en
el caso de ¢, la maxima potencia de e en (4.1.25), es 6. Asi, la expresion estard escrita
en términos Unicamente de sumas de funciones trigonométricas, con potencias de e
menores o iguales a 3 positivas.

Una vez escrita la variable en la sintaxis necesaria, se le aplicara el comando (4.1.26).

Los comandos (4.1.26) y (4.1.25), se explicardn con mayor detalle en la proximas pagi-
nas, cuando se estudien los casos generales.

resultadofinalc: factor(trigreduce(trigexpand(resultadoc), f)); (4.1.26)



Si escribimos el resultado que finalmente obtuvimos con Maxima, tenemos,

d G 2 | a3@Be?-1
d_;:_ ’ZL;n;C _& Qe )[5e3prLsen((ﬁ+3)f)
pery H

+6ezurL sen((f+2)f)+ 15e3urL sen((f+1)f) —6eurrsen((f+1)f)
+12e?urpsen(Bf) +4urrsen(Bf) +15e> urrsen((f—1) f)
—6eurysen((B—1)f) +6e’urysen((B—2) f) +5e3urysen((B—3) f)
—12c%esen((2f+1) f) —12c%esen((2B—1) ) + 15c¢*e*sen(2(B+ 1) f)
+30c%e? sen(2Bf) + 62 sen(2Bf) + 15¢%¢® sen(2(f — l)f)] .

Asi, si dejamos a Maxima simplificarnos la vida con las ecuaciones diferenciales de los
demads pardmetros, obtendremos,

d 3(3e2 -1
Ei =— G{Z;::ZC\ |4 ( Z ) [42¢° ?rZsen((B+4) f) +24e*u*rE sen((B+3) f)
L

+160e3u? rf sen((B+2)f) —28eu? rf sen((B+2) f) +36e*u? rf sen((f+1)f)

+24p° rf sen((f+1) f) +204e>u? rf sen(Bf) — 24ep? rf sen(ff)

+24e* P risen((B—1)f) +8u’risen((f—1)f) +96e* u*rZsen((f—2) f)

—12ep? rf sen((f—-2)f)+ 12@2u2rf sen((B—3)f) +10e3u? rf sen((f—4)f)
—12c%e*urpsen((3f +2) f) +15c* e urpsen((3+ 1) f)

+6c’eurpsen((3B+1)f) —15c¢%e3urpsen((3—1) ) —6ceurrsen(36-1) f)
+12c%e?urpsen((3f—2) f) + 78c?e*urpsen((2f +3) f)

+126c%e’urpsen(2B+1) f) +36c%ur sen((2B + 1) f) + 66c*e*ury sen((2f— 1) f)
+12c%urpsen((2B—1)f) + 18ce*ur  sen((2f —3) ) + 45c*e® urpsen((B+3) f)
+15c2eurpsen(2(B+2) f) —36c2e®urrsen((f+2) f) +15¢*eSurpsen@3(f+ 1) f)
+120c?eSurpsen(2(B+1) f) —66c%eur; sen2(B+1) ) +45c? e urpsen((B+1) f)
+18c%eurysen((B+1) ) +210c*e ury sen2Bf) — 60c’epr; sen(2B f)
—15c?eurrsen3(B—1) f) + 120c% e urpsen(2(B—1) f) — 18c*eurrsen(2(B—1) f)
—45c2urpsen((B—1) ) —18c%eurrsen((f—1) f) + 15c2 e urrsen(2(B - 2) f)
+36c%e?urpsen((f—2) f) —45c¢%eSurysen((f—3) f) —20c? S urp sen(4 f)
+36c%e’ury sen(3f) —40c?e’ urp sen(2f) — 24ceur; sen(2f)

+360262,urL sen(f) + 802urL sen(f) — 60c*e? sen((f+3)f) + 4804esen((ﬁ +2)f)
—60cte’sen((B+1)f) —24c*sen((B+1) f) +60c*e?sen((B—1) ) + 24c*sen((B—1) f)
~48c*esen((f—2)f) +60c*e*sen((B—3) )],




da

T

dw
af

2 3 2_1
_ GZILTSII W[Zzﬁuzrﬁ sen((f+3) f) —2e*p’ri sen((f+2) f)
cusry

+60e> 1 rf sen((B+1)f) +4e*u? rf sen(Bf) + 8y’ rf sen(ff)
+54¢° 11 rf sen((f—1)f) —8eu? rf sen((B—1)f) +6e*u? rf sen((8—-2)f)
+16e°u’risen((B—3) f) +33c e’ urpsen(2f +3) f) +81c*e urpsen(2f+1) f)
—6c’eurpsen((2B+1) ) +63c*e urrsen(2B—1) f) — 18c%epurysen(2f - 1) f)
+15c?eurpsen((2f—3) f) + 18c*e*urrsenBf) + 12¢ ur; sen(2Bf)
+18c?e’urrsen2(f—1)f) + 6¢*eSurpsen(3f) — 6¢2e? urp sen(2f)
+6c?eSurpsen(f) +4ceurysen(f) —30c*e®sen((f+3) f)
+24cte’sen((B+2)f) —30c*e3sen(B+1) f) — 12c*esen((f+ 1) f)
+30cte®sen((B—1)f) +12c*esen((B—1) ) —24c* e’ sen((f—2) )

+30cte’ sen((6-3)1)],

3 2 _ 1
C;ngmic B (32 ) [534H2r1%€08((,3+5)f)+21@3u2rfcos((ﬁ+4)f)
eudr; \/

+20e* 11 rf cos((B+3)f) + 1262,uzrf cos((B+3)f) +58e>u? rf cos((B+2)f)
~ldep?r? cos((B+2)f) +30e* u?r cos((B+ 1) f) + 18e*u?r? cos((B+ 1) f)
+12,uzrf cos((B+1)f) +48e’u? rf cos(Bf)— Se,uzrf cos(fBf)

+20e* 1 rf cos((B—1)f) —4u? rf cos((B—1)f) +6e>u? rl% cos((f—-2)f)
+6e,u2rf cos((B—2)f) +5e*? rf cos((B—3)f) —6e*1? rf cos((B—-3)f)
—5e3p2rf cos((B—4) f) +33ce’urpcos((2B+3) f) +51c?e?urp cos((2B+ 1) f)
+18c?purpcos(2B+ 1) f) +3c*e*urp cos(2f - 1) f) — 6¢*urp cos((2—1) f)
—15c?e®urpcos((2B—3) ) +15¢%e> urp cos2(B +2) f)

+45c2e3urp cos(2(B+1) f) —30c%eurs cos2(B + 1) f) + 45c? 3 urp cos(2Bf)
—18c%eur; cos2pBf) + 15¢2e> urp cos(2(B—1) f) + 12c%eur; cos(2(B— 1) f)
+5c%e urp cos(4f) + 6c?e’ury cos(3f) +20c%e’ ury cos(2f)

—6¢%eury cos(2f) + 18c?e® urp cos(f) + 4c*urp cos(f) + 15¢*e3ury

—6c%eur; —30c*e? cos((B+3) f) + 24ctecos((B+2) f) —90c*e® cos(B+ 1) f)

—12c*cos((B+1) f) +48c*ecos(Bf) —90cte® cos((B—1) f) —12¢* cos((B—1) )
+24c*ecos((B—-2)f) —30c*e*cos(B-3) )],

di_o

af

dQ
=0.

-



Ya con las tltimas ecuaciones en mano, podremos conocer el comportamiento de los
elementos Orbitales con respecto el tiempo, al promediar o integrar las ecuaciones ob-
tenidas.

Sin embargo, aqui tenemos una ramificaciéon de posibles valores para f y k. No obs-
tante, como los ntimeros racionales son densos en R, s6lo tomaremos los valores de
las variables antes dichas en los ntiimeros racionales.

Dentro de dichas ramificaciones, esta el considerar la frecuencia armoénica de nues-
tro sistema Luna-satélite, es decir, suponer que f € Zy k € IN, de manera que el satélite
da un numero entero de vueltas, k, al tiempo que la Luna da una vuelta completa. Aun-
que por la forma en que se expresa f originalmente, es decir, por contener al nimero
multiplicando a toda la expresion, pagina 21, necesariamente es un niimero irracional,
por fines précticos al analisis de los siguiente casos se revisara este caso.

Hemos logrado que las ecuaciones diferenciales de los pardmetros 6rbitales depen-
dan tnicamente de la anomalia verdadera del satélite, f. También que su parte dere-
cha contenga al integrando que nos interesa ya simplificado, como suma de funciones
de alguna constante por sen("algo" f) y cos("algo" f), donde ese "algo", simboliza la
constante que multiplica a la variable f dentro de las anteriores funciones trigono-
métricas. Para unificar tales sumandos, nombraremos a dicha constante generalizada
como a, que como podemos observar de las tltimas ecuaciones diferenciales obteni-
das en cada sumando del lado derecho, depende de f linealmente. Por consiguiente
ak €7, pues k € N, y para todo posible valor de a(f) que se considere, éste es un nu-
mero entero, pues inicialmente se consider6 f € Z.

Como ak € Z, se tiene que sen(ka(2r)) =0, y cos(ka(2m)) = 1.
En consecuencia, para todo valor que tome a tal que f € Z, se sigue que,

2kn
f cos(af)df =0,
0 (4.1.27)

2km
f sen(a f)df =0.
0

De aqui, el lector puede notar cuanto se simplifica el cambio evaluado sobre el periodo
que hemos considerado de nuestros parametros orbitales! S6lo sobreviviran los térmi-
nos constantes del lado derecho de las ecuaciones diferenciales.

Procediendo a calcular los promedios de los pardmetros 6rbitales, como se muestra en
(4.1.22), obtenemos,



<¢c>=0,

<e>=0,
<a>=0,
<i>=0, (4.1.28)
<Q>=0,

Gmymgcrk a’(3e? -1
<h>=——L - _a ) [15¢%e*ur, —6c*urr].
4p3ry v

Como vimos, < p >, es el cambio neto de p en el tiempo 7. Por lo tanto, integrando
las ecuaciones en (4.1.28) con respecto de 7, obtenemos el valor de los pardmetros
orbitales en términos de T.

e = ey,

a= ao,

¢ = Co,

I = ip, (4.1.29)
Q= QO)

G k 3(3e2 -1
o= mLms:n _@3e )[15c262,urL—662,urL] T + wo.
4p3ry u

Asi, sabemos que los elementos orbitales, c, e, a, i y (2 se mantienen constantes en
el tiempo, o al menos en el tiempo largo el cual es el de mayor importancia. A saber,
toman los valores: ¢y, ey, ay, ip Y Qo respectivamente, los cuales son las condiciones
iniciales de dichas variables, cuando 7 = 7y = 0. Como consideramos la érbita inicial
satelital circular y coplanar a la 6rbita lunar, entonces ey =0, agp =19, ip =0, Q9 =0,y
¢ =|| Fsx ||, donde 7 es el vector velocidad inicial, que como sabemos es constante y
su norma estd dada por,

UO = wsrs.

Por lo tanto,

_ 2 Ty _ 2
€ =wrssen > = wsre.

En este momento conocemos exactamente la trayectoria del satélite; para todo tiempo
el satélite se mantendra sobre su 6rbita inicial.

Sike NyBeQ\Z, entoncesﬁ:g,dondeqe]Nconqu,y;er.Asi,

s
a= E paraalgin seZ. (4.1.30)

Si g divide a k, entonces 2ka € IN. En cuyo caso, nos encontramos en el supuesto ori-
ginal, por tanto, la 6rbita del satélite serd la 6rbita inicial circular y coplanar a la 6rbita



de la Luna para todo tiempo.

Si g no divide a k, entonces para que al promediar nuestras ecuaciones difereciales, los
promedios de los parametros orbitales se simplifiquen, como ya lo hemos visto, pro-
mediaremos sobre f, de 0 a 2mkgq, lo cual hard que se sume el cambio del pardmetro
orbital en cuestion, en gk vueltas del satélite, y en g vueltas de la Luna, s6lo que ahora
7 =T,t,donde T es el tiempo en el cual la Luna da g vueltas.

Como los promedios de los pardmetros orbitales quedan en términos de las siguientes
integrales,

2qkm
f cos(af)df =sen(a(2qkm)) —sen(a(0)) = sen(a(2gkmn)),
0

2qgkn
f sen(af)df = —cos(a(2qkm)) + cos(a(0)) = —cos(a(qgkm)) + 1,
0

y2aqk € N, las integrales anteriores se anularan. Asi, podremos deducir que los cam-
bios obtenidos al llegar al tiempo T, se cancelardn al sumarse periédicamente. Por lo
tanto, al obtener los promedios de los parametros, éstos resultardan ser los mismos que
en (4.1.29), multiplicados una constante q. Por consiguiente, casi se obtendra la mis-
ma solucién que en los dos casos anteriores,

e = ey,
a= ay,
¢ = Co,
i =g,
Q=Qy,

G k 3(3e2-1
o= mLmSCf q. | aBe )[156262,LLTL—602MI‘L] 7 + wo.
4p3ry H

Si la frecuencia es subarmonica, es decir, si el nimero de vueltas que da el satélite al
tiempo que la Luna da una, no corresponde a un niimero entero, es decir, k € Q\Z,
se procede similarmente a como se hizo cuando § € Q\Z. S6lo que se toma el mayor
entero de k, y se integra de 0 a 27| k], quedando exactamente la misma solucién; una
Orbita circular coplanar a la 6rbita Lunar, con radio ry,

€= ey,
a= dy,
C = Cp,
I = o,
Q=Qy,

G klk 3(3e2 -1
= mLmSCZ Lkl |_a°Be )[150262,LLTL—662HU] T+ wo.
4p3ry K



Notese que si hubieramos expandido a 6rdenes mds altas de e, quiza los otros para-
metros orbitales en vez de mantenerse constantes tendrian otro tipo de movimiento.
Como se verd mas adelante, los diferentes pardmetros se mueven mds rapido o més
lento que otros, en este caso, aunque la 6rbita resultante es circular y w en este caso no
tiene sentido, si podemos suponer que si hubieramos tomado 6rdenes més grandes de
e, éste resultaria un parametro rapido.

4.2. Orbita inicial eliptica

En esta seccion desarrollaremos el célculo cuando la 6rbita inicial del satélite es elip-
tica. Todos los demés supuestos anteriores se preservardn, es decir, la frecuencia del
satélite serd k- veces la frecuencia de la Luna, la 6rbita lunar serd circular y las 6rbitas
lunar y satelital serdn coplanares. Dicho procedimiento sera muy parecido al anterior,
a diferencia que algunas ideas conceptuales concernientes a los dngulos cambiarén.

En esta seccién, ademads, se desarrollaran las ideas y procedimientos faltantes para
el célculo del cambio de los pardmetros orbitales cuando las condiciones iniciales son
elipticas.

4.2.1. Angulos de Euler

Uno de los procedimientos de suma importancia para el desarrollo de esta tesis es
poder escribir cualquier vector del sistema fijo (%, y,Z) en términos del sistema varia-
ble (7, @, ©).

Son tres los dngulos que determinan la posicién de los sistemas coordenados ante-
riores, los dngulos de Euler, los cuales ya citamos geométricamente en la figura 2.1: i,
Q y w. Pero para aclarar ideas, se empezard por suponer inicamente Q # 0.

El problema en cuestion sera poder encontrar las coordenadas de g = (x, y, z), un
vector general del sistema (X, J, Z), en el sistema (X', J', Z’), en términos de sus coorde-
nadas originales, x, y, y z, donde el sistema (X', ', Z) es el resultado de rotar el primero

con respecto al eje z un dngulo Q (véase la figura 4.7).

Notamos por geometria elemental en la misma figura, que los tridngulos AAOC y
ABOD son semejantes, puesto que <CAD = <CBD = %, JACO=<gADB=Q.Si



AC = x,
AD=y,
BC=x/,
BD=y,
BO={¢,
AO=+¢,
oc=t",
OD=5s",
CR=z=17.

Figura 4.7: Caso Q2 # 0.

se satisface,

X t//
sen(% -Q) - sen(%)
y
S, t//

sen(Q) sen (%)’
Despejando t” y s’ de (4.2.1) y (4.2.2), tenemos que

/! — X
cos(Q)

y
s’ =t"sen(Q).

Sustituyendo (4.2.3) en (4.2.4), obtenemos,

s’ = xtan(Q),

(4.2.1)

(4.2.2)

(4.2.3)

(4.2.4)

(4.2.5)



por lo tanto,

Sll — y_ Sl
(4.2.6)
= y—xtan(Q2).

Por otro lado,
t, S”
sen(Q)  sen(%)

(4.2.7)

Despejando t' en (4.2.7), y sustituyendo (4.2.6) en la ecuacion resultante, tenemos,

t' =s"sen(Q)
(4.2.8)
= (y — xttan(€)) sen(£2).
Por lo tanto,
X=t'+t"
= el + (y — xtan(Q2)) sen(Q2) (4.2.9)
= xcos(Q2) + ysen(Q2).
También,
Y t
sen (3 -Q) - sen(Q)’
de lo cual, despejando y/,
y' =t cot(Q). (4.2.10)
Asi, sustituyendo (4.2.8) en (4.2.10), obtenemos,
y' = (y — xtan(Q)) cos(Q) = ycos(Q) — xsen(Q). (4.2.11)

Como la coordenada en z se queda igual, pues se rot6 con respecto al eje z, se tiene
debido a (4.2.9) ya (4.2.11) que

x' cos(Q) sen(QQ) 0) (x
(y’) = (—sen(Q) cos(Q) 0) (y) (4.2.12)
z 0 0 1) \z

Asi, como el eje X, por medio de la anterior rotacién corresponde ahora con el eje
X', el eje y con ¥, y Z con Z' (los cuales son los mismos), podremos proceder con el
sistema (X', ¥, Z') al rotarlo con respecto el eje X', un angulo i, y asi obtener el sistema
(x",y",Z"), cuyos ejes se corresponden de la manera obvia, quedandonos bésicamente
la figura anterior s6lo que el plano de los tridngulos similares quedaria en el plano yz,

con un angulo i. Andlogamente, se obtiene,

x" 1 0 0
y'|=10 cos(i) sen(i)]|.
z' 0 -sen(i) cos(i)



Si aplicamos el procedimiento anterior una vez mas, pero rotando alrededor del eje
Z" un dngulo w + f, obtendremos exactamente lo mismo que en la ecuacién (4.2.12).
Si hacemos corresponder el sistema (X", 7"”’,Z"") con el sistema (7, @, ¢), w significara
la orientacion de la 6rbita sobre el plano ya inclinado y f la marcha del satélite sobre
éste. Asi, el tltimo sistema es variable y corresponde con la definicién que dimos del
mismo en la pagina 8.

x" cos(w+f) sen(w+f) 0)(x"
7"|=|-sen(w+f) cosw+f) 0||y"]|.
z/// 0 0 1 Z//

Componiendo dichas rotaciones para poder encontrar el vector g cuando todos los
angulos de Euler son distintos de cero y haciendo corresponder el sistema (X", y'',Z"")
con el sistema (7, &, ¢), obtenemos que cualquier vector ¢, puede ser escrito en dicho
sistema variable, en términos de sus coordenadas iniciales x, y, y z, del sistema coor-
denado fijo (x, y, 2).

Asi, que si g es el vector g, escrito en sistema de coordenadas variable, éste es de la
forma,

Zl ZZ Zg X
q=12s Z5 Ze||¥| (4.2.13)

27 2§ 29 ¥4

donde,

21 =cos(w+ f)cos(Q) — cos(i) sen(Q) sen(w + f),
2, = cos(w + f)sen(Q) — cos(i) cos(Q) sen(w + f),
>3 =sen(w + f)sen(i),

¥, =sen(w + f)cos(Q) — cos(i) sen(Q) cos(w + f),
25 = —sen(w + f)sen(Q) + cos(i) cos(Q) cos(w + f),
g = cos(w + f)sen(i),

27 =sen(i)sen(£2),

2g = —sen(i) cos(Q),

29 = cos(i).

En general las rotaciones que se hacen son tres y se hace para ubicar la elipse en el
espacio, como muestra la figura 4.8.

4.2.2. Orbita satelital eliptica y coplanar a la 6rbita Lunar.

Con el resultado anterior tenemos lo necesario para continuar la busqueda de la tra-
yectoria del satélite cuando su 6rbita inicial es eliptica y coplanar a la 6rbita de la Luna.
De este modo, como lo plasmala figura 4.9, estudiaremos por ahora el caso; w #0, i =0,
y Q =0. Como dato curioso, si i =0, entonces no existe la linea de nodos y por lo tanto
Q no tiene sentido, esto de acuerdo con la definicién que se dio de dichos dngulos en



(@ Q#0 (b)Q#0,i#0 ©Q#0,i#0,yw#0

Figura 4.8: Angulos de Euler

la pagina 8. Igual que en el caso primero, se tomard a la 6rbita de la Luna circular y su
frecuencia igual a % veces la frecuencia del satélite.

Figura 4.9: Orbita inicial eliptica.

Igual que en el primer caso, la fuerza total ejercida sobre el satélite es

F=GMmyr3t+Gmymg | F =71 |3 (F=71) (4.2.14)

y la fuerza perturbativa es

Ep=Gmymg | F—7p |7 (F- 7). (4.2.15)

A partir de aqui y en los casos posteriores, los pasos a seguir para encontrar las pro-
yecciones de la fuerza perturbadora, F),, aplicada al satélite en el sistema (7, &, ¢), seran
similares a los ya ejecutados en el primer caso.



De este modo, necesitamos encontrar a 77, en términos del sistema variable. Para
ello, utilizaremos la ecuacién (4.2.13), sin antes notar que en el sistema fijo, r;, se es-
cribe como,

cos(wrt)
i, =rp|sen(wrt)
0

Por lo tanto en el sistema variable se expresa como,

cos(w+ f) —sen(w+ f) 0) [cos(wri)

ir=rr|sen(w+ f) cosw+f) O0]]|sen(wrt)
0 0 1 0

cos(w + f)cos(wrt) —sen(w+ f)sen(wrt)

=rr|sen(w + f)cos(wrt) + cos(w + f)sen(wr 1)
0

(4.2.16)

Con el fin de encontrar la distancia del satélite a la Luna, con respecto a los dngulos
que hemos introducido, consideraremos la ley de los cosenos en la figura anterior. De
ahi que,

_3
| F—7 | 3= [rE+r* = 2rprcos(f+w—wrt)] 2.

Desarrollando en serie de Taylor como se hizo en (4.1.5) y se explic6 en la pagina 18,
obtenemos,

L .3 3 3r2 3r 15r* 1573
|F=7L =1 |[1- -~ —cos(f+w-wr) + —F — ——cos(f+w-wrl)
2ry 7L 8r; 2r;
15r2
—Fcosz(fﬂy—th)
L

=13 [1-3rr ' cos(f+w-wrD)].
(4.2.17)

Sustituyendo (4.2.17), y (4.2.16) en (4.2.15) obtenemos,

15,, :GmLmsrL_3 [1 —SrrL_lcos(f+w—th)] {rv
—r (cos(w + f) cos(wrt) —sen(w + f) sen(wr 1)) 7
—rr(sen(w + f) cos(wrt) + cos(w + f) sen(wr 1)) a}.

Como se ha mencionado, la distancia de la Tierra a la Luna es grande, asi, las po-
tencias de r—’L serdn valores positivos muy pequefios, casi cero. En particular, para una
buena aproximacién nos quedaremos con potencias menores o iguales a 4 de r—rL Por
consiguiente, las resultantes proyecciones de la fuerza sobre el satélite en el sistema
variable quedan como,



Fr = Gmymgr;® (1-3rr; ! [cos(f +w) cos(wy) +sen(f +w)sen(w. 1))

(4.2.18)
[r—rpcos(w+ f)cos(wrt) + rpsen(w + f)sen(wr )],
Fo=—-Gmpmsr;?(1-3rr; ! [cos(f +w) cos(w) +sen(f + w)sen(wr1)])
(4.2.19)
[sen(w + f)cos(wy 1) + cos(w + f)sen(wr 1],
F.=0. (4.2.20)

El paso siguente serd sustituir (4.2.18), (4.2.19) y (4.2.20) en (2.0.1) para obtener las
ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento de los parametros orbitales, di-
chas ecuaciones quedaran en términos de f, r y ¢. Con las ecuaciones (4.1.7), (4.1.13) y
(4.1.16) encontraremos las ecuaciones diferenciales de los elementos orbitales en tér-
minos inicamente de f como ya se hizo anteriormente.

Procederemos a encontar la ecuacion diferencial de c. Sustituyendo (4.2.19) en (2.0.1),
andlogamente como lo hicimos en el caso de la 6rbita circular y sustituyendo la expan-
sién de suma trigonométrica a cos(w + f —wr), obtenemos,

4 301 _ 213
;i—; = —%GmLmsrL_z‘ / % (sen(w + f) cos(wr 1) + cos(w + f) sen(w1))

[% (1+ecos(f))—3r;" (cos(w + f)cos(w ) +sen(w + f) sen(a)Lt))]

(1-4ecos(f) +10e*cos®(f)).
(4.2.21)

De la misma manera obtenemos las demads ecuaciones diferenciales de los parame-
tros Orbitales.

de [a®(1-¢?)3 [P 3 v
d_f_ T{EGmLmsrL sen(f)[§(1+ecos(f))

-3r; ! (cos(w + f) cos(w.t) +sen(w + f)sen(w1))
2
+%rL (1+ ecos(f))2 (—cos(w + f)cos(wr 1) +sen(w + f)sen(w1))

3u
5
2
—;GmLmsrL_2 (e+2cos(f) + ecosz(f)) (sen(w + f) cos(wrt)

(1+ecos(f)) (sen®(w + f) sen?(wr 1) — cos?(w + f) cos* (1)) (4.2.22)

+cos(w+ f)sen(wr 1)) [% (1+ecos(f))

-3r;! (cos(w + f)cos(wrt) +sen(w + f)sen(wr1))]}
(1-4ecos(f) +10e*cos®(f)),



da |a*(1-¢?)3 (2a°ec’ 3 v
d_f_ p { " Gmpmsr; sen(f)[§(1+eCOS(f))

-3r; ! (cos(w + f) cos(wrt) +sen(w + f)sen(w1))
2
+%rL (1+ eCOS(f))Z (—cos(w + f)cos(wr 1) +sen(w + f) sen(w1))

+SC—Z (1+ecos(f)) (sen®(w + f)sen?(wr 1) — cos?(w + f) cos* (1)) (4.2.23)
2a%c°
3
2
8

GmLmsrL_2 (sen(w + f) cos(w ) + cos(w + f) sen(w. 1))

2
(1+ ecos(f))3 —3% rit(1+ ecos(f))2 (cos(w + f) cos(wt)

+sen(w + f)sen(wr )]} (1 -4ecos(f) +10e* cos®(f)),

do  [a®1-e2)3( ¢ 3 u
d_f_ T{_EGmLmsrL cos(f)[g(1+ecos(f))

-3r; ! (cos(w + f) cos(wr.t) +sen(w + f) sen(w 1))
2
+%TL(1 +ecos(f))’ (—cos(w + f) cos(w, 1) +sen(w + f)sen(w, 1))

—?;—‘2‘ (1+ecos(f)) (sen(w + f)sen*(wy t) — cos®(w + f) cos*(wr.t))

e _2 (4.2.24)
_EGmLmsrL sen(f) (sen(w + f) cos(wrt) + cos(w + f) sen(w1))
2
% (1+ ecos(f))2 —3ur; ! (1+ecos(f)) (cos(w + f) cos(w )
2
+sen(w + f)sen(w. 1))+ =z (1+ecos(f))
—3ur; ! (cos(w + f) cos(wr ) +sen(w + f)sen(wr )]}
(1-4ecos(f) +10e*cos*(f)),

4 _q
af
dQ_O
df

Como se explic6 en la pagina 8, para poder simplificar el problema, la variable 7 se
puede considerar 7 = 0, para todos los tiempos enteros de 7.

Asi, cada vez que se ajuste la Orbita del satélite se debera esperar a que éste se en-
cuentre en el perigeo, o que cuando se modifique su 6rbita se haga de tal forma que
se satisfaga la condicion previa, 77 = 0. Por lo tanto, podremos omitir la ecuacién dife-
rencial de 7 en (2.0.1).



Como vimos en la seccién 4.1, para poder utilizar la teoria de promedios, sera ne-
cesario poner dichas ecuaciones diferenciales en términos de f como variable depen-
diente del tiempo, para asi examinar periodos sobre f en los cuales se promediaré su
cambio.

No obstante, como en este caso la condicion inicial de la excentricidad es distinta
de cero, no podremos considerar u = f, y asi poder poner a f en términos del tiempo
como lo hicimos en la péagina 20.

Sin embargo, serd fundamental expresar a f como funcién de ¢, con el inconve-
niente de que la tnica relacion que existe de f(t) en la Mécanica Celeste, implica a
la ecuacion de Kepler, (4.1.7) y a la ecuacién que relaciona las anomalias verdadera y
excéntrica, (4.2.25), cuya demostracion se puede consultar en [CEL].

tan(]—c) = (ﬁ)ztan(z). (4.2.25)
2 l-e 2

Por otro lado, tal y como veremos en el Apéndice B, por medio de la relacién previa de
f con u, se deduce,

3 n
e—) sen(nf) (4.2.26)

X e
= 2 - =
u=f+ ,;1( ) (2+8 n

Pero como en este trabajo estimaremos a la excentricidad, e, como una cantidad
pequeia, mucho menor que uno pero positiva, si aproximamos sélo con los términos
de la excentricidad menor o igual a 2, podemos aproximar a u de la siguiente forma,

2
u=f—-esen(f)+ ezsen(zf).

Por (4.1.7), tenemos,

i e?

—(t—-1)=f-esen(f) + Zsen(Zf)

a , (4.2.27)
—esen (f— esen(f) + ezsen(Zf)) .

Utilizando la identidad trigométrica de adicion y sustracion tenemos

2
sen (f— esen(f)+ ezsen(zf))

=sen(f) cos

2
T sen(2f)— esen(f))

2
+ cos(f) sen(ez sen(2f) — esen(f)) .

Pero



&2
cos (Z sen(2f) - esen(f))

2
= Cos (% sen(2f))cos(esen(f)) (4.2.28)

2

+sen (ez sen(2f)) sen (esen(f))

2
sen (ez sen(2f)— esen(f))

2
—sen (ez sen(2f)) cos (esen(f)) (4.2.29)

2
—Cos (ez sen(2f)) sen (esen(f)).

Si expandimos en series de Taylor y truncamos las potencias de e mayores o iguales
a 2, como lo seguiremos haciendo en lo consecutivo, tenemos que,

2
cos(zsen(zf))
4
~1-2 gen?
=1 16sen 2f

=1,

2
sen (Z sen(2f))
2 (4.2.30)
~—sen(2f),
2 2f)
cos (esen(f))
&2
=1- B} sen’(2f),
sen (esen(f))
=~ esen(f).
Expandiendo los términos que faltan en las ecuaciones (4.2.28) y (4.2.29): sen (e sen(f ))
y cos (esen(f)), similarmente a como acabamos de proceder, sustituimos su resultado,

asi como la ecuacion (4.2.30), en (4.2.28) y (4.2.29) y aproximamos el resultado hasta
orden cubico con respecto la excentricidad, tenemos,

2
cos (ez sen(2f)— esen(f))

2

82 2 e
~1- — sen )+ (Z sen(2f)) (esen(f))

&2 2
~]1—-—sen
2 N
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sen T sen(2f) —esen(f)

2
~T sen(2f) —esen(f).

Por lo tanto,

2
sen (f— esen(f)+ ezsen(zf))

) (4.2.31)

2
=~ sen(f) (1 - %senz(f) + cos(f) (ez sen(2f)—esen(f)|.

Asi, si sustituimos (4.2.31) en (4.2.27), despreciando términos de potencias de e ma-
yores o iguales a 3 y despejando ¢, obtenemos,

JE@-n=f- sen(f)+e—2sen(2 )
S-n=f-e 1 f

—-e

2 2
sen(f) (1 - % senz(f)) +cos(f) (ez sen(2f) — esen(f))] (4.2.32)

e? e?
=~ f—2esen(f) + T sen(2f) + ) sen(2f).

Asi,
a3 3,
t= F f—2€sen(f)+ze sen(2f)]. (4.2.33)
Como
cos (w +f-wg t) = cos(f + w)cos(wrt) +sen(f +w)sen(wrt), (4.2.34)

. . . 3
observamos que al sustituir ¢ en cos(wpt) y sen(wrt), siy =wr./ %,

cos(wrt) = cos (yf —2yesen(f) + Zyez sen(2f))
= cos(y f)cos Gyez sen(2f) —2yesen(f)) (4.2.35)
—sen(yf)sen Gyez sen(2f)—2ye sen(f)) .

Pero como



cos (Z)/ez sen(2f) — Zyesen(f))
=cos (Zyez sen(Zf)) cos (2yesen(f))
+sen (Zyez sen(2f)) sen (2yesen(f))

~ (1 - 19—6)/2(34 sen2(2f)) (1 —4y%e? senz(f)) + (%yez sen(2f)) (2yesen(f))
~1—4y*e’sen’(f)

sen (Zyez sen(2f)— 2yesen(f)) = %yez sen(2f) —2yesen(f),

entonces,

cos(wpt) = cos(yf) (1 —4)/2e2 senz(f))

—sen(yf) (Zyez sen(2f)— 2yesen(f)) .

De igual forma, podemos obtener que

sen (wt) = sen(yf) (1 —4y*e*sen’(f))

+cos(yf) (%yez sen(2f) — Zyesen(f)) .

Sustituyendo 7,

cos(th)~cos( \/%f) 1 4wia3e2u senz(f))
3,
-wr —sen wr Ze sen(2f)—2esen(f)]|,

sen(th):sen( \/%f) (1-403a®e’u " sen®(f))
co

s( \/7 )Gezsen(Zf)—Zesen(f)).

+wr,

(4.2.36)

(4.2.37)

(4.2.38)

(4.2.39)

(4.2.40)

(4.2.41)



Las tltimas dos ecuaciones son absolutamente necesarias para poder poner las ecua-
ciones de los pardmetros orbitales (4.2.21) ,(4.2.22) ,(4.2.23), (4.2.24) completamente
en términos de f. Asi, si las sustituimos, por ejemplo, en (4.2.24), tenenemos que

do  [a®(1-e2)3 [ ¢ 3 U
ar - . {—“36GmLmsrL cos(f)[;(1+ecos(f))
cos|w @ ‘ae” 2
L ,uf (1-403a®e*u " sen®(f))
3 3
—wy, a—sen(a)L a—f)(?—)ezsen(zf)—Zesen(f))
V u Vi) \a
3
sen(wm/a f)(l 4% a® e’ sen®(f))
3 2
+wr —cos wr f e sen(2f) - 2esen(f))
+'u—4rL(1+ecos(f)) (—cos(w+f) f)
c
(1-4wia’e*u 'sen®(f)) - \/ sen f)
+sen(w + f) sen(a)m/%f) (4.2.42)

(1-4wia’e® 2 @ @
Zade*u tsen?(f)) +wr 'ucos wr f

-3r;! (cos(w+f)

+sen(w + f)

Cos

%

ﬁ

(%ez sen(2f) — Zesen(f))

(Z e*sen(2f) — Zesen(f)) )——'l;(l+ecos(f))(sen2(w+f)

3
sen(a)”/%f)(l 40% a® e sen®(f))
3 3
+wr, 2 cos wr a—f)(§ezsen(2f)—2esen(f))
V u TRV
3
—cos?(w+ f) cos(a)m/%f)(l 4owia’e*u " sen®(f))
[ 3 [ 3 ?
-wr 2 sen wr, a—f)(§ezsen(2f)—263en(f)) N
Iz poo)\4
&3
cos|wpy/—
( Vol )

2

3
—ﬁGmLmsrL_2 sen(f) (sen(w + 1)




3
(1—4w%a362,u_lsen2(f))—wL\/%sen wr f)
(1- 402 dde’u " sen?(f)) - a

ca’e”u sen”(f)) —wr, 'usen wr

(Zez sen(2f) —2esen(f))

o5
+cos(w+ f) [sen|wpy| —f

40P adetu sen? @ @
(1-4wia’e u " sen”(f)) +wy cos|wg f
m u

2

(Zez sen(2f) —2esen(f))]) [% (1+ecos(f))” —3ur;!

3
cos(a)”/%f) (1-40%a®e®u ' sen®(f))
|a3 la3 (3 ,
-0y Fsen(wL ;f)(:}e sen(2f)—2esen(f))
senl w “_3 a2 3,2 =1 2
L ,uf (1-4w7a’e”u" sen”(f))
|a3 a3 \(3 ,
+wr Ecos(wL Hf)(‘_le sen(2f)—Zesen(f)))
@ -1 a®
+§(1+ecos(f))—3urL cos(w+ f) [cos|wy, gf
a’ a3
(1-4wia*e*usen®(f)) —wr [ —sen|wpy[—f
H H
3
sen(a)L a f)

u
42 3,2 1 2 a @
(1-4wia’e’u " sen*(N)) +wy ; cos|wr ; f

(Zez sen(2f) — 2esen(f)) )] } (1-4ecos(f) +10e*cos*(f)).

(1+ecos(f)) (cos(w +1)

+sen(w + f)

+sen(w + f)

(Zez sen(2f) — 2esen(f))

Como en el caso anterior y también en los proximos, utilizaremos Maxima para sim-
plificar los productos de senos y cosenos que dependan de f y poder integrar facilmen-
te. Para ejemplificar utilizaremos ahora al pardmetro orbital w.

Necesitamos introducir el lado derecho de (4.2.42), incluso las constantes en Ma-
xima, para poder simplificar ésta en una suma finita de Fourier en términos de f. Le



nombraremos en Maxima w.

Una vez escrita la variable en la sintaxis necesaria, se le aplicardn los siguientes co-
mandos respectivamente. Primero, aplicaremos la funcion: w2 : expand(w), la cual
hace que se desarrollen todos los productos de polinomios.

Hecho lo anterior, quedardn potencias de e mayores a 3. Para simplificar la expre-
sion, quitaremos todos los términos multiplicados por dichas potencias mediante la
instruccion, w3: w2,eA4=0,eA5=0,eA6=0,eA7=0;, que hard e*, °, €8y ¢’ igual
a 0, pues 7 es la maxima potencia de e, dentro de la ecuacion diferencial de w. Asi, la
expresion estard escrita en terminos inicamente de sumas de funciones trigonométri-
cas, con potencias de e menores o iguales a 3 positivas.

La instruccion, trigexpand(), expanderd las funciones trigonométricas; sen (w + f) y
cos (a) +f ), dentro de la ecuacién diferencial (4.2.42). Asi, aplicaremos, w4 = trigexpand(w3).

Queremos poner al dltimo producto obtenido por Maxima, w4, como suma fini-
ta de Fourier. Es decir, series finitas de funciones con terminos de la forma: "algo" *
sen( "algo"f)y"algo"* cos("algo"f). De esta manera, podremos integrar de la for-
ma antes vista.

De acuerdo a lo anterior, el siguiente paso consistira en aplicar la siguiente instruc-
cién al dltimo resultado, w4 : trigreduce(ws3, f); la cual desarrolla dicho producto
en una suma finita de Fourier, en la variable f.Y, después, w5: factor(w4);, pa-

ra factorizar las funciones trigonométricas que dependan de la variable f, y simplificar.

Escribiremos s6lo el inicio del resultado obtenido al simplificar 4% ar:

dw a’3(3e?2-1) Gmgmyc
af ) 256eptr;
a3

1728a30262,uerLsen2(w)cos fl2 F+3

a3
+1728a302e2urLa)Lcosz(a)) cos|f|2y/—+3

7

a3

+23520292,u2erL ;senz(w) cos| f|2 7+3 (4.2.43)
+2352c%e? erL‘/—cos (a))cos(f(

+1056¢%e? i’ ry sen? (w) cos (f (2

+
\—/‘w/
~—— ~—

+1056¢%e? i’ 17 cos® (w) cos (f (2



| a3
—4032a° c** urrw? sen”(w) cos (f 2y —+1
T

[ 43
—40326130282/171(1)% cos®(w) cos (f (2 % + 1))

—912¢%e* & sen? @
Uror sen”(w)cos| f|2 +1
H H
_ 2.2 2 “_3 2 a_s
912c“e“uriwr p cos“(w)cos| f|2 p +1

—3846282/.12 rr cos?(w) cos(f) — 192(:2,112 rr cos?(w) cos(f)
+480c? e3,u2 r cos?(w) + 3842 e,u2 71 cos? (w)
+320c%e P r cos(4f) +384c%e? i’ 1 cos(3 f)
+1280c%eu?ry cos(2f) —384c*eu?ry cos(2f)
+11526‘262/JZI‘L cos(f)+ 25602;12 rrcos(f)

+960c%e® i’y —384c*ep’rr ] .

Aunque es tedioso tratar de escribir toda la expresion, podemos escribir todas las
funciones trigonométricas que componen a los sumandos a integrar; sen("algo" f),
cos("algo"f) , omitiendo las constantes que a ellas multipliquen y saber cual ser4 el
limite superior adecuado para que se anulen todos los sumandos que no sean cons-
tantes en f, al promediar w. Dichas funciones son

cos(f),sin(f),cos(2f),sin(2f),...,cos(7 f),sin(7 f),

as ) as as . as
cos(f\/;wL),sm(f\/;a)L),cos(Zf\/;wL),sm(Zf\/;a)L),
cos(f Ia)L—S),sm(f ;wL—S),...,cos(f H(uL—l,
sin (f\/%wL — 1) ,COS (Zf\/%wL— 5) ,sin (Zf\/%wL— 5) , (4.2.49
...,cos(2f Ia)L—l),sm(Zf Ia)L—l),cos(Zf HwL+3)
,sm(Zf Fa)L+3),...,cos(2f Fa)L+1),sm(2f Fa)L+1),
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Si, B = \/%sw L, como se describi6 en la pdgina 29, el argumento de los senos y co-
senos en (4.2.44) serd a(P) f, donde a depende de f linealmente en todos los casos.

Andlogamente a como lo hicimos, se considerard, 5 € Z. Por lo tanto, también, a € Z.

Utilizaremos el mismo argumento que en la pagina 29, para que al promediar so-
bre el cambio del pardmetro orbital w, es decir, al integrar el cambio de éste sobre un
periodo en el que el satélite recorre k vueltas, como se describe en (4.2.45), los inicos
términos que sobreviven son los que no dependen de f; los términos constantes en
(4.2.43).

2km dc
o) = —df. 4.2.45
() fo af f ( )

Para conseguir lo anterior en Maxima, haremos uso del comando para yuxtaponer
variables por otras, y poder eliminar las funciones trigonométricas en (4.2.43). Asi,

por ejemplo, para eliminar las sumas que multipliquen a sen ( fi/ %Sw L), se ejecutard;

w6 : wb, Sen ( i/ %Sw L) = 0;, y asi sucesivamente hasta que desaparezcan todas esas

funciones trigonométricas y inicamente sobrevivan los términos constantes como ya
se hizo anteriormente.

Asi, recolectando pacientemente los términos constantes en f, del resultado de w
que devolvio Maxima, obtenemos,

) 2nGmsmyc a3(3e%-1)
() = - a4\~
256ep*r; u

[768a3 c eguer% sen?(w) — 768a° ¢ e3/,Ler% cos®(w)

(4.2.46)
—480¢? e3u2 rL sen’ (w) — 384¢? e,u2 rL sen’ (w)

+480¢? e3u2 L cos’ (w) + 384cze'u2 L cos’ (w)
+960c%e®u* —384c*ep’rr | .

Si aproximamos con potencias menores o iguales a 2 de e, tenemos,



. 2nkGmgmpc® a3(3e2-1)
(W) =~ — 3 -
256eu’r; 1

[-960¢” sin? (w) + 288esin®(w) + 960e> cos? (w)

—288ecos? (w) +960e® —384e].

(4.2.47)

Procediendo igual con los demads parametros, aproximando hasta potencias cuadra-
das de e, obtenemos,

@ = 2nGmymgcte? ad3(3e?-1)
- 160313 T (4.2.48)

[-48a°w? cos(w) sen(w) — 120u cos(w) sen ()],

@ = 2nGmymg | a®(3e?-1)
32¢7utr] I (4.2.49)

[—168¢%eu’r, cos(w) sen(w) + 72¢'%eu?ry cos(w) sen(w)],

@ = 2Gkna*msm; _a33e’-1)
- 256cu3r v (4.2.50)

[-1536a° c* e urrw? cos(w) sen(w)],

<ﬂ>—0 (4.2.51)
af =0, 2.

(Q)y=0. (4.2.52)

A diferencia de los casos anteriores, una vez integrando el lado derecho de los pro-
medios, vemos que c,a, y, e no son constantes, pues sus promedios no son cero, asi
que no se podra integrar analiticamente, pues las ecuaciones diferenciales dependen
de todos los parametros orbitales no linealmente. Tampoco podriamos suponer que
cambian muy poco significativamente, por el cambio de variable que hicimos. Asi que
se tendrd que integrar numéricamente para poder obtener el cambio de los pardme-
tros orbitales en el tiempo 7.

Para facilitar dicha integracién, nos quedaremos con 6rdenes de la excentricidad
menores o iguales a 2, pues como se ha mencionado, se ha considerado trabajar con
excentricidades pequenas debido a que la gran cantidad de los cuerpos astron6micos
familiares asi se comportan.

En la préxima seccion, se verd la forma en que trabajaremos con esta dificultad, ade-
mas de mostrar como coinciden los valores obtenidos por medio de la teoria asint6tica
de promedios, de acuerdo con las simulaciones ntimericas.



4.3. Simulaciones numericas

En la seccion anterior se obtuvo el comportamiento de la variacion promedio de
los parametros orbitales; estas expresiones las podemos pensar para 6rbitas muy poco
elipticas de tal forma que |e| << 1. Por tal razon es entonces conveniente expresar las
variaciones de los pardmetros orbitales como series de potencias de e. Con el prop6-
sito de verificar las férmulas encontradas podemos confrontar dichas expresiones con
simulaciones numéricas y comprobar que a primeros 6rdenes de e hay concordan-
cia de los datos numéricos con el prondstico del comportamiento de los pardmetros a
tiempos largos.

Vamos a suponer un planeta de masa unitaria donde la constante de Gravedad es
también 1 para simplificar los calculos. Consideremos que este planeta tiene una luna
de masa 0.2 que gira alrededor del planeta en 6rbita circular. Un satélite muy peque-
fio se mueve inicialmente en Orbita eliptica alrededor del planeta cuya 6rbita esta en
el mismo plano de la 6rbita de la luna. Vamos a suponer que el semieje mayor de la
orbita del satélite es a y la 6rbita circular de la luna tiene un radio igual a 10a. Por sim-
plicidad consideremos que a = 1 y que la frecuencia de la luna es 0.2 veces el periodo
del satélite.

El modelo numérico lo podemos representar como el siguiente conjunto de ecua-
ciones diferenciales [BLA]:

X= Uy,

y= Uy

ljx: _Cr_-)g'i'Lxlrsx,
1

- Y yi—y

Vy— _Cﬁ‘l_L r3 y

1
donde (x, y) son las coordenadas del satélite y (vy, v)) sus velocidades, r = \/x2 + y? y

C = Gmsiendo G la constante de gravitacion y m la masa del planeta. Las coordenadas
de laluna son (x;, y;) y la distancia del satélite a la luna es

"= \/(x—xl)2+(y—J’z)2 :
donde L = Gm;.

Dado que la luna sigue una 6rbita circular, entonces sus coordenadas las definimos ast:

x;= 10asin(Ft),
v1= 10acos(Ft),

siendo a el semieje mayor inicial de la 6rbita del satélite y F = 0.2.

Para encontrar la solucion de este sistema de ecuaciones diferenciales se utilizé6 un
integrador numérico del tipo Runge-Kutta de orden 7-8 (de paso variable). Las ecua-
ciones se integraron durante un tiempo de 5 x 10* unidades con un error de integracién
del orden de 10~!*. Nuestro interés fue determinar la evolucién de los parametros orbi-
tales del satélite. Para ello se calcul6 para la 6rbita del satélite alrededor del planeta su



pericentro y su apocentro. La evolucion de estos dos puntos nos ayudan a determinar
los parametros a, e y w, tal como se ve en la figura 4.10.

Figura 4.10: En la figura podemos ver el corrimiento de pericentro (puntos rojos) y del apocen-
tro (puntos verdes) de la 6rbita del satélite. El cambio de w se puede determinar por el cambio
de la posicién de los pericentros.

Al realizar la simulacién numérica con un valor inicial de a =1 y de e = 0.05, podemos
analizar el comportamiento del pericentro y del apocentro de la 6rbita del satélite. Si
graficamos la localizacién del pericentro y del apocentro cada vez que el satélite com-
pleta una 6rbita podemos observar el comportamiento de estos puntos. En la figura
4.11 podemos observar la grafica de los puntos de los epicentros (puntos rojos) y de
los apocentros (puntos verdes), al transcurrir la simulaciéon numérica los pericentros y
apocentros van variando su posicion y en particular la distancia al centro de la figura,
sin embargo podemos observar que los pericentros describen en promedio una corona
y lo mismo sucede con los apocentros. Asi podemos concluir que en promedio la dis-
tancia del pericentro al origen no cambia y lo mismo sucede con el apocentro. De esta
forma podemos afirmar que el cambio promedio del semieje mayor y de la excentrici-
dad no varia con el tiempo cuando la excentricidad es pequefia. Si ahora observamos
la forma que tiene < @ > en la ecuacion (4.2.50), podemos ver que los términos de or-
den mds bajo en e son cuadraticos. Para la variacion de < é > en la ecuacién (4.2.49)
los términos de orden mads bajo de e son lineales. De esta forma podemos verificar que
a orden (%) las variaciones de a y e son cero; esto concuerda con el comportamiento
numeérico.

Ahora, si calculamos el desplazamiento del eje excéntrico w en la simulacién numérica
obtenemos una gréafica como se muestra en la figura 4.12. En esta grafica vemos como
w varia al cabo del tiempo formando un entramado simétrico, sin embargo el com-
portamiento promedio es lineal. Ahora tomemos la expresion de < @ > en la ecuacion
(4.2.47); si s6lo consideramos los términos a orden maés bajo de e ( que son de orden



(€%)), tenemos la ecuacién diferencial,

a’(3e?-19
X ) (—672 +576sin*(w)).

Esta ecuacién diferencial sélo depende de w a orden (e°), es decir, las variables a, e y
¢ son constantes a este orden. Al hacer la integracion numérica obtenemos como re-
sultado la curva morada que se observa en la figura 4.12. Es claro que la curva sigue las
mismas oscilaciones del entramado del eje excéntrico pero en promedio se comporta
igual que el promedio de dicho eje.

.40

-1 0003

1.3000 0.6000 0 0.1000 0.8000 1.5000

Figura 4.11: Los puntos rojos representan la evolucion de los pericentros y los puntos azules
de los apocentros. Debemos observar que los apocentros y los pericentros forman una corona
en promedio. Los ejes de la grafica son x e y.

Podemos concluir que al examinar los resultados obtenidos en este capitulo son con-
sistentes con los experimentos numéricos al hacerlos a orden e%).
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Figura 4.12: El entramado de puntos azules representa la evolucién del eje excéntrico w en la
simulacién numérica. La linea azul representa la solucién de la ecuacion diferencial de w.






Capitulo 5

Aproximacion al caso real: la Tierra en
forma de esferoide

En los casos previos de nuestra tesis tenemos la base de ésta, el esqueleto teorico
que la fundamenta. Con todo, atin no hemos considerado la forma real de la Tierra, la
cual se explic6 ampliamente en la pagina 4. Como primera aproximacion del geoide,
se considerard la forma de la Tierra un esferoide.

Para ello introduciremos dos masas negativas, una arriba y otra abajo del origen
donde se concentra la masa principal de la Tierra, sobre el eje Z del sistema fijo, tal
y como lo muestra la figura 5.1. La razén se explicard en el Apéndice C.

Como las fuerzas son aditivas, es decir, al considerar la fuerza resultante de un con-
junto de fuerzas aplicadas a un objeto, basta con sumar la representacién vectorial de
todas éstas. Para resolver estos casos, bastard sumar la fuerza perturbadora de los bipo-
los en las fuerzas perturbadoras de los casos anteriores, donde la fuerza perturbadora
de la Luna y la fuerza de campo central generada por la Tierra ya fueron consideradas.
Por lo tanto, tendremos que encontrar las fuerzas F,, F, y F,, correspondientes a di-
chas dos fuerzas.

La fuerza perturbadora generada por los bipolos es,

Fp=Gmsm |T=612(F-6)+Gmsme |T+6 |72 (F+0).

Sin embargo, como | 7 - 5 | 3= 7+ 5 |3, por simetria dado que 7 pertenece al plano
xy (figura 5.1) obtenemos,

ﬁb :ZGmsmG | F_(s |_3 F)
donde, m, es la masa de los bipolos y como hemos visto, m;, es la masa del satélite.

No obstante, si observamos la figura 5.1, se satisface,
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Figura 5.1: Bipolos
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Utilizando Taylor y despreciando los términos de (%) con n mayor a 4, obtenemos,

o 3
Fp=2Gmgm, (r_z - 552r_4) f.

Por lo tanto,

> 3

F, =2Gmgm, (r‘z - zézr“*) 7,
ﬁa = O)

F,=0.

Aqui desembocamos en los dos casos anteriores; si la 6rbita satélital es circular o elip-
tica.

Ahora que ya tenemos las proyecciones de la fuerza perturbadora que generan los bi-
polos sobre el satélite, es importante notar, que como las ecuaciones diferenciales de
los parametros orbitales, (2.0.1), son lineales con respecto a F;, F, y F., podemos cal-
cular como cambian los pardmetros orbitales si la tinica fuerza perturbativa fuera la
generada por los dos bipolos, promediarlos, para luego sumar ese resultado con el que
hemos obtenido en la pagina 30, en el caso en que la 6rbita satelital es circular, donde



se calcularon los promedios de los pardmetros orbitales con la fuerza de perturbacién
que la Luna genera iinicamente sobre el satélite (4.1.28).

Si la 6rbita del satélite es circular, dado que las proyecciones de la fuerza perturbadora
respectivas son, F, =2Gmg,e (r_2 — %62r_4), F, =0y F. =0, por (2.0.1), podemos notar
que dentro las integrales resultantes de los pardmetros no habra términos constantes
diferentes de cero cuando se sustituyan los valores de F;, F, y F,, pues al sustituir las
proyecciones de las fuerzas, s6lo quedaran constantes multiplicando por las funcio-
nes trigonométricas de (2.0.1) y al promediar los pardmetros orbitales, éstos se hardan
0 (este ultimo argumento se verd mds claramente cuando desarrollemos més adelante
en el caso cuando la 6rbita inicial del satélite sea eliptica). Por lo tanto,

(€) =0,
(€) =0,
(@) =0,
(w) =0,
(i)=0,
(Q)=0.

Aqui vemos que no le afecta nada al satélite que la Tierra esté achatada cuando la 6r-
bita del satélite es circular, pues los pardmetros se seguirdn moviendo como en (4.1.29).

Cuando la 6rbita es eliptica, tendremos que poner a r en términos de f para poder
integrar, asi que utilizando la ecuacion (4.1.13) procedemos de la misma manera como
lo hemos hecho. Por lo tanto,

2 2,4
_ H 2 307 4
F,=2Gmsm, F(1+ecos(f)) "8 (1+ecos(f)7|,
F(XZO)
FCZOc
Substituyendo en (2.0.1), obtenemos,
d 3 1- 2)3 2 3 462
d_](i:\,% 2£Gmsm€sen(f) %(1+ecos(f))2—57(1+ecos(f))4)]

(1-2ecos(f) +3e*cos®(f)).

Ya que no hay ninguna potencia positiva de r, s6lo expandimos en serie de Taylor de
(1+ ecos(f))?, que viene de cuando hacemos el cambio de variable de ¢ con f.

@_ a3(1—e2)3
af | [T

(1-2ecos(f) +3€*cos®(f)),

e 12 52yt

5 3
4 - Gmgmesen(f) F(1+ecos(f)) —W(1+ecos(f))4)]




3 2)3
df \/m[ 2—GmsmgCOS(f) _(1+ecos(f)) (1+eCOS(f)) )]

(1- Zecos(f)+3e cos®(f)).

Los demas resultan ser cero.

Simplificando con Maxima obtenemos,

12nkGa’ce? : 3302 — 1
(é) = noa cze 3msme cos(w) sen(w) —M, (5.0.1)
pers \ 7
3(3p2
(W) = anG,umems”_a Be”~ 1) [486%eu?], (5.0.2)
16c7e 7

(a) =

(iy=0, (5.0.3)

(Q)=0.
Si sumamos los promedios de los pardmetros orbitales cuando s6lo consideramos el
caso de la Tierra achatada, es decir, (5.0.3), con los promedios de éstos tltimos cuando
la 6rbita inicial del satélite es eliptica y el satélite estd siendo perturbado por la Luna
cuando la Tierra es esférica, (4.2.48),(4.2.50),(4.2.49), (4.2.47),(4.2.51) y (4.2.52), de tal

forma que los periodos de integracion coincidan, en este caso de 0 a 2wk, podremos
obtener los cambios en los pardmetros 6rbitales del caso que queremos demostrar.

Son
@) ~ R msmgc _@Be’—1) [-71sen?(w)]
32u2r; U
| 2mkGpmems | @Be 1) [486%eu?],
16¢7e u

2nGmymgcte® | a3(3e2-1)
16,u3 r; v (5.0.5)

(- —48a°w cos(w) sen(w) — 120u cos(w) sen(w)],

(5.0.4)

€ =-

2nGmypmg a3(3e2-1)

32c7utr} - U

(€)=

[-168c%eu®ry cos(w) sen(w) +72¢'%ep?r cos(w) sen(w)] (5.0.6)

12nkGa® ce®* mmyw? a3(3e?-1)
+ 3 cos(w)sen(w)y/ ————,
prry p




2Gkna*msm; | a3(Be?-1)

iy = -
‘@ 256¢c1°17 p (5.0.7)
[-15364° c?e? urrw? cos(w) sen(w)],
< di > =0 (5.0.8)
df — U, U,

(Q)=0. (5.0.9)






Capitulo 6

Configuracion general de la 6rbita
satelital

El dltimo caso que estudiaremos, el més general a considerar en este trabajo, con-
siste en suponer el eje de la Tierra inclinado y sobre €l a los dos bipolos. También con-
sideraremos los planos de la Luna y del satélite no coplanares; sin embargo, como lo
muestra la figura 6.1, la configuracion inicial de los dos planos con relacién al plano
principal, xy, serd tal que dichos planos sélo estardn rotados con respecto al eje X los

angulos iy e i, respectivamente.

5 7']

Figura 6.1: Planteamiento, caso i # 0.

La orbita lunar al igual se supondra circular y fija. La fuerza perturbadora es:
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F=Gmums|F-i |3 F=F)+Gmame |F=06 13 F=08)+Gmsme | F+6 |72 (F+06).
(6.0.1)

Como la trayectoria de 77, es circular en el sistema (X', ', Z’), se escribe en el sistema
(X,¥,2) como

(1 0 0 ) (cos(th)) ( cos(wrt) ) (,61)
iz=10 cos(iy) sen(ir)||sen(wr?)|=| cos(ir)sen(wrt) |=|pB2].
0 -—sen(iy) cos(i) 0 —sen(iy)sen(wrt) Bs

El d&ngulo que se rota es —i; pues dicha rotacion es en el sentido de las manecillas
del reloj. Si escribimos a 77 con respecto al sistema variable (7, &, ¢), el cual podemos
ubicar en la figura 6.1 por medio de los vetores 7, Z = ¢, y el ortogonoal a éstos, @, que

no aparece en la figura, basta utilizar la ecuacion (4.2.13), al suponer Gnicamente a i, y
w distintos de cero. Asi obtendremos

7 = (Zi), (6.0.2)

as

donde,

a1 = cos(wr 1) (cos(Q) cos(w + f) — cos(i) sen(Q) sen(w + f))

+sen(wt) cos(ir) (cos(w + f) sen(Q) — cos(i) cos(Q) sen(w + f))
—sen(wrt)sen(ir) sen(i)sen(w + f),

ay = cos(wr 1) (cos(Q) sen(w + f) — cos(i) sen(Q) cos(w + f))

+sen(wrt) cos(ir) (cos(i) cos(Q) cos(w + f) —sen(Q) sen(w + f))
—sen(wrt)sen(ir) sen(i) cos(w + f),
a3 = cos(wrt)sen(i)sen(Q2) —sen(wr t) cos(ir) sen(i) cos(L2)
—sen(wy t)sen(iy) cos(i).

Pero como en la condicién inicial, Q = 0, entonces,

a1 =cos(wrt)cos(w + f) —sen(wr t) cos(ir) cos(i) sen(w + f)
—sen(wyt)sen(ir)sen(i)sen(w + f),

ap =cos(wrt)sen(w+ f) +sen(wrt) cos(ir) cos(i)cos(w + f)
—sen(wrt)sen(ir) sen(i) cos(w + f),

a3 = —sen(wrt)cos(ir)Sen(i) —sen(wyt)sen(ir) cos(i).

El mismo procedimiento anterior lo realizamos con los bipolos que estdn representa-
dos en el sistema fijo como 6 = (0,0, £1). Asi, los bipolos escritos en el sistema variable
son,

6 = {+sen(i)sen(w+ f)} 7 + {*sen(i) cos(w + f)} & + {= cos(i)} &. (6.0.3)



. . . w3, o= .3 .
Sélo nos queda poder expresar las distancias | 7 — 77 |"2 y| 7+ 6 |~ 2 en términos de los

angulos de Euler.

Para encontar la primera de las distancias, como posteriormente explicaremos, nos
basaremos en la figura 6.2 donde hemos plasmado toda la dindmica anteriormente
descrita, para expresar el dngulo <<AOB = i’ en terminos de i — ij.

Para el anterior proposito, utilizaremos el circulo unitario de la figura 6.2, p, el cual
tiene como centro el origen de coordenadas O. Dicho circulo se encuentra en el plano
K, el cual estd rotado del sistema (X', ¥',Z’) un angulo i — i; con respecto al eje y. El
punto B es cualquier punto sobre la circunferencia p, y el punto A, es la proyeccién
de B sobre el plano X'y’. El punto C es la proyeccion de la recta OB con el eje j. R es
la interseccion del eje x' con la proyeccion del punto de la circunferencia tal que si se
proyecta sobre el plano X'y, cae exactamente sobre el eje X', S.

i — iy eselangulo, {BCA, i’ = £BOA. f es el angulo que va del eje X a la linea OA, y
su complemento, 5 — f, el &ngulo que va del eje X a la linea OC. Las proyecciones de
éstos ultimos dngulos sobre el plano x, se mantienen constantes. Es decir, £ SOB = f,
y£BOC=4£A0OC=7%~f.

Como el tridngulo A OBC es rectdangulo y OB = 1, entonces BC = sen (’2—’ — f) = cos(f).

También, sen (i) = BAysen (i —i') = 24 cfsj(qf)'

Asi, BA = cos(f)sen (i —i'). De ahi que sen(i) = cos(f) sen (i — i’).

Por lo tanto,

i’ =sen™! (cos(f)sen(i —ir)). (6.0.4)

Noétese que el anterior resultado no depende del radio del circulo. Para explicar por
qué se necesita poner a i’ en términos de i — i; recurriremos a la figura 6.3. Expli-
caremos primero la figura. El vector 77 es el segmento dirigido OM, 7 es el segmen-
to dirigido ON, r = OM, y r; = ME. E es la proyeccién del punto N sobre el plano
%'y'. G es la interseccién de la recta que contiene al segmento OE, con la érbita lunar.
<MOE = f —wrt. Ademas,

| F— 7, |= MN = V ME? + NE2.
Si i’ = <INOE, entonces,

NE =rsen(i),
EO = rcos(i),
ME? = 17 + EO* =211 EO cos(f —wrt)

=1 +r?cos?(i') - 2.7 cos(i’) cos(f — wi 1).



Figura 6.2: Caso i # 0.

Por lo tanto,

MN = \/rf +r2cos(i") —2rprcos(i’) cos(f —wrt) + r?sen(i’)

— \/rl%-q- r2—2rprcos(i’) cos(f —wrb).

Asi,

o

| r—rp |73 = (r2+r*=2rprcos(i’) cos(f —wr 1))

-3
2

r\? r
_ r;3(1+(—) _2(_)cos(i’)cos(f—le‘)

L L
En este punto es necesario notar la relacion entre las figuras 6.2 y 6.3. Aunque la tra-
yectoria de 7 en este caso no es circular sino eliptica, el estudio que hemos hecho se
respeta, pues no hemos considerado el movimiento de éstos con respecto al tiempo;
es una cuestion meramente de dngulos.

Por (6.0.4) tenemos que,

cos(i') = \/1 —sen?(sen! (cos(f)sen(i — ir)))

= \/1 —cos2(f)sen?(i — iy).



Figura 6.3: Caso i # 0.

i—irp€ (0, %), ya que si i — iy excediera a 7, serfa un caso analogo al que ya se consi-
der6 pero orientado diferente. Estudiaremos el problema cuando i — if, € (0, %) Como,
sen’(i — i) = 0, aproximaremos con series de Taylor alrededor de cos?(f)sen?(i — i) =

0.

Por Taylor tenemos,

1 3
cos(i) =1+ Ecosz(f) sen’ (i — i)+ gcos‘l(f) sen*(i — ir).

2 r
—2(—) cos(f—wrt)

L

_ _ r
[r—rr] 3:rL3(1+(—
L

Nlw

1+ %cosz(f) sen?(i —ir) + gcos‘*(f) sen*(i — iL)))

Debido a que, ﬁ =~ 0, por (4.1.5),

-3_ -3 -4
|r—rp| ™" =r;"+3rr; cos(f —wrt)

1+ %cosz(f) sen?(i —ir) + gcos‘l(f) sen*(i — iL)).




Si z=cos(f —wt) (1+5cos?(f)sen®(i — ir) + 3 cos*(f) sen*(i — ir)), entonces,

lr—rp| 3= rL_3 +3rrL_4z.

Nétese que cos(f—wrt) = cos(f) cos (wrt)+sen(f)sen (wy ) ylas funciones trigonomé-
tricas que dependen de w? son las mismas que las que ya hemos calculado en (4.2.40)
y (4.2.41).

S 7,3 P .
Solamente nos falta encontrar | 7+ 6 |~ 2 en términos de los dngulos de Euler. De acuer-
do con la figura 6.4, podemos encontrar las distancias del satélite a los dos bipolos, por
medio de la ley de los cosenos.

=~

| —5|=\/r2+62—2r6c0s(g—i’)

5\2 26 ,
=ri/1+|—-] — —sen(i).
r r
- 0
|?+6|:r\/1+

-
Sin embargo, por (6.0.4), tenemos que

Andlogamente,

2

20 .
+ —sen(i’).
r

sen(i’) = cos(f) sen(i — ir).

2
| ?—5|:r\/1+ (g) - ?cos(f)sen(i— ir).

Como el radio de la Tierra mide 6,371 km, es decir, | 6 |= 6,371 km, y la altura pro-
medio del satélite sobre la superficie de la Tierra, como lo vimos en la pédgina 13, es
de aproximadamente 35,786 km, entoces % ~ 0. Por lo tanto, podremos aproximar las
28
r
nos quedamos con potencias de r menores o iguales a 4, tenemos,

2
expresiones anteriores alrededor de (g) + =2 cos(f)sen(i —ir) = 0. Asi, si aqui también

|F—gl_szr_s+36r‘4cos(f)sen(i—iL) (6.0.5)

| F+6 | 3=r3=36r"*cos(f)sen(i — iy). (6.0.6)

Si agrupamos los términos de cada eje de (6.0.1) y simplificamos, tenemos que



Figura 6.4: Distancia de los bipolos al satélite.

‘z—ai[r;3+3rr7z])

Fr = Gmymg(rr® +3rr]
+2Gmgme (r™=3B16 cos(f)sen(i—i))r™?),

-3 4
Fo=-Gmpmgay (r;° +3rr; *z)

.. (6.0.7)
-6Gmgm:0 B cos(f)sen(i —if)r ~,
F.=—-Gmymsas(r;> +3rr;*z)
—-6Gmsme0Pscos(f)sen(i — inr 4.
De manera similar a como lo hemos hecho vemos que
dc ¢t |ad(1-e?) wo_ _
d_f = P T [—GmLmsaz (;rL?’(l + ecos(f)) +3rL4z)
ud o 5 (6.0.8)
—Gmesme&Bz cos(f)sen(i—ir)(1+ecos(f)) ]

(1-4ecos(f) + 102 cosz(f)),



de ¢ [a*1-¢€?) [c TR 4
d_f_ﬁ T{ﬁsen(f)[GmLms(?rL (1+ecos(f)+3r; "z

ol |

%r;3(1+ecos(f))2+3 £
p p°
+2Gmsm, (E(l + ecos(f))4 —3ﬁﬁ15cos(f) sen(i — i)

?rL_‘lz(l +ecos(f))

-y

1 (6.0.9)
1+ ecos(f))ﬁ)] + E(e+ 2cos(f) + ecos®(f))

[—GmLmsag (% r73(1 +ecos(f)) + SrL_4z)

5
—G%Gmsmeéﬁg cos(f)sen(i—ip)(1+ ecos(f))Sl }

(1-4ecos(f) + 10€® cosz(f)),

df — p? T c

) By »
[ GmLmsag(Cz rp (1 +ecos(f) +3r; Z) (6.0.10)
5

—6%Gm3m€6ﬁ3 cos(f)sen(i—ip)(1+ ecos(f))5] }

(1 —4ecos(f) + 10e* cos?(f)),

dQ ¢ [a(-e?) {1sen(w+f)
af — u? ) c sen(i)

[—GmLmsag(%rg3(1+ec08(f))+3ri42) 6.0.11)

5
—B%Gmsmeéﬂg cos(f)sen(i —ir)(1+ ecos(f))5] }

(1-4ecos(f) + 10€® cosz(f)),



do c* a3(1—e2){
af w I

+3rL Z— Uy

c uo_

_ﬁ cos(f) [GmLms (ﬁrL‘?’(l + ecos(f))
12

C—rL3(1+ecos(f)) +3 (1+ecos(f))z

|

4
+2Gmsme (%(1 + ecos(f))4

6
—3%[315005(]0) sen(i—i;)(1+ ecos(f))ﬁ)

_1 cos(i)sen(w + f)

[— GmLmsag( ST (1+ecos(f))+3rL z)

c sen(i)
/,t5 5 (6.0.12)
—63Gmsm€6ﬁ3cos(f)sen(i—iL)(1+ecos(f)) ]
c e u
+Esen(f) GmsmLaz(—rL (1+ecos(f))? +3 ST 4z(1 + ecos(f))
6
—G%Gmsmeéﬁgcos(f)sen(i—iL)(1+ecos(f))6]
1 uo _
+Esen(f) [—GmLmSag (grLg(l +ecos(f)) +3rL4z)
5
—G%Gmsmeéﬁgcos(f)sen(i—iL)(1+ecos(f))5]}
(1—4ecos(f) + 10e* cos*(f)),
da_c' “3(1_62){2“Zesen(f)[c;m m (ﬂr‘3(1+ecos(f))
af u? ) c s (2L
+3 M—Z ﬁ
ritz—a 5T (1 +ecos(f)? +3 r.*(1+ecos(f))z
,u4
+2Gmsme (—8(1+ecos(f))4
(6.0.13)

8
—3—ﬁ16cos(f) sen(i —ir)(1+ ecos(f)) )

2a°c U

3 2
-Gmpmsay (% rL_3(1 + ecos(f))3 + 3?r£4z(1 + ecos(f))z)

(1 —4ecos(f) +10¢? cos®(f)).

Introduciendo en Maxima, como lo hemos hecho antes, e integrando para obtener los
promedios de los parametros érbitales y considerado sélo hasta (e”) y potencias de r 1
menores que 4 , tenemos,

7
y

—7 Gmsme6 By cos(f)sen(i —ig)(1+ ecos(f))’

. a3 1
<é>= = (6mkdmsmep® G cos(w) sin(i)) sen(i — i),
U c



3
<i>= \/ %— (6 kdmsmepu>Gcos(w) cos(i)) sen(iy — 1),
. a3 1 3 . . . .
<Q>=1————— (67rk6m3m€u Gsin(w) COS(l)) sen(iy —1),

31
<a>= a—g (12nka26msmey4Gcos((u) sin(i))sen(iL -1),
\/ )

<e>=0.



Conclusion

Mediante el planteamiento para encontrar el movimiento orbital de un satélite en
Orbita alrededor de nuestro planeta con pequefias perturbaciones externas, problema
fundamentalmente importante en los avances de la tecnologia actual, se estudi6 en
esta tesis la eficacia de la teoria asint6tica de promedios para la resoluciéon del movi-
miento de la 6rbita satélital.

Se utiliz6 para este fin el caso del movimiento de la 6rbita satelital eliptica coplanar
alaluna.

La problematica original escrita formalmente es la siguiente.

"Se quiere resolver el movimiento global orbital de un satélite alrededor de un pla-
neta que no es esférico en su totalidad (Tierra) y su masa es mucho mayor a la masa
de éste, con una ligera perturbaciéon generada por otro cuerpo de masa mucho mayor
a los dos anteriores (Luna)".

Por global nos referimos a que en tiempos largos podemos conocer su trayectoria.
Tal es el caso de las coronas generadas por los apocentros y epicentros en la pagina 52.

La evidencia de la eficacia de la teoria asint6tica de promedios se mostr6 por medio
de simulaciones numéricas que determinaron que la solucién obtenida mediante el
método propuesto corresponde bastante bien al comportamiento de la simulacién.

Por medio de los 6rdenes de e en las ecuaciones obtenidas, se pudo conocer c6mo
cambia el movimiento orbital. Se logro clasificar cudles elementos orbitales eran los
rapidos y cudles los lentos. Por ejemplo, como las ecuaciones finales de a y ¢ s6lo con-
tienen términos de orden 2 para e, para excentricidades pequefas, éstos no se mueven
significativamente, a diferencia de los parametros e y w para los cuales la potencia de
e mas pequena es la lineal, por lo tanto estos se mueven mas rapido que los anteriores,
coincidiendo con la simulacion ntiimerica.

Es importante mencionar que para lograr lo antes mencionado, se han supuesto dos
hechos importantes en este trabajo que dan lugar al nombre de asint6tica a la teoria
aplicada: la excentricidad considerada del satélite y como lo vimos a lo largo de este
trabajo, la razén de la distancia del satélite a la tierra y la distancia de la tierra a la luna,
é , son pequenos.
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Aunque los célculos para poder determinar el movimiento de la 6rbita satélital son
enormes y simplificarlos para resolverlos resulta ser bastante tedioso, en la practica
haciendo uso de la teoria asintética de promedios podemos simplificar significativa-
mente el problema, pues como vimos, s6lo se necesita simplificar las funciones trigo-
nométricas anidadas para poder integrar en un periodo del satélite cuyo movimiento
orbital estd siendo determinado analiticamente.

Uno de los grandes avances en la modernidad fue la capacidad de resolucién de
problemas por medio de los sistemas computacionales, en particular problemas con-
cernientes con la Mecénica Celeste. Asi, se han desarrollado diversos programas que
han permitido ala humanidad poder desarrollar y simplificar cédlculos enormes de ma-
nera confiable y rdpida.

De esta manera, pudimos utilizar Maxima para desarrollar dichas expresiones trigo-
nométricas y poder resolver de una manera trivial el problema, obteniendo resultados
explicitos, que nos permiten visualizar el movimiento general de la 6rbita del satélite
globalmente.

Tomando como fundamento el éxito en la comparacion de los resultados por la teo-
ria asintotica de promedios y la aproximacion nimerica cuando la 6rbita inicial del
satélite es circular, podemos suponer la misma eficiencia de la teoria asintética de pro-
medios para la solucién de los demds casos.

Este hecho resulta ser bastante reconfortante, pues simplifica tremendamente la for-
ma de enfrentar, calcular, y entender el problema, utilizando la periodicidad del mismo
a nuestro favor.

Esto nos permite tener certidumbre acerca de los cuerpos satelitales préximos al
hombre, que dia a dia escriben nuevas pdginas a la evolucion de la historia y tecnologia
del mismo.



Apéndice A

En esta seccién derivaremos las ecuaciones diferenciales que determinan el cambio
de los pardmetros Orbitales debido a una fuerza perturbadora general F.

-
[
)
<
ﬁ

6.1. Calculode¢

Si escribimos a la fuerza externa F en términos de sus proyeccciones; F,, F, y F¢, en
el sistema variable (7, &, ©),

F=F,c'¢+Fr '+ Fya'a. (6.1.1)
Como¢=7x0,(=Fx U+ 0UxTFycomo U=T7, entonces, U x 7 =0. Por lo tanto,
C=7xD. (6.1.2)
Recordemos la siguiente identidad para g, b,y ¢ € R3,
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ix (bx &) =b(d-¢)-¢@-b). (6.1.3)
Como la fuerza es igual a la masa por la aceleracion (segunda ley de Newton), con-
siderando la masa unitaria, F = U, y sustituyendo (6.1.1) en (6.1.2),
¢=7x(Fec 'e+ For 'F+ Fpa™'@)
=Fc 'FxO+Fr 'Fx )+ Faa L (Fx @)
=F.c ' (Fx &)+ Fpa ' (Fx (Ex 7))
= —F.c '@+ Faa ' [6(F-F) - F(F- ©)]
=F,r’a '¢-F,c'a.
Como a =rcsen(5) =re,
¢=Fyrc 'é-F.c'a. (6.1.4)

Para obtener la ecuacion gorbernante de la norma del elemento 6rbital ¢ nos hace falta
s6lo una propiedad, que aunque sencilla de demostrar no es tan intuitiva. Si b € R3, por
las propiedades del producto punto; b- b = b? cos(0) = b?, tenemos,

d d - - -3
2bb = —(b*) = — (b- b) = 2bb.
dt( ) dt( )
Asi,

b =bb con beR®. (6.1.5)

Por lo tanto, si a (6.1.4), le aplicamos el operador producto punto con el vector ¢, obte-
nemos,

—

¢-¢=Fyrc'¢-¢-F.c"'¢-a.

Como los vectores ¢y @ son perpendiculares, aplicando (6.1.5), obtenemos la ecuacién
diferencial gobernante para el elemento 6rbital c.

¢' = rF,. (6.1.6)

6.2. Calculodeé

Para obtener la ecuacion diferencial de la norma del vector excentricidad, recurri-
mos a su definicién, es decir,

—+e
'ul'

Si derivamos la dltima expresion con respecto al tiempo,
(d?ﬁ) UxC+DxE (6.2.2)
——+8é|=UXxC+UXxC. 2.
K dtr
Por (6.1.5),



Por (6.1.3),

A7 _(FxP)xF

der 3
_(?X?)X?
3

_Ex?

r3

(6.2.3)

Antes bien, como 7 es la fuerza general aplicada y las fuerzas son aditivas, este ulti-
mo serd la suma de la fuerza de campo central de la Tierra y de la fuerza perturbadora,

por lo tanto,

UV=—ur37+F.

Sustituyendo (6.2.3) y (6.2.4) en (6.2.2) obtenemos,

,u(cxr+é’):(—yr_3?+ﬁ)x5+z7x(?xﬁ)

r3

:(Cx?)[,tr_3+l_5x5+l7x(?xl3).

Simplificando,

pézﬁXE+ﬁX(FXI3).

Comoa=¢x7,yc¢.LT,setiene que

Fxa=rx([Cx7r)
=([F-7)c—- (DT
=r¢.

Ademas,

axCc=(Cx7F)x¢
=(-OF+([Fxd)e
= °T.

El vector v cae en el plano ra, asi puede ser escrito como

v=AMTF+B()a

(6.2.4)

(6.2.5)

(6.2.6)

(6.2.7)



para algunas funciones A(¢) y B(z). Por lo tanto,

X U
x (A7 + B(hHa)
NOFxH+BO(Txa)

() r’¢.

o
Il

[l
o W

De ahi que

1
B(t) = ﬁ

Por otro lado, como 7 es perpendicular a 7,

F-v=7F(A(H7+B(1)a)
(O)(F-F)+B@)(T-a)

Pero por (6.2.1),

é-7 =ercos(f),

é-a= eacos(f+g) =—easen(f).

Por la definicion de &,

T
a = Cr Cos (E) =Cr.

De ahi que,
é-a=—ecrsen(f),
r-v=-r(é-D)

=-r(é - (A(NF+B(Ha)
=-r(A(t)é-7T+B(1é-a)

= —r(A(»ercos(f) — B(t)ecrsen(f))
= —A(t)er?cos(f) + B(t)ecr?sen(f).

(6.2.8)

(6.2.9)

(6.2.10)

(6.2.11)

(6.2.12)

(6.2.13)



Sustituyendo (6.2.9) en (6.2.13),

AD)r? = —A(t)er® cos(f) + B(H) ecr®sen(f).

Pero por (6.2.8) y como

M
r 1:g(1+ecos(f)) (6.2.14)

entonces,

_ecr”?sen(f)

~ 1+ecos(f) (6.2.15)
_ pesen(f)
=—

Sustituyendo (6.2.15) y (6.2.8) en (6.2.7),

v=purr e lsen(f)7 + ra.

Por otro lado, de (6.2.5) y aplicando la definicion de producto vectorial,

pué=FxE+ (AT +r72@) x (Fx F)
=Fxé+{(ADF+r%a)-F}7 - (F- ) {ADOF +r%ad}
=Fx&-ANr*F+r ?Ffa— A(Or*F-r 2(F-@)-F
=Fx¢— AW r*F+(AF-F+r *F-@)F.

(6.2.16)

Pero como

F'?: rFr,
F'a?: aFa,
Fx¢=(F,c ¢+ Fr '+ Fpa™la@) x ¢

=F.c Y @x O+ Fr'(Fx &)+ Fpa Y (@ x 0
=—Frla+Fu,a ' (€x7)x0
=—Frla+Fa (@ OF-(F-0)

=—Frla+F,cta'7.

Sustituyendo la anterior expresion en (6.2.16), como a = rc,
pé=—Fr @+ Faa ' *F— A r?(Fec '€+ Frr ' P+ Fpa ™' @)

+(ADTF, +r2aF,)7 6.2.17)
=2cr VE, i = (r 'F, + A()r¢ ' Fp)a — A(H)r?c  F,¢.

Por (6.2.10) y (6.2.12) y como é es perpendicular a ¢,



peé = uée
=2cr  Fy(@-F) - (r 'F, + A(Drc ' Fp) (8- @) — A r*c ' F (8- 0)
=2cecos(f)Fy+ (r 'F, + A(rc ' Fy)ecrsen(f).

Por (6.2.15) y (6.2.14),

2eccos(f)Fq(1+ecos(f)) +e*c(l—cos®(f))Fy
1+ecos(f) '

peé=-ecsen(f)F, +

Por lo tanto,

¢ e+2cos(f) +ecos 2()
1+ ecos(f)

c
ée= ﬁ sen(f)F, + F,. (6.2.18)

6.3. Calculo de %

Para obtener la derivada de i con respecto al tiempo, si k es el vector unitario en la
direccion del eje Z, hemos de notar que la linea de nodos se puede escribir como,
n=kx¢ (6.3.1)

cuya norma es,

n = csen(i). (6.3.2)

Recordando que para d, b,y ¢ € R3 se satisface,

G-(bx ¢ =(dxDb)-¢c. (6.3.3)
Obtenemos por (6.3.1), (6.3.2) y la figura 6.5,

CxT)

kx@)-F

=77 (6.3.4)
=nrcos(w + f)

k)
SQ¢
Il
/\ ?‘T‘)
,.\

= crsen(i)cos(w + f).

Como

¢-k=ccos(i),

si derivamos con respecto al tiempo los dos lados, como el vector k es constante,

¢ k= ¢cos(i) — csen(i)ﬂ
= 7S



C
7 a=cCXT
>
W -
0 e
L 7

Figura 6.5: Angulos

Por (6.1.6),

ES ) L di
¢-k=rF,cos(i) — csen(z)a. (6.3.5)

Multiplicando ambos lados por k a (6.1.4), obtenemos,

c c (6.3.6)
= —F.rsen(i)cos(w+ f) + Fyrcos(i).

Si igualamos (6.3.6) y (6.3.5), y despejamos % tendremos el resultado para el pardme-
tro oOrbital i,

i _Tp cos@+ ) (6.3.7)
TR w+ f). 3.

6.4. Calculo de Q

Si, por otro lado, multiplicamos a (6.1.4), por f , el vector unitario en la direccion de y,

rFaE 2 Fcc_i N
c ] c J:

ji=

Sin embargo, como - ] es la proyeccién del vector j en el vector , si evaluamos j en
(4.2.13) y tomamos la entrada de la direccion en el eje ¢, obtenemos,

¢-j =—csen(i) cos(Q).

Si hacemos lo mismo con @ - j, que es la proyeccion del vector j sobre el vector @,



d-j=-rcsen(w+ f)sen(Q) + recos(w + f) cos(Q) cos(i). (6.4.1)

Vemos que
j-¢=—rFysen(i)cos(Q)
—rF, (— sen(w + f)sen(Q2) + cos(w + f) cos(Q) cos(i)) .
Pero por (6.1.6) y (6.3.7),
TS . . . dl
—Jj-¢=¢sen(i)cos(Q) —rF.sen(w+ f)sen(Q) + ccos(i) cos(Q)a. (6.4.2)
No obstante, si derivamos con respecto al tiempo a (6.4.1),
Y . . . . di
—j-¢=csen(i)cos(Q2) — csen(i) sen(Q)Q2 + ccos(i) cos(Q)%. (6.4.3)

Igualando (6.4.3) y (6.4.2) obtenemaos,

. TFesen(w+ f)
B csen(i)

6.5. Cdélculode w
Como se defini6 al vector nodal, 7}, se satisface (6.3.1). Por lo tanto,

Hxé=(kxo)xe.

Por (6.1.3), como ¢ es perpendicular a é,

>

e

NS
o

xé=(k-&c- -k

Fawid
N
ol

e

Y como lanormade, 7} x &, es igual a, nesen(w), k-8€e R (véasela figura 6.5) y por (6.3.2),
tenemos,

cesen(i)sen(w) = (k- 8)c.
Por lo tanto,

A

k-é=esen(i)sen(w).

Derivando con respecto al tiempo,

A .

di
k-eé=eésen(i)sen(w) + ecos(i) sen(a))d—:f + esen(i) cos(w)w.

Por (6.2.17), e igualando k- 3,



di
ésen(i)sen(w) + ecos(i) sen(w)—l + esen(i)cos(w)w =
dt (6.5.1)
2 . 1 A . Ar? . e
“CF,-T) - (—F, + —rFa) k-a)- 2 Fk-0).
ur ur cu cu

Ademas por (6.2.6), (6.3.3), (6.3.2) y (6.2.11),

(@ xC)
2

:—é(fc-(i"xc_ﬁ))

A

k-7=k-

=—%((7Ac><5)-&)

1, . 5.
~-ia 6.5.2)

1 /4
= —gancos (a)+f+ E)
1
= ?ansen(a)+f)

=rsen(i)sen(w+ f).

Sustituyendo en (6.5.1), (6.3.4), (6.5.2), k-¢= ccos(i) y los resultados previos de é, %,
despejando y sustituyendo (6.2.14), obtenemos,

cos(i)sen(w+ f) c*+rpu
sen(f) + 1ec Fysen(f).

) c r
w =—-—F;cos(f) - —F;
ue c

6.6. Calculode a

Como 0 < e < 1, la 6rbita de un cuerpo se puede escribir de dos formas diferentes
foud 1 - ae®-1)
u 1+ecos(f)’y ~ 1+4ecos(f)"

r= Por lo tanto, si f =0,

1

——=a(l—-¢e)

ul+e (6.6.1)
a(l- ez)u =%

Derivando la tltima expresién con respecto al tiempo, obtenemos,

a(l— ez),u —2aeéu=2cc.
Despejando (6.6.1) y sustituyendo los resultados anteriores, (6.1.6) y (6.2.18),

2 2
c e+2cos(f)+ecos
a— —2a|ceF,sen(f)+ce () () Fy|=2crF,.
a 1+ ecos(f)

Despejando a, por (6.2.14) y despejando a de (6.6.1),




a=

2

2

2

2

2

a-e

sen(f)F, +

‘ sen(f)F, +
¢ sen(f)F, +

2ace
——sen(f)F; +
c

sen(f)F; +

2

2a?c (e pr(e+2cos(f)+ecos’(f)) N rz’u)F

c 1+ ecos(f) act] ¢
2a’c (eu?r? 20 (1—e?)

'uc4 (e+2008(f)+ecos2(f))+c_2“Tu)Fa
242 2.2
arc 'uci (ez+2ecos(f)+ezcosz(f)+1—ez))pa
a’c (pAr? ,

o (1+ecos(f)°|Fy
2a’c

Fa.
.



Apéndice B

En este apéndice deduciremos la importante relacion de la anomalia verdadera, f,
con el tiempo, misma que utilizamos en la pagina 40 y cuya expresion estd dada en la
ecuacion (4.2.26).

Para poder comenzar, es de vital importancia estudiar la figura 6.6. Por medio ésta
notamos, que si parametrizamos al circulo, a, y a la elipse inscrita en ésta, 3, obtene-
mos respectivamente,

a: (acos(u),asen(u)),

B: (acos(u'), bsen(u')).

Figura 6.6: h

Sin embargo, como OB = acos(u) = acos(u'), se tiene que u = u'+27k, donde k € Z.
De ahi que sen(u) = sen(u').

Asi, por construcion, tenemos que EB = bsen(u), y AB = asen(u), de lo cual obte-
nemos que EB = %AB. Como OT es la distancia del foco, S, al centro, O, de la elipse y
la trayectoria de la elipse se puede escribir como

_ale*-1]|
rif)= 1+ecos(f)’

83



entonces,

ale®—1| ale—1|le+1]
_— = a-

l+e e+1
=a—ale-1l|l=a—all-e|l=a—a(l—e) =

OT =a—-r(0) =

Como b = aVv'1 - e2, entonces,

b aAp b
AB ~asen(u —e2
tan(f) = SB p (w) :2 sen(u) :\/1 e sen(u). 6.6.2)
TB OB-0T acos(u)—ae acos(u)—e cos(u) —
Ademas,
1
cos(f) =

sec(f)  Ix@l()

Sustituyendo (6.6.2) en la tltima ecuacién, obtenemos,

cos(f) :J ! costw) -
1

2
% v/ cos?(u) — Zecos(u)+e2+sen2(u) e?sen(u) (6.6.3)
_ cos(u)—e
1-ecos(u)’

Por lo tanto,

. (]_C) _ sen(%) _ \/sen2 (%) +sen? (]50) ﬁ _ 1- cos(f)' (6.6.4)
2 cos(%) \/COSZ (%‘ (]EC) % \/ 1 +cos(f)
Sustituyendo (6.6.3) en (6.6.4),

1- 100:%2(5) (d+e)(d1—cos(w)) _ N 1+etan(g)
1 4 cos(w—e (1-e)(1+cos(u)) l-e 2/

1—ecos(u)

5)

)=V (3

tan (— —1tan

Si 4/ Lﬁ cos(a), 5=y, Y 5 = X, entonces,

tan(x) = cos(a) tan(y).

Asi,



x =tan"! (cos(a) tan(y)),

cos(a)
dx  cos(@)sec*(y) cos2(y)
2 2 2 2
dy 1+ cos?(a)tan?(y) Egzzgi (Egzzgi +sen2(y))
B sec(a) B sec(a)
~ sec?(a)cos2(y) +sen?(y) (1 +tan?(a))cos2(y) +sen?(y)
sec(a) B sec(a)

~ 1+tan?(a)cos2(y) 1 + tan2(a) (1+cozs(2y))

B 2sec(a) B 2sec(a)
- 2+tan2(a)(1+cos(2y))  1+sec?(a)+ tan?(a)cos(2y)’

Por lo tanto,

dx 2sec(a)
dy  1+sec?(a)+tan?(a) cos(2y)

fy=

Como f(y) es una funciéon periédica en y, se puede expandir en serie de Fourier,

fW=ap+ ) apcos(ny)+ Y bysen(ny),

n=1 n=1
donde,
1 2m 2m dx
apg=— f(y)dy_—f —xl%n:L
27 Jo 271
1 (%7 1 2sec(a)cos(ny)
anp=— cos(ny)dy = — dy.
"l F)cosny)dy nfo 1+ sec?(a) + tan?(a) cos(2y) ¥
Como
einy+ e—iny
cos(ny) = 5
entonces,
1 (27 sec(a) (e +e1"V)
an = —f 2 ) —dy. (6.6.5)
mJo 1+sec?(a) + 2@ (ei2y 4 g7i2)
Si z = €%, entonces dz = 2ie*¥dy, porlo tanto dy = — - e?Vdz = — L dz. Si susti-

tuimos las anteriores relaciones en (6.6.5),

n _n
l-f2n sec(a) (zz +z 2)
0

T 2z(1+sec?(a)) +tan?(a)(z2 + 1)

dz.

n n
i fzn sec(a) (zi + z‘i)
0

; 2 2 2z(l+sec?(a))
tan (a)( =T 1)
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Las raices del polinomio —z2 — 22048¢C @) _ gop
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z —(1 +sec?(a)) + \/(1+sec2(a))2—tan4(a)

tan? ()
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(1+sec?(a))? —tan*(a) =1 + 2sec?(a) + (1 + tan?(a))? — tan* (@)
= 4sec2(a).
Por tanto,
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et )Zz_tanz(g).

sec(a) (zg + —%)

2m <
i dz.
n nfo tan?(a) (z + tan? (%)) (z+cot? (§)) )

Como

(“ tailz (%)) ) (Z+ cc}t2 (%)) T (z+tantza(n2)()%() cot® (5)

z+cot?(cot? (%))
Entonces,

n _n
2 2

tz 1 1
- dz.
tan?(a) (tan? (§) — cot? (%)) (z+tan2 () z+cot?(§) ©

T

i 2 sec(a)(
-
0

Pero

S (@ (@) sen (——cos (%)) i (l—cosz(%))z—cos4(%)
tan (E)_COt (E): " cos? (%) sen? (%)
2sen”(§) -1 _senz(

" cos?(%)sen?(2)  cos?(%)sen? (%) " asen(a)’




n n 1 1
- 2 2 — dz.
n 4 Jo (z e )(z+tan2(%) z+cot2(%)) “

Sin embargo, como \/ = 1+e = cos(a),

a)_ 1 —cos(a) 1_\/%_ (1_ %)(1_ ﬁ)

2/ 1+cos(@) 1+\/E (1+ %)(1_ %)
12 1+e+ﬁ§ l+e-2(1+e)\/5+1—e 1-V1-e (6.6.6)
1‘@ I+e-1+e e
5 g) e
= e 278

Si e es pequerio, entonces tan” () es menor que uno, por lo tanto,

I S SR o L)
B tanz(%)) B Z i=0 V4

z+tan2(%) z 1_(_

1 1 1 & [
_z+cot2(%) = @ — (_ tzz(a]) = —tanz(g) l;)(—tanz(%))l.
CO 3
Asi,
wm i [ 15 (_ta“i(%))i -t (2] et (2] ]
Pero

pa._Jo0 p#£—1
fZ dz= {41'71 p=-1"

Por lo tanto, si £ (;‘! Z, a; = 0. Pero si 5 2 € 7, los tnicos términos que contribuyen al
valor de a;, son,

z? %(_tanz#)? +z ?( tan (Z)(—tanz(%)z)%_l)
=2(—1)§tan”(%)%

Asi, por ultimo, obtenemos,



i (%" n ay 1 n a
an:——f 2(-1 tan" (7] ~dz=2(-1% tan" ),
41 Jo 2z 2
sinespary a, =0sinesimpar. En el caso de b,, como

21

b, =— f(y)sen(ny)dy
T Jo

elny _ g=iny
21
solo difiere del caso anterior por un signo menos,

sen(ny) =

)

1 (27, ay [ 1.
e 0|}
" 41 Jo Zigé

() (2 o (2] iz

Por lo tanto, los tinicos dos términos que integran diferente de cero, son iguales, y
como se restan,

b,=0 VYneZ.

Por lo tanto, como so6lo contribuyen los valores pares de n, y se empieza a contar
desde n =2,

— dx — - n 2n (@
fy= ay 1+ ) (-1)"tan (E) cos(2ny).

n=1

sen(2ny) N
2n

x:y+2§(—l)”tan2”(%) C.

n=1
No obstante, como f =0 siy s6lo si u =0, la constante de integracién es cero, y por
(6.6.6),
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Apéndice C

En esta seccién explicaremos la razén por la cual el uso de dos masas negativas en

las direcciones del polo norte y sur de la Tierra simulan el efecto de un planeta achata-
do.

Para ello deformaremos cada vez més una esfera hasta llegar a la situacion extrema,
donde ésta es un alambre infinito, como lo indica la figura 6.7.

T —————

|
Figura 6.7: Deformacion de la Tierra a un alambre infinito.
En este caso, dado que el alambre es infinito y simétrico, la direccién de la fuerza

resultante de la suma de las fuerzas generadas por éste al cuerpo, serd perpendicular a
el caso limite de la esfera estirada, como se ve en la figura 6.9.

Figura 6.8: Deformacion de la Tierra a un alambre infinito.

Andlogamente, deformaremos la Tierra hasta llegar a la situacién extrema cuando la
Tierra fue completamente aplastada hasta llegar al caso cuando es un plano infinito,
como lo muestra la figura 6.8.
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A diferencia del caso anterior, como el plano es infinito y simétrico, la fuerza apun-
tard hacia arriba, como se ve en la figura 6.10.

|

Figura 6.9: Deformacion de la Tierra a un alambre infinito.

He aqui donde relacionaremos nuestro problema con la teoria de electromagnetis-
mo, al considerar las masas de los bipolos y el punto donde se concentra la mayor
parte de la masa de la Tierra como cargas puntuales. Siguiendo la ley de la naturaleza
que dice que cargas iguales se repelen y cargas diferentes se atraen, consideraremos el
mismo hecho, al pensar las cargas de la masa de los bipolos y la de la masa de la Tierra,
haciendo notar que como la masa de la Tierra es positiva, cuando los bipolos son ne-
gativos, tiene sentido que la distancia entre ellos y el punto que concentra la masa de la
Tierra sea menor (pues en principio dichas masas se atraerian) que la distancia entre
los bipolos y el centro de la Tierra, si los bipolos fueran positivos, lo cual coincidiria
con la esfera oblata, que en vez de ser achatada tiene forma alargada.

El razonamiento del parrafo anterior, también se puede demostar como un proceso
limite de suma de fuerzas; para poder comprenderlo de una forma intuitiva nos ayu-
dardn los procesos limite descritos anteriormente.

Si consideramos la Tierra oblata, es decir, las masas de los bipolos positivas, la di-
reccion de las fuerzas resultantes de los blpolos y el origen al satélite son opuestas a
éstos ultimos, véase la figura 6.12. Las fuerzas fa, fy v f: son las que los bipolos y el
origen generan sobre el satélite, y la fuerza fr es la fuerza resultante de sumar las tres
anteriores, por lo tanto la fuerza total que se aplicard a éste. Como se ve en la figura
6.12, la fuerza fr estard por debajo de ft. El sentido de fr, concuerda con el sentido de
la fuerza aplicada sobre el cuerpo en el caso limite cuando la tierra se deforma a un
alambre infinito (la distancia de los bipolos se hace mds grande con respecto al centro
de la masa de la Tierra), que resulta ser perpendicular a la tierra en este caso limite.



Figura 6.10: Deformacion de la Tierra a un plano infinito.

A diferencia del caso anterior, si las masas de los bipolos son negativas, como el ca-
so que estamos considerando en esta tesis, la fuerza que los bipolos generan sobre el
satélite apuntard en la direccién de los bipolos, como se puede ver en la figura 6.14;
no obstante, la fuerza aplicada por el origen a éste, serd en la direccion contraria. Las
fuerzas fa, fb y fr son las generadas por los bipolos y el origen, respectivamente, y la
fuerza f,, es la fuerza resultante de la suma de las tltimas tres, y como se muestra en la
figura 6.14, ésta estara por encima de la fuerza ﬁ. Utilizando el razonamiento anterior,
vemos que el sentido de fr concuerda con el caso limite cuando la Tierra es aplanada
hasta ser un plano infinito, figura 6.10.

Por lo tanto, una Tierra oblata podra ser representada utilizando bipolos con masas
positivas, y una Tierra achatada utilizando bipolos con masas negativas.



Figura 6.11: Masas de los bipolos negativos. ~ Figura 6.12: Acercamiento de la figura 6.11.

Figura 6.13: Masas de los bipolos positivos. Figura 6.14: Acercamiento de la figura 6.13.
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