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Resumen

El dominio de conceptos matematicos, por parte de alumnos de diversas edades y distintos
entornos culturales, se ha visto inaccesible para muchos de ellos, debido al fracaso en la
ensefianza de relaciones cuantitativas, particularmente las mas basicas como la aritmética y
su relacién con las mas abstractas como el algebra. A partir del analisis y promocion del
razonamiento matematico, asi como de experiencias educativas basadas en el dominio de
relaciones cuantitativas por medio de la jerarquia de operaciones y el algebra temprana, esta
tesis tiene como objetivo analizar el razonamiento matematico en jerarquia de operaciones y
pensamiento algebraico (a4lgebra temprana). Para desarrollar dicho objetivo, se realizaron dos
experiencias de ensefianza, basadas en tareas de jerarquia de operaciones y pensamiento
algebraico en 30 alumnos de tercer grado, en dos primarias publicas de la Ciudad de México.
Estas experiencias de ensefianza consistieron en una estrategia metodolégica denominada
didactica fenomenoldgica, la cual vincula la manipulacion de objetos o eventos concretos,
como la manipulacion de recipientes con agua o bolsas de dulces, con su equivalencia
conceptual y abstracta, como la igualdad por equivalencia, las propiedades numeéricas, asi
como con la notacidn y representacion simbdlico-algebraica. Estas actividades tenian como
meta evaluar el razonamiento matematico de los participantes y sus trayectorias a lo largo de
distintos momentos de evaluacion: una etapa diagnoéstica, basada en pruebas estandarizadas
y la evaluacion de profesores encargados de los grupos; otra de proceso, estructurada sobre
una secuencia psicoeducativa; y una sumativa, a partir de evaluaciones de dominio tanto
procedimentales como conceptuales. Otra estrategia metodologica empleada fue el
aprendizaje cooperativo, el cual versa sobre el trabajo en equipos pequefios, en este caso, de
4 integrantes, distribuidos homogéneamente. Como parte de la validez interna de las
experiencias de ensefianza, varios indicadores se correlacionaron a partir de la prueba RhO
Spearman, por medio de una evaluacion sistémica. Los resultados muestran distintos niveles
de dominio. Por una parte, en términos de nivel de logro, un 67% de los participantes lograron
expresar al menos un nivel de entendimiento genérico distinto al aritmético en las tareas de
pensamiento algebraico, y un 77% de las tareas de jerarquia de operaciones (72% en
promedio para ambas tareas). Por otra parte, en términos de la trayectoria de aprendizaje,
algunos participantes mostraron un avance proporcionalmente significativo, si se comparan
los niveles de dominio iniciales y finales, lo cual también repercutié en sus equipos de trabajo
a partir del aprendizaje cooperativo. Los resultados en jerarquia de operaciones, en
combinacién con tareas de pensamiento algebraico, desde una dinamica basada en una
didactica fenomenoldgica y en el aprendizaje cooperativo, son inéditos. La evidencia se
discute en términos de su relacion con el razonamiento matematico, con las tareas basadas
en la jerarquia de operaciones, el impacto del pensamiento algebraico y de actividades
basadas en algebra temprana en el dominio de relaciones cuantitativas, asi como de la
importancia de la equidad en la evaluacion de logro, las implicaciones de la didactica
fenomenologica y el aprendizaje cooperativo, asi como la importancia de los escenarios
escolarizados en la investigacion del razonamiento matematico.

Palabras clave: razonamiento matematico, jerarquia de operaciones, algebra temprana,
didactica fenomenologica, aprendizaje cooperativo.



Abstract

The understanding of mathematical concepts, by students of different ages and different
cultural backgrounds, has been inaccessible for many of them, due to the failure in teaching
quantitative relationships, particularly the most basic ones such as arithmetic and its
relationship with the more basic ones. abstract like algebra. Based on the analysis and
promotion of mathematical reasoning, as well as educational experiences based on the
understanding of quantitative relationships through the order of operations and early algebra,
this thesis aims to analyze mathematical reasoning in the order of operations and algebraic
thinking (early algebra). To develop this objective, two teaching experiences were carried
out, based on tasks of the order of operations and algebraic thinking, in 30 third-grade
students, in two public elementary schools in Mexico City. These teaching experiences were
based on a methodological strategy called didactical phenomenology, which links the
manipulation of concrete objects or events, such as the manipulation of containers with water
or bags of sweets, with their conceptual and abstract equivalence, such as equality by
equivalence, numerical properties, as well as with the symbolic-algebraic notation and
representation. These activities aimed to evaluate the mathematical reasoning of the
participants and their trajectories throughout different evaluation moments: a diagnostic
stage, based on standardized tests and the evaluation of teachers in charge of the groups;
another of process, structured on a psychoeducational sequence; and a summative one, based
on both procedural and conceptual domain evaluations. Another methodological strategy
used was cooperative learning, which deals with working in small teams, in this case, with 4
members, homogeneously distributed. As part of the internal validity of the teaching
experiences, several indicators were correlated by a test statistic (RhO Spearman) through a
systemic evaluation. The results show different levels of understanding. First, regarding the
level of achievement, 67% of the participants managed to express at least one level of generic
understanding (not arithmetic) in the algebraic thinking tasks, and 77% of the order of
operations tasks (72% on average for both tasks). Also, in terms of the learning trajectory,
some participants showed a proportionally significant advance, if the initial and final mastery
levels are compared, which also affected their work teams from cooperative learning. The
results in the order of operations, in combination with algebraic thinking tasks, from a
didactic dynamic based on phenomenological didactics and cooperative learning, are
unprecedented. The evidence is discussed in terms of its relationship to mathematical
reasoning, tasks based on the order of operations, the impact of algebraic thinking, and early
algebra-based activities on the domain of quantitative relationships, as well as the importance
of equity in evaluation. performance, the implications of phenomenological didactics and
cooperative learning, as well as the importance of school environments in the investigation
of mathematical reasoning.

Keywords: mathematical reasoning, order of operations, early algebra, didactical
phenomenology, cooperative learning.



Introduccion

Existe una cercana e inevitable relacion entre el campo de estudio de la psicologia y la
comprension de relaciones cuantitativas, particularmente desde el anélisis de los procesos
psicolégicos inmersos en la formacidn de conceptos abstractos. Durante las ultimas décadas,
se ha demostrado la importancia de la promocion del razonamiento matematico desde edad
temprana, con el objetivo de convertir el conocimiento abstracto en un habito de pensamiento

accesible y significativo.

Como punto de partida del campo de conocimiento del razonamiento matematico, es
importante describir un problema mundial persistente en el entrenamiento de relaciones
cuantitativas: el fracaso en los estudiantes de secundaria o preparatoria en el dominio
conceptual y procedimental de conceptos algebraicos. De acuerdo con Molina (2006),
muchas investigaciones alrededor del mundo se han enfocado en encontrar métodos efectivos
en la ensefianza del algebra, ya que actualmente se reconoce que los habitos de pensamiento
y razonamiento estan relacionados con actividades algebraicas, por lo que existe una gran
oportunidad de hacer méas accesible la comprension del algebra a un nimero mayor de
estudiantes. En otras palabras, existe una gran cantidad de esfuerzos por promover el
entendimiento de relaciones cuantitativas abstractas para alumnos que, cominmente, son
marginados del entendimiento de conceptos matematicos. Con esta oportunidad, se podria
dejar de concebir a las matematicas como algo aversivo, y ver a través de ellas una

oportunidad de comprender fendmenos cruciales en la vida escolar y extraescolar.

El razonamiento matematico se basa en la reflexion de las relaciones entre cantidades, lo que
permite elaborar la comprension. Sin esa reflexion, se corre el riesgo de Unicamente operar
mecanicamente con cantidades. De haber reflexion, se estd mas cerca de la comprension de
los aspectos méas generales de las relaciones de cantidad, que permiten poder resolver y
razonar matematicamente en mas de un tipo de problema. En otras palabras, a mayor
reflexion, hay una mayor probabilidad de transferir el ntcleo conceptual de un contexto a
otro, lo que permitiria adquirir habilidades para resolver problemas matematicos en otros

contextos y novedosos. De acuerdo con el Consejo Nacional de Profesores de Matemaéticas



(National Council of Teachers of Mathematics, 2000) o NCTM (por sus siglas en inglés), el
razonamiento matematico requiere el desarrollo de habilidades para construir y evaluar
conjeturas y argumentos matematicos, asi como hacer uso de varios tipos de representaciones

a partir del lenguaje verbal y escrito.

Razonar matematicamente implica aplicar el conocimiento matematico a diversas
situaciones, tanto escolares como de la vida cotidiana, de multiples modos de representacion
y argumentacion. No es lo mismo sumar cantidades para obtener un total, que saber si la

proporcién de dos liquidos mezclados es la adecuada; se requieren distintos tipos de analisis.

¢Como promover el razonamiento matematico a un entorno escolarizado? Para analizar esta
pregunta, se puede partir de la relacion entre eventos concretos (comunmente observados en
la vida cotidiana) y conceptos abstractos, los cuales requieren una guia en su consolidacion
y entendimiento. V. V. Davydov es uno de los pioneros en el estudio de los conceptos
abstractos en edades tempranas. Desarroll6 una linea de investigacion con base en las
propiedades generales de los objetos o la relacion abstracta de eventos, a través de su
esquema parte-todo, dentro de un disefio curricular denominado Curriculum de Davydov.
Este modelo se aplicd no solo en la ex union soviética, sino en muchos entornos culturales
diversos entre si. Esta propuesta se suma a los desarrollos curriculares de paises como China
0 Singapur, los cuales han tenido un gran éxito en sus estudiantes en la resolucién de

problemas matematicos.

De estos temas trata el capitulo 1, el cual versa sobre la formacion de conceptos a temprana
edad, no solo en estos modelos curriculares o didacticos, sino en uno de los tedricos de la
psicologia mas importantes, Lev Vygotsky, a través del paradigma histérico-cultural. Este
paradigma versa sobre el desarrollo psicolégico a partir de la transformacién bidireccional
de los individuos y su entorno histérico y cultural. Los conceptos mas importantes del
paradigma parten del desarrollo infantil y se consolidan en la interaccion del infante con su
entorno, asi como en la consolidacion de sus conceptos iniciales en los llamados conceptos
cientificos o abstractos, o en el desarrollo del aprendizaje entre expertos y aprendices, por

medio de la Zona de Desarrollo Préximo.

Como parte de los conceptos cientificos, la aritmética y el algebra figuran como los

principales ejemplos en el desarrollo psicoldgico. Su integracién ha sido por demas polémica
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a lo largo de la historia del estudio de los procesos psicolégicos mas sofisticados. Una idea
generalizada acerca de la relacion entre la aritmética y el algebra consiste en situar a la
aritmética como prerrequisito del entendimiento del algebra. De ser cierta esta premisa, ¢por
qué hay alumnos gue teniendo dominio aritmético tienen serios problemas de entendimiento
algebraico? ¢el problema radica en la aritmética, en el algebra o en su relacion? Estas
preguntas son fundamentales para entender una de las premisas de esta tesis: la aritmética y
el algebra son subareas necesariamente relacionadas, en sus propiedades, estructura y
significacion. El capitulo 2 rescata una de las premisas iniciales del comienzo de esta
introduccién, la cual hace hincapié en la necesidad de incluir de un modo mas efectivo y
equitativo a una mayor cantidad de alumnos en la posibilidad de entender conceptos

matematicos basicos, pero en este caso, en la aritmética y el algebra.

Una de las variables principales de esta tesis, consiste en contemplar en la integracion de la
aritmética y el algebra el estudio de las propiedades numéricas, a partir del sentido de una
estructura matematica. Dicho de otro modo, las propiedades numéricas son fundamentales
en el entendimiento de relaciones cuantitativas, incluidas aquellas que parten de la aritmética
y el algebra. Una manera de aplicar estas propiedades consiste en el dominio de la jerarquia
de operaciones. La jerarquia de operaciones implica la relacion entre operaciones numericas
y su estructura, obteniendo como resultado una concepcion organizada de expresiones
numéricas. Por ejemplo, en el campo de los nimeros enteros, una suma y una resta se pueden
relacionar de multiples enfoques: son operaciones basicas; parece que son contrarias, pero a
la vez son complementarias en su uso. Una relacion estructural entre ambas indica que al
sumar dos cantidades se obtiene una mayor (parte-todo), pero al restar dos cantidades, no se
obtiene una cantidad mayor, al contrario, se obtiene un nimero menor y en ocasiones, un

ndmero negativo; las relaciones entre sumas y restas son estructuralmente distintas.

De acuerdo con Freudenthal (1974), la jerarquia de operaciones constituye un aspecto
esencial del algebra. En este capitulo, se podran responder las siguientes preguntas: ¢por qué
es importante la jerarquia de operaciones? ¢cuales son sus antecedentes? ¢cual es la relacion
entre la jerarquia de operaciones, el pensamiento algebraico y el razonamiento matematico?
La importancia de la jerarquia de operaciones, el sentido de la estructura y su relacion con la

integracion en la aritmética y el algebra se analizaran en el capitulo 3.



Lamentablemente, no todos los estudiantes tienen el mismo nivel de logro ni las mismas
oportunidades de alcanzarlo. Incluso en paises que punttan en los primeros lugares de
pruebas internacionales no escolarizadas como el Programa de Evaluacion Internacional de
los Alumnos (PISA, por sus siglas en inglés), existe una gran cantidad de alumnos que no
logran comprender relaciones de cantidad basicas. Dicho de otro modo, la mayor parte de los
estudiantes no pueden transferir sus conocimientos matematicos a entornos significativos, lo
cual limita la resolucion de problemas en los cuales se aplica el conocimiento profundo de

los conceptos.

Es necesario que, ademés de evaluar el logro de los alumnos en el dominio de conceptos
matematicos, se pueda también evaluar el nivel de avance de algunos estudiantes respecto a
su punto inicial de dominio. Es decir, la evaluacién de logro se debe complementar con una
evaluacion proporcional de logro. La evaluacion proporcional consiste en medir a través de
un andlisis de variables de dominio cognitivo, cuanto ha mejorado el desempefio de un
alumno en la resolucion de tareas matematicas, especificamente aquellas que impliquen
razonar matematicamente. Por ejemplo, si aun alumno en una preevaluacion obtiene 4 puntos
de 10 posibles, pero en una post-evaluacion logra ascender su puntaje a 6 puntos, a pesar de
tener un puntaje bajo en relacion con los que obtuvieran 9 o 10 puntos, en términos
proporcionales, representa una mejoria del 50%. En otras palabras, un alumno de bajo
desempefio podria mejorar 50% en su rendimiento, y el de alto desempefio mejorar tan solo
un 10%. No se trata de algo menor, en tanto se trata de valorar y dar reconocimiento al logro

de los alumnos menos favorecidos.

¢Como situar la integracion de la aritmética, el algebra y la jerarquia de operaciones en el
aula, junto al concepto de evaluacion proporcional en el aula? Al respecto, Hans Freudenthal
fue un matematico que desarroll6 una linea de investigacion Ilamada Didactica
fenomenoldgica, la cual se basa en la conexion entre la vida cotidiana y los conceptos
matematicos. A partir de esta linea de investigacion, se desarrolld la teoria de ensefianza y
aprendizaje denominada Matematicas Realistas (en inglés Realistic Mathematics Education
- RME) la cual versa sobre modelos de ensefianza basados en el andlisis de eventos o
fendmenos con los que un alumno puede interactuar directamente. Por ejemplo, describir la

relacién entre volimenes y cantidades, longitudes y equivalencias o, dicho de otro modo, la
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relacién abstracta entre cantidades de objetos y sus propiedades. La didactica
fenomenologica puede ser un medio por el cual los conceptos matematicos de aritmética,
algebra y jerarquia de operaciones se puedan relacionar a partir de eventos significativos de
manipulacion de objetos. El rato consiste en representar los conceptos con objetos y tareas

que representen sus propiedades bésicas.

Pero no es suficiente contar con una evaluacion proporcional o un tipo de didactica centrada
en los objetos concretos y su relacion con conceptos abstractos. También es necesario definir
un pardmetro en la dindmica escolarizada. Si la concepcion de la formacion de conceptos se
basa en postulados histérico-culturales, los cuales versan sobre la interaccién de un individuo
con su entorno social y su relacion bidireccional, el aprendizaje cooperativo puede promover
conceptos fundamentales como la mediacion y la Zona de Desarrollo Préximo, ya que el
aprendizaje cooperativo consiste en el trabajo en grupos reducidos en los que los alumnos
pueden colaborar para maximizar su propio aprendizaje y el de los deméas (Johnson y
Johnson, 2008). En sintesis, el capitulo 4 versara sobre el tema de la escolarizacion del
pensamiento algebraico desde el algebra temprana y de la jerarquia de operaciones, a partir

de una concepcidn de equidad e interaccion en la evaluacion,

El capitulo 5 implica la descripcién del plan metodolégico de la tesis, el cual se divide en dos
estudios: una primera experiencia de ensefianza a partir de un estudio piloto (capitulo 6) y

una segunda y consolidada experiencia de ensefianza (capitulo 7).

Finalmente, en el capitulo 8 se revisan algunos conceptos fundamentales para el desarrollo
de la reflexion matematica a temprana edad, como la formacién de conceptos cientificos o
abstractos, el de &lgebra temprana, jerarquia de operaciones, representacién, didactica
fenomenoldgica, equidad y aprendizaje cooperativo. Ademas, se desarrollaran una serie de
conclusiones vinculadas con el razonamiento matematico a temprana edad, asi como con la

importancia de la escolarizacion del algebra y la jerarquia de operaciones.
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Preguntas de investigacion
Las preguntas de investigacion son las siguientes:

1) ¢Cuél es la relacion entre el razonamiento matematico y la didactica
fenomenoldgica, en el dominio de la jerarquia de operaciones y el pensamiento

algebraico?

2) ¢Cual es el efecto del aprendizaje cooperativo en el dominio de conceptos

matematicos?

3) ¢Cuél es el grado de significacion de las representaciones de relaciones algebraicas
y de jerarquia de operaciones en nifios de tercer grado de primaria?

Obijetivos

El objetivo de la presente tesis es analizar el razonamiento matematico en jerarquia de
operaciones y pensamiento algebraico (algebra temprana). Para cumplir con este objetivo, se

realizaron los siguientes tres objetivos particulares:

1) Promover habitos de pensamiento matematico en alumnos de una primaria pablica,
desde su entorno cotidiano de ensefianza, en una dinamica de aprendizaje

cooperativo.

2) Evaluar el nivel de logro en el dominio conceptual de tareas de pensamiento
algebraico y jerarquia de operaciones, por medio de la resolucién de tareas y el
analisis del discurso, a partir de tareas concretas de manipulacién de objetos,

derivados de una didactica fenomenoldgica.

3) Analizar las representaciones de cantidades, expresadas en la igualdad por

equivalencia, la notacién algebraica y las unidades operativas.
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Capitulo 1. Razonamiento matematico: formacion de conceptos y su

representacion

1.1 Aproximaciones curriculares en diversos contextos culturales.

El razonamiento matematico, en muchas partes del mundo, se ha desarrollado a través de
distintas estrategias. En este subtema, se analizaran un par de ejemplos importantes, como lo
son los casos de Singapur y China. Ambos paises se han destacado en pruebas basadas en la

resolucion de problemas matematicos extraescolares con los maximos puntajes posibles.

En la década de los afios 90, el curriculum de matematicas en Singapur se enfocd en un
aprendizaje autodirigido y de la vida real, con base en tres grandes rubros: 1) aprendizaje
basado en problemas en escenarios reales (estudiantes son activos en la resolucién de
problemas y los docentes son entrenadores mediadores) 2) contextos sociales en educacion

3) aplicaciones del mundo real (Reimers y Chung, 2016).

El componente principal del curriculum de Singapur es la resolucion de problemas verbales
(problemas inmersos en un entorno de la vida cotidiana), los cuales eran tanto aritméticos
como algebraicos. Este componente deriva de un curriculum basado en un diagrama
heuristico envolvente, es decir, un curriculum basado en una herramienta para resolver
problemas tanto aritméticos como algebraicos, la cual se denomina “Barras de Singapur” o
método de modelo, el cual esta basado en la idea de que la estructura subyacente de los
problemas puede hacerse manifiesta, y dicha estructura abarca conceptos fundamentales
como el parte-todo y el razonamiento proporcional (Kho, 1987).

El curriculum de Singapur pretende proveer a los alumnos de una gran cantidad de
oportunidades relativas a la creacion de generalizaciones a través de patrones numericos,
ecuaciones graficas y métodos de modelos (Barras de Singapur). Se lleva a cabo del siguiente
modo: en los grados tempranos, se utilizan imagenes de objetos reales para modelar
situaciones, después esas imagenes son reemplazadas por rectangulos. Este uso provee un

enlace pictorico, con la idea abstracta de representar incognitas con letras, por lo que la
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estructura completa del modelo puede ser descrita como una ecuacién pictérica, lo cual
representa una transicion mas sutil en la representacion de incognitas en ecuaciones. En los
grados mas avanzados, se utiliza una estructura de patrones — por ejemplo, hacer-deshacer
figuras o expresiones (p.ej., 8 + 15 se puede descomponer en 4 x 2 + 10 + 5, entre otras
combinaciones), construir reglas (p.ej., 2, 5, 8, 11...) o representar funciones; hacer-deshacer
implica una reversibilidad de operaciones, lo cual es un principio béasico para el desarrollo
del pensamiento abstracto; crear series numéricas implica el planteamiento de numeros
subsecuentes entre si a partir de un patron, lo cual se vincula estrechamente con el

pensamiento funcional (Cai et al., 2011).

A partir de la descripcion del curriculum de matematicas en Singapur, ;qué se puede
concluir? En primer lugar, existen evidencias a nivel curricular (Cai y Wang 2002) acerca de
la capacidad de los nifios al pensar algebraicamente. Estudios como los de Cai et al. (2002),
demuestran que los nifios pueden pensar de un modo algebraico desde edades tempranas,
sobre todo aquellos que estan aprendiendo matematicas en el curriculum de China o de
Singapur. Por ejemplo, es este par de estudios citados, Cai y sus colaboradores demostraron
que los nifios chinos piensan mas algebraicamente que los nifios de primaria estadounidenses,
ya que los nifios chinos no suelen usar estrategias concretas al enfrentarse a problemas
aritméticos y algebraicos, de hecho, emplean métodos mas abstractos, en contraste con el uso
mayoritario de estrategias concretas por parte de los nifios de los EE.UU; teniendo como
referente el desempefio de los alumnos de primaria de China y Singapur, asi como el disefio
y la metodologia que se emplea en ambas naciones, los nifios son capaces de pensar de un

modo algebraico e integrando a la aritmética en ello (Cai, et al., 2011).

Si los nifios de primaria son capaces de pensar algebraicamente, ;como podemos ayudar a
los estudiantes a pensar aritmética y algebraicamente? Kieran (2004), sugiere 5 tipos de
ajuste 0 modos de ensefianza y aprendizaje para ayudar a los alumnos de primaria a pensar

algebraicamente:
1. Enfocarse en las relaciones, y no solo en los calculos.
2. Enfocarse en el inverso de las operaciones basicas.

3. Enfocarse en representar y resolver problemas.
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4. Enfocarse en letras, no solo en nimeros.
5. Enfocarse en el signo igual.

La esencia del algebra, para Cai et al. (2011) es el entendimiento de estructuras y relaciones.
La estrategia metodologica de los curriculos tanto de China como de Singapur consiste en
variables como la actitud, la comunicacion intergrupal, la autoevaluacion, la curiosidad por
los fendbmenos matematicos, entre otros, asi como en el denominado “Hands on”, el cual
consiste en la manipulacion de objetos con el fin de observar el desarrollo de un concepto
matematico. Por ejemplo, el concepto de constante puede observarse al intercambiar
volimenes de agua dados entre un recipiente y otro; sin importar la manipulacion, la cantidad
de agua en ambos recipientes sera constante. Si estas estrategias son exitosas en estas
naciones, su aplicacién en una metodologia como la que subyace de este apartado tedrico

puede ser util, prudente, parsimoniosa y compatible con los objetivos de la presente tesis.

Existe un ejemplo cultural en el cual el pensamiento algebraico se promueve desde una
dinamica escolarizada. En el curriculum de China se enfatiza la examinacién de relaciones
cuantitativas desde varias perspectivas. Por ejemplo, el término variable no esta definido
formalmente, en cambio, se le asigna la cualidad a la variable de ser una representacion de
muchos nimeros simultaneamente, es decir, sin un valor fijo. Las variables son usadas de
diferentes modos: como lugares para incégnitas en resolucion de ecuaciones, las cuales
pueden ser representadas por un signo de interrogacion, una imagen, una palabra o una caja;
y como patrones generalizados 0 como representaciones de un rango de valores, es decir, las
palabras son usadas para representar variables que letras, ya que pueden ayudar al
entendimiento de férmulas, con lo cual se asciende poco a poco a la representaciéon de

variables con letras (Cai et al., 2011).

Al principio de la educacion formal de alumnos de primaria en pensamiento algebraico, el
objetivo radica en la comprension de ecuaciones y en su resolucién. Una vez que la
resolucion de ecuaciones es introducida, ésta se aplica para entender otros temas, como
fracciones, porcentajes y estadistica. De este modo, los estudiantes son alentados y se les
proporciona consistentemente oportunidades para representar relaciones cuantitativas. En el
caso de otro concepto matematico como la funcion el curriculum proporciona, a los

estudiantes, la oportunidad de desarrollar el concepto desde un nivel concreto, a través de la

15



comparacion y operacion de numeros enteros, con la ayuda de campos seménticos y
numericos, ademas del empleo de imégenes, diagramas, tablas, gréficas y ecuaciones. La
funcién tampoco se define formalmente, por lo que es desarrollado de un modo informal con
el objetivo de proveer una fundamentacién solida de aprendizajes mas avanzados
relacionados con el concepto (p.ej., funcién exponencial, funcion inversa, funcion
logaritmica, entre otros). Los conceptos de ecuacidn, resolucion de ecuaciones, variables y
funciones, permean este curriculum desde el primer grado hasta el cuarto de primaria (Cai et
al., 2011).

El curriculum de China fue desarrollado de este modo porque pretende desarrollar al menos

tres habitos de pensamiento en sus alumnos:
1. Examinar cuantitativamente relaciones cuantitativas desde diferentes perspectivas
2. Resolver problemas usando tanto algebra como aritmética
3. Invertir las operaciones al resolver ecuaciones

Respecto al primer habito de pensamiento, un ejemplo seria el siguiente: “Xiao Qing comprd
dos baterias, ella le dio a la cajera 6 yuanes y le dieron de cambio 4, ;cuéanto le cost6 cada
bateria?”. La representacion del problema se podria hacer escribiendo las palabras completas

y la relacion entre ellas:
Dinero — Precio de la bateria = Cambio
Precio de la bateria + Cambio = Dinero
Dinero — Cambio = Precio de la bateria

El segundo habito de pensamiento se basa en el principio de considerar multiples perspectivas
como medio para fomentar un entendimiento profundo de las relaciones entre cantidades, al
usar tanto a la aritmética como al algebra para ayudar a los estudiantes a construir, por ellos
mismos y con la orientacién del docente, modos de pensamiento de ambas ramas
matematicas, en la resolucion de problemas. En el futuro, los alumnos ven las ventajas de
usar algebra al emplear ecuaciones para resolver problemas. Por lo tanto, el uso de aritmética
y algebra en la resolucién de problemas puede ser un auxiliar en la demostracion, hacia los

estudiantes, qué tan vinculados estan tanto la aritmética como el algebra.
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Cai et al. (2011) aseguran que existen tres razones para unir a la aritmética y al algebra, con
base en el curriculum de mateméticas en China. La primera razon consiste en auxiliar a los
estudiantes a alcanzar un entendimiento profundo de las relaciones cuantitativas, al
representarlas tanto algebraicamente como aritméticamente. La segunda razon es que esta
unién sirve para guiar a los estudiantes, principalmente en la posibilidad de contemplar las
diferencias y similitudes entre ambas ramas de conocimiento, de tal modo que ellos mismos
podrian entender la utilidad de una aproximacion mas general y algebraica, en caso de ser
necesaria. La tercera razon versa sobre la posibilidad de desarrollar, en términos generales,
habilidades de pensamiento, asi como de flexibilidad en el uso apropiado de una o de otra
(de &lgebra o de aritmética) en la resolucién de problemas, con base en el principio citado

por Post (1988, citado por Cai et al., 2011): primero describe, después calcula.

El tercer habito de pensamiento, es decir, invertir las operaciones al resolver ecuaciones,
considera que los estudiantes deben ser orientados en la creacion de expresiones generales,
especificamente para encontrar areas, perimetros, volimenes, entre otros. Esta guia puede
permear en todos los habitos de pensamiento en los alumnos, ya que implica la funcion de
reversibilidad, la cual es fundamental en el desarrollo del pensamiento, tanto abstracto como
concreto (Cai et al., 2011).

En conclusion, el curriculum de China se enfoca en las oportunidades que pueden tener los
alumnos al momento de resolver problemas. Estos problemas implican el empleo de la
aritmética y el algebra, asi como de conceptos derivados, como ecuacion, variable y funcion.
Este empleo asciende de un nivel concreto, con la intencion de demostrar que hasta en los
fendmenos mas basicos, estos conceptos se pueden observar, desde el uso de literales hasta

el de numeros y ecuaciones formales.

La intencién de ejemplificar estos dos acercamientos curriculares radica en que, a pesar de
las circunstancias complejas que definen la educacion basica de un pais, los alumnos pueden
dominar exitosamente conceptos matematicos complejos, a partir de la promocion de habitos
de pensamiento abstracto. En otras palabras, sin importar un modelo curricular o las
diferencias culturales, el razonamiento matematico puede ser la via del desarrollo cognitivo

y el aprendizaje de conceptos abstractos en estudiantes de primaria.
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1.2 Abstraccion

¢Cémo se configura el desarrollo cognitivo? Un ambito importante previo a cualquier
proceso psicologico superior, como el lenguaje o el pensamiento, es la apropiacion de los
objetos del mundo de un nifio. La apropiacion es, desde el punto de vista del paradigma

historico-cultural, un fendmeno intra e intersubjetivo.

Leontiev (1986) indica que los objetos con los que un nifio interactda al inicio de su vida
estan condicionados por la cultura en la que nace. El lenguaje esta presente desde antes de
que una persona se dé cuenta de su propia existencia. Esto no quiere decir que solamente el
nifio tenga que adaptarse al mundo. Cuando el nifio esti en un entorno, se apropia de los
objetos que subyacen de la cultura en la que esta inmerso; la apropiacién consiste en la
reproduccion en un individuo de la configuracion del comportamiento humano. Es aqui
donde el lenguaje funge como via de acceso para el nifio a los significados de su entorno.
También la actividad o el uso que un individuo le otorga a los objetos es importante para esta

apropiacion.

Leontiev (1978) asegura que la apropiacion de los objetos y la actividad que un nifio realice
sobre ellas implica el modo en el que éste se relaciona con las personas de su entorno, en sus

practicas y en su discurso:

“Los procesos mas importantes que caracterizan el desarrollo mental del nifio son

los  procesos especificos mediante los cuales asimila y se apropia de las

conquistas de su propia cultura ... este proceso se produce en la actividad del
nifio con referencia a objetos y fendmenos del mundo que lo rodea, de las
anteriores generaciones humanas ... dicha actividad no puede desarrollarse en

el nifio mediante las relaciones practicas y verbales que existen entre él y las

personas que le circundan”  (pp. 89-90).

Ademas de la apropiacion de objetos en un nifio, la dimension dinamica de la asimilacion
cultural de su entorno contempla las relaciones o conexiones cognitivas que puede formar.
Las relaciones implican una conexion entre dos 0 mas objetos. Desde el punto de vista

psicolégico, las relaciones representan la unidad basica de los procesos psicoldgicos
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superiores, formando el nucleo del desarrollo cognitivo, una vez que comienza el proceso de
asimilacion cultural. EI concepto de relacion también es la base de la construccion de

conocimiento abstracto.

Vygotsky (1988), afirman que el intelecto no es solamente el conjunto de capacidades
psicoldgicas generales, como la observacion, la atencion o la memoria, sino la suma de varias
capacidades diferentes, las cuales son independientes una de otras y que, por lo tanto, se

desarrollan por su cuenta a través de una interaccion que lo propicie.

“La tarea del ensenante consiste en desarrollar no una tnica capacidad de pensar, sino
muchas capacidades particulares de pensar en campos diferentes; no en reforzar
nuestra capacidad general de prestar atencion, sino en desarrollar diferentes
facultades de concentrar la atencion sobre diferentes materias... desarrollar el
intelecto significa desarrollar muchas capacidades especificas e independientes, y
formar muchos habitos especificos, ya que la actividad de cada capacidad depende

del material sobre el que dicha capacidad opera” (p. 29).

Las relaciones estan inmersas en un campo intelectual. El intelecto, a su vez, puede ser
desarrollado a partir de diversos procesos psicoldgicos, que a su vez se interrelacionan de
diversos modos. De esos diversos procesos psicoldgicos, quizéa los més relacionados con el
intelecto y con la abstraccién sean el pensamiento y el lenguaje.

¢Como se desarrolla el pensamiento? ;Cudl es su relacion con el lenguaje? Esta cuestion
implica diversos puntos de partida. Los postulados de Lev Vygotsky sitGan al lenguaje y al
pensamiento de un modo independiente ontoldégicamente. Sin embargo, existe una etapa
prelinguistica en el pensamiento, asi como otra preintelectual cuando se desarrolla el lenguaje
a través del habla; en el desarrollo filogenético, ambos procesos psicoldgicos superiores se
encuentran, relacionandose entre si a partir de un lenguaje intelectual y un pensamiento

verbalizado.
Referente al lenguaje y al pensamiento, Vygotsky (1988), indica que:

“la relacion entre el pensamiento y el lenguaje cambia durante el proceso de
desarrollo, tanto en cantidad como en calidad... la evolucion del lenguaje y el

pensamiento no es paralela ni uniforme. Sus curvas de crecimiento se juntan y
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separan repetidas veces, se cruzan, durante determinados periodos se alinean en
paralelo y llegan incluso a fundirse en algin momento, volviendo a bifurcarse a

continuacion (pp. 47-48)”

El desarrollo cognitivo se configura sobre estas estructuras basicas formadas en el lenguaje
y el pensamiento. Cuando el desarrollo cognitivo se expresa en un nifio, se puede asegurar
que entiende el lenguaje como elemento de mediacidn social de pensamiento. Esta tesis versa
sobre el desarrollo cognitivo, particularmente el que subyace a entornos escolarizados, con
estudiantes de nivel basico de educacion. Para abordar el desarrollo cognitivo, existen varias
etapas tanto en el pensamiento como en el lenguaje, que seran desarrolladas en los siguientes
capitulos, para dar cuenta de las bases del pensamiento abstracto, el cual contempla el

dominio o la potenciacién de los conceptos cientificos.

Los conceptos cientificos hacen referencia al dominio abstracto de los elementos
constitutivos de un fendmeno o de un objeto. Cuando un nifio expresa este dominio, es crucial
centrarse en el significado que puede otorgarles a las palabras, las cuales a su vez derivan de
una generalizacion. Vygotsky (1988) asegura que “la palabra constituye un acto de
pensamiento... al mismo tiempo, el significado es parte integral de la palabra, pertenece al
dominio del lenguaje en igual medida que al del pensamiento. Sin significado, la palabra no
es tal, sino sonido hueco, y deja de pertenecer ya al dominio del lenguaje... el significado

puede ser considerado por igual como fendmeno del lenguaje y del pensamiento” (p. 20).

Vygotsky (1988) también asegura que el significado que deriva de una palabra constituye un
fenémeno del pensamiento, siempre y cuando ambos estén ligados entre si. El significado
también es un fendmeno del lenguaje, solamente si el lenguaje esta conectado con el
pensamiento. Por lo tanto, el significado representa un fenémeno del pensamiento verbal, y

funge como la unidad critica del pensamiento y la palabra.

En el significado se encuentra no solo una relacion entre lenguaje y pensamiento, sino en un
modo de dar cuenta del desarrollo cognitivo, a través del entendimiento expresado por los
nifios de una tarea en particular. En otras palabras, el entendimiento tendria como anclaje el
significado que el nifio le otorga en su discurso a una experiencia, la que puede ser de caracter

escolarizada o informal. Por tanto, esta tesis de grado contempla, ademas del desarrollo
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cognitivo, el rol que juega el significado como estimacién del entendimiento, en entornos

escolarizados, en nivel basico de educacion.

El significado y el sentido que se le otorga a ese significado, juegan en conjunto un papel
importante para el entendimiento. Luria (1987) afirma que el significado se puede definir
como “el sistema de relaciones que se ha formado objetivamente en el proceso histdrico, y
que estan encerradas en las palabras... el significado es un sistema estable de
generalizaciones que se encuentran en cada palabra” (p. 49). Para situar el significado de una
palabra, se requiere de un sentido. El sentido es también un sistema de relaciones que estan
subordinados no solo a las palabras, sino al contexto y la situacion especifica en donde se
utiliza la palabra y su significado; es la apropiacion individual del significado. Para Leontiev
(1978), el significado es formador de la conciencia humana, en el marco de la actividad y las

acciones que una persona realiza para cumplir con un objetivo.

El desarrollo cognitivo, el significado y el sentido del discurso de los nifios en entornos
escolarizados son la base que constituye el pensamiento matematico, el cual se asume como

subordinado a los conceptos cientificos desde la perspectiva histérico-cultural.

1.3 Zona de Desarrollo Proximo

Dado que la comprension varia de acuerdo con cada alumno, un concepto que trata de
describir la situacién de aprendizaje es el de Zona de Desarrollo Préximo. La Zona de
Desarrollo Proximo, se puede definir como la diferencia que existe entre la Zona Real y la
Zona Potencial de una interaccion entre dos participantes. Vygotsky (1988) asegura que es
“la distancia entre el nivel real de desarrollo, determinado por la capacidad de resolver
independientemente un problema, y el nivel de desarrollo potencial, determinado a través de
la resolucion de un problema bajo la guia de un adulto o en colaboracion con otro compafiero
mas capaz” (p. 133). La capacidad de un participante cuando interactia con otro es
contrastante cuando lo hace solo, ya que deben ser capaces de usar artefactos y palabras con
la intencidn de ampliar mas alla su capacidad actual de comprension (Cole, 1999). La Zona

Real se entiende como el grado de comprensién de un (os) individuo (s), mientras que la
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Zona Potencial versa sobre el grado de comprension de otro (s) individuo (s), al cual puede
acceder el primer o primeros individuos en cuestion. Por ejemplo, cuando alguien esta
aprendiendo un idioma nuevo, la Zona Real implicaria el grado de dominio 0 comprension
del idioma de los aprendices, mientras que la Zona Potencial seria el grado de dominio o

comprension del idioma, ya sea del docente o de los estudiantes méas capacitados.

Para Vygotsky (1996), la imitacion era un andamio en el desarrollo en la conciencia del nifio.
La imitacion en el marco del grado intelectual que implica la colaboracion con otras personas
de un nivel intelectual mayor, por medio de la instruccién. La colaboracién, la imitacion, el
desarrollo intelectual, la conciencia, la ensefianza y el aprendizaje son los conceptos criticos
de los cuales subyace la Zona de Desarrollo Proximo. La Zona de Desarrollo Préximo
representa “el aspecto mas determinante en lo que se refiere a la instruccion y el
desarrollo...lo que el nifio es capaz de hacer hoy por colaboracion, seré capaz de hacerlo por

si mismo mafiana” (p. 240).

Vygotsky deja muy claro que al nifio solamente se le puede ensefiar lo que es capaz de
aprender, por lo que la ensefianza debe partir de un nivel de desarrollo en el nifio ya
alcanzado, para poder potenciar en él los niveles inmaduros intelectuales. En la escritura, por
ejemplo, cominmente se parte de los niveles intelectuales alcanzados, como el sonido de las
letras, o la representacion de cada letra, luego la union de las letras en silabas, etcétera. “La
instruccion, es valida cuando precede al desarrollo...la instruccion seria totalmente inutil si
solo pudiera utilizar lo que ya ha madurado en el desarrollo, si no constituyese ella misma
una fuente de desarrollo, una fuente de aparicion de algo nuevo” (Vygotsky, 1996, p. 242).
Dicho de otro, la ensefianza a veces parte de conocimientos que tienden a potenciar otros que
estan en proceso de maduracién o adquisicion, por lo que es importante que un alumno tenga
oportunidades de aprendizaje a través del trabajo colectivo. Quiza en ese momento, en el cual
estd aprendiendo algo nuevo, no sea para él del todo facil. La interaccion con el conocimiento
y las oportunidades de aprendizaje, no van concatenadas en todos los casos. En ocasiones,
ciertos conocimientos “toman sentido” después, a la par de otros conocimientos o de la

construccion de otros significados que lo permitan.

Uno de los nucleos criticos de la Zona de Desarrollo Proximo, la ensefianza, juega un papel

importante al momento de entender la interaccion del alumno con los niveles de dominio de
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su contexto. Para Vygotsky (1996), “ensefiarle a un nifio aquello que es incapaz de aprender,
es tan inutil como ensefarle a hacer lo que es capaz de realizar por si mismo” (p. 244). En
otras palabras, la Zona de Desarrollo Préximo, no implica per se el aprendizaje, por el simple
hecho de colocar a dos personas de diferentes niveles de dominio de un tema a colaborar. La
Zona de Desarrollo del alumno puede estar por debajo o por arriba del conocimiento con el

cual se enfrenta.

Davydov y Shuare (1987) indican que la Zona de Desarrollo Proximo, designa las acciones
del individuo que al inicio él puede cumplir en forma completamente autbnoma y voluntaria.
Estas acciones voluntarias surgen a partir de las relaciones sociales y de fuentes semidticas,
mismas que median las acciones de un individuo. La Zona de Desarrollo Préximo define las
funciones en los nifios que aun no han madurado, pero que se hallan en proceso de

maduracion; estan proximas a mostrarse.

La Zona de Desarrollo Préximo tiene un papel muy importante en el ambito del aprendizaje
y de la educacién. Para Vygotsky, es crucial que los individuos se apropien de su propia
cultura, ya que esto se lleva a cabo mediante el establecimiento histérico de las pautas de esta
apropiacion. Un ejemplo de este establecimiento histdrico es la ensefianza y la educacion, las
cuales componen formas universales del desarrollo individual en diversas culturas del
mundo. Por lo tanto, el desarrollo individual de los individuos presenta regularidades en
distintas épocas historicas. Con esto, la determinacion del desarrollo ontogenético de un
individuo tiene la siguiente estructura: actividad colectiva y comunicacion / cultura (signos)
/ apropiacion de la cultura (ensefianza y educacion) / actividad individual / desarrollo

psicolégico del individuo (Davydov y Shuare, 1987).

1.4 Signos

De acuerdo con la tesis de Vygotsky expresada por Cole (1999), los componentes centrales
que estan inmersos en la cultura son los siguientes: la mediacion, los signos, los esquemas,

los guiones y los artefactos. Estos conceptos seran descritos a continuacion, aunque cabe
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destacar que no son mutuamente excluyentes, por lo que puede haber diversos signos que, al

mismo tiempo, funjan como esquemas o0 como elementos de mediacion.

Primeramente, la mediacion es un proceso de representacion interna de una operacion
externa, a través de signos (Cole, 1999). Muchos elementos pueden ser sujetos a mediacion.
Dentro del &mbito educativo, el calculo, la escritura, los docentes, los materiales con los que
trabajan, los libros de texto, recursos tecnologicos y la interaccion entre alumnos, son algunos
ejemplos de objetos que personas que, configurados de un modo o de otro, brindan

operaciones externas que son internalizadas.

La mediacion es el proceso de ensefianza, también llamado herramienta psicoldgica,
(lenguaje, signos, conceptos, simbolos, entre otros) el cual, una vez adquirido dominado e
internalizado por los nifios, puede mediar su pensamiento y la resolucion de problemas. La
mediacion del aprendizaje curricular en los nifios comienza cuando ellos van a la escuela y
comienzan, a lo largo de los afios, a adquirir dominar e internalizar conceptos cientificos,
mismo que les serviran como herramientas de mediacién en la resolucion de los problemas
de las materias de un curriculum dado. La mediacion es el eje rector del desarrollo y el
aprendizaje infantil dentro de los postulados de Vygotsky (Karpov, 2013).

La internalizacion la describe Vygotsky (1988) de este modo:

“La internalizacion es la reconstruccion interna de una operacion externa. Un
ejemplo de internalizacién se puede hallar en el desarrollo de gesto de sefialar. Al
principio, este ademan no es mas que un intento fallido de alcanzar algo... cuando
acude la madre en ayuda del pequefio y se da cuenta de que su movimiento esta
indicando algo, la situacion cambia radicalmente. El hecho de sefialar se convierte
en un gesto para los demas. El fracasado intento del nifio engendra una reaccién de
otra persona...unicamente mas tarde, cuando el nifio es capaz de relacionar su
fallido movimiento de agarrar con la situacion objetiva como un todo, comienza a
interpretar dicho movimiento como acto de sefialar... el movimiento de asir se

transforma en el acto de sefialar” (pp. 92-93).
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Los signos, por otra parte, son recursos psicologicos que operan entre el medio circundante
y un individuo (Cole, 1999). La palabra representa un signo, ya que puede ser empleada de

multiples modos en operaciones intelectuales.

Los determinantes del comportamiento se encuentran en la cultura en que un individuo se
desarrolla historicamente, y los signos tienen significados estables, que se forman en el
desarrollo de la cultura. El signo, indica Vygotsky (1988), es “cl instrumento, fuera del
organismo, que esta separado de la persona y por esencia constituye un 6rgano o un medio
sociales” (p. 146); el mismo autor asegura que “el signo siempre es inicialmente un medio
de vinculacion social, un medio de accion sobre los otros y sélo luego se convierte en un
medio de accidn sobre si mismo” (p. 141). Contar con los dedos, agrupar objetos, vestirse de
cierto modo, los juegos, las reglas, los algoritmos, el dinero, son —entre muchos otros—

ejemplos de signos.

Para Vygotsky, los esquemas son herramientas psicologicas, mismos que especifican el
modo en que ciertos elementos se relacionan entre si, mientras dejan que los menos esenciales
se ocupen, de acuerdo con las necesidades relativas a una circunstancia dada. Las tablas, las
gréficas, los recipientes, los paréntesis, un juego de llaves, una bateria de cocina, son algunos
ejemplos de esquemas. Los guiones se entienden como esquemas de acontecimientos,
mismos que especifican las personas apropiadas para participar en una situacién; determinan
los roles sociales que desempefian ciertos objetos utilizados en diversas situaciones; e indican
la secuencia y relaciones causales. Derramar un liquido en papel, los cubiertos en una mesa,
la vestimenta de autoridades, docentes y alumnos en un aula de clases o las secuencias
didacticas, son ejemplos de guiones. Finalmente, los artefactos son elementos ideales y
materiales, los cuales se conciben en términos de heterarquia de niveles e incluyen modelos
culturales. Esta heterarquia se puede esquematizar en tres sectores, los materiales o de
produccién, los de referencia directa (recetas, instrucciones), y los abstractos (arte, ciencia,
modelizacion). Estos artefactos requieren de situaciones, actividades y contextos, los cuales

les brindan un significado (Cole, 1999).
1.4.1 Esquema parte-todo de Davydov

V. V. Davydov fue un psicologo ruso y discipulo de Lev Vygotsky que desarrollé una linea

de investigacion, en colaboracion con otros investigadores, la cual se basa en el aprendizaje
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de conceptos algebraicos, partiendo de la ensefianza de conceptos generales en primera
instancia, los cuales pueden fungir como base del entendimiento de conceptos particulares,
con la intencion de enfocarse en el aprendizaje tedrico en vez de hacerlo unicamente con el
aprendizaje empirico (Davydov et al., 2001). Esta linea de investigacion también es conocida
como La aproximacion del aprendizaje tedrico, de la cual forman parte varios psicélogos
discipulos 0 neo-vygotskianos (Davydov, 1990; Galperin, 1982; Talizina, 1981). El
aprendizaje teorico abarca la aprehension de un concepto en su modo mas general y abstracto,
asi como la aplicacion de entendimientos generalizados de casos particulares (Schmittau y
Morris, 2004).

Davydov desarrollo un curriculum basado tanto en postulados propios y derivados de Lev
Vygotsky, el cual consistia en una serie de secuencias instruccionales y didacticas basadas
en problemas que requieren métodos de solucion progresivos y basados en ideas cada vez
mas generales (Schmittau, 2004). También se basaba en la idea de que la adquisicion de
razonamiento tedrico algebraico era posible si los alumnos de primaria (desde los seis afios)
si éstos participaban en actividades de aprendizaje apropiadas referente a la comparacion y
clasificacion de objetos. Dichas actividades guian a los estudiantes desde lo més general y
abstracto de los conceptos matematicos, hasta lo mas particular de ellos (Lee, 2004).

Schmittau (2011) indica que, como ejemplo de estas actividades, los alumnos, bajo el
curriculum de Davydov, emplean herramientas psicoldgicas, las cuales estan internamente
orientadas para el control del comportamiento, es decir, estds herramientas orientan la
atencion de los nifios hacia las relaciones basicas que estan inmersas en las cantidades, en
vez de orientarlos a las caracteristicas empiricas de un problema o de un nimero. Por
ejemplo, en la suma “5 + 15 = 20”, una herramienta psicoldgica orientaria al alumno hacia
la comprension de las relaciones que implica el signo igual (5 mas quince es igual a 20, por
lo que el lado izquierdo de la suma es igual al lado derecho) en vez de solo poner atencién al
resultado de la suma (5 + 15 da 20).

Ejemplos de herramientas psicologicas que orientan hacia relaciones basicas de cantidades
son las tablas, el esquema “parte-todo”, el uso de literales y las agrupaciones de elementos
comunes (objetos, propiedades, numeros). Estas herramientas psicoldgicas que cumplen un

rol de mediacion en la apropiacion del entendimiento numérico y estdn representadas
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esquematicamente. Como ejemplo del esquema “parte-todo”, el cual hace alusioén a la
representacion de la relacion entre las partes que conforman una cantidad total (5 — parte; 15
— parte; 20 — todo, en el caso de una suma) o los factores que conforman un producto (6 —

factor; 3 — factor; 18 — producto, en el caso de una multiplicacion).

El esquema “parte-todo” se representa con tareas en las cuales los alumnos de primaria
(primer grado del curriculum de Davydov) intercambian volimenes de un recipiente “A” a
un recipiente “B”, obteniendo el mismo resultado del volumen total realizando el intercambio
al revés; comparan dos diferentes tamafios de maderas; o en donde suman el peso de una pifia
0 alguna fruta mediana y lo comparan con el peso de patrones de bloques sin importar el
orden. Si el recipiente A es mayor que el B, y la diferencia entre los volumenes es C, entonces
la relacion entre las cantidades puede ser modeladas por el esquema dicho (p.ej., A—18y B
—12, ladiferencia es C — 6, entonces el volumen A se obtiene de lasuma de By C, el volumen
B se obtiene de la diferencia entre Ay Cy el C se obtiene de la diferencia entre A y B; dicho
de otromodo, A=B+C;B=A-C;C=A-B).

(Qué ventaja implica el esquema “parte-todo”? Implica concebir el signo igual, la sumay la
resta como una configuracion de relaciones, no como operaciones separadas. El esquema
brinda la oportunidad de obtener cantidades desconocidas, algo que no se podria obtener solo
por conteo. Ademas, el esquema hace explicita la relacion entre cantidades, por lo que se
puede corregir una expresion sin sentido o coherencia numérica (p.ej., T—-4-4=T, la
expresion correcta seria T —4 — 4 = C, ya que no se puede tener como parte algo que al mismo
tiempo es todo, bajo este esquema). Cabe destacar que el método tipico para balancear una
ecuacion para obtener un resultado (en el cual el esquema “parte-todo” no tiene por qué ser
parte del modelamiento matematico), no asegura el entendimiento de la esencia tedrica de la
relacion entre las cantidades representadas, ya que tanto las variables como las incognitas
derivan de una comparacion progresiva entre cantidades de objetos y magnitudes, como del
origen del nimero y su subsecuente expresion en una gran variedad de situaciones
(Schmittau, 2011). Por lo tanto, el esquema “parte-todo” representa comprension de las

relaciones de cantidad, no solo algoritmos por si solos.

Las tablas usadas por Davydov implican agrupaciones de elementos comunes, los cuales se

especializan en propiedades y objetos, los cuales transitan a representaciones de cantidades
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conocidas y desconocidas. Por ejemplo, Si agrupamos frutas por su color, tendriamos varios
grupos de frutas, como fresas, uvas y platanos. Después podriamos representar cantidades en
tablas de las frutas, como 5 fresas, 8 uvas y algunos platanos. Finalmente, se podrian
representar una cantidad total, las cantidades conocidas y cdmo relacionarlas para encontrar

la cantidad desconocida de platanos.

El sentido de las tablas es familiarizar a los alumnos en su uso de un modo flexible para
cualquier constructo (desde frutas, hasta literales), con lo que el ordenamiento de estos
constructos les puede auxiliar en la solucion de problemas, a pesar de que — en un principio
— las tablas no sean tan necesarias, pero sirvan después para problemas mas complejos
(Schmittau, 2011).

Con estas actividades de intercambio de volimenes y comparacién y agrupacion de objetos,
los nifios estan desarrollando, a partir de actividades empiricas, la relacion con el concepto
tedrico, que en este caso es la propiedad conmutativa de suma en enteros positivos y es la
base del esquema “parte-todo”. Esta relacion con la propiedad conmutativa da paso a la
generalizacién de las cantidades comparadas, ya sea en volumenes, peso o area, en letras
(p-ej., T+ C=C +T), con lo cual se hace uso de literales para representar una generalidad
aplicada a relaciones de cantidad. Al respecto, Davydov (1990) indica que “el dominio del
proceso de conocimiento general y abstracto familiariza éste con un conocimiento mas
particular y concreto. Dicho principio viene desde la necesidad de averiguar el origen de los

conceptos y corresponde a los requisitos para ascender de lo abstracto a lo concreto” (p. 371).

La comparacion es un procedimiento l6gico del cual subyace el conocimiento de cualquier
objeto, en el cual se establecen propiedades comunes de los objetos comparados. Esta
semejanza implica una relacion dentro de una clase general de objetos (p.ej., borrador,
plumon, pizarron, tienen en comun su pertenencia a un salon de clases, con lo cual adoptan
la categoria de “utensilios de un aula”). Esta clase general de objetos supone una transicion
de objetos singulares y aislados a la clase a la cual corresponden. Es importante la
generalizacion ya que brinda a los estudiantes oportunidades de abstraer el objeto que
compara en consideracién a sus propiedades plurales (p.€j., el color, el tamafio y la forma de
un borrador o un pizarrdn se generalizan dentro de la categoria de “los utensilios del aula”),

por lo que los atributos comunes de los objetos se transforman en objetos singulares de
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pensamiento. Este es un proceso abstractivo y el resultado de dicho proceso se denomina
simplemente abstraccion (Davydov, 1984).

En el curriculum de Davydov, el concepto de cantidad es la base de un sistema de relaciones.
En dicho sistema, con la ayuda de los objetos concretos (los recipientes en donde se
intercambian volumenes, la madera, los bloques de objetos) los alumnos se familiarizan con
las propiedades de las cantidades inmersas en el peso, el volumen y el tamafio de los objetos,
comenzando con magnitudes (antes de entrar en el aprendizaje de algoritmos) de tal modo
que pueden ver demostrados principios generales de igualdad (A=B) o desigualdad (A>B);
la nocion de cantidad y la estructura matematica es tanto amplio como flexible, lo que permite
hacer méas grande todo el sistema conceptual de relaciones sin una reestructuracion a gran

escala del entendimiento de los aprendices (Lee, 2004).

Para Davydov (1990), un rubro que antecede a las relaciones cuantitativas es el desarrollo
del concepto preliminar. EI concepto que antecede a las relaciones cuantitativas consiste en
actividades de comparacion de magnitudes (como las anteriormente mencionadas) con un
énfasis en las cantidades continuas. En un nivel basico y como parte de un desarrollo histérico
e individual posterior a la magnitud, es un elemento que interactda con cantidades medidas

y con unidades de medicion, al ser parte de una relacion general entre dos cantidades.

El autor asegura que el nimero es desarrollado desde la medicion més que desde el conteo,
lo que representa una base adecuada para el desarrollo de los nimeros reales y las cuatro
operaciones basicas, ya que “el nuimero depende de la relacion de la que esta conformada por
los métodos originales de su transformacion” (p. 362). Esto quiere decir que el nimero puede
equivaler a la relacion que existe entre una cantidad a ser medida y una unidad de medida.
Por ejemplo, el nimero 10 tiene sentido porque es equivalente a la relacion entre la cantidad
de agua de un recipiente y un referente de medicién (volumen (10 mililitros)), por lo que, si
la cantidad de agua esta vinculada con el referente de medicién, se puede indicar que un
recipiente hay 10 mililitros de agua. Esta concepcion del nimero se extiende al razonamiento
multiplicativo, ya que un producto es equivalente a una unidad de medida y el nimero de

unidades.

El eje rector del curriculum de Davydov es el desarrollo cognitivo. Uno de los centros del

analisis del curriculum son tanto el pensamiento algebraico como las estructuras algebraicas,
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de las cuales derivan conceptos matematicos y la prudencia del empleo de simbolos y
algoritmos, tanto aritméticos como algebraicos. Davydov buscé introducir la teoria del
pensamiento algebraico temprano en la experiencia escolar con la implementacion de su
curriculum, al considerar que su curriculum rompia con la practica comun del comienzo
formal de las matematicas sin nimero, basandose en que el desarrollo cultural e individual
de la cantidad es predecesor del concepto de nimero, por lo que usar primero el nimero
reflejaba la ignorancia del verdadero origen de los conceptos matematicos (Schmittau, 2011).
El curriculum de Davydov implicaba que aprendizaje de los alumnos avanzara hacia modelos
poderosos que han sido construidos culturalmente a lo largo de la historia de las matematicas
(1999, en Schmittau, 2004).

Otro rubro del analisis inmerso en el curriculum de Davydov es la cultivacién de las
capacidades del nifio para el pensamiento creativo, el cual requiere de una instruccion tal que
pueda ser reproducida en una forma abreviada del proceso histérico real del nacimiento y
desarrollo del conocimiento matematico. Esto ultimo requiere de un analisis de la tarea a
realizar (o un andlisis genético conceptual, mismo que se analizard mas adelante) con la
intencidn de crear problemas que sean interesantes y accesibles para los nifios, pero inmersos
en la esencia del conocimiento matematico desarrollado histéricamente en contextos distintos
(Schmittau, 2004).

El andlisis de las actividades de un alumno al momento de aprender conceptos matematicos
basicos, dentro del curriculum de Davydov (1990), sugiere que los nifios, en un principio,
son capaces de resolver problemas de muchos modos, después, son puestos a prueba respecto
a la eleccién del método mas parsimonioso de todos los implementados, por lo que el
curriculum es capaz de poner a prueba précticas de calculo desde entornos escolares y
naturales, lo que promueve la necesidad de notar el potencial de la aritmética, al hacerla cada
vez mas general y compleja, aunado a la identificacion de la prudencia de métodos de

solucion (en qué situaciones es adecuado aplicarlos y en qué otras no).

Los postulados de Lev Vygotsky relacionados con las matematicas son vitales para el
desarrollo tedrico y metodolégico del curriculum de Davydov. Como ya se ha mencionado
anteriormente, Vygotsky (1988) indica que, en el desarrollo de los conceptos en la nifiez, se

pueden clasificar los conceptos en dos clases: espontaneos y cientificos: los conceptos

30



espontaneos versan sobre las reflexiones del alumno acerca de su experiencia cotidiana. Por
otra parte, los conceptos cientificos surgen de una actividad estructurada —cominmente en
un aula de clases— y se le imponen al estudiante conceptos definidos de modo 16gico. Entre
los conceptos espontaneos y cientificos existen los preconceptos que fungen como eslabones
entre la experiencia cotidiana del alumno y la generalizacion que implica un concepto real o

cientifico.

Por ejemplo, el concepto utdpico puede provocar que una persona perciba de un modo
distinto su entorno, a tal grado de poder identificar situaciones 0 escenarios que no
corresponden a las condiciones que brinda su propio entorno y llamarles a estas situaciones
utopicas. En otro ejemplo, cuando un alumno se enfrenta a un concepto como falacia, y
cuando pueda interiorizar dicho término, podria dar cabida a una sistematizacion de
argumentos que se basen en la l6gica y que requieren ciertas caracteristicas para ser, ya sea
verdad o falacia.

Volviendo al contenido del curriculum de Davydov, éste provee una reestructuracion del
contenido y la forma en el aprendizaje en el aula, y el objetivo que subyace de este curriculum
(formar en los alumnos de primaria el concepto cientifico del nimero a partir del desarrollo
genuino del pensamiento conceptual) puede representar una gran innovacion, ya que, por
ejemplo, generalmente se asume que los nifios en los primeros afios de educacion primaria
“saben cuales son los numeros”, por lo que se tendria que entrenar a los nifios en las
operaciones con numeros (comenzando por las sumas y las restas de nimeros de un solo
digito). El curriculum de Davydov se organiza de lo general a lo particular, teniendo en
cuenta que lo general no es necesariamente lo abstracto, sino la unidad mas bésica de un
fendmeno que se replica como un patron, con lo cual puede ser comprendido de un mejor
modo un concepto matematico al vincularlo con eventos cotidianos que le den sentido
(Moxhay, 2008).

Es por eso por lo que el algebra es concebida en el curriculum de Davydov como una unidad
general y béasica en varios fendmenos, ya sea cotidianos o abstractos, por lo cual es posible y
atil integrarla en la ensefianza de las matematicas desde los primeros afios de escolarizacion.
El algebra se puede considerar como una formulacién cientifica que implica, tal como indica

Vygotsky (1988), un nivel de pensamiento superior, el cual permite organizar las relaciones
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cuantitativas a través de generalizaciones y signos. Existen diferencias entre herramientas y
signos dentro de los postulados vygotskianos. Las herramientas, por si mismas, son objetos
que permiten transformar el medio circundante; estan externamente orientadas y no
necesariamente son psicologicas. En contraste, el signo es aquel recurso o herramienta
psicoldgico (en un principio externo a la persona) que opera entre el medio circundante y el
individuo cumpliendo una funcion de mediacion; es un intermediario que, cuando se
interioriza, acaba permitiendo la reconstruccién interna de una operacion externa. Este signo
puede tener una modalidad méas elaborada o compleja —ser un grupo de signos articulados en
un todo— pero que también cumple funciones de mediacion entre el medio y el individuo. No
habria problema si le llaméaramos “esquema” siempre y cuando siga cumpliendo la misma
funcién de herramienta psicologica, herramienta internamente orientada y que acaba

controlando la conducta intelectual del individuo.

El uso de signos en algebra y en aritmética puede facilitar que los alumnos la utilicen, de tal
modo, que les permita organizar de un modo general los casos concretos que implican las
relaciones cuantitativas de la aritmética. Por ejemplo, nuevamente la palabra falacia, no
corresponde a sus conceptos espontaneos en primera instancia, pero herramientas auxiliares
psicoldgicas (la instruccion o la ejemplificacion) pueden facilitar que el alumno interiorice
el signo que implica una falacia: la relacién légica o ilogica entre planteamientos. En
matematicas, una ecuacion implica una herramienta auxiliar que facilita la comprension del

signo que, en este caso, podria ser la igualdad como equivalencia.

Precisamente dentro del &mbito de las matematicas, también se puede considerar que la
aritmética implica una nocion cientifica, aunque de menor grado de abstraccion. Vygotsky
(1988) asegura que los conocimientos de aritmética —si bien representan una transformacion
de los conceptos espontaneos de un estudiante— son mejorados a su vez por el algebra, en la
medida que convierte lo concreto de la aritmética en planteamientos mas generales a la
manera de leyes algebraicas generales. Es decir, el algebra implica generalizar las previas
generalizaciones de la aritmética, por lo que el algebra es equivalente a una concepcion
cientifica de orden superior, mientras que la aritmética es un sistema con menor grado de

abstraccidn (sin dejar de tener un estatus de concepto cientifico). Por lo tanto, los conceptos
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cientificos transforman gradualmente la estructura de los conceptos espontaneos y ayuda a

organizarlos dentro de un sistema o clase general.

1.5 La representacion

La importancia de la representacion radica en varios rubros: la relacion con la construccion
de conocimiento; su significacion como medio de lenguaje y pensamiento; su concepcién
como via y estandar de entendimiento. En términos generales, la representacion en el ambito
educativo implica la expresion de un conocimiento, ya sea este espontaneo o mas sofisticado.
La representacion escrita, contempla el dominio de una lengua, de una técnica de trazo, la

comprension numeérica.

La representacién es el medio por el cual se puede evaluar el entendimiento de un alumno.
Maés alla de la precision de la representacion en torno a un modelo determinado, es la

significacion de dicha representacion la que la valida.

Bruner (1984) define a la representacion como un conjunto de reglas por las cuales se pueden
mantener o postergar los eventos experimentados a partir de acontecimientos. La
representacion, desde la perspectiva de este autor, implica la memorizacion de eventos o
aspectos derivados de la experiencia, a partir de ciertas reglas. La representacion implica
herramientas que pueden ser orientadas hacia objetivos definidos, como resolver un
problema, expresar un concepto o tomar decisiones. “La descripcion de lo que hace un nifio
cuando esta pensando en un problema, debe incluir un anélisis l6gico de las operaciones que

realiza, tan minucioso como sea posible (p. 120).

Existen tres sistemas basicos de representacion, desde una perspectiva cognitiva: la
presentacion enactiva o motora, la cual se basa en las reacciones inmediatas de las personas,
por lo que corresponden a una etapa sensorial y motriz muy temprana; la representacion a
través de iméagenes, las cuales son independientes de la accidn o el evento que representan;
y la representacion simbdlica, la cual emplea el lenguaje u otras reglas preestablecidas
abstractas (Bruner, 1984).
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La representacion en el ambito educativo y matematico, son producciones tangibles, como
tablas, diagramas, rectas numeéricas, graficas, la manipulacion de objetos, expresiones
matematicas, formulas y ecuaciones, ya sea en un medio escrito 0 a través de mediadores
tecnoldgicos. Nominar a algo una representacion implica una referencia a un significado que
se supone tiene, y estas representaciones se denominan externas, ya que tienen un sentido
previo al uso que le da un estudiante, por lo que es accesible a otras personas para su
observacion, discusion, interpretacion o manipulacion. Ademas, contemplan la posibilidad
de construir argumentos, justificar su resolucion de problemas, comunicar su razonamiento

a otros y expresar ideas matematicas de un modo preciso (Novack et al., 2014).

La representacion no solamente es externa, también es interna o guarda caracteristicas
cognitivas. Por ejemplo, la representacion visual de objetos geométricos, patrones
matematicos, situaciones u operaciones, modelos conceptuales matematicos, nociones
matematicas, el idioma de las descripciones matematicas, las estrategias para resolver
problemas, e incluso los estados afectivos en relacién con problemas matematicos,
representan en su conjunto ejemplos del vinculo entre la representacion y la construccion

cognitiva del conocimiento matematico (Novack et al., 2014).
1.5.1 Errores en la representacién matematica

Los errores en la representacién matematica son diversos, y pueden dificultar el aprendizaje
de ciertos conceptos matematicos. Conceptos como la funcién, la igualdad por equivalencia,
la desigualdad, la jerarquia de operaciones, o inclusive las operaciones basicas, pueden
abarcar una serie de malinterpretaciones en su operacion que conllevan poco entendimiento

de ellos por parte de los alumnos.

Knuth et al. (2006) aseguran que una variedad de conceptos erréneos abunda en el
entendimiento del algebra. Por ejemplo, que el signo menos representa Unicamente la resta y
no la modificacién de la estructura de igualdad, que el signo igual es un indicador de una
operacion que debe realizarse o que las variables no pueden representar mas de un valor.
Estos errores persisten después de la instruccion en clase, entorpecen el aprendizaje de un

nuevo tema y multiples investigaciones se han encargado de analizar errores especificos.
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Filloy y Rojano (1989) hacen referencia a que los errores algebraicos cometidos por
estudiantes de matematicas, principalmente aquellos relacionados con la naturaleza del signo
igual, no se resuelven Unicamente enfocandose en el ambito operacional del algebra, en
cambio, en el marco de la introduccion de nociones algebraicas, se debe poner una mayor
atencion a la modelacién de conceptos algebraicos; el problema se encuentra en el método

de ensefianza, no en la capacidad de los alumnos para comprender un procedimiento.

Askey (1999) evidencid el potencial de los denominados azulejos de algebra, los cuales son
rectangulos de diversos tamafios con los cuales se pueden representar variables. Esta
herramienta funge como un modo de modelamiento a través de la ubicacion y proporcion de
los rectangulos, relacionando estos elementos con variables, exponentes o nimeros. Booth y
Koedinger (2012) indican que las herramientas, tales como los azulejos de algebra, el
esquema parte-todo, el Word Grammar Problem Solving, entre otros, requieren de una
familiarizacion por parte del estudiante, es decir, los materiales con los cuales un alumno
puede modelar un evento matematico, pueden ser un obstaculo si los estudiantes no estan

familiarizados con ellos.

Es por ello por lo que, en la dindmica de una clase relacionada con el aprendizaje del algebra,
estan en juego varios rubros: el énfasis conceptual que le puede brindar un docente a su clase;
el tiempo de la clase; el uso de herramientas didacticas; o las diferencias individuales de los
estudiantes (Booth et al., 2014).

Si la poca familiarizacién de las herramientas didacticas auxiliares puede ser un obstaculo en
la comprension de ciertos conceptos algebraicos, ¢cudles serian los principales errores que
cometen los estudiantes al momento de aprender algebra? Booth et al. (2014), mencionan
que destacan principalmente cuatro: operar con el signo menos, operar con el signo igual,

simplificar expresiones, jerarquia de operaciones.

Todos los errores implican problemas en la comprension de las relaciones que convergen en
una estructura algebraica subyacente (aunque en el caso de la simplificacidn de expresiones,
se puede afadir una falta de equivalencia entre expresiones). Los errores se identifican en el
trabajo de los alumnos, por lo que hacer un énfasis en dichos errores puede mejorar la calidad
de las intervenciones que buscan desarrollar una correcta comprension conceptual del

conocimiento algebraico. Si un error es persistente, implica que los estudiantes continGian
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con un nivel bajo de desarrollo y comprension del concepto, por lo que los conceptos
erréneos probablemente pueden predecir el tipo de error que los estudiantes cometeran al

momento de enfrentarse a problemas algebraicos.

Especificamente, el signo igual y su comprension suelen ser de bajo nivel en estudiantes de
secundaria y bachillerato. El signo igual es usado en muchas areas de estudio de las
matematicas. Por ejemplo, en las cuatro operaciones basicas, en la medicion, en el algebra,
en la geometria, en el empleo de decimales, fracciones y funciones, principalmente. La
malinterpretacion del signo igual no implica necesariamente una inhabilidad, ya que se le

atribuye este malentendido en mayor medida al tipo de ensefianza recibida (Powell, 2015).

La correcta interpretacion del signo igual implica un signo relacional, en donde hay relacion
entre dos lados de una ecuacion, por lo que el signo igual deberia balancear los dos lados de
una ecuacion. El signo igual es la piedra angular de la equivalencia matematica, debido a
que, si los estudiantes logran entender el signo como un elemento relacional, podrian
balancear ambos lados de una ecuacion. El signo igual como elemento relacional quiza no
sea crucial en primaria, pero su uso relacional es sumamente relevante en la secundaria o el
bachillerato (Powell, 2015).

En conclusion, el signo igual significa “lo mismo que”, lo cual implica la necesidad de
balancear los dos lados de una ecuacion; cuando dos cosas son lo mismo, entonces son
iguales. Se pueden hacer uso de objetos concretos, los cuales pueden vincular la
interpretacion del signo igual con la necesidad de balancear una ecuacion. Por ende, se puede
aplicar el signo igual en una variedad amplia de contextos, pero para que eso suceda es
necesario brindar varias oportunidades a los alumnos para poder lidiar con problematicas que

requieran el uso significativo del signo igual.
1.5.2 Niveles de representacion

ElI Common Core Standards for Mathematics (Common Core State Standards Initiative,
2010) recomienda que, en el campo de la ensefianza de las matematicas, se debe enfatizar la
comprension de ideas, el modelamiento matematico, el reconocimiento y uso tanto de
estructuras como de patrones, en la resolucion y creacion de problemas matematicos. Uno de

los aspectos mas importantes de esta recomendacion radica en el modelamiento matematico.
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El modelamiento matematico implica la representacion de un problema real a través de un

modelo o situacién. Este modelo matematico se basa en la construccién de ideas, su

simplificacion y estructuracion, la matematizacion de esa idea, asi como su posterior

interpretacion, validacion y exposicion. De esta dinamica se obtendrian resultados

matematicos, que a su vez se convertirian en resultados reales (Blum et al. (2007). Modelling

and applications in mathematics education (pp. 3-33). New York: Springer.). En otras

palabras, se trata de unir conceptualmente el mundo real o cotidiano con las matematicas.

Algo similar pasa en, por ejemplo, modelos de cognicion encarnada, en los cuales el

comportamiento humano es el objeto de analisis a través de modelos de inteligencia artificial

que trata de representar las circunstancias del comportamiento original y complejo. En la

figura 1, se puede observar el clasico ciclo de modelamiento matematico (Blum et al., 2007,

p. 225).
Figural

Ciclo de Modelamiento matematico

3
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real world mathematics

Nota. Adaptado de Modelling and Applications in Mathematics Education (p. 225), por W.

Blum, P. Galbraith, H. Henn y M. Niss, 2007, Springer.

El modelamiento matematico tiene un campo amplio de estudio. Ademas, se encuentra

inmerso en una constante discusion acerca del término que mas represente la accion de
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vincular el mundo real con las matematicas (modelamiento, modelacion, modelaje, etc.).
Resulta importante destacar que no es intencion de esta tesis ahondar en este tema més alla
de lo elemental, que consiste en establecer que los alumnos de primaria, a través del
modelamiento matematico, establecen y aplican una serie de procesos psicoldgicos
vinculados con el razonamiento matematico. Estos procesos van desde poner atencion hasta
ejercicios de metacognicion. EI modelamiento matematico implica la ejecucion de procesos

psicoldgicos, en ocasiones superiores, como el razonamiento y la reflexion.

¢Cbémo se pueden vincular esta diversidad de procesos psicoldgicos con la representacion?
Existen diversos tipos de representacion: pictorica, semiotica, numérica, entre otras. Lo mas
importante de estos niveles es que pueden dar cuenta de como un estudiante construye una
idea. Al respecto, existe una estrategia basada en una secuencia instruccional, que ha sido
muy exitosa en el vinculo entre la comprension de conceptos matematicos, su representacion
y la manipulacion de objetos concretos; se trata de la secuencia instruccional Concrete-
Representational-Abstract (CRA, por sus siglas en inglés). Esta secuencia funge como una
guia cognitiva en el proceso de construccion de conocimiento matematico (Maccini y Ruh;
Miller y Mercer, 1993; Witzel et al., 2003).

Dentro de esta estrategia, los estudiantes se sitlan en distintos niveles de representacion:

1) Nivel concreto: manipulacion o interaccion con objetos, sin establecer ninguna
relacion abstracta.

2) Nivel semiconcreto: la representacion pictorica o semidtica, de los objetos,
manteniendo las condiciones em las que el objeto fue presentado.

3) Nivel abstracto: la representacion del objeto em cualquier situacion,

independientemente del entorno de presentacion.

En el estudio de Xin et al. (2016), estudiantes con necesidades educativas especiales, bajo la
estrategia CRA, lograron representar relaciones de cantidad en la resolucion de problemas
matematicos verbales por medio de distintos niveles de representacion. La mayoria logro
niveles de representacion semiconcreto o concreto, y solamente algunos cuantos alcanzaron

un nivel de representacién abstracta.
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En conclusion, los niveles de representacion pueden servir para evaluar el grado de
comprension de un alumno en una tarea determinada. Estos niveles, ademas, forman parte de
un modelamiento matematico, en el cual el alumno trata de dar cuenta de una tarea, en
distintos niveles de comprension y representacion. Entre mas abstracta sea la solucion, mayor

sera el nivel de desarrollo cognitivo que puede tener un alumno.

1.6 La metacognicion en el razonamiento matematico

Flavell (1979) en el contexto de la psicologia del desarrollo, introdujo el concepto de
metacognicion. La metacognicién la define como el conocimiento que tiene una persona
sobre sus propios procesos cognitivos, productos o cualquier cosa relacionada con ellos. En

otras palabras, la metacognicion implica reflexionar sobre el conocimiento que se adquiere.

¢Como se desarrolla la metacognicion en las matematicas? Si la metacognicion es el
conocimiento y el entendimiento profundo de los procesos cognitivos y de sus productos
(Flavell, 1979), entonces eso llevaria a un alumno a comprobar una division multiplicando
el divisor por el cociente, pero no comprobar una suma 0 una resta, ya que no resulta

prudente.

Una manera de categorizar los tipos de metacognicion aplicada en las matematicas es a través
de las categorias declarativas, procedimentales y condicionales de conocimiento. La
metacognicion declarativa hace referencia a el conocimiento adquirido a través de
proposiciones logicas. La metacognicion procedimental versa sobre el conocimiento de
métodos 0 modos en los cuales resolver una tarea aplicando el conocimiento. La
metacognicion condicional se trata acerca de la fusion de los otros dos niveles de
metacognicion, es decir, cuando y como aplicar el conocimiento, convirtiendo esta aplicacion
en algo prudente, al seleccionar las estrategias adecuadas para una situacion en particular
(Jacobs y Paris, 1987).

La metacognicidn es un elemento crucial en la resolucién de problemas y en los procesos de
aprendizaje de las matematicas, a tal nivel que los estudiantes pueden crear un habito de

automonitoreo de sus estrategias y niveles de entendimiento (Schraw y Dennison, 1994).
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Existe un tipo particular de aplicacion de la metacognicion, descrita por Lucangeli y Cornoldi
(1997) como metacognicion basada en el control ejecutivo sobre la tarea, es decir, controlar
el proceso que precede, guia y acompafia la ejecucion de una tarea, orientada a la resolucién
de un problema por medio de un ejercicio metacognitivo. En sus estudios realizados con
nifios de tercer grado de primaria, demostraron que la metacognicion y la resolucion de
problemas aritméticos demostraba tener una alta compatibilidad, por lo que a mayor

metacognicion mayor entendimiento de tareas aritméticas.

Es a través del analisis del discurso como se puede evaluar el nivel de metacognicion que
construye un alumno. Si bien no existe un tnico modo de establecer que los alumnos dominan
conceptos a través de su metacognicion, se puede analizar el nivel de abstraccion que los

estudiantes contemplan en sus representaciones.
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Capitulo 2. La integracion de la aritmética y el algebra

2.1 La transicion de la aritmética al algebra

Por una parte, en relacion con disefio educativo, el estudio del aprendizaje del algebra,
particularmente de las dificultades con esta rama de las matematicas, se ha centrado en la
aparente limitante en el desarrollo cognitivo de los nifios (Schliemann et al., 2003).

Respecto al rubro de la transicion de la aritmética al algebra, cabe destacar que ésta se
encuentra inmersa en la diferenciacion que existe, tradicionalmente, entre ambas ramas de
conocimiento matematico, al considerar mas concreta a la aritmética en cuanto al algebra, y
a ésta mas formal que la aritmética; es por esa razon que la ensefianza del algebra ha sido
concebida como posterior a la aritmética (Lins y Kaput, 2004). Las relaciones matematicas
son elementales en las representaciones algebraicas, mas no asi en la ensefianza tradicional
de la aritmética. Filloy y Rojano (1989) sugieren que existe una evolucion discrepante en las
nociones y modos de representacion inmersos en la transicion entre la aritmética y el algebra.
Esta discrepancia radica, principalmente, en la incapacidad de los estudiantes de matematicas
para operar de manera espontanea con variables, ante la representacion y resolucién de

problemas.

De acuerdo con Booth (1989, 1999), una de las dificultades de los estudiantes de matematicas
es la falta de comprension de las relaciones aritméticas. Ademaés de las relaciones aritméticas,
algunos alumnos asumen que tan solo requieren hacer célculos cuando se enfrentan a la
necesidad de resolver problemas, sin la necesidad de algin método o regla de procedimiento
y de organizacion de la informacion. Esta situacion puede derivar en una problematica para
los alumnos cuando se encuentren con contenidos que implican, precisamente, el uso de
generalizaciones (problemas aritméticos, algebraicos o al momento de operar con variables).
Esto quiere decir que el manejo de signos, cantidades y simbolos en aritmética puede
entorpecer el aprendizaje del algebra si no se hace integralmente, es decir, si la aritmética se

desliga por completo del algebra, teniéndolas como antagonistas en vez de coprotagonistas.
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El aprendizaje del algebra puede ayudar a organizar relaciones cuantitativas implicadas en la

ensefianza de matematicas, incluidas aquellas derivadas de la aritmética.

Kieran (1992), indica que, en la transicion de la aritmética al algebra, son elementos cruciales
el uso en el algebra de simbolos para representar cantidades y la metacognicion de los
métodos matematicos que son simbolizados, a través del uso tanto de numeros como de
simbolos, ya que, en el aprendizaje del algebra, los alumnos se enfrentan con la necesidad de
operar con representaciones simbdlicas que no estan vinculadas con un resultado numérico.
Ademas, los alumnos de matematicas no tienen oportunidades de hacer conexiones entre la
aritmética y el algebra en primaria antes de enfrentarse a una forma algebraica prefabricada,
que puede adquirir significado sélo después de haberla relacionado de nuevo aritméticamente

mediante la sustitucion de valores (Herskovics y Kieran, 1980; Kieran y Chalou, 1993)

A pesar de la evidente relacion entre ambas ramas de conocimiento matematico, existen
diferencias entre aritmética y algebra. Por una parte, la aritmética implica la generalizacion
de situaciones subyacentes a nimeros; la manipulacion de nameros fijos; un razonamiento
con cantidades conocidas; y tiene como objetivo encontrar una solucién numérica. Mientras
que el algebra implica, por otro lado, la generalizacion de relaciones entre nimeros; una
manipulacion de variables, teniendo en cuenta que los simbolos son variables o incdgnitas;
un razonamiento con cantidades desconocidas;, y tiene como objetivo general la
generalizacién y simbolizacion de métodos de resolucién de problemas (Molina, 2006).
¢Cbémo se relacionan la aritmética y el algebra con la falta de transferencia? ;Cual seria la
razén para integrarlas? ¢Es posible que los nifios de primaria comprendan conceptos

algebraicos?

Drijvers (2003), indica que el algebra tiene sus raices en la aritmética y depende de su
fundamentacion aritmética, asi como la aritmética tiene muchas el potencial para poder
simbolizar, generalizar y razonar algebraicamente. La aritmética se basa en la obtencion del
resultado, siendo el algebra lo que permite encontrar una forma estructurada de obtener dicho
resultado; cuando se es capaz de contar, se requiere una base algebraica debido a que contar

implica un cierto orden, forma y estructura (Hewitt, 1998).

Ambas ramas de conocimiento matematico, tanto algebra como aritmética, estan

relacionadas no solo por el curriculum tradicional (en el cual la aritmética se ensefia primero),
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sino por competencias matematicas que son necesarias en el aprendizaje de ambas. Por ende,
para desarrollar el pensamiento algebraico subyacente a la relacion entre la aritmética y el
algebra, se requieren una serie de competencias: enfatizar las relaciones numéricas y no solo
los calculos numéricos; enfocarse en las operaciones y sus inversos (suma-resta, igualdad-
desigualdad); la representacion y la resolucion de problemas, en vez de solamente
resolverlos; trabajar con letras concebidas como letras, variables o parametros; lidiar con
expresiones literales incompletas como expresiones (n + 3, a + b), en contraposicion de la
creencia general de que toda expresion hay que hacerla una ecuacion; comparar expresiones
de equivalencia basandose en la comprension de las relaciones que existen entre sus
propiedades, mas que en una evaluacion numérica; enfocarse en el significado y las diversas
interpretaciones del signo igual; y tomar en cuenta relaciones numéricas en un problema,
ponerlas a discusion y representarlas simbdlicamente (Herscovics y Linchevski, 1994;
Kieran, 2004).

Las competencias descritas sugieren un acercamiento entre estos dos dominios matematicos.
Este acercamiento implica un nivel de abstraccidn superior que puede ser continuo, por lo
que la comprension de conceptos matematicos y el dominio de competencias derivados de
éstos, no tendrian que ser reaprendidos y concebidos como una ruptura necesaria, Sino como
una integracion mutua entre ambas ramas de conocimiento matematico. Dicha ruptura
ocurre, por ejemplo, con el concepto de igualdad por equivalencia. Una concepcion del signo
igual —elemento nuclear de la igualdad por equivalencia— como relacion entre cantidades
0 magnitudes (en vez de una mera operacion) puede ayudar a la comprension de problemas
tanto numéricos como algebraicos, a pesar de que en los problemas algebraicos se asocian

cantidades concretas y en el algebra relaciones cuantitativas generales expresadas en literales.

Se han desarrollado diversas investigaciones que indican la capacidad de los alumnos para
elaborar y simbolizar afirmaciones relativas a relaciones aritméticas (Carpenter, Franke y
Levi, 2003), asi como emplear representaciones algebraicas para analizar y representar
problemas verbales con la ayuda de recursos como tablas, histogramas y ecuaciones. Dichas
representaciones implican el uso de cantidades desconocidas en las que se utilizan tanto en
posiciones no estandares de la incognita (por ejemplo, ubicar la incognita en el lado izquierdo

de la ecuacion, en vez de solo ubicarla en el lado derecho) como en letras (Brizuela y
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Schliemann, 2003). EI NCTM (2000) indica que los componentes principales del algebra son
la comprension de patrones, relaciones entre cantidades y funciones, la representacion de
relaciones cuantitativas, el anélisis de situaciones y estructuras matematicas utilizando
simbolos algebraicos, entre otros. Por ende, basado en estos y en las siguientes pruebas
empiricas que se analizaran, se puede afirmar que los nifios de primaria podrian comprender
conceptos algebraicos béasicos, los cuales les pueden permitir un mayor dominio de

competencias matematicas, derivado del pensamiento algebraico.

Dicha comprension también depende de los recursos de mediacion que pueden existir dentro
del aula de clases. Dichos recursos pueden ser desde los materiales con los cuales se cuenta
en un salon de clases (papel, accesorios, pizarrén, plumones), recursos tecnologicos
(software, presentaciones, videos) y, sumamente importante, la dindmica de la clase,
entendiéndose ésta como parte de las secuencias didacticas o psicoeducativas que
implementa un docente en relacion con la interaccion de sus alumnos entre si. La importancia
de la dindmica de la clase versa sobre la interaccion del alumno con el fendmeno matematico,
ya que este puede ser representado de maultiples modos, por lo que encontrar los mas
parsimoniosos y significativos, forman parte del reto de esta tesis. En otras palabras, proponer
una dindmica a partir de disefios educativos que permitan la escolarizacion exitosa de la

intervencion temprana en matematicas es el reto en innovacion de esta tesis.

Este reto converge en un tema poco abordado en educacion primaria. Se trata del tema de
jerarquia de operaciones, también citado como el sentido de la estructura. La jerarquia de
operaciones implica una estructura matematica, misma que se relaciona con propiedades
matematicas (conmutativa, distributiva), de tal modo que dicha estructura guarda un orden al
momento de combinarse operaciones basicas. Kieran (1989) indica que uno de los origenes
de las dificultades de los estudiantes de matematicas (tanto de algebra como de aritmética)

€S reconocer y usar una estructura.

2.2 Algebra temprana

44



Kaput (2008) propuso que el algebra y el pensamiento algebraico, estan compuestos por tres

rubros:

“1. El algebra como estudio de estructuras y sistemas extraidos de calculos y
relaciones, incluidas las que surgen en la aritmética (algebra como aritmética

generalizada), y en el razonamiento cuantitativo.
2. El &lgebra como estudio de funciones, relaciones y variacion conjunta.

3. El &lgebra como la aplicacién de un grupo de lenguajes de modelado, tanto dentro

como fuera de las matematicas” (p. 11).

La propuesta del autor establece las bases de comparacion de diversos enfoques denominados
algebra temprana, que tienen el objetivo de integrar los rubros del algebra y del pensamiento
algebraico desde la primaria, en diversas edades, y desde entornos tanto experimentales como

escolarizados.

Blanton y Kaput (2005), indican que el dlgebra temprana tiene como finalidad, la integracion
del pensamiento algebraico, basdndose en la promocién de habitos de pensamiento y
representacion, que puedan identificar el &mbito estructural de las matemaéticas. De acuerdo
con Carraher y Schliemann (2007), el “algebra temprana” versa sobre el conocimiento
algebraico, el pensamiento algebraico, y las representaciones y técnicas de estudiantes a edad
temprana, relacionadas con la resolucion de problemas que, generalmente, solo estudiantes
mas avanzados logran resolver utilizando la notacién algebraica moderna. En el mismo
sentido, Kieran, Pang, Ng, Schifter y Steinweg (2017), considera que el énfasis del algebra

temprana se encuentra en identificar y expresar una estructura matematica.

Las estructuras matematicas se relacionan directamente con las propiedades matematicas, y
se desarrollan gracias a la comparacion entre problemas, expresiones o igualdades comunes
entre si. Warren y Cooper (2009), indican que la abstraccion es facilitada por la comparacién
de diferentes representaciones, y la identificacion de puntos comunes que abarcan un modelo
mental. En otras palabras, un alumno puede abstraer una estructura matematica, si tiene la
oportunidad de relacionar expresiones o problemas matematicos diferentes entre si en
términos numéricos, que se transfiere de la misma representacion general a diferentes

representaciones, dentro de la misma estructura, para poder identificar puntos comunes que
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abarquen el nacleo del modelo (p.ej.: 5+2=10, es equivalente a 4 + 7 = 11 en términos
estructurales: parte + parte = todo). O bien, cuando se transfieren del fenémeno mismo a
valores en una tabla numeérica, de esta a su representacion grafica en un plano cartesiano, y

finalmente a una representacion algebraica.

El &lgebra temprana abarca no solo la ensefianza temprana de matematicas abstractas, sino la
comprension del contenido curricular matematico, lo que implica un aprendizaje basado en
la comprension de ese contenido, lo cual podria facilitar el aprendizaje del algebra. Concibe
el curriculum como una serie de experiencias académicas, mas que como un listado de
contenidos dados (Molina, 2011). En capitulos anteriores, se hacia referencia a que la falta
de un entendimiento aritmético era una de las principales causas de la poca comprensién
algebraica. En particular, el algebra temprana concibe la integracion de ambas ramas de las
matematicas (aritmética y algebra) en un continuo vinculado con conceptos matematicos, ya
que considera que éstos pueden emerger de las matematicas ensefiadas en primaria y, tal
como indica Molina (2009), “tienen el potencial de enriquecer la actividad matematica
escolar y, muy especialmente, el aprendizaje de la aritmética... en particular, se considera
que unas matematicas elementales algebrizadas daran poder a los alumnos, promoviendo un
mayor grado de generalidad en su pensamiento y aumentando su capacidad de expresar
generalidad” (p.136).

Esto quiere decir que la aritmética seria el campo en el cual se basarian e integrarian estos
distintos modos de pensamiento, considerando los maltiples modos de analizar y representar
relaciones entre cantidades, asi como conceptualizar relaciones numéricas y estudiar y
analizar patrones y como las cantidades varian y se correlacionan (Molina, 2009). Ademas,
el algebra temprana se concibe tanto como una actividad matemética y como un cuerpo de

conocimientos (Kaput, Carraher y Blanton, 2008).

Son varios los objetivos que implica una propuesta tan ambiciosa: afiadir coherencia,
profundidad y poder al curriculum de la educacién basica; facilitar el acceso de todos los
estudiantes al pensamiento y a la actividad algebraica, favoreciendo el desarrollo de una base
solida de aprendizaje y experiencia como preparacion para un trabajo mas abstracto en el
algebra de los siguientes afios escolares; dar tiempo para el desarrollo progresivo y

prolongado de los diferentes modos de pensamiento involucrados en la actividad algebraica,
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asi como de los significados novedosos para los simbolos de la aritmética y del algebra;
eliminar la poco vinculada introduccion del algebra (con la aritmética y con otras ramas
matematicas) en los siguientes niveles de educacion (Kaput, Carraher y Blanton, 2008;
NCTM, 2000).

El &lgebra, desde este punto de vista, puede hacerse manifiesta a partir de cinco contenidos
0 experiencias algebraicas, también Ilamadas cinco grandes ideas, mismas que representan
una oportunidad para los alumnos de involucrarse en el nucleo de las practicas algebraicas
de generalizacidn, representacion, justificacion y razonamiento con relaciones matematicas.
Las cinco grandes ideas son las siguientes: 1) equivalencia, expresiones, ecuaciones y
desigualdades 2) aritmética generalizada 3) pensamiento funcional 4) variable 5)

razonamiento proporcional (Kaput, 2008).

Blanton, Levi, Crites y Dougherty (2011) indican lo que incluyen las primeras cuatro
experiencias algebraicas. En primer lugar, la idea 1 incluye el desarrollo del entendimiento
relacional del signo igual; la representacion y el razonamiento con expresiones y ecuaciones
en su forma simbolica, y la descripcion de relaciones entre cantidades generalizadas que
pueden ser 0 no equivalentes. La idea 2 abarca las relaciones aritméticas generalizadas,
incluyendo las propiedades fundamentales de los ndmeros y las operaciones (como la
propiedad conmutativa en la suma) y el razonamiento de la estructura de las expresiones
aritméticas, en vez de meramente el valor del calculo. La idea 3 versa sobre las relaciones
generalizadas entre cantidades que covarian, asi como el razonamiento y la representacion
de esas relaciones a través de un lenguaje natural, de notacién algebraica, tablas y gréficas.
La idea 4 se refiere a la notacion simbolica como una herramienta linguistica de
representacion de ideas matematicas en modos sucintos, e incluye los diferentes roles que
puede jugar un contexto matematico. Finalmente, Blanton et al. (2015) indica que la idea 5
se basa en las oportunidades de razonar algebraicamente respecto a dos cantidades
generalizadas que estan relacionadas de tal modo que el radio de una cantidad respecto a otra

es invariante.

El potencial de esta propuesta curricular radica en varios rubros. Por una parte, este potencial
se puede ver reflejado al explorar su aplicacion, asi como analizar el desarrollo del

pensamiento y razonamiento algebraico por alumnos de primaria, aunado a la posibilidad de
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identificar qué contenidos algebraicos pueden ser promovidos y enfatizados en una clase de
primaria, a la vez que dichos contenidos pueden ser integrados en la ensefianza y aprendizaje
de otras ramas de las matematicas. También radica en analizar qué herramientas psicoldgicas
(diagramas, notaciones, graficas, imagenes) pueden conducir con éxito a los alumnos a
desarrollar modos algebraicos de pensar, ademas de estudiar las implicaciones de la
aplicacion de esta propuesta para la ensefianza de las matematicas en los niveles de educacion
mas avanzados (Lins y Kaput, 2004). Al respecto del potencial de esta propuesta, Bastable y
Schifter (2007) indica lo siguiente: “cuando la ensefanza estd fundamentada en las ideas
matematicas de los alumnos y en promover su curiosidad matematica, los nifios tienden a
exhibir maneras de pensar algebraicas en el contexto de lecciones de aritmética geometria o
medida” (p. 2).

Dentro del algebra temprana, existen diferentes enfoques, relacionados con conceptos como
razonamiento proporcional, variacién conjunta, generalizacion, entre muchos otros. El
pensamiento algebraico es un concepto tan amplio que puede ser analizado desde dos rubros
relevantes tanto matematica como psicolégicamente: pensamiento funcional y pensamiento
relaciona. Esta tesis considera los aportes de estos dos tipos de pensamiento algebraico, con
la intencidn de integrarlos en la propuesta de investigacion.

2.2.1 Pensamiento relacional

La representacion, entendida como un modo de interiorizar o entender un evento o fenémeno,
ya sea concreto o abstracto, es la base de la representacion algebraica, en el caso del
pensamiento algebraico, y de la representacion de equivalencia, en el caso de la jerarquia de
operaciones. El pensamiento relacional funge como unién entre estas nociones, a partir de un

modo de pensamiento que guia el entendimiento de relaciones de cantidades.

Cuando se tiene la oportunidad de relacionar dos expresiones como, por ejemplo, 5 x 3 04 X
6, se puede decir que ambas son multiplicaciones de dos factores, una da como resultado 15
y otra 24. Cuando recién se aprende a multiplicar, un &mbito comun dentro de su ensefianza
es memorizar las “tablas de multiplicar”, de tal modo que cuando un profesor o un tutor
mencione la multiplicacion, el alumno pueda responder de manera correcta, incluso hasta de
un modo automatico. La gran mayoria de los estudiantes de primaria se aprenden las tablas,

es decir, son capaces de memorizarlas y recitarlas ya sea para demostrar que las aprendieron,
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0 para resolver ejercicios de la vida cotidiana. La operatividad que implica saber multiplicar
de un modo correcto nos ha hecho creer que solamente a través de la memorizacion se puede

Ilegar a su dominio.

¢Sera que la Unica manera de ensefiar a multiplicar es la memorizacion? En este capitulo, el
concepto denominado pensamiento relacional nos servira para asegurar que el entendimiento
de la multiplicacion, no solamente se basa en operar con dos factores y saber de memoria un
producto, sino con el vinculo que guarda estructuralmente con operaciones numericas como
la suma o la division. Este vinculo estructural no solamente es aritmético, ya que también se

puede concebir a la aritmética como una subérea estructuralmente relacionada con el algebra.

El término pensamiento relacional esta inmerso en dos nociones matematicas fundamentales:
la jerarquia de operaciones y el pensamiento algebraico. Antes analizar este par de nociones
(capitulos 5y 6), es necesario realizar un encuadre del concepto pensamiento relacional que
se emplea en esta tesis. Se puede adelantar que este concepto deriva de la matematica
educativa, vinculando las estructuras de las propiedades matematicas con una actividad
intelectual, guiada a través de equivalencias entre expresiones aparentemente distintas, pero

con un mismo patron abstracto que las configura en su ndcleo de operacion.

El pensamiento relacional es definido por Carpenter, Franke y Zeringue (2005) como la
accion de atender al conjunto de relaciones numeéricas estructurales, que estan implicadas en
expresiones y ecuaciones. Si analizamos la definicion de estos autores, es evidente que el
nucleo conceptual de su definicidn son las relaciones numéricas estructurales, derivadas de
un acto intelectual. Molina (2006) concibe al pensamiento relacional como una actividad
intelectual no solo de atencion, sino de examinacién de expresiones, tanto algebraicas como
aritméticas, al considerarlas una entidad total. Esta examinacion que subyace a una actividad
intelectual debe tener una intencién, ya sea del propio alumno o de un requerimiento
didactico. La intencion converge en la resolucion o en la representacion de una ecuacion o

una expresion matematica.

Es importante ejemplificar el pensamiento relacional, tanto en expresiones como en
igualdades, para poder analizar la dimension misma del concepto. Aunque cabe destacar que
el pensamiento relacional no se reduce a expresiones y ecuaciones. Por ejemplo, Mason

(2008) hace un especial énfasis en el pensamiento relacional en la geometria y el
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razonamiento proporcional, para dar cuenta de la relacion entre el calculo de areas y su

proporcion al resto de una figura geométrica.

El pensamiento relacional puede ayudar a que los alumnos piensen de un modo integral, que
aprenda a ver el signo igual no como una expresién procedimental basada en el célculo, sino
como una expresion de una relacién de equivalencia, donde la cantidad de la izquierda
equivale a la cantidad de la derecha del signo (4 + 5 =9), lo que en realidad equivale a 9 =

9; y con esto concebir nuevas relaciones en los procedimientos matematicos.

El uso del pensamiento relacional en la aritmética funciona como un auxiliar en la
disminucion de operaciones numéricas, aumentando la necesidad de examinar relaciones,
pensar en propiedades de las operaciones, manipular expresiones numeéricas y su efecto en
las mismas expresiones en su conjunto. Con esto, es mas probable el desarrollo de un
aprendizaje significativo de la aritmética y la adquisicion de nociones de algebra elemental
(Carpenter, et al., 2003; Molina, 2009).

¢Cudl seria la aportacion del pensamiento relacional en el entendimiento de relaciones de
cantidad, tanto en la aritmética como en el algebra elemental? Hacer mas sencilla la
integracion de las propiedades aritméticas en el aprendizaje del algebra (Carpenter et al.,
2005). La aritmética no se entiende sin la comprension de las relaciones estructurales, en
tanto un célculo aritmético implica encontrar su estructura. Hewitt (2010) indica que la
busqueda de una estructura en un célculo aritmético es buscar la estructura algebraica, es una

“conciencia de conciencia”.

Molina (2009) indica que el pensamiento relacional es un constructo similar a las
denominadas meta estrategias conceptuales, las cuales se contraponen con las meta-
estrategias procedimentales, las cuales versan sobre la aplicacion de ciertos procedimientos
estandarizados aprendidos, después de identificar el &rea a la que pertenece el problema. El
pensamiento relacional, tal como las meta estrategias conceptuales, implican modos flexibles
de abordar una situacion matematica centrando la atencion en las relaciones y elementos
clave que la definen para construir la estrategia de resolucién, en vez de aplicar Unicamente
algoritmos. El pensamiento relacional también abarca centrarse en una estructura o factor
comun de un problema que se puede solucionar, por lo que se considera como una entidad

total 0 més general que solo un problema dado.
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Por ejemplo, en el siguiente par de operaciones: a) 7+7+9 = 14+9 y b) 27+48-48 = 27, si se
requiriera saber si son verdaderas o falsas (es decir, si se cumple o no la igualdad), en vez de
hacer los calculos en ambos lados de la ecuacion, se podria hacer uso del pensamiento
relacional y concluir que, en el caso de la expresion a, hay dos elementos idénticos (9) y otros
que, al sumarse, se vuelven iguales al nimero 14; la expresion a es verdadera. La expresion
b implicaria, sin hacer célculos, una igualdad verdadera al anularse el nimero 48 y

manteniendo el 27 en ambos lados de la ecuacion (Molina, 2011).

El pensamiento relacional puede considerar una serie de caracteristicas que le dan un caracter
algebraico. Por una parte, este tipo de pensamiento puede emplear expresiones aritméticas
desde un punto de vista estructural o total, al promover un enfogque que no solo se base en el
resultado de las operaciones. Este enfoque total, tal como se ha indicado con anterioridad,
implica concebir a las expresiones como parte de una estructura subyacente en la cual pueden

ser categorizadas.

En otras palabras, concibe las expresiones como parte de un patron comun, en la cual
convergen otras expresiones que guardan entre si caracteristicas comunes. A su vez, el
pensamiento relacional puede favorecer el desarrollo y el uso del sentido numérico y
operacional, lo cual puede facilitar la concepcidn de operaciones y expresiones aritméticas
como objetos. Ademas, puede potenciar la exploracion, la identificacion y la descripcién de
patrones y relaciones sobre nimeros y operaciones, lo cual puede ser elemental en el proceso
de su generalizacién. Aunado a que puede favorecer la exploracion de la igualdad como la
representacion de una relacion entre dos expresiones, asi como la interpretacion bidireccional
de las igualdades. El pensamiento relacional puede ser potenciador de un enfoque que se
aplique a la resolucion de ecuaciones, al favorecer el desarrollo de los alumnos de sus

métodos propios y flexibles de resolucion (Molina, 2009).

¢Qué tan importante puede ser concebir operaciones y numeros en términos estructurales?

Kieran (2011) indica lo siguiente al respecto:

“Los estudiantes que conciben los niimeros y las operaciones en términos de sus
inherentes relaciones estructurales, es decir, como objetos que pueden ser

relacionalmente comparados a partir de sus componentes y que, ademas pueden usar
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las propiedades béasicas de las operaciones y de la igualdad, entonces podrian

concebir a la aritmética desde un punto de vista algebraico” (p. 584).

La cita de Kieran indica que las relaciones cuantitativas pueden comprenderse de un mejor
modo si se conciben algebraicamente, ya que éste a su vez implica una generalizacion de
relaciones entre nUmeros y operaciones, lo que abre el panorama de las caracteristicas en
comun gue pueden tener entre si expresiones y ecuaciones, lo cual no podria llevarse a cabo
unicamente aritméticamente. En otras palabras, encontrar patrones a una serie de expresiones
y ecuaciones ordena el pensamiento y el desarrollo matematico de los alumnos, haciendo
méas probable que comprendan la relaciéon entre cantidades y operaciones, en vez de
unicamente operar con algoritmos que, en el mejor de los casos, dominarian sin la necesidad

de entender las relaciones que conllevan o de las cuales subyacen.

Finalmente, el pensamiento relacional es también una accién intelectual, misma que es
alternativa a la aplicacion de procedimientos estandares, debido a que estd centrada en la
exploracion y contemplacion de la estructura de las expresiones aritméticas y algebraicas. El
pensamiento relacional puede aplicarse en varios rubros. Por ejemplo, en el calculo numérico,
este pensamiento sugiere el uso de patrones de resolucion y planeacién alternativos (como
en el ejemplo de las expresiones a y b). En estos casos, los alumnos pueden actuar de un
modo flexible al notar la estructura de la expresion, lo cual favorece en la resolucién de

problemas de un modo parsimonioso.

Si el pensamiento relacional tiene como base conceptual y metodoldgica el sentido de la
estructura, los estudios de Molina (2006, 2009 y 2011), Carpenter et al. (2003), Mason
(2008), entre otros que abarcan la problematica desde otros conceptos, esto quiere decir que,
probablemente, exista una relacién entre habitos de pensamiento como este y modos
generales de operar con propiedades matematicas. Mas adelante se abordara a profundidad
el tema de jerarquia de operaciones y su relacion con el pensamiento tanto funcional como

relacional.

Por otra parte, basarse en una estructura para pensar, planear y resolver problemas a partir de
su comprension general, es una estrategia que no solo es exclusiva del campo de las
propuestas curriculares. En el area de la educacion especial — especificamente denominado

campo basado en inhabilidades matematicas— también es un recurso didactico y de
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investigacion partir de una estructura o esquema, en el cual converjan diversos tipos de
problemas, con el fin de identificar la relacion entre problemas y, de este modo, facilitar tanto

la comprension como la resolucion de problemas aritméticos y algebraicos.
2.2.2 Pensamiento algebraico

El pensamiento algebraico puede ser definido como una aproximacién tanto a situaciones
como al desarrollo de modos de pensamiento, que enfatizan los aspectos generales y
relacionales del algebra, con herramientas no necesariamente simbdlicas, que pueden ser
usadas como soporte cognitivo, para introducir y nutrir el discurso tradicional del algebra

escolarizada, en edades tempranas, principalmente en la educacion primaria (Kieran, 1996).

Lins y Kaput (2004) indican que existe un dominio del constructivismo Piagetiano en la idea
de ensefar algebra después de la aritmética, bajo el argumento de que el algebra requiere un
pensamiento formal con relacion a las etapas de desarrollo; la aritmética se ensefia primero
y luego el algebra. Una de las maneras de atender el problema, es romper con esta logica a
través de la introduccion de conceptos y operaciones algebraicas desde los primeros niveles
de educacion primaria, por medio del desarrollo del pensamiento relacional, utilizando al
algebra como via de comprension de relaciones de cantidad (algebra como una aritmética
generalizada), asi lo proponen organizaciones como la National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM). Tal como indica Hewitt (2010) "la aritmética se ocupa de obtener
respuestas. El algebra desplaza la atencion de las respuestas a lo que se debe hacer para
obtener una respuesta, es decir, las operaciones” (p. 21). Esta cita sugiere que existe una
relacion en el entendimiento aritmético a partir de una base algebraica y viceversa, un

entendimiento del algebra elemental sobre una base aritmética.

La aproximacion “primero la aritmética, después el algebra”, en la cual la aritmética era parte
del curriculum en los primeros afios de primaria, seguido por una ensefianza formal del
algebra en los afios mas avanzados, se ha demostrado ser insuficiente para desarrollar un
pensamiento algebraico profundo en los estudiantes, al generar un lamentable fracaso escolar
en matematicas (para la mayor parte de los alumnos) y una subsecuente limitacién en la oferta
relativa a carreras profesionales, lo que puede orillarles a pocas oportunidades economicas
(Kaput, 2008; Moses y Cobb, 2001). Derivado de este cambio, el algebra se concibe por la

National Council of Teachers of Mathematics (2006) como un tépico longitudinal, desde
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incluso preescolar hasta preparatoria, con la idea de que los estudiantes tengan una amplia
experiencia algebraica, misma que se puede construir de un modo natural, con intuiciones

informales acerca de patrones y relaciones en modos formales de pensamiento matematico.

El origen de esta propuesta curricular se relaciona ampliamente con la evidencia de las
investigaciones de Davydov (1962), Freudenthal (1974) o Vergnaud (1991) los cuales —tal
como se han analizado algunos de ellos en la presente tesis— plantean la ensefianza del algebra
desde los primeros afios de educacién primaria. Surge una cuestion ante estas
investigaciones: ¢por qué esta tan arraigada la concepcién de primero la aritmética, después
el &lgebra en la educacién primaria, si desde hace tanto tiempo hay evidencia de su poca

efectividad?

Linsy Kaput (2004) indican que la investigacion sobre la ensefianza y aprendizaje del algebra
estaba centrada, desde entonces e incluso ahora, en aquellas cosas que los alumnos no podian
hacer, en vez de explorar lo que si podian hacer y comprender en matematicas, asi como con
qué potencial de desarrollo contaban para ello. Sin embargo, algunas investigaciones a partir
de la década de los 90, reportaron que los alumnos en edades tempranas pueden pensar
algebraicamente a partir de experiencias y una ensefianza distinta, mas centrada en el origen
y desarrollo de algunos conceptos matematicos que en la repeticién de procedimientos o en
el orden ya citado de primero la aritmética, después el algebra. Particularmente, las
investigaciones de Carpenter y Levi (2003), Carraher et al. (2006) y Kaput (1998, 2000,
2008) —entre otras— demostraron que las dificultades de los alumnos en relacion con el
algebra, no se debian a que esta rama de las matematicas fuera per se dificil o muy abstracta

para los alumnos, sino que se debia en mayor proporcion al tipo de ensefianza recibida.
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Capitulo 3. Propiedades numéricas y la jerarquia de operaciones

3.1 Antecedentes

A lo largo de muchos afios, profesores, matematicos, alumnos y hasta las calculadoras, han
estado programados de distintos modos, para operar bajo diversas reglas. Por ejemplo, en la
primaria, era muy comun memorizar la regla “menos por menos es mas”, o “si de un lado
suma, del otro se resta”. Estas reglas aparentemente incontrovertibles, han limitado el
entendimiento de las propiedades numéricas, de nociones como la equivalencia y del uso de
los signos en expresiones o ecuaciones. “Menos por menos es mas” bajo ciertas
circunstancias, asi como también la equivalencia opera con los signos bajo ciertos

parametros.

Por ejemplo, en la siguiente operacion: —52 + 25 = x. La respuesta puede ser 50 o puede
ser 0. Es una diferencia importante obtener un resultado u otro. ¢(Bajo qué parametros seria
507? Si operamos con la clasica regla “menos por menos es mas”, el 5 al cuadrado se convierte
en 25 positivo, y sumado con el otro 25 tenemos el 50. Quiza estariamos aplicando
correctamente la regla incontrovertible. Sin embargo, esa es la manera equivocada de
resolverlo. Las reglas de los exponentes indican que éste opera en el coeficiente que esté a
su izquierda, por lo que el signo negativo esta fuera del efecto del exponente. Si la expresion
fuera la siguiente: (-5)2, entonces si, el resultado seria 25 positivo, ya que el paréntesis esta
considerando al signo y al coeficiente. Como la expresion original indica el cuadrado del
coeficiente, pero no su signo, entonces el resultado parcial es 25 negativo, y sumado al 25 de

la derecha el resultado global es 0.

Se puede decir que hay una carga semantica basada en una estructura en las expresiones
matematicas. El esquema parte-todo aplica para sumasy multiplicaciones, y para sus inversos
la resta y la division respectivamente. Pero no es lo mismo operara con dos factores que
operaras con el cociente, u operar con la diferencia de dos nimeros que con la suma de dos
nameros. Aunque estén bajo un mismo esquema, las cantidades guardan diferentes relaciones

entre si. Estas relaciones son las que dan origen a ciertas convenciones, las cuales pretenden
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preservar las propiedades numéricas. El entendimiento de las propiedades y operaciones
numericas, que derivan de relaciones de cantidad, pueden ser un paso previo en el concepto

del sentido de la estructura.

¢Por qué la jerarquia de operaciones tiene que ver con el &lgebra, con la aritmética y con el
pensamiento relacional? La jerarquia de operaciones es crucial para el entendimiento de la
aritmética y del algebra, ya que un entendimiento relacionado con operar correctamente un
calculo aritmético es necesario para entender una estructura algebraica y operar con
principios algebraicos basicos de un modo correcto (Headlam, 2013). Por ejemplo, en la
operacion 5 + 4 x 3 = ¢?, el resultado deberia ser 17. Si se opera de izquierda a derecha — tal
como se opera comunmente la aritmética y la escritura de muchos paises — el resultado seria
27. El resultado correcto es 17 dado que la multiplicacion (4 x 3) guarda una relacion
jerarquica en comparacion con el 5. Romper con esta linealidad implica operar correctamente
con los principios aritméticos y, por lo tanto, relacionarlos correctamente con los principios
algebraicos. Otra razon radica de acuerdo con Wu (2007) en las operaciones inversas que
implican los polinomios. Un principio algebraico indica que una division de C es igual a una
multiplicacion de 1/C, asi como menos C es igual a sumar un menos C. De este modo, la
division y la multiplicacion operan en el mismo nivel jerarquico, asi como la sumay la resta.
Por lo tanto, en este polinomio los paréntesis se resuelven primero, luego los exponentes
después las multiplicaciones-divisiones y finalmente las sumas-restas. De esta convencion
deriva la jerarquia de operaciones ensefiada a partir de reglas preestablecidas: Paréntesis,
Exponentes, Multiplicacion-Division, Suma-Resta.

A lo largo de muchos afios, la jerarquia de operaciones se ha considerado una gran
convencidn entre matematicos y docentes. La convencidn indica el orden en el cual deben
realizarse las operaciones, con el fin de obtener un resultado Unico. En estos intentos (de los
cuales se analizaran sus implicaciones mas adelante), nuevamente el elemento procedimental
parece dirigir la convencién. Es muy relevante este elemento, en términos generales. Sin
embargo, en el caso de la jerarquia de operaciones, el nucleo principal de su conformacion

no es el procedimiento, sino las relaciones inmersas en una expresion o igualdad matematica.

En otras palabras, el entendimiento de la jerarquia de operaciones va mas alla de operar con

una heuristica; el factor decisivo para lograr aplicar correctamente la jerarquia de operaciones
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es establecer un modo relacional de concebir a las cantidades. Las cantidades son una especie
de unidades encriptadas que, a través de su combinacion en una expresion, pueden llegar a

perder dicha propiedad.

Una expresion como 5 + 3 x 5, otra como (5 + 3) x 5, y otra como 3 x 5 + 5, resultan
equivalentes solamente entre dos cantidades de las tres. En la primera expresion, la suma del
5 no es con el 3, no estan unidos, sino hasta que el 3 se multiplique por el 5 de la derecha. El
3y el 5al multiplicarse representan una cantidad encriptada como el 15, que después de salir
a la luz como el producto de dos factores, se puede sumar con el 3. En la segunda expresion,
el paréntesis delimita la relacion que existe entre dos coeficientes, una suma que da como
resultado 8, y que después se puede multiplicar por 5, obteniendo un 40. En la tercera
expresion no hay necesidad de aplicar la jerarquia de operaciones, ya que de izquierda a
derecha estdn acomodadas las relaciones, aunque eso no quiere decir que esas relaciones
cambien con la ubicacion, ya que como se pudo observar en las otras dos expresiones, el
orden de las operaciones lo determina las relaciones de las cantidades, no su ubicacion.
Cuando el orden se mantiene, entonces la ubicacion, ahora si, puede ser un factor decisivo

para operar primero con una operacion, de un modo jerarquico.

¢Con qué operaciones puede suceder este ultimo escenario? La ubicacion es crucial, cuando
las operaciones ya estan relacionadas. Por ejemplo, en la expresion 8 /4 x 5, 0 en la expresion
4 x5/ 8, el resultado no es el mismo. En la primera expresion, la relacion jerarquica primaria
es el 8 el que ocupa el lugar del dividendo, y el 4 el del divisor. El cociente de la division, 2,
es quién ahora serad un factor junto con el 5 para obtener el resultado de 10. En la segunda
expresion, los factores son el 4 y el 5, el producto 20, se convierte en el dividendo en la

division, teniendo al 8 como divisor, obteniendo el cociente, 2.5.

La verdadera jerarquia esta en las relaciones. En cierto momento, las relaciones dependen de
la ubicacion de la expresion, como en el ultimo ejemplo, y en ocasiones dependen del tipo

de operacion, como en el penultimo ejemplo.

Asi como la NCTM propone gue la ensefianza del algebra pueda comenzar desde la primaria,
el Common Core State Standards for Mathematics (2010) recomienda introducir las
propiedades numericas desde el tercer grado de primaria. Como parte importante de la

implementacién de las propiedades numéricas, Freudenthal (1974), asegura que la jerarquia
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de operaciones constituye una parte crucial del algebra, y distingue el lenguaje algebraico del
lenguaje de la vida cotidiana. La jerarquia de operaciones implica la realizacion de
expresiones o ecuaciones de un modo estructural, con base en las propiedades numéricas, en

vez de Unicamente a su posicion lineal (de izquierda a derecha).

La jerarquia de operaciones ha sido ensefiada, principalmente, a través de mnemotecnias
(p.ej., PEMDAS -paréntesis, exponentes, multiplicacion, division, suma (add) y resta
(subtraction)- GEMDAS, BOMDAS, BIMDAS). Sin embargo, las mnemotecnias resultan
insuficientes para aplicar las propiedades de los nimeros adecuadamente (Dupree, 2016).
Aungue han sido Utiles para algunos nifios en la aplicacion de las reglas de la jerarquia de
operaciones, no han logrado hacer un énfasis en el significado de la jerarquia de operaciones,

incluso en los mas avanzados niveles de cursos de matematicas (Glidden, 2008).

Gunnarsson et al. (2016), explican que las expresiones matematicas implican varias
convenciones, y una de esas convenciones describe el orden en el cual las operaciones se
realizan. Este orden ha sido comunmente reducido a través de mnemotecnias como la
mencionada PEMDAS. La necesidad de operar con expresiones o igualdades en orden se
encuentra, en mayor cantidad, en el algebra. Este orden no se basa en la tipica secuencia de
izquierda a derecha para resolver una expresion aritmética, por lo tanto, provoca que los
alumnos de secundaria o bachillerato, asi como algunos profesores, fallen al momento de

interpretar una expresion matematica.

Asimismo, Dupree (2016) indica cuatro malinterpretaciones de la jerarquia de operaciones
derivadas del uso de mnemotecnias: la multiplicacion se realiza antes de la divisién, la suma
se hace antes de la resta, las operaciones se resuelven de izquierda a derecha, y el paréntesis

se resuelve primero.

La comprensién del concepto del orden en la jerarquia de operaciones es, de acuerdo con
Headlam (2013), un primer paso para adquirir una percepcién de la I6gica del algebra, al
operar con una operacion aritmética. Por ejemplo, resolver la operaciéon 4 + 2 x 5 puede
resolverse de “izquierda a derecha” o de un modo estructural, a + bc. Entender la 16gica detras
de esta operacion, podria ser un paso hacia la comprension del significado de una expresion

algebraica como a + bc y obtener el resultado correcto, 14.
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¢Cémo abordar una regla o convencion como la jerarquia de operaciones de un modo
significativo? Taff (2017) sugiere que se pueden analizar los componentes de una expresion
matematica en sus términos y en sus factores. Los términos son los componentes de una
expresion separado por un signo aditivo o negativo. El factor es cuando se multiplica una
serie de nimeros. En la figura 2 se observa una representacion de este método denominado
iTaff:

Figura 2

Modelo ITaff.

.4(50 — 3(2 + 8)) . 102

t.m termm

r 5
—

9.9 4(50—3(2+8)) 10 10

cterm term ¢¢r1n
36.4( 50 .3(2 - 8)).
tcrm term

3 (2 + 8)
term tcrrr
36I ( 3 10)'
term cerm

r r
36. 2 (50==30) .100

{ g s
36-‘2 - 20 .100

36 \80=100

16

Nota. Se pueden identificar los términos (term) y los factores (f). Adaptado de Rethinking
order of operations (p. 131), por J. Taff, 2017, Mathematics Teacher, 111 (2).

Esta propuesta contempla una concepcion de la jerarquia de operaciones, como una
equivalencia estructural de factores de una expresion matematica, misma que también es
visible en otras investigaciones. (Dupree, 2016; Liebenberg, Sasman y Oliver, 1999; Zorin 'y
Carver, 2015).
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La habilidad de identificar una estructura en una forma generalizada es crucial al momento
de enfrentar una actividad algebraica que implique transformaciones, ya que asi estas
transformaciones encuentran sentido. La relacion entre la generalizacion y encontrar una
estructura subyacente a una expresion o igualdad, impulsa el desarrollo del pensamiento
algebraico, brindando la posibilidad a los escolares de “mirar a través” de objetos

matematicos (Kieran, 2017).

Mirar a través de objetos matematicos implica una descomposicion y una recomposicion en
términos estructurales, con la Gnica intencion de hacer evidente una estructura matematica.
Por ejemplo, una expresion como 5 + 5 + 5 = 15 es equivalente estructuralmente a 5 x 3 =
15. Por otra parte, 5 + 3 x 2 puede ser descompuesta en términos aditivos: 5 + 3 + 3,
manteniendo la misma estructura conmutativa. Estas expresiones pueden ser representadas
en términos estructurales, de un modo algebraico: a + bc =y, 0 a + (b + ¢) = 15. Esta clase
de equivalencias, ademéas de buscar que los alumnos puedan generalizar una estructura,
pueden hacer evidente la necesidad de operar con la jerarquia de operaciones, desde un punto
de vista relacional, que puede ser llevado al campo del pensamiento algebraico, gracias a la

jerarquia de operaciones.

La estructura constituye un contenido esencial para las matematicas (Bourbaki, 1963),
ademas, el entendimiento de una estructura algebraica requiere un enfoque en las
caracteristicas mas abstractas de los fendmenos de la vida cotidiana. Este estudio se basa en
el entendimiento de las relaciones de cantidades que se encuentran en una expresion
matematica, a partir de la identificacion de una estructura subyacente a factores o unidades
operativas, mismas que pueden ser significativas para los nifios de primaria, en un entorno

escolar en el que se desenvuelven.

Esta significacion se basa en eventos fenoménicos, utilizando agua y dulces, que sirven como
via del entendimiento, partiendo de un fenémeno concreto que permite el entendimiento de

las relaciones abstractas.

La jerarquia de operaciones implica una estructura matematica, misma que se relaciona con
propiedades matematicas, de tal modo que dicha estructura guarda un orden al momento de
combinarse operaciones basicas. Kieran (1989) indica que uno de los origenes de las

dificultades de los estudiantes de matematicas (tanto de algebra como de aritmética) es
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reconocer y usar una estructura. Esta estructura incluye la parte més superficial (p.ej., en la
expresion 8 + 9 (x + 5) significa que el valor de X es la suma de 5 mas la suma entre 8 y 9)
y la estructura sistematica (p.ej., la equivalencia de la expresion 8 + 9 (x + 5) con la expresion

8x + 9x + 85, de acuerdo con la propiedad distributiva).

3.2 La jerarquia de operaciones y el sentido de la estructura

¢Para qué sirve la jerarquia de operaciones? ;Cual es el sentido de su introduccion en edades
tempranas? La jerarquia de operaciones implica el ordenamiento de operaciones basicas.
Cuando una expresion aritmética o algebraica abarca sumas, restas, multiplicaciones,
divisiones e incluso paréntesis, la jerarquia de operaciones indica que existen reglas para la
resolucion de una expresion matematica. Es decir, primero se deben resolver las operaciones
que haya entre paréntesis, después las multiplicaciones y divisiones, y finalmente las sumas
y restas (en caso de haber potencias, deben ser resueltas antes de las multiplicaciones y
divisiones). La jerarquia de operaciones organiza las relaciones cuantitativas, al priorizar el
uso del paréntesis o la multiplicacion sobre la suma con base en propiedades matematicas.
La importancia de esta organizacion radica en que de este modo se obtendria siempre un
resultado Unico al momento de combinar operaciones basicas (de ser el caso con paréntesis
0 potencias). Por ejemplo, ante la siguiente expresion “3 + 5 x 8”, el resultado correcto seria
43 aplicando la jerarquia de operaciones (primero se multiplica la expresion 5 x 8 y luego se
suma el 3). Si no se aplica la jerarquia de operaciones y se suma primero, el resultado

cambiaria a 64.

Respondiendo la cuestion relativa a la prudencia de una intervencion temprana en el tema,
Booth (1989), indica lo siguiente:

“...la mayor parte de las dificultades de los estudiantes en algebra radican en su falta
de entendimiento de relaciones aritméticas. La habilidad para trabajar de un
modo significativo en algebra, y por lo tanto manejar las convenciones notacionales
con facilidad, requiere primero desarrollar un entendimiento semantico de la

aritmética”  (p. 58).
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Si los problemas en algebra requieren de la comprensién de las relaciones aritméticas, la
jerarquia de operaciones puede brindar un entendimiento significativo de las propiedades
matematicas, de las relaciones de cantidad y de dimensiones, asi como de elementos cruciales
al momento de resolver problemas o expresiones matematicas (p.ej., signo igual, funcion,
igualdad por equivalencia), lo cual podria mejorar el desempefio de los estudiantes tanto en
algebra como en aritmética. Este entendimiento significativo requiere de una relacion de las
reglas de la jerarquia de operaciones con eventos o problemas que puedan tener sentido para
los alumnos de primaria. Dichos eventos o problemas configurarian la prudencia de la

jerarquia de operaciones.

Otro &mbito importante, ademas del desempefio curricular en aritmética y en algebra, seria
la posibilidad del empleo de estructuras por parte de los estudiantes de primaria como base
del entendimiento de relaciones cuantitativas, lo cual puede coadyuvar en las competencias
de un alumno de matemaéticas al lidiar con problemas. La jerarquia de operaciones también
rompe con la linealidad de las operaciones basicas, al priorizar ya sea paréntesis, potencias o

multiplicaciones o divisiones, en vez de la posicidn de las operaciones en una expresion.

A partir de este panorama descrito, se puede afirmar que tanto las investigaciones descritas
hasta ahora como las que se analizaran a continuacion, sugieren que es importante y necesario
la intervencion y capacitacion tempranas en matematicas, particularmente en la comprension
de las relaciones cuantitativas y de dimensiones en aritmética y en algebra. Por ende, se
describiran en los siguientes apartados qué se ha construido tedrica y empiricamente en
consideracién a la problematica vinculada con el desempefio académico que implica la
comprension derivada del aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, particularmente
aquellas lineas de investigacion que integran como eje rector de su metodologia estructuras
y esquemas algebraicos en el aprendizaje temprano de las matematicas que facilitan la

transferencia del aprendizaje hacia contextos complejos.

La jerarquia de operaciones, incluyendo las reglas y el uso del paréntesis, constituyen un
esencial parte del algebra y distingue el lenguaje algebraico del lenguaje de la vida cotidiana
(Freudenthal, 1974). La jerarquia de operaciones es una regla que subyace de la interaccion
entre propiedades matematicas (conmutativa, asociativa, distributiva) con el fin de mantener

un orden en las operaciones que impliquen sumar, restar, multiplicar, dividir, usar paréntesis
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o resolver potencias. Ese orden permite obtener un Unico resultado o una equivalencia entre

expresiones.

La jerarquia de operaciones implica resolver 1) las operaciones que se encuentren entre
paréntesis 2) evaluar las potencias o raices 3) realizar las multiplicaciones y divisiones de
izquierda a derecha 4) realizar las sumas y restas de izquierda a derecha (Papadopoulos,
2016). En caso de que alguna situacion — ya sea la 1, 2, 3 o la 4 — no estuviera presente,
continua el orden jerarquico. Por ejemplo, en la expresion 3 x 5 + 2 + 3 = X, de acuerdo con
la jerarquia de operaciones, se tendria que resolver primero multiplicacion (obteniendo 15) y
después sumar el resultado con el resultado de 2 + 3 (obteniendo 5) y obtener el resultado
final al sumar las cantidades subyacentes (15 + 5 daria como resultado 20). Si no hubiese
esta jerarquia, no se cumpliria con la propiedad conmutativa, es decir, no permaneceria un
resultado invariable al cambiar el orden de los términos de las operaciones como suma y
multiplicacion. Por ejemplo, si la expresion anterior implica una multiplicacion y una suma,
el resultado tendria que ser invariable si cambiamos el orden de estas operaciones (ya que,
en este caso, la multiplicacién y la suma comparten la propiedad conmutativa). Al invertir la
operacion se obtendria 2 + 3 + 3 x 5 = 20. Si no hubiera jerarquia de operaciones, tampoco
se podria aplicar la propiedad conmutativa, obteniéndose el resultado de 40, realizando las
operaciones de izquierda a derecha. La jerarquia de operaciones es la aplicacion de las
propiedades matematicas, ya que mantiene el orden entre operaciones cuando éstas se

combinan en expresiones o enunciados matematicos.

¢Cual es el problema con la jerarquia de operaciones si ya estan las reglas establecidas? Wu
(2007) menciona que los alumnos son alentados a la memorizacion de las reglas, sin
necesidad de entenderlas en su uso y en su significacion; gran parte del problema radica en
que tampoco los profesores son capaces de entender ni su uso ni su concepcion.
Papadopoulos et al. (2002) con los alumnos y Glidden (2008) con docentes, dan evidencia
de esta situacion, al indicar que, por una parte, el caso de los alumnos, solamente aplican la
regla sin un entendimiento de las propiedades que sustentan dicha regla. A partir de este
problema, demostré que el uso de técnicas mnemotécnicas puede hacer mas sencilla la
aplicacion de la regla. En el caso de los docentes, el autor indica que los profesores de

educacion primaria manifestaron contestar incorrectamente a una serie de problemas que
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implicaban jerarquia de operaciones, y estos errores se atribuian a una falta de comprension

de la regla establecida.

Booth (1989) menciona que, tipicamente, derivado de la poca comprension de la jerarquia de
operaciones, los alumnos no usan paréntesis en la resolucion de problemas matematicos,
debido a que asumen que tan solo requieren hacer célculos, sin la necesidad de algin método
o regla de procedimiento y de organizacion de la informacién. También consideran que la
secuencia escrita de operaciones determina el orden en el cual debe ser el calculo. Es decir,
el paréntesis dentro de la lectura cotidiana de las operaciones matemaéticas (de izquierda a
derecha) no tendria utilidad préctica, por lo que el paréntesis no implicaria una
compatibilidad con la secuencia cotidiana de una operacion aritmética —lo cual es totalmente
cierto—. Precisamente el paréntesis no tendria por qué seguir una secuencia lineal, sino una
excepcion a la misma conforme a ciertas circunstancias de acuerdo con modo en el cual se le
interprete. Por ejemplo, si se le interpreta como un signo en el que se debe operar primero o,
de otro modo, un signo que siempre aparece primero, 0 como un simbolo simple, pares con

contenidos o pares vacios (Kieran, 1979; Gunnarsson y Karlsson, 2014).

Dada esta particularidad, se ha analizado la jerarquia de operacion a partir del concepto
sentido de la estructura o Gnicamente estructura matematica. El término estructura se refiere
a un analisis general del modo en el cual una entidad — o un todo — es formado por cada una
de sus partes, a partir de la descripcidn de conexiones y relaciones de sistemas y las partes
que configuran sus componentes (Hoch y Dreyfus, 2004). La estructura sugiere un sentido
de esta, a partir de una coleccion de habilidades tanto manipulativas como conceptuales, las
cuales habilita a los estudiantes a hacer uso de un mejor modo de las técnicas algebraicas
aprendidas (Hoch, 2003). En otras palabras, el sentido de una estructura implica la
descripcion de las dificultades de los alumnos de matematicas para usar su conocimiento
aritmético de las propiedades matematicas al momento de aprender algebra (Linchevski y
Livneh, 1999). El entendimiento de las operaciones numéricas, que derivan de relaciones de
cantidad, pueden ser un paso previo en el concepto del sentido de la estructura. El estudio del
sentido de la estructura ha sido enfocado, mayoritariamente, en la poblacion de nivel
secundaria, preparatoria y universitario. Estudios como los de Novotna y Hoch (2008), dan

cuenta de las dificultades de los estudiantes en el entendimiento de conceptos algebraicos
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basicos, debido (entre otras circunstancias) a la ausencia de la concepcion de una estructura

algebraica.

Cuando se esta aprendiendo algebra, la estructura se entiende en términos de forma y orden
de propiedades matematicas. Hoch y Dreyfus (2004) aseguran que cualquier expresion o
enunciado algebraico representa una estructura algebraica, dado que la forma externa de un
enunciado o expresion revela a su vez un orden interno (derivado de propiedades matematicas
— conmutativa, distributiva, asociativa). Dicho orden interno estd determinado por las
relaciones entre las cantidades y operaciones, los cuales son las partes que componen la
estructura algebraica.

Kieran (1989) identifica esta estructura desde un modo similar. Esta autora enfatiza la
importancia de las dificultades de los estudiantes al momento de reconocer y usar una
estructura algebraica, en el aprendizaje de ideas basicas en el pensamiento algebraico
temprano. Dicha estructura puede ser tanto superficial como sistémica. La estructura
superficial se ejemplifica del siguiente modo: en la expresion 3 (x + 2), se puede decir que el
valor de x es sumado al 2 (quedando idéntica la expresién) y luego multiplicado por 3. La
estructura sistémica se ejemplifica de este modo: la expresion 3 (x + 2) puede ser equivalente
a(x+2)*3,0a3x+6. El primer tipo de estructura corresponde a la lectura de la expresion,
es decir, a la descripcién del procedimiento de su resolucion o factorizacion. El segundo tipo
de estructura implica una equivalencia con otras expresiones, en relacion con, nuevamente,

las propiedades matematicas correspondientes.

Kieran (1989) asegura que las experiencias previas con el manejo y la comprension de
estructuras en expresiones numeéricas en la escuela primaria, puede tener un efecto importante
en la habilidad de darle un sentido al algebra, o, en otras palabras, darle un sentido a la
estructura algebraica de expresiones y enunciados matematicos. Ademas, indica que la
habilidad para trabajar de un modo significativo el algebra, asi como dominar las
convenciones notacionales con facilidad, implica que los estudiantes, primero, desarrollen
un entendimiento semantico o superficial, al menos, de la aritmética. A partir de esta
implicacion, Booth (1989) formula dos tareas en la investigacion del tema de la estructura

algebraica:
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1) Examinar el reconocimiento y el uso de una estructura, y como este

reconocimiento puede ser desarrollado.

2) Idear actividades de aprendizaje y entornos que asistan a los estudiantes en su

desarrollo.

A partir de estas directrices, autores como Liebenberg, Sasman y Olivier (1999) se enfocaron
en desarrollar el concepto de equivalencia numérica, desde un punto de vista estructural de
las expresiones numeéricas. Particularmente, su objetivo fue poner a prueba a 40 estudiantes
de sexto grado de primaria en relacion con varias tareas. Las primeras tareas implicaban dos
tareas: a) pensar diferentes modos en los cuales tres numeros —15, 8 y 4y las operaciones
sumas “+” y multiplicacion “x” podian ser utilizadas, de tal modo que se obtuviera como
respuesta el nimero 47 b) pensar diferentes modos en los cuales los nimeros 9, 6, 8 y 4, asi
como las operaciones sumay multiplicacion podian ser utilizadas para obtener el nimero 47.
Ambas expresiones son equivalentes, ya que la suma del 9 y el 6 de la segunda tarea es
equivalente al 15 de la segunda expresion. En ambas tareas, la mayoria de los estudiantes
procedian calculando, de tal modo que en la segunda tarea no reemplazaban los nimeros 9y
6 con el nimero 15 de la primera tarea; no se percataron que eran expresiones equivalentes.
Los estudiantes que si lograron identificar la equivalencia lo hacian a partir de una estrategia
estructural, la cual implica propiedades de los numeros (en este caso, conmutativa) y la
jerarquia de operaciones. Las opciones podian ser 8 x 4 + 15; 15+4 x8;4x 8 + 15; 015 +
8 x 4.

En una segunda ronda de tareas, los estudiantes tenian que resolver ejercicios en los cuales
no podian calcular el resultado de pares de expresiones, con el fin de identificar alguna
equivalencia entre ellas indicando cuales eran iguales (tenian que marcarlas con el signo igual

9

) 0 eran no equivalentes. Algunos pares de expresiones eran 1) 28 + (2 x5)y 28 +2x 5,
2)288/32/8y288/(32/8)y3)21x13x42/6Yy (21 x 13) x (42/6). En la misma ronda,
se les retaba a encontrar, de entre seis opciones, expresiones equivalentes a esta: 367 + 68 x
1966 x 214 + 814 x 45. En esta ronda, los estudiantes, a pesar de seguir manteniendo una
tendencia por el céalculo de las expresiones, no tuvieron tantos problemas, ya que aplicaban
las reglas de la jerarquia de operaciones y se orientaban por el paréntesis y lo relacionaban

con la ubicacion de la otra expresion.

66



Para una tercera ronda de tareas, los estudiantes tenian que indicar si eran 0 no equivalentes

2 pares de expresiones:
a) (208 + 59) x 61 x 48 /208 + 59 x 61 x 48
b) (415 x 58) x (232 /29) / 415 x 58 x 232 / 29

En el primer par de expresiones, los estudiantes proveian justificaciones para indicar la no
equivalencia de las expresiones; lo hacia de un modo sencillo en términos generales. 29
alumnos aplicaron las reglas correctamente, dos se basaron en las diferencias estructurales,
uno se enfocd en los nimeros Unicamente, en cambio, solo 8 alumnos aplicaron
incorrectamente la regla. En el segundo par de expresiones, solo 8 estudiantes reconocieron
que la segunda expresion puede ser calculada del mismo modo que la primera, a pesar de la

“regla del paréntesis” o de la “multiplicacion antes de la suma”.

Estos resultados indican que la estructura de las operaciones estd ensombrecida por la
necesidad de calcular o de aplicar reglas. Es decir, no existe una amplia comprension de la
estructura que subyace de operaciones, la cual a su vez responde a reglas establecidas
(jerarquia de operaciones) conforme a propiedades matematicas. Los alumnos, en su
mayoria, resolvian las tareas conforme a su historia de aprendizaje y ensefianza de

matematicas, asi como de su comprension profunda de las propiedades de una expresion.

En otro estudio realizado por Linchevski y Livneh (1999), se analizé si los estudiantes podian
identificar nociones estructurales derivadas de expresiones numeéricas. En otras palabras, este
estudio analiz6 si los malentendidos o interpretaciones equivocadas de la estructura
algebraica ocurrian en contextos meramente numéricos, 0 se presentaban en contextos
cotidianos. Para ello se evalu6 la comprension y el desempefio en expresiones numéricas
relacionadas con jerarquia de operaciones en 53 estudiantes de dos naciones, Israel y Canada,
de sexto grado, y fueron entrevistados individualmente. La intervencion constd de una serie
de ejercicios divididos en tres problemas: 1) sin usar calculadora, solo al deducir a partir de
ver los nimeros, ¢podrias indicar rapidamente un modo de resolver este problema? (se
mostraban tres problemas, dos de suma y resta y uno de divisién); se esperaba que los
alumnos pudieran eliminar las expresiones que se neutralizaban (p.ej., 10 — 10); 2) sin usar

calculadora, podrias indicar cuales expresiones son equivalentes en su respuestas (se
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mostraban tres cuatro expresiones basadas en sumas, restas y uso de paréntesis); se esperaba
que los alumnos relacionaran las expresiones entre si, teniendo como resultado 6ptimo
relacionar dos pares (el 1 con el 3y el 2 con el 4) que eran equivalentes; 3) dos expresiones

que requerian cancelar u operar con sumas y restas (tal como el primer problema).

Los ejercicios implicaban aplicar jerarquia de operaciones o simplemente realizar la
operacion de izquierda a derecha. Algunos estudiantes mostraban errores de apreciacion
estructural meramente en los problemas que contemplaban paréntesis (problema 2), con lo
cual aplicaban errobneamente la jerarquia de operaciones. Sin embargo, lo importante del
estudio radico en que algunos alumnos mostraban inconsistencias en sus respuestas, esto es,
que en ocasiones los alumnos contestaban correctamente ejercicios en ciertos problemas,
mientras que en otros ejercicios equivalentes en otros problemas se equivocaban. En total,
solamente 6 alumnos lograron resolver correctamente los ejercicios en los tres problemas. El
resto de los alumnos tuvieron tres tipos de errores: malentender la jerarquia de operaciones,
ignorar el signo menos cuando era seguido de un paréntesis, e ignorar el término de la
operacion indicada. Con estos resultados, los investigadores concluyeron que existian
problemas de comprension tanto de la estructura matematica que subyace de las expresiones

numericas como de la jerarquia de operaciones.

Enfocarse en el estudio de los errores de los alumnos en jerarquia de operaciones y en otros
conceptos algebraicos, puede mejorar la calidad de las investigaciones relacionadas, ya que
el error conceptual puede ser concebido como un tipo de predictor de las clases de errores
que los estudiantes cometeran al enfrentarse a problemas algebraicos, ya que los errores
conceptuales muestran el nivel de desarrollo y comprension del propio concepto (Booth et
al., 2014) En un estudio relacionado, realizado por Booth et al. (2014), se examinaron seis
categorias de errores conceptuales, es decir, concepciones erroneas, en la resoluciéon de
problemas algebraicos: variable, signo menos, igualdad/desigualdad, operaciones, fracciones
y propiedades matematicas. El objetivo de la examinacion versaba sobre la identificacion de
los errores mas persistentes en 565 estudiantes estadounidenses de séptimo, octavo, noveno
y décimo grado, identificados como estudiantes no sobresalientes en su desempefio
academico en matematicas. Los estudiantes resolvieron tareas vinculadas con estos

conceptos en una prueba. Los resultados mostraron una gran cantidad de errores al operar
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principalmente con el signo igual (en todos los grupos evaluados) el signo negativo y con la
jerarquia de operaciones. Los estudiantes mostraban un patrén en dichos errores. Por
ejemplo, el error en el signo igual es el mas persistente en todos los grupos y se relaciona con
la necesidad del entendimiento conceptual del signo igual, asi como los errores en la jerarquia
de operaciones implican una necesidad de entendimiento de estructuras y propiedades
matematicas. En conjunto, los autores indican que estos errores requieren intervenciones
distintas a las cotidianas, preferentemente aquellas que se enfoquen en el entendimiento

conceptual de los temas evaluados.

En relacion con las actividades didacticas, existen mnemotecnias como PEMDAS que,
aunque han sido Utiles para algunos nifios en la aplicacion de las reglas de la jerarquia de
operaciones, no han logrado hacer un énfasis en el significado de la jerarquia de operaciones,
incluso en los mas avanzados niveles de cursos de matematicas (Joseph, 2014; Glidden,
2008).

A manera de conclusion, la jerarquia de operaciones se incluye como parte del disefio
psicoeducativo porque implica una serie de operaciones condicionales, en las que se tiene
que realizar una operacion para resolver otra subsecuente, pero de un modo estructural, ya
que se pone énfasis en las relaciones jerarquicas de las operaciones, en vez de Unicamente en
su posicién lineal. De este modo, se mantiene la propiedad conmutativa de las relaciones
previamente establecidas y se establecen jerarquias en las operaciones cuantitativas,
rompiendo con la inercia posicional de resolucion de problemas (de izquierda a derecha) y
siguiendo la linea de investigacion de autores que han propuesto alternativas al uso de

mnemotecnias en el tema (Ameis, 2011; Zorin & Carver, 2015).
3.2.1 Unidades operativas

Papadopoulos y Gunnarsson (2020); Taff (2017); o Zorin y Carver (2015), dan cuenta de
varios aspectos del estudio de la jerarquia de operaciones, entre los que destacan:

1. Hay muy diversas maneras de operar las propiedades numéricas
2. Las propiedades numéricas no responden a la posicion del nimero

3. La comprension de nociones de jerarquia de operaciones, requieren pensamiento
complejo
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4. El habito del alumno por memorizar la jerarquia de operaciones con hemotecnias
5. Las dificultades de los alumnos de secundaria para comprender jerarquia de

operaciones.

Desde el punto de vista de la presente tesis, la jerarquia de operaciones se fundamenta en las
unidades operativas subyacentes a las propiedades numeéricas. Las unidades operativas en la
jerarquia de operaciones se definen como las relaciones intrinsecas de cantidad en una
expresion, que se establecen a partir de las propiedades numeéricas. Por ejemplo, en la
igualdad (5+(2) (8) = a) el resultado malinterpretado comdnmente seria 56, al sumar5y 2y
luego multiplicar el 7 por el 8. Si nos basamos en las unidades operativas, entonces la relacion
intrinseca jerarquizada (que no responde a la posicion de las cantidades) seria sumar el 5 al
producto de 2 por 8, obteniendo el resultado correcto, 21 ((a+(b) (c)=x)). El término unidades
operativas también se basa en la concepcién de Taff (2017), acerca de los factores (nimeros)

y los términos (las operaciones de esos nimeros) inmersos en la jerarquia de operaciones.

Es aqui donde el pensamiento relacional y la jerarquia de operaciones se contemplan
mutuamente. EI pensamiento relacional esta ligado a un analisis estructural de expresiones y
ecuaciones, tanto a nivel algebraico como en la jerarquia de operaciones. La jerarquia de
operaciones se relaciona con la representacion de equivalencias entre operaciones
aritméticas, con el fin de hacer evidentes las relaciones entre unidades operativas que son la
base de su aplicacion. Las unidades operativas se definen como las relaciones de cantidad en
una expresion o ecuacién, al aplicar la jerarquia de operaciones. Por ejemplo, en la expresion
(6) / 2 (2 + 2) = X, las unidades operativas son la division ((6) / 2), la operacion entre
paréntesis (2 + 2), y la multiplicacion posterior del cociente y de la suma (3 x 4), lo que dara
el valor de x (12). Esta misma expresion puede ser calculada aplicando la jerarquia de
operaciones erréneamente, multiplicando el 2 por el valor de la suma del paréntesis, y luego
el resultado de esa operacion seria el divisor del 6 (6 / 8). La importancia de las unidades
operativas radica en que fungen como una guia al momento de utilizar la jerarquia de
operaciones para resolver correctamente una igualdad, al reconocer que una expresion como
6/2 0 3 x 4 constituyen una unidad operativa que requiere ser decodificada para poder

continuar con la operacion de la concatenacidn de las relaciones numéricas.
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En la siguiente figura 3 se muestra una representacion de las unidades operativas, inspirado
en el modelo iTaff (Taff, 2017).

Figura 3

Unidades operativas desde entornos simbélico-algebraicos y aritméticos.

b2/c (d+e)+f=x 52/2(9+3)+1=x

f X ()/2
+f=x +1=x 125(12)+1=x

12.5(12) +f=x +1=x 258 +1=x = 259

Nota. Los circulos y las zonas de color rojo representan las unidades operativas, que implican
relaciones entre cantidades que no se puede separar hasta que se opere con ellas. La figura es

de elaboracion propia
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Capitulo 4. La escolarizacion de la jerarquia de operaciones y el algebra

temprana

4.1 Didactica fenomenolégica

El término didéctica fenomenoldgica, se refiere a la relacion entre un concepto matematico
y Su representacion concreta, como una especie de modelacion realista. ElI término
fenomenoldgico, en esta propuesta, versa sobre la descripcion de conceptos matematicos,
estructuras o ideas, a través de objetos en su relacién con algun fenémeno del mundo fisico,
social o mental, que puede ser organizado a través de esos objetos. Por otra parte, el término
didactica tiene una carga semantica derivada de la tradicion Didactica Magna o Great
Didactics, la cual se enfoca en la ensefianza que deberian tener los estudiantes, en contraste

con la concepcion anglosajona orientada a las técnicas de ensefianza (Jupri, et al., 2014).

Freudenthal (1983), aseguraba que la didactica fenomenoldgica podia fungir como una base
para los docentes de matematicas, en la cual los estudiantes podrian empezar la construccion
del aprendizaje de los fenémenos de la vida cotidiana, organizando dichos fendmenos en sus
elementos mas representativos de los conceptos matematicos, llevando a los estudiantes a un

nivel de desarrollo superior.

La didactica fenomenoldgica representa los conceptos o ideas matematicas, a través de su
relacién con eventos. Estos eventos son la base empirica de la comprension del fenémeno,
es decir, el significado potencial de los conceptos matematicos, pueden tener como auxiliar

un ejemplo asequible en la realidad de los estudiantes de matemaéticas.

Freudenthal (1983), intenta transferir ciertas reglas del lenguaje algebraico y aritmético al de
la vida cotidiana, subrayando los elementos que los hacen comunes, sin mezclarlos. Por
ejemplo, el orden en el cual se escribe una historia es similar al modo en el que se usa una
calculadora (7 + 5 = es aceptable, pero 7 + =5 no lo es, del mismo modo que una palabra

produce a la siguiente en cualquier historia). También eran equiparables para el autor dos
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relaciones primitivas, tanto el matematico como en el lenguaje: tarea — desempefio y su

relacion con pregunta — respuesta.

La importancia de la obra de Freudenthal es su sensibilidad hacia la necesidad de relacionar
el &mbito formal del estudio de las matematicas no solo con la resolucion de problemas, sino
con el &mbito estructural de areas diversas del lenguaje. El lenguaje cotidiano representaba
para este autor una convergencia de los elementos criticos de subareas matematicas como la

geometria y el algebra.

El lenguaje inmerso en las matematicas es parte de la abstraccion de un individuo cuando
logra apropiarse del entendimiento de relaciones cuantitativas. Las relaciones que subyacen
de ese entendimiento no son heterogéneas, ya que dependen de qué &mbitos de las relaciones
cuantitativas se relacionan entre si. Para analizar con mayor detalle los tipos de relaciones
que se pueden formar en el entendimiento de una abstraccion matematica, es momento de

analizar dos tipos de relaciones: sintagmaticas y paradigmaticas.

4.2 Equidad: evaluacion proporcional y trayectorias de aprendizaje

Existe una gran cantidad de evidencia en la literatura de la matematica educativa, en la que
la palabra equidad significa muchas cosas: desde generar oportunidades para sectores
historicamente minorizados, hasta luchas feministas (Forgasz y Rivera, 2012). En este
estudio, el término equidad contempla de un modo mas genérico. Se hara referencia a la
equidad como un medio por el cual se reconoce la inevitable diferencia individual entre el
dominio conceptual entre los alumnos que pertenecen a un grupo y a una institucion. Estas
diferencias se basan en la complejidad de cada alumno, en funcién de su entorno social,
familiar, sus condiciones de seguridad, economicas, la infraestructura del pais al que

pertenece, entre otros.

Si los alumnos comienzan en un nivel distinto de dominio y eso repercute en su desempefio,
¢como medir la adquisicion de conocimiento mas alla del nivel de logro? Una manera puede
ser a través de las trayectorias de aprendizaje. Sztajn et al. (2012) indican que existen diversas
lineas de investigacion en el campo de las trayectorias de aprendizaje, entre los que destacan:
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1) Conocimiento y contenido curricular
2) Conocimiento especializado

3) Conocimiento comun

4) Conocimiento horizontal

5) Conocimiento relativo a los estudiantes

6) Conocimiento relativo a los docentes

En esta tesis, se analizara la trayectoria de aprendizaje desde el quinto punto, es decir, el
conocimiento relativo a los estudiantes. Para realizar esta aplicacion, se requiere medir en
distintos momentos, el desempefio de los estudiantes y comparar qué tanto se movid, ya sea
en favor del dominio conceptual o en contra. En otras palabras, se analizara el efecto de
variables como la didactica fenomenoldgica, la secuencia instruccional o el trabajo en equipo,

en el desempefio de estudiantes de primaria.

4.3. La importancia del trabajo en equipo en el aula: aprendizaje cooperativo.

El aprendizaje cooperativo, (también denominado aprendizaje por colaboracion por autores
posteriores ubicados en el paradigma socioconstructivista) en una estrategia educativa en la
que se ensefian métodos, los cuales contemplan el trabajo de alumnos en grupos pequefios,

para que puedan apoyarse y aprender algin concepto o procedimiento entre si (Slavin, 2008).

El aprendizaje cooperativo incrementa el logro de los estudiantes en dos rubros clave: los
objetivos de un grupo y la responsabilidad individual. Los grupos son recompensados con
base en el aprendizaje individual alcanzado por los miembros del grupo; el grupo se ensefia
intereses, modos de ayuda, métodos de obtener recompensas 0 completar una actividad de
un modo mutuo. (Webb y Palincsar, 1996). De acuerdo con Wittrock y Peterson (1990), una
de las maneras mas efectivas en la construccion de conocimiento es la explicacion de un
concepto a alguien mas, es decir, fomentar el uso de la argumentacion como via de analisis
del entendimiento. Al respecto, Slavin (1995), afirma que la experiencia de interaccién mutua

puede ayudar a los nifios en el dominio no solo de procesos sociales, sino de procesos
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cognitivos como la participacién y la argumentacion. Ademas, indica que la colaboracion
entre pareas puede facilitar el pensamiento creativo a partir del aprendizaje por
descubrimiento, asi como promover la motivacion de los alumnos entre si, al poder
abandonar malentendidos de los conceptos y buscar soluciones mejores. Por ejemplo, si un
compafiero de equipo sugiere que las sumas y las restas son lo mismo, muy probablemente
otro compafiero pueda argumentar en favor de la idea contraria. Si ese argumento es lo
suficientemente valido en términos empiricos y conceptuales, quizé el alumno con la idea

inicial de la igualdad entre sumas y restas pueda cambiar de parecer.

Un malentendido comun en el marco del aprendizaje cooperativo radica en la creencia de
que en cualquier grupo de trabajo existe aprendizaje cooperativo. El aprendizaje cooperativo
implica mas que solamente un grupo de trabajo, ya que cuando hay aprendizaje de este tipo,
los grupos de trabajo son asignados a una tarea en la que la contribucion de cada integrante
es crucial. Por lo tanto, el aprendizaje cooperativo requiere un alto nivel de responsabilidad
individual, dado que deriva de las esferas de colaboracion tanto individual como grupales
(Johnson y Johnson, 2008; Schul, 2011).

¢QUuE se requiere para que exista un aprendizaje cooperativo? En principio, el grupo debe
tener una mezcla de nifios; estudiantes tanto competentes en términos de expresion verbal,
como alumnos mas pasivos verbalmente; estudiantes lideres y estudiantes seguidores o que
se desenvuelven mejor siguiendo indicaciones; asi como estudiantes entusiastas y otros mas
reacios que el resto de sus comparieros (Johnson y Johnson, 1986). La idea principal del
aprendizaje cooperativo es concebir al grupo como intercomplementario, es decir, que las
diferencias individuales de los alumnos logren equilibrarse entre si, supliendo mutuamente

las carencias de un alumno con las habilidades de otro compariero.

Existe un par de modelos de aprendizaje cooperativo llamados Students Team-Achievement
Divisions y Team-Games-Tournaments, derivados de los estudios de la Universidad John
Hopkins, en los cuales los estudiantes trabajan en equipos de 4 o 5 miembros. Cada equipo
esta en la posibilidad de recibir un reconocimiento basado en el aprendizaje de todos los
miembros del equipo (Slavin, 1995). De estos modelos, se derivaron propuestas
instruccionales didacticas: Team Accelerated Instruction (TAI), especializado en el area de

matematicas (Slavin, Madden y Leavey, 1984), y Cooperative Integrated Reading and

75



Composition (CIRC), centrado en la comprensién de textos y dominio de la lengua inglesa
(Stevens y Slavin, 1995). Estas propuestas derivan de la problemética que tienen algunos
profesores de educacion basica, principalmente, para poder llevar a las aulas las innovaciones
didacticas y poder combinarlas con los libros de texto que utilizan, asi como con los objetivos

curriculares de los cuales depende se labor docente. 33

La propuesta que se relaciona con la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, Team
Accelerated Instruction (TAI), segun lo indicado por Slavin (1989), esta orientada hacia
alumnos de 3° a 6° grado de primaria. Se compone de varios estratos: formacion de equipos,
prueba, materiales, grupos de ensefianza, método de estudio, etapa de formacion y
reconocimiento. La formacion de equipos se compone de 4 0 5 miembros, en los cuales debe
haber una mezcla de alumnos de nivel alto, medio y bajo desempefio académico. Los

integrantes de los equipos eran reasignados cada 8 semanas.

Por otra parte, en el inicio del TAI, los estudiantes eran preevaluados en su dominio de
operaciones matematicas, y su desemperio final era el punto inicial de su conformacion como
equipos, es decir, los equipos de 4 o 5 miembros, ademas, tenian otro equipo, conformado
por compafieros de su mismo nivel de dominio de las competencias matematicas

preevaluadas. Esta etapa es sintetizada como la prueba.

Los materiales, se basaban en guias, ejercicios précticos, pruebas basadas en opciones
maultiples, asi como problemas matematicos verbales y pruebas de cada unidad del programa.
Las unidades se basaban en los conceptos de suma, resta, multiplicacién, division,
numeracion, decimales, fracciones, estadistica y algebra. En cuanto a los grupos de
ensefianza, como ya se mencion0, habia dos tipos de grupos los del mismo nivel de dominio
matematico (preevaluacién) y los que se formaban de modo heterogéneo, de 4 0 5 miembros.
Los profesores instruian la leccion a cada equipo por nivel de dominio, y luego esos alumnos
regresaban a su equipo heterogéneo, para poder colaborar de acuerdo con su nivel base de

dominio.

En el método de estudio, los alumnos tenian que localizar la unidad en la que iban a trabajar,
después localizar los ejercicios practicos de la unidad y resolver cuatro problemas de un
modo correcto. Si lograban conseguirlo, entonces podian pasar a la siguiente unidad. En la

etapa de formacién, los alumnos tenian que resolver al menos cuatro pruebas
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satisfactoriamente. Estas pruebas son de las unidades en las que los alumnos trabajaban. Al
tener 4 unidades contestadas de manera correcta, recibian un reconocimiento como equipo.
Cabe destacar que los profesores, cada 3 semanas, daban una retroalimentacion grupal en

cada unidad.

El TAI representa una manera de aplicar al aprendizaje y la ensefianza de las matematicas, la
colaboracion de un grupo de alumnos. La colaboracion representa una oportunidad de
interaccion entre diversos niveles de dominio en el entendimiento matematico. Esta
interaccion no se hace de un modo espontaneo, ya que requiere de una estructura
instruccional preestablecida, la cual no limita la construccion propia del entendimiento, sino
que la orienta, de tal modo que se consoliden los conceptos abstractos de un modo

significativo y colectivo.

Existen otros tipos de técnicas de aprendizaje cooperativo. Algunos ejemplos son: el trabajo
cooperativo en parejas (Kagan, 1988); la técnica del rompecabezas (Slavin, 1980); el grupo
pequefio de ensefianza (Slavin, 1980); o el grupo de investigacion (Knight y Bohlmeyer,
1990).

4.4 Evaluacion sistémica

Dentro del aprendizaje cooperativo, un rubro que subyace es el modo en el cual se evalua
dicho aprendizaje. EI campo de la evaluacion es sumamente diverso y complejo, por lo cual
en esta tesis solamente se abordaran algunas caracteristicas orientadas al entendimiento
matematico dentro del proceso de ensefianza y aprendizaje de conceptos abstractos. En
especifico, se analizaran tres tipos de evaluacién: la evaluacion diagnostica, la sumativa y la

evaluacion formativa.

Por una parte, la evaluacion sumativa tradicional tiene como objetivo registrar o informar el
logro de un estudiante, cristalizado en juicios o perspectivas de su desempefio a través de
pruebas hasta un momento determinado (Harlen, 2007) es una herramienta establecida para
documentar el desempefio de los estudiantes vinculado con el final o el producto de un

aprendizaje. Como una asignatura o curso, la evaluacion sumativa sirve para juzgar el

77



aprendizaje expresado por el alumno (William, 2006). Rosales (2014), indica que la
evaluacion sumativa “tiene por objetivo establecer balances fiables de los resultados
obtenidos al final de un proceso de ensefianza-aprendizaje. Pone el acento en la recogida de
informacién y en la elaboracion de instrumentos que posibiliten medidas fiables de los
conocimientos a evaluar” (p. 4). Dicho de otro modo, la evaluacion sumativa se enfoca en el
andlisis de los productos de varias tareas que un alumno puede desarrollar. La evaluacion
diagnostica, por ejemplo, se centra en detectar el nivel de competencia de un alumno antes
de una investigacion, una intervencion, o como parte de una prueba derivada de otros
objetivos. Sin embargo, no se le puede considerar como evaluacion sumativa porque la
caracteristica principal de este tipo de evaluacion es el momento en el cual se lleva a cabo,

es decir, al final de una secuencia instruccional o didactica.

Respecto a la evaluacion formativa, se puede definir como un proceso frecuente e interactivo
del progreso y la comprension de los estudiantes, enfocado en la identificacion de las
necesidades de los estudiantes respecto al aprendizaje, y poder ajustar el &mbito didactico a
su nivel de competencias (William, 2006). Rosales (2014), define del siguiente modo a la

evaluacion formativa;

“La evaluacion formativa es la que se realiza durante el desarrollo del proceso de
ensefianza-aprendizaje para localizar las deficiencias cuando aln se esta en
posibilidad de remediarlas, esto es, introducir sobre la marcha rectificaciones a que
hubiere lugar en el proyecto educativo y tomar las decisiones pertinentes, adecuadas

para optimizar el proceso de logro del éxito por el alumno” (p. 3).

Knight (2002) establece similitudes entre las evaluaciones formativas y sumativas.
Primeramente, toda evaluacion busca evidencia de logro; en toda evaluacion se realizan
juicios sobre la relacién entre la evidencia y los criterios implementados; los juicios implican
informacién y modos de comunicar. Por lo tanto, es necesario concebir a la evaluacion como

un sistema complejo de comunicacion e informacion, inmersas en practicas de aprendizaje.

Tanto la evaluacion formativa como la sumativa, son parte de un método para dar cuenta del
aprendizaje de un alumno en diferentes momentos, dentro del contexto de la escolarizacion.
Si bien es cierto que los productos de una tarea o secuencia didactica importan en gran medida

en una evaluacién sumativa, es conveniente comenzar cualquier tipo de investigacién o
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intervencion, considerando el estado inicial de los alumnos, con relacion a sus competencias,

sus carencias y su situacion compleja particular.

La evaluacion sistémica es una unién entre la evaluacion formativa y la sumativa; consiste
en correlacionar todos los indicadores entre si, con la intencion de verificar su relacion a
través de estadistica inferencial no probabilistica. Los indicadores (ver capitulo 8) fungen
como los criterios de evaluacion del entendimiento de los alumnos en relacion con las tareas
con las cuales tuvieron que crear modos de solucién, desde un punto de vista individual y

después por equipo.
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Capitulo 5. Plan metodoldgico

5.1 Desarrollo

El plan metodologico se basa en tres planes derivados: el plan conceptual y procedimental;
el plan institucional; el plan de evaluacion. La implementacion de estos planes particulares
en conjunto, configuran el plan metodologico. A continuacion, se dan detalles generales de

cada plan derivado.
Figura 4
Estructura del plan metodoldgico.

Plan conceptual v aplicado

Concepto aplicado
Implementacion Evaluacion

Concepto central | Concepto derivado

Plan institucional

Tiempo por

Institucion Grupo Sesiones Materiales >
sesion
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Plan de evaluacién

Recursos de Recursos de
., -, Recursos de -,
Etapa de evaluacion evaluacion P evaluacién
. evaluacién situados R
estandarizados longitudinales
Calificacion de
WISC-IV (aritmética) matematicas
Evaluacion Prueba Planea . Opinion de la
O : No aplica
diagnostica (Reactivos de profesora sobre
matematicas) desempefio

académico

Preguntas de
No aplica evaluacion de las No aplica
tareas de proceso
Preguntas de
evaluacion de las

Evaluacion de
proceso

tareas de Opinion del
WISC-1V (aritmética) pensamiento investigador
., . Prueba Planea algebraico sobre el
Evaluacion sumativa : ~
(Reactivos de Preguntas de desempefio
matematicas) evaluacion de las académico de

tareas de jerarquia de | los estudiantes
operaciones

Para llevar a cabo este plan metodoldgico, se realizaron dos experiencias de ensefianza: el |

o estudio piloto; y el 11 o estudio de investigacion.
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Capitulo 6. Experiencia de ensefianza |

6.1 Método

La experiencia de ensefianza | se realiz6 con 22 estudiantes (8-9 afios) que pertenecian al
grupo de 3° de la primaria “Juan Crisostomo Bonilla”. Esta institucion es publica y se
encuentra en la Ciudad de México. Cada participante firmé por escrito (tanto ellos como sus

padres o tutores) su aceptacion para formar parte de la investigacion.

Si bien los objetivos de la tesis estan desarrollados en el plan metodoldgico, esta primera
investigacién contd con sus propios objetivos, dado que se trata de un estudio piloto. La
importancia de una primera aproximacion al campo de estudio de esta tesis (el razonamiento
matematico) implica necesariamente delimitar qué objetivos corresponden a esta etapa. Los

objetivos de esta primera investigacion fueron los siguientes:

1. Evaluar la factibilidad de aplicar una dinamica de ensefianza de conceptos
matematicos a partir de actividades concretas por medio de la manipulaciéon de

objetos (didactica fenomenologica).

2. Evaluar las diferencias individuales de los alumnos y su repercusion en su

integracion en el trabajo en equipo.

3. Analizar la relacion entre la jerarquia de operaciones y el pensamiento algebraico,

desde un punto de vista tanto conceptual como procedimental.

Para llevar a cabo dichos objetivos, la experiencia de ensefianza | se desarrollé en tres etapas:
la preevaluacion o el diagnostico de las competencias béasicas de los escolares; la
implementacidn de la secuencia psicoeducativa o evaluacion de proceso; la post-evaluacion

o evaluacion sumativa del entendimiento de los alumnos.

Se utilizaron notas de campo, para registrar algunos comportamientos de los alumnos
mientras resolvian los ejercicios de las sesiones, asi como grabaciones de audio de sus

interacciones, tanto con el investigador, como con la maestra y con sus propios comparieros.
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Evaluacion diagndstica.

La evaluacion diagnostica se baso en dos pruebas estandarizadas: WISC IV (seccion de
aritmética), y 10 reactivos de la prueba PLANEA, la cual fue disefiada por el Instituto
Nacional de Evaluacion Educativa (INEE). Los reactivos de la prueba PLANEA fueron
seleccionados de acuerdo con su dominio: numeros y sistemas de numeracion, problemas
aditivos y problemas multiplicativos. Estas pruebas se aplicaron el primer y el segundo dia
del estudio piloto. La prueba WISC se aplicé oral y de manera escrita a cada alumno dentro
del salén de clases, en un espacio reservado para ello. Asimismo, la prueba PLANEA se
aplicé de modo escrito.

Esta evaluacion sirvio para, ademas de indagar las competencias aritméticas con las que
contaban los alumnos, integrar equipos de 4 alumnos en promedio de modo balanceado por
rendimiento, de manera que hay un estudiante de: alto, medio alto, medio bajo y bajo
rendimiento. Esta estrategia deriva de los postulados de Slavin (1990), respecto al trabajo

cooperativo.

Los datos de la evaluacion diagnostica fueron los puntajes de las pruebas WISC IV y
PLANEA. Estos datos se correlacionaron con el resto de las puntuaciones (secuencia y post-
evaluacion). Los puntajes fungieron como indicadores del desempefio de los escolares,

principalmente en el area de las competencias aritméticas.

Finalmente, la profesora del grupo facilité informacion de los escolares a nivel sociofamiliar,
derivada de las entrevistas que ella realiz6 al principio del afio escolar. Esa informacion fue
tomada en cuenta en la evaluacion diagnostica, por considerarse importante al momento de

ponderar los resultados de los alumnos en las tareas que formaron parte.
Evaluacion de proceso.

La secuencia psicoeducativa o evaluacion de proceso se basa en el ‘constructivist oriented
learning’, concepto derivado de la propuesta de Miller y Mercer (1993) y de Witzel et al.
(2003), la cual versa sobre una combinacién entre una didactica instruccional y una didactica
basada en la indagacion. Se desarrollaron 8 sesiones en una secuencia donde se promovio el

pensamiento aritmético, algebraico y la ldgica de jerarquia de operaciones, a través de
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actividades fenoménicas (learning by doing) manipulando agua y objetos que estructuran

relaciones cuantitativas o de magnitud.

Las primeras tres sesiones se basaron en el concepto ‘igualdad por equivalencia’ y tenian tres
distintos niveles de representacion: concreto, semiconcreto y simbdlico. Las sesiones 4, 5y
6 se basaron en el concepto ‘razonamiento multiplicativo’ y tuvieron los mismos niveles de
representacion que las tres sesiones anteriores. Finalmente, las tltimas dos sesiones tuvieron
como tema central la ‘jerarquia de operaciones’ con los mismos niveles de representacion

que el resto de las sesiones.

A continuacion, se presenta la estructura de las 8 sesiones de la secuencia psicoeducativa en
la tabla 1.

84



Tabla 1

Estructura de las sesiones de la secuencia psicoeducativa.

Nocion

Sesion v Objetivo

Descripcidn de la sesion

Igualdad por

equivalencia

Razonamiento

multiplicativo

Algebra

Basica

Sesion 1: comparar
cantidades de agua en
recipientes de plastico, v crear
una constants para podsr

medir el liquido
intercambiado.

La sesion uno comenzo comn la integracion de los equipos.
En cada equipo se repartieron 4 vasos, dos vasos & v dos
vasos B. Para poder medir el liqudo en cada vaso, v
obtener el total de agua en los vasos, los escolares
construyeron una regla que pegaron en los vasos, con la
ayuda de cinfa adhesiva v una regla de plastico. Una vez
constnuda laregla, los alumnos tuvieron la oporfunmdad de
medir con mavor precision el liquido en cada intercambio.

Sesion 2 representar las
canfidades gque se
intercambiaron en tablas

Sesion 3: representar en un
nivel concreto,
nmltiplicaciones de objetos
(dulces v bolsas)

Se representaron las cantidades de los vasos en tablas

organizadas en tres partes: vaso A, vasoB v Total. Las
canfidades tofles podian ser 10, luego 20 v 25. Despues,
las cantidades eran representadas en tablas, tanto el vaso A,
como €l B v el Total, con la intencion de hacer evidente una
constante (10, 20 o 25) a pesar de todos los intercambios de
losvasos A v B.

Los escolares tuvieron que agrupar una serie de dulces en
equipo. El criterio de agrnpacion era el tipo de dulce
(cacahuates, chicles, caramelos), v tenian 1a misma cantidad
de dulces de cada tipo. Una vez agrupados, los
multiplicaban para obtener el total de dulces, de acuerdo a
dos factores: factor A (cantidad de dulces de un tipo) v
factor B (cantidad de fiposde dulcse).

Sesion 4: representar en tablas
las multiplicaciones,
obteniendo una constante v
evaluando la relacon

Sesion 5: Hacer evidente la
safuracion que exists al contar
dibujos de animales,
propiciando el uso de algin
signo que las represente.

Una vez que los escolares tuvieron el total de dulcespor
equipo, tenian que representar 1a relacion entre factores v el
total en una @mbla en tres secciones: factor A, factor B v
Total. Los alumnos podian observar que el total de los
dulces no cambiaba. a pesar de las diferentes
muliplicacionss.

Los alumnos tuvieron que dibujar la mavor cantidad de
animales que pudieran en 5 minutos. A medida que el
tiempo dismimia o la cantidad de animales a dibujar

aumentaba. igualmente requerian dibujar todos los animales
deseados. La cuestion hacia los alumnos adico en
identificar alguna estrategia para evitar tener que contar
todos los animales, va que el resultado derivaria de una
estructura previa: Animales (A) + Animales (B) = Tofal.

Sesion 6: Representar con
literales cantidades
desconocidas de objetos en
bolsas.

Los nifios tenian signos para representar cantidades muy
vanables o desconocidas: (7, %, v, a. b, einduso figuras.
Con estos signos, los alummnos tenian que representar 1a
canfidad desconocida de dulces que faltaban por equipo, al
tener una cantidad conocida v €l total de dulces que tenian
que tener por equipo.

Jerarquia de

operaciones

Sesion 7: Representar v
resolver sifuaciones que
impliquen el uso de la
jerarquia de operaciones

Sesion 8: Calcular ] total de
dulces dentro de una bolsa,
uiilizando 1a jerarquia de
Operaciones

Enla sesion los nifios tuvieron que resolver problemas con
esf@ estructura: a + be =, de un modo aritmetico. Después
tenian que expresar grupalmente por queé, en este caso, se
tenia que nultiplicar pnmero pam obtener el resultado
correcto.

Los alumnos calcularon el total de dulces. a partir de
canfidades desconocdas, usando la estructura a +boc=v.
Las cantidades desconocidas estaban en bolsas de papel
obscuro, por lo que, para saber 1a canfidad correcta de
dulces, vieron que aplicar 1a jerarquia de operaciones.
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El detalle de cada sesion se puede observar en el anexo 1, titulado método de guia para el
aula. En cada sesion, los alumnos tenian que resolver dos tipos de reactivos: los
concernientes a la actividad de la sesion, y los que servian para evaluar la sesion. Los
reactivos que evaluaban la sesion se aplicaron al final de las actividades que realizaban los

escolares.

Las puntuaciones de los escolares fueron obtenidas de estas actividades finales en cada
sesion. Los resultados se sumaban por cada participante, y se obtuvo un promedio final por

alumno en la secuencia.
Evaluacién sumativa.

La evaluacion sumativa consistid en dos tipos de tareas: una prueba por escrito (ver anexo 2)
acerca de los conceptos evaluados en las sesiones de la secuencia psicoeducativa, es decir,
jerarquia de operaciones y algebra basica, y una entrevista semiestructurada. Las
puntuaciones de la prueba por escrito se obtenian por cada alumno, y se correlacionaron con
el resto de los indicadores (preevaluacién y secuencia). En el caso de la entrevista
semiestructurada, se implemento un analisis de contenido ad hoc (Kvale, 2006), con el fin de
identificar categorias de respuesta de los escolares, en relacion con el entendimiento de las
tareas que realizaron por escrito, asi como su descripcion o argumentacion de los conceptos
algebraicos y de jerarquia de operaciones, con la intencion de indagar en el significado que

les habian otorgado a los conceptos utilizados en las etapas anteriores.

Para determinar si los estudiantes habian logrado entender alguno de los conceptos, los
resultados de las entrevistas se categorizaban en tres niveles: alto entendimiento, medio

entendimiento y sin entendimiento.

6.2 Resultados

La siguiente tabla representa el nivel de logro de los estudiantes en la evaluacion diagndstica
de acuerdo con sus condiciones sociofamiliares: color rojo, condiciones problematicas

(violencia, abandono de algun padre, trabajo, problemas econémicos); amarillo, condiciones
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neutrales (sin indicios particulares); y verde, condiciones favorables (estimulacion de los
padres, sin problemas econdmicos, logros académicos). Los participantes tienen un nimero
como indicativo nominal, por lo que en cada sesion los participantes mantienen ese nimero.
Por ejemplo, como se observa en la tabla 2, el participante 1 en la evaluacion diagnostica es

el mismo que en la evaluacion del proceso y que en la evaluacién sumativa.

Tabla 2

Evaluacion diagnostica de los estudiantes.

PLANEA (PRE-
PARTICIPANTES WISC (PRE-TEST) % TEST) %
6 2
9 5
14 73.7% 4
6 1
12 63.2% 5
14 73.7% 5
12 63.2% 3
15 78.9% 6 54.5%
Promedio 1 | s58% | 3.875 35%
9 12 63.2% 3
10 15 78.9% 8
11 1 57.9% 5
12 1 57.9% 5
13 14 73.7% 9
14 13 68.4% 4
15 15 78.9% 5
16 1 57.9% 2
17 10 52.6% 7 63.6%
Promedio 1244000444 |  65% | 5.333333333 48%
18 19 ©100.0% 1
19 13 68.4% 9
20 15 78.9% 1
21 16 o8a% 10
22 15 78.9% 10
Promedio 15.6 | 82% 10.2 93%
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Como puede observarse, la gran mayoria de los estudiantes se encuentran en un desempefio
diverso. Por ejemplo, en los estudiantes con condiciones sociofamiliares poco favorables,
solamente 3 de 8 alcanzaron puntajes altos, en comparacién con los estudiantes con
condiciones socioeconémicas favorables, de los cuales solamente 1 de 5 presentd un puntaje
medio. Ningun alumno con condiciones sociofamiliares neutras mostroé puntajes bajos en la
en la prueba diagnostica WISC-IV, pero muchos de ellos si mostraron puntajes bajos en
Planea (aunque su promedio no es mas bajo que los alumnos con condiciones familiares
adversas).

En la tabla 3 se muestran los resultados de la evaluacién de proceso del estudio piloto.
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Tabla 3

Evaluacion de proceso de los estudiantes.

Participantes  Puntaje

1
2
3
4
5
6
7
8
Promedio | 80.947344
9 62.64
10 98.28
11 93.61
12 80.13
13 93.50
14 83.33
15 92.20
16 80.13
17 87.50
Promedio | 85.700954
18 99.06
19 94.44
20 90.50
21 98.50
22 99.06
Promedio | 96.311111

Como se puede observar, en este caso 14 de los 22 participantes (equivalentes al 63.6%)
lograron obtener un puntaje muy alto en las sesiones de evaluacion de proceso. La mitad de
los alumnos que obtuvieron un puntaje bajo en la evaluacion diagnostica, lograron un puntaje
alto en el proceso, mientras que un 44.4% también consiguieron una puntuacion alta despues
de un puntaje medio en el diagnostico. Todos los participantes que lograron un puntaje alto

en el diagndstico lograron un puntaje alto en la evaluacién de proceso.
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En la figura 5 se puede observar un ejemplo de las actividades que realizaron los alumnos.
Figura 5

Imagen de una de las actividades de los escolares.

Nota. La imagen es de autoria propia.

Este alumno utiliz6 una plantilla preestablecida de las relaciones entre las cantidades del vaso
Ay las del vaso B en una tabla, del lado izquierdo. En el lado derecho, resolviod las sumas
necesarias, no solo para las relaciones de A + B = 10, sino para aquellas que requerian
transferir a otros numeros, como el 15. Aparentemente, las sumas no suponen un reto
especial, pero lo importante de la representacién de una suma es la relacién entre sus

componentes: las cantidades de A més las cantidades de B y el total.

Por otro lado, en las tareas de pensamiento algebraico, se implementé una estrategia de
saturacion de cantidades, en la que, ante la imposibilidad de representar las cantidades de
objetos uno a uno, podia emplearse como recurso auxiliar una literal, la cual representaba

una cantidad, sin numero, pero con el mismo significado de relaciones de cantidad.

En la figura 6 se puede apreciar un ejemplo de esta actividad.
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Figura 6

Dos imagenes de representacion concreta y simbolica de actividades de pensamiento

algebraico.

Nota. Las imagenes son de autoria propia.

Los peces se pueden representar de una manera numérica (arriba) o de una manera general
(abajo). Esta relacion entre cantidades forma parte del razonamiento inicial de los alumnos a

través de los primeros indicios de pensamiento algebraico.

En la tabla 4 se muestran los resultados de la evaluacién sumativa, en cada participante.
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Tabla 4
Evaluacion sumativa de los participantes.

Jerarquia de  Pensamiento

Participantes Nivel aritmético Nivel Algebraico . .
operaciones  algebraico

1 0 0 0 0
2 62.5 25 0 0
3 62.5 0 0 0
4 0 0 0 0
5 25 25 0 0
. o [N o
7 25 25 0 0
8 50 0 0 0
Promedio 40.625 9.375
9 375 0 0 0
10 0 0 0 0
11 75 75 1] 0
12 375 25 0 0
13 75 625 [N 0
14 50 25 0 0
15 25 [N o AN
16 25 375 0 0
17 75 25 0
Promedio  48.61111111 38.88888889
18
19
20
21
22
Promedio 97.5 100

En la tabla es evidente la consistencia de los alumnos que han puntuado alto en todas las
etapas de la experiencia de ensefianza. De los 5 alumnos con el mayor puntaje, 3 de ellos
lograron un entendimiento de las tareas de jerarquia de operaciones y de las tareas de
pensamiento algebraico. En el caso de dos de ellos, lograron un alto puntaje en alguna de las
dos tareas. Si bien ningun alumno logré la comprension de ambas tareas en el caso de los
puntajes medios y bajos en las dos evaluaciones previas, si existieron alumnos con el dominio
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de al menos un tipo de tarea: 4 alumnos de las tareas de jerarquia de operaciones y una de
pensamiento algebraico. En total, 8 alumnos (36.4%) lograron la comprension de tareas de
jerarquia de operaciones y 5 (22.7%) de pensamiento algebraico, destacando 3 alumnos que

en ambas tareas lograron mostrar un alto nivel de entendimiento.

En la figura 7 se puede observar un ejemplo de las actividades que realizaron los participantes

en la primera parte de la evaluacion sumativa.
Figura 7

Actividad ejemplo de la primera parte de la evaluacion sumativa.

Nota. La imagen es de autoria propia.

6.3 Discusion y ajustes de la experiencia de ensefianza |

Los objetivos de esta primera parte de la investigacion fueron los siguientes:

1. Evaluar la factibilidad de aplicar una dinamica de ensefianza de conceptos matematicos a
partir de actividades concretas por medio de la manipulacion de objetos (didactica

fenomenoldgica).

2. Evaluar las diferencias individuales de los alumnos y su repercusion en su integracion en

el trabajo en equipo.
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3. Analizar la relacion entre la jerarquia de operaciones y el pensamiento algebraico, desde

un punto de vista tanto conceptual como procedimental.

De acuerdo con los resultados, es factible aplicar una dinamica de ensefianza en conceptos
matematicos, basada en una didactica fenomenoldgica en una institucion de educacion basica
publica. La investigacion parte del principio de validez ecoldgica, por lo que se toma en
cuenta el rol del docente del grupo de primaria y su planificacion original; el curriculum
vigente de la institucion, es decir, no se interrumpen las clases de matematicas o de cualquier
otra materia; las circunstancias de privacidad y permisos que puede otorgar la institucion
tampoco son parte de las variables que se pueden controlar, por lo que se contemplan como

parte inevitable del estudio.

Por otra parte, la trayectoria de aprendizaje de los alumnos, es decir, qué tan bien les va en
los distintos tipos de evaluacion, esta vinculada con sus aspectos socioemocionales. El rubro
socioemocional, aunque cuenta con suficiente evidencia en el estudio piloto, resulta
sumamente complejo y en ocasiones contradictorio, ya que depende de circunstancias
particulares de la institucion educativa en la que se realice el estudio. Por ejemplo, si los
directivos aceptan que un investigador indague en aspectos familiares; si los profesores
tienen esta informacion, la recoleccion del dato es diversa, ya que en ocasiones es superficial
y en otras, aunque tienen mas profundidad, no existe modo factible de validar esta
informacion; entre otras consideraciones. Por lo tanto, en el siguiente estudio no se tomara
en cuenta este factor debido a dos circunstancias, sumadas a las anteriores mencionadas: 1)
no se pudo indagar con méas profundidad la validez de las opiniones de la profesora; 2) no

todos los padres compartieron informacion personal a la profesora responsable del grupo.

La secuencia psicoeducativa basada en actividades fenomenicas tuvo un efecto positivo en
el entendimiento de jerarquia de operaciones y algebraica de algunos de los escolares de
tercer grado de primaria. Hay indicios de un efecto en el desempefio escolar relacionado con

los factores sociofamiliares favorables de los alumnos.

Dado que los resultados, si bien son muestra del potencial de la secuencia psicoeducativa,
fue necesario mejorar algunas configuraciones de la experiencia de campo piloto.
Principalmente, en la segunda experiencia de campo, se buscé 1) mejorar el &mbito de la

representacion tanto numérica como algebraica, es decir, permitir a los alumnos expresar su
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entendimiento matematico de un modo grafico, que ayudara a complementar los indicios de
su comprension en las tareas a las que eran puestos a prueba; 2) mejorar la colaboracion entre
los participantes a través del trabajo en equipo, evaluando el desempefio de los alumnos a
nivel individual y colectivo; 3) mejorar el discurso de introduccion al ndcleo conceptual de
la jerarquia de operaciones. Este discurso se basaria en la idea de desencriptar una serie de
jerarquias numéricas con el fin de simplificar la expresion de varias cantidades en su minimo

nivel: sumas y restas.

Las sesiones aumentaron y fueron ahora 10. La duracion fue de 90 minutos y la institucion
fue otra, dentro de un contexto social parecido, es decir, una escuela publica de la Ciudad de
México con una cercania en su ubicacién, con la intencién de mantener las variables

sociodemograficas estables.
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Capitulo 7. Experiencia de ensefianza 11

7.1 Método

Se desarroll6 una experiencia de ensefianza con 30 alumnos de tercer grado de primaria (entre
8 y 9 afos), de una primaria publica de la Ciudad de México. Los padres y los alumnos
firmaron su consentimiento informado de los objetivos de la investigacion y uso de los datos.
El salon de clases contaba con 18 mesas de trabajo que se integraron para trabajar con ocho
equipos de 4 integrantes en promedio. Las sesiones fueron audiograbadas, y se elaboraron
notas de campo.

Al igual que en la experiencia de ensefianza I, los equipos de trabajo fueron constituidos a
partir del concepto de méxima heterogeneidad, desarrollado por DeVries y Slavin (1978), asi
como bajo el concepto de la Zona de Desarrollo Proximo (Vygotsky, 1988), de modo que
alumnos de alto desempefio facilitaran el conocimiento conceptual de las tareas matematicas
abstractas, a los alumnos de medio y bajo desempefio. Para hacer este arreglo, se emplearon
diversos indicadores del desempefio aritmético atendiendo la diversidad de los alumnos, a
partir de su ejecucion en la seccién aritmética de la prueba WISC-1V, asi como de los
reactivos de matematicas de la prueba PLANEA (Plan Nacional para la Evaluacion de los
Aprendizajes / Instituto Nacional de Evaluacion Educativa - INEE). También se consideraron
los promedios de los alumnos en matematicas otorgados por la profesora del curso. De este
modo se conformaron los equipos de trabajo, los cuales se pueden observar en la tabla 5:
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Tabla5

Conformacion de equipos con base en el promedio de la evaluacién diagnostica.

Equipo Promedio PE Promedio PM Promedio total
%WISC-IV % %
%PLANEA Aritmética
1 74.85 60.50 67.07
2 61.03 69.85 65.44
3 64.68 56.70 60.69
4 62.14 65.73 63.33
5 66.73 62.33 64.53
6 59.64 66.56 61.94
7 58.07 63.37 60.72
8 62.72 69.21 65.97

PE: Promedio de pruebas estandarizadas.
PM: Promedio de la calificacién asignada por la profesora en matematicas

La puntuacion promedio de los participantes en estos tres indicadores, se obtuvo sumando
sus puntajes individuales en cada indicador, obteniendo un promedio individual. En cada
equipo, se sumaron los promedios individuales y, de ese modo, se obtuvo el puntaje promedio
en porcentaje. EI promedio total obtenido por equipo, indica el nivel de balance de los

equipos antes de la implementacion de la experiencia de ensefianza.

Una vez conformados los equipos de trabajo, los estudiantes eran puestos a prueba en su
habilidad para resolver experiencias concretas de manejo de cantidades, a través de una
secuencia didactica. Esta secuencia didactica tiene como base el concepto de
desvanecimiento de lo concreto (Fyfe, McNeil & Borjas, 2015), el cual consiste en relacionar
conceptos matematicos abstractos, con eventos concretos que representen sus principios
basicos (p.ej., igualdad por equivalencia y su relacion con el equilibrio, ya sea en liquidos o
en cantidades contables), con la intencién de transferir la comprension de los eventos

concretos a una comprension formal de conceptos abstractos.

La secuencia consistio en tres etapas y cinco fases graduadas por su nivel de abstraccion,
realizadas durante las clases escolares, en 10 sesiones de trabajo de 90 minutos cada unay 3

sesiones de sintesis de 45 minutos, dos dias por semana.
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Etapa 1) experiencia fenoménica, a partir del nivel de abstraccién concreto y aritmético,
haciendo trasvases de liquidos de un recipiente a otro y manipulacion de conjuntos de dulces;

con dos fases: 1) constante y métrica; 2) construccion de una variable, en tres sesiones.

Etapa 11) organizacion de las relaciones numéricas, a partir del nivel abstracto aritmético,
con base en la representacion numerica de los cambios en la cantidad de liquido dentro de
recipientes, o en la cantidad de dulces dentro del conjunto en un dibujo, una tabla o un grafico
de valores; esto en dos fases: 3) transferencia de los valores observados a estructuras
organizadas de relaciones cuantitativas; 4) estructuracion aritmética grafica, realizado en dos

sesiones.

Etapa I11) pensamiento algebraico, a partir de un nivel de abstraccion algebraico, con base
en la notacién algebraica, aplicacion de propiedades numéricas y representacion simbdlica
algebraica; en dos fases: 5) estructuracion simbolica algebraica inicial y 6) estructuracion

simbdlica intermedia, en cuatro sesiones.

La fase 1 de la etapa | se desarroll6 a partir del manejo de agua en recipientes (recipiente A,
recipiente B y el total de agua, T), a partir de transferir cantidades de agua de un recipiente a
otro, observando la relacion de esas cantidades variables y su representacion abstracta

(escrita) en tablas e histogramas.

El objetivo de esta fase fue que los nifios concibieran la necesidad de construir y estructurar
una métrica que les permitiera comparar, relacionar e igualar cantidades de agua (donde hay
menos 0 mas agua, qué tanto menos o mas, o si es igual la cantidad) y asi comprender la
estructura parte-todo. Para ello, las parejas de estudiantes trabajaron con dos vasos,
nominados Ay B. A los vasos se les puso cantidades variables de agua. Se les problematizé
a los nifios preguntando dénde habia menos o méas agua, lo que se contesto rapidamente por
comparacion, pero luego se les problematizé acerca de qué tanto menos 0 mas agua tenian
cada uno de los vasos, lo cual exigi6 tener una métrica. Para poder medir la cantidad de agua,
se promovio que cada alumno disefiara una regla de papel de 10 centimetros, de tal modo que
pudieran pegarla en los vasos y asi poder medir con precision la cantidad con que se contaba
por la altura del agua. Para construir el sentido de igualdad por equivalencia, en el vaso A se
colocaron 10 cm de agua y se solicitd a cada pareja que igualara la cantidad de agua de sus

dos vasos, haciendo el trasvase del vaso A al B, corroborando la igualdad al apreciar que en
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cada vaso queda a 5 cm de altura del agua. Posteriormente, a efecto de experimentar una
variable, se le solicitd a cada pareja que trasvasara una cierta cantidad que no fuera la misma
del vaso A al vaso B, de manera que ahora pudieran medir con precision la varianza, es decir,
qué tanto menos o mas tenian los vasos de agua; haciendo evidente empiricamente la

estructura parte-todo.

El objetivo en la fase 2 de esta etapa | fue consolidar el nivel de comprension del esquema
basico de las relaciones numéricas, a partir de un proceso de transferencia en el que los
elementos concretos constituyan otra circunstancia. De aqui que se procedid a una
experiencia en la que ahora las relaciones contables concretas (fenoménicas o de didactica
fenomenoldgica) se hicieron colocando dulces dentro de bolsas. A cada pareja se le dio una
determinada cantidad de dulces (12 en promedio), y una cierta cantidad de bolsas (3 en
promedio), de tal manera que el nimero de dulces en las bolsas fuera variable entre los
equipos. Las cantidades se otorgaron en mdaltiplos que permitieran operar la igualdad al
repartir en cada bolsa un namero igual de dulces, por ejemplo, en 3 bolsas repartir 15 dulces.
La tarea consistié en agrupar la misma cantidad de dulces en cada bolsa, bajo el principio de
igualdad por equivalencia. Para organizar las relaciones numéricas variables en las bolsas, se
les da, por ejemplo, a unos nifios 15 dulces y 3 bolsas; de manera tal que ahora agruparan

dulces (multiplicacion fenoménica) y se repartieran en las bolsas (division fenoménica).

El objetivo de la etapa Il fase 1 fue la organizacion conceptual de las relaciones de cantidades,
instrumentadas en tablas y gréaficos, asi como la consolidacion del concepto de variable
utilizando nuevamente agua y dulces. En esta sesidn se estructuraron las relaciones numéricas
variables obtenidas por todos los equipos del grupo, al observar los nimeros de la cantidad
de agua en los vasos (A 'y B) que tenia cada equipo, las cuales fueron referidas al profesor,

quien las anota en el pizarron dentro de una tabla.

La fase 2 de esta etapa se basé en la representacion concreta de cantidades desconocidas, a
partir de bolsas cerradas con dulces en su interior. Unas bolsas eran transparentes y se podian
contar los dulces, otras oscuras y no se podia saber el niamero de dulces que contenian (la
incégnita). Todos tenian que encontrar el nimero de dulces dentro de las bolsas oscuras,
primero organizando las cantidades (orden de operacion), después representar las cantidades

con numeros o letras (x, y, z), para asi encontrar la cantidad desconocida al despejar la
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incdgnita, aplicando el principio parte 1 + parte 2 = todo (X + y = z) / todo menos parte =
parte (z — y = x). Por ejemplo, si hay 5 dulces en una bolsa transparente y sabemos que en
total hay 12 dulces, ¢cuantos dulces hay en la bolsa obscura? Primero organiza el
planteamiento, 5 (parte 1) + dulces bolsa oscura (parte 2) = 12 (todo); después representa con
literal, 5 + x = 12; luego despeja el 5, manteniendo la igualdad, al restar 5 en ambos lados de
la ecuacion, 5 menos 5 + x = 12 menos 5; hace la equivalencia, 0 + x = 12 menos 5; y obtiene

el valor de la incgnita, x = 7.

En la siguiente fase, se hicieron dos tablas en el pizarrén con el nimero de bolsas y dulces
que se obtuvieron en cada equipo de trabajo, en una tabla para concebir la divisién y en la
otra la multiplicacion; de manera que en una tabla se registraron las cantidades repartidas en
las bolsas (division fenoménica) y en la otra las cantidades de dulces que hay en cada bolsa
(multiplicacion fenoménica), estableciendo la relacién multiplicacion-division de la tarea
para saber las relaciones numeéricas; de tal modo que los alumnos pudieran comprobar
empiricamente (fenoménicamente) la cantidad observada por manipulacion, con la calculada
por operacion aritmética. De forma que se pueda referir de manera general la varianza
numeérica que hay en cada equipo, las cantidades se substituyeron con literales, para hacer la
transicion entre la expresion numerica y la algebraica, ya que lo importante era la relacion y
no el nimero, de modo que asi se articula la aritmética con el algebra, para llegar a una
ecuacion con la estructura parte-todo: a + b = c, en el caso del agua; o bien,a+b +c=xen

el caso de los dulces.

La etapa Ill fase 1 se baso en la jerarquia de operaciones, a través de la construccién de
elementos multiplicativos, utilizando varias bolsas obscuras (x) con una cantidad fija
desconocida de dulces (y); y elementos aditivos, cantidades de dulces contables en una bolsa
transparente (z); si los alumnos eran capaces de generar una unién entre las representaciones
concretas y su relacion con representaciones abstractas, entonces debian decidir si se
multiplicaba primero o se sumaba, independientemente del orden en el que eran presentados

los elementos, multiplicativos o aditivos. Por ejemplo, (X) (y) +z=w  z +(X) (y) = w.

Ahora los nifios se llevaron una bolsa de dulces, para lo cual requirieron calcular cuantos
dulces habia en la bolsa que les toco. Los dulces se les dieron en bolsas oscuras y solo sabian

que habia el mismo ndimero en cada bolsa. Para calcular la cantidad de dulces que habia en
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cada bolsa, tenian dos datos: el nimero de bolsas y el total de dulces que tiene el equipo. El
objetivo fue encontrar el nimero de dulces en cada bolsa que, multiplicado por el nimero de
bolsas, diera el total de dulces, con base en la estructura a x b = ¢ antes trabajada a nivel
fenoménico y aritmético. Pero ahora, ya que solo conocian el nimero total de dulces y de
bolsas, requirieron transferir la operacion a su inverso, es decir, dividir el nimero total de
dulces entre el nimero de bolsas. Para transferir el problema a otra situacion y comprobar la

comprension, ahora se les dio una cantidad de dulces en multiplos, y se cuestiono cuantas

Posteriormente, en la fase siguiente de la etapa Ill, para transferir a otro contexto y asi
comprobar la comprension, los nifios repitieron el procedimiento de la fase anterior con
bolsas oscuras con dulces, pero ahora para operar con valores variables, las cantidades de
dulces no fueron solo las de un equipo, sino de todo el grupo. Lo importante es que, aunque
dichas cantidades fueron variables, se mantuvo la estructura a x b = c. Una vez que los nifios
calcularon y registraron las cantidades desconocidas de cada equipo, tenian que contestar las
siguientes preguntas: ¢cual es el valor de la cantidad desconocida en su equipo? ¢;el valor de
la cantidad desconocida en el grupo es variable? ;se puede operar la formulaa x b = ¢ si las
cantidades varian? Finalmente, se repitio el procedimiento descrito en la sesion anterior, pero
con la variante de que los alumnos tenian que crear una estructura algebraica para representar
las actividades de las sesiones anteriores: el agua en los vasos Ay B (a + b =c), los dulces y

las bolsas (a x b = ¢). Una vez creada la estructura algebraica, la sesidén termino.

Las sesiones de sintesis se realizaron al finalizar las fases, con el objetivo de vincular la fase
anterior con los planteamientos de la nueva fase. Por ejemplo, en la sesién de sintesis de la
etapa I, los alumnos reflexionaron acerca de la relacion entre el ejercicio con el agua y el de
los dulces; en la etapa Il la relacién entre las observaciones de la manipulacién de agua y
dulces con el gréafico y las tablas de valores de multiplicacion y division; y en la etapa 11 la
relacién entre las representaciones en graficos y tablas con las notaciones en estructuras

algebraicas con variables.

Después de estas tres etapas, comenzo la evaluacion dividida en dos etapas: la etapa de la
evaluacion situada y la evaluacién adaptativa semantica. La evaluacion situada se basé en la
resolucion de tareas matematicas relacionadas con los conceptos analizados en la secuencia

didactica. Los alumnos por equipo resolvieron la situacion reactiva “cudntos dulces tenemos
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en el equipo”, y la tarea de division de dulces “cudntos nos tocan a cada uno”, a partir de
utilizar la equivalencia, la representacion de incognitas y variables, asi como el manejo de

las propiedades numéricas al ordenar y aplicar la jerarquia de operaciones.

Para lograr estas tareas, los alumnos tenian a su alcance recursos simbdlicos a partir de
literales algebraicas y de la estructura de una ecuacion, representando la relacion algebraica
y de jerarquia de operaciones. Las literales algebraicas podian ser variables o incognitas de
acuerdo con la organizacion de los datos que le dieran los nifios. De manera de promover la
significacion de la experiencia y ganar el interés de los nifios, el planteamiento se hace a
partir de dulces. Las literales representaron dulces fuera de bolsas (a = nimero de dulces
sueltos), los dulces dentro de bolsas (b = nimero de dulces en cada bolsa), y las bolsas (¢ =
numero de bolsas con dulces); para estructurar las relaciones se plante6 algebraicamente a +

(b) (c), expresada para los nifios como a + b x c.

Para generar la accién de la operatividad matematica, entusiasmando a los nifios en la
resolucion del problema, se les plante6 que tenian que saber cuantos dulces les tocaban (z =
namero de dulces que le tocan a cada nifio), contando la cantidad de dulces que habia (w =
namero de dulces en total), y la cantidad necesaria para realizar la division de los dulces en
funcién de los nifios (y = nimero de nifios en el equipo); siendo su estructura algebraica:

w/y=z. En la figura 8 se observa la organizacion de esta actividad.
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Figura 8

Organizacion de la evaluacion situada.

Situacion reactiva

¢ Cuantos dulces

le tocan a cada

integrante de tu
equipo?

a= numero de dulces sueltos

Para resolver este ;
b= nimero de dulces en cada bolsa

problema se utiliza la

Recursos o . c= numero de bolsas con dulces
simbdlicos siguiente ecuacion: w= numero de dulces en total
y= numero de ninos en el equipo
atbxc=w z= numero de dulces que le tocan a
cada nifo
Ecuacion - dulces por equipo | | - | | o | | _ | |

(Representacion algebraica y
jerarquia de operaciones) | a |+| b |X| C |=| w |

Division de los dulces

(cada integrante del equipo)

Nota. La tarea consta de una situacion reactiva, asi como de diversos recursos simbélicos.

Figura de elaboracion propia.

Para la evaluacion situada, si los alumnos lograban calcular el nimero de dulces que les toca
a cada uno, el equipo obtenia un punto. Si solo podian calcular el total de dulces obtenian 0.5

puntos, y si no obtenian ningdn célculo correcto se otorgaba O puntos.

En la otra evaluacion, la adaptativa semantica, se realizaron sesiones individuales de

entrevistas semiestructuradas, para evaluar la comprension de la estructuracion de las

103



relaciones matematicas en el pensamiento algebraico y de la jerarquia de operaciones. Para

esto, se planted un problema que requiere ser resuelto a partir de la estructuracién algebraica.

De manera que el planteamiento del problema fuera facilmente comprensible por los nifios
en términos de un contexto que les sea familiar, se atendié la metacognicion del nifio,
poniendo el problema en términos coloquiales de su entorno (nifios - profesores - escuela -

director - salones).

En las tareas de pensamiento algebraico, el criterio de evaluacion se basé en registrar las
verbalizaciones de acuerdo con el mayor nivel de abstraccion que los participantes fueran
capaces de expresar (criterio fijo), al concebir a las cantidades como abstractas (no contables)
y la relacion de estas cantidades en una expresion dada (p.ej.: “dos veces una cantidad mas
otra”). Si la expresion fuese 2x+ y, entonces la relacion entre las literales deberia ser
expresada por los participantes, desde su Zona Real y Potencial de Desarrollo (criterio
flexible).

En la figura 9 se puede observar la estructura de la prueba adaptativa seméantica de las tareas
de pensamiento algebraico. La tarea comenzaba con la situacion reactiva. Después, los
estudiantes tuvieron la oportunidad de expresar la solucién a la situacion reactiva del modo
mas general posible, es decir, a partir de una relacion algebraica (nivel 1, el mas alto). Si no
conseguian expresar dicha relacion, en cada nivel subordinado se les proporcionaba recursos
simbolicos a manera de estructuras algebraicas basadas en una ecuacion. Los detalles iban

aumentando en los niveles subordinados hasta que el alumno resolvia la situacion reactiva.
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Figura 9

Estructura de la evaluacion adaptativa semantica para las tareas de pensamiento

algebraico.
Nivel1 (mas alto) Situacion reactiva
Expresionde una Enunaescuela que tlepe\fanos
relacionalgebraica a salones, donde cadasalon tieneel
partir de una ecuagon mismo numero de alumnos.
¢ Cudntos alumnos hay en la escuela,
sinos vistan nifios de ofra escuela?
Nivel 2
Recursos nivel 1 +estructura
algebraica
=l
Nivel3 Recursos simbolicos

Recursos niveles anteriores + literales
¥ = nimero de nifios que vinieron ala
escuela de visita
Z = numero de nifios en cada salon
t = nimerode salones
D =numero de nifos aue estan enla escuela

Nivel4
Recursos niveles anteriores + estructuraalgebraica
y literales

T | B I

Nivel5
Recursos niveles anteriores + cantidades de las literales
y=52z=101=6p=¢?

A partir del nivel 2

Nivel6
Recursos niveles anteriores + relaciones aritméticas con jerarquia de operaciones

Ls]-[so)[s]-[ |

Nivel7 (mas bajo)
Recursos niveles anteriores + relaciones aritméticas (sin jerarquia de operaciones)

[ro]x[e ]-[s]-L_|

Nota. Figura de elaboracion propia.

Cabe destacar que, en la prueba de pensamiento algebraico, también se evalud si los alumnos
jerarquizaban las relaciones cuantitativas algebraicas o, en su caso, aritméticas. En el caso de
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la evaluacion de la comprension de la jerarquia de operaciones, la expresion inicial de
evaluacion era la siguiente: a+ bc=x, y el criterio de evaluacion de comprension se baso en
que los alumnos expresaran la relacion entre una multiplicacién (bc), la suma (a) y el total

(x) de un modo jerarquizado, es decir, a través de las unidades operativas.

La prueba adaptativa semantica de este tipo de tareas contempld una situacion reactiva, la
cual verso sobre tres expresiones de equivalencia, mismas que tenian tres opciones de
respuesta: una opcién con relaciones aritméticas sin jerarquia de operaciones, otra con
relaciones aritméticas y jerarquia de operaciones, y otra con relaciones de semejanza entre
los nimeros de la situacidn reactiva. La resolucion de estas expresiones se vinculd con las
explicaciones o descripciones de los participantes acerca del motivo de sus respuestas, para
que finalmente tuvieran la oportunidad de expresar la relacion entre unidades operativas de

un modo abstracto.
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Figura 10

Estructura de la evaluacion adaptativa semantica para las tareas de jerarquia de

operaciones.

Situacion reactiva

f———_ “3+5 x4.esiqual a:” ﬁ

A
) —1 ®»
8+8+8+8 3+5+5+5+5 3+4+5

Situacion reactiva

“6x 4 +2, esigual a:”

Q)
- 5 === © :I
6+6+6+6+2 6+6+6+6+6+6 2+4+6
C)

Situacion reactiva

“4+5x3+6x2+7esiguala:”

A T—— —1 ®
4+5+5+5+6+6+7 9+9+9+6+6+7 7+2+5+4
IS

Reactivos de entendimiento conceptual

Seregresa la atenciona las situaciones ¢Qué pasaria con la igualdad si comenzaramos
reactivas, y se le cuestionaal alumnoqué con la operacion contrariaa la que acabas de
operacion se realizo primeroy por qué (ya sea indicar que comenzarias primero?

suma o multiplicacion su respuesta) (comprension delerror)
/ \\

Nota. Figura de elaboracion propia.

En ambos tipos de tareas, la comprension se evalud en funcion de la adecuacion de los
participantes a un criterio establecido de relaciones cuantitativas (criterio fijo), asi como de
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sus propias competencias y dominio conceptual acerca de las tareas que resolvieron y
externalizaron (criterio flexible). Finalmente, los escolares podian obtener 5 puntuaciones:
comprension del concepto, lo cual implica la capacidad de expresar una relacion algebraica
a través de variables e incdgnitas (en el caso de las tareas de pensamiento algebraico) y la
aplicacion de la jerarquia de operaciones a partir de las unidades operativas (tareas de
jerarquia de operaciones), los cuales alcanzaron 4 puntos; comprension potencial del
concepto, en la que cumplian con los criterios de la puntuacion maxima pero presentaban
algunas imprecisiones operativas 0 conceptuales (3 puntos), conocimiento operativo, que
representaba la ausencia de conocimiento conceptual pero la presencia de conocimiento
procedimental (2 puntos), dominio genérico, es decir, tiene constituida la nocion de la
resolucion pero no puede expresarla simbolicamente (1 punto), dominio aritmético o
contable, el cual representa un cambio que no fue significativo en los alumnos en relacion

con su comprension o conocimiento procedimental (O puntos).

7.2 Resultados

Los resultados se dividen en varios rubros: 1) trayectoria de aprendizaje de los alumnos en las
tres etapas de la evaluacion de proceso, tanto en un nivel individual como en su puntuacion
promedio como grupo; 2) el desempefio de los estudiantes en las tareas tanto de evaluacién
situada, o nivel de Dominio Operativo, como de la evaluacion adaptativa semantica, o nivel de
conocimiento conceptual; 3) la consistencia en las tareas de evaluacion situada y adaptativa
semantica con las puntuaciones individuales de los alumnos en las diez sesiones de la
secuencia didactica; 4) desempefio de los equipos de trabajo y el efecto de la ZDP en el
desempefio individual de los participantes

En la tabla 6, se observa la trayectoria de cada alumno en sus puntajes individuales en cada

etapa de la evaluacién de proceso.
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Tabla 6

Trayectoria en el nivel de logro de los participantes en las tres etapas de la experiencia

educativa Il.

Alumno Etapa | Etapa Il Etapa Ill
1 48.33 87.50 62.50
2 83.33 87.50 62.50
3 65.00 87.50 12.50
4 91.67 87.50 62.50
5 100.00 87.50 62.50
6 83.33 75.00 75.00
7 91.67 87.50 75.00
8 83.33 87.50 37.50
9 91.67 87.50 37.50

10 91.67 87.50 37.50
11 83.33 87.50 62.50
12 75.00 87.50 12.50
13 62.50 50.00 100.00
14 100.00 87.50 50.00
15 60.00 50.00 50.00
16 91.67 87.50 75.00
17 91.67 87.50 100.00
18 75.00 50.00 12.50
19 85.00 87.50 75.00
20 100.00 75.00 12.50
21 91.67 87.50 62.50
22 100.00 87.50 50.00
23 75.00 100.00 12.50
24 91.67 87.50 100.00
25 66.67 62.50 37.50
26 91.67 87.50 37.50
27 83.33 87.50 25.00
28 100.00 87.50 75.00
29 68.33 75.00 12.50
30 77.50 87.50 75.00
Promedio 83.33 82.08 52.08

Como herramienta de andlisis de la tendencia general de esos resultados individuales, en la

figura 11 se muestra el promedio del grupo en cada etapa.
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Figura 11

Etapas de la secuencia psicoeducativa (evaluacion de proceso).

100.00
90.00
80.00
70.00
60.00
50.00
40.00
30.00
20.00
10.00

0.00

Puntuacién promedio

Etapa | Etapa Il Etapa 11

Etapas de la secuencia psicoeducativa (evaluacion de proceso)

Como se indica en la figura, en la etapa | se alcanzd un puntaje de 83.33 en promedio, mientras
que en la etapa Il un 82.08. En la etapa 11 el puntaje bajo a 52.08, lo que era de esperarse, dada
la dificultad de las tareas.

En la figura 12, se pueden observar los resultados del primer rubro, con relacion al
conocimiento procedimental en los dos tipos de tareas en la evaluacion situada. En la parte
superior, se representan la dispersion de las puntuaciones de los participantes en las tres
puntuaciones posibles (0, 0.5 0 1). El circulo bicolor (gris y blanco) representa el marcador del
nivel de conocimiento procedimental en el que se encontraron los participantes en las tareas
de pensamiento algebraico, y el circulo con borde negro con fondo blanco en nivel de
conocimiento procedimental de los escolares en las tareas de jerarquia de operaciones. En
ocasiones, estos marcadores se ubicaron en el mismo sitio, dado que los participantes podian
estar en el mismo nivel de conocimiento procedimental en ambas tareas (circulo bicolor con
borde negro). En la parte inferior, esta representada esta dispersion en términos de porcentajes,
por lo que estan agrupados los alumnos que alcanzaron el conocimiento procedimental alto
(1), medio (0.5) y bajo (0). En las tareas de pensamiento algebraico, el 40% de los alumnos

lograron expresar un conocimiento procedimental alto, un 17% alcanzaron un conocimiento
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procedimental medio, y un 43% un dominio bajo. Cabe destacar que, en la evaluacion situada,
el conocimiento procedimental implica la representacion de cantidades desconocidas, sean
variables o incdgnitas, con literales. En el caso de las tareas de jerarquia de operaciones, un
27% manifesto un conocimiento procedimental alto, un 50% un conocimiento procedimental
medio, y un 23% un conocimiento procedimental bajo. El conocimiento procedimental en este

tipo de tareas implicaba la aplicacion de la jerarquia de operaciones en igualdades basadas en
multiplicaciones y sumas simultdneamente.

Figura 12

Nivel de porcentaje de Dominio Operativo (DO) de los escolares en las tareas de pensamiento

algebraico y jerarquia de operaciones, derivadas de la evaluacion situada.
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Por otra parte, en la figura 13, como parte de los resultados del primer rubro, se observa en la
parte inferior, la dispersion de los puntajes de los alumnos en la evaluacién adaptativa
semantica. Los niveles de comprension fueron el 4 y el 3 (comprension y comprension
potencial), el nivel de dominio a nivel operativo fue el 2, mientras que el dominio genérico y
aritmético el 1 y el O respectivamente. En la parte inferior, se encuentra el porcentaje de
escolares de acuerdo con su puntaje en este tipo de evaluacion en ambas tareas. En las tareas
de pensamiento algebraico, el 17% de los escolares manifestaron comprension, un 10% una
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comprension potencial, el 27% un dominio a nivel operativo, el 13% un dominio genérico y
un 33% un dominio aritmético. En el caso de las tareas de jerarquia de operaciones, mostraron
comprension un 20% de los escolares, un 24% alcanzaron comprension potencial, un 23%
tuvieron un nivel de conocimiento procedimental, el 10% un dominio genérico de las tareas, y

finalmente un 23% expresaron un nivel aritmético.

Figura 13

Nivel y porcentaje de Entendimiento Conceptual (EC) de los escolares en las tareas de

pensamiento algebraico y jerarquia de operaciones, derivadas de la evaluacion adaptativa

semantica.
@Pensamiento algebraico  OJerarquia de operaciones
_ 4 o o o o o o
S
o
Q3 o (ol o] o o o o
5
@)
o2 O o o o o o o
c
g
81 o o o
(]
©
§ 00O o o o o OO
= 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Participantes

Pensamiento algebraico
= 17%

| = 10%

=

= 13% / |
= 27%

= 33%

= % de
Entendimiento

= % de
Entendimiento
Potencial

= % de Dominio
Operativo

= % de Dominio
Genérico

= % de Dominio
Aritmético

Jerarquia de operaciones

= 20%
] 0,
23%.

>

= 10%

. 23%/

= 24%

= % de
Entendimiento

= % de
Entendimiento
Potencial

= % de Dominio
Operativo

= % de Dominio
Genérico

= % de Dominio
Aritmético

113




En cuanto al segundo rubro de los resultados, la consistencia de la evaluacion, en la tabla 7 se
ubican las correlaciones entre los distintos indicadores de desempefio individual de los
participantes, tanto en las tareas de pensamiento algebraico como de jerarquia de operaciones.
Las correlaciones més altas y con un nivel de significancia de 0.01, se observan entre los
indicadores del promedio individual de las sesiones de la secuencia didactica, tanto con la
Evaluacion adaptativa seméntica en las tareas de pensamiento algebraico (0.769 (p<0.000))
como en las de jerarquia de operaciones (0.719 (p<0.000)); la evaluacion situada individual de
las tareas de pensamiento algebraico con las tareas de jerarquia de operaciones (0.761
(p<0.000)); el promedio de las sesiones de la secuencia didactica tanto con la evaluacion
situada individual de las tareas de pensamiento algebraico (0.545 (p<0.002)), como con las de
jerarquia de operaciones (0.658 (p<0.000)). El indicador de la evaluacion adaptativa semantica
en las tareas de jerarquia de operaciones se correlaciond en un nivel medio y significativo con
el indicador de la evaluacion situada individual en las tareas del mismo tipo (0.488 (p<0.006)).
También se pueden observar el resto de las correlaciones, ya sea si éstas fueron significativas
a un nivel de significancia distinto (0.05) o en una menor intensidad en comparacién con las

mencionadas anteriormente.

114



Tabla 7

Correlaciones entre las distintas evaluaciones individuales de las tareas de pensamiento

algebraico y jerarquia de operaciones.

. L . Evaluacion Secuencia
Evaluacion Evaluacién Evaluacién . L
Tareas . . . adaptativa didactica
individuales situada situada adaptativa semantica (promedio
individual (PA) individual (JO) semantica (PA) (30) individua)
Rho de Spearman *(a. = 0.05) **(a. = 0.01)
o 1 0.761** 0.420* 0.299 0.545**
Evaluacion situada
o 0.000 0.000 0.021 0.109 0.002
individual (PA)
Evaluacién situada 0.761** 1 0.446* 0.488** 0.658**
individual (JO) 0.000 0.000 0.013 0.006 0.000
Evaluacion 0.420* 0.446* 1 0.733** 0.769**
adaptativa 0.021 0.013 0.000 0.000 0.000
semantica (PA)
Evaluacion 0.299 0.488** 0.733** 1 0.719**
adaptativa 0.109 0.006 0.000 0.000 0.000
semantica (JO)
Secuencia 0.545** 0.658** 0.769** 0.719** 1
didactica 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000
(promedio
individual)

Nota. PA: Tareas de pensamiento algebraico. JO: Tareas de jerarquia de operaciones.

En la tabla 8 se encuentran las correlaciones entre los indicadores de desempefio de los
participantes por equipo: evaluacion situada (tareas de pensamiento algebraico y jerarquia de
operaciones), y el promedio por equipo en las 10 sesiones de la secuencia didactica. En un
nivel de significancia de 0.01, los indicadores que correlacionaron a un nivel més elevado
fueron la evaluacion situada en tareas de pensamiento algebraico con las de jerarquia de
operaciones (0.654 (p<0.000)), y con el promedio de las sesiones de la secuencia didactica
(0.475 (p<0.002)).
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Tabla 8

Correlaciones entre la evaluacion situada por equipo de las tareas de pensamiento
algebraico y jerarquia de operaciones y el promedio de la puntuacién por equipo en las 3

fases de la secuencia didactica.

» » Secuencia
Evaluacion Evaluacion L
Tareas por . . didéctica
. situada por situada por .
equipo . . (promedio
equipo (PA) equipo (JO) .
por equipo)
Rho de Spearman *(o. = 0.05) **(a. = 0.01)
Evaluacion 1 0.654** 0.475**
situada por 0.000 0.000 0.002
equipo (PA)
Evaluacion 0.654** 1 0.482*
situada por 0.000 0.000 0.013
equipo (JO)
Secuencia 0.475** 0.482* 1
didactica 0.021 0.013 0.000
(promedio por
equipo)

Nora. PA: Tareas de pensamiento algebraico. JO: Tareas de jerarquia de operaciones.

Como parte del tercer rubro de los resultados, el efecto del trabajo cooperativo en la ZDP de
cada participante, la figura 14 esta dividida en dos secciones. La primera seccion, en la parte
superior, indica el nivel de desempefio promedio de los ocho equipos a lo largo de todas las
evaluaciones por equipo durante la experiencia de ensefianza. El equipo con un mejor
desempefio fue el #2, con una puntuacion media de 88.48, seguido del equipo #8 con un
puntaje de 81.99. El equipo #7 alcanzo un puntaje de 76.07, mientras que el equipo #3 alcanzo
una puntuacién de 73.56. Estos cuatro equipos se encuentran en un desempefio por encima de
la media (66.25). Los equipos que se encuentran debajo de la media de desempefio son los
equipos #1 (puntaje de 64.86, muy cercano a la media en relacion con los siguientes tres
equipos), equipo #5 (53.34), equipo #4 (52.11) y finalmente equipo #6 (47.48).
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En la seccion inferior, se observa el nivel de comprension de los alumnos de acuerdo con la
ubicacion por arriba o por debajo de la media, del equipo del cual eran parte. Por lo que, en los
equipos que se encontraban por encima de la media, sus participantes mostraron un nivel de
comprension al menos potencial, en ambos tipos de tareas, en un 50%; un nivel de
conocimiento procedimental en un 33%; y un dominio genérico o aritmético en un 17%.
Mientras que, en los equipos que se encontraban por debajo de la media, sus integrantes se
ubicaron en un nivel de comprensién al menos potencial del 20%; un nivel de dominio a nivel

operativo del 17%; y un nivel de dominio genérico o aritmético del 63%.

Figura 14
Comparacion entre el puntaje promedio total por equipos y el porcentaje de entendimiento

de los participantes de acuerdo con la media.
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Un andlisis posterior de la trayectoria de los equipos deriva del balance en su desempefio en
los tres momentos de evaluacion. El balance de desempefio corresponde a la diferencia entre
el puntaje en la evaluacion diagndstica, la evaluacion de proceso y la evaluacion sumativa.

En la figura 15 se muestran los resultados de cada equipo.

Figura 15

Balance de desempefio entre las diferentes etapas de evaluacion por equipo. En la parte
superior se destaca la media de cada equipo en las tres etapas.
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Nota. En la parte inferior, la diferencia entre el puntaje inicial y los puntajes intermedios y
finales.

El equipo 2 fue el que mantuvo una media mas alta en los tres puntajes, con 88.48 en sus
tareas resueltas. Su balance fue positivo de un 11.52 (el tercero mas alto). El equipo 8 obtuvo
un puntaje promedio de 81.99, mientras que su balance en el desempefio fue positivo de 18.01
(el segundo mas alto). El equipo 7 obtuvo un puntaje de 76.07 en promedio, sin embargo, el
balance en su desempefio fue negativo, aunque casi neutro, es decir, obtuvieron un -1.07. El
equipo 3 obtuvo tanto un promedio muy cercano al anterior equipo, 73.56, como un balance
similar, aunque positivo de 1.44. El equipo 1 obtuvo un puntaje promedio de 64.86, con un
balance positivo de desempefio de 10.14. El equipo 5 alcanzé un puntaje de 53.34, con un
balance positivo de 21.66 (el mas alto). Finalmente, el equipo 4 y 6 obtuvieron un puntaje
promedio de 52.11 y 47.48 respectivamente, mientras que su balance de desempefio fue muy
similar y positivo, con 2.89 para el equipo 4 y 2.52 para el equipo 6.

En el procedimiento de la evaluacion adaptativa, que va del nivel méas complejo al mas
simple, se le plantea al nifio un problema en el que debe tener un nivel de comprension
conceptual de orden abstracto algebraico para construir la respuesta, lo que representa el

mayor grado de dominio. En este nivel se ubicaron el 17% de los nifios; al nivel de
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comprension conceptual potencial el 10% logrd dar la respuesta, el 27% de los escolares
lograron el nivel de dominio procedimental, el 13% alcanz6 el dominio procedimental
genérico y el 33% alcanzaron solo un nivel de dominio aritmético.

Algunos alumnos lograron alcanzar un nivel de comprension conceptual. Como muestra de
ese nivel de entendimiento, en el siguiente didlogo se describe cémo el alumno estructura la
solucion al problema de los pasteles y las rebanadas (evaluacion conceptual) a través de su
propio discurso:

Investigador: ¢COmo podrias representar el problema relacionando las cantidades
simbolicamente?

Escolar A: ...se puede hacer con letras, creo, porque las cantidades no se saben, pero pueden
saberse, las que sean son multiplicacion.

Investigador: ¢Puedes mostrar una manera de representar el problema?

Escolar A: ... (Escribe AX A+ A =D) ... Le voy a borrar porque estoy poniendo das letras
iguales (escribe la ecuacion completa y correctamente: escribe Ax Y + E = D). La A es el
namero de grupos, la Y son los nifios y sus profesores en cada sal6n o grupo y la D son los
nifios de visita, las personas que hay.

Investigador: ¢ Qué operacion harias para relacionar esas cantidades que acabas de poner?

Escolar A: ...Yo multiplico, aunque no sé la cantidad si tengo nifios y grupos, pero multiplico
los grupos y las personas de los grupos y ya. Multiplico lo que valga. En las otras veces
tocaba sumar y luego multiplicar, pero aqui creo que, si la multiplicacién esta aqui en los
nifios y grupos, los nifios de visita no tienen como, no sé, mucho chiste que se multipliquen.

Investigador: Si tuvieras que asignarle un valor numérico a las cantidades que escribiste,
¢cudl seria en cada letra?

Escolar A: ... Al total no sé todavia... a lo mejor, 9 grupos, bueno aqui son 10 grupos,
entonces en la A seria 10... y como 25 personas por grupos, que seria la Y, eso me da... 250
que son las personas y lo que se necesita tener... pues el total que es D. Los nifios de visita
que sean, no sé, 15.

El “Escolar A” describe que el problema de los grupos y los nifios en cada salon puede
resolverse, en primera instancia, a través de relacionar literales variables con los elementos
cruciales del problema (grupos, nifios y profesores) por medio de una multiplicacion.
Después, es capaz de asignarle valores determinados a las literales, manteniendo la relacion
de las variables entre si. Con este arreglo, puede resolver el problema con sus propios valores
numeéricos.

En otro caso, el “Escolar B” indica que se puede resolver el problema con literales, pero

ademas de multiplicar se puede sumar varias veces la cantidad de nifios por grupo:
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Investigador: ¢Como podrias representar el problema relacionando las cantidades
simbodlicamente?

Escolar B: ...me acuerdo de que eso lo hicimos, pero diferente, a ver, si tengo grupos y no
se sabe cudntos son ahorita, pues lo importante es que... me imagino que sacamos a las
maestras y a los nifios de cada salon y ya ... Le puedo poner asi (escribe X +Y +A+B+F
+G=P)

Y x A +V =P (deja un espacio considerable entre la Ay la V).
Investigador: ¢Qué significan las letras que pusiste?

Escolar B: ... Son grupos que son diferentes... El X es un grupo, el de primero, y los demas
son otros grupos, los de tercero o quinto y asi, ... asi obtengo grupos de donde sales los nifios
y las maestras.

Investigador: ¢ De ddnde obtienes los nifios y los profesores?

Escolar B: ...Haga de cuenta que cada letra es un grupo, ;ok?, entonces pues cada letra
tiene personas, comparieros y sus profesoras, las mismas, no importa, y cuando sumamos las
mismas personas del grupo pues obtenemos la cantidad que necesitamos. Luego los nifios de
visita nada mas los sumamos aparte, no junto... son sumas, pero no son juntas.

Investigador: Si tuvieras que asignarle un valor numérico a las cantidades que escribiste,
¢Ccudl seria en cada letra?

Escolar B: ... creo que son 6 grupos porque son 6 letras... entonces las 6 letras tienen la
misma cantidad de personas entre nifios y maestras, supongamos, entonces eso me tiene que
dar... ;50? o ;60? Si puede ser 50, pero necesito otro numero... si repartimos 50 entre los 6
grupos... 7, me faltan dos... a ver 60.... 10... 10 personas por grupo. Si serian 10 personas
de un grupo chiquitito

Investigador: ¢Y dénde puedes poner el 10 en las letras que pusiste?

Escolar B: ... Dentro de las letras, o sea dentro de 6, cada letra dentro tiene las personas,
entonces eran... yo cre0 que, 10 personas, entonces con 6 grupos son 10 personas.

A pesar de que la estructura de suma de literales pareceria que no resuelve el problema a

nominando a todos sus elementos con alguna de las literales, el “Escolar B” consider6 que

las personas del grupo estaban “dentro de las letras” o dentro de los grupos, ya que, al

asignarles valores numéricos a las literales, el nifio expresd una relacion multiplicativa a

partir de la equivalencia con una estructura aditiva, es decir, 4 grupos contenian 5 personas
(4x5 = 20).

¢Como es el discurso de un alumno que no logra apropiarse del concepto de jerarquia de

operaciones o de significar una relacion algebraica? En la mayoria de los casos, los alumnos
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no logran expresar relaciones més alla de las contables o las concretas. Un ejemplo de esta
situacion se puede observar en el caso del Escolar C
Investigador: ¢Como podrias representar el problema relacionando las cantidades
simbolicamente?

Escolar C: ...pues con numeros, pero no hay, entonces... no sé. Necesito unos
nlmeros porque, asi como asi, pueden ser muchas cosas.

Investigador: Si tuvieras que asignarles un valor numérico a las cantidades, ¢cual
seria?

Escolar B: ... pues 5, luego 4, luego 2, no sé.

Otras de las respuestas de los alumnos, se analizan a partir de sus representaciones
algebraicas y de jerarquia de operaciones, las cuales se sintetizan en la tabla 9.
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Tabla 9
Respuestas y representaciones de algunos alumnos en la evaluacion adaptativa semantica.

Clave
del Explicacion de los alumnos

alumno

Al {1 3

(Escribe 1a ecuacion correctamente, solo le faltan los nifios de visita).
Le voy a borrar porque me faltan los nifios de visita (escribe la
ecuacion completa v correctamente). La A es el mimero de salones, la
D son los nifios, la X son los nifios que vienen de visita v 1a W es el total
de nifios que estan en la escuela.
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Y mas hmas X igual a ;7 Una cantidad representa los salones, los nifios de
cada salén v luego los nifios que vienen de visita, Pero no se obtiene,
sumando, se obtiene multiplicando, los nifios del salon v los salones. pero alo
mejor se suma. .. Solamente se tiene que multiplicar. (Resuelve la
operacion).

MB
... j¥ale entendi! Esta bien facil ¥ mas Y por E igual a Y, es una cantidad que
no sabemos, v como no sabemos cudl cantidad es, pues le podemos poner x, z,
signo de interrogacion. (Luego cambia las incognitas, la Y porla A, luego otra ¥
por X). Y + X por ;7= A No di el mimero correcto, no me hace falta, pero con
las letras es mas facil
1
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DM

Esta dificil es una cantidad desconocida. Yo le haria asi- pondria un x, aqui un
signo de ;, aqui una v, luego el total. Aunque sin una cantidad no sabremos el
resultade. X mas signo por v, igual a signo. No sabemos la cantidad. Como no
nos dio la cantidad de ningiin dato. aiin no podremos saber la cantidad de
salones. Este representa la cantidad de nifios de visita, luego la multiplicacion
representa la cantidad de nifios v luego la de los salones. (Las literales las
cambia de lugar para que coincida con el planteamiento del problema).

Nota. Cada imagen es de autoria propia.

Algunos nifios utilizaron como literales los signos de interrogacion. Se permitio que los
usaran durante la evaluacion, con la intencion de indagar el significado que les daban a estos,

en comparacion con el uso de literales.

AJ propuso una ecuacion para representar la cantidad de nifios que habia en una escuela, al
multiplicar los salones de la escuela por los nifios que habia en cada salon. Cuando se dio
cuenta que le hacian falta “los nifios que vienen de visita”, borrd su primera ecuacion para

construir otra, en la que agrega la suma.

MB logré plantear una ecuacion al problema de los nifios en la escuela, diferenciando las
literales entre si, incluyendo un signo de interrogacion. Aungue en un principio no detect6 la
necesidad de multiplicar, se dio cuenta que necesitaba multiplicar para obtener el total de
nifios en los salones. Pero no fue sino hasta que se le dieron los elementos para facilitar la
solucién, que pudo confirmar que la multiplicacion se podia realizar y completd el ejercicio.
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Por su parte, 1J plante6 una soluciéon al problema de un modo algebraico, logrando
comprender la relacion entre el problema planteado y la representacion del problema con
cantidades desconocidas. En un principio no sabia cbmo operar, pero después recordé como
aplicaba las literales en la secuencia, y pudo crear una ecuacion. Después represento las
literales con diferentes letras entre si (incluido un signo de interrogacion), para distinguir una
cantidad desconocida de otra.

Finalmente, DM planted una solucién al problema de un modo potencialmente algebraico,
pero hizo notar que se requeria de aritmética para darle solucion al problema, afirmando que
no se podra saber si el nimero de nifios en la escuela es uno u otro. Sin embargo, después
desecha la idea y utiliza literales y signos de interrogacion para representar la relacion de

manera abstracta.

Otros de los resultados se pueden observar en la figura 16

Figura 16

Ejemplos de representaciones de algunos alumnos en la etapa de la evaluacion adaptativa
semantica.
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Nota. Las imégenes son de autoria propia.
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Capitulo 8. Discusion y conclusion

8.1 Representacion y didactica fenomenologica

De acuerdo con los objetivos y las preguntas de investigacion de la tesis, los resultados
confirman que los alumnos de tercer grado de primaria pueden participar y modificar su
dominio conceptual de pensamiento algebraico y jerarquia de operaciones, con base en
experiencias algebraicas que impliquen argumentar y representar la solucion de un problema.
Esta aseveracion se basa en los puntajes obtenidos en la evaluacidn adaptativa semantica.
(67% de los alumnos logré al menos un nivel de dominio genérico en las tareas de
pensamiento algebraico, asi como un 77% en las tareas de jerarquia de operaciones). Ademas,
las representaciones de los alumnos, tanto a nivel grafico como verbal, sustentan la

construccién de relaciones de cantidad, muchas de ellas abstractas.

Estos resultados no solo son satisfactorios porque implican que los alumnos presentaron un
mejor dominio con la experiencia educativa de esta investigacion, ademas, porque significan
el primer estudio en la literatura que vincula exitosamente las variables de razonamiento
matematico, pensamiento algebraico, jerarquia de operaciones y didactica fenomenoldgica.
De estas variables, resulta trascendental destacar que son los primeros datos de una secuencia
psicoeducativa exitosa en el campo de la jerarquia de operaciones. En otras palabras, los

resultados con la jerarquia de operaciones son inéditos.
Las preguntas de investigacion fueron las siguientes:

1) ¢Cual es la relacion entre el razonamiento matematico y la didactica
fenomenoldgica, en el dominio de la jerarquia de operaciones y el pensamiento

algebraico?

2) ¢Cudl es el efecto del aprendizaje cooperativo en el dominio de conceptos

matematicos?

3) ¢Cual es el grado de significacién de las representaciones de relaciones algebraicas

y de jerarquia de operaciones en nifios de tercer grado de primaria?
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Respondiendo a la primera pregunta, es muy importante el peso de la didactica
fenomenoldgica en el entendimiento de la jerarquia de operaciones y de tareas de
pensamiento algebraico. Sin estas actividades, las tareas en ambos conceptos carecerian de
un potencial significativo. Este potencial significativo implica que los alumnos se puedan
acercar a una concepcion abstracta de relaciones cuantitativas de un modo prudente, es decir,
con un dominio tal que puedan discernir en qué situaciones se aplican ciertos métodos o

maneras de representar cantidades.

Entre més atractiva sea la tarea para los alumnos, el impacto en su dominio podria ser mayor,
siempre y cuando la didactica fenomenoldgica, o la manipulacién de objetos, esté vinculada

conceptualmente con el razonamiento matematico.

La evidencia relacionada con la didactica fenomenolégica es basta a lo largo de las Gltimas
décadas (Das, 2020; Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2020; Webb, Van der Kooij y
Geist, 2011), al igual que en este estudio, relaciona a la didactica con la importancia de la
comprension de conceptos cientificos, es decir, con postulados de Lev Vygotsky

relacionados con el dominio de relaciones abstractas.

Por otra parte, en relacion con la segunda pregunta de investigacién, el razonamiento
matematico de los participantes fue diverso y en distintos niveles de abstraccion. De acuerdo
con los resultados del estudio piloto, dejaron evidencia del potencial del trabajo en equipo,
bajo una dinamica de aprendizaje cooperativo, en el dominio y entendimiento de tareas de
razonamiento matematico. Algunos mejoraron en términos proporcionales su dominio de
conceptos matematicos derivados de relaciones aritméticas; otro porcentaje méas alcanzaron
el dominio conceptual de la jerarquia de operaciones, en las relaciones de multiplicacion y
suma combinadas; otro porcentaje mas no solo representd cantidades de manera simbdlica,
sino que logré construir expresiones algebraicas basadas en la notacion, de un modo

significativo, al transferir esa expresion a un entorno novedoso.

Esta clase de transferencia es una de las bases del curriculum de Davydov, nombre con el
que Davydov (1962) describe la relacion entre los eventos cotidianos con una potencial
ensefianza de conceptos cientificos, partiendo de andamiajes simbolicos, basados en los
postulados de Vygotsky (1988).
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Ademas, estos porcentajes de diversos niveles de dominio dan cuenta de la relacion entre un
conocimiento procedimental y un conocimiento conceptual. El conocimiento procedimental
es importante, ya que representa la dimension procedimental que un alumno debe interiorizar
para poder alcanzar un conocimiento conceptual; ambas dimensiones estan interrelacionadas,
aunque jerarquicamente el conocimiento conceptual resulta crucial al momento de evaluar
qué tanto un alumno logra apropiarse de un concepto y poder aplicarlo en la resolucion de
problemas. Estos resultados coinciden con los hallazgos de Schneider et al. (2015), y de
Rittle-Johnson et al. (2016), en relacion con el potencial que representan tareas de tipo
tedricas y su combinacién con tareas procedimentales en la comprension de conceptos
matematicos, asi como en su énfasis en que la comprension de una tarea matematica se
relaciona en mayor medida con un conocimiento conceptual que con un dominio

procedimental.

Los indicadores que se correlacionaron entre si brindaron indicios de la coherencia de la
evaluacion integral en el entendimiento de nociones matematicas de los alumnos. También
reflejan su desarrollo cognitivo, expresado en sus representaciones matematicas y en el
significado que le otorgaron. Las apreciaciones evaluativas, tanto de la profesora como del
investigador, se correlacionaron significativamente entre si, lo cual tiene implicaciones
importantes: el trabajo de los alumnos durante las 10 sesiones de la secuencia, base de la
apreciacion del investigador, es congruente a su desempefio durante la evaluacion sistematica
realizada por la profesora. La secuencia también estd vinculada con la post-evaluacién en
término de correlaciones: la jerarquia de operaciones y el pensamiento algebraico presentaron
una alta correlacion con el promedio de los escolares en las sesiones de la secuencia. Esto
implica que las 10 sesiones estuvieron orientadas a potenciar el entendimiento de las tareas
de jerarquia de operaciones y de pensamiento algebraico, partiendo de la aritmética;
especificamente, de las nociones de constante, igualdad por equivalencia y pensamiento
relacional. Comunmente se separa la ensefianza aritmética de la algebraica, por el contrario,
en esta experiencia se integraron mutuamente en términos estructurales, sin dejar de lado los

principios que las hacen distintas.

Esto altimo se ve reflejado en las puntuaciones de WISC 1V y PLANEA de la subérea de la

aritmética, en tanto se correlacionaron de un mejor modo con el promedio de la calificacién
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de los escolares en matematicas, en comparacion con los puntajes en jerarquia de operaciones
y pensamiento algebraico que se basan en pensamiento relacional. Esto quiere decir que, a
pesar de la integracion mutua en la secuencia, si hay diferencias en las competencias

aritméticas respecto a las de jerarquia de operaciones y las algebraicas.

Respecto a la tercera pregunta de investigacion, el nivel de significacion de las tareas
corresponde al nivel de representacion de una relacion de cantidad. Tal como indican Doerr
et al. (2017), o Meaney et al. (2016), los estudiantes que tienen un dominio de conceptos
matematicos, con base en el nivel de significacion que tienen, pueden aplicar las matematicas
que conocen para resolver problemas, los cuales pueden surgir en la vida cotidiana; de
manera que los estudiantes se pueden sentir cdmodos haciendo supuestos y aproximaciones
para simplificar una situacién complicada. La manera de evaluar si un estudiante en realidad
comprende un problema y aplica una estrategia que derive de su entendimiento tanto
conceptual como procedimental de la tarea, es a través de su nivel de representacion. Tal
como lo indican Xin et al. (2016), el nivel de representacion de un estudiante se vincula con
su potencial de transferencia de conocimiento entre diversos contextos de aplicacion, ya sea
este un nivel concreto, uno semiconcreto o uno abstracto tanto en términos de aritmética

como de algebra.

En otras palabras, la representacion es un medio por el cual se expresa el nivel de dominio
de un concepto. Los alumnos en sus representaciones dejaron por sentado en qué nivel de
dominio se encuentran. Los niveles de dominio dependen de si el alumno se encuentra en un
proceso inicial de abstraccion o avanzado; en otras palabras, cual es su Zona Real de

Desarrollo.

En relacién con el valor ecolégico del estudio, las actividades en las que los alumnos
formaron parte derivan de una concepcion activa del aprendizaje, contraria a la concepcion
pasiva tradicional, en la que los alumnos Unicamente escuchan y realizan los ejercicios que
el profesor indica. Este tipo de aprendizaje no es comun en la ensefianza de las matematicas,
por lo que es ain méas complicado que los docentes adopten préacticas que pueden considerar
incompatibles con sus métodos didacticos tradicionales. Es por esta razon que la flexibilidad
que tuvieron las docentes de las dos primarias es especial e importante, ya que no en cualquier

escenario educativo los docentes estan dispuestos a ser parte activa y colaborativa del trabajo
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de campo. Un investigador se ve envuelto en una dinamica absolutamente dependiente de las

condiciones, ideas y posibilidades de la institucion en la que desarrolla su investigacion.

Uno de los valores agregados de esta tesis en el estudio del razonamiento matematico, no se
basa solamente en el nivel de logro de los alumnos. Un rubro sumamente destacado es el
analisis de los procesos de adquisicion de conocimiento matematico de un modo

significativo, o, en otras palabras, la operatividad cognitiva de los estudiantes de primaria.

La operatividad cognitiva de los alumnos se puede analizar con base en las actividades de
manipulacion. Por ejemplo, en el intercambio de agua en los vasos, la relacion entre la
cantidad total de agua y las cantidades en cada vaso, podrian promover en el alumno un modo
distinto de concebir el concepto de igualdad por equivalencia, o el concepto del signo igual.
Cada alumno, a través de su discurso, dio cuenta de su razonamiento basado en cdmo

estructuraban ese conocimiento adquirido.

Otro ejemplo de la operatividad cognitiva se puede observar en la manipulacion de dulces
con bolsas. Esta manipulacion, representd la unidad de las operaciones de suma vy
multiplicacién. Cada bolsa al tener la misma cantidad de dulces equivalia a uno de los
factores de una multiplicacion. Los dulces, dentro de las bolsas, eran el otro factor de la
relacion, por lo que la cantidad total es el producto de esta relacion entre factores. Lo més
importante de este arreglo, era analizar como los estudiantes relacionaban este evento con
sus condiciones particulares, con el concepto de jerarquia de operaciones, o el equivalente
que ellos pudieran otorgar. Este fendmeno se puede ver reflejado en el estudio de Escobar y
Tirado (2021).

En conclusion, a este apartado de la discusion, la operatividad cognitiva representa un aporte

crucial en el estudio del razonamiento matematico en nifios de primaria.

8.2 La Zona de Desarrollo Proximo y el aprendizaje cooperativo

En relacion con el desempefio de los equipos y su efecto en la Zona de Desarrollo Proximo

de cada alumno, se puede observar que los equipos que mejor desempefio tuvieron, en su
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integracién, cooperacion y colaboracion, lograron también a nivel individual comprension
de las tareas. En otras palabras, los alumnos que pertenecieron a buenos equipos de trabajo
tenian una mayor probabilidad de comprension que los alumnos que pertenecian a equipos
con un bajo desempefio. Este dato resulta crucial en favor de la promocion del trabajo por
cooperacion y colaboracion en un escenario tan complejo como el salon de clases, y coincide

con los hallazgos de Johnson y Johnson (2008).

El aprendizaje cooperativo implica una dindmica de colaboracion entre miembros de equipos
de trabajo. Es a través de la Zona de Desarrollo Proximo como se puede promover el
desarrollo del entendimiento de cada miembro de un equipo. No solamente a partir de
competencias intelectuales, sino también con competencias sociales. Un ejemplo de estas
competencias sociales es el liderazgo que ejercen algunos integrantes de equipo. Un liderazgo
positivo, es decir, aquel que organiza la interaccién de un equipo, a partir de la equidad y las
oportunidades de participacién, provoca que el equipo se integre de un mejor modo, en
comparacion con liderazgos que acaparan toda la atencion y la toma de decisiones en un solo
miembro de un equipo. En este escenario, la Zona de Desarrollo Préximo se puede dar
siempre y cuando los alumnos tengan las mismas oportunidades de participar en las

decisiones y reflexiones de un equipo.

En los equipos que no lograron un buen desempefio, hay nifios que estan fuera de la Zona de
Desarrollo Proximo, es decir, la Zona Potencial, establecida en el conocimiento
procedimental o el conocimiento conceptual de sus compafieros. En las tareas fenoménicas
y su relacion con conceptos abstractos desarrollados por los investigadores de este estudio,
pueden ser los rubros que no alcanzaron a impactar su Zona Real de Desarrollo. Otro factor
crucial puede ser el impacto de las interrelaciones personales que no fluyen dadas las
caracteristicas personales de los estudiantes, como los liderazgos o las actitudes pasivas y
evasivas de algunos alumnos, lo que puede influir de manera decisiva en cancelar la

cooperacion o colaboracién del trabajo en equipo.

El trabajo en equipo resultd crucial para el establecimiento de una Zona de Desarrollo
Proximo en los escolares. EI conocimiento potencial se puede situar tanto en la direccion que
le daba el investigador a la secuencia psicoeducativa, como a la habilidad de los miembros

de un equipo para proponer soluciones a las tareas que resolvieron. En los equipos también
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se forman liderazgos, y son cruciales en el andlisis del desempefio general de los equipos de
trabajo.

Si bien la secuencia didactica es importante para el vinculo entre eventos fenoménicos y
conceptos abstractos, la Zona de Desarrollo Proximo resulta mas fructifera entre pares,
probablemente porque los alumnos toman mayor confianza en expresar sus ideas o dudas con

un compariero, lo cual implica una mayor cercania ideolégica-conceptual.

Finalmente, cabe destacar que, con base en el concepto de Zona de Desarrollo Proximo, los
alumnos de alto desempefio que lograron crear un entorno de colaboracion con el resto de los
integrantes de su equipo facilitaron la comprension de estudiantes con una baja expectativa
de comprension. En otras palabras, los alumnos de bajo desempefio que lograron avanzar en
su comprensién en un mayor grado porcentual de lo esperado eran parte de equipos con alto
puntaje, por lo que el efecto de la cooperacion se expresd en un mayor nivel de comprension
para todos los integrantes de estos equipos. La conformacion de equipos de trabajo de un
modo balanceado, la evaluacion individual y por equipo de su desempefio, asi como las tareas
derivadas de una secuencia didactica basada en conceptos espontaneos y conceptos
abstractos, dentro de una dindmica escolarizada y con base en el aprendizaje cooperativo,

resultan ser las implicaciones mas relevantes de este estudio.

8.3 Algebra temprana: pensamiento algebraico y pensamiento relacional

Los resultados confirman que los alumnos de tercer grado de primaria pueden participar
activamente en experiencias algebraicas, que impliquen argumentar y representar la solucion
de un problema que contemplen el pensamiento algebraico, tal como lo afirman Blanton et
al. (2017), quienes también indican que las intervenciones tempranas en algebra con nifios
de primaria han demostrado mejorar el entendimiento algebraico de los alumnos, en los

niveles de secundaria o bachillerato.

El uso del signo de interrogacion, si bien no es parte de las convenciones acerca del empleo
de literales en algebra, representa un acercamiento para los escolares hacia la nocion de

incognita, aunque no haya la nocion de variable como la cualidad de ser una representacion

134



infinita de numeros simultaneamente, es decir, sin un valor fijo (Cai et al., 2011). Aunque
hay indicios en su discurso acerca de una distincion entre ambas, hace falta una mayor

investigacion de esta diferenciacion.

Es probable que los alumnos que no lograron mostrar un entendimiento en el pensamiento
algebraico, pero que demostraron un dominio aritmético en la preevaluacion y durante las
sesiones de la secuencia, estén “sobrearitmetizados”, en el sentido de operar numéricamente
(contable) mas no entender las relaciones de cantidades abstractas, debido a una tendencia
por el célculo sin comprension estructural de las operaciones que resuelven. En otros casos,
tiene que ver con varios escenarios, como la limitante que tienen algunos nifios en la
comprension de lectura; sus competencias previas en aritmética; la ausencia de significado
subyacente a las tareas que realizaron; dificultad de algunos alumnos para realizar tareas

novedosas; 0 aspectos socioemocionales.

La representacion de cantidades con literales no implica el pensamiento algebraico, tal como
lo indica Kieran (2016) en tanto un nifio puede nominar solamente cantidades desconocidas
usando letras sin entender la relacion abstracta. Las tareas de pensamiento algebraico
implican una mayor dificultad, porque la representacion funge como una base del

entendimiento de relaciones abstractas.

8.4 Jerarquia de operaciones: propiedades numéricas y unidades operativas

Un gran porcentaje de los nifios lograron entender en un nivel alto la aplicacion significativa
de la jerarquia de operaciones. La clave para haber obtenido estos resultados puede radicar
en la aplicacién de la jerarquia de operaciones, al relacionar las tareas matematicas de
didactica fenomenoldgica y la utilidad para organizar y jerarquizar la estructura de las
operaciones. Esto derivé en el pensamiento relacional aplicado a estas tareas. Este estudio
siguio una linea de investigacion planteada por varios autores (Dupree, 2016: Linchevski y
Livneh, 1999: Taff, 2017), en cuanto a que el sentido de una estructura en una expresion
matematica requiere de un grado de significacion para los alumnos, en entornos algebraicos

y numéricos. En este estudio, las tareas de jerarquia de operaciones estuvieron relacionadas
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con tareas matematicas de didactica fenomenoldgica, que lograron en algunos alumnos
generar el grado de significacion de la jerarquia, de acuerdo con el andlisis seméantico

implementado.

El reto de la experiencia de campo radica en llevar las innovaciones de algebra temprana, y
nuestra teorizacion de la jerarquia de operaciones, al entorno escolarizado. Este reto implica
un entorno de investigacion con un mayor grado de validez ecoldgica, ya que asume que, en
la complejidad escolar, se pueden encontrar circunstancias que pueden promover o dificultar
el entendimiento de los nifios en relacion con conceptos abstractos. La configuracion del
salon de clases, de la dinamica de trabajo, de las oportunidades que tienen los alumnos para
poder expresar sus construcciones matematicas, sus explicaciones o argumentos que,
probablemente, indiquen un nivel de entendimiento abstracto relacionado con el algebra

basica y la jerarquia de operaciones.

Cabe reiterar que los resultados confirman que existe una relacion estructural entre la
jerarquia de operaciones, el algebra béasica y el eje que los relaciona, el pensamiento
relacional. Lo importante no es la mera estructura, sino que pueda ser significativa para los

alumnos, en contextos escolarizados, es decir, en condiciones ecoldgicas.

Cabe destacar que las unidades operativas representan un aporte al campo de la jerarquia de
operaciones. Ademas, son una ventaja frente a las clasicas nemotecnias PEMDAS,
BOMDAS, entre otras. La ventaja mas importante es que las unidades operativas implican
una relacién semantica entre cantidades. EI orden en el que se resuelven las operaciones no

es lo mas relevante, sino como estan vinculadas entre si.

Por otra parte, la representacion probablemente hace mas sencillo entender la l6gica del
pensamiento algebraico (ldgica estructural y general, en vez de una logica basada en el
calculo y en cantidades especificas). En suma, las tareas de pensamiento algebraico
implicaron una mayor dificultad para los escolares, respecto a las tareas de representacion
algebraica, probablemente porgue la representacion funge como una base del entendimiento
del pensamiento algebraico. También es probable que las tareas de jerarquia de operaciones
sean mas asequibles para los nifios, dado que se basan en relaciones de cantidad numeéricas,
a pesar de contar con un componente estructural (a + bc = y) necesario para lograr su

entendimiento.
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Los nifios lograron entender en mayor cantidad las tareas de jerarquia de operaciones, gracias
a su capacidad de abstraer una relacion estructural en las tareas de aritmética realizadas con
la ayuda del pensamiento relacional. Aunque las tareas de jerarquia de operaciones y de
pensamiento algebraico contemplan una estructura subyacente, en la jerarquia de
operaciones, parece que el componente numérico ayuda a hacer mas significativa la
resolucion de un problema, en comparacion con los problemas de pensamiento algebraico,
aunado a que el pensamiento relacional, parece tener mayor impacto en tareas de jerarquia
de operaciones, ya que los nifios, en el analisis semantico, tuvieron una mayor posibilidad de
aplicar el pensamiento relacional, si comparamos la oportunidad que tuvieron de hacerlo con

las tareas de pensamiento algebraico.

El desarrollo del pensamiento relacional puede evaluarse en el desempefio de los alumnos,
principalmente en el andlisis seméntico de las tareas realizadas, ya que resultaron novedosas
para ellos; se trata de su primera oportunidad de enfrentarse a situaciones abstractas a través

de herramientas que se enfocaron en modos de pensamiento abstracto y relacional.

La evaluacion del entendimiento de los escolares se realizo a través de varias pruebas de
jerarquia de operaciones y pensamiento algebraico, asi como por medio de entrevistas
individuales para la evaluacion del andlisis semantico. A pesar de que el 72% mostrd un
entendimiento alto o medio, tanto en jerarquia de operaciones y/o en pensamiento algebraico,
probablemente el 28.3% restante de los alumnos que no lograron familiarizarse con las tareas,
se debio a la falta de significacion que pudieron haber tenido. Otra posibilidad es que la
cantidad de las sesiones, si bien estan adecuadas a la ecologia escolar de los participantes y
de la institucion, probablemente no lograron ser suficientes para que mas alumnos alcanzaran

un grado de entendimiento que pudiera ser evaluado en las pruebas de analisis semantico.

Las sesiones de la secuencia psicoeducativa fueron tanto audio grabadas como registradas a
través de notas de campo y fotografias, de acuerdo con el convenio realizado con los padres
de familia y la institucion. Por lo tanto, los resultados tienen un mayor énfasis en la
construccion de los productos de las sesiones, es decir, los resultados de los alumnos en las
tareas que realizaron al final de cada sesién, en la post-evaluacion, asi como en el analisis

semantico individual.
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Se puede concluir que este estudio permite sefialar la coherencia que hubo en los multiples
indicadores del desempefio de los nifios gracias a la evaluacion sistémica; mostrar que la
estrategia educativa tiene factibilidad de ser implementada por un profesor de primaria en las
condiciones escolares cotidianas; sustentar que en un escenario natural de la escolaridad
publica de una primaria, es posible formar pensamiento relacional; demostrar el potencial de
las experiencias de didactica fenomenoldgica para el entendimiento matematico; apreciar que
cuando el nifio llega a comprender y ver la significacion, logra entusiasmo para aprender
matematicas; potenciar la formacion de habitos de pensamiento complejo, a partir de
esquemas del pensamiento primario; y demostrar que los nifios a temprana edad son capaces
de comprender principios basicos de pensamiento algebraico a partir de representaciones

simbdlicas, que derivan de la manipulacion de objetos.

Las actividades béasicas de la jerarquia de operaciones son las unidades operativas. En otras
palabras, las relaciones de cantidad estructurales son el nucleo conceptual y operativo de la
jerarquia de operaciones. La concatenacion de relaciones de cantidad funge como el primer
paso de la transferencia del concepto a actividades que representen su entendimiento concreto

y abstracto.

En este estudio se confirma la importancia del pensamiento algebraico en primaria, como un
integrador de competencias aritméticas. Si bien es cierto que el algebra contempla un nivel
de abstraccion mayor al de la aritmética, también se ve mediado por las competencias
numeéricas de los escolares. Una subarea y otra tienen una relacion estructural tan contundente

gue se complementan en un entorno escolarizado.

El pensamiento relacional fue la directriz en las relaciones entre los conceptos de jerarquia
de operaciones y pensamiento algebraico, y las subareas de las matematicas de aritmética y
algebra. El pensamiento relacional implica, en su esquema mas basico, concebir
equivalencias entre representaciones de cantidad desde un punto de vista estructural. Dicho
de otro modo, contempla el vinculo entre diversos modos de expresiones matematicas, a
partir de una categoria en comun. Esta caracteristica implica una gran cantidad de
oportunidades para los alumnos, acerca de enfrentarse con una cantidad de problemas que
pueden estar vinculados entre si, no en sus caracteristicas mas superficiales, sino en su

configuracion estructural. Ademas, el pensamiento relacional constituye un modo de
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razonamiento matematico, ya que es un habito intelectual que puede integrar de un mejor
modo a la aritmética, la jerarquia de operaciones y al algebra bésica, teniendo una mayor

probabilidad de que un alumno pueda comprender relaciones de cantidad.

La escolarizacion de nociones matematicas complejas representa un reto sinuoso pero
necesario de enfrentar. La complejidad no solamente estd presente en la naturaleza de los
conceptos, también (y en mayor medida) se sitda en el salon de clases. Los alumnos son una
muestra de sus propios entornos, muchas veces convulsos y otras mas favorables, y por tanto
diversos e impredecibles. Desde ahi es donde se pueden construir aportes a los modos en los
cuales ellos aprenden; a la manera en la cual pueden encontrar conexiones entre eventos y
conceptos, favoreciendo la formacion de conceptos y un aprendizaje con un mayor grado de

significacion; la oportunidad de los alumnos para poder resolver problemas.

El andlisis semantico representa la validez de la secuencia psicoeducativa, ya que en él
convergen los significados y las competencias que los alumnos desarrollaron a lo largo de la
investigacion, y que se complementan con sus nociones preestablecidas de relaciones
cuantitativas. Su discurso, si bien fue analizado bajo un paradigma cognitivo y desde una
experiencia de ensefianza, guarda una gran importancia para el analisis del entendimiento, lo
cual es a grandes rasgos, la mayor meta de la tesis, es decir, basarse en la mayor cantidad de
indicadores para poder dar cuenta de al menos la parte mas significativa y nuclear de la
comprension de relaciones de cantidad. Sin el andlisis semantico, se limitaria la veracidad,

validez y confiabilidad de los datos en su conjunto.

La evaluacion sistémica tuvo como objetivo validar los instrumentos o indicadores de
entendimiento de los participantes, a través de toda la investigacion. Las correlaciones, en la

mayor cantidad de los casos, son la base de la coherencia del método.

8.5 Areas de oportunidad en el campo de investigacion

Ademas del contraste entre los principales topicos de la tesis y los hallazgos, surgieron varias

eventualidades en el trabajo de campo, las cuales se describiran a continuacion. Estas
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eventualidades, a su vez, sugieren &reas de oportunidad en el campo de investigacion de la

tesis, las cuales se pueden desarrollar en futuras investigaciones.

Una de las primeras necesidades en la tesis, fue ajustar progresivamente el plan del trabajo
de campo. En un primer momento, la estructura de las sesiones se disefi0 a traves de un
estudio piloto n=1. Este estudio exploratorio fue la base de la primera experiencia de
ensefianza. Sin embargo, en la experiencia de ensefianza empezd a ser evidente que un
alumno destacado, también era favorecido en su entorno familiar. Este aspecto no se tomo
en cuenta en la planeacion inicial, a pesar de ser sumamente estudiado en las ultimas décadas.
Los alumnos que més participaban mayoritariamente pertenecian a los mismos grupos de
alumnos que en su entorno familiar tenian menores carencias. De esta situacion, derivé una
necesidad extra: contemplar la Zona de Desarrollo Proximo considerando esta condicion. El
desempefio de los alumnos con base en la Zona de Desarrollo Préximo confirmaria o
rechazaria las premisas de la tesis, las cuales se basan en las ventajas de la promocién del
razonamiento matematico a partir de conceptos como la jerarquia de operaciones o el
pensamiento algebraico, por lo cual, era importante crear un modo de evaluacion que no fuera
demasiado impreciso en el reconocimiento de diferencias individuales iniciales. La
evaluacion proporcional basada en la Zona de Desarrollo Proximo no disminuye el peso de
una evaluacion sumativa, al contrario, la enriquece al mostrar el nivel de avance de un alumno
con un nivel de dominio de conceptos matematicos bajo o medio. Los alumnos con un nivel
alto de desempefio inicial evidentemente tienen un margen de crecimiento casi nulo, pero
con la evaluacion sumativa se compensa esta situacion, tal como la evaluacién proporcional
basada en la Zona de Desarrollo Proximo lo hace con el nivel de logro de alumnos

marginados académicamente.

Algunos alumnos contaban con situaciones personales devastadoras, por lo cual la
experiencia educativa significd muy poco. Es importante considerar que, por mas sofisticada
o0 cercana a los intereses de los participantes esté disefiada una experiencia de campo, existen
circunstancias muy complejas en entornos tanto familiar como escolar, que imposibilitan un
beneficio latente en una pequefia parte de los alumnos. Sin embargo, en ningin momento
esta tesis tuvo como objetivo ignorar esta condicion de investigacion, al contrario, uno de los

puntos mas relevantes de esta investigacion radica en que se desarrolla en un escenario
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escolarizado complejo, sin el control de muchas de las variables del entorno, pero con una
meta muy bien establecida, que es tratar de impactar en la mayor parte de estudiantes posibles

en su desempefio académico, su autoeficacia, su motivacion y su autoestima.

En sintesis, la evaluacion proporcional bajo una concepcion de equidad tiene el objetivo de
otorgar visibilidad a los progresos de alumnos desfavorecidos con evaluaciones Unicamente
sumativas. Ademas, proporciona un parametro mas preciso de la trayectoria de su

aprendizaje.

En el marco del estudio del trabajo en equipo, siempre se ha generado un debate acerca de
como deberian estar constituidos. Desde el punto de vista procedimental, la primera idea que
se tuvo al respecto fue un acomodo a partir de los promedios escolares. Sin embargo, esta
clase de criterios suelen omitir importantes factores como el liderazgo de los participantes,
su nivel de confianza con sus pares, sus habilidades sociales, entre muchos otros. Como una
manera de acercarse a ese ambito tan complejo de un modo practico, se tomo en cuenta la
opinidn de las profesoras a traveés de una escala Likert, para colocar a ciertos lideres en ciertos
equipos de trabajo, a partir de la percepcion que habian generado en ellas a lo largo del afio
escolar. Este criterio no solo beneficid el nivel de equilibrio en los equipos, sino integrd la
vision de la docente al trabajo de campo, convirtiendo su apreciacion en una manera de ser
activa en la investigacion. Las variables de promedio durante el afio escolar y el promedio de
las pruebas estandarizadas, no se vieron afectados, ya que, si existia algin cambio, en
términos de los indicadores descritos, eran equivalentes y se mantenia el equilibrio en cada

equipo de trabajo.

Una de las dificultades méas apremiantes que se presentaron en el trabajo de campo, fue la
imposibilidad de grabar las sesiones en video. En las dos instituciones, tanto directivos como
padres de familia se negaron a otorgar el permiso de grabacion en video. Ante esta condicion,
se decidio usar dispositivos moviles para grabar audio, asi como notas de campo y un namero
importante de hojas de trabajo o cuadernillos, en los que los alumnos lograban plasmar el
nivel de sus representaciones. Tener un numero importante de indicadores de evidencia,
enriquecio el nivel de andlisis de los resultados. Dicho de otro modo, aunque una grabacion

en video habria otorgado un mayor nimero de elementos de analisis, las notas de campo y
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los audios, asi como la evidencia fotografica de las representaciones de los participantes,
compensaron gran parte del analisis de resultados y lo resignificaron.

Finalmente, uno de los puntos méas polémicos de la tesis fue llevar a una actividad concreto
el concepto de jerarquia de operaciones, en combinacion con el pensamiento algebraico. La
solucidn se hallé en los dulces y las bolsas que lo contenian, pero estos no fueron los primeros
acercamientos a una estrategia efectiva. Se penso en usar canicas, figuras de distinto color y
tamano, barras de Singapur, palomitas, agua y vasos, entre otros menos significativos. Se
decidio que los dulces en general tienen un mayor aprecio por parte de los participantes,
despierta su interés, ademas, por ello servian como un excelente medio por el cual se podia
promover la importancia de una estructura matematica, a partir de una necesidad practica,

que era repartir u organizar dulces.

8.6 Conclusion

A manera de conclusion, la psicologia y las matemaéticas son ciencias que, en conjunto, son
la base del estudio de procesos intelectuales abstractos derivados de las relaciones de cantidad
gue un nifio establece en sus primeros afios de escolarizacion. Como psicélogos, nuestro
interés radica en los procesos superiores y basicos que sustentan la base de la operatividad y
el entendimiento matematico. Los tres grandes campos que se dedican al estudio matematico,
es decir, la matematica educativa, la psicologia y las propias matematicas, con el innegable
apoyo de la pedagogia, pueden convivir en un mismo escenario, enriqueciendo los alcances
de nuestro interés genuino por mejorar la manera en la cual las matematicas intervienen en
nuestro bienestar general. EI razonamiento matematico nos puede facilitar la resolucion de
problemas, al poder crear herramientas de sintesis, analisis y argumentacion de eventos, lo
cual debe ser accesible para la mayor parte posible de estudiantes en diversos contextos

culturales.

Es evidente que las matematicas potencian en las personas, particularmente en los nifios, un

modo diferente de concebir el mundo que hace pensar de manera diferente la realidad.
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ANexos
ANEXO 1. METODO GUIA PARA EL AULA

FASE |. La constante y la igualdad por equivalencia.

Sesién 1

Obijetivo: que los alumnos representen la relacion consecutiva de cantidades de liquidos

en una tabla de acuerdo con una constante.

Los alumnos podran realizar comparaciones de liquidos, con el fin de encontrar una constante
en el total del volumen a pesar de las diversas combinaciones posibles entre los vasos Ay B.
Podran crear una regla, de tal modo que sea mas sencillo el intercambio de liquidos. Al final,
los alumnos también tendran la oportunidad de representar las cantidades que intercambiaron
en una tabla (los datos de la tabla se llenaran sin un patron determinado, con el fin de evitar

la seriacion.

©_| Evaluacion: la construccidn de una regla para medir la cantidad

w|n|F|o|m

v | deagua

w

10 Los datos introducidos en la tabla.

~

w

vlw|~|o|v|s|wlv|e|o|o

Responder las siguientes preguntas, con el fin de indagar la

w | construccién de propuestas: ¢por qué las cantidades siempre

w— hos dan 10? ;Como le hariamos para representar todas las

wls|v|o|~|x|e

w1 cantidades que puede haber en el vaso Ay B sin escribirlas una

Blolm|w|a|u|s|wvln]o|s|v|w|sfv]a|<]|e|e|s|>
w L [ e e L [ [ [ [ e [ [ [ [ e e L [ [ [ [+
=
(=)

Lo foc P p o f PP P f PP o
o
g|e
el || e e [ [ | e e [ [ | e e e [ ]+
=
=
o T f PP {o [ T fo P foc fo [ o fo P fo oo o [ [
.

2

ofr|Nv|w|s|o|o|~]|w|o

o

por una?
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Sesion 2

Objetivo: que los alumnos representen la relacion de cantidades de cacahuates en una

tabla de acuerdo con varias constantes.

Ahora los escolares trabajaran con otros referentes, para

Al + | B | = |Total
observar que las relaciones de cantidad se mantienen iguales. 01+ 5 =115
En esta experiencia se introduciran cacahuates para substituir T 2 =1 15
las relaciones observadas en agua, volviendo a generar pares TR - T 15
de relacion y construyendo la tabla de representacion. Ahora g T3 T
en este caso el numero de cacahuates corresponderd a la literal P O R T
Ay B, ya no la cantidad dentro del recipiente Ay B.

12 | + = | 15

+ |11 ] = 15
En el caso de los cacahuates, se hara que los nifios operen las —
relaciones funcionales del 0 al 15 colocando los pares M
numéricos correspondientes en sus vasos, por ejemplo 2 Bl i
cacahuates en el alumno “a” y 13 en el alumno “b”, 0 6 en el Y9 >

[P 4]

alumno “a” y 9 en el alumno “b”, para provocar el trabajo en equipo (uno pone una cantidad
en el vaso y el otro el nimero de cacahuates requeridos en el otro vaso) y tener los elementos

para desarrollar la misma estructura de relaciones que se hizo con el agua.

Los alumnos podrén tendran la oportunidad de observar qué pasa cuando los objetos
disminuyen o aumentan de cantidad en un lado de una ecuacién (¢se mantiene la igualdad de
una suma cuando le quito a una de las partes cierta cantidad de objetos?) a través de la
representacion de dichas cantidades en una gréfica, con la ayuda de los ejes cartesianos (A

para el eje de las ordenadas y B para el eje de las abscisas).
Evaluacién: los numeros escritos en su cuaderno

Llenar la gréfica con las cantidades de cacahuates (primero en el pizarron por equipo y

después en su cuaderno individualmente)
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Responder las siguientes preguntas: ¢Por qué siempre da 15 en el Total? ;Coémo le
hariamos para representar las cantidades de los vasos A 'y B sin tener que poner todos los

numeros? ¢Por qué la linea que dibujamos es recta? ;Puede ser curva?
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Sesién 3

Objetivo: que los alumnos representen una igualdad a través de multiples

representaciones semiconcretas y variaciones en las posiciones de cantidades.

Los escolares tendran la oportunidad de analizar igualdades, con el fin de establecer una
relacién entre las cantidades que hay en el lado derecho de una igualdad y el lado izquierdo.
Primero, los estudiantes tendran que expresar por equipos su opinion en relacion con las

siguientes operaciones: 4 +8=12;4+8=4+8;12=4+8; 12 =12.

Después, resolveran en equipos problemas con piedritas de pecera. En el recipiente A tendran
una cantidad, en el recipiente B otra. Algunos equipos tendran la misma cantidad de piedritas,
con lo cual podran ser representadas dichas cantidades con una igualdad con palabras
(piedritas del equipo A = piedritas del equipo B) y luego con cantidades (13 piedritas equipo
A = 13 piedritas equipo B).

Preguntas a los nifios: si le quitamos 2 cacahuates a los integrantes de un equipo, ¢se mantiene

la igualdad? ¢Podemos usar el signo igual cuando no se mantiene la igualdad? ;Cuando

debemos usar el signo igual? ¢Qué significa el signo igual?
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Sesion 4

Objetivo: a) que los alumnos representen algebraica o generalmente la relacion de

cantidades de dibujos de animales en una ecuacion b) provocar la reflexion acerca de

la utilidad de aplicar literales a la cantidad de los objetos, con el objetivo de desligarlas

de las cantidades (que A no signifique solo 1 o B dos — relacién univoca, sino que

signifiguen un numero cualquiera), es decir, provocar la reflexion cambiando a

constantes cada vez mayores y reconocer la necesidad de la representacion abstracta de

la cantidad en su formulacién algebraica.

Los alumnos podran categorizar cantidades de objetos. El objetivo de la categorizacion es

que transfieran las cantidades a cualquier cantidad, teniendo en cuenta las cualidades de los

objetos.

CACAHUATES

CACAHUATES

6

15
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Provocar la reflexién cambiando a constantes cada vez mayores y reconocer la necesidad de

la representacion abstracta de la cantidad en su formulacion algebraica.

PERRITOS

6

GATITOS

8

PERRITOS

7

GATITOS

4

PECES

GALLINAS

N

14 mascotas

11 mascotas

Mascotas
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Preguntas a los nifios: ¢Se pueden usar letras para representar cantidades? ¢ Las letras pueden
significar cualquier cantidad de objetos que nos podamos imaginar? ;Cémo podrias
representar la suma de dos diferentes cantidades de objetos sin nimeros? ¢ Qué es mas facil,
poner todos los numeros que se te ocurran o poner letras para indicar cualquier nimero o sea

todos los nimeros?

Evaluacién: a) cantidad de perros y gatos (por equipo) b) cantidad de peces y gallinas (por

grupo) c) representacion de una cantidad de un modo general.

A [+ B = Jc |
A+B=C Vaso A + Vaso B = Total/Constante
A+B=C Cacahuates A + Cacahuates B = Total/Constante
A+B=C Perritos A + Gatitos B = Total/Constante

FASE I1. El ndcleo del razonamiento multiplicativo

Sesion 4

Objetivo: que los alumnos representen cantidades de cacahuates y bolsas en una tabla

aleatoria.

Los alumnos podran descubrir las incognitas (“nimeros encriptados o escondidos”), al
interactuar con bolsas y CACAHUATES. La cantidad de bolsas representan un factor, la
cantidad de CACAHUATES representan otro factor y el total de CACAHUATES dentro de
cada bolsa representan el producto o total.
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Problema: encontrar el nimero de CACAHUATES dentro de bolsas de pléstico, teniendo en
cuenta la cantidad de CACAHUATES dentro de una bolsa y la cantidad de bolsas. Cabe

destacar que cada bolsa tendra la misma cantidad de CACAHUATES.

B

Total

M

O]

®)

(4)

®)

10

(6)

12

()

14

®)

16

B| x| C Total
G| x |1 5
G| x| 2 10
B)| x| 3 15
B)| x | 4
B)| x| 5 25
B)| x | 6
(5) | x 7
B)| x| 8 40

B| x| C Total
W] x |5 5
@21 x |5 10
@A) x |5 15
@] x |5 20
G)| x | 5 25
@) | x | 5 30
@] x| 5 35
@ x |5 40
9] x |5 45
10)] x | 5 50

9)

18

(10)

20

Transferencia: representar y organizar la cantidad de bolsas y CACAHUATES en una tabla

de datos (B xP =T).

B| x| C Total
@ x| 7 7
@ | x| 7 14
B3| x| 7 21
4| x| 7 28
G| x| 7 35
®)| x | 7 42
Dl x| 7 49
@® | x| 7 56
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Sesion 5

Objetivo: que los alumnos representen cantidades de animales y casas en una tabla

aleatoria.

PERRITOS

6

CASAS

GATITOS

7

CASAS

48 perritos

28 gatitos

Preguntas para los nifios: ¢se pueden representar cantidades de objetos y bolsas, casas u otros

contenedores sin nUmeros?
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Sesién 6

Objetivo: que los alumnos representen con literales cantidades desconocidas de objetos

en bolsas.

Los alumnos tenian signos a la mano, para representar cantidades muy variables o
desconocidas. Con los signos, los alumnos pudieron representar la cantidad desconocida de

dulces que tenian, asi como la que faltaba por cada equipo.

FASE Ill. La jerarquia de operaciones: suma y multiplicaciéon operando en una

misma expresion.

Sesion 7

Objetivo: que los alumnos representen cantidades de cacahuates y bolsas en una tabla
aleatoria.

Los alumnos podran representar y organizar las cantidades de dos grupos de alimentos

(cacahuates y panditas) en grupos de bolsas o en alimentos sueltos.

Problema: organizar las cantidades de bolsas y alimentos, con tal de poder encontrar un Gnico
resultado para cualquier combinacion de datos (sin importar si la suma o la multiplicacion se
encuentran en primera o segunda posicion). El paréntesis podra ser utilizado como un recurso

de agrupacidn, para distinguir de qué grupo de bolsas se esta calculando el total.
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Bolsas Cacahuates cacahuates| =
1 5 4
2 5 3
3 5 4
Bolsas Panditas Panditas =
1 3 5
2 3 8
3 3 2
Cacahuates
4 + (1 x 5)
3 2 X 5)
4 3 x 5
) +(1 X 5 + 3 2 X 5 + 4 (3 x 5
Panditas
5 + (@1 x 3
(8 2 x 3
5 + 1 x 3 + (8 + x 3) + (2 + X 3)
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Sesién 8

Objetivo: que los alumnos representen cantidades de acuerdo con la aplicacion de la
jerarquia de operaciones, asi como a través de la representacion de cantidades
abstractas utilizando literales.

Los alumnos podran representar diversas cantidades de bolsas y alimentos. Una vez que
puedan representar y resolver problemas de bolsas y alimentos, podrén intentar representar
cantidades de un modo general utilizando literales.

OBJETO

OBJETO
7 + 6 x 3 + 8 + 2 x 5 + 5 + 4 x 4
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ANEXO 2. TEST DE LA EVALUACION SITUADA.

La situacion reactiva se presenta iniciando con la siguiente pregunta:

¢ Cuantos dulces le toca a cada nifio?

Para resolver este problema se utiliza la siguiente ecuacion:

a+tbxc=w - w/y=z
Donde:

a=numero de dulces sueltos

b= nidmero de dulces en cada bolsa
¢= numero de bolsas con dulce
w=numero de dulces en total

a+bxc=w

+ X

al+l b Ix] € |=| w

y= numero de nifios en el equipo
Z=numero de dulces que le tocan a cada nifio

wW_»-
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ANEXO 3. PRUEBAS DEL ANALISIS SEMANTICO.

Prueba de jerarquia de operaciones
En esta prueba se enfrevista a cada une de los mifios participantes v se graba la sesidn.
Primera pregunta.

Se empieza plantedndole el siguiente problema: *3 = 5 x 4, ez igual a™

a B+8+8+8
b. I+5+3+3+3
C. 3I+4+3

Unz vez que el participante emits su respussta, se le preguntz “por qué escogid esa opeldn”
v 32 lz2 pide que escriba su respuesta en su cuademo (g, b, o).

Se continua con la segunda pregunta, sea la respuesta anterior correcta o emonea.
Segunda pregunta.

Sepregunta “6x 4+ 2, esigual 2™

a 6+6+6+6+2

b. 6+6+6+6+6+6

c. 2+4+6

Se procede de la misma manera descrita en la pregunta anterior.
Tercera pregunta.

Selepreguntad +5x3+6x2+ 7 es ignal a:

a 4+5+5+5+6+6+17

k. G+9+08+6+6+7

c. T+2+5+4

De izual manera, se procede tal como en las dos primeras preguntas.

Unz ver contestada la dltima pregunta, s2 regresa la atencidn a la primera pregunta, v ze l2
cuestiona al alumno qué operacidn se rezlizd primero v por qué (va sea suma o multiplicacién
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su respuesta); de acuerde con su respuestz, se le plantea lo siguiente: “qué pasariz con la
igualdad si comenziramos con la operacién contraria a2 la gue aczbas de indicar que
comenzarias primero, es decir, 51 el alumno responde que comenzaria con una suma, la
pregunta seria qué pasaria z haces primero la multiplicacidn; = responds gue comenzaria
con la multiplicacion, la cuestion seria qué pasaria sirealizas primero la suma. Se aplica este
misme procedimiento con las siguientes dos preguntas.

Prueba de pensamiento algebraico

En esta prusha también se entrevistz a cada nifio participante v se graba la sesion.

Se presenta una pregunta v el alumno eseribe su rezpuesta en su cuademo, ze le toma una
fotografia, v ze le pregunta la razdm de su respuesta. 51 la solucidn es comrecta, se da por
terminada la prusba. Si la respuesta no es correcta, se pasa 2l siguiente nivel, donde s2 le
proporcicnan elementos para facilitar la solucién, siguiendo el principio de una prueba
zdaptativa.

Se comienza planteando el siguisnte problema:

i Cudntos alumnos hay en la escuela, sinos vistan nifios de otra escuela?

En una escuela que tiene varios salones, donde cada zaldn tiens el mismo mimero da
alumnos.

; Como representarias esta relacion?

Siresponde correctamente, se da por terminada la prueba; de lo contranio se procede con la
siguiente pregunta.

i Cugntos alumnos hay en la escuela, =1 nos vistan nifios de otra escuela?
En una ezcuela que tiene varios salones, donde cada salon tiens el mismo mimero de
alumnes.

ey . o
; Como representarias esta relacion?

Para resolver este problema se puede utilizar la siguiente ecuacidn:

+ X |=|
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Siresponde correctamente, se da por terminada la prueba; de lo contrario s2 procede con la
siguiente pregunta.

Enla escuela hay 6 zalones, cada salon tiene 10 alumnes y vinieron de visita 3 nifios.

Para resolver este problema se puede utilizar la siguiente ecuacion)

+ X =

Donde:

¥ = nirmero de nifios gue vinieron 2 la escuela de visita= 5
z = nimere de nifios en cada salon = 10

t = nimero de zalones =6

p = nimero de nifios que estin en la ezcuela =

;Como representarias esta relacion?

Siresponde correctamente, ze da por terminada la pruebs; de lo contrario ze procede con la
siguiente pregunta.

Enla escuela hay 6 salones, cada salon tiene 10 alumnes ¥ vinieron de visita 3 nifios.

Para resolver este problema se puade utilizar la siguiente ecuacion:

v |+] z |x| t

I
©

Donde:

¥ = nirmero de nifios gue vinieron 2 la escuela de visita= 5
z = nimere de nifios en cada salon = 10

t = nimero de zalones =6

p = nimero de nifios que estin en la ezcuela =
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+ }{l |=

- - r sron
;Como representarias esta relacion?

51 responde correctamente, se da por terminada la prueba; de lo contrario se procede con la
siguiente pregunta

Para rezolver este problema se pusde utilizar la siguiente ecuacidn:

I
©

y+zx‘t

Dionde:

¥ = nimero de nifios que vinieron 2 la escuela de visita= 5
z = nimero de nifios en cada salén = 10

t=nmimero de salones = 6

p = nimero de nifios que estin en la escuela

| 5 |+|10|x| 6 |-

Si responde correctamente, ze da por terminada la pruebs; de lo contrario s procede con la
sigmiente pregunta.

Para resolver ests problema se pusde utilizar la siguiente ecuacién:

1
©

y+zx‘t
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Dionde:

v = mimero de nifios que vinieron 2 la escuela de visita =5
z = namero de nifios en cada salon =10

t = namero de salones =6

p = nimero de nifios que estin en la ezcuela =

(%))
I

10 [x| 6 |+
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