UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y

DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

Elementos del Analisis aplicados a la Probabilidad.

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO (A) EN CIENCIAS

PRESENTA:
Fidencio Galicia Rodriguez.

DIRECTOR
Dr. Victor Alberto Cruz Barriguete.
Departamento de Ciencias Basicas UAM Azcapotzalco.

CIUDAD DE MEXICO octubre de 2021.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.






Elementos del Analisis Aplicados a la Probabilidad.

Fidencio Galicia Rodriguez

Octubre de 2021






Fidencio Galicia Rodriguez I

En este trabajo presentamos algunas de las méas bellas y utiles desigualdades y funciones del
analisis matematico y también presentamos algunas aplicaciones a la Teoria de la Probabi-
lidad e incluso la Teoria de los Niimeros.

Supone el conocimiento, por parte del lector, de un curso de Analisis Real y uno de Ana-
lisis Complejo, ambos a nivel maestria y algo de Probabilidad, Teoria de los Numeros y
Ecuaciones Diferenciales. También supondremos conceptos de funcién Riemann integrable,
propiedades de convergencia de sucesiones y series y la Transformada de Laplace pero sin
preocuparnos por su construccion; conceptos de linealidad de la esperanza y propiedades
de la varianza y la existencia de algunos momentos de una variable aleatoria se supondran
igualmente conocidos.

El objetivo de esta tesis es presentar algunos resultados elegantes que dificilmente se estu-
dian en los cursos de Probabilidad y Analisis Matematico en combinacién con la Teoria de
los Numeros. Han sido estudiados por el autor durante los anos como estudiante de Maestria
complementados con haber dictado algunos de los cursos arriba mencionados a estudiantes
de la Facultad de Ciencias de la UNAM, estudiantes de la Unidad Académica Profesional
Huehuetoca de la UAEM y estudiantes la Unidad Iztapalapa de la UAM.

En el Capitulo 1, repasaremos algunas de las desigualdades clasicas del andlisis tratadas de
manera elemental, muchos de los conceptos de este capitulo son bastante conocidos pero
daremos inclusive, varias demostraciones distintas, algunas elegantes y no convencionales de
un mismo teorema, esto con el fin de apreciar la belleza de los conceptos y los métodos para
llegar a un resultado. Tendremos aqui algunas aplicaciones en Geometria y a los Niimeros
de Fibonacci.

En el Capitulo 2, definiremos las funciones Beta y Gamma y deduciremos algunas de sus
propiedades e identidades méas vistosas y teoremas vistos desde el punto de vista de las
Ecuaciones Diferenciales y la Transformada de Laplace y combinaremos estos conceptos con
algunas de las desigualdades obtenidas en el Capitulo 1 para encontrar algunas aplicaciones
y relaciones con la Teoria de la Probabilidad y la Teoria de los Ntimeros.

En el Capitulo 3 seguimos relacionando todo el material con otras aplicaciones y relaciones,
sobretodo en Teorfa de la Probabilidad, la funcién caracteristica y algunas distribuciones
conocidas.

Es mi deseo que este material pueda ser apreciado por estudiantes de Probabilidad y Analisis,
tanto de nivel Maestria como de Licenciatura. No se pretende que sea un tratado completo
ni mucho menos, se pretende que sea elemental con algunas demostraciones elegantes y que
el lector conozca algunas dudas, inquietudes y teoremas que he visto en otras fuentes a lo
largo de mi experiencia docente. El lector sabra disculparme si existe alguna falta, error u
omision de la cual yo soy totalmente responsable.
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Capitulo 1

Desigualdades del analisis y funciones
convexas.

En este capitulo iniciaremos recordando y demostrando algunas desigualdades basicas del
Analisis Matematico y concernientes a funciones convexas. Durante todo este trabajo y a
menos que se especifique lo contrario, nos limitaremos a las funciones reales con valor real.
Trataremos las desigualdades clasicas como son Cauchy-Schwarz, Holder, Minkowski, Jensen
y media geométrica-aritmética. Algunas de ellas las trataremos en sus versiones numéricas,
vectoriales e integrales.

De aqui en adelante, supondremos que las funciones que aparecen cumplen con las hipétesis
necesarias como continuidad en intervalos adecuados, derivadas hasta el orden necesario e
integrabilidad.

1.1. Desigualdad media geométrica-media aritmética.

Comenzaremos con una de las desigualdades més elementales de niimeros reales.

Teorema 1.1.1. Sean x y y numeros reales no negativos. Entonces,

T +vy

VEg < 2. (1.1)

Demostracion. Veamos la Figura 1.1. Tenemos una semicircunferencia de didmetro AB y
centro en O y un punto C sobre el segmento AB tal que x = AC'y y = CB. Por C trazamos
una perpendicular C'D a AB.

Por geometria elemental tenemos que los triangulos ADC' y DBC' son semejantes, luego:

Ac_cp
DC  BC
de donde se cumple que
CD?* = AC - BC = xy.
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r+y

Figura 1.1: Esquema de la demostracion del Teorema 1.1.1

Por lo tanto,
CD = ./zy.

Este segmento C'D es claramente menor o igual que el radio OD de la semicircunferencia, el

. +y
cual es igual a .
Por lo tanto,
Vay < : ;— Y
Ademas, podemos mostrar que la igualdad se da cuando AO = OB =z = y. [

En el Teorema 1.1.1 que acabamos de probar, la cantidad /xy se llama media geométrica de

Tty . oy . ,
se llama media aritmética o promedio de los nimeros

los numeros x y y y la cantidad

x yy vy la desigualdad (1.1) se conoce como desigualdad media geométrica-media aritmética.

Existen muchas demostraciones de este resultado, algunas de ellas se pueden consultar en
[12], la que acabamos de dar es elegante por la visualizacion geométrica. El Teorema 1.1.1
puede generalizarse, si 1, s, ..., £, son n numeros reales no negativos entonces:

.Z'1+l'2++£€n
" .

VT Xy Ty <

(1.2)

El resultado general puede probarse por induccion matematica y de muchas otras maneras,
por ejemplo en [4] o en [12], pero mas adelante lo probaremos usando un argumento de la
teoria de la probabilidad. Una exposicion detallada de desigualdades numéricas y medias
puede verse en [4].
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1.2. Desigualdades clasicas del analisis matematico.

Comenzaremos probando las desigualdades de Cauchy-Schwarz en sus versiones numérica,
integral y version probabilistica.

Teorema 1.2.1. Sean x1, %2, ..., Ty Y Y1,Y2, -, Y. A0S conjuntos de nimeros reales. Entonces,

i%yi < ixf iyf (1.3)
=1 i=1 i=1

La igualdad se da si y sélo si existe un numero real \ tal que x; = A\y; para toda 1 =1,2,...,n.

Demostracion. Para todo nimero real z es claro que, si x;,y; son nimeros reales para i =
1,--- ., n, entonces

(zy; — x;)* > 0.

Haciendo la suma,

que equivale a
2@29@2 — 2zy;w + af) > 0
i=1
o bien,
x22y3—2x2xiyi+2ﬁ > 0. (1.4)
i=1 i=1 i=1

La parte izquierda de la expresién (1.4) es una funcién cuadratica en x mayor o igual que
cero. Luego, el discriminante cumple que

(5] -+(E4) () =

(32e) < (357) (2)

Lo que termina la prueba. [

simplificando

Veamos ahora una prueba ligeramente diferente pero interesante del Teorema 1.2.1 la cual
también depende del resultado bésico (z — y)? > 0 para todos los niimeros reales z y .

Segunda demostracion:
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Demostracion. Claramente, 0 < (z — y)2 para todos los ntimeros reales = y y.

Equivalentemente tenemos que 2zy < z2 + v

B —— TR
vV Zi:l xzz vV Zizl ?/zz

Sustituyendo en la desigualdad anterior tenemos que

Definamos z :=

’2 ’yi|2

‘%yz’ < \331 i

[7) n — n n :
2 2 2 2
i=1 i=1 =1 =1

Sumando,

n n

2 n 2
Ty T Y;
n n n n
=1 2 2 i=1 2 i=1 2
i=1 i=1 i=1 i=1

n n
2 2
i=1 i=1

9 |$zyz|

IN

- 245
dob Yy
Cihi—o

Simplificando se obtiene

n n n
i—1 i1 i—1

Finalmente, aplicando la desigualdad del triangulo para valores absolutos obtenemos el re-

sultado deseado.
O

La desigualdad (1.3) del Teorema 1.2.1 se conoce como desigualdad numérica de Cauchy-
Schwarz.

Veamos ahora una hermosa demostracion geométrica de este resultado para cuando tenemos
dos parejas de numeros (z,y) y (a,b).

Demostracién. Observemos la Figura 1.2 . Consideremos un rectdngulo de lados |z| + |b] y
ly| + |a| y dividido en tridngulos y rectdngulos como se ve en la Figura 1.2.

Reacomodando las figuras obtenemos otro rectangulo de las mismas dimensiones sé6lo que se
forma un paralelogramo en su interior donde uno de los angulos interiores de este paralelo-
gramo es 0 y su altura es h.
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a b o a
@ ° @
lyl
of | I al TS;;@>
 —— I
Va?+y? |al
lyl T Iyl Va2 +b2
@ @
|z |o]

Figura 1.2: Esquema de la demostracion del Teorema 1.2.1

Aplicando el Teorema de Pitagoras tenemos que los lados del paralelogramo son \/x? + 12
y Va? + b%. De donde, por trigonometria se sigue que h = /22 + y2 sen 6.

Denotemos por I, I1, I11 alas areas de los rectangulos mostrados en la Figura 1.2. Quitando
a ambos rectangulos todos los triangulos, se tiene la siguiente igualdad de areas:

I+11=1III (1.5)

Pero I = |za| y IT = |yb|. Adem&s, como el drea del paralelogramo es el producto de su base
por su altura tenemos que 11T = /a2 + 42 Va? + b sen 6.

Sustituyendo en la igualdad (1.5) tenemos que

|zal 4 |yb| = \/962 + 42 Va2 + b2 send.

Utilizando la desigualdad del tridngulo para niimeros reales y el hecho de que |senf| < 1, se
concluye que

|za + yb| < /a2 +y2 Va2 + b2
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A continuacién pasaremos a demostrar una desigualdad analoga a la del Teorema 1.2.1 pero
para integrales.

Teorema 1.2.2. Sean f y g dos funciones integrables en el intervalo [a,b], entonces,

(/ bf<x>g<as>da:)2 <(/ b raw) (| ” o) .

La igualdad se tiene, si y solo si, existe un niumero real X tal que f = g para todo valor del
intervalo |a, b].

Demostracion. Claramente, para todo niimero real y se tiene que
(f(z) —yg(x))* > 0.

Integrando tenemos que

| 0@ - v de =0

Desarrollando el binomio,

[ (@) 205 @t) + @) dr 20

Separando en tres integrales tenemos que

¢ [ -2 [ @ [ Peazo

La ultima expresion es una funciéon cuadratica no negativa para todo valor real y. Por lo
tanto, el discriminante de esta funcion cuadratica es negativo o cero, es decir,

(—Q/be(x)g(x)dx)2 <4 (/b fz(:c)d:z:> (/ang(:c)d:c) |

Elevando al cuadrado y dividiendo entre 4 tenemos el resultado deseado.
O

Asi como en el Teorema 1.2.1, daremos otra prueba del Teorema 1.2.2 usando la desigualdad
basica (r — y)? > 0, valida para todos los ntimeros reales  y .

Sequnda demostracion del Teorema 1.2.2. Asi como en el Teorema 1.2.1 tenemos que

22y < 2 +9° (1.7)
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para todos los nimeros reales x y y. Si f(z) o g(x) son cero, entonces se cumple trivialmente
la igualdad y por lo tanto la desigualdad. Supongamos entonces que f # 0y g # 0y
definamos para cada t € [a, b]:

f(t
- *) % (1.8)
([ o
' ()
- g
= ; T (1.9)
(o)
Sustituyendo (1.8) y (1.9) en la desigualdad (1.7) tenemos que
2 2
SR (/R N N
Por monotonia de la integral,
/b f(t ) (t)dt / t)dt / Hdt__,
b 2 -7
([ o) ([ #om) fron'h Lo
Dividiendo entre 2 y sacando la constante de la integral y trasponiendo tenemos que
b b 3/ b 3
[t < ([ Pe) ([ )
Finalmente, elevando al cuadrado obtenemos el resultado deseado. O

La desigualdad (1.6) se conoce como versién integral de la desigualdad de Cauchy-Schwarz'.
Veamos ahora una aplicacion de la desigualdad de Cauchy-Schwarz version integral.

Sean x1, X9, ..., Ty ¥ Y1, Y2, ..., Yn dos conjuntos de niimeros reales y consideremos una particion
regular del intervalo [0, 1],

._1 N
P:{Z_§$<£:i:1,2,...,n}.
n n

Definamos las funciones - '
01— i

T;, Sl <z<-—

f(z) = n n

0, siz=1.

'Esta desigualdad es vélida para cualquier medida u sobre un conjunto no vacio Q y cualesquiera funciones
f,9:Q — R y funciones medibles con integral no nula. Ver por ejemplo, [7].
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y
1—1 <z< 1
i, Sl xT —
g(z) = 4 n n
0, siz=1.
Entonces,
L1 — 1
TiYi, Sl <z <
f(x)g(x) = n n
0, sixz=1.

Claramente estas tres funciones estan definidas y son integrables en el intervalo [0, 1]. En-
tonces,

1 n K2 n n
n 1 1
/ f(x)g(x)de = Z/ ) Tiyide = Z Y= szyz
0 =1 i=1 i=1

(/01 f(x)g(x)dx)2 = % (g xzyl>2 (1.10)

Ademas, haciendo g = f en (1.10) se obtiene

</01 fQ(x)d:r;) = %éﬁ (1.11)

Andalogamente, haciendo f = g en (1.10),

(/01 g2<x>d$> - %if (1.12)

Sustituyendo en la desigualdad de Cauchy-Schwarz version integral tenemos que

n 2 n n
i—1 i—1 i—1

Multiplicando por n? y extrayendo raiz cuadrada se tiene que

Entonces,

n
E TiYi
i=1

<SS (1.13)
=1 =1

con lo cual hemos obtenido de nuevo la desigualdad numérica de Cauchy-Schwarz.

Observemos ademas lo siguiente:



Fidencio Galicia Rodriguez 9

Figura 1.3: Esquema de la demostracion del Teorema 1.2.3.

Si = (1,22, ...,Tn) ¥ U = (Y1,Y2, .-, Yn) son dos vectores en R™ enton-
n
Z y2. Sustituyendo

n n
ces, (i,0) = S wis, ldll = | S a2y ] =
=1 i=1 =1

en la desigualdad numérica de Cauchy-Schwarz obtenemos la desigualdad
vectorial de Cauchy-Schwarz:

(@@, 7] < [l |9]]. (1.14)

A continuacion, presentamos otras aplicaciones de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en sus
versiones numérica (1.3) e integral (1.6) .

Teorema 1.2.3. Si P es un punto dentro de un tridngulo ABC, si los pies de las perpen-

diculares desde P a los lados BC,CA y AB del tridngulo son L, M y N respectivamente, y
.BC CA AB

“PL T PM T PN

es minimo, entonces P es el incentro del triangulo.

Demostracion. Consideremos la Figura 1.3. Denotemos entre paréntesis el area de un trian-
gulo, por ejemplo (ABC) es area del tridangulo ABC' y consideremos BC = a, CA = b,
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au bv
—, (

AB = ¢, PL = u, PM = vy PN = w. Observemos que (PBC) = PCA) = 5 Y

(PAC) = %, entonces

au+bv cw_au—l—bv—l—cx
2 2 2 2 '

(ABC) = (PBC) + (PCA) + (PAB) =

Entonces, se tiene
2(ABC) = au + bv + cw. (1.15)

b |/
Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las ternas de ntimeros <\/§, \/j , E) y
u Vo Vw

(vau, Vbu, \/cw) tenemos que
a b c a b ¢
—vau+1/— Vbu+ [/ — Vew </ —+ — 4+ — Vau+ bv + cw.
u v w v w
Equivalentemente tenemos que,

b
(a+b+c)? < <ﬂ+_+£) (au 4 bv + cw).
U v w

Por la identidad (1.15) se sigue que

(a+b+c)? a b ¢
‘3@@5—§(a+;+5)- (1.16)

Denotemos el incentro del tridngulo con I y con r el radio de la circunferencia inscrita del
tridngulo ABC'. Aplicando un razonamiento similar al que utilizamos para deducir (1.15)
tenemos que

2(ABC) =r(a+b+c).
y por la desigualdad (1.16) tenemos que

a+tb+c  (a+b+c)? - (a b c)

r rle+bto " \u v w

Como (E + -+ E) debe ser minimo se sigue que la igualdad en la expresion (1.2) se da,
v w

si y solo si, u = v = w; es decir, cuando u = v = w = r y por lo tanto, cuando P=1. [

Antes de ver la siguiente aplicacion, definiremos los nimeros de Fibonacci y los niimeros de
Lucas.

Definicién 1.2.1. Los nimeros de Fibonacci se definen recursivamente como Fy = 0,
Fi=F,=1yparan>2 como F,, = F, 1+ F, .

Los nimeros de Lucas se definen mediante las relaciones como Ly =2, Ly =1 y paran > 1
como L, = L,_1+ L,,_o.
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Teorema 1.2.4. Para todo entero positivo n tenemos que

Fn+2 Fn+1 Fn
Ln+2 Ln+1 Ln+1 + Fn+2 ‘

1< (1.17)

Demostracion. Antes que nada el lector puede comprobar facilmente que para todo entero

positivo n se tiene que
Ln - anl + Fn+1- (118)

Definamos los siguientes vectores @ y ¥ de R® como:

’J:( \/Fn+2 \/FnJrl VFn )
. \/Fn+2+2Fn+1’\/Fn+1+2Fn’\/Fn+2Fn+2 .

U= (\/Fn+2 + 2Fn+1\/Fn+27 \/Fn+1 + 2Fn\/Fn+17 \/Fn + 2Fn+2 V Fn)
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz para vectores (1.14) tenemos que
Fn 2 Fn+1 Fn )
Fopa+ Fopi+ F,)? < e + n
Frvr ¥ B - Fr) (Fn+2 +2F 1 Fop +2F,  Fy+2F,0
(Fn+2(Fn+2 + 2Fn+1) + Fn+1(Fn+1 + 2Fn) + Fn(Fn + 2Fn+2))-

Observamos que la parte izquierda de la desigualdad es igual a la expresién del segundo
paréntesis de la parte derecha de la desigualdad lo que puede ser facilmente comprobado
desarrollando el trinomio de la parte izquierda de la desigualdad. Por lo tanto,

Fy Fy Fy
1< 24 =4 . (1.19)
Fn+2+2Fn+1 Fn+1+2Fn Fn+2Fn+2

Utilizando la definicion 1.2.1 y la igualdad (1.18) tenemos las identidades:

Fn+2 + 2Fn+1 = Ln+27
Foi1+2F, = Lyn

Fn+2Fn+2 = Ln—i—l +Fn+2-

Sustituyendo estas igualdades en (1.19) tenemos el resultado deseado.

[
T T .
Teorema 1.2.5. Para —— < x < 5 tenemos la desigualdad:
x
1
212 < senz - In (w) . (1.20)
1— senx

1+ senzx

1 ), entonces
— senx

Demostracion. Definamos la funcién h(x) := senz - In (

1- 1- -
h(—z) = —senzx - In (ﬂ) = senz - In (ﬂ) = h(x).

1+ senzx 1+ senzx
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Por lo tanto, h es una funcién par y entonces en las integrales que vamos a tratar utilizaremos

i s
funciones pares y también usaremos solo el intervalo [0, 5) Para z € [O, E), definamos las

funciones f(x) :=+/cosz y g(x) := /secx. Sabemos que

/ cost dt = senx. (1.21)
0

* 1 1
/ sect dt = = In <ﬂ> : (1.22)
0 2 1— senx

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales (1.6) a las funciones f y g y
por las integrales (1.21) y (1.22) se sigue que

([ o) = ([ ) ) ([ (')

y por lo tanto,

222 < senz - In <1+ﬂ> .
1—senzx
Il
Teorema 1.2.6. Si f : [0,1] — R es una funcion de clase C* con f(0) = 0, entonces
1
sup /()] <1/ [ (#@)2de. (1.2
z€[0,1] 0

Demostracion. Observemos primero por hipétesis f(0) = 0 y del Teorema Fundamental del

Calculo que
| s
0

Aplicando lo anterior y la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales a las funciones

f'(t) y g(t) := 1 tenemos que
< (/Ogc(f’(zf))2 dt); </Ox 12 dt); :

/0 P dt

La segunda integral del lado derecho es igual a z y como 0 < x < 1 se sigue que

[f ()] =

()] =

1

|f(@)] < (/Ox(f’(t))2dt>2.

Lo que concluye la prueba. O

Presentaremos a continuacién un par de resultados de Probabilidad. En el primero aplica-
remos la desigualdad (1.6) y en el segundo generalizaremos las desigualdades (1.3) y (1.6)
al concepto de esperanza de una variable aleatoria. Necesitaremos los conceptos de variable
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aleatoria, variable aleatoria discreta o continua, su funcion de probabilidad o densidad y su
funcion de distribucion, todos los cuales pueden consultarse en [25].

Recordemos que si X es una variable aleatoria con funcién de distribucién F'(z). La esperanza
de X, denotada por F(X), se define como

B(X) = /_oo v dF(z). (1.24)

[e.9]

o
siempre que esta integral sea absolutamente convergente, esto es, cuando / |z| dF(x), en

—0o0

este caso diremos que X tiene esperanza finita.

La integral (1.24) es una Integral de Riemann-Stieltjes (véase [25], pag. 81) la cual se trans-
forma en

BX) =3« f(a), (1.25)
cuando X es una wariable aleatoria discreta 'y f(x) es la funcion de probabilidad de X y en

E(X)= /00 z f(z) dx, (1.26)

—00

cuando X es una variable aleatoria absolutamente continua'y f(x) es la funcion de densidad

de X.

Asimismo, cuando / h x? dF(z) existe, la Varianza de la variable aleatoria X, denotada
por Var(X), se define como

Var(X) = BE(X — E(X))*. (1.27)
Es comtin también denotar la varianza de la variable aleatoria X como o® = Var(X).

La integral / 2 dF(x) se denomina sequndo momento de la variable aleatoria X y se

escribe como F(X?) = / 2? dF(z).

En general, surge el prob(fgma de calcular esperanzas de funciones de variables aleatorias,
esto es, si b : R — R es una funcién Borel-medible (Ver [25], pdg 61) y si X es una variable
aleatoria, puede demostrarse que h(X) también es una variable aleatoria y que cuando h(X)
tiene esperanza finita entonces,

E(h(X)) = /_ " hw) dF (), (1.28)

[e.9]

donde F(X) es la funcién de distribucion de la variable aleatoria X.

Teorema 1.2.7. Consideremos una variable aleatoria absolutamente continua X con espe-
ranza E(X) = 0 y con Var(X) = 0. Sea F(x) la funcién de distribucion de X. Si x < 0

entonces )
F(z) <

22402

(1.29)
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Demostracion. Consideremos a f(x) como la funcién de densidad de X. Entonces por la
definicion de esperanza, para x < 0 tenemos que

[ w=oswan= [ v dr-o [ s di= B0 0=

de donde -
—r = /_ (y — ) f(y) dy. (1.30)

o

Ahora, consideremos
/OO (v— ) fly) dy = / (v—2) f) dy+/°°<y—x> f)dy. (131)

Analicemos la integral

/ T y—a) f) dy.

—0
Como x < 0 y el intervalo de integracién respecto a la variable y es (—oo,z], tenemos
entonces que y < z < 0. Por lo tanto y — x < 0 y entonces

/z (y —x) fy) dy <0. (1.32)

— 00

Por (1.32), (1.30) y (1.31) tenemos que

—x = /oo(y—x)f(y) dy < /Oo(y—aﬁ) f(y) dy.

—00

Como x < 0, entonces —x > 0 y podemos elevar al cuadrado,

2 < (/:ow—x) 1) dy)z.

Ademas, como f no toma valores negativos, observamos que

wzs(/j@—x)mmdyf.

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (1.6) a las funciones (y — z)v/f(y) v V/.f (%)

e 2? < (/:O(y — )" f(y) dy) (/:O fw) dy) : (1.33)

/ Ty -2y dy < / Ty — 2 f(y) dy

[e.9]

= [ -2 [y s e [ g dy
= E(X?)+20BE(X)+12* = E(X?) + EF*(X) +2° = Var(X) + 2*

Observemos que
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Entonces, se obtiene
| -0yt o (1.34)

Ademas,
/Oof(y) dy=P(X >z)=PX<z)=1-PX<z)=1-F(x).

Entonces, -
|t dy=1-F) (1.35)

Sustituyendo las expresiones (1.34) y (1.35) en (1.33) tenemos que

y
2? < (2 + o) (1 — F(x)).
Simplificando se obtiene el resultado. ]
Ahora generalizaremos las desigualdades (1.3) y (1.6) para esperanzas de variables aleatorias.

Teorema 1.2.8. Consideremos las variables aleatorias X y Y con respectivos sequndos
momentos finitos E(X?) y BE(Y?), entonces,

E*(XY) < E(X?) E(Y?). (1.36)

Demostracion. Recordemos que para todo niimero real ¢ se tiene que (X +Y)? > 0. Enton-
ces, E(tX +Y)? >0y como la esperanza es un operador lineal se tiene que

PE(X?) +2tE(XY) + E(Y?) > 0. (1.37)

La desigualdad (1.37) es una desigualdad cuadratica para todo t € R y es tal que su discri-
minante nunca es positivo, es decir,

(2E(XY))* —4E(X*)E(Y?) <0.

Equivalentemente, se tiene
E*(XY) < BE(X*)E(Y?),

lo que queriamos demostrar. Il

Volvamos ahora a las desigualdades integrales:

Teorema 1.2.9. Consideremos una funcion continua y estrictamente creciente f con f(0) =
0. Para a,b > 0 se cumple la desigualdad de Young:

abg/oaf(x) dx+/0bf‘1(x) dz. (1.38)

La igualdad se da, si y solo si, b= f(a).

Daremos una demostracion visual, elegante y geométrica donde los argumentos consideran
la Figura 1.5.
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117 @

Figura 1.4: Esquema de la demostracion del Teorema 1.2.9.

Demostracion. Consideremos la Figura 1.5. Hemos construido, la grafica de la funcion f, la
grafica de la funcién inversa f~! que es el reflejo de la gréafica de f respecto a la recta y = «
y hemos seleccionado un punto al azar de coordenadas (a,b) en el primer cuadrante (esto
para que se cumpla la hipdtesis de que a,b > 0). También consideremos el punto reflejado
(a,b). El punto seleccionado al azar tiene tres opciones: queda bajo la grafica de f; que-
da exactamente en la gréfica de f, esto es b = f(a), o bien, queda por encima de la grafica
de f. Sin pérdida de generalidad, en la figura hemos seleccionado el punto bajo la grafica de f.

Representemos por I, el area bajo la grafica de f sobre el intervalo [0,al, esto es, I =
/ f(z) dx; representemos por I1 el area del rectdangulo determinado por los ejes de coor-
0

denadas y el punto (a,b), es decir, IT = ab. Finalmente, representamos por I11 el area bajo
b

la grafica de f~' sobre el intervalo [0,b], esto es, II] = / f'(z) dz. Por simetrfa de la

0
figura, observemos que el area representada por 1] también es el area comprendida entre
el eje y, la recta y = b y la grafica de f.
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Como se observa en la Figura 1.5,
IT <I+1I1,

ya que el excedente es el area de la pequena region comprendida entre la grafica de f, la
recta y = b y la recta x = a. Por lo tanto,

ab</0af(x) da:—l—/obf_l(x) da.

La misma desigualdad se obtiene cuando el punto (a,b) se elige por encima de la grafica de
f. Observemos que si b = f(a), es decir, cuando (a, b) pertenece a la gréfica de f, entonces
se tiene la igualdad de areas II = I + 111 y por lo tanto, se da la igualdad

ab = /O f(z) dz + /Ob f(z) dx.

O

No se discute la belleza y elegancia del argumento geométrico. Sin embargo, veremos una
demostracion analitica del Teorema 1.2.9

Sequnda demostracion del Teorema 1.2.9. Definamos la funcién

h(w) = wb — /Ow f(z) da.

Por continuidad de f aplicando el Teorema Fundamental del Calculo tenemos que

Consideramos tres casos:

= Si0<w< f7(b), tenemos, por la monotonia de f que f(w) < f(f (b)) = by, por
lo tanto, h'(w) = b — f(w) > 0.

= Siw = f"1(b), entonces f(w) = f(f (b)) = by, por lo tanto, h'(w) = 0.

» Si w > f!(b), entonces, por la monotonia de f tenemos que f(w) > f(f (b)) = by,
por lo tanto, h'(w) < 0.

De lo anterior se sigue que h tiene su minimo en w = f~'(b) y de aqui que, para todo w
tenemos que

h(w) < h(f~H(b)), (1.39)

CcOo1mo

Calculemos la integral,
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Mediante la integraciéon por partes

() () ()
/0 v (@) do = £ 0) F(F0) - / f(x) de=b 7 (b) - / f(x) d.

de donde

Mediante el cambio de variable z = f~!(y),

B (b)) = / T e ) da = / () dy = / () e

Sustituyendo en la desigualdad (1.39) tenemos que

b
h(w) §/0 f(zx) dz.

Por lo que,
w b
b— d da.
w / f(x) :US/Of(:v) v

Haciendo w = a, tenemos que

ab—/oaf(x) dr < /Obf(az) dx,

que es el resultado deseado.

]

Veamos otra bella demostracion del Teorema 1.2.9 basada en el Teorema del Valor Medio
para derivadas.

Tercera demostracion del Teorema 1.2.9. En la segunda demostracion del Teorema 1.2.9
probamos que

710 b
/ z f'(x)dz :/ f(z) dx (1.40)
0 0
y que
71 fF71)
/ z f'(x) de =0 f(b) —/ f(x) dx. (1.41)
0 0

De las identidades (1.40) y (1.41) se tiene que

7o) b
/0 f(z) de=0b f~(b) —/0 f(z) de. (1.42)

Consideremos la funcién

h(w) == /0 " (@) da.
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Supongamos primero que a < f~'(h). Como f es continua se tiene por el Teorema Funda-
mental del Célculo que h es derivable y h'(w) = f(w). Ademés es claro que la funcién h
es continua en [a, f~'(b)] y derivable en (a, f~'(b)). Por el Teorema del Valor Medio para
derivadas se tiene que existe c en (a, f~1(b)) tal que

1) a
o _ b)—h(a)_/o f (x)dw—/of(:c)dx
fo=ra= ) —a -

Sustituyendo el valor de

dado por (1.42) tenemos que

b FA(b) - / F ) dr — / @) da
_ ) . (1.43)

f(c)
Como f es estrictamente creciente y ¢ < f~'(b), se tiene que

fle) < f(f7 () =0,

y por la igualdad (1.43) se tiene que

b FA(b) - / (@) — / o) da
i) —a < b.

Multiplicando por f~'(b) — a, se tiene que

b a
b0 = [ 1) e = [ ) de <o 50 < ab

Por lo tanto,

ab < /Oa f(x)dx + /Ob fH(z)dx.

La demostracion es andloga para a > f~'(b), pero en ambos casos s6lo se obtiene la des-
igualdad estricta. Para el caso en el que se da la igualdad hay que considerar que a = f~*(b)
y hacer uso de la relacién (1.42) y se tendra de inmediato la igualdad. O

1 1
Corolario 1. Consideremos a,b > 0. Sip > 1y q > 0 son tales que — + — = 1, entonces
p q

p q
<@ ¥ (1.44)
p q
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Demostracion. Para x > 0 definamos la funcién f(z) = #P~'. Tenemos entonces que f(0) = 0
y f'(z) = (p—1)2P2, como z > 0y p > 1 se sigue que f'(x) > 0y entonces f es estrictamente
creciente para x > 0 y por lo tanto, la funcién f cumple con las hipotesis del Teorema 1.2.9.
Ademaés,

fﬁl(x):xp—l
Entonces,
a b P Lo+l P i
abS/ :cpldx+/xzi1dg;:a_+xf SR A
" 0 —tl P35
1 -1 1 1 1 -1
Slq: ,entonces—:p_’_+_:_+p_:£:1y
p—1 ¢ p 'p ¢ p P P
Pob
ab< —+—.
p q

]

A continuacion utilizaremos el Corolario 1 para deducir otras desigualdades numéricas, in-
tegrales y con esperanzas.

Teorema 1.2.10. Paran € N, consideremos los niimeros reales x1,xa, ..., Tn YY1,Y2, - -+ Yn

1 1
y dos numeros reales p,q > 0 con p > 1 que satisfagan — + — = 1. Entonces
P q

zn:miyi < (i mf) : (i yf) ‘1 . (1.45)
i=1 i=1 i=1

Esta desigualdad se conoce como desiqualdad de Holder para nimeros reales.

Demostracion. Definamos lo siguiente:

|17z‘|

a=——-F. (1.46)
(%)

’Z/i|

(5)

Sustituyendo (1.46) y (1.47) en la desigualdad (1.44) tenemos que

RSA

b= (1.47)

|l'z'|p |yi|q

n n
PIE AN
< =1 i=1 ]

1 T +
n P n q p q
i=1 =1
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Sumando,

n
Z |yl
Z |zl _ i=1
1 1 - 1 1
n

|~”Cv;|p |yi|q
n

Y Yy
=1 =1

DD D

iwi’ iyf

=1 =1

n

n
p q
2 ) m
i=1

i=1
p q

IN

Por lo tanto, concluimos que

n n % n %
Z|$zyz| < (Zﬁ) (Z?Jg) .
i—1 i—1 i—1
O

Teorema 1.2.11. Sean f y g funciones integrables en el intervalo [a, 8] y los nimeros reales

1 1
p,q >0 conp> 11y tales que — + — = 1. Entonces,
p q

/j f(z)g(x)de| < (/f‘f(:cﬂpdx); (/j \g(x)|qda:>;. (1.48)

Esta desigualdad se conoce como la version integral de la desigualdad de Holder.

Demostracion. Definamos lo siguiente:

i) o)
8 7 ‘
( / \f(x)\pd:v>
y
b= l9(2) (1.50)

|
(/ i s(alfas)’
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Sustituyendo (1.49) y (1.50) en la desigualdad (1.44) tenemos que

ol / F)Pds / s)ds
(/jlf(x)lpdw> /|g |qu> !

Por monotonia de la integral,

1

([ ([1aava)” ~ ([inore) e )

|f(x \g )|%dx
plLo, L,
/a (@) Pda / ()
/B |f(z)|Pd /ﬂ g(x)|9dx
e LB

/ o) < (/ ’ |f(af)|”dw>; (/ ’ |g<x>!‘1dx)é

Aplicando la siguiente desigualdad valida para cualquier funcién integrable f,

/abf(x)dx < /ab |f(z)|dx.

/ £ (2)g(e)lda / F)glz)ldx

IN

IN
|
+
|
—_

Por lo tanto,

se tiene el resultado deseado.
]

Veamos ahora el andlogo de las desigualdades (1.45) y (1.48) para esperanzas de variables
aleatorias.

1
Teorema 1.2.12. Consideremos los nimeros reales p,q > 0 tales que p > 1 y — + — = 1.
q
Sean X y'Y dos variables aleatorias con momentos finitos. Entonces,
1 1
E(IXY]) < (EIX|P)» (E]Y]"). (1.51)

La desigualdad (1.51) se conoce como desigualdad de Hélder para esperanzas.
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Demostracion. Definamos lo siguiente:

RY

a=—-r. (1.52)
(E[X][P)r
Yy
Y
b= % (1.53)
(E[Y]e)s
Sustituyendo (1.52) y (1.53) en la desigualdad (1.44) tenemos que
| X7 Y|
XY E|XP  E|Y|?
Xv| B, BV
(E|X[P)r (E]Y]) p 1
Aplicando el operador esperanza tenemos que
( XY ) B E|XY]
1 T = 1 T
(E|X[P)r (E]Y]) (EX[P)r (E[Y]9)s
| X7 Y|
p q
< p|EEP g | B
p q
ElXP By
ElX  ElX]
< +
p q
1 1
= —+-=1
P q
Por lo tanto, concluimos que
EIXY| < (BIX]P)» (B|Y[")7
]

Pasemos ahora a ver otras desigualdades mas elaboradas pero interesantes, algunas de ellas
son ttiles en la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (véase por ejemplo [15]).

Teorema 1.2.13. Consideremos las funciones continuas f : [a,b] — R*, g : [a,b] — RT
y h:RY — RT donde h no es decreciente en RY y sea m > 0. Si para cada t € [a,b]

ft) <m+ / g(s) h(f(s)) ds, (1.54)

entonces, para cada t € [a, b]

s ([ o) as) (1.55)



Fidencio Galicia Rodriguez 24

donde ® : Rt — R estd definida por

para cada u € R,

Demostracion. Para cada t € [a, b], definamos la funcién

y(t) = m + / o(s) h(f(s)) ds.

Entonces f(t) < y(t). Por continuidad de las funciones involucradas y por el Teorema Fun-
damental del Calculo que

y'(t) = g(t) h(f(2)). (1.56)
Como h es no decreciente se sigue de f(t) < y(t) que h(f(t)) < h(y(t)) y como g sélo toma
valores positivos tenemos que

g(OR(f (1) < g()h(y(t)). (1.57)
Por la igualdad (1.56) y la desigualdad (1.57) se sigue que y'(t) < g(t) h(y(t)) para todo

S
t € |a,b]. Equivalentemente, para evitar abuso de notacién tenemos que & < g(s) para

h(y(s))

todo s € [a, b]. Integrando, tenemos que
Yy y/ s t
/ h(y((s))) ds < [ g(s) ds. (1.58)

La integral del lado izquierdo de (1.58) se resuelve facilmente haciendo el cambio de variable
v = y(s) quedando los limites de integracién v = m y v = y(t). Por lo tanto,

/m " ;g; < / ' o(s)ds.

Por definicién de la funcién ® y por la desigualdad anterior tenemos, para todo t € [a, b] que

vy < [ ' g(s)ds. (1.50)

“ 1
Si d(u) = / Wz), entonces ®'(u) = hw) > 0, de esto se sigue que ® es estrictamente

creciente en su dominio y por lo tanto es invertible con inversa ® ! estrictamente creciente.
Por lo tanto, de la desigualdad (1.59) se sigue que

0 -2 @) <o ( | 0(s) ).

Como f(t) < y(t) tenemos, para todo t € [a,b] que

s ([ aas).
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Teorema 1.2.14 (Desigualdad de Gronwall). Consideremos las funciones continuas f :
[a,b] — RT y g:[a,b] — R" y sea m > 0. Si para cada t € [a,b] se tiene que

sy sme [ o) fi)as,

entonces

F(t) < mexp ( / t 9(s) ds). (1.60)

Demostracion. Para cualquier € > 0 y todo t € [a, ] es claro que

ft) <m —i—/ g(s) (f(s) +e€) ds. (1.61)

Definamos h : R" — R™ dada por h(r) = r+e¢ para todo r € R* que claramente es continua
y no decreciente. También, consideremos ® : R™ — R cuya regla de correspondencia es

q><u>:/m“%.

De la definicién de la funcién h tenemos que

1 1
q)/ = — =
() h(u)  u-+e >0,

por lo que observamos que ® es una funcién estrictamente creciente e invertible en su domi-
nio. Calculando la inversa, después de integrar y realizar algunas operaciones tenemos que
®'(u) = “(m + €) — €. De la definicién de h podemos escribir la desigualdad (1.61) como

ft) <m+ / o(s) (h(f(s)) ds. (1.62)

La desigualdad (1.62) y la funcién ® cumplen con las hip6tesis del Teorema 7?7 y entonces

<o ([ 0(s) ),

lo cual implica que para todo t € [a,b] y todo € > 0,

s <en( [ 0(s) s ) m )~

Cuando € — 0 tenemos que

o) < meso ([ ots) )
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Teorema 1.2.15. Consideremos las funciones continuas f : [a,0] — R" y g : [a,b] — RT

y sea m > 0. Si para todo t € [a,b] tenemos que

P sme 4 [ o) 16) ds

entonces, para todo t € |a,b] tenemos que

f) < m+/tg(8) ds.

(1.63)

(1.64)

Demostracién. Para cada ¢ > 0, definamos h : R" — R* dada por h(r) = 2v/r + € con
r € R™. Es claro que h es estrictamente creciente en su dominio y ademds tenemos que

B(fA(s)) = 2/F(s) + e

La desigualdad de la hipotesis (1.63), la podemos escribir entonces como

f2(s) <m® + 2/ g(s)\/ f2(s) + € ds.

Por el Teorema 1.2.13 tenemos que para todo € > 0,
t 2
2t < <\/m2 +€ —i—/ g(s) ds) :

Pasando al limite cuando € — 0 tenemos que para todo t € [a, b] que

ft) < m—l—/tg(s) ds.

Como aplicacién del Teorema 1.2.15 tenemos el siguiente resultado:

(1.65)

Teorema 1.2.16. Consideremos las funciones continuas f : [a,b] — RY, g:[a,0] — R y

h:[a,b] — RT. Si para todo t € |a,b] tenemos

£(t) < g(t) + / h(s) f(s) ds,

entonces, para todo t € |a,b] tenemos que

s <90+ [ 106 ats) e ([ ) ) s

Demostracion. Definamos la funcién

(1.66)

(1.67)
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Por la continuidad de h y f y el Teorema Fundamental del Célculo, para todo ¢ € [a, b]

Para evitar el abuso de notacién, escribimos y'(s) = h(s) f(s) para todo s € [a,b]. De la
definicién de y(t) tenemos la desigualdad

fs) < g(s) +y(s). (1.68)

Por hipétesis tenemos que h(s) > 0. Entonces, para todo s € [a,b] y por la desigualdad

(1.68) tenemos que

h(s) )+ h(s)y(s). (1.69)

< h(s)g(s
Multiplicando la expresién (1.69) por exp < / ) y utilizando que ¢/'(s) = h(s) f(s)

tenemos que

y'(s) exp (— /:h(z) dz) < h(s)g(s) exp (— /: h(z) dz) ds+h(s) y(s) exp (— /: h(z) dz).

Entonces,

y/(s) exp (— / e dz) _h(s) y(s) exp (— / “h(z) dz) < h(s) g(s) exp <— / “h(2) dz>,

que puede escribirse como

& (s e (= [T @) ) <06) 966) e (= [16e) 2),
y(t) exp (— / "he) dz) < / "h(s) o(s) exp <— / “h(z) dz) ds.

Despejando la funcién y(t),
y(t) < exp ( / th(z) dz) / th(s) g(s) exp (— / “h(z) dz) ds.

w0 < [ 19 ot6) e [ hiepa)as. (1.70)

De las desigualdades (1.70) y (1.68) tenemos que

entonces,

Por lo tanto,

F0 <90+ [ 19)ats) oo ([ hiera ) ds

Otro resultado que involucra los Teoremas 1.2.15 y 1.2.16 es el siguiente.
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Teorema 1.2.17. Consideremos las funciones continuas f : [a,b] — RY, g:[a,b] — R y
h:la,b] — RT y A € R. Si para cada t € [a,b] tenemos que

fH) <A+ / (h(s)f(s) + g(s)) ds. (1.71)

F(t) < A exp (/ath(s) ds) + /atg(s) exp (/Sth(z) dz) ds. (1.72)

Demostracion. De la hipotesis (1.71), tenemos que

entonces,

ft) < A+/ (h(s) f(s) +g(s)) ds = A+/ 9(2) d2+/ h(s) f(s) ds.

t
Definamos la funcién k(t) = A + / g(z) dz. Entonces,

ft) <k(t)+ /th(s) f(s) ds. (1.73)

Por la conclusién del Teorema 1.2.16 tenemos que

£(8) < k(t) + / "h(s) K(s) exp ( / "h2) dz).

Por definicion de la funciéon A tenemos que

) < A—i—/atg(z) dz+/ath(s) (A+/:g(z) dz> exp (— /1t W) dz) ds
_ A—f—/atg(z)dz—i—/at (A+/:g(z)dz) dils (—exp (- tsh(z)dz>)ds
_ A—f—/atg(z)dz—/at (A—I—/:g(z)dz) diexp <— /tsh(z)dz)ds. (1.74)

Mediante integracién por partes, tenemos que
t s d s
/ (A —|—/ g(z) dz)—exp (—/ h(z) dz) ds
a a ds t
t t
:A+/ g(z) dz— A exp (/ h(z) dz)
.- t :
—/ g(s) exp (/ h(z) dz) ds.

Sustituyendo esta igualdad en la desigualdad (1.74) tenemos finalmente que

(1) < Aexp (/t h(s) ds> + /:g(s) exp (/t hz) dz> ds.

¥
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1.3. Funciones Convexas.

En esta seccién trataremos algunos aspectos relacionados con las funciones convexas reales
de variable real. En algunas demostraciones supondremos que las funciones tienen adicional-
mente propiedades de diferenciabilidad. Es conveniente advertir que esta hipétesis en general
no es necesaria, pero algunas demostraciones requieren Teoria de la Medida e integrales res-
pecto a medidas que no trataremos aqui. También es necesario mencionar que los resultados
que obtengamos se pueden extender, con hipdtesis adecuadas, a funciones con mas variables
y sobre otros dominios convexos (véase e. g. [7]).

Definicién 1.3.1. Se dice que una funcion ¢ : (a,b) — R es convexa si para cualesquiera
dos puntos x y y en su dominio, y para cualquier A € [0, 1], se cumple la desigualdad,

0+ (1= N)y) < A 6(x) + (1 A) 6(y). (1.75)

La definicién de convexidad puede adecuarse al conjunto de todos los niimeros reales, a un
intervalo cerrado o por ejemplo al conjunto (0,00). Segun convenga, usaremos para A el
intervalo (0, 1).

Definicion 1.3.2. Se dice que una funcion ¢ : (a,b) — R es céncava si para cualesquiera
dos puntos x y y en su dominio, y para cualquier A € [0, 1], se cumple la desigualdad,

oAz + (1= A)y) 2 A o(z) + (1 = A) o(y). (1.76)

Teorema 1.3.1. Si ¢ es convexa y si u y v son dos puntos de su dominio entonces el
segmento de recta que une los puntos (u, d(u)) y (v, ¢(v)) queda por arriba de la grifica de
¢ en el intervalo determinado por esos puntos.

¢(v) — ¢(u)

V—1Uu

Demostracion. La pendiente del segmento que une esos puntos es m = y la

ecuacion de la recta que contiene a dicho segmento estd dada por

= ————(r—u)+ou)

Sea x € [u,v], entonces existe A € [0, 1] tal que x = Av + (1 — X)u. Por lo tanto,

(@) = 90w+ (1= X)) = 22D (04 (1) 4 o)
= A2 (g o) = 22 )

= Ap(v) = A¢(u) + d(u) = Ap(v) + (1 = N)o(u)
Z (A + (1 = Nu) = ¢(2).

En la desigualdad que aparece hemos usado la convexidad de ¢. Por lo tanto, g(z) > ¢(x)
para todo x € [u,v] y esto prueba el resultado. ]
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Figura 1.5: Esquema de la interpretaciéon del Teorema 1.3.1

La interpretacién geométrica del Teorema 1.3.1 se representa en la Figura 1.5. Se infiere que
la grafica de una funcién convexa es una grafica “sonriente”. Un resultado anédlogo puede
obtenerse para una funcion concava y, por lo tanto, la grafica de una funciéon céoncava es una
grafica “triste”.

Teorema 1.3.2. Consideremos una funcion convexra f definida en un intervalo I de R y
sean x <y < z en I. Entonces

) = () _ fE) = 1@) _ 1C) = )

Y—z B Z—x - 2=y

(1.77)

Demostracion. Como y € (z,z2), existe t € (0,1) tal que y = tz + (1 — t)z. Encontrando
explicitamente a t y 1 — t tenemos que

y—x
z—x

t= (1.78)
z—y

1—-t= .
Z—=

(1.79)

Considerando las igualdades (1.78), (1.79) y aplicando la definicién de convexidad 1.3.1,
tenemos que

f(y)Zf(tZ+(1—t):v)=f(y_szrz_yx) <L 2+ = pw).

Z—X Z—XT Z—XT Z—XT
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Analogamente,
(z—x) fly) < (y—=) f(z) + (2 —y) flo). (1.80)

Restando a ambos lados de (1.80) la expresion (z — x) f(z) tenemos que,

(z—2)fly) = (z—2) fx) < (Y—2)f(z)+(z-y) fx) = (z—2)f(2)
= W—2)f(z) — f@)z -z —z2+y)
= (y—2)f(z) = f(2)(y —x)
(y —2)(f(2) = f(=))
Por lo tanto,
OEVERFCENT sy
De manera andloga, restando (z — z) f(z) a la expresiéon (1.80) tenemos que
Combinando las desigualdades (1.81) y (1.82) concluimos que
F) — £2) _ ()~ F@) _ £(2) — F(w)
y—z = z—-x = z—-y
O

Con el Teorema 1.3.2 obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.3.3. Toda funcion convexa f en un intervalo I = (a,b) es continua en ese
intervalo.

Demostracion. Consideremos x € (a,b) y sea y € (x,b). Por el Teorema 1.3.2 tenemos que

f@) ~ fa) _ f) ~f(@) _ f0) — f(2)
r—a ~—  y—zxz —  b—z
Equivalentemente, podemos escribir:
flay + L2y < i) < TOZTD (s

Por el Teorema del emparedado para limites los limites laterales, cuando v — &~ y cuando
v — 7 respectivamente, existen y por lo tanto tenemos tenemos que

Tim f(v) = ().
con lo que f es continua en (a,b). O

Los siguientes resultados dan una especie de reciproco del Teorema 1.3.2 de cuando la con-
tinuidad, bajo ciertas condiciones, implica la convexidad.

Antes de enunciarlos y probarlos observemos primero que si en la Definicién 1.3.1 de conve-

1
xidad hacemos A = 5 tenemos que f (:c ;— y) < /(@) ; 1) para todos = y .
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Proposiciéon 2. Si f es una funcion que satisface para todos x y y en su dominio de

definicion que
F (1’+y) < f(x) + f(y) (1.83)

2 2 ’
entonces, para todo nimero racional k tal que 0 < k < 1 que es de la forma ;n_n se tiene que
flkx + (1 =k)y) <k f(z)+ (1 —Fk) f(y). (1.84)
Demostracion. La prueba del resultado la haremos por induccién sobre n.

m
Sin =1, entonces 0 < k = 5 <1y 0<m < 2. Luego como m es entero se sigue que m = 1

y entonces, k = —.

Por hipétesis se cumple claramente que

1 1 1 1
— 1—= < - 1— = .
/ (2m+ ( 2) y) < 2 fo)+ ( 2) /(@)
Supongamos que el resultado es valido para 0 < k = m < 1, hay que probar que la

2n
< 1.

proposicién es valida para 0 < k = T

Supongamos que k = es una fraccion irreducible, entonces m es un ntimero impar y

2n+1
por lo tanto m + 1 y m — 1 son ambos nimeros pares, es decir, m — 1 =2r ym+1 = 2s

conr,s € Zyademds m+1+m —1=2r+ 2s, con lo que m =r +s.

m—1 _.m—i—l
on+1 yuv = on+1

Definamos los niimeros racionales u := . Entonces tenemos que u =

2r T 2s

gl —gn Y V= a1 = zin Ahora, se puede probar facilmente que 0 <u <1y 0 <ov < 1.

Por hipétesis de induccion tenemos que la proposicion es véalida para los racionales u y v.
ut+v gt THS g om u+v

Ademas tenemos que 5 = 5 Tl 9 — o= k. Asi, k = 5

flhz+ (1 —k)y) = f(“;”x+(1_“;”)y>
_ f<ux+vx+1+1—u—vy)

y

2 2
7 [uz + (1 —w)y] + [vz + (1 —v)y]
-1 : )
o fluz+ (A —wy) + flvz + (1 —v)y)
= 2
o uf@)+ A -u)fly) +ofx) + 1 -0v)fy)
= 2
_ (Ao f(@)+ (2 (utv)f(y)

9

= 5w (1)

= kf(z)+ (1= k)f(y).
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Por lo tanto,

flkx + (1 —k)y) < kf(z)+ (1 —k)f(y)

Ahora, con la Proposiciéon 2 anterior podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 1.3.4. Si f es una funcion continua tal que

; (a;b) SUES (0

para todos a y b en su dominio de definicion, entonces f es convexa.

Demostracion. Definamos ¢(t) := f(tz + (1 —t)y) —tf(x) — (1 — t) f(y) y supongamos que
f no es una funcién convexa. De esta suposicion se sigue que existe algin ¢ € (0,1) tal que
g(t) > 0. Entonces, sea M el nimero real tal que

ix g(t) = M > 0. 1.85
trer%%g() > (1.85)

Consideremos t, el valor mas pequenio de t € (0,1) tal que g(t) = M y sea 6 > 0 lo
suficientemente pequena tal que (ty — d,tg + d) C (0, 1). Definamos:

u=(tg+d0)x+ (1 —ty—0)y

y
= (to—(S)x—F (1 —tg—i-(S)y.

Observemos que

u;“ = tox + (1 — to)y.
Por hipotesis y de la definicion de u y v tenemos que
f(u—gv) < f(u);rf(v)_ (1.56)
Notemos que,
glto+0) +g(to—0) = f((to+d)z+ (1 —to—0)y)— (to+0)f(z) — (1 —to—0)f(y)
+ f((to=0)z+ (1 —to+d)y) — (to—0)f(x) = (1 —to +6)f(y)
= flu)+ f(v) = 2tof(x) = 2(1 = to) f(y)
= f(u)+ f(v) =2(tof(z) + (1 —t0)f(y))
= f(u)+ f(v) = 2[f(toz + (1 — to)y) — g(to)]
= 1w+ ) - 27 (“5) + 20tt

f(u) + f(v)
. 2
= f(u) + f(v) +29(to) — f(u) = f(v) + 29(t0)-

Por lo tanto,

Esto contradice el hecho de que g(ty) = M y por lo tanto, f es una funcién convexa. [

=M.
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Lema 3. Consideremos una funcion real de variable real f. Entonces, para todos los niimeros

T Yy se tiene que
; (x+y) _ f@)+ fy)

2 - 2 ’
st y solo si, para todos los niumeros s y r

fls=r)+ fls+7)

< .
£(s) < ;
. T+y
Demostracion. Definamos s := 5 YT =s—Y, entonces r = s+ryy =s—y. Por
hipotesis se tiene que
< LoDt ftn) (1.87)
Reciprocamente, definamos s := L ;— Y yr= a ; Y. Observemos que s+r = xT+y+x ; -
2x r+y x—y 2y At
R J— fr— —_ = — = . 1 e
5 —Tyques—r 5 5 5 = Y- Asi, tenemos que
2 2
O

fls=r)+ fls+7)
2

Corolario 4. Si f es una funcion continua tal que f(s) < para todos

los nimeros s y r, entonces f es conveza.
Demostracion. Es consecuencia del Lema 3 y del Teorema 1.3.4. O

Teorema 1.3.5. Sea f una funcion derivable en R, entonces f convexa en R, si y solo si,
para todos x,y € R se tiene que

f(x) > fly) + (x—y)f'(y). (1.89)

Demostracion. Sea h =x —y y sea t € (0, 1), entonces por convexidad se tiene que

fly+th) = f

|
=

IN

|
~

Asi,
fly+th) <tf(y+h)+ fly) —tf(y)
de donde,

hif(y+th)— f(y)]
ht

< fly+h)— f(y)
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Esto implica,

hf(w) = h tim TOEI TGN < (g 4-1) — F(0)] = fl0+ 1) - £(0)

t—s0 ht

Como h = x — y se tiene que,

(@=y)f'(y) < fly+z—y)— fly) = f(z) = f(y).
Por lo tanto,
(@ =) f'(y)+ [y) < fl2)
Reciprocamente, supongamos que la desigualdad (1.89) es valida para todos los ntimeros

reales x y y. Sean x1 y xo dos niimeros reales y, sin pérdida de generalidad, supongamos que
x1 < 9. Sea y € (1, x2), entonces, existe ¢t € (0, 1) tal que

y =ty + (1 —t)x. (1.90)
Por hipotesis tenemos que
f(x2) = fy) + (x2 = ) ['(y). (1.91)
y
fl@r) =2 fy) + (@ =) f'(y). (1.92)

Sustituyendo (1.90) en (1.91) y (1.92) tenemos que
f(x2) = fy) + (w2 = (tza + (1= D)x1)) f'(y) = f(y) + (22 —2)(A = 1) f'(y).  (1.93)

y
f(@1) = f(y) + (21 = (tz2 + (1= 20)) f'(y) = [(y) — tzz — 21) f'(y)- (1.94)
Multiplicando (1.93) por ¢ y (1.94) por (1 — t) tenemos que
tf(z2) = tf(y) + t(az — 21)(1 = ) f'(y). (1.95)
y
(=) f(z1) = (L= 1) f(y) — (1 = ) (z2 — 1) ['(1). (1.96)

Sumando (1.95) y (1.96) y usando (1.90) tenemos que
tf(wa) + (L =) f(z1) 2 tf(y) + (L =) f(y) = fy) = f(twz + (1 = 1)),

y esto es la definiciéon de convexidad. O

Un resultado andlogo al Teorema 1.3.5 se obtiene para una funcién céncava, solo se invierte
la desigualdad.

La interpretacion geométrica del Teorema 1.3.5 se ilustra en la Figura 1.6 y procedemos a
comentarlo.

Se tiene la grafica de una funcién convexa y = f(x) y un punto (y, f(x1)) un punto sobre ella.
La ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en ese punto es g(z) = f'(y1)(z—x1)+ f(y1)
con lo que queda ilustrado el teorema al observar que la grafica de la funcion convexa f queda
por encima de la recta tangente en el punto (y1, f(x1)), excepto en ese punto en el que se da
la igualdad.

Con el Teorema 1.3.5 podemos dar otra demostracion de la Desigualdad de Young dada en
el Teorema 1.2.9, pero antes de ello necesitamos el siguiente resultado.
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20
18
16
14
12

10

g L

= f'ly)(z — 1) + f()

Figura 1.6: Esquema de la interpretacion del Teorema 1.3.5

Lema 5. Si f : [0,00) — R es una funcion continua, derivable y estrictamente creciente
que satisface f(0) =0, entonces para todo nimero positivo a tenemos que

a f(a)
/Of(t) dt+/0 f7H(t) dt = a f(a). (1.97)

Demostracion. Calcularemos la integral / f7(t) dt con un cambio de variable y usando

0
integracion por partes. Sea w = f~!(t), entonces t = f(w) y dt = f'(w) dw. Si t = 0 se tiene
que w =0y sit= f(a), entonces w = a. Luego

/ FYt)dt = /awf’(w)dw. (1.98)

Ahora, hacemos u = w y dv = f'(w) dw. Entonces du = dv y v = f(w). Luego,

/0 wf(w) dw = af(a) - / f(w) dw = / 0

y por (1.98) tenemos que
f(a) a
| d=as@- [ s a
0 0

Esto finaliza la demostracién. O
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Veamos ahora la demostracion de la desigualdad de Young usando el Teorema 1.3.5 y el
Lema 5.

Demostracion. Definamos la funcién F'(x / f(t)dt. Por el Teorema Fundamental del

Célculo tenemos que F'(x) = f(x), entonces tenemos que F es convexa en [0, 00).

Por el Teorema 1.3.5 tenemos que para cualesquiera x,y > 0,
F(z) = (z = y)F'(y) + F(y).

En particular la desigualdad anterior es valida para 2 = @ > 0y para y = f '(b) > 0.
Entonces tenemos que

F(a) = (a= fHO))F(f7H0) + E(f7H(D))-
Equivalentemente,
a 7o)
/ f(t) dt > ab—0bf ' (b) +/ f(t) dt. (1.99)
0 0
Aplicando el lema a la funcién f~! y al intervalo [0, ] tenemos que

0]
/f dt+/ f(t) dt =bf*(b). (1.100)

y por (1.99) se sigue que

/af(t) dt >ab—bf ' (b)+b fHb)— [ fH(1) dt.

/f dt+/f ) dt > ab.

que es la desigualdad de Young. [

Por lo tanto,

Veamos ahora el siguiente resultado cuya demostracion presenta analogias con la demostra-
cién de la Desigualdad de Young.

Teorema 1.3.6. Si f :[0,00) — R es una funcion continua y estrictamente creciente que
satisface que f(0) =0, entonces para todos los nimeros positivos a y b tenemos que

min{l,%}/oaf(t) dt—l—min{ }/ U dt<ab. (1.101)

La igualdad se da, si y solo si, b= f~'(a).
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Demostracion. Asi como en la demostracion de la desigualdad de Young, consideremos que
F(z) / f(t) dt es una funcién convexa. Por definiciéon de convexidad tenemos, para todos
x,y > 0y para todo t € [0, 1] que

F(te+(1=1)y) =< tF(&) + (1 - 1) F(y),

En particular, si y = 0 tenemos, para todo z > 0 y todo t € [0, 1] que

F(tx) <tF(z). (1.102)

Supongamos primero que a < f‘l(b)_ Entonces 0 < %@ < 1, si hacemos t = f?(b) y
x = f(b) en (1.102) tenemos que

F(a)=F (f%(b)f—l(b)) < f#(b) F(f~(b)). (1.103)

Asi como en el lema anterior, si calculamos la integral / f(t) dt con un cambio de variable

e integracion por partes tenemos que

F(fH0) =bf M b) = [ f7H() dt, (1.104)

y por (1.103) tenemos que

Fla) < =5 ( / 7~ )—ab_f—?(b) /abf_l(” o

Por lo tanto,

/f dt+ /f ) dt < ab. (1.105)

Supongamos ahora que a > f~(b) y definamos G(z) := / f71(t)dt. Asi, como para la

0
funciéon F, tenemos que G es concava y se cumple que, para todo x > 0y todo t € [0, 1] que

G(txr) < tG(x). (1.106)
Sia > f(b), entonces f(a) >by 0 < % < 1. Haciendo t = % y x = f(a) en (1.106)
tenemos que
b b
f(a
Por el Lema 5, tenemos que G( f f 1 =af(a / f(t) dt. Sustituyendo
0

en (1.107) tenemos que

/f dt<—( /f dt) f(b)/oaf(t)dt.
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Por lo tanto,

/f dt+/f ) dt < ab. (1.108)

Combinando (1.105) y (1 108 tenemos que

i {12 [ g {1 ) [ <

Ahora, es claro que la 1gualdad se da cuando a = f~'(b) y por lo tanto se ha probado el
teorema. [

A continuacion veremos otros resultados relacionados con las funciones convexas y coéncavas.

Proposicién 6. Sea f una funcion dos veces derivable tal que f"(x) > 0 para todo x,
entonces [ es una funcion convexa. Si f"(x) <0, entonces [ es una funcion céncava.

Demostracién. Si f” > 0, entonces f es una funcién no decreciente. Sean a y b dos niimeros
reales tales que a < by sea = € [a,b]. Entonces, existe un t € [0, 1] tal que x = tb+ (1 — t)a.
Como f es dos veces derivable, entonces en particular es derivable y por lo tanto es continua
en [a,z] y [x,b] y derivable en (a,z) y en (z,b). Aplicando el Teorema del Valor Medio para
derivadas tenemos que existen x; € [a, 2] y x9 € [z, b] tales que

() = w (1.109)
' b
f'(x2) = W (1.110)

Utilizando las igualdades (1.109) y (1.110) y el hecho de que = = tb + a — at se deduce que
f@) = fla) = (x —a)f'(z1) = (tb+a —at — a) f'(z1) = t(b— a) f'(21) (1.111)

f)=f@)=0—2)f(x2) =(b—tb—a+at)f (z2) = (1 —t)(b—a)f (z2). (1.112)

Por hipdtesis se tiene que z; < x9. Por lo tanto, utilizando las igualdades (1.111) y (1.112)
y el hecho de que [’ es no decreciente se tiene que

f(z1) < f(22).
Lo que implica que
t(1—t)(b—a)f'(z1) <1 =t)(b—a)f'(z1),
o bien,
(L=6)(f(x) = fla)) <t(f(b) — f(x)).
De aqui que,
flx) <tf(b) + (1 —1)f(a).
de donde finalmente,
ftb+ (1 —1t)f(a)) <tf(b)+ (1 —1t)f(a).

Analogamente a la Proposicién 6 se tiene una proposicién para una funcién céncava.
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Teorema 1.3.7. Si f es convera en R o en algun intervalo, entonces para cualesquiera
X1, X1, .oy T, del dominio y para cualesquiera ty,ts, ..., t, € [0, 1] tales que Zti =1, se tiene

i=1
que

Esta desigualdad se conoce como desigualdad de Jensen para nimeros reales.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién a partir de n > 2. Si n = 2 entonces
tenemos t; + ty = 1, y por convexidad tenemos que

f(tiwy 4+ towe) = f(taws + (1 — to)wr) < tof(w2) + (1 —to) f(21) = t1f(z1) + Lo f(22).

Supongamos que el resultado es valido para n — 1 sumandos, veamos entonces que el resul-
tado es valido para n sumandos:

i

Sity+ta+...+t, = 1, entonces es claro que 0 < ] < lparatodats=1,2,...,n. Entonces

f(t1$1 + tgl‘g + tnl’n) = f(thTn + (tll‘l + thL‘Q “+ ...+ tn_1l’n_1))

tl t2 tnfl
= tn n 1—tn n—
f( Ty + ( )[1_tnx1+1_tnm2+ +1—tnx 1])

t t [
S tnf(xn) + (1 — tn)f (1 —1t T + 1 —Qt i) + ...+ 1 _; In_l)

<tof(xn) + (1 —t,) [1_tnf(x1)+1_2tnf(:z2)+...+ bt f(xnl)}

=tnf(zn) Ftof(z1) +tof(22) + o+t f(201)
=t f(r1) +taf(22) + oo + nf (0).
En la primera desigualdad usamos la definicion de convexidad y en la segunda desigualdad

usamos la hipétesis de induccion. La desigualdad de Jensen para ntimeros reales y funciones
céncavas se obtiene de manera andloga.

[
Corolario 7. Con las hipotesis del Teorema 1.3.7, se tiene que
n n
1
Demostracion. Hacer en la desigualdad (1.113) los t; como — para toda i =1,2,...,n. [
n

n
Corolario 8. Si, x1,xa, ..., T, son nimeros positivos y ty, ta, ..., t, € [0, 1] tales que Z t,=1,

i=1
entonces

piexZ e alr <ty exptteTo oty T (1.115)
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Demostracién. La funcién exponencial f(x) = e® es convexa ya que f”(z) = €* > 0. Enton-
ces, aplicando el Teorema 1.3.7 tenemos que

n n .
ti to th t In(z;*)
doealrat = [[o =[]

i=1 i=1

n

n
i=1

i=1
ftilnzy +tolnxs + ... + t, Inzy,)
tif(lnzy) +tof(lnxy) + ... + ¢, f(Inzx,)
tl I1—|—t2$2++tn$n

IN

Por lo tanto,

ti o t
Ty Ty ) Styprxy Hlaxo+ oy Ty

]

Con este corolario podemos dar otra demostraciéon de la Desigualdad 1.44 del Corolario 1.

1 1
Corolario 9. Sean a,,b > 0, y p y ¢ numeros positivos con p > 1 y tales que — + — = 1.
p g
Entonces,
aP  be
ab < — + —. (1.116)
p q

Demostracion. Si en el Corolario 8 hacemos x; = a?, x5 = b? y hacemos t| = —, t, =

1 1

o p q
entonces tenemos inmediatamente el resultado. [
Teorema 1.3.8. Consideremos una funcion convexa en R y derivable ¢ y sean a < b nimeros

reales y f : [a,b] — R integrable en [a,b]. Entonces

s </abf(x) dx) < ﬁ/@bqﬁ((b—a)f(x)) da. (1.117)

Esta desigualdad se conoce como desigualdad de Jensen para integrales.

Demostracion. Daremos una bonita demostracion geométrica, para esto veamos la Figura
1.7. Hemos construido la grafica de la funciéon convexa ¢ y la grafica de la funcién integrable
f sobre el intervalo [a, b].

b
El area sombreada esta representada por I = f(z) dx, como I es un nimero real, éste

a
puede representarse sobre el eje x y como la funcion ¢ es derivable, existe su recta tangente en
cualquier punto, en particular existe la recta tangente en el punto de coordenadas (I, ¢(1)),
la cual tiene por pendiente un cierto m y tiene por ecuaciéon

g(x) =mz —ml + ¢(I).
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B - af @) |

Figura 1.7: Esquema de la demostracion del Teorema 1.3.8
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Para cualquier z € [a,b], f(x) es un numero real, ciertamente (b — a) f(x) también es un
numero real, el cual localizamos en el eje x el cual puede o no coincidir con I.

Vamos a evaluar el punto (b — a) f(x) en ambas funciones ¢ y g. Por el Teorema 1.3.5, la
grafica de la recta g(x) queda por debajo de la grafica de ¢, excepto en el punto de tangencia
donde coinciden.

Entonces, g((b—a) f(z)) < ¢((b—a)f(x)), pero por la definicién de g se tiene que
g((b—a)f(x)) =m(b—a) f(x) —mI+o(I).

Por lo tanto,
m(b—a) f(z) —mlI+¢(I) < o((b—a) f(z)).

Integrando tenemos que
b b
/ (m(b—a) f(z) —mI+6(D) dr < / o((b— a) f(x) do.

b
Separando en tres integrales la parte izquierda, resolviéndolas y recordando que I = / f(z) dx
a

queda

miv-a) [ ) dr=mio-a) [ o) ar+ -0 ([ 10 @) < [ ot6-0)s0) ar

Cancelando términos semejantes y dividendo entre (b — a) se tiene el resultado deseado. [

Si la funcién es concava la desigualdad se invierte y la demostracion es analoga.

Veamos ahora la desigualdad de Jensen cuando tenemos una variable aleatoria X.

Teorema 1.3.9. Consideremos una funcion convexa ¢ y una variable aleatoria X con es-
peranza finita, entonces

P(E(X)) < E(o(X)). (1.118)

Demostracion. Vamos a suponer que ¢ es derivable, aunque esta hipdtesis no es necesaria,
el caso general es algo mas complicado (véase [7]).
Por el Teorema 1.3.5, para todos los nimeros = y y del dominio de ¢ se tiene que

o) + (x = y)¢'(y) < ¢(x).
Suponiendo que z = X y y = E(X) se encuentran el el dominio de ¢ tenemos que
P(E(X)) + (X = E(X))¢'(E(X)) < ¢(X).
Aplicando esperanza y linealidad de la esperanza tenemos que
E(¢(E(X))) + (E(X) — E(X))¢'(E(X)) < E(¢(X)).

Por lo tanto,

P(E(X)) < E(o(X)).
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Como aplicacién del Teorema 1.3.9, probaremos la desigualdad media geométrica-media
aritmética generalizada para n niimeros no negativos como sigue:

Teorema 1.3.10. Sean x1, s, ..., x, numeros reales no negativos, entonces

< x1+x2+...+xn‘

n

El lado izquierdo de esta desigualdad se conoce como media geométrica de los ntimeros
T1,%a, ..., Ty y el lado derecho se conoce como media aritmética o promedio de los niimeros
T1,T2,...,Tp.

Demostracion. Sea X una variable aleatoria discreta tal que X tiene distribucion uniforme
discreta en el conjunto {xg,z1,...,z,}. Es decir, la funcién de probabilidad de X (véase
25], pag. 95) es

1 Co )
o) = =y ST =10, T1,. .., Tn;
0, en otro caso.

Definamos, para z > 0, la funcién ¢(x) = —In(z). Tenemos que ¢"(x) > 0, entonces ¢ es
convexa para todo x > 0. Por la Desigualdad de Jensen (1.3.7) tenemos que

P(E(X)) < E(¢(X)).
Entonces, por definiciéon de la funciéon ¢ tenemos que
~I(E(X)) < B(~In(X)).
Y por linealidad del operador esperanza tenemos que
E(In(X)) < In(E(X)).

Por propiedades de la variable aleatoria uniforme discreta se sigue que

Zln(ﬁci) fx(z;) <In (Z a:ifx(xi)> -

Ademas,

Por lo tanto,
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Figura 1.8: Esquema de la interpretacion del Teorema 1.3.11.
Veamos ahora una interesante aplicacion de la desigualdad media geométrica-media aritmé-
tica del Teorema 1.3.10

Teorema 1.3.11. Si un cuadrildtero convexo ABCD estd inscrito en la circunferencia
unitaria y es tal que AB - BC' - CD - DA > 4, entonces el cuadrilitero ABCD es un
cuadrado.

Demostracion. Consideremos la Figura 1.8. Denotemos AB = a, BC' =b0,CD =cy DA =d.
Observemos que como la circunferencia es unitaria, ninguna de las diagonales del cuadrilatero
es mayor que 2, luego, AC' <2y BD < 2. Por el Teorema de Ptolomeo tenemos que

ac+bd = AC - BD < 4. (1.120)

Por hipétesis y la desigualdad Media Geométrica y Media Aritmética (1.119) tenemos que

2 < Vabed < ac—;—bd‘

Equivalentemente,
4 < ac+ bd. (1.121)

De (1.120) y (1.121) se sigue que
ac + bd = 4. (1.122)
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Con lo que tenemos que AC - BD =4y AC =2y BD = 2 y por lo tanto, las diagonales
del cuadriatero son didmetros de la circunferencia y entonces el cuadrilatero ABCD es un
rectangulo. Ahora, utilizando la hipétesis abed > 4 y (1.122), tenemos que

0 < (ac — bd)* = (ac + bd)* — 4abed < 16 — 16 = 0.

Entonces,
(ac — bd)* = 0.

Por lo tanto, ac = bd. Pero ac + bd = 4, entonces 4 — bd = bd con lo que ac = bd = 2,
y si el cuadrildtero es un rectangulo entonces a = ¢ = b = d. Luego, el cuadrilatero es un
cuadrado. O

Veamos ahora otro resultado que involucra funciones convexas e integrales.

Teorema 1.3.12. Sea ¢ convexa y derivable. Sean g(t) y p(t) continuas y p(z) > 0 para
todo x, entonces

/ g(t) p(t) dt / o(9(t)) plt) dt
a < a )

¢ 7 (1.123)
/bp(t) dt / p(t) di
Demostracion. Definamos las siguientes funciones:
/z g(t) p(t) dt
a(z) = — (1.124)
/ p(t) dt
y xX
| otaten e d
h(z) = ¢(a(z)) — “2——=7 . (1.125)

/a p(t) dt

Por continuidad de las funciones podemos aplicar el Teorema Fundamental del Calculo.
Derivando «(z) tenemos que

o bien,

of(z) = SB)P@) . (1.126)
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Derivando h(z) tenemos que

Entonces,

O bien,

AIENP@) iy 4 S PO )

/a o) di

T | otatt)pte) -
o (e

Ahora, por el Teorema 1.3.5, sabemos que si ¢ es convexa entonces, ¢(x) > ¢(y)+(z—y)¢' (y)
para todos los nimeros reales x y y. En particular si hacemos = = g(x) y y = a(x) tenemos
que

¢(g(x)) = ¢'(a(z))(9(z) — a(x)) + ¢(a(x)).

Multiplicando por tenemos que
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o bien,

<b(g(:v)) > @) p@) | Fla@)p@) o He@)p@) o (1.128)

/ /p t)dt /am ) dt i p(t) dt

Combinando (1.127) y (1.128) se tiene que

%m+—99”“x)w<<>>—p®%4$“®pﬁlﬁ¢%a<»
/ap<t) dt ( /a xp(t) dt)
pwlxu»<> S ¢m o,
ey fn fos

 H(o@) pla)

[ ( ” PROE)IPE) ().

Cancelando términos semejantes y recordando la definiciéon de la funcién a tenemos que

p@L¢@mwwzﬁw@m@

(/:p(t)dt)2 - /:p(t) it

Equivalentemente,

Lo que implica que

Entonces,
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Lo que implica que

0> n'(x) /zp(t) dt 4 p(x) h(z).

(h(m) / 0 dt)/ <0.

Integrando y aplicando el Teorema fundamental del Célculo tenemos que,

/ab (h(a:) /axp(t)dt>/d$ <0

Por lo tanto,

O bien,
b a
h(b)/ p(t)dt — h(a)/ p(t)dt <0.

b
Como / p(t) dt > 0, se sigue que h(b) < 0. Luego, evaluando h(z) y a(z) en b tenemos que

b
/ o(g(1)) p(t) dt
ba(b)) — Lo <0,

/abp(t) i

/ ot) p(t) dt / o(9(t)) p(t) dt
a < a .

/a ’ p(t) dt / np(t) dt

Y por lo tanto,

¢

Veamos ahora el siguiente resultado.

Teorema 1.3.13. Consideremos una funcion concava f definida para x > 0 y tal que
f(0) = 0. Entones para cualesquiera nimeros positivos a y b se tiene que

fla+b) < f(a)+ f(b). (1.129)

Si f cumple esta propiedad diremos que f es una funcion subaditiva. Para el caso en que f
es convera, la desigualdad se invierte y diremos que f es una funcion superaditiva.

Demostracion. Por concavidad de f tenemos que, para todos z,y > 0y todo A € [0, 1],

M(@)+ (1= fy) < fAz+ (1= Ny). (1.130)
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-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 " 12

Figura 1.9: Esquema de la demostracion del Teorema 1.3.14.

Haciendo y = 0 y usando que f(0) = 0 tenemos que para todo z > 0y todo A € [0,1]
b

que Af(x) < f(Az). Si a,b > 0 es claro que 0 < aLij <1ly0< p < 1. Usando la

desigualdad (1.130) tenemos que

fla+b) = Zil;f(ﬁb) - (aib + a+b) fla+b) = CLLerf(aer)JraLerf(aer)
b
< 1 (Z54n) +1 (e n) = fl@ +10)
Esto concluye la demostracion. [

Teorema 1.3.14. Si f es una funcién creciente y convexa en [a,b] entonces

(b—a)f / flz) de < ( )f( );—f() (1.131)

Demostracion. Con consideraciones geométricas la demostracion es muy sencilla. Veamos la
Figura 1.9. Es claro que el area del rectangulo ABE D es menor que el area bajo la curva de
f v, a su vez, esta es menor que el area del trapecio ABC'D. Pero (ABED) = (b— a) f(a)

y (ABCD) = (b—a) M. Por lo tanto,

b )f / f )i < - 0 FO SO,
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O
El Teorema 1.129 se utiliza, por ejemplo, para estimar integrales complicadas y que no
1

pueden expresarse por cuadraturas como / V1+ z* dx. Si consideramos f(x) = V1 + x4,

32 6 x
tenemos para 0 < z < 1 que f"(z) = — ( — ) > 0, con lo que se tiene
(@) 4 \V1+zt V1424
que f es una funciéon convexa. Aplicando el Teorema 1.129 tenemos que

1
1 2
1</ V1i+ztdr < +2\/_~1,2
0

que es una muy buena aproximacién.

1.4. Desigualdades de Minkowski.

En esta seccion demostraremos las desigualdades de Minkowski, versiones numeérica, integral
y con esperanzas. Estas desigualdades pudimos haberlas probado en la segunda seccion pero
lo pospusimos hasta esta seccién para aprovechar la convexidad y evitar dar las demostra-
ciones clasicas. Comenzaremos con el siguiente resultado.

Teorema 1.4.1. Sean 1 < p < oo y dos conjuntos de nimeros reales positivos x1, s, ..., Ty
Y Y1, Y2y -, Yn , ENLONCES

1 1 1
(Z(% + ?Ji)p> " < (Z xf) ” + (Z yf) ” : (1.132)
i=1 i=1 i=1
La destgualdad anterior se conoce como desigualdad numérica de Minkowski.
Demostracion. La funcién f(x) := 2P, p > 1 es convexa en (0, 00) ya que

f"(x) = plp —1)a"2 > 0.

Definamos lo siguiente:

hSA

x = <Zn:xf) (1.133)

Q=

y = (Z yf> (1.134)

Por las igualdades (1.133) y (1.134) tenemos claramente que 0 < , Y <1 y ademas
rT+y x+vy
- =Y
r+y T4y

Por convexidad tenemos que

f(;'x+y+<1_x+y) Z) §$+yf<;>+x+yf(g>'
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Entonces,

. AP NP A\P

Tty T+y\x r+y \y
Sustituyendo los valores de x y y en el lado derecho de (1.135) y aplicando sumas tenemos
que

i(miy)pg _ri nxf N i nyf _

—~\ z+y T +y Tty

SRR o
=1

i=1
Entonces,

0 Zn: 7 Zn: Yy
Y =1

x = x
p Z Li + yl - nl + n = + y = 1
— :c+y , Tty , TTY THY
27l >
i=1 i=1
Por lo tanto,
1qp
n n p
St < (z) ()] (1136)
i=1 i=1
De aqui ya es clara la conclusion. [

Teorema 1.4.2. Sean f y g funciones integrables en el intervalo [a, b]. Entonces, parap > 1
tenemos que

([ s+ ot pdx) ([ e |pdx);+(/ab|g<x>|pdx>;. (1137)

Esta desigualdad de conoce como desigualdad de Minkowski version integral.

Demostracion. Asi como en el Teorema 1.4.1, la funcién h(z) = z” es convexa parap > 1y

x > 0. Definamos lo siguiente:
b v
= (/ \f(x)|pd:c> (1.138)

- (/b |g(q;)|pdx); _ (1.139)

Por las igualdad 1.138 1.139 ' 0 < <1, 0 < <1
or las igua aeSA( )y ( ) se sigue que 118 , A+ B y
B

118 = <1 — > Por convexidad, para todo x, tenemos que

A+ B
)

(a5 (- ate) ) < aeet () r e (%)
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Entonces,

(If(:c)|+|g(x)l>”< A _[f@F B lg@)P
A+ B —A+B Ar A+B Br

Lo que implica que

1 A |f(z)[P B lg(x)|?
——— (| f(@)| + |g(z)])F < : + : .
A P A b A b

(A+ B) +B / f@)Pde +B () Pda

Integrando tenemos que

1 b

v [ ([f(@)|+]g(x)])Pdz < : : — _
A p A b A b A

(A+ B) /a +B / )P + B / () e +B

Por lo tanto,

/:('f (@)| + lg(a) e < [( / b |f(x)|pdm); +(f gy ) ]

De aqui ya es facil concluir. O
Ahora veamos la desigualdad de Minkowski para esperanzas de variables aleatorias.

Teorema 1.4.3. Sean X yY dos variables aleatorias tales que E|X|P y E|Y | existen para
todo p > 1. Entonces

E?|X + Y[ < Ev|X|P + Ev[Y]P. (1.140)
La desiqualdad anterior se conoce como Desigualdad de Minkowski para esperanzas.
Demostracion. Asi como en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2, f(z) = z” es una funcién convexa

para todo x > 0 y para todo p > 1.
Definamos lo siguiente:

a = Ev|X|P (1.141)

b= Ev|Y]P. (1.142)

b b
Por las igualdades (1.141) y (1.142) es claro que 0 < aLer <1,0< A <ly P

. Procediendo como en los Teoremas 1.4.1 y 1.4.2, aplicando la convexidad de f

a+
obtenemos la expresion

1 o IXP b P
SIX |+ Y] < =2 . |
wrop IV < = B5p T o By
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Aplicando la monotonia y linealidad de la esperanza tenemos que

1 a E|X]P b E|YP a+b

(a +b)P EAXT+ VD" < a+bEX]P  a+b E|Y|P a+b L
Por lo tanto,
B(X|+ Y|y < [Er|xP+ B3 |VP]"
De aqui ya es claro concluir. O

La ventaja de estas demostraciones de los Teoremas 1.4.1, 1.4.2 y 1.4.3 de las versiones de
la desigualdad de Minkowski es que se usa sélo la convexidad sin pasar por la desigualdad
de Holder que se utiliza en las demostraciones clasicas (véase [14] o [25]).

1.5. Funciones log-convexas.

En esta seccién estudiaremos un caso particular pero muy importante de funciones convexas
que nos seran ttiles en los capitulos siguientes. Comenzaremos con la siguiente.

Definicién 1.5.1. Una funcion f : I — (0,00) se llama logaritmo-convexa (abreviaremos
log-convexa) si para todos x,y € I y para todo \ € [0, 1] tenemos la desigualdad

fOy+ (1 =Na) < fAy) (). (1.143)
De la Definicién 1.5.1 , tenemos que si f es log-convexa entonces In f es convexa ya que
In(fy + (1= A)2)) < In(fy) (@) = A f(y) + (1= A) In f(2)

y esto implica que In f es convexa. Reciprocamente, si In f es convexa, entonces f es log-
convexa.

Se puede dar una definicién anadloga para una funciéon log-céncava en la que la Desigualdad
(1.143) queda invertida. Ahora tenemos el siguiente resultado.

Lema 10. Si una funcién f: I — (0,00) es log-conveza, entonces f es convexa.
Demostracion. Tenemos, aplicando el Corolario 8, que

FOy+ 1 =XNa) < fAy) @) S Af(y) + (1= A) f(o).
Lo que prueba el resultado. O

El reciproco del Lema 10 en general no es cierto, por ejemplo, si f(x) = e — 1. Entonces
f"(z) > 0y, por lo tanto, f es convexa. Sin embargo, si g(x) = In(e” — 1), entonces ¢"(z) < 0
y, por lo tanto, g es concava y entonces f es log-concava.

Veamos ahora una bella aplicacién geométrica de las funciones log-convexas.

Teorema 1.5.1. Si, A, B y C son los angulos interiores de un triangulo, medidos en radianes,

entonces 5 5
sen Asen BsenC' < (32£> ABC < (?) : (1.144)
T

La igualdad se da, si y solo si, el tridngulo es equildtero.
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Demostracion. Definamos sobre el intervalo (0, 7) la funciéon f(x) :=In <

f'(x) =

x

la funcién g(z) := es una funcién log-convexa en (0, 7). Utilizando que A+ B+C =7
sen &

y por convexidad de f tenemos que

A+B+C f(A) + f(B) + f(C)
() - y

). Entonces,
sen x

2?2 — sen?(x)
—————— > 0 para todo z € (0, 7). Luego, f es convexa en (0,7) y por lo tanto,
x?sen?(x)

Entonces,

ApC 1 A B C
In|—F—F— | <z (! 1 1 :
"\ sen (4451 3(nsenA+ MsenB nsenC)

Lo que implica que
In 2_7r <In i/ ABC .
3v3 sen Asen BsenC
Por lo tanto, aplicando exponenciales y haciendo operaciones tenemos que

3v3)
sen Asen BsenC' < (2—> ABC. (1.145)

™

Ahora, por la desigualdad Media Geométrica-Media Aritmética (1.119) tenemos que

A+B+C
YABC < 4T o+C T
3 3
Entonces,

(§)3ABC <1. (1.146)

™

3
3
Multiplicando (1.146) por <§> tenemos que

(35 < (4 o

2

Combinando 1.145 y 1.147 tenemos que

3 3
sen Asen Bsen C < <%§> ABC < (\?) . (1.148)
m

T
Ahora, si el tridngulo es equilatero tenemos que A = B =(C = 3y

3 3
sen Asen BsenC = <\/—§> = <%> ABC. (1.149)

2 2T
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Veamos algunas otras caracteristicas de las funciones log-convexas.

Proposicion 11. Sea I un intervalo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para toda
funcion f: 1 — (0,00).

(i) f es log-convezxa.
(i) la funcion g(x) = e* f(z) es convera en I para todo a € R.
(1ii) la funcion h(z) = f*(x) es conveza en I para todo a > 0.

Demostracion. (i) = (ii). Sean x,y € I y sea A € [0, 1], entonces, por convexidad de la
funciéon exponencial y la log-convexidad de f tenemos que

9Oy + (1= Na) = "I Fa 4 (1= Ny) < 0™ fA(2) f1A(y).

Entonces,

gy + (1= N)a) < (e f(@) (e f(y)' ™ < A f(@) + (1= N)e® f(y).
Por lo tanto,

gz + (1= Ny) < Ag(z) + (1 = N)g(y).

y esto implica la convexidad de g.

(17) = (i). De la convexidad de g, para todos s,r € [ talesque s+r € [ 'y s—r € [
tenemos que
20 f(s) < e f(s 1) + 2 f(s — 1)

y entonces,
0 < et f(s+r)—2e"f(x)+ e f(s—r1).

Lo que implica que

0 e (S ps ) = 29 + 55 n)
y por lo tanto,
0< (™) f(s+71)—2e f(s)+ f(s—7). (1.150)

La expresion (1.150) indica que tenemos una funcién cuadrética no negativa en e, luego,
su discriminante es menor o igual a cero. Por lo tanto,

4f2(s) = 4f (s + ) f(s — 1),

Cancelando términos semejantes y aplicando logaritmos tenemos que

In f2(s) <In(f(s+7)f(s—r) =Inf(s+7r)+1Inf(s—7).

Por lo tanto,
< Inf(s+7r)+Inf(s—r)

In f(s) 5
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lo que prueba la log-convexidad de f.

(1) = (4i1). Si In f es convexa y si a > 0, entonces claramente aln f es convexa y In f* es
convexa, con lo que f® es log-convexa y, por lo tanto, f* es convexa.

(1ii) = (7). Si f%(x) es convexa para todo a > 0, entonces claramente lo es la funcién

fi(x) 1

S~ para todo a > 0. Sea u = f*(x) — 1, entonces u — 07, si y solo si, a — 0.
a
Ademas,
~ In(u+1)
W f(z)
Por lo tanto,
. fYx) -1 u o , 1 o I
QE%-&- T = uE)T(lH_ W =In f(l‘) uEIé+ m =In f({L')E =In f(l')

El limite de una sucesién de funciones convexas es una funcién convexa (no probaremos esto
pero puede consultarse en [22]). Por lo tanto, f es log-convexa. O

Ahora probaremos que la suma de funciones log-convexas es también log-convexa pero antes
de eso necesitamos probar el siguiente lema:

Lema 12. Para nimeros positivos z,y, z,w, y A € [0, 1] tenemos que
xkyl—/\ +2Aw1—A S (:L'—FZ))\(y—}—w)l_)\.

Demostracion. Como A+ (1 — \) = 1, aplicando el Corolario 8 tenemos que

<wiz)A<y+Lw)l_A9<xiz) A=A (wiw) (1.151)
() ) o))

Sumando las desigualdades (1.151) y (1.152) tenemos que

) G5) +G) () o Ge)ra-a ()

+
+)\< : )+(1—A)<L):A( 4= )+(1—)\)( g )
Tr+z yt+w rT+z xT+z y+w y+w

=A+(1-XN)=1

Anélogamente,

Por lo tanto,
X, 1=\ X, =X
Yy + 2w <1.
( +2)My +w)'
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Teorema 1.5.2. La suma de dos funciones log-convezras es también una funcion convexa.

Demostracion. Sean f y g dos funciones log-convexas, sea h := f + g y sea A € [0,1].
Entonces,

h(Az + (1= Ny) = fQz + (1= Ny) + gz + (1= N)y) < fA2)f 7 ) + g™ (2)g' ().
y por el lema tenemos que

h(Az + (1= Ny) < (f(z) + g@) + (f(y) + 9(1)' ™ = K (@) y).

Por lo tanto,

h(Az + (1= Ny) < b (a)h' ™ (y). (1.153)

y h = f + g es una funcién log-convexa. N



Capitulo 2

Funciones Gamma y Beta y bellas
aplicaciones.

En este capitulo definiremos las funciones Gamma y Beta y probaremos algunas de sus pro-
piedades mas interesantes con un tratamiento novedoso.

Supondremos conocidas algunos hechos elementales del operador Transformada de Laplace
que se define y se deducen sus propiedades en un curso de Ecuaciones Diferenciales o Analisis
Complejo. No nos ocuparemos en probar las propiedades de este operador ni nos ocupare-
mos en justificar su existencia mediante las funciones continuas a trozos. Asimismo, en este
capitulo trataremos alguna aplicaciéon que vaya surgiendo a la Teoria de la probabilidad.

2.1. Propiedades de la funcién Gamma.

Una de las funciones més importantes del Analisis es la Funcién Gamma. Es una funcién
que extiende el concepto de niimero factorial al campo de los niimeros reales y al campo de
los niimeros complejos y que definimos a continuacién.

Definicién 2.1.1. La funcién Gamma I : (0,00) — R, se define por la expresion

L(s) = /000 t e tdt. (2.1)

Observemos que la integral en la Definicion 2.1.1 converge para cada s > 0 porque cerca
de t = 0 la funcién t°! es integrable y para t grande la convergencia esté garantizada por
el decrecimiento exponencial del integrando. Estas observaciones nos permiten ampliar el
dominio de definicién de la funciéon Gamma como sigue:

Teorema 2.1.1. La integral impropia I'(z) = / t*"le7tdt es convergente para z € C con
0
Re(z) > 0.

Demostracién. Como [t*7!] = 7€)=L para t > 0, es suficiente probar el resultado para el
caso real.
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Para x € (0, 00) escribimos

1 o)
I'(x) :/ tx_le_tdt+/ t"temldt. (2.2)
0 1

Para 0 <t <1 es claro que t* 'e™" < t*~!. Entonces,

1 1 1
/tf—le—tdtg/ "t = . (2.3)
0 0 Z

n—1

Ahora, sea n un nimero natural. Vamos a determinar el limite lim ——.
t—ro0 b
e2

Por la regla de L’ Hopital tenemos que

tnfl n—1 tnf2
t— o0 ez t— o0 t
2
n—1 : : " tn_l) :
Puesto que ¢ es un polinomio de grado n — 1 sabemos que g = 0. Aplicando
recursivamente la regla de L’ Hopital tenemos que
n—1
lim — =0
t—o0 e2

Por definicién de limite tenemos que dado € = 1, existe N tal que para todo t > N

tn—l

< 1.

[

(&

Entonces, para t > N tenemos 0 < t"71 < e2. Esto implica que para t > N tenemos

rolok

0<t" et <ez, (2.4)

Ahora, para 1 <t consideremos cualquier nimero = > 0 y sea |z| el entero mas grande tal
que |z| < x < |x] + 1. De aqui tenemos que z — 1 < |x].

Aplicando la desigualdad (2.4) tenemos que

IS

et < plolemt = ¢lel4D) -1t < =3

Por lo tanto, para 1 <t tenemos que

o o0
/ t* et < / e~
1 1

Combinando las desigualdades (2.3) y (2.5) con la expresion (2.2), tenemos que I'(x) es
convergente.

N+
[

—2¢73. (2.5)

]

Antes de probar un resultado relativo a la funcién gamma necesitamos primero el siguiente
teorema.
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Teorema 2.1.2. Consideremos un conjunto abierto y conexo  C C y sea F(z,y) una
funcion continua para todo (s,y) € Q X [c,d] tal que para todo y € [c,d], la funcion z —
F(z,y) es analitica en Q. Entonces la funcion

d
G(:) = [ Py (2.6)
es analitica en ).

Demostracion. Como la analiticidad es una propiedad local y € es abierto podemos suponer
que €) es un conjunto convexo.

Para cada y € [c,d] y cada tridngulo A en 2 el Teorema de Morera (ver [5, pag.88]) implica
que si OA es la frontera del triangulo A entonces

/ F(z,y)dz = 0.
0A

b
/ / F(z,y)dzdy = 0.
c JOA

Equivalente, por cambio en el orden de integraciéon tenemos que

d
/ / F(z,y)dydz = 0.
0A Je

Aplicando de nuevo el Teorema de Morera tenemos que la funcién G(z) es analitica en 2. [

Entonces,

Teorema 2.1.3. La funcion
o
I'(z) = / t*=te~tdt
0
es una funcion analitica en Re(z) > 0.
Demostracion. Param > 0, N >0y m < M consideremos los conjuntos

Any={(z,y) : m<z <M -N<y<N}

Es claro que los conjuntos A, y son compactos en C.

Para n € N, definamos las funciones

Lh(z) = / e tdt,n =1,2, ..., (2.7)
1
Por el Teorema 2.1.2 tenemos que las funciones I';, son analiticas en Re(z) > 1. Ademas,
para z € A tenemos que

/ tz-le—tdt‘é / eM-DIn(O—t gy / )
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Para un M dado existe ng tal que si y > 0,

0 < (M — 1) In(t) - 1
t 2

Por lo tanto, para n > ny tenemos que
o0 o0 .
/ tz_le_tdt' < / e 2dt — 0
n n

De la misma manera, cuando z = z + iy € A,, v, tenemos que

cuando n — oo.

1 1 1
n n n 1 1
/ t*te tdt g/ e“ tn(t)dt :/ = — < ——.
0 0 0 rn® mn™

De lo anterior se sigue que, para n > ng

o0

|F(z)—Fn(z)|§/ et + ——

n mn™

uniformemente en A,, v y de hecho uniformemente en la banda m < o < M. Asi, I'(z) es
analitica como el limite uniforme en conjuntos compactos de funciones analiticas, es decir,
es analitica en Re(z) > 0. O
Teorema 2.1.4. La funcion gamma cumple las siguientes propiedades:

(1) Para todo x >0, I'(x + 1) = 2T'(x).

(i) T'(1) = 1.

(7ii) T es log-conveza.

Demostracion.

(i) Tenemos que I'(x + 1) = / t"e~"dt. Integrando por partes,
0

Mx+1) = x/ t" e tdt = ol (z).
0

(ii) Es claro de la definicién de I'.

(iii) Para probar esto usaremos la desigualdad de Holder para integrales.

Sean z,y > 0y A € [0, 1], entonces
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o

Az +(1-Ny) = At A=Ny=lo=t gy

_ / t)\er(l ANy—A—(1-X)

0

8

e*)\t t+)\t dt

8

_ / 7)\tt)\$t )\t]. /\)yt ( 7t€)\tdt

0

oo
0

(e () v

En resumen, tenemos que

T(Az+ (1= A)y) < TN a)T A (y),

8

es decir, I' es log-convexa.

Del Teorema 2.1.4 los siguientes corolarios son inmediatos.
Corolario 13. La funcion gamma ' es conveza.
Corolario 14. I'(n + 1) = n! para todo n € N.

El siguiente resultado es de suma importancia ya que caracteriza la unicidad de la funcién
gamma.

Teorema 2.1.5 (H. Bohr-J. Mollerup). Supongamos que la funcion f : (0,00) — R satis-
face las tres condiciones del Teorema 2.1.4, entonces f =T .

Demostracion. Tenemos, por hipotesis que
(i) Para todo x >0, f(x +1) = xf(x).
(i) f(1) = 1.

(iii) f es log-convexa.

Es claro, usando induccién sobre n y de (i) y (ii) que f(n + 1) = n! para todo n € N.

Sean = € (0,1] y n € NU{0}. Por la log-convexidad de f y por la propiedad (7) tenemos que

fln+142) = f(n+1—nx—x+nx+2x)
= f(l=-2)(n+1)+2(n+2)
< P4+ D)fAn4+2) = 7+ D) A ((n+ 1)+ 1)
= f"(n+1)(n+ )f(n—l—l)
= (n+1)"f(n+1)=(n+1)"n
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Entonces,
fln+142)<(n+1)"f(n+1)=(n+1)"nl (2.8)

Ahora, observemos que
n+l=nz+2°+n+l+r—nr—z—2>=z(n+2)+(1—z)(n+1+2)
y como f(n+ 1) = n! tenemos de nuevo por la log-convexidad de f que
nl=fn+1)=flen+2)+ (1 -2)(n+1+2) < fa+a)fC(n+1+a2)

Asi,
n! < ffn+z)f(n+ 1+ ). (2.9)

Ahora por (i) tenemos que

fln+1+a)=(n+z)f(n+ ),

lo que implica que

.  ffn+14)
Por la desigualdad (2.9) tenemos que
ffn+1+2z) fin+1+2)
I<e————2f"° 1 ==
"= (n+a)* Jrntlta) (n+a)*
Entonces,
(n+z)n! < f(n+1+ ). (2.10)

Combinando las desigualdades (2.8) y (2.10) tenemos, para todo n € Ny todo x € (0, x] que

(n+2)'n! < f(n+1l+z) < (n+1)nl (2.11)

Aplicando recursivamente la propiedad (i) tenemos que
fin+l+z)=Mn+z2)(n—1+2) -2 f(z)

y por la desigualdad (2.11) tenemos que

(n+2) _ (ntan=1+a)afle) _ (n+ 1

nt = nen! - nr

Lo que implica que
1@

142"~ (n+a)(n—14a)z = (1+1)

Por la desigualdad 2.12 y las propiedades de los limites se tiene, para 0 < x < 1 que
1T
f(z) = lim nn . (2.13)

n—oo (n+z)in—1+x) -
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Supongamos que x > 0, entonces podemos encontrar un nimero entero k tal que 0 < x —k <
1. Aplicando recursivamente la condicién (i) tenemos que

fle)=(x—-1)---(z —k)f(x — k). (2.14)
Usando (2.13) tenemos que

, nln
f(x_k):nhinm(n+x—k)(n—1+$—k‘)---(:ﬂ—k’)’

y por (2.14) se sigue que

nin®=k
| R e e o}

Entonces,

L nlz" (ntz)ntz—1)---(n+z—(k-1))
fl@) = nh—>n}>o(n—|—x)(n—1—|—x)~--x nk

i nla™ i x x—1 r—k+1
= lim - lim <1+—> 1+ el .
n—oo (n+z)in—142z) -2 n—o n n n

Por lo tanto, para todo x > 0 tenemos que

nln®

f(x):nﬁnoo m+z)n—1+2x) --x

Esto prueba que f esta inicamente determinado por las tres condiciones del teorema y como
la funciéon gamma satisface las tres condiciones se concluye que f =T [

Corolario 15. Con las mismas hipotesis del Teorema 2.1.5 tenemos que

nin®
I'z)= 1 . 2.15
(z) ngnoo(n—i—x)(n—l—l—x)'--x (2.15)

Teorema 2.1.6. Se cumple:

T (%) = VT (2.16)

Demostracion. No daremos la demostracion clasica que depende de integrales dobles y cam-
bios a coordenadas polares. Daremos aqui una mas elegante que usa la Transformada de
Laplace cuyas propiedades suponemos conocidas de un curso de ecuaciones diferenciales
(véase [17]).

Definamos la funcién H(t) := / e da, Aplicando transformada de Laplace tenemos que

0
* dx 1 x 2

ZLLH(t)) = ——— = lim ——= arct — ) = —.

A )} /OxQ—l—s el Sarcan<\/§> /5

Aplicando transformada inversa tenemos que
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Evaluando en ¢t = 1 tenemos / e dy = \/7%
0

1 o
Ahora, I’ (5) = / =3¢ dt. Haciendo el cambio de variable ¢ = 22 tenemos que dt = 2zdx
0
y los limites de integracién son los mismos. Por lo tanto,

r (l) :2/ e_xQd:v:2ﬁ = /7.
2 0 2

]

Como observaciéon del Teorema 2.1.6 tenemos que el integrando es una funcién par, por lo
tanto, podemos escribir

/ e~ dr = /7.

—0o0
Hemos obtenido de una manera corta y elegante un resultado importante y 1til en Anélisis
Matematico y Probabilidad.

Antes de seguir probando propiedades de la funcién gamma tenemos la siguiente manera de
expresar la funcién seno en forma de producto infinito.

Teorema 2.1.7 (Euler-Wallis). Para todo n € N y todo x € R tenemos que

senz =z [ [ (1 - W) . (2.17)
n=1

x x
Demostracion. Es bien conocido que senx = 2sen <—> coS <—> y que

T T oz 2 2
CoS (—) = sen (— + —>. Entonces,
2 2 2

senx = 2sen (g) sen (g + g) : (2.18)

Aplicamos recursivamente la identidad (2.18) como sigue:

(5) =250 (2) s (5 2) =2 () o (557
sen (| - ) = 48€en | — | sen | — — | = 48€en | — | sen .
2 22 2 4 22 22

x x 2r+x
sen <§> = 2sen <§> sen (T) . (2.19)

De nuevo, por la identidad (2.18) tenemos que

<7r+a:> 5 (7r+:c> 3T+ ) T+ 3m+x
n — — — n — — 11 - 11 n
se 515 se 1t se 1 se 52 se 52 )

Entonces,
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de donde,
3
sen (g + g) = 2sen <7r2—|;x> sen ( 7T2—2|-ZE> . (2.20)
Sustituyendo las expresiones (2.20) y (2.19) en (2.18) tenemos que
3 x T+ 2r +x 3m+x
senx = 2°sen (;) sen | —; sen 5 sen 5 : (2.21)

Aplicando de nuevo la identidad (2.18) a cada uno de los cuatro factores de (2.21) obtenemos
la expresion

. (x) <7r~|—x) (27r+a:) (37r+:1:) (47r+x>
senz = 2"sen (— | sen sen sen sen
23 23 23 23 23
ST + 6m + m+x
sen 5 sen 53 sen 5 |-

Continuando con este proceso n veces, tenemos la expresion

n 2 2" —1
senz = 2% "'sen (2%) sen (72—::5) sen ( WQ:LL:C) ... sen (#) . (2.22)

Observemos que

y entonces podemos escribir

2" —1)r+x T—
sen [ ————— | = sen :
2n 2n

En general, para el k-ésimo factor escribimos

2" —k)m+ kr —x
2n 2n

conl 2" —k)r+x — wen km —x
2n N on )

Para utilizar esta observacion, veamos primero que en (2.22) desde el segundo factor hasta
el ultimo hay un nimero impar de factores, entonces emparejando el segundo factor con el

ultimo, el tercero con el pentultimo, el cuarto con el antepeniltimo y asi sucesivamente y
DA

2n

SeEn T = 22n_1 Sen <£> Sen T Sen -7 Sen 27T T Sen 27T — 7

on
[( (2”‘1—1)7r+;1:> (2"‘1—1)7T—3:>] (2”_17r—|—a:)
|| sen o sen 5 ssen | ———— ).

y, por lo tanto,

observando que el término que sobra y que no se empareja es sen ( ) se tiene que
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2n71
Observemos que sen <2++x) = cos (;ﬂ) Ademads es bien conocida la identidad tri-

gonométrica sen (A + B)sen (A — B) = sen?A — sen’B, aplicandola a cada factor entre
corchetes de la igualdad de arriba tenemos que

n 2
senz = 2% "lsen <£> [sem2 <£> — sen? (iﬂ . | sen? il I sen 2 <£>
AL 2n AL AL AL
— T

Ahora observemos que

i 5L gy ST 3 gn g (2.23)
z—0 sen (2%) r—0 I sen (2%)

x
Dividiendo la expresién (2.23) obtenida para senx entre sen (2—n> tenemos que

iy =2 b () s ()] o (5) - o ()

Aplicando el limite cuando x — 0 y utilizando 2.23 tenemos que

n 2 |
2" = 22 ’1sen2(21n>'sen2 <2—:)~-sen2 (—( on )W>

Por la ultima expresion obtenida para senz tenemos que

oz [ ) ()] [ (5) )

Equivalentemente,
sen? (& sen? (&
senx = 2" sen (2%) [1 — —(2”)] : [1 — —(2)] (2.24)
P

sen? ()

(3)
cos(—).
sen 2 <(2n71_1)”) 2n

1—

27‘1
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Observemos que

=z Z x :[;2
n n
lim |1 - —— 2 =1-=
n—aoo sen(2—n> sen(2—n) 2 T
T T ™
2n 2n

Los limites del resto de los factores de la expresion 2.24 se calculan de manera analoga. Por

lo tanto,
x? x? i x?
senxzx(l—;) (1—227T2)~--:xH<1—k27T2>. (2.25)

]

Corolario 16. Para x # 0 tenemos que

sen (mz) = mf[l (1 - i—i) . (2.26)

Demostracion. Simplemente en la férmula del producto infinito obtenida en el Teorema 2.1.7
cambiamos x por mx. O

A continuacién probaremos algunos resultados que son consecuencia del Teorema 2.1.7.

Teorema 2.1.8. Para todo nimero real x € (0,1) tenemos que

') l(l—2)= ——. 2.27
@00 ) = s (2.27)
Demostracion. Por el Corolario 15 tenemos
nln®
r = i )
(z) n—300 n+z)n—14+2z)---x
y
nint—=

H =)= e T m—0) (1 =a)

Multiplicando ambas igualdades tenemos que

nIn®nlnt=2
I'x)['(1 — = Ii
(@)1 - ) ngnoo(n—i—x)---a:(n—l—l—x)---(l—m)
) (n!)*n
= lim
n—oo (n+z)--rxn+l—1z) - (1—2x)
= lim L

n—oo z(n+x)---(I+z)(n+1—2z)---(1—2x)
nn—1)n-2)---1-n(n—1)(n—-2)---1

) 1
T ()t (- =) (-2

n—1
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Por el Corolario 16 se sigue que

1 1 m
FOP(]— 2 — T _ _ _ 2.28
()0(1 —x) it T, (1- %) %(”) sen () (2.28)

Por lo tanto, para todo = € (0, 1) tenemos que
T

I(2)I(1 —z) =

sen (mx)

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.1.8 obtenemos otra demostracién de que

al evaluar en la ecuacion I'(z)['(1 — z) = % en r = %
sen (mx

Mas adelante, cuando veamos la funcién beta, volveremos a probar el teorema anterior y nos
basaremos en argumentos de ecuaciones diferenciales.

Con el teorema de Euler-Wallis también podemos probar el siguiente teorema conocido de-
bido a Euler:

Teorema 2.1.9. Se cumple
2

i%:l. (2.29)

n=1

Demostracion. Consideremos la ecuacion senz = 0, la cual sabemos que tiene un niimero
infinito de raices de la forma km donde k € Z.

Sustituyendo la expansion en serie de MacLaurin de la funcién seno en la ecuacion senx = 0
y dividiendo entre z # 0 tenemos que

Sen r T T €T
R O A AN 9.
. TG 0 (2.30)

Mediante el producto de Euler-Wallis 2.17 tenemos que

sen x? x? x?
1—-— 1—-—— 1——]. 2.31
z ( 7r2) ( 47?2) ( 971'2) ( )

Si desarrollamos el producto (2.31) vemos que el coeficiente correspondiente a 2° es

R
w2 A4Ax? Qg2

Comparando esta tltima igualdad con (2.30) tenemos que
1 N 1 n 1 b= 11
w2 4n?  9x? 316

Finalmente, multiplicando por 72 tenemos el resultado deseado. Il
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Ahora introduciremos la funcién Zeta de Riemann.

Definicién 2.1.2. La funcion Zeta de Riemann se define inicialmente para nimeros reales
s > 1 mediante la serie convergente:

((s) =) n" (2.32)

La funcién zeta de Riemann puede extenderse a valores complejos s con parte real mayor
que 1, este hecho puede consultarse en [26, pdg. 68]. En este dominio la serie infinita es
convergente y analitica.

Un resultado relacionado con el Teorema 2.1.9 y la funcion Zeta de Riemann, es el siguiente.

Teorema 2.1.10. Para s > 1 tenemos que
1 1
— = 1——. (2.33
- 1 (-5) )

Demostracion. Probaremos el resultado usando un argumento de probabilidad.
Consideremos la variable aleatoria X que toma valores al azar en el conjunto N y cuya
funcién de probabilidad para n € N es

P(X = = . 2.34
(X =)= s (234)
Veamos primero que, en efecto, esta es una funcién de probabilidad:
Es claro que la funcién es no negativa para todos los valores n € N.
Ahora,
S 7 ((s)
2P =M =2 T T
Esto muestra que P(X = n) es una funcién de probabilidad para toda n € N.
Para m € N, definamos el evento A,, como “X es divisible por m”.
Si este evento ocurre quiere decir que m|X o bien X = mk con k € N. Por lo tanto,
> oo m=Sk—S B
P(A,) =) P(X =mk)=) ———=m" (2.35)
k=1 k=1 ¢(s)

Sean p; y ps dos numeros primos distintos, de la misma manera como se definié el evento
A,,, definimos los eventos A, y A,,.

Por la identidad (2.34) tenemos que

P(Am) =p°
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P(Apz) =py°.

Recordemos que, un nimero entero es divisible por p; y po, si y solo si, ese nimero entero
también es divisible por el producto p;ps. De esto se sigue que el evento A, N A,, es “pi1ps
divide a X”. Entonces,

P(Ap, N Ay,) = ZP(X = pip2k) = (p1p2)~" = p1°py° = P(Ap, ) P(Ap,).

oo
k=1

Esta ecuacién prueba que los eventos A, y A,, son eventos independientes.

La independencia de eventos de este tipo es facilmente generalizable, es decir, los eventos
A, con p un numero primo son eventos independientes. Sabemos, por probabilidad, que los
complementos de eventos independientes son también eventos independientes. Por lo tanto,

P(ﬂA;)— [ Pa= T[ a-rP))= ] (1—l).

p—primos p—primos p—primos

Por lo tanto,

r(N4) = 1 (1 = %) . (2.36)

pP—primos
Ahora, el evento NA; quiere decir que ningiin ntimero primo divide a X, es decir, el evento

ﬂA; ocurre, si y solo si, ocurre el evento (X = 1). Por lo tanto, por la identidad 2.34
tenemos que

P (ﬂ A;) —P(X=1)= ﬁ (2.37)

De (2.37) y (2.36) tenemos finalmente que

o 0

p—primos

]

Como aplicacién de los Teoremas 2.1.9 y 2.1.10 veamos el siguiente teorema que involucra
la Teoria de los Nimeros y la Probabilidad.

Teorema 2.1.11. Si se eligen al azar dos nimeros enteros positivos, entonces la probabilidad
de que sean primos relativos es igqual a —.

T2

Demostracion. Consideremos cualesquiera dos enteros positivos m y n elegidos al azar. Sea
A el evento “los enteros m y n son primos relativos”.

La lista de nimeros primos es 2,3,5,...,p,.... Construyamos el siguiente argumento:
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El entero m es par o impar, entonces, la probabilidad de que m sea dividido por 2 es igual

1
a 3 Analogamente, la probabilidad de que el entero n sea divisible entre 2 es igual a 7
1
Entonces, la probabilidad de que ambos nimeros sean divisible entre 2 es . Por lo tanto,

1
la probabilidad de que m y n no sean divisible entre 2 es igual a <1 — §>

Cualquier entero es de la forma 3k, 3k +1 o 3k + 2, como 3 es primo, la probabilidad de que

1
m sea dividido por 3 es 3 De la misma manera, la probabilidad de que n sea dividido por

1 1
3 es 3 y la probabilidad de que ambos ntimeros sean divididos por 3 es 3 Por lo tanto, la

probabilidad de que ambos niimeros no sean divididos entre 3 es igual a <1 — §>
Continuando con este argumento tenemos que la probabilidad de que ambos nimeros no
sean divididos por un nimero primo p es igual a <1 — —2>.
p
Por lo tanto,
1 1 1 " 1
P(A) = (1—§) (1—§) (1—}¥) =11 (1—}?). (2.38)

n=1

Por el Teorema 2.1.10 y por el Teorema 2.1.9 tenemos que

C(z)zgéznm_ (11_ ) =5

Por lo tanto, por la identidad (2.38) tenemos que

]

Teorema 2.1.12. Consideremos dos variables aleatorias independientes X y'Y con valores

en N y con funciones de probabilidad P(X = n) = ?( ) y PY =m) = zn( 5 Sea A el
S s
evento “X es libre de cuadrados”, entonces
P(A) = — (2.39)
¢(2s) '
Ademds, si Z es el mdximo comun divisor de X yY, entonces
n—23
P(Z=n)= . 2.40
(Z=m)= s (240

Demostracion. Veamos la primera parte:
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Consideremos las variables aleatorias WW; que representan los exponentes en la descomposicion
en factores primos de X. Sea D el evento “Y; = 0 o Y; = 17. Entonces, el evento D ocurre,
si y solo si, X es libre de cuadrados. Por lo tanto,

P = [ pwi=opuwi=1)= [[ PD)= ][ (1-PD)).

pP—Pprimos pP—Pprimos pP—primos

El evento D¢ es el evento “X no es libre de cuadrados”, entonces P(D¢) = P(Y; > 2), pero
el evento (Y; > 2) significa que existe un nimero primo p en la descomposicion de X tal que
p? divide a X, es decir, ocurre el evento A2, Por lo tanto,

P(D°) = P(Ay) = —.

Por lo tanto,

PA) = ] (1—i>. (2.41)

2s
p—primos p

Ahora sea p un nimero primo y denotemos por C), al evento “X y Y son ambos divisibles
por p”, y sean A, y B, los eventos definidos como en el Teorema 2.1.10. Entonces, por la
independencia de los eventos X y Y tenemos que

P(Cp) = P(Ap N Bp) = P(Ap>P(Bp) =p °p = p—25‘

Ademas, el evento ﬂ C,, significa que ningun nimero primo divide ni a X ni a Y. Es decir,

el evento ﬂ C,, ocurre, si y solo si, ocurre el evento (Z =1). Por lo tanto, por independencia
tenemos que

P(Z:1):P(ﬂqg>: IT reco= 1] (1-%):«;8).

p—primos p—primos

Por lo tanto,

1
C(2s)

Esta igualdad ha probado la segunda parte del teorema para n = 1.

P(Z=1)= (2.42)

Para el caso general, sea n = (X,Y), por propiedades del maximo comuin divisor existen
enteros positivos a y b tales que X =na y Y =nb con (a,b) = 1. Por lo tanto,

P(Z=n) = P U X=nay=nb)|= >  PX=naY =nb)
a,beN,(a,b)=1 a,beN,(a,b)=1
—2s
- nEP(X =aY =b) =n PP(Z=1)=
> ( ) ( ) D

a,beN,(a,b)=1
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Por lo tanto,

]

Puestos a seguir hablado de resultados de Teoria de los Numeros que se prueban con ar-
gumentos de la Teoria de la probabilidad, vamos a definir primero la Funcion Indicatriz de
FEuler, importante en el estudio de la Teoria de los Ntimeros:

Definicién 2.1.3. Sin > 1 la funcién indicatriz de Euler ¢(n) es el nimero de enteros
positivos menores que n que son primos relativos con n,; es decir,

o(n) = Z 1.
k=1
Aqui la notacion Z’ indica que la suma se extiende sobre los k enteros primos relativos

k=1
con n.

Teorema 2.1.13. Consideremos la funcion de Euler ¢(n). Entonces,

¢(n) =n][ <1 - %) : (2.43)

donde p|n denota que el entero p es un divisor del entero n y el producto se realiza sobre
todos los numeros primos que dividen a n.

Demostracion. Sea n un entero positivo fijo y elijamos un entero positivo k al azar tal que

1 <k < ny sea p un nimero primo. Definamos el evento X, como el ntimero elegido es

1 1
divisible por p, entonces sabemos que P(X,) = -~y P(X;) =1— -.
p p

Si p1,pe,ps, - -+ son diferentes divisores primos de n, entonces es claro que los eventos X,
son eventos independientes.

Como ¢(n) es la funcién que cuenta la cantidad de primos relativos positivos con n se sigue

claramente que P((n, k) =1) = @

Por definicién de los X, tenemos que el evento ﬂ X, significa que ningn divisor primo de
pln
n es divisor de k, es decir, el evento ﬂX; ocurre si y solo si ocurre que (n,k) = 1. Por lo

pln
tanto, por independencia tenemos que

) _ pky = 1)) = P {1 X8 :HP<X5>:H(1_1>'

n p
pln pln pln
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Por lo tanto,
o(n) :nH (1 - 1) :
p
]

Corolario 17. La funcion ¢ de Fuler es una funcion multiplicativa. FEsto es, st m y n son
enteros positivos tales que (m,n) =1, entonces ¢(mn) = ¢p(m)o(n).

., o e1 €L o f1 f . .
Demostracion. Sean m = pi* -...-pf yn =q'-...-¢" las descomposiciones en factores
primos de m y n respectivamente. Como (m,n) = 1 se sigue que ningin primo de la des-
composicion de m aparece en la descomposicion de n y ningtin primo de la descomposicion
de n aparece en la descomposicion de m.

e . J1

Ast, mn=p{" ... pif g gl

Por (2.43) tenemos que

s(mn) = mn (1_1>

Por lo tanto,

g(mn) = ¢(m)¢(n). (2.44)

m

Corolario 18. Sin = pi*-...-p" es la descomposicion en factores primos del entero positivo
n, entonces

¢(n) = (p" =) - (o =yt (2.45)

En particular, si p es un nimero primo, entonces ¢(p™) = p" —p" ' y é(p) =p — 1.

Demostracion. Por (2.43) tenemos que

¢(n):p§1-...-p;:r(1—1%)---(1—%). (2.46)

Realizando los productos del lado derecho de (2.46) se tiene que

p(n) = (P —p 1Y) - (i — P ")

Ahora, por (2.43) se tiene que
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Por lo tanto,

o(p") =p" —p" . (2.47)

Haciendo n = 1 en (2.47) se tiene que

o(p)=p—1. (2.48)

O

Con el resultado del Corolario 18 se generaliza facilmente el resultado del Corolario 17, es
decir, si mq, ..., m, son enteros positivos tales que (my,...,m,) = 1, entonces

d(my-...-my) =op(my) ... - d(m,). (2.49)

Corolario 19 (Teorema de Euclides). Hay mds numeros primos que cualquier cantidad
propuesta de niumeros primos

Demostracion. Sean pq, ..., p, los nimeros primos propuestos y sea N el producto de todos
ellos. Es claro que (p1,...,pn) = 1, entonces por (2.49) y (2.48) tenemos que
2 < 6(N) = (pr = 1)+ (p— 1) < N. (2.50)

De (2.50) se sigue que existe algtin entero m € (2, N) tal que (m, N) = 1. Obsérvese que m
no puede tener ningtn factor primo ya que todos ellos son factores de N, pero si m no tiene
factores primos se sigue entonces que que m = 1 lo cual es imposible. [

Teorema 2.1.14. Sim es un entero positivo y a es cualquier entero, entonces

a™ = a™ ™ (méd m). (2.51)

Demostracion. Supongamos primero que (a,m) = d > 1. Sea p un ntmero primo tal que
p|(a,m) y sea k el maximo entero tal que p*|m, es decir, existe un entero ¢ tal que m = p*q

y tal que (p*,¢q) = 1.

Utilizando (2.44) tenemos que

m — ¢(m) = p*q — ¢(p*q) = p*q — (p")(q). (2.52)

k

Aplicando a (2.52) la propiedad de que ¢(p*) = p* — p*~* tenemos que

m — ¢(m) = p*q— (" — " No(q) =" (pg — (p — 1)o(q)).

Es decir,

Pt m — ¢(m).

Con lo que,
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m— ¢(m) > p"t > k. (2.53)
Por las desigualdades (2.53) tenemos que PP < p" % v por lo tanto,

Pl o, (2.54)

Ademas, como pla se sigue que

o) | gmg(m). (2.55)

Aplicando la transitividad de la divisibilidad a (2.54) y (2.55) tenemos que

pFlam=em), (2.56)
Seam = pi*-...-pf" la descomposicion en factores primos de m. Es claro que cada exponente
e; cumple con la propiedad (2.56). Es decir, para toda ¢ = 1,...,r tenemos que

pei amf¢>(m)

Con lo que es claro que

a™=om) (q#0m) _ 1),

P~

Por lo tanto,

€i

a™ — g™, (2.57)

p

Como (p',...,p") = 1, por (2.57) se sigue que

mo=ps . pea™ — g™,
Por lo tanto,
a™ = a™ ™ (méd m). (2.58)
Si (a,m) = 1 el resultado es claro utilizando el Teorema de Buler, a®™ =1 (méd m) el
cual se demuestra en [2]. O

Ahora probaremos un teorema analogo al Teorema 2.1.13.

Teorema 2.1.15. Denotemos por 1 (n) el nimero de enteros x tales que 1 < z < n y
(x,n) = (z+ 1,n) = 1. Entonces

Y(n) = ng (1 - %) . (2.59)

Ademas, el valor de 1(n) es cero, si y solo sin es un nimero par.
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Demostracion. Sea n un entero positivo fijo y elijamos la azar un entero positivo x tal que
1 <z < ny seap un nimero primo. Definamos los eventos A, como el nimero elegido = es
divisible por p y B, como z + 1 es divisible por p.

Claramente los eventos A, y B, son eventos independientes y ademds tenemos que P(A,) =

1 1 ) 1 . 1

Ahora, A, U B, se interpreta como el evento de que p divide a x o p divide a x + 1. Entonces,

P(A,U B,) = P(A,) + P(B,) — P(A,N B,). (2.60)

Pero el evento Ap N Bp se interpreta como que p divide a x y p divide a x + 1 con lo que
A,N B, =0, ya que (z,z + 1) = 1 para todo entero z, luego P(A, N Bp) = 0, por lo que de
(2.72) se sigue que

1 1 2
P(A,UB,) =P(A,)+P(B,) =—+—=—. (2.61)
p p P
Por leyes de De Morgan tenemos que
P(A,UB,) =1-p({A,UB,}°) =1-P(A; N By). (2.62)

El evento A7 N B, se interpreta como p no divide a = ni p divide a z + 1. Por lo tanto,
combinando (2.61) y (2.62) tenemos que

2
P(ASNBS) =1— > (2.63)

Sea C el evento x y n son tales que (z,n) = (r + 1,n) = 1, entonces por la definicién de la
funcién ¥ (n) se sigue que

n
P(C) = M (2.64)
n
Sea n = pi' - ... pi* la descomposicién en factores primos de n, de manera analoga a los
eventos A, y B, se definen los eventos A,, y B,, para toda ¢ = 1,...,k. Entonces es claro
que los eventos A, U B, son eventos independientes para toda i = 1,...,k y por lo tanto,
los eventos A; N B, también son independientes para toda i = 1,... k.

k
El evento m(Api N B,,) se interpreta como que ninguno de los primos p; divide a z ni a

i=1
k

x + 1, es decir, el evento ﬂ(Api N B,,) si y solo si ocurre el evento C.
i=1

Por lo tanto, por (2.64) se sigue que

%”) — P(C) =P (ﬁ(&m%)) =[IPA.nB,) =] (1_3) =11 <1_2)‘

. p
=1 piln piln ’
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Por lo tanto,
2
P(n) = nH 1- )
pln

Ahora, por (2.59) tenemos que ¥ (n) = 0 si y solo si al menos uno de los factores (1 - —)
p
es igual a cero, es decir, si y solo si p = 2. Con esto se concluye que ¥(n) = 0 si y solo si n

€s un numero par.

]

Para finalizar esta seccién daremos la definicion de funciéon de Mobius y probaremos un
teorema que la relaciona con la serie infinita de Euler.

Definicién 2.1.4. La funcién de Mébius p(m) se define para todos los enteros positivos m,
se determina por las iqualdades: p(m) =0 si m es divisible por un nimero cuadrado mayor
que 1; p(m) = (—=1)*, si m no es divisible por un nimero cuadrado distinto de uno. Aqui k
es el numero de divisores primos de m; en particular, para m = 1 tenemos que k = 0, por lo
que tenemos que (1) = 1.

Teorema 2.1.16. Sea X un entero seleccionado al azar en el conjunto {1,2,3, ..., (10)*}
donde k es grande, entonces cuando k — oo tenemos que

P(u(X)=0)=1- 2

T2

(2.65)

Demostracion. Sea A el evento “X es libre de cuadrados” Entonces, A ocurre si y solo si
ocurre el evento (u(X) # 0). Por lo tanto,

Pu(X) £0) = P(4) = ] (1 _ i) _ % (2.66)

pP—primos

Aplicando la probabilidad del complemento al evento (u(X) # 0) se obtiene el resultado
deseado. [

2.2. Propiedades de la funciéon Beta.

En esta seccién definiremos y estudiaremos algunas propiedades de la funcion Beta.

Definicion 2.2.1. La funcion beta se define para x >0 yy > 0 como

B(z,y) == /01 1 =Yt (2.67)

Proposicién 20. La funcién beta cumple que B(z,y) = B(y, ) para todos x >0 yy > 0.

Demostracion. Si hacemos el cambio de variable w = 1 — t tenemos dw = —dt y los limites
de integracién son, en este orden, w = 1 y w = 0. Cambiando el orden de los limites de
integracion y utilizando que dw = —dt tenemos el resultado deseado. [
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Teorema 2.2.1. Para todos x,y > 0 tenemos que

Bz +1,y) = B(z,y). (2.68)

r+y

Demostracion. Escribamos,

- /01(1 — ¢y (%_t)xdt.

Utilizando integracion por partes,

1 t v Loy x
B 1.y) = 1— )"yt —— dt:/ i1 =)yt = B .
it = [amiet (() = [ e = b

Por lo tanto,

Blx+1,y) = B(x,y).
( V)= ” (z,y)
]
Teorema 2.2.2. Se cumple:
B(z,y) /Oo v, (2.69)
x,y) = —dw. .
4 o (w+ 1)ty
Demostracion. Haciendo el cambio de variable ¢ = Ll’ los nuevos limites de integracion
son, en este orden, w = 0 y w = 0o, de donde obtenemos el resultado deseado. [

Antes de continuar con los resultados sobre la Funcién Beta introduciremos el operador
Transformada de Laplace como sigue:

Definicién 2.2.2. Sea F(t) una funcion definida para t > 0. La Transformada de Laplace
de F(t), denotada por L{F(t)}(s), se define como

LIFOMs) = f(s) = /0 TRt (2.70)

Se dice que la Transformada de Laplace de F(t) existe cuando la integral en (2.70) es
convergente para algun valor de s; de otra manera, diremos que no existe.

Cuando indiquemos con maytuscula una funcién de t, F'(t), G(t), H(t), etc., la Transformada
de Laplace se denotara por la correspondiente letra miniscula, es decir, f(s), g(s), h(s), etc.

En lo que sigue, para simplificar la notacién, omitiremos la dependencia de s en la Trans-
formada de Laplace y en lugar deZ{F(t)}(s), escribiremos simplemente Z{F(t)} o bien

f(s).
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Definiciéon 2.2.3. Diremos que una funcion es continua a trozos en un intervalo a <t < f3
si es posible partir el intervalo en un niumero finito de subintervalos de tal manera que la
funcion sea continua en cada uno de ellos y tenga limites a la izquierda y derecha.

Definicién 2.2.4. Una funcion F : (0,00) — R se dice que es de orden exponencial a € R
si y solo si existen to > 0 y M > 0 tales que

|F(t)] < Me™ t > tg.

El siguiente teorema, cuya demostracién puede consultarse en [17| garantiza condiciones
suficientes para la existencia de la Transformada de Laplace:

Teorema 2.2.3. Si F(t) es continua a trozos en cada intervalo finito 0 < to y de orden
exponencial a parat > to, entonces existe la Transformada de Laplace L{F(t)}(s) para todo
s> a.

Continuaremos ahora con las propiedades de la Funcién Beta.

Teorema 2.2.4. Se satisface:
['(2)C(y)

Ble.y) = Iz +y)

(2.71)

Demostracion. No daremos la demostracion clasica que involucra integrales dobles y cambio
a coordenadas polares, daremos una demostracion basada en el operador transformada de
Laplace introducido en la Definicion 2.2.2.

t
Definamos la funcién H(t) := / w* 1t —w)? 'dw. Aplicando Transformadas de Laplace y
0

el Teorema de Convolucién para esta transformaciéon (véase [17, pag. 170]) tenemos que

g{H(t)} _ g{wx—l}g{wy—l} — P(x) F(?J)

st sy
Entonces,
 D(x)C(y) 1 oyl
H(t) =2 {2 _pr ! = T(2)0(y) —.
() =2 D) - P@r w2 ) = TN s
Por lo tanto,
t . . w:c+y—1
Tt —w) dw =T () (y) =——. 2.72
IR O T (272
Si hacemos ¢t = 1 en la igualdad (2.72) concluimos que
I'(z)I'(y)
Bla,y) = —2~ W)
Il

Corolario 21. Es vdlido:

B(;%):m (2.73)
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1
Demostracion. El resultado se obtiene al sustituir x = y = 5 en la identidad (2.71). Es

FG)FG) Nl
5(33) - FZ%+5 = VT o

decir,

O
Otro resultado relacionado con el Teorema 2.2.4 es el siguiente:
Teorema 2.2.5. Para todo x € (0,1) tenemos
[(z)[(1 —2) = ——. (2.74)
sen Tx

Demostracion. La prueba la haremos desde el punto de vista de las ecuaciones diferenciales,
difiere de la prueba clasica basada en el Teorema de Bohr-Mollerup (véase, por ejemplo, [8]).

En el Teorema 2.2.2, hacemos y = 1 — x y tenemos

0 z—1
B(x,l—x):/ Y .
0o w41

Denotemos con f(z) = B(z,1 — z), es decir,

o8} wx—l
flz) = /0 o 1dw. (2.75)

Sabemos por la Proposicién 20 que B(z,1 — x) = B(1 — z,z). Entonces también tenemos
que f(x) = B(1 —x,z) y por el Teorema 2.2.2 podemos escribir

flz) = /0 h wwrl dw. (2.76)

Ademaés, observamos que si en (2.75) evaluamos en 1 — z obtenemos de nuevo (2.76) y por
lo tanto, obtenemos la relacion

f(z) = f(1—x). (2.77)
Observemos que podemos escribir (2.75) como
1 -1 oo ,x—1
w w
= d dw. 2.78
/(@) /0w+1 w+/1 w+1w (2.78)
o] w:):fl 1
Si en (2.78) en la integral / n dw hacemos el cambio de variable w = 7 tenemos que
LW
1
los nuevos limites de integracion, en este orden, son ¢ = 1y ¢ = 0 y ademés dz = ——dt.

Por lo tanto, intercambiando los limites de integracion y utilizando el signo negativo de dx

obtenemos . )
oo Tr— tfx
/ ad dw = / dw.
1 w1 o w+1
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Renombrando la variable ¢ por w y sustituyendo en (2.78) tenemos que

ww—l + w T

f(:);):/o ——duw. (2.79)

w+ 1

Utilizando la relacién (2.77) tenemos que

£(2) = 52f(2) = 5 (F(@) + (@) = 5 (@) + (1~ )
Por lo tanto,
1 00 wx—l 00 —x
@) =3 </0 w+1dw+/0 w 1dw>

o equivalentemente,

flz) == /000 —dw. (2.80)

w4+ 1

Ahora, derivando la relacién (2.77) tenemos que f'(x) = —f'(1 — z) y si en esta ecuacién
1 1 1

hacemos = = 5 se tiene que f’ <§> =0, con lo que x = 5 esun punto critico de f(x).

Derivando con respecto a la variable x la expresién (2.80) y utilizando la identidad (2.79)

tenemos que
oy - [ ) )
0 w +1

1, o112 22
w* ™ In(w) + w™* In"(w
0 w + 1
Es decir, la segunda derivada es estrictamente positiva en (0, 1) y, por lo tanto la primera

derivada es estrictamente creciente en (0,1) y z = 5 esun minimo local de f(z).

Para encontrar el valor minimo de f utilizamos el Teorema 2.2.4 y el hecho de que f(z) =

B(z,1—z). 1 1 1 -
1(z)=2(31-3)=8(z3) =~

t

Ahora, en (2.75) hacemos el cambio de variable w = — con los limites de integraciéon ¢ = 0
m

y t = 0o. Desarrollando se tiene

w+m

mm_lf(x)—/o W dw. (2.81)

En la misma expresion (2.75) hacemos el cambio de variable w = m¢t, con limites de inte-
gracion son t = 0 y t = oo. Simplificando se tiene

m_xf(x):/ooo w dw. (2.82)

1+ mw

Sumando (2.81) y (2.82) y dividiendo entre m + 1, tenemos

(mx—l + m—m)f(l,) _ [e’¢) wx—l wm—l
| _/0 wrDwLm)  wr)d+mo)
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Integrando respecto a m sobre el intervalo (0,1) tenemos que

1 (mxfl + mf‘r)f($) B 1 00 wxfl wzfl
/0 —— dm_/o/o wrDwrm ~ wr )+ mw) T

Para el lado izquierdo de esta igualdad sacamos la constante f(z) y utilizamos la expresion
(2.79). Para el lado derecho utilizamos el Teorema de Fubini para intercambiar el orden de
integracién y descomponemos el integrando en fracciones parciales. Haciendo estas opera-
ciones y calculando las integrales nos queda

oo ,x—1
9 w* ! In(w)
= —— dw. 2.83
Pla) = | (2.8)
Equivalentemente, para evitar abuso de notacion mas adelante escribiremos la expresion
(2.83) como
£2(2) = / Tw ) (2.84)
—Jo w—1 ' '

Restando la ecuacién (2.82) de la ecuacion (2.81) y dividiendo entre m — 1 y nos queda

(mxfl _ mf:r)f(l.) B 00 mmfl B w:vfl y
m—1 —/0 (m —1)(w+ m) (m—l)(1+mw)d '

Integrando respecto a la variable m sobre el intervalo (0,00), y cambiando el orden de
integracion y descomponiendo el integrando en fracciones parciales tenemos que

_ —x 00 x—ll
/ I g — 2/ w nw) (2.85)
m = 0

w41

Derivando la expresion (2.75) tenemos que

df W In(w
. 2.
/ rown ) i (2.86)

Integrando la expresion (2.84) respecto a la variable z sobre el intervalo (1—x, x) y cambiando
el orden de integracion tenemos que

11—z 1-z wr— 11 W 11
fA(z)dz = / / w—nl dwdz—/ n(w dzdw

001 o0 —T
-/ ) wr — Sdw— | v
o w—1 In(w) 0 w—1

/ £2(2 dz—/oou dw. (2.87)

w—1

Por lo tanto,

Sustituyendo (2.87) y (2.86) en (2.85) tenemos que

16 [ P =2 .
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Como tenemos que f(x) = f(1 — x) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

0<z< 7 Luego, podemos escribir la tltima expresion como

f
/ (= ( ). (2.88)
Derivando respecto a x la expresién (2.88) obtenemos

i / F(2) dz + ) = T (o),

dx?
De donde
W@ [ 16 &t s = s 2L (w),
o bien, )
&f  (df 4
ro5s= (L) + 1w,
Asi, hemos obtenido la ecuacion diferencial
Cf (AN
ros = (L) + @

1 1
y las condiciones iniciales f (5) =7ryf (5) = 0.

Procedemos ahora a resolver esta ecuacién diferencial:

d,
Trabajamos sobre el intervalo [%, 1). Definiendo d_f =g
x

tenemos la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden lineal no homogénea
dg*  24*
a9 _ 29 492 f3'
af
o 1 1
con condicién inicial g 5] = 0. Como g > 0 en 3 1|, tenemos pues,

I Vi)

dx

Ahora, tenemos una ecuacion diferencial de primer orden de variables separables y escribimos

df B

con lo que finalmente tenemos que
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Como f(z) = B(z,1 — ) tenemos por el Teorema 2.2.4 que f(z) = I'(x)['(1 — x). Por lo
tanto, para z € (0,1), tenemos que

]

Veamos ahora un resultado analogo al segundo inciso del Teorema 2.1.4 pero con la funcién
beta.

Teorema 2.2.6. La funcion beta B(x,y) es una funcion log-convexa en cada variable.

Demostracion. Fijemos y > 0 y consideremos a,b > 0 y p y ¢ nimeros positivos con p > 1
y tales que % + % = 1. Por la desigualdad de Holder para integrales tenemos que

b L
B(9+—,y> = /tﬁgl(l—t)y—l dt
p q 0

Por lo tanto,

1 1 1 1
B (—a b y) < BH(a,y) BH(by).
p q

Esto implica que la funcién beta es log-convexa. El caso para x fijo es analogo. [

Aprovechando la log-convexidad de la funcién beta y el Teorema de Bohr-Mollerup podemos
['()I'(y)
I'(z+y)

Demostracion del Teorema 2.2.4. Fijamos y > 0 y para x > 0 definamos la funcion:

dar otra demostracién de que B(zx,y) = , para todo x,y > 0 como sigue.

[z +y)B(x,y)
I'(y) '

Como las funciones Gamma y Beta son funciones log-convexas, claramente el producto de
funciones log-convexas es una funcién log-convexa.

f(z) = (2.89)
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También tenemos que

1
Es facil ver que la integral de esta igualdad es —. Por lo tanto, f(1) = 1.

Ahora, usando las propiedades de las funciones Gamma y Beta tenemos que

1) — Ne+y+1)Blx+1,y) (z +y)'(z+y) (m) B(z,y)
flx+1)= ) _ =

Por lo tanto,
fe+1) =z f(a).

Hemos probado que f cumple con todas las hipétesis del Teorema de Bohr-Mollerup. Por lo
tanto, f(z) = I'(z) para todo z > 0y ya es facil concluir. O

Damos por concluido este capitulo. Utilizaremos algunos de los resultados estudiados sobre
las funciones Gamma, Beta y la Transformada de Laplace en conjunto con algunas desigual-
dades demostradas en el Capitulo 1 para profundizar, en el siguiente, en algunas aplicaciones
a la Teoria de la Probabilidad.



Capitulo 3

Algunas aplicaciones a la Teoria de la
Probabilidad.

En este capitulo veremos otras aplicaciones de los resultados de los capitulos anteriores a la
Teoria de la Probabilidad en los cuales ya han aparecido algunas aplicaciones. Las aplicacio-
nes que aparecen en este capitulo son mas especificas, tanto de las funciones Gamma y Beta
como de la transformada de Laplace. Asimismo, utilizaremos algunas de las Distribuciones
de Probabilidad de variables aleatorias especiales y sus propiedades. Para conocer la forma de
cada una de estas variables aleatorias especiales, la notacion, sus funciones de probabilidad
y densidad, esperanza y varianza, puede consultarse [25].

3.1. Relacién entre Poisson y Gamma.

En esta secciéon estudiaremos una relacion entre la distribucién Poisson y la funcion Gamma.
Veamos primero un poco de notaciones de las distribuciones de probabilidad.

Sea X una variable aleatoria, utilizaremos el simbolo ~ para denotar que X tiene cierta
distribucién conocida de las que se estudian en [25]. Asi, por ejemplo, si X tiene distribucion
Poisson con pardmetro A, abreviaremos este hecho con la notacién X ~ Poisson()); si X
tiene distribucién Normal con pardmetros 1y o escribiremos X ~ N(u, 0?), etc.

Si A es cualquier conjunto, utilizaremos la notacién 14 para denotar la Funcion Indicadora
del conjunto A la cual esta dada por

1, siz € A;
La(z) = { 0, siz ¢ A.
Teorema 3.1.1. Consideremos una variable aleatoria X tal que X ~ Poisson(\), entonces
P(X < ) /OO A (3.1)
x) = —dt. :
B r Dl@+1)

Ademdas, para \ yy fijas, si Y es una variable aleatoria tal que Y ~ Gammal(y, 1), entonces

P(X >y) = P(Y < )). (3.2)
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Demostracion. Recordemos que si X es una variable aleatoria discreta tal que X ~ Poisson(\),
Az
e A
entonces la funcion de probabilidad de X es fx(z) = ‘ 1012, (2).
x!
Consideremos y un entero positivo cualquiera. Entonces,

P(Xzy):P({X<y}c):1—P(X§y—1)zl—yz_:e)‘E.

x!
=0
Entonces,
yfl )\I
1 _ A7
P(X>y) =1 ;e R (3.3)

Sea y un entero positivo, por las propiedades de la funcién Gamma incompleta tenemos que

Dy ) = T e Y

z!

Entonces,

U0 T(y, A
> = gy)). (3.4)

=0

Combinando (3.3) y (3.4) tenemos que,

PX>y) = 1- Iy, A) _ Dly) =Ty, A) :/0 e dt-/A Wl g
- I(y) I'(y) I(y)

dt = P(Y < A).

AvleTtat
Hemos obtenido la segunda parte. Ahora como P(X > y) = / T
0 Y

PX<y-1) = PX<y=P{X>y})=1-P(X >y)
A qy—1,—t 00 yy—1_,—t A gy—1,-t 00 yy—1_,—t
_ 1_/75 edtdt:/ t edt_/t edtdt:/ tV e m
0 ['(y) 0 ['(y) 0 ['(y) A ['(y)

oo tyf]_e*t

dt, tenemos que

Por lo tanto,

dt.

P(ng—l):/

A ['(y)

Haciendo x = y — 1, tenemos finalmente que

P(X<m)—/ooidt
7y D+1)
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3.2. Relacién entre Binomial y Beta.

Veamos ahora una relaciéon particular pero interesante entre la distribucién Binomial y la
distribucion Beta cuando ésta tiene parametro enteros.

Teorema 3.2.1. Si X una variable aleatoria que tiene distribucion Binomial con parametro
nyp,ysiY esuna variable aleatoria con distribucion Beta de parametros k yn —k + 1,
entonces

P(X > k)= jzk <;L)pj(1 —p)" = Blin i Y /OP (1 — w)"Fdu. (3.5)

Ademds Fy(p) = 1 — Fx(k — 1), donde Fx y Fy son, respectivamente, las funciones de
distribucion de X yY

Demostracion. La primera igualdad se sigue de la definicién de distribucién Binomial (véase
[25, pag 96] ).

1
Ahora, calculemos de dos maneras la integral / % ((n) (1 —¢)"d ) dt.
J
P

Primero, por el Teorema Fundamental del Calculo tenemos que

/jt ((n)m —o ) "= (i)?j (=) (3.6)

Ahora la calculamos de la segunda forma:
n 1 - n—j—1
(%) G = =iy = oy

[alGra-o=)a = [
_ (n) (n—§)(1—t)" 7 1dt

( )jtj Y1 — )" dt

_ /p = n et (0 — 5)(1 = )"t

!

—/pl (n_"—'])]'gtf Y1 — )" dt
/p1 O jn!_ 1)!j!tj(1 — )"t
1
- g ta -
= aoioTw j”!_ 5 /p1 H(1— )7 dt

n!

g/, o

I
®
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Por lo tanto,

[a(Cyra-v)o - gt [ oo

[t ya e
_ . 11 — )" dt. .
(n—=G =D,
Usando que n y j son enteros y las propiedades de la funcién Beta tenemos que
n! B I'(n+1) B 1 B 1
(n—j=14! Tlh=rG+1) He B0t B(j+1,n—j)
Entonces,
n! 1
. ~ = - ~. 3.8
(n—j—-1! B(+1Ln—j) (38)
También,
n! B I'(n+1) B 1 B 1
(== DG -1 Tn—j+DIG) el ~ B(jn—j+1)
Entonces,
! 1
n (3.9)

(n—j—DIG - Bln—j+1)

Combinando primero las igualdades (3.8) y (3.9) con (3.7) y luego con (3.48) tenemos que

n\ , 1 L ; 1 L )
(1 =p) T = —— , / (1=t dt — —— , /tﬂl 1—t)"dt.
<j> (1=7) B(j+1n—1j)J, (1-1) B(j,n—j+1)J, (1=1)
(3.10)
! (L= gy b
Definamos a; = , , / t/(1 —t)"777 dt, entonces observemos que
7 B(j+1,n—j)J,
1 b ,
1= 71 — )" dt.
Ademas,
1 1
= (1 — ). 3.11
s B(k,n—k+1)/p (1-1) (3.11)
y
! 1 d 1
= 1—)" " dt. 12
=g [ 0 (312)

Por la identidad (3.10) tenemos que

@p]’(l -7 = a;— .

J
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Sumando hasta k — 1 observamos que del lado derecho de esta igualdad tenemos una suma
telescopica y entonces,

k—1 n k—1
< ,)pfu —p)"7 = (a; — aj1) = az_1 — ao. (3.13)
j=1 J j=1

Ademaés por (3.11) y (3.12) tenemos que

1 ' k—1 —k 1 ' -1
1— )" *dt — 1—8)"dt. (3.14
— aj-1) B(k,n—k+1)/p =)t B(l,n)/p( ) (3.14)

En la igualdad (3.14) aparecen las integrales

/ 1 =1 — )" Rat. (3.15)

k—1

=1

<.

/1(1 — )" ldt. (3.16)

La integral (3.15) puede dividirse en dos integrales como

1 1 P
/ (1 — )"t = / L= )t — / (1 — ) Rt (3.17)
p 0 0

El valor de la integral (3.16) es

/1(1 — )" dt = (1-p)". (3.18)
P
Sustituyendo (3.17) y (3.18) en (3.14) tenemos que
k—1 1 1 - . P .
;(aj_aj—l) - B(k,n—k+1) </Ot (1—1) dt—/ot (1—1) dt)
—(1-p)"
1 p
= Blhin—k+1) (B(k’”_k+ 1) —/0 (L — o)t dt) (1)
= g, e
Entonces,
k-1 , . y n
J:l —o 1_B<kz,n—k+1)/0t (L= dt = (1—p)".

Por la identidad (3.13) tenemos que

(?)pfu -0 =1 g - kot 1) / =" dE = (1= p)".

J=1
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Entonces,

k—1

2 (?)pj(l R i /(v - k+1) /Optk_l(l — )" dt.

j=1

Por consiguiente,

k—1

1 P n\ . ,
-t dt=1— 1—p)" 7 —(1—p).
B(k;,n—k:+1)/0 (1-1) ;(j)p]( p) (1-p)
Incluyendo (1 — p)" en la suma del lado derecho de la igualdad tenemos que
1 P < /n
1=t dt=1- (1 —p)".
B(k,n—kﬂ)/o = ;(j)m g
Entonces,
1 P i "L\ N .
1 =) T dt = 1—p)"7 — 1—p)" 7.
B<k:,n—k:+1)/o -9 ;(j)p]( 2 jo(j)p]( ?)
Por lo tanto,
L [ea-orra=3 (M- (319)
B(k,n—k+1) Jo =\ '

que prueba la primera parte del teorema.

Ahora, tenemos que
PIX>k)=P{X<k})=1-PX<k)=1-PX<k—-1)=1—-Fx(k—-1).

Entonces,
P(X>k)=1—Fx(k—1). (3.20)
Ahora,

A = PV <) = [ gt ot a

1 P
= (1 — )" dt.
B(k,n—k:—i—l)/o ( )

Por (3.19) y (3.20) se sigue que

con lo que concluimos la demostracion del teorema. Il
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3.3. Desigualdades integrales y variables aleatorias.

En esta seccion aplicaremos el Teorema 1.3.12 para deducir algunas desigualdades relacio-
nadas con el n-ésimo momento alrededor del origen de una variable aleatoria X el cual esta
definido como E(X").

Teorema 3.3.1. Consideremos una variable aleatoria X continua estrictamente positiva con
funcion de densidad fx(x) = f(x)1y(x) donde a y b son mimeros reales no negativos con
a < b. Entonces, si E(X") eziste para todo n € N, tenemos que
1 " f(@)

— < — dx. 3.21

1+ EX") — J, 1+an (3:21)
Demostracion. Sean a y b nimeros reales tales que 0 < a < b. Definamos para (—1, 00), la

1 2

funciéon = —— Entonces, ¢"(y) = ———— > 0 para todo y de ese intervalo. De lo
anterior se sigue que ¢ es una funcién convexa en (—1, 00).

Para el intervalo (0, 00) definamos la funcién g(x) = 2" para todo n € N. Entonces, es claro
que ¢ es una funcién continua.

Por el Teorema 1.3.12, si hacemos p(z) := f(z), tenemos que f(x) > 0 para todo x € [a, b]
por ser una funcion de densidad y tenemos que

/a foler de| / 6z f(2) da

¢ b = b .
[ 1) ds f(@) do

Usando que fx(z) es de densidad y que E(X") = / 2" f(z) dx y la definicién de ¢ tenemos

a
que

1 " f(x)
LB =

o L+a"
y esto termina la demostracion. [

El Teorema 3.3.1 es un resultado general y tenemos los siguientes corolarios:

Corolario 22. Con las hipotesis del Teorema 3.3.1 tenemos que sin =1, entonces

b
« ~ T < p(X).

b
o 1+

(3.22)

Corolario 23. 57 X es una variable aleatoria con distribucion Exponencial de parametro X,

entonces

1 </Oo " (3.23)

e xT. .
14X 7 ), 1+=x
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Demostracion. En el teorema 3.3.1 hacemos n = 1. Como X ~ exp()), entonces la funcion
1
de densidad de X es fx(z) = Ae 1) (2) y sabemos (véase [25]) que E(X) = T Por lo

tanto,
1 00 )\ —\x
T g/ ¢ dz.

Resolviendo las fracciones del lado izquierdo y sacando la A de la integral del lado derecho
se tiene el resultado. [

Teorema 3.3.2. Consideremos una variable aleatoria X tal que X ~ Beta(a,b) cona,b > 0,

entonces
Lo ~1 [(a)T(b) a
/0 2711 — z)" ' n(x) do < T+ In (a n b) . (3.24)

Demostracion. Si X ~ Beta(a,b), entonces la funciéon de densidad de X es

fx(x) = Blal) N1 —2)" 1o (2). (3.25)
Sabemos que E(X) = aL—l—b' Hacemos g(z) := x, p(z) := f(x) y ¢(x) := log(z). Entonces,

aplicando el Teorema 1.3.12 para cuando la funcién ¢ es concava (¢ = In es coéncava) tenemos
que:

! bl
/ x 2711 = z) da / 2711 = 2)"g(2) da
0 < Jo ‘

¢ B((I, b) B(av b)
/1 ! Rl R Lo - /1 ! N1 —2) do
o Bla,b) o Bla,b)
Entonces,
1
In(E(X)) > B(clz ) /0 2711 —2)" n(x) da. (3.26)
Asi,

Por lo tanto,

]

Teorema 3.3.3. Sea X una variable aleatoria continua estrictamente positiva con funcion
de densidad fx(x) = f(x)1gp(z), con 0 < a < b. Sipara todon € N E(X — E(X))", existe,
se tiene que

1 ’ f(@)
T E(X - B / T4 (@ = B & (3.27)
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1
Demostracion. Para x € (—1,00) definamos ¢(y) := T34 Como en el Teorema 3.21 tene-
Y

mos que ¢ es una funcién convexa. Definamos p(z) := f(z)y g(x) := (x— E(X))". Aplicando
el Teorema 1.3.12 tenemos que

[ @By /<b v~ BX)))f(2) da

[ /f

Usando la definicién de ¢ y el hecho de que fx(x) es una funcién de densidad y que

¢

b
E(9(X) = [ 9(o) f(a) da
tenemos que

1 f(z)

1+ B(X - B(X))" = / 1+ (z - B(X))" d.

¢(E(9(X))) =

]

Corolario 24. Con las mismas hipotesis del Teorema 3.3.3, tenemos que si n = 2 entonces,

' f(x)
1_/a @ BOORE ™

[
o T+ (- B

Demostracion. Sabemos que Var(X) = E(X — E(X))?. Sustituyendo y despejando Var(X)
se tiene el resultado. ]

< Var(X). (3.28)

Corolario 25. Si X es una variable aleatoria tal que X ~ exp(X), entonces

L . / ey (3.29)
T2 = J, Xr(a—12 '
1
Demostracion. Sabemos que si X ~ exp(A) entonces E(X — E(X))? = Var(X) = VL

Haciendo n = 2 en el Teorema 3.3.3, tenemos que

1 </°° e~ J
— = axX.
L3 Jo 1+ (z—3)

Entonces,

)\2 00 )\26—)\:5
N / dz.
1+X2 =, X2+ (Ao —1)2

Cancelando \? se tiene el resultado. O]
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3.4. Aplicacion a la distribucién normal.

En esta seccién aplicaremos la desigualdad del Teorema 1.3.12 a la distribucién Normal.
Recordemos que si X es una variable aleatoria normal estandar, es decir, si X ~ N(0,1)
(véase [25, pag. 104]), entonces tiene como funcién de distribucién a

@(x):P(ng):/_x \/12_7Te 5

»

_z

e 2 para —oo < x < 00.

1
y por lo tanto tiene como funcién de densidad a ¢(x) =
s
Tenemos primero el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1. Consideremos la funcion de densidad de la distribucion normal estandar
() y la correspondiente funcion de distribucion ®(x). Entonces

¢'(x) + xd(x) = 0. (3.30)
Ademdas, para x > 0, tenemos que

1 1 1-®@x) 1 1 5

- —— < - ==+ —. 3.31
r a3 o(x) r a3 * x? (3:31)
: — ®(x) : :
El cociente W se conoce como cociente de Mills.
x
22
Demostracién. Para la primera parte tenemos que ¢'(z) = — \/:;_We% Luego,
9(x) + 20(1) = ———e"T + ——e T =0,

Vor o Wor

/

Ahora, utilizando esta igualdad tenemos que ¢ = y por lo tanto,

T

1= ®(z) = 1- P(X < () :P({ng}c):P(X>:c):/ooqb(w) dw:—/m@ dw.

Entonces,
oo /
1—9(x) = —/ Hw) dw. (3.32)
- w
1 , —
Integrando por partes tenemos que u = — y dv = ¢'(w) dw, entonces du = — dwy
w w
v = ¢(w). Entonces,
[ee) / oo /
Y PRI o T
v w x T

Por (3.32) tenemos que

|- @) = 2@ /Oo ACHF (3.33)

T w3
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Integrando nuevamente por partes tenemos que u = % y dv = ¢'(w) dw, entonces du =
)

o
w

-3
— dw y v = ¢(w). Entonces, utilizando que ¢(w) =
w

dew:_M dew:—M— dew.
[ 5 iy /

x w 3 wd

tenemos que

Por la igualdad (3.33) tenemos que

P(x)  ox)  [7 3¢ (w)
1 , -5
Integrando nuevamente por partes tenemos que v = e y dv = ¢'(w)dw, entonces du = o
y v = ¢(w). Entonces,
o0 / o0
[T g3 [,
v w x v w
Por la igualdad (3.34) tenemos que
o(x)  o(x)  3o(x) [T 15¢(w)
> 15
Definamos, para = > 0, la funcién g(x) := %(Bx) — / M dw. De esto tenemos que
x - w
xlinog(a:) = 00. (3.36)
Yy
lim g(z) = 0. (3.37)
r—r00

Ademas, por el Teorema Fundamental del Calculo aplicado a g tenemos que

o) 3 <¢’(x)x5x—105¢(x)x4) .\ 15f§x)_

Utilizando que ¢’ = —x¢, haciendo operaciones y reduciendo términos semejantes tenemos
que, para todo x > 0,

Por lo tanto, g es una funcién decreciente, y usando los limites (3.36) y (3.37) se sigue que,
para todo x > 0, que g(z) > 0.

Entonces, por (3.35) tenemos que

o) OB ) ole) ot
O equivalentemente,
o) )y g

T 3
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Dividiendo entre ¢(z) tenemos que

1 1 1-3()

- < —. 3.38
PR RTE (333
*15
Ahora en la igualdad (3.35) es claro que — / Z(Eiw) dw < 0y entonces,

= ()< 22 _9l0)  30(0)

Dividiendo entre ¢(z) tenemos que

o) 113
o < Etw (3.39)

Combinando (3.38) y (3.39) tenemos el resultado. O

Veamos ahora como dar otra estimacion de una cota inferior del cociente de Mills mediante
la desigualdad del Teorema 1.3.12.

Teorema 3.4.2. Consideremos la funcion de densidad de la distribucion normal estandar
() y la correspondiente funcion de distribucion ®(z). Entonces, para x > 0 tenemos que

Vd+a?—x < 1—®(x)
2 T o)
Demostracion. Para evitar ambigiiedades con la notacién para la funcién convexa del Teo-

rema 1.3.12 y la funciéon de densidad ¢ de la distribucién normal estandar, cambiaremos f
por ¢ en la desigualdad del teorema, es decir, escribiremos

(3.40)

b b
/ o(t)plt) dt / Flo()p(t) dt
a < a .

/abp(t) dt /abp(t) dt

1
En esta desigualdad elegimos como funcién convexa a f(t) = 7Y hacemos a = x, b = o0,

f (3.41)

2

g(t) =t y p(t) = te~ = . Entonces,

/ t2e—§ dt / e—é dt
Ioo—t2 < 9600—752
/ te” 2 dt / te” 2 dt

oo t2 oo t2
/ te” 2 dt / e 2 dt
= < =z (3.42)

<, 2 o2
te” 2 dt te” 2 dt

f

Equivalentemente,
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Integrando por partes tenemos que

&0 1:2 m2
/ te 2 dt=e 2.
002_£ 2 oo
te" 2 dt = xe” 2 +

</

dt.
Sustituyendo en (3.42) tenemos que

22

e 2

+2
e 2z
2
e 2 dt
X
22 0 2 - _a?

re T + e 2 dt e 2
x

Equivalentemente tenemos que

22\ 2 22 0 12 o0 2 2
<6_7> §x6_2/ ez dt + (/ ez dt) .

Completando cuadrados,

Entonces,
2 2
2 (4 + 2? re T < g2
- < 2t
()< ([ )
Asi,
o t2 J >~ 1 t2 d
T2 dt T2 dt
\/4+;1:2—a:</l, ‘ :/m Vo _1-®()
2 N 6_% 1 67% qb(x)
V2T
Por lo tanto,
Vi+a?—zx < 1—®(x)
2 @)
Esto concluye la demostracion. Il

3.5. Transformada de Laplace y esperanzas de varia-
bles aleatorias.

En esta seccién calculemos algunas esperanzas de la forma E(X"), donde r no necesariamente
es entero, mas en particular cuando 0 < r < 1, para ello nos basaremos en la Transformada

de Laplace introducida en la Definicion 2.2.2. Como acordamos antes, para simplificar la
notaciéon escribiremos Z{f(x)} en lugar de Z{f(x)}(s) en los resultados que siguen.

Comenzaremos con el siguiente teorema:
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Teorema 3.5.1. Sea X una variable aleatoria continua no negativa con esperanza finita y
con funcion de densidad fx(x) = f(2)1lj00)(x). Entonces, para todo 0 < r < 1 tenemos que

r F1-2{f(=)}
E(X") = ds. 3.43
(X7) I(1—r) /0 Clas § (343)
Demostracion. Comenzaremos calculando la integral / _Til ds.
0

u
Integramos haciendo el cambio de variable u = sz, entonces du = x ds 'y ds = —. Si s = 0,
x

entonces u = 0 y si s — 00, entonces u — 00. Luego,

01 ST ® 1 _ e % du 0o
d — . -r—1 __  —-r—1_-u d — rF 7).
/0 sTH ’ /0 Lo ! /0 (u ¢ e) du =)

$7‘+1

Pero —rI'(—r) = T'(1 — r), entonces

© - I'(1—
/ L™ oo P 7)
0

8r+1 —r

y por lo tanto, para todo z > 0 y todo 0 < r < 1 tenemos que

T R
"= ds. 3.44
. I'—r) /0 sl ° ( )

00 | _ s
Definiendo g(x) = / % ds tenemos que
o &
,
M= . 3.45
Y = o (3.45)

Aplicando (3.44) y (3.45) tenemos que

r

BX) = B (g9 = pm B0

0

@) f(2) da

1 e

(
/ fla 1_ewdmm
I

dw ds

f(a
= / %) dxds

SM[/ e da:—/ iz dac] s

-2 ds.

sr+1

r
1—1r
r
1—7r
1—r
1—?“
1—7’
1—7“
r

i,
i .
.
I
I
),
I'( LA

1—1r
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Por lo tanto,

que prueba el teorema. O

Teorema 3.5.2. Sea X una variable aleatoria estrictamente positiva con esperanza finita y
con funcion de densidad fx(x) = f(x)1loeo)(x). Entonces, para todo v > 0 tenemos que

B(X~) = Trl(r) /0 T LU ds. (3.46)

donde X{f(x)}(s%) indica la Transformada de Laplace de f evaluada en s+ .

Demostracion. Calculemos primero la integral / e ()" duw para todo z > 0y todo r > 0.
0

w\" x
Integramos haciendo el cambio de variable u = (—) . Entonces, w = Tur y dw = Zurt du.
x r

Siw =0 entonces u = 0 y si w — oo entonces u — 0o. Luego,

/ 67( )’ dw = / e‘“fu%_l du = fF <1> )
0 0 r r r

8lg

Entonces,

1
Redefiniendo x por ™" y r por — en la igualdad anterior tenemos, para todo x > 0 y para
r

todo r > 0 que

. Ooe_xw% w
x —rr<r)/0 dw. (3.47)
Sea g(x) :/ 6_”’% dw. Entonces
1
x _rf(r)g(x) (3.48)
Aplicando (3.47) y (3.48) tenemos que
B = (000 = iy El)
1 [ee]
- ) @ @) as
L h " et w x) dx
=, (o) o
LY B R
= T’F(T)/O /o f(z)e dw dx

_ 'rFl(r) /0 N /0 T H@)e ™ dedw
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Por lo tanto,

BT = s | 2] do.

Esto prueba el teorema. O

Veamos ahora otras aplicaciones de la transformada de Laplace a la probabilidad.

Teorema 3.5.3. Consideremos una variable aleatoria continua no negativa X con funcion

de distribucion Fx(x) y sea g(t) una funcién integrable en el intervalo finito [0, x]. Definamos

la funcion G que hace que / g(t)dt = G(x) — G(0). Entonces,
0

E(G(X))=G(0) + / g(t)(1 — F(t)) dt. (3.49)
0
Demostracion. La prueba la haremos con el Teorema de Fubini al intercambiar el orden de

integracion.

Por hipdtesis tenemos que G(x) = G(0) + / g(t) dt, sea f la funcién de densidad de X,
0

entonces
/0 Gl f(x) do = /0 h <G(0)+ /0 " at) dt) f(@) da
= 60 [ sy der [ [ s dtaa
_ G(0)+/OOO /too F(@) glt) da dt
_ G(0)+/Ooog(t) /too F(x) da dt
_ G(0)+/Ooog(t)P(X>t) it

- G(0)+/Ooog(t)(1—F(t)) .

E(G(X))

Por lo tanto,

]

Observemos que en el teorema anterior no es necesario que X sea una variable aleatoria
continua, también puede ser discreta, en cuyo caso, la demostraciéon se hace utilizando la
integral de Riemann-Stieltjes.

Veamos en el siguiente ejemplo como se relaciona el Teorema 3.5.2 con la transformada de
Laplace y la distribucién exponencial.
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Elijamos la funcién g(t) = —se™*. De aqui que G(0) = 1 y G(x) = e **. Sea X una variable

aleatoria tal que X ~ exp(\), entonces f(x) = e ** para z > 0 y ademds F(r) =

para x > 0. Aplicando el Teorema 3.5.2 tenemos que

E(e**) = B(GX))=1-s5 /OOO e (1 — F(t)) dt

= 1—3/ e“dt—l—s/ e S E(t) dt
0 0

= s/oo e F(t) dt = s L{F(t)}.

Por una tabla de transformadas de Laplace se ve que Z{F(t)} =

Por lo tanto,
A

E(e*¥) = Py

s(s+A)

o ef)\x

(3.50)

Veamos ahora el siguiente teorema que relaciona esperanzas, la funciéon gamma y la trans-

formada de Laplace.

Teorema 3.5.4. Sea X wuna variable aleatoria continua y positiva con funcion de densidad

f. Paran > 0 tenemos que

E(X") = ﬁ /0 T oL F(1) ds.

Demostracion. Definamos la funcién

G(t) ::/ s" et ds.
0

w
Hacemos el cambio de variable w = sX, con lo que ds = ~ Entonces,

[e%e) (e} n—1 [e%e]
FE (/ s lemsX ds) =F </ %ewd—x) =F (X"/ wh e dw) )
0 0o X X 0

Por lo tanto,
E (/ s lemsX ds) =I(n)EX™).
0

Por otra parte,

(3.51)

(3.52)

/Ooos"—lz{f(t)}ds :/ ”1/ e S f(t) dtds :/Omfowe—stnlf ) dtds
:// e f (1) ds dit = /Ooo(/ooonl_“ds)dt

([ )
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Por lo tanto,

/0 h sS"TL{ft) ds = E ( /0 T grmlemsX ds) : (3.53)

Combinando (3.52) y (3.53) se tiene el resultado deseado. O

Como aplicacién del Teorema 3.5.4 podemos calcular B(X '), E(X?) y Var(X ') cuando
X ~ Gamma(n,\) como sigue:

Teorema 3.5.5. Sea X una variable aleatoria tal que X ~ Gamma(n, \), entonces E(X ') =

A A2 A2
yparan > 1, B(X %) = - . Ademds, paran > 2 tenemos que Var(X 1) =
n—1 n—2 n-—1
/\2
(n—1)*(n—2)’
)\n—ltn—l
Demostracion. Si f es la funcién de densidad de X, entonces f(t) = ) e M1 (g 00y (2)

Calculemos la transformada de Laplace de esta funcién,

L{f(t)} = / et f(t) dt = FA(:L) /0 T peletet) gy

Haciendo el cambio de variable w = t(s + A) tenemos que dw = ) dt y entonces

LU0} = F)(\:L) /Ooo (sw: )\1)'”6 B (s + /\)

20 - (=5) -

Entonces,

+A
Aplicando el teorema anterior tenemos que

B(X) = ﬁ /OOO (H%)nds = - i T (3.54)

B(X™Y = . (3.55)

Por lo tanto,

Para n > 1 tenemos
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Por lo tanto,

1A\ A2
E(X?)=— - -
(X) r(2)/0 8(3+A) |

Ahora, para n > 2 y utilizando (3.54) tenemos que

Var(X™ 1) = BE(X?) - E*(X ') = YA —( A > :(n—l);

n—2 n-—1

Por lo tanto,
)\2
(n—1)*(n—2)

Esto finaliza la demostracion. OJ

Teorema 3.5.6. Sea X una variable aleatoria estrictamente positiva con transformada de
Laplace Z{f(t)}. Sia >0 yb>0, entonces,

E((aX +b)7") = /000 e 2{f(t)}(as) ds. (3.56)

donde Z{f(t)}(as) denota la evaluacion de la transformada de Laplace L{f(t)} en el punto

as.

Demostracion. Por definicién de Transformada de Laplace tenemos que

Lf(1)}(as) = / et de

e L f ()} (as) = / s £(p) dy

Por consiguiente,

/—bsz{f (as ds—// —slat+b) ¢ dtds-// —s@t ) £(4) ds dt
0

:/0 f(t)/o —s@t) g dt = / (at +b)7 f(t) dt = E((aX +0)7").

0
Por lo tanto,

E((aX +b)1) = / e " Z2{f(t)}(as) ds.
0
Esto finaliza la demostracién. O

Veamos ahora una aplicacion de la transformada de Laplace a la Teoria de los Niumeros.
Comenzaremos con algunos resultados auxiliares.

Lema 26. Definimos G(t) = a,, paran <t <n-+1,yn=0,1,2,3,---. Entonces

N
) Z apnefms, (3.57)
n=0

LG+ k) = e 2{G (1)} — (1

Donde,
LG+ R)} = L{C(E+ )} (s) = / Gt + k) dt. (3.58)
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Demostracion. Haciendo el cambio de variable w = t 4+ k en (3.58) tenemos que los nuevos
limites de integracion son w = k' y w = oo y dt = dw. Entonces,

LG+ R} — /k s WD G ) du
L ks /koo G (w) duw =
_ oo ( /0 e G w) du — /0 S Gw) dw)
= zpa) - [ e
Por lo tanto,
LLG( 1 R)} = . 2{G(0)) — o /0 enGw) du. (3.59)

Utilizando que G(t) = a, para n < t < n + 1 observemos que la ltima integral de esta
igualdad la podemos escribir como

/st dw—Zan/ ’Swdw—Zan (1_65).

Sustituyendo en (3.59) tenemos que

LLG(t+ F)} = 2{G(1) — eksiane (1_‘98):

n=1
) i ane(k—n)s‘
n=0

—S8

—_

e LLG ()} — (

Por lo tanto,

LIG(+k)} = P L{G(0) — (1_6 ) Zan (k-m)s

m
Como consecuencia de este lema tenemos las siguientes igualdades inmediatas:
s age®(1 —e™)
Z{Gt+1)} =eZ{G(t)} — — . (3.60)
y S 1 —S S
LIG(E+2)} = e 2{G) — CUm e e ) (3.61)

S

Lema 27. Definimos G(t) = a" paran <t <n+1yn=0,1,23,... con a una constante.
Entonces
1—e?

LG} = S ey

(3.62)
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Demostracion. Observemos que

o o n+1 oo s
2{G()}) = /O Gty dt = / e—standtzzane_m<1 . )
n=0"“"

n=0

n=0

Al final de esta igualdad hemos usado la serie geométrica. Por lo tanto,

1—e°

LG = —.

(G} s(1 — ae™)
O
1 5
Teorema 3.5.7. Sean Fy =0y Fi=F, =1y F,0o=F, .1+ F, conn>0. Sia= +2\/_

es la razon durea y si B = — , entonces

o (3.63)

N

Demostracion. Consideremos a F}, como funcién de n y vamos a aplicar la Transformada de
Laplace a F,, 1o = F,, 411 + F,, con n como variable. Entonces,

g{Fn—W} = g{Fn—&-l} + g{Fn}
Aplicando las igualdades (3.60) y (3.61) tenemos que

(1 —e®)(Fpe® + F)

FheS(l — e
LR} - & . = L)} - % +.2F,).
De donde,
e prpy— U= s gimy o ot
Por lo que,
2s s 68<1 _ 673)
L{F,} (e —e*—1) = —
Lo cual implica,
o ef(l—e7?)
ZL{F,} = N pp—— (3.64)

Si en la expresion e** — e® — 1 hacemos x = e® obtenemos la conocida expresion z® — z — 1
que tiene como las raices a * = a y ¢ = . Podemos entonces descomponer en fracciones
parciales la igualdad 3.64 como sigue:

stry= L (Ao ).
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Por el Lema 27 tenemos que
1
V5

Finalmente, aplicando la transformada inversa de Laplace tenemos que
a® — Bn
V5
Hemos obtenido, via la transformada de Laplace una expresion bien conocida del n-ésimo
numero de Fibonacci. O

L{F} = —= (Z{a"} = 2{p"}).

F, =

Al hablar de los nimeros de Fibonacci no podemos omitir la siguiente interesante aplicacion
en probabilidad:

Se lanza una moneda equilibrada hasta que aparezcan dos aguilas consecutivas. Sea A, el
evento de que este hecho sucede en el n-ésimo lanzamiento. ;Quién es P(A,)?

Escribamos los siguientes eventos:
4y = {AA)
A3 = {SAA}.
Ay ={SSAA ASAA}.
As = {SASAA, ASSAA,SSSAA}.
Ag = {ASASAA SASSAA SSASAA, ASSSAA,SSSSAA}L.

A; = {ASASSAA SASASAA, ASSASAA, SASSSAA,
ASSSSAASSASSAA,SSSASAA,SSSSSAA}L.

Observemos que cada uno de estos eventos tiene 1, 1, 2, 3,5, 8, ... elementos con 2, 3,4, 5,6, 7, ...
letras respectivamente, donde las dos tltimas letras de cada elemento son A.

Ahora, calculamos las probabilidades de los eventos anteriores:

1 F
P(A,) = 1= _21
1 Fy
Pl =5=%
1 1 2 F:
PA) = e+ e =15 = 5

1 1 1 3 B

32 32 3 T »

1 1 1 1 1 5 F
PlAg) = — + — 4+ — 4+ — 4+ — = = — -5
(4e) 64 64 6464 T 6a 64 20
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PlA) = =g g L L LT
7798 T 128 T 128 128 ' 128 1 128 ' 128 | 128 97

De lo anterior se infiere que P(A4,) = ;;1, n > 2.

Veamos esto mas formalmente:

Denotemos con p,, la probabilidad de que una sucesion de n lanzamientos no tenga dos agui-
las consecutivas.

Denotemos con H,, el nimero de sucesiones de n lanzamientos que no tienen dos aguilas
consecutivas y que terminan en sol y con K, el nimero de sucesiones de n lanzamientos que
tienen dos aguilas consecutivas y terminan en aguila. Ademas sea B,, el nimero de sucesiones
de n lanzamientos que no tienen dos aguilas consecutivas. Entonces,

K, =H,_;.
H,=K, 1+H,1=H, >+ H, .
B,=By.+H,1=B,1+K, 2+H, o=DB, 1+ B,_».

Por lo tanto,

By, = Bp_1 + By_s. (3.65)

Como By = 1y By = 3, de la igualdad (3.65) se sigue que A, = F, 1, el (n + 1)-ésimo
numero de Fibonacci.

Asi que p,, es igual a este nimero dividido entre el nimero total de posibles sucesiones de n
resultados el cual es 2".

Sea X el numero de lanzamientos necesarios hasta obtener dos aguilas consecutivas. En-
tonces, la probabilidad de que que se necesiten al menos m lanzamientos es igual a la pro-
babilidad de que una serie de m — 1 lanzamientos no tenga dos aguilas consecutivas. Esto
es,

F
P(X > m) = DPm—1 = om—1
Asi,
Fr
P(X >m) =pp = 2;.

Por lo tanto,
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3.6. Otras aplicaciones.

Veremos algunas otras aplicaciones de las funciones convexas, las funciones gamma y beta a
la Teoria de la Probabilidad.

Teorema 3.6.1. Sean X y Y dos variables aleatorias. Si para todo todo r > 0, E|X|" y
E\Y|" ezisten, entonces tenemos que

E\X+Y|" <c(E|X|[+ EY]), (3.66)
en donde ¢, es tal quec, =1 si0<r<1lyec, =2""1 sir>1.

Demostracién. Definamos, para z > 0 la funcién g(z) = |z|". Observemos que g(0) = 0y
_rlz|"(r =1)

para x > 0 tenemos que g"(x) 5

i

Si r > 1, entonces ¢”(x) > 0 para todo z > 0 y entonces g es convexa. En la definicién de
convexidad, haciendo \ = % tenemos, para todos z,y > 0 que

; (x+y> < 9(z) +9(y)

2 2
Entonces,
X+Y| _ (X+YY _g(X)+9(Y) X[+ YT
o | I\ )= 2 - 2
Equivalentemente,

X+ Y| <277 (1 X] + Y.
Por propiedades de la esperanza tenemos que
BIX +Y[" < EQ (X[ + [Y[") =27 (EIX|"+ E[Y").

Hemos probado una parte.

Si ahora 0 < r < 1, entonces ¢”(x) < 0 y g es una funcién concava. Por el Teorema 1.3.13
tenemos que ¢ es subaditiva y por lo tanto,

(X +Y["=g(X +Y) < g(X)+g(Y) = [X[]"+[Y]".
Aplicando esperanza tenemos que
E\X+Y|"<E|X|"+ E|X]".
Combinando los dos casos se tiene el resultado. [

Una versiéon més débil del Teorema 3.6.1 restringida sélo cuando r € N se basa en el siguiente
lema:

Lema 28. Para todos x,y € R y todos los numeros i,7 € N con i < r, tenemos que

2yl < " + Jyl"- (3.67)
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que |y| < |z|, entonces |y|" ™" < |z|" ™

y
2y < Ja el = o = el < el A+

Por lo tanto,
2yl < o T al" = |2 T = e < "+ fy]”

Suponiendo que |y| > |z|, la demostracion es andloga. O

Por la desigualdad del triangulo, el resultado del Lema 28 y el Binomio de Newton tenemos
que

T s

vy (e =30 () s g vn 3 () =z .
- (3.68)

Aplicando esperanza a la desigualdad (3.68) tenemos que
EX+Y|"<2(E|X|"+ E|Y|).
El Teorema (3.6.1) puede ser generalizado para n variables aleatorias. Asi:
EIXi+ Xo + X3|" < e (B|Xa]" + B[ X2 + X3]") < e (E|X0|" + e (B|Xao|" + E|X3]")).

Por lo tanto,
B\ X1+ Xo+ X3|" < ¢, E|X1|" + CE|Xs|" + 2E| X5 (3.69)

Ahora aplicando la desigualdad (3.69) cuando tenemos cuatro variables aleatorias tenemos
que

Bl X1+ Xo+ X3+ Xy|" = E|X; + Xo+ (Xz+ Xy)|" <. E|X\|"+ CE| X"
+2E| X3+ Xy|" < B\ X1+ EE|Xo* + (e, B| X5]" + ¢, B| X4|")
=1 B| X\ |+ EE|Xo|" + EB|xs|” + EB|Xy|"

Por lo tanto,
E|X1+ Xo+ X3+ Xy|" < a1 E|Xy| + CE|Xo|" + EE|xs|” + EE| Xy (3.70)

En general, por las desigualdades (3.69) y (3.70) se infiere por induccién matematica que si
tenemos n variables aleatorias X, Xs, ..., X,, entonces,

n r n—1
E|Y Xp| <Y FEX + T EIX," (3.71)
k=1 k=1

y queda asi generalizado el Teorema 3.6.1

Teorema 3.6.2. Sea X una variable aleatoria tal que E|X|* existe para todo x > 0, entonces
la funcion g(x) = In(E|X|*) es conveza para todo x > 0.
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Demostracion. Recordemos que la desigualdad de Cauchy-Schwarz para variables aleatorias
dicta que
E*(XY) < E(XHE(Y?).

s+r

2 .

Sean 0 < r < s. Vamos a aplicar Cauchy-Schwarz a las variables aleatorias [ X|2 y | X
Entonces

s—r

2’X

s—rT

2 ))E((X

s+r

=) < B((X

s+r

=)

Entonces, haciendo operaciones con los exponentes tenemos que

E*(|X

E2X[° < E|X|""E|X|"*".
Aplicando logaritmos,

2In(E|X|°) < In(E|X]*™") + In(E|X]|**).
Equivalentemente, por definiciéon de g tenemos que

gls —r)+g(s+r)

s) < .
g(s) < 5
Por el lema 3 se tiene que para todos x,y > 0
T+ )+
2 2
Claramente g es una funciéon continua, entonces, combinando (3.72) con el Teorema 1.3.4 se
sigue que g es una funcién convexa para todo x > 0. [
Teorema 3.6.3. Sea X1, X, -+, una sucesion de variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas con distribucion Bernoulli de parametro p, entonces la serie infinita
X . . . p(1—p)
X = —- tiene media varianza ——-.

Sip = %, entonces X tiene distribucion uniforme continua en [0,1]. Ademds con esto

obtenemos una demostracion de

sen 6 ad )
7= gcos (?) )

Demostracion. Sabemos que si X ~ Ber(p), entonces E(Xy) = py Var(Xg) = p(1 — p)
(Ver [25] pag 95). Entonces, por linealidad de la esperanza y por series geométricas tenemos
que

E(X)=E (ZQ—:) :ZE(Q—:) =Z§ =p) =0
k=1 k=1 k=1 k=1

Por lo tanto,
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Ahora, por propiedades de la varianza y usando la independencia de las variables aleatorias
tenemos que

SO ANIRS X\ w1 —~p(l—p) _ p(l-p)
Var(X) = Var (Z §> = ZV&T <¥) = EVCLT(X]C) = Z = 3
k=1 k=1 k=1 k=1
Por lo tanto,
]_ _
Var(X) = p—p) p).

3

Supongamos ahora que p = % Calcularemos ahora la funcion caracteristica de X — %, donde
de nuevo utilizaremos la independencia de las variables aleatorias y la funcién generadora
de momentos de una distribuciéon Bernoulli de pardmetro p = 3, la cual es M(t) = 1 + i¢".
Entonces

(1) = E(D) = B (et
X 2

oo
it ipyoo X it Xy,
= ¢ 2F (e“z’czl 2’“) —e¢ 2F < e 2F )

k=1

o0

it itXy it > it
= GJHE<62’“>:6 2tl—[]\/./'xk<§)
k=1 k=1

Por lo tanto,

ox s =e 2 [[—— (3.73)

1—1—62%
2

Analicemos el producto H
k=1

de dos maneras diferentes, en la primera observemos que

. 2 . . .
it it it _at _ ., . s 2
(e 2") =e2" - 2" = e2»- 1. También usaremos el desarrollo en serie de Taylor de la funcion

exponencial. Entonces,

1 k 1 i 1 i i
[[—5 = STl +1=o (e 1) e +1
k=1 k=1 k=1
it it 1t
. (eTn + 1) <e2" - 1) ﬁ . (62”—1 - 1) ﬁ t
= — er +1=— exr +1
2 e — 1) k=1 2 < - 1> k=1
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Esto implica,

ﬁ 1+e2r et —1
- (e N\ k
k=1 2 Zk + (Zt)
on(k=1) k|
k=2
Asi,
- 1—{—6212 et —1 et —1
lim H = lim = =
n—so00 Pl 2 n—s00 f (Zt)k 1t
ik+) on(—1) £
k=2
De donde,

Por lo tanto,

qby_%(t) _ B <6it(Y—§)> _ B (eitYe—%) _ 6—%E(ez‘ty)

Por lo tanto,

Comparando esta tltima igualdad con (3.74) se sigue que X ~ Unif|0, 1].

ik
14 e2F
i . Para ello, utilizamos la

o
Analicemos ahora de la segunda manera el producto H

k=1
identidad trigonométrica del angulo mitad y la expresién polar de un niimero complejo.
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Observemos que

2(1 + cos ) sen 2(z)

14+e® = 1+4cosx+isenz = + 2

B \/1—|—cosx\/l+cosx 1 — cos?(z)

1+cosm 1+cosx /14 coszx
= + 2 5

s (2 on(5) 2 (2) o ()
= 2 (5) con (2) visen (3))

= 2cos (E e%c.
2

Por lo tanto,

Utilizando esta igualdad tenemos que

it t i
1+ 62’2 = 2cos <2k+1) ezkil.

Entonces,

De donde,

Por lo tanto,

k=1 k=1
Y asi,
00 at n 0o
L+ed (et t ¥
H = lim e"\272nFT H Cos =e2 H CoS
2 n—so0 9k+1
k=1 k=1 k=1

Por (3.73) se tiene que

(bX—— =t HCOS (2k+1) ’

Comparando esta igualdad con 3.74 tenemos que

Hcos (5)

sen | 5
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Sustituyendo ¢ = 26 tenemos el resultado deseado. [

El producto infinito del teorema anterior se obtuvo por medio de argumentos y conceptos
de la probabilidad, como hemos visto, hay muchas demostraciones de ese hecho. Ante todo,
nadie puede negar la belleza y elegancia de esta otra prueba:

Teorema 3.6.4. Si 0 > 0, entonces

sen 0 i 0
e Hcos (ﬁ) : (3.75)

Demostracion. Veamos la figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema de la demostracion del Teorema 3.6.4

Consideremos una circunferencia unitaria con centro en 0 y un angulo central ZAOB; = 6.
Por A dibujamos una perpendicular AD; al segmento AB; y sea C el punto donde esta
perpendicular corta de nuevo a la circunferencia.

Observemos que de esta construccion se ha formado el angulo central ZAOC el cual es igual
a 20, ya que el triangulo AOC isésceles con mediatriz O B; sobre el lado AC.

Dibujemos las siguientes bisectrices:
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OB, del angulo ZAOB;; OBj3 del angulo ZAOB,; OBy del angulo ZAO Bs; OBs5 del angulo
ZAOBqy; ... ; OB, del angulo ZAOB,,_1; ...

Al ser ZAOB; = 0, se tienen entonces las siguientes igualdades de angulos:

LAOB, = /B,0B,_, = %;

Ahora, los angulos /B, AC, /B3AB;, /B3ABs, ..., /B, AB, 1, ... son todos ellos inscritos
en la circunferencia. Sabemos que todo angulo inscrito en una circunferencia es igual a la
mitad del angulo central que subtiende el mismo arco. Por lo tanto, de lo anterior, tenemos

0 0
que LABg = 3y /B,AB, = on Param = 1,2,3, ...

Sean Do, D3, Dy, ..., D11, ... los puntos donde las cuerdas ABy, ABy, ABs, ..., AB,, ... cortan
a los radios OBy, OB3,0By, ...,OB, 1, ... respectivamente. Esas cuerdas ademas son perpen-
diculares al respectivo radio en su punto de interseccion.

De todas estas observaciones y de los triangulos rectangulos formados en los angulos inscritos
tenemos las siguientes igualdades:

9\ AD, AD,
“S\2) T AB, ~ 24D,

0\ AD, AD,
“®\22) T AB, T 24D;’

( 0 ) AD, AD,
cos

) AB, 2ADn..
Multiplicando ordenadamente estas igualdades tenemos que
" 0 AD; AD, AD, AD,
HCOS — | = : Ce = . (3.76)
Pl 2n 2ADy; 2ADs 2AD, .1 2"AD,.4

Ahora, como la circunferencia es unitaria y por tridangulos rectangulos formados en los dngulos
centrales tenemos que

senf = AD;.

0
sen (5) = AD,.
sen <%) = AD;.
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0
sen <2—n) =AD,1.

~ 0 0

T cos (_> _ st (3.77)
2n 0

k=1 2™ sen (—)

2n

De (3.76) se sigue que

Aplicando el limite cuando n — co tenemos el resultado deseado. [

Con las ecuaciones diferenciales se puede obtener de manera distinta a la clasica la funcion
caracteristica de la distribuciéon gamma como veremos a continuacion:

Teorema 3.6.5. Sea X una variable aleatoria continua tal que X ~ Gamma(n, \), entonces

sb(t):( A )n (3.78)

A+t

Demostracion. Si X ~ Gamma(n, \), entonces la funcién de densidad de X es f(x) =

)\I n—1 e
(F()n) e A 1(0700)(33)
Ahora,
. < o (Az)nt A
t)=E itX :/ 'th( Y —Az dr = / itr, n—1 _—Ax dr. .
o(t) (e"¥) i e Ty e x o e e x (3.79)
Entonces,

A—1 At [
(b . — / e)\:vefxxnflef/\x dr = \".
v I'(n) Jo

Entonces tenemos la condicién inicial

qb(A_.l) =\ (3.80)

Ahora,

/ _ g A" = ite, ,n—1_—Ax _ A" /002 it n—1_—Az
¢(t)_3t(f‘(n)/0 e " e dx)—r(n) i (915(6 " e ) du.

Entonces,

A" [ ,
P'(t) = / g"e A gy, (3.81)
I'(n) Jo
Haciendo integracién por partes con v = z" y dv = e ** " dz tenemos du = nz" 'y
—xz(A—it)
e
= — or lo tanto
’Lt _ )\ y7 p Y
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y por (3.79) tenemos que .
, mn
t) = t).
#(t) = 1ol
Esta tltima expresion es una ecuacion diferencial ordinaria de variables separables. Resol-
viendo queda

S\ — it)" = C.

Utilizando la condicién inicial (3.80) obtenemos que C' = A\". Por lo tanto,
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