
 

 

 

 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTÓNOMA DE MÉXICO 

MAESTRÍA EN CIENCIAS (FÍSICA) 
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS 

 
 
 

EVOLUCIÓN TEMPORAL APROXIMADA PARA SISTEMAS OPTOMECÁNICOS 
HÍBRIDOS 

 
 

TESIS 
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE: 

MAESTRO EN CIENCIAS (FÍSICA) 
 
 

PRESENTA: 
LUIS ALBERTO MEDINA DOZAL 

 
 

TUTOR PRINCIPAL 
 

DR. JOSÉ FCO. RÉCAMIER ANGELINI 
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS 

 
 

COMITÉ TUTORIAL 
 

DR. W. LUIS MOCHÁN BACKAL 
INSTITUTO DE CIENCIAS FÍSICAS 

 
DRA. ROCÍO JÁUREGUI RENAUD 

INSTITUTO DE FÍSICA 
 
 

 

Veronica
Texto escrito a máquina
Cuernavaca, Morelos,  octubre 2021



 

UNAM – Dirección General de Bibliotecas 

Tesis Digitales 

Restricciones de uso 
  

DERECHOS RESERVADOS © 

PROHIBIDA SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL 
  

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal 
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México). 

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y demás material que sea 
objeto de protección de los derechos de autor, será exclusivamente para 
fines educativos e informativos y deberá citar la fuente donde la obtuvo 
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro, 
reproducción, edición o modificación, será perseguido y sancionado por el 
respectivo titular de los Derechos de Autor. 

 

  

 



 



Agradecimientos.

Comienzo agradeciendo a mis padres, absolutamente nada de lo que he logrado

habría sido posible sin su apoyo y cariño. Aún estando lejos me acompañaron en

todo momento.

A mi familia, mis hermanas y sobrinos, Mateo, Alán, Sebastián y Adrián. Gracias

por su cariño y entusiasmo, gracias por siempre esperarme con un abrazo cuando

vuelvo.

A mis amigos que me acompañaron en Cuernavaca, Marimar y el Chegar. Gracias

por compartir conmigo esta etapa de tantos cambios y aprendizajes. Aún les debo

una comida en Italianni’s.

A Rocío, gracias por esas tardes con buena música en el cubo y otras cuantas buenas

anécdotas.

Gracias a mi novia, por quererme y acompañarme en la distancia.

A mis amigos, el Sr. Alexis Juárez, Ing. Pity Alamillo, Andrea (la prima) y Lorena.

Muchas gracias por su amistad.

Agradezco especialmente al Dr. José Récamier, quien me ha apoyado desde el co-

mienzo, he aprendido muchísimo de él. Gracias por haberme recibido en ese verano

de investigación. Espero seguir colaborando y aprendiendo de usted.

Al comité tutorial y sinodales, gracias por el tiempo que le dedicaron a la revisión

de esta tesis.

Gracias a CONACYT por la beca de maestría. A la Universidad Nacional Autónoma

de México por el apoyo recibido a través del proyecto PAPIIT IN1111119.

Gracias al resto de personas que por descuido olvido mencionar pero que influyeron

positivamente en estos últimos tres años.

Por tantas cosas, gracias una vez más.



.



Resumen.

La electrodinámica cuántica de cavidades (CQED) es el estudio de la interacción

totalmente cuántica entre la luz (el campo electromagnético) confinada y materia.

La estructura de un campo electromagnético confinado es modificado y controla-

do por las condiciones de contorno. Las propiedades radiativas de un átomo en un

entorno confinado pueden ser muy diferentes a las que se presentan en el espacio

libre. Por ejemplo, las tasas de emisión espontánea pueden alterarse y los niveles de

energía pueden modificarse.

En este trabajo, se presentan tres sistemas de interés en el campo de la electro-

dinámica de cavidades. Primeramente, estudiamos la interacción entre un campo

electromagnético y un átomo confinados en una cavidad de paredes totalmente re-

flejantes. El campo es considerado como un haz monocromático y el átomo se modela

en la aproximación de dos niveles.

Luego, consideramos un sistema optomecánico, compuesto por un modo de campo

confinado en una cavidad donde una de sus paredes puede oscilar libremente. En

este mismo contexto, examinamos la respuesta del sistema optomecánico a un for-

zamiento inducido por un láser externo sobre el campo confinado.

Posteriormente, estudiamos las interacciones dadas en un sistema constituido por

un campo forzado y un átomo dentro de una cavidad con una de sus paredes libre

de oscilar.

Finalmente, presentamos un apéndice donde introducimos la posibilidad de explorar

el campo de los sistemas cuánticos abiertos, es decir, estudiar interacciones dentro

de cavidades con paredes parcialmente reflejantes, que permitan la interacción del

sistema con los alrededores.
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1. Introducción.

Combinar dos o más sistemas físicos en un mismo marco teórico de sistemas

cuánticos híbridos ha impulsado el desarrollo de novedosas tecnologías, procesa-

miento de información cuántica [1], la detección cuántica mejorada [2, 3], hasta

dispositivos mesoscópicos superconductores [4] y nanomecánicos [5]. Una caracte-

rística fundamental de un sistema cuántico híbrido funcional es la capacidad de

comunicar estados cuánticos entre sus diferentes componentes con alta fidelidad.

Para dos sistemas físicos A y B esto requiere un Hamiltoniano de interacción ĤAB

que o bien condiciona la evolución de un sistema al estado del otro, o que impulsa,

de forma correlacionada, las transiciones en los dos sistemas [6]. En la mayoría de

los ejemplos, nos encontraremos con interacciones de la forma:

ĤAB = ~geff (â†b̂+ b̂†â), (1.1)

donde {â, â†} y {b̂, b̂†} son los operadores de creación y aniquilación que, básicamente

provocan transiciones entre estados dentro de los sistemas A y B, respectivamente.

Así, el producto âb̂† indica un proceso de intercambio en el que una excitación en un

sistema va acompañada de una absorción en el otro. Con una identificación adecuada

de los operadores, la Ec. (1.1) representa sistemas que interactúan, como los campos

ópticos cuánticos acoplados por un divisor de haz, los átomos que interactúan de

forma resonante con un campo dentro de una cavidad, y espines que interactúan a

través de sus momentos magnéticos, entre otros.

El marco establecido de la electrodinámica cuántica de cavidades (CQED) es un

campo ampliamente explorado de sistemas híbridos que interconecta fotones con

átomos. Su objetivo es aislar un átomo en una cavidad con paredes altamente reflec-

tantes, que lo separa eficazmente del mundo exterior. El campo dentro de la cavidad

es cuantizado como un conjunto de osciladores armónicos, siendo uno de ellos reso-
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nante o casi resonante con una transición entre dos niveles del átomo.

El campo no puede considerarse independiente de las paredes de la cavidad, las

distribuciones espaciales y frecuencia de los modos del campo dependen de las con-

diciones físicas limitantes impuestas, que pueden ser modificadas y controladas [7].

Dentro de CQED encontramos el régimen de acoplamiento fuerte, este se alcan-

za cuando la interacción átomo-campo supera los procesos disipativos. La primera

evidencia de acoplamiento fuerte se obtuvo con muestras multiatómicas en las que

todos los átomos estaban acoplados simétricamente al mismo modo. Se han obser-

vado oscilaciones cuánticas de Rabi colectivas en átomos en el rango de frecuencias

de las microondas [8] y ópticas [9], utilizando cavidades Fabry-Perot. La primera

manifestación del régimen de acoplamiento fuerte fue la observación de la llamada

“división de Rabi en el vacío” con átomos térmicos [10]. Una fuente láser excitaba el

sistema atómico acoplado al campo en la cavidad y la señal transmitida registraba

su espectro. Cuando la cavidad estaba vacía, el láser excitaba la transición |0〉 a |1〉

de los modos del campo, con una distribución de Lorentz centrada en la frecuencia

de la cavidad. Cuando un átomo, en resonancia con el campo, estaba presente en

la cavidad, el láser provocaba una transición del estado base |g, 0〉 al primer estado

excitado de los estados vestidos, |±, 0〉 = (|e, 0〉±i|g, 1〉)/
√

2 (ver la sección 2). Estos

niveles están separados por la frecuencia de vacío de Rabi Ω0. En lugar de encontrar

una distribución Lorentziana, se observa una distribución de dos picos. Este efecto

de división proporciona una forma sensible de contar uno a uno los átomos que cru-

zan la cavidad [11]. Cuando un átomo atraviesa la cavidad, la respuesta se modifica

drásticamente. La transmisión del campo es alta cuando la cavidad está vacía y

baja cuando hay un átomo presente. Este esquema de recuento de átomos también

puede utilizarse para atrapar de forma determinista átomos dentro de la cavidad,

dando lugar a las llamadas trampas FORT (Far Off-Resonance Traps) donde se han

registrado atrapamiento de átomos de Cesio durante tiempos que han alcanzado el

rango de segundos [12].
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Otro sistema dentro del conjunto de sistemas híbridos es la cavidad optomecánica.

Este sistema ofrece una vía para determinar y controlar el estado cuántico de los

objetos macroscópicos. La optomecánica cuántica permite detectar el movimiento y

la fuerza cerca del límite fundamental impuesto por la mecánica cuántica [5, 13].

La cavidad óptica más convencional es la cavidad Fabry-Perot, en la que uno de

los extremos reflejantes es fijo, el otro está ligado armónicamente y se le permite

oscilar bajo la acción de presión de radiación del campo luminoso dentro de la cavi-

dad. El interés por el estudio de la dinámica de osciladores mecánicos acoplados a

los modos de oscilación de campo, ha aumentado considerablemente en las últimas

décadas [14, 15]. Algunas aplicaciones recientes de este tipo de resonadores incluyen

el proyecto LIGO, que utiliza interferómetros de ondas gravitacionales cuyo camino

óptico se modifica por la presión de la radiación [16], el enfriamiento de resonadores

mecánicos para el estudio de la transición entre el comportamiento cuántico y el

clásico [17], y la amplificación y medición de fuerzas a escala nanométrica [18].

El régimen de acoplamiento fuerte proporciona una interfaz cuántica que permite la

transferencia coherente de estados cuánticos entre el oscilador mecánico y los áto-

mos. Sin embargo, aunque el acoplamiento de un espejo oscilante a un átomo o un

ion no se realiza directamente esto puede hacerse mediante un acoplamiento común

añadiendo al sistema un modo de campo en una cavidad [5, 19]. En este sentido,

podemos referirnos al trabajo de Garg y Biswas [19] donde estudian la transmisión

de un campo de prueba por medio de un sistema híbrido optomecánico constituido

por un campo en una cavidad, un oscilador mecánico y un sistema atómico mode-

lado como un sistema de dos niveles. En este punto, la evolución individual de cada

subsistema ofrece la posibilidad de obtener, bajo ciertas condiciones, la evolución

exacta del sistema híbrido, es decir, si conocemos el operador de evolución de cada

componente, utilizando el teorema de Wei-Norman [20], es posible obtener, por un

lado, la solución exacta o aproximada de la dinámica de los observables físicos, y

por otro, funciones de cuasi-probabilidad que permiten dilucidar el comportamiento
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cuántico del sistema.

A lo largo de esta tesis, repasaremos tres sistemas dentro del régimen de acopla-

miento fuerte en el marco de la electrodinámica cuántica de cavidades, desde su

planteamiento hasta la solución del sistema. En primer lugar, estudiamos el mode-

lo de Jaynes-Cummings, el cual explica de forma aproximada la interacción entre

un átomo, modelado como un sistema de dos niveles y el campo electromagnético

dentro de una cavidad. En el capítulo 3, resolvemos el sistema optomecánico. Pos-

teriormente, la cavidad optomecánica es bombeada por un láser externo. Usando

técnicas algebráicas encontramos un operador de evolución temporal aproximado, el

cual nos permite construir un vector de estado a cualquier tiempo, calcular observa-

bles y funciones de distribución como la función Q-Husimi y Wigner. En el capítulo

4, consideramos un sistema híbrido optomecánico compuesto por una cavidad con

un campo forzado por un láser externo, un oscilador mecánico y un átomo de dos

niveles dentro de la cavidad. El modo de la cavidad está acoplado al sistema de dos

niveles y juntos están acoplados a los modos vibracionales de una de las superficies

reflejantes de la cavidad. Conociendo los operadores de evolución temporal de ambos

subsistemas, el sistema de dos niveles y la cavidad optomecánica (capítulo 2 y 3),

construimos un operador de evolución temporal para el sistema híbrido completo,

evaluamos varios observables como el número de fotones y fonones, calculamos el

parámetro de Mandel, las funciones de distribución Q-Husimi y de Wigner.

Los resultados obtenidos en este capítulo, derivaron en la escritura y reciente pu-

blicación de un artículo titulado: Approximate Evolution for A Hybrid System: An

Optomechanical Jaynes-Cummings Model.

Finalmente, incluimos un apéndice donde se explora la posibilidad de continuar

con esta investigación permitiendo que el sistema híbrido interctue con el entorno.

Presentamos una breve introducción a los sistemas abiertos, así como, dos de los

procedimientos más generales para abordarlos.
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2. Modelo de Jaynes-Cummings

El modelo de Jaynes-Cummings (JCM) es probablemente el modelo más sencillo

para analizar un sistema puramente cuántico de interacción radiación y materia.

Se propuso en 1963 para examinar los aspectos clásicos de la emisión espontánea

y probar la existencia de oscilaciones de Rabi en la exitaciones atómicas inducidas

por campos con energías bien definidas (estados de Fock). Para campos con una dis-

tribución estadística correspondiente a estados coherentes en el número de fotones,

se observó que las oscilaciones colapsan hacia un valor fijo. En 1980 se descubrió

que para ciertas condiciones iniciales para el átomo y el campo, las oscilaciones de

Rabi, llevan a cabo un proceso repetido de colapso seguido de un reavivamiento. La

existencia de los reavivamientos resulta ser evidencia directa de la cuantización de

las excitaciones del campo (fotones) y por consecuencia la naturaleza cuántica del

campo electromagnético [21]. Más recientemente el JCM ha perimitido la genera-

ción de estados no-clásicos como las superposiciones de estados coherentes, llamadas

gatos de Schrödinger [22], estados de número [23] y estados comprimidos[24]. Más

aún, debido a que sus propiedades algebráicas son similares a las de sistemas de

interacción ión-laser, se han propuesto generalizaciones para modelos de Jaynes -

Cummings no lineales [25, 26, 27, 28].

En el presente capítulo mostramos las consideraciones que deben tomarse en cuenta

para usar el JCM, resolvemos detalladamente la ecuación de Schrödinger del modelo

y exploramos las propiedades que dan lugar a los colapsos y reavivamientos.

Finalmente presentamos una forma alternativa para resolver el modelo de Jaynes-

Cummings, escribiendo el operador de evolución temporal como un producto de

exponenciales, mediante el uso del teorema de Wei-Norman.
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2.1. La aproximación de dos niveles: operadores de espín y

estados atómicos.

Debido a que el espectro de los átomos es en general complicado, puede esperarse

que la descripción de la interacción atómica con luz resulte ser extremadamente

compleja. Sin embargo, para las situaciones de interés en óptica cuántica, podemos

ignorar la mayoría de los estados atómicos exceptuando unos pocos. La explicación

es la siguiente. La luz envía cierta cantidad de fotones con la energía justa para

que el átomo realice una transición del estado base al estado excitado, identificados

con los kets, |g〉 y |e〉 respectivamente. Ahora bien, como el espectro de energía del

átomo es no uniforme, cada transición tiene escencialmente una energía distinta.

Por lo que, si hacemos interactuar al átomo con luz monocromática, esperamos

que solo una pareja de estados reaccionen a esta. Estos estados serán aquellos cuya

diferencia de energía sea la misma o aproximadamente la misma a la energía dada

por la frecuencia del campo incidente. Todos los demás estados pueden ignorarse, ya

que la probabilidad de que los fotones incidentes produzcan una transición es muy

pequeña. Este procedimiento es conocido como la aproximación de dos níveles.

Formalmente podemos expresar la aproximación de dos niveles como:

Ĥa =
∑
n

En|n〉〈n| ≈ Eg|g〉〈g|+ Ee|e〉〈e|, (2.1)

donde Ĥa representa el Hamitoniano característico del átomo.

Ahora que el espacio de Hilbert del sistema ha sido reducido a uno de dos dimen-

siones, podemos hacer uso del formalismo desarrollado para sistemas con momento

angular de espín 1/2. En particular podemos escribir el Hamiltoniano atómico de la

forma:

Ĥa = Ee + Eg
2 (|e〉〈e|+ |g〉〈g|) + Ee − Eg

2 (|e〉〈e| − |g〉〈g|). (2.2)
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El primer término del Hamiltoniano puede verse como un simple corrimiento en la

energía, el cual no desempeña un papel importante en la dinámica del sistema.

Si identificamos a los estados excitado y base como estados de un sistema con espín

±1/2 (tambíen llamados pseudo-espín), entonces podemos introducir los operadores

de Pauli:

σ̂x = |g〉〈e|+ |g〉〈e|, σ̂y = i(|g〉〈e| − |g〉〈e|), σ̂z = |e〉〈e| − |g〉〈g|, (2.3)

los cuales cumplen con la relación de conmutación: [σ̂i, σ̂j] = 2iεi,j,kσk. Usando los

operadores de Pauli, el Hamiltoniano atómico en la aproximación de dos niveles

queda como:

Ĥa = ~ωa
2 σ̂z, (2.4)

donde hemos definido la frecuencia de radición atómica ωa = Ee−Eg
~ .

2.2. La aproximación dipolar

La aproximación dipolar, está basada en el formalismo clásico para las interaccio-

nes luz-materia. Se considera a la materia como una colección de partículas cargadas

en una configuración en general con carga neutra. A grandes rasgos, la acción del

campo electromagnético sobre las cargas consiste en separar las cargas negativas y

las positivas pero sin romper la configuración. En escencia, esto se traduce a que la

materia puede ser descrita como un conjunto de dipolos eléctricos. Adicionalmente,

se considera que el campo eléctrico no varía a lo largo de la extensión del átomo.

Esta condición resulta razonable para las longitudes de onda del campo usadas en

óptica cuánitca, las cuales son del orden de 100nm, mientras que las escalas atómi-

cas rondan los 100pm, 3 órdenes de magnitud menor.

Consideremos entonces, un átomo de dos niveles que interactúa de forma resonante

con un pulso de luz enfocado con un diámetro a0. Podemos estimar cualitativamente
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la probabilidad de dispersión del fotón, en términos de la fracción de potencia del

haz que se dispersa por el átomo. Esta fracción está dada por la relación entre el

área de la sección transversal de absorción atómica y el área de la sección transversal

del haz: Rdisp ≈ σabs
A

.

El área del pulso de luz es: A = π
4a

2
0, la sección transversal de absorción del átomo

está dada por: σabs = 3λ2

2π , donde λ denota la longitud de onda del haz incidente.

Tomamos como ejemplo la dispersión del 133Cs con λ = 852nm, σabs ≈ 0.35µm2 y

un diámetro a0 = 1mm. Dados estos valores, la relación de dispersión es del orden

de Rdisp ≈ 2.2 × 10−7 por lo que prácticamente no habría dispersión. Para que la

dispersión sea apreciable, la interacción átomo-campo requiere σabs >> A.

Claramente, esta condición no es alcanzable en el espacio vacío. La situación es di-

ferente cuando el átomo se sitúa en una cavidad. En cada extremo de la cavidad se

fijan dos espejos, de tal forma que el haz puede reflejarse una y otra vez.

En consecuencia, se incrementa la sección transversal de absorción del átomo por

un factor F (refinamiento), el cual en escencia representa el número de rebotes del

haz dentro de la cavidad.

Existen varios enfoques diferentes para realizar este tipo de resonadores, siendo el

más destacado el uso de cavidades Fabry-Perot. Este tipo de cavidad consiste en

dos espejos curvos, enfrentados entre sí a corta distancia, como se ilustra en la Fig.

1. Además, pedimos que estos espejos reduzcan al máximo las pérdidas. Esto puede

lograrse con espejos super pulidos, normalmente recubiertos con una pila de capas

de dieléctricas que se depositan mediante una técnica de pulverización de haces de

iones. Usando esta técnica se han reportado pérdidas de transmisión y dispersión

por debajo de 1ppm por espejo [29].
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Figura 1: Representación esquemática de una cavidad Fabry-Perot de longitud L
con un solo modo de campo de frecuencia ωc.

Asumiendo sin pérdida de generalidad, que el centro de masa del átomo está

localizado en la posición r = (0, 0, z0) dentro de la cavidad. El Hamiltoniano de

interacción átomo-campo se escribe entonces:

Ĥac = −D̂ · Ê(z0), (2.5)

donde D̂ = qr̂ representa el operador dipolar eléctrico.

El campo eléctrico Ê(r) está dado por:

Ê(r) = ie
∑
m

√
~ωm
ε0LS

sen(kmr)[âm − â†m]. (2.6)

En la ecuación anterior se da la forma explícita en la representación de Schrödinger

del campo eléctrico que interactúa con el sistema de dos niveles, e representa el

vector polarización del campo, ε0 es la constante de permitividad eléctrica, L y S

son parámetros relativos al volumen de la cavidad que contiene al campo, su longitud

y superficie respectivamente.

Volviendo al Hamiltoniano de interacción Ĥac sustituimos la expresión para el campo

eléctrico y desarrollamos el operador de posición en términos de la base atómica.

Ĥac =
∑
m

∑
n,n′

iq

√
~ωm
ε0LS

sen(kmz0)〈n|r̂|n′〉(âm − â†m)|n〉〈n′|, (2.7)
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donde r̂ = e · r̂. Ahora introducimos la aproximación de dos niveles, asumiendo

que todas las frecuencias de la cavidad están lejos de resonancia con las transi-

ciones atómicas expecto por una, denotada por ωc y además usamos el hecho de

que el operador de posición sólo conecta estados con paridad distinta. Entonces el

Hamiltoniano de interacción queda:

Ĥac = −i~Ω0

2 (â− â†)σ̂x, (2.8)

donde hemos definido la “frecuencia de Rabi del vacío ”.

Ω0 = 2q
√

ω

~ε0LS
sen(ωcz0

c
)〈g|r̂|e〉, (2.9)

la cual mide la intensidad del acoplamiento del átomo con el campo.

Entonces, expresamos el Hamiltoniano del sistema completo átomo-campo como

la suma del Hamiltoniano del átomo de dos niveles, el del campo eléctrico y la

interacción dipolar:

Ĥ = Ĥa + Ĥc + Ĥa−c = ~ωa
2 σ̂z + ~ωcâ†â− i~

Ω0

2 (â− â†)σ̂x, (2.10)

este Hamiltoniano se conoce como el Hamiltoniano cuántico de Rabi.

Resulta útil ahora introducir los operadores de ascenso y descenso atómicos σ̂+ y

σ̂−.

σ̂± = 1
2(σ̂x ± iσ̂y), (2.11)

en términos del los eigenestados del espín, los operadores quedan:

σ̂+ = |e〉〈g|; σ̂− = σ̂†+ = |g〉〈e|. (2.12)
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La acción de estos operadores sobre los eigenestados del espín es:

σ̂+|g〉 = |e〉; σ̂−|e〉 = |g〉; σ̂+|e〉 = 0; σ̂−|g〉 = 0, (2.13)

sutituyendo los operadores de ascenso y descenso en 2.10 obtenemos:

Ĥ = Ĥa + Ĥc + Ĥac = ~ωa
2 σ̂z + ~ωcâ†â− i~

Ω0

2 (â− â†)(σ̂+ + σ̂−), (2.14)

fijándonos solamente en la parte correspondiente al Hamiltoniano de interacción,

vemos que, el desarrollo del producto escalar arroja cuatro términos.

Dos de ellos son proporcionales a σ̂−â y σ̂+â
†. El primero corresponde a una tran-

sición desde el nivel superior |e〉 al nivel inferior |g〉, junto con la absorción de un

fotón. El segundo describe el proceso inverso, la emisión de un fotón acompañada

de la transición del estado |g〉 al |e〉. Cuando las frecuencias de la cavidad y de

transición atómica, ωc y ωa , están proximas, estos términos corresponden a proce-

sos altamente no resonantes. Estos tienen un participación menor en la evolución

del sistema, comparado con los otros dos términos, proporcionales a σ̂+â y σ̂−â
†,

correspondientes a los procesos usuales de absorción y emisión de fotones. Podemos

descartar los términos no resonantes, mediante la aproximación de onda rotante.

Formalmente podemos estudiar la aproximación de onda rotante, usando la repre-

sentación de interacción, considerando la condición Ω0 � ωa, definimos un Hamil-

toniano no perturbado Ĥ0.

Ĥ0 = Ĥa + Ĥc, (2.15)

cuyo operador de evolución temporal es:

Û0(t) = e−iωcâ
†âte−

iωa ˆσzt
2 , (2.16)
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que cumple con la ecuación.

i~
dÛ0(t)
dt

= Ĥ0Û0(t); Û0(t0, t0) = 1. (2.17)

Expresamos el Hamiltoniano Ĥac en la representación de interacción mediante la

transformación:

ĤI(t) = Û †0(t)ĤacÛ0(t),

ĤI(t) = −i~Ω0

2
(
âσ̂+e

−i(ωc−ωa)t − â†σ̂−ei(ωc−ωa)t
)
−i~Ω0

2
(
âσ̂−e

−i(ωc+ωa)t − â†σ̂+e
i(ωc+ωa)t

)
,

(2.18)

en la ecuación anterior, vemos que el primer término oscila lentamtente, debido a

que la frecuencia de vibración del átomo y la frecuencia de la cavidad están cerca de

resonancia. Por otra parte, el segundo término oscila muy rápidamente, por lo que

si promediamos en el tiempo, este término resulta despreciable.

Tomando en cuenta el cálculo anterior, escribimos entonces el Hamiltoniano de Rabi,

en la aproximación de onda rotante.

ĤJC = ~ωa
2 σ̂z + ~ωcâ†â− i~

Ω0

2 (âσ̂+ − â†σ̂−), (2.19)

este Hamitoniano es conocido como el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings, el cual fue

introducido por Jaynes y Cummings en 1963 como una idealización de la interacción

de materia y campo electromagnético.

Examinamos ahora los eigenestado desacoplados de Ĥa y Ĥc. Estos son los productos

tensoriales de las bases |e〉 ⊗ |n〉 ≡ |e, n〉 y |g〉 ⊗ |n〉 ≡ |g, n〉 de los estados atómicos

y de la cavidad. Sus energias son:

〈n, g|Ĥa + Ĥc|n, g〉 = ~(−ωa/2 + nωc),

〈n, e|Ĥa + Ĥc|n, e〉 = ~(ωa/2 + nωc),
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definimos el desfase entre el átomo y la cavidad.

∆c = ωa − ωc, (2.20)

cuando el desfase ∆c es 0 o pequeño comparado con ωc, los estados desacoplados |e, n〉

y |g, n + 1〉 están degenerados o cercanamente degenerados. Los estados excitados

de Ĥa + Ĥc están entonces organizados como una escalera de dobletes, separados

cada uno por una energía ~∆c (Fig. 2).

Figura 2: Representación esquemática del espectro de la base deascoplada átomo-
campo para el caso ∆c > 0. Como puede observarse, dejando de lado el estado base
|g, 0〉, los estados forman una escalera infinita de dobletes separados por la frecuencia
del campo ωc. En cada doblete, los estados |e, n〉 y |g, n + 1〉 están separados por
~∆c.
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El estado base |g, 0〉, representa al átomo en su estado más bajo en una cavidad

de vacío, éste es el uníco estado que no esta acoplado en la escalera.

El enésimo doblete tiene n+1 excitaciones, estas pueden verse como n+1 excitacio-

nes del campo (|g, n+ 1〉) o como la suma de n fotones con una excitación atómica

(|e, n〉).

Introducimos el operador M̂ = â†â + σ̂+σ̂− que representa el número total de ex-

citaciones del campo y del átomo, conmuta con Ĥ por lo que es una constante de

movimiento. Al conservar el numéro de excitaciones, el Hamiltoniano de interacción

entre el átomo y el campo, Ĥac conecta solo los estados dentro de cada doblete.

La diagonalización del Hamiltoniano completo se reduce entonces a resolver por

separado N problemas de dos niveles.

2.3. Solución al Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Llamemos Ĥn al enésimo doblete del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Ĥn =

~ωcn+ ~ωa
2

−i~Ω0
2
√
n+ 1

i~Ω0
2
√
n+ 1 ~ωc(n+ 1)− ~ωa

2

 , (2.21)

introduciendo la “enésima frecuencia de Rabi”:

Ωn = Ω0
√
n+ 1,

y en términos del desfase ∆c.

Ĥn =

~ωc(n+ 1/2) + ~∆c

2
−i~Ωn

2
i~Ωn

2 ~ωc(n+ 1/2)− ~∆c

2

 , (2.22)
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así, podemos escribir Ĥn de la forma:

Ĥn = ~ωc(n+ 1/2)1 + V̂n, (2.23)

con:

V̂n = ~
2

∆c −iΩn

iΩn −∆c

 = ~
2 [∆cσ̂Z + Ωnσ̂Y ] . (2.24)

Escrito de esta forma vemos que la diagonalización de Ĥn es formalmente idéntica

a la determinación de los eigenestados de un sistema de espín situado en un campo

magnético cuyos componente a lo largo de Oz y Oy son proporcionales a ∆c y Ωn.

Este campo ficticio forma un ángulo θn respecto a Z, definido por:

tan θn = Ωn

∆c

, (2.25)

este ángulo de mezclado, varía entre 0 y π, y es utíl para expresar de una manera

sencilla la forma de los eigenestados del sistema átomo-campo.

Al diagonalizar Ĥn obtenemos los eigenvalores:

E±n = ~ωc(n+ 1/2)± ~
2
√

∆2
c + Ω2

n, (2.26)

con sus correspondientes eigenvectores:

|+, n〉 = cos(θn/2)|e, n〉+ isen(θn/2)|g, n+ 1〉, (2.27)

|−, n〉 = sen(θn/2)|e, n〉 − icos(θn/2)|g, n+ 1〉, (2.28)

estos estados, los cuales por lo general están entrelazados, son llamados los “estados

vestidos” del sistema átomo-campo.
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2.3.1. Oscilaciones de Rabi producidas por un campo en un estado de

Fock.

En el caso resonante, el ángulo de mezclado es θn = π/2 para cualquier valor de

n. Los estados vestidos en este caso son:

|±, n〉 = [|e, n〉 ± i|g, n+ 1〉] /
√

2. (2.29)

Tomando un estado inicial particular, consideramos el caso de un átomo que se

encuentra en t = 0 en el estado excitado |e〉 y hay n fotones en el cavidad.

El estado inicial del sistema |Ψe(0)〉 = |e, n〉, escrito en la base de los estados vestidos

es:

|Ψe(0)〉 = [|+, n〉+ |−, n〉] /
√

2, (2.30)

describimos la evolución del estado en la representación de interacción, con respecto

al término constante ~ωc(n+ 1/2)1.

|Ψ̃e(t)〉 =
[
|+, n〉e

−iΩnt
2 + |−, n〉e

iΩnt
2
]
/
√

2, (2.31)

en términos de la base desacoplada, |e, n〉 y |g, n+ 1〉 el vector de estado al tiempo

t es:

|Ψ̃e(t)〉 = cosΩnt

2 |e, n〉+ senΩnt

2 |g, n+ 1〉. (2.32)

Se observa que el acoplamiento átomo-campo resulta en un intercambio reversible de

energía entre los estados |e, n〉 y |g, n+ 1〉 con frecuencia Ωn. Las oscilaciones entre

el estado excitado y el estado base, también pueden verse, desde la perspectiva de

dos sistemas separados como “oscilaciones de emisión espontáneas”. Un átomo que

se encuentra inicialmente en |e〉 emite un fotón mientras lleva a cabo una transición

hacia el estado |g〉. En el espacio libre, el fotón escapa y el átomo continua en el

estado |g〉. Este es el proceso usual de emisión espontánea irreversible.
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Por otro lado, en la cavidad, el fotón es emitido por el átomo confinado. Este fotón

emitido puede ser posteriormente absorbido y después emitido nuevamente.

2.3.2. Colapsos y reavivamientos de las oscilaciones de Rabi inducidas

por un campo coherente.

Suponemos ahora que el átomo se encuentra inicialmente en el estado excitado

|e〉, interactuando con un campo coherente:

|α〉 =
∑
n

cn|n〉; cn = e
−|α|2

2
αn√
n!
, (2.33)

con ayuda de la ecuación (2.32), calculamos el estado del sistema al tiempo t.

|Ψ̃e(t) =
∑
n

cncosΩ0
√
n+ 1t
2 |e, n〉+ senΩ0

√
n+ 1t
2 |g, n+ 1〉, (2.34)

la probabilidad Pe(t) de encontrar al átomo en |e〉 es:

Pe(t) =
∑
n

|cn|2
(

1 + cos(Ω0
√
n+ 1t)

2

)
. (2.35)

Las oscilaciones de Rabi en un campo coherente son entonces la suma de términos

que oscilan a frecuencias Ω0
√
n+ 1, valuadas sobre la probabilidad de encontrar el

correspondiente estado de número n en el estado coherente inicial.
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Figura 3: Evolución temporal de la probabilidad de encontrar el átomo en su estado
excitado Pe(t) con un número medio de fotones n = 10 y Ω0 = 0.5.

La figura 3 presenta resultados interesantes. Para tiempos cortos, las oscilaciones

de Rabi aparecen con una frecuencia cercana a Ω0
√
n, proporcional a la amplitud

del campo clásico cuando n >> 1. Estas oscilaciones, sin embargo, son rápidamente

amortiguadas y Pe(t) toma el valor de 1/2. Para estimar la tasa de amortiguamiento,

tomamos el límite cuando el número de medio de fotones es grande n >> 1, que es

justamente la frontera entre mecánica cuántica y clásica. En este límite, es válido

aproximar la distribución de Poisson por una Gaussiana de ancho
√
n.

e−n
nn√
n!
≈ 1√

2πn
e−(n−n)2/2n; |α|2 = n,

Pe(t) =
∑
n

|cn|2
1 + cos(Ω0

√
n+ 1t)

2 ≈ 1
2 + 1

2
∑
n

1√
2πn

e−(n−n)2/2ncos(Ω0
√
nt).

(2.36)



2.3 Solución al Hamiltoniano de Jaynes-Cummings. 27

Desarrollamos
√
n alrededor del número medio de fotones n.

√
n ≈ 1

2
√
n+ n

2
√
n
. (2.37)

Dentro de este régimen, también es posible sustituir la suma por una integral y

extender el límite de integración inferior a −∞, ya que la distribución Gaussiana

garantiza que los valores negativos no contribuyan.

Pe(t) = 1
2 + 1

4

[∫ ∞
−∞

dn
e−(n−n)2/2n
√

2πn

(
e
iΩ0t

2 (
√
n+n/

√
n) + e−

iΩ0t
2 (
√
n+n/

√
n)
)]

= 1
2 + 1

2e
−

Ω2
0t

2

8 cosΩ0
√
nt.

(2.38)

De la expresión anterior1, encontramos que las oscilaciones son amortiguadas a una

tasa γc = Ω0
2
√

2 , es notable que la tasa de colapso sólo depende del acoplamiento Ω0 y

no del número promedio de fotones n. Notamos que en el límite clásico, la frecuencia

de Oscilaciones de Rabi Ω0
√
nt es mucho mayor que la tasa de amortiguamiento

γc = Ω0
2
√

2 . Este es el comportamiento que se obtiene clásicamente, el átomo transita

entre los estados |e〉 y |g〉 con una amplitud de oscilacion estacionaria. Por lo que,

los efectos cuánticos para n� 1 comienzan a ser apreciables para escalas de tiempo

muy grandes.

1En general
∫
R

dzexp
[
− 1

2 ax2 + Jx
]

=
( 2π
a

)1/2 exp
[
−J

2

2a

]
Esta integral es conocida como la

trasformada Hubbrard-Stratonovich.
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Por otro lado, los reaviamientos pueden interpretarse como el refase de los ele-

mentos de la suma (2.36). Calculamos el orden de magnitud del tiempo de reaviva-

miento, tomando dos oscilaciones cuyos términos estén en fase.

(Ωn+1 − Ωn−1)tr = Ω0(
√
n+ 1−

√
n− 1)tr = 2πm; m ∈ N, (2.39)

donde usamos la aproximación
√
n± 1 =

√
n± 1

2
√
n
, obtenemos:

tr ≈
2π
√
nm

Ω0
. (2.40)

La expresión anterior nos indica que los reavivamientos están uniformemente espa-

ciados en el tiempo, además predice que el espaciamiento se incrementa proporcio-

nalmente a la raíz cuadrada del número promedio de fotones en el estado coherente,

esto se puede confirmar gráficamente en la figura 4.

Figura 4: Evolución temporal de la probabilidad de encontrar el átomo en su estado
excitado Pe(t) con un número medio de fotones n = 50 y Ω0 = 0.5
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2.4. Solución alternativa al Hamiltiniano de JC.

Volviendo al ĤJC , es conveniente escribirlo como la suma de dos partes, un

Hamiltoniano no perturbado más una interacción.

ĤJC = Ĥ0 + V̂ , (2.41)

donde V̂ = −i~Ω0
2 (âσ̂+ − â†σ̂−). El Hamiltoniano en la representación de interacción

es:

Ĥ
(1)
I (t) = −i~Ω0

2 (ei∆ctâσ̂+ − e−i∆ctâ†σ̂−), (2.42)

introducimos los operadores [30]:

ĉ = 1√
M̂
âσ̂+, ĉ† = â†σ̂−

1√
M̂
, (2.43)

la acción de estos operadores sobre la base de los estados es:

ĉ|e, n〉 = 0 ĉ|g, n+ 1〉 = |e, n〉

ĉ†|e, n〉 = |g, n+ 1〉 ĉ†|g, n+ 1〉 = 0

M̂ |e, n〉 = (n+ 1)|e, n〉 M̂ |g, n+ 1〉 = (n+ 1)g, n+ 1〉,

de las expresiones anteriores se obtienen las siguientes relaciones de conmutación:

[ĉ, ĉ†] = σ̂z, [σ̂z, ĉ] = 2ĉ, [σ̂z, ĉ†] = −2ĉ†. (2.44)

El Hamiltoniano en la representación de interacción puede escribirse en términos de

los operadores ĉ y ĉ† como:

Ĥ
(1)
I (t) = −i~Ω0

2
√
n+ 1(ei∆ctĉ− e−i∆ctĉ†). (2.45)



2.4 Solución alternativa al Hamiltiniano de JC. 30

El conjunto de operadores que consituyen el Hamiltoniano de interacción, cierran

ante la conmutación, lo que hace posible escribir el operador de evolución temporal

como un producto de exponenciales [20].

Û
(1)
I (t) = eε1ĉ

†
eε2ĉeε3σ̂z , (2.46)

con funciones dependientes del tiempo εi. El operador de evolución temporal en la

representación de interacción, es solución de la ecuación y cumple con la condición

inicial:

i~
dÛI(t)
dt

= ĤIÛI(t); ÛI(t0, t0) = 1, (2.47)

sustituyendo ÛI(t) en la ecuación anterior.

ε̇1ĉ
†+eε1ĉ† ε̇2ĉe−ε1ĉ

†+eε1ĉ†eε2ĉε̇3σ̂ze−ε2ĉe−ε1ĉ
† = −Ω0

2
√
n+ 1(ei∆ctĉ−e−i∆ctĉ†), (2.48)

realizando las transformadas usando el teorema BCH [31] y resolviendo para ε̇i

obtenemos:

ε̇1 = −Ω0

2
√
n+ 1(ei∆ct + e−i∆ctε21)

ε̇2 = −Ω0

2
√
n+ 1(1 + 2ε1ε2)ei∆ct

ε̇3 = −Ω0

2
√
n+ 1ei∆ctε1,

on las condiciones iniciales ε1(0) = ε2(0) = ε3(0) = 0.

Conociendo las expresiones anteriores, construimos el operador de evolución com-

pleto para el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

ÛJC(t) = Û0(t)Û (1)
I (t). (2.49)
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2.4.1. Evolución temporal.

Consideramos un estado inicial dado por |Ψ(0)〉 = |e〉 ⊗ |α〉 ≡ |e, α〉 correspon-

diente al átomo de dos niveles en su estado excitado y la cavidad en un estado

coherente. Aplicando el operador ÛJC(t) al estado inicial obtenemos:

|Ψ(t)〉 =
∑
n

cne
ε3
(
e−it(ωcn+ωa/2)|e, n〉+ ε1e

−it(ωc(n+1)−ωa/2)|g, n+ 1〉
)
, (2.50)

de igual forma que en 2.35, podemos calcular la probabilidad de encontrar al sistema

en el estado excitado.

Pe(t) =
∑
n

|cn|2e2Re[ε3]. (2.51)

Figura 5: Evolución temporal de la probabilidad de encontrar el átomo en su estado
excitado Pe(t) con un número medio de fotones n = 10 y Ω0 = 0.025.
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El valor esperado de un operador Ô(t) es:

〈Ô(t)〉 = 〈Ψ(0)|Û †(t)ÔÛ(t)|Ψ(0)〉. (2.52)

Consideramos ahora el valor promedio de fotones.

〈n̂(t)〉 =
∑
n

|cn|2e2Re[ε3](n+ |ε1|2(n+ 1)), (2.53)

y el valor esperado del operador σ̂z(t)

〈σ̂z(t)〉 =
∑
n

|cn|2e2Re[ε3](1− |ε1|2). (2.54)
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Figura 6: a) Evolución temporal del valor promedio del número de fotones. b) Evolu-
ción temporal del valor medio de las excitaciones atómicas. En ambos casos el valor
promedio inicial de fotones es n = 10 y Ω0 = 0.025.
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Finalmente al analizar las figuras (6a) y (6b), es evidente el entrelazamiento de la

evolución atómica con el campo en la cavidad. Al tiempo inicial (t = 0) el átomo se

encuentra en el estado excitado y la cavidad tiene n = 10 fotones. Tiempo después,

el átomo “cede” energía y en la cavidad aumentan el número de fotones n ≈ 11.

Dando lugar a las ya mencionadas oscilaciones de Rabi.

2.5. Conclusión.

En este capítulo estudiamos a detalle la formulación del Modelo de Jaynes-

Cummings, un modelo ampliamente utilizado para analizar la interacción radiación-

materia.

Comenzamos explicando las aproximaciones que se proponen para llegar el Hamil-

toniano característico ĤJC , parte del arreglo experimental que se usa comúnmente

para reproducir este tipo de interacciones, el confinamiento del átomo dentro de una

cavidad Fabry-Perot que nos permite controlar las propiedades del campo electro-

magnético incidente. Luego, resolvimos el sistema en cuestión, primeramente por

medio del procedimiento encontrado en la literatura [7], repasamos la explicación

para los colapsos y reavivamientos que se presentan en la probabilidad de encontrar

el átomo en su estado excitado Pe(t). Finalmente propusimos una solución distin-

ta, basada en métodos algebraicos, cálculamos el valor esperado del número medio

de fotones y de la excitación atómica, lo que nos permitió evidenciar claramente el

intercambio que se da entre las excitaciones átomicas y del campo.
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3. Sistema Optomecánico.

Brevemente podemos definir la optomecánica cuántica como el campo que estu-

dia a un nivel fundamental las interacciones entre radiación electromagnética dentro

de una cavidad óptica y un oscilador mecánico. Ofrece una vía para determinar y

controlar el estado cuántico de objetos macroscópicos y traza el camino para nuevos

experimentos que conducen a un entendimiento más profundo de la mecánica cuán-

tica en general; además, desde una perspectiva más práctica, las técnicas usadas en

optomecánica cuántica, en los regímenes del óptico y las microondas, proveen for-

mas de medir movimientos y fuerzas cerca de los límites impuestos por la mecánica

cuántica [13].

Esta rama tiene sus orígenes en los primeros intentos para desarrollar detectores

de ondas gravitacionales [32] usando las deformaciones elásticas de resonadores me-

cánicos e interferómetros ópticos con superficies reflejantes [33]. En esencia, estos

detectores funcionan acoplando masas de prueba del orden de kilogramos a los os-

ciladores mecánicos en un interferómetro óptico de gran longitud. Los cambios en

la longitud de la trayectoria óptica se asocian a cambios locales en la curvatura del

espacio-tiempo, estos cambios, modulan la frecuencia de resonancia de la cavidad y a

su vez, modulan la transmisión óptica a través del interferómetro. Los trabajos teóri-

cos iniciales fueron realizados por Braginsky [34], Caves [35] entre otros. Los avances

en optomecánica cuántica tuvieron una aceleración durante la década pasada con

el desarrollo de nuevas formas de construir resonadores mecánicos macroscópicos a

diferentes escalas; haces de luz nanométricos acoplados a cavidades de microondas

[36], cristales fotónicos-fonónicos [37], micro resonadores ópticos toroidales [38], ca-

pacitores superconductores en resonadores de microondas [39]. Una gran variedad

de sistemas optomecánicos [40] y electromecánicos [41, 42] se han desarrollado con

el objetivo de posibilitar la detección y control de elementos mecánicos a escalas que

alcancen la frontera impuesta por la mecánica cuántica.
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Un elemento clave de la optomecánica cuántica es la capacidad de preparar uno o más

modos de un oscilador mecánico en un estado cuántico bien definido (el estado base,

por ejemplo) para posteriormente manipular este estado coherentemente y realizar

mediciones ultra precisas del desplazamiento o la energía del oscilador. Generalmen-

te, esto se logra acoplando el oscilador mecánico a un campo electromagnético con

frecuencias en el orden del óptico o las microondas [43]. Esto permite, entre otros

procesos, enfriar los modos mecánicos de interés dando la posibilidad de observar

una gama de efectos cuánticos de este sistema, estados de gato [22], entrelazamiento

[19] y detección de estados de Fock [15], entre otros.

Estos tres procesos, preparar el estado, control coherente y mediciones cuánticas,

son la base para el desarrollo de una gran variedad de tecnologías. La motivación

de estos avances va desde el entendimiento fundamental de la mecánica cuántica

[44], el estudio de física cuántica disipativa no lineal, construcción de dispositivos

extremadamente sensibles para medir masas y fuerzas [45, 46] hasta aplicaciones en

el procesamiento de información cuántica [47].

El arreglo experimental más sencillo para un sistema optomecánico consiste de una

cavidad óptica (Fig. 7), cuya longitud depende de la posición del oscilador mecá-

nico, en consecuencia la frecuencia del oscilación del campo ωc(ẑ) es una función

dependiente de la posición del resonador mecánico . El ejemplo más común es una

cavidad tipo Fabry-Perot con un espejo movible.

La descripción teórica de los sistemas optomecánicos no está dada en términos de la

dinámica cuántica de los átomos constituyentes del oscilador mecánico, esta descrip-

ción es prácticamente imposible de realizar. En su lugar, se hace una cuantización

efectiva de los modos de vibración del oscilador. Se comienza con la ecuación de onda

para las excitaciones del resonador y se define un conjunto de modos ortonormales.

Estos modos se cuantizan directamente de forma similar a la cuantización de un

campo escalar.
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Figura 7: Representación esquemática de un sistema optomecánico de un espejo con
posición variable z y frecuencia ωm acoplado a una cavidad de longitud L(z) y a un
solo modo del campo con frecuencia ωc.

A continuación se presenta la solución exacta del sistema, basado en el método

algebraico mostrado en el capítulo anterior. Posteriormente, se estudia la inclusión

de un de término de forzamiento en el campo, en este caso se propone una solución

aproximada. En el escenario con forzamiento, se contrastan los resultados obtenidos,

resolviendo el sistema numéricamente.

3.1. El Hamitoniano optomecánico.

El Hamiltoniano del sistema se deriva del trabajo propuesto por C. K. Law [48],

donde se presenta un Hamiltoniano no relativista que describe la interacción, debido

a la presión de radiación, entre el campo en la cavidad y un espejo que oscila con

una frecuencia ωm(ẑ), usando la ecuación de movimiento del espejo (considerado

como un oscilador armónico) y la ecuación de onda del campo.

Considerando un solo modo de campo en la cavidad y expresando los términos

asociados a la posición y momento del espejo oscilante en términos de los operadores

de creación y aniquilación de las excitaciones mecánicas (fonones), podemos expresar
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el Hamiltoniano para el sistema optomecánico.

Ĥ = ~ωc(ẑ)n̂+ ~ωmN̂ (3.1)

Típicamente, dado que la amplitud de las oscilaciones mecánicas es pequeña, pode-

mos desarrollar ωc(ẑ) en serie de Taylor.

ωc(ẑ) = ωc + ∂ωc
∂ẑ

ẑ +O(ẑ2) + ... (3.2)

Quedándonos a primer orden en z:

Ĥ = ~ωcn̂+ ~ωmN̂ + ~
∂ωc
∂z

ẑn̂, (3.3)

vemos que en 3.3 el último término es aquel que acopla la posición del modo mecánico

con el número de fotones en la cavidad. Reescribimos 3.3 ahora en términos de los

operadores de creación y aniquilación mecánicos:

Ĥopt = ~ωcn̂+ ~ωmN̂ − ~Gn̂(b̂+ b̂†), (3.4)

n̂ = â†â, N̂ = b̂†b̂.

Donde G ≡ −∂ωc
∂x

√
~

2mωm . En el caso particular de una cavidad de Fabry-Pérot, la

constante de acoplamiento puede ser determinada directamente de la geometría del

sistema [48] G = −ωc
L

√
~

2mωm .
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Antes de resolver el sistema, podemos obtener un resultado interesante del Ha-

miltoniano anterior. Si calculamos el valor esperado de la fuerza sobre la variable

del modo mecánico:

F̂ = −∂Ĥ
∂z

, 〈F̂ 〉 = G
√

2~mωm〈n̂〉. (3.5)

En la ecuación anterior se muestra que la fuerza que el modo mecánico siente es

proporcional al número de fotones en la cavidad, esta fuerza es la denominada presión

de radiación.

3.2. Solución al sistema optomecánico.

El conjunto de operadores que aparecen en Ĥopt tienen las siguientes relaciones

de conmutación:

n̂ N̂ n̂b̂ n̂b̂† n̂2

n̂ 0 0 0 0 0

N̂ 0 0 -n̂b̂ n̂b̂† 0

n̂b̂ 0 n̂b̂ 0 n̂2 0

n̂b̂† 0 −n̂b̂† -n̂2 0 0

n̂2 0 0 0 0 0

En esta tabla, hemos incorporado el operador n̂2 el cual proviene del conmutador

entre n̂b̂ y n̂b̂†. El conjunto de operadores que se muestran en la tabla es cerrado

ante las relaciones de conmutación. Entonces, el operador de evolución temporal

correspondiente a Ĥopt se puede escribir de forma exacta como un producto de

exponenciales [49].

Ûopt = eα1n̂eα2N̂eα3n̂2
eα4n̂b̂†eα5n̂b̂, (3.6)

donde las αi son funciones dependientes del tiempo.
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Ûopt debe satisfacer:

i~
∂Ûopt
∂t

= ĤoptÛopt; Ûopt(t0, t0) = 1, (3.7)

realizando primero la derivada respecto al tiempo de Ûopt, obtenemos:

∂Ûopt
∂t

=
(
α̇1n̂+ α̇2N̂ + α̇3n̂

2 + eα2N̂ α̇4n̂b̂
†e−α2N̂ + eα2N̂eα4n̂b̂†α̇5n̂b̂e

−α4n̂b̂†e−α2N̂
)
Ûopt,

(3.8)

haciendo las tranformadas y sustituyendo en la ecuación 3.7.

i
(
α̇1n̂+ α̇2N̂ + α̇3n̂

2 + α̇4e
α2n̂b̂† + α̇5(e−α2n̂b̂− α̇4n̂

2)
)

= ωcn̂+ ωmN̂ −Gn̂(b̂+ b̂†),

(3.9)

a partir de 3.9, encontramos la forma explícita de las αi:

α1 = −iωct,

α2 = −iωmt,

α3 = −
(
G

ωm

)2
(−iωmt+ (1− e−iωmt)),

α4 = − G

ωm
(1− eiωmt),

α5 = G

ωm
(1− e−iωmt),

(3.10)

de las relaciones anteriores, notamos que α5 = −α∗4. Por lo tanto, resulta de utilidad

reescribir Ûopt usando la identidad de Glauber [31].

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2 [Â,B̂], [Â, [Â, B̂]] = 0, (3.11)

sustituyendo las últimas exponenciales en Ûopt:

eα4n̂b̂†e−α
∗
4n̂b̂ = eα4n̂b̂†−α∗4n̂b̂e

1
2 |α4|n̂2

. (3.12)
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Finalmente, en términos del operador de desplazamiento de Glauber:

D̂Â(α) = eαÂ
†−α∗Â, (3.13)

Ûopt = eα1n̂eα2N̂e(α3+ 1
2 |α4|2)n̂2

D̂b̂(α4n̂). (3.14)

3.3. Evolución temporal y cálculo de observables.

Consideramos ahora un estado inicial dado por el producto de estados coherentes

|Ψ(0)〉 = |α〉c ⊗ |Γ〉m, (3.15)

donde |α〉c corresponde a un estado coherente del campo y |Γ〉m es un estado cohe-

rente mecánico. Aplicamos Ûopt al estado inicial para encontrar el estado al tiempo

t.

Ûopt|Ψ(0)〉 = eα1n̂eα2N̂e(α3+| 12α4|2)n̂2
D̂b̂(α4n̂)|α〉c ⊗ |Γ〉m

= |Ψ(t)〉
. (3.16)

Comenzamos aplicando el operador de desplazamiento D̂b̂(α4n̂) sobre el estado cohe-

rente mecánico |Γ〉m. Para esto es necesario repasar brevemente algunas identidades.

Recordando una de las definciones de estados coherentes propuestas por Glauber

[50]. Un estado coherente se construye a partir de aplicar el operador de desplaza-

miento sobre el estado de vacío.

D̂â(α)|0〉 = |α〉, (3.17)

de esta forma podemos escribir:

D̂â(β)|α〉 = D̂â(β)D̂â(α)|0〉, (3.18)
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desarrollamos el lado derecho de la igualdad usando 3.11

D̂â(β)D̂â(α) = e−
1
2 (|α|2+|β|2)eβâ

†
e−β

∗âeαâ
†
e−α

∗â, (3.19)

con la finalidad de escribir los operadores en 3.11 en orden normal, usamos de nueva

cuenta 3.11

e−β
∗âeαâ

† = eαâ
†−β∗âe−

1
2αβ

∗
, (3.20)

eαâ
†−β∗â = eαâ

†
e−β

∗âe−
1
2αβ

∗
, (3.21)

sustituimos 3.20 en 3.21 y obtenemos:

e−β
∗âeαâ

† = eαâ
†
e−β

∗âe−αβ
∗
, (3.22)

reemplazando en 3.19:

e−
1
2 (|α|2+|β|2)e−αβ

∗
eβâ

†
eαâ

†
e−β

∗âe−α
∗â = e−

1
2 (|α|2+|β|2)e−αβ

∗
e(α+β)â†e−(α+β)∗â, (3.23)

reordenando las funciones α y β en las exponenciales obtenemos:

D̂â(β)D̂â(α) = e
1
2 (βα∗−αβ∗)e−|α+β|2e(α+β)â†e−(α+β)∗â, (3.24)

de la ecuación anterior vemos que se tiene la estructura del operador de desplaza-

miento.

D̂â(β)D̂â(α) = e
1
2 (βα∗−αβ∗)D̂â(α + β), (3.25)

dada 3.25, podemos expresar la acción del operador de desplazamiento sobre un

estado coherente.

D̂â(β)|α〉 = e
1
2 (βα∗−αβ∗)D̂â(α + β)|0〉

= e
1
2 (βα∗−αβ∗)|α + β〉.

(3.26)
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Reemplazando el operador de desplazamiento D̂b̂(α4n̂) y el estado coherente mecá-

nico |Γ〉m en 3.26.

D̂b̂(α4n̂)|Γ〉m = e
1
2 (α4Γ∗−Γα∗4)n̂|Γ + α4n〉m, (3.27)

para continuar con el cálculo del estado al tiempo t es conveniente expresar el estado

coherente del campo |α〉c en términos de la base de los estados de número |n〉c

|α〉c = e−
1
2 |α|

2 ∑
n

αn√
n!
|n〉c, (3.28)

Ûopt|Ψ(0)〉 = e−
1
2 |α|

2
e[α1+ 1

2 (α4Γ∗−Γα∗4)]n̂eα2N̂e(α3+ 1
2 |α4|2)n̂2 ∑

n

αn√
n!
|n〉c ⊗ |Γ + α4n〉m,

(3.29)

aplicando el resto de los operadores.

|Ψ(t)〉 = e−
1
2 |α|

2 ∑
n

αn√
n!
e[α1+ 1

2 (α4Γ∗−Γα∗4)]ne(α3+ 1
2 |α4|2)n2 |n〉 ⊗ |Γn(t)〉m, (3.30)

dadas las expresiones explicitas de las funciones αi (3.10), tenemos:

α3 + 1
2 |α4|2 = i

(
G

ωm

)2
(ωmt− senωmt),

α1 + 1
2(α4Γ∗ − α∗4Γ) = −i[ωct−=(α4Γ∗)],

(3.31)

y

Γn(t) = Γe−iωmt + n
G

ωm
(1− e−iωmt), (3.32)

en consecuencia la función de onda o el vector de estado del sistema optomecánico

al tiempo t es:

|Ψ(t)〉 = e−
1
2 |α|

2 ∑
n

αn√
n!
ei(

G
ωm

)2
(ωmt−senωmt)n2

e−i[ωct−=(α4Γ∗)]n|n〉 ⊗ |Γn(t)〉m, (3.33)
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de las ecuaciones 3.32 y 3.33 se observa que el entrelazamiento entre el campo y el

oscilador mecánico es máximo para ωmt = π y el sistema regresa a su estado no

entrelazado en ωmt = 2π.

Conociendo el vector de estado del sistema a cualquier tiempo, podemos calcular el

valor esperado de las observables.

El valor esperado de fotones, no resulta de interés para este sistema ya que es

simplemente el número promedio de fotones en la cavidad cuyo valor se mantiene

constante en el tiempo.

〈n̂(t)〉 = |α|2 = n. (3.34)

Por otra parte, el número promedio de fonones el tiempo t depende del número de

fotones y está dado por:

〈N̂(t)〉 = e−|α|
2 ∑

n

|α|2n

n! |Γn(t)|2. (3.35)

Para el cálculo de los observables, se tomaron los siguientes valores para el con-

junto de parámetros presentes en el Hamiltoniano (Ĥopt), los cuales son del orden

correspondiente a un oscilador nanomecánico [49]. Sin embargo, por simplicidad

en el cálculo numérico se hizo una normalización ωc = 1, ωm = 1.6 × 10−3ωc,

G/ωm = 2× 10−2.
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Figura 8: Valor promedio del número de fonones como función del tiempo. a) Estado
inicial |α = 2〉 ⊗ |Γ = 2i〉. b) Estado inicial |α = 4〉 ⊗ |Γ = 2i〉.
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En la figura 8, se aprecia gráficamente el entrelazamiento dado por el número

de fotones en la evolución temporal de las excitaciones mecánicas. En 8a, para un

valor medio de fotones n = 4, el número promedio de fonones cambia de un valor

inicial de N = 4 a un comportamiento oscilatorio con periodo del orden de 102 y

una amplitud que ronda los 4.3.

Mientras que cuando se incrementó el número promedio de fotones a n = 16, debido

al entrelazamiento mostrado en 3.32, se observa un incremento en la amplitud de

las oscilaciones del número medio de fonones llegando a alcanzar valores cercanos a

los 5.5, debido que el período de las oscilaciones depende solo de la frecuencia de

oscilador mecánico Tm = 2π/ωm , el periódo para ambos casos coincide.

3.4. Función Q-Husimi.

La formulación del la mecánica cuántica en el espacio fase ha desempeñado un

papel fundamental en el esclarecimiento del comportamiento no clásico de ciertos

sistemas cuánticos [51]. En este contexto, la representiación de campos cuánticos en

el espacio fase en términos de cuasiprobabilidades es ampliamente usada en óptica

cuántica, especialmente la función de Wigner y la función Q-Husimi.

El cálculo de estas funciones de cuasiprobabilidad resulta en ocasiones una tarea

laboriosa la cual involucra la integración sobre el espacio fase, sin embargo, cuando

se conoce la matriz de densidad del sistema, el cálculo de estas funciones puede

hacerse mediante una representación en series [52]. La forma más simple de evaluar

la función Husimi está dada por [7]:

Q[ρ](α; t) = 1
π
Tr[ρ(t)|α〉〈α|],

= 1
π
〈α|ρ(t)|α〉 = 1

π
|〈α|Ψ(t)〉|2,

(3.36)

donde |α〉 es un estado coherente y ρ(t) = |Ψ(t)〉〈Ψ(t)| es la matriz de densidad para

un estado puro al tiempo t.
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Por definción sabemos que la función Husimi es siempre positiva y normalizada.

Para el sistema optomecánico, la función Husimi asociada a las variables mecánicas

es:

Q[ρm](µ; t) = 1
π
〈µ|ρm(t)|µ〉, (3.37)

donde |µ〉 es un estado coherente mecánico y ρm(t) es la traza parcial de la matriz

de densidad sobre las variables del campo dada por:

ρm(t) = e−|α|
2 ∑

n

|α|2n

n! |Γn(t)〉〈Γn(t)|, (3.38)

sustituyendo en 3.37 obtenemos:

Q[ρm](µ; t) = 1
π
e−|µ|

2−|α|2 ∑
n

|α|2n

n! e−|Γn(t)|2e2<(µ∗Γn(t)), (3.39)

la función Husimi para el campo es:

Q[ρc](ε; t) = 1
π
〈ε|ρc(t)|ε〉, (3.40)

donde |ε〉 es un campo coherente del campo y ρc(t) = Trm[ρ(t)]. La función Husimi

para el campo resulta:

Q[ρc](ε; t) = 1
π
e−|α|

2−|ε|2 ∑
p,q

Fp(α,Γ, ε; t)F ∗q (α,Γ, ε; t)eΓp(t)Γ∗q(t), (3.41)

con

Fp(α,Γ, ε; t) = (εα)p
p! ei(

G
ωm

)2
(ωmt−senωmt)p2

e−i[ωct−=(α4Γ∗)]pe−
1
2 |Γp(t)|2 , (3.42)

y α4 dada por la ecuación 3.10.
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Figura 9: Representación pictográfica de la función Husimi Q[ρm](µ; t) para un estado
coherente mecánico. Donde |α = 2〉 y |Γ = 2〉 son los estados iniciales del campo y
del espejo. Consideramos cuatro diferentes tiempos: a) t = 0, b)t = 2400, c) t = 3200
y d)t = 4000.
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Figura 10: Representación pictográfica de la función HusimiQ[ρc](φ; t) para un estado
coherente del campo. Donde |α = 2〉 y |Γ = 2〉 son los estados iniciales del campo y
del espejo. Consideramos cuatro diferentes tiempos: a) t = 0, b)t = 400, c) t = 800
y d)t = 1200.

En la figura 9 y 10 se muestran a distintos tiempos, la función Husimi del os-

cilador mecánico y del campo respectivamente. En el caso mecánico, la función

comienza con la distribución característica de un estado coherente, centrado en el

valor Γ = (2, 0), para tiempos posteriores del orden de 103 apenas hay un ligero

desplazamiento en el espacio fase y no se presenta deslocalización en la distribución

de probabilidad. Por otra parte, para el campo, se conserva la distribución de proba-

bilidad a través del tiempo, a diferencia de la distribución mecánica va claramente

desplazándose por el espacio fase, regresando aproximadamente a su posición inicial

α = (2, 0) al tiempo t = 1200.
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3.5. Forzando el sistema optomecánico.

Una forma de amplificar la interacción optomecánica es forzar el campo en la

cavidad mediante un láser externo. En presencia de un láser de bombeo suficien-

temente potente, el aumento del campo dentro de la cavidad óptica es lo suficien-

temente grande como para desencadenar un comportamiento no lineal del sistema.

Dependiendo de la potencia de entrada y del desfasamiento del láser con respecto

a la resonancia de la cavidad, los sistemas optomecánicos presentan diferentes ti-

pos de comportamiento no lineal. En este sentido, incorporamos ahora un término

de forzamiento en el campo representado por un láser externo de frecuencia ωd y

amplitud Ω

Ĥd = Ĥopt + ~Ωcos(ωdt)(â+ â†), (3.43)

con Ĥopt dado por la ecuación 3.4. Para tratar con el término de forzamiento pasa-

mos a la representación de interacción. El operador de evolución completo para el

sistema optomecánico forzado lo escribimos como Ûd = ÛoptÛ
(2)
I , donde el operador

de evolución temporal en la representación de interacción Û (2)
I satisface la ecuación:

i~
∂Û

(2)
I

∂t
= ĤIÛ

(2)
I ,

i~
∂Û

(2)
I

∂t
= Û †optĤdÛoptÛ

(2)
I ,

i~
∂Û

(2)
I

∂t
= ~Ωcos(ωdt)[Û †opt(â+ â†)Ûopt]Û (2)

I ,

(3.44)

con la condición inicial Û (2)
I (t0, t0) = 1. Realizando la transformada anterior.

Û †optâÛopt = eiE(t)(2n̂+1)eiF (t)[b̂†ei
ωmt

2 +b̂e−i
ωmt

2 ]âe−iωct,

Û †optâÛopt = â†eiωcte−iF (t)[b̂†ei
ωmt

2 +b̂e−i
ωmt

2 ]e−iE(t)(2n̂+1),
(3.45)
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donde:

F (t) = 2
(
G

ωm

)
sen

(
ωmt

2

)
,

E(t) =
(
G

ωm

)2
(ωmt− sen(ωmt)),

(3.46)

en 3.45, vemos que hay operadores en las exponenciales, lo que imposibilita el uso de

los métodos algebraicos (teorema de Wei-Norman). Sin embargo, el factor G/ωm es

mucho menor que uno, por lo que podemos aproximar el Hamiltoniano de interacción

[49].

ĤI = ~Ωcos(ωdt)(âe−iωct + â†eiωct), (3.47)

de esta forma, podemos escribir el operador de evolución temporal Û (2)
I (t), en la

estructura de Wei-Norman como:

Û
(2)
I (t) = eβâ

†
eγâeδ, (3.48)

donde β, γ y δ son funciones dependientes del tiempo que pueden obtenerse a partir

de la ecuacón de Schrödinger para el operador de evolución temporal en la repre-

sentación de interacción 3.44.

i~
∂

∂t
eβâ

†
eγâeδ = ~Ωcos(ωdt)(âe−iωct + â†eiωct)eβâ†eγâeδ, (3.49)

realizando las operaciones correspondientes, encontramos que las funciones β, γ y δ

satisfacen el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas:

β̇ = −iΩcos(ωdt)eiωct,

γ̇ = −iΩcos(ωdt)e−iωct,

δ̇ = βγ̇,

(3.50)



3.5 Forzando el sistema optomecánico. 52

con las condiciones iniciales β(0) = γ(0) = δ(0).

Integrando obtenemos las expresiones analíticas:

β(t) = −Ω
2

(
ei(ωd+ωc)t

ωd + ωc
− 1
ωd + ωc

)
+ Ω

2

(
e−i(ωd−ωc)t

ωd − ωc
− 1
ωd − ωc

)
,

γ(t) = −Ω
2

(
ei(ωd−ωc)t

ωd − ωc
− 1
ωd − ωc

)
+ Ω

2

(
e−i(ωd+ωc)t

ωd + ωc
− 1
ωd + ωc

)
,

δ(t) = i
Ω2

4

( 1
ωd + ωc

− 1
ωd − ωc

)
t+ Ω2

4

[
e2iωdt − 1

2ωd(ωd + ωc)
− ei(ωd−ωc)t − 1

ω2
d − ω2

c

]

+ Ω2

4

[
e−i(ωd+ωc)t − 1

(ωd + ωc)2 + ei(ωd−ωc)t − 1
(ωd − ωc)2 + e−2iωdt − 1

2ωd(ωd − ωc)
− e−i(ωd+ωc)t − 1

ω2
d − ω2

c

]
,

(3.51)

de las ecuaciones anteriores notamos que γ = −β∗, así que, es posible usar de nuevo

el operador de desplazamiento de Glauber.

Û
(2)
I = eδe

1
2 |β|

2
eβâ

†−β∗â = eδe
1
2 |β|

2
D̂â(β), (3.52)

en el caso resonante, cuando ωd = ωc la intergración queda:

β = − Ω
4ωd

(e2iωdt − 1)− iΩt2 ,

δ = Ω2

16ω2
d

[(1− 2iωdt)cos(2ωdt) + i(1 + 2iωdt)sen(2ωdt) + 1− 2ω2
dt

2]
. (3.53)

Finalmente, podemos escribir el operador de evolución temporal completo para el

sistema optomecánico forzado:

Ûd = eδ+
1
2 |β|

2
eα1n̂eα2N̂e

(
α3+ |α|

2
2

)
n̂2

D̂b̂(α4n̂)D̂â(β). (3.54)
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3.5.1. Evolución temporal y cálculo de observables.

Al igual que en el caso del sistema sin forzamiento, consideramos un estado inicial

dado por el producto de estados coherentes.

|Ψ(0)〉 = |α〉c ⊗ |Γ〉m, (3.55)

usando la relación obtenida en 3.27, y aplicando el resto del operador de evolución

temporal tenemos:

|Ψ(t)〉 = Ûopte
δ+ 1

2 |β|
2
e

1
2 (βα∗−β∗α)|α + β〉c ⊗ |Γ〉m

= eδ+
1
2 |β|

2+ 1
2 (βα∗−β∗α)− 1

2 |α+β|2 ∑
p

(α + β)p√
p!

e[α1+ 1
2 (α4Γ∗−α∗Γ)]p

× e(α3+ 1
2 |α4|2)p2|p〉c ⊗ |Γp(t)〉m

, (3.56)

donde las funciones αi son las expresiones encontradas en 3.10 y Γp(t) está dada

por 3.32. En consecuencia, el vector de estado del sistema optomecánico forzado al

tiempo t es:

|Ψ(t)〉 = eδ+
1
2 |β|

2− 1
2 |α+β|2ei=(βα∗)∑

p

(α + β)p√
p!

ei(G/ωm)2(ωmt−senωmt)p2

× e−i[ωct−=(α4Γ∗)]p|p〉c ⊗ |Γp(t)〉m.
(3.57)

El Hamiltoniano del sistema optomecánico forzado dado por la ecuación 3.43 contie-

ne operadores de creación y aniquilación del campo y un término de acoplamiento

entre el número de fotones en el campo con los operadores escalera del oscilador

mecánico. Debido al forzamiento, el número de fotones cambiará con el tiempo, a

diferenecia del sistema no forzado 3.4. Puesto que el acoplamiento entre el campo y

el oscilador mecánico depende del número de fotones en la cavidad, resulta intere-

sante evaluar la evolución temporal del número promedio de fotones y fonones.
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El número promedio de fotones al tiempo t es:

〈n̂(t)〉 = 〈Ψ(t)| ˆn|Ψ(t)〉

= e2<(δ)+|β|2|α + β|2 = |α + β|2,
(3.58)

donde usamos la condición de unitaridad 2<(δ) + |β|2 = 0.

En esta ocasión para los cálculos numéricos, conservamos el conjunto de parámetros:

ωc = 1, ωm = 1.6× 10−3ωc, G/ωm = 2× 10−2. Y fijamos el término de forzamiento

Ω = 0.1ωc.

Figura 11: Valor promedio del número de fotones como función del tiempo con un
estado coherente inicial para el campo |α = 0〉 y un estado coherente mecánico
|Γ = 0〉. a) ωd = 0.95ωc. b) ωd = 0.97ωc.
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El número promedio de fonones al tiempo t depende el número de fotones al

tiempo t y está dado por:

〈N̂(t)〉 = 〈Ψ(t)| ˆN |Ψ(t)〉

= e−|α+β|2 ∑
p

|α + β|2p

p! |Γp(t)|2.
(3.59)

Figura 12: Valor promedio del número de fonones como función del tiempo con un
estado coherente inicial para el campo |α = 0〉 y un estado coherente mecánico
|Γ = 0〉. a) ωd = 0.95ωc. b) ωd = 0.97ωc.
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En las figuras 11 y 12 se presentan los resultados obtenidos mediante el método

algebraico propuesto (rojo) y en azul aquellos dados por el cálculo numérico para

la generación de fotones y fonones respectivamente cuando el campo y el oscilador

mecánico se encuentran inicialmente en el estado de vacío. La similitud entre ambas

soluciones es notable.

En 11a se muestra el caso cuando ωd = 0.95ωc; al tiempo inicial no hay fotones en la

cavidad, conforme el sistema evoluciona, el número medio de fotones se incrementa

periódicamente con un periodo del orden de 102 y una amplitud cercana a los 4.

En la figura 11b, se muestra el caso en que la frecuencia de forzamiento se acerca

a resonancia con la frecuencia del campo ωd = 0.97ωc. Al igual que en la figura

anterior hay un comportamiento oscilatorio, sin embargo, se presenta un incremento

en la amplitud de las oscilaciones llegando a valores que rondan los 11 fotones en

promedio, también se observa un cambio en la frecuencia de las oscilaciones siendo

para este caso aproximadamente dos veces menor que el anterior. Cuando nos aleja-

mos más de resonancia, la generación de fotones disminuye considerablemente, por

ejemplo, para el caso ωd = 0.7ωc el número medio de fotones llega hasta el valor de

0.14.

Se eligió un rango de frencuencias cercano a resonancia, mas no se alcanza la re-

sonancia ya que en esta situación, el número promedio de fotones se incrementa

rápidamente, en consecuencia es necesario un espacio de Hilbert muy grande para

reproducir estos resultados, esto resulta complicado computacionalmente.

En la figura 12 se presenta la evolución temporal del número promedio de fono-

nes, partiendo al tiempo t = 0 en el estado de vacío. En 12a se encuentran los

resultados cuando ωd = 0.95ωc. En este caso, el número promedio de fonones si-

gue una función periódica con amplitud cercana a 0.8 con un periódo de oscilación

Tm = 2π/ωm ≈ 3900.
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Finalmente, en 12b está el escenario cuando ωd = 0.97ωc, en este caso, la ge-

neración de fotones es mayor, en consecuencia, debido al entrelazamiento entre las

variables del campo y las mecánicas, la generación de fonones aumenta hasta casi

los 6. A causa de que el periódo de oscilación en el número promedio de fonones

depende solamente de la frecuencia del oscilador mecánico, vemos que en ambos

casos el periódo de oscilación es el mismo. Por último señalamos que la simulación

numérica se realizó usando la herramiento de python llamada Qutip [60].

3.5.2. Función Husimi.

Como vimos en el cálculo de la función Husimi para el sistema sin forzamiento, es

necesario encontrar la matriz de densidad tanto para el campo como para el espejo.

En este sentido, la matriz de densidad para el espejo está dada por la traza parcial

sobre las variables del campo.

ρm(t) = Trc[ρ(t)]

, = e−|α+β|2 ∑
p

|α + β|2p

p! |Γp(t)〉〈Γp(t)|,
(3.60)

mientras que la matriz de densidad para el campo es:

ρc(t) = e−|α+β|2 ∑
p,q

Gp(α,Γ, β, t)G∗q(α,Γ, β, t)eΓp(t)Γ∗q(t)|p〉〈q|, (3.61)

con

Gp(α,Γ, β, t) = (α + β)p√
p!

ei(G/ωm)2(ωmt−senωmt)p2
e−i[ωct−=(α4Γ∗)]pe−

1
2 |Γp(t)|2 , (3.62)

para el sistema en consideración la función Husimi del oscilador mecánico es:

Q[ρm](ν; t) = 1
π
〈ν|ρm(t)|ν〉, (3.63)
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donde |ν〉 es un estado coherente mecánico.

Q[ρm](ν; t) = 1
π
e−|ν|

2−|α+β|2 ∑
p

|α + β|2p

p! e−|Γp(t)|2e2<(ν∗Γn(t)), (3.64)

la función Husimi para el campo está dada por:

Q[ρc](φ; t) = 1
π
〈φ|ρc(t)|φ〉, (3.65)

donde |φ〉 es un estado coherente del campo.

Q[ρc](φ; t) = 1
π
e−|α+β|2−|φ|2 ∑

p,q

Fp(α,Γ, φ, β; t)F ∗p (α,Γ, φ, β; t)eΓp(t)Γ∗q(t), (3.66)

con

Fp(α,Γ, φ, β; t) = φp√
p!
Gp(α,Γ, β; t), (3.67)
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Figura 13: Representación pictográfica de la función HusimiQ[ρc](φ; t) para un estado
coherente del campo. Donde |α = 0〉 y |Γ = 0〉 son los estados iniciales del campo y
del espejo. Consideramos cuatro diferentes tiempos: a) t = 0, b)t = 400, c) t = 800
y d)t = 1200. La frecuencia de forzamiento se fijó en ωd = 0.97ωc
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Figura 14: Representación pictográfica de la función Husimi Q[ρm](µ; t) para un
estado coherente mecánico. Donde |α = 2〉 y |Γ = 2〉 son los estados iniciales del
campo y del espejo. Consideramos cuatro diferentes tiempos: a) t = 0, b)t = 2400,
c) t = 3200 y d)t = 4000. La frecuencia de forzamiento se fijó en ωd = 0.97ωc.
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En la figura 13 mostramos la función Husimi correspondiente al campo Q[ρc](φ; t)

a cuatro diferentes tiempos para un estado inicial del campo |α = 0〉 con el mismo

conjunto de parámetros previamente establecidos y una frecuencia de forzamiento

ωd = 0.97ωc. Al tiempo t = 0 el estado del sistema es un estado coherente, conforme

transcurre el tiempo podemos ver una deslocalización en la distribución de probabi-

lidad. Esta deslocalización corresponde a una situación de alto entrelazamiento, lo

que resulta en estados altamente no-clásicos.

Vemos una situación similar para el caso de la función Husimi mecánica Q[ρm](ν; t),

figura 14, también parte a un tiempo inicial t = 0 desde un estado |Γ = 0〉. Inicial-

mente comienza en en un estado coherente, el sistema evoluciona y vemos una ligera

deslocalización, sin embargo, esta no se extiende aún a tiempos considerablemente

largos (t = 4000), esta baja deslocalización indica un nivel de enredamiento menor al

obtenido en el campo. Se espera que la deslocalización aumente de forma parecida al

caso del campo pero esto requeriría tiempos de evolución largos, los cuales resultan

complicados de calcular computacionalmente.

3.6. Conclusión.

En este capítulo presentamos un método algebraico para resolver de forma apro-

ximada el Hamiltoniano del sistema optomecánico forzado. Comenzando por calcular

de forma exacta el operador de evolución temporal del Hamiltoniano optomecánico

Ĥopt. Hecho esto, separamos el Hamiltoniano completo Ĥd = Ĥopt + V̂ con V̂ siendo

el término de forzamiento, transformamos hacia el marco de interacción usando el

operador Ûopt. Como resultado, los operadores de creación y aniquilación del campo

adquirieron una estructura complicada con algunos operadores en los exponentes de

las exponenciales. Para lidiar con estas complicaciones, linearizamos las tranforma-

das de los operadores de creación y aniquilación y obtuvimos un Hamiltoniano de

interacción aproximado cuyo operador de evolución temporal se escribió de forma
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exacta como un producto de exponenciales. Posteriormente, escribimos el operador

de evolución completo para el sistema optomecánico forzado como dicta la estruc-

tura del teorema de Wei-Norman. Es importante resaltar que las aproximaciones se

consideraron dentro del Hamiltoniano de interacción, una vez que se hizo la lineari-

zación el operador de evolución resultante es exacto. Los términos que descartamos

para obtener el Hamiltoniano de interacción aproximado son proporcionales a G/ωm
y (G/ωm)2 cuyos valores numéricos resultan mucho menores que uno para el con-

junto de parametros propuestos. Calculamos el valor promedio de fotones y fonones

como función del tiempo y de la frecuencia de forzamiento ωd. Lejos de resonancia

notamos que la generación de fotones es baja, caso contrario, cerca de resonancia

ωd ' ωc hay un incremento rápido en el número de fotones. El número de fonones

depende del número de fotones presentes en la cavidad y cuando el número de foto-

nes es distinto de cero, la generación de fonones se incrementa aún en condiciones

fuera de resonancia. El valor medio de fonones es una función periódica con una

frecuencia dada por la frecuencia del oscilador mecánico.

Con el propósito de probar la validez de nuestras aproximaciones hicimos un cálculo

puramente numérico de las observables usando Python con una base suficientemen-

te grande para grantizar la convergencia. Tomando el Hamiltoniano completo Ĥd,

se encontró un excelente acuerdo entre ambos procedimientos. Finalmente, también

obtuvimos expresiones analíticas para la función Q de Husimi del oscilador mecánico

y para el campo, en ambos casos evaluamos tomando como estado inicial un estado

coherente.



4. Sistema cuántico híbrido Acoplando el MJC al

sistema optomecánico.

El estudio y desarrollo de sistemas cuánticos híbridos, ha atraído considerable-

mente la atención dado el potencial que provee para desarrollar nuevas tecnologías

[1, 53]. Recientemente se propusieron interfaces átomo-fotón para construir redes

cuánticas [54, 55]. Aquí, los fotones funcionan como mensajeros debido a su capaci-

dad para conservar la información durante la propagación, mientras que los átomos

son adecuados para almacenar la información en nodos estacionarios. La transferen-

cia eficiente de información cuántica entre los átomos y fotones es esencial, requiere

que el proceso controlado de absorción-emisión de fotones tenga una alta probabili-

dad.

En este capítulo consideramos un sistema optomecánico híbrido compuesto por una

cavidad, un oscilador mecánico y un sistema de dos niveles dentro de la cavidad.

El modo de la cavidad está acoplado al sistema de dos niveles siguiendo el modelo

de Jaynes-Cummings y ambos a su vez están acoplados a un oscilador mecánico.

Además, la cavidad optomecánica es forzada mediante un láser externo de frecuen-

cia ωd y amplitud Ω (Fig. 15).

En los dos capítulos anteriores encontramos la evolución temporal de ambos subsis-

temas, el JCM y el sistema optomecánico, partiendo de esto construimos un operador

de evolución temporal aproximado para el sistema híbrido y evaluamos la evolución

temporal de algunas observables, tales como, el número medio de fotones y fono-

nes. Con el fin de validar los resultados obtenidos en la aproximación propuesta, los

comparamos haciendo un cálculo puramente numérico.
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Figura 15: Representación esqumática de un sistema optomecánico forzado por un
láser externo de frecuencia ωd. Además un modo del campo interactua con un átomo
de dos niveles siguiendo el modelo de Jaynes-Cummings.

4.1. El Hamiltoniano híbrido.

Comenzamos considerando el Hamiltoniano para el sistema híbrido optomecáni-

co.

Ĥhib = Ĥd + ~ωa
2 σ̂z −

i~Ω0

2 (âσ̂+ − â†σ̂−), (4.1)

este Hamiltoniano ha sido usado anteriormente en modelos donde la hibridación jue-

ga un papel importante, por ejemplo, división del espectro óptico y mecánico [56],

bloqueo de fotones y antibunching [57, 58] y en el entrelazamiento en trampas de

iones [19].

En el capítulo anterior, desarrollamos un procedimiento útil para encontrar una

buena aproximación del operador de evolución temporal para el Hamiltoniano Ĥd.

Ahora, usamos un método similar para obtener el operador de evolucón temporal

del sistema híbrido descrito por el Hamiltoniano Ĥhib.

Una vez que conocemos el operador de evolución temporal correspondiente al Hamil-

toniano Ĥd (ec. 3.54) transformamos la interacción para obtener un Hamiltoniano
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aproximado en la representación de interacción.

Ĥ
(3)
I = Û †d

[
~ωa
2 σ̂z −

i~Ω0

2 (âσ̂+ − â†σ̂−)
]
Ûd, (4.2)

luego, empleamos el mismo nivel de aproximación que usamos para obtener el Ha-

miltoniano de interacción aproximado del sistema optomecánico forzado, es decir,

despreciamos los términos proporcionales a G/ωm y (G/ωm)2.

Ĥ
(3)
I '

~ωa
2 σ̂z −

i~Ω0

2
(
(â+ β)σ̂+e

−iωct − (â† + β∗)σ̂−eiωct
)
. (4.3)

El operador de evolución temporal en la represetación de interacción satisface la

ecuación:

i~
∂Û

(3)
I

∂t
= Ĥ

(3)
I Û

(3)
I ; Û

(3)
I (0) = 1. (4.4)

Resulta conveniente escribir el Hamiltoniano de interacción como la suma de un

Hamiltoniano que contiene el conjunto de operadores σ̂+, σ̂−, σ̂z y otro con âσ̂+, â
†σ̂−.

Ĥ
(3)
I = Ĥ

(3)
1 + Ĥ

(3)
2 , Û

(3)
I = Û

(3)
1 Û

(3)
2 , (4.5)

con

Ĥ
(3)
1 = ~ωa

2 σ̂z −
i~Ω0

2
(
βσ̂+e

−iωct − β∗σ̂−eiωct
)
,

Ĥ
(3)
2 = −i~Ω0

2
(
âσ̂+e

−iωct − â†σ̂−eiωct
)
.

(4.6)

El Hamiltoniano Ĥ(3)
1 es una combinación líneal de operadores que forman un álge-

bra de Lie, por lo tanto podemos aplicar el Teorema de Wie-Norman y escribir el

correspondiente operador de evolución temporal como un producto de exponenciales

[20].

Û
(3)
1 = eαz σ̂zeα+σ̂+eα−σ̂− . (4.7)
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Para encontrar Û (3)
2 , sabemos que debe cumplir con la ecuación:

i~
∂Û

(3)
2
∂t

=
[
Û

(3)†
1 Ĥ

(3)
2 Û

(3)
1

]
Û

(3)
2 , (4.8)

transformando la interacción tenemos:

[
Û

(3)†
1 Ĥ

(3)
2 Û

(3)
1

]
' −i~Ω0

2
(
âσ̂+e

−iωct−2αz + â†σ̂−e
iωct+2αz

)
, (4.9)

donde tomamos en consideración que la constante de acoplamiento Ω0 � ωa y

ωa ' ωc por lo que la aproximación de onda rotante es apropiada. Podemos ver que

el Hamiltoniano de interacción Ĥ(3)
2 tiene una estructura similar que el Hamiltoniano

de interacción de Jaynes-Cummings 2.42, es importante resaltar que el número total

de excitaciones se mantiene constante, bajo esta interacción.

Sustituyendo la ecuación 4.7 en la ecuación 4.8 obtenemos el siguiente conjunto de

ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas para las funciones αz, α+, α−.

α̇z = −i
(
ωa
2 + iΩ0β

∗e2αz+iωctα+

)
,

α̇+ = −Ω0

2
(
βe−2αz−iωct + 2β∗α2

+e
2αz+iωct

)
,

α̇− = −− Ω0

2 β∗e2αz+iωct,

(4.10)

las cuales resolvimos numéricamente. Ahora podemos traer de vuelta los operadores

que usamos anteriormente 2.43.

ĉ = 1√
M̂
âσ̂+, ĉ† = â†σ̂−

1√
M̂
. (4.11)
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El Hamiltoniano de interacción se puede escribir en términos de los operadores ĉ y

ĉ† como:

[
Û

(3)†
1 Ĥ

(3)
2 Û

(3)
1

]
= −i~Ω0

2
√
n+ 1

(
ĉe−iωct−2αz + ĉ†eiωct+2αz

)
, (4.12)

entonces tenemos:

i~
∂Û

(3)
2
∂t

= −i~Ω0

2
√
n+ 1

(
ĉe−iωct−2αz + ĉ†eiωct+2αz

)
Û

(3)
2 , (4.13)

cuya solución tiene la forma:

Û
(3)
2 = eξ1ĉ

†
eξ2ĉeξ3σ̂z , (4.14)

con funciones complejas dependientes del tiempo ξi tales que:

ξ̇1 = −Ω0

2
√
n+ 1

(
eiωct+2αz − ε21e−iωct−2αz

)
,

ξ̇2 = −Ω0

2
√
n+ 1(1 + 2ε1ε2)e−iωct−2αz ,

ξ̇3 = −Ω0

2
√
n+ 1ε1e−iωct−2αz ,

(4.15)

con la condición inicial ξ1(0) = ξ2(0) = ξ3(0) = 0.

Por último, tomando en cuenta las relaciones anteriores, en particular, 3.54, 4.7 y

4.14, el operador de evolución temporal completo para el sistema híbrido es [59]:

Ûhib(t) = Ûd(t)Û (3)
1 (t)Û (3)

2 (t). (4.16)

Donde cada término ha sido escrito como un producto de exponenciales y puede ser

aplicado con cierta simplicidad a algún estado inicial dado, por lo que la construcción

del vector de estado a cualquier tiempo resulta relativamente directa.
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4.2. Evolución temporal y cálculo de observables.

Consideramos ahora un estado inicial dado por |Ψ(0)〉 = |n〉 ⊗ |e〉 ⊗ |Γ〉 co-

rrespondiente a una cavidad con n fotones, un átomo de dos niveles en su estado

excitado y un oscilador mecánico en un estado coherente Γ. Aplicando el operador

Û
(3)
I (t) = Û

(3)
1 (t)Û (3)

2 (t) al estado inicial obtenemos:

Û
(3)
2 |n, e〉 ⊗ |Γ〉 =eξ3

[
|n, e〉+ ξ1|n+ 1, g〉

]
⊗ |Γ〉,

Û
(3)
1

[
Û

(3)
2 |n, e〉 ⊗ |Γ〉

]
=eξ3

[
eαz(1 + α+α−)|n, e〉+ α−e

−αz |n, g〉
]
⊗ |Γ〉

+ eξ3ε1

[
e−αz |n+ 1, g〉+ α+e

αz |n+ 1, e〉
]
⊗ |Γ〉,

(4.17)

debido al término de forzamiento en el Hamiltoniano el número total de excitaciones

no permanece constante, a diferencia del Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Este estado descrito en 4.17 lo expresamos como:

Û
(3)
I |n, e〉 ⊗ |Γ〉 =

[
c1(n, t)|n, e〉+ c2(n, t)|n, g〉+ c3(n, t)|n+ 1, g〉+ c4(n, t)|n+ 1, e〉

]
⊗ |Γ〉,

(4.18)

con

c1(n, t) = eξ3eαz(1 + α+α−),

c2(n, t) = eξ3α−e
−αz ,

c3(n, t) = eξ3ε1e
−αz ,

c4(n, t) = eξ3ε1α+e
αz .

(4.19)
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Si en lugar de un estado de número para el campo tenemos un estado coherente |α〉.

|Ψ(t)〉I =Û (3)
I |α, e〉 ⊗ |Γ〉,

=
∞∑
n=0

cn

[
c1(n, t)|n, e〉+ c2(n, t)|n, g〉+ c3(n, t)|n+ 1, g〉+ c4(n, t)|n+ 1, e〉

]
⊗ |Γ〉,

(4.20)

donde cn = exp[−1
2 |α|

2]αn/
√
n!.

El operador de evolución temporal Ûd no involucra a los grados de libertad átomicos,

así que podemos usar la ecuación 4.20 para evaluar la evolución temporal atómica.

Por ejemplo, la probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado al tiempo

t está dada por:

Pe(α, t) = |〈e|Ψ(t)〉I |2 =
∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

cn [c1(n, t)|n〉+ c4(n, t)|n+ 1〉]
∣∣∣∣∣
2

. (4.21)

En la figura 16 mostramos la probabilidad de encontrar al átomo en su estado

excitado para el sistema híbrido (rojo) y para el Hamiltoniano dado por el Modelo

de Jaynes-Cummings (azul). El estado inicial de la cavidad es un estado coherente

con un número promedio de fotones n = 4 y la constante de acoplamiento átomo-

campo Ω0 = 0.025ωc, la amplitud del forzamiento Ω = 0.01ωc y una frecuencia

átomica ωa = 0.95ωc. En ambos casos podemos ver el patrón usual de colpasos y

reavivamientos presentes en el JCM, sin embargo, la longitud de los colapsos y la

forma de los reavivamientos no son iguales. En el caso híbrido, el tiempo entre el

colapso y el primer reavivamiento es mayor que en el caso de Jaynes-Cummings; la

estructura del reavivamiento esta más definida en el caso del sistema híbrido y la

probabilidad de encontrar el átomo en estado excitado es mayor para el caso híbrido.
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Figura 16: Probabilidad de encontrar el átomo en su estado excitado pe(α, t) con
|α = 2〉, ωa = 0.95ωc, ωd = 0.5ωc, Ω0 = 0.025ωc, Ω = 0.01ωc. En rojo se muestra el
sistema híbrido, en azul los resultado dados por el modelo de Jaynes-Cummings.

Consideramos ahora el valor esperado del operador de número de fotones, el cual

está dado por:

〈n̂(t)〉 = 〈Ψ(t0)|Û (3)†
I Û †0 n̂Û0Û

(3)
I |Ψ(t0)〉

= I〈Ψ(t)|n̂I(t)|Ψ(t)〉I ,
(4.22)

con n̂I(t) el operador de número de fotones en la representación de interacción.

Tomando la forma explícita de operador Ûd (ecuación 3.54) obtenemos:

n̂I(t) = n̂+ β∗â+ βâ† + |β|2, (4.23)

y |Ψ(t)〉I está dada por la ecuación 4.20. Para el operador de número de fonones

tenemos:

N̂I(t) = N̂ +
(
α4b̂

† + α∗4b̂
)
n̂I(t) + |α4|2n̂2

I(t), (4.24)

podemos ver que de nueva cuenta el operador de número de fonones depende del

número de fotones presentes en la cavidad. Debido a que el término de forzamiento
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modifica el número de fotones, modifica también la evolución en el número de fono-

nes.

Con el propósito de validar las aproximaciones propuestas, realizamos también un

cálculo puramente numérico para el valor promedio de fotones, fonones, la función

de Husimi y función de Wigner usando Python [60].

En la figura 17 mostramos los resultados obtenidos numérica y analíticamente para

la evolución del número promedio de fotones y el número promedio de fonones, usan-

do el conjunto parámetros presentes en el Hamiltoniano: ωa = 0.95ωc, ωd = 0.5ωc,

ωm = 0.016ωc G = 0.00032ωc, Ω0 = 0.025ωc, Ω = 0.01ωc.

El estado inicial del sistema es |Ψ(0)〉 = |α〉 ⊗ |Γ〉 ⊗ |e〉 correspondiente a un átomo

en su estado excitado, un estado coherente en la cavidad con α = 2 y el oscilador

mecánico en un estado coherente con Γ = 1.

El número promedio de fonones oscila con una frecuencia ωm desde su estado ini-

cial de 1 hasta aproximadamente 0.7 lo que corresponde a un enfriamiento en el

oscilador mecánico. Esto se puede explicar dado que los fotones que inciden a una

frecuencia desfasada hacia el rojo respecto a la frecuencia de la cavidad, se dispersan

preferentemente hacia una energía mayor para entrar en resonancia con la cavidad,

absorbiendo un fonón del oscilador mecánico. Por otro lado, el número promedio

de fotones presenta oscilaciones más rápidas con frecuencia ωc las cuales son conse-

cuencia del intercambio energético entre el campo en la cavidad y el sistema de dos

niveles, para tiempos posteriores podemos ver los colapsos y reavivamientos típicos

del modelo de Jaynes-Cummings.
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Figura 17: Evolución temporal del número promedio de fotones (superior) y evolu-
ción temporal del número promedio de fonones (inferior). Resultados analíticos en
azul oscuro, resultados numéricos en azul claro.
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La evolución se hizo para el intervalo 0 ≤ ωct ≤ 500 para los fotones y 0 ≤ ωct ≤

2000 para los fonones. Podemos ver una excelente concordancia entre los resultados

analíticos y los cálculos numéricos. Es importante mencionar que la frecuencia de

forzamiento se encuentra lejos de resonancia con la frecuencia de la cavidad ωc.

Figura 18: Evolución temporal del número promedio de fotones (superior) y evo-
lución temporal de la probabilidad de encontrar el átomo en su estado excitado
(inferior). Resultados analíticos en azul oscuro, resultados numéricos en azul claro.
|α = 2〉, ωa = 0.95ωc, ωd = 0.5ωc, ωm = 0.016ωc G = 0.00032ωc, Ω0 = 0.025ωc,
Ω = 0.01ωc.
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En la figura 18 se presentan la evolución temporal del operador de número de

fotones sujeto a la condición inicial |α = 2〉 lo que corresponde a un número promedio

de fotones n = 4 (superior) y la probabilidad de encontrar al átomo en su estado

excitado (inferior). Se observa un intercambio en las excitaciones entre el sistema de

dos niveles y el campo. Inicialmente, la evolución de la probabilidad de que el átomo

permanezca en el estado excitado Pe(α, t) disminuye hasta 0.5 y al mismo tiempo

el número promedio de fotones se incrementa a 4.5, notamos también oscilaciones

rápidas y de amplitud pequeña alrededor del valor medio del operador de número

de fotones, estas son dadas por el término de forzamiento. Posteriormente, Pe(α, t)

alcanza un valor constante cercano a 0.75 y el número promedio de fotones oscila

alrededor 4.3 hasta ωct ' 1000 donde se presenta el primer reavivamiento.

En la figura 19 se grafica la evolución temporal del valor medio del número de fonones

para diferentes valores de la amplitud del campo en la cavidad, los parámetros del

Hamiltoniano están dados al pie de la imagen. Inicialmente el átomo se encuentra

en su estado excitado.

En azul se muestra el caso cuando el estado inicial del campo es un estado coherente

con α = 2 y valor medio de fotones 〈n̂(0)〉 = 4 y en verde graficamos el caso cuando

el estado inicial del campo es un estado coherente α = 3, 〈n̂(0)〉 = 9. En ambos

casos el estado inicial del oscilador mecánico es un estado coherente con Γ = 2,

〈N̂(0)〉 = 4. Usamos una frecuencia de forzamiento cerca de resonancia ωd = 0.9ωc.

Vemos que 〈N̂〉 evoluciona periodícamente con la frecuencia del oscilador mecánico,

esta disminuye desde su valor inicial 4 hasta aproximadamente 2.7, posteriormente

regresa a su valor inicial. De la ecuación 4.24 vemos que el valor promedio de fonones

depende de la función α4 y del valor medio de fotones. α4 está en función de la

constante de acoplamiento G y la frecuencia del oscilador mecánico, por su parte, el

número promedio de fotones está en función de la frecuencia del campo através de

la función β (ver ecuaciones 3.50 y 4.23).
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Figura 19: Evolución temporal del número medio de fonones con el siguiente conjunto
de parámetros: ωa = 0.95ωc, ωd = 0.9ωc, ωm = 0.016ωc, G = 0.00032ωc,Ω0 =
0.025ωc, Ω = 0.01ωc y {α,Γ} = {2, 2} (azul), {α,Γ} = {3, 2} (verde).

Notamos que la disminución es mayor para el caso cuando el número medio de

fotones aumenta, de esta forma podemos manipular el número de fonones en función

del tiempo de interacción, la amplitud del campo en la cavidad y la frecuencia de

forzamiento. También en esta gráfica mostramos los resultados obtenidos mediante

un cálculo puramente numérico y de forma algebraica, de nuevo podemos ver que

las aproximaciones propuestas reproducen muy bien los resultados numéricos.

Un parámetro útil para caracterizar la no clasicidad en óptica cuántica es el llamado

parámetro de Mandel [61]. Este está definido como:

Q(t) = 〈n̂
2(t)〉 − 〈n̂(t)〉2
〈n̂(t)〉 − 1, (4.25)
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caben mencionar las siguientes propiedades del parámetro de Mandel:

ParaQ(t) < 0 se dice que el estado óptico sigue una estadística sub-Poissoniana

ya que el ruido en el conteo de fotones es menor que en el caso de un estado

coherente Q(t) = 0.

Para Q(t) > 0 se dice que el estado es super-Poissoniano debido a que presenta

un ruido en el conteo de fotones mayor que en el caso de un estado coherente.

En la figura 20 graficamos la evolución temporal del parámetro de Mandel Q(t) para

un estado coherente como estado incial del campo ( |α = 2〉).

Figura 20: Evolución temporal parámetro de Mandel Q(t) con el siguiente conjunto
de parámetros: ωa = 0.95ωc, ωd = 0.5ωc, ωm = 0.016ωc, G = 0.00032ωc,Ω0 =
0.025ωc, Ω = 0.01ωc y α = 2

Vemos que comienza en cero lo que corresponde a un estado coherente, conforme el

sistema evoluciona, la función Q(t) oscila alrededor del cero alternando entre valores

positivos y negativos, esto es, entre estados súper y sub-Poissonianos. Esto sucede en

la misma ventana de tiempo donde los intercambios de excitaciones entre el campo

y el átomo son más evidentes.
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Tiempo después, se observan oscilaciones de baja amplitud sobre el cero, estas se

dan en la región cuando la probabilidad de encontrar el átomo en el estado excitado

es constante, estas oscilaciones se mantienen en el régimen super-Poissoniano hasta

que se da el primer reavivamiento (ver figura 18).

4.3. Función Husimi y Función de Wigner.

Con el propósito de calcular la función de Husimi usando su representación en

series [52], escribimos la función de onda al tiempo t del sistema híbrido, desplazando

la función |Ψ(t)〉I con el operador de evolución Ûd(t). Esto es:

Ûd|Ψ(t)〉I = |Ψ(t)〉;

Ûd = eδ+
1
2 |β|

2
eα1n̂eα2N̂e

(
α3+ |α|

2
2

)
n̂2

D̂b̂(α4n̂)D̂â(β),
(4.26)

el operador de desplazamiento D̂â(β), lo escribimos en su forma de producto de

exponenciales eδeβâ†e−β∗â para poder aplicarlo sobre los estados de número.

El primer término del operador D̂â(β) actuando sobre un estado de número |n〉 da

como resultado:

e−β
∗â|n〉 =

n∑
k

(−β∗)k
√
n!

k!
√

(n− k)!
|n− k〉, (4.27)

mientras que la acción del segundo término sobre un estado |n− k〉 es:

eβâ
†|n− k〉 =

∞∑
j

(β)j
√

(n− k + j)!

j!
√

(n− k)!
|n− k + j〉, (4.28)

continuando con el operador Ûd(t). De forma análoga al procedimiento usado en el

caso del sistema optomecánico forzado, podemos aplicar el operador de desplaza-

miento D̂b̂(α4n̂) sobre el estado |n− k + j〉 ⊗ |Γ〉.

D̂b̂(α4n̂)|n−k+j〉⊗|Γ〉 = e[ 1
2 (α4Γ∗−α∗Γ)](n−k+j)]|n−k+j〉⊗|Γ+α4(n−k+j)〉, (4.29)
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aplicando el resto de Ûd y sustituyendo para los demás estados de número en |Ψ(t)〉I :

|Ψ(t)〉 = eδ
∞∑

n,j=0

n∑
k=0

cn

[
Fj,k,n

(
c1(n, t)|n− k + j, e〉+ c2(n, t)|n− k + j, g〉

)
⊗ |Γj,k,n(t)〉

+Fj,k,n+1
(
c3(n, t)|n+ 1− k + j, e〉+ c4(n, t)|n+ 1− k + j, g〉

)
⊗ |Γj,k,n+1(t)〉

]
,

(4.30)

con

Fj,k,n =
(−β∗)kβj

√
n!
√

(n− k + j)!)
k!j!(n− k)! e[α1+ 1

2 (α4Γ∗−α∗Γ)](n−k+j)e(α3+ 1
2 |α4|2)(n−k+j)2

,

(4.31)

y

Γj,k,n(t) = eα2(Γ + α4(n− k + j)), (4.32)

conociendo |Ψ(t)〉 podemos escribir la matriz de densidad ρ(t).

Similarmente que en el sistma optomecánico, calculamos la traza parcial de la matriz

de densidad, en esta ocasión comenzamos trazando sobre las variables atómicas.

ρc,m = Tra[ρ], (4.33)

Para simplificar la notación reemplazamos p → n − k + j y q por su transpuesto

conjugado.

ρc,m(t) = e2<(δ)∑
p,q

cnc
∗
n′

[
FpF

∗
q (c1(n, t)c∗1(n′, t) + c2(n, t)c∗2(n′, t)) |p,Γp〉〈q,Γq|

+ FpF
∗
q+1 (c1(n, t)c∗3(n′, t) + c2(n, t)c∗4(n′, t)) |p,Γp〉〈q + 1,Γq+1|

+ Fp+1F
∗
q (c3(n, t)c∗1(n′, t) + c4(n, t)c∗2(n′, t)) |p+ 1,Γp+1〉〈q,Γq|

+ Fp+1F
∗
q+1 (c3(n, t)c∗3(n′, t) + c4(n, t)c∗4(n′, t)) |p+ 1,Γp+1〉〈q + 1,Γq+1|

]
.

(4.34)
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Trazamos ahora sobre las variables mecánicas.

ρc(t) = e2<(δ)∑
p,q

cnc
∗
n′

[
FpF

∗
q (c1(n, t)c∗1(n′, t) + c2(n, t)c∗2(n′, t)) e− 1

2 (|Γp|2+|Γq |2)eΓpΓ∗q |p〉〈q|

+ FpF
∗
q+1 (c1(n, t)c∗3(n′, t) + c2(n, t)c∗4(n′, t)) e− 1

2 (|Γp|2+|Γq+1|2)eΓpΓ∗q+1 |p〉〈q + 1|

+ Fp+1F
∗
q (c3(n, t)c∗1(n′, t) + c4(n, t)c∗2(n′, t)) e− 1

2 (|Γp+1|2+|Γq |2)eΓp+1Γ∗q |p+ 1〉〈q|

+ Fp+1F
∗
q+1 (c3(n, t)c∗3(n′, t) + c4(n, t)c∗4(n′, t)) e− 1

2 (|Γp+1|2+|Γq+1|2)eΓp+1Γ∗q+1|p+ 1〉〈q + 1|
]
,

(4.35)

habiendo calculado ρc(t) tenemos la posibilidad de calcular la función Husimi para

el campo usando la expresión dada en 3.36:

Q[ρc](ε; t) = 1
π
e2<(δ)−|ε|2 ∑

p,q

cnc
∗
n′

[
GpG

∗
q (c1(n, t)c∗1(n′, t) + c2(n, t)c∗2(n′, t)) eΓpΓ∗q

+GpG
∗
q+1 (c1(n, t)c∗3(n′, t) + c2(n, t)c∗4(n′, t)) eΓpΓ∗q+1

+Gp+1G
∗
q (c3(n, t)c∗1(n′, t) + c4(n, t)c∗2(n′, t)) eΓp+1Γ∗q

+Gp+1G
∗
q+1 (c3(n, t)c∗3(n′, t) + c4(n, t)c∗4(n′, t)) eΓp+1Γ∗q+1

]
,

(4.36)

donde:

Gp = εp√
p!
e−

1
2 |Γp|

2
Fp, (4.37)

en la figura 21 se muestra la función Husimi correspondiente al campo Q[ρc](ε; , t)

para cuatro diferentes tiempos partiendo de un estado coherente inicial |α = 2〉.

Inicialmente, al tiempo t = 0 vemos la distribución de probabilidad correspondiente

a un estado coherente. A medida que el sistema evoluciona vemos una deslocalización

en la distribución apareciendo incluso la generación de gatos de Schödinger.
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Figura 21: Representación pictográfica de la función Husimi Q[ρc](ε; t) para un estado
coherente del campo. Donde |α = 2〉 es el estado inicial del campo. Se consideraron
cuatro diferentes tiempos: a) t = 0, b) t = 400, c) t = 800, d) t = 1200. Con el
conjunto de parámetros presentes en el Hamiltoniano: ωa = 0.95ωc, ωd = 0.5ωc,
ωm = 0.016ωc G = 0.00032ωc, Ω0 = 0.025ωc, Ω = 0.01ωc.



4.3 Función Husimi y Función de Wigner. 81

Para estudiar más a detalle el comportamiento no-clásico del sistema, la función

de Wigner desempeña un papel muy importante. En la figura 22 graficamos la fun-

ción de Wigner para el campo y para el oscilador mecánico al tiempo ωct = 100.

En la figura se varia la amplitud de la constante de acoplamiento Ω0 y fijamos la

constante de acoplamiento entre el oscilador mecánico y el campo en la cavidad G

como se especifica en la figura. En la columna de la izquierda presentamos la fun-

ción de Wigner evaluada al tiempo ωct = 100 para el modelo de Jaynes-Cummings

(G/ωc = 0) y Ω0/ωc = 0.05, aquí se muestra la generación de gatos de Schödinger

de múltiples componentes; encontramos que para Ω0/ωc ≤ 0.02 la distribución es

una función Gaussiana y para Ω0/ωc > 0.02 el sistema presenta un comportamien-

to no-clásico correspondiente a un gato de Schrödinger de múltiples componentes.

También en la figura vemos que para el sistema híbrido (G/ωc 6= 0) el compor-

tamiento de la función de Wigner es significativamente distinto. El acoplamiento

entre el oscilador mecánico y el campo en la cavidad es tan relevante que incluso

para valores pequeños de G/ωc la distribución está dada por un anillo. Para valores

grandes de Ω0/ωc y el mismo valor de G/ωc, vemos que la función de Wigner para el

campo toma valores negativos (mostrados en azul) y la no clasicidad del sistema se

incrementa con la amplitud del acoplamiento Ω0/ωc. La función de Wigner para el

sistema optomecánico forzado muestra squeezing y amplitudes negativas pequeñas

independientemente de Ω0/ωc.

Debido a la dificultad en el desarrollo para obtener algebraicamente la función de

Wigner, así como las complicaciones computacionales para evaluar la expresión 4.36.

Los resultados mostrados para el cálculo de las funciones de Wigner y Husimi fueron

obtenidos mediante un cálculo puramente numérico (figuras 21 y 22).
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Figura 22: Representación pictográfica de la función de Wigner para un estado cohe-
rente del campo (primera hilera) y para el estado de vac ío del oscilador mecánico
(primera hilera) ambas evaluadas al tiempo ωct = 100

4.4. Conclusión.

En este capítulo presentamos un método aproximado para construir el operador

de evolución temporal para un sistema híbrido compuesto por un sistema optomecá-

nico forzado y un átomo de dos niveles dentro de una cavidad, el átomo interactúa

solo con el campo en la cavidad via una interacción tipo Jaynes-Cummings. Pa-

ra encontrar la solución del sistema dividimos el Hamiltoniano como la suma del

Hamiltoniano optomecánico forzado y el término correspondiente a la evolución del

átomo con la interacción Jaynes-Cummings. El operador de evolución temporal para

el Hamiltoniano del sistema optomecánico forzado se aproxima como un producto

de exponenciales [49] y es usado para tomar la interacción JC y llevarla a un marco

de interacción generalizado. Como resultado obtenemos un conjunto de expresiones

para los operadores transformados los cuales aproximamos despreciando los térmi-

nos que son del orden de G/ωm y (G/ωm)2.
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Tomando esta aproximación el Hamiltoniano en la representación de interacción se

convierte en el de un átomo libre y una interacción JC desplazada cuyo operador de

evolución exacto lo construimos usando el Teorema de Wei-Norman. Una vez obteni-

do el operador de evolución temporal completo podemos calcular el valor promedio

de cualquier observable, por ejemplo, evaluamos la evolución temporal del número

de fotones y fonones, la probabilidad de encontrar el átomo en su estado excitado,

el parámetro de Mandel para el campo en la cavidad, la función Husimi y la función

de Wigner. Usamos un estado inicial dado por |Ψ(0)〉 = |α〉 ⊗ |e〉 ⊗ |Γ〉 donde |α〉 es

el ket correspondiente a un estado coherente α en el campo de la cavidad, |e〉 corres-

ponde al átomo en su estado excitado y |Γ〉 es el ket de un estado coherente Γ para

el oscilador mecánico. El número medio de fotones es una función de la amplitud

de la constante de forzamiento Ω y la frecuencia de forzamiento ωd, cuando ωd ' ωc

hay un crecimiento periódico en el número de fotones con amplitud proporcional a

Ω. El número promedio de fonones es una función periódica del tiempo que depende

también de la constante de acoplamiento G/ωm y del número de fonones presentes

en la cavidad. Dado que la evolución del número de fonones es una función perió-

dica podemos tomar una ventana de tiempo en la interacción tal que el número de

fonones esté en su mínimo.

También evaluamos el parámetro de Mandel para el campo en la cavidad y encon-

tramos oscilaciones que van de la estadística sub-Poissoniana a super-Possoniana en

la región de tiempo donde el intercambio de excitaciones entre el átomo y el campo

es más notable. Hacemos énfasis en que las aproximaciones propuestas se hicieron

en el Hamiltoniano de interacción donde despreciamos los términos proporcionales

a G/ωm y (G/ωm)2. El excelente acuerdo entre los resultados analíticos y numéri-

cos obtenidos usando el Hamiltoniano completo dado en 4.1 indican la validez de

nuestras aproximaciones.
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A. Trabajos a futuro: Abriendo el sistema

híbrido.

Finalmente en este capítulo presentamos un vistazo muy general al planteamien-

to de sistemas abiertos, los cuales no son descritos por las ecuaciones de movimiento

de Heisenberg o la ecuaciones de von Neumann sino por unas ecuaciones más gene-

rales conocidas como las ecuaciones cuánticas de Langevin y las ecuaciones maestras

de Lindblad.

Revisamos brevemente la derivación de estas ecuaciones y su aplicación a algunos

sistemas específicos, basándonos principalmente en el libro The Theory of Open

Quantum Systems [62]. Concluimos presentando algunas posibilidades para, en el

marco de los sistemas abiertos, continuar la investigación posteriormente, permitien-

do que el sistema híbrido estudiado en el capítulo 4 interactue con los alrededores.

En contraste con un sistema cerrado, la dinámica cuántica de un sistema abierto no

puede en general representarse en términos de una evolución unitaria. Usualmente

es conveniente formular la dinámica del sistema abierto empleando una ecuación de

movimiento para su matriz de densidad, es decir, una ecuación maestra.

Llamamos sistema abierto a un sistema cuántico S acoplado a otro sistema B lla-

mado ambiente. El estado del subsistema cuántico S cambiará en consecuencia de

su dinámica interna y de la interacción con los alrededores. Estas interacciones con-

ducen a ciertas correlaciones sistema-ambiente tales que los cambios producidos en

S no es posible representarlos mediante una evolución unitaria.

Comenzamos considerando un sistema cuántico S acoplado a un reservorio B. De-

notamos el Hamiltoniano del sistema completo Ĥ(t) perteneciente al espacio del

Hilbert H = HS ⊗HB.

Ĥ(t) = Ĥs ⊗ 1B + 1S ⊗ ĤB + ĤI(t), (A.1)
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ĤS y ĤB describen la evolución libre del sistema y del reservorio respectivamente.

Mientras que ĤI(t) denota la interacción entre el sistema y el reservorio.

Definimos la dinámica del sistema reducido como la evolución inducida por el Ha-

miltoniano del sistema completo sobre el subsistema S.

ρS = TrB{ρ}, (A.2)

la forma más general para representar la dinámica de un sistema abierto es a través

de la ecuación maestra de Lindblad.

d

dt
ρS(t) = LρS(t), (A.3)

donde

LρS = −i~[Ĥ, ρS] +
∑
k

γk

(
ÂkρSÂ

†
k −

1
2Â
†
kÂkρS −

1
2ρSÂ

†
kÂk

)
, (A.4)

el primer término contiene la parte correspondiente a la evolución unitaria de la

dinámica generada por Ĥ. Los operadores Âk son conocidos como operadores de

Lindblad. Las cantidades γk están en términos de funciones de correlación y fungen

como tasas de amortiguamiento para la evolución de modos del sistema abierto.

Con el fin de derivar la ecuación maestra de Lindblad para un sistema abierto, de-

bemos tener en cuenta una serie de aproximaciones. Primeramente asumimos que el

acoplamiento entre el sistema y el reservorio es lo suficientemente débil, tal que, po-

demos considerar que la influencia del sistema en el reservorio es pequeña. Entonces,

los cambios sobre la matriz de densidad dados por la interacción son despreciables

y el estado del sistema completo al tiempo t puede caracterizarse aproximadamente

por el producto tensorial:

ρ(t) ' ρS(t)⊗ ρB, (A.5)
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otra aproximación relevante es suponer que la ecuación maestra es local en el tiem-

po, es decir, que el tiempo de correlación del entorno τB es pequeño comparado con

el tiempo de relajación del sistema τB � τR. A grandes rasgos estas dos aproxima-

ciones constituyen la aproximación de Born-Markov.

Continuando con la ecuación maestra, los operadores de Lindblad Âk pueden calcu-

larse descomponiendo el Hamiltoniano ĤI(t) en eigenoperadores del Hamiltoniano

ĤS. Considerando que el espectro de ĤS es discreto, denotamos los eigenvalores de

ĤS como ε y la proyección sobre el eigenespacio perteneciente al eigenvalor ε como

Π(ε) podemos definir los operadores:

Âα(ω) =
∑

ε′−ε=ω
Π(ε)ÂαΠ(ε′), (A.6)

la suma en esta expresión se extiende sobre todos los eigenvalores ε y ε′ de ĤS con

una diferencia de energía fija ω. Los operadores ĤS y Âα(ω) satisfacen las siguientes

relaciones:

[ĤS, Âα(ω)] = −ωÂα(ω),

[ĤS, Â
†
α(ω)] = ωÂ†α(ω),

(A.7)

empleando estas definiciones podemos escribir la ecuación maestra en la forma de

Lindblad como:
d

dt
ρs(t) = −i[Ĥ, ρS(t)] +D(ρs(t)), (A.8)

donde hemos introducido el disipador D(ρs(t)) que involucra las funciones de corre-

lación sistema-reservorio.

D(ρS) ≡
∑
ω

∑
α,β

γα,β(ω)
(
Âβ(ω)ρSÂ†α(ω)− 1

2{Â
†
α(ω)Âβ(ω), ρS}

)
, (A.9)



A.1 La ecuación maestra en óptica cuántica. 87

A.1. La ecuación maestra en óptica cuántica.

La interacción de materia con un campo electromagnético de radiación en el

contexto de óptica cuánitca es una de las aplicaciones típicas de la ecuación maestra.

Consideramos entonces el sistema más sencillo, un átomo interactuando con un

campo de radiación cuantizado. El campo de radiación está representado por un

reservorio donde los modos de radiación se encuentran en un estado de equilibrio

térmico a temperatura T .

ρB = 1
ZB

e−βĤB ,

= Πm(1− e−β~ωm)e−β~ωmb̂
†
mb̂m .

(A.10)

El átomo desacoplado está descrito por Hamiltoniano característico dado por la

aproximación de dos niveles y representa el sistema reducido.

ĤS = ~ωaσz
2 . (A.11)

Mientras que como podemos ver de A.10, el Hamiltoniano del reservorio está dado

por:

ĤB =
∑
m

~ωmb̂†mb̂m, (A.12)

asumimos que el Hamiltoniano de interacción está dado por la aproximación dipolar.

ĤI = −D̂ · Ê, (A.13)

donde D̂ es el operador dipolar y Ê es el campo eléctrico en la representación de

Schrödinger.

Ê(r) = ie
∑
m

√
~ωm
ε0LS

sen(kmr)[b̂m − b̂†m], (A.14)
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bajo estas consideraciones el Hamiltoniano total del sistema que acopla el átomo

con el campo de radiación es:

Ĥ = ĤS + ĤB + ĤI , (A.15)

continuamos, realizando la aproximación Born-Markov descomponiendo del opera-

dor de dipolo D̂ en los eigenoperadores de ĤS (ver ecs. A.6 y A.7). Observamos que

los operadores de Pauli σ± representan eigenoperadores del Hamiltoniano ĤS:

[ĤS, σ−] = −ωaσ−, [ĤS, σ+] = ωaσ+, (A.16)

vemos que σ± cambia la energía atómica un factor de ±ωa, esto corresponde a

procesos de absorción y emisión respectivamente. Dadas las expresiones anteriores

podemos escribir los opeadores de Lindblad para este sistema:

Â = dσ−, Â
† = d∗σ+, (A.17)

donde d = 〈g|D̂|e〉 es el elemento de matriz del operador dipolar en la base atómica.

De esta forma expresamos el operador dipolar en la representación de interacción.

D̂(t) = dσ−e−iωat + d∗σ+e
iωat, (A.18)

calculando estos operadores, podemos sustituirlos en la ecuación maestra y obtener

la evolución para la matriz densidad2 ρS:

d

dt
ρS(t) = γ0(N + 1)(σ̂−ρS(t)σ+ −

1
2σ+σ−ρS(t)− 1

2ρS(t)σ+σ−)

+ γ0N(σ+ρS(t)σ− −
1
2σ−σ+ρS(t)− 1

2ρS(t)σ−σ+),
(A.19)

2Un desarrollo más detallado de la derivación de la ecuación maestra para este sistema puede
encontrarse en la referencia [62]
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con una tasa de emisión espontánea:

γ0 = 4ω3
a|d|2

3~c3 . (A.20)

El disipador en esta ecuación maestra describe el proceso de emisión espontánea

a una tasa γ0, así como procesos de absorción y emisión térmicos inducidos γ0N .

Donde N denota la distribución de Planck a la frecuencia de transición ωa.

A.2. Ecuaciones de Langevin.

Otra formulación que se puede utilizar para resolver sistemas cuánticos abiertos

son las ecuaciones cuánticas de Langenvin.

Proponemos el modelo donde la cavidad está acoplada a un espejo parcialmente

reflejante que transmite hacia los modos de campo externo (reservorio). Estos modos

externos pueden ser modelados como modos de una segunda cavidad que comparte

frontera con uno de los espejos parcialmente reflejantes de la cavidad, mientras que

la otra frontera se extiende al infinito [63]. Por simplicidad consideramos solo un

modo en la cavidad con frecuencia ωc que evoluciona libremente.

Figura 23: Representación esquemática del modelo de una cavidad óptica abierta.
El modo de en la cavidad interactua con los modos de campo externo por medio de
un espejo parcialemente transmisor. Los modos externos pueden describirse como
un campo de entrada que forza la cavidad y un campo que sale de la cavidad.
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El campo externo lo podemos expresar como:

Êext(z) = ie ĺım
Lext→∞

∑
m

√
~ωm

ε0LextS
(b̂m − b̂†m)sen(ωm(z − L)/c), (A.21)

donde los operadores b̂†m y b̂m representan los operadores de creación y aniquilación

del campo externo y cumplen con la relación de conmutación [b̂m, b̂′†m] = δm,m′ y

ωm = (πc/Lext)m. Notamos que conforme la longitud de esta cavidad auxiliar se va

al infinito, el conjunto de modos longitudinales se tornan infinitamente densos en

el espacio de frecuencias, por lo que la suma sobre m puede reemplazarse por una

integral sobre el continuo de frecuencias.

ĺım
Lext→∞

∞∑
m=0

= Lext
πc

∫ ∞
0

dω, (A.22)

También resulta conveniente definir un conjunto de opeadores continuos:

b̂(ω) =
√
Lext
πc

ĺım
Lext→∞

b̂m, (A.23)

los cuales satisfacen las relaciones de conmutación canónicas:

[b̂(ω), b̂(ω′)] = 0, [b̂(ω), b̂†(ω′)] = δ(ω − ω′), (A.24)

así, podemos escribir el campo fuera de la cavidad como:

Êext(z) = ie
∫ ∞

0
dω

√
~ω

πcε0S
(b̂(ω)− b̂†(ω))sen(ω(z − L)/c). (A.25)

Ahora que tenemos una descripción del campo fuera de la cavidad, podemos conti-

nuar hacia el modelo completo a través del Hamiltoniano:

Ĥ = Ĥcav + Ĥext + ĤI , (A.26)
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con

Ĥcav = ~ωcâ†â, Ĥext =
∫ ∞

0
dω~ωb̂†(ω)b̂(ω),

ĤI = i~
∫ ∞

0
dωg(ω)[b̂†(ω)â− b̂(ω)â†].

(A.27)

El acoplamiento entre la cavidad y los modos externos está modelado mediante el

Hamiltoniano ĤI que corresponde al tunelamiento de fotones entre las cavidades a

través del espejo parcialmente transmisor, la tasa de transimisión está determinada

por el parámetro g(ω). Generalmente se propone la forma de g(ω) como:

g(ω) =
√
γ

π
, (A.28)

con γ = cτ
4L . Donde τ es la constante de transmitividad del espejo y L la longitud

de la cavidad.

Conociendo el Hamiltoniano completo, es posible calcular las ecuaciones de movi-

miento de Heisenberg para los operadores de aniquilación:

dâ

dt
= −iωcâ−

√
γ

π

∫ +∞

−∞
dωb̂(ω), (A.29)

db̂(ω)
dt

= −iωb̂(ω) +
√
γ

π
â, (A.30)

La solución para b̂(ω) es:

b̂(ω; t) = b0(ω)e−iωt +
√
γ

π

∫ t

0
dt′eiω(t′−t)â(t′), (A.31)

donde b0(ω) ≡ b(ω; 0) es la notación para los operadores externos de aniquilación al

tiempo inicial.
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Sustituyendo esta solución en la ecuación de evolución para â, obtenemos:

dâ

dt
= −iωcâ−

√
γ

π

∫ +∞

−∞
dωb0(ω)e−iωt − γ

π

∫ t

0
dt′
∫ +∞

−∞
dωeiω(t′−t)︸ ︷︷ ︸

2πδ(t−t′)

â(t′), (A.32)

usamos la propiedad: ∫ τ+

τ−
f (τ)δ(τ − τ±) = f (τ±)/2, (A.33)

válida para toda función f (τ) continua en el dominio de integración, y definimos el

operador de entrada

b̂in(t) = − 1√
2π

∫ +∞

−∞
dωb0(ω)e−iωt, (A.34)

De esta forma escribimos la ecuación A.29 como:

dâ

dt
= −(γ + iωc)â+

√
2γb̂in(t), (A.35)

la cual es una ecuación de evolución para el modo en la cavidad. Esta ecuación es

conocida como el ecuación de Langevin. El operador b̂in(t) funciona como un ruido

externo. b̂in(t) se interpreta como el operador que tiene en cuenta la entrada de

campo que forza la cavidad. También se obtuvo un término de amortiguamiento

−γâ que corresponde a la pérdida de energía en la cavidad.

A.2.1. El campo de salida en una cavidad

Discutimos ahora el campo de salida asociado con un modo de una cavidad

abierta. Trabajando en la representación de Heisenberg usamos la expresión A.25

para escribir la parte de campo saliendo desde la cavidad (esta se propaga en la

dirección z positiva):

Ê
(+)
out (z, t) = ie

∫ ∞
0

dω

√
~ω

4πcε0S
b̂(ω; t)eiω(z−L)/c. (A.36)
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Donde el operador b̂(ω; t) está dado en A.31, en términos del los opeadores iniciales

b̂0(ω) y el modo intra-cavidad. Dado que solo las frecuencias cercanas a la frecuencia

de resonancia ωc contribuyen a la dinámica, podemos reemplazar las pequeñas varia-

ciones de la función 1√
ω
por su valor en ωc, así como extender el límite de integración

a −∞, llegando a:

Ê
(+)
out (z, t) = ie

√
~ωc

4πcε0S

∫ ∞
−∞

dωb̂(ω; t)eiω(z−L)/c, (A.37)

introduciendo la solución para b̂(ω; t) en la esta ecuación y definiendo el “tiempo de

retardo” tR = t− (z − L)/c, escribimos el campo de salida como:

Ê
(+)
out (z, t) = ie

√
~ωc

2πcε0S
b̂out(tR), (A.38)

donde hemos definido el operador de salida

b̂out(t) =
√

2γâ(t)− b̂in(t). (A.39)

El campo saliendo de la cavidad es entonces una superposición del campo que se

escapa de la cavidad y del campo interior que se refleja (ver Fig 23).

Finalmente es fácil mostrar que la energía que sale de la cavidad está en esencia dada

por ~ωc〈n̂out(t)〉 con 〈n̂out(t)〉 = b̂†outb̂out. Por lo que, podemos interpretar n̂out(t)

como el operador asociado al número de fotones por unidad de tiempo que sale de

la cavidad.
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Siguiendo un procedimiento similar es posible calcular el campo irradiado por

un átomo de dos nivles dentro de una cavidad .

b̂out(t) = √γσ̂(t)− b̂in(t). (A.40)

En la literatura podemos encontrar multiples fuentes donde calculan las ecuaciones

de movimiento para los operadores que constituyen el Hamiltoniano completo en

términos de los operadores de entrada y salida del campo y constantes de decai-

miento.

A.3. Conclusión.

A lo largo del capítulo repasamos brevemente algunas alternativas para resolver

sistemas abiertos. La idea general para continuar esta investigación, es utilizar los

procedimientos mostrados para posteriormente encontrar de forma aproximada la

evolución del sistema híbrido mostrado en 4.1. Esto podría hacerse calculando los

operadores de Lindblad (A.6) y las funciones de correlación para incorporarlas en una

ecuación maestra. También puede explorarse la posibilidad de escribir las ecuaciones

de Langevin para los operadores de Ĥhib.
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