UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN PSICOLOGIA EDUCATIVA Y DEL
DESARROLLO

PROMOCION DEL DESARROLLO DEL LENGUAJE ALGEBRAICO ELEMENTAL EN
EDUCACION BASICA

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
DOCTOR EN PSICOLOGIA

PRESENTA:
ANA MARIA MEDRANO MOYA

TUTORES PRINCIPALES
DRA. ROSA DEL CARMEN FLORES MACIAS
FACULTAD DE PSICOLOGIA
DR. FELIPE TIRADO SEGURA
FACULTAD DE ESTUDIOS SUPERIORES IZTACALA
DR. ARMANDO SOLARES ROJAS
CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS AVANZADOS
MIEMBROS DEL COMITE TUROJURADO
DRA. BARBARA BRIZUELA
TUFTS UNIVERSITY
DR. ULISES XOLOCOTZIN ELIGIO
CENTRO DE INVESTIGACION Y DE ESTUDIOS AVANZADOS

MEXICO, D. F. OCTUBRE 2021



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Lo que sabemos, es una gota de agua,

lo que ignoramos, es el océano.

|saac Newton



Emilio, gracias por tu paciencia y apoyo durante todo este proceso. Gracias por tus contribuciones
directas o indirectas a las diferentes fases del trabajo. Gracias por tu amor incondicional y por
aguantar todo lo que implicé llegar a este momento, recuerda que te puedes bajar del tren, pero

nunca olvidar tu destino.



Agradecimientos

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia (CONACyT), por el apoyo otorgado para la realizacion

de este trabajo, mediante la beca No. 478960.

A los integrantes del Comité Tutor y Jurado de Examen por sus valiosas observaciones y

aportaciones en la elaboracién del manuscrito.

A mis padres, por contribuir a forjar mi caracter y determinacién, y por mostrarme con hechos que la

vida no es color de rosa.

A Ulises, por su gran compromiso y dedicacién, no sélo con este trabajo, sino con la psicologia, la

academia y la vida.

A Ale, por las oportunas charlas y por su empuje constante a siempre seguir adelante.

A todas las personas que de manera directa o indirecta contribuyeron en el desarrollo del trabajo y/o

en mi desarrollo académico y profesional.



10.

11

12.

13.

14.

Indice

Resumen
Abstract
Introduccion
La aritmética y el algebra, un posible continuo en el aprendizaje de las matematicas
4.1. Dificultades reportadas en el aprendizaje del algebra: etapa pre algebraica
4.1.1. Las letras y sus mdltiples significados en matematicas
4.1.2. El signo de igualdad: relaciéon de operacion o equivalencia
Desarrollo del pensamiento algebraico: el continuo entre la aritmética y el algebra
Hacia una propuesta de desarrollo del Pensamiento Algebraico
Analisis de problemas como via para la promocién del Pensamiento Algebraico (PA)

Pensamiento Algebraico: Cuerpo empirico

10

12

14

17

21

25

8.1. Aritmética Generalizada (AG) o Construir generalizacion a partir del razonamiento aritmético

y cuantitativo
8.2. Generalizar hacia la idea de funcién o Pensamiento Funcional
8.3. Una propuesta integradora
Modelar como una actividad algebraica
Breves notas criticas sobre las investigaciones presentadas
La representacién: constructo esencial en el proceso cognitivo
11.1.Representacién externa como herramienta de mediacién
Justificacién y objetivo
Método

Seleccién de datos

27

33

37

39

40

42

44

48

50

64



14.1.Medidas 64

15. Analisis de datos 65
16. Resultados 66
16.1.Desempefio grupal global 67
16.1.1. Desempefio grupal por eje algebraico 68

16.1.2. Desempefio por tipo de problema 69

16.2. Transicion de la representacion externa en la solucion de problemas: taxonomia de anélisis
71

16.2.1. Transiciéon de la representacion externa en la solucién del problema: analisis
cuantitativo grupal 80
16.3.Desempefio individual 84
16.3.1. Transicién individual de la representacién externa en la solucién de problemas 91

16.3.2. Andlisis cualitativo de las representaciones externas en funcién de la taxonomia de

analisis 93

16.4.Sintesis de los resultados 135
16.4.1. Resultados estadisticamente significativos 135

16.4.2. Principales resultados cualitativos 136

17. Anélisis de resultados 139
18. Discusion 142
18.1.Desempefio del grupo ante el gje aritmética generalizada (AG) 144
18.2.Desempefio de los participantes en el algebraico pensamiento funcional (PF) 147
18.3.Sobre la concepcién de igualdad 149

18.4.Respecto al uso y concepcién de literales 151



18.5.Sobre la identificacién de las relaciones implicadas en los problemas 154

18.6.El papel de las representaciones externas en el anélisis y comprensién de los problemas

155

18.7 Tareas pendientes 159
18.8.Implicaciones tedricas 161
18.9.Implicaciones educativas 163
18.10. Consideraciones finales 166

19. Referencias 168

20. Anexos 178



1. Resumen

La presente tesis sostiene que el proceso de educaciéon y aprendizaje de las matematicas
presenta dificultades tanto en la comprension de los conceptos y procedimientos como en la relacién
de estos dentro de las diferentes areas de las matematicas. Se sefiala que dichas dificultades atienden
a la segmentacion disciplinar que actualmente se sigue en los contenidos disciplinares, asi como en la
practica misma que se lleva a cabo dentro de las aulas, aspecto que desarrolla formas de pensamiento
estereotipadas y carentes de comprension. Se argumenta que dadas tales practicas y ruptura al interior
de la disciplina el proceso de ensefianza y aprendizaje puede ser abordado como un proceso inclusivo
que haga explicita la continuidad entre los conceptos y procedimientos matematicos a lo largo de toda
la educacién matematica formal. Con base en lo anterior, y a partir de la propuesta de la promocion del
Pensamiento Algebraico (PA) se presenta un estudio que pretende identificar condiciones promotoras
en el desarrollo de tal comportamiento.

El estudio evalué el efecto de una secuencia instruccional denominada propuesta Psico-
Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA) sobre el desempefio y la
representacion externa que muestra un grupo de estudiantes de tercer grado de primaria al resolver
problemas de diferentes ejes algebraicos a lo largo del estudio. El grupo de tercer grado de primaria
estuvo conformado por veintisiete estudiantes (18 mujeres, M = 8.5). Se utiliz6 un disefio A— B — A
(pretest - post test) con metodologia mixta. Los resultados sugieren cuatro principales efectos. a) Hay
un efecto positivo de la PPEPPA sobre el desempefio efectivo del grupo y sus representaciones; b) hay
un desempefio diferencial ante cada uno de los ejes algebraicos trabajados y evaluados, en lo que a
desempefio y representacion externa elaborada refiere; ¢) la representacion externa elaborada por los
estudiantes del grupo es una herramienta viva y dindmica, la cual permite pensar sobre el problema, al

mismo tiempo que modifica el pensamiento mismo, y d) las representaciones externas,



psicolégicamente hablando, pueden ser diferenciadas por la complejidad que cada una de ellas muestra,
considerando los elementos que las componen, aspecto que permite analizar de manera diferencial el
proceso de comprensién en la solucién de problemas matematicos de diferente complejidad. Los
hallazgos se discuten en torno a: i) los beneficios que muestra el disefio instruccional sobre la
promocion del PA, y ii) las diferencias entre el anélisis de las representaciones externas y los elementos
que las conforman.

Palabras clave: Algebra temprana, aritmética generalizada, pensamiento funcional,

representacion externa, solucién de problemas.



2. Abstract

The present thesis holds that the process of teaching and learning mathematics shows
difficulties. Some difficulties are with the concepts and procedure comprehension, while other
difficulties are in mathematics itself because of the lack of thematic continuity. Also, those difficulties
belong to disciplinary segmentation and the actual practices themselves inside the classroom. Both
reasons develop stereotyped thinking and obstruct mathematical comprehension. The thesis argues
that one way to confront the difficulties could be by an inclusive process of teaching and learning
mathematics. This inclusive process should explicit the continuity of mathematical processes and
procedures, throughout all educational levels. Based on the previous observation and considering, the
arguments from the area called early algebra (promoting algebraic thinking), this thesis presents a
study that pretends to identify conditions that promote the development of algebraic thinking,

The study evaluated the effect of an instructional sequence called Psychoeducational proposal
in Promotion of Algebraic Thinking (PPEPPA, given by the Spanish name) over the performance and
the external representation that a third-grade group of elementary school students shows while
solving different mathematical problems. This third-grade group of elementary school students had
twenty-seven students (18 female, M = 85). The study used an A — B — A design (pre-test — post-
test) with mixed methodology. The results suggest four main effects: a) there exist a positive effect
of the PPEPPA over the group’s effective performance and its representation; b) the group shows a
different performance according to each algebraic strand (including solution and external
representation of the mathematics problems); ¢) the external representation, made by the students of
the group, is a dynamic and living tool, it allowed them to think about the problem, and also, modify
the thinking itself during the solution process; and d) the external representation, psychologically

speaking, can be classified considering the elements present in it, this aspect allows differentiation it



in terms of complexity.

The findings are discussed around two general points: i) the benefits that the instructional
sequence shows over the algebraic thinking's promotion, and ii) the differences between the external
representation’s analysis and their elements.

Keywords: Early algebra, arithmetic generalization, functional thinking, external

representation, word-problem solution.



3. Introduccion

La educacién, es el proceso mediante el cual una sociedad reproduce su cultura, en el sentido
méas amplio del término, a través de diversas instituciones algunas formalmente establecidas para este
propdsito y otras que lo hacen de manera informal, pero que no por ello son menos eficaces. La escuela,
constituye en nuestros dias la institucién educativa por excelencia, y sus funciones primordiales,
aunqgue no Unicas, tienen que ver con la capacitacién de los individuos para su insercién en los distintos
niveles de la compleja estructura social de la division del trabajo. La educacién escolarizada, entendida
como capacitacion en el sentido mas amplio, cubre un variado espectro que va desde la preparacion
para la alfabetizacion y el desarrollo motriz (el jardin de nifios y el prescolar), hasta la formacion de
investigadores y técnicos altamente especializados (los postgrados universitarios). El pretender
ensefiar a grupos numerosos, y formar individuos criticos y creativos, actualmente es un mito. Para
corroborarlo basta echar un vistazo a la condicién actual de nuestras instituciones educativas y a los
desempefios de nuestros estudiantes.

En el ambito de la educacién la psicologia puede aportar modelos y principios para plantear y
sistematizar las diferentes interacciones que se presentan entre todos los factores que conforman el
proceso educativo, con el propésito de cumplir los objetivos institucionales planteados (Bernal, 2005).
Dentro del proceso educativo, el desarrollo psicolégico es de suma importancia ya que es el predictor
de cambio. El desarrollo psicolégico puede ser entendido como el cambio longitudinal de la socializacién
del individuo biolégico mediante y en la forma del lenguaje, en este sentido, tiene lugar como la
aceptacién y el ajuste progresivamente diferenciado del nifio a una forma de vida articulada
linglisticamente.

De manera particular, en este trabajo nos ocupamos de la educacién matematica. Las

matematicas, de manera general, son consideradas como la ciencia de la estructura, orden y relacién



que se ha desarrollado a partir de las practicas elementales de conteo, medicién y descripcién de las
formas de los objetos. Tiene que ver con el razonamiento légico y cuantitativo de calculo (Enciclopedia
Britanica); de esta forma cuenta con un conjunto de conocimientos con caracteristicas propias y
relaciones especificas, las cuales posibilitan determinadas relaciones entre sus simbolos generando
distintos tipos de sistemas de notacién simbdélica.

Actualmente, las matematicas junto con la lectoescritura constituyen los aprendizajes bésicos
necesario que todo estudiante necesita aprender desde los primeros afios escolares. Estos
conocimientos y habilidades son necesarios para la adquisicion y ampliacion de los subsecuentes.

La educacion matemética en México enfrenta dos retos, el primero demanda una mejora en la
preparacion de los estudiantes, o lo que es lo mismo, que los estudiantes comprendan (conocer) y
apliquen (saber) los conocimientos y habilidades adquiridos en esta disciplina a diferentes situaciones
problema; el segundo reto, demanda elevar el logro académico, medido por el desempefio, de todos los
estudiantes. Sin embargo, los resultados de pruebas internacionales y nacionales coinciden en que los
estudiantes presentan grandes dificultades al enfrentarse a actividades pertenecientes a este dominio
disciplinar (PISA, 2013; NAEP, 2015). Tres pruebas estandarizadas e independientes entre si (PISA,
2013; TERCE, 2013 y EXCALE, 2013) coinciden en que un porcentaje importante de estudiantes no
cuentan con un buen desempefio académico en este &mbito, lo cual se agudiza en la secundaria.

Ante este panorama, la Secretaria de Educacion Puablica (2011) planteé que la ensefianza de
las matematicas deberia estar ligada a situaciones de la vida cotidiana; con esto los problemas fueron
subordinados a contextos cotidianos con el fin de hacerlos significativos para los nifios. Esta medida
se llegd a interpretar como aprender rutinas para resolver problemas referidos a situaciones puntuales
y, con frecuencia, con razonamientos simples. El resultado de esta practica fue que los estudiantes

memorizan un conjunto reducido de pasos para llegar a una solucién de problemas que siguen un



patrén facilmente identificable, sin que se medie la comprensién de las relaciones implicadas en el
problema, practica que frecuentemente los lleva al fracaso. Con esto, la practica de las matematicas,
dentro de las aulas mexicanas, se ha ido alejado de la promocion del pensamiento critico, relacional y
analitico.

Si se considera que el aprendizaje es un cambio comportamental producido por la experiencia
que tiene el individuo y que éste guarda una relaciéon con el cumplimiento de criterios convencionales
de logros, podemos evaluar el aprendizaje estableciendo el grado en el que su desempefio se modifica
y ajusta a las condiciones de la tarea, asi como determinar si dicho cambio se ajusta o no a la convencién
matematica que se estudia. En este sentido y considerando la problemética actual del proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, el presente trabajo plantea una propuesta de alternativa
dentro del actual proceso de ensefianza y aprendizaje. Dicha propuesta se sustenta en la promocion
del Pensamiento Algebraico (PA) desde el inicio de la educacion formal (la propuesta es detallada en
las secciones subsecuentes), para ello se planteé el objetivo de evaluar el efecto de una secuencia
instruccional denominada propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico
(PPEPPA) enfocada en los ejes algebraicos Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional
(PF) sobre el desempefio y las representaciones externas de un grupo de estudiantes de tercer grado
de primaria al comprender y solucionar diferentes problemas matemaéticos. Se espera que la actual
propuesta dibuje una nueva brecha para desarrollar los conocimientos y habilidades matemaéticas de

una forma profunda, integradora y eficiente a lo largo de los diferentes niveles educativos.



4. Laaritmética y el dlgebra, un posible continuo en el aprendizaje de las matemdaticas

Analizando la practica educativa en los dos primeros niveles que componen la educacién béasica
(preescolar y primaria), se observa que la ensefianza pone especial énfasis en que los nifios aprendan
los principios y procedimientos aritméticos (ver Secretaria de Educacion Pdblica, 2017). La aritmética
tiene como objeto de estudio los nimeros y sus operaciones bésicas; los cuales derivan de un sistema
l6gico correspondiente a la teoria de los nimeros y a todos los métodos de demostracion
efectivamente usados en esa teoria (Mateos, 1989; Runes, 1981). Tradicionalmente se ha supuesto
que la aritmética es fundamental para el desarrollo de otros conocimientos matematicos, como puede
ser el &lgebra y la geometria, de este punto de vista la aritmética se considera el pilar de las
matematicas (Skemp, 1999).

Al iniciar la secundaria, aproximadamente a los doce afios y de acuerdo con los planes y
programas de educacién en México (ver Secretaria de Educacién Publica, 2017), el estudiante es
adentrado en las nociones, formas y conceptos del &lgebra. El dlgebra se centra en el trabajo con
variables; en la solucién de ecuaciones lineales y cuadréticas, incluyendo la capacidad de describir las
relaciones y los procedimientos para resolver los problemas de manera general; en la formacién y
funcionamiento de expresiones polinémicas y racionales; en la representacién de los problemas
verbales con expresiones algebraicas que contienen variables y aspectos desconocidos; en la
comprension y descripcién del pensamiento funcional y el modelado como una actividad algebraica
(Carraher y Schliemann, 2007; Encyclopedia of Mathematics Education, 2014; Freudenthal, 1977;
Kaput, 2008; Lins y Kaput, 2004). Todos esos conocimientos algebraicos permiten la generalizacion y
la expresion de las generalizaciones en sistemas de simbolos, asi como, el dominio progresivo de las

reglas y principios.



Tradicionalmente, se ha supuesto que, en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, los estudiantes deben aprender primero la aritmética y posteriormente el &lgebra. Este
supuesto se basa en dos grandes argumentos. El primer argumento se sustenta en el desarrollo
historico de las matematicas mismas, esto es, dentro del desarrollo histdrico de las matematicas la
aritmética surge antes que el algebra, por ello, los estudiantes deben aprender primero aritmética y
después algebra; dentro de esta visién la aritmética tiene su fin al concluir la primaria, mientras que el
inicio del algebra se da en el primer afio de secundaria. El segundo argumento surge de una
interpretacion sesgada de la teoria psicogenética, la cual establecié que los estudiantes de primaria
tienen ciertas restricciones cognitivas que impiden entender los conceptos, las relaciones y las
estructuras que demanda el algebra, por ello se debe esperar hasta los doce afios para que el
pensamiento formal se alcance. Este argumento cobré fuerza con las primeras investigaciones
realizadas en el area, las cuales se enfocaron en analizar las dificultades que muestran los estudiantes
sobre el entendimiento del algebra (Carraher, Schliemann y Brizuela, 2001; Carraher, Schliemann,

Brizuela y Earnest, 2006; Kieran, 2004; Lins y Kaput, 2004).

4.1. Dificultades reportadas en el aprendizaje del dlgebra: etapa pre algebraica

Las primeras investigaciones que se realizaron encaminadas a analizar el proceso de
aprendizaje del élgebra se enfocaron en la comprensién que muestran los estudiantes de secundaria,
justo al tener su primer contacto con el algebra. Esta &rea de investigacién se denomina pre-dlgebra
(Carraher y Schliemann y Schwartz, 2008; Lins y Kaput, 2004).

La investigacion en pre-dlgebra tuvo su mayor desarrollo durante las décadas de 1980 y 1990.

Su principal interés estuvo dirigido a tratar de mejorar la educacién algebraica mediante la comprensién
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de los errores u omisiones que los estudiantes mostraban, ya sea por el tipo de ensefianza recibida o
por restricciones en su desarrollo cognitivo (Lins y Kaput, 2004). A continuacién, se presentan
Gnicamente dos errores reportados en dicha literatura. La razén de Gnicamente presentar los errores
mostrados con la comprensién de literales, asi como con el signo de igualdad es que dichos conceptos
son el foco de toda la presente investigacion, razén por la cual seran retomados dentro de los objetivos

y resultados de la presente investigacion.

4.1.1. Las letras y sus mdltiples significados en mateméaticas

Dado que el algebra se centra en la comprensién y manipulacién de cantidades desconocidas,
variables, covariables y funcionales, requiere hacer uso de elementos alfanuméricos para denotar dichos
conceptos. En este sentido, las letras (/iterales) forman parte de las expresiones algebraicas. Sirven
para denotar diferentes cantidades, valores o relaciones.

En el transito de la aritmética al &lgebra, los estudiantes deben aceptar que las /iterales no son
exclusivas del lenguaje escrito y hablado, por el contrario, éstas se retoman en diferentes disciplinas.

Para el caso especifico de las matematicas, las /iterales forman parte de las estructuras matematicas y

de los conceptos mismos. Al iniciar con los estudios de é&lgebra, los estudiantes deben cambiar el
significado que hasta ahora tienen de las /iterales en el &mbito matemético. Para ellos, las /iterales
aluden al nombre del concepto especifico, por ejemplo, la “a”significa area y la “p” perimetro, en este
sentido, las letras con las que ellos trabajan son una mera abreviatura del concepto con el cual se
trabaja.

A lo largo del aprendizaje y dominio del algebra, los estudiantes deben comprender que el

concepto de /iteral no es estético, por el contrario, este concepto es completamente dinamico, de aqui
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que entender, usar y dominar los diferentes roles que puede llegar a tener (i.e. incognita, variable,
ndmero generalizado) demanda la flexibilidad de pensamiento.

El aprendizaje del algebra, la comprension y el tratamiento de /iterales, requiere que los
estudiantes dejen de considerar que éstas representan una cosa, un aspecto concreto o un concepto
matematico especifico (Enfedaque, 1990; Filloy y Rojano, 1989; Flores y Castellanos, 2011; Ursini,
1999, 2001; Ursini, Escarefio, Montes y Trigueros, 2008). Al respecto, Kieran (1992) y Kieran y Filloy
(1989) menciona que las dificultades que presentan los estudiantes de secundaria en la comprension
de las /iterales pueden atribuirse a que no son ensefiadas en contextos que permitan ser dotadas de
diferentes significados.

Gonzalez y Diez (2002) sefialan que la manipulacion y el célculo de las /iterales demandan un
gran nuimero de conocimientos, dentro de los cuales se encuentra el conocimiento sintactico del
algebra, es decir, el conocimiento de las reglas formales de manipulacién. La manipulaciéon de letras
implica un cambio en las convenciones usadas hasta ese momento por los estudiantes, lo que les
demanda la comprensién de nuevas reglas, nuevas actividades y nuevos conceptos, aspectos que
complejizan atn mas el aprendizaje y dominio del algebra.

Los significados que los estudiantes de secundaria llegan a dar a las /iterales (Enfedaque, 1990;
Flores y Castellanos, 2011; Palarea, 1999; Palarea y Socas, 1994; Stacey y MacGregor, 2000; Ursini y

Trigueros, 2006) se pueden agrupar en las siguientes cinco categorias:

a. Literal omitida. La /iteral que acompafia a los ndmeros en un problema dado
no se dota de ningln significado y se excluye de la relacién matemaética implicada en el

problema. La /itera/ inicamente se escribe.
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b. Literal como cosa. Los estudiantes consideran que las literales con las que
estan trabajando son la abreviatura o la letra inicial de un objeto, cosa o procedimiento
especifico.

c Literal como valor especifico. Los estudiantes al ver una literal, le asignan un
valor tnico y especifico. Este es elegido de forma arbitraria y con él se realizan las actividades

o manipulaciones explicitadas en el problema.

Estos tres significados se alejan de los diferentes roles que pueden adoptar las literales dentro
de una expresion o problema matematico. Los cuales son: a) La literal se concibe como un nimero
especifico y Unico, el cual se puede localizar al realizar algunas operaciones, a esto se le denomina
incognita. b) La literal es vista como un rango de valores inespecificos, considerando la existencia de
una relacién sistematica entre dos conjuntos de valores, a esto se le denomina literal como variable. ¢)
Cuando se otorgan diferentes valores a la literal en funcién de las relaciones implicadas en la situacién,

se concibe a la literal como ndimero generalizado.

4.1.2. El signo de igualdad: relacion de operacion o equivalencia

Otro gran problema en el proceso de ensefianza y aprendizaje que se reporta en la literatura
de Pre-algebra es la comprension y significacién que se da al signo de igualdad. E| signo de jgualdad es
un concepto importante dentro de las mateméticas, éste participa tanto de las relaciones aritméticas
como de las algebraicas. De aqui la relevancia de concebirlo de la manera méas amplia y generalizable

posible.
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Como ya se menciond, la ensefianza de la aritmética en la primaria suele acentuar el carécter
operador de las expresiones matematicas y por ende del signo de jgualdad. Cuando el algoritmo se
presenta de forma vertical no se explicita qué elemento de todos los que componen el algoritmo es el
signo de igualdad, mucho menos se explicita la relacion que se establece entre los dos miembros del
algoritmo — expresiéon matematica -. Los estudiantes aprenden explicita o implicitamente que hay que
realizar la operacion con los elementos que componen el algoritmo, asi como las reglas de accién de
cada algoritmo, dentro de estos aprendizajes se encuentra colocar el resultado obtenido debajo de la
linea que separa los elementos a operar del resultado obtenido. Este procedimiento se repite cuando
se trabaja de forma horizontal las diferentes operaciones mateméticas. Esta practica lleva a la
comprension limitada, tanto del algoritmo como del signo de jgualdad La comprensién limitada del
signo de igualdad no es funcional ante los conceptos y procesos para el estudio posterior del algebra.
Ya que, al iniciar con sus estudios del algebra, el estudiante necesita comprender que el sjgno de
igualdadsignifica una relacién de equivalencia entre dos relaciones matematicas (Filloy y Rojano, 1989;
Kieran, 1981, 1992; Kieran y Filloy, 1989; Molina, 2009).

Las dificultades conceptuales y operacionales que los estudiantes de secundaria muestran al
iniciar sus estudios del g/gebra, son producto de una ruptura epistemolégica entre la aritmética y el
algebra, pero también de las formas de ensefianza que hasta hoy dia se mantienen vigentes. La
evidencia reportada muestra que existe una oposicién entre la ensefianza de la aritmética, la cual se
mantiene ligada a los aspectos concretos, particulares y Unicos, y la ensefianza del algebra, la cual se
centra en patrones y generalidades. Los resultados obtenidos de las diferentes investigaciones sugieren
una falta de incorporacién gradual e integral de los conceptos, conocimiento y procedimientos

matematico.
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Esta concepcién segmentada de los contenidos mateméaticos promueve en los estudiantes
constantes y diferentes obstaculos cognitivos. Esto es, los estudiantes adquieren cierto conocimiento
dentro de un dominio matematico especifico, dicho conocimiento es efectivo dentro del dominio lo que
lleva a su consolidaciéon y mantenimiento. Sin embargo, cuando ese conocimiento es utilizado fuera del
dominio o contexto donde fue adquirido lleva a respuestas inadecuadas y/o incorrectas. En este
sentido, los obstéculos cognitivos son productos de la experiencia previa que tienen los estudiantes,
asi como, de su procesamiento interno (Palarea y Socas, 1994). El enfrentamiento constante a
obstaculos cognitivos dificulta y complejiza el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

En resumen, la evidencia mostrada sugiere la necesidad de repensar y modificar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas en toda la educacién formal, resaltando la urgencia de

pensar cOmo relacionar la aritmética y el &lgebra dentro del continuo educativo.

5. Desarrollo del Pensamiento Algebraico: el continuo entre /a aritmética v el dlgebra

Con base en la informacién proporcionada por las investigaciones en el periodo denominado
“Pre dlgebra’ (Enfedaque, 1990; Filloy y Rojano, 1989; Flores y Castellanos, 2011; Gonzélez y Diez,
2002; Kieran, 1981, 1992; Kieran y Filloy, 1989; Molina, 2005, 2009; Palarea, 1999; Palarea y Socas,
1994; Pinson y Gallardo, 2000; Schliemann, Carraher y Brizuela, 2011; Ursini, et al, 2008) se puede
sostener que los fracasos de los estudiantes de educacién basica, tanto primaria como secundaria, se
deben a tres principales aspectos.

Primer aspecto: la ensefianza matematica segmenta el contenido matematico aritmético y
algebraico, generando obstaculos cognitivos e incongruencia entre los conceptos, elementos vy

procedimientos matemaéticos.
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Segundo aspecto: la ensefianza que se brinda en los primeros afios de educacién formal pone
especial énfasis en el caracter operacional — computacional — de las matematicas, aspecto que
interfiere con la comprension de los conceptos y procedimientos requeridos en el proceso de ensefianza
y aprendizaje del dlgebra en la secundaria.

Tercero y Gltimo aspecto: la actual ensefianza promueve una comprensién limitada, aislada y
superficial de las matematicas, lo que imposibilita verlas como un cuerpo poderoso de andlisis, reflexion

y aplicacion.

De aqui que esos tres aspectos dificulten y limiten el aprendizaje y dominio completo de las
matematicas.

Las dificultades que se han observado y analizadas en los estudiantes de secundaria junto con
sus bajos desempefios han llevado a organizaciones y gobiernos (ver, por ejemplo, Cai y Knuth, 2011)
a tratar de relacionar los contenidos aritméticos y algebraicos en todos los niveles de educacién formal.
Al respecto, el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM, por sus siglas en inglés)
(2000) definié y recomendé una visién longitudinal de la ensefianza de las matematicas teniendo como
eje rector al algebra. EI NCTM sefialé que el algebra puede brindar la oportunidad de promover
diferentes habilidades matemaéticas y de pensamiento si ésta se introduce como el eje rector en todos
los niveles educativos. Kieran (2004) en concordancia con el NCTM (2000) sefialé que ver el algebra
como eje conductor en el plan de estudios de educacién bésica, puede ayudar a los estudiantes a
construir una base sélida y profunda de conocimiento y experiencia para llegar a la comprensién y uso
del &lgebra formal.

Al respecto, Kaput (2000, 2008) expone cuatro razones para establecer el algebra como el gje

rector de la ensefianza y el aprendizaje de las matemaéticas durante toda la educacién formal.



16

e La primera razén sefiala que aprender principios y nociones algebraicas agregaria
coherencia, profundidad y poder a los conocimientos matematicos.

e La segunda razén sefiala que ensefiar matematicas desde este enfoque mejoraria y/o
eliminaria la falta de continuidad entre los conocimientos matematicos, aspecto
curricular méas perjudicial de la ensefianza de las matemaéticas.

e La tercera razén es brindar y generalizar el acceso a las ideas algebraicas de gran
alcance, lo cual potencia la comprensién y aplicacién de las matematicas en todos los
niveles educativos.

e lacuartay Gltima razén es fortalecer institucionalmente, el curriculo de primaria para
promover aprendizajes que se necesitan en el nivel secundario y superior, ampliando

con ello las oportunidades educativas de los nifios.

Para delimitar y guiar el establecimiento del dlgebra como eje rector del proceso de ensefianza
y aprendizaje de toda la educacién formal, Kaput (2008), realiza un anélisis entre el Pensamiento
Algebraico (PA) y el Algebra propiamente dicho. Sefiala que el algebra es un artefacto cultural
escolarizado, el cual esta incrustado en el sistema de educacién, mientras que el PA es toda la actividad
humana que se realiza con y entorno con el algebra (formas de hacer, pensar y hablar). Una vez
delimitado cémo se entiende el Pensamiento Algebraico (PA), Kaput sefiala que éste se compone de
dos aspectos centrales (A 'y B) los cuales deben ser contemplados en todas las propuestas que

pretenden desarrollar el PA en toda la ensefianza formal de las matematicas. En las lineas que siguen

se describen de manera sintética.

. El aspecto central A es la generalizacién y la expresién de las
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generalizaciones en sistemas de simbolos. La operacién con dichos sistemas de
simbolos se debe ir ajustando a las convenciones formales, en otras palabras, el
aspecto central A refiere a la generalizacion del uso de simbolos llegando a conocer
las reglas para relacionarlos entre si (aspecto central B).

. El aspecto central B es el aspecto sintactico, el cual debe guiar las
acciones de los simbolos dentro del sistema de organizacién. Este aspecto refiere al
dominio progresivo de las reglas y principios que rigen la formacion y tratamiento de

los sistemas de simbolos.

6. Hacia una propuesta de desarrollo del Pensamiento Algebraico

Las primeras ideas sobre el desarrollo del Pensamiento Algebraico (PA) surgen en la Unién
Soviética con Davydov (1966, 1995). Sus ideas son retomadas y desarrolladas por Freudenthal en los
paises bajos (1962, 1974, citado en Lins y Kaput, 2004). Ambos autores sefialaron que es importante
la promocién del Pensamiento Algebraico (PA) en estudiantes de grados escolares elementales, ya que
ello fomenta la generalidad en el pensamiento. Ambos autores sostuvieron que si se ofrece a los
estudiantes diferentes herramientas culturales apropiadas (i.e. diagramas y anotaciones) pueden
comprender y solucionar problemas que tradicionalmente se habia supuesto que son para estudiantes
con un mayor desarrollo biolégico y cognitivo.

Los planteamientos que Davydov y Freudenthal desarrollaron sobre la promocion del PA se
pueden alinear con las ideas del NCTM (2000) y las de Kaput (2000, 2008), de esta esta forma se
puede decir que la promocién del PA plantea la integracion del algebra como hilo rector de toda la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas. El PA considera que diferentes formas de establecer
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relaciones pertenecientes al ambito algebraico pueden guardar una estrecha relacién con la ensefianza
y el aprendizaje de la aritmética; esta relaciéon puede favorecer en los estudiantes el desarrollo
conceptual ante situaciones matematicas cada vez mas complejas desde edades muy tempranas
(Blanton y Kaput, 2005). En términos generales, la propuesta de desarrollo del PA propone algebraizar
el curriculum de la escuela primaria con la finalidad de que el glgebra promueva la comprensién integral
y profunda de las matematicas. Promover en la educaciéon primaria la ensefianza y el aprendizaje del
algebra permite no sélo la bldsqueda de un resultado, sino también la comprensién de las relaciones
entre conceptos y principios matematicos, aspectos que permiten transitar de lo particular y concreto
a lo relacional y general. En Gltima instancia, se contribuira a eliminar las dificultades, que actualmente
presentan los estudiantes de secundaria al iniciar sus estudios algebraicos (Carraher y Schliemann,
2007), asi como la generacién de obstaculos cognitivos.

Pensar y ensefiar matematicas teniendo presente en todo momento la promocién del PA
permitiria que tanto los docentes como los estudiantes aprecien que las mateméticas no son una
colecciéon fragmentada de bloques de contenido y conocimientos, por el contrario, son un campo
integrado de contenidos y conocimientos, los cuales se relacionan y complementan entre si (Alsina,
2012). Con la finalidad de guiar el proceso de integracion del PA en toda la educacion formal, Kaput
(2008) desglosé tres diferentes ejes algebraicos (strands) con base en los cuales se pueden generar
actividades o vincular el conocimiento matemético. Dichos ejes algebraicos son: construir
generalizaciones a partir del razonamiento aritmético y cuantitativo (building generalizations from
arithmetic and quantitative reasoning); generalizar hacia la idea de funcién (generalizing toward the
idea of function) y; modelar como una actividad algebraica (modeling as an algebraic activity). Cabe
mencionar que los tres ejes algebraicos contemplan los dos aspectos centrales descritos en la seccién

anterior. A continuacion, se describe cada uno.
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Primer eje, construir generalizaciones a partir del razonamiento aritmético y cuantitativo se
refiere a construir generalizaciones a partir del razonamiento aritmético y cuantitativo. Este eje incluye
la generalizacion de las operaciones aritméticas y sus propiedades, asi como el razonamiento sobre las
relaciones mas generales y sus formas (por ejemplo, propiedades de cero, conmutatividad, relaciones
inversas, etc.). También, incluye la construccién de generalizaciones sobre propiedades particulares
numeéricas o relaciones, asi como la blsqueda de regularidades y expresiones que las representen.
Finalmente, incluye la construccién del aspecto sintactico del algebra, asi como la promocion de la idea
basica de que una expresién puede ser sustituida por una expresion equivalente. Este eje, enfatiza mirar
las expresiones aritméticas de forma diferente en cuanto a su forma y no en términos de su valor
cuantificable.

Segundo eje, generalizar la idea de funcion. Implica la generalizacion de una clase particular de
relacién matemaética, donde a partir de la idea de funcién, la generalizacién puede expresar la variacién
sistematica de instancias a través de algunos dominios. El aspecto sintactico del algebra se da al
contrastar la expresién que denotan regularidades con diferentes expresiones de un mismo patrén
para determinar si son equivalentes o determinar cuando las funciones adquieren valores particulares.
Incluyen, por ejemplo, los diversos tipos de cambio.

Tercer eje, modelar como una actividad algebraica. Este eje se divide en tres diferentes tipos
de modelados de la funcién. Un primer tipo corresponde al modelado de un nidmero o cantidad
especifica, sin pretensién de modelar una clase general de situaciones, por ejemplo, un problema
aritmético. Por lo general, este modelado toma la forma de una ecuacién, que puede requerir el uso del
aspecto sintactico de &lgebra para dar una solucién donde la variable es considerada como una
incégnita. El segundo tipo de modelado utiliza el primer aspecto central de la generalizacién y la

expresion de los patrones y regularidades en situaciones o fenémenos, ya sea fuera de las matemaéticas
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o dentro de las matematicas (i.e. patrones geométricos); la generalizacién toma la forma de uso de una
0 mas variables que pueden expresar una funcién o una clase de funciones. Por supuesto, el trabajo
con este tipo de expresiones implica el aspecto sintactico de algebra. Un tercer tipo de modelizacion
algebraica consiste en generalizar a partir de soluciones a situaciones de modelado de respuesta Unica
(i.e. problemas aritméticos puros que no requieren maniobras algebraicas como los problemas

aritméticos de combinacion).

Los tres ejes algebraicos propuestos por Kaput (2008) para guiar la promocién del PA son
retomados y detallados por Blanton, Stephens, Knuth, Murphy y Kim (2015), ellos proponen cinco
grandes ideas para desarrollar y aplicar diferentes practicas algebraicas en todos los niveles educativos.

La primera gran idea es Fquivalencia, Expresiones, Ecuaciones y Desigualdades que enfatiza la
comprensién del signo de igualdad y el razonamiento con expresiones y ecuaciones en su forma
simbdlica.

La segunda gran idea es Aritmética Generalizada (AG), la cual habla de la generalizacion de
relaciones aritméticas, incluidas las propiedades fundamentales del ndmero y operaciones, asi como
del razonamiento sobre la estructura de expresiones aritméticas.

La tercer gran idea es el Pensamiento Funcional (PF) el cual pone en juego relaciones entre
cantidades generalizadas que covarian, asi como el razonamiento a través del lenguaje natural y la
notacién algebraica.

La cuarta gran idea es la Variable, ésta implica el uso de la notacién simbédlica como
herramienta linglistica para representar ideas matematicas de manera sucinta, lo cual incluye los
diferentes roles de los ndmeros.

La quinta y dltima gran idea es el Razonamiento Proporcional el cual demanda relacionar una
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o dos cantidades generalizadas entre las que la proporcién de una cantidad a la otra es invariante.

Estos dos esfuerzos por orientar la practica matematica y el desarrollo de actividades que
promuevan el desarrollo del Pensamiento Algebraico (PA) desde los primeros afios de educacion
formal, permiten delimitar y explicar diferentes areas a trabajar en todos los niveles educativos.

En linea con los tres ejes algebraicos propuestos por Kaput (2008) y las cinco grandes ideas
descritas por Blanton, et al. (2015), el NCTM (2000) sefiala que los estudiantes de primaria deben
trabajar con ciertos temas que involucran contenido algebraico, dichos temas son: identificacion de
patrones, analisis de relaciones entre cantidades, diferentes formas de representacién de relaciones
matematicas, analisis de diferentes situaciones mateméticas, empleo de simbolos algebraicos,
comprension de las nociones de funcién, de nimero negativo y de procesos de generalizacion sobre las
propiedades de la aritmética.

Estos planteamientos, asi como la delimitacién del contenido algebraico han servido como base
para disefiar diferentes investigaciones empiricas con el objetivo comin de promover el desarrollo del

pensamiento algebraico.

7. Analisis de problemas como via para la promocion del Pensamiento Algebraico (PA)

La solucién de problemas es clave para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas pues da
un contexto social y cognoscitivo al empleo de los conocimientos, lo que fomenta en el estudiante la
aplicacion de las matematicas a las situaciones de la vida cotidiana (Alsina, 2012; Llanos, 2011). La
creatividad que se utilice para encontrar una solucién a una problematica planteada generara un

repertorio de acciones que el escolar podra utilizar posteriormente en situaciones novedosas. En la
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ensefianza matematica, la compresién y solucion de problemas es uno de los principales intereses pues
fomenta la capacidad de pensar mateméaticamente para explicar, predecir y modificar la realidad con el
comprender lo que pasa en ella, adicionalmente promueve el uso de habitos de razonamiento, el
desarrollo de la reflexion logica, el analisis y sintesis de elementos y situaciones.

La promocioén del Pensamiento Algebraico (PA) resulta una alternativa prometedora para el
aprendizaje de las matematicas y para el andlisis y solucién de problemas como medio para aprender y
utilizar el conocimiento matematico.

La comprensién que tenga del problema el estudiante lo llevarédn a optar por una u otra ruta
de accion. De acuerdo con Jitendra, Griffin, Haria, Leh, Adams y Kaduvettoor (2007), encontrar la
solucién correcta a un problema matematico implica poner en juego diferentes recursos cognitivos,
dentro de los cuales se destaca; comprender las sutilezas del lenguaje, identificar los datos
fundamentales de la situacién, traducir el problema a una representacién conceptual matematica
adecuada, elaborar y ejecutar un plan de solucién y llevar a cabo los calculos adecuados, verificando en
todo momento su pertinencia respecto al planteamiento original. El empleo de todos estos recursos
cognitivos puede implicar dificultades durante el proceso de comprensién y solucién del problema
matematico, llevando en algunos casos a la generacién de confusiones y/o soluciones equivocadas.

Al pensar alrededor de las relaciones implicadas en el problema, el estudiante puede desarrollar,
conforme a sus conocimientos, diferentes alternativas de solucién. Por ejemplo, en el problema
“Leonardo tenia 10 boligomas guardadas en su bolsa, cuando regresaba de la escuela se le cayeron 3.
Por la tarde, su hermana Andrea, sin que se diera cuenta Leonard, le quité 3. ;Cuéntas boligomas
perdi6 Leonardo?” Un estudiante podria restar 10 menos 3 y al resultado (7) restarle 3. Al resultado
obtenido de la segunda resta (4) restarlo del 10 original (10 - 4) para concluir que Leonardo perdié

seis boligomas. Un procedimiento distinto es sumar las boligomas perdidas (3 mas 3) para llegar al
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valor de boligomas que Leonardo perdié (6). Otro procedimiento que se puede realizar con la
informaciéon numérica proporcionada es sumar todos los nimeros mencionados en el problema (10 +
3 + 3), sin atender las relaciones implicadas entre cada una de ellas.

Aunqgue los dos primeros procedimientos que se describen llevan a la respuesta correcta, las
diferencias en la comprensién de las relaciones implicadas en el problema indican, por un lado, que el
lenguaje permite comprender una situacién de diferente forma, retomando para ello, diferentes
relaciones que se consideran relevantes, asi como la jerarquia que se otorga en la narracion del
problema o que el estudiante le asigna a cada relacién. Por otro lado, las diferencias indican que los
conocimientos matematicos del estudiante le llevan a enfocar su atencién en determinados aspectos
o relaciones enunciadas en la narrativa del problema. Ambos aspectos guardan relacién con lo sefialado
por Mason, Graham, Pimm y Gowar (1988) y Mason, et al. (1999) sobre las diferentes formas de ver
un problema. Estos autores sefialan que un problema se puede descomponer de diferente forma, lo
que generard diferentes comprensiones y diferentes representaciones, todas estas comprensiones
estan en funcién de los conocimientos que posee cada estudiante. Sin embargo, todas esas diferentes
formas de ver deben ser equivalentes entre si, es decir, aunque se comprenda con diferentes
conocimientos, se represente y solucione de diferente forma, si se comprendieron adecuadamente las
relaciones implicadas en el problema se llegara al mismo resultado correcto (ver el procedimiento 1y
2 del problema Leonardo descrito previamente). Si no se cuenta con conocimientos y herramientas
que contribuyan en este proceso, el analisis que realice el estudiante esta destinado al fracaso (ver el
Gltimo procedimiento presentado en el problema de Leonardo).

Como se aprecia, la identificacién de las relaciones implicadas en el problema es el cimiento en
el que el estudiante construird su comprensién. De aqui que resulta relevante la promocién del

Pensamiento Relacional (PR) en todos los niveles de educacion formal. Molina (2006) define este tipo
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de pensamiento como la actividad cognoscitiva de examinar integralmente las expresiones para
detectar relaciones entre ellas o entre sus términos para después utilizar dichas relaciones con una
intencionalidad, como lo puede ser resolver un problema, tomar una decisién o aprender mas sobre la
situacién o los conceptos involucrados.

En el contexto especifico de la solucién de un problema, en el presente trabajo se entiende el
Pensamiento Relacional (PR), como el proceso por el cual el estudiante identifica, al comprender y
buscar la solucién de un problema, los conceptos matematicos, asi como, sus relaciones que son parte
de la narrativa del problema, en este sentido, el texto del problema es entendido en virtud del
significado matematico que el estudiante le atribuye, lo cual requiere una interaccién constante entre
éste y el problema y en la que los procesos de asimilacion y acomodacion son clave. En este sentido, el
conocimiento matematico tiene un caracter dinamico y flexible durante toda la comprensién y solucién
del problema. Cuando un estudiante actla ante una situacién problematica, pone en practica su
conocimiento, al mismo tiempo lo confronta y lo ajusta en funcién de las relaciones y los resultados
que vaya obteniendo, este proceso lleva al estudiante a descartar o construir el conocimiento (Flores,
2002).

La identificacion de las relaciones fortalece la comprensién profunda de las matematicas, y por
consecuencia brinda la posibilidad de integrar los conocimientos en diferentes problemas, lo que en
Gltima instancia incrementa el éxito en su solucién. EI PR promueve un cambio de pensamiento
pasando de la solucién rutinaria de casos particulares y conocidos centrados en la aplicacién de una
operacién a establecer generalizaciones entre los aspectos del problema y entre los diferentes
problemas, centrandose en la identificacién de relaciones entre conceptos, principios y procedimientos

matematicos (Schliemann, Carraher, Brizuela, 2011).
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Promover desde la educacion primaria la identificacién y comprension de las relaciones
implicadas en los diferentes problemas puede resultar ventajoso para la solucién de problemas, que
como ya se menciond es una practica recurrente en la ensefianza de las matematicas. El PR se puede
promover de diferente forma. Una de ellas es trabajar con puras expresiones matematicas, cambiando
algunos de los miembros con la finalidad de centrar la atencién del estudiante en la estructura misma
presentada y en las afecciones que ésta esta sufriendo. Otra forma es introducir diferentes tipos de
representaciones de las mismas relaciones implicadas en un problema dado, de esta forma se busca
que los estudiantes identifiqguen que, sin importar el tipo de representacion, las relaciones que se
representan son las mismas. Una forma adicional de promover el PRes presentar y analizar problemas
matematicos de diferente complejidad desde edades tempranas esto lleva a que los nifios logren
diferenciar las relaciones importantes dentro de todo el contexto narrativo.

En las lineas que siguen se presentan diferentes investigaciones empiricas las cuales han
servido para dotar de evidencia la propuesta de la promocion del Pensamiento Algebraico (PA) desde

los primeros afios de educacién formal provista por Kaput (2008) y Blanton et al. (2015).

8. Pensamiento Algebraico: Cuerpo empirico

Desde hace aproximadamente quince afios, se han realizado investigaciones empiricas con
estudiantes de primaria. Dichas investigaciones han evaluado el desempefio que muestran los
estudiantes al comprender y solucionar actividades relacionadas con los tres ejes algebraicos
propuestos por Kaput (2000, 2008). Las principales metodologias empleadas en dichas investigaciones
son: entrevistas a estudiantes mientras resuelven un problema dado y analisis de episodios de clase

seleccionados por el investigador por el contenido.
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En el caso de las entrevistas, el problema es leido y resuelto por los estudiantes, se les explicita
gue en todo momento pueden realizar todas las anotaciones o representaciones que se consideren
necesarias para llegar a una solucién. Durante el trabajo del estudiante, el investigador va realizando
preguntas y dando ayudas graduadas que llevan a los investigadores a identificar el razonamiento y los
conocimientos que el estudiante estd poniendo en juego. Durante el desarrollo de la entrevista los
investigadores identifican y analizan las diferentes formas de compresion, los conocimientos implicados
y las diferentes estrategias que desarrolla al solucionar los problemas.

En el caso del andlisis de episodios de clase, los investigadores se centran en transcribir cada
una de las participaciones hechas durante el episodio, tanto de los investigadores como del o los
estudiantes involucrados. Posteriormente y con base en la informacién de las transcripciones, se
identifican los conocimientos, las diferentes formas de comprender el problema y las herramientas que
facilitan dicha comprensién.

El empleo de ambas metodologias permite analizar de forma individualizada lo que los
estudiantes pueden hacer en relacién con el contenido matematico que se presenta en cada problema.

Aunque las investigaciones parten del comdn denominador de promover el PA desde edades
tempranas, pueden ser diferenciadas por el eje algebraico al cual corresponde el contenido algebraico,
asf como, por el tipo de enseflanza que se brinda en la investigacién. De esta forma, algunas
investigaciones se centran en construir generalizaciones a partir del razonamiento aritmético y
cuantitativo (eje 1), otras en promover la idea y comprension de funcion (eje 2) y unas mas en el
modelado como una actividad algebraica (eje 3). Otra forma de diferenciar la investigacién empirica
que se ha realizado en el area consiste en atender el foco especifico de interés que persiguen cada una
de ellas, de esta forma se puede decir que algunas investigaciones estan enfocadas en analizar la

generalizacion, otras introducen el concepto de funcién y analizan el Pensamiento Funcional (PF), otras



27

méas se centran en analizar la concepcién de los nimeros negativos, mientras que otras incluyen el
anélisis de la identificacion de la estructura subyacente, asi como la introduccién del concepto de literal
como incognita y/o variable. Es importante recalcar que el Pensamiento Relacional (PR), como se
definié en la seccién previa estd inmerso en todos los ejes algebraicos propuestos por Kaput (2000,
2008), asi como en las cinco grandes ideas planteadas por Blanton et al. (2015).

La investigacion empirica que se presenta en las siguientes subsecciones se agrupa en funcién

del eje algebraico al cual corresponde el contenido matemético que se trabaja en las diferentes

actividades. Dicha clasificacion se realiza para fines meramente analiticos, pues en la practica todos
esos conocimientos se integran tanto al comprender como al representar y solucionar un determinado

problema.

8.1. Artmética Generalizada (AG) o Construir generalizacion a partir del razonamiento

aritmeético y cuantitativo

Dentro de las diferentes clasificaciones que se han generado para distinguir entre los

contenidos y conocimientos algebraicos que pueden formar parte del contenido aritmético, asi como

dentro de los temas que estipulé el NCTM (2000) se encuentra el andlisis de relaciones entre
cantidades. Fujii (2003) y Fujii y Stephens (2001) proponen incorporar el concepto de cuasi variable
para indicar la relacion matemética subyacente que es verdadera dentro de ciertos enunciados
numeéricos, por ejemplo: 78 + 49 - 49 = 78. Los autores sefialan que la relacién establecida en un
nimero se mantiene sin cambios, como se agregar y se resta lo mismo la relaciéon original no se

modifica. La intencién de los autores no se centra en introducir expresiones formales del tipo “a + b -

b = a", mas bien el foco del trabajo de Fujii y colaboradores es contribuir a que los estudiantes
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comprendan que esa relacion numérica es cierta dado que se agrega y se quita la misma cantidad, por
lo que la relacién original se mantiene.

Molina (2005, 2009, 2011), al igual que Fujii (2003) y Fujii y Stephens (2001) centra su
trabajo en la promocion y el andlisis de las estructuras (pensamiento relacional) al poner en juego
algunas propiedades fundamentales de las operaciones (i.e. conmutativa de la suma, no conmutativa
de la resta). La autora sefiala que, con expresiones aritméticas, los estudiantes, puede comprender
varios aspectos fundamentales, los cuales sirven tanto para apreciar e identificar la estructura de la
relacion misma, como para analizar la comprensiéon de la estructura algebraica que desarrolla el
estudiante. Algunos de los aspectos que se promueven al trabajar con expresiones aritméticas desde
este enfoque son: a) considerar expresiones aritméticas desde un punto de vista estructural; b)
concebir las expresiones aritméticas como totalidades, susceptibles de ser comparadas, ordenadas,
igualadas o transformadas; c) potenciar la exploracion, identificacion y descripcion de patrones y
relaciones sobre los nameros y operaciones; d) hacer uso del lenguaje matematico horizontal
prototipico del algebra y e) favorecer la exploracion de la igualdad como representacién de una relacion
entre dos expresiones.

En los estudios que ha realizado Molina (2005, 2009, 2011) han participado estudiantes de
tercer grado de primaria (de ocho a nueve afios de edad). Su propuesta educativa durd seis sesiones
distribuidas a lo largo del ciclo escolar. Durante dichas sesiones, se presentan de forma horizontal una
serie de expresiones numéricas de suma y resta las cuales ponen en juego algunas de las siguientes
propiedades fundamentales: conmutativa de la suma, no conmutativa de la resta, complementariedad
de la suma y la resta, compensacién, cero como elemento neutro, elemento opuesto, composicién y
descomposicion, magnitud y reflexibilidad de la igualdad. Dentro de las expresiones horizontales

aritméticas, la autora presenta expresiones abiertas las cuales pueden ser falsas o verdaderas (i.e. 75



29

+23=23+7,100 + 94 - 94 = 100; 24 - 15 = 24 - 10 — 5, etc.), el interés en este Gltimo tipo de
expresiones es evaluar como un estudiante decide si la expresién es falsa o verdadera sin tener que
realizar las operaciones. Los resultados que la autora reporta indican que en un 509 de las veces los
estudiantes realizaron el calculo del valor numérico de ambos miembros para concluir si la expresion
era verdadera o falsa, sin importar el contenido matematico abordado. Mientras que en un 25y 30%
de las veces, los estudiantes, hicieron uso explicito de pensamiento relacional argumentando en sus
respuestas a las caracteristicas de la estructura aritmética, prescindiendo con ello del célculo con los
numeros. Con estos datos, la autora concluye que el pensamiento relacional y la comprension de
propiedades fundamentales de las operaciones pueden ser desarrollados a partir de expresiones
aritméticas, siendo un aspecto critico la realizacion de calculos para tomar conciencia de la estructura
de la expresion.

Los autores antes mencionados consideran que relacionar el algebra a través de la aritmética
generalizada de niumeros y cantidades puede promover un cambio en el pensamiento de los
estudiantes,, el reto radica en guiar al estudiante para que atienda las relaciones entre los conjuntos
de niimeros y medidas, entre las relaciones implicadas y entre los patrones, que aprecie las similitudes
que se evidencian en cada una de las situaciones matematicas con las que se trabaja.

Al respeto, Brizuela, Carraher y Schliemann (2000) analizan las representaciones espontéaneas
(no convencionales, como por ejemplo dibujos) que estudiantes de primaria realizan al resolver
problemas verbales. En el estudio que reportan, participaron dieciocho estudiantes de tercer grado de
primaria. La propuesta educativa consistié en una ensefianza con énfasis en la reflexién sobre las
relaciones entre las cantidades del problema. Para ello, los investigadores presentaron un problema,
después de la lectura y anélisis, los estudiantes representaron las relaciones enunciadas. La ensefianza

se llevé a cabo cada dos semanas durante todo un afio escolar, promoviendo, siempre, el didlogo e
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intercambio de opinién. Todas las ideas comentadas son cuestionadas mediante la formulacion de
preguntas, esto con la finalidad de promover la argumentacién y defensa de ideas. Los resultados de
la investigacién son que los estudiantes se apoyan en su representacién para estructurar su
pensamiento y comprensién del problema; ya que ésta permite reflexionar sobre el problema siendo
una herramienta util para el desarrollo del razonamiento.

Schliemann, Carraher y Brizuela (2011) plantean a los estudiantes de tercer grado de primaria
problemas verbales que los llevan a comprender que cuando sumas o restas cantidades equivalentes a
ambos lados de una equivalencia, la equivalencia se mantiene; asi como, si sumas o restas cantidades
diferentes, la equivalencia se rompe. El foco de analisis dentro de esta propuesta es la representacion
que elaboran los estudiantes al ir comprendiendo y solucionando los diferentes problemas verbales.
Este interés se debe a que se considera que la representacién proporciona informacién sobre la
comprensiéon que el estudiante tiene del problema. La propuesta educativa que llevan a cabo
Schliemann, Carraher y Brizuela consiste en presentar problemas en los cuales se narra una historia
entre dos personas que en un inicio tienen la misma cantidad de algo (la cantidad puede ser explicitada
0 no), posteriormente, se transforma la relacién inicial, afiadiendo o quitando una cantidad (dicha
cantidad puede ser explicitado o no) (i.e. Barbara y Juana tuvieron su fiesta de cumplearios el mismo
dia. Barbara recibio 7 regalos de sus amigos, y Juana también recibio 7 regalos de sus amjgos. Cuando
cada fiesta habia terminado, /as nifias pasaron un tiempo con sus respectivas familias y recibieron adn
mas regalos. Barbara recibié 6 regalos mas de su familia y Juana recibio 3 regalos mds de su familia.
Al final del dia, ;piensas que Juana recibio la misma cantidad de regalos que Barbara o piensas que
una recibio mas regalos que la otra?). Finalmente, los estudiantes deben decidir si existe o no una
equivalencia entre las cantidades mencionadas en la narracién y justificar su respuesta. Antes de

comenzar con la lectura y solucién del problema, los investigadores indican a los estudiantes que
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pueden utilizar cualquier herramienta y/o representacién que consideren necesaria. Los resultados
sefialan que el 94.4% de las respuestas fueron mateméaticamente correctas, con base en este dato, los
autores, sostienen que los estudiantes reconocen que operaciones equivalentes sobre cantidades
equivalentes producen resultados equivalentes y viceversa. En lo que refiere al tipo de proceso que
llevaron a cabo los participantes, los investigadores identificaron dos. El primero proceso se denominé
“calculo”, en éste, los estudiantes realizan las transformaciones (operaciones de transformacion) para
cada uno de los personajes, para finalmente comparar los resultados y decidir si es equivalente o no la
cantidad. El segundo proceso se denominé “légica”, en éste los estudiantes comparan las cantidades
iniciales, luego las transformaciones y finalmente la situacién final, con ello, concluyen dando su
respuesta. Esta propuesta educativa, ademas de promover y analizar el pensamiento relacional,
incorpora cantidades determinadas e indeterminadas (Radford, 2011), asi como cantidades
desconocidas (incognitas).

Con la finalidad de profundizar en el tipo de notacién espontanea que los alumnos de tercer
grado de primaria realizan al comprender y solucionar problemas que incorporan cantidades
indeterminadas (Radford, 2011), Schliemann et al. (2011) presentan seis diferentes problemas con
las siguientes caracteristicas: los primeros cuatro involucran entre sus relaciones una /ncognita
(cantidad desconocida) en un miembro de la ecuacién; mientras que los dos dltimos problemas
presentan entre sus relaciones una /ncdgnita y una variable (Rocio y Estephani han salido a juntar
manzanas para cocinar unos pasteles. Rocio junto 7 manzanas rojas y algunas manzanas verdes.
Representa la cantidad de manzanas que junto Rocio. Estephani junté 2 manzanas rojas, el mismo
ndmero de manzanas verdes que Rocio y algunas manzanas amarillas. Representa la cantidad de
manzanas que junté Estephanie. Al final Rocio tenia el mismo ndmero de manzanas que Estephani

¢Cuantas manzanas amariflas junto Estephani? ;Como sabes que ese es el ndmero de manzanas
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amarillas que junto Estephanie?). Los resultados que se reportan corresponden a los dos Gltimos
problemas. Los autores sefialan que para el quinto problema dos participantes lo solucionaron sin
ayuda del investigador, seis estudiantes lo solucionaron después de recibir ayuda sobre como manejar
las cantidades desconocidas (incégnitas y variables), para lo cual se asignaron valores arbitrarios. Y
cuatro estudiantes no solucionan el problema a pesar de recibir ayuda del investigador. En lo que refiere
al sexto problema, se reporta que cinco estudiantes encontraron una solucién sin ayuda del
investigador mediante la sustitucion de las cantidades desconocidas (incognitas y variables) por
valores arbitrarios, este procedimiento continué hasta encontrar por tanteos la equivalencia. Tres
estudiantes resolvieron el problema después de recibir ayuda directa del investigador “paso a paso” y
finalmente dos nifios no lograron resolverlo. Los autores concluyen que ningtin estudiante representa
espontadneamente las cantidades desconocidas, asi mismo, se reporta que existe una necesidad por
parte de los estudiantes de saber el valor o asignar un valor determinado para comprender las
relaciones implicadas en el problema. Los autores sostienen que los estudiantes de tercer grado de
primaria pueden desarrollar notaciones para representar las cantidades (determinadas o
indeterminadas), asi como las relaciones implicadas en diferentes tipos de problemas.

Este tipo de trabajo ensefia a los estudiantes a analizar las relaciones matemaéticas implicadas
en los diferentes tipos de problemas verbales poniendo especial atencién en la modificacién que sufre
la estructura de equivalencia. La comprensién de la nocién de equivalencia es de suma importancia en

la comprensién del signo de igualdad.
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82 Generalizar hacia /la idea de funcion o Pensamiento Funcional

El Pensamiento Algebraico (PA) es una actividad de generalizacion matematica en la cual se
comprenden diferentes relaciones funcionales. Como ya se ha descrito, el PA puede ser promovido de
diferente forma, en esta seccién se pone el énfasis en el Pensamiento Funcional (PF). El PFincorpora
la construcciéon y generalizacion de patrones y relaciones usando diferentes representaciones vy

herramientas linglisticas, lo que resulta en un objeto matematico poderoso.

Segln Smith (2008), el Pensamiento Funcional (PF) es una forma de pensamiento que se
enfoca en la relacion entre dos o méas cantidades variables, el cual puede progresar desde relaciones
especificas que involucran instancias individuales hasta la generalizacion de esa relacién entre
instancias. Esta progresion en la forma de pensamiento nos da diferentes formas de analizar los

patrones. Siguiendo a Smith esas formas son:

a) Patron recursivo: involucra identificar la variacion dentro de una secuencia de valores,
en este tipo de pensamiento, el cambio se enfoca en una sola variable.

b) Pensamiento covariacional: se basa en analizar cémo dos cantidades varian
simultaneamente y mantienen ese cambio (por ejemplo, cuando “x” aumenta uno “y’

aumenta tres).

c) La relacién de correspondencia se basa en la identificacion una correlaciéon entre

variables (por ejemplo, “y’ es tres por “x mas dos).

Blanton y Kaput (2011) en términos generales conceptualizan el PF como la incorporacion,
construccién y generalizacién de patrones y relaciones utilizando diversas herramientas linglisticas y

de representacién.



34

Con base en lo anterior, se han realizado investigaciones que pretenden analizar la
comprension de realizan los estudiantes de primaria al trabajar con problemas que ponen en juego el
PF. Schliemann, Carraher, Brizuela, Earnest, Goodrow, Lara-Roth y Peled (2003), y Schliemann,
Carraher y Brizuela (2011) consideran que las operaciones aritméticas pueden ser tratadas como
funciones. Para ello, realizaron un estudio longitudinal en el cual se promovié la identificacion de las
relaciones funcionales, asi como el uso de letras para representarlas. Schliemann et al. (2003), realizan
un estudio en el que participaron setenta estudiantes de segundo grado de primaria. El estudio tuvo
una duracién de afio y medio, con una sesion semanal de noventa minutos cada una. La propuesta
educativa consistié en presentar un problema con narracion, seguido de un debate sobre su solucién.
Se pidi6 a los estudiantes que mediante una representacion expresaran sus ideas sobre el problema
plateado. Los resultados indican que los participantes aprendieron a ver las operaciones aritméticas
como funciones estableciendo una relacién entre los elementos del enunciado matemaético.
Adicionalmente, se comenta que la recta numérica es una herramienta significativa para representar
nlmeros y operaciones, asi como para resolver problemas. Incluso puede servir para introducir la nocién
de nimero negativo. Los autores sefialan que una herramienta importante en el aprendizaje algebraico

es la tabla.

Carraher, Schliemann, Brizuela y Earnest (2006), evaluaron la introduccién del concepto de
funcién en contextos aritméticos. Realizaron un estudio longitudinal con una duracién de treinta meses.
En el estudio participaron sesenta y nueve estudiantes de entre ocho y diez afios. Las sesiones fueron
semanales con una duracién de noventa minutos cada una. La herramienta principal de representacion
empleada por los investigadores fue la recta numérica, mientras que el contenido algebraico que se
trabajo fue variando a lo largo de las sesiones (i.e. funciones, notacién algebraica, tablas de funciones,

graficas y ecuaciones). Cada una de las sesiones comenzaron con el analisis de un problema abierto, es
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decir, el problema no tiene una Unica respuesta. Una vez presentado el problema, se promovié el
intercambio de opiniones entre los nifios. Los estudiantes dibujaron y/o escribieron lo que
comprendieron del problema. Después de tener las representaciones de los estudiantes, los
investigadores introdujeron representaciones matematicas convencionales. Los resultados indican que
los estudiantes pueden hacer representaciones tipicas algebraicas derivadas de una situacién problema.
Adicionalmente, se comenta que los estudiantes pueden integrar conceptos y representaciones
algebraicas, por ejemplo, “7-10" fue representado como “-3”, ya que cada expresion tiene el mismo
significado. Otro ejemplo es la comprension de la expresion “N — 47 la cual fue entendida como que
“N” es el resultado del desplazamiento de cuatro espacios hacia la izquierda en la recta numérica desde

el punto “N”, independientemente del nimero que “N” representa.

En la misma linea, Schliemann, Carraher y Brizuela (2011), realizan un estudio exploratorio
con la finalidad de comprender y documentar el aprendizaje y la ensefianza de las operaciones aditivas
abordabas como funciones en un contexto aritmético algebraizado. En el estudio dieciocho estudiantes
de tercer grado de primaria participaron en quince lecciones de algebra temprana con una duracién de
noventa minutos cada una. Adicional a la ensefianza grupal, los autores realizaron entrevistas. Los
temas abordados durante las sesiones fueron: comparaciones aditivas desde un punto de vista
algebraico y, suma y multiplicacién como funciones. Algunas de las actividades que desarrollaron los
estudiantes fueron completar tablas de funcién donde se les pedia ubicar la regla. Posteriormente, se
presentaron problemas de comparacion aditiva en tres contextos distintos (edades, dinero y alturas)
(i.e. Andrés es 4 cm mas alto que Maria. Maria es 6 crm mas baja que Lila. Dibuja las alturas de Andrés,
Maria y Lila. Muestra a qué se refieren los ndmeros). Schliemann et al. (2011) mencionan que los
estudiantes tienden a buscar instancias especificas en los problemas que carecen de ellas lo que

dificulta la abstraccién de las relaciones implicadas en los problemas. Esto es, los estudiantes tratan
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las relaciones con cantidades indeterminadas de los problemas con valores especificos (i. e. las alturas
de los personajes). Una vez identificada la dificultad, la estrategia que contribuy6 al cambio en el
pensamiento de los nifios fue el uso de las tablas de funcién. Los autores sostienen que esa
herramienta posibilitd que los estudiantes concibieran la “x” como incdgnita, es decir, como un valor

particular que no se conoce, sin llegar a transitar a la concepcién de la “x” como variable.

Brizuela, Blanton, Sawrey, Newman-Owens, y Gardiner (2015), analizan el transito entre la
concepcion de la /iteral como incégnita a la concepcién como variable y su relacién con su notacién.
Los autores realizaron un estudio, el cual forma parte de una investigacion mayor que tuvo como
propésito general investigar el pensamiento funcional a través de la relacién entre variables en
contextos fisicos. Las ecuaciones tipo que se analizaron fueron: “y = mx"y, ‘v = x + b” En el estudio
participé una estudiante de seis afios de edad a la que le realizaron tres entrevistas con una duracién
de treinta minutos cada una. Durante las entrevistas, se presentaron tres diferentes tareas de
pensamiento funcional (“; Cudntos hocicos tienen un ndmero cualquiera de perros?’ “; Cual es la altura
de una persona si lleva un sombrero de 30 cm?” y “Un tren recoge dos vagones en cada parada.
¢Cuantos vagones ha recogido el tren después de un ndmero cualquiera de paradas? ;Y si contamos
la locomotora?’). Los datos que se reportan se obtuvieron del anélisis de episodios de clase en los
cuales se habla o se hace referencia a la notacién y comprensién de variables. Los resultados que se
reportan son: al introducir literales para representar cantidades desconocidas, la participante, en las
dos primeras entrevistas, asigna un valor para particularizar la variabilidad de la literal; este valor es
asignado atendiendo a la secuencia alfabética que siguen las letras en el abecedario, es decir, la letra
“w’ tiene un valor de 23, la letra “«/" adquiere el valor de 21, mientras que la letra “g" obtienen el valor
1. En la dltima entrevista, la participante usa la /itera/ como objeto matematico, es decir, relaciona la

literal con lo estipulado en el problema, generando la siguiente regla: “cualquiera que sea el namero de
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paradas que haga el tren, si lo duplicas obtienes el nimero de vagones que tiene el tren”; creando para
esto la ecuacion “R + R = V7 Con base en los resultados, los investigadores sefialan que la presentacion
tardia del algebra y de las variables centradas en algoritmos, puede estar contribuyendo a las
dificultades a las que se enfrentan los estudiantes mayores. Finalizan sugiriendo una presentacién y
vinculacion mas temprana a conceptos y representaciones algebraicos basados en un enfoque que

promuevan la exploracién del sentido de las ideas y de las representaciones mismas.

Los resultados de estas investigaciones sefialan que los estudiantes de manera espontéanea
asignan valores particulares y especificos a las relaciones funcionales generales. Se comenta que los
nifios comienzan haciendo representaciones icénicas, transitando a representaciones que pueden
emplear literales, siempre con mediacion e instigacion del investigador. Finalmente, los autores sefialan
que una herramienta importante en la comprensién de las relaciones funcionales es el uso de la tabla

de proporcionalidad (tablas de funcién, t-chart).

8.3 Una propuesta integradora

En la misma linea de las investigaciones anteriores, pero con la diferencia de integrar diferentes
ejes algebraicos dentro de una misma investigacién, asi como reportar los datos del total del grupo de
estudiantes que participaron, Blanton, Stephens, Knuth, Murphy y Kim (2015) realizaron un estudio
que retoma los principios de lo que ellos denominan Matemdatica Generalizada (MG). La propuesta
educativa MG se deriva de los planteamientos y ejes algebraicos propuestos por Kaput (2000, 2008)
sobre la ensefianza y el aprendizaje del &lgebra en los primeros afios de educacion formal (estos
aspectos se describieron en las secciones iniciales del escrito). Inspirados en la propuesta de Kaput

(2008), Blanton, et al. (2015) después de analizar y desmenuzan los tres ejes algebraicos generan
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cinco “grandes ideas’ para la presentacion de las tareas y analisis de los datos. Las cinco “grandes ideas’
son: equivalencia, expresiones y desigualdades; aritmética generalizada; pensamiento funcional; variable
y razonamiento proporcional. Los autores sostienen que la distincién que ellos realizan permite un

analisis detallado al interior de cada uno de los tres ejes algebraicos propuestos por Kaput (2008).

En el estudio participaron treinta y nueve estudiantes (dos grupos) en el grupo experimental
y sesenta y siete estudiantes (cuatro grupos) en el grupo control, todos ellos inscritos en tercer grado
de primaria. El estudio tuvo como objetivo brindar oportunidades para desarrollar la comprensién de
los conceptos y practicas algebraicas tales como generalizacién, representacién, justificacion vy
razonamiento, asi como, aprender contenido aritmético de forma algebraica. En la investigacién, se
enfatiza el entendimiento relacional del signo de igualdad, la representacion y el razonamiento con
expresiones y ecuaciones en su forma simbolica, asi como la descripcion de relaciones entre cantidades
que pueden ser o no equivalentes y la generalizacién de relaciones aritméticas considerando las
propiedades del nimero y las operaciones, todo esto para razonar sobre la estructura y no sobre un
resultado producto de las operaciones. Finalmente, se trabajé sobre la generalizaciéon de relaciones
entre cantidades co-variantes empleando diferentes formas de simbolizacion (lenguaje natural,
simbolos, tablas o gréaficos), destacando los diferentes roles de la literal (incégnita, variable, funcion y
namero generalizado) como herramientas lingliisticas para representar ideas de forma sucinta,
considerando, también, el razonamiento proporcional y el razonamiento algebraico sobre cantidades

que se relacionan de forma proporcional e invariante.

El disefio del estudio fue pretest- post test con grupo control. La instruccién se desarrollé de
forma “sostenida”, es decir, una hora por semana durante todo el ciclo escolar. Una de las

investigadoras asumié el papel de maestra. La forma de trabajar la propuesta educativa de MG consiste
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en presentar a los estudiantes un problema algebraico, el problema es leido en el grupo. A través de
preguntas y su discusion se indaga sobre las relaciones que los estudiantes identifican y se comparten
opiniones. Posteriormente, se pide a los estudiantes que representen la relacién establecida, se
comentan las representaciones propuestas y lo que significan. Estudiantes y profesor eligen la
representacién que mas se acerque a la representacién mateméaticamente correcta del problemay, a
partir de ella, se analiza el significado de cada elemento de la representacién. Los investigadores
indagan la comprensién que tienen los estudiantes sobre ciertos elementos matematicos (i.e. signo de
igualdad, incégnita, variable, funcién) a la vez que construyen el o los conceptos matematicos que se

estan trabajando.

Los datos que se reportan se basan en las respuestas escritas, obtenidas en las dos
evaluaciones (pre y post). La evaluacion consté de once reactivos, de los cuales nueve fueron abiertos,
uno cerrado y uno mixto. Los resultados que presenta la investigacién indican un incremento tanto en
el porcentaje de respuestas correctas, como en el tipo de estrategia empleada en la comprensién y
solucién de los problemas presentados. Con base en los resultados, los autores sefialan que los
estudiantes pensaron relacionalmente sobre el signo de igualdad, representaron cantidades
desconocidas de manera significativa con notacién variable, reconocieron la estructura subyacente de
las propiedades fundamentales en las ecuaciones y la usaron para justificar su forma de pensar, asf

mismo, generalizaron y representaron simbdlicamente relaciones funcionales entre cantidades.

9 Modelar como una actividad algebraica

El tercer eje algebraico propuesto y descrito por Kaput (2008) no se ha analizado

explicitamente dentro de la literatura que promueve el desarrollo del Pensamiento Algebraico (PA), sin
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embargo, al interior de algunas investigaciones se pide a los estudiantes que representen las relaciones
implicadas en un determinado problema haciendo uso de elementos matematicos (letras, nimeros y
operadores), en este momento se puede asumir que este proceso es el que Kaput (2008) denomina
como modelado de un niimero o cantidad especifica. En otras ocasiones se les pide a los estudiantes
que identifiguen un patrén que se puede generalizar a cualquier tipo de relaciones enunciadas o no en
el problema que se esta trabajando, en este momento, se pone en juego el segundo tipo de modelado
descrito por Kaput (2008). Con ya se menciond, la segmentacién que se realizd y presentd de la

literatura empirica fue con fines meramente analiticos y de organizacién de ésta.

10. Breves notas criticas sobre /as investigaciones presentadas

La evidencia obtenida en el &rea reporta informacién valiosa sobre el desempefio que muestran
estudiantes de primaria al comprender diferentes conceptos, tareas y elementos relacionados con el
contenido algebraico. Aunque importantes por su originalidad y sobre todo por su potencial para
promover el cambio conceptual, existen aspectos importantes que pueden afinarse para incrementar
la solidez de las investigaciones y las propuestas psicopedagégicas en la promocién del Pensamiento

Algebraico (PA).

En primer lugar, se observa que los datos reportados corresponden a grupos pequefio de
estudiantes; los cuales son seleccionados con base en el desempefio mostrado durante la ensefianza
impartida a nivel grupal. Aunque efectivamente se considera a todo el grupo para brindar la ensefianza
en la promocién del PA, sélo unos cuantos tienen la opcién de expandir su conocimiento matemaético.

Este punto da pie para referir el segundo aspecto.
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Segundo aspecto, ya que se selecciona de manera intencional a un pequefio grupo para formar
parte de los resultados reportados en las investigaciones, se deja de lado el desempefio y las diferencias
individuales de grupo en el cual se impartié la propuesta de ensefianza. Con excepcién de Blanton et

al. (2015), ninguna investigacion reporta el desempefio de todos los estudiantes que conforman el

grupo.

Considerando la muestra de cada investigacion, no se presenta de manera desglosada el
desempefio que muestran los estudiantes a lo largo de los diferentes contenidos mateméticos —
algebraicos — que se trabajan, lo que impide ver qué tareas o contenidos son mas accesibles a los
estudiantes de primaria, o en qué medida las tareas o ayudas que se presentan por los investigadores

durante las propuestas facilitan la comprension del contenido algebraico.

El tercer aspecto refiere a la metodologia empleada en la mayoria de las investigaciones. Esto
es, dado que todas las investigaciones se llevan a cabo con base en entrevistas, los datos reportados
abren la puerta a cuestionamientos importantes sobre la factibilidad de replicar las investigaciones a
todo un grupo de estudiantes, asi como a la forma mediante la cual se puede promover el desarrollo
del PAen la totalidad de los estudiantes, asi mismo, es plausible cuestionar sobre el tipo de datos que
se considera importante y/o relevante para sostener que hay un desarrollo del PA ya que la
intervencién uno a uno entre el investigador y el estudiante entrevistado puede estar modificando el

comportamiento natural de los estudiantes.

El cuarto aspecto refiere a la clasificacién y segmentacién teédrica de los ejes algebraicos.
Aungue en la teoria es posible separar el contenido disciplinar, las investigaciones aqui reportadas
dejan ver que, aunque se contemple un eje algebraico o una gran idea como foco de su investigacion,

en la préctica casi todos los ejes algebraicos y las cinco grandes ideas se mezclan, tanto en los disefios
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e implementaciones de las diferentes propuestas de intervencién, asi como en los abordajes y
representaciones de los nifios. Por ejemplo, el signo de igualdad y la nocién de /ncognita estan presente
en todas las relaciones matematicas. Este aspecto o no es identificado por los investigadores o nunca

se menciona explicitamente.

Finalmente, el quinto aspecto tiene que ver con un elemento importante dentro del proceso
de ensefianza y aprendizaje del Pensarmiento Algebraico (PA). Dicho elemento es la representacion. A
pesar de que la representacion es relevante en la caracterizacién del proceso de ensefianza y
aprendizaje, dentro de las investigaciones no se explicita ni qué se entiende por representacion, ni
tampoco si existe una diferencia entre las diferentes representaciones, por lo tanto, no se dice si existen
diferencias cualitativas entre ellas o si todas son asumidas como lo mismo. Con base en lo anterior, las
diferentes representaciones elaboradas por los nifios son consideradas en las investigaciones como lo

mismo en todos los casos.

En consideracién al quinto aspecto, en la siguiente seccién se presenta un anélisis del concepto
representacién, asi como una clasificacién cualitativa del mismo, para decantar, en la parte final, y

explicitar la nocién de representacion adoptada en el presente trabajo.

11. La representacion: constructo esencial en el proceso cognitivo

Antes de iniciar con el anélisis de la nocién de representacién es necesario sefialar que la nocién
de "representacion mental" es, en principio, una construccion teérica de la ciencia cognitiva (Stanford
Encyclopedia of philosophy). Como constructo, es esencial identificar el origen para con base en ello

adoptar una postura tedrica.
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Piaget (1969) sefial6 que el esquema es el componente basico de la organizacién cognitiva el
cual permite formar una representacién mental del mundo. Con base en los esquemas el individuo
asimila y acomoda todas las experiencias - conocimiento — de las cuales participa; en caso de que una
experiencia —conocimiento- no se pueda asimilar, se generara un conflicto cognitivo — desequilibrio -,
el cual llevara al surgimiento de una nueva forma de representar el mundo, es decir, al surgimiento de
un nuevo esquema. Los esquemas y por ende las representaciones mentales son indispensables para
comprender y responder ante los diferentes problemas. Desde la postura de Piaget (1952, 1969),
hablar del desarrollo de los procesos mentales es hablar del aumento en ndmero y complejidad de los
esquemas que ha desarrollado la persona con base en su experiencia. Para Piaget (1969), tanto el
esquema como la representacion son elementos inseparables y dindmicos los cuales evolucionan en
funcién de las experiencias - del conocimiento.

La representacion, seglin Piaget (1969), es generada por la funcion semiética la cual puede
evocar objetos o acontecimientos no percibidos en la situacién. En este sentido, el sujeto produce
imagenes interiores — mentales, las cuales se conocen por medios indirectos (i.e., el dibujo, eleccion de
dibujos, indicadores gestuales y complementarios verbales). Con base en lo anterior, todas las
expresiones que realiza el sujeto son muestras del pensamiento y complemento del lenguaje (Piaget e
Inhelder, 1977), de aqui que se hable de representacion interna y representacion externa. La
representacion interna es la representacion mental que realizan los sujetos mediante procesos
cognitivos, ésta contiene informacién adicional proveniente de los conocimientos previos. Mientras que
la representacién externa, grosso modo, es cualquier tipo de produccién material que elabora el sujeto
(dibujos, diagramas, esquemas, etc.) la cual permite acceder a la representacion interna. Estos
supuestos forman el compromiso fundamental de que los estados y procesos mentales deben

explicarse en términos de las representaciones externas.
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Vergnaud (1990; 2009), en la misma linea que Piaget (1969), sefiala que la representacion
permite analizar la organizacion de una situacion para operar en ella, pues a la vez que simula la realidad,
la organiza y permite dirigir la accion en el proceso de construccion del conocimiento. En este sentido
da continuidad y amplia la nocién inicialmente plateada por Piaget al sefialar su naturaleza operativa y
el hecho de que reflejan entramados de conceptos relacionados con diversas formas de simbolizaciones
matematicas o no matematicas (Flores, 2002).

Con base en los planteamientos de Piaget, se pueden distinguir dos tipos de representacion, a
saber, representacion interna y representacion externa. La representacion interna es propiamente
dicha la representacién mental que realizan los sujetos, esta contiene informacién adicional
proveniente de los conocimientos previos. Este Gltimo conocimiento no siempre forma parte de las
representaciones externas. El conocimiento previo es un recurso importante de informacion, ya que
éste puede compensar, parcialmente, una falta de informacién externa (Schnotz, 2005). Mientras que
la representacion externa, grosso modo, es cualquier tipo de produccion material realizada por el sujeto.
Por la naturaleza e interés del presente estudio en las secciones que siguen Unicamente se retoma y

analiza la representacion externa.

11.1.Representacion externa como herramienta de mediacion

Con base en lo anterior, se puede sostener que la representacién externa es cualquier tipo de
produccién material realizada por el sujeto, ésta permite comprender y responder ante los diferentes
problemas. La representacién externa permite conocer la representacién mental de los sujetos siendo
muestras del pensamiento mismo (Piaget, 1969 y Vergnaud, 1990; 2009).

Vygotsky (1991) no habla de representacion en el sentido Piagetano. Vygotsky alude al papel

sobresaliente de los simbolos y del lenguaje como herramientas del pensamiento (instrumentos
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sociales). En este sentido, Vygotsky sefiala que el rol que toman las herramientas del pensamiento
(simbolos y lenguaje) lo toman en la funcionalidad que adquieren en la situacion. Esto es, cuando un
nifio usa los instrumentos sociales - convencionales (herramientas del pensamiento) para mediar la
actividad de otros y/o su propia actividad para dar solucién a un determinado problema, se dice que él
ha interiorizado dichos instrumentos sociales lo que lo hace un ser consiente, psicolégicamente
hablando. Para Vygotsky, el pensamiento no es algo que antecede a la actividad o a la accién, sino que
todo lo que los individuos hacen con las herramientas del pensamiento en la solucién de problemas es

el pensamiento mismo.

Siguiendo a Vygotsky (1991), Bruner (1960), enfatiza la importancia de que los estudiantes
utilicen las herramientas (instrumentos sociales — simbolos y lenguaje -) del ambito del cual se derivan
los problemas que se estan abordando — herramientas convencionales, ya que este proceder permite
un conocimiento por medio de la accion y los medios simbélicos. En el caso especifico del &mbito
matematico, se espera que los estudiantes gradualmente utilicen los instrumentos sociales producidos
y utilizados dentro de ese &mbito (i.e. nimeros, simbolos, etc.). Otro aspecto que Bruner resalta es la
jerarqgufa y estructura del conocimiento dentro de las representaciones externas. Al respecto, él sefiala
que la estructuracién del conocimiento, asi como de las relaciones entre sus elementos, posibilitan la
integraciéon y organizacién del conocimiento nuevo a las herramientas previas, lo que permite una
mayor comprension del problema. Finalmente, Zhang y Norman (1994) sefialan que la naturaleza de
la representacién externa de un problema afecta la velocidad y precisién de la solucién de este, en
consecuencia, la dificultad del problema disminuye con el aumento de las representaciones externas

en tanto ésta es estable, explicita y facilmente verificable.

La representacién externa en tanto se crea con los simbolos y lenguaje que usa el sujeto — que
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ha interiorizado — permite estructurar el conocimiento, simplificando el analisis del problema, lo que
en Ultima instancia permite la ejecucion del individuo para generar una solucién. De esta forma, la
representacion es la herramienta activa de mediacién entre el pensamiento del sujeto (simbolos y
lenguaje) y la informacion del problema. Cuando los sujetos miran a través de la representacién externa
el problema ésta se convierte en un instrumento psicolégico del pensamiento, en este sentido, todas

las representaciones externas son medios externos directos y transparentes para el pensamiento.

La postura de Vygotsky permite rescatar la importancia de las representaciones externas en
tanto estan plasman el uso de los simbolos y del lenguaje en el proceso de aprendizaje de una disciplina,
es aqui donde se enfatiza la importancia de la representacién externa dentro del proceso de solucién
de problemas. Si la representacion externa es la evidencia de la cognicién y a su vez ésta plasma los
simbolos y el lenguaje que ha interiorizado el sujeto — que usa — el andlisis de las representaciones
externas que realizan los estudiantes al solucionar diferentes problemas mateméticos es de gran
relevancia psicolégica en tanto posibilita la identificacién de los simbolos y lenguaje que usan los
sujetos, asi como el tipo de uso que se hace de ellos, para finalmente realizar un comparativo con lo

esperado convencionalmente.

Con base en el analisis previo, para el caso especifico de este trabajo, se sostiene que la
representaciéon externa elaborada por el estudiante es una herramienta dinamica de pensamiento, la
cual plasma y organiza la informacién del problema en funcién de los simbolos y el lenguaje del
individuo, esta organizacién permite que él pueda actuar sobre la situacién. En resumen, la
representacién es una herramienta mediante la cual el estudiante plasma y organiza los conocimientos
que pone en juego, pero al mismo tiempo media el transito entre lo que estéd expresado verbalmente y

Sus conocimientos matematicos.
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Con base en la nocién delimitada de representacion, este trabajo presenta una propuesta de
anélisis de representaciones externas elaboradas al solucionar problemas matematicos. Cabe recordar
que el andlisis de las representaciones permite identificar la interiorizacién de simbolos y del lenguaje

— uso - convencional que hasta ahora han realizado los estudiantes.

La propuesta de anélisis de las diferentes representaciones externas se centra particularmente
en el analisis del uso del signo de igualdad y de literales, de la identificacion de las relaciones
matematicas que se establecen entre el signo de igualdad vy las literales y en las formas de pensamiento
que se pueden derivar de los dos aspectos anteriores. En este sentido, el sistema de anélisis se compone
de cuatro diferentes categorias las cuales muestran un entrelazado entre los tres elementos antes
mencionados, diferenciandose entre si por la complejidad, es decir, por las funciones que se establecen
con los elementos. Las categorias son: “No respuesta’, “Explica la relacién con operacién”, “Explica la
relacién sin operacion” e “Introduce literal”. Este sistema de anélisis de las representaciones externas
sera retomado y detallado en la seccién de anélisis de resultados y conclusiones, a partir de la seccién

16.2.
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12 Justificacion y objetivo

El drea de investigacion que tiene como objetivo general promover el Pensamiento Algebraico
(PA) ha demostrado un efecto positivo sobre la comprension y desempefio de los estudiantes ante
algunos de los ejes algebraicos, asi como sobre la comprension de algunos conceptos algebraicos en la
solucién de problemas (por ejemplo, literales, signo de igualdad). Estos han sido presentados de forma
aislada en cada una de las diferentes investigaciones. De aqui que es plausible suponer que, una
secuencia instruccional sustentada en los principios del desarrollo del PA que integre méas de un eje

algebraico influira en la comprensién y desempefio de problemas algebraicos de diferente complejidad.

Teniendo presente por un lado que el PAes la actividad humana que se basa en las diferentes
formas de hacer, pensar y decir sobre el artefacto cultural del algebra (Kaput, 2008) y por el otro que
la representacion externa es una herramienta que permite plasmar los conocimientos matemaéticos y
a la vez pensar sobre el problema mismo, resulta relevante analizar la comprensién y representacion
que estudiantes de primaria realizan al solucionar diferentes problemas matemaéticos, asi como analizar
el transito que muestran los estudiantes entre las diferentes manifestaciones de la representacion
externa (iconograficas, aritméticas y algebraicas) ya que este transito promueve la flexibilidad del
pensamiento incorporando diferentes sistemas convencionales y simbdlicos a la representacion
externa (Nunes y Bryant, 1997; 2005).

El objetivo de la presente investigacion fue evaluar el efecto de una secuencia instruccional
denominada propuesta Psico-Fducativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA)
enfocada en los ejes algebraicos Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF) sobre el
desempefio y las representaciones externas elaboradas por un grupo de estudiantes de tercer grado

de primaria al comprender y solucionar diferentes problemas matemaéticos. Teniendo como objetivos
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particulares:

. Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje general de respuestas
correctas del grupo de estudiantes.

. Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje de respuestas correctas
del grupo ante los dos ejes algebraicos que conformaron el estudio (AGy PF).

. Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje de respuestas correctas
del grupo ante los diferentes problemas que conformaron las evaluaciones.

. Analizar las representaciones externas elaboradas por el grupo ante los dos
diferentes ejes algebraicos trabajados.

. Analizar las representaciones externas elaboradas por los nifios que
conformaron el grupo ante los problemas que conformaron las evaluaciones.

. Evaluar la transferencia de la representacion externay del razonamiento al

solucionar problemas matematicos de diferentes ejes algebraicos.
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13 Método

Participantes
Un grupo de tercer grado de primaria (veintisiete estudiantes) de una escuela primaria publica,
ubicada en una zona urbana del Estado de México (18 mujeres, M = 8.5). Los estudiantes no contaban

con ningln tipo de instruccién explicita en Algebrao PA

Muestra

Intencional no probabilistica

Diserio

De A — B -A (pretest - post test).

Variables

Independiente: exposicion a una secuencia instruccional denominada propuesta Psico-
Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA) enfocada en dos ejes algebraicos, a
saber, Aritmética Generaliza (AG) y Pensamiento Funcional (PF) (Kaput, 2008; Blanton, et al, 2015).

Dependientes:

a) Porcentaje del promedio de respuestas correctas en los dos diferentes
momentos del estudio (pretest y post test).
b) Porcentaje del promedio de respuestas correctas en ambos ejes

algebraicos (AGy PF) en los dos momentos del estudio.
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c) Representacion externa elaborada al solucionar los problemas
matematicos.
d) Uso del signo de igualdad vy literales, dentro de la representacion

externa de cada problema matemaético.

Instrumentos

° Evaluacién de habilidades Algebraicas (EHA). La evaluacion se

conformé con diez diferentes problemas matematicas siguiendo un criterio de
complejidad ascendente en su presentacion. Esto es, se presentan primero los
problemas pertenecientes al eje algebraico AGy posteriormente los problemas del eje
algebraico PF (ver tabla 1 y anexo 1). Los primeros cinco problemas evaltan la nocién
de equivalencia en el signo de igualdad, incluyendo cantidades determinadas, es decir,
cantidades especificas y particulares (Radford, 2011). De esos cinco problemas, los
dltimos cuatro incluyen la nocién de incégnita y Gnicamente el problema tres incorpora
el uso explicito de la literal “x" para representar una incdgnita (cantidad desconocida).
Los problemas sexto, séptimo y octavo evaltan la nocién de equivalencia del signo de
igualdad dentro de un contexto de relacién funcional, incorporando literales como
incégnitasy cantidades determinadas (especificas) e indeterminadas (Radford, 2011).
Finalmente, el noveno y décimo problema evaltan el Pensamiento Funcional (PF) sin
la equivalencia del signo de igualdad, ademas de incorporar cantidades determinadas

e indeterminadas. Es pertinente sefialar que, con excepcién de los tres primeros
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problemas todos se presentaron en un contexto narrativo referido a una situacién

cotidiana.

Ocho de los diez reactivos que conforman el EHA fueron retomados de la
literatura del campo de investigacién en la promocion del Pensamiento Algebraico
(PA)*, uno fue seleccionado de literatura matematica educativa en algebra® y uno se
elaboré para presentar un problema tipico de la ensefianza mexicana (ver anexo 1).

La confiabilidad y validez de la evaluaciéon se obtuvo a través de jueceo de
expertos, mientras que la longitud se determiné con base en un estudio previo
(Medrano y Flores-Macias, 2018) en el cual se analizo el efecto de una secuencia
instruccional con una aproximacion tedrica y metodologica diferente, basada en el
modelo de Instruccién de Ampliacién de Esquemas sobre el desemperio en la solucién
y representacion de problemas aritméticos de total (Fuchs, Fuchs, Prentice, Hamlett,
Finelli y Courey, 2004) y algebraicos (Schliemann, Carraher, Brizuela y Jones, 2011).
Las evaluaciones que conformaron dicho estudio presentaron doce problemas
aritméticos de total. Los resultados sugieren un efecto diferencial positivo en los

estudiantes que conformaron el Grupo Experimental, sin embargo, se nota una ligera

1 Blanton, M., Stephens, A., Knuth, E., Murphy, A. y Kim, J. (2015). The Development of Children’s Algebraic Thinking: The
Impact of a Comprehensive Early Algebra Intervention in Third Grade. Journal for Research in Mathematics Education, 46
(1), 39-87.

Brizuela, Blanton, Murphy, Newman-Owens & Sawrey (2015). Una alumna de primer grado explora las variables y su
notacion. Studies in Psychology.

Brizuela & Schliemann (2004). Ten-years-old students solving linea equations. For the Learning of Mathematics

Carraher, Schliemann, Brizuela & Earnest (2006). Arithmetic and Algebra in Early Mathematics Education. Journal for
Research in Mathematics Education. 37(2)

Molina, M. (2005). La integracion del pensamiento algebraico en educacién primaria. Recuperado de:
dialnet.unirioja.es/descarga/articulo/2696956.pdf

Molina, M. (2011). Integracion del pensamiento algebraico en la educacién basica. Un experimento de ensefianza con
alumnos de 8-9 afios. FUNES-EIME, 27-51.

Schlieman, A., Carraher, D. y Brizuela, B. (2011). El caracter algebraico de la aritmética. Paidds: México.

2 Schmittau, J. (2005). The Development of Algebraic Thinking A Vygotskian Perspective. ZDM: 37 (1).
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disminucién en el efecto en los Gltimos problemas, lo que sugirié fatiga. Con base en
los resultados y en el nimero de problemas que conformaron las evaluaciones, se

decidié que EL EHA estuviera conformado por diez problemas (ver tabla 1).

Relacién Relacién

Ricblema Ecuacion E«l:uaqo.n E«l:uacm.n 9 Aritmético Funcional Funcional Prob!ema Problema Prt.:blema
Mate P Aritmética Aritmética Desigualdad S S S Funcional > Funcional con
Aritmética o combinacién Incégnita y Incognita y S Funcional .
(EA) 1 con Incégnita con x 4 (AQ)5 Variable Variable con Incégnita (PF) 9 3 variables
Ideas Algebraicas [(7.%) P (EAcX) 3 (RFQV) 6 (RFV) 7 (PFel) 8 (PFc3) 10
Nocién de
equivalencia del X X X X X X X X

signodeigualdad

Cantidad
determinada X LS LS s S L X S
Nocién de
P X X X X X X
incognita
Uso explicito de
) X
literales
Nociénde .
desigualdad
Cantidad
indeterminada LS X X LS LS
Nociénde
H X X X X
variable
Pensamiento
; X X X X X X X X X X
relacional
Pensamiento
X X X X X

funcional

Tabla 1. Orden y caracteristicas de los problemas matematicos presentados en la Evaluacion
de Habilidades Algebraicas (EHA).

. Dos cuadernillos de trabajo; uno para trabajar problemas de cada eje
algebraico (AGy PF). A continuacién, se describe casa uno.
El cuadernillo AG (ver anexo 2) se conformd con cuatro problemas retomados

de la literatura especializada en la promocion del P4’ y uno de elaboracién

3Blanton, M., Stephens, A., Knuth, E., Murphy, A. y Kim, J. (2015). The Development of Children’s Algebraic Thinking: The
Impact of a Comprehensive Early Algebra Intervention in Third Grade. Journal for Research in Mathematics Education, 46
(1), 39-87.

Carraher, Schliemann & Brizuela (2001). Can Young Students Operate on Unknowns? Learning and Individual
Differences.

Molina, M. (2005). La integracion del pensamiento algebraico en educacién primaria. Recuperado de:
dialnet.unirioja.es/descarga/articulo/2696956.pdf

Molina, M. (2011). Integracion del pensamiento algebraico en la educacién basica. Un experimento de ensefianza con
alumnos de 8-9 afios. FUNES-EIME, 27-51.
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propia. Los problemas estuvieron enfocados en la promocién de la
comprension de la nocién de equivalencia del signo de igualdad y en la
comprension de problemas de combinacion cuya solucién puede implicar el
empleo de una ecuacién con incégnitas y cantidades determinadas, especificas

(Radford, 2011).

El cuadernillo PF (ver anexo 3) se conformé con cuatro problemas retomados
de la literatura en promocién del PFay uno de elaboracion propia. Los
problemas se plantean tanto con cantidades determinadas como con
indeterminadas (Radford, 2011) y se enfocaron en la comprension de la
nocion de incégnita y variable, asi como su simbolizacién mediante el uso de
literales que adoptan uno u otro rol, dependiendo de las relaciones implicadas
en el problema. El problema de elaboracién propia presenta un arreglo
metodoldgico e instruccional fenoménico, el cual permite que los estudiantes
manipulen y observen la relaciéon funcional entre diferentes cantidades de
agua. Los otros cuatro problemas se presentaron Gnicamente en un contexto

narrativo.

Schlieman, A., Carraher, D. y Brizuela, B. (2011). El caracter algebraico de la aritmética. Paidds: México.

4 Brizuela, Blanton, Murphy, Newman-Owens & Sawrey (2015). Una alumna de primer grado explora las variables y su
notacioén. Studies in Psychology.

Brizuela & Schliemann (2004). Ten-years-old students solving linea equations. For the Learning of Mathematics
Carraher, Martinez, & Schliemann (2008). Early algebra and mathematical generalization. ZDM Mathematics Education
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Escenario

Las sesiones se llevaron a cabo en el salén de clases del grupo. El salén cuenta con bancas
dobles, un escritorio, una silla, un pintarrén, iluminacién tanto natural como artificial y ventilacion
natural. Las sesiones tuvieron una duracién de sesenta minutos aproximadamente y se impartieron los

lunes, miércoles y viernes.

Procedimiento

Acercamiento a la escuela

Antes de iniciar con el desarrollo y aplicacion de todo el estudio, se acudié a la escuela primaria
publica “Amado Nervo” a platicar con la directora sobre la posibilidad de realizar el estudio con los
estudiantes que tiene a su cargo. Se comenté que el estudio es de mateméticas, particularmente sobre
la promocién del pensamiento algebraico en estudiantes de primaria. Se propuso trabajar con los
estudiantes de tercer grado, tres dias a la semana una hora cada dia. Se acordé hacer una presentacién
sobre el trabajo realizado una vez analizado los datos, asi como agradecer la disponibilidad y acceso de
la escuela en cualquier publicacién y/o escrito que se derive de dicho trabajo. La directora de la escuela
accedid y autorizé que el estudio se realizara con los estudiantes de tercer grado.

Tanto los nifios como los padres de familia fueron informados del trabajo a través de una
reunién en la que se enfatizé que la investigacién no tendria costo alguno ni paras los padres de familia
ni para la escuela. Adicional, se sefialé que la participacién de su hijo era completamente voluntaria y
que ésta no afectaria las calificaciones de ninguna materia ni las relaciones de su hijo dentro de la
escuela. Todos los padres de familia y estudiantes dieron su consentimiento.

El procedimiento experimental consté de tres condiciones: a) Pretest, b) Secuencia

instruccional denominada Propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico
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(PPEPPA) vy, c) Post test. El procedimiento completo se llevé a cabo en tres meses aproximadamente.
Las sesiones se llevaron a cabo los lunes, miércoles y viernes con una duraciéon de sesenta minutos
aproximadamente.

El Pretest y el Post test fueron idénticos en los dos momentos ya que se implementé En ambos

momentos el EHA. A continuacion, se describe cada condicion.

Pretest
Al dia siguiente de la junta informativa con los padres de familia y los estudiantes, se aplicé,
en la primera sesion la EHA (pretest) a todo el grupo de tercer grado. Al inicio de la sesién se dieron

las siguientes instrucciones:

“Hola chicos! Como ya saben en los proximos dias estaremos trabajando cosas de matematicas
Juntos. Recuerden que es muy importante que hagan su mayor esfuerzo al trabajar, pero si algo no lo
saben pueden preguntar. Recuerden gue todos estamos aqui para aprender. £/ dia de hoy, resolveran
unos ejercicios, estos efercicios los deben resolver de forma individual. Si no pueden responder algdn
efercicio lo pueden dejar y avanzar al que sigue, al final, si aiin hay tiempo, pueden regresar al ejercicio
que se saltaron. En esta ocasion nuestro limite de tiempo son sesenta minutos, es decir, una hora. Si
concluye el tiempo limite y aiin no han terminado todos los ejercicios no pasa nada, asi entreguen sus
hojas. Recuerden que para mi es muy importante poder conocer el trabajo de cada uno de ustedes, por

eso les pido de favor que no vean el trabajo de sus comparieros. ; Tienen alguna duda?”

Al termino de los sesenta minutos se pidié a todo el grupo que entregaran su evaluacién

estuviera o no concluida.
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Implementacion de la Secuencia Instruccional denominada propuesta Psico-Educativa en

Promocion del Pensamiento Algebraico

En la sesion siguiente a la aplicacion del Pretest se inicié con la secuencia instruccional
denominada propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA), ésta
consistio en trabajar con los estudiantes uno a uno los diez diferentes problemas matematicos que
conforman los dos cuadernillos de trabajo. Cada leccién se conformé en promedio por dos sesiones.
Cada leccién estuvo conformada por un problema matematico abierto enfocado a una tematica
particular (ver tabla 2). El contenido de toda la PPEPPA se disefidé y dividid considerando los
conocimientos y practicas que se describen para los dos ejes algebraicos de interés (AGy PF) (Blanton
etal, 2015 y Kaput, 2008). De esta forma, cada leccién se diferencié por el contenido, asi como por los
conceptos gue se desarrollaron. Como ya se mencioné en la seccién de instrumentos, de los diez
problemas que conforman los cuadernillos, siete fueron retomados de la literatura especializada en la
promocién del PA°, uno fue seleccionado de literatura matematica educativa en algebra® y dos fueron
de elaboracién propia; uno presenta una situacion aritmética de combinacion (cuadernillo AG) y el otro
presenta un arreglo metodolégico e instruccional fenoménico (cuadernillo PF), el cual permite que los
estudiantes manipulen y observen la relacion funcional entre diferentes cantidades de agua.

De manera general, la secuencia se llevé a cabo de la siguiente manera. Los diez problemas
fueron analizados uno a uno, para ello se pedia a alguno de los estudiantes que lo leyera en voz alta,
posteriormente, se preguntd a todo el grupo sobre la informacién que presenta el problema y sobre

los elementos, asi como por el tipo de relacion que se establece entre ellos (i.e. ; qué dice el problema?,

5 Brizuela, Blanton, Murphy, Newman-Owens & Sawrey (2015). Una alumna de primer grado explora las variables y su
notacion. Studies in Psychology.

Brizuela & Schliemann (2004). Ten-years-old students solving linea equations. For the Learning of Mathematics
Carraher, Martinez, & Schliemann (2008). Early algebra and mathematical generalization. ZDM Mathematics Education
6 Schmittau, J. (2005). The Development of Algebraic Thinking A Vygotskian Perspective. ZDM: 37 (1).
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ide qué habla?, ;de quién habla el problema?, ;qué nos pide que hagamos?, ;qué nos estéa
preguntando?), los estudiantes uno a uno respondieron cada una de las preguntas que se hicieron.
Una vez que se habia comprendido la informacién del problema, los estudiantes, en sus cuadernillos,
resolvieron de forma individual los problemas. Las instrucciones escritas que se presentaron al inicio
de cada problema fueron: “Resuelve los siguientes ejercicios. Realiza los dibujos, anotaciones y
operaciones que necesites”. Las diferentes respuestas que los estudiantes dieron fueron las diversas
representaciones externas, simbdlicas y no-simbdlicas que se retoman en la medida analisis cualitativo
de las REs.

Una vez que los nifios solucionaron los problemas de manera individual, pasaron al frente para
presentar y compartir con el resto del grupo tanto su representacion externa (RE) como su proceso
de solucién. Después de poner en el pintarrén las diferentes REs, de manera grupal se identificaron los
elementos que formaban parte de cada RE, asi como la relacién que se establecié entre ellos, para ello
se pidio, primero, que cada estudiante explicara su RE al grupo, posteriormente, se realizaron preguntas
sobre el andlisis de las REs (i.e. ;en qué se parecen los trabajos de sus compafieros?, ;en qué son
diferentes?). Las REs que realizaron los nifios en sus cuadernillos de trabajo a lo largo de las sesiones
que conformaron el PPEPA fueron retomadas y evaluadas con los pardmetros descritos en la variable
“analisis cuantitativo de los niveles de pensamiento simbdlico”. Se inici6 con ecuaciones aritméticas y
se transité hasta relaciones de Pensamiento Funcional De manera individual se evaluaron los
cuadernillos de cada uno de los estudiantes considerando el desempefio y la produccién de REs. Tanto
de manera verbal como escrita se cuestioné en todo momento sobre el entendimiento del problema,
de sus elementos, de las relaciones que se establecen entre los elementos y sobre la representacion

externa que realizaron los estudiantes.
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Nocién de equivalencia

X . X X X X X X X
del signo de igualdad
Cantidad determinada X X X X X X X X
Nocidn de incognita X X X X X

Uso explicito de literales X

Nocion de desigualdad X X X

Cantidad indeterminada X X X X X X X X X
Nocidn de variable X X X X X X X

Pensamiento relacional X X X X X X X X X X

Pensamiento funcional X X X X X

Tabla 2. Orden y caracteristicas de los problemas matematicos abordados en la secuencia
instruccional denominada propuesta Psico-Educativa en Promocién del Pensamiento Algebraico
(PPEPPA).

En las lineas que siguen se presenta el procedimiento que se siguid sesién a sesién durante la
PPEPPA. La descripcién de las sesiones se agrupa considerando los dos ejes algebraicos de interés (AG
y PF). Al inicio de cada eje y con la finalidad de sintetizar los focos de interés de cada problema se
presenta una tabla con el problema y los principales supuestos instruccionales adoptados para el
desarrollo de ese problema. En este sentido, la tabla 3 muestra los supuestos adoptados para el
desarrollo del eje algebraico Aritmética Generalizada (AG), mientras que la tabla 4 muestra los
supuestos adoptados para el eje algebraico Pensamiento Funcional (PF). Cabe aclarar que los
supuestos adoptados no necesariamente seran los significados usados por los estudiantes, ya que cada

uno de ellos los usara en funcién de su conocimiento.



¢Qué valor falta en la ecuacién para que mantenga el equilibrio y sea verdadera?
5+6=7+

éQué valor de X mantendria la equivalencia de la ecuaciony la harian verdadera?
X=5+4

Miguel tiene 24 galletas. Su primo Mario tiene 28 galletas. ¢ Como puedes representar la relacion
entre el ndmero de galletas que tienen cada uno?

Pablo tiene cierta cantidad de chocolates de cereza y 18 chocolates de almendra. Juntos son 34
chocolates. ¢ Di cudntos chocolates son de cereza?

Maria y Juan tienen cada uno una alcancfa. El domingo, los dos tenfan la misma cantidad en sus
alcancias. El lunes, su abuela los visita y les da $3 a cada uno de ellos. El martes, van juntos a la
tienda. Maria gasta 53 en unas gomitas y Juan gasta $5 en unas papas con chile. El miércoles, Juan
dobla la ropa de toda su familia y gana $4. Maria lava los trastes y gana $4. Los dos ponen su
dinero en la alcancia. El jueves, Maria abre su alcancia y descubre que ella tiene $9. ¢ Cudnto
dinero tiene Juan? ¢ Cudnto dinero tenian al principio?

A Carlos y a Renata les encantan las galletas. Cada uno de ellos tenia una charola con la misma
cantidad de galletas. Carlos puso todas sus galletas en una canasta. Renata puso sus galletas
repartidas en dos canastas. Entonces, una nueva charola de galletas salié del horno. Carlos y
Renata tomaron la misma cantidad de galletas cada uno, pero esta vez ambos guardaron sus
galletas nuevas en una bolsa de papel para que se mantuvieran frescas para comerlas mds tarde.
La hermana pequefia de Carlos entrd en la cocina y dijo que ella queria unas galletas. Carlos le dio
su canasta y Renata le dio una de sus dos canastas de galletas. Ahora, ¢piensas que, después de
que compartieron sus galletas, Carlos tiene el mismonumero de galletas que Renata? ¢Piensas
que uno de ellos tiene mds galletas que el otro?

Rocio y Luz han salido a juntar manzanas para cocinar unos pasteles. Rocio junté 7 manzanas rojas
y algunas manzanas verdes. Luz juntd 2 manzanas rojas, el mismonimero de manzanas verdes
que Rocio y algunas manzanas amarillas. Al final, Rocfo tenfa el mismo niimero de manzanas que
Luz. ¢ Cudntas manzanas amarillas junté Luz?
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Nocidn de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades determinadas.
Aceptar como valida una expresion que muestra operaciones a ambos lados del signo de igualdad.

Nocién de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades determinadas.
Aceptar como valida una expresion que muestra la operaciones a lado derecho del signo de igualdad.
Aceptar que una operacion y expresion matematica puede contener literales.

Evaluar el concepto de desigualdad, asi como su representacién al trabajar con cantidades determinadas.
Evaluar el concepto de equivalencia del signo de igualdadal trabajar con cantidades determinadas.

Nocion de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades determinadas.
Nocidn y significacién de incognita con la literal “x”.
Evaluar la comprension de la incégnita en un lugar distinto al total.

Nocidn de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades determinadas e indeterminadas.
Comparar transformaciones de cantidades indeterminadas en diferentes momentos de la narracion.
Evaluar el concepto de equivalencia del signo de igualdad.

Localizar incégnitas producto de diferentes transformaciones.

Nocion de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades indeterminadas.
Comparar transformaciones de cantidades indeterminadas en diferentes momentos de la narracion.
Evaluar el concepto de equivalencia del signo de igualdad.

Comprender la nocidn de variable y representarla.

Valorar qué personaje de la narracion tiene mayor magnitud.

Nocidn de equivalencia del signo de igualdad al trabajar con cantidades determinadas e indeterminadas.

Comparar transformaciones de cantidades determinadas e indeterminadas en diferentes momentos de la narracion.
Evaluar el concepto de equivalencia del signo de igualdad.

Comprender la nocion de incégnita y variable.

Localizar el Valor de la incognita.

Tabla 3. Problemas y principales supuestos trabajados durante la secuencia instruccional propuesta Psico-
Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA), correspondientes al eje algebraico

Aritmética Generalizada (AG) (cuadernillo 1).

Como ya se menciond, la secuencia instruccional PPEPPA comenzd con el eje algebraico

Aritmética Generalizada (AG). Dentro de la primera leccion se trabajé la nocién de igualdad como
equivalencia y no equivalencia cuando se modifican los elementos de los miembros que lo acomparian,
esto en el contexto de ecuaciones aritméticas (ie. 8 + 3=11:13+11=12+12:5+6=7+ __:x=
5 + 4). De ahf se transit6 a la nocién de incégnita, en una primera instancia, ésta se denoté con un
espacio vacio sefialado con una pequefia linea horizontal, posteriormente, se introdujo la literal “x" para
denotarla. Todas las oraciones matematicas presentaron cantidades determinadas (Radford, 2011).
Finalmente, se trabaj6 con la representacion de las relaciones implicadas en los diferentes problemas
mediante una ecuacion (ver anexo 2).

Durante la segunda leccién se trabajé con la nocién de incoégnita e igualdad como equivalencia
en el contexto de un problema aritmético de total. Este problema fue uno de los problemas elaborados

exprofeso para la investigacion. La razén de introducirlo radica en que este tipo de problema se
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presenta con alta frecuencia en las practicas educativas mexicanas. Con la intencién de complejizar las
relaciones implicadas en el problema e identificar la transferencia de los conocimientos hasta ahora
trabajados, en la situacién se present6 la incégnita en el primer sumando (x + 18 = 34). La situacién
presentd cantidades determinadas (ver anexo 2).

En la tercera leccion se continud trabajando con la nocién de incognita y del signo de igualdad
como equivalencia, asi como con la conformacién de ecuaciones para representar las relaciones
implicadas en el problema. Este problema introduce, ademés de cantidades determinadas, por primera
vez cantidades indeterminadas (Radford, 2011), asi como, una secuencia no lineal entre la informacién
del problema. Otra caracteristica de este problema es que presenta dos incognitas relacionadas, es
decir, para decir cuél es el valor de la segunda incégnita que establece la relacién de equivalencia entre
los dos miembros de la ecuacion, se debe identificar el valor de la primera incégnita, con base en este
se establece la relacién y con ello se puede deducir el valor de la segunda incégnita y establecer la
relacién de equivalencia (ver anexo 2).

En la cuarta y quinta leccién se continud trabajando con la nocién de equivalencia del signo de
igualdad y con la nocién de incégnita, el cambio radicd en que en estos problemas se agrega la nocién
de variable en el contexto de problemas narrativos con cantidades determinadas e indeterminadas. Al
igual que el problema previo, estos problemas estipulan una relacién de igualdad entre las cantidades
de los dos personajes.

Una vez trabajado y promovido la significacién de los conceptos pertenecientes al eje
algebraico AG, a partir de la sexta leccién se comenzé con la promocién del Pensamiento Funcional
(PF). La tabla 4 sintetiza los principales supuestos instruccionales adoptados y desarrollados para cada
problema. La tabla sintetiza los cinco problemas que conformaron el eje algebraico, asi como sus

supuestos instruccionales.



&Qué pasa con el agua del vaso “A” cuando la pasamos al vaso “B”? {Qué pasa con el agua del
vaso “B” cuando le ponemos el agua del vaso “A”? Completa la tabla con la informacion que

Observar una relacion funcional entre ganar y perder agua contenida en dos recipientes.
Observar que la acci6n que se realice sobre la cantidad de agua contenida en recipiente afecta la
cantidad de agua del otro recipiente.
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. . . y N : N . - X+y=10
hace falta ¢ Observas algun patrén en la informacion de la grafica? Describelo. Ubica las Comprender la relacién funcional de gananciay perdida. ¥
cantidades de agua de cada contenedor en la siguiente grafica. Comprender que la suma de las partes no puede exceder la cantidad original.

Representar con lenguaje matematico la relacion entre la cantidad de agua que tienen los recipientes.
Identificar la relacion gue existe entre dos variables cotidianas.
¢Cudntas colas hay en dos perros? ¢ Cudntas colas hay en 5 perros? ¢Cudntas colas habrd en Identificar la relacion funcional que existe entre dos variables cotidianas (un perro y el nimero de ojos
10 perros? iCudntas colas habrd en cualquier nimero de perros? ¢ Cudntos ojos hay en dos que tiene). y=x
perros? ¢ Cuantos ojos hay en 5 perros? ¢En 10 perros cudntos ojos habra? é¢En cualquier Identificar un patrén en los casos presentados. y=2x
niamero de perros cudntos ojos habra? Generar una regla que se apligue a todos los casos.
Representar con lenguaje matematico las relaciones identificadas.
Identificar la relacion que existe entre dos variables cotidianas.
Identificar la relacién funcional que existe entre dos variables cotidianas (paradas y vagones).
Un tren recoge dos vagones en cada parada. ¢ Cudntos vagones ha recogido el tren después de  Identificar un patron en los casos presentados. ~ax
un nimero cualquiera de paradas? ¢ si contamos la locomotora, cuantos vagones ha Identificar la constante. YI: 1
recogido el tren después de un nimero cualquiera de estaciones? Identificar como se afecta la relacién funcional con la incorporacién de una constante. ¥=
Generar una regla que se aplique a todos los casos.
Representar con lenguaje matemdtico las relaciones identificadas.
Bernardo va a tener su fiesta de cumpleafios y quiere asegurarse de que todos sus amigos se - a9 - -
o Identificar la relacion que existe entre dos variables.
pueden sentar. El tiene mesas cuadradas. En una mesa cuadrada se pueden sentar 4 personas; = 5 5
. Identificar la relacién funcional que existe entre dos variables (mesas y personas que se pueden sentar).
si une otra mesa cuadrada a |a primera se pueden sentar 6 personas. ¢ Cuantas personas se N .
A Identificar un patrén en los casos presentados.
pueden sentar en 3 mesas? ¢ Cudntas personas se pueden sentar en 4 mesas? JCudntas .
N . a Identificar la constante. y=2x+2
personas se pueden sentar en 5 mesas? ¢Observas algin patrén? Encuentra una regla que e . " N
- a - N Identificar como se afecta la relacién funcional con la incorporacién de una constante
describa la relacién entre el nimero de mesas y el nimero de personas gue se pueden sentar .
y = ; - e 5 Generar una regla que se aplique a todos los casos.
en las mesas y describela Describe I relacién emp variables. ¢Qué rep an las : S0s
. Representar con lenguaje matematico las relaciones identificadas.
variables?
Identificar la relacion que existe entre dos variables.
Miguel y Rubén tienen cada uno un poco de dinero. Miguel tiene $8 en la manoy el resto de Identificar la relacién funcional que existe entre dos variables en un contexto cotidiano.
su dinero esta en su cartera. Rubén tiene exactamente tres veces mds dinero que el que tiene  Identificar la relacion que existe entre dos funciones. y=8+x
Miguel en su cartera. {Cudnto dinero podria haber en la cartera de Miguel? ¢ Quién tiene mds Identificar en qué punto esas dos variables mantienen una equivalencia. y=3x

dinero? Representa la relacién que identificaste y explicala

Identificar qué funcidn tiene mayor magnitud
Representar con lenguaje matematico las relaciones identificadas.

Tabla 4. Problemas y principales supuestos trabajados durante la secuencia instruccional denominada
propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA), correspondientes al eje

algebraico Pensamiento Funcional (PF).

La sexta leccién estuvo conformada por un problema matematico que permitié que los

estudiantes pasaran de una experiencia vivencial — fenoménica — de la relacién funcional entre
cantidades de agua a una representacién de las relaciones mediante dos diferentes representaciones
algebraicas, a saber, grafica y ecuacién. La experiencia consistié en manipular, observar y registrar la
relacién funcional entre la cantidad de diez centimetros lineales de agua contenida en dos recipientes.
Mediante la realizacién de preguntas se llevo al grupo a la reflexion de la relacién funcional entre la
ganancia y la pérdida de la cantidad de agua. Esto permiti6 evaluar la transferencia de conocimientos
de una representacién aritmética a dos representaciones algebraicas. Una en el cuadrante positivo del
plano cartesiano y en una ecuacion (x +y = 10) (ver anexo 2).

Del séptimo al décimo problema se continué promoviendo el desarrollo del Pensamiento
Funcional (PF) con problemas que involucran funciones lineales. La diferencia entre las funciones

trabajadas en cada sesién fue el tipo de funcién presentada en cada uno de los problemas narrativos.
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La séptima leccion present6 las funciones “y = x"y ) = 2x“. La octava lecciéon presentd una funcién
del tipo "y = 2x’ complejizandose al incorporar una constante “y = 2x + 1" La novena leccion presento
la funcién “y =2x + 2" mientras que la décima y ultima leccién presentd las siguientes dos funciones:
“y = 8+ x"y "y =3x" complejizando la relacion al preguntar en qué momento estas dos funciones
establecen una equivalencia.

Al igual que las lecciones anteriores, los estudiantes comentaron y representaron graficamente
cada situaciéon matematica presentada. Posteriormente compartieron sus representaciones en el
pintarrén a todos los comparieros. De manera grupal, se comentd sobre los elementos del problema
que se plasmaban en cada una de las representaciones externas, asi como la relacién que se establecié
entre ellos. Cabe mencionar que se cuestiond a los estudiantes sobre las diferencias entre los
elementos y relaciones plasmados en cada una de las diferentes representaciones presentadas, asi
como su significado y el procedimiento empleado para responder la pregunta planteada en cada
problema. Los problemas englobados en este eje algebraico permitieron la incorporaciéon de méas de

una literal, asi como la construccién de la nocién de variable.

Post test
En la sesién siguiente al término de la PPEPPA se aplicé nuevamente la EHA en el post test a

todo el grupo. Las instrucciones que se dieron fueron:

‘{Hola, chicos, buenos dias! El dia de hoy terminaremos nuestro trabajo en matematicas juntos.
Les voy a entregar unos ejercicios, por favor, leelos y resuélvelos de forma individual. Recuerda qgue
para mi es muy importante conocer el trabajo de cada uno de ustedes, asi como Ssus avances, por eso

te pido que no veas el trabajo de tus comparieros. Este trabajo tiene sesenta minutos como limite de
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tiempo. Al concluir ese tiempo te pediré que me entregues tus hojas, si terminas antes, levanta la mano

para que pase a tu lugar por tu trabajo.”

Al igual que en el pretest, el tiempo maximo para responder la £HA fue de sesenta minutos.

Al transcurrir el tiempo se pidié a todos los estudiantes del grupo que entregaran su evaluacion.

14. Seleccion de datos

Los datos que se seleccionaron para anélisis fueron el desempefio correcto y la produccién de

REs. En funcién de ello se definieron las siguientes medidas.

14.1. Medidas

e  Desemperio al solucionar problemas matematicos

Esta medida evalué la habilidad de solucionar matematicamente los diez problemas
presentados en las dos diferentes mediciones del estudio (pretest y post test). Se otorgd un punto a
cada problema solucionado matematicamente correcto. Para los anélisis grupales se consideré el
porcentaje del promedio de respuestas correctas obtenido. Para los anélisis individuales se consideré

el promedio individual de aciertos obtenido por cada estudiante.

e  Andlisis cuantitativo de los niveles de pensamiento funcional simbolico: Taxonomia de

andlisis de las representaciones externas

Esta medida evalud las representaciones externas (REs) elaboradas por el grupo de
estudiantes ante cada problema presentado en las dos mediciones del estudio (pretest y post test)

(momentos). El puntaje que se dio a cada una de ellas se delimité en funcién de los tres elementos
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focos de interés (uso de la igualdad, uso de literales e identificacion de las relaciones matematicas que
se establecen entre la igualdad y las literales), ya que se considera que el uso de dichos aspectos
permite analizar el pensamiento funcional simbdlico. De esta forma, las REs se categorizaron como “no
respuesta’, “explica la relacion con operacion”, “explica la relacion sin operacion’, e “introduce literal”; y

se puntuaron con 0, 1, 2 y 3, respectivamente.

o Andlisis cualitativo de las representaciones externas: Taxonomia de andlisis

Esta medida evalu6 las representaciones externas (REs) elaboradas por los veintisiete
estudiantes ante cada problema presentado tanto en las dos mediciones del estudio (pretest y post
test) como en la PPEPPA. El analisis se centra en el uso de los tres elementos focos de interés (uso
de la igualdad, uso de literales e identificacién de las relaciones matematicas que se establecen entre
la igualdad y las literales), asi como en su evolucién y transito por las cuatro categorias de anélisis que

conforman la taxonomia de anélisis de REs.

15. Andlisis de datos

Con los puntajes del desemperio obtenidos por el grupo en las dos mediciones, asi como con
la ponderacién dada a las REs del grupo con base en la taxonomia de anélisis de las REs, se realizd un
analisis de varianza 2 x 2, incluyendo los factores momento (pretest — post test) y dominio (AGy PF).
En dicho andlisis el interés se centra en averiguar si existen diferencias en las variables con el paso del
tiempo. Este andlisis permite identificar tres efectos de interés. El efecto individual de cada uno de los
factores, asi como el efecto conjunto de la interaccién de los dos factores eliminando la variacién

residual debida a las diferencias entre los sujetos.
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Para realizar las comparaciones entre el desempefio del grupo ante cada uno de los diez
problemas que conformaron la £/HA aplicada en el pretest y en el post test se corrid el analisis Mc
Nemar, el cual indica si el desempefio del grupo es mayor o menor a lo esperado aleatoriamente.

El analisis cualitativo de las REs elaboradas por los veintisiete estudiantes se analizé
considerando la elaboracién individual de REs con base en los tres elementos considerados en el
pensamiento funcional simbdlico (uso de la igualdad, uso de literales e identificacion de las relaciones

matematicas que se establecen entre la igualdad y las literales).

16. Resultados

La presente investigacion reporta el trabajo que se realizdé con un grupo de tercer grado de
primaria (veintisiete estudiantes) de una escuela publica del Estado de México. Tanto los resultados
cuantitativos como cualitativos se presentan en funcion del disefio planteado (A — B - A), asi como de
los objetivos de la investigacion. Primero se presentan los resultados cuantitativos y después los
cualitativos, asimismo, primero se muestra el andlisis grupal y después el anélisis del desempefio
individual de los veintisiete estudiantes del grupo. La Ultima seccién de los resultados presenta el
anélisis cualitativo que se realiz6 a las REs que elaboraron los estudiantes al trabajar con los diez
problemas matematicos presentados en las dos evaluaciones (pretest y post test) en funcién de la

taxonomia de anélisis generada ex professo para la presente investigacion.
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16.1.Desemnperio grupal global

Sobre el desempefio general del grupo ante las dos mediciones (pretesty post test), la figura
1 muestra el promedio del porcentaje de respuestas correctas obtenido por el grupo. Se observa que
el promedio del porcentaje de respuestas correctas general que obtuvo el grupo tiene una ganancia

positiva de 25.9 puntos del pretesty post test (de 21.85 y 47.7 respectivamente).
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Figura 1. Promedio del porcentaje de respuestas correctas obtenido por el grupo
en las dos medidas del estudio (pretest y post test).
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16.1.1. Desemperio grupal por eje algebraico

Como ya se menciond, tanto las dos evaluaciones como la secuencia instruccional denominada
propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA) se conformaron con
la finalidad de evaluar y promover el desarrollo de los conceptos y conocimientos asociados a dos ejes
algebraicos descritos y propuestos por Kaput (2008) Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento
Funcional (PF)), en este sentido, la figura 2 muestra el promedio del porcentaje de respuestas correcta
obtenido por el grupo en las dos medidas del estudio (momentos) en funcién de los dos ejes algebraicos
trabajados. Los datos se describen en funcién del eje algebraico y del momento de la medicién, teniendo
como variable dependiente el promedio del porcentaje de respuestas correctas del grupo. En este
sentido, se observa una ganancia positiva de 30.3 puntos entre el pretesty el post test en el eje
algebraico AG(36.2 y 66.6 respectivamente). Para el eje algebraico PFse observa una ganancia positiva
de 21.4 puntos entre el pretest y el post test (7.4 y 28.8 respectivamente). Considerando los
promedios generales se observa que el grupo tiene un mejor desempefio ante el eje algebraico AG que
ante el eje PF. Sin embargo, si se analizan los promedios de respuestas correctas obtenidos al interior
de cada eje algebraico se observa que el promedio de respuestas correctas ante el eje algebraico PF, se
triplicé del pretestal post test.

Con la finalidad de identificar si las diferencias previamente descritas son estadisticamente
significativas se realizé un anélisis de varianza (ANOVA) 2 x 2 con los factores momento (pretest /
post test) y dominio (AG / PF). El efecto principal del factor dominio indicé que los estudiantes
obtuvieron un mejor desempefio en los problemas de AG que en los de PF[F (1, 26) = 86.667, p <
001, n? = 30]. También se observaron efectos significativos del factor momento [F (1, 26) = 58.602,
p <.001n?, = 18]. No se encontraron efectos de la interaccién momento x dominio [F (1, 26) = 1.81,

ns]. Estos resultados se ilustran en la Figura 2.
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Figura 2. Promedio del porcentaje de respuestas correctas obtenido por el grupo en los
dos diferentes momentos del estudio. Los datos se presentan en funcion de los ejes
algebraicos trabajados en la investigacion y el momento de evaluacion.

16.1.2 Desemperio por tipo de problema

Como ya se describi6 en el método, la £HA estuvo conformado por dos ejes algebraicos, Cada
eje algebraico se conformé con cinco diferentes problemas matematicos. La diferencia entre los cinco
problemas que conforman cada eje algebraico radica en los conocimientos que el estudiante necesita
poner en juego para resolverlos, siendo esto el criterio de complejidad ascendente que se decidié seguir
en la conformacién y presentacién de la £HA (ver tabla 1). En este sentido, la figura 3 muestra el
porcentaje de respuestas correctas obtenido por el grupo ante los diez problemas que conformaron la
EHA. Es pertinente recordar que los primeros cinco problemas corresponden al eje algebraico AG,
mientras que los dltimos cinco corresponden al eje algebraico PF. La figura 3 muestra que con
excepcion del problema “Pensamiento funcional con Incégnita y Variable' el porcentaje de respuestas
correctas aumento del pretest al post test. Se observa que la mayor ganancia positiva entre el pretest

y el post test, el grupo la obtuvo ante los problemas denominados “Ecuacion Aritmética con literal
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(EAcX) y Relacion Funcional ambos con 48.1 puntos porcentuales. Estos dos problemas son seguidos,
en lo que a ganancia positiva refiere, por el denominado “Ecuacion Aritmética con Incognita’ (EAcl)
con una ganancia de 33.3 puntos porcentuales. En oposicién a esto, el problema que tuvo la menor
ganancia positiva entre el pretesty el post test fue el denominado “Pensamiento Funcional’, el cual
tuvo una ganancia de 11.1 puntos porcentuales.

Para identificar el nivel de significancia de las diferencias entre el pretesty el post test, en lo
que al porcentaje de respuestas correctas ante cada tipo de problema refiere, se aplicé la prueba
McNemar de muestras relacionadas; encontrando diferencias estadisticamente significativas en los
siguientes problemas: “Fcuacion Aritmética’ (EA) [.039; p <.05]; “Fcuacion Aritmética con Incégnita’
(EAch [022; p < .O5]; “Ecuacion Aritmética con literal’ (EAcX) [001; p < .05]; “Aritmético de
Combinacion’ (AC) [.016; p < .05]; “Relacion Funcional’ (RF) [.002; p < .05]; “Pensamiento Funcional
con incognita’ (PFcl) [.016; p < .05] y “Pensamiento Funcional con 3 variables” (PFc3) [.031; p < .05].

Otro dato importante que muestra la figura 3 es que el problema siete, denominado ‘Problema
Relacion con una incognita y Variable' (PRclyV) en ninguna de las dos evaluaciones el grupo lo
soluciond correctamente. Este dato indica que, aunque aparentemente la secuencia se construyé
atendiendo un criterio de complejidad ascendente, este problema resulté ser mas complejo para los
estudiantes que conformaron el grupo que tres problemas subsecuentes. En la seccién de anélisis de

los resultados se argumentan algunas razones por las cuales se pudo haber mostrado este desempefio.



71

T

T
&l
o W
a0
30
20
10

]

B ar . L %
Dis {{FE-' ,g@-‘ L'a £ "

%} 9

%

i Y

Pretest M Pod test

Fig. 3: Porcentaje de respuestas correctas obtenido por el grupo ante los diez
problemas que conformaron la Evaluacion de Habilidades Algebraicas (EHA).

Nota: EA = Ecuacion Aritmética, EAcl = Ecuacion Aritmética con Incégnita, EAcX
= Ecuacion Aritmética con literal, AC = Aritmético de Combinacion, RF = Relacién
Funcional, PFclyV = Problema Funcional con Incognita y Variable, PFcl =
Problema Funcional con Incognita, PF = Problema Funcional, PFc3 = Problema
Funcional con 3 variables.

16.2 Transicion de /a representacion externa en la solucion de problemas: taxonomia de andlisis

Como ya se describi6, el presente trabajo sostiene que la representacion externa (RE) es una
herramienta dindmica elaborada por los estudiantes que permite tanto plasmar sus conocimientos
matematicos como estructurarlos, de esta forma media la comprensién del problema y por ende la
accién que se lleva a cabo. En tanto la representacion plasma los simbolos y el lenguaje interiorizado
por los estudiantes, resulta relevante analizar el transito entre las diferentes formas de representacion
externa, asi como de los razonamientos que se pueden inferir de estas. Dicho esto, esta seccién se
enfoca en el analisis de las representaciones externas (REs) que realizé el grupo de estudiantes de

tercer grado. Los datos muestran tanto el tipo de RE que realizé el grupo y sus respectivos
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razonamientos, asi como la transicién y sofisticacion de las REs en funcién de la interiorizacién — uso
- de simbolos y lenguaje matematicos a lo largo de los tres momentos del estudio.

El anélisis de las REs se realizdé con base en el sistema elaborado ex professo. Dicho sistema
de anélisis se compone de cuatro diferentes categorias (“No respuesta’, “Explica la relacion con
operacion’, “ Explica la relacion sin operacion’ e “Introduce literal’). Como ya se mencioné en la seccién
“Representacion externa como herramienta de mediacién” la diferencia entre las categorias radica en
los siguientes tres aspectos: uso del sjgno de jgualdad, el uso de /iterales y la identificaciéon de las
relaciones matematicas que se establecen entre el signo de igualdad y las literales. Teniendo en mente
estos tres aspectos, en las lineas que siguen se describen las cuatro categorias de anélisis construidas.

La primera categoria “No respuesta’, incorpora todas las representaciones externas (REs) que
indican que el problema no se puede realizar, que el estudiante no sabe qué hacer o que simplemente
se deja en blanco. Estas REs o la ausencia de ellas indican que los estudiantes no logran identificar las
relaciones expresadas en el problema. En estos casos, no es posible acceder al uso — interiorizacién -
que el nifio da al signo de igualdad o a las literales. Algunos razonamientos que se puede desprender
de esta categoria de anélisis es que los nifios presentan un obstaculo cognitivo (Palarea y Socas, 1994)
producto de su ensefianza aritmética o bien, una carencia o limitacién de conocimientos lo que impide
la comprensién de las relaciones implicadas en los problemas y por ende el uso de simbolos y de
lenguaje matematico, hecho que impide actuar sobre el problema. En resumen, en esta categoria el

nifio no realiza ningln intento por solucionar el problema (ver figura 4 para identificar un ejemplo).
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6. Raul y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Rall puso las conchitas que encontré en una
caja grande. Andrés encontré el mismo numero de conchitas que Raul, pero, las guardo
equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar

que tiene cada nifio y explicala.

Por la tarde volvieron a la playa y Ralil volvio a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo o

escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.

Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
¢ Piensas que Rall tiene el mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de

ellos tiene mas conchitas?

Fig. 4: Ejemplo de la categoria de analisis “Explica la relacion con operacion”

La categoria “Explica la relacion con operacion’, pone el énfasis en la operatividad de las
relaciones implicadas en el problema mediante el uso de cualquier tipo de operacién matematica. El
signo de igualdad se usa en relacién con las operaciones matemaéticas y las cantidades determinadas
(Radford, 2011), en este sentido es comprendido como un operador. La bidireccionalidad de las
relaciones en expresiones matematicas alin no es interiorizada. En estas representaciones externas los
nifios emplean dibujos que representan las cantidades enunciadas en el problema o sus relaciones. El
dibujo puede ser la base del razonamiento para explicar la relacién y obtener un resultado numérico o

puede ser el medio para identificar una operacién aritmética determinada (i.e. +, -). Los nifios que
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elaboran este tipo de representaciones sélo usan cantidades determinadas, en este sentido, cuando el
problema no las presenta, ellos transforman las relaciones, aunque difieran de este, para estipularlas.
Es decir, la operaciéon que se realiza puede corresponder a una interpretacion correcta de las relaciones

implicadas en el problema o no. En estas representaciones las literales no estan presentes.

La figura 5 es un ejemplo de este tipo de categoria. Se observa que la representacién externa
estd conformada por dibujos, nimeros y operaciones (suma). Dentro de los elementos que la
componen estan los nimeros 15, 16 y 31, el algoritmo de la suma y unos dibujos de los elementos
mencionados en la narracién del problema (distribucion de las conchitas), el signo de igualdad no se
usa dentro de la representacion y no se incorporan literales. Con base en la representacion, el
razonamiento que se puede inferir es que el nifio convierte las cantidades indeterminadas mencionadas
en el problema en determinadas, asignando para ello un valor especifico arbitrario a cada una de ellas.
Con el uso de cantidades determinadas, el nifio modifica las relaciones originales enunciadas en el
problema, modificacién que le permite actuar sobre este. Este aspecto ilustra el uso de simbolos y del
lenguaje matematico que realizan los estudiantes dentro de las representaciones, una vez que el
estudiante utiliza los simbolos matematicos puede darles sentido a las relaciones del problema, actuar

Yy obtener una respuesta.



75

6. Radl y Andrés estaban recoglendo conchitas de mar, Radl puso las conchitas que encontrd en una
caja grande. Andrés encontré el mismo nimero de conchitas que Radl, pero, las guardo
egquitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar
que tiene cada nifio y explicala.
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Por la tarde volvieron a la playa y Radl volvié a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibyjo o
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.
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Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas,
¢Piensas que Radl tiene & mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de
elios liene mas conchitas?

Fig. 5: Ejemplo de la categoria de analisis “Explica la relacion con operacion”

La tercera categoria “Explica la relacion sin operacion’, pone el énfasis en la comprension y
manejo de las relaciones implicadas en el problema con base en el mero analisis de estas. El signo de
igualdad se usa como una relacién de equivalencia en tanto el estudiante trabaja tanto con cantidades
indeterminadas como indeterminadas (Radford, 2011), es decir, el signo de igualdad es el elemento
matematico que permite que el estudiante establezca una equidad entre ambos miembros de la
expresidon matemética, asimismo, este uso permite concebir la bidireccionalidad de la expresiéon
matematica. En estas representaciones los nifios emplean bosquejos para representar los objetos o
situaciones de las que se hablan en el problema sin necesariamente hacer evidente las relaciones
enunciadas en el problema. A partir de los bosquejos los nifios explican sus razonamientos para

solucionar el problema, llegando a establecer relaciones aritméticas sin emplear los algoritmos. En estas
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representaciones los nifios operan con cantidades indeterminadas aludiendo que los objetos referidos
en el problema pueden tener cualquier valor siempre y cuando se respete la relacién expresada en el
problema. En este sentido el bosquejo evidencia esta restriccion. Aunque los nifios no usan literales
para sefialar una incognita o variable dentro de sus bosquejos, los razonamientos alrededor de ellos

evidencian un acercamiento a dichos conceptos.

La figura 6 es un ejemplo de esta categoria de andlisis. Se observa una representacion externa
en la que el estudiante mediante el uso de dibujos bosqueja las relaciones enunciadas en el problema.
Se puede apreciar que el estudiante prescinde de la necesidad de usar cantidades concretas, lo que le
permite usar las cantidades indeterminadas enunciadas en el problema, con esto él basa su analisis y
solucién en las relaciones mismas del problema. No se explicita el uso del signo de igualdad dentro de

la representacién ni tampoco se hace uso de literales.
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6. Rall y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Raul puso las conchitas que encontré en una
caja grande. Andrés encontré el mismo numero de conchitas que Radll, pero, las guardo
equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar

que tiene cada nifio y explicala.

Raul i

'(' conchitas

Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvié a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasién, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo o

escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.

Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
i Piensas que Raul tiene el mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de
ellos tiene mas conchitas?
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Fig. 6: Ejemplo de la categoria de analisis “Explica la relacion sin operacion”

La cuarta categoria de andlisis se denomind “/ntroduce literal. Esta categoria enfatiza la
incorporacién de literales en la representacion externa. El signo de igualdad es usado como una relacién
de equivalencia entre ambos miembros de la ecuacién, la bidireccionalidad de las expresiones
matematicas es aceptada, pero, ademas, se emplean literales para explicar las relaciones del problema
y estas pueden aludir tanto a una incégnita como a una variable. En estas representaciones los nifios
emplean bosquejos para representar los objetos o situaciones de las que se hablan en el problema
haciendo evidentes las relaciones enunciadas, en cierta forma, los nifios esquematizan una ecuacién

formal. En esta categoria se trabaja tanto con cantidades determinadas como indeterminadas.
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La figura 7 es un ejemplo de las representaciones externas englobadas en esta categoria de
anélisis. La figura muestra como el estudiante, mediante su representacion esquematizo las relaciones
enunciadas en el problema incorporando la letra “x”y el signo de igualdad. Con base en el esquema, el
estudiante establece la relaciéon de equivalencia entre las relaciones basando el anélisis en las

magnitudes de los elementos que se refieren en la narracién del problema.

6. Rall y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Rall puso las conchitas que encontré en una
caja grande. Andrés encontré el mismo nimero de conchitas que Raull, pero, las guardo
equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar

que tiene cada nifio y explicala. AL“ A 5
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Por la tarde volvieron a la playa y Ral volvié a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasién, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo o
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.
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Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
¢Piensas que Raul tiene el mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de
ellos tiene mas conchitas?
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Fig. 7: Ejemplo de la categoria de analisis “Introduce literal”

Las cuatro categorias de andlisis muestran una evolucién de la representacion externa. La
evolucién se describe en términos de los simbolos y el lenguaje matematico explicitado en cada una de

ellas, en particular nos enfocamos en el uso del signo de igualdad, de las /iterales, de la identificacién
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de las relaciones y de los razonamientos que se pueden inferir de ellas. De esta forma, la primera
categoria de andlisis engloba los cimientos que requiere la subsecuente categoria. Para que el
estudiante realice representaciones externas que contienen los elementos descritos en la cuarta
categoria de analisis (“/ntroduce literal’) y, por ende, se puedan inferir los razonamientos
correspondientes a ésta, él debe identificar los elementos criticos del problema, asi como su relacién,
aspectos esenciales de la segunda categoria de analisis. También debe usar el signo de igualdad como
una equivalencia entre los dos miembros de la expresiéon matematica — ecuacion- (aspecto esencial de
la tercera categoria de analisis), y, finalmente, debe usar literales para sefialar tanto una /ncégnita como
una variable esto en funcién del rol que adopten dichas literales en las relaciones enunciadas en el

problema (aspecto critico de la cuarta categoria de anélisis).

En este sentido, mediante su representacion externa, el estudiante integra dos lenguajes
formales, uno, el lenguaje ordinario, con el cual se narra y presenta un problema, y otro, el lenguaje
matematico, para el cual usa simbolos y elementos pertenecientes y especificos al dominio matematico.
La representacion externa, permite al estudiante realizar una traduccién, una sustitucién y/o
condensacion de elementos y relaciones presentados de forma verbal (en lenguaje ordinario) a un
enunciado matematico (ecuacion), sintetizando con ello, las relaciones logicas implicadas en el
problema planteado. Al tiempo que el estudiante realiza su representacion externa, su traduccién de
los elementos, ésta le permite pensar sobre su comprension de las relaciones (representacion interna),
lo que le puede llevar a modificar tanto su comprensién como la representacién, este proceso dindmico

y activo, puede permitir, en algunos casos, la generalizacién de las relaciones enunciadas en el problema.
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16.21. Transicion de la representacion externa en /a solucion del problema: andlisis

cuantitativo grupal

Una vez presentada la descripcion del sistema de analisis de las representaciones externas
(REs), en las lineas que siguen se presentan los resultados correspondientes al grupo en relacién con
el tipo de RE que elabord, asi como la evolucion de esta en los dos momentos de medicién del estudio.
Primero se muestra el porcentaje de frecuencia obtenido por el grupo ante cada una de las categorias
en funcién del momento y el eje algebraico. Posterior a eso, se presenta un andlisis cuantitativo que se
realizé consideran las REs que realizé el grupo.

Sobre el porcentaje de frecuencia obtenido por el grupo ante cada una de las categorias de
analisis de las REs, la figura 8 concentra los datos del grupo en funcién de los dos diferentes momentos
de medicién de la investigacion (pretesty post test), asi como del eje algebraico evaluado (AGy PF).
De esta forma, la figura se divide en dos partes (inferior y superior) cada una referente a un momento
— medida - del estudio, pretesty post test, respectivamente. Cada una de esas dos partes cuenta con
dos barras. Una barra corresponde al porcentaje de frecuencia obtenido por el grupo ante cada
categoria de anélisis de las REs en el eje algebraico AGYy la otra corresponde al porcentaje de frecuencia

obtenido ante el eje PF. Cada uno de los colores corresponde a una de las cuatro categorias de anélisis

que componen la taxonomia. En este sentido, la categoria de anélisis “No respuesta’ se sefializ6 con el
color lila claro, la categoria “Explica /a relacion con operacion’ se sefializd con el color morado claro, la
categoria “Explica la relacion sin operacion’ se sefializé con el color morado, mientras que la dltima
categoria denominada “/ntroduce literal’ se sefializé con el color pdrpura oscuro.

De manera general, en la figura 8 se observa una diversificacién de colores. La diversificacion

de colores indica, por un lado, la frecuencia de ocurrencia de las categorias de anélisis y por otro lado

permite observar el surgimiento de una nueva categorfa de anélisis de las REs en el post test (aparece
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la categoria “introduce literal”). De manera particular, en la figura, en el momento post test se observa
que la categoria “/ntroduce literal’, sefializada con el color plrpura oscuro, muestra un mayor
porcentaje de frecuencia ante el eje algebraico PF. Mientras que la categoria que involucra la realizacién
de operaciones aritméticas, en el mismo momento, “Explica /a relacion con operacion’, muestra una

mayor frecuencia ante el eje algebraico AG.

Post Test

AG 19.3 58.5

PF 74.8 23.0 I
AG 60.0 36.3 l

0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0 60.0 70.0 80.0 90.0 100.0

Pretest

No Respuesta Explica la relacion con operacion M Explica la relacion sin operacion M Introduce literal

Fig. 8: Porcentaje de frecuencia obtenido por el grupo ante cada categoria de anélisis de
las representaciones externas (REs). Los datos se presentan en funcién de las dos
mediciones y el eje algebraico.

El anélisis cuantitativo que se realizé con base en las REs que elaboré el grupo esté en funcién
de las cuatro categorias que conforman la taxonomia de analisis de las REs y los dos momentos de
medicion del estudio. El analisis cuantitativo se realiza atendiendo la necesidad de generar mayor
variabilidad entre los puntajes que obtuvieron los estudiantes al resolver los problemas de las dos
evaluaciones. Con base en lo anterior, se utiliz6 un puntaje ponderado para distinguir entre la

sofisticacion de las REs. Es decir, se calificé de diferente manera cada RE elaborada por los estudiantes
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que conformaron el grupo. En funcién de la categoria de analisis en la cual se agrupé dicha RE se
otorgd un puntaje. De esta forma para la categoria “no respuesta” se asigné un O; a la categoria “explica
la relacién con operacion” se le otorgd un 1; la categoria “explica la relacion sin operacién” se puntué
con 2;y a la categoria “introduce literal” se le asigné un 3.

La ponderacién de las categorias de anélisis que componen la taxonomia se realizé de la
siguiente forma. Se sacé el porcentaje obtenido para cada categoria de analisis ante cada eje algebraico
(AG o PF); dicho porcentaje se multiplicé por la ponderacién — peso - dada a la categoria (el peso de
la categoria “No respuesta’ fue cero, el peso de la categoria “ Explica la relacion con operacion” fue uno,
el peso para la categoria “ Explica la relacion sin operacion’ fue dos y el peso para la categoria “/ntroduce
literales’ fue tres); finalmente, el producto obtenido fue dividido entre el maximo posible obtenible
(300). Por ejemplo, si un estudiante realizé para cuatro de los cinco problemas que conformaron el eje
algebraico AG una representacion englobada en la categoria “No respuesta’ el procedimiento para
obtener su puntaje ponderado seria el siguiente: se dividiria cuatro entre cinco y el resultado se
multiplicaria por cien, lo que resulta en un 80%. Ese 80 seria multiplicado por el peso de la categoria,
en este caso, cero, finalmente se dividiria entre el maximo posible obtenible, el cual es, tres cientos,
resultando en cero. Por el contrario, si un estudiante realiz6 cuatro REs que se englobaron en la
categoria de anélisis “Explica la relacion sin operacion” obtendriamos el mismo porcentaje (80%), pero
éste se multiplicaria por dos, dando como producto 160, finalmente, ese producto se dividiria entre
tres cientos que es el posible obtenible méaximo, resultando .53 como el puntaje ponderado. El
procedimiento descrito para diferenciar las REs elaboradas por los estudiantes nos permite generar
tanto variabilidad en la medida como sensibilidad para cada una de las categorias de andlisis respetando
la frecuencia original de éstas. Con base en dicha ponderacién se buscé que el andlisis fuera sensible

al cambio entre la evolucién de cada una de las cuatro categorias de analisis.
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Los puntajes ponderados obtenidos fueron evaluados con un anélisis de varianza de medidas
repetidas (ANOVA) 2 x 2, incluyendo los factores momento (Pre/Post) y dominio (AG/PF). Se
encontraron efectos principales de los factores factor momento [F(1, 26) = 60.025, p < .001, 772 =
28] y dominio [F(1, 26) = 5.521, p < .05, n? = .02]. Estos efectos estuvieron moderados por la
interaccion significativa momento x dominio [F(1, 26) = 19.799, p < .001, n? = .09]. El analisis post-
hoc con correccion Bonferroni de los efectos del factor momento dentro de cada nivel del factor
dominio indicé que no hubo cambios del pre al post en el dominio AG (t = 2.30, ns), mientras que en
el dominio PFK el desempefio en el post fue méas alto que en el pre (t = 862, pbonf < .001. Estos

resultados se ilustran en la figura 9.

A0+ Eje algebraico (dominio)
—— Aritmética Generalizada
= Pensamiento Funcional

.30

.20

Puntaje Ponderado (0 - 1)

009

T T
Pretest Post test

Medicidn (momento)

Fig. 9: Desempefio en la elaboracién de representaciones externas (RES) ponderado en
funcion de la taxonomia de analisis de las representaciones externas mostrado por el grupo
ante los problemas pertenecientes al eje algebraico Aritmética Generalizada vy
Pensamiento Funcional durante las dos mediciones del estudio.
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Es importante recordar que este andlisis cuantitativo reporta el desempefio mostrado por el
grupo en funcién del tipo de representacion externa que realizaron y la ponderacién que se asigné a
cada una de ellas. En este sentido, el puntaje mayor obtenido ante el eje algebraico PF sugiere que el
grupo realizé un mayor nimero de REs que se englobaron en alguna de las dos Ultimas categorias de
la taxonomia de andlisis (“Explica la relacion sin operacion” e “Introduce literal’). Mientras que el menor
desempefio engloba representaciones externas correspondientes a las categorias “No respuestd’ y

“Explica la relacion con operacion’.

16.3 Desemperio individual

En esta seccién se presentan los datos individuales de los veintisiete estudiantes de tercer
grado de primaria que conformaron el grupo. A diferencia de los resultados presentados en las
secciones anteriores, esta seccién incluye como parte del andlisis la PPEPPA en tanto se quiere mostrar
y comparar el desarrollo individual de los participantes a lo largo de todo el estudio.

La figura 10, 11, 12 y 13 muestran el registro acumulativo del desempefio correcto mostrado
por los veintisiete estudiantes, que conformaron el grupo, en los tres diferentes momentos del estudio
(pretest, PPEPPAY post test). Las primeras tres figuras (10, 11 y 12) muestran el desempefio de siete
estudiantes, mientras que la figura 13 muestra el desempefio de los tltimos seis estudiantes del grupo.
En este sentido, el eje de las abscisas muestra los diecisiete problemas correspondientes al eje
algebraico Aritmética Generalizada (AG), aglutinados por los tres momentos del estudio. Los primeros
cinco corresponden al pretest (EHA), los siguientes siete problemas corresponden a la PPEPPA Yy los
Gltimos cinco corresponden al post test (EHA). En el eje de las ordenadas se muestran Gnicamente los
aciertos de cada estudiante. Considerando los ejes descritos, las figuras muestran los aciertos

obtenidos por cada uno de los estudiantes ante los diecisiete problemas del eje.
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Fig. 10: Registro acumulativo del desempefio correcto de los primeros siete estudiantes del grupo
ante los 17 problemas pertenecientes al eje algebraico Aritmética Generalizada.
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Fig. 11: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por siete estudiantes del grupo ante
los 17 problemas pertenecientes al eje algebraico Aritmética Generalizada.
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Fig. 12: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por siete estudiantes del grupo ante

los 17 problemas pertenecientes al eje algebraico Aritmética Generalizada.
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Fig. 13: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por los ultimos seis estudiantes del

grupo ante los 17 problemas pertenecientes al eje algebraico Aritmética Generalizada.
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Este tipo de registro permite destacar la diagonal ascendente que se dibuja gracias al
desempefio correcto en la mayoria de los estudiantes. Dicha diagonal se acentia durante la PPEPPA
manteniéndose e incrementando, en algunos casos, durante el post test. Otro aspecto que se observa
en este tipo de registro es que ninguna de las lineas se mantiene completamente horizontal a lo largo
del estudio. En sintesis, el dato fundamental de las cuatro figuras es el cambio en la tendencia de las

lineas que representan el desempefio correcto de cada uno de los estudiantes.

Referente al desempefio especifico de los estudiantes dentro del eje algebraico AG, se destaca
el caso del estudiante “P7” sefializado con el color azul marino en la figura 10. El muestra el mejor
desempefio del grupo ante los diecisiete problemas que conformaron el eje solucionando
correctamente quince de ellos. El caso contrario lo muestra el estudiante “P24” sefializado con el color

naranja en la figura 13. El solucioné correctamente tres de los diecisiete problemas del eje.

Con relacion al eje algebraico Pensamiento Funcional (PF), las figuras 14, 15,16 y 17 muestran
el desempefio correcto de los veintisiete estudiantes del grupo ante los veinte problemas que
conformaron dicho eje. Cinco problemas se presentaron en el pretest (EHA), diez en la PPEPPAY cinco
en el post test (EHA). Al igual que las cuatro figuras anteriores, el eje de las abscisas muestra los veinte
problemas correspondientes al eje algebraico Pensarmiento Funcional (PF), aglutinados por los tres
momentos del estudio. Las primeras tres figuras (14, 15 y 16) muestran el desempefio de siete

estudiantes, mientras que la figura 17 muestra el desempefio de los Gltimos seis estudiantes del grupo.
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Estas cuatro figuras (14, 15, 16 y 17) muestran una menor inclinacién de la diagonal en las
lineas que se dibujan con el desempefio correcto de los estudiantes. En términos generales las figuras
permiten apreciar dos principales cambios en la tendencia que se dibuja con las lineas que representan
el desempefio de cada participante. La primera tendencia positiva se observa en el transito del pretest
ala PPEPPA en la mayoria de las lineas. La segunda tendencia positiva no es tan pronunciada como la
primera; pero si se distingue en el transito entre la PPEPPA y el post test. Durante el pretest se
observan las lineas aplanadas, dicha horizontalidad — aplanado - se debe a la falta de respuestas

correctas ante los problemas.

Pretest PPEPPA Post test

LI -C R I T T ™
=
[=]

=~ o u

[ R SO T T S

&

Problemas del eje algebraico PF

Fl P2 P = = -P4 P5 PG e

Fig. 14: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por los siete primeros estudiantes
ante los veinte problemas pertenecientes al eje algebraico Pensamiento Funcional.
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Fig. 15: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por siete estudiantes del grupo
ante los veinte problemas pertenecientes al eje algebraico Pensamiento Funcional.
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Fig. 16: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por siete estudiantes del grupo
ante los veinte problemas pertenecientes al eje algebraico Pensamiento Funcional.
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Fig. 17: Registro acumulativo del desempefio correcto mostrado por los Gltimos seis estudiantes
del grupo ante los veinte problemas pertenecientes al eje algebraico Pensamiento Funcional.

Sobre el desempefio individual ante el eje algebraico PF, se aprecia que el participante “P8’,
sefializado con el color azul turquesa (ver figura 15), obtuvo el mejor desempefio del grupo ante el gje
algebraico PF. El resolvié diez problemas correctamente. El caso contrario lo muestran los participantes
“P17" y “P26", sefializado con el verde militar y azul, respectivamente (ver figura 16 y 17). Ellos
solucionan correctamente dos problemas cada uno; uno durante la PPEPPAy el otro durante el post

test.
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16.3.1. Transicion individual de la representacion externa en la solucion de problemas

En linea con los datos de la seccién anterior, la figura 18 muestra una grafica de calor que
indica las variaciones en el tipo de representacién externa elaborada por cada uno los estudiantes. Las
columnas sefialan los tres momentos (pretest, PPEPPA y post test), dentro de cada momento se
ubican los dos ejes algebraicos, Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF). Las
columnas indican los 37 problemas divididos por momentos, mientras que las filas corresponden a los
veintisiete participantes del grupo. Los cuatro colores sefialan a una de las cuatro categorias de la
taxonomia de analisis de las AREs (descritas con anterioridad en la seccién “Transicion de la
representacion externa en la solucion del problema: taxonomia de anélisis”). La categoria “No
respuesta’ se sefializé con el color lila e indica que los estudiantes no comprendieron las relaciones
implicadas en el problema. La categoria “Explica la relacién con operacién” se sefializdé con el color
morado claro y se refiere a los razonamientos que involucran el uso de cualquier operacién aritmética.

La categoria “Explica la relacion sin operacién” se sefializé con el color morado, considera todas las

representaciones que dejan ver un razonamiento a partir del andlisis de las relaciones implicadas en el
problema. La categoria “Introduce literal” se sefializd con el color magenta y considera los
razonamientos que hacen uso explicito de cualquier literal para el analisis y representacién de las
relaciones implicadas en el problema. Adicional, con el color azul se sefiala la ausencia del participante
en la sesién en la que se trabajé un problema, este color sélo aparece en la PPEPPA ya que es cuando
se registraron ausencias de los estudiantes.

En la figura 18 se aprecia cémo los estudiantes transformaron sus REs y por ende sus
razonamientos a lo largo del estudio, ninguno mantiene el mismo tipo de representacién. En algunos

problemas se presenta la categoria “introduce la literal” pero esto no es constante para un mismo

participante. Es importante destacar que durante la PPEPPAYy el post test los colores se diversificaron,
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observando en mayor medida la categoria “comprende las relaciones sin operacion” e “introduce literal”
(color morado y magenta respectivamente). El patrén de colores observado durante el pretest es
diferente al observado en la PPEPPAY en el post test. En el primer momento predominan las categorias
“no respuesta’ y “explica la relacién con operacion”, mientras que en los momentos subsecuentes

predominan las categorias “explica la relacion sin operacion” e “introduce la literal”.
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Fig. 18. Grafica de color de las representaciones externas elaboradas por los veintisiete
estudiantes al solucionar los problemas de los tres diferentes momentos del estudio.
Los datos se presentan en funcion del tipo de categoria, eje algebraico y momento.
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Mo respuesta

Esplica la relacidn con operacidn

Nota: AG = Aritmética Generaliza; PF = Pensamiento Funcional.
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Cabe mencionar que la categoria “/ntroduce literal’ aparece en mayor medida ante el eje
algebraico PF durante y después de la PPEPPA, mientras que la categoria “Explica la relacion con
operacion’ aparece en mayor medida ante el eje algebraico AG. Otro aspecto por resaltar es que ningtin
estudiante mantiene la misma RE a lo largo del estudio, se observa que los estudiantes modifican sus
representaciones conforme cambian las relaciones implicadas en los problemas de los tres diferentes

momentos, con una mayor tendencia del uso de literales ante el eje algebraico PF.

16.3.2 Andlisis cualitativo de las representaciones externas en funcion de la taxonomia de

analisis

El analisis que se presenta en esta seccion se realizé atendiendo a la taxonomia de analisis que
se cred ex professo explicado y retomado en las dos partes de anélisis previas (anélisis grupal y analisis
individual). Especificamente, en esta seccion se presenta el analisis cualitativo que se realizé de las
representaciones externas (REs) elaboradas en la solucién de los problemas que conformaron la £HA
en los dos momentos de aplicacion (pretest y post test). En este sentido, el anélisis se centra en el uso
del signo de jgualdad, el uso de /iterales y en la identificacién de las relaciones matematicas que se
establecen entre el signo de igualdad vy las literales. Como ya se menciond, todos los razonamientos
que se derivan de las REs se infirieron en funcién de las relaciones y explicaciones presentadas en las

diferentes REs.

Con la finalidad de sintetizar los principales resultados del analisis cualitativo de las REs
realizadas ante los diez problemas de la £HA, al inicio de cada eje algebraico se presenta una tabla con

los cinco problemas correspondientes a dicho eje y los principales efectos encontrados en funcién de

la taxonomia de anélisis de las REs.
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La tabla 5 contiene los cinco problemas correspondientes al eje algebraico AG que se
presentaron en el £/4A. En la primera columna se presentan uno a uno los cinco problemas, mientras
que en la segunda columna se describen los principales efectos obtenidos problema a problema en

funcién de las cuatro categorias de anélisis que componen la taxonomia.

L e e

“No respuesta” de 21 estudiantes que sefialaron, en el pretest, que esta situacion es errénea; unicamente diez estudiantes en el post test
Ecuacion Aritmética (EA) mantienen el mismo razonamiento.
“Explica |a relacion con operacidn”, pasa de seis estudiantes en el pretest a trece en el post test.
Decide si la oracién numérica es verdadera o falsa. 57 + 22 =58 + 21 Explica  “Explica la relacién sin operacién®, cuatro estudiantes muestran este tipo de razonamiento en el post test. Este tipo de razonamiento
tu respuesta. refiere al establecimiento de una relacidn de equivalencia un ional del enunciado ico.
“Introduce literal”, no aparece en ninguna de las dos evaluaciones.

“No respuesta” 16 estudiantes mostraron este tipo de razonamiento en la Evaluacién inicial, disminuyendo a seis estudiantes en la
Evaluacién final.

“Explica la relacion con operacién”, aceptan la situacion presentada y establecen una relacién de equivalencia mediante una operacién
r ica. Pasa de once enlak ion inicial a 21 en la Evaluacion final.

Tanto la categoria “Explica la relacién sin operacion” e “Introduce literal”, no se muestran en ninguna de las dos evaluaciones

Ecuacién Aritmética con incégnita (EAcl)

¢Qué numero puedes poner en el espacio en blanco para hacer que la
oracion numérica sea verdadera? 10 = +4

"No respuesta” de 20 estudiantes que no comprenden las relaciones implicadas en el problema en el pretest, sélo dos presentan el mismo
razonamiento en el post test.

“Explica la relacién con operacién” aceptan la incorporacion de la x como miembro de la expresion. Incrementa la frecuencia de
ocurrencia de siete estudiantes en el pretest a once en el post test.

“Explica la relacién sin operacién” dnicamente cuatro estudiantes muestran este tipo de representacion externa durante el post test.

Ecuacion Aritmética con Literal (EACX)

Encuentra el valor de X que hace que la siguiente oracién numérica sea
verdadera.

e “Introduce literal” diez estudiantes realizaron una representacion que incorpora la literal “x” durante el post test.
“No respuesta” de once estudiantes que realizaron una representacion que se englobo en esta categoria durante el pretest, sélo cuatro
Desigualdad estudiantes la mantienen durante el post test.
“Explica la relacién con operacion” la frecuencia de ocurrencia pasé de once en el pretest a doce en el post test.
Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada “Explica la relacién sin operacién® cinco If realizaron rep jones externas en esta categoria en el pretest,
uno tomd un libro. ¢ Cudntos libros se encuentran ahora en el librero? mientras que once en el post test.
“Introduce literal” ningun estudiante realizé repi iones externas ir literales en ninguna de las dos evaluaciones.

“No respuesta” de trece estudiantes gue realizaron una representacién externa engloba en esta categoria durante el pretest s6lo cuatro la
Aritmético de Combinacion (AC) mantienen en el post test.
“Explica la relacién con operacién” Incrementan las representaciones externas englobas en esta categoria de andlisis pasando de catorce
A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco metio algunos grillosy 15 en el pretest a 22 en el post test.
arafias. En total tiene 33 insectos dentro del frasco. ¢ Cudntos grillos metid "Explica la relacién sin operacion” Ningur i realiza una rep ion externa en esta categoria de andlisis en
Luis en el frasco? ninguno de las evaluaciones.
“Introduce literal” Sélo un estudiante realiza durante el post test una representacién externa gue se engloba en esta categoria de andlisis.

Tabla 5. Problemas correspondientes al eje algebraico Aritmética Generalizada (AG) presentados en
la Evaluacion de Habilidades Algebraicas (EHA), asi como los principales efectos obtenidos en
funcién de la taxonomia de anélisis de las representaciones externas (RES).

El primer problema que se presenté fue el denominado “Ecuacion Aritmética” (EA) y consistio

en el siguiente enunciado matematico:

Decide si la oracion numérica es verdadera o falsa. 57 + 22 = 58 + 21 Explica tu respuesta.

Con base en el anélisis de las relaciones entre los dos miembros del enunciado, los estudiantes

debian decidir si el enunciado matematico es verdadero o falso en tanto mantiene una equivalencia. El
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significado que el nifio otorgue al sjgno de jgualdad es esencial, de este modo, si el estudiante concibié
que el signo de jgualdad es un operador, su respuesta estara centrada en encontrar y ubicar del lado
derecho de este signo un ndmero, el cual sera el resultado de sumar el 57 mas 22. Por el contrario, si
el estudiante considerd el signo de igualdad como equivalencia, intentara identificar las similitudes y
diferencias entre ambos miembros del enunciado matemético, para con ello decidir si son lo mismo o
no. Por la relacién que se establece en el enunciado matematico no se permite la incorporaciéon de
literales.

A continuacién, se presentan las principales diferencias identificadas entre las
representaciones externas elaboradas por los estudiantes y los tipos de razonamiento que se pueden
inferir. Las categorias se muestran siguiendo el orden presentado en el sistema de categorias de analisis
de la representacion externa. Es decir, se presentan las representaciones externas que incorporan un
menor nimero de elementos, asi como relaciones incipientes o iniciales de dichos elementos,
avanzando a la identificacion de relaciones mas complejas, las cuales pueden o no incluir la realizacion
de alguna operacién bésica; basando su anélisis en la identificacién de las propiedades de los elementos
que se relacionan.

En lo que refiere a la categoria “No respuesta”, de 21 estudiantes que sefialaron en el pretest
que esta situacién es errénea porque la suma de dos ntimeros no puede dar como resultado otra suma
indicando por ejemplo que “no es posible tener otra suma como resultado de una suma’, sélo diez
estudiantes durante el post test mantienen el mismo razonamiento. El anélisis que se puede
desprender de esta representacién es que los nifios concepttan el sjgno de igualdad como un operador.
Esta comprensién implica una visién rudimentaria del signo de igualdad, ya que ellos Gnicamente

aceptan que la operaciéon de sumar se plantea del lado izquierdo de la igualdad y su resultado debe
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estar del lado derecho, es decir, el sjgno de jgualdad indica que hay que realizar la operacién que se
presenta del lado izquierdo para poner el resultado obtenido del lado derecho.

La segunda categoria de anélisis se denomind “Explica la relacién con operacién”. Seis
estudiantes, en el pretest, muestran este tipo de razonamiento, mientras que en el post test se
incrementd a trece estudiantes. El razonamiento que se puede desprender de este tipo de
representacion externa es que los estudiantes establecen una relacién de equivalencia entre ambos
miembros del enunciado matematico mediante la realizacién de las operaciones matematicas indicadas.
En este tipo de representacion los estudiantes realizan las operaciones indicadas para establecer una
relacion de equivalencia como definitoria del signo de jgualdad: comprendiendo que los dos miembros
de la ecuacién matematica deben valer lo mismo. Para poder decidir si hay o no lo mismo en ambos
miembros, los nifios recurren a un procedimiento meramente aritmético, ya que en este momento
todavia no pueden basar su razonamiento en el anélisis de los valores numéricos y sus relaciones que
componen cada miembro del enunciado matematico. Estas representaciones no incorporan literales.

La tercera categoria de andlisis de las representaciones externas denominada “Explica la
relacién sin operacion” fue mostrado Unicamente por cuatro estudiantes durante el post test. El
razonamiento que se puede desprender de este tipo de representacion externa refiere al
establecimiento de una relacién de equivalencia mediante el anélisis relacional del enunciado
matematico, es decir, los nifios identifican semejanzas y diferencias entre los valores y operaciones que
se presentan en los miembros de la expresién matematica para con base en ellos determinar la igualdad.

Estas representaciones no incorporan literales.
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Por ejemplo, en 57 + 22 = 58 + 21 Kdijo ‘hos da el mismo resultado porque antes era 57+22
y luego 58+21 lo que pasa es que al 57 le agregaron 1 y se convirtié en 58 y el 22 le quitaron 1 y se

convirtic 21"

La dltima categoria de anélisis se denomina “Introduce literales" no fue mostrada en el
desempefio de los estudiantes en ninguna de las dos evaluaciones porque las caracteristicas mismas

del enunciado matematico no permiten este tipo de representacion.

El segundo problema se denominé “Ecuacion Aritmética con Incégnita”(EAc]) y presentd a los

estudiantes el siguiente enunciado matematico:

¢/ Qué ndmero puedes poner en el espacio en blanco para hacer que la oracion numérica sea

verdadera? 10=___ + 4.

Con base en la informacién que presenta el problema, los estudiantes deben identificar que
hace falta un ndmero, y que ese nimero debe mantener la equivalencia en el enunciado matematico.
El miembro de lado izquierdo es un solo ndmero, mientras que el miembro del lado derecho es una
suma, un operador. Este tipo de arreglos no son frecuentes en la experiencia de los nifios, por lo que,
de inicio, el estudiante debe aceptar que este tipo de situaciones matematicas son posibles de abordar.
Nuevamente, el concepto clave es la nocién de equivalencia que se vincula al sjgno de jgualdad. Si el
nifio lo concibe como un operador, estara enfocado en encontrar un ndmero, al cual le sumara 4 para
obtener 10 como respuesta. Otro tipo de abordaje estaria enfocado en identificar, mediante un analisis

de la relacién establecida, la equivalencia y con ello el niimero que la mantiene.
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En lo que respecta a la categoria “No respuesta’, 16 estudiantes mostraron este tipo de
razonamiento en el pretest, disminuyendo a seis estudiantes en el post test. El abordaje que se puede
inferir que realizaron los estudiantes en esta categoria es que ellos no establecen una relacion de
equivalencia, ya que de inicio no consideran que sea posible trabajar con este tipo de situaciones. En
este tipo de anélisis, ademas de no permitir un abordaje matemaético, deja ver la visién que tienen los
estudiantes en la cual Gnicamente se acepta como posible una situacién que presente del lado izquierdo
del signo de igualdadas operaciones a realizar, para ubicar de lado derecho el nimero que es la Gnica
respuesta. Como en el problema planteado esta caracteristica no se cumple, los nifios no la aceptan
indicando que: ‘no es verdadera porque esta al revés”(Ka) o que ‘No se puede realizar” (R).

Los razonamientos que se infieren de los estudiantes que realizaron una representacion
externa englobada en la categoria “Explica la relacién con operacion” es que aceptan la situacién
presentada y establecen una relacién de equivalencia mediante una operacién matematica. Ya sea que

a 10 le resten 4 para encontrar el valor con una sustraccién o que a 4 le agregan unidades hasta llegar

al 10 mediante la adicién. En este tipo de andlisis, los nifios establecen la equivalencia vinculandola al
signo de jgualdad como operador y operan a partir del anélisis de la relacién entre ambos miembros de
la igualdad. Este tipo de representacion externa incrementd su frecuencia de once estudiantes en el
pretesta 21 en el post test

Tanto la categoria “Explica la relacion sin operacion” e “Introduce literales”, no se muestran en

ninguna de las representaciones externas elaboradas en las dos evaluaciones, aunque las relaciones

implicadas en el problema si permiten establecer ese tipo de representaciones y relaciones.
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El tercer problema que se presenté fue “Ecuacion Aritmeética con Literal” (EAcX). Este present6

a los nifios la siguiente situacion:

Encuentra el valor de X que hace que la siguiente oracion numeérica sea verdadera.

X=3+6

El primer desafio que present6 es la introduccion en el enunciado matematico de una letra que
ocupa el lugar de un niimero desconocido y especifico, el cual mantiene la equivalencia. El segundo
desafio es aceptar que la operacién a realizar se encuentra del lado derecho del signo de igualdad.

Los razonamientos mostrados por los estudiantes y englobados en la categoria “No respuesta”
pasan de veinte, en el pretesta dos en el post test. Se infieren dos principales limitantes; por un lado,
hay una nula comprensién de las relaciones presentadas e implicadas en el problema y por el otro hay
un conocimiento limitado para significar la literal “x” en el &mbito matematico. En este ltimo caso, los
estudiantes vinculan la xal concepto de multiplicacién, en consecuencia, los estudiantes que significan
la /iteral X" como multiplicacién, multiplican el nimero 6 por el nimero 3 (6 x 3) diciendo que 18 es el
resultado de la ecuacion presentada “x = 3 + 6". Por ejemplo, Odice ‘es que 3 + 6 no da una respuesta
vy 6x3esgual a 18 y eso si nos da un resultado”y S, sefiala ‘porque 3 x 6 = 18" En estos casos la
nocién de incégnita asociada a la literal estd ausente, lo que hace que los estudiantes recurran
Gnicamente a su conocimiento previo sobre la “x, el cual la concibe como una multiplicaciéon. Es
evidente que para los estudiantes el planteamiento, en el pretest es un sin sentido al cual tratan de
darle sentido haciendo uso de los conocimientos que hasta ahora tienen. Con base en esto, los
estudiantes dejan de ver el signo de adicién (+) que hay entre el nimero 3 y el 6 (3 + 6) y trasladan

la literal (x), la cual se encuentra separada de los nimeros por el signo de igualdad, a la relacién entre
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el 3 yel 6, transformando la situacién aditiva “x= 3 + 6", presentada originalmente, a una multiplicativa
“3x6=18"

En lo que refiere a la categoria “Explica la relacion con operacion’ los estudiantes comprenden
y aceptan tanto el orden de los elementos de cada miembro como la organizaciéon misma de la ecuacién.
Posterior a eso, realizan la operacién de adicién establecida, encontrando que 9 es el valor que
mantiene la equivalencia entre ambos miembros. Este tipo de analisis del problema es un avance en la

concepciéon de enunciados matematicos, ya que los estudiantes logran establecer una relacién entre

elementos numéricos, simbolos vy letras, dando a estas Gltimas el significado de incégnita o niimero
perdido, significado distinto al aritmético y mostrado por los estudiantes en la categoria “No respuesta’.

Dentro de esta categoria de andlisis, el signo de jgualdad es concebido como operador, ya que
dentro de sus argumentos no se refieren a una relacién de equivalencia o igualdad de cantidad entre
los miembros de la ecuacion. Al respecto £ dice ‘porque 3 + 6 = 9 y aqui dice x = la cantidad’, por su
parte V, indica, ‘pues no hay otro ndmero porque 3 + 6 = 9 por eso”

Esta categoria tiene un incremento en la frecuencia, pasando de siete estudiantes en el pretest
a once en el post test.

En el post test Gnicamente cuatro estudiantes muestran una representaciéon externa que se
engloban en la categoria de analisis “Explica la relacion sin operacion’. Con base en las representaciones
se puede inferir que los estudiantes sustentan su razonamiento en el concepto de equivalencia entre
los elementos presentados en el enunciado matematico, ademéas de atender a las operaciones que se
deben realizar con dichos elementos. Al respecto, A dice, ‘porque primero sumé 6 + 3 y me dio nueve

y recordé que siempre tiene que haber la misma cantidad del lado izquierdo que del lado derecho”

mientras que Kg menciona ‘porque 3 + 6 = 9, porque 8 + 1 = 9.”
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Durante el post test, diez estudiantes realizaron representaciones externas que incorporaron
la literal “x" (“/ntroduce literales’), estos son los primeros intentos que realizan los estudiantes que
conformaron el grupo por introducir elementos que se trabajaron durante la secuencia instruccional
denominada propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA).

El cuarto problema presentado en las evaluaciones se denominé “Desjgualdad’. Esta situacion
se presentd a los nifios con una doble finalidad. Por un lado, se utilizé para indagar sobre el abordaje
que muestran nifios de tercer grado de primaria de una situacion “ilégica”, dado que viola el principio
de correspondencia biunivoca entre los elementos. Por otro lado, pretendié, una vez que se establece
la nocién de igualdad, evaluar el abordaje ante una situacién que no cumple dicho criterio, es decir,
analizar como los estudiantes abordan una situacion que plantea una desigualdad entre los elementos

implicados en ella. El problema presentado fue:

Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomad un libro.

¢Cuantos libros se encuentran ahora en el librero?

La situacién que se plantea es matematicamente incorrecta, pero se presentd a los nifios con
una doble finalidad. Por un lado, para indagar sobre el abordaje que muestran los nifios de una situacién
que viola el principio de correspondencia biunivoca entre los elementos por lo que se puede identificar
como imposible o incorrecta. Por otro lado, analizar si los estudiantes establecian alguna forma de
igualdad para atender una situacién que plantea una desigualdad. Es decir, puede ocurrir que los nifios
problematicen de una manera distinta el problema, identificando relaciones que si son viables. De esta
manera, pueden establecer que no hay una equivalencia entre el nimero de libros y el nimero de nifios,

aludiendo a una falta en el nimero de libros, o argumentando que algunos nifios se quedan sin libro.
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con base en este anélisis del problema se presentan los datos correspondientes a las diferentes
categorias de anélisis de las representaciones externas (REs).

Once nifios, en el pretest dejaron ver en sus representaciones externas un razonamiento que
se englobé en la categoria “No respuesta’. Durante el post test sélo cuatro estudiantes se mantienen
en esta categoria. En esta categoria de andlisis los nifios indican que el problema es irresoluble. La
figura 19 es un ejemplo de este tipo de representacion externa elaborada por uno de los veintisiete
estudiantes que conformaron el grupo. Con base en la representacién se observa que el estudiante
trata de identificar la cantidad faltante, para ello, mediante el uso del algoritmo de la sustraccién indica

que no se puede restar un ndmero mayor a uno menor por lo que el problema es irresoluble.

4, Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomé un libro.
¢ Cuéntos libros se encuentran ahora en el librero? q
hosSe fuﬁé“ \

e\ 1
¢

q~L

Explica como encontraste tu respuesta.
¢S5 X o d \)

/
\

Fig.19 Ejemplo de la representacion externa realizada por un estudiante la cual se englob6 en
la categoria de analisis “No respuesta” mostrada ante el problema denominado “Desigualdad”.

Las siguientes representaciones externas, elaboradas por los estudiantes, que se englobaron
en las tres categorias de anélisis restantes junto con los razonamientos que se pueden inferir de ellas
implican que los estudiantes replantean el problema, ya sea mediante una operacién aritmética o
mediante un abordaje diferente.

En relacion con la categoria “Explica /a relacion con operacion” los estudiantes indicaron que
quedan cero libros en el estante, sin considerar que dos nifios se quedan sin libro o que faltan dos

libros para que cada nifio tenga un libro (ver figura 20). El signo de igualdad es asociado al concepto
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de operador y se indica que “no” se puede realizar como tal la operacién. Los estudiantes emplean el
concepto de diferencia para establecer la relaciéon entre ambos conjuntos, asi como la sustraccién para
identificar el valor faltante.

La figura 20 es un ejemplo que muestra dos diferentes representaciones externas elaboradas
por dos diferentes estudiantes. De dichas representaciones externas se puede inferir que los
estudiantes pudieron decidir el ndmero de libros que hacen falta o el nimero de nifios que se quedan
sin libro. Las representaciones muestran el algoritmo de la sustraccion en concordancia con las
relaciones implicadas en el problema, es decir, los nifios mantienen la relacién planteada en la narracién
(7 = 9), mientras que la tercera representacion externa muestra Unicamente la relacion biunivoca entre
los libros y los nifios. Las dos diferentes representaciones externas sefialan que cero libros se
encuentran en el librero. Esta categoria pasa de once estudiantes que realizaron este tipo de

representacién externa en el pretesta doce en el post test.

4. Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomé un libro.

¢ Cuantos libros se encuentran ahora en el librero?
>
vi y

/
o - i /7
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Explica cémo encontraste tu respuesta.
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4. Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomé un libro.
,;Cuén}gsli\bros se encuentran ahora en el librero? ’7

w——

Explica cdmo encontraste tu respuesta.
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Fig.20 Ejemplos de representaciones externas que realizaron los estudiantes al comprender
el problema desigualdad.
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Las REs que se englobaron en la categoria “Explica la relacion sin operacion’, incrementd su
frecuencia de ocurrencia de cinco estudiantes en el pretest a once en el post test. Los razonamientos
que se infieren de esta categoria es que los estudiantes realizan una comparacién sin realizar ninguna
operacién aritmética. La figura 21 es un ejemplo de este tipo de representacion externa. Este tipo de
representacion sefiala que dos nifios se quedan sin libro o que hacen falta dos libros. El sjgno de
jgualdad dentro de este tipo de representacién no aparece de forma formal, sin embargo, los

estudiantes comprenden gue no hay una igualdad entre el ndmero de libros y el nimero de nifios.

4. Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomé un libro.

¢Cuantos libros se encuentran ahora en el librero? () |, b+

Explica como encontraste tu respuesta.

']
—

Fig.21 Ejemplo de representacién externa que se realiz6 al comprender el problema
“Desigualdad” y se englob6 en la categoria “Explica la relacion sin operacion”.

Las diferentes representaciones externas que realizaron los estudiantes no introducen ninguna

literal, por lo que la categoria “/ntroduce literales’ no se muestra en ninguna de las dos evaluaciones.

Las diferentes REs que los estudiantes elaboraron al comprender y solucionar el problema
“Desigualdad” dejan ver que, aunque, el problema es l6gicamente imposible, los estudiantes realizaron

un intento por asimilarlo mediante sus conocimientos matematicos.
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El quinto problema presentado a los nifios se denominé problema “Aritrmético de Combinacion”

(AQ) y fue:

A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco metio algunos griflos y 15 ararias. £n total

tiene 33 insectos dentro del frasco. ;Cudntos grillos metio Luis en el frasco?

Este es un problema de combinacion aritmética en el cual se deben juntar dos conjuntos
elementales para obtener un conjunto total (Vergnau, 1999), la incdgnita que forma parte de las
relaciones del problema se puede ubicar en cualquiera de los conjuntos (elementales o total). Este
problema se incluy6 porque forma parte de los problemas prototipo con los que se trabaja dentro de
las aulas escolares en México. Dicho problema se denominé “Problema Aritmético de Combinacion’
(PA). Con laintencion de cambiar la tipica estructura que presenta este problema la incégnita se ubicé
en uno de los conjuntos elementales (x + 15 = 33). Esta situaciéon demanda que los nifios comprendan
que el conjunto total es la unién de los dos conjuntos elementales, por lo que es necesario
descomponerlo para ubicar sus dos componentes, esto implica que el estudiante debe establecer la
relacién inversa reciproca entre la suma y la resta. Es decir, si al juntar los dos conjuntos elementales
se obtienen el conjunto total, al quitar uno de los conjuntos elementales a dicho conjunto obtenemos
el otro conjunto elemental. Otro procedimiento seria agregar unidades desde el conjunto elemental
conocido hasta llegar al conjunto total, contando las unidades agregadas para determinar el valor del
conjunto elemental desconocido.

Dentro de los razonamientos que se pueden inferir de la categoria “No respuesta’ se
encuentran todos aquellos que no establecen ninguna relacién entre las relaciones implicadas en el

problema. Ya sea que en su representacion externa mencionen que no se entiende el problema o que
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sumen el conjunto total (33) con el conjunto elemental (15), dando como respuesta una cantidad
superior a la establecida en las relaciones implicadas en el problema inicial. Derivado del Gltimo tipo de
representacion externa se puede deducir que los estudiantes adn no comprenden que el conjunto total
se compone de las partes, por ende, no hay una distincién entre las partes y el todo, sumando de forma
indistinta toda la informacién numérica presentada. La frecuencia de ocurrencia de esta categoria de
anélisis disminuy6 del pretest al post test, la cual pasa de pasa de trece estudiantes que hicieron

representaciones externas de este tipo a cuatro.

La segunda categoria de analisis se denominé “Explica la relacion con operacion’. Con base en
las representaciones que se agruparon en esta categoria se infiere que los estudiantes al identificar
que hace falta un conjunto elemental recurren a la adicién mediante aproximaciones sucesivas, tanteo,
hasta obtener el nimero que sumado al conjunto elemental dado conforma el conjunto total implicado
en las relaciones del problema. La figura 22 es un ejemplo de representacion externa englobada en
esta categoria de andlisis. La representacion muestra diferentes sumas, de las cuales se infiere que el
nifio sumo el valor del conjunto elemental dado (15) a diferentes valores aproximados hasta localizar
el segundo conjunto elemental (18) que junto al primero dan el conjunto total estipulado en las

relaciones del problema. Esta categoria de analisis pasa de catorce incidencias en el pretest a veintidés

en el post test

5. A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco metié algunos grillos y 15 arafas. En total tiene 33
insectos dentro del frasco. ¢ Cuantos grillos metié Luis en el frasco?
]

i3 :’ : ~'¥M ’{‘

Explica como encontraste tu respuesta.

Cr

SR 4 i 20 O L

Fig.22 Ejemplo de representacion externa que muestra un abordaje por aproximacion sucesivas
ante el problema Aritmético de Combinacion englobada en la categoria de andlisis Explica la
relacién con operacion.
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Otro ejemplo de representacion externa englobada en esta categoria es la figura 23 muestra
la relacion inversa reciproca entre la suma y la resta. De esta representacion se puede inferir que el
estudiante ademas de comprender que en el problema hace falta calcular el valor de un conjunto
elemental, se comprende que a partir de establecer el inverso reciproco entre suma y resta se puede
descomponer el conjunto total y obtener el conjunto elemental desconocido. Este abordaje es mas
complejo que el anterior (figura 22) por la naturaleza de los conocimientos implicados (adicion,
sustraccién, relaciéon reciproca, parte, todo, equivalencia), sin embargo, ambos hacen uso de

operaciones matemaéticas basicas.

5. A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco meti6 algunos grillos y 15 arafias. En total tiene 33
insectos dentro del frasco. ¢ Cuantos grillos metié Luis en el frasco? > 13

] ,\\_\

X ]

Fig.23 Ejemplo de representacion externa que muestra la relacién reciproca entre sumay resta
elaborada ante el problema Aritmético de Combinacion englobada en la categoria Explica la
relacion con operacion.

Ninguna representacion externa por los estudiantes ante este problema fue englobada en la

categoria “Explica la relacion sin operacion” en ninguna de las dos evaluaciones.

La cuarta categoria denominada “/ntroduce /literales" se mostré Gnicamente en un estudiante
durante el post test. El nifio, dentro de su representacion externaincluye la literal “x”para representar
las incégnitas y establecer una relacién entre todos los elementos presentados en la narracién del

problema (ver figura 24). Si bien el empleo de literales dentro de su representacion no es del todo
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acertado, el razonamiento que se deriva de ella muestra el uso de literales como herramientas de

analisis y pensamiento, ya que el emplea la x para denotar tanto el conjunto elemental desconocido

como el conjunto total mencionada en la narracién del problema, a pesar de esta confusién, el nifio

deja ver en su explicacion una clara comprensién de las relaciones implicadas y un claro uso de literales

para representar las relaciones implicadas en el problema.

5. A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco meti6 algunos grillos y 15 arafias. En total tiene 33
insectos dentro del frasco. ¢ Cuantos grillos metié Luis en el frasco? |

FePreSentaci ih 1%
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Explica como encontraste tu respuesta.
(oo \S e A = R0 10 susme.. gl \S \j v € dio
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Fig.24 Representacion externa elaborada ante el problema Aritmético de Combinacion
que incorpora literales para sefializar las incognitas, la cual se englobé en la categoria
de analisis “introduce literales”.
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A continuacién, se presenta el analisis de las representaciones externas y los razonamientos
que se pueden inferir de ellas al solucionar los problemas correspondientes al eje algebraico
Pensamiento Funcional (PF). La tabla 6 muestra de manera esquematica los problemas

correspondientes al eje PF presentados en las dos evaluaciones, asi como, sus principales resultados.

“Prablema Relacién sin cantidades” (PR)

Radl y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Radl puso las conchitas gue encontré en una caja
grande. Andrés encontrd el mismo nimero de conchitas que Radl, pero, las guardd equitativamente
en dos cajas pequefias. Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvié a encontrar la misma cantidad de
conchitas de mar que Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Al dia
siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar |as bolsas. ¢ Piensas que Raul tiene el
mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de ellos tiene mas conchitas?

“Prablema Relacion con incégnita” (PRci)

Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene una caja, dos tubos, y siete
caramelos sueltos. Susana tiene una caja, un tubo, y 20 caramelos sueltos. Cada caja tiene la misma
cantidad y cada tubo tiene la misma cantidad. ¢ Puedes averiguar cudntos dulces tiene cada tubo?
2Qué pasa con cada caja?

“Problema Funcional con Incégnita” (PFcl)

Maria y Luis el dia de muertos salieron a pedir dulces. En la primera casa, Maria recibié una bolsa de
caramelos sabor uva. En la segunda casa, recibid 3 veces mas caramelos sabor uva que en la primera
casa. Luego se encontrd con Luis. Luis habia recibido en total 20 caramelos sabor uva. Entonces Maria
contd sus caramelos y se dio cuenta que tenia el mismo namero de caramelos sabor uva que Luis.
éCudntos caramelos sabor uva recibié Marfa en la primera casa?

“Problema Funcional” (PF)

¢Cudl es la altura de una persona si lleva un sombrero de 30 cm? Representa la relacion.

“Problema Funcional con tres variables” (PFc3)

Tomds es 4 centimetros mas alto que Maria. Maria es 6 centimetros mds baja que Lesli. Dibuja la altura
de Tomas, la de Maria y la de Lesli. Explica a qué se refieren los nimeros 4 y 6y Representa y explica la
relacion entre las alturas.

Principales resultados

“No respuesta” de diecisiete representaciones externas que se agruparon en esta categoria en el pretest solo
cuatro se presentan en el post test.

“Explica la relacién con operacion” Nueve estudiantes realizan una representacion externa englobada en esta
categoria y cinco la mantienen en el post test

“Explica la relacién sin operacién” Dos estudiantes realizaron una representacion externa de este tipo, uno en
el pretest y otro en el post test.

“Introduce literal” Diecisiete estudiantes elaboraron una representacion externa durante el post test.

“No respuesta” se englobaron quince representaciones externas durante el pretest y doce en el post test.
“Explica la relacién con operacion” Decrece su frecuencia de ocurrencia de doce representaciones externas en
el pretest a once en el post test.

“Explica |a relacién sin operacion” Ninguna representacién externa se englobo en esta categoria de analisis en
ninguna de las dos evaluaciones.

“Introduce literal” Cuatro representaciones externas elaboradas en el post test se englobaron en esta
categoria de analisis.

“No respuesta” Disminuye su frecuencia de ocurrencia pasando de veinte representaciones externas en el
pretest a nueve en el post test.

“Explica la relacién con operacién” Incrementa su frecuencia de ocurrencia de siete incidencias en el pretest a
doce en el post test.

“Explica la relacién sin operacidn” Ninguna representacion externa se englobo en esta categoria de andlisis en
ninguna de las dos evaluaciones.

“Introduce literal” Se

n seis repr externas durante el post test.

“No respuesta” Pasa de veintidés representaciones externas elaboradas en el pretest a dieciochoen el post
test

“Explica la relacién con operacion” Pasa de cuatro representaciones externas en el pretest a seis
representaciones en el post test.

“Explica la relacién sin operacion” Pasa de una representacion externa en el pretest a dos en el post test.
“Introduce literal” Engloba una sola representacién externa elaborad en el post test.

“No respuesta” 26 estudiantes realizaron una representacion externa englobada en esta categoria durante el
pretest, solo trece la mantienen en el post test.

“Explica Ia relacién con operacién” Dos estudiantes durante el post test realizaron una representacién externa
que se englobé en esta categoria de analisis.

“Explica la relaci6n sin operacion” Incrementa su frecuencia de ocurrencia pasando de una representacion
externa en el pretest a nueve en el post test.

“Introduce literal” tres estudiantes durante el post test realizaron una representacién externa gue se englobd
en esta categoria de andlisis.

Tabla 6. Problemas correspondientes al eje algebraico Pensamiento Funcional (PF) presentados
en ambas evaluaciones, asi como, sus principales efectos.

El sexto problema presentado en las dos evaluaciones es el primero problema correspondiente
al eje algebraico Pensamiento Funcional (PF). Dicho problema se denominé “Problema Relacion sin
cantidades” (PR) porque implica dar seguimiento a la relacién entre dos conjuntos sin magnitud

definida los cuales se van modificando de forma independiente. La situacién presentada fue:

Radl y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Radl puso las conchitas que encontro en

una caja grande. Andrés encontré el mismo ndmero de conchitas que Radl pero, las guardo
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equitativamente en dos cajas pequerias. Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvio a encontrar /a
misma cantidad de conchitas de mar que Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro
de una bolsa. Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas. ; Piensas
gue Radl tiene el mismo ndmero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de éllos tiene mas

conchitas?

Este problema demanda que los nifios relacionen los cambios que sufren los conjuntos de cada
personaje del problema, comparando a lo largo de la narracién la magnitud de éstos. Una caracteristica
distinta de las relaciones que se presentan en este problema es que no hay valores numéricos
especificos para ninguno de los conjuntos a comparar. Con base en estas caracteristicas los estudiantes
deben comprender las relaciones no numéricas para finalmente decidir si se mantiene o no la
equivalencia entre los conjuntos de cada uno de los personajes, es decir, los nifios deben decidir si la
cantidad de los dos personajes del problema es igual o no.

Los estudiantes que aceptan el problema tal cual se presenta, no dan al signo de igual el
significado de operador, lo significan como una relacién de equivalencia en la cual se analizan la relacién
entre las modificaciones de cada conjunto para decidir si son iguales o no. Otro abordaje serfa el
particularizar las relaciones generales implicadas en la narracién del problema, es decir, el estudiante
asigna valores arbitrarios a los conjuntos comparados (conchas de cada personaje) para operarlas y
establecer una relacién de equivalencia, en este abordaje el signo de igualdad es concebido como un
operador el cual permite transformar las relaciones para establecer la comparacién entre las
magnitudes.

La categoria de analisis “No respuesta’ tuvo diecisiete representaciones externas englobadas

en esta categoria durante el pretest, disminuyendo a cuatro representaciones en el post test. Con base
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en las representaciones, se puede inferir que los nifios no establecen ninguna relacién entre los
elementos del problema, ya sea por la falta de valores numéricos concretos o por el nimero de
relaciones implicadas en el problema. Estas situaciones llevan a los nifios a decir que la situacién “no
se puede resolver o que “no se entiende’. Este abordaje deja ver que estos nifios no tienen
conocimientos para comprender cambios en los conjuntos comparados que carecen de valores
especificos.

La categoria “Explica la relacion con operacion’ tuvo nueve representaciones externas durante
el pretest y cinco durante el post test Los razonamientos que se pueden derivar de estas
representaciones son que los estudiantes no pueden trabajar con cantidades indefinidas, por el
contrario, los nifios necesitaron saber con qué cantidad estan trabajando, por ello asignan un valor
especifico con el cual operan en funcién de las relaciones descritas en la narracién. Dichos valores
originales se van modificando conforme se transforman en funcién de los cambios que se mencionan.
Una vez realizadas todas las transformaciones, los estudiantes establecen las comparaciones finales
entre los conjuntos de cada uno de los personajes del problema, para concluir si se mantiene la
equivalencia o no. Es importante resaltar que estas representaciones externas no presentan
explicitamente el signo de igualdad, ya que los nifios emplean el algoritmo de la sustraccién, con este
se asume que la linea inferior que separa los sumandos del total toma el papel del signo de igualdad.
A pesar de esta forma de analizar la informacién, los nifios si establecieron una comparacién de
equivalencia entre los conjuntos totales que asignaron a cada uno de los personajes del problema, este
aspecto es el que les permite decidir si hay o no equivalencia al final de la narracién. Un ejemplo de
este tipo de proceder lo tenemos con la participante M, ella dice: “Los dos tienen el mismo ndmero de
conchitas, porque sumé las cajas y las bolsas”. La figura 25 es un ejemplo del tipo de representaciones

externas que se englobaron en este tipo de categoria, de las cuales se desprende el andlisis descrito.
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6. Radl y Andrés estaban recoglendo conchitas de mar, Radl puso las conchitas que encontrd en una
caja grande. Andrés encontrd el mismo nGmero de conchitas que Radl, pero, las guardo
eguitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar
que tiene cada nifio y explicala,
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Por la tarde volvieron a Ia playa y Radl volvié a 1a misma de de mar que
Andrés. En esta ocasidn, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibyjo o
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.
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Al dia siguiente contaron sus , pero no Ias bolsas,

¢Piensas que Radl tiene & mismo nimero de conchitas de mar que Andrés o plensas que uno de
elios liene mas conchitas?

Fig.25 Ejemplo de representacion externa elaborada ante el problema relacion
sin cantidades la cual muestra la asignacion de valores especificos para operar
con ellos.

La categoria “ Explica la relacion sin operacion’ fue conformada por una representacion externa
en cada una de las dos evaluaciones. A diferencia de la categoria previa, derivado de este tipo de
representacion el razonamiento que se percibe es que los estudiantes dejan de operar con cantidades
concretas para comprender las relaciones generales implicadas y presentadas en el problema. En este
abordaje, el nifio centra su atencion en el anélisis de la naturaleza de las relaciones, asi como en los
cambios que sufren a lo largo del problema, con base en ese anélisis se realiza la comparacién de

equivalencia entre los conjuntos finales (ver figura 26).
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6. Rall y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Raul puso las conchitas que encontré en una
caja grande. Andrés encontré el mismo numero de conchitas que Radl, pero, las guardo
equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de conchitas de mar

que tiene cada nifio y explicala.

Por la tarde volvieron a la playa y Ral volvi6 a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasi6n, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo o

escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.

ANNA
\ %) M

/

Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
¢ Piensas que Raul tiene el mismo numero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno de

ellos tiene mas conchitas?

Fig.26 Ejemplo de representacion externa realizadas ante el problema relacion
sin cantidades englobada en la categoria explica la relacion sin operacion,

La dltima categoria denominada “/ntroduce literales", se conformd con representaciones
externas que se presentaron (nicamente en el post test con una frecuencia de diecisiete
representaciones. Al igual que los razonamientos anteriores, estos nifios dejan de necesitar cantidades
concretas para comprender y analizar el problema basando su anélisis en la relacién de las magnitudes
y sus transformaciones agregando a esto el uso de literales para sefializar las cantidades inespecificas.
En este sentido, la figura 27 muestra algunas de las representaciones en las que se incluyen letras para
simbolizar las cantidades indefinidas de conchitas que tienen los personajes del problema, asi como la
comparacién entre ellas. En este contexto, el empleo de dibujos es importante porque a través de estos

se representa la magnitud y la relacién que se establece entre los elementos comparados.



6. Rall y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Ral puso las conchitas que encontré en una
caja grande. Andrés encontro el mismo nimero de conchitas que Ra, pero, las guardo

equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe Ia cantidad de conchitas de mar
que tiene cada nifio y explicala,

[ DAG

Andres Fene X conch; tas

y Rajg| X
T 7

Por [a tarde volvieron a la playa y Rall volvié a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa, Realiza un dibujo o
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.
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. Rall y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Rall puso las conchitas que encontré en una

caja grande. Andrés encontrd el mismo nimero de conchitas que Radul, pero, las guardo
equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe fa cantidad de conchitas de mar
que tiene cada nifio y explicala,
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Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvi a encontrar la misma cantidad de conchitas de mar que
Andrés. En esta ocasion, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo 0
escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.
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Fig.27 Ejemplos de representaciones externas realizadas ante el problema
relacion sin cantidades que incluyen literales englobadas en la categoria

introduce literales.
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Se aprecia en los siguientes ejemplos de razonamientos que acompafiaron a la categoria

“Introduce literales” que un apoyo para razonar es seguir lo que ocurre en la narracién o bien, analizar

la relacion entre el tamafio de las magnitudes:

A “pienso que es la misma cantidad porque los dos perdieron

sus bolsas”

S ‘Los dos tienen la misma cantidad nomds que Radl las

repartio en una caja grande y Andrés en dos cajas pequernas, porque

no importa que Radl tenga 1 caja grande y que Andrés tenga 2 cajas

pequenas, tienen lo mismo”
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El séptimo problema se denominé “Problema Relacion con Incognita’ (PRcl), también trata de
la conservacion de las relaciones de equivalencia, pero entre las relaciones implicadas se incluyen

cantidades determinadas, indeterminadas, la nocién de variable y de incégnita. Dicha situacion fue:

Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene una caja, dos tubos, y
siete caramelos sueltos. Susana tiene una caja, un tubo, y 20 caramelos sueltos. Cada caja tiene la
misma cantidad y cada tubo tiene la misma cantidad. ;Puedes averiguar cuantos dulces tiene cada

tubo? ;Qué pasa con cada caja?

Para que los nifios puedan analizar las relaciones implicadas en este problema necesitan
considerar diferentes conceptos matematicos, dentro de los cuales destacan la nocién de incégnita,
variable y equivalencia, ademés de incorporar cantidades determinadas e indeterminadas. Con base en
esos conceptos, el estudiante debe identificar las relaciones implicadas en el problema y coordinarlas
para establecer finalmente la equivalencia entre los conjuntos (cantidad de caramelos que tiene cada
personaje), encontrando el valor de la /ncdgnita que establece y mantiene la equivalencia.

A pesar de haber considerado que este problema es menos complejo que los subsecuentes,
este problema representé un gran desafio para los estudiantes y ninguno localizé la incognita (namero
de dulces que contiene el tubo y la caja). No obstante, es interesante el anélisis de las representaciones
externas mostradas por los estudiantes al intentar comprender las relaciones implicadas en el

problema.
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En relacion con la primera categoria de analisis denominada “No respuesta’ quince estudiantes
en el pretesty doce estudiantes en el post test realizaron una representacion externa que se englobd
en este tipo de categoria de andlisis. De estas representaciones se derivan los razonamientos que
indican que el problema no se puede realizar ya que hace falta informacion.

La segunda categoria se denomind “Explica la relacion con operacion’ las representaciones
externas que conformaron esta categoria pasaron de doce en el pretest a once en el post test Estas
representaciones dejan ver que los valores especificos asignados a las cantidades indeterminadas son
empleados en la manipulacion de las relaciones. Al obtener un resultado para cada personaje del
problema, los nifios compararon los valores. A pesar de que este tipo de abordaje se acerca a un
abordaje matematico correcto, los estudiantes pierden de vista la relacion de equivalencia entre las
cantidades de dulces que tienen los dos personajes del problema. Al perder de vista este aspecto o al
no poder coordinar todo el conjunto de conceptos y relaciones, los nifios designan un valor erréneo a
la cantidad de dulces que tiene cada tubo. Cabe sefialar que la caja se omite porque ambas nifias del
problema tienen una.

Dentro de estas representaciones externas, especificamente dentro de las realizadas en el post
test un estudiante deja ver la identificacion de la relacién de cantidad entre los elementos que tienen
los personajes de la historia, es decir, el estudiante identifica las relaciones idénticas entre los
personajes del problema, de esta forma llegd a la conclusién que Lucero tiene més caramelos y Susana
mas tubos, al respecto “C" sefiala: “Dibujé los datos que tenia en el problema. Lucero tiene mas
caramelos y Susana mdas tubos” La limitante que se encuentra dentro de este abordaje radica en la
asignaciéon de cantidades determinadas a las cantidades indeterminadas, con esto C transforma las

relaciones implicadas en el problema, ademéas de perder de vista la equivalencia que existe entre los



117

conjuntos de cada uno de los personajes independientemente de los elementos que los componen. La

figura 28 muestra la representacion externa realizada por “C” y analizada previamente.

7. Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene una caja, dos tubos, y siete
caramelos sueltos, Susana tiene una caja, un tubo, y 20 caramelos sueltos. Muestra cuantos
caramelos tiene cada una.
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Cada caja tiene la misma cantidad y cada tubo tiene la misma cantidad. Muestra cuanto tiene cada
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Fig.28 Representacion externa que identifica la relacion de magnitud entre los
elementos de los personajes del problema relacion con incégnita y variable.

Dentro de la categoria “Explica la relacion sin operacion’ no se englobd ninguna de las

representaciones externas realizadas por los estudiantes en las dos evaluaciones.

La cuarta y Ultima categoria denominada “/ntroduce literales" englobé cuatro representaciones
externas realizadas en el post test. La figura 29 muestra la representacién elaborada por uno de estos
cuatro nifios. La representacion externa muestra la identificacién de elementos clave para encontrar el

valor de la incognita (namero de dulces dentro del tubo) que se solicita y mantiene la equivalencia de
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los conjuntos de los personajes, adicionalmente, muestra la eliminacién de los elementos semejantes
entre los dos personajes del problema, tanto en tipo como en cantidad; de esta forma tacha la caja, los
siete dulces y un tubo de cada uno de los personajes dejando Gnicamente los elementos diferentes
entre los personajes. A pesar de dicha identificacion, el estudiante no logra coordinar dicha relacién
junto con elementos que quedaron, para con base es eso decir el ndmero de caramelos que hay dentro

de un tubo.

7. Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene una caja, dos tubos, y siete
caramelos sueitos. Susana tiene una caja, un tuljo, y 20 caramelos sueltos. Muestra cudntos
caramelos tiene cada una.
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Fig.29 Representacién externa que elimina los elementos compartidos por los dos
personajes del problema relacion con incdgnita y variable elaborada durante el post
test.
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Los dltimos tres problemas matematicos que se presentaron en las dos evaluaciones ponen
en juego el Pensamiento Funcional (PF) en diferentes contextos. La diferencia entre cada uno de los
problemas radica en el tipo de funcién que se explicita dentro de las relaciones implicadas en el
problema. En este sentido se inicié con una funcién del tipo y = 3x se continudé con la funcién del tipo

y =x+ 30y se finalizé con la funcién y =x-4 y=z-6

El octavo problema matematico que se presentd se denomind “Problema Funcional con

Incégnita” (PFcl) y fue:

Maria y Luis el dia de muertos salieron a pedir dulces. En la primera casa, Maria recibio una
bolsa de caramelos sabor uva. En la segunda casa, recibio 3 veces mdas caramelos sabor uva que en la
primera casa. Luego se encontré con Luis. Luis habia recibido en total 20 caramelos sabor uva.
Entonces Maria conto sus caramelos y se dio cuenta que tenia el mismo ndmero de caramelos sabor

uva que Luis. ; Cudntos caramelos sabor uva recibic Maria en la primera casa?

Este problema mateméatico demanda que los estudiantes establezcan una relacién
multiplicativa 1 a 3 entre la cantidad de dulces desconocida que Marifa recibe en la primera casa y la
cantidad desconocida multiplicada tres veces por la cantidad recibida inicialmente. Una vez
comprendida esa relacién, los estudiantes, deben coordinar dicha relaciéon con la cantidad total de
dulces que recibié Luis. Finalmente, el estudiante debe establecer la relacién de equivalencia entre la
cantidad de dulces que recibié Maria junto con su relacién multiplicativa con la cantidad total de dulces
que recibié Luis (20). Esta situacion es mas compleja que las presentadas anteriormente tanto por la

operacidon matematica implicada en las relaciones del problema como por la coordinacién de las
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diferentes relaciones enunciadas, las cuales implican la comprensién y el manejo de cantidades
indeterminadas.

De las veintisiete representaciones externas veinte de ellas se englobaron en la categoria “No
respuesta durante el pretesty nueve durante el post test. Dentro de los razonamientos que se pueden
inferir de las distintas representaciones externas se encuentran que la situacién no se puede realizar,
principalmente por una falta de comprensién del problema.

Las representaciones externas y los razonamientos que se pueden derivar de las
representaciones externa que se englobaron en la categoria “Explica la relaciéon con operacion”
involucran el uso de cualquier tipo de operacién aritmética para relacionar los elementos descritos en
el problema. Estas representaciones dejan ver que, aunque la situacién presenta cantidades
indeterminadas, asi como relaciones entre ellas los nifios no necesariamente atienden las relaciones tal
cual se presentan, por el contrario, la figura 30 muestra como parte de la representacion externa una
operacién aritmética. En la figura se aprecia que el nifio establecié que en la primera casa a Maria le
dieron 10 caramelos, en consecuencia, realiza una suma repetida de esa cantidad (3 veces diez)
sefialando que eso es igual a 3 por 10. Al seguir trabajando, el estudiante identifica que Maria tiene la
misma cantidad de caramelos que los que Luis recibié al final (20), aspecto que lo lleva a replantear su
razonamiento e indicar que en la primera casa Maria recibié 5 caramelos. Este abordaje es un claro
ejemplo del uso de representaciones externas como herramientas de analisis, mediante la cual se afecta
tanto el pensamiento como la representacién misma.

Con base en la representacion se puede decir que el signo de igualdad es concebido como el
establecimiento de una equivalencia. Este se sostiene con base en las diferentes relaciones que se
plasman dentro de la representacion externa, esto es, al decir que 10 + 10 + 10 es igual a 3 x 10, se

deja de lado la operatividad de los elementos, pasando de dicha relacién a una relacién que trasciende
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la presencia de una operacién y un Gnico valor o cantidad como resultado, esto permite comprender la

relacion de equidad entre las diferentes representaciones elaboradas.

Al respecto, K, indica “..en la primera casa 5 dulces y en la segunda 15 = 5x 3. 15 + 5= 20"

Esta categoria de anélisis incrementé su frecuencia de ocurrencia de siete incidencias en el

pretest a doce en el post test.

8, Maria y Luss ol dia de muertos salieron a pedir dulces. En & primera casa, Maria recibié una bolsa de
caramelos sabor uva. En la segunda cass, recbié 3 veces mas caramelos sabor uva que en la
primera casa, Representa los dulcas que tane Maria.

Explica tu representacion. [,(1 ba {C)L( 4_/ (’h e /0 :

1 e
A =
; - Zy |
|0 ')r ?( C}(r)m(- Zx 1O
=
— Entonces Maria contd sus caramelos y se dio cuenta que tenia el mismo nimero de caramelos sabor

N 3 . 2 o
Explica tu representacion 5 (O 3 0 uva que Luis. LCué'mos caramelos sabor uva recibié Maria en la primera casa?
X U= :

) —

— 10 :
OOOk -+ a@ 0000 O

Luego s encontrd con Luis. Luls habia recitido en total 20 caramelos sabor uva. Representa los
duices do Lus.

Explica tu respuesta.

en'lq primeca © dulces y en ta segundg
1IN = 2Xx L0 15=5%> [6+5=20

Fig.30 Ejemplo de representacion externa que presenta diferentes operaciones aritméticas
englobada en la categoria de analisis explica la relacién con operacion elaborada ante el problema
pensamiento funcional con incégnita.

La categoria “Explica la relacion sin operacion” no conté con ninguna representacion externa

en ninguna de las dos evaluaciones presentadas.

La dltima categoria de andlisis “Introduce literales" Unicamente conté con seis

representaciones externas durante el post test. Las representaciones englobadas en esta categoria
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dejan ver la incorpora de la literal “x” como herramienta de analisis y sefializacion de las diferentes
cantidades desconocidas que obtiene Maria en la primera casa, asi como, las relaciones subsecuentes
que se mencionan en la narracién del problema (tres veces mas). En este sentido, la figura 31 es un
ejemplo de este tipo de representaciones. La figura deja ver la relacién que establece el nifio entre la
literal “x” y la narracion del problema, para ello diferencia entre el tamario y el color de cada una de
ellas, asi como el uso de otros elementos iconicos cuando se menciona la cantidad que recibié Luis.
Con base en estas dos representaciones externas, se infiere que el nifio identifica el valor de la incognita
solicitada el cual es 5 (un niimero que al sumarle el producto de multiplicarlo por tres resulte 20).

El uso que se infiere que se asigna al signo de igualdad es un uso relacional, ya que en ningtin
momento la representacion externa muestra una relacion entre cantidades determinadas con las cuales
se realice cualquier tipo de operacion. Por el contrario, la representacién y el razonamiento derivado de
ella dejan ver que el signo se concibe como una relacién de equivalencia entre los diferentes elementos
de la expresion.

8. Maria y Luis el dia de muertos salieron a pedir dulces. En la primera casa, Maria recibi6 una bolsa de

caramelos sabor uva. En la segunda casa, recibié 3 veces mas caramelos sabor uva que en la
primera casa. Representa los dulces que tiene Maria.

Explica tu representacion
3 e laos 20 cayarwme los de

% %@@ Entonces Maria conté sus caramelos y se dio cuenta que tenia el mismo nimero de caramelos sabor
-

uva que Luls. ;Cuéntos cararrelos sabor uva recibié Marfa en la primera casa?

C QYQ g " A
7] I e I 8 o [ N |19 a8/ E(Q s
Explica tu representacion | ==
= ‘ ¥ 1 P Nl 2
I‘,\\\‘l‘u L ! \ O ¢€o =N
a< de ]\ Uf N o QO Qpoyix
Codd 3
Explica tu respuesta
3 ) - le veste —% +x‘\n 2 e £ Ve dig
Luego se encontré con Luis. Luis habia recibido en total 20 sabor uva pi nta los = ¥

dulces de Luis.

Q Q 00 Q0 QO QO
0Q0Q QG000

Fig.31 Ejemplo de representacion externa que incluye literales de la cual se infiere una comprension del signo
de igualdad como equivalencia elaborada ante el problema pensamiento funcional con incdgnita englobada en
la categoria introduce literal.
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Cabe mencionar que a pesar de que el nifio comprende las diferentes relaciones implicadas en
el problema, asi como su coordinacién y, ademaés, incorporar literales para denotar las cantidades
indeterminadas y concebir la nocién de equivalencia del signo de igualdad, no se muestra ninguna
manipulacion de la expresién con literales, explicando solamente un proceso sustractivo y repetitivo

del conjunto total dado para Luis.

Al respecto A dice; 5 caramelos recibié en la primera casa, le resté

menos cinco tres veces y me dio 5~

El noveno problema presentado en las dos evaluaciones se denominé “Problema Funcional

(PF) y fue el siguiente:

¢;Cudl es la altura de una persona si lleva un sombrero de 30 cm? Representa la relacion.

Este problema es la primera situacién que presenta una relacién abierta a los estudiantes, es
decir, las relaciones implicadas en el problema presentan la posibilidad de trabajar con un sinfin de
posibles cantidades — relaciones - dentro de la misma situacién. Este problema plantea la relacién entre
cualquier estatura posible de una persona con los 30 centimetros que mide un sombrero que lleva
puesto. Este problema plasma dentro de las relaciones implicadas la relacién funcional y = x + 30 a
través de esta relaciéon se espera que los estudiantes relacionen cualquier estatura de una persona
posible con una medida constante, la del sombrero. El problema demanda a los nifios dejar de pensar
en medidas especificas y determinadas para comprender que puede ser cualquier medida, promoviendo

con ello la comprensién de cantidades variables indeterminadas y con ello la nocién de variable Este
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tipo de problemas permite, por su naturaleza misma, establecer una relacién generalizable a todos los
casos posibles, a todas las estaturas posibles, aspecto diferente a los problemas anteriores del eje AG
los cuales dentro de las relaciones implicadas cancela la generalizacion de ellas. Teniendo esto presente,
un posible abordaje seria concebir un sinfin de posibles alturas para posteriormente relacionarlas con
la constante, es decir, con la altura del sombrero (30). Esta situacién incita a que los nifios trabajen
con cantidades, con medidas indeterminadas en relacién, siempre, con la medida determinada del
sombrero estipulada en la narracion del problema. Otro posible abordaje del problema seria que el
estudiante concibiera un conjunto limitado posible de alturas relacionadas siempre en adicién a la
constante, a los 30 centimetros de altura del sombrero. La limitante de este abordaje es la concepcién
limitada dentro de los valores que puede tener la variable. Estos dos abordajes ademés de aceptar
trabajar con cantidades y relaciones no determinadas dejarian ver los procedimientos y razonamientos
que tienen los nifios al trabajar con variables en la solucién de problemas.

Un dltimo abordaje seria particularizar las relaciones indeterminadas presentadas en el
problema. Esto es, si el nifio elige una estatura determinada para relacionarla con la altura del sombrero
(30), dejaria de lado la nocién de variable que permite una relacién entre cualquier estatura posible,
centrando su comprensién en una U(nica posibilidad como respuesta correcta. Este abordaje
automaticamente anula la posibilidad de generalizar tanto la representacion externa, como los
razonamientos derivados de ella.

A continuacién, se presentan las representaciones externas y los razonamientos inferidos de

ellas en funcién de las cuatro categorias de anélisis creadas para el presente estudio.
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La primera categoria denominada “No respuesta’ decremento su frecuencia de ocurrencia
pasando de veintidés representaciones externas en el pretest a dieciocho en el post test. A algunos

ejemplos de estas representaciones son:

M, “No podemos presentar la relacion sin la cantidad de cuanto mide la persona’:

A, ‘depende de cuanto mida la persona’.

Estos ejemplos dejan ver que los nifios que realizaron este tipo de representaciones son
necesarias las especificaciones de las alturas que tiene la persona, aspecto que cierra y concretiza la

relacion funcional mostrando la nula comprensién del concepto de variable

Las REs que se englobaron en la categoria denominada “Explica la relacion con operacion”
fueron cuatro en el pretesty seis en el post test permiten apreciar que los estudiantes necesitaron
asignar un valor determinado a la altura de la persona, con base en el valor dado, los nifios pudieron
decir la altura final que tiene la persona al usar el sombrero. Dentro de las representaciones se permite
apreciar que la altura designada para la persona no guarda ninguna relacién real con la altura posible
que puede tener una persona en la vida real (ver figura 32), a pesar de este aspecto, la relacién que
establecieron entre las relaciones implicadas en el problema es correcta.

La figura 32 muestra dos representaciones externas realizadas por dos estudiantes ante este
problema. En ellas se muestra como los nifios particularizan la medida de la persona (tres centimetros
y nueve centimetros respectivamente). En un caso el nifio explica que mide con la regla la altura de la
“persona’ - mufieco que dibuja como parte de su representacion externa, mientras que el otro nifio

supone que la persona mide nueve centimetros, ambos suman a su medida original (altura) la medida
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dada para la altura del sombrero (constante). Este tipo de representaciones externas y sus
razonamientos derivados de ellas cancelan la posibilidad de concebir y generalizar la situacion a
cualquier estatura posible que puede tener una persona. Estos aspectos permiten sostener que aln
no se logra establecer una relacién abierta y coordinar la nocién de cantidad indeterminada, variable y
constante. Al respecto explica A, “Med/ con la regla el murieco y le sumé mas 3 y me dio 33cm”. Ar,

menciona, ‘Pienso que yo mido 9 cm y con un sombrero de 30 cm mido 39 cm’”.

9. ¢Cual es |a altura de una persona si leva un sombrero de 30 cm? Representa la relacion.

Explica tu representacion
{1 = |
wmod!  cow la veoda al wn
= = \
y e some F3 ¥ wie 1o 336m

9. ;Cudl es la altura de una persona si lleva un sombrero de 30 cKﬁ Representa la relacién.
\
|

ica tu representacion x A N
enan . que Yo m.c)o?lwr\ Jolal 9
hn _V_COpn HUn Sombrero de 20U
mido "39 cme

Fig.32 Ejemplos de representaciones externas realizadas ante el problema funcional en el post
test que muestran la asignacion de una medida a la altura del personaje del problema englobadas
en la categoria de analisis explica la relacion con operacion.

Un aspecto importante por resaltar de estas representaciones es que los nifios recurren a los
elementos iconograficos. Los elementos iconograficos son importantes para dar sentido a las

relaciones implicadas en el problema y para poder plasmar tanto las relaciones implicadas como los

conocimientos matematicos.
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La siguiente categoria de analisis es “Explica la relacion sin operacion’. Dentro de esta categoria
de analisis se encuentran englobadas las representaciones externas y los razonamientos derivados de
ellas que muestran que los nifios establecen una relacién no aritmética entre las relaciones implicadas
en el problema sin llegar a indicar la altura especifica que tendria la persona al usar el sombrero. Esta
categoria pasa de una incidencia en el pretesta dos en el post test. La figura 33 muestra un ejemplo
de este tipo de representaciones. En ella se observa que el nifio dibuja una “persona” con un sombrero
puesto, explicando que la persona estaria méas alta al usar el sombrero, esta representacién y su
explicacién por sencilla que parezca deja de lado la necesidad de conocer una altura especifica,
estableciendo una relacién logica entre la altura antes y después de usar el sombrero. Unos ejemplos

de las explicaciones que proporcionaron los estudiantes son:

D, “Estaria mas alto”

Sh; “uno de ello es mas alto porque tiene el sombrero”

Este tipo de representacién externa, asi como sus razonamientos derivados pueden ser la
comprension incipiente de las relaciones funcionales que se establecen en este tipo de problemas, lo

que permite poner énfasis en la promocién del pensamiento légico de los estudiantes.

9. ¢Cudl es la gltura de una persona si lleva un sombrero de 30 cm? Representa la relacién.

Explica tu representacion

estOria e caldo

Fig.33 Ejemplo de representacion externa que establece una relacion sin operacion aritmética entre las
relaciones implicadas en el problema realizada ante el problema funcional englobada en la categoria de
andlisis explica la relacion sin operacion.
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La dltima categoria de anélisis que se denomind “/ntroduce literales", ésta engloba la Gnica
representacion externa que se mostro en el post test. Los razonamientos que se infieren de ella que
los estudiantes incorporan la literal “x" para denotar la estatura desconocida de la persona, en funcién
de ella establece la relacién aditiva con la altura dada del problema. Esta representacién deja ver que
este estudiante incorpord y retomé las literales como herramientas de andlisis en una situacion
completamente diferente a las hasta ahora trabajadas lo que demuestra cierta transferencia de los
aprendido en la PPEPPA.

La representacion que se muestra en la figura 34, muestra el uso de la literal “x” para denotar
la altura de la persona, dicha altura se estipula que es en centimetros. Adicional a ello, se muestra la
adicién de los treinta centimetros de altura correspondientes al sombrero a la altura de la persona
(literal x); estos dos elementos se relacionan con el signo de equivalencia y con una nueva cantidad
desconocida denotada nuevamente, por la literal “x". Gracias a la explicaciéon que el nifio brinda de su
representacion externa, se puede afirmar que, en su razonamiento, la altura de la persona sera mayor
con el sombrero que sin usar el sombrero. Al respecto Cindica, ‘no sabemos cuanto mide, pero si

sabemos cudnto méas medird”

9. (Cual es |a altura de una persona si lleva un sombrero de 30 cm? Representa la relacion

X\

~ em
{ ™M

Explica tu representacion

o Sabhwmo! g YAl y ¥ g g D1 >l 1

L \~Lin aa Y il o

Fig.34 Representacion externa elaborada ante el problema funcional que incluye literales.
Dicha representacion se englobd en la categoria introduce literales.
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El quinto problema correspondiente al eje algebraico Pensamiento Funcional (PF) y, décimo
dentro de la organizacion de las dos evaluaciones presentado a los estudiantes del grupo, se denominé

“Problema Funcional con tres variables’ (PFc3) y fue:

Tomds es 4 centimetros mas alto que Maria. Maria es 6 centimetros mas baja gue Lesli. Dibuja
la altura de Tomds, la de Maria y la de Lesli. Explica a qué se refieren los nidmeros 4 y 6 y Representa

y explica la relacion entre las alturas.

Este problema matematico demanda que los nifios establezcan la diferencia entre dos pares
de alturas de los personajes del problema. La nocién de variable se pone en juego en el momento de
no especificar las alturas de los personajes, es decir, el problema Gnicamente menciona la diferencia
que hay entre la altura dos personajes, sin embargo, no dice la medida especifica de las alturas. Con
base en lo anterior, la parte medular del problema es comprender que los valores que se presentan no
son las estaturas de los personajes del problema, sino justamente la diferencia que existe entre ellas.
Después de comprender este hecho, el nifio debe decir cual de los tres personajes es mas alto. Este
problema, al que otros ya presentados, explicita una situacién en la cual no se pide una respuesta
numérica particular.

Teniendo en cuenta lo anterior, un posible abordaje de la situacién serfa que los nifios conciban
la diferencia entre las estaturas, como las estaturas reales de los personajes. Esto llevaria, en primer
lugar, a particularizar y concretar la situacién, anulando con ello la posibilidad de un analisis que pueda
ser generalizable, independientemente de la estatura que tengan los personajes del problema, en
funcién de esta asignacion se realizarian las comparaciones entre las supuestas alturas que tienen.

Otro posible abordaje seria que los nifios asignaran valores arbitrarios y diferentes a los estipulados
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en la narracion del problema a las estaturas de los personajes del problema (incégnitas), con base en
el valor asignado y en la diferencia que se menciona que existe entre las estaturas los estudiantes
pueden decidir quién de los personajes es el méas alto. A pesar de que este abordaje particulariza la
situacion abierta implicada en la situacién problema al asignar valores especificos a las alturas
inespecificas, este abordaje es mas sofisticado que el anterior en tanto el nifio entiende que los valores
dados son la diferencia entre las estaturas y no las estaturas mismas de los personajes del problema.

Un tercer abordaje seria que los nifios comprendan y trabajen con las estaturas desconocidas
(variables) y con la diferencia estipulada entre éstas. Este abordaje permitiria que la representacion
externa que se realice de las relaciones implicadas sea generalizada a un sinfin de posibles valores de
las alturas, haciendo con esto posible la generalizacion.

Al igual que en los otros problemas, la primera categoria de andlisis de las representaciones
externas fue “No respuesta’. Esta categoria de andlisis tuvo una incidencia de veintiséis
representaciones externas en el pretesty trece en el post test. Al igual que los problemas previos, esta
categoria engloba todas las representaciones y razonamientos que indican que no se puede resolver el
problema o simplemente se dejan en blanco las preguntas del problema.

La segunda categoria de analisis es “Explica la relacion con operacion’. Esta categoria engloba
todas las representaciones externas que muestran la realizacién de alguna operacién aritmética. Los
razonamientos que se pueden inferir de este tipo de representaciéon es que los nifios se centran
exclusivamente en la relacién entre los niimeros presentados en la situacién, sin considerar que aluden
a la diferencia entre las estaturas de los personajes del problema, en este sentido el signo de igualdad
se concibe como un operador ya que separa los operadores de su resultado. La figura 35 es un ejemplo
de las representaciones externas englobadas en esta categoria de anélisis. La representacién muestra

el dibujo de tres nifios de diferente tamafio con la leyenda el seis es mas alto que el cuatro. De esta
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representacion se infiere que los nifios toman las cantidades de las diferencias que existen entre las
cantidades como la informacion relevante para realizar la comparacién entre las magnitudes, perdiendo
de vista que dichas cantidades son la diferencia que existen entre las alturas de los personajes del
problema. Al respecto £ sefiala, “fui haciendo del mas grande al mas pequerio. Tomas es mas bajo que
Maria y Maria es mas baja que Lesli’.

Esta categoria de anélisis cuenta con dos representaciones externas elaboradas durante el

post test

~=
10. Tomés es 4 centimetros mas alto que Marla. Maria es 6 centimetrog mas baja que Lesl. Dibua la

altura de Tomds, la de Maria y la de Leall.  govy
[99)

)
Explica a qué s refiaren los nomercs 4 y E,X

,_Ll_;_’ < b €< ryas

A,‘." a LP ’l 8]

- /l
/
—

Representa & refacidn ealre 135 alturas

| | J
1 rmism ,J I DL { )
Explica tu representacidn ) M Aol
ceal, calo Ma< 2 o aria C <
Méb< bain Ar todos Taha< = el mad

Fig.35 Ejemplo de representacion externa englobada en la categoria de analisis explica la
relacion con operacion elaborada ante el problema funcional con tres variables.

Las REs que se engloban en la categoria denominada “Explica la relacion sin operacion’
muestran que los estudiantes lograron establecer una relacién entre las alturas de los tres personajes
sin necesidad de asignar una estatura determinada o sin retomar como altura la diferencia que existe
entre ellas. Para ello, los nifios consideraron los datos numéricos como el punto de referencia para

decidir qué personaje es el méas alto. Este tipo de representaciones permite deducir que los nifios
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pueden dejar de operar con cantidades especificas, para comprender relaciones de comparacién entre
magnitudes no determinadas, en este sentido, la figura 36 muestra dos diferentes representaciones
externas en las cuales se indica que Les/ies la mas alta de los tres personajes del problema planteado
y Maria la mas pequefia (ver la representacion que esté a la izquierda de la figura), asi como un abordaje
l6gico (ver representacion que esta a la derecha de la figura).

Es preciso mencionar que la estatura de Les// Gnicamente puede ser obtenida al relacionar
todas las diferencias entre las estaturas de los personajes del problema. Los nifios, al poder mencionar
que Leslies la mas alta de los tres personajes, muestran evidencia de un pensamiento funcional en el
cual se relacionan dos variables. Al respecto L explica, los nimeros 4 y 6 refieren ‘a /os centimetros
mas alto”.

Esta categoria de analisis incrementa su frecuencia de ocurrencia de una representacion

externa en el pretest a nueve en el post test.

10. Tomas es 4 centimetros mas alto que Maria, Marfa es 6 centimetros més baja que Les, Dibuja la 10. Tomas es 4 centimetros mas alto que Marla. Maria es 6 centimetros mas baja que Lesli. Dibuja la
altura de Tomas, la de Maria y s de Lesii altura de Tomas, la de Maria y la de Lesli

Explica a qué se refisren los nimeros 4 y 6

L C(), I‘ e? "1 ?”7:1/< > »”fd Explica a qué se refieren los nimeros 4 y 6, ot
1 a los conhmotros Que diene

Representa la relaciop entre las alturas
oAy

Te mas, Representa la relacion entre las alturas
Macia
Explica tu representacide X N 5.2 n
Lesli es la | Topmas &
- 4 — -~ Explica tu representacion. -
__Marlag 3= “4OUnNo @ta mas aldte que ef
tio ot

Fig.36 Ejemplo de representaciones externas de las cuales se infiere un razonamiento
basado en las relaciones implicadas en el problema funcional con tres variables
englobadas en la categoria explica la relacion sin operacion.
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La categoria “/ntroduce literales’ englobd tres representaciones externas que se elaboraron
durante el post test. Este tipo de representaciones y los razonamientos que se pueden derivar de ellas
se encuentra que estos estudiantes integran literales para denotar la estatura desconocida de los
personajes del problema planteado. La incorporacion de literales dentro de la representacion externa
es un cambio cualitativo importante en la comprensién de las relaciones implicadas en el problema, asi
como de las herramientas de anélisis y representacién de estas. Las literales relacionadas
congruentemente con las relaciones implicadas en el problema muestran un desarrollo psicolégico
significativo en la incorporacién, representacién y comprension tanto de problemas que incluyen
variables como de la concepcién y representacion de las variables mismas.

En este sentido, la figura 37 muestra una de las representaciones externas englobadas en la
categoria de anélisis “/ntroduce literales’. La figura muestra que la nifia escribe el nombre de los tres
personajes del problema matematico, la altura desconocida denotada con la literal “x” y los centimetros
méas o menos que establecen la diferencia entre las alturas indeterminadas de los tres personajes. Este
tipo de representacién, ademés de relacionar letras con signos y nimeros, muestra que la estudiante
deja de necesitar trabajas con operaciones cerradas, conformadas por los dos miembros de la ecuacién,
para comprender y trabajar con operaciones suspendidas las cuales no requieren de la estipulacién de
un resultado como parte de ellas (Rojano, comunicacién personal 14 de marzo de 2019) (ie. 8 + x =
32; x— 4 — 6 = 45). La representacion de las relaciones que se muestra en la figura coordina la relacion
inversa reciproca entre la suma vy la resta, siendo correcta para generalizar tanto las relaciones como

la misma representacién externa a cualquier altura posible que tengan los personajes del problema.
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10. Tomas es 4 centimetros mas alto que Maria. Maria es 6 centimetros mas baja que Lesli. Dibuja la
altura de Tomas, la de Maria y la de Lesli,

Explica a qué se refieren los nimeros 4 y 6.
A0S ceniy ynetro> miald altos < Da.o

Represenl’i la relecién entre las alturas
WA Ry
X-4-G
A
Les \y
/
XHG6

Explica tu representacion.
JLI \L"o:‘\.ci\{\\»{;. J-«Qg\

Fig.37 Representacion externa elaborada ante el problema pensamiento funcional con
tres variables elaborada durante el post test, la cual muestra la relacion de literales con
signos y nimeros, la cual permite inferir el trabajo con operaciones suspendidas, asi
como, la generalizacion de la representacion.



135

16.4.Sintesis de los resultados

A continuacion, se sintetizan los principales resultados obtenidos de la presente investigacion.

Se presentan, primero, los resultados estadisticamente significativos y se continta con los resultados

cualitativos.

a)

b)

c)

d)

16.4.1. Resultados estadisticamente significativos:

Existen diferencias estadisticamente significativas entre los dos diferentes
momentos del estudio (Pretesty Post test) en lo que al desempefio general
de los estudiantes refiere, lo que sugiere un efecto positivo de la PPEPPA
sobre el desempefio correcto del grupo de tercer grado de primaria.

Existen diferencias estadisticamente significativas entre el desempefio
correcto que muestra el grupo de tercer grado de primaria en los dos
diferentes momentos del estudio (Pretesty Post test) en lo que refiere a los
dos ejes algebraicos trabajados, a saber, Aritmética Generalizada (AG) y
Pensamiento Funcional (PF), lo que sugiere un efecto positivo de la PPEPPA.
Existen diferencias estadisticamente significativas en el desempefio correcto
mostrado por los estudiantes que conformaron el grupo ante problemas
matematicos de diferente eje algebraica y complejidad.

La mayor ganancia obtenida durante el post test se obtuvo ante los problemas
que se denominé “Ecuacion Aritmética con Literal (EAcX) y “Relacion

Funcional’ (RF), ambos con 48.1 por ciento de ganancia.
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La menor ganancia obtenida durante el post test se obtuvo ante el problema
matematico que se denominé “Problerna Funcional”(PF) (11.11 por ciento de
ganancia).

Existen diferencias estadisticamente significativas entre el tipo de
representacion externa (REs) que realizaron los estudiantes considerando los
dos diferentes momentos del estudio y los dos ejes algebraicos (dominios).
La elaboracion de representaciones externas (REs) favorece el desempefio
correcto de los estudiantes que conformaron el grupo de tercer grado de

primaria.

16.4.2 Principales resultados cualitativos

El problema matemético denominado “Problema Funcional con Incognita y
Variable’ (PFclyV) no fue comprendido por ninguno de los participantes en
ninguna de las dos evaluaciones.

Las representaciones externas que conciben los elementos mateméticos de
manera méas amplia, asi como las que incluyen literales se realizaron en el post
test, con mayor frecuencia ante los problemas que involucran relaciones
funcionales.

De la mayoria de las representaciones externas elaboradas en el post test se
derivan razonamientos que infieren una comprensién relacional de los

elementos implicados en los problemas.
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En la mayoria de las representaciones externas elaboradas en el post test se
infieren razonamientos de una comprensién del signo de igualdad como
equivalencia.

Durante el post test, la mayoria de las representaciones externas elaboradas
ante problemas que involucran cantidades indeterminadas incorporaron
literales para sefialar el o los elementos desconocidos.

El uso de nimeros y operaciones numéricas decrementd paulatinamente en
la medida en la que incrementé la complejidad funcional de las relaciones
implicadas en los problemas. Mientras que para los primeros problemas
correspondientes al eje algebraico AG la estrategia de contar u operar con
cantidades determinadas es significativo y funcional para la comprension y
solucién del problema, sin embargo, en los problemas del eje PF el efecto de
dicha estrategia se desvanece llegando a ser completamente disfuncional.
Aunque los estudiantes emplearon dentro de sus representaciones externas
elementos de lenguaje algebraico, tales como literales, el signo de igualdad
como equivalencia, etc, la manipulacién que se hace de dicha representacién
es puramente aritmética.

Aunque los nifios emplean dentro de algunas de sus representaciones
externas la literal “x" mas de una vez, dentro de sus explicaciones se puede
inferir que, aunque se sefalice con la misma literal si distinguen entre la nocién

de incégnita y variable.
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i) Sélo una representacion externa elaborada ante el “problerna funcional con
tres variables”( PFc3) durante el post test puede ser generalizable a cualquier

caso posible.
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17 Anélisis de resultados

Los resultados hasta aqui descritos permiten sostener un efecto diferencial positivo de la
secuencia instruccional denominada Propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento
Algebraico (PPEPPA) sobre el desempefio de los estudiantes mostrado al solucionar y representar
problemas matematicos de diferente complejidad matematica.

Los resultados permiten sostener que los nifios tienen diferentes formas de relacionar los
elementos implicados en las relaciones de los problemas. Esas relaciones se pueden clasificar con base
en diferentes criterios, en la presente investigacion se clasificaron atendiendo el tipo de representacion

externa, sus elementos y los razonamientos que se pueden derivar de ellas elaboradas por los nifios al

solucionar diferentes problemas, poniendo el énfasis en la nocién del signo de igualdad vy, en el uso y
nocién de literales.

Los datos permiten sostener que el efecto mostrado en la literatura empirica del rea, en lo
que refiere al beneficio que obtienen un pequefio grupo de estudiantes después de ser expuestos a
una propuesta de promocion del Pensamiento Algebraico (PA), se mantiene al considerar el grupo en
su totalidad como unidad de anélisis y al incorporar dos ejes algebraicos dentro de la propuesta
instruccional, a saber, Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF).

En relacion con la elaboracién de representaciones externas y su uso como herramientas
psicolégicas (Vygotsky, 1991), asi como el anélisis en el proceso de promocién del desarrollo de
esquemas (Ausubel, Novak y Hanesian, 1976; Piaget, 1969; Piaget y Cook, 1952), los resultados
permiten sostener que la representacién externa es una herramienta de anélisis fundamental para el

proceso de significacién de las relaciones implicadas en los problemas, dicha herramienta permite, por

un lado, que los nifios plasmen su comprensién de las relaciones, pero por el otro, que piensen en las
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relaciones mismas, de esta forma, es una herramienta dindmica en constante modificacién, aspecto
que posibilita la promocién del desarrollo de los diferentes esquemas de pensamiento.

Se observé que los estudiantes realizaron diferentes REs, dentro de las cuales se pueden
mencionar de manera general las descriptivas y las representativas (Schnotz, 2005), dentro de ellas se
diferencian las iconograficas, las aritméticas, las algebraicas y las que mezclan elementos de las
anteriores. La elaboracion de diferentes representaciones - herramientas culturales - como lo sefiala
Davydov (1966; 1995) y Freudenthal (1962; 1974), permite a los estudiantes la posibilidad de
comprender y solucionar problemas de diferente y mayor desafio cognoscitivo, promoviendo con ello
la flexibilidad en el pensamiento del nifio.

Dentro de las estrategias de solucién que emplearon los veintisiete estudiantes que
conformaron el grupo se infiere, con base en las REs, que el célculo de las cantidades determinadas,
dadas dentro de las relaciones implicadas en el problema o asignadas por los nifios, es una estrategia
importante inicial para tomar conciencia de las relaciones implicadas y de la estructura del problema
matematico. Conforme el estudiante se va enfrentando a situaciones similares o mas complejas el uso
de esta estrategia se va desvaneciendo. En este sentido, parece que la manipulacién concreta de las
relaciones es fundamental para la comprensién de relaciones con cantidades indeterminas y la
generalizacién de éstas.

El aumento en el porcentaje de respuestas correctas (desempefio) del pretest al post test
permite sostener que el grupo transité de la categoria de analisis “No respuesta’ a una de las otras
tres categorias restantes, lo que implica no sélo una evolucién en el conocimiento de los estudiantes,
sino la compresién e incorporacién de herramientas de andlisis y representacién como parte de su

repertorio.
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Sobre la incorporacién de los dos ejes algebraicos (AGy PF) los resultados muestran que el
grupo de estudiantes de tercer grado de primaria, cuentan con un espectro méas amplio de
conocimientos y herramientas que les permiten comprender las relaciones implicadas en problemas de
diferente complejidad matematica. Gracias a la secuencia instruccional PPEPPA, los estudiantes
significan e incorporan nuevos conocimientos y herramientas de analisis y representacién, lo que
favorece su desempefio durante la PPEPPAYy en el post test.

Sobre la comprension del signo de jgualdad, los resultados sugieren que éste se concibe como
operador con mayor frecuencia y facilidad cuando las relaciones implicadas en el problema son
numéricas y especificas, este efecto se diluye poco a poco cuando las relaciones implicadas en el
problema se establecen con cantidades inespecificas, esto guarda relacion con el tipo de representacion
externa y estrategia que emplean los estudiantes al comprender y solucionar los problemas que
conformaron ambos ejes algebraicos trabajados (AGy PF).

Finalmente, en lo que refiere a la transferencia de representaciones, con base en los resultados,
se puede sostener que los estudiantes no transfieren como tal la representacién externa elaborada al
comprender un determinado problema, lo que ellos trasfirieron fueron los conocimientos y las
herramientas que forman parte de las diferentes representaciones externas. Esto posibilita la
comprensién de relaciones cada vez méas complejas, las cuales se fueron enunciando a lo largo de los

problemas.
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18. Discusion

El presente trabajo parti¢ del supuesto que la exposicién a una secuencia instruccional
denominada Propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA) que
incluya mas de un eje algebraico de los propuestos por Kaput (2008), influye en la comprension,
desempefio y representacion de problemas matematicos de diferente complejidad. Para evaluar
empiricamente tal supuesto se planted un estudio cuyo objetivo general fue, evaluar el efecto de una
secuencia instruccional denominada propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento
Algebraico (PPEPPA) enfocada en los ejes algebraicos Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento
Funcional (PF) sobre el desempefio y las representaciones externas de un grupo de estudiantes de
tercer grado de primaria al comprender y solucionar diferentes problemas matematicos. Teniendo

como objetivos particulares:

. Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje general de respuestas
correctas del grupo de estudiantes.

° Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje de respuestas correctas
del grupo ante los dos ejes algebraicos que conformaron el estudio (AGy PF).

° Evaluar el efecto de la PPEPPA sobre el porcentaje de respuestas correctas
del grupo ante los diferentes problemas que conformaron las evaluaciones.

° Analizar las representaciones externas (REs) elaboradas por el grupo ante
los dos diferentes ejes algebraicos trabajados.

° Analizar las representaciones externas (REs) elaboradas por los nifios que

conformaron el grupo ante los problemas que conformaron las evaluaciones.
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. Evaluar la transferencia de la representacion externay del razonamiento al

solucionar problemas matematicos de diferentes ejes algebraicos.

Los resultados generales sugieren que la exposicion a la secuencia instruccional denominada
Propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA) afecta
diferencialmente el desempefio del grupo en tareas matematicas de diferente complejidad. Asimismo,
se observo un efecto diferencial en el desempefio del grupo entre el eje algebraico AGy PF, efecto
esperado por la naturaleza de las relaciones implicadas en cada uno de ellos.

La literatura de en promocion del Pensamiento Algebraico (PA), con excepcién de la
investigacion realizada por Blanton, et al. (2015), suele reportar estudios que tratan de forma
independiente y aislada los tres ejes algebraicos propuestos por Kaput (2000; 20008), por lo que en
el presente trabajo puso a prueba una secuencia instruccional que incorporé de manera explicita los
ejes algebraicos Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF). Asimismo, la literatura
reporta el mejor desempefio que obtuvieron algunos de los nifios, lo que conlleva la ruptura del grupo
total del cual forman parte, para subsanar esta limitante, el presente estudio consideré como unidad
de anélisis la totalidad del grupo (veintisiete estudiantes) de tercer grado de primaria, creyendo que es
posible la escolarizaciéon del PA. Finalmente, la misma literatura, con la excepcién de Blanton, et al.
(2015) la cual reporta Gnicamente datos cuantitativos, realiza anélisis meramente cualitativo con base
en esto, este trabajo hace uso de los dos tipos de anélisis de datos (cuantitativo y cualitativo) con la
intencién de brindar una comprensién y explicacibn mas completa de trabajo que realizan los
estudiantes de tercer grado al solucionar problemas matematicos de diferente complejidad. Teniendo
estas tres caracteristicas presentes, en las secciones que siguen se discuten los hallazgos mas

relevantes de la investigacién junto con algunos datos reportados en el area.
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181 Desemperio del grupo ante el gje aritmética generalizada (AG)

El nivel de entrada mostrado ante el eje algebraico AG fue alto durante el pretest El
desempefio del grupo mejord durante los siguientes dos momentos de la investigacién. El desempefio
inicial que mostré el grupo ante este eje algebraico se puede atribuir a la familiaridad de las relaciones
implicadas en los problemas con las actividades cotidianas que se realizan dentro de las clases de
matematicas escolares, asi como a la facilidad de operar y asignar cantidades determinadas a las
relaciones implicadas. De aqui que la mayoria de las representaciones externas que muestran los nifios
que conformaron el grupo estan englobadas en la categoria de anélisis “Explica la relacion con
operacion’. Al respecto, Molina (2005, 2009) sefiala que los nifios necesitan operar cantidades para
comprender las relaciones carentes de especificacién de cantidad o magnitud, esto es, los nifios
necesitan construir un referente concreto respecto de la relacién con la que se esta trabajando, para
posteriormente tomar dicho referente como base en la construccién y evolucién del conocimiento al
comprender relaciones sin referentes numéricos concretos.

El trabajo que realizé el grupo con el segundo problema denominado “Ecuacion Aritmética con
Incognita’ (10 = __ + 4), en ninguna de las dos evaluaciones mostré una representacion externa que
presentara los elementos necesarios para ser agrupada en la categoria de anélisis “Explica la relacion
sin operacion’, este dato se puede explicar atendiendo a las caracteristicas mismas del problema, ya
que la relacién que se presenta guarda mayor relacién con el algoritmo de la suma convencional,
aspecto que dificulta que los nifios dejen de realizar el célculo para encontrar el valor de la incégnita
solicitada. Este tipo de problemas y/o el tipo de ensefianza que se reproduce dentro de las aulas pueden
ser un fuerte obstaculo en la promocién del PA o un aliado mas, todo depende de la forma en la cual

se trabaje con el problema.
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El porcentaje de respuestas correctas que obtuvo el grupo ante el problema matematico
“Fcuacion Aritmética con incognita” (EAcl) es mayor que el obtenido para el problema “Ecuacion
Aritmética” (EA), segundo y primer problema respectivamente. Este dato no era esperado en tanto
mateméaticamente hablando la situacién £Ac/ demanda conocimientos mas complejos, ya que el nifio
que lo resuelve con una resta debe operar a partir de la relacién inversa entre suma y resta y si lo
resuelve con adicién debe calcular el nimero faltante y darse cuenta de que sélo hay un nimero que
establece y mantiene la equivalencia, mientras que en el problema £A el nifio sélo necesita operar con
el concepto de adicion y de equivalencia de los miembros sin la necesidad de localizar un niimero que
establezca y mantenga la equivalencia entre los miembros (incdgnita). Es plausible que esto se debe a
que en el problema £A predomina la idea estereotipada y errénea de que sélo se debe presentar una
operacién por resolver y un resultado, mientras que el formato del problema £Ac/ se apega mas a la
idea anterior, siendo con ello familiar, para el estudiante, la estructura; este aspecto puede estar
diluyendo la complejidad matemética del problema.

El desempefio mostrado ante el problema “Desjgualdad”se atribuye a tres diferentes aspectos.
Primero, el problema matemético presenta una relacién ilégica en términos de la vida diaria, aspecto

que, en primera instancia, pudo llevar a los nifios del grupo a rechazar la situaciéon planteada en el

problema. Segundo, los nifios del grupo aceptaron como vélida la situacién narrada en el problema,
pero deciden expresarla — modificarla - en términos posibles en la vida diaria, en este sentido,
reconocen que para ser viable la relacién entre los dos conjuntos (libros y nifios) necesita haber
correspondencia biunivoca, por lo que modifican las relaciones iniciales del problema razonando de
manera inversa la situacion (en lugar de siete libros y nueve nifios, hay nueve libros y siete nifios),

razonamiento que los lleva a restar el nGmero mas pequefio al més grande. Este abordaje del problema

ya ha sido descrito y presentado por Davydov (2000) y Schmittau (2005) los cuales sostienen que los
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nifios tienden a modificar las relaciones implicadas en el problema con la intencién de generar
consonancia cognitiva con sus conocimientos. Otra forma de abordar el problema para establecer una
relacion matematica correcta es no modificar las relaciones enunciadas y calcular el faltante. En este
abordaje los nifios centran su atencién en el ndmero de libros que hacen falta (dos) o en el nimero de
nifios que se quedan sin libro (dos), de esta forma establecen la correspondencia a partir de la
diferencia entre los dos conjuntos. Abordaje que, segin Gallardo (2002) puede ser relacionado con
una nocién incipiente de namero negativo; al respecto ella indica que, aunque no existe una
representacion formal del nimero negativo, cognitivamente hablando, la aceptacion de la situacion (a
un ndmero de menor valor se le resta uno de mayor), es un primer acercamiento a las situaciones
matematicas que lo ponen en juego.

Problemas como el denominado “Desjgualdad’ que demandan el uso y comprension de
relaciones que se pueden llegar a considerar como la incorporacién incipiente de ndmeros negativos,
es una propuesta diferente a la presentada por Carraher, Brizuela y Earnest (2001), en la cual se
trabaja con los ndmeros negativos dentro de la recta numérica. Entendiéndolos como la cantidad de
saltos o desplazamientos de un nimero o posicién en la recta hacia la izquierda. La incorporacién de
problemas como el utilizado en la presente investigacion permiten identificar y analizar las
representaciones externas y los razonamientos derivados de ellas brindando con ello un mejor
acercamiento a la comprensién de los estudiantes sobre la nocién de ndmero negativo.

En el caso del problema aritmético de combinacién, la dificultad y diferenciacién con los
problemas tipicos empleados en la ensefianza de la escuela primaria, se encuentra en el lugar que ocupa
la incognita, ya que ésta se ubica en el primer sumando (x+15 = 33), a diferencia de ubicarla en el total,

como usualmente se presenta (18 + 15 = x), este aspecto hace més complicada la comprensién de las
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relaciones (Vergnaud, 2009), este efecto se disminuydé con la incorporacién de representaciones

externas como herramienta de anélisis de las relaciones implicadas en el problema.

18.2 Desernperio de los participantes en el eje algebraico pensamiento funcional (PF)

El PFes considerado por algunos autores como la via efectiva en la promocién del Pensamiento
Algebraico (PA) debido a su gran poder unificador de las matematicas (Schwartz 1990) siendo éste la
Unica via para relacionar el contenido matematico en todos los niveles educativos (Kieran 2004, 2011).
Sin embargo, considerar el PFcomo la Gnica via en la promocién del PA deja de lado toda la riqueza y
los beneficios mostrados en el desempefio del grupo ante el eje algebraico AG. Aqui toma gran
relevancia la distincion hecha por Kaput (2000; 2008) sobre el algebra y el pensamiento algebraico,
asi como la propuesta de los ejes algebraicos (Kaput, 2008) y las grandes ideas (Blanton et al,, 2015),
por ello es por lo que se decidié trabajar con ambos ejes algebraicos.

El Pensamiento Funcional (PF) desarrolla la concepcion de relaciones matematicas y permite
construir la transferencia y generalizacion de representaciones externas y razonamientos a diferentes
problemas, ya que permite analizar y generalizar la identificacién de patrones y de relaciones, identificar
y analizar relaciones funcionales utilizando diversas herramientas lingiisticas, asi como diferentes
formas de representacion en las que se explicita la comprension (Blanton y Kaput, 2011), de aqui la
importancia que ha tomado este eje algebraico.

Los desempefios mostrados por el grupo ante el eje algebraico PF al inicio de la investigacién
no superaron el 109, sin embargo, a lo largo de los otros dos momentos que conformaron el estudio
se observa como este desempefio mejora y se mantiene. Este desempefio general se puede atribuir a

que los conceptos, relaciones y las tareas mismas englobadas dentro del eje PF no guardan ninguna
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relacion con las tareas tipicas y los conceptos que se presentan en la educacion primaria, pero si con
la educacién posterior. De aqui se deriva una de las principales razones de incorporar este tipo de
actividades desde los primeros grados de ensefianza formal.

Dentro de las estrategias de solucién que emplearon los veintisiete estudiantes que
conformaron el grupo se infiere, con base en las representaciones externas, que el uso de cantidades
determinadas y del célculo de las mismas facilit6é en primera instancia la comprensién de las relaciones
implicadas en los problemas que se englobaron en el eje PF sin embargo, las relaciones mismas
facilitaron que el grupo fuera prescindiendo de dicha estrategia llegando a incorporar literales dentro
de sus representaciones externas. La comprension de las relaciones implicadas en este tipo de
problemas es un salto cualitativo importante en el desarrollo psicolégico y matematico de los nifios
(témese como ejemplo la distincién entre incognita y variable).

En lo que refiere especificamente al desempefio que se obtuvo ante el séptimo problema
matematico denominado “Problema Funcional con Incégnita y Variable' (PFclyV), es preciso mencionar
que el problema presenté una gran demanda cognitiva para los estudiantes. Esto pudo deberse al gran
namero de relaciones que incluye (caramelos en cajas, caramelos en tubos y caramelos sueltos, sin
olvidar la equivalencia entre el nimero de caramelos que tienen ambas protagonistas del problema,
mas la incégnita del nimero de caramelos dentro del tubo) enmarcadas todas en una relacion de
equivalencia entre los dos personajes del problema (Lucero y Susana tienen la misma cantidad de

dulces). Aunque esta situacion se consideré6 como una opcién viable para incorporarla dentro de las

evaluaciones, los datos sugieren que el anélisis y comprensién del problema merecen mayor atencién
e intercambio de representaciones e ideas, por esto se considera y recomienda el abordaje de este

problema dentro de una secuencia instruccional, de esta forma se podra conversar sobre las

concepciones, identificaran obstaculos y se trabajaran en ellos. Asimismo, se analizarén las diferentes
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relaciones que lo conforman y se compartiran todas las representaciones externas analizando ventajas
y generalidades sobre una y otra.

Es importante recalcar el papel funcional de las representaciones externas en la comprension
de las relaciones implicadas en los diferentes problemas funcional, éstas son una herramienta
psicolégica clave para su comprension, en la seccién “El papel de las representaciones externas en el
analisis y comprension de las situaciones matematicas” se aborda més esta idea.

Con excepcién de una sola representacion, las representaciones externas que realizan los nifios
del grupo no llegan a la generalizacion de las relaciones funcionales implicadas en los cinco diferentes
problemas matematicos que se englobaron en el eje algebraico PF, a pesar de esto, el trabajo que
mostraron los estudiantes es de suma importancia ya que identifican los aspectos importantes dentro
de toda la narracién y relacionarlos con los conocimientos que tienen, centrando en una amplia gama
de representaciones su anélisis en las diferentes relaciones implicadas y presentadas en los diferentes
problemas.

Con base en los resultados se puede sostener que los nifios que conformaron el grupo del
presente estudio realizaron representaciones externas razonando sobre relaciones entre cantidades
que covarian de diferente manera, describiendo con palabras la relacién identificada, llegando a incluir

dentro de sus representaciones alglin sistema de convencién matematico (i.e. aritmético, algebraico).

18.3 Sobre la concepcion de igualdad

Tradicionalmente la ensefianza de las matematicas en la educacién primaria suele promover
que los nifios identifiquen el sjgno de igualdad como un operador, es decir, como la sefial que indica

realizar las operaciones ubicadas a la izquierda del signo, para poner el resultado del lado derecho de
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este. Esta comprension del signo de igualdad dificulta aceptar, incorporar y matematizar una amplia
gama de problemas matematicos importantes y potenciadores del razonamiento matematico en el
aprendizaje matematico escolar (ie. 57 +22=58+21,10=___ +4,X =3+ 6). Los datos presentados
permiten sostener que, con un disefio instruccional enfocado en la promocion de la comprensién amplia
y profunda del signo de jgualdad, los nifios, desde el inicio de su educacién formal, pueden exponerse
a una educacién con comprension de los conceptos, relaciones y procedimientos, la cual marque una
relacion directa y explicita entre las diferentes areas tematicas de las matematicas (i.e. aritmética y
algebra). Esta forma de ver el proceso de ensefian y aprendizaje de las matematicas rompe el paradigma
reduccionista dominante en la educacién matematica que se lleva a cabo en la educacién primaria en
Meéxico, el cual se basa en rutinas y repeticiones mecanizadas de procesos.

En los problemas matematicos que conformaron el eje algebraico AG se favorecio la
exploracion del signo de igualdad como la representacién de una relacion equivalente entre dos
expresiones (i.e. 57 + 22 = 58 + 21), asi como la interpretacion bidireccional de la igualdad y de las
diferentes expresiones (i.e. x= 3 + 6), esto es, las diferentes expresiones matematicas tienen la ventaje
de leerse de izquierda a derecha como de derecha a izquierda (bidireccionalidad), especto que no se
trabaja ni explicita en la educacién matematica. La bidireccionalidad en matematicas permite trabajar
con expresiones que presentan operaciones del lado derecho del sjgno de jgualdad, con expresiones
que muestran operaciones en ambos lados del sijgno de jgualdad o con expresiones que carecen de
elementos en alguno o los dos miembros que la componen. Al respecto, Schliemann, Carraher y Brizuela
(2011) sefalan que los nifios que no han entendido la relacién de equivalencia del sigrno de igualdad
rechazan el tipo de expresiones antes mencionadas.

El abordaje que realizaron los estudiantes al problema matemético denominado Desigualdad,

da evidencia del salto cualitativo en la comprensién que desarrollaron los participantes después de ser



151

expuestos a la secuencia instruccional PPEPPA; al comprender que una parte de la resta, en este caso
el sustraendo, es mayor que el minuendo (hay siete libros y nueve nifios toman un libro cada uno) y
referir dicha comprensién como la falta de dos libros o como que dos nifios se quedan sin libro, se
evidencia la comprension de la igualdad como un simbolo que establece un tipo de relacion distinto al
operacional. Este hecho se sustenta en representaciones externas elaborados por algunos de los nifios

que conformaron el grupo del estudio y en los razonamientos que se derivan de ellas.

184.Respecto al uso y concepcion de literales

La comprension y uso de literales es un aspecto fundamental en la ensefianza y aprendizaje
del &lgebra. Esta practica se debe a que el algebra se centra en la solucién de ecuaciones y en la
capacidad para describir relaciones de manera sintética y general, haciendo uso progresivo de las reglas
y principios que rigen la formacién y el tratamiento de los diferentes sistemas de simbolos (Kaput,
2008). La exposicién, incorporacién y uso de literales, desde los primeros afios de educacion formal,
como herramientas de andlisis y representacién es un aspecto importante en la promocién del PA

La presente investigacién arroja evidencia sobre la comprension y el uso de literales al abordar
problemas matemaéticos derivados de los ejes algebraicos Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento
Funcional (PF), cada problema con diferente nivel de complejidad. Con base en los resultados se pueden
sostener dos consistencias. Primera, la secuencia instruccional PPEPPA favorecié, en algunos
estudiantes, la comprension y uso efectivo de la /itera/ “x” en diferentes situaciones matematicas
dejando pendiente la identificacién de las caracteristicas individuales que presentan esos nifios.
Segunda, la comprension de la /iteral evolucioné conforme evoluciond la comprensién de las relaciones

implicadas en los diferentes problemas, es decir, cuando las relaciones implicadas establecen una
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relacién con incognitas, los nifios emplean la literal “x”para denotar la /incognitay su relacion con los
otros elementos que conforman el problema, esto dentro de su representacién externa. En los casos
en los cuales las relaciones implicadas en el problema establecen una relacién con variables, los nifios
emplean la misma literal “x”para denotar que en este caso es una variable relacionandose con los otros
elementos implicados en el problema. Esta misma diferenciacién se mantiene cuando las relaciones
implicadas en los problemas juntan incégnitas y variable, ya que los estudiantes emplean la misma
literal “x”para denotarlas dejando ver que, a pesar de usar la misma herramienta diferencian unas de
las otras. Esta “confusion” o “error”, matematicamente hablando, puede ser el resultado de presentar y
trabajar de manera explicita durante la PPEPPA con dicha literal.

La confusién o error matematico de usar la misma literal para denotar diferentes elementos
matematicos dentro de las representaciones externas (incognitas y literales) se debe al aspecto
sintactico del &lgebra, esto es, si se siguen las reglas de uso y manipulacién de las expresiones
matematicas la sustitucién de esta literal tiene que ser un Gnico valor; de esta forma la misma literal
representa el mismo objeto dentro de la expresién matematica. Sin embargo, desde el punto de vista
del desarrollo psicolégico, el abordaje que realizaron los nifios muestra una clara evolucién en la
comprensién de los dos conceptos matematicos en cuestién, asi como de las relaciones que los
acompafian. Este dato pone el foco en el desarrollo de secuencias instruccionales que incorporen
diferentes literales como herramientas de analisis y representacion.

Es interesante observar cémo algunos estudiantes tratan de hacer clara la diferenciacion del
significado de la “X’ dentro de sus representaciones externas (REs). La figura 38 muestra algunas REs
elaboradas en el andlisis de problemas pertenecientes al eje algebraico PF que incorporan mas de dos
incégnitas o variables dentro de sus relaciones. Dentro de las REs los estudiantes utilizaron la literal

“X' para denotar cada uno de los elementos desconocidos, sin embargo, manifestaron la necesidad de
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diferenciarla mediante la incorporacion de otra literal, de esta forma cada “ X" que form¢é parte de dicahs
REs presentaron un sufijo que la diferencié de las demaés. El sufijo fue designado por los estudiantes
con base en el nombre de los objetos que enunciaba dicho elemento del problema (letra inicial de cada
objeto). En este sentido, la figura 38 muestra tres diferentes REs, cada una delimitada por un color

diferente. Al respecto los nifios comentaron: “resulta confuso trabajar con la misma letra, parece la

familia de las equis’.

Fig.38: Ejemplos de representaciones externas obtenidas durante la PPEPPA que muestran el
uso de la literal x diferenciado por sufijos.

La elaboracion de este tipo de REs, asi como la necesidad de diferenciar el uso de la literal “X”
junto como los razonamientos que las acompafian no ha sido reportado por la literatura del area
enfocada en la promocién del Pensamiento Algebraico (PA), en este sentido, este tipo de problemas
puede ser la clave y/o base para la promocién “natural” de la comprensién y uso de diferentes literales

en el abordaje de problemas que implican més de una incégnita o variable como parte de sus relaciones

implicadas.
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18.5.50bre la identificacion de las relaciones implicadas en los problemas

La literatura del area enfocada en la promocién del PA tiene una linea que se enfoca en la
promocion del Pensamiento Relacional (PR), de ella se puede decir que el PRrefiere al reconocimiento
y uso de relaciones entre los elementos de expresiones numéricas, no numéricas, algebraicas y de
propiedades fundamentales de las operaciones (Molina, 2011). El PR promueve la comprensién de las
expresiones como totalidades, para posteriormente analizarlas identificando relaciones, para
finalmente construir una estrategia de solucién genérica. Este tipo de pensamiento se torna relevante,
si se consideran los tres siguientes aspectos. Primero, el PR esta inmerso en los cuatro ejes algebraicos
propuestos por Kaput (2000, 2008) y en las cinco grandes ideas propuestas por Blanton et al. (2015).
Segundo, el PR permite explorar la estructura de las expresiones aritméticas y algebraicas (Molina,
2009). Tercero, el PR permite ampliar el concepto de ensefianza matematica actual, el cual suele
centrarse en usar algoritmos sin analizar las relaciones implicadas en los problemas.

Independientemente de la separacién o no del PR como Unico centro de interés, si las
actividades aritméticas estuvieran desarrolladas teniendo en mente el PR se promoveria un cambio
fundamental de la comprensién y concepcién aritmética de los estudiantes (procedimental, centrada
en el calculo con nimero especificos sin el analisis de las relaciones), transitando a un entendimiento
de relaciones entre los elementos que estipulan en el problema. El entendimiento y uso del PR
contribuye a la identificacién de relaciones y favorece el aprendizaje significativo de la matematica y la
adquisicion de una base para el estudio formal del algebra (Carpenter et al,, 2003; Molina, 2009).

El uso del lenguaje matematico horizontal, empleado en las investigaciones englobadas en el
PF, asi como en la PPEPPA, junto con el analisis relacional de los elementos implicados en los problemas
y la promocién de la comprensién de equivalencia del signo de igualdad y de las diferentes

representaciones externas, parecen ser el “puente’ entre los conceptos fundamentales del eje
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algebraico Aritmética Generalizada (AG) (ie. el trabajo con cantidades determinadas) y los que se
requieren para comprender las relaciones implicadas en los problemas que involucran el Pensamiento
Funcional (PF) (i.e. trabajo con cantidades indeterminadas). Este supuesto se basa en que la diferencia
principal entre ambos ejes radica en la incorporacién de cantidades determinadas o indeterminadas,
asf como en la incorporacion de la nocién de incégnitas o variables.

Al respecto Mason (1999) sefiala que brindar a los estudiantes de educacién bésica la
oportunidad de tener una historia en detectar y expresar patrones y generalidades los dotara de
habilidades para expresar, manipular y desarrollar generalidades. En este sentido, promover una
historia previa positiva, de éxitos enmarcada en la comprensién de las relaciones, el estudiante tendra
una mejor autoeficacia percibida (Bandura, 1995) y por ende un mejor desempefio al trabajar con el

algebra en los niveles educativos siguientes.

18.6.E/ papel de las representaciones externas en el analisis y comprension de los problemas

El papel de la representacion externa en el proceso de comprensién y solucién de problemas
es de suma importancia ya que muestra el uso que hacen los estudiantes de diferentes instrumentos
— herramientas — sociales en su proceso de mediacion (Vygotsky, 1980, 2009). El uso de dichos
instrumentos (simbolosy herramientas) para dar solucién a los diferentes problemas es la muestra de
la de la interiorizacién de esos instrumentos sociales, siguiendo a Vygotsky este es en si mismo un acto
de pensamiento como proceso psicolégico superior. Con base en esto y manteniendo la postura tedrica
adoptada, el presente trabajo sostiene que la representacion externa es una herramienta elaborada por
los estudiantes, la cual permite plasmar los conocimientos matematicos, mediar la comprensién de las

relaciones implicadas y al mismo tiempo mediar la accién que el nifio lleva a cabo en el proceso de
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comprension y solucién del problema. Este proceso es dinamico y activo, ya que conforme el nifio
plasma la relacién haciendo uso de sus conocimientos va pensando en el problema mismo, lo que a su
vez modifica dicha representacion, tomando con el ello el papel de mutua afectacién.

Conforme los nifios van comprendiendo e incorporando diferentes sistemas de representacion
y comprensién simbdlicos, se reducen la necesidad de manipular objetos reales, lo que posibilita el uso
de cantidades indeterminadas como parte de las representaciones externas, lo que les permite
construir esquemas que expresan las acciones matematicas en las que participan (Schmittau, 2005,
Vergnaud, 2009).

Los resultados permiten sostener que, el trabajo que se realizd durante la PPEPPA permitio
que el grupo utilizara herramientas (instrumentos sociales) correspondientes a diferentes &reas
matematicas (i.e. aritmética y algebra), lo que posibilité un conocimiento por medio de la accién de los
medios simbélicos mismos (Bruner, 1960), esto se evidencia en las diferentes representaciones
externas que realizaron los estudiantes, las cuales muestran la incorporacién de diferentes elementos
matematicos (i.e. lenguaje numérico, iconografico, aritmético, algebraico, entre otros).

Se observé que varios nifios comprendieron las relaciones implicadas en los diferentes
problemas matematicos que se presentaron a lo largo del estudio, asi como las relaciones generales
implicadas en cada eje algebraico abordado. Sin embargo, no todos los nifios lograron construir una
representacién algebraica, es decir, no todos los nifios incorporaron literales a sus representaciones
externas ni dejaron ver una comprension de las variables. Con los datos que arrojé esta investigacién
se puede sostener que los nifios que conformaron el grupo realizaron una amplia gama de
representaciones externas, las cuales se encuentran las icénicas representativas, las aritméticas
descriptivas y algunas que agregaron letras a las dos anteriores mezclando con ellos elementos de

diferente tipo. Estas representaciones aportan evidencia empirica sobre el uso de la representacion
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externa como herramientas psicolégicas de anélisis y comprensién de las relaciones implicadas en los
diferentes problemas. Sin embargo, es preciso sefialar que la mera incorporacién de literales a las
diferentes representaciones externas no implica, necesariamente, que los nifios comprenden el
concepto de variable, variacion o covariacion, asi como, el no usar literales tampoco implica en si mismo
la falta de comprensién de dichos conceptos matematicos.

Las diferentes representaciones externas que realizaron los estudiantes al comprender y
solucionar los problemas permiten sostener que hay una diferencia entre comprender las relaciones
implicadas en los problemas matematicos y saber expresarlas de forma algebraica. La traduccién de las
relaciones implicadas del contexto narrativo a una expresion matemética demanda un cierto dominio
de diferentes simbolos y conceptos; una vez realizada la traduccién, ésta sintetiza y abstrae las
relaciones, pudiendo llegar a expresar una generalizacién de las relaciones implicadas en el problema.
Este dltimo aspecto es el que permitiria poder analizar de una forma distinta la comprensién de los
conceptos de variable, variaciéon y covariacion esenciales en el dominio algebraico. En resumen, aunque
un nifio pueda identificar y verbalizar la relacién o relaciones de manera algebraica, no implica que
plasmard eso en una representacion externa ni mucho menos que comprenda los conceptos
matematicos antes mencionados, siendo este aspecto el maximo reto que sigue presentando esta area
de investigacion.

Este Gltimo punto pone de manifiesto lo sefialado por Mason, Graham, Pimm y Gover (1988)
referente a que el dlgebra esté presente en las diferentes comprensiones y representaciones externas
que se elaboran. Todas estas diferentes representaciones naturales o intuitivas (i.e. iconogréaficas o
aritméticas) tienen un papel importante en el desarrollo del lenguaje matematico inclusivo ya que, con
base en los resultados, parecen que son los cimientos en los cuales se basa el aprendizaje y

comprension algebraica, en este sentido, es importante aceptar y validar las diferentes
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representaciones externas que elaboran los estudiantes ya que parecen que son el puente entre ambas
areas matematicas.

En esta investigacion arroja evidencia que permite sostener que identificar, comprender y
representar externamente relaciones funcionales, son acciones muy diferentes a la formalizacion
matematica de las mismas, ya que el UGltimo punto demanda el conocimiento de los criterios
convencionales matematicos (aspecto sintactico). El proceso de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas debe valor del desempefio de los nifios en el transito por las diferentes representaciones
externas, asi como en el transito de los diferentes dominios matematicos.

La literatura del area no cuenta con investigaciones enfocadas en el anélisis de las
representaciones externas que realizan los estudiantes al comprender y solucionar diferentes
problemas matematicos, por lo que los resultados obtenidos en el presente estudio representan un
esfuerzo sistemético por analizar las diferentes representaciones externas que realizé6 un grupo de
tercer grado e identificar los conocimientos que se derivan de ellas al trabajar con problemas
matematicos de diferente complejidad. Asimismo, el sistema de anélisis de dichas representaciones que
se presentd y desarrollé en esta investigacion representa un acercamiento psicolégico al proceso de
desarrollo de la comprensién y uso de diferentes conceptos y elementos de dominios matematicos
diferentes.

Para finalizar esta seccién a continuacién se mencionan algunos beneficios que presentan las
representaciones externas para los docentes. La representacion externa que elaboran los estudiantes
al trabajar con problemas permite identificar y analizar los conceptos, conocimientos y herramientas
que usan, de las cuales se pueden derivar ciertas interpretaciones, por ejemplo, errores y limitaciones.
Dichas interpretaciones pueden ser retomadas por los docentes con la intencién de generar estrategias

diferenciales de apoyo y soporte para cada estudiante.
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18.7. Tareas pendientes

Con base en los hallazgos obtenidos de la presente investigacién, el procedimiento empleado
y las limitaciones metodolégicas sefialadas, a continuacién, se presenta una serie de posibles tareas
pendientes por realizar en el &rea de investigacion.

En primer lugar, considerando el efecto positivo observado de la secuencia instruccional

denominada Propuesta Psico-Educativa en Promocion del Pensamiento Algebraico (PPEPPA), valdria

la pena evaluar el efecto de incorporar, formalmente, los tres ejes algebraicos, cuidando el analisis de
los datos al interior de cada eje algebraico, asi como su interaccién y la posible transferencia al interior
de éstos (intra eje) y entre ellos (entre ejes).

Considerando la interaccién entre la representacion externay la comprension de los diferentes
problemas matematicos, resulta relevante evaluar el efecto de Secuencias Instruccionales que
promuevan la comprensién de problemas matematicos que consideren la introduccién explicita de
elementos formales y convencionales, retomando el aspecto sintactico del algebra, evaluando los
efectos diferencias con otras propuestas instruccionales, sefialando las ventajas, los obstaculos o
diferencias este las secuencias instruccionales que permiten un abordaje “natural’, intuitivo y
espontaneo sobre uno convencional.

En adicién al punto anterior y con base en los resultados obtenidos, se identifica la necesidad
de evaluar el desempefio que muestran los nifios al trabajar con problemas que dificultan o incluso
impiden un abordaje numérico, es decir que impiden realizar operaciones aritméticas con las relaciones
del problema, esto con la intencién de poder identificar los recursos en los cuales se apoyan los
estudiantes cuando el conocimiento numérico es practicamente inoperable. Asi como, la identificacion

de las ventajas y desventajas, tanto a nivel cognitivo como disciplinar, que presenta el desarrollo e

implementacién de este tipo de propuestas instruccionales.
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Otro aspecto que se hace necesario indagar es el referente a las caracteristicas individuales de
los nifios, esto es, hasta ahora sabemos que los nifios pueden comprender de diferente manera
problemas que establecen relaciones algebraicas y funcionales; sabemos que las representaciones
externas tienen un papel importante dentro del proceso de comprension, siendo un instrumento activo
de pensamiento; también sabemos que las representaciones externas se modifican y complejizan en
funcién de las relaciones que explicitan los problemas, asimismo, sabes que no se transfieren las
representaciones entre los problemas, sino los elementos y herramientas de anélisis que las componen.
Sin embargo, no tenemos informacién sobre las caracteristicas que presentan los estudiantes que
realizan uno u otro tipo de representacion, ni sobre los conocimientos de otros dominios que se ponen
en juego al comprender este tipo de problemas. La exploracion de estos y otros aspectos permitira
tener una mejor comprensién del proceso de aprendizaje del algebra.

La promocion del Pensamiento Algebraico (PA) abre una linea de investigacién de gran riqueza,
debido a la variedad de cuestiones que atn faltan por explorar, algunas de ellas ya se mencionaron a
lo largo de esta seccidén, ademas de esas se mencionan las siguientes: integracién del dlgebra en el
curriculo de educacién primaria, la influencia de este cambio curricular en la ensefianza y el aprendizaje
de las matematicas, seguimiento del desarrollo de los estudiantes a lo largo de diferentes afios e incluso
niveles educativos (i.e. primaria y secundaria, kinder y primaria, etc), formacién de docentes de
educacién primaria, asi como el analisis cruzado entre la formacién del docente en la promocién del PA
y el desempefio que muestran sus estudiantes. Estos son sélo algunas de las areas que adn estan

pendientes de andlisis, por lo anterior hay un potencial de esta area de investigacion.
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188 Implicaciones tecdricas

El presente trabajo parte de una propuesta de investigacién educativa sobre la promocién del
PA (Kaput, 2000; 2008; Blanton et al,, 2015) y del papel funcional que juega la representacion externa
(Piaget; Paiget y Cook, 1952; Vygotsky, 1991). El area de investigacion en la promocién del PA se
caracteriza por considerar que el algebra debe ser un aprendizaje transversal en todos los niveles
educativos, ya que aumentar la comprension de los conceptos algebraicos, aumenta la probabilidad de
éxito en el estudio de las matematicas avanzadas y en el desarrollo profundo del pensamiento
algebraico.

Dentro de la propuesta realizada por Kaput (2000; 2008) se encuentran los ejes algebraicos
de construccion de generalizaciones de la aritmética y el razonamiento cuantitativo, generalizar hacia
la idea de funcién y el modelado como una actividad algebraica y dentro de las grandes ideas
propuestas por Blanton et al. (2015) se encuentra la Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento
Funcional (PF). Es justamente, en estos temas algebraicos, en los que se circunscribe el presente
trabajo. Al respecto, la presente investigacién es un esfuerzo por ampliar y relacionar los resultados
reportados en el area, por ello se relacionaron de manera intencional dos diferentes ejes algebraicos
dentro de la misma secuencia instruccional, fortaleciendo con ello el cuerpo empirico. Dicho esfuerzo
responde a lo sefialado por Blanton et al. (2015), referente a la segmentacion del cuerpo empirico que
presenta el drea de investigacion en la promocién del PA, teniendo este aspecto en mente, se decidié
realizar un estudio que arroje evidencia empirica para robustecer el area de investigacion.

El presente trabajo rompe con la “tradicion” del area en promocion del pensamiento algebraico
en lo que refiere al anélisis cualitativo del desemperio que tienen algunos estudiantes seleccionados de
forma intencional por los investigadores; en este sentido, la PPEPPA aqui presentada es una forma

mediante la cual se puede escolarizar la promocién del PA considerando como unidad de anélisis todo
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el grupo de estudiantes. Adicionalmente, retoma dentro de su metodologia los dos principales enfoques
de la investigacion, a saber, cualitativo y cuantitativo con la finalidad de tener una mejor comprensién
del desempefio de los estudiantes. La PPEPPA es un esfuerzo que integra dos ejes algebraicos
propuestos por Kaput (2008), asi como un intento por llevar a todo el grupo de estudiantes a explicitar
mediante su representaciéon externa, los conceptos y simbolos con los que piensan en cada uno de los
problemas. Los analisis presentados complementan la informacion obtenida permitiendo generar un
mejor acercamiento al proceso de desarrollo del PA Con esto se tratdé de subsanar una limitante
reportada en Blanton et al. (2015) referente a la naturaleza del analisis de sus datos cuantitativos, ya
que dicho analisis no capturé cémo los estudiantes piensan sobre los conceptos tratados en la
propuesta. En este sentido, se tratdé de evidenciar el desarrollo del Pensamiento Algebraico (PA) a
partir de las representaciones externas de los estudiantes.

Por otra parte, el presente trabajo aporta evidencia empirica sobre la riqueza de integrar
problemas derivados de diferentes ejes algebraicos. Al respecto Mason, Graham, Pimm y Gowar (1988),
Kaput (2000, 2008) y Blanton et al. (2015) sefialan que la promocién del Pensamiento Algebraico
(PA) se puede promover a través de diferentes formas, rutas, ejes o grandes ideas, el aspecto que
importa y que es el comin denominador entre todos estos autores es el objetivo de integrar el algebra
con la aritmética desde los primeros niveles de educacién formal. Concebir como Unico eje o eje
prototipo para la promocién del PA el Pensamiento Funcional (PF) reduciria la riqueza del PA. Pensar
en el PFcomo el Gnico eje algebraico que promueve el Pensamiento Algebraico (PA) es igual a decir
que el algebra tinicamente consiste en la manipulacién de ecuaciones (Lins y Kaput, 2004).

La integracién de diferentes ejes algebraicos permite desarrollar una base sélida en la

ensefianza y aprendizaje de las matematicas, dar tiempo para el desarrollo prolongado y progresivo de
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los diferentes modos de pensamiento y la comprensién profunda de las relaciones matematicas
implicadas en los problemas.

La clasificacion de las representaciones externas, asi como el sistema de anélisis de las mismas,
que se presentd y desarrollo en esta investigacion es un esfuerzo identificar el rol que tienen sobre el
proceso de construccion del conocimiento, asi como por diferenciarlas psicolégicamente hablando, es
decir, en términos de los conocimientos, relaciones y procesos que ponen en juego los estudiantes

mientras las plasman.

18.9./mplicaciones educativas

Una de las metas de toda investigacion, aunque pocas veces se haga explicita, es que la
investigacion sea importante, o mas propiamente, exportable a condiciones y contextos que

trasciendan la situacién concreta en la que se origina la investigacién. Dado el objeto de estudio del

presente trabajo — promocién del pensamiento algebraico -, el &mbito, en el que, de manera directa e
inmediata, se pueden exportar sus hallazgos, es el &mbito educativo. En este ambito, parece haber un
acuerdo respecto a la relevancia del buen desempefio en el &mbito matematico en educacién basica
para aumentar la probabilidad de éxito de los estudiantes en el estudio de las mateméticas avanzadas.
Dado lo anterior, se han realizado innumerables esfuerzos, desde diversas disciplinas (i.e. educacion
matematica, didactica de la matematica, pedagogia, sociologia, lingliistica, psicologia), por analizar y
comprender los procesos implicados en el aprendizaje de las mateméticas, asi como, en el desarrollo de
estrategias que promuevan una mejor comprensiéon y un mejor aprendizaje de las matematicas.

En este contexto, es pertinente hacer la siguiente pregunta, ;qué se debe hacer para mejorar

la comprensién matemética de los estudiantes? La respuesta, aunque a primera vista parezca evasiva,
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es: depende. Si lo que se requiere es que el nifio identifique la informacién numérica sin detenerse a
pensar si es relevante o no y realice operaciones con ella, lo recomendable es continuar con la
ensefianza matematica que actualmente se lleva a cabo dentro de las aulas. Por otra parte, si lo que se
espera es que el nifio ubique las relaciones implicadas en el problema, que las relacione
congruentemente con base en lo implicado, que realice una representacién externa que le facilite la
comprension y solucién empleando diferentes sistemas convencionales lo recomendable es que el nifio
sea expuesto a una ensefianza similar a la aqui reportada.

La secuencia instruccional denominada Propuesta Psico-Educativa en Promocion del
Pensamiento Algebraico (PPEPPA) que se llevd a cabo en esta investigacion integra, intencionalmente,
practicas algebraicas a través de diferentes dominios conceptuales que son importantes para la
promocion del PA. La integracion de dichas practicas algebraicas construye conexiones matemaéticas
de diferente tipo, tanto en contenido como en complejidad. Esta secuencia instruccional puede ser
retomada y/o modificada por los docentes y puesta en marcha dentro de su salén de clases, ya que
los datos muestran que es accesible a diferentes niveles de pensamiento.

En lo que refiere especificamente al tipo de problemas matematicos que conforman los dos
ejes algebraicos trabajados Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF), se debe tener
presente que las situaciones matematicas correspondientes al eje algebraico AG guardan mayor
relacién con las tareas prototipicas de la ensefianza en la primaria. Lo que cambia es el enfoque, el
anélisis y representacién que se realiza del problema y con ello la comprensién de las relaciones
implicadas en los problemas. A diferencia de lo que pasa con las situaciones del eje algebraico AG, los
problemas que se engloban en el eje algebraico PF requiere formas de razonamientos distintas, tanto
para el profesor como para los estudiantes. Con base en lo anterior, se puede sostener que, aunque el

eje algebraico AGes més facil de incluir dentro de las practicas educativas diarias, se recomienda tener
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siempre presente qué formas de pensamiento o conocimientos son mas accesibles a los estudiantes y
de qué manera me sirven para promover el desarrollo del PA en los estudiantes.

Los datos dejan ver que a pesar de que la PPEPPA no fue disefiada en comprender y analizar,
de manera explicita, situaciones aritméticas de combinacién de forma algebraica, hay un impacto
positivo en la comprensién y solucién de este tipo de problemas. Este dato permite suponer que resulta
méas conveniente, en cuanto a aprendizaje, comprensién y transferencia de conocimiento refiere,
implementar estrategias de ensefianza basadas en la promocién del PA que prevén un impacto
longitudinal en el proceso de ensefianza y aprendizaje que, que enfocar la ensefianza en la sola
comprension de relaciones aritméticas, las cuales son funcionales para un reducido grupo de problemas.

El anélisis grupal de los problemas que se incluyeron en la PPEPPA, asi como la puesta en
comun de todas las representaciones junto con las diferentes herramientas de mediaciéon permitieron
potenciar la actividad psicoldgica de todos los nifios que participaron en el estudio. En este sentido,
Vygotsky (1999) sefiald que la zona de desarrollo préximo es un concepto que refiere al conocimiento
y habilidades que ain no han sido desarrolladas de forma auténoma, pero que pueden ser aprendidas
con la mediacién de otros. Desde esta perspectiva tedrica, se torna relevante el aspecto social ya que
en tanto se habla y discute sobre el tema a aprender, se obliga al estudiante a expandir sus estructuras
cognoscitivas. La necesidad de comunicar sus ideas genera una articulacién con mayor claridad, lo cual
puede llevar a nuevas conexiones y por ende al desarrollo psicolégico, en este sentido, tanto las
representaciones elaboradas como el anélisis de los problemas, tanto en diadas como de manera grupal,
contribuyeron al desarrollo de conocimientos y habilidades matematicas. Los estudiantes mostraron
un cambio conceptual en la comprensién de diferentes situaciones tanto matematicas como cotidianas.

Con base en los resultados y en lo sefialado por Vygotsky (1980; 2009) se puede sostener que los
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procesos cognitivos no se reducen a la actividad intra-sujeto, sino que ésta se potencia gracias a la
interaccién con otros elementos.

El desempefio mostrado por el grupo de estudiantes, asi como sus diferentes abordajes son
razones suficientes para seguir disefiando y aplicando secuencias instruccionales que promuevan el
desarrollo del pensamiento critico y analitico de todo el grupo de estudiantes de educacién primaria.
Esta investigacion muestra que la escolarizacién del PA es igualmente posible que el trabajo con grupos

pequefios de estudiantes.

1810 Consideraciones finales

Las representaciones externas que realizaron los estudiantes fueron una herramienta de
mediacién entre el lenguaje natural y la notacién simbélica, asi como entre la comprensién y solucién
de las relaciones implicadas en los problemas, de aqui que sean de suma importancia en el proceso de
comprension y promocién del pensamiento (Vygotsky, 1980; 2009).

La elaboracién de diferentes representaciones externas, para la promocién del PA promueve
la flexibilidad de pensamiento en los estudiantes, lo que en dltima instancia solidifica los conocimientos
matematicos permitiendo su transferencia, ya que implica empelar diferentes sistemas simbélicos, asf
como herramientas de anélisis en la identificacién de patrones y relaciones matemaéticas.

Aunque aparentemente parece que los conocimientos, razonamientos y practicas de ambos
ejes algebraicos son independientes, es importante trabajar de forma integrada los diferentes ejes
algebraicos propuestos por Kaput, ya que algunos conceptos y estrategias de soluciéon pueden ser
transferidos entre los ejes algebraicos. Es importante buscar estrategias que permitan trabajar el PF

dentro del eje AG. En este sentido, tal vez es factible analizar el desempefio de los estudiantes que
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participaron en una secuencia instruccional que empezd con una ensefianza en el eje PF para
posteriormente pasar a trabajar en el eje AG.

El desarrollo de las habilidades y conocimientos aqui descritas, ademas de favorecer el
desempefio dentro de las aulas educativas, es fundamental para brindar a los nifios desde el inicio de
su educacion la posibilidad de optar por carreras que permitan un desarrollo tanto intelectual como
econémico. Ademas, de que desarrollan el intelecto humano, permitiendo comprender fenémenos

tanto naturales como econdémicos, brindando estructura en su pensamiento.
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Anexo 1 Evaluacion

Nombre completo: Fecha:

Hola, por favor resuelve los siguientes ejercicios. Anota, dibuja y haz las operaciones qgue

quieras.

1. Decide si la oracién numérica es verdadera o falsa.

57 +22=58+21 Verdadero Falso

2. ;Qué ntmero puedes poner en el espacio en blanco para hacer que la oracién numérica

sea verdadera?
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3. Encuentra el valor de X que hace que la siguiente oraciéon numérica sea verdadera.

X=3+6 X=_

Explica cémo sabes que el valor de X'hace que la oracién numérica sea verdadera.

4. Habia siete libros en un librero. Nueve nifios entraron a la biblioteca y cada uno tomé

un libro. ;Cuéntos libros se encuentran ahora en el librero?

Explica cbmo encontraste tu respuesta.

5. A Luis le gustan los insectos, por ello en un frasco metié algunos grillos y 15 arafias.

En total tiene 33 insectos dentro del frasco. ; Cudntos grillos metié Luis en el frasco?
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6. Radl y Andrés estaban recogiendo conchitas de mar. Raul puso las conchitas que
encontré en una caja grande. Andrés encontré el mismo nimero de conchitas que Radl, pero, las
guardo equitativamente en dos cajas pequefias. Realiza un dibujo o escribe la cantidad de

conchitas de mar que tiene cada nifio y explicala.
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Por la tarde volvieron a la playa y Raul volvié a encontrar la misma cantidad de conchitas de
mar que Andrés. En esta ocasién, cada nifio puso sus conchitas dentro de una bolsa. Realiza un dibujo

o escribe la cantidad de conchitas de mar que tiene cada nifio.

Al dia siguiente contaron sus conchitas, pero no pudieron encontrar las bolsas.
i Piensas que Rall tiene el mismo némero de conchitas de mar que Andrés o piensas que uno
de ellos tiene méas conchitas?

Explica tu respuesta.
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7. Dos estudiantes tienen la misma cantidad de caramelos. Lucero tiene una caja, dos
tubos, y siete caramelos sueltos. Susana tiene una caja, un tubo, y 20 caramelos sueltos. Muestra

cuantos caramelos tiene cada una.

Explica tu respuesta

Cada caja tiene la misma cantidad y cada tubo tiene la misma cantidad. Muestra cuénto tiene

cada una.

;Puedes averiguar cuantos dulces tiene cada tubo?

;Qué pasa con cada caja?
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Explica tus respuestas y representa la relacién entre los dulces de Lucero y Susana.

Explica tu respuesta.

8. Mariay Luis el dia de muertos salieron a pedir dulces. En la primera casa, Maria recibié
una bolsa de caramelos sabor uva. En la segunda casa, recibié 3 veces mas caramelos sabor uva

que en la primera casa. Representa los dulces que tiene Maria.



184

Luego se encontré con Luis. Luis habia recibido en total 20 caramelos sabor uva. Representa

los dulces de Luis.

Entonces Maria conté sus caramelos y se dio cuenta que tenia el mismo nimero de caramelos

sabor uva que Luis. ; Cuédntos caramelos sabor uva recibié Maria en la primera casa?
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9. ;Cudl es la altura de una persona si lleva un sombrero de 30 cm? Representa la

relacion.

10.Tomas es 4 centimetros maés alto que Maria. Maria es 6 centimetros mas baja que

Lesli. Dibuja la altura de Tomas, la de Marfa y la de Lesli.
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Representa la relacién entre las alturas
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Anexo 2 Cuadernillo de trabajo para el eje algebraico AG

Nombre:
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Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios. Realiza los dibujos, anotaciones y operaciones

que necesites.

1. ;Qué valor falta en la ecuacién para que mantenga el equilibrio y sea

verdadera?

5+6=7+___;

2. ;Qué valor de X'mantendria la equivalencia de la ecuacién y la harian

verdadera?

X=5+4
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3. Miguel tiene 24 galletas. Su primo Mario tiene 28 galletas.

:Como puedes representar la relacion entre el nimero de galletas que tienen cada uno?
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Instrucciones: Lee el siguiente problema y resuélvelo

1. Pablo tiene cierta cantidad de chocolates de cereza y 18 chocolates de

almendra. Juntos son 34 chocolates. ; Di cuantos chocolates son de cereza?

Explica lo que hiciste.
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Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios.

1. Maria y Juan tienen cada uno una alcancia. El domingo, los dos tenian la
misma cantidad en sus alcancias.

Dibuja o representa la cantidad de Maria y Juan.

2. El lunes, su abuela los visita y les da $3 a cada uno de ellos.

Dibuja o representa la cantidad de Maria y Juan.
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3. El martes, van juntos a la tienda. Marfa gasta $3 en unas gomitas y Juan
gasta S5 en unas papas con chile.

Dibuja o representa la cantidad de Maria y Juan.

4, El miércoles, Juan dobla la ropa de toda su familia y gana $4. Marfa lava los
trastes y gana S4. Los dos ponen su dinero en la alcancia.

Dibuja la cantidad de Maria y Juan.
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5. El jueves, Marfa abre su alcancia y descubre que ella tiene $9.

;Cuénto dinero tiene Juan?

Explica cémo sabes que esa cantidad de dinero tiene Juan.
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Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios.

1. A Carlos y a Renata les encantan las galletas. Cada uno de ellos tenia una
charola con la misma cantidad de galletas. Carlos puso todas sus galletas en una canasta.

Renata puso sus galletas repartidas en dos canastas.

Dibuja o representa la cantidad de galletas que tiene cada uno.

2. Entonces, una nueva charola de galletas sali6é del horno. Carlos y Renata
tomaron la misma cantidad de galletas cada uno, pero esta vez ambos guardaron sus galletas

nuevas en una bolsa de papel para que se mantuvieran frescas para comerlas mas tarde.

Dibuja o representa la cantidad de galletas que tiene Carlos y Renata.
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3. La hermana pequefia de Carlos entré en la cocina y dijo que ella queria unas

galletas. Carlos le dio su canasta y Renata le dio una de sus dos canastas de galletas.

Ahora, ;piensas que, después de que compartieron sus galletas, Carlos tiene el mismo

nimero de galletas que Renata?

;Piensas que uno de ellos tiene mas galletas que el otro?
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Instrucciones: Resuelve los siguientes ejercicios.

1. Rocio y Luz han salido a juntar manzanas para cocinar unos pasteles. Rocio
junté 7 manzanas rojas y algunas manzanas verdes.

Representa la cantidad de manzanas que junté Rocio.

2. Luz juntd 2 manzanas rojas, el mismo ndmero de manzanas verdes que
Rocio y algunas manzanas amarillas.

Representa la cantidad de manzanas que junté Luz

3. Al final, Rocio tenia el mismo ndmero de manzanas que Luz

;Cuantas manzanas amarillas junté Luz?
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Anexo 3 Cuadernillo de trabajo para el eje algebraico PF

Nombre:

Escuela:
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Instrucciones: Observa el agua y contesta los siguientes ejercicios.

1. ;Qué pasa con el agua del vaso “A” cuando la pasamos al vaso “B™?



199

Completa la tabla con la informacién que hace falta:

10
9 1
2
6 4
4
3 7
1
10

;Observas algln patrén en la informacion de la grafica?

cescribelo:
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Ubica las cantidades de agua de cada contenedor en la siguiente gréfica.
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Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios.

2. ;Cuéntas colas hay en dos perros?

Representa la relacion entre los perros y las colas

;Cuantas colas hay en 5 perros?

Representa la relaciéon entre los perros y las colas

Explicala:
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;Cuéntas colas habré en 10 perros?

Representa la relacion entre los perros y las colas

Explicala:

;Cuantas colas habra en cualquier nimero de perros?

Representa la relacion entre las colas y los perros
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;Cuéntos ojos hay en dos perros?

Representa la relacion entre los perros y los ojos

;Cuantos ojos hay en 5 perros?

Representa la relaciéon entre los perros y los ojos
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;En 10 perros cuéntos ojos habréa?

Representa la relacion entre los perros y los ojos

;En cualquier nimero de perros cuantos ojos habra?

Representa la relacién entre cualquier nimero de perros y los ojos
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3. Un tren recoge dos vagones en cada parada.

Representa o dibuja la relacion entre los vagones y las paradas

;Cuantos vagones ha recogido el tren después de un nimero cualquiera de paradas?

Representa la relaciéon que identificaste
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;Y si contamos la locomotora, cuantos vagones ha recogido el tren después de un ndmero

cualqguiera de estaciones?

Representa la relacion que identificaste y explicala.
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Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios.

4, Bernardo va a tener su fiesta de cumpleafios y quiere asegurarse de que
todos sus amigos se pueden sentar. El tiene mesas cuadradas. En una mesa cuadrada se
pueden sentar 4 personas; si une otra mesa cuadrada a la primera se pueden sentar 6

personas.

Dibuja o representa las dos mesas con las seis personas sentadas.

;Cuantas personas se pueden sentar en 3 mesas?

Dibuja o representa las tres mesas con las personas sentadas.
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;Cuéntas personas se pueden sentar en 4 mesas?

Dibuja o representa las cuatro mesas con las personas sentadas.

;Cuéntas personas se pueden sentar en 5 mesas?

Dibuja o representa las cinco mesas con las personas sentadas.

;Observas algln patrén?

Describelo:
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Encuentra una regla que describa la relacion entre el nimero de mesas y el nimero de

personas que se pueden sentar en las mesas y describela

Describe la relacion empleando variables

;Qué representan las variables?
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Instrucciones: Realiza los siguientes ejercicios.

5. Miguel y Rubén tienen cada uno un poco de dinero. Miguel tiene $8 en la
mano y el resto de su dinero esta en su cartera. Rubén tiene exactamente tres veces mas
dinero que el que tiene Miguel en su cartera.

Representa el dinero que tiene cada uno

;Cuanto dinero podria haber en la cartera de Miguel?

;Quién tiene més dinero?

Representa la relacion que identificaste y explicala.
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Anexo 4 Anélisis estadistico

< .00

Dominio 86.667 1
Etapa 58.602 1 < .00
Etapa*Dominio 1.809 1 > .05

Tabla I. Analisis de varianza (ANOVA) 2 x 2 realizado con el desempefio correcto
mostrado por el grupo de tercer grado. Predictores: a) Dominio: Aritmética
Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF) y b) Momento: pretest y Post test.

< .00

Dominio 5521 1
Etapa 60.025 1 < .00
Etapa*Dominio 19.799 1 < .00

Tabla Il. Anélisis de varianza (ANOVA) 2 x 2 realizado con la ponderacién dada a las
representaciones externas elaboradas por el grupo de tercer grado. Predictores: a) Dominio:
Aritmética Generalizada (AG) y Pensamiento Funcional (PF) y b) Momento: Pretest y Post test).
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22
23
24
25
26

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
1
1
1
1
1
1
0
1

Tabla 111 Datos obtenidos del grupo con base en los cuales se realizaron los anélisis de
desempefio.

27

212
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1
0
1
0
3
1
0
0
6
3
4
5
0
5
1
2
5
4
1
3
1
2
3
2
3
4
0

10
1
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
2
23
24
25
26
27

Tabla IV Frecuencia de representaciones externas obtenida del grupo con base en los cuales se
realizaron los andlisis.
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