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Resumen

En este trabajo presentamos un método sistematico para la construccién algebraica
de la representacion de variable discreta (método ADVR) de la coordenada y del mo-
mento la cual se obtiene al diagonalizar su forma matricial en una base asociada a un
potencial especifico con soluciones conocidas. En 1D, el método se basa en potencial
del oscilador arménico, el de Morse y de Poschl-Teller. Se presenta una extension del
método ADVR basado en el oscilador arménico para 2D y 3D. La principal ventaja
de estos métodos es que permiten obtener la representaciéon matricial de un Hamil-
toniano arbitrario en forma simple a través de coeficientes de transformacién que
conectan las bases. En el contexto de los métodos ADVR, se plantea un método alge-
braico basado en grupos unitarios, el cual consiste en la adicién de un bosén escalar
al espacio del oscilador arménico en n-dimensiones, de tal forma que el grupo uni-
tario U(n + 1) se convierte en un grupo dindmico y podemos obtener las realizacién
algebraica de la coordenada y el momento en términos de los generadores del grupo.
La principal caracteristica de este método es la identificacion de las bases asociadas a
los subgrupos U(n + 1) con las representaciones discretas de la coordenada y el mo-
mento. Los métodos ADVR son aplicados para resolver diferentes problemas en 1,2 y
3D, tal es el caso de algunos potenciales interatémicos y de la obtencion del espectro
de vibracién-rotacién de algunas moléculas.
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Introduccion

La teoria de representaciones de grupos es el lenguaje apropiado para describir las
simetrias presentes en los diferentes fenémenos fisicos a distintas escalas de energia,
desde la fisica del estado sé6lido [1] hasta la fisica nuclear [2, 3] y subnuclear [4, 5],
pasando por el estudio de los grados de libertad electrénicos [6, 7] en atémos y mo-
léculas asi como los grados de libertad vibracionales y rotacionales de moléculas [8,
9]. Las simetrias pueden ser discretas o continuas, las primeras aparecen cuando se
considera la simetria permutacional de particulas idénticas o cuando se describe la
simetria de moléculas y cristales mediante los grupos puntuales y espaciales; mien-
tras que las segundas se manifiestan en el problema de muchos cuerpos en mecanica
cudntica a través de los generadores del grupo asociado. Los grupos unitarios surgen
a partir del formalismo de segunda cuantizacion, en el contexto del espacio de Fock,
y con ellos aparecen las técnicas algebraicas. El formalismo de segunda cuantizacién
permite la conexién entre el espacio de Fock y el espacio de configuraciones ya que
hay una correspondencia entre la representacién matricial de un operador en uno y
otro espacio [10]. Ambas descripciones, la algebraica y en el espacio de configuracio-
nes, tienen sus ventajas y desventajas y su uso depende del problema, el oscilador
armonico en 1D es el sistema mds simple en el cual podemos usar ambas y ver clara-
mente las diferencias [11].

Un nuevo tipo de modelos algebraicos, fuera del contexto de segunda cuantiza-
cién, surge a partir de la adiciéon de un bosén escalar al espacio del oscilador armoéni-
co n-dimensional. En estos métodos conocidos como Modelos Algebraicos U(n + 1) los
grupos U(n + 1) proveen de diferentes cadenas de subgrupos que se asocian a siste-
mas fisicos a través de simetrias dindmicas. La aparicién de los modelos algebraicos
U(n + 1) comenz6 en 1974 con el Modelo de Bosones Interacturantes (IBM) U(5 + 1)
propuesto por Arima y lachello para describir las excitaciones colectivas dentro del
ntcleo [12-15]. En este caso el bos6n escalar s'(s) se agregé a los bosones df, que repre-
sentan la naturaleza cuadrupolar en el ntcleo [16]. El modelo algebraico U(n + 1) se
extendi6 a la fisica molecular debido a la naturaleza dipolar de las moléculas diat6-
micas. Asi surgié el modelo vibrénico en 3D (3DVM) basado en el grupo U(4) [8,
17, 18]. El modelo 3DVM también presenta tres cadenas de subgrupos: la cadena
U(4) D SO(4) D SO(3) D SO(2) caracterizada por el subgrupo central SO(4) esta
asociada a la simetria dindmica que da lugar a un espectro tipo Morse caracteristi-
co de un oscilador con minimo desplazado. La generalizaciéon del modelo 3DVM a
moléculas poliatémicas se realiza a través del producto directo de grupos U(4), uno
para cada enlace quimico [2, 19, 20]. La conexién de este método algebraico con los
métodos basados en el espacio de configuraciones se realiza a través del formalismo
de estados coherentes [18, 21-23].
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El modelo vibrénico en 2D (2DVM), basado en el grupo U (3), originalmente se in-
trodujo para describir los modos de flexiéon de moléculas lineales [24]. Posteriormente
se estudio la transicion lineal-no-lineal de moléculas no rigidas mediante la identifica-
cién de tres simetrias dindmicas asociadas a las cadenas de subgrupos U(3) D U(2) D
SO(2), U(3) D SO(3) D SO(2) y U(3) D SO(3) D SO(2). La primera cadena permi-
te describir los modos de flexiéon de una molécula lineal, mientras que las otras dos
establecen un mapeo a la base del oscilador armoénico desplazado para describir los
modos de vibracién-rotacién de la configuracién no-lineal [24-28]. Este modelo tam-
bién tiene su conexién con los métodos basados en el espacio de configuraciones a
través del formalismo de estados coherentes [29-32]. El modelo vibrénico U(2) en 1D
(IDVM) estd basado en la adiciéon de un bosén escalar al espacio del oscilador ar-
monico en 1D [33-35]. En este modelo el dlgebra u(2) es el dlgebra de los operadores
escalera asociados a los potenciales de Morse [36-38] o Poschl-Teller [39]. Este hecho
permite estimar la superficie de energia potencial de moléculas poliatémicas tanto en
el esquema local como en el normal [40-45].

En los métodos algebraicos basados en los grupos unitarios U(n + 1) la conexién
entre el espacio algebraico y el espacio de configuraciones no es evidente, ademads
este tratamiento puede dar lugar a una buena descripcién de los niveles de energia
pero una mala descripcion en las funciones de onda. Desde hace varios afios se han
realizado esfuerzos para establecer la conexién entre el espacio de configuraciones y
el espacio algebraico [40-46], hasta que recientemente se planteé un método formal
que permite relacionar ambos espacios a través de un mapeo a la base del oscilador
armonico [47]. Dicho método consiste en expresar las variables dindmicas del sistema
como un desarrollo en términos de los generadores del grupo dinamico, cuyos coefi-
cientes involucrados son calculados a través de un método de minimizacion [47]. De
esta manera se logré obtener la realizacién algebraica de la coordenada y el momento
en términos de los generadores del grupo U(n+ 1), dando lugar al enfoque de grupos
de grupos unitarios basado en los grupos U(n + 1), por sus siglas en inglés (U(n + 1)-
UGA).

La identificacién de la coordenada y el momento en el espacio algebraico en el
esquema del U(n + 1)-UGA permite obtener una representaciéon matricial de dichas
variables asi como darle una interpretacion fisica a cada una de las cadenas de los
grupos unitarios. Como consecuencia, el Hamiltoniano de un sistema con un poten-
cial arbitrario se puede expresar en términos de matrices diagonales a partir de los
paréntesis de transformacién que conectan las bases asociadas a las cadenas, con ello
se puede obtener las energias y las funciones de onda mediante la diagonilizacién de
matrices sin necesidad de resolver integrales. Los principios basicos del método en 1D
y su exitosa aplicacion en la resolucion del doble potencial de Morse en 1D usando
el modelo U(2)-UGA se describen a detalle en [48], asi como el calculo de los factores
de Frank-Condon en el esquema del método U(2)-UGA [49]. Los principios basicos
de este método para potenciales en nD dimensiones se tratan a profundidad en [48,
50-54].
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Por otro lado, los métodos basados en la Representacion de Variable Discreta (DVR)
discretizan la coordenada espacial mediante puntos especiales de funciones continuas
(puntos DVR) con los que se forma una malla en el espacio de coordenadas [55], ge-
neralmente se usan los ceros de los polinomios ortogonales y sus mallas calculadas
a través de cuadraturas gaussianas. En este esquema la coordenada también se pue-
de expresar como un operador diagonal. Desde los afios 60’s, los métodos DVR han
tenido un gran éxito en la solucién de una variedad de problemas relacionados con
la vibracién-rotaciéon de moléculas y la dindmica cudntica molecular [56]. Tienen dos
ventajas principales: la primera es que simplifican la evaluacién del Hamiltoniano ya
que los elementos de matriz de la energia cinética y del potencial se evaltian tnica-
mente en los puntos DVR; la segunda es que la generalizacién a sistemas multidimen-
sionales es a través del producto directo [55]. El uso de los métodos de representacién
de variable discreta (DVR) es diverso [55, 57, 58] y engloban algunas técnicas como el
método de discretizacion por cuadraturas [59, 60], el método de la malla de Lagrange
(LMM) [61-63] y la configuracion de estados localizados [64].

Como habiamos mencionado, una de las caracteristicas de los métodos UGA es
que podemos obtener la realizacién algebraica de la coordenada y el momento en
términos de los generadores del grupo U(n + 1), esto brinda una representacion de
variable discreta en la cual los puntos DVR se obtienen a través de las reglas de rami-
ficacion de cada cadena de subgrupos. Una alternativa natural a este método consiste
en cortar la base del oscilador arménico, sin la introduccién del bosén escalar, y ob-
tener la representacion de variable discreta a partir de la diagonalizacién numérica
de las realizaciones algebraicas de 7* y p?, las cuales estdn dadas en términos de los
operadores de creacién y aniquilacién, en este caso los puntos DVR son los valores
propios de los mismos operadores. Estos enfoques, basados en el oscilador arménico,
representan una alternativa algebraica a los métodos DVR convencionales por lo que
los consideramos como Meétodos Algebraicos de Representacion de Variable Discreta (mé-
todos ADVR).

Como es bien sabido, la base del oscilador arménico no siempre es la adecuada
para describir a cualquier potencial por lo tanto es necesario contar con otros méto-
dos ADVR asociados a diferentes potenciales para mejorar la convergencia. Con este
objetivo, en esta tesis hemos introducimos dos métodos algebraicos basados en el po-
tencial de Morse y de Poschl-Teller en 1D, los cuales brindan la realizacion algebraica
de la coordenada y el momento en términos de los generadores del grupo SU(1,1)
[65-68]. Aunque estos métodos estan restringidos a potenciales en 1D se pueden usar
en problemas multidimensionales cuyas bases se expresan en término del producto
directo de funciones en 1D, como es el caso de las excitaciones vibracionales.

La organizacion de esta tesis se describe a continuacién. La primera parte esté de-
dicada a los métodos ADVR en 1D. En el Capitulo 1 se plantean los métodos ADVR
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basados en oscilador armonico, potencial de Morse y Poschl-Teller, asi como el mé-
todo U(2)-UGA, el Capitulo 2 se da detalle de su aplicacién a los potenciales inter-
atémicos como lo son el potencial de Morse, Kratzer-Fues, Deng-Fan, Varshni y de
Lennard-Jones, y como un caso préctico se obtienen los niveles de energia de la molé-
cula de Hs. La segunda parte estd dedicada a los métodos ADVR en 2D. En el Capitulo
3 se plantean las bases de los métodos ADVR en 2D basados en oscilador arménico
y el método U(3)-UGA. En el Capitulo 4 se aplican estos métodos para resolver el
Hamiltoniano asociado al potencial de Coulomb en 2D, asi como el Hamiltoniano
asociado al potencial cudrtico y su aplicacién para obtener el espectro de energias de
moléculas no-rigidas como el caso del sub6xido de carbono C30,. En la tercera parte
se tratan los métodos ADVR en 3D, en el Capitulo 5 se plantean los métodos ADVR en
3D basados en oscilador armoénico y el método U(4)-UGA, en el Capitulo 6 se mues-
tra su aplicacion al potencial de Morse, de Poschl-Teller y de Varshni en 3D, como
caso préctico se muestra la obtencién de los niveles de energia vibracionales y rota-
cionales de las moléculas de O; y Be; mediante los métodos ADVR en 3D, asi como
su aplicacién para resolver el Hamiltoniano del atomo de hidrégeno y el estudio del
efecto Stark. Finalmente se presentan las conclusiones y algunas perspectivas de este
trabajo.



Objetivos

El objetivo general de este trabajo consiste en plantear una metodologia general para
obtener la representacién algebraica de variable discreta de la coordenada y el mo-
mento a través del algebra compuesta por los operadores escalera obtenidos de la
factorizaciéon de un Hamiltoniano con solucién conocida y a través de los generado-
res de los grupos unitarios U(n + 1), ademas de implementar esta metodologia para
resolver distintos problemas en 1D, 2D y 3D.

Los objetivos particulares son los siguientes:

= Obtener diferentes representaciones algebraicas de variable discreta para la coor-
denada y el momento en 1D partiendo de los Hamiltonianos asociados a los
potenciales de oscilador armoénico, de Morse y de Poschl-Teller. Obtener la rea-
lizacién de la coordenada y el momento en el esquema del método algebraico
basado en el grupo unitario U(2). Comparar la aplicaciéon de estos enfoques en
la resoluciéon de Hamiltonianos asociados a potenciales interatémicos en 1D.

» Extender la metodologia de representacion algebraica de variable discreta a sis-
temas en 2D y 3D, en particular para los basados en el oscilador arménico y en
el grupo unitario U(n + 1). Analizar la fiabilidad de estos métodos mediante el
estudio de potenciales con soluciones analiticas conocidas y probar sus alcan-
ces al aplicarlos a diferentes casos practicos como la obtencién de espectros de
vibracién y rotacién de diferentes moléculas.






Parte 1

Representacion algebraica de variable
discreta en 1D






Capitulo 1

Representacion algebraica de variable
discreta (ADVR) en 1D: descripcion del
método

A lo largo de este capitulo estableceremos el método algebraico de representacién de
variable discreta en 1D o método ADVR en 1D. Este radica en la obtencién de bases
mediante la diagonalizacién de la representacion matricial de la coordenada y el mo-
mento. Como caso més simple, consideraremos el método ADVR basado en el poten-
cial del oscilador arménico en 1D. Posteriormente, consideraremos aquellos basados
en el potencial de Morse, de Poschl-Teller y en el grupo U(2), este tltimo consiste en
agregar un boson escalar al espacio del oscilador armoénico. El objetivo en comtn de
estos métodos es escribir el Hamiltoniano asociado a un potencial arbitrario en tér-
minos de matrices diagonales para que sea computacionalmente sencillo resolver la
ecuacion de Schrodinger asociada.

1.1. Método ADVR basado en el oscilador armoénico (HO-
ADVR) en 1D

Consideremos el oscilador armoénico en 1D con masa reducida  y una frecuencia w.
El Hamiltonianio en el espacio de configuracién es

o = gy e g (1.1)
20 2
con las funciones propias [11]
Vula) = No ¢ H, (0/d), (1.2
y constante de normalizacién
N, = (n!2"d\/7)~12, (1.3)

donde d = /h/(jw) es la unidad de longitud. El Hamiltoniano asi como las funciones
de onda pueden ser reescritas en el espacio de Fock mediante la introduccion de los
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operadores bosénicos de creacion a' y aniquilacién af, dados por:

it = L (12095). o— L 1A+i§A (1.4)

En el espacio de Fock el Hamiltoniano toma la forma

HIO — hw(n 4 1/2), (1.5)
con estados propios
1
- (ghn
) i (a')"[0), (1.6)

con la definicién del operador de nimero 7 = a'a.

A partir de los elementos de matriz de los operadores bosénicos:

(n+1la‘|n) = Vn + 1; (n —1la’|n) = v/n, (1.7)
los elementos de matriz de la coordenada y el momento se obtienen facilmente:
d
(n'|gIny =— (\/n + 18 ni1 +Vn 5n/,n1), (1.8a)
V2
i h
'Ip = =7 1 5n/ n+l — n’n—1 |- .
(i) =7 (VT T = V6 (1.8b)

Ahora, consideremos el espacio finito £y, de dimensién N + 1:
LR ={ln),n=0,1,...,N}. (1.9)

La diagonalizacién de la representacion matricial (1.8) en este subespacio da lugar a
la representacion discreta de la coordenada y el momento:

N

9:) =D _{nlas)In), (1.10)
n=0
N
pi) = (nlpi)|n), (1.10b)
n=0
donde las matrices ||(n|g;)|| = T y |[(n|p:)|| = W corresponden a los coeficientes que

definen las transformaciones de base involucradas en (1.10), donde la coordenada y
el momento son diagonales

dla) = @la), D) = pilps)- (1.11)

Las ecuaciones (1.11) definen la representacion algebraica de variable discreta de la coorde-
nada y el momento, por lo que cualquier funcién dependiente de la coordenada V()
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se puede representar como una matriz diagonal en la base |¢;), mientras que cual-
quier funcién dependiente del momento G(p) se puede representar como una matriz
diagonal en la base |g;), es decir:

(VD) =V (2:)i;, (1.12a)
(0j|G(D)|ps) =G (pi)ds ;- (1.12b)
De aqui en adelante, llamaremos a la expresién (1.12a) como "la funcién V(§) en la

representacion de la coordenada", mientras que la expresién (1.12b) la llamaremos "la
funcién G(p) en la representacion del momento".

Este resultado sugiere un procedimiento para obtener las soluciones de la ecuaciéon
de Schrodinger en una 1D para cualquier potencial arbitrario V' (§). Dado el Hamilto-
niano en el espacio de configuraciones

|
H = —? 5 1.1
o +V(q) (1.13)

la representacién del Hamiltoniano toma la forma
H=WAPW + TTADT, (1.14)

donde identificamos la matriz diagonal en la representaciéon del momento

o)| = P
AV ===, , 1.15
a0 =25 5, (115)
y la matriz diagonal en la representacion de la coordenada

A9 =V (g;)8y. (1.16)

Podemos agregar y sustraer el termino cuadréatico (uw?/2)G de tal forma que el
Hamiltoniano del oscilador arménico (1.1) sea identificado:

- 1
H = hw (n + 5) +V'(§), (1.17)
donde )
1( A w ~
V(@) = =53+ V(3). (118)

Por lo tanto, al tomar en cuenta (1.11) los elementos de matriz del Hamiltoniano (1.17)
en la representacion de las funciones propias (1.6) toma la forma general

H=A® y TIA@T, (1.19)
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donde A®) es la contribucién diagonal del oscilador arménico
1
1A = he (n + §>5n/,n, (1.20)

mientras que A@ es la matriz diagonal del potencial V’(g) en la representacion de la
coordenada:
me

2
Las expresiones (1.14) y (1.19) son equivalentes siempre y cuando la dimension de la

base sea grande, para una dimensién pequefia las diferencias son sutiles. En el Apén-
dice A se discuten a detalle estas diferencias con algunos ejemplos cuantitativos.

|AD]|| = hw{ g + V(qzﬂéﬁ. (1.21)

A este esquema lo llamaremos método algebraico de representacién de variable
discreta basado en el oscilador arménico o método HO-ADVR. Aqui la matriz T son
los coeficientes de transformacion definidos en (1.10), los cuales permiten transformar
una funcién en la representacién de la coordenada a la representacién de las funcio-
nes propias (1.6). Cabe resaltar que en el espacio (1.9) la matriz T es calculada una
sola vez para todos los potenciales (1.13). También debemos tomar en cuenta el efecto
de la aproximacién considerando una base finita, como veremos a continuacion.

Consideremos la relacién de conmutacién entre la coordenada y el momento en
unidades adimensionales

[4,p] = 4, (1.22)

M(q)M(p) — M(p)M(q) = i1. (1.23)

En nuestro caso no se espera que la igualdad se satisfaga debido a la aproximacion
que involucra considerar un espacio finito. Por otro lado sabemos que Tr(AB)=Tr(BA)
y en consecuencia se espera

Tr(M(¢)M(p)) — Tr(M(p)M(q)) = 0 # iN, (1.24)

una aparente contradiccién debido al hecho de que la representaciéon matricial de la
igualdad (1.22) tiene sentido inicamente para una representacion fiel.

Para dar una idea de como lucen las expresiones (1.22) y (1.24) consideremos un
espacio finito con N = 3. Para este caso la forma explicita de (1.22) estd dada por:

100 O
M(q)M(p) — M(p)M(q) =i 8 (1] ? 8 (1.25)
000 —3
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mientras que para la forma explicita de los productos de matrices se tiene

1 1
Lo -4 o
0 1 0 -8
NG 2
03 o -3
1 1
L0 L 0
0 -1 0 -\
M@PM(g)=i| 1+ _1 0 (1.27)
/o 2
oI 0

Notemos que para N = 3 las matrices son de 4 x 4 elementos, a partir los resultados
anteriores se puede ver que mientras se considere la submatriz de 3 x 3 elementos el
conmutador (1.22) se satisface siempre y cuando

Tr(M(q)M(p)) — Tr(M(p)M(q)) = iN. (1.28)

Es importante resaltar que las representaciones matriciales de la coordenada y el mo-
mento no son fieles, lo cual significa que las manipulaciones de las matrices son res-
tringidas. Aunque este problema no puede ser eliminado, la ecuacién (1.19) puede ser
tomada como valida siempre y cuando estemos interesados en los estados més bajos
del espectro de energias.

Es interesante notar que los valores propios de la representacion de la coordenada
z; = {—2.35060, —1.33585, —0.43608, 0.43608, 1.33585, 2.35060}, (1.29)

coinciden con los ceros de los polinomios de Hermite de grado N + 1 obtenidos con
Hg(x) = 0. Por lo tanto el polinomio caracteristico asociado a la representacién matri-
cial de la coordenada esta identificado con los polinomios de Hermite. Este resultado
sugiere la conexién entre la base algebraica (1.10) y los estados localizados definidos
en el espacio de configuracién en términos de los ceros de polinomios [64].

1.2. Método ADVR basado en el potencial de Morse (M-
ADVR) en 1D

El método algebraico de representacién de variable discreta basado en el oscilador ar-
monico descrito anteriormente puede ser generalizado a otras bases, siempre y cuan-
do se trate de una base completa como veremos a continuacién. Consideremos el caso
del potencial de Morse. Sus estados ligados no forman una base completa en el espa-
cio de Hilbert [69]. Sin embargo, en la literatura se ha usado un conjunto completo de
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funciones ortonormales que tiene su origen en la obtencién de polinomios ortogona-
les con funcién peso asociada al estado base del potencial Morse. Este conjunto esta
constituido por las funciones definidas por [65-67]:

O (y) = ATLY N (y) yTe V2, (1.30)
con la constante de normalizaciéon

- fn!
A = (20 +1)’ (1.31)

donde o es un pardmetro. Estas funciones ®¢(y) son conocidas como base tridiagonal
[70] o de estados de cuasi-nimero o por su nombre en inglés quasi-number states basis
(QNSB) [71]. La variable y estd conectada con la coordenada fisica ¢ del potencial de

Morse a través de la relacion:
y = (2j +1)e P, (1.32)

donde j esté relacionada con la profundidad del potencial y  es una medida del al-
cance del potencial de Morse [71]. Si se elige el pardmetro o = 1 los estados ligados y
la parte continua del espectro estan desacoplados [67].

De acuerdo con el método de factorizacién descrito en [72], a través de la accion
del operador diferencial d/dy sobre la base ortonormal (1.30):

d o 1 d
—P° —(Z -2 )p° A%° —y/2_L2cr—1 1.
;) (y 2) ny) + AnyTe o L W), (1.33)
se construyen los operadores escalera { K, Ko} [67]:
K_=— i—g+( + 1) (1.34a)
_ = ydy 5 Tlo , .
K= 92l orn) (1.34b)
+ = ydy 9 o n), .
. Z y olc—1)
K() = — yd—y2 + Z T, (134C)
donde n®J = nd?.
Los operadores { K, K} tienen el siguiente efecto sobre la base (1.30):
K_®°(y) =k_(n) ®7_,(y)  con k_(n) =+/n(20 +n—1), (1.35a)
K ®(y) =ky(n) ®7,,(y)  con ki(n) =+/(n+1)20 +n), (1.35b)
Ko®(y) =ko® () con ky=o0+n, (1.35¢)
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ademads satisfacen las relaciones de conmutacién del algebra su(1,1)
Ky, K] = —2Ky; [Ko, Ki] = K. (1.36)

El Hamiltoniano asociado al potencial de Morse estd dado por:

.1
He= —p>+ D (1 — e Plamo))? (1.37)
24

el cual, en términos de la variable y toma la forma:

i —iA2+D(1— Oy Y’ (1.38)
T Gj+1) |
donde C' = ¢°® es una constante. Considerando la variable natural y y el momento
D= —ihﬁyd% estan relacionados con los operadores (1.35) en la siguiente forma:
13 A
b= "2, ), (1.39)
§=2Ky— (K, +K_). (1.39b)

Los elementos de matriz de estos operadores se obtienen facilmente y tienen la forma:

(@ 119) =200 + 1) — (ke n) B+ h_(n) By). (1408)
N
(BLAPIRT) =" (ks (1) B s — Ko () B ) (1.40b)

La diagonalizacion de estas matrices en el subespacio finito
L2 = {|0%),n=0,1,..., N}, (1.41)

da lugar a los eigenvectores

N

lyi) = > (27]q:)|@7), (1.42a)
n;O

i) =) (7 |pi)|23), (1.42b)
n=0

los cuales definen la representacion algebraica de variable discreta de la coordenada y el
momento, dadas por:

lyi) = wily),  Blpi) = pilpi), (1.43)
y con ello las expresiones para los elementos de matriz de una funcién V' (¢) en la re-
presentacion de la coordenada y una funcién G(p) en la representacién del momento,
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las cuales toman la forma diagonal

WilV(@Dlyi) = V(ai(i))dis, (pi|G(®)lpi) = G(pi)dij, (1.44)

con la expresién

11 Yi
gy = —— 1 . )
B (25+1)

(1.45)

derivada de la relacién (1.32).

Estos resultados sugieren un método similar al que se us6 en el método HO-
ADVR. En este caso el conjunto de funciones (1.30) no son funciones propias del
Hamiltoniano de Morse y en consecuencia se necesitan ambos coeficientes de trans-
formacién. En este caso, la representacion matricial del Hamiltoniano general (1.13)
toma la forma

H=WAPW + TIA@T, (1.46)

donde A es la contribucion diagonal de la energfa cinética

2
AP || = ZLgy, (1.47)
24

mientras que A9 es la matriz diagonal del potencial V(§) en la representacién de la
coordenada:

|AD]]| = hw |:V(Qi)1 8ij. (1.48)
Dentro de este esquema ambos coeficientes de transformacion W = |[[(®7|p;)|| vy
T = |[(®7]y;)|| son necesarios y calculados una sola vez para un espacio de dimen-

sion N + 1, los cual brinda una metodologia para cualquier potencial.

Con lo anterior definimos el método algebraico de representacién de variable dis-
creta basado en el potencial de Morse (M-ADVR). Como en el caso previo, conside-
remos ahora la relacién de conmutaciéon en unidades adimensionales (1.22), la cual
en la representaciéon matricial de QNSB, esperamos que sélo se satisfaga en forma
aproximada:

M(q)M(p) — M(p)M(q) ~ 1. (1.49)

De hecho, el calculo explicito del conmutador para matrices de dimension finita NV +1
dan lugar a la matriz i1 en el limite de N grande. Considerando las trazas, se obtie-
nen resultados similares al de la base de oscilador armoénico, en el sentido de que las
trazas se cancelan cuando se considera la matriz completa pero toman un valor finito
cuando el tltimo término es ignorado.

Anédlogamente al caso del método HO-ADVR, notemos que los correspondientes
valores propios de la representacion de la coordenada y para N =5

v = {0.52767,1.79630, 3.87664, 6.91882, 11.23460, 17.64600}, (1.50)
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coinciden con los ceros de los polinomios asociados de Laguerre de grado N + 1 ob-
tenidos con Lg(y) = 0, lo cual sugiere otra vez una conexion entre la base algebraica
(1.42) y la base localizada definida por los ceros de los polinomios [64].

1.3. Método ADVR basado en el grupo unitario U(2)

El enfoque algebraico basado en grupos unitarios en 1D se desarrolla con detalle en
[48]. En el Apéndice B se describen algunas propiedades de los grupos unitarios. En
este método se introduce un bosén escalar §7(5) al espacio del oscilador arménico en
1D con los operadores bosénicos a'(a). Los productos bilineales de af(a) y 57(3) satis-
facen las relaciones de conmutacién asociadas a los generadores del grupo unitario

U(2):

~

GU(Q) - {Na jx7<]yajz}7 (151)
donde
P Loste st P bosts ot o Loats _ ote
Jx:§(a5+sa); Jy:—ﬁ(as—sa); Jzzﬁ(aa—ss) (1.52)

son lo generadores del grupo SU(2) y N = dfa 4 s's = @ + i, el namero total de
bosones, el cual tiene la restriccion de ser constante.

La adici6n del boson escalar s'(s) convierte al grupo U(2) en un grupo dindmico,
lo cual implica que cualquier variable dindmica del sistema puede ser descrita como

un desarrollo en términos de los generadores (1.51).

El grupo U(2) tiene tres cadenas de subgrupos:

U(2) > U(1), (1.53a)
U(2) D SO(2), (1.53b)
U(2) D SO(2), (1.53¢)

cada subgrupo esta caracterizado por los operadores invariantes J., J, y J, respecti-
vamente, con vectores propios

>

2[N]p) =pl[N]p) = p|[Nn), (1.54a)

L[N1C) =¢|[NIC), (1.54b)

J,[IN1C) =C|[N]C). (1.54¢)
y valores propios

u,C,C_:—g,—ngl,...g, (1.55)

con la siguiente relaciéon entre 1 y el nimero cuantico fisico n:

n=7j+u N—n=j—pu, (1.56)
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donde j, es el momento angular asociado al grupo SU(2). Lo vectores propios (1.54)
constituyen una base completa, es decir:

S IINIn)([NInl = Y IINIO(NIE = > [INIO(INIS| = 1. (1.57)
n=0 (=—N/2 E=—NJ/2

La cadena (1.53a) tiene como operadores invariantes { N, 71}, los cuales proveen de

la base: )
[N]n) = W(ST)N%(GTWO% (1.58)

Los elementos de matriz de los generadores (1.51) en la base (1.58) estan dados por:

A~

N|[N]n) = N|[N]n), (1.59a)
n|[Nln) = nl|[N]n), (1.59b)
a's|[NJn) = /(N —n)(n+1)|[N]n+ 1), (1.59¢)
stal[NJn) = /(N —n+ 1)n|[N]n —1), (1.59d)

Mediante un mapeo entre las funciones propias del oscilador del arménico |n) y
los vectores |[N]|n) y el método de minimizacién descrito en el Apéndice C es posible
identificar la coordenada y el momento en términos de los operadores J, y J,:

1 [ h2), 41 2.,

NG AN P = ﬂ\/hwu\/ﬁ. (1.60)

Este hecho hace evidente la asociaciéon de la coordenada y el momento con las
cadenas (1.54b) y (1.54¢), respectivamente. El espectro de la coordenada y el momento
son discretos y sus valores se obtienen a través de las reglas de ramificacion de cada
cadena de subgrupos. Lo anterior establece el método algebraico de representacién
de variable discreta basado en el enfoque del grupo unitario U(2) o por sus siglas en
inglés U(2)-UGA. Analizando la relacién de conmutacién entre la coordenada y el

momento 0
A oA . n
[Q, P} —ih (1 - N) . (1.61)

tiene una contribucién dependiente de N, la cual tiende a cero cuando N es suficien-
temente grande para n fija, recuperdndose el valor usual de este conmutador.

0=

Por otro lado, considerando el mapeo:

G lat@y—ity = D P lar@y—ir iy P (1.62)
donde

Y

>
I
V)
9%

(1.63)

=
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el Hamiltoniano del oscilador armoénico en 1D (1.1) se traduce al espacio algebraico
como:

. 1~ pw? s
AN = —p =02 1.64
olg 2MP+ 5 < (1.64)
el cual mediante (1.64) puede reescribirse como:
qU@) _ hw sy s hw sy ao
Halg - W(‘Jx + Jy) - W(‘] - Jz)? (165)

con J? = J2+ J2 + J2.

Tomando en cuenta la identidad J? = N/2(N/2 + 1), la ecuacién anterior se sim-
plifica a:
HY® = he (n i "—2) (1.66)
alg 2 N/ :
La expresion (1.66) da lugar a otro resultado relevante: la cadena (1.53a) se identifica
como la representacién de la energia, debido a que el subgrupo U(1) provee la base
|[[V]n) en la cual el hamiltoniano (1.66) es diagonal

N 1 2
HyP|[NIny = E,|[Nn), E, = hw (n+ S - "N) m=01,....N. (167

Notemos que el hamiltoniano (1.64) contiene una contribucién anarménica que va co-
mo 1/N, hecho que se refleja en la degeneracién del espectro.

Como observamos, en el esquema del método U(2)-UGA cada cadena tiene una
interpretacion fisica evidente como se resume en la Tabla 1.1, lo cual implica que es-
te formalismo puede ser aplicado a cualquier potencial considerando el limite de N
grande para el namero total de bosones. Lo anterior es la principal diferencia con el
modelo vibrénico en 1D, en donde las otras dos cadenas no son relevantes y el niime-
ro total de bosones estd directamente relacionado con la profundidad del potencial.
Algunas caracteristicas del modelo vibrénico se describen en el Apéndice D.

TABLA 1.1: Identificién de las cadenas del grupo U(2) con la representaciéon de
energia, coordenadas y momento.

Cadena Bases | Representacion
U2) D U(1) |[N]n) | Energia
U(2) DSO(2) || |[IV]¢) | Coordenadas

U(2) D SO(2) || |[N]¢) | Momento

Las bases de la coordenada y el momento pueden ser escritas en términos de la

base de la energia
N

IN1¢) =) ([N]n|[NI¢)|[N]n), (1.68)

n=0



Capitulo 1. Representacion algebraica de variable discreta (ADVR) en 1D:

20 descripcién del método

N
NGy => (IN [N]n), (1.69)
n=0
donde los paréntesis de transformacion T = ||([N]n|[N]¢)|| y W = [[{[N]n|[N]C)|| se
pueden obtener ya sea diagonalizando el operador invariante o de Casimir corres-
pondiente o mediante expresiones analiticas [48]. Este tiltimo resultado indica que las
tres bases en la Tabla 1.1 son equivalentes, ya que al estar conectadas via los parén-
tesis de transformacién se pueden usar para diagonalizar la representacion matricial
de cualquier operador.

Retomando el problema general de resolver la ecuacién de Schrodinger asociada
al Hamiltoniano (1.13), cuya representacion algebraica se obtiene a través del mapeo
(1.62)

HU

alg

_ 1 3
=5, P+ V(Q). (1.70)

En una manera similar a como se realiz6 en el método de HO-ADVR, es conveniente

Z . P 2 A . . . e .
agregar y sustraer el término cuadrético %-0Q* que permite identificar el Hamilto-
niano del oscilador armoénico, de donde obtenemos

HU(2) — hw (ﬁ + 1 _ ﬁ_2) + V’(Q) (1 71)
alg 2 N ’ '
donde
R Y 5
VI(Q) ==~ +V(Q). (1.72)

Usando los paréntesis de transformacién T asociados con la coordenada, el Hamilto-
niano en la representacién de la energia toma la forma [48, 50]

HP = A® 4 TTAQT, (1.73)

Como en los casos anteriores, la matriz T se calcula una sola vez para un nimero
total de bosones N, mientras que la matriz diagonal A(?) cambia segtin un potencial
especifico.

Como se mencioné anteriormente, en el método U(2)-UGA aparece una degene-
racién accidental la cual debe ser removida [48, 50]. Esto se logra introduciendo un
pardmetro € en la representacion matricial del oscilador arménico deformado

2

1
IIAP)|| = [hw (n + 3° e%)] Ot s (1.74)

donde e =1 forn < N/2and € = 0 for n > N/2.

Con respecto al conmutador (1.22), la forma explicita de la representacién matricial
es diferente a los casos previos. Aunque para nimeros cudnticos mas bajos la igual-
dad progresivamente converge al resultado correcto, para nameros cuanticos altos la
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contribucién diagonal se duplica pasando por cero. Este comportamiento anémalo
obliga a imponer la condicién (1.74) con tal de eliminar los estados espurios.

En este capitulo describimos los elementos de los métodos algebraicos de repre-
sentacion de variable discreta (métodos ADVR) con base en los potenciales de oscila-
dor arménico y de Morse, ademads del método algebraico basado en el grupo unitario
U(2). Los tres métodos tienen la caracteristica de permitirnos diagonalizar un Hamil-
toniano cuyo potencial depende de las coordenadas en forma sencilla. En el siguiente
capitulo presentaremos algunas de las aplicaciones de estos métodos para sistemas
en 1D.
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Capitulo 2

Aplicaciones: potenciales interatomicos
en 1D

En este capitulo aplicaremos los tres métodos algebraicos de representacion de varia-
ble discreta 0 métodos ADVR presentados anteriormente en diferentes sistemas en
1D. Realizaremos una comparacion de los resultados desde el punto de vista de la
convergencia de la energia y las funciones de onda. Consideraremos los siguientes
potenciales:

Morse : Va(q) = D[(1 — e Pla=0)2 _q], (2.1a)
% 29
Kratzer-Fues : Vie(q) = D (? — 7), (2.1b)
[ ePao — 1\ 2
Deng-Fan : Vor(q) = D (1 e ) —-11, (2.1¢)
: 2
Varshni : Vial(q) = D (1 — @6—52@2—113)) — 1] , (2.1d)
4q

donde D, gy > 0, y hemos considerado el cero de energia como el limite de disociacién.
Todos estos potenciales son asimétricos, la cual es una caracteristica de los potencia-
les interatémicos. Para los tres primeros potenciales se conocen soluciones analiticas
para las energias, lo cual no ocurre para el potencial de Varshni. A continuacién pre-
sentamos dichas soluciones.

2.1. Potenciales interatomicos

Potencial de Morse

El Hamiltoniano en el espacio de configuraciones asociado al potencial de Morse es:

A 1
H., = ﬂﬁ + D[(1 — e Plamwn2 1], (2.2)

donde D es la profundidad del potencial, ¢y es la posicion de equilibrio y /3 esta re-
lacionada con el alcance del potencial. Las soluciones de la correspondiente ecuacién
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de Schrodinger estan dadas por
{gljv) = Nje 2/ L3V (y), (2.3)

donde L;(y) son los polinomios asociados de Laguerre, el argumento y esta relaciona-
do con la coordenada fisica ¢ mediante y = (2j + 1)e~"%, donde j esté relacionada con
la profundidad del potencial y N/ es la constante de normalizacion [48], dada por:

i 26(j —v)I'(v+1)
Ny = \/ r2j—-v+1) ° 24

Los valores propios del Hamiltoniano (2.2) son:
1
Ey(v) = hw {(v +1/2) — E(U + 1/2)2} - D, (2.5)

dondev=0,1,...,j— 1L k=2j+1y

2Dj3? 8Du
w=/ k= (2.6)

Por simplicidad tomaremos hw como unidad de energia y d = /h/(puw) como unidad
de longitud. En este caso tenemos las relaciones:

_ k = 2
D=+ B= \/;; (2.7)

donde la notacién con barra se refiere a que se encuentran expresados en unidades
adimensionales.

Potencial de Kratzer-Fues

El Hamiltoniano en el espacio de configuraciones asociado al potencial de Kratzer-

Fues esta dado por:

2
2 ¢ g

donde D es la profundidad del potencial y ¢, se refiere a la posicion de equilibrio.

La ecuacién de Schrodinger correspondiente al Hamiltoniano (2.8) tiene la siguiente

expresion analitica para la energia [73-75]

-2

R 1 1 2012
E() = — 4 — Z 42 : =0,1,2,...: =D (29
(v) o <v+2+\/4+7> ; v=0,1,2,...; v = (2.9)
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Es conveniente expresar la solucién en unidades de energia 7iw y longitud d respecti-
vamente, como en el caso previo. El resultado es:

-2
_ E _ 1 /1 _
EWw) = h(:j) = —2D2Q§ (v + 3 + 1 + 2D2q8) , (2.10)

— D _ qo 2 = 9
hw7 qo0 d g qp ( )

donde

Potencial de Deng-Fan

Otra alternativa propuesta para describir las interacciones interatémicas es el poten-
cial de Deng-Fan con el Hamiltoniano: [76]

R Hh2 Bao _ 1\ 2
P e
Hy=—+D|1— ———| , 2.12

o ( eﬂq—l) (212

donde ¢ es la posicioén de equilibrio, 8 corresponde al alcance del potencial y D es la
profundidad del pozo. La solucién analitica de la energia estd dada por [76].

2 2D2 2 2
UNE — D) = 26AD(2 + b) — f(v) — 22 f(i])+ ) (2.13)
donde
1 1 i
f) = [(v+ 5) + ‘/Z +ADR2| A=2u/B%h; b= 1. (2.14)
Es conveniente expresar la soluciéon en unidades de hw y d:
b1 D2+
E—-D)=-D2+0b) - —= — = 2.15
(B = D) = 5D +8) = /() == 215

donde los pardmetros adimensionales estan dados por

2
_ 1 M ___
fv)=[(v+ 5) + 1 + )\D62] , (2.16)
con las identificaciones
_ E _ D — 2
E=— D=—; A= hw\ = =—;
hw’ hw’ “ B2
b=’ —1; B = BXo; Qo = qo/d. (2.17)
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Potencial de Varshni

El potencial de Varshni estd definido por [77]

2
Veulq) = D [(1 _ %e—ﬂQ(qQ_q(Q))> — 1] , (2.18)
donde D y g son la profundidad y la posicién de equilibrio respectivamente. Este
potencial fue el punto de partida para proponer una familia de potenciales modifi-
cando el argumento de la exponencial [78]. Las soluciones analiticas de la ecuacién
de Schrodinger asociadas a este potencial no se conocen [77]. Sin embargo, es intere-
sante incluir este potencial con el objetivo de comparar la convergencia de los tres
métodos métodos ADVR y su poder para obtener las energias y las funciones de on-
da de sistemas en 1D.

2.2. Analisis de resultados

En la Figura 2.1 se muestran los cuatro potenciales (2.1) en las unidades de w y d para
la energia y la distancia, respectivamente. Como comparacién, hemos considerado
j = 20 para fijar la profundidad de los potenciales. A continuacién consideraremos
la descripcién de las energias y de las funciones de onda para estos potenciales en el
esquema de los métodos algebraicos DVR.

5t
s |
= 0' Morse
<
Eo [ ——KTratzer-Fues
2 1 Deng-Fan
D -5+ )

[ Varshni

;10kF
0 5 10 15 20 25
q/d

FIGURA 2.1: Los potenciales considerados para evaluar los métodos ADVR. Los

pardmetros utilizados en las ecuaciones (2.1) son j = 20 (D = 10,25), go = 2,0y

8= 1/2D).

Cabe mencionar que el nimero de digitos significativos reportados en todas las
tablas es tal que permite ver las diferencias entre los métodos y no esté relacionado
con la precision.
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2.2.1. Potencial de Morse

Comenzaremos analizando las energias y las funciones de onda del potencial de Mor-
se con j = 20. Este potencial presenta 20 estados ligados. En la Tabla 2.1 se presenta
una comparacioén entre la energia tedrica Er(v) calculada con (2.5) y los valores cal-
culados E¢(v) obtenidos con los métodos U(2)-UGA, HO-ADVR y M-ADVR. Para
el método U(2)-UGA, N es el numero total de bosones, mientras que para los otros
métodos N + 1 es la dimensién de la base. Dado que nuestros métodos describen bien
la parte baja del espectro, nos enfocaremos en los 10 primeros niveles para intentar
reproducir fielmente los estados propios. El criterio para establecer la dimension de
las tres bases consiste en obtener un error relativo maximo del 5 % entre las energias
calculadas y el valor tedrico comparadas individualmente.

Como se puede observar, la convergencia mas rapida se obtiene con el método
M-ADVR con N = 25. Este es un resultado esperado ya que el potencial en estudio
es el mismo que el potencial que genera la base. El método HO-ADVR con N = 49
provee la segunda mejor convergencia. Finalmente el método U(2)-UGA describe el
espectro con errores similares pero con N = 908, un valor significativamente grande
comparado con los anteriores en cuanto a la energia se refiere.

TABLA 2.1: Energias de los 10 primeros niveles del potencial de Morse consideran-
do j = 20. El criterio de convergencia consiste en obtener errores relativos < 5%
entre el valor tedrico Er(v) y los valores calculados E¢(v) con los diferentes méto-

dos ADVR.
U(2)-UGA HO-ADVR
N =908 N =49

v | Er(v)) [ Ec(v) | %error | Ec(v) | % error \

0| -9.7561 | -9.7584 | 0.0234 | -9.7561 | 0.0000 | -9.7561 | 0.0000
1| -8.8049 | -8.8137 | 0.1000 | -8.8049 | 0.0000 | -8.8049 | 0.0000
2| -79024 | -7.9208 | 0.2322 | -7.9024 | 0.0000 | -7.9024 | 0.0000
3| -7.0488 | -7.0794 | 0.4348 | -7.0488 | 0.0000 | -7.0488 | 0.0000
4 | -6.2439 | -6.2894 | 0.7282 | -6.2439 | 0.0000 | -6.2439 | 0.0000
5| -5.4878 | -5.5503 | 1.1396 | -5.4878 | 0.0001 | -5.4878 | 0.0001
6 | -4.7805 | -4.8621 | 1.7068 | -4.7802 | 0.0051 | -4.7805 | 0.0007
7 | -4.1220 | -4.2243 | 2.4823 | -4.1177 | 0.1029 | -4.1220 | 0.0007
8 | -3.5122 | -3.6366 | 3.5415 | -3.4770 | 1.0007 | -3.5124 | 0.0049
9 | -29512 | -3.0986 | 4.9943 | -2.8037 | 4.9978 | -2.9892 | 1.2863

Para evaluar la efectividad de los métodos describiendo las funciones de onda,
en la Figura 2.2 se presenta una comparacién entre las funciones de onda analiticas
(2.3), mostradas con una linea punteada (rojo), y las calculadas con los tres métodos
ADVR. Para los métodos HO-ADVR y M-ADVR la buena convergencia en la ener-
gia no implica una convergencia en la funcién de onda, este hecho se manifiesta en
los estados con v = 9 en el cual se observa la mala prediccién de las funciones de
onda. En contraste, la funciéon de onda obtenida mediante el método U(2)-UGA re-
produce exactamente las funciones analiticas, lo cual nos indica que con este método
la convergencia de la energia implica una alta calidad en las funciones de onda. Para
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obtener funciones de onda comparables en los tres métodos es necesario aumentar la
dimensién de la base, en particular para los métodos HO-ADVR y M-ADVR. Esto se
muestra en la parte inferior de la Figura 2.2.

Potencial de Morse
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FIGURA 2.2: Funciones de onda del potencial de Morse con v = 0,4,9 obtenidas
con los tres métodos ADVR. Con la finalidad de obtener una buena convergencia
en el ultimo estado se debe incrementar las dimensiones de las bases de los métodos
HO-ADVR y M-DVR.

Como se describe en la Ref. [67] el pardametro ¢ = 1 en (1.30) separa los estados
ligados de la parte continua del espectro. Esto significa que en el esquema del método
M-ADVR los j vectores propios asociados a los estados ligados deberian de escribirse
en términos de un desarrollo de dimensién j en la base QNSB. Esto contrasta con los
resultados mostrados en la Tabla 2.1 asi como en la Figura 2.2, donde la dimensién
N = 28 solamente permite describir la mitad de los estados. Este hecho se puede
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explicar mediante la aproximacién involucrada en el método M-ADVR al obtener las
representaciones matriciales de la coordenada y el momento (1.46). Para cualquier
valor de N > j la representaciéon matricial del Hamiltoniano es tridiagonal, mientras
que la matriz de los vectores propios para los estados ligados |¢,) es diagonal en

bloques con la forma
-1

IN;pu) = D (PRIN; 1) |97), (2.19)

n

.

Il
=)

donde asumimos ¢ = 1. Se debe aclarar que para N > j los coeficientes convergen a
las funciones de onda exactas (en nuestro caso j = 20y N = 28).

2.2.2. Potencial de Kratzer-Fues

Consideremos el potencial de Kratzer-Fues con una profundidad D = 10,25 y el mi-
nimo localizado en ¢, = 2 como se hizo en caso del potencial de Morse. En la Tabla
2.2 se muestra una comparacién entre la energfa analitica (2.10) y los valores predi-
chos por los diferentes métodos ADVR. Al igual que en el ejemplo anterior, el método
U(2)-UGA necesita una base considerablemente méas grande para lograr acercarse a
las energias analiticas. Como se hizo anteriormente, para analizar la convergencia de
las energias de los tres métodos ADVR se consider6 el criterio basado en un error
relativo menor al 5% al comparar una a una las energfas analiticas Er y las energias
calculadas E¢. Podemos observar que existe un aumento significativo del error para
el tltimo estado con v = 9 para los métodos HO-ADVR y M-ADVR.

TABLA 2.2: Energias del potencial de Kratzer-Fues, la profundidad del potencial
coincide con la del potencial de Morse. El criterio de convergencia consiste en ob-
tener errores relativos < 5% entre el valor teérico E7(v) y los valores calculados
E¢(v) con los diferentes métodos ADVR.

U(2)-UGA HO-ADVR
N =1167 N =107
Er(v) | Ec(v) | %error | Ec(v) | % error \

-9.1789 | -9.1831 | 0.0460 | -9.1789 | 0.0000 | -9.1795 | 0.0068
-7.5241 | -7.5378 | 0.1823 | -7.5241 | 0.0000 | -7.5255 | 0.0185
-6.2796 | -6.3041 | 0.3897 | -6.2796 | 0.0000 | -6.2815 | 0.0297
-5.3202 | -5.3560 | 0.6741 | -5.3202 | 0.0000 | -5.3223 | 0.0400
-4.5649 | -4.6127 | 1.0482 | -4.5649 | 0.0000 | -4.5673 | 0.0534
-3.9597 | -4.0203 | 1.5291 | -3.9597 | 0.0000 | -3.9628 | 0.0778
-3.4674 | -3.5415 | 2.1374 | -3.4674 | 0.0006 | -3.4718 | 0.1252
-3.0615 | -3.1502 | 2.8974 | -3.0602 | 0.0427 | -3.0682 | 0.2177
-2.7229 | -2.8274 | 3.8376 | -2.7012 | 0.7968 | -2.7343 | 0.4186
-2.4375 | -2.5592 | 4.9915 | -2.3213 | 4.7671 | -2.4639 | 1.0826

O XUk WN - O

En la Figura 2.3 se muestra la comparacion de la funcién de onda generada por
los tres métodos algebraicos. Calculamos las funciones de onda para tres estados,
con v = 0,4,9. Para este potencial no se muestra una grafica de la funcién de onda
analitica. Podemos notar la consecuencia del aumento del error a través de la calidad
de la funcién de onda para v = 9 predicha por los métodos HO-ADVR y M-ADVR
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con N = 107y N = 24 respectivamente. Para poder evaluar la convergencia de las
funciones de onda establecimos dos criterios: el primero, cuando la funcién de onda
no cambie al aumentar la dimension de la base usando un sélo método ADVR; el
segundo, cuando se obtiene la misma funcién de onda con los tres métodos. Como
se muestra en la parte inferior de la Figura 2.3, fue necesario incrementar la base en
los métodos HO-ADVR y M-ADVR para calcular la funcién de onda del estado con
v = 9. Una vez mads, el método M-ADVR provee la mejor descripciéon con N = 49.
Esto se explica por el hecho de que estamos describiendo un potencial asimétrico con
una base asociada un potencial con las mismas caracteristicas.

Potencial de Kratzer-Fues

U2)-UGA HO-ADVR M-ADVR
N=1167 N=107 N=24
08 038 08
%0. S0 0.6
§04 EOA o4
=02 =02 =02
0 0.0 0.0
0 1 2 3 4 35 7% 0 1 2 3 4 5 %6 0 1 2 3 4 35 %
q/d q/d q/d

| N=49 |

AUV F LY

FIGURA 2.3: Funciones de onda del potencial de Kratzer-Fues con v = 0,4,9 ob-
tenidas con los tres métodos ADVR. Para conseguir una buena convergencia fue

necesario aumentar la dimensién de la base para el tltimo estado con los métodos
HO-ADVR y M-ADVR.
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2.2.3. Potencial de Deng-Fan

Como tercer ejemplo consideremos el potencial de Deng-Fan (2.12), con una profun-
didad D = 10,25 y el minimo localizado en g, = 2. Con estos pardmetros del potencial
y considerando el signo positivo en la ecuacién (2.16) tenemos estados hasta el nime-
ro cuantico v = 7. Las energias analiticas provistas por (2.15) y las energias calculadas
con los tres métodos ADVR se muestran en la Tabla 2.4. El parametro N es el niimero
total de bosones para U(2)-UGA, mientras que para los otros métodos N + 1 es la
dimensién de la base. Para este potencial se us6 el mismo criterio de convergencia en
las energias que en los dos casos anteriores. De forma similar al potencial de Morse
y de Kratzer-Fues, la mejor convergencia se obtuvo con los métodos HO-ADVR y M-
ADVR a excepcion del ultimo estado el cual presenta un aumento significativo en el
error relativo con ambos métodos.

TABLA 2.3: Energias del potencial de Deng-Fan, la profundidad del potencial coin-
cide con la del potencial de Morse. El criterio de convergencia consiste en obtener
errores relativos < 5% entre el valor teérico Er(v) y los valores calculados E¢(v)
con los diferentes métodos ADVR.

U(2)-UGA HO-ADVR
N = 2021 N =69
Er(v) | Ec(v) | %error | Ec(v) | % error \

-8.9160 | -8.9191 | 0.0351 | -8.9160 | 0.0000 | -8.9164 | 0.0052
-6.7824 | -6.7925 | 0.1487 | -6.7824 | 0.0000 | -6.7854 | 0.0442
-5.1363 | -5.1540 | 0.3442 | -5.1363 | 0.0000 | -5.1450 | 0.1684
-3.8545 | -3.8796 | 0.6516 | -3.8545 | 0.0000 | -3.8714 | 0.4407
-2.8511 | -2.8832 | 1.1262 | -2.8511 | 0.0000 | -2.8776 | 0.9313
-2.0650 | -2.1036 | 1.8653 | -2.0650 | 0.0010 | -2.1007 | 1.7274
-1.4518 | -1.4960 | 3.0438 | -1.4498 | 0.1389 | -1.4948 | 2.9573
-0.9783 | -1.0272 | 4.9955 | -0.9360 | 4.3323 | -1.0257 | 4.8392

NGk WD - O

No contamos con una expresion analitica para las funciones de onda del potencial
de Deng-Fan, por lo tanto para analizar su convergencia utilizamos los dos criterios
del caso anterior. En la Figura 2.4 se muestran los estados con v = 0,3,7. Una vez
mas, los tres primeros renglones muestran las funciones de onda calculadas con los
tres métodos ADVR con el valor de N reportado en la Tabla 2.3, mientras que el alti-
mo renglén muestra la funcién de onda del estado con v = 7 que resulta al aumentar
la longitud de la base para los métodos HO-ADVR y M-ADVR con la finalidad de
alcanzar la convergencia de ese estado. En este ejemplo una vez mds se nota que el
método U(2)-UGA necesita un mayor namero de bosones para alcanzar la conver-
gencia en la energia y en las funciones de onda. Dada la simetria del potencial de
Deng-Fan, el método M-ADVR resulta ser el mds eficiente para su descripcion.

2.2.4. Potencial de Varshni

El dltimo de los potenciales interatémicos que presentamos es el de Varshni (2.1). Se
tomaron los pardmetros D = 10,25 y el minimo localizado en ¢, = 2. No se conoce una
expresion analitica para las energias de este potencial, en consecuencia consideramos
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Potencial de Deng-Fan
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FIGURA 2.4: Funciones de onda del potencial de Deng-Fan para v = 0, 3, 7 obteni-
das con los tres métodos ADVR. Se aument6 la dimensién de la base en los métodos
HO-ADVR y Morse-ADVR para obtener la convergencia del estado con v = 7.

como criterio de convergencia el hecho de que los estados con ntimero cuantico hasta
v = 5 no cambiaran al aumentar la base y coincidieran en los métodos HO-ADVR y
M-ADVR, al ser éstos los que requieren una dimensién de la base menor. Posterior-
mente se considerd que las energias calculadas con el método U (2)-UGA tuvieran un
error relativo < 5% respecto a los otros dos métodos. La Tabla 2.4 muestra las ener-
gias calculadas con los tres métodos. Podemos notar que los métodos HO-ADVR y
M-ADVR necesitan la misma dimensién de la base para alcanzar la convergencia en
las energias. Una vez mas el método U(2)-UGA requiere una base mucho maés grande
para obtener una buena descripcién. En la Figura 2.5 se muestran las funciones de on-
da de tres estados representativos del potencial de Varshni. Una vez més se considera
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como criterio de convergencia la coincidencia de las funciones de onda al calcularlas
con los tres métodos. Aunque presentamos las graficas por separado la coincidencia

entre ellas es exacta.

TABLA 2.4: Energias del potencial de Varshni. Dado que no hay una expresién ana-
litica para la energia, se consideré como criterio de convergencia que la energia de
los estados con v = 0 hasta 5 coincidieran para los métodos HO-ADVR y M-ADVR
mientras que para el método U(2)-UGA se obtuviera un error relativo en las ener-

gias < 5 % respecto a los otros métodos.

U(2)-UGA HO-ADVR
N =1333 N =133
v | Ec(v) | % error Ec(v)
0 | -8.7295 | 0.0643 -8.7239 -8.7239
1| -61471 | 03074 | -6.1282 -6.1282
2| -4.0391 | 0.8395 | -4.0055 -4.0055
3] -2.3628 | 1.9968 | -2.3166 -2.3166
4| -1.1046 | 4.9941 -1.0520 -1.0520
5 | -0.2836 | 18.5540 -0.2392 -0.2392
Potencial de Varshni
U(2)-UGA HO-ADVR
N=1333 N=133
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FIGURA 2.5: Funciones de onda del potencial de Varshni con v = 0,2, 5 obtenidas
con los tres métodos ADVR. La convergencia se alcanza cuando las funciones de

onda coinciden en los tres métodos.
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2.2.5. Potencial de Lennard-Jones

En esta seccion consideraremos el potencial de Lennard-Jones (L]) el cual se utiliza
para describir interacciones intermoleculares. La obtencion de las soluciones de este
potencial es particularmente dificil, por lo cual presenta un reto para probar nuestro
método. El potencial de L] estd definido por

vt =0(3)"-2(3)]

donde D es la profundidad del potencial con el minimo localizado en g,. A partir de
este momento tomaremos D = 1y /*/u = 1. Entonces la ecuacién de Schrodinger a

resolver es: .
1 d? qo 2 qo -
st |(5) (%) faw = s 22D

Primero intentaremos atacar este problema utilizando directamente el método al-
gebraico de representacion de variable discreta basado en el potencial de Morse (M-
ADVR) descrito en la seccién 1.1, ya que el hecho de estar basado en un potencial
asimétrico lo hace el més adecuado para tratar el potencial de L]. Este tratamiento se
presenta a continuacioén.

Aplicacién directa del método M-ADVR

En el esquema del método M-ADVR las soluciones del Hamiltoniano (2.21) se ob-
tienen a través de la representaciéon matricial (1.46). Sin embargo, por conveniencia
consideraremos los coeficientes de transformacion W en unidades adimensionales.
Esto se logra a través de diagonalizar la matriz asociada al momento p = p/(h3/2),
cuyos elementos son:

171 = (@[ (K — Ko)|@7), (2.22)
La matriz del Hamiltoniano (1.46) toma la forma
L
H = gW*‘A@)W + THA@T, (2.23)

con la matriz diagonal A®?) dada por

|A@ || = pio;, (2.24)

|A@]| = [(Q) N - 2(@>6] dij (2.25)
di qi

mientras que A@:
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con ¢; dada por (1.45). El Hamiltoniano (2.23) se diagonaliza ajustando los pardmetros
j y B que aparecen en (1.32) considerando /#°/p = 1y la relacién:
2 92 2
D:HE£-+ D:Wﬁa (2.26)
Su 8

Si se impone la condicién D = 1, obtenemos la relacién

8
k_v%; (2.27)

Ademads si tomamos en cuenta que en la variable de Morse (1.32) se encuentra en la
posicién de equilibrio
Bao =1, (2.28)

se obtiene que 5 = 0,0287 y a partir de (2.26) obtenemos k£ = 98 (j ~ 50). Empezando
con estas condiciones iniciales y considerando la dimensién de la base N = 40, se
optimizaron los pardmetros /5y j, cuyos valores finales son 8 = 0,027y j = 80.

En la Tabla 2.5 se muestra la comparacién entre los resultados obtenidos a través
del método de diferencias finitas por Bordoni et al. en la Ref. [71] y los resultados
obtenidos con nuestro método M-ADVR. A pesar de que las energias calculadas con
nuestro método se asemejan bastante a las reportadas en la Ref. [71], es necesario
evaluar si se reproduce la fisica del problema para lo cual calcularemos las funciones
de onda, las cuales se dan en términos de la base QNSB dada en (1.30).

TABLA 2.5: Comparacion entre las energias obtenidas con el método M-ADVR y
las energias de la Ref. [71]. Las energias de la segunda columna se calcularon dia-
gonalizando el Hamiltoniano (2.23) usando (2.24) y (2.25). La dimensién de la base
se considera N = 40. Se consideraron los pardmetros j = 80y 8 = 0,027.

v | UI71] N =40
7 = 80; 8 = 0,027
0 | -0.8824 -0.8896
1 | -0.6749 -0.6937
2 | -0.5014 -0.4868
3 | -0.3595 -0.3098
4 | -0.2464 -0.1834
5 | -0.1593 -0.1612
6 | -0.0951 -0.1005
7 | -0.0508 -0.0494
8 | -0.0228 -0.0204
9 | -0.0075 -0.0061
10 | -0.0013 -0.0008

En la Figura 2.6 se muestran los tres primeros estados {(q|V,);n = 0,1, 2} junto
con la densidad de probabilidad |(¢|V,,)|*. Se observa que en general se reproduce la
forma de la funcién de onda, sin embargo aparecen oscilaciones debido a la falta de
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convergencia. En los potenciales analizados anteriormente, estas oscilaciones desapa-
recian al incrementar la dimensién de la base pero en este ejemplo no fue asi, ya que
al aumentar la dimensién el método fallaba. Lo anterior se puede atribuir a que las

potencias involucradas en el potencial de L] conllevan a divergencias en el método
M-ADVR.

3.0¢
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FIGURA 2.6: Funciones de onda obtenidas con el método M-ADVR. Los pardmetros
considerados fueron j = 80y f = 0,027. Aunque la funcién de onda presenta
el comportamiento general en concordancia con el nimero de nodos se observan
oscilaciones que no desaparecen al incrementar la dimensién de la base.

Dado que la aplicacion directa del método M-ADVR para resolver el Hamiltoniano
asociado al potencial de Lennard-Jones no reproduce satisfactoriamente las funciones
de onda consideraremos la idea presentada en la Ref. [71], 1a cual consiste en expresar
el potencial de L] como una expansion en serie de potencias de la variable de Mor-
se, aunque en nuestro caso realizaremos los cambios pertinentes para poder aplicar
nuestro método M-ADVR. El planteamiento de dicha expansion se describe a conti-
nuacion.
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Desarrollo en términos de la variable de Morse

Como hemos visto, los métodos ADVR permiten expresar cualquier funcién que de-
penda de las coordenadas como una matriz diagonal A(@, esto brinda la posibilidad
de considerar potenciales cuya expresion estd en términos de series de funciones.
Dentro del esquema del método M-ADVR, exploraremos la posibilidad de estudiar
un potencial objetivo V' (¢) expresado como un desarrollo que modifica el potencial de
Morse V), (q) a través de una correccion V,(q) [71]:

V(q) = Val(q) + Va(q), (2.29)
donde N
Valg) =Y aifo(q)]’, (2.30)
=3

es un desarrollo en series de la variable de Morse v(q) = e~*4~%) — 1, El término con
i = 2no aparece ya que estd incluido en la contribucién del potencial de Morse Vi (q).
Notemos que

v(qo) =0; lim v(q) = —1, (2.31)

q—00

lo cual permite que el desarrollo (2.30) no modifique la posicién del minimo del poten-
cial determinado por el término V);(¢) y multiplicando por una constante adecuada
se mantiene el comportamiento asintético del potencial.

Consideremos el desarrollo del potencial (2.29)

Nmax
Vio,a;q) = Vo + Y aifolq)]', (2.32)
=2
conaya={a,i=2,...,N,, — 1} pardmetros por ajustar con la condicién
Nmaz
Vot Y ai(—1)' = Ey, (2.33)
=2

para la energia de disociacion Ey, y la profundidad del potencial V4. Los pardmetros
{a;;1=2,..., Na — 1, a} se ajustan para reproducir el potencial objetivo V' (¢) el cual
puede estar dado en forma analitica 0 mediante cdlculos a primeros principios. En
ambos casos lo importante es minimizar la funcién error entre el potencial objetivo
V(q) y el desarrollo (2.32). Considerando un ntiimero maximo de puntos £,,,, dicha

funcién estd dada por:
Pmax

€= (Vi) = V(naig)’. (234)
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Tomando en cuenta la restriccion (2.33) para eliminar el pardmetro ay,,,, la condi-
cién para el ajuste para una « fija estd dada por:

% _0. i=2...i-N. (2.35)
aai

lo cual da lugar al siguiente conjunto de ecuaciones:

Nmax—1
=2
donde
M]'L = Z ngmax (qa) giNmax (qOé)7 (2-37)
Dj - Z[V(QO&) + ‘/E)(Edis — [U(Qa)]Nmax)] ngmaX(qa), (238)
con la definicién ‘ ‘
GiNmar (Ga) = [0(qa)]" = (=1)"[0(ga)] Ve (2.39)

El conjunto de ecuaciones (2.36) se resuelven para cada «, por lo que es posible
minimizar el error (2.34) respecto a « y asi encontrar el mejor valor que ajuste el po-
tencial objetivo. Cabe recalcar que en este desarrollo el pardmetro 5 usado en el po-
tencial de Morse (1.32) lo llamamos « por tratarse de un pardmetro por ajustar. Una
vez que se obtuvo un ajuste exitoso del desarrollo (2.32) para el potencial objetivo
V(q) es momento de aplicar el método M-ADVR para obtener las energias y las fun-
ciones de onda del Hamiltoniano asociado, a continuacién abordamos el problema
del potencial de Lennard-Jones con este esquema.

Resultados del potencial de Lennard-Jones como un desarrollo en términos de la
variable de Morse

Consideraremos el potencial de Lennard-Jones (LJ) expresado en términos del desa-
rrollo (2.32). Para lograr este objetivo realizaremos la identificacion V' (q,) — Vis(qa)
en la ecuacion (2.38) y también reescalaremos las funciones v(g) en unidades de ¢q:

v(q) = v(Ga) = e 0@~ _ 7 (2.40)

Ademads, tomaremos V, = 0 en el desarrollo (2.32) para satisfacer la condicién de nor-
malizacién en el potencial de L] (2.20). Para resolver el conjunto de ecuaciones (2.36)
es necesario establecer el nimero de puntos involucrados en el ajuste asi como el in-
tervalo a considerar. Para § = ¢/qo se ha considerado el intervalo ¢[0,85, 3,0] con un
numero total de puntos IV, = 1000, la gréfica del potencial se muestra en la Figura 2.7.

Se tomaron en cuenta dos casos para realizar el ajuste del desarrollo (2.32) para
el potencial de L], el caso donde la expansién se trunca en N, = 4y el caso donde
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FIGURA 2.7: Potencial de Lennard-Jones en términos de la expansion (2.32). La gra-
fica se presenta en unidades adimensionales § y con la normalizaciéon D = 1, el
potencial tiene como minimo g = 1 con una profundidad igual a uno. Para el ajuste
del desarrollo (2.32) se considero el intervalo ¢[0,85, 3] con 1000 puntos.

se trunca en NN, = 6. Para encontrar el valor de o que nos proporcione el minimo
error, se resolvid el conjunto de ecuaciones (2.36) para diferentes valores de a en un
intervalo aay, as] y evaluamos el error mediante la desviacién cuadratica:

Q=3 (Vi(@) ~ V(@) 2.41)

El pardmetro a que brinde la menor desviacion cuadrética Q* junto con el conjunto
de pardmetros {a;,i = 2,..., N,.,—1} son los que se eligen para el desarrollo (2.32) que
mejor reproduce el potencial de L]. En la Tabla 2.6 se muestran los parametros para
ambos valores de N,,, donde se trunca el desarrollo. Considerando estos parametros,
aplicaremos el método M-ADVR para diagonalizar la representacion matricial H =

H/(1*/p):

2
H- %wwmw + TTA@T, (2.42)
con A?) dada por
AP || = ps;, (2.43)
y A@ de la forma
IAD]] =V ()33, (2.44)

con el potencial V' (y;) dado en (2.32) reescrito como

Nmax

V(g =Y amlyi/vo— D)™, (2.45)

m=2
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donde
Yo = (2j + 1)e 0, (2.46)

TABLA 2.6: Pardmetros involucrados en el desarrollo (2.32) para los limites V., =
4y Ny = 6 considerados para reproducir el potencial de Lennard-Jones en el
intervalo «[0,85, 3].

| Parametro (unidades) [ Numax =4 [ Npax = 6 |

a (g ) 0.1002 0.0699
ag (h*/ ) 3.0300 6.1183
as (h*/p) 2.9819 11.5325
as (h*/p) 09520 | 10.8229
as (h?/p) - 5.8127
ag (h?/p) - 1.4040

En la Tabla 2.7 se muestran los resultados de la diagonalizacién del Hamiltoniano
(2.42) con el potencial (2.45) para el limite NV, = 4. Para obtener una buena conver-
gencia de las energifas y de las funciones de onda se consideré primero una dimensién
de la base de N = 600, este valor es mucho mayor al reportado en la Ref. [71] donde
la dimensién de la base es de N = 40. El hecho de que necesitemos una dimensién
de la base mucho mayor para describir adecuadamente las funciones de onda se pue-
de atribuir a que en la diagonalizacién se considera gy = 2(1/9% como minimo del
potencial mientras que las funciones base (1.30) estan centradas en el origen. Por lo
tanto, para reducir la dimensién de la base realizaremos la diagonalizacién tomando
¢ = 0 en (2.46) y consideraremos que las funciones base (1.30) desplazadas a ¢y = 1
en (1.32), como se muestra a continuacién

y=(2j+ e = y=(2j+1)e ol (2.47)

Este procedimiento nos permite reducir la dimensién de la base de N = 600 a
N = 40 con las mismas energias, a excepcién de los tltimos estados, ambos resultados
se muestran en la Tabla 2.7. También se verific6 que las funciones de onda coincidie-
ran con ambas alternativas, en ambos casos se alcanzé la convergencia a excepcién
del dltimo estado ligado. Esto nos permite hacer una comparacién directa, al usar la
misma dimension de la base, con las energias reportadas por Bordoni en la Ref. [71].

Ahora consideraremos el andlisis del desarrollo del potencial L] truncado en V,,,, =
6. Consideraremos una vez més ¢ = 0 en (2.46) con el minimo desplazado en la ba-
se (2.47). Los resultados se muestran en la Tabla 2.8 mientras que en la Figura 2.8 se
muestran las funciones de onda para algunos estados.
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TABLA 2.7: Comparacién entre las energias del potencial de Lennard-Jones repor-
tadas en la Ref. [71] y las obtenidas con el método M-ADVR al diagonalizar el Ha-
miltoniano (2.42) con el potencial (2.45) para el limite N,,,, = 4. Consideramos dos
casos: a) gy = 2'/6% en (2.46) con una dimensién de la base N = 600 yb) gy =0en
(2.46) con una dimensién de la base N = 600.

v | 71 | Now =490 =28 | Npww = 4560 =0
N=600;;=14 | N=40;5=14
0 [-0.8824 -0.8813 -0.8813
1 | -0.6749 -0.6721 -0.6721
2 |-0.5014 -0.4984 -0.4984
3 | -0.3595 -0.3574 -0.3574
4 | -0.2464 -0.2460 -0.2460
5 |-0.1593 -0.1603 -0.1603
6 | -0.0951 -0.0966 -0.0966
7 | -0.0508 -0.0512 -0.0513
8 | -0.0228 -0.0201 -0.0216
9 | -0.0075 -0.0068 -0.0051
10 | -0.0013 - -
Ver| - 0.0058 0.0057

TABLA 2.8: Comparacién entre las energias del potencial de Lennard-Jones reporta-
das en la Ref. [71], las obtenidas con el método M-ADVR al diagonalizar el Hamil-
toniano (2.42) con el potencial (2.45) para el limite N, = 6 considerando gp = 0 en
(2.46) y las calculadas por Bordoni et al. en la Ref. [71]. En los dos tltimos métodos
se consider6 una dimensién de la base N = 40.

v | LJ[71] | Now =630 =0 | Nuwx = 6 [71]
N=40;j=14 | N=40
0 [-0.8824 -0.8822 -0.8824
1 | -0.6749 -0.6746 -0.6749
2 | -0.5014 -0.5013 -0.5015
3 | -0.3595 -0.3595 -0.3594
4 | -0.2464 -0.2464 -0.2462
5 |-0.1593 -0.1592 -0.1592
6 |-0.0951 -0.0950 -0.0952
7 | -0.0508 -0.0508 -0.0510
8 | -0.0228 -0.0229 -0.0229
9 | -0.0075 -0.0075 -0.0071
10 | -0.0013 -0.0009 -0.0006
N 0.0006 0.0019
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FIGURA 2.8: Funciones de onda calculadas con el método M-ADVR diagonalizando
el Hamiltoniano (2.42) con el potencial (2.45) para el limite N,., = 6 usando los
pardmetros reportados (2.6).

Es conveniente recalcar las diferencias entre el método M-ADVR y el método pre-
sentado en la Ref. [71]. A pesar de que ambos métodos usan el desarrollo (2.32), la
forma de obtener la representacion matricial de cada término es diferente. En la Ref.
[71] los elementos de matriz de cada término v(q)* se calculan en forma analitica no
trivial, lo cual hace complicada la generalizacion del método. En contraste con el mé-
todo M-ADVR, cualquier término del desarrollo es incorporado de manera sencilla
al evaluarlo en los puntos DVR, lo cual lo hace muy f4cil de aplicar. A continuacién
veremos la aplicacién del método M-ADVR para obtener las energias y las funciones
de onda de la molécula de Hs.

Molécula H,

Como una aplicacion real, consideraremos el estudio de la molécula de H; median-
te el ajuste de la curva de energia potencial (PEC) proporcionada en la Ref. [79] y
analizada por Bordoni et al. en la Ref. [71]. Mediante el desarrollo en términos de la
variable de Morse (2.32) presentada anteriormente, ajustamos 169 puntos de la PEC
proporcionada [79] en el intervalo ¢[0,2ag, 15a0]. En la férmula (2.32) se considerd la
profundidad del potencial V;, = —0,1745 Ha con E,, = 0, mientras que el minimo se
encuentra en ¢y = 1,4011 ay en unidades del radio de Bohr. En la Figura 2.9 se muestra
el ajuste de la PEC mediante el desarrollo (2.32) con los pardmetros reportados en la
Tabla 2.9, esta PEC se calcul6 ajustando los puntos provistos en la Ref. [79]. En este
caso el desarrollo en la variable de Morse se truncé en N, .



2.2. Andlisis de resultados 43

0.00

~—~ -0.05

\_/N
NE-0.10

-0.15

FIGURA 2.9: Curva de energia potencial (PEC) de la molécula H; ajustada a los
puntos provistos por [79] con el desarrollo (2.32) (linea continua). Para el ajuste se
consider6 el desarrollo hasta V.., con los pardmetros reportados en la Tabla 2.9. En
la esquina inferior derecha se grafica la PEC completa.

TABLA 2.9: Pardmetros utilizados en el ajuste de la PEC de la molécula Hy mediante
el desarrollo (2.32) con el limite N,,,, = 14.

| Parametros (unidades) | Nuu = 14

a(agh) 0.7048
as (Ha) 0.3728
as (Ha) 0.2335
ay (Ha) 0.1418
as (Ha) 0.0737
ag (Ha) 0.0726
a7 (Ha) 0.1355
ag (Ha) -0.0750
ag (Ha) -0.2018
aip (Ha) 0.1437
a1, (Ha) 0.2557
aio (Ha) -0.1593
a3 (Ha) -0.1012
a4 (Ha) 0.0734

Dado el ajuste de la PEC de la molécula de H; a través del desarrollo (2.32) con los
pardmetros dados en la Tabla 2.9, apliquemos el método M-ADVR para diagonalizar
el Hamiltoniano asociado dado en unidades atémicas:

h2a?

81

H= CWIAPW + TIAOT, (2.48)

donde 1 es la masa reducida de la molécula de Hy y C; es el factor de conversiéon de
Joules a Hartrees. Una vez més, la matriz A® es de la forma (2.43), mientras que A(@
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estd dada en (2.44) donde:

Nmax

V() = Vo+ Y am(yi/yo— 1™ (2.49)

m=2

con y, dado por (2.46), en el cual consideramos gy = 0 para reducir la dimensién de
la base de N,,, = 80 (g0 = 1,4011ag) a N,,, = 50 (g0 = 0). En la primera columna de la
Tabla 2.10 se muestra el nimero de estado, en la segunda las energias reportadas por
Schwartz et al. en la Ref. [79], en la tercera columna se muestran las energias calcula-
das con el método M-ADVR en cm ™! mientras que en la cuarta columna se muestran
los resultados de Bordoni et al. dados en la Ref. [71]. La desviacién cuadratica respecto
a las energias de la Ref. [79] se muestran en el tltimo renglén, en donde se observa
que esta desviacién es menor al usar el método M-ADVR.

TABLA 2.10: Comparacion entre las energias de la molécula de Hy reportadas por
Schwartz et al. en la Ref. [79], las obtenidas con el método algebraico M-ADVR a
través del desarrollo (2.32) con el limite N,,,,; = 14, los parametros de la Tabla 2.9,
dimensién de la base N = 50y j = 40 y las obtenidas por Bordoni et al.[71].

v | Ref[79] Npax = 14 | Npox = 12, Ref [71]

cm~! | N =50;5 =40 N =40
0 -36118 -36113 -36113
1 -31957 -31951 -31948
2 -28031 -28024 -28020
3 -24336 -24328 24324
4 20868 -20859 -20856
5 -17626 -17617 -17614
6 -14612 -14603 -14599
7 -11830 -11821 -11815
8 9287 9279 9271
9 -6994 -6987 -6979
10 -4967 -4961 -4955
11 -3230 -3226 -3222
12 -1816 -1811 -1810
13 -766 -764 -761
14 -145 -143 -135

(V@ | \ 6.85 | 11.26 |

Para validar el espectro de energias obtenido con el método M-ADVR calculamos
las funciones de onda para algunos estados, las cuales se muestran en la Figura 2.10.
Hemos escogido las funciones {(q|V,);v = 0,4,8, 14}, las cuales alcanzaron la con-
vergencia con la dimensién de la base reportada en la Tabla 2.10. Comparando con
los resultados reportados en la Ref. [71], fue necesario incrementar la dimensién de la
base en 10 para la obtener una mejor desviacion cuadratica en las energias, también
agregamos dos términos mds en el desarrollo. Sin embargo, esto se hizo con la fina-
lidad de asegurar la convergencia en las funciones de onda, las cuales no se discuten
en la Ref. [71].
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FIGURA 2.10: Funciones de onda obtenidas con el método M-ADVR diagonalizan-
do el Hamiltoniano (2.48) con el potencial (2.49) y los pardmetros reportados en la
Tabla 2.9 con N4, = 14.

2.3. Potenciales simétricos: Poschl-Teller

Debido a que muestra un comportamiento cualitativamente diferente al de los po-
tenciales mostrados en la seccién anterior, consideremos el potencial de Poschl-Teller
(PT) en 1D. Este potencial se ha usado para describir los modos fuera del plano en el
esquema de coordenadas internas de algunas moléculas, tal es el caso de la molécula
de trifloruro de boro (BF;) [80]. Este potencial bdsicamente presenta el mismo espec-
tro de energias que el potencial de Morse.

Considerando el minimo de potencial como referencia de la energia, el potencial
PT esta dado por [81, 82]

1

Vir(q) = D {1—m

] = Du?, (2.50)

donde D es la profundidad del potencial, mientras que « es el alcance y ¢ es la coor-
denada fisica la cual aparece en la variable natural © = tanh(ag). La solucién de la
ecuacién de Schrodinger asociada a este potencial toma la forma [83]

W9 (u) = NI (1 — u2) 7 CIt/2v(y), (2.51)



46 Capitulo 2. Aplicaciones: potenciales interatémicos en 1D

donde C(u) son los polinomios de Gegenbauer con constante de normalizacion

, avll'[j — v+ 1/2]
N/ = 2.52
! \/wl/QF[j —v](2j —2v+1),’ (2:52)

donde (a),, son los simbolos de Pochhammer [84]. El indice j esta relacionado con la
profundidad del potencial a través de la expresion:

i 2Dp
El ntimero de cuantos v toma los valores 0, 1,2, ..., Uy, donde vy, = [j] ¥ [J] es el

entero mas pequefio cercano a j. Por otro lado, la energia es similar a la energia del
potencial de Morse a excepcién del factor constante Ejy:

1
Ef:£b+m4w+1ﬂ)—gw+lﬂfL (2.54)
donde -
a‘h 1
hw = 2 K; Ey = i (2.55)
con

. /1 2Dp
H:2]+1:2 Z—FW (256)

La profundidad D y el alcance del potencial a en unidades de energia fw y de distan-
cia d = y/h/uw toman la forma:

T 5
p-tUu*rh L _ /2 (2.57)
KR K

lo cual implica que el valor de j determina el sistema. Como ejemplo consideraremos
el potencial PT con j = 9, el cual se muestra en la Figura 2.11.

2.3.1. Método ADVR basado en el potencial de Poschl-Teller (PT-
ADVR)

Como se hizo en el método M-ADVR, desarrollaremos las bases del método ADVR
basado en el potencial de Posch-Teller, al cual llamaremos método PT-ADVR. De ma-
nera similar al potencial de Morse, los estados ligados del potencial de PT (2.51) no
forman una base completa, sin embargo, es posible construir una base completa a
partir de polinomios ortogonales cuya funcién peso sea el estado base del potencial
PT [68]:

@7 (u) = A%(1 — u?)2Co Y2 (u); n=0,1,2..., (2.58)
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FIGURA 2.11: Potencial de Poschl-Teller considerado para evaluar lo métodos
ADVR. Le energia y la distancia estdn en unidades adimensionales. Los niveles
de energia se muestran en el marco del potencial.

donde el indice o se considera como o = 1 para lograr desacoplar los estados ligados
de la parte continua del espectro [68]. La constante de normalizacién es:

s janl(c+n—1/2)(T[oc —1/2])
A = \/ 72272020 +n — 1] ' (2.59)

Mediante el método de factorizacién [72] es posible construir operadores escalera
{K4, Ky} dados por:

- i n+o+1/2
K =|——p L -1 S —— 2.
+ [ hap+u(n+a )}1/ﬁ+0_1/2, (2.60)
. i n+o—3/2
K =|—p 2 S —— 2.61
[ha““(”jw)} \ A +ro—1/2 261)

Ko =h+0—1/2, (2.62)

los cuales tienen el siguiente efecto sobre la base [68]

K@ (u) =k @f 0 (w), (2.63)
K@ (u) =k-¢f_(u), (2.64)

Ko}, (u) =kogf (u), (2.65)
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con
ky =/ (n+1)(20 +n — 1), (2.66)
k- =v/n(20 +n — 2), (2.67)
ko =(n+o—1/2). (2.68)

Con base en esos operadores, el momento y la variable natural v toman la siguiente
forma [68]:

. tha x - 1. .
p=— B+ =B a=glA+A] (2.69)
donde los operadores A, y B, se definen por su accién sobre la base:

. (n+1)(20 +n—1)
A (on — g .
. n(20 +n —2)
Ai (og — (od .
B (u) =(0 +n) A5 (u), (2.72)
B_¢%(u) =(0 4+n — 1)A_¢(u). (2.73)

Por medio de estas expresiones podemos obtener los elementos de matriz de la coor-
denada y el momento y en consecuencia los coeficientes de transformacién del méto-
do PT-ADVR.

La diagonalizaciéon de las matrices (2.69) considerando el subespacio finito
N1 =1lel),n=0,1,...,N}, (2.74)

da lugar a los vectores propios

N

gy = (7 |us)|ef), (2.75a)

n=0
N

pi) =Y _(%lpi)les), (2.75b)

n=0
los cuales definen la representacion algebraica de variable discreta de la coordenada y el
momento, dadas por:
alug) = wilus), plpi) = pilpi)- (2.76)
Por lo tanto, se puede escribir cualquier funcién V' (¢) en la representacién de la coor-

denada y cualquier funcién G(p) en la representaciéon del momento como matrices
diagonales de la forma:

(Uj|V(@)|U¢> = V(Qi(ui))éiﬁ <pj|G(15)|pz'> = G(pz’>5ij7 (2.77)
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donde

1
6= tanh(u;). (2.78)

la cual se obtiene de la expresion u = tanh(aq).

Estos resultados sientan las bases del método algebraico de representacion de va-
riable discreta PT-ADVR. En este esquema el Hamiltoniano asociado a un potencial
V(q) toma la forma:

H=W/APW + TIADT, (2.79)

donde A® es la matriz diagonal de la energia cinética
oy = P
AP = 216, 2.80
1A% = 24, (280)

mientras A? es la matriz diagonal del potencial V' (¢) en la representacién de la coor-
denada:

A9 = hu [wqi)} b 2.81)

Como en los métodos anteriores, los coeficientes de transformacion se calculan una
sola vez para un subespacio de dimensién N + 1. Las relaciones de conmutacién en-
tre la coordenada y el momento tienen un comportamiento similar a las del método
M-ADVR.

Notemos que los valores propios de la coordenada u coinciden con los ceros de los
polinomios de Gegenbaguer de grado N + 1. Para ilustrar lo anterior, consideremos
un subespacio con N = 5 y los ceros del polinomio C; (u) = 0 los cuales coinciden
con los valores propios:

u; = {—0.93247, —-0.66121, —0.23862,0.23862,0.66121,0.93247}, (2.82)

esto sugiere nuevamente una conexion profunda entre la base algebraica (2.58) y los
estados localizados definidos por los ceros de los polinomios [64].

2.3.2. Hamiltoniano asociado al potencial de Péschl-Teller

En esta seccion se presenta la solucién de la ecuacion de Schrodinger asociada al po-
tencial de Poschl-Teller (PT) mediante los cuatro métodos ADVR que presentamos
anteriormente. Para probar los métodos consideremos el potencial PT de la Figura
2.11 con j = 9. En la primera columna de la Tabla 2.11 se muestran los estados con su
correspondiente paridad v”, en la segunda columna se muestran las energias teoricas
Er. Hemos dividido la tabla en dos conjuntos: el primer conjunto corresponde a los
estados con v” = 0%, ..., 6". El criterio de convergencia que determiné la dimensién
de la base se fundamenté en la coincidencia de la funcién de onda analitica y la cal-
culada del estado con mayor energia, es decir, con v = 6*. Para el segundo conjunto
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correspondiente a los estados con v”’ = 77,87, fue necesario incrementar la dimensién
de la base para reproducir la funcién de onda del dltimo estado.

TABLA 2.11: Energias del potencial de Poschl-Teller. Se consider6 una profundidad
del potencial con j = 9. El criterio de convergencia se basé en la coincidencia de
las funciones de onda analitica y calculada. La primera columna indica el ntiime-
ro cudntico v y la paridad P del estado. Er(v) es la energia analitica mientras que
Ec(v) son las energfas calculadas con los diferentes métodos ADVR. Para reprodu-
cir adecuadamente los dos tltimos estados fue necesario incrementar la dimensiéon
de la base, como se muestra en los tltimos renglones.

U(2)-UGA | HO-DVR PT-DVR

N =500 N =80 N =50
v [ Er(v) Ec(v) Ec(v) Ec(v) Ec(v)
0t | 0.4737 0.4737 0.4737 0.4737 0.4737
1~ | 1.3684 1.3669 1.3684 1.3684 1.3684
2+ | 2.1579 2.1521 2.1579 2.1579 2.1579
37 | 2.8421 2.8304 2.8421 2.8421 2.8421
4+ | 3.4311 3.4028 3.4211 3.4211 3.4311
57 | 3.8947 3.8704 3.8948 3.8947 3.8947
61 | 4.2632 4.2343 4.2632 4.2632 4.2632
N = 2000 N =100 N =90

77 | 4.5263 4.5190 4.5261 4.5263 4.5263
8t | 4.6842 4.6784 4.6896 4.6835 4.6842

Tal como se esperaba, la convergencia con el método U(2)-UGA es lenta pero uni-
forme, mientras N aumenta las energias calculadas se acercan progresivamente al
valor teérico. Con los otros métodos ADVR se consigue un buen calculo de las ener-
glas del primer conjunto con una base relativamente pequefia, sin embargo eso no
garantiza que se obtengan buenos valores para los dos tltimos estados por lo que es
necesario aumentar la dimensién de la base, este hecho se ve reflejado en las funciones
de onda mostradas en la Figura 2.12 donde se muestran tinicamente los tres tiltimos
estados. En el altimo renglén de la Figura 2.12 se muestra el nuevo valor de N que
reproduce la funcién de onda analitica del altimo estado.

Con este ejemplo se observa mejor la importancia de la compatibilidad entre la
simetria del potencial y la simetria de la base, ya que intentamos reproducir el altimo
estado del potencial PT con el método M-ADVR, sin embargo, debido a que el poten-
cial de Morse es asimétrico fue imposible reproducir la parte izquierda de la funcién
de onda del potencial de PT, el cual es un potencial simétrico, incluso al aumentar la
base hasta N = 400. Este comportamiento se esperaba dadas las condiciones de fron-
tera de las funciones de Morse.

La base (2.58) también permite desacoplar los estados ligados de la parte continua
del espectro para o = 1. Esto significa que los estados propios |¥”") con buena paridad

P toman la forma:
j—1

(W) = (el Wh)e [97),

n=0

(2.83)
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‘ Potencial de Poschl-Teller ‘
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FIGURA 2.12: Funciones de onda del potencial Poschl-Teller para v = 61,77,8"
obtenidas con los cuatro métodos ADVR. Para obtener una buena convergencia

del daltimo estado fue necesario incrementar la dimensién de la base para todos los
métodos ADVR.

donde el subindice e indica que se trata de la descripcién exacta [68]. Sin embargo
en nuestra descripcion con coeficientes (07|} es necesario considerar N = 90 para
reproducir en forma exacta el tltimo estado, lo cual implica que (©9|¥7) # (7| WT)...
Esto se explica por el hecho de que se obtuvo una representacion finita de la coorde-
nada y el momento.

2.3.3. Método PT-ADVR para el estudio de potenciales interatémi-
cos

Finalmente estudiaremos los cuatro potenciales interatémicos previamente analiza-
dos usando el método PT-ADVR. Con la finalidad de describir todo el espectro, vamos
a considerar los cuatro potenciales con j = 9 . Los resultados se muestran en la Tabla
2.12. La dimensién de la base se eligié considerando como criterio de convergencia
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el hecho de que la funcién de onda del tltimo de estado no cambie al incrementar la
base o en el caso del potencial de Morse que coincida exactamente con la funcién de
onda analitica.

La base involucrada en el método PT-ADVR incluye anarmonicidades desde el
principio, lo cual explica que brinda una mejor descripcién comparada con el método
HO-ADVR. Para el potencial de Varshni también se observaron sélo cinco estados
ligados lo cual es consistente con los métodos U(2)-UGA, HO-ADVR y M-ADVR.

TABLA 2.12: Energias de los potenciales de Morse, Kratzer-Fues, Deng-Fan y Varsh-
ni obtenidas usando el método PT-ADVR. La dimensién de la base fue determinada
considerando como criterio de convergencia la buena descripcién de la funcién de
onda del dltimo estado. Er(v) corresponde a las energias analiticas de cada po-
tencial en caso de existir, mientras que E¢(v) son las energfas calculadas con los
diferentes métodos ADVR.

Morse Kratzer-Fues Deng-Fan Varshni

N = 40 N =150 N =100 N =60
Er(v) | Ec(v) || Er(v) | Ec(v) || Er(v) | Ec(v) || Ec(v)
-9.7561 | -9.7561 || -9.1789 | -9.1789 || -8.9160 | -8.9160 || -8.7239
-8.8049 | -8.8049 || -7.5241 | -7.5241 || -6.7824 | -6.7824 || -6.1282
-7.9024 | -7.9024 || -6.2796 | -6.2796 || -5.1363 | -5.1363 || -4.0055
-7.0488 | -7.0488 || -5.3202 | -5.3202 || -3.8545 | -3.8545 || -1.0520
-6.2439 | -6.2439 || -4.5649 | -4.5649 || -2.8511 | -2.8511 || -0.2392
-5.4878 | -5.4878 || -3.9598 | -3.9598 | -2.0650 | -2.0650 -
-4.7805 | -4.7805 || -3.4674 | -3.4674 || -1.4518 | -1.4518 -
-4.1220 | -4.1220 || -3.0615 | -3.0615 | -0.9783 | -0.9783 -
-3.5122 | -3.5122 || -2.7230 | -2.7230 | -0.6196 | -0.6196 -
-2.9512 | -2.9512 || -2.4375 | -2.4375 | -0.3565 | -0.3565 -

O O NI OVl WIN P O R

2.4. Representacion discreta de la coordenada en los mé-
todos ADVR

Cada método ADVR provee de una representacién para la coordenada, para observar
su naturaleza, en la Figura 2.13 mostramos tres funciones propias de la representacion
de coordenada (g|z;) para cada uno de los métodos ADVR considerando N = 100. Del
lado izquierdo de cada gréfica se muestran los valores propios.

Podemos notar que en las funciones asociadas a los métodos HO-ADVR, M-ADVR
y PT-ADVR el maximo de las funciones esta localizado en el valor propio de la repre-
sentacion de la coordenada z; y todas presentan un comportamiento oscilatorio, esto
es una caracteristica que realza la conexién entre la base algebraica y la base localiza-
da definida por los ceros de los polinomios. En contraste, este comportamiento no se
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FIGURA 2.13: Funciones base asociadas a la representaciéon de la coordenada de los
cuatro métodos ADVR calculadas con NV = 100.

observa en el método U(2)-UGA, donde las funciones no se encuentran localizadas
en el valor propio. En este caso la funcién presenta un comportamiento similar a las
funciones de onda ya que el niimero de nodos aumenta cuando el valor propio dismi-
nuye. Este hecho junto con la aparicién de la degeneracién hace que la convergencia
del método U(2)-UGA sea mads lenta respecto a los otros métodos, al menos para los
potenciales en 1D que analizamos.

En la siguiente parte analizaremos la extensién de los métodos ADVR para el caso
de 2D, En el Capitulo 3 plantearemos el formalismo de los métodos ADVR en 2D
basados en el potencial del oscilador arménico y en grupos unitarios, mientras que en
el Capitulo 4 presentaremos las aplicaciones de estos métodos a casos précticos como
el estudio del potencial de Coulomb en 2D y el potencial cudrtico el cual permite la
descripcién de los modos de vibracién de moléculas no-rigidas.
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Parte 11

Representacion algebraica de variable
discreta en 2D
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Capitulo 3

Representacion algebraica de variable
discreta (ADVR) en 2D: descripcion del
método

En el Capitulo 1 se propuso la metodologia de la representacion algebraica de va-
riable discreta (ADVR) con base en diferentes potenciales particulares en 1D como
lo son el del oscilador armoénico, el de Morse y de Poschl-Teller. Dicha metodologia
se fundamenta en la construccion de los operadores escalera obtenidos a partir de
la factorizacién del Hamiltoniano asociado a un potencial particular. Sin embargo, la
generalizacion del método a 2D y 3D no es trivial y para mostrarlos plantearemos el
caso del método basado en el oscilador arménico. Este capitulo consta de dos seccio-
nes; en la primera seccién desarrollamos el método algebraico de representacion de
variable discreta basado en el oscilador arménico en 2D (HO-ADVR en 2D), la segun-
da seccion presentamos el método basado en el grupo unitario U(3) para sistemas en
2D.

3.1. Método ADVR basado en el oscilador armoénico (HO-
ADVR) en 2D

Consideremos el oscilador armoénico en 2D con masa reducida p y frecuencia w, su
Hamiltoniano esta dado por:

= — .
Ccs 2M 2

Las correspondientes funciones propias radiales son:

) 1 2
O = g2 4 B2 (3.1)

(W) = Ay e 200 (), (3.2)

donde [ es el momento angular y n es el nimero de cuantos totales. La constante de
normalizacién estd dada por:

(/2!
A = \/ (12 (3.3)
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Por otro lado, dadas las coordenadas cartesianas ¢, y ¢, en un sistema en 2D y sus
correspondientes momentos conjugados p, y p, [51], introducimos las coordenadas
polares )+ con su correspondiente momento conjugado Fx:

Q+ = :F%(Qa +iq); Pr = :F%(pa T ipy), (3.4)

los cuales portan la proyecciéon del momento angular.

La traduccién del Hamiltoniano (3.1) al espacio de Fock se logra introduciendo los
operadores bosénicos del oscilador arménico isotrépico 71 definidos por:

. 1 w P
1= { %Qi—kz T } (3.5)

V2 Vhwp

con frecuenciaw = +/ f,a92,, masa reducida p = 1/¢2, y constantes de fuerza fo, = fu.
Por lo tanto, el Hamiltoniano (3.1) en el espacio de Fock toma un la forma:

Higor =~ ) (i + 1,7 o=4, (3.6)

cuyos vectores propios |nl) se construyen en términos del niimero total de bosones n y
la proyecciéon del momento angular [ [51, 52, 85] con los operadores correspondientes

AL (3.7)
Los vectores propios del Hamiltoniano (3.6) estdn dados por

n+4l

) = ———(3,)"F(7)"F|0). (3.8)

Por otro lado, el cuadrado del radio r asociado con las coordenadas polares esta
dado por

2=’ 4y = —20.Q, (39)

y en la representacién algebraica toma la forma

2= (i +1) — (7177 +7.7); (3.10)
analogamente se obtiene la representacion algebraica del momento

PP =(+1)+ (7l + 770, (3.11)

Los operadores (3.10) y (3.11) preservan la proyeccién del momento angular /, como
se espera de un escalar.
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Para un momento angular [ dado, consideremos el subespacio de dimensién finita
El(N—\lH—Q)/Q = {’n7l>7n = 0717"'7N}7 (312)

con la restriccién | = £n,+(n—2),...,£1 6 0. Los elementos de matriz no-diagonales
de los operadores 7? y p? en la base (3.8) en unidades adimensionales estan dados por:

(n+2,1|7%[n, 1) = —(n + 2,1[p*|n, 1),

= V2 1+2) (3.13)

Anéalogamente al caso en 1D, notemos que la raiz cuadrada de los correspondien-
tes valores propios de la representacion matricial de 7% con un valor de N = 8

\/1:2 = {0.51338,1.18887,1.89642,2.66192, 3.55539}, (3.14)

.. . . . ] 2\
coinciden con los ceros de los polinomios de Laguerre asociados Ly, ;.4 ,(r*) = 0

conl=0yn=_8.

La diagonalizacion de los operadores (3.10) y (3.11) en la base (3.8) da lugar a un
conjunto discreto de vectores propios

N

77,0 = (n.1r])n, 1), (3.15a)
n=|l|
N

2.0y =Y (n.1lp})|n. 1), (3.15b)

n=||

los cuales proveen de la representacion algebraica de variable discreta de la coordenada y
el momento definidas por:

D) = 0, it = eI, (3.16)

En consecuencia, para un momento angular [ dado, cualquier funcién V' (r) depen-
diente de la coordenada puede ser representada como una matriz diagonal en la base
72,1) y cualquier funciéon G(p) dependiente del momento se representa como una
matriz diagonal en la base |p?, [), donde sus elementos de matriz son los siguientes:

RN =v( rf)a,-j, (3.17)

3 UG D), 1) ZG(\/;%) 0ij. (3.17b)

Llamaremos a la expresiéon (3.17a) como "la funcién V (r) en la representacion de la



Capitulo 3. Representacion algebraica de variable discreta (ADVR) en 2D:

60 descripcién del método

coordenada", mientras que la expresién (3.17b) sera "la funcién G(p) en la representa-
cién del momento".

Estos resultados dan lugar al método algebraico de representacién de variable dis-
creta con base en el potencial del oscilador arménico en 2D, HO-ADVR en 2D, en el
cual la representacién matricial de un Hamiltoniano general que depende de la coor-

denada radial -

~ p
H="—+YV .
5 (r) (3.18)
toma la forma matricial en la base (3.8)
H=WAPW + TTATT, (3.19)

donde A es la contribucién diagonal de la energifa cinética
AP = P :
P L5 3.20

mientras A" es la matriz diagonal del potencial V (r) en la representacion de la coor-

denada:
1A = {v (ﬁ)} 5. (3.21)

Notemos que los vectores propios (3.15) definen los coeficientes de transformacién

|| {n, 217, DI, (3.22)
= |[{n, l|r7, 1), (3.23)

\%\%
T

los cuales se calculan una sola vez para un momento angular [ dado. Es posible refor-
mular la ecuacion (3.19) en términos tinicamente de los coeficientes de transformacién
T sumando y restando el término ”T‘”ZTQ en el Hamiltoniano (3.18) e identificando la
energia del oscilador arménico en 2D:

H=hw (A +1)+TIAOT, (3.24)

con 2

Esto tiene la ventaja de evitar el uso de los coeficientes de transformacién asociados
al momento. A diferencia del método en 1D, la representacién del Hamiltoniano con
la ecuacién (3.19) o con la ecuacién (3.24) es completamente equivalente, sin importar
la dimensién de la base. Esto se debe a que la forma matricial de los operadores 7* y
p? permite obtener inmediatamente la energia del oscilador armoénico en 2D cuando
se suman para formar el Hamiltoniano del oscilador armoénico en unidades adimen-

sionales, es decir:
1
~2

. 1
HHO — 5P +§f2 =n+1 (3.26)

S
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3.2. Método ADVR basado en el grupo unitario U(3)

El método algebraico basado en el grupo U(3), o por sus siglas en ingles U(3)-UGA,
consiste en agregar un boson escalar 5'(5) al espacio del oscilador arménico en 2D
[51-53] de tal forma que los generadores del grupo se escriben en términos de los
productos bilineales entre los operadores 71 (7.) y 4 (3):

Qi =V27l7: Dy =v2(£7l3 (3.27a)
he = &5 Ry = V2(7l5 + 5t7,), (3.27b)

_H
>
5
H

estos generadores junto con los operadores 7 = 717, + 717y =+l — 717 sonlos

nueve elementos que conforman el grupo U(3) [24]. El método U(3)-UGA introduce
la restriccion de que el ntimero total de bosones N = 7 + 7, sea constante.

El grupo U(3) establece el espacio de Hilbert para los sistemas en 2D, ya que cual-
quier operador puede ser expresado como un desarrollo en términos de los generado-
res del grupo. A partir del método de minimizacién propuesto en la Ref.[47] mediante
un mapeo a la base del oscilador arménico en 2D se pueden obtener las siguientes ex-
presiones para la coordenada y el momento [51] :

O LA U

Q4 G u_w_W[ 18— 817¢] —i2 1w mDi, (3.28a)
R i Lo . o 1

P:I: = — E huw_N [STT:E +S’7':JH = —5 h/jw\/—NR¥ (328b)

Estas expresiones son estrictamente validas en el limite cuando el niimero total de
bosones N es grande.

El grupo U(3) contiene tres cadenas de subgrupos que preservan la proyeccién del
momento angular

U(3) D U((2) D SO(2), (3.29a)
U(3) D SO(3) D SO(2), (3.29b)
U(3) D SO(3) D SO(2), (3.29¢)

el subgrupo central de cada una de estas cadenas tiene un operador invariante u ope-
rador de Casimir (C) asociado:

Cu) =1, (3.30a)
Csow = W2 = (1/2)(DsD_+ D_D.) + 2, (3.30b)
Csom =W = (1/2)(RyR- + R_Ry) + 1% (3.300)
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cuyos vectores propios estdn dados por:

n|[N]nl) = n|[N]nl), (3.31a)

I[ J¢l) =¢(¢ + 1)I[N]CT), (3.31b)

W NIt =C(C + 1)I[NICD. (3.31¢)
con las reglas de ramificacion n = 0,1,... ., Ny [l = j:(n —2),...160,¢(() =
N,N — O(olparaNlmpar)yl—iC(() C(C_)

Analogo a como se hizo en 1D, dentro del esquema del método U (3)-UGA se le
puede asignar un significado fisico claro a cada una de estas cadenas como veremos
a continuacion.

La sustitucion de (3.4) por (3.28):
Q, = Oy B, > P, o=+,— (3.32)

en el Hamiltoniano del oscilador arménico en 2D (3.1) da lugar al correspondiente
Hamiltoniano algebraico [51]:

~ 1. n?
Halg = hw [(1—ﬁ)n+1—ﬁ] (333)

Dado que el Hamiltoniano (3.33) es diagonal en la base asociada a la cadena (3.29a)
dada por los vectores propios |[N]nl), los estados (3.31a) se pueden identificar como
la representacion de la energia.

~ =2
Por otro lado, los operadores invariantes W? y W asociados a las cadenas (3.29b)
y (3.29¢), se pueden reescribir en términos de la coordenada (3.28a) y el momento
(3.28b) de la siguiente manera [51]:
2,uw

W2 =N=LZ0% 4 1% (3.34a)

W z\fhu—wP2 + 12 (3.34b)

por lo tanto, las estados (3.31b) y (3.31c) dan lugar a la representacién de la coordena-
da y el momento respectivamente. Estos resultados se resumen en la Tabla (3.1).

Ahora consideremos un sistema 2D que preserva la proyecciéon del momento an-
gular, su Hamiltoniano en el espacio de configuraciones estd dado por:

~ 1 - R
H,, = ﬂzﬂ + v(@) (3.35)
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TABLA 3.1: Identificién de las cadenas del grupo U(3) con la representacién de la
energia, la coordenada y el momento.

Cadena Bases | Representacion
U@3) D U(2) D SO(2) |[N]nl) | Energia

U(3) D SO(3) D SO(2) || |[IV]¢l) | Coordenada
U(3) D SO(3) D SO(2) || |[N]¢l) | Momento

El correspondiente Hamiltoniano algebraico se obtiene aplicando la transformacién

(3.32):
1., ~
= @P + V(\/ Q ) (3.36)

Si sumamos y restamos el término ”QﬁQ2 de tal manera que podamos identificar el
Hamiltoniano del oscilador arménico (3.33) obtenemos:

)

AW = ho [(1 - %)n +1-— %1 + f/’(\/ Q2>; (3.37)
2

V(%) = —%QQ + V(\/Q2>. (3.38)

Por otro lado si consideramos las expresiones (3.34a) y (3.31b) podemos obtener
los elementos de matriz de Q2 en la representacion de la coordenada:

Ve Ny = TR0, (3:39

]:IU(g) = -Hcs

alg

Qo—00,Pr—Py

donde d = \/h/uw. Andlogamente, usando las ecuaciones (3.34b) y (3.31c) se puede
obtener una expresion similar para P?:

(cuprNy = " e D=8y (3.40)

Las expresiones (3.39) y (3.40) son las representaciones algebraicas de variable discreta
de la coordenada Q y el momento P, respectivamente en el esquema del grupo uni-
tario U (3).

Con lo anterior, podemos obtener la forma matricial del Hamiltoniano (para una !
dada):
HE) = A®) L TIAQT, (3.41)

donde A®) es la contribucién diagonal del oscilador arménico:

1 ~2
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y A9 el la matriz diagonal del potencial V’(1/O?) en la representacién de la coorde-

nada: ) 12 ] ]
TR N 1 PO

con la definicién (¢, 1) = /C(C+ 1) — 2.

Los paréntesis de transformacién T pueden ser obtenidos mediante la diagona-
lizacién del operador de Casimir W2, cuyos elementos de matriz en la base |[N]nl)
son:

(INJnl|W?|[N]nl) = (N —n)(n+2) + n(N —n+1) + 12,
(INJn+ 2,I[W?[N]nl) = —/(N =n)(N —n—1D(n+1+2)(n—1+2), (3.44)

o bien, se pueden calcular usando las expresiones analiticas desarrolladas en las Ref.
[26, 86].

En el método U(3)-UGA los paréntesis de transformacién T son calculados una
vez para un ntimero total de bosones N dado, mientras que la matriz diagonal A(?)
es modificada de acuerdo a un potencial especifico. Notemos que en el limite armoéni-
co (N grande) los elementos de matriz (3.44) se reducen a los de r? (3.13), tal como se
esperaba.

La importancia de escribir el Hamiltoniano en la forma (3.41) radica en dos as-
pectos. El primero es que tinicamente se utilizan los paréntesis de transformacién
T = ||[{[N]¢!|[N]nl)||, ya que de otra manera seria necesario el uso de los paréntesis
de transformacién W = |[{[N]CI|[N]nl)|| lo cual implica el problema de fijar las fases
relativas de los estados. El segundo aspecto es que la forma (3.41) permite eliminar
los estados espurios como se discute a continuacion.

Como vimos en el caso en 1D, el Hamiltoniano (3.41) involucra una degeneracién
accidental. Los estados espurios son eliminados de la regién fisica sustituyendo el
término diagonal (3.42) por

hol (1= L )as1- 2 (3.45)
w 5 ) Sl .

cone=1paran < N/2ye=0paran > N/2.

A lo largo de este capitulo describimos los elementos de los métodos ADVR para
sistemas en 2D basados en el oscilador arménico y en el grupo unitario U(3). Las
aplicaciones de estos métodos a los problemas del potencial de cuartico y al potencial
de Coulomb en 2D se presentan a continuacion.
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Capitulo 4

Aplicaciones: sistemas en 2D

En este capitulo consideraremos dos problemas que pueden ser estudiados con los
métodos algebraicos de representacion de variable discreta en 2D o métodos ADVR
en 2D. El primer problema es la descripcion espectroscopica de los modos de flexion
de moléculas no-rigidas, tal es el caso de la molécula de subéxido de carbono [87].
El segundo problema es el estudio del potencial de Coulomb en 2D, en particular
del sistema de un electrén moviéndose alrededor de un ntcleo en una trayectoria
restringida en el plano al cual se le denomina como el d&tomo de hidrégeno en 2D
cuya solucién analitica se conoce [88] y nos permite verificar la validez de los métodos
ADVR en 2D.

4.1. Potencial cuartico en 2D

Mediante célculos a primeros principios en el espacio de configuraciones se han ob-
tenido los espectros vibracionales de moléculas no-rididas utilizando potenciales en
2D, como lo son el potencial cudrtico y el potencial Lorentziano [89]. La apariciéon de
monodromias es una de las caracteristicas principales que surge cuando en la molé-
cula existe una transicién de una configuracién lineal a una configuracién no-lineal
[87].

En esta seccién nuestro objetivo es aplicar el modelo algebraico basado en el gru-
po unitario U(3), descrito en la seccién 3.2, al estudio del potencial cudrtico en 2D, ya
que la forma funcional de este potencial es sencilla y ademés nos permite estudiar a
profundidad un caso particular de molécula no-rigida como lo es el del suboxido de
carbono (C30,). Los resultados presentados a continuacion se discuten en detalle en
la Ref. [53].

Consideremos el Hamiltoniano del potencial cudrtico en el espacio algebraico,

- 1
Y = ZPQ —aQ*+ QY @8> 0. (4.1)
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considerando unidades de energia iiw y de distancia d = /h/uw puede ser escrito en
la forma matricial (3.41) tomando:

2 2\ 2
IIA@]| = [— (% —i—o‘z)% —i—ﬁ(%) ]54,4/, (4.2)

donde @ and /3 son pardmetros adimensionales

a = W; g = (4.3)

Como un ejemplo representativo se consideré el potencial cuartico con parame-
tros adimensionales a = 4,0, 3 = 0,5, los cuales corresponden a un potencial con un
minimo ubicado en ) = 2,0 en unidades de distancia d, el cual se ilustra en la Figura
4.1. Se obtuvieron los niveles de energia de los modos de flexion a través de la diago-
nalizaciéon del Hamiltoniano (3.41) con matriz diagonal (4.2) tomando el namero total

de bosones N = 1500. Los niveles de energia también se muestran en la Figura 4.1.

FIGURA 4.1: Niveles de energfa para el potencial cudrtico con pardmetros & = 4.0,
B =05y N =1500. Se muestran los niveles de energia para v=0,1,2 and I=0,1,2,3.

Podemos obtener el diagrama de correlacién de energias entre el oscilador armo-
nico y el potencial cudrtico si se considera la ecuacién (3.41) modificada por el para-

metro x:
HE) = A®) L xTIAQT. (4.4)

En la Figura 4.2 se muestra el diagrama de correlacién como funcién del pardmetro
 de la ecuacion (4.4). Cuando x = 0 se obtienen los niveles de energia del oscilador
armonico en 2D, asociados a la configuraciéon lineal de una molécula triatémica, con
la correspondiente degeneracién en el momento angular. Mientras que el valor de
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x = 1 corresponde al potencial cudrtico, donde se observa la formacién de bandas ro-
tacionales caracteristicas de un oscilador desplazado y asociadas a la configuracién no
lineal de la molécula. La correlacién entre ambas configuraciones provee una etiqueta
v para los estados vibracionales de la configuraciéon no lineal a través de la relaciéon
v = (n — |l])/2[90], donde | es el momento angular y n son los estados del oscilador
armonico. Este etiquetado fue usado en la Figura 4.1 y se usard de aqui en adelante.

FIGURA 4.2: Diagrama de correlacién de energia obtenido de la diagonalizacién
del hamiltoniano (4.4) con (4.2). Los pardmetros usados fueron N=1500, a= 4.0, 3=
0.5. Se muestran los niveles con (=0,1,2,3. Cuando (x=0) se obtienen las energias del
oscilador arménico, mientras que para (x=1) las energias del potencial cudrtico.

Una propiedad que caracteriza a las moléculas no-rigidas cuando se presenta la
transiciéon de una configuracién lineal a una no-lineal es la transformacion del es-
pectro de energias como funcién del momento angular [, el cual se observa en un
diagrama de monodromias presentado en la Figura 4.3. Se puede observar que para
los estados por debajo de la barrera de potencial la dependencia con [ es cuadrética,
mientras que para los estados por encima de la barrera la tendencia es lineal. Este
efecto ya se ha estudiado en el espacio de configuracién con potenciales del tipo cuér-
tico y Lorentziano [87] y también en métodos algebraicos como el modelo vibrénico
en 2D (2DVM) [25, 26], discutido en el Apendice A.

Las funciones de onda del Hamiltoniano (4.1), para una ! dada, se pueden escribir
como combinacién lineal de la base de energia |[N]|nl)

N

[0 =Y ([N]nl|e)) | [N]nl) (4.5)

n=0
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FIGURA 4.3: Energia como funcién del momento angular ({), los pardmetros utili-
zados fueron N=1500, a= 4.0, 8= 0.5y ~=1.0.

con los correspondientes valores propios E.. En la Figura 4.4 se muestran los valores
propios y las funciones de onda del hamiltoniano (4.1) en el marco de referencia del
potencial, se incluyen los estados con v = 0, 1,2,3 con la proyeccién del momento
angular [ = 0. Se puede observar que las funciones de onda debajo de la barrera de
potencial estdn centradas en el minimo del potencial.

La convergencia de las funciones de onda se calcul6 a través de la fidelidad F,
definida como el traslape entre las funciones de onda correspondientes a diferentes
ntmeros de bosones. Para una v y [ dada la fidelidad se expresa como

N
F = (oo} = 3 (NIl MINIndlgl); N < N (4.6)
n=0
En nuestro calculo encontramos una convergencia razonable cuando pasamos de
N = 1400 a N' = 1500, lo cual se refleja en el hecho de que la funcién de onda no
cambia para ambos niimeros de bosones.

En la Figura 4.5 se ilustra el comportamiento de las funciones propias para dife-
rentes momentos angulares. Se graficaron las funciones de onda con v= 3 y momento
angular (=0, 2, 4, 6. Se puede observar el desplazamiento de la funcién de onda cuan-
do el valor de [ aumenta, esto se puede atribuir a los efectos centrifugos del potencial
con minimo desplazado.
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FIGURA 4.4: Funciones de onda en el marco de referencia del potencial para /=0
y v=0,1,2,3 calculadas con los pardmetros N=1500, a= 4.0, B= 0.5 and k=1.0. La
escala de la derecha corresponde a la energia, mientras que la escala de la izquierda
corresponde a la amplitud de la funcién de onda.
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FIGURA 4.5: Funciones de onda con v=3 y momento angular [=0,2,4,6 calculadas
con los parametros N=1500, a= 4.0, = 0.5y k=1.0

A continuacién estudiaremos los modos de flexion CCC de la molécula de suboxi-
do de carbono (C30,) mediante el potencial cudrtico en el espacio algebraico.
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4.1.1. Modos de flexion del subéxido de carbono C;0,

El sub6xido de carbono (C505) es unas de las moléculas no-rigidas cuyo espectro ha
sido mejor caracterizado [91]. Esta molécula es usada en el laboratorio para la obten-
cién de carbono atémico [92] y en sintesis orgdnicas [93], ademads se ha encontrado
se ha encontrado como constituyente de la coma del cometa Halley [94] por lo cual
es una molécula de interés en el campo de la astronomia. Las energias de los modos
de flexion CCC para la molécula de C30; han sido estudiados a detalle mediante mé-
todos ab initio por Koput[95]. Los pardmetros estructurales calculados para el enlace
CCC son r(CC)=1.28 A y L(CCC)= 155,9° [95] y se ilustran en la Figura 4.6. En esta
subseccién se busca obtener el espectro ro-vibracional mediante el potencial cudrti-
co analizado en la seccién anterior y comparar si es posible obtener un espectro de
energia con la precisién que la obtenida mediante métodos a primeros principios.

FIGURA 4.6: Molécula de sub6xido de carbono y pardmetros estructurales [87].

El Hamiltoniano en el espacio algebraico usado para describir los modos de vibra-
cién de CCC de la molécula C30, esta dado por:

~ D 2
ﬁg;S):thl—i%H—e”—} _ [(%+a> QQ+5Q4}, (4.7)

donde los pardmetros del potencial o, 8 y w son pardmetros a ajustar. La masa redu-

cida del sistema ¢°, = 1/u = 0,4855 am.u A’ se obtuvo a partir de los pardmetros
estructurales y de la matriz de Wilson para los modos de flexién de una molécula
triatémica no lineal [96]. La matriz diagonal (4.2) es facilmente identificada en (4.7)
como el segundo término en paréntesis cuadrados.

Considerando las 15 energias experimentales disponibles, se realiz6 un proceso
de minimizacién de parametros para encontrar la mejor descripcién del espectro. Los

mejores pardmetros fueron o = 27,26 + 0,45 cmfl/Az, B = 17,73 £ 0,74 crrfl/A4 y
w = 5,096 £ 0,008 x 10'? Hz. Tomando el pardmetro x = 1,0 y N = 1500 se obtuvo una
desviacion rms de 2.56 ¢m ™. En la Tabla 4.1 se presenta la comparacion entre los da-
tos experimentales, los residuos obtenidos con nuestro método y la mejor descripcién
presentada en [95].
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TABLA 4.1: Energias observadas [97, 98], resido calculado y residuo obtenido por
calculos ab initio [95] en unidades de (cm 1) para la molécula de C30s.

| Modo | Observada [97, 98] | Residuo | Residuo [95] |

00 0.00 0.00 0.00
1! 18.33 -3.55 -2.37
22 46.26 -4.26 -3.74
20 60.70 -0.29 -0.70
33 80.85 -2.74 -4.85
3! 97.30 -1.03 -2.70
44 120.68 -1.14 -5.82
42 137.41 -2.01 -4.49
40 144.30 -1.44 -3.30
55 164.88 3.51 -6.82
53 181.25 0.23 -6.15
51 191.14 -0.29 -4.96
66 212.87 6.34 -7.73
64 228.55 0.67 -7.75
62 239.70 -1.70 -6.90
6° 244.70 -1.36 -5.50

rms= 2.56 5.14

En la Figura 4.7 se muestran las energias en el marco de referencia del potencial, la
cuales se presentaron en la Tabla 4.1 y fueron calculadas con el método U(3)-UGA.
En la Figura 4.8 se muestran las funciones de onda para los estados conl = 0y
v = 0,1,2,3. Se puede observar que las funciones de onda tienden a cero cuando
sobrepasan la barrera de potencial, lo cual resalta el hecho de que la descripcion alge-
braica mantiene la conexién con coordenadas. Es importante sefialar que el método
U(3) otorga una descripcién razonable usando un potencial cudrtico simple que invo-
lucra tres parametros ajustables y la precision de los resultados son comparables a los
obtenidos en [95] en donde se realizé una descripcién con un potencial Lorentziano
con tres pardmetros que se ajustaron al potencial obtenido a primeros principios.

En esta seccion se estudié una descripcion algebraica para Hamiltonianos de sis-
temas moleculares estableciendo una conexién con el espacio de configuracién. El
método algebraico basado en el grupo unitario U(3) se distingue del modelo vibréni-
co en 2D por el hecho de asociar la representacion de la energia, de la coordenada y
el momento a cada una de las cadenas del grupo unitario, ademas de que el mapeo a
un potencial en particular deja de ser relevante cuando el ntimero total de bosones N
es suficientemente grande. El método U (3)-UGA tiene la ventaja de que, gracias a la
conexioén con coordenadas, permite traducir el Hamiltoniano original del problema al
espacio algebraico y obtener las energias y funciones de onda en forma correcta, como
se obtuvo para la molécula de C30,, ademas de que brinda la posibilidad de corregir
las energias algebraicamente agregando términos al Hamiltoniano. Cabe mencionar
que también es posible realizar la descripcién de este sistema con el método HO-
ADVR, con el cual se espera obtener resultados similares a los del método U (3)-UGA.
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FIGURA 4.7: Niveles de energia de la molécula de C30; en el marco de referencia
del potencial utilizando N=1500.
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FIGURA 4.8: Funciones de onda de la molécula de C305 en el marco de referencia
del potencial utilizando N=1500.
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4.2. Potencial de Coulomb en 2D

En esta seccion presentamos el estudio del potencial de Coulomb en 2D con los méto-
dos ADVR. En particular, estudiaremos el caso del &tomo de hidrégeno en 2D, cuyo
Hamiltoniano en unidades de energfa de la primera orbita de Bohr Ep = 1puet/n’

toma la forma:
I 1 [ on? 1
H = —_-— 2 —_— . 4'8
EB QIMEBp [,I,EB r ( )

La solucién radial de la ecuacién de Schrodinger asociada al Hamiltoniano (4.8) para
los estados ligados estd dada en términos de las funciones hipergeométricas confluen-
tes 1 F; por [88]

B (n+1=1" 77
= nE L Fy (— ll+1,2|l|+1
Bal) =Gt [@n— Dpw s —oy) Pl e AL 2L o)
(4.9)
donde )
2 1 h
Los valores propios toman la forma
- E 1
E,=—"F=—"++ (4.11)

Er  (n—1/2)2

Es conveniente adicionar y sustraer el potencial de oscilador arménico al Hamil-
toniano (4.8) para obtener

e Jwve (4.12)

donde hemos introducido la coordenada adimensional 7 = r/+/h/uw y el momento
adimensional p = p/huw. Si identificamos la contribucién del oscilador arménico en
términos del operador 7, podemos reescribir el Hamiltoniano (4.12) en la forma

~ 1 2
i -ele_ Y2 (4.13)
2 7
con € dada por
hw
— 4.14
=\E (4.14)

Aqui la frecuencia w es un pardmetro variacional a determinar. A continuacién ana-
lizaremos las solucién de la ecuaciéon de Schrodinger asociada al Hamiltoniano 4.12
utilizando los métodos algebraicos HO-ADVR y U(3)-UGA. Cabe mencionar que el
numero de digitos significativos reportados en todas las tablas es tal que permite ver
las diferencias entre los métodos y no esté relacionado con la precision.
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Método HO-ADVR

En el contexto del método HO-ADVR, descrito en la Seccién 3.1, 1a matriz del poten-
cial efectivo (3.25) en la representacion de la energia esta dado por

AT = — [1627}2 + Eﬁ} 8, (4.15)
2 2

donde +/7? es la raiz cuadrada de los valores propios del operador 72 en su represen-
tacion matricial (3.13). La diagonalizacién de la representaciéon matricial del Hamil-
toniano (4.13) nos da las energia para los estados ligados lo cuales se comparan con
la expresién analitica 4.11, lo anterior se muestra en la Tabla 4.2. La dimensién de la
base se escogi6 de tal manera que la descripcién de la funcién de onda coincida con la
funcién analitica. En este caso, el pardmetro w es tal que € = 1. La comparacién entre
las funciones de onda analiticas y las calculadas con el método HO-ADVR se presenta

en la Figura 4.9.

TABLA 4.2: Energias exactas del potencial de Coulomb en 2D comparadas con las
energias calculadas con el método HO-ADVR, la dimensién de la base se consideré
N =4001 cone = 1.

HO-ADVR

N = 4001
E, | 1=0]1=11]1=2
-4.0000 [ -3.6278
-0.4444 | -0.4300 | -0.4444
-0.1600 | -0.1569 | -0.1600 | -0.1600
-0.0816 | -0.0805 | -0.0816 | -0.0816
-0.0494 | -0.0488 | -0.0494 | -0.0494
-0.0331 | -0.0328 | -0.0331 | -0.0331
-0.0237 | -0.0235 | -0.0237 | -0.0237
-0.0178 | -0.0173 | -0.0175 | -0.0175
-0.0138 | -0.0111 | -0.0114 | -0.0116
-0.0111 | -0.0032 | -0.0036 | -0.0040

Como notamos, la convergencia de la energia para [ = 0 no es particularmente
buena, sin embargo, las funciones de onda parecen razonables. En contraste, la con-
vergencia para los casos con | = 1,2 es muy buena y este hecho se refleja en las
funciones de onda. Por otro lado en la Figura 4.10 se muestra la convergencia de las
funciones de onda para el estado base. Escogimos los casos con NV = 1001y N = 2001
para observar que la funcién de onda radial se aproxima a la solucién analitica.
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FIGURA 4.9: Comparacién entre las funciones de onda analiticas (linea punteada
negra) y las calculadas con el método HO-ADVR (linea continua roja) para el po-
tencial de Coulomb en 2D. La dimensién de la base es N = 4001.
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FIGURA 4.10: Comparacién entre la funcién de onda radial Rio calculada con el
método HO-ADVR con una dimensién de la base N = 1001 (linea roja continua) y
N = 2001 (linea azul continua). La funciéon de onda analitica se muestra en linea
punteada negra.
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Método U(3)-UGA

Consideremos ahora el método U(3)-UGA para describir el potencial de Coulomb en
2D. Al agregar y sustraer el potencial del oscilador arménico al Hamiltoniano (4.8)
e introducir la realizacién algebraica U(3) de la coordenada (3.28a), se obtiene la si-
guiente expresion:

q 1. 72 1,(D? 2v/N
donde (¢, 1) = /((¢C + 1) — 2. De acuerdo con (3.41), la matriz diagonal (3.43) toma
la forma
1 1 €2V N
D = |22 — 2 . .
1491 = - [ (5 Jet0 + 2 e @17

La diagonalizacion del Hamiltoniano (4.16) da lugar a los niveles de energia mos-
trados en la Tabla 4.3, los cuales fueron comparados con la expresion analitica (4.11).

TABLA 4.3: Energias exactas del potencial de Coulomb en 2D comparadas con las
energifas calculadas con el método U(3)-UGA, el nimero total de bosones se consi-
der6 N = 4001 con ¢ = 1,0.

U(3)-UGA

N = 4001
E, [ 1=0]1=11]1=2
-4.0000 [ -3.8735
-0.4444 | -0.4402 | -0.4447
-0.1600 | -0.1598 | -0.1608 | -0.1607
-0.0816 | -0.0828 | -0.0832 | -0.0832
-0.0494 | -0.0519 | -0.0520 | -0.0520
-0.0331 | -0.0373 | -0.0373 | -0.0373
-0.0237 | -0.0293 | -0.0294 | -0.0294
-0.0178 | -0.0205 | -0.0207 | -0.0212
-0.0138 | -0.0088 | -0.0091 | -0.0100
-0.0111 | 0.0056 | 0.0051 | 0.0037

En la Figura 4.11 se muestra la comparacién entre las funciones de onda calcu-
ladas con el método U(3)-UGA vy las funciones analiticas. Como comparacién con el
método HO-ADVR hemos usado N = 4001. La mejoria de la convergencia es nota-
ble. El potencial de Coulomb en 2D se describe mejor con el método U(3)-UGA, en
contraste con los potenciales analizados en 1D, donde el método UGA necesitaba una
dimensién de la base mayor para obtener la misma precisién que los otros métodos
algebraicos.
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FIGURA 4.11: Comparacién entre las funciones de onda analiticas (linea punteada
negra) y las calculadas con el método U(3)-UGA (linea continua verde) para el po-
tencial de Coulomb en 2D. El ndmero total de bosones es N = 4001.

En la Figura 4.12 se muestra la convergencia de la funcién de onda radial R, o(7)
con ambos métodos algebraicos. Del lado derecho de la Figura 4.12 se calcul6 la fun-
cién de onda con N = 1001 para ambos métodos y se puede observar que la funcién
calculada con el método U(3)-UGA (linea continua verde) se asemeja mucho mds a
la funcién analitica (linea punteada negra) que la funcién calculada con el método
HO-ADVR (linea continua roja). Del lado izquierdo de la Figura 4.12 se muestra la
comparacion con N = 4001, valor para el cual la funcién de onda calculada con el

método U(3)-UGA es casi igual a la funcién analitica.

Con los resultados anteriores podemos notar que para el caso del potencial de
Coulomb en 2D, el método U(3)-UGA presenta una ventaja considerable sobre el mé-
todo HO-ADVR en la convergencia de la energia y de la funcién de onda del estado
base, a diferencia de lo que pudimos notar para los potenciales en 1D. Es necesario es-
tudiar otro tipo de potenciales diferentes al potencial de Coulomb para poder concluir
que el método basado en el grupo unitario U(3) sea el mas adecuado para estudiar

sistemas en 2D.
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FIGURA 4.12: Comparacién entre la funcién de onda radial R calculada con el
método U(3)-UGA (linea continua verde) y el método HO-ADVR (linea continua
roja). Del lado derecho se muestran ambos calculos hechos con NV = 1001, del lado
izquierdo se muestran los célculos hechos con N = 4001. La funcién de onda anali-
tica se presenta con una linea punteada negra.

En este capitulo presentamos dos aplicaciones de los métodos ADVR a sistemas
moleculares, tales fueron los casos de la molécula de subéxido de carbono C30, y
el &tomo de hidrégeno en 2D. Para la molécula C30, se estudi6 la descripcion de sus
modos de flexién usando el método U(3)-UGA tinicamente, ya que éste fue de los pri-
meros intentos que se realizaron en la linea de los métodos algebraicos con conexién
al espacio de configuraciones. Posteriormente se desarrollé el método HO-ADVR y
junto con el método U(3)-UGA se pusieron a prueba con un sistema con soluciones
analiticas conocidas como lo es el &tomo de hidrégeno en 2D. En la siguiente parte de
esta tesis se presenta la generalizacién de los métodos ADVR a 3D con aplicaciones
a distintos potenciales interatémicos como lo son el potencial de Morse, de Poschl-

Teller, el de Varshni en 3D y el potencial de Coulomb en 3D, ademads del estudio del
efecto Stark en el &tomo de hidrégeno.
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Capitulo 5

Representacion algebraica de variable
discreta (ADVR) en 3D: descripcion del
método

En el Capitulo 3 se plantearon las generalizaciones a 2D de los métodos algebraicos
de representacion de variable discreta basados en el oscilador arménico (método HO-
ADVR en 2D) y en el grupo unitario U(3). En este capitulo procederemos de manera
andloga al caso en 2D para obtener la generalizacion del método HO-ADVR en 3D, lo
cual se presenta en la Seccién 5.1. En la Seccién 5.2 consideramos el correspondiente
método basado en el grupo unitario U(4).

5.1. Método ADVR basado en el oscilador arménico (HO-
ADVR) en 3D

Consideremos el oscilador arménico isotrépico en 3D con masa reducida 1 y frecuen-
cia w = 4/ faa/pt, donde f,, es la constante de fuerza. En el espacio de Fock el Hamil-
toniano del oscilador armoénico toma la forma

HEO — nw(n+3/2) (5.1)

donde 7 = v/3[al x d (()0) es el operador de ntimero dado en términos del acoplamiento
de los operadores bosénicos

d
Uy = — % (éqg + iﬁ(—l)”p_g); (5.2b)

con d = \/h/pw la unidad de longitud del oscilador arménico y ¢,(c = 1,0,—1)
son las componentes de la coordenada en la base esférica, dichas componentes estdn

dadas por:
G+ = JF%(:L’ t)  w=2 (5.3)
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con sus correspondientes momentos p, = —ihiz>, con G, = (—1)'~“a_,. Los vectores

propios asociados al Hamiltoniano (5.1) son [99]:
[n,8,m) = Bu (a’-a1)" 2y, (ah)]0), (5.4)

donde Y! (af) = 27/2(af - af)!/2y’! (aT) son los arménicos esféricos s6lidos cuya cons-
tante de normalizacién es

(D)2 Am
Bu = (=1)"" \/(n—l)!!(n+l+1)!!' (5:5)

Por otro lado, el cuadrado del radio r asociado a la base esférica estd dado por

=ty 2 =) (1) g, (5.6)

e introduciendo (5.2), la representacion algebraica de r? toma la forma

fQZ%(aT-aT+a-a)+(ﬁ+3/2)- (5.7)

Un tratamiento similar, provee la representacién algebraica del momento
~2 1 1 1 ~
D :—§(a -a'+a-a)+ (n+3/2). 5.8)

Es posible obtener la representaciéon matricial de ambos operadores (5.7) y (5.8) pa-
ra un momento angular ! y su proyecciéon m dados. Consideremos el subespacio de
dimension finita

Liy 1492 = {In,l,m),n=0,1,...,N}, (5.9)
en el cual momento angular puede obtener los valores | = n,n —2,...,16 0y su
proyecciéon m = —I, ..., l. Los elementos de matriz del cuadrado de la coordenada y

el momento, 7% y p?, en la base (5.4), estan dados en unidades adimensionales por:

<n,l,m\f2\n,l,m> :(n,l,m]ﬁ]n,l,m>,
3
—n + 3 (5.10)

(n+2,0,m[i*[n,l,m) = — (n+ 2,1, m|p*|n, 1, m)

=V T 0119 (5.11)
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La diagonalizacion de la representaciéon matricial de 72 y p* brinda los vectores pro-
pios

2

N
2, 1m) = (n,L,mlrd, 1,m)|n, 1, m), (5.12a)

3
Il
o

(n,l,m|p,1,m)n,1,m), (5.12b)

WE

7. l,m) =

3
Il
=)

de donde se obtiene la representacion algebraica de variable discreta de la coordenada y
el momento, caracterizadas por los eigensistemas:

f’|f?>l,m>=\/:?l7"?,l,m>, plpz. 1,m) = \/pilp}, 1. m). (5.13)

Consecuentemente, para un momento angular [ y su proyeccién m dados, cualquier
funcién V(1) dependiente de la coordenada puede ser representada como una matriz
diagonal en la base |r7, [, m); asi mismo, cualquier funcién G(p) dependiente del mo-
mento puede ser representada como una funcién diagonal en la base |p?, [, m), cuyos
elementos de matriz estan dados por:

(2,1, m|V (1) [r2, 1, m) :V<\/7§) 55 (5.14a)
(0, 1, m|G(p)|p}, 1, m) =G<\/;?) 8- (5.14b)

Como en los casos en 1D y 2D, llamaremos a la expresion (5.14a) como "la funcién
V(r) en la representacién de la coordenada", mientras que la expresion (5.14b) es "la
funcién G(p) en la representacién del momento".

Estos resultados dan lugar al método algebraico de representacion de variable dis-
creta con base en el potencial del oscilador arménico en 3D, HO-ADVR en 3D. En este
método la representaciéon matricial de un Hamiltoniano general en 3D, cuyo potencial
dependa de la coordenada radial

52

F p
H=—+V 5.15
2M + (T)7 ( )

se puede escribir en forma matricial en la base (5.4) de la forma:
H=WAPW + TIACT, (5.16)

donde A® es la matriz diagonal de la energia cinética en la representacién del mo-
mento

) pi
AP = T 17
1AV = 3155 (517)
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mientras que A" es la matriz diagonal del potencial V' (r) en la representacién de la
coordenada:

1A = o | (/7)o 518)

Los vectores propios (5.12) definen los coeficientes de transformacién
W = [|[(n,l,m|p},l,m)|], (5.19)
- ||<nalvm|rwl7m>|| (520)

los cuales se calculan una vez para un momento angular [ y su proyeccién m dados .

Es posible reformular la ecuacion (5.16) inicamente en términos de los coeficientes

.2 P . o 2
de transformacién T, esto se logra sumando y restando el término cuadratico 572

en el Hamiltoniano (5.15) e identificando la energia del oscilador arménico en 3D:

H = hiw(i + 3/2) + TTA'T, (5.21)

A7) = — L 25@J+V<\/7)6U (5.22)

Analogamente al caso en 2D, la representaci(’)n del Hamiltoniano con la ecuacién
(5.16) y con (5.21) son equivalentes sin importar la dimensién de la base.

con

5.2. Meétodo ADVR basado en el grupo unitario U(4)

El método algebraico basado en el grupo unitario U(4), o por sus siglas en inglés
U(4)-UGA consiste en la adiciéon de un bosén escalar s'(s) al espacio del oscilador
armoénico en 3D (af,, d,). Los generadores del grupo U(4) se escriben en términos de
los productos bilineales de los operadores a/, a, y s(s) de la siguiente forma [17]:

o = V3lat x@l”; A, =ss, (5.23a)
L, = V2[a® x &)W, D, =als — s'a,, (5.23b)
Q=o' xa; = i(als + std,), (5.230)

considerando la restricciéon de que el nimero total de bosones N = 7, + 75 se mantie-
ne constante y establece la dimensién del espacio.

El grupo U(4) contiene las siguientes tres cadenas de subgrupos

U(4) D U(3) D SO(3) D SO(2), (5.24a)
U(4) D SO(4) D SO(3) D 0(2), (5.24b)
U(4) D SO(4) D SO(3) D SO(2). (5.24¢)



5.2. Método ADVR basado en el grupo unitario U(4) 85

A cada una de estas cadenas la identifica un subgrupo central cuyos generadores
estan dados por:

GU(3) = {ﬁau LU? QU}; (525&)
GSO(4) = {ﬁaa -Z-/o}7 (525b)
Gso) = {R,, f/a} (5.25¢)

Ademads, cada subgrupo central tiene un operador invariante u operador de Casimir
(C') asociado:

OU(4) =Ng, (5.26a)
Csoy =W? = D* + L%, (5.26b)
~ 2 ~ ~
Csouy =W = R*+ L7, (5.26¢)

cuyos vectores y valores propios estdn dados por:

fa|[NngLM) =ng|[N]n,LM), (5.27a)
W2([NJCLM) =¢(¢ + 2)|[N]CLM), (5.27b)
W2([NICLM) =C(C + 2)|[NICLM), (5.27¢)
con las reglas de ramificacion n, = 0,1,...,Ny L = ng,n, — 2,...,1 or 0; ademds

C,E:N7N—2,...,1Or0/yL:0717"'7C(C>'

Estos elementos seran importantes para darles una interpretacion fisica a cada una
de las cadenas de subgrupos del grupo U(4) como veremos a continuacion.

El grupo U(4) establece el espacio de Hilbert para los sistemas en 3D, ya que al
adicionar el bosén escalar al espacio del oscilador arménico, el grupo U(4) se con-
vierte en un grupo dindmico, es decir, cualquier operador puede ser expresado como
un desarrollo en términos de los generadores del grupo (5.25). A partir del método
de minimizacién propuesto en la Ref.[47] mediante un mapeo a la base del oscilador
armonico en 3D se pueden obtener las siguientes expresiones para la coordenada y el
momento:

QA# :\/W( aLs —s'a,) = 2N1A)“, (5.28a)
A _h 1
P—M _Z(_)l ME \/W(GTS+STGM)
1 o

Ry, (5.28b)
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donde hemos identificado los generadores de los grupos SO(4) y SO(4) dados en
(5.25). Las expresiones (5.28) sugieren la introduccién de los operadores normalizados

als - a,st
b= £ b, = +—, 5.29
=R MEWN 2
de tal forma la coordenada y el momento algebraico toma la forma
d - i(—)""h -
Q, = E(bL —b,); P, = 7% E(bL +b,). (5.30)

Los elementos de matriz de la coordenada y el momento se obtienen a partir de los
elementos bésicos de matriz

([NJna +1,L+ 1, pu+ M|b}|[N]n,LM) =

\/<1 - %) \/(”a +é;j’)§f D ML 41 M 4 ), (5.31a)

(INJna +1,L — 1, pu+ M|b}|[N]n,LM) =

\/ <1 - %) \/ (”“(;LL_BQ)L (LM1p|L — 1, M + 1), (5.31b)

donde (LM1u|L', M + 1) son los coeficientes de acoplamiento [100]. Hemos encon-
trado un resultado notable en el cual la coordenada y el momento pueden ser iden-
tificados con los generadores de los grupos ortogonales, por lo tanto se le puede dar
una interpretacion fisica a la cadenas de subgrupos: la cadena (5.24b) se identifica con
la representacién de la coordenada, mientras que la cadena (5.24c) se identifica con la
representacion del momento.

Ademas, la cadena (5.24a) estd asociada con la representacion de la energia debido
a que la representacion algebraica del Hamiltoniano del oscilador arménico es:

X 1 3 02
U4) - A - a
Hy,, = hw {(1 —N)na + 5 —N] . (5.32)

la cual es diagonal en la base |[N]n,LM) caracterizada por (5.27a). Asi mismo, los
vectores propios de operadores invariantes (5.27) proveen de bases para cada repre-
sentacion. Los resultados anteriores se resumen en la Tabla 5.1

TABLA 5.1: Identificién de las cadenas del grupo U(4) con la representacion de la
energia, la coordenada y el momento.

Cadena Bases Representacion
U4) D U(3) D SO(3) D SO(2) |[N]n,LM) | Energia

U(4) D SO(4) D SO(3) D SO(2) || |[N]¢LM) | Coordenada
U(4) D SO(4) D SO(3) D SO(2) || |[N]CLM) | Momento
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Ahora bien, consideremos un Hamiltoniano en 3D en el espacio de configuracio-
nes, cuyo potencial asociado dependa de la coordenada:

o 1 —
H= ﬂp2 + V@) (5.33)

El correspondiente Hamiltoniano algebraico se obtiene a través de la identificacion

G = Qs Pu— P (5.34)
de donde se deriva
A 1
2\ = H =P +V(VQ), (5.35)
G—Q,p—P m

Como en los casos previos una forma conveniente de expresar este Hamiltoniano es
la de sumar y restar el término cuadratico con el propésito de identificar el Hamilto-
niano del oscilador armoénico:

v _ R PO B 7
HYW = h {(1 N)na+ 5 N] +V'(/Q2). (5.36)
donde )
V'(VQ?) = —m;" Q% 1 V(v/Q?), (5.37)

Tomando en cuenta la expresion (5.28a) para Q? , asi como (5.26b) y (5.27b) obtenemos
los elementos de matriz de Q* en la representacion de la coordenada:

(IN]J¢'LM|Q*|[N]CLM) = d;m +2) ]_VL (L+1) Ser . (5.38)

Se puede obtener una expresiéon andloga para los elementos de matriz del momen-
to P? (5.28b) a partir del operador W (5.26c) y sus valores y vectores propios (5.27¢):

i [C(C+2) — L(L +1)]
2 N

([NJC'LM|P?|[N)CLM) = O ¢ (5.39)

Las expresiones (5.38) y (5.39) son las representaciones algebraicas de variable discreta
de la coordenada Q? y el momento P?, respectivamente en el esquema del grupo uni-
tario U (4).

Como consecuencia, la representacion del Hamiltoniano en la base de la energia
toma la forma [54]
HE) = AB) L TIAQT, (5.40)

donde A es la contribucién del oscilador arménico deformado

1

3 ~ 9D
IIAD|| = hw [(1 — N) fla+ 5 = %] St e (5.41)
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mientras que A% es la matriz diagonal del potencial V'(1/Q?) en la representacién
de la coordenada:

1£(¢, L) | 1 (¢ L)

A9 = _ = _ EASL s / .

1@ = | = 355+ v (008 e (5.42)
con £(¢, L) = \/¢(¢+2) — L(L +1). La matriz T son los paréntesis de transforma-
cion: T = ||([N](LM|[N]n,LM)||, los cuales se obtienen de la diagonalizacién de la

representacion matricial del operador de Casimir 17?2

(IN]Jng LM|W?|[Nno LM) = N(2n4 + 3) — 2n4(na + 1) + L(L + 1),
([N]ng + 2, LM|W?|[N|ngLM) = —/(N —ng — 1)(N — ng)(ng — L+ 2)(ne + L + 3),

En la practica, los paréntesis de transformacién son calculado una tinica vez en forma
numeérica.

El Hamiltoniano (5.40) presenta degeneracion para los estados ligados en el limite
de N grande. Es posible remover esta degeneracién sustituyendo el término diagonal

(5.41) por:
1 3 n2
1— —\p 2 _5la _
{( N)n“+2 5N1’ (5.44)
cond =1 forn, < N/2and § =0 forn, > N/2.

Las expresiones (1.73),(3.41),(5.40) contienen los principales elementos del método
UGA. La informacion fisica del sistema se encuentra en la matriz diagonal A(?). En
este casos inicamente son necesarios los paréntesis de transformacion que conectan
la base de la energia y de la coordenada, ya que se identific6 la contribucién del osci-
lador armoénico deformado.

En el siguiente capitulo probaremos el alcance de nuestros métodos algebraicos
con diferentes potenciales en 3D. Algunos de éstos cuentan con soluciones analiticas
con las cuales podemos comparar nuestros resultados como el potencial de Morse
y el el Poschl-Teller, pero también consideramos el potencial de Varshni en 3D cuya
solucién analitica no conocemos. Ademads, aplicamos nuestros métodos a casos rea-
listas, como son, la obtencién de los niveles de vibracién y rotacién de las moléculas
de oxigeno O, y de berilio Be; ademds de la descripcion del efecto Stark en el &tomo
de Hidrégeno.
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Capitulo 6

Aplicaciones: sistemas en 3D

En este capitulo presentaremos algunos ejemplos en cuales los métodos algebraicos
de representaciéon de variable discreta en 3D (métodos ADVR en 3D) funcionaron
exitosamente para resolver algunos Hamiltonianos asociados a diferentes potenciales,
entre ellos se presentan algunas aplicaciones a casos realistas.

6.1. Potencial de Morse

Para probar el alcance de los métodos ADVR estudiaremos el potencial de Morse en
3D para el cual se conocen soluciones analiticas tinicamente para momento angular
L = 0, para otros valores del momento angular se han obtenido soluciones aproxima-
das a través de un tratamiento perturbativo [101].

Consideremos la ecuacién de Schrodinger asociada al potencial de Morse [69]
FIM‘I’(I") = EV(r), (6.1)

cuyo Hamiltoniano esta dado por

- 1
Hy = 2—p2 + D(1 — e B0y, (6.2)
o

donde r = /2, D es la profundidad del potencial, 7 es la posicién de equilibrio y 3
es el alcance del potencial. El anélisis de las ecuacién diferencial asociada al Hamilto-
niano (6.2) da lugar a las siguientes soluciones aproximadas [102]

1 4
U(r) = (oL M) = N, ~ e3y? Li(y)Yiii(6, ), (6.3)
con la constante de normalizacion

BbIv+1]

Ny = Tlb+o+1]

(6.4)

y =2d e Prre), (6.5)
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donde by d son funciones del momento angular y las constantes de equilibrio [102].
Las soluciones (6.3) involucran un tratamiento perturbativo en la contribucién cen-
trifuga, dando lugar a correcciones dependientes del momento angular en la energia.
Para obtener las soluciones (6.3) se consideraron los limites

r—oo, y—0;, r— —00, y— o0, (6.6)
los cuales introducen errores en la funcién de onda para r pequefios ya que r > 0.

Para las soluciones particulares con L = 0, se tiene que:

Su 21
v = —hz—ﬁz(E - D); d&*= hQ—BZD. (6.7)

considerando 2d = kK = 2j + 1,b = 2(j — v), y j el nimero de estados ligados

. N2uD 1
J = Umaz = hg 2 (6.8)
En este caso la energia toma la forma simple:
1
Ey(v) = hwl[(v +1/2) — =(v+1/2)%. (6.9)

K

Primero resolveremos la ecuaciéon de Schrodinger asociada al Hamiltoniano (6.2)
con el método algebraico U(4)-UGA para el potencial:

Vi(Q) = 0+ D(1 ~ expl A/ o)) (6.10)

Considerando la representaciéon matricial del Hamiltoniano (5.40), la matriz diagonal
(5.42) en la representacion de la coordenada toma la forma:

B 2
IIAQ|| = {_ 1§<C’L)2 + D(1 _ 6—5(\/35(“)—?0)) ]5%/. (6.11)

2 2N

en donde se consideraron las unidades de energia hw y de distancia d = ///(pw). En
dichas unidades, los pardmetros del potencial son:

_ 1 _
B=\5p K=2%+ (6.12)

Como caso particular consideremos los siguientes valores de los pardmetros:

_ _ 1
j="0 75 8=\ 31 (6.13)

En la Figura 6.1 se muestra el diagrama de correlacién de energias del oscilador
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armonico en 3D al del potencial de Morse en 3D considerando la ecuacién (5.40) mo-
dificada por el parametro «:

H®E = A®) L gTTAQT, (6.14)

con los pardmetros (6.13), una posicion de equilibrio 7y = 3 y un ntmero total de
bosones N = 2500.

93]

Energia [Aw]
L

—
L
1

FIGURA 6.1: Diagrama de correlacion de energias del oscilador arménico (k = 0) al
potencial de Morse (x = 1). Se consideraron tinicamente los nivelescon L = 0, 1,2, 3
para mostrar la aparicién de bandas rotacionales debido al efecto del potencial con
minimo desplazado. Los pardmetros considerados fueron j = 9y N = 2500

Como se mencion6 anteriormente, conocemos soluciones exactas para el caso L =
0. Para mostrar la convergencia del método U (4)-UGA se realiz6 la comparacién entre
las energfas exactas F)y;(v) y las calculadas con N = 900 y N = 2500 para el caso
con L = 0 usando los pardmetros (6.13). Los resultados se muestran en la Tabla 6.1,
mientras que en la Tabla 6.2 se muestran las predicciones de las energias que brinda el
método U(4)-UGA para momentos angulares L = 1,2, 3,4 calculados con N = 2500.

TABLA 6.1: Comparacién entre las energias analiticas del potencial de Morse Ej/(v)
y las calculadas con el método U (4)-UGA para L = 0. Se consideraron los parame-
tros (6.13) con N = 900y N = 2500.

v 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Ey(v) 0.4868 | 1.3816 | 2.1711 | 2.8553 | 3.4342 | 3.9079 | 4.2763 | 4.5395 | 4.6974
N =900 | 0.4821 | 1.3657 | 2.1415 | 2.8106 | 3.3743 | 3.8342 | 4.1926 | 4.4530 | 4.6215
N = 2500 | 0.4851 | 1.3759 | 2.1605 | 2.8395 | 3.4131 | 3.8822 | 4.2474 | 4.5104 | 4.6737
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TABLA 6.2: Energias del potencial de Morse en 3D obtenidas a partir de la diago-
nalizacion de (5.40) con (6.11). Se consideraron los pardmetros (6.13) con N = 2500.
Ejr(v) corresponde a la energia exacta con L = 0.

Ntumero total de bosones N

2500

EM(U)

L=0|L=1|

L=2]|L=3]|L=4

0.4868
1.3816
21711
2.8553
3.4342
3.9079
4.2763
4.5395
4.6974

0.4851
1.3759
2.1605
2.8395
3.4131
3.8822
4.2474
4.5104
4.6737

0.5940
1.4828
2.2631
2.9349
3.4986
3.9549
4.3050
4.5509
4.6963

0.7944
1.6734
2.4397
3.0934
3.6355
4.0672
4.3905
4.6082
4.7248

1.0631
1.9219
2.6634
3.2888
3.7996
4.1978
4.4862
4.6682
4.7482

1.3792
2.2076
29152
3.5039
3.9761
4.3343
4.5816
4.7214
4.7576

En la Figura 6.2, se muestran los niveles de energia de la Tabla 6.2 en referencia a
la grafica del potencial. Es clara la aparicion de bandas rotacionales debido al efecto
del potencial con minimo desplazado.

o
e

Energia [fw]

10

12 14

FIGURA 6.2: Espectro de energias del potencial de Morse calculado con los para-
metros (6.13) con N = 2500. Se muestran los estados con L = 0,1, 2, 3. Es evidente
la aparacién de bandas rotacionales debido al efecto del potencial con minimo des-

plazado.
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Los detalles de la convergencia del método también se pueden medir a través de
la fidelidad F, la cual se define como el traslape de un estado |4, ,,) calculado con
diferentes N, es decir, F = [(¢2, ¥} )| con N’ # N. Se dice que se ha alcanzado
la convergencia cuando F tiende a la unidad para un paso A = N’ — N [48]. Ya que
conocemos las expresiones analiticas de la funciéon de onda para L = 0 (6.3) podemos
realizar la comparacién con la funcién de onda obtenida con el método U (4)-UGA.

En nuestro método, el estado propio [); ;) toma la forma:

N
W’v ) = Z <[N]naLM|¢z])\,[LM> [N]naLM), (6.15)

ng=0
conv =0,1,...,j—1, cuya contribucién radial se obtiene a partir del mapeo a los esta-

dos del oscilador arménico |[N]n,LM) — |n,l,m). Integrando sobre las coordenadas
angulares y proyectando sobre la representacién de posiciéon obtenemos (r |wév ) con

(FIINInaL) = Ay, 7e ™ 2LEE L (7), (6.16)

donde 7 = r/dy A, = /2(1/d)3(na — L)/2)/(na + L + 1)/2)L.

En la Figura 6.3 se muestra la contribucién radial de los estados propios [¢2%")
y |150°) comparados con la respectiva solucion analitica dada por (6.3). Es eviden-
te la coincidencia entre la funcién de onda analitica y la calculada, lo cual prueba la
validez el método U(4)-UGA. En esta figura se hacen evidentes los errores en las so-
luciones analiticas para ¥ << 1. Se puede observar que cuando el estado tiene una
mayor energia se hace més dificil alcanzar la convergencia, esto se nota en la gréfica
correspondiente al estado [¢§7°), en donde no se reproduce exactamente el primer
méximo de la funcién de onda ni su comportamiento a distancias grandes. En la Fi-
gura 6.4 se muestran las predicciones de los estados con v = 5y v = 8 calculados con
los momentos angulares L = 0, 1,2, 3. Se puede observar que conforme el momento
angular aumenta el desplazamiento de las funciones de onda se incrementa, lo cual
es mds evidente para la funcién de onda con el niimero de cuantos mayor.

Hasta ahora hemos descrito las soluciones del potencial de Morse en 3D median-
te el método U(4)-UGA [54]. Sin embargo, es interesante comparar estos resultados
con los que brinda el método HO-ADVR en 3D. Una vez mds consideraremos como
ejemplo un potencial de Morse con los pardmetros (6.13). En la Tabla 6.3 se muestra la
comparacion de las energias para el momento angular L = 0 calculadas con los méto-
dos U(4)-UGA y HO-ADVR. El criterio de convergencia para establecer la dimensién
de la base en ambos métodos consiste en obtener diferencias menores al < 5% en-
tre los valores teéricos conocidos y los calculados para L = 0. La columna Ez(v,0)
corresponde a los valores tedricos de la energia dados por (6.9). A partir de estos va-
lores se observa que el método HO-ADVR tiene ventaja considerable sobre el método
U(4)-UGA ya que para una dimensién menor de la base se logra un menor porcentaje
de error. Es interesante notar que para L = 0 el error aumenta uniformemente hasta
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FIGURA 6.3: Comparacion entre las funciones de onda analiticas (linea punteada) y
las calculadas con el método U (4)-UGA (linea continua). Se muestran las funciones
de onda radiales (7|W]5°%) y (7| Ug'52°%). Como se esperaba cuando r es pequefio

la solucién analitica presenta errores.

el tltimo estado. En contraste, en el método HO-ADVR los errores son pequefios para
todos los estados a excepcion del altimo en el cual se presenta un cambio abrupto.

En la Figura 6.5 se presenta la comparacion entre las funciones de onda analiticas
(linea punteada) y las calculadas (linea continua) para nimeros cudnticos v = 0,4, 8
y L = 0. El cambio abrupto en el error porcentual presentado en el tltimo estado
cuando se considera el método HO-ADVR se refleja en la funcién de onda, este com-
portamiento contrasta con lo visto en el método U(4)-UGA en el cual la funcién de
onda si describe el comportamiento general. En ambos casos la mejora del altimo es-
tado con v = 8 requiere un incremento en la base a N = 2591 y N = 506 para el
método U(4)-UGA y el método HO-ADVR respectivamente.
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FIGURA 6.4: Funciones de onda radiales (7[¢))'7*") y (F|¢){'-2°%°) para el potencial
de Morse. Las funciones se calcularon usando los pardmetros (6.13) con N = 2500
y momentos angulares L = 0,1, 2, 3.

En la Tabla 6.4 se presenta la prediccién de las energias con momentos angulares
L = 1,2 usando ambos métodos ADVR. La dimensién de la base que se consider6 fue
la reportada en la Tabla 6.3. Se espera que las predicciones que brinda el método HO-
ADVR de las funciones de onda con diferentes momentos angulares presenten un
comportamiento similar al de la funciones de onda calculadas con el método U (4)-
UGA presentadas en la Figura 6.4.
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TABLA 6.3: Energias del potencial de Morse 3D considerando j = 9. El criterio de
convergencia consiste en obtener un error < 5 % entre el valor teérico y el calculado
para un momento angular L = 0. La columna Er(v,0) corresponde a los valores
exactos con L = 0, mientras que Ec(v, 0) se refiere a las energfas calculadas con los
diferentes métodos ADVR. Para el método U (4)-UGA, N se refiere al nimero total
de bosones, mientras que para el método HO-ADVR se refiere a la dimensién de la

base.

U(4)-UGA HO-DVR

N =391 N =106
v | Er(v,0)) | Ec(v,0) | % error | Ec(v,0) | % error
0| 0.4868 | 04758 | 2.2676 | 0.4868 | 0.0006
1] 1.3816 1.3445 | 2.6829 | 13816 | 0.0013
2| 21711 2.1018 3.1897 | 21711 0.0029
3| 28553 | 2.7499 | 3.6901 | 2.8554 | 0.0052
4| 34342 | 32914 | 4.1589 | 3.4345 | 0.0076
5| 39079 | 3.7294 | 4.5668 | 3.9083 | 0.0101
6| 42763 | 4.0681 | 4.8691 | 42796 | 0.0763
7 | 4.5395 43125 | 4.9999 | 4.5884 1.0779
8| 4.6974 4.4721 4.7956 | 4.9300 | 4.9533

TABLA 6.4: Niveles de energia para el potencial de Morse 3D, considerando j = 9
y los momentos angulares L = 0,1,2. Para el método U(4)-UGA se consider6 el
namero total de bosones N = 391, mientras que en el caso HO-ADVR la dimensién
de la base es N = 106.

U(4)-UGA | HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR
v Er(v,0) | L=0 L=0 L=1 L=1 L=2 L=2
0] 04868 | 0.4758 0.4868 0.5827 0.5961 0.7789 0.7972
1] 13816 | 1.3445 1.3816 1.4481 1.4891 1.6323 1.6809
2| 21711 | 21018 21711 2.1997 2.2745 2.3679 2.4526
3| 2.8553 | 2.7499 2.8554 2.8396 2.9519 2.9884 3.1121
4| 34342 | 32914 3.4345 3.3705 35211 3.4970 3.6596
5| 39079 | 3.7294 3.9083 3.7957 3.9821 3.8982 4.0959
6| 42763 | 4.0681 4.2796 41201 4.3407 4.1976 44332
7| 45395 | 43125 4.5884 4.3493 4.6530 4.4020 4.7483
8| 46974 | 44721 4.9300 4.4968 5.0138 45360 5.1248
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FIGURA 6.5: Comparacion entre la funcién de onda radial analitica (linea punteada)
y funcién de onda radial calculada (linea continua) para el potencial de Morse. Se
muestran las funciones de onda con v = 0,4,8 y L = 0 las cuales se obtienen
con los métodos U(4)-UGA y HO-ADVR. Con el objetivo de obtener una buena
convergencia del dltimo estado, fue necesario incrementar la dimensién de la base

para el método HO-ADVR.
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6.1.1. Momentos de inercia

Consideremos como una aplicaciéon del potencial de Morse el estudio de los momen-
tos de inercia de las bandas rotacionales. Consideraremos el momento de inercia di-
namico y el estético los cuales serdn estudiados mediante el método U (4)-UGA.

El momento de inercia dindmico I, se obtiene a partir de la aproximacién de ro-
tor rigido, en la cual los niveles de energia del potencial de Morse son funcién del
momento angular L de la forma:

RPL(L +1)

E(v,L) = Ey(v) + o1, ;

(6.17)

de donde se despeja:

_h L(L+1) :
]d(va) ~ EQ[E(U,L) - EM(U>O)]’

L=12..., (6.18)

donde las energias F se encuentran en unidades de fww.

Por otro lado, la definicion del momento de inercia estatico I, se realiza a través
del valor esperado del operador * calculado con las funciones de onda [}, ,,)(6.15):

h, N 91 N
Is = ;< ’U,L,M‘T WU,L,M>- (6.19)
Esta formula nos recuerda a la definicién del momento de inercia clésico.

En la Tabla 6.5 se muestra el calculo de los momentos de inercia dindmico /; y
estatico I para los estados con v = 0,...,8 y con momentos angulares L = 0, ..., 4.
Se observa que cuando el nimero de cuantos v y el momento angular L aumentan los
momentos de inercia estaticos I, son mayores que los dindmicos /,; los cuales invo-
lucran la aproximacion de rotor rigido. La férmula (6.18) no provee de momentos de
inercia para L = 0.

Como en los casos anteriores, el nimero de digitos significativos reportados en
todas las tablas es tal que permite ver las diferencias entre los métodos y no esta rela-
cionado con la precision.

En el ultimo renglén de la Tabla 6.5 se incluye el momento de inercia estatico
equivalente a (6.19) pero calculado usando las funciones de onda exactas del potencial
de Morse (6.3), es decir:

h
I, = Z@’ L, M|F?|v, L, M). (6.20)
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TABLA 6.5: Momentos de inercia dindmico I, y estatico I del potencial de Morse
(en unidades de //w) calculados con el método U (4)-UGA con un ntimero total de
bosones N = 2500. Se muestran /I, y /I para observar facilmente las tendencias.

Momento de inercia dindmico /1,

e

0 [ 1 [ 2 [ 3 | 4 | 5 [ 6 [ 7 | 8

3.0307 | 3.0586 | 3.1229 | 3.2366 | 3.4199 | 3.7073 | 4.1676 | 4.9661 | 6.6614
3.1148 | 3.1754 | 3.2782 | 3.4368 | 3.6731 | 4.0268 | 4.5797 | 5.5381 | 7.6624
3.2220 | 3.3150 | 3.4541 | 3.6542 | 3.9405 | 4.3599 | 5.0127 | 6.1671 | 8.9764
3.3443 | 3.4674 | 3.6402 | 3.8794 | 4.2148 | 4.7030 | 5.4701 | 6.8836 | 10.920

el e Ny
I
=~ W N =

Momento de inercia estatico /I

<

o [ 1t | 2 | 38 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8

3.3387 | 4.0320 | 4.7908 | 5.6500 | 6.6570 | 7.8866 | 9.4722 | 11.696 | 15.352
3.1573 | 3.9272 | 4.7470 | 5.6631 | 6.7316 | 8.0373 | 9.7338 | 12.160 | 16.360
3.0612 | 3.9094 | 4.7952 | 5.7789 | 6.9278 | 8.3443 | 10.221 | 13.016 | 18.496
3.0337 | 3.9554 | 4.9090 | 5.9687 | 7.2167 | 8.7816 | 10.923 | 14.357 | 24.080
3.0612 | 4.0526 | 5.0778 | 6.2255 | 7.5971 | 9.3631 | 11.909 | 16.647 | 35.669

el elelwle)
I
W N O

Momento de inercia estatico v/I,.; Exacto usando (6.3)

L=0 \ 3.3354 \ 4.0250 \ 4.7799 \ 5.6352 \ 6.6396 \ 7.8715 \ 9.4770 \ 11.787 \ 15.919

6.1.2. Momento dipolar

Un vez que se calcularon las energias y las funciones de onda se pueden estudiar las
transiciones electromagnéticas, en particular las transiciones dipolares entre estados
[Yur) = |t 1) [103, 104]. Ademads de estar determinadas por la distribucién termodi-
ndmica de las moléculas, las intensidades de transicién dipolares /(vL — v'L’) tienen
una contribucién proporcional al cuadrado del dipolo eléctrico sumada sobre todas
las posibles proyecciones del momento angular M[85]:

I(’UL — ’U/L/> ~ Z ‘<\II’U’L’M’|T)E1)“IIULM>‘2
MM’'\

= (2L + D)[(Typ| [TV W) 2, (6.21)

en donde se aplico el teorema de Wigner-Eckart para obtener los elementos de matriz
reducidos de TA(l). La forma explicita del operador dipolar es

T = QW pe(r), (6.22)

donde i.(r) es un tensor escalar considerado como una funcién dependiente de la
distancia entre los d4tomos, la cual comtinmente se propone como una exponencial
decreciente basdandose en la observacion del decaimiento de las intensidades [105]

pre(r) = e, (6.23)
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donde el pardmetro 7 se ajusta de acuerdo a las intensidades experimentales.

(1)

Los elementos de matriz reducidos del operador 7} entre dos estados de la forma

(6.15) estan dados por:
(U [ TON W) = Z Z Ch (NI L'|| QM| [N]n" L)
n/=0n""=0
X ([N]n"L||ue(r)[[[N]nL)Cy, (6.24)
en donde:
qu’u = <[ ]naLM|\Ijv LM> (625)

los cuales son independientes de M/ debido a la simetria esférica del potencial.
En el esquema del método algebraico U(4)-UGA se forma la matriz:
(W ||TW,) = CLQTIAWIT(CL), (6.26)

donde T son los paréntesis de transformacion entre las bases U(3)-SO(4), Al#<) es la
matriz diagonal en la representacién de la coordenada de la funcién (6.23):

AW = {e—ﬁ(\/ﬁﬂw) } Secr. (6.27)
La matriz Q corresponde a
Q = [N’ L[| QW[[NTn" L), (6.28)

la cual se calcula utilizando el mapeo (5.34) y la expresion para la coordenada en el
método U(4)-UGA (5.28a), donde son necesarios los elementos de matriz reducidos
del operador D,, de la forma [85]:

(N = 1.2~ DY, 1y = - et D LEDE g 505
(N — 1, L + || D||[NJnaL) = —\/(N "Mt ;)L(Z; DAY (6.20b)
([NJna +1,L = 1)||D[|[N]n,L) = \/<N - na)nga_zL 2L (6-29¢)
([NJna + 1, L + 1)]| D||[N]naL) = \/W - ““)<”;L++L; NL+D (6.29d)

En la Figura 6.6 se muestran las intensidades de transicién (6.21) entre los estados
del potencial de Morse calculados con el método algebraico U(4)-UGA presentados
en la s Seccion 6.1. Consideramos tres transiciones con la regla de selecciéon en el mo-
mento angular ' = L + 1 con L = 0,1, 2 y el niimero cuédntico vibracional 0 — v. La
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Figura 6.6 corresponde a la gréfica log(/(0L — vL 4 1)) vs v para L = 0, 1, 2. En todos
los casos se consideré como ejemplo el parametro adimensional ¥ = y/A/puw = 1.
Como se esperaba de (6.23), las pendientes de las graficas correspondientes a cada
momento angular L son cercanas a la unidad. Es es una prueba de que el método
algebraico U(4)-UGA reproduce el comportamiento exponencial de las intensidades
predicho con métodos en el espacio de configuraciones.

r = o L=0—-L'=1 |
4? " n L=1-0'=2 7]
° L=2—I1'=3 |

log(I [(0, L)—(v, L+1)])

FIGURA 6.6: Gréfica de las intensidades de transicién dipolares correspondiete a
log(I(0L — vL + 1)) vs v para los casos L = 0, 1, 2. En la funcién dipolar p. (6.23)
se consider6 7 = 1.

Como una verificacion mas del alcance que tiene el método U(4)-UGA, conside-
remos el espectro rotacional del potencial de Morse. Como ejemplo consideremos las
transiciones 1(0,L — 1,L’), con AL = +1 tnicamente para los estados '¥. Las tran-
siciones (0, L — 1, L + 1) dan lugar a las ramas R(L), mientras que las transiciones
I1(0,L — 1, L—1) corresponden a las ramas P(L). En la Figura 6.7 se muestra el espec-
tro rotacional para el potencial de Morse calculado con los pardmetros (6.13) usando
la formula de la intensidad de transicion (6.21). La rama P mostrada a la iquierda
de la Figura 6.7 toma la forma de “ala de mariposa” caracteristica de este tipo de es-
pectros [103, 104]. En contraste, en la rama R las intensidades tienen la forma usual,
sin embargo, debido al valor de las energias aparece un punto de retorno que genera
una cabeza de banda [103, 104]. La pronta aparicion de la cabeza de banda se puede
atribuir a lo parametros del potencial de Morse, los cuales ocasionan un traslape en el
espectro rotacional.

Este analisis del potencial de Morse en 3D puede ser de utilidad para estudiar la
estructura rotacional de moléculas diatémicas ya que esta herramienta es particular-
mente ttil para estudiar las poblaciones moleculares en el medio interestelar [106].
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FIGURA 6.7: Espectro rotacional asociado al potencial de Morse. Se muestran las
bandas P y R correspondientes a la transicion vibracional v = 0 — 1. La banda
R muestra un punto de retorno del espectro, al cual se le conoce como cabeza de
banda.

6.2. Potencial de Poschl-Teller

Es interesante considerar el potencial del Poschl-Teller (PT) en 3D ya que se obtienen
resultados cualitativamente diferentes del caso en 1D. En el caso en 1D las soluciones
del potencial tienen buena paridad pero no ocurre asi en 3D ya que la coordenada
radial estd limitada a valores positivos. Este hecho se manifiesta en la ausencia de es-
tados pares en la expresion analitica de la energia (2.54).

En el marco del método HO-ADVR, la contribucién del potencial a través de la
matriz diagonal A" (5.18) toma la forma:

1

D _
IIAD)|| = [_ §Tg = (—2> + D] d¢.crs (6.30)
cosh [64 r?}

mientras que en el método U(4)-UGA la correspondiente matriz diagonal A(?) (5.42)
toma la forma

ey [ Jeear ¢
2 2N cosh [, /2&1]?

+ D} et (6.31)

donde los pardmetros D y @ esta en unidades de fiw y 1/d, donde d = /li/uw es la
distancia del oscilador armonico.
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Como ejemplo, consideramos la profundidad del potencial con j = 9 como en
el caso en 1D. En la Tabla 6.6 se muestran los resultados obtenidos con el método
U(4)-UGA, se calcularon las energias con momento angular L = 0 para diferente na-
mero de bosones N = 100, 500, 600, 700 y 2500. En la columna Er(v) se muestran las
energias analiticas en unidades adimensionales. Consideramos como criterio de con-
vergencia cuando se logra que la funcién de onda no cambie cuando el ndmero total
de bosones aumenta. Tal como se esperaba, la convergencia es lenta para los tltimos
estados pero con N = 2500 todos los estados se acercan con buena precisién al valor
tedrico. A pesar de que la paridad no es un buen ntimero cudntico hemos decidido
conservar la etiqueta en la Tabla 6.6 para recalcar que los estados pares desaparecen
en el caso en 3D.

TABLA 6.6: Energias del potencial Poschl-Teller en 3D calculadas con el método
U(4)-UGA, se consideré j = 9y L = 0. La primera columna indica el ntimero
cuéntico v y su paridad asociada P como en el caso 1D. Er(v) es la energia analitica
para L = 0, mientras que E¢(v) son las energias calculadas.

N =100 | N =500 | N=600| N=700 | N = 2500
" | Er(v) Ec(v) Ec(v) Ec(v) Ec(v) Ec(v)
1~ | 1.3684 | 1.3686 1.3685 1.3685 1.3684 1.3684
37| 28421 | 2.8014 2.8340 2.8354 2.8364 2.8405
5~ | 3.8947 | 3.7898 3.8744 3.8778 3.8802 3.8907
77 | 45263 | 4.3724 4.4990 4.5037 4.5070 4.5210
9~ 1 4.7368 | 4.6574 4.7309 4.7327 4.7338 4.7367

En la Tabla 6.7 presentamos las energias calculadas con el método U(4)-UGA para
los momentos angulares L = 0, 1,2, 3,4, la convergencia de la energia se logra con
un ntmero total de bosones N = 2500. Usando estos resultados en la Figura 6.8 se
muestran las bandas rotacionales en el marco del potencial.

TABLA 6.7: Energias obtenidas con el método U(4)-UGA para el potencial de
Poschl-Teller en 3D con los pardmetros N = 2500,y j = 9 para L = 0,1,2,3,4.

Numero total de bosones N
2500
vl | Er(v,L=0)| L=0 | L=1|L=2|L=3|L=4
1~ 1.3684 1.3684 | 2.1901 | 2.9353 | 3.5993 | 4.1746
3~ 2.8421 2.8405 | 3.4481 | 3.9746 | 4.4106 | 4.7348
5~ 3.8947 3.8907 | 4.2833 | 4.5854 | 4.7439 | 4.7463
7" 4.5263 45210 | 4.6955 | 4.7417 | 4.7532 | 4.7576
9~ 4.7368 4.7367 | 4.7400 | 4.7492 | 4.7627 | 4.7719
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0 2 4 6 8§ o

FIGURA 6.8: Bandas rotacionales del potencial de Poschl-Teller en 3D. Se muestran
los niveles de energia con j =9, o =1-,37,5",7,9~ yL=0,1,2,3, 4.

A continuacién, compararemos los métodos HO-ADVR y U (4)-UGA en la resolu-
cién del potencial de Poschl-Teller (PT). En la Tabla 6.8 se muestra la comparacién de
las energias con L = 0 calculadas con ambos métodos y el valor tedrico Er(v,0). El
criterio de convergencia consiste en tener errores relativos menores al < 5% entre el
valor tedrico y el calculado. Para este potencial se obtuvo que la convergencia se al-
canza cuando la dimensién de la base para el método U(4)-UGA es de N = 71y para
el método HO-ADVR es de N = 38. El hecho de que la diferencia entre ambos valores
no sea muy grande se puede atribuir a que la simetria del potencial de PT es la misma
que la del oscilador armoénico. Aunque la convergencia en el método HO-ADVR se
alcanza mas rapido, se nota un incremento en el error para el tltimo nivel.

Las energias con momento angulares L = 0, 1, 2 se muestran en la Tabla 6.9, mien-
tras que en la Figura 6.9 se muestra la funcién de onda radial parav = 17, 57, 9~
con L =0,1,2,3,4, las cuales se calcularon con ambos métodos. Se consider6 que las
funciones de onda habian alcanzado la convergencia cuando ambas coinciden exac-
tamente al ser calculadas con uno u otro método, aunque para esto fue necesario
incrementar las dimensiones de la base hasta N = 2500 para el método U(4)-UGA y
hasta N = 200 para el método HO-DVR.
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TABLA 6.8: Energias del potencial de Poschl-Teller en 3D para L = 0 considerando
j = 9. La columna Er(v,0) corresponde a los valores teéricos con L = 0, mientras
que E¢(v,0) es la energia calculada con los dos métodos ADVR. Para el método
U(4)-UGA N es el nimero total de bosones, mientras que para el método HO-
ADVR es la dimension de la base.

U(4)-UGA FO-DVR

N =171 N =38
v” | Ep(v,0) | Ec(v,0) | % error | Ec(v,0) | % error
17| 1.3684 | 1.3688 | 0.0267 | 1.3684 | 0.0000
37| 2.8421 2.7846 2.0244 2.8421 0.0000
57| 3.8947 | 3.7443 3.8619 3.8948 0.0003
77| 4.5263 43006 | 4.9865 | 4.5360 0.2135
9= | 4.7368 4.6611 1.5982 | 4.9701 4.9243

TABLA 6.9: Energias del potencial de Poschl-Teller calculadas con j = 9y L =
0,1,2. Para el método U(4)-UGA se consider6 el nimero total de bosones N = 71,

mientras que para el método HO-ADVR la dimensién de la base NV = 38.

U(4)-UGA [ HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR
oF [ Er(v,0) | L=0 L=0 L=1 L=1 L=2 L=2
1- [ 1.3684 1.3688 1.3684 2.1692 2.1907 2.8754 2.9370
3= | 28421 2.7846 2.8421 3.3461 3.4510 3.8187 3.9789
5- | 3.8947 3.7443 3.8948 4.0890 4.2892 4.3522 4.6021
7= | 45263 4.3006 4.5360 4.4871 4.7750 4.6979 5.0206
9= | 47368 4.6611 4.9701 4.8660 5.2683 5.1613 5.5784
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FIGURA 6.9: Funcién de onda radial de potencial de Poschl-Teller. Se muestran las
funciones de onda con v¥’ = 17,37,57,7 y L = 0 (linea negra), L. = 1 (linea roja),
L = 2 (linea azul), L = 3 (linea verde) y L = 4 (linea amarilla) las cuales se calculan
con los métodos U(4)-UGA y HO-ADVR. El valor de N en cada caso permite la
convergencia del nivel mds alto de energia.
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6.3. Potencial de Varshni

En esta seccién estudiaremos el potencial de Varshni en 3D por dos razones princi-
pales: la primera es que al tomar valores negativos de la coordenada el potencial no
tiene sentido fisico; la segunda es que no se conocen soluciones analiticas para este
potencial. La ecuacién del potencial de Varshni en 3D es:

2
Viulg) = D (1 - T—feﬁ%‘”@)) . (6.32)

De acuerdo con el método U(4)-UGA la matriz diagonal del potencial A(?) (5.42)
toma la forma

1E(CG L) - Fo  _gpeen) 2\ 2

Q= | - 28\& &) _ 0 FCER ) ,

A=) [ > ey (1 == N Sccr, (6.33)
V2N

con la expresién equivalente para el método HO-ADVR A (5.18):

2

(2

. ) _ i N2
||A(r)|| _ |:_ 57012 + D(l B To 6—62(7”1-2—7“8)) :|5i,ja (634)

donde D es la profundidad del potencial en unidades de Aw, /3 es el alcance del po-
tencial en unidades de 1/d, donde d = \/h/uw es la distancia del oscilador arménico
y 7o es el minimo del potencial en unidades de d.

TABLA 6.10: Niveles de energia para el potencial de Varshni en 3D considerando
una profundidad de D = 10,25 y L = 0. Se presenta el calculo con el método
U(4)-UGA y el método HO-DVR. Se increment6 el namero total de bosones y la
dimensién de la base para poder observar la convergencia en la energfa.

U(4)-UGA HO-DVR
v | N=2501 | N=3001 | N=4001 | N =25 N =100 | N = 500
L=0 L=0 L=0 | L=0] L=0 | L=0

1.5237 1.5241 1.5246 1.5262 | 1.5262 1.5262
4.1132 4.1146 4.1164 41219 | 4.1218 4.1218
6.2286 6.2312 6.2346 6.2451 | 6.2445 6.2445
7.9109 7.9147 7.9194 79349 | 7.9334 7.9334
9.1720 9.1764 9.1818 9.2285 | 9.1980 9.1980
9.9887 9.9925 9.9971 | 10.3979 | 10.0108 | 10.0108

Ol W N -k O

En la Tabla 6.10 se muestran las energias del potencial de Varshni para L = 0
calculadas con los métodos U(4)-UGA y HO-ADVR. Se consideraron los pardmetros
D =10,25,7 = 2,0y 3 = 1/1/2D. En el caso del método U (4)-UGA se realizaron los
célculos con N = 2501, 3001 y 4001, notemos que se tomaron valores impares y para
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evitar la indeterminacion de la formula (6.33). Para el caso del método HO-ADVR se
consider6 N = 25, 100 y 500 para la dimensién de la base. Es evidente la ventaja del
método HO-ADVR ya que la convergencia se alcanza con un cuarto de la dimensién
de la base usada en el método U(4)-UGA. En la Tabla 6.11 se muestran las energias
para los momentos angulares L = 0, 1, 2 calculadas con ambos métodos considerando
una profundidad del potencial de D = 10,25. Las bandas rotacionales del potencial
de Varshni se muestran en la Figura 6.10. Finalmente en la Figura 6.11 se muestran las
funciones de onda parav = 0,2,4 con L = 0, 1,2, 3, 4 calculadas con ambos métodos.
El método U(4)-UGA necesita de 2501 bosones, mientras que el método HO-ADVR
necesita solamente N = 100 para reproducir las mismas funciones de onda.

15

o]

2 4 6 8 10
r/d

FIGURA 6.10: Bandas rotacionales del potencial de Varshni en 3D con una profun-
didad de D, = 10,25. La energia mostrada corresponde a los niveles de energia con
v=0a8yL=0,1,2,3, 4.

TABLA 6.11: Niveles de energia del potencial de Varshni en 3D considerando una
profundiad de D = 10,25y L = 0,1, 2. Para el método U (4)-UGA se considerd un
namero total de bosones N = 2501, mientras que para el caso HO-ADVR se tom6
una dimensién de la base de NV = 100.

U(4)-UGA | HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR | U(4)-UGA | HO-DVR
L=0 L=0 L=1 L=1 L=2 L=2
0] 15237 1.5262 1.7467 1.7494 2.1767 2.1801
1| 41132 41218 4.2969 4.3059 4.6513 4.6615
2| 62286 6.2445 6.3785 6.3950 6.6676 6.6852
3| 79109 7.9334 8.0299 8.0528 8.2583 8.2821
41 91720 9.1980 9.2600 9.2861 9.4270 9.4534

5| 99887 10.0108 10.0413 10.0628 | 10.1358 | 10.1557
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FIGURA 6.11: Funciones de onda radiales del potencial de Varshni. Se muestran las
funciones de onda con v = 0,2,4 y L = 0 (linea negra), L = 1 (linea roja), L = 2
(linea azul), L = 3 (linea verde) y L = 4 (linea amarilla) las cuales se obtuvieron
con los métodos U (4)-UGA y HO-ADVR. En cada caso se escogi6 el valor de N que
permitiera la convergencia del estado con energia mas alta.
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6.4. Estados vibracionales y rotacionales del O,

Para probar el alcance del método U(4)-UGA en esta seccién consideraremos el caso
realista del calculo de los estados vibracionales y rotacionales de la molécula de O,.
Esta molécula se ha estudiado en detalle mediante métodos ab-initio por Bytautas et
al. en Ref. [107], en donde se presentan mds de 40 estados vibracionales y las corres-
pondientes bandas rotacionales. En Ref. [107] se calcula la curva de energia potencial
(PEC) a través de un desarrollo en términos de funciones Gaussianas:

Vir)= Z ay exp [—aB'r?] (6.35)

donde los pardmetros se muestran en la Tabla 6.12. La grafica de la PEC se muestra
en la Figura 6.12.

TABLA 6.12: Parametros de la curva de energia potencial de la molécula de O,
tomada de Ref. [107] y calculada con (6.35). Las unidades consideradas son: a en
A~2, 3 adimensional y aj, en miliHartree.

g
1.307

Q

as ‘
154738.092 |
ay ‘

73310.781 \

; 0.385 }
|
]

i~
=

1

18086.977

2

-71760.198

0
-2388.564

S
N

@
ot

<
[«

| | | |
— e
[ -215074.856 | | |

214799.546 | -148395.429

10000

— -10000 N

-20000 - N

V(r) [cm-

-30000 - .

-40000 - N

Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il ‘ Il
_500000 05 1 15 2 25 3
r[A]
FIGURA 6.12: Curva de energia potencial de la molécula de O, obtenida usando
(6.35) con los parametros reportados en la Tabla 6.12.
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El objetivo de esta seccién es mostrar que con el método algebraico U(4)-UGA
es posible obtener buena calidad en los resultados espectroscépicos para una PEC
compleja como la que se muestra en (6.35). A continuacién se muestran los resultados
obtenidos para los estados vibracionales y rotacionales de la molécula de O..

6.4.1. Estados vibracionales

En la Tabla VIII de la Ref. [107], se muestran los valores del término vibracional
(G, — Gy = E, o — Ey) y los espaciamientos entre las energias vibracionales (G, —
Gy = Eyy10— E, o) delamolécula de O, para el niimero cuantico v de 0 a 41, los cuales
se obtuvieron resolviendo la correspondiente ecuacién de Schrodinger asociada al po-
tencial (6.35) en el espacio de configuraciones, considerando la masa reducida del O,,
p = 15,995/2 amu. Todas las energias estan dadas en cm ™. El mismo célculo se realiz6
con el método U(4)-UGA, para lo cual tnicamente fue necesario construir la matriz
diagonal (5.42) con el potencial (6.35), esta vez considerando una base més grande pa-
ra obtener la calidad necesaria para los resultados espectroscépicos y ajustando como
parametro la frecuencia del oscilador arménico w. Los cdlculos se realizaron con un
nuamero total de bosones N = 15001 y iiw = 200 cm ™. Los resultados obtenidos para
los valores del término vibracional se muestran en la Figura 6.13, mientras que los
resultados para los espaciamientos entre las energias vibracionales se muestran en la
Figura 6.14. En ambas casos se puede observar nuestros resultados tienen muy buena
concordancia tanto con los datos experimentales (puntos rojos) como con los resulta-
dos obtenidos obtenidos por Bytautas et al. en Ref. [107] (linea negra). A continuacién
presentaremos el alcance del método U(4)-UGA para los estados rotacionales de la
molécula de O,.

por: i) Ref. [107] (linea negra), ii) el
método U(4)-UGA (linea verde) y
iii) los datos experimentales repor-
tados en Ref. [107] (puntos rojos).

molécula O, obtenidos por: i) Ref.
[107] (linea negra), ii) el método
U(4)-UGA (linea verde) y iii) los
datos experimentales reportados
en Ref. [107] (puntos rojos).
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FIGURA 6.13: Valores del término FIGURA 6.14: Espaciamientos
vibracional G,41 — Go (en cm™!) entre las energias vibracionales
para la molécula de O, obtenidos Gpy1 — G, (en cm™1) para la
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6.4.2. Estados rotacionales

Adicionalmente a los estados vibracionales, en la Ref. [107] se calcul6 la constante
rotacional B, y la constante de distorsién centrifuga D,, las cuales se compararon con

datos experimentales. Estos factores se obtuvieron mediante una regresion lineal de
la grafica % vs L(L + 1) para momentos angulares L de 0 a 10 para cada valor el

nuimero cuantico v, mediante la férmula:

Fv E’UL_E’UO
= — ~ =B,—D,L(L+1). .
LL+D LI+ (L+1) (6:36)

En la Tabla IX de la Ref. [107], se muestran los términos espectroscépicos rotacio-
nales B, (en cm™') y D, (en 107% cm™') en comparacién con datos experimentales
conocidos. La comparacién de estos resultados con los obtenidos con el método U (4)-
UGA se muestran en la Figuras 6.15 y 6.16.

FT j T j T j T j T 100y T T T T T T T T
— Ab-inito I |— Ab-inito
L5, . gf:,)__UGA T — s0F |- [EJ){;()).-UGA 4
5 S o -
S 1.0f 7 "é I ]
I x40t -
= 0.5r . 5 I ]
20F .
O 1 L 1 L 1 L 1 L 1 0 1 L 1 L 1 .' .I L 1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(% (%
FIGURA 6.15: Constante rotacio- FIGURA 6.16: Constante de distor-
nal B, (en cm ™) como funcién del sién centrifuga D, (en 1076 cm™1!)
nimero cudntico v para la molé- como funcién del nimero cudnti-
cula de Oy: i) datos experimenta- co v para la molécula de O,: i) da-
les (puntos rojos), ii) calculo en la tos experimentales (puntos rojos),
Ref. [107] (linea negra) y iii) calcu- ii) célculo en la Ref. [107] (linea ne-
lo con el método U (4)-UGA (linea gra) y iii) calculo con el método
roja). U(4)-UGA (linea roja).

Ambas figuras muestran que nuestro método, una vez mads, tiene buena concor-
dancia con los resultados reportados en Ref. [107], algunas discrepancias son obser-
vadas para valores de v grandes, especialmente en el caso de la constante D,, sin
embargo hay que considerar que la escala de la grafica es de 107% cm™!. La aplicacion
del método algebraico U(4)-UGA a un caso realista como los estados vibracionales y
rotacionales de la molécula de O, nos permitié comprobar que nuestro método es ca-
paz de reproducir, con buena precisién y un bajo costo computacional, los resultados
obtenidos con métodos maés sofisticados y computacionalmente mds costosos.
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6.5. Curva de potencial del estado base del Be;

En esta seccién consideraremos la aplicacion de los métodos algebraicos de represen-
tacion de variable discreta en 3D a otro caso realista como lo es la obtencién de los
niveles de energia a partir de la curva de potencial de la molécula de Be,. Esta mo-
lécula fue estudiada con métodos ab-initio por Lesiuk [108] y present6 la siguiente
expresion analitica del potencial para las interacciones 4tomo-atomo:
NP No' O
—aR—bR2 2
V(R) = ¢ ofi-bR chRk _ Zf%(nR)R—;L; (6.37)
k=0 k=3

donde las funciones f,(nR) son las funciones de amortigiiacién Tang-Toennies dadas
por [109]:

2n
R*\ _
fon(nR) =1 — (Z %) e MR, (6.38)
k=0
La curva de energia potencial bajo la aproximacién de Born-Oppenheimer se cal-
cul6 con (6.37) usando los pardametros mostrados en la Tabla 6.13.

TABLA 6.13: Pardmetros optimizados en el ajuste de (6.37) para la aproximacién
de Born-Oppenheimer no relativista de la curva de energia potencial [VZ?(R)], los
datos fueron tomados de la Ref. [108] y estdn reportados en unidades atémicas:
Hartree (H) y radios de Bohr (ag).

L vew) [ | VPR
a | +6.45300 x 107% | C4 | +2.14 000 x 1072
b | +5.12300 x 107°% | Cg | +1.02300 x 107%4
n | +6.05200 x 107! | Cyy | +5.16 500 x 107
co | +1.17127 x 107 | ¢g | —3.34 851 x 10792
c1 | —2.83926 x 107 | ¢y | +3.11 079 x 10191
co | +3.18131 x 107% | ¢;; | —2.21 776 x 107
c3 | —2.18 661 x 1019 | ¢jp | +1.18 942 x 10~
cy | +1.03168 x 107 | ¢13 | —4.63903 x 1079
cs | —3.54240 x 107 | ¢y | +1.24 089 x 1079
cg | +9.15511 x 107 | ¢;5 | —2.03390 x 107%
cr | —1.81639 x 107 | ¢ | +1.53 894 x 107
cg | +2.79 558 x 10193

Las unidades de la Tabla 6.13 son unidades atémicas: Hartree (/) y radios de Bohr
(ap). Con esta convencién, las unidades consideradas en las férmulas (6.37) y (6.38)
son las siguientes:

[a] = ayh; [b] = ag%; ] = ag*; [cx] = Hag*; [Con] = Hal".  (6.39)

En la Ref. [108] se realizan correcciones relativistas a la curva de energia poten-
cial calculada bajo la aproximacién de Born-Oppenheimer V59(R) usando la féormula



114 Capitulo 6. Aplicaciones: sistemas en 3D

analitica (6.37) con los pardmetros reportados en las Tablas (6.14) y (6.15), segtin la
siguiente expresion:

Viec(R) = VEO(R) — [VP4(R) + VPY(R) + VP*(R) + VE(R)| - — ( —2Ln(a) — Ln(ko)) VPL(R)
(6.40)
donde a = 1/137,035999 es la constante de estructura fina y Ln(kq) es una constante

conocida como logarimo de Bethe, el cual toma un valor Ln(ky) = 5,75034 para la
molécula de Be, [108].

TABLA 6.14: Parametros optimizados en el ajuste de (6.37) para las correcciones
relativistas de la aproximacién de Born-Oppenheimer, los datos se tomaron de la
Ref. [108] en unidades atémicas: Hartree (H) y radios de Bohr (ay).

| parameter | VIPA(R) \ VPL(R) |

a +1.63 807 x 10T | +6.56 857 x 107!
b +1.12 806 x 10792 | +2.26 840 x 107
n +2.92470 x 10" | +9.61 860 x 107!
Co —1.88872 x 10*9! | —8.13 393 x 10"
¢ +1.43 236 x 10™! | +9.03 888 x 10+°!
Co —4.48 334 x 1070 | —4.02 218 x 101!
C3 +7.00 101 x 1079 | +8.97 213 x 10+
Cy —5.51 024 x 107°2 | —1.00 583 x 10+
Cs +1.80442 x 1079 | +4.55 484 x 10~
Cs +4.10578 x 107 | —2.71 691 x 10~
Cs +6.40 639 x 10Tt | —4.37 072 x 1079
Cho —2.90 822 x 10%% | +1.78 582 x 10103

En la Figura 6.17 se muestra la gréfica de la curva de energia potencial (6.40) con
los pardmetros reportados en las Tablas 6.13, 6.14 y 6.15. Las unidades utilizadas son
unidades atémicas y para la grafica se consider6 el factor de conversién 1 H = 219
474.63 cm ™.

Como vimos en el Capitulo 5 el Hamiltoniano asociado a la curva de potencial
6.40 en el esquema del método U(4)-UGA se obtiene con la ecuacién 5.40 a través de

la matriz . /
4@ =nof - 2SI 4 Ly (a6 6.4

on &(¢, L) \/ ¢(C+2)— L(L+1). La matriz T son paréntesis de transformacion:
= |

I INJCLMH ]naLM>||

En el esquema del método HO-ADVR se consider6 la representacion matricial del
Hamiltoniano (5.16) con la matriz

AP = {Vpﬁc<d\f )} i (6.42)
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TABLA 6.15: Pardmetros optimizados en el ajuste de (6.37) para las correcciones
relativistas de la aproximaciéon de Born-Oppenheimer, los datos fueron tomados de
la Ref. [108] en unidades atémicas: Hartree (/) y radios de Bohr (ao).

| parameter | VPL(R) \ VE(R) |
a +4.75920 x 107 | —8.76 705 x 10~
b +6.98 017 x 1072 | +1.40 691 x 10~
n +2.05 826 x 1010 | +2.14 134 x 10T
co —5.82268 x 1079 | —2.18 466 x 10~
c1 +1.92 091 x 1079 | +1.01409 x 10~%
Co —8.87504 x 107% | —1.81 401 x 1079
C3 —4.31420 x 107% | +1.45050 x 107°7
4 +6.65920 x 1079 | —4.15548 x 107
s —3.00032 x 10797 | —2.44 429 x 10~ !
Cy — +1.83924 x 107
Cs —1.58165 x 107%2 | —3.63 613 x 107
Cs —7.30340 x 107 | —3.76 238 x 10792
Cho —2.01 510 x 10%°2 —
200
— O
S -200f
= [
400}
s
-600F
-800f

rlagl

FIGURA 6.17: Curva de energia potencial (6.40) para el estado X'} calculada con
los pardmetros de las Tablas 6.13, 6.14 y 6.15. La profundidad de potencial es 934.62
cm~! y el minimo se localiza en 4.60024 ay.

En la matrices (6.41) y (6.42) es necesario expresar las unidades de energia /ww y

d la distancia del oscilador arménico en las unidades adecuadas. Consideramos hw

en unidades cm™! y d en unidades del radio de Bohr «, considerando la siguiente
conversion: )

P2 R

o i (6.43)
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con los valores:
he = 1973,2697 eV/A = 4,1974 x 10°eV/¢2, (6.44)

donde 1 es la masa reducida de la molécula de Be; (4.5060915 amu). Para este caso
hemos considerado los factores de conversion:

1Ha = 219474,6314cm™* lem ' =1,23984 x 10 *eV

ap = 0,52918 A 1uma = 931,4940954 x 10°eV/c?.

En la Tabla 6.16 se muestran los energias F(v) — E(0) obtenidas con los métodos
U(4)-UGA y HO-ADVR, los cuales se comparan con datos experimentales y con los
datos obtenidos por Lesiuk en Ref. [108]. Para establecer la dimensién de la base se
consider6 como criterio de convergencia el hecho de que todos los estados calculados
tuvieran un erro absoluto respecto al valor experimental por debajo de 3 cm™'. Se ob-
serva que para el método HO-ADVR se necesita una base de dimensiéon N = 250 para
alcanzar la convergencia, mientras que para el método U(4)-UGA fue necesaria una
base de dimensién N = 10001. El estado con v = 11 no cuenta con energfa experimen-
tal disponible, sin embargo, los resultados obtenidos con ambos métodos ADVR se
asemejan al reportado por Lesiuk. Para obtener estos valores fue necesario un valor
de hw = 20 ecm ™.

TABLA 6.16: Energias del estado X 12; de la molécula de Besy, calculadas con el
potencial 6.40 con los pardmetros 6.13, 6.14 y 6.15. Se muestran los resultados ob-
tenidos con los métodos HO-ADVR con N = 250 y U(4)-UGA con N = 10001, los
cuales se comparan con datos experimentales y con los obtenidos por Lesiuk en la
Ref. [108]. Para los célculos se utilizé un valor de Aw = 20 cm ™.

v | Energfa Exp. | Lesiuk [108] | HO-ADVR | error | U(4)-UGA | error
E(v) — E(0) N =250 N =10001
1 222.6 2234 222.3 0.3 221.8 0.8
2 397.1 400.1 400.0 29 399.2 2.1
3 518.1 517.3 517.2 0.9 516.4 1.7
4 594.8 595.1 595.0 0.2 594.3 0.6
5 651.5 651.7 651.6 0.1 650.9 0.6
6 698.8 698.7 698.7 0.1 697.8 1.0
7 737.7 738.0 738.0 0.3 737.2 0.6
8 768.2 768.3 768.2 0.0 767.4 0.8
9 789.9 790.1 790.1 0.2 789.6 0.3
10 802.6 802.6 802.6 0.0 802.3 0.3
11 - 807.5 807.6 — 807.5 —

Se obtuvieron las funciones de onda radiales para v = 0, 6, 10 con L = 0, las cuales
se muestran en la Figura 6.18 y fueron calculadas con el método HO-ADVR con N =
250. Cabe mencionar que para reproducir las mismas funciones de onda el método
U(4)-UGA necesita de N = 10001 bosones, esta fue la razén por la cual la funcién de
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onda radial con v = 11 no se presenta en la gréfica, ya que ni siquiera aumentando el
numero total de bosones al doble se lograba obtener una coincidencia con la misma
funcién de onda obtenida con el método HO-ADVR.
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FIGURA 6.18: Funciones de onda radiales para la molécula de Be, para los estados
conv = 0,6,10 con L = 0. Se calcularon con el método HO-ADVR con N = 250
considerando un valor fiw = 20 cm™!.

En la Tabla 6.17 se muestran las predicciones para las energias asociadas a mo-
mentos angulares con L = 1, 2, 3, 4 calculadas con el método HO-ADVR con N = 250.
Con estos valores fue posible obtener las bandas rotacionales de la molécula de Be,,
las cuales se muestran en la Figura 6.19.
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TABLA 6.17: Energias del estado X 12; de la molécula de Bey con momentos an-
gulares L = 0,1,2,3,4, calculadas con el potencial 6.40 con los parametros 6.13,
6.14 y 6.15. Se muestran los resultados obtenidos con los métodos HO-ADVR con

N = 250. Para los calculos se utiliz6 un valor de hw = 20 cm 1.

v |L=0|L=1[L=2|L=3|L=4]
1 [2223[2235[ 2257 | 229.0 | 2335
2 | 400.0 | 401.0 | 403.0 | 406.0 | 410.0
3 | 517.2 | 518.0 | 519.7 | 5222 | 525.5
4 | 595.0 | 595.7 | 597.2 | 599.3 | 602.1
5 | 651.6 | 652.3 | 653.5 | 655.3 | 657.7
6 | 698.7 | 699.2 | 700.3 | 701.9 | 704.1
7 | 738.0 | 738.4 | 739.4 | 740.8 | 742.6
8 | 7682 | 768.6 | 769.4 | 770.6 | 772.2
9 | 790.1 | 7904 | 791.0 | 7919 | 793.1
10 | 802.6 | 802.8 | 803.2 | 803.8 | 804.6
11 | 807.6 | 807.7 | 808.0 | 808.3 | 808.8

rlagl

FIGURA 6.19: Bandas rotacionales de la molécula de Bes. Se muestran los niveles de
energiaconv = 1,2,3,4,5y L =0, 1, 2, 3, 4. Se modifico la escala del lado derecho
para poder observar las bandas rotacionales.

Para observar el efecto centrifugo sobre las funciones de onda radiales, en la Fi-
gura 6.20 se muestran las funciones de onda radiales para el estado con v = 10 con
L =0,1,2,3,4. Es importante hacer notar que para el estado base este efecto era casi
imperceptible por tal motivo tinicamente se muestra el estado de mayor energia, para
el cual fue necesario hacer una ampliacion de la gréfica para observar el desplaza-
miento de la funcién de onda cuando el momento angular aumenta.
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FIGURA 6.20: Funciones de onda radiales para la molécula de Be, para los estados
con v = 10 con L = 0 (linea negra), L = 1 (linea roja), L = 2 (linea azul), L = 3
(linea verde) y L = 4 (linea amarilla). Se calcularon con el método HO-ADVR con
N = 250 considerando un valor iw = 20 cm™! y d = aj.

6.6. Atomo de Hidrégeno

Dada su importancia en el estudio de sistemas moleculares consideraremos el po-
tencial de Coulomb el cual merece especial atencién. Tomaremos como ejemplo el
estudio del 4tomo de Hidrégeno no relativista haciendo uso de los métodos ADVR
descritos anteriormente. Empezaremos con el Hamiltoniano del 4tomo del 4&tomo de
hidrégeno, siguiendo a M. Moshinsky [99]. En unidades de energia del primera 6rbita
de Bohr Ep = % pet/ 72, el Hamiltoniano toma la forma

H 1, on* 1
R — == 6.45
Ep  2uBEg’ WEpT’ (645)

donde identificamos la masa asociada al oscilador armdénico con la masa reducida del
atomo de hidrégeno. Sumando y restando el potencial del oscilador arménico a (6.45)
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obtenemos:

~

el A 2 1
R & R N (6.46)
EB 2 T

donde 7 es la distancia en unidades de d = \/1/puw, el término " es el Hamiltoniano

del oscilador armoénico en unidades de fiw y € es pardmetro adimensional dado por:

hw

o (6.47)

€ =
con w la frecuencia, considerada como un pardmetro variacional a determinar.

Consideremos la representaciéon del Hamiltoniano en el esquema del método HO-
ADVR, en la cual la matriz (6.48) en unidades de iiw toma la forma:

H =A™ — xTTAT, (6.48)
donde la matriz diagonal A(™ en la representacién de la energia es
1AM = (n + 3/2)um, (6.49)

el parametro « correlaciona las energias del oscilador armoénico y el las del d&tomo de
hidrégeno, mientras que la matriz diagonal en A’ ™) enla representacion de la coorde-
nada toma la forma

2
1A = [%f? +ev2 (6.50)

1
Por otro lado, en el esquema del método U(4)-DVR, introduciendo la realizaciéon
de la coordenada (5.28a) y el momento (5.28b) en el Hamiltoniano (6.46) se obtiene:

H 1 3 02 1,(D? 2v/N
i 1——1|n —__ el _|Z N . b1
o € [( N)na+2 N} |:2€ (2]\/ +e€ = (6.51)

La correspondiente representacién matricial toma la forma:

HE = A®) _ xTIAQT, (6.52)
donde A®) es como en (5.41). Mientras que la matriz diagonal A(?) del potencial toma
la forma: JF

1 1 €2V N
A = |22 — LY?+ =Y |5 .
1= |5 (5 et o+ S5 e (659
con&(¢, L) = /¢(C+2) — L(L +1) y x es el parametro de correlacion de energias. Es
importante notar que debido a las reglas de ramificaciéon ( = N,N —2,...,10r 0, el

numero total de bosones N debe ser considerado impar para evitar la singularidad
cuando £ = 0.

La diagonalizacion de las matrices del Hamiltoniano (6.48) y (6.52) dan lugar a
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los diagramas de correlacién de energias mostrados en la Figura 6.21 como funcién
del pardmetro x, considerando el pardmetro ¢ = 1. A pesar de que el diagrama de
correlacién es el mismo para ambos métodos la correspondiente dimension de la ba-
se es diferente para alcanzar la convergencia. En este diagrama se hace evidente la
degeneracion de n? caracteristica del 4tomo de hidrégeno, donde para simplificar la
grafica, tnicamente mostramos los momentos angulares L = 0, 1, 2. La degeneracion
2L +1 = 20 + 1 asociada a la proyeccién del momento angular (), m) no se mues-
tra debido a la independencia de (A/, m) del Hamiltoniano. Los estados por encima
del cero de energia corresponden a una discretizaciéon del continuo obtenida con los
métodos ADVR. Este tipo de descripcion del continuo también se observa en los po-
tenciales de Morse y Poschl-Teller [67, 68, 110].

La comparacion entre las energias exactas del atomo de hidrégeno E, = —1/n*y
las obtenidas con los métodos ADVR se muestra en la Tabla 6.18, los calculos con el
método HO-ADVR se realizaron con una dimensién de la base N = 2001 y los rea-
lizados con el método U(4)-UGA con un nimero total de bosones N = 4001. Como
criterio de convergencia se consideré que los cambios en las energias de cada estado
al ser calculadas con diferentes N + 50 fueran menores a 10~3 hw, estas diferencias se
muestran en la Tabla 6.19. Al observar las Tablas 6.18 y 6.19 se observa que el método
U (4)-UGA presenta una desventaja notable respecto al método HO-ADVR, ya que re-
quiere un base de mayor dimensién para alcanzar el criterio de convergencia y eso se
puede atribuir a la degeneracion accidental involucrada en (5.44) propia del método
U(4)-UGA. Sin embargo, con ambos métodos la dimensién del espacio es suficiente-
mente grande para converger al valor tedrico conocido de las energias.

TABLA 6.18: Energias exactas del 4tomo de hidrégeno E,, comparadas con las ob-
tenidas por el método HO-ADVR considerando la dimensién de la base N = 2001
y por el método U(4)-UGA con un ntimero de bosones N = 2001.

HO-ADVR U(4)-UGA
N = 2001 N = 4001
E, | L=0|L=1]|L=2] L=0] L=1] L=2
-1.0000 | -0.9969 -1.0033
-0.2500 | -0.2496 | -0.2500 -0.2509 | -0.2504

-0.1111 | -0.1111 | -0.1111 | -0.1111 | -0.1124 | -0.1122 | -0.1122
-0.0625 | -0.0625 | -0.0625 | -0.0625 | -0.0646 | -0.0646 | -0.0646
-0.0400 | -0.0400 | -0.0400 | -0.0400 | -0.0434 | -0.0434 | -0.0434
-0.0278 | -0.0275 | -0.0276 | -0.0276 | -0.0330 | -0.0330 | -0.0330
-0.0204 | -0.0173 | -0.0175 | -0.0180 | -0.0254 | -0.0256 | -0.0259
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FIGURA 6.21: Diagrama de correlacién de energias entre las energias del oscila-
dor arménico (k = 0) y las del 4tomo de hidrégeno (x = 1) correspondiente a los
Hamiltonianos (6.48) y (6.52), con (6.50) y (6.53), respectivamente. A la derecha de
ambas figuras se muestra el nimero cuantico principal n del 4&tomo de hidrégeno.
Se muestran los niveles con L,! = 0 (linea negra), L,l = 1 (linea roja) y L,l = 2
(linea verde). Los pardmetros considerados fueron e = 1 y N = 4001 en el caso del
método U(4)-UGA, mientras que de N = 2001 para el método HO-ADVR. El panel
inferior muestra un zoom a los estados ubicados por debajo del cero de energia.

Ahora consideremos el andlisis de las funciones de onda del &tomo de hidrégeno.
En el esquema del método HO-ADVR, el estado a-ésimo toma la forma:

N

N ) =D, Lm|l, ) n. L m), (6.54)

n=0
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TABLA 6.19: Diferencias entre las energias de cada estado calculadas con diferentes
N para los métodos HO-ADVR y U (4)-UGA. Se consider6 como criterio de conver-
gencia que las diferencias fueran menores a 10~ hw.

HO-ADVR U(4)-UGA

|E(N =2051) — E(N =1951)| | |E(N =4051) — E(N = 3951)|
L=0 L=1 L=2 L=0 L=1 L=2

1x10~* 7x107°
2x107° 9x107? 2x107° | 1x107°
5x1076 3x107? | 8x10713 | 3x107° | 3x107° | 3x10~°
2x1076 1x107° | 1x10~™ | 5x10~°® | 5x107° 5x107°
2x1076 51077 | 3x 1077 | 9x10™® | 9x10™® | 9x107°
8x107° 7x107° 5x107° | 1x10™* | 1x10~* 1x10~*
6x10~* 5x10~4 5x107* | 8x107® | 6x107° | 3x107°

mientras que para el método U(4)-UGA tenemos:

W20 = > (NTna LMy, 0 [[N]n LM). (6.55)

Nng=0

Las proyecciones radiales (r|¢/)) y (r[¢)Y,) se obtienen integrando sobre las varia-
bles angulares y proyectando sobre la coordenada r con:

(rln 1) = (rl[NInaL) = Aur'e™ L0 (), (6.56)

donde A,; = /(22(n — D)) /(y/7(n + 1+ 1)!!) es la constante de normalizacién y r
estd en unidades de d = /h/uw.

Las proyecciones (r|i)}) or (r|vY,) se pueden comparar directamente con las so-
luciones analiticas conocidas del 4&tomo de hidrégeno R,,(r), dadas por:

2\*(n—1-1) 2\ o
Rn — —r/nag [ < L2l+1 e 6.57
) \/<n> s () B () 6

donde ay es el radio de Bohr dado por ay = Arreoh? /me? = 0,529 A.

En la Figura 6.22 se muestran las graficas de las proyecciones radiales (r|¢2)) y
(r|¢£ ;) calculadas con los dos métodos ADVR en comparacién de las soluciones exac-
tas para los orbitales 1s, 2s, 3s, 2p, 3p and 3d. Se consider6 e = 1y por lo tanto fiw = Ep,
lo cual permite obtener las unidades de distancia d = /h/uw en el sistema MKS. A
pesar de la diferencia en la convergencia y la dimensién de la base utilizada, N = 2001
para el método HO-ADVR y N = 4001 para el método U (4)-UGA, las funciones radia-
les coinciden exactamente con las funciones téoricas (6.57). Ademads el traslape entre
las funciones radiales calculadas con uno y otro método también es exacto, lo reafirma



124

Capitulo 6. Aplicaciones: sistemas en 3D

la validez de los métodos ADVR para resolver problemas en 3D.
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FIGURA 6.22: Comparacion entre las funciones radiales calculadas con los méto-
dos HO-ADVR y U(4)-UGA Yy las funciones radiales exactas R,o(r) ; n = 1,2,3
y R21(r), R31(r), R32(r) para el atomo de hidrégeno. Con el método HO-ADVR se
utilizé N = 2001 y con el método U (4)-UGA se usé N = 4001 con € = 1. Las solu-
ciones exactas se muestran en linea punteada.

6.6.1. Efecto Stark

En esta seccién consideraremos el efecto de un campo eléctrico externo sobre el es-
pectro de energias del &tomo de hidrégeno. El campo eléctrico interacttia a través del
dipolo produciendo un espaciamiento de las lineas espectrales, el cual se conoce como
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efecto Stark, descubierto en 1913 [111]. Anteriormente, mostramos que los métodos
ADVR permiten resolver el Hamiltoniano del &tomo de hidrégeno libre con diferente
grado de convergencia, el método HO-ADVR necesit6 la mitad de la dimension de la
base en comparacion con el U(4)-UGA para describir con buena precision la energia y
las funciones de onda radiales. En esta seccién pondremos a prueba ambos métodos
para estudiar el efecto Stark en el &tomo de hidrégeno.

El Hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno en presencia de campo eléctrico toma la
forma: R o
H® = H+V(E), (6.58)

donde H es el Hamiltoniano del 4tomo de hidrégeno libre (6.45) y V(E) es la energia
potencial asociada a la interaccion del electrén con el campo eléctrico externo |E| a lo
largo del eje z:

V(E) = —e|E|z, (6.59)

el cual, en términos de Ep y ¢, se reescribe:

VIE) _ % mim (6.60)
EB €

con z en unidades de d y E en unidades atémicas e¢/a2 ~ 5 x 10° V/cm.

Consideremos la realizacién algebraica del término V(E) de acuerdo con los dos
métodos ADVR presentados en el Capitulo 5. En el esquema del método HO-ADVR,
de acuerdo a las expresiones (5.2), la componente z estd dada por:

1
zZ= 5(&3 + ap), (6.61)

cuyos elementos de matriz del operador a}, en la base (5.4) son:

I+1) [I+m+1)(l—m+1)
1,l+1 [ l 6.62
(n+ + m]a0|n,,m V(n+ +3\/2l+3\/ CESE . ( a)

(n+1,0—1mlajjn,l,m) = —/(n— [+ 2)\/(21 ~ 1)\/ ltggﬁ ;)m). (6.62b)

Por otro lado, en el método U(4)-UGA, tomando en cuenta las expresiones (5.28a) y
(5.28b) con la correspondencia z — Q /d, tenemos:

1 “
z=——D,. 6.63
v (6:63)

Usando el teorema de Wigner-Eckart, los elementos de matriz toman la forma:

(INJn'oL' M|D|[Nna LM) =(LM;10|L' M){[N]n'o L' || D||[N]n,L), (6.64)
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con los elementos de matriz reducidos dados en (6.29).

Considerando estos elementos, podemos diagonalizar el Hamiltoniano (6.58) con-
siderando ambos métodos ADVR. En la Figura 6.23 se muestran los niveles de energia
asociados al subespacio con n = 2 como funcién del campo eléctrico. Los circulos ne-
gros corresponden al espectro obtenido con el método U(4)-UGA, donde se considerd
un ntmero total de bosones N = 3501 hasta L = 16, mientras que los tridngulos azu-
les corresponden a los célculos realizados con el método HO-ADVR considerando
N = 3001 hata I = 11. Las lineas continuas corresponden al desdoblamiento de las
energias obtenidas por Menchero en la Ref. [112], cuya tendencia corresponde a la ob-
tenida con la teoria perturbativa. Dado que con cada método, la convergencia en las
energias obtenidas sin campo eléctrico es diferente, las lineas continuas se colocaron
de tal forma que se puediera seguir el desdoblamiento de los niveles.
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FIGURA 6.23: Efecto del campo eléctrico sobre las energias del subespacio conn = 2
conm = M = 0 en el &omo de hidrégeno. Los circulos negros corresponden al es-
pectro obtenido con el método U(4)-UGA tomando N = 3501 hasta L = 16, mien-
tras que los tridngulos azules corresponden al método HO-ADVR considerando
N = 3001 hasta [ = 11. Las lineas continuas corresponden a los cdlculos realizados
por Menchero en la Ref. [112]. | E| es el campo eléctrico en unidades atémicas.

En la Figura 6.23 se observa que el método U(4)-UGA describe bien el desdo-
blamiento de los niveles, mientras que el método HO-ADVR tiende a sobrestimarlo
conforme el campo eléctrico aumenta. Este hecho se puede atribuir a que la dimen-
si6n de la base usada con el método U(4)-UGA es mayor. Para observar con mayor
detalle lo que ocurre a campos eléctricos pequefios consideramos la Figura 6.24, don-
de se muestran las intensidades en el intervalo [0, 107]. En los calculos realizados con
ambos métodos ADVR, al principio se observa que el desdoblamiento en los niveles
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tiene una forma plana a diferencia de la linealidad predicha por el la teoria pertubati-
va. Esto se puede atribuir a que la dimensién de la base usada en ambos métodos no
es la suficiente para reproducir este comportamiento. Para analizar este altimo pun-
to, consideremos la Figura 6.25 en donde se analizan los resultados obtenidos con el
método HO-ADVR con diferente dimensién de la base. Los tridngulos negros corres-
ponden a N = 3001, mientras que los tridngulos rojos corresponden a N = 1501. En
esta grafica se nota que cuando la dimensién de la base aumenta la tendencia en los
desdoblamientos de los niveles de energia tienden a la linealidad como se esperaba.
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FIGURA 6.24: Efecto del campo eléctrico sobre los niveles de energia con n = 2
del 4tomo de hidrégeno para M = m = 0 en el intervalo [0,107%] en unidades
de |E| correspondiente a la Figura 6.23 . Los circulos negros corresponden a los
resultados obtenidos con el método U(4)-UGA considerando N = 3501 hasta L =
16. Los tridngulos azules corresponden a los resultados obtenidos con el método
HO-ADVR considerando NV = 3001 hasta [ = 11.

Consideremos ahora el efecto del campo eléctrico sobre el subespacio de energias
con n = 3, los resultados obtenidos con los dos métodos ADVR se muestran en la
Figura 6.26 para M = m = 0. Se obtiene el mismo comportamiento que en el ca-
so anterior en comparacién con el resultado obtenido por Menchero en la Ref. [112].
También se observa que el método U(4)-UGA reproduce correctamente el desdobla-
miento de los niveles, mientras que el método HO-ADVR tiende a sobrestimarlo.

El tratamiento convencional del efecto Stark se realiza mediante la teoria de per-
turbaciones. Consideremos el caso para n = 2 en el &tomo de hidrégeno para el cual
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FIGURA 6.25: Efecto del campo eléctrico sobre los niveles de energia con n = 2
del atomo de hidrégeno con m = M = 0 obtenidas con el método HO-ADVR
para N = 1501 (tridngulos rojos) y N = 3001 (tridngulos negros). Se considero el
intervalo [0, 10~%] en unidades de |E|.
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FIGURA 6.26: Efecto del campo eléctrico sobre las energias del subespacio conn = 3
conm = M = 0 en el &tomo de hidrégeno. Los circulos negros corresponden al es-
pectro obtenido con el método U(4)-UGA tomando N = 3501 hasta L = 16, mien-
tras que los tridngulos azules corresponden al método HO-ADVR considerando
N = 3001 hasta [ = 11. Las lineas continuas corresponden a los célculos realizados
por Menchero en la Ref. [112]. | E| es el campo eléctrico en unidades atémicas.
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existen cuatro estados con la misma energia los cuales son |¢)200), |¢210) V |12141), da-
dos por:

(1 —17/2a9)
V24§

2
r/240 /20y, (6.65b)
6a3
T/2a

3
6ag

Pa00 = e~ "2y, (6.65a)

¢21o =

e 20y (6.65¢)

1/}2111 =

En este contexto, considerando que la direccién del campo eléctrico es en la di-
reccion z, el potencial (6.59) toma la forma V(E) = —ez|E| = —e|E|r\/4n/3Y1,. De
lo anterior se puede ver que solamente los estados |t200) V |t0210) interacttian a tra-
vés del potencial (6.59), ya que la proyeccién del momento angular se preserva y los
integrandos involucrados en los elementos de matriz de la perturbacién son funcio-
nes impares en el espacio de la coordenada. Por lo tanto, las energias de los niveles
perturbados dan como resultado [113]:

E. = E, + 6|E|, (6.66)

donde la energia estd dada en unidades de 7iw y el campo eléctrico en unidades até-
micas. La magnitud del desdoblamiento de los niveles es proporcional al campo eléc-
trico, dando lugar al efecto Stark lineal. Las lineas obtenidas con la ecuacién (6.66)
coinciden exactamente con las lineas continuas mostradas en la Figura (6.23), en don-
de la desviacién de la tendencia lineal se da alrededor de 0.0004 |E|.

Cabe mencionar que en el caso del anélisis del Efecto Stark con los métodos ADVR,
el rompimiento de la simetria esférica trajo consigo una demanda computacional mu-
cho mayor respecto a los otros ejemplos analizados en este capitulo. Fue necesario
fijar un valor para el momento angular para cortar la dimensién de la base, ya que
en caso de no hacerlo habria que diagonalizar matrices de (3,067, 752)? elementos, lo
cual con nuestra capacidad de computo era imposible. Esta restricciéon en el momento
angular considerada en nuestros calculos es valida ya que el desdoblamiento de los
niveles de energia que analizamos en esta seccién no presentaron cruces ni se mez-
claron entre si. La mezcla de los niveles de energia con n = 2 y n = 3 con diferentes
momentos angulares se present6 hasta L, = 5.

En este capitulo presentamos las aplicaciones de los métodos ADVR para resolver
potenciales en 3D tal fue caso del potencial de Morse, Poschl-Teller y Varshni, en el
caso del potencial de Morse se presentaron aplicaciones précticas como el cdlculo de
los momentos de inercia y el estudio de transiciones dipolares. También se considera-
ron aplicaciones reales como la obtencién del espectro de vibracién y de rotaciéon de
la molécula de O,, la obtencién de las energias del estado base de la molécula de Be,
y el estudio del a&tomo de hidrégeno y del efecto Stark.






131

Conclusiones

En este trabajo se plante6 la metodologia general para obtener la representacion de
variable discreta de la coordenada y el momento a través del dlgebra compuesta por
los operadores escalera cuyos elementos de matriz estdn dados en términos de una
base completa. Esta idea se implement6 para resolver distintos problemas en 1D, 2Dy
3D. Dicha metodologia sigue los siguientes pasos. Primero partimos de un sistema cu-
yo Hamiltoniano tenga solucion analitica, el segundo paso consiste en construir una
base completa a partir de polinomios ortogonales cuya funcién peso sea el estado ba-
se del Hamiltoniano inicial, en el tercer paso se obtiene la representaciéon matricial
de la coordenada y el momento en términos de los operadores escalera obtenidos a
partir de la factorizacién del Hamiltoniano inicial y de la base completa del paso dos,
como cuarto y ultimo paso se diagonaliza la representacién matricial de la coordena-
da y el momento del paso tres. De este tltimo paso, los valores propios obtenidos son
los puntos DVR de la variable en cuestion (coordenada o momento), mientras que los
vectores propios forman una base en la cual la variable (coordenada o momento) es
diagonal. Con lo anterior, cualquier funcién de la coordenada o el momento tendra
una representacion de matriz diagonal en la correspondiente base. A este método lo
denominamos método algebraico de representacion de variable discreta (método ADVR) y
su principal ventaja es que al ser puramente algebraico evitamos la integracién de
funciones.

Se ha establecido el método ADVR en 1D partiendo de los Hamiltonianos con
soluciones conocidas asociados a los siguientes potenciales: el de oscilador arménico
(HO-ADVR), el de Morse (M-ADVR) y el potencial de Péschl-Teller (PT-ADVR). Tam-
bién se plante6 el método algebraico basado en el grupo unitario U(2) (U(2)-UGA), el
cual consiste en adicionar un bosén escalar al espacio del oscilador arménico, con lo
cual, el grupo U(2) se convierte en un grupo dindmico y es posible expresar la coorde-
nada y el momento en términos de sus operadores invariantes. El método U(2)-UGA
es considerado como un método ADVR, ya que la coordenada y el momento toman
sus valores discretos a través de los valores propios de los operadores invariantes del
grupo. Todos estos métodos se caracterizan por la identificacién de bases discretas
asociadas a la coordenada (o al momento) y en todos ellos las bases estdn localizadas
en los valores propios de la coordenada (o del momento), a excepcién del método
U(2)-UGA donde no ocurre esto. Esta caracteristica establece la diferencia entre los
métodos HO-ADVR y U(2)-UGA, que al estar ambos basados en el oscilador arméni-
co pueden parecer equivalentes, el analisis de la convergencia es considerablemente
mds lento para el método U(2)-UGA debido posiblemente a que existe una degenera-
cién involucrada por el tipo de base.
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Las aplicaciones en 1D consideradas en este trabajo consisten en el andlisis del
potencial de Morse, el de Kratzer-Fues, Deng-Fan y el potencial de Varshni. Estos po-
tenciales tienen la caracteristica de ser asimétricos y todos son usados para describir
interacciones entre 4&tomos en moléculas. Entre los métodos HO-ADVR, U(2)-UGA y
M-ADVR, solo el altimo presenta una base asociada a un potencial asimétrico. Este
hecho hace que el método M-ADVR sea el mds adecuado para describir este tipo de
potenciales con una dimensién de la base relativamente pequefia. Con la finalidad de
describir un potencial simétrico se consider6 el caso del potencial de Péschl-Teller y el
método algebraico basado en este potencial (PT-ADVR), el cual presenta algunas ana-
logias con el método M-ADVR como el hecho de que la representacién matricial del
Hamiltoniano es tridiagonal. Con este ejemplo queda claro que la mejor descripciéon
se da en términos de una base con la misma simetria del potencial a estudiar. Dentro
de los potenciales interatémicos, como caso especial consideramos el estudio del po-
tencial de Lennard-Jones (L]), el cual represent6 un reto debido a que la coordenada
aparece elevada a potencias altas. Guiados en la simetria de este potencial decidimos
implementar directamente el método M-ADVR para su estudio. A pesar de obtener
energias razonables, la convergencia en las funciones de onda no fue satisfactoria y
es el tinico ejemplo en donde dicha convergencia no se pudo alcanzar al aumentar la
dimension de la base. Por tal razén, fue necesario expresar el potencial L] como un
desarrollo en términos de la variable de Morse. Este acercamiento al problema nos
permiti6 obtener una correcta descripcion de las energias y de las funciones de onda
del potencial de L] pero sobre todo marcé la pauta para poder estudiar potenciales
més complicados, como es el caso de los potenciales obtenidos mediante métodos ab
initio. Para ejemplificar este tltimo punto consideramos la obtencién de los niveles de
energia de la molécula de H,.

Es posible realizar la extensiéon de los métodos ADVR a 2D, en particular, en el
marco del los métodos HO-ADVR y U(3)-UGA. En el caso del método HO-ADVR,
la construccién de los operadores escalera a partir del Hamiltoniano de oscilador ar-
monico en 2D es considerablemente méas complicada que su contraparte en 1D, sin
embargo, una vez que se conocen los elementos de matriz de la coordenada y el mo-
mento en términos de estos operadores la metodologia es la misma. Por otro lado,
el método U(3)-UGA es analogo al caso en 1D. Como aplicacién hemos considerado
el estudio de moléculas no-rigidas, como el subéxido de carbono C;0,, mediante el
potencial cudrtico. Con nuestros métodos fue posible reproducir una de las caracte-
risticas principales de este tipo de moléculas la cual es la apariciéon de monodromias,
este resultado nos da la confianza de que nuestros métodos mantienen la conexién
con el espacio de configuraciones. También consideramos como aplicacién resolver el
Hamiltoniano asociado al potencial de Coulomb en 2D el cual cuenta con soluciones
analiticas conocidas. Para este caso, el método que resulté mads eficiente para la des-
cripcién de las energias y las funciones de onda fue el método U (3)-UGA, en contraste
con los casos estudiados en 1D donde el método HO-ADVR brindé la mejor descrip-
cion.



6.6. Atomo de Hidrégeno 133

En el mismo sentido, el método HO-ADVR fue extendido al caso en 3D y los re-
sultados fueron comparados con los del método U(4)-UGA. Tal como ocurri6 en 2D,
para el método HO-ADVR la construccién de los operadores escalera del oscilador
armonico en 3D no es trivial. Como aplicacion se analizaron los potenciales de Mor-
se, de Poschl-Teller y de Varshni en 3D. En el caso de potencial de Morse se conocen
soluciones analiticas exactas para momento angular nulo. En el caso del potencial de
Poschl-Teller es interesante notar que la paridad se conserva, ya que la mitad de los
estados desaparecen debido a la barrera del potencial en el origen. En estos potencia-
les el método HO-ADVR resulta ser mds eficiente en comparacién con el U(4)-UGA.
Como aplicaciones précticas, calculamos los momentos de inercia y las transiciones
dipolares en el caso del potencial de Morse y logramos reproducir satisfactoriamente
la estructura de bandas rotacionales y la interaccién vibracién-rotacién de moléculas
diatémicas. También como ejemplos précticos estudiamos los estados vibracionales y
rotacionales de la molécula de O, y Be; reproduciendo satisfactoriamente los datos
experimentales disponibles. Por dltimo analizamos el &tomo de hidrégeno y el efecto
Stark, en donde el método HO-ADVR mostré una mejor eficiencia para reproducir
las energias y las funciones de onda, mientras que el método U(4)-UGA resulté ser
mas adecuado para describir el desdoblamiento de los niveles de energia en el efecto
Stark, a pesar de que el rompimiento de simetria hacia que la dimension de las matri-
ces involucradas fuera muy grande.

En este trabajo hemos presentado en detalle un método sistemético para la cons-
truccion algebraica de una representacién de variable discreta de la coordenada y el
momento. En el caso del método en 1D, se presentaron los métodos HO-ADVR, M-
ADVR, PT-ADVR y U(2)-UGA. En 2D y 3D solamente se obtuvieron las extensiones
para los métodos HO-ADVR y U (4)-UGA. La principal ventaja de este enfoque es que
a través de manipulaciones puramente algebraicas podemos obtener una representa-
cién matricial simple de la coordenada y el momento. Como posibles extensiones del
trabajo se encuentra la descripcién de los factores de Frank-Condon con los métodos
ADVR, la aplicacién al estudio de potenciales periédicos y el estudio de la colisién
entre un 4&tomo y una molécula diatémica en la aproximacion semi-cldsica.
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Apéndice A. Efecto de la dimension de
la base en el método HO-ADVR

En el esquema del método HO-ADVR, se puede obtener la soluciéon de la ecuacién
de Schrodinger mediante las representaciones matriciales del Hamiltoniano (1.14) y
(1.19). Ambas expresiones son equivalentes siempre y cuando la dimensién del espa-
cio sea suficientemente grande para el caso en 1D. Para mostrar lo anterior conside-
raremos el caso del potencial de Morse en 1D, como se hizo en la Subseccién 2.2.1.
Como se puede ver en la Tabla I, para una dimesién de la base de N = 49 los niveles
de energia més altos cambian al calcularse con la férmula (1.14) o (1.19), sin embar-
go, al aumentar la dimensién de la base a N = 84 se obtienen las mismas energias
usando ambas férmulas. Este comportamiento se repite en para los potenciales de
Kratzer-Fues y Deng-Fan. En contraste, para el potencial de Varshni se obtienen los
mismos niveles de energia usando ambas férmulas como se observa en la Tabla II,
esto se puede atribuir a que la dimensién de la base es lo suficientemente grande para
la alcanzar la convergencia.

TABLA I: Comparacién entre los niveles de energia del potencial de Morse en 1D
calculados con la férmula (1.14) y (1.19) dentro del esquema del método HO-ADVR.

H=WAPOW - TIAODT [ H=A®) L TIADT

N =49 N =49
v | Ep(v) | Ec(v) | error % Ec(v) | error %
0 | -9.7561 | -9.7561 0.0000 -9.7561 0.0000
1| -8.8049 | -8.8049 0.0000 -8.8049 0.0000
2 | -7.9024 | -7.9024 0.0000 -7.9024 0.0000
3 | -7.0488 | -7.0488 0.0000 -7.0488 0.0000
4 | -6.2439 | -6.2439 0.0000 -6.2439 0.0000
5 | -5.4878 | -5.4878 0.0001 -5.4878 0.0003
6 | -4.7805 | -4.7803 0.0051 -4.7800 0.0096
7 | -4.1220 | -4.1177 0.1029 -4.1151 0.1672
8 | -3.5122 | -3.4771 1.0007 -3.4628 1.4079
9 | -29512 | -2.8037 4.9978 -2.7655 6.2925

N =284 N =284
5 | -5.4878 | -5.4878 0.0000 -5.4878 0.0000
6 | -4.7805 | -4.7805 0.0000 -4.7805 0.0000
7 | -4.1220 | -4.1220 0.0000 -4.1220 0.0000
8 | -3.5122 | -3.5122 0.0001 -3.5122 0.0002
9 | -29512 | -2.9511 0.0047 -2.9510 0.0067
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TABLA II: Comparacién entre los niveles de energia del potencial de Varshni en 1D
calculados con la férmula (1.14) y (1.19) dentro del esquema del método HO-ADVR.

H=WAOW +TAODT [H=A®) - TIA@DT

N =133 N =133

v Ec(v) Ec(v)

0 -8.7239 -8.7239

1 -6.1282 -6.1282

2 -4.0055 -4.0055

3 -2.3166 -2.3166

4 -1.0520 -1.0520

5 -0.2392 -0.2392




137

Apéndice B. Grupos y algebras de Lie

Propiedades de los grupos y algebras de Lie

Un grupo abstracto G estd definido como un conjunto de elementos X;(i = 1,...,n),
los cuales bajo una regla de composicion satisfacen las condiciones [85]:

Cierre. Si X; y X; pertenecen a (G, entonces el producto X, X; estd en G.

Asociatividad. La siguiente propiedad es vélida:

Xi(X;Xy) = (XiX;) X

Identidad. Existe un elemento E tal que

Inverso. Para cada X; existe un elemento X ' tal que

XZ‘XZ-_l = Xi_lXZ' = E

El ntimero de elementos n del grupo se le conoce como el orden del grupo. En los
grupos de Lie todos los elementos se pueden obtener mediante las potencias de un
conjunto de operadores z;,i = 1,...,m, llamados generadores.

Los generadores definen el dlgebra de Lie si se cumple la condicién,
[z, 2] = Z ci-“jxk (B.1)
k

y satisfacen la identidad de Jacobi
(i, [, wil] + [, [, ]] + [, [, 24]] = 0, (B.2)

El conjunto de constantes cj; se conocen como constantes de estructura y su valor de-
termina las propiedades del dlgebra y el grupo de Lie. Se conoce como orden m del
algebra al nimero de operadores z;,i = 1,...,m.
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Se dice que un subconjunto y,,p = 1,..., h del conjunto de generadores z; forma
una subalgebra de G’ del dlgebra G si se cumple
[ypa yq] = Z C;qu, (B.3)

r

y se designa como
z €G, y€G, GDG. (B.4)

También se dice que dos algebras son isomorfas si tienen las mismas reglas de con-
mutacién, por ejemplo los dlgebras U(1) y SO(2) son isomoérfas [8].

Normalmente las dlgebras se designan con letras mintisculas mientras que los gru-
pos con mayusculas. Por ejemplo, el dlgebra su(2) designa el dlgebra de transforma-
ciones unitarias (u) especiales (s) en 2D (2), mientras que el grupo asociado es el grupo
SU(2). En algunos textos se usan maytusculas para representar el dlgebra y el grupo.
La letra u se usa para transformaciones unitarias y la letra o para transformaciones
ortogonales, las cuales pueden tener determinante +1. La letra s designa transforma-
ciones especiales, es decir, transformaciones con determinante +1 [8]. A continuacién
se describiran las propiedades de las algebras unitarias y ortogonales.

Algebras unitarias y ortogonales

Para definir el grupo U(n) consideremos el espacio de n dimensiones en el campo de

los ntimeros complejos, donde los vectores (z;, .. ., z,) se transforman como [10]
Z; = Z Uiij, donde Z Ul]U]:J = 52'].3, o [I[IJf =1 (B5)
j=1 Jj=1

Es posible expresar las transformaciones unitarias infinitesimales como
U =1 +ieS, (B.6)

con ¢ un parametro real pequefio y S una matriz hermitiana, es decir S = S, por lo
cual
UU" ~ (I +ieS)(I —ieST) ~ T+ 4e(S — ST) = L. (B.7)

Consideramos la accién de una transformacién unitaria infinitesimal que actta
sobre una funcién arbitraria en este espacio f(z;)

Uf(zz) = f(Z;) = f(ZZ + 1€ Z Sz‘ij) = f(Zz) + 1€ Z Siij% + ... s (B8)
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lo que significa que, a primer orden en ¢, la transformacién unitaria infinitesimal es
generada por el operador

0

iEZ Swgf, donde QZ] = ZZa—ZJ

ij

(B.9)

Dado que S es una matriz hermitiana, podemos ver que hay n? expresiones lineal-
mente independientes del tipo (B.9) que pueden ser considerados como los generado-
res de la transformacién infinitesimal unitaria. Como se cumple que [0/0z;, z;] = 0;j,
se satisfacen las relaciones de conmutacién

61,6 = Giojn — Glow; i jikI=12,...n (B.10)

esta relacién define el algebra de Lie U(n). Por ejemplo, el grupo unitario U(n) esta
relacionado con el problema de fermiones [10].

Andlogamente, consideremos las transformaciones ortogonales en el espacio n-
dimensional

J=1 Jj=1

es decir, R es la transpuesta de R. La transformacion infinitesimal ortogonal puede

ser expresada como
R=1+T, (B.12)

con € un pardmetro real pequefio y T una matriz antisimétrica y real, es decir T}; =
—T5;, por lo cual [10]

RR~ (I4+eT)I+eT)~I+¢T+T)=1 (B.13)

Una funcién arbitraria g(z;) sobre la cual acttie una transformacién infinitesimal
ortogonal

Ro(z) = g(2}) =gz + eZTm) (B.14)

= zz—}-ez Z]a

i,j=1
- 39 dg
= st ve 31 (o5 aZ])+ :
1<j=1
de donde se identifican los operadores

Ay =G/ — G donde G!= 21»%. (B.15)
J
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como los generadores de las transformaciones ortogonales, de la ecuacién (B.15) se
tiene que hay n(n — 1)/2 generadores independientes, usando la ecuacién (B.10) se
obtiene la relacion de conmutacion

(AL, AL] = Nadje + M + Aijdi + Aridjo (B.16)

la cual define el dlgebra de Lie SO(n) [85].

Operadores de Casimir

Para cualquier algebra de Lie G, se puede construir un conjunto de operadores inva-
riantes u operadores de Casimir, C, tales que

[Cx} —0 Vi, € G (B.17)

es decir, los operadores C, conmutan con todos los elementos del dlgebra, por lo cual
se conocen como invariantes. Los operadores C' pueden ser lineales, cuadréticos, ct-
bicos, etc., en los /s.

C, = E Jaraz.apTarTay - - - Ty, - (B.18)

a1Qa2...0p

Un operador de Casimir C' que contiene p operadores z se le conoce como operador de
Casimir de orden p. S6lo las dlgebras U(n) tienen operadores de Casimir lineales. Si el
operador C' es invariante, también lo son sus potencias y aC, donde a es una constan-
te. Alnamero de operadores Casimir independientes se le llama rango del 4lgebra [8].

El ejemplo mds simple de un 4lgebra de Lie es el algebra del momento angular,
tiene una realizacién SO(3) con tres componentes G = J,, J,, J, que cumplen las
relaciones de conmutacion [J,, J,| = iJ,, [Jz, Jx| = iJy, [J,, ], 2] = iJ,. El dlgebra
SO(3) tiene como subalgebra SO(2), con un componente G’ = J,, que satisface la
relacién de conmutacion trivial [J,, J.] = 0. El dlgebra SO(3) tiene un s6lo operador
de Casimir C[SO(3)] = J2 + J} + J? = J*. Las algebras SO(3) y SU(2) son isomorfas,
es decir, SO(3) =~ SU(2).
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Apéndice C. Conexidn entre el espacio
algebraico y el de configuraciones

La conexioén entre el espacio de configuraciones y el espacio de coordenadas se reali-
za a través de un mapeo con la base de oscilador arménico, cuyo esquema general es
presentado a detalle en [47]. En esta seccién se discribird el método de minimizacién
que permite la conexién entre ambos espacios, tomaremos como ejemplo el caso en
1D.

Consideremos el Hamiltoniano del oscilador arménico en el espacio de configura-
ciones H.;(q,p) dado por (1.1), cuya ecuacién de Schrodinger asociada es

A~

Hes(q,p)Yn(q) = Enthn(q). (C1)

Haciendo uso de los operadores de creacién y aniquilacién (1.4) la ecuacién (C.1)
puede escribirse en el espacio de Fock como

HFock|n> = En‘”) (CZ)

donde |n) tiene la forma (1.6). El objetivo es encontrar una expresién equivalente a
(C.2) en el espacio algebraico U(2) que satisfaga
H [[INJn) = Ey|[N]n) (C3)

alg

donde |[N]n) es la base (1.58). La comparacién de la ecuacion (C.2) y (C.3) sugiere el
mapeo

|n) ~ |[N]n); n=0,1,...N. (C4)
es decir, se establece un mapeo entre la base del subgrupo U(1) y la base del oscilador

armoénico en 1D. Ahora bien, un operador arbitrario en el espacio de configuraciones
F.s tiene una representacion algebraica F,;, dada por el desarrollo [47]

ﬁalg ~ Z&gm)(fCS)YSPTTIJ (C'S)

donde |m) designa un estado arbitrario |[N]n), Y, son los generadores del grupo U(2),
P,, = |[N]n){[N]n| es el operador de proyeccién en la base algebraica y los coeficientes

al™ (Fes) son determinados minimizando el error de la aproximacién (C.5) como se
describe a continuacién. En (C.5) se ha supuesto por conveniencia una aproximaciéon
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lineal, pero el tratamiento es més general.

Introducimos ahora el operador A como la diferencia entre ., y su aproximacién
algebraica

A=F, - Za (Fes) VP (C.6)

El error de la aproximacion (e) es calculado mediante el promedio de AAT:
e = Tr(pAA", (C.7)

donde p es el operador de densidad

N N N
5= paln(n| & Y pal[NJn)([N]n], donde Y p,=1" (C8)
Los coeficientes agm) se obtienen minimizando el error €
Oe
=0 Vs,m, (C.9)
dal™

lo cual conduce al sistema de ecuaciones

Za Fo)m|YIpYi|m) = (m|V pF.|m), (C.10)

donde los coeficientes agm) (Fes) son dependientes del estado. Podemos obtener la

representacion algebraica de la coordenada ¢ y el momento p identificindolos con el
operador F., mientras que o) y P con falg, considerando los generadores de U(2)

Y, =a's, Y,=sa. (C.11)

Esta identificacién es apropiada y suficiente debido al mapeo (C.4). Tomando en cuen-
ta el sistema de ecuaciones (C.10) y los elementos de matriz de los generadores del
grupo U(2) en la base |[[V]n) descritos en (1.59a) se tiene:

(m| Y pYilm) = 6,5 > pal (n|Yylm)[?, (C12)
<m|}A/TTﬁﬁcs|m> = an<n|ﬁ‘|m>*<n|ﬁ05|m> (C.13)

Los resultados (C.12) y (C.13) permiten obtener los coeficientes " en forma cerrada

o _ NI [N} (0] P 1)
([Nl V7| [N]m) 2
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Sustituyendo los correspondientes elementos de matriz en (C.14) se obtiene

i h 1 | i
_ i i
- + P, C.15
© QMW;[\/N—naS \/N—n—i—lsa} (C15)

5 0 1 ; 1 Pl s
P = ﬂ\/huw; {ma 5+ \/ms a} P,. (C.16)

Los coeficientes dependientes del estado ai™ son los mejores para reproducir los
elementos de matriz en el espacio de configuraciones usando el mapeo (C.4) en la
aproximacion lineal, donde los operadores (C.15) y (C.16) estdn dados en la base
(1.58). Esto, sin embargo, no representan una mejora a la aproximacién armonica.
Un método alternativo consiste en considerar un desarrollo independiente del estado
como a continuacién se explica.

Consideremos la aproximacion lineal con coeficientes independientes del estado

]:—alg ~ Z O‘s(}‘cs)ysa (C17)

usando el método de minimizacién descrito anteriormente obtenemos el sistema de
ecuaciones o o
> oy (Fo) Tr(pVLY]) = Tr(pFuY)). (C.18)

Tomemos en cuenta el caso fisico en el que el estado base domina en la distribucién
de estados, es decir,
po=1—¢€ p=e¢, (C.19)

considerando el limite € — 0. El resultado es

A L [a's+ sta
_ C.20
o M{ < } (C20)

. i a's — sta
P =i [T] | (C21)

Las expresiones (C.20) y (C.21) son la realizacién algebraica de la coordenada y el
momento que presentamos en el Capitulo 1 en la ecuacién 1.60.
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Apéndice D. Caracteristicas del modelo
vibrénico

En esta seccion presentaremos las principales caracteristicas del modelo vibrénico
U(n + 1) para describir los grados de libertad ro-vibracionales de las moléculas. El
objetivo es identificar las condiciones que definen el modelo vibrénico para estable-
cer las diferencias con los métodos algebraicos de representacién de variable discreta
(métodos ADVR).

El primer ingrediente del modelo vibrénico consiste en agregar un bosén escalar
s'(s) al espacio de los operadores bosonicos af,(a,) asociadas con el oscilador armé-
nico en n dimensiones. Los productos bilineales de estos operadores satisfacen las
relaciones de conmutacion de los generadores del grupo U(n + 1). Para cada dimen-
sion tenemos las siguientes componentes de los operadores a},(a,, ):

n=1 pn=0,
n=2; p==xl,,
n=3; p=0,+£1,,
con a, = (—1)'"*a_,. Cualquier variable dindmica puede ser expresada como un

desarrollo en términos de los generadores del grupo U(n + 1), el cual presenta la
siguientes cadenas:

Un+1)>U(n) D> SO(n) DSOn—1), (D.1a)
Un+1)D>S0(n+1)>S0(n)D>SO(n—1), (D.1b)
Un+1) D80 +1) > 8S0(n) d>SO(n—1), (D.1¢)

cuando la condicién SO(m); m > 1 no se satisface la cadena se corta. Por lo tanto, el
altimo grupo ortogonal SO(n — 1) aparece tinicamente para n = 3, mientras que el
grupo ortogonal SO(n) no aparece para n = 1. Cada grupo de las cadenas (D.1) tiene
un operador invariante u operador de Casimir y el conjunto de los operadores de Ca-
simir asociados a cada cadena constituyen un conjunto completo de operadores que
conmutan, por sus siglas en inglés CSCO, el cual permite etiquetar una base completa.

En el esquema del modelo vibrénico, la cadena asociada al grupo SO(n + 1) se
mapea a las funciones de un oscilador con minimo desplazado de tal forma que la
simetria dindmica presenta un espectro tipo Morse. En esta direcciéon el Hamiltoniano
a orden cero del oscilador con minimo desplazado toma la forma de un desarrollo
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lineal en términos de los operadores de Casimir:

ﬁSO(nH) = Fy+ aéSO(n+1) + ﬁéSO(n)~ (D.2)

La caracteristica principal es que el espectro del Hamiltoniano (D.2) provee de un
espectro tipo Morse con bandas rotacionales propias del oscilador con minimo des-
plazado para n = 2,3 [35, 85].

Por lo tanto, de acuerdo a los fundamentos del modelo vibrénico SU(n + 1) los
siguientes elementos estdn estan presentes:

» Se introduce el bosén escalar al espacio del oscilador arménico en n dimensiones
para obtener el grupo unitario U(n + 1) como grupo dindmico del sistema. Esto
significa que cada variable dindmica puede ser expresada en términos de los
generadores de la correspondiente dlgebra u(n + 1).

= La adicién del bosén escalar enriquece el espacio con bases completas asociadas
a las diferentes cadenas.

= Cada cadena provee de una simetria dindmica, que en principio puede ser usada
para describir un sistema fisico a orden cero.

= Se propone un mapeo entre los estados propios de la simetria dindmica SO(n +
1) y las funciones tipo Morse. Este es un punto crucial ya que establece las reglas
de ramificacién en correspondencia con el espectro.

» La cadena asociada al grupo SO(n + 1) no juega un papel fundamental en la
descripcién del modelo.

El primer ingrediente del modelo vibrénico es usado para introducir el método alge-
braico basado en grupos unitarios o método UGA como se mencioné en la descripcion
de los métodos ADVR.
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