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Capitulo 1

Introduccion

Al estudiar por primera vez mecanica cudntica, el estudiante tipico pasa por al menos tres etapas
no necesariamente disjuntas: primero curiosidad y asombro por el intimidante aparato matematico,
luego frustracién por la falta de imagenes claras en la dindmica, y finalmente resignacién. Es posible
que el lector recuerde en cual de estas etapas pasé mas tiempo, o probablemente sigue.

Es interesante notar que ésto no sélo sucede a los estudiantes, pues no es dificil encontrar a gente
notable como Richard Feynman', Gell-Mann?, o atin fundadores de la teorfa confesando su falta de
entendimiento de la teoria. Por ejemplo, al leer los 4 articulos en donde Erwin Schrédinger introdujo
su ecuacién y discuti6 algunas implicaciones inmediatas [4], se puede notar como la seguridad del
autor sobre la realidad fisica de la funcién v va en decremento?, al punto en donde el autor cuestiona
la falta de realidad fisica de su ecuacién. Esta dificultad de asignar significado fisico a los elementos
mas fundamentales derivé en la multitud de interpretaciones a la teoria.

La interpretacion mas popular, profesada consciente o inconscientemente por la mayoria de los
fisicos es la llamada interpretacion ortodoza (también conocida como interpretacion de Copenhage),
la cual propone basicamente que la mecédnica cuintica describe de manera completa y exhaustiva
un dnico sistema fisico (un electrén en presencia de un potencial, por ejemplo), entre cuyos prin-
cipales representantes se encuentran Niels Bohr, Werner Heisenberg, Max Born, Pascual Jordan,
etcétera. Al adoptar esta interpretacion, inmediatamente uno se enfrenta con algunos problemas
conceptuales, como el famoso problema de la medicién: Si se tiene una funcién de onda en términos
de la posicién del sistema, al realizar una medicién de éste, la funcién de onda “colapsa” instan-
tdneamente a la posicion medida. La pregunta es, entonces jcudl era la posicién del sistema antes
de que se realizara la medicién? Intentando resolver este problema, algunos de los fundadores de
la interpretacién comenzaron a proponer ideas cada vez mas radicales, como el que las mediciones
crean el resultado como Jordan?, o incluso hasta llegaron a negar la realidad fisica del sistema como
Heisenberg®. Todo este embrollo interpretativo se expresa mejor en palabras de Edwin Jaynes: “[la

'En sus palabras “..Me parece que puedo decir con toda seguridad que nadie entiende la mecénica cuintica”

durante su sexta lectura en la Universidad de Cornell el 18 de noviembre de 1964 [2].

2Quien expres6 “La mecédnica cudntica, esa misteriosa, confusa disciplina, que nadie entiende realmente pero que
sabemos cémo utilizar.” [3].

3En los primeros dos articulos, Schrédinger seniala que la funcién 1 debe ser de origen electromagnético, posible-
mente de alguna vibracion del sistema. Sin embargo, al final del ultimo de sus 4 articulos, indica que dicha interpre-
tacién es muy probablemente errénea, pues todo le parece indicar que la funcién ¢ no es mas que un objeto mate-
matico que permite describir, y nada més.

4Quien, de acuerdo con Max Jammer, Jordan declaré que las “observaciones no sélo perturban lo que sea que se
desea medir, sino que producen el resultado.”[5]

5Quien escribe “..los dtomos o las particulas elementales no son reales en si mismas; forman un mundo de proba-
bilidades y posibilidades en lugar de objetos o hechos.” [6]
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interpretacién ortodoxal es un peculiar agregado, en parte de elementos reales en la naturaleza, en
parte de informacién humana incompleta acerca de la naturaleza —todo revuelto por Heisenberg y
Bohr en un omelette que nadie a la fecha ha sido capaz de separar.”[7]

En total contraste (tanto en el tipo de lectura como en cantidad de profesantes) con la inter-
pretacién de Copenhage se encuentra la interpretacién de ensemble o interpretacién estadistica.
Algunos de los principales expositores de esta interpretacién son John Slater, Schréodinger y Eins-
tein. Esta interpretacién propone que la mecanica cudntica describe la estadistica de un conjunto
muy grande (idealmente infinito) de sistemas idénticamente preparados, sin describir especifica-
mente a ninguno de los miembros del ensemble en particular. Esta interpretacién intenta recuperar
la postura realista usual en el resto de las teorfas fisicas®. Desde este punto se sefiala que cual-
quier referencia en este trabajo a la mecanica cudntica serda desde el enfoque de la interpretacion
estadistica.

Siguiendo la interpretacion estadistica de la mecanica cuantica, la siguiente pregunta es jcual es
la razén de que la descripcién sea estadistica, es decir sin dar detalles en particular de un subsistema
del ensemble? ;jserd un asunto de incompletez descriptiva (como en la mecanica estadistica)? o sera
que realmente los sistemas cuanticos se comportan aleatoriamente sin razén alguna. Dicho de otro
modo, usando el argot de la literatura sobre este tema ;el comportamiento aleatorio que brinda
la teoria es de cardcter epistemoldgico (es decir de la descripcién) o de caracter ontolégico (es
decir de la naturaleza)? Si, ademds de recuperar el realismo’ técito del resto de la fisica, se busca
una explicacién causal y determinista, la conclusién inmediata es que la descripciéon que brinda la
mecénica cuantica es incompleta. La mayoria de los esfuerzos para encontrar dicha descripcion ha
sido desde la misma teoria, suponiendo que hay variables adicionales a los que estudia la mecénica
cuédntica que permitan dar una descripcion méas completa de los sistemas cudnticos. A este tipo de
variables se les conoce en la literatura como “variables ocultas”. Desde aqui vale la pena senalar
que, pese a que la mayoria de los fisicos califica de manera generalizada a cualquier intento de teoria
més fundamental como de variables ocultas, ésta no es la tinica posibilidad®.

Uno de los primeros intentos en este sentido es el articulo de Einstein, Podolsky y Rosen[10],
en donde los autores intentan mostrar la incompletez de la mecénica cuantica’ para motivar la
biisqueda de una teoria mas fundamental. Tales esfuerzos han ido en decremento a lo largo de los
afios principalmente debido a la aparicién de los teoremas de imposibilidad. Sin duda, el mas famoso
de ellos es el teorema de Bell [12], el cual (en su lectura mas comtn) plantea que una descripcién local
realista de la naturaleza que sea compatible con la mecéanica cuantica es imposible. Sin embargo,
aun hay discusién asociada a dicha posicion, particularmente por la suposiciéon de “independencia
de la medicién”, necesaria para la obtencion de las desigualdades [13, 14]. Es decir, atn es discutido
si es posible plantear una teoria local realista que coincida con la mecanica cuantica. Por ejemplo,
hay una propuesta de que dicha descripcion se puede construir a través de la electrodindmica
clésica del campo de vacio, o Campo de Punto Cero (CPC) y la mecanica (clasica o relativista) de

6Siguiendo la posicién de Einstein, quien escribe “Al momento en que uno intenta sostener la tesis de que la meca-
nica cuantica estadistica es en principio capaz de producir una descripcién completa de un sistema fisico individual,
se arriba a concepciones demasiado implausibles. Por otro lado, tales dificultades de la interpretacion tedrica desapa-
recen, si uno interpreta la descripcién de la mecanica cudntica como una descripcién estadistica de un conjunto de
sistemas idénticamente preparados.” [8]. El lector que desee conocer un poco més de esta discusién, ademéas de algu-
nas de las criticas a esta interpretacién, se invita a revisar el primer capitulo de la ref. [9].

"Entiéndase aqui por realismo a “la creencia de que existe un mundo externo e independiente de nosotros, el cual
actlia en nosotros, y nosotros actuamos en él para saber més de él.” [9](ligeramente modificado).

8Cuesta trabajo en este punto no preguntarse qué hubiera pasado si, en lugar de partir de los primeros principios
de la mecénica estadistica, se hubieran agregado “variables ocultas” a la termodindmica al intentar encontrar una
teoria mas fundamental.

9Es sobre todo interesante remarcar que Einstein quedé insatisfecho con la forma que tomé el argumento debido
a que “..el punto principal quedd, por decirlo de alguna manera, enterrado en la erudicién.”[11].



3 1.1 Objetivo y metodologia

la particula. A esta descripcién se le llama Electrodindmica Estocastica, como la propuesta por el
grupo del Dr. de la Pena en la ref. [9]. Esta tesis, por tanto, intenta estudiar un poco més la versién
de la electrodinamica estocastica presentada por el grupo del Dr. de la Pefia en un problema en
especifico: la difracciéon de materia.

1.1. Objetivo y metodologia

El problema especifico bajo estudio en este trabajo es el de la difraccién de materia debida a un
laser, mejor conocido en la literatura como el efecto Kapitza-Dirac. Asimismo, esta tesis pretende
establecer un puente con trabajos de indole numérico sobre el tema como los de las referencias
[15, 16], las cuales han arrojado discrepancias aparentemente irreconciliables con la propuesta del
grupo del Dr. de la Pena. Todo apunta a que las discrepancias entre estas dos lineas de investigacién
se deben a que los trabajos numéricos utilizan descripciones estrictamente clasicas, mientras que el
grupo del Dr. de la Pefia insiste en que la descripcion no puede ser clasica. Sin embargo, la conexiéon
entre ambas lineas no es clara, por lo que en esta tesis se intenta elucidar algunas condiciones
necesarias para que ambas lineas sean compatibles. Ain se desconoce la manera de reconciliar
ambos enfoques.

Richard Feynman describié el problema de la difraccion de electrones como un fenémeno “el
cual tiene el corazén de la mecédnica cudntica. En realidad, contiene el tnico misterio”[17]. La
primera dificultad surge al momento de intentar simular la interaccion del CPC con la particula
sometido a las condiciones de frontera impuestas por la pantalla opaca como elemento difractor.
Es principalmente por esta razén que se buscé simplificar el problema a una versién del fenémeno
de difracciéon de materia en el que el elemento difractor es mas simple: un haz de luz de una
frecuencia especifica que forma una onda estacionaria. A dicho efecto se le conoce como el efecto
Kapitza-Dirac[18]. Este efecto tiene dos versiones:

s (Clasica, en donde el haz de luz es de frecuencia arbitraria, y

= Cudntica, en donde la frecuencia del haz de luz es del orden de la frecuencia de de Broglie de
las particulas difractadas.

En esta tesis se estudia primero la version cldsica del fenémeno, particularmente con el objetivo
de probar el algoritmo de simular un electrén a la vez en presencia del laser, para construir asi
la estadistica corriendo una gran cantidad de electrones simulados en paralelo. Luego, se prueba
el mismo algoritmo pero introduciendo una muestra de modos del CPC para ver si ésto produce
algtin cambio en la estadistica del sistema, y discutir la razén de dichos resultados en comparacion
con otros trabajos de cardcter numérico que se encuentran en la literatura.

1.2. Estructura de la tesis

Este trabajo esta dividido en 5 capitulos.

= En el capitulo 2 se discuten los fundamentos teéricos para entender esta tesis. Primero una
breve introduccién a la electrodindmica estocastica, empezando por la forma general de los
modos del Campo de Punto Cero, mostrando que su densidad espectral de energia depende
de la frecuencia de cada modo normal w de manera necesariamente proporcional a w?, y
que la energia por modo normal es proporcional a w, hasta explicar la manera de introducir
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el volumen V a la simulacién numérica y asi establecer una expresiéon para la amplitud de
los campos de cada modo normal. Luego se estudian las dos versiones del efecto Kapitza-
Dirac, clasica y cuantica, obteniendo en ambos casos analiticamente el patrén que se observa
en la pantalla después de la difraccién del haz de electrones debido a un laser de manera
experimental. Finalmente se introduce a la teoria de la mecanica cuantica estocastica, la cual
permite ver algunas condiciones necesarias para observar efectos cuanticos en un ensemble
expuesto a una fuente de estocasticidad.

En el capitulo 3 se desarrolla el método numérico utilizado para seguir cada electréon en
interaccién con el laser (y el CPC para la versién cudntica), buscando obtener los patrones
del capitulo 2 usando trayectorias de electrones individuales.

En el capitulo 4 se muestran los patrones obtenidos a través del método presentado en el
capitulo 3 y se discuten las similitudes y diferencias con los patrones del capitulo 2.

En el ultimo capitulo se discuten las razones del por qué el método descrito en el capitulo 3
reproduce adecuadamente la versién clésica del efecto KD, pero falla en obtener los resultados
de la version cuantica. En particular, se exploran las caracteristicas necesarias expuestas en
la dltima seccion del capitulo 2, comparando también con trabajos de naturaleza similar para
otros sistemas. Ademas se plantean algunas preguntas finales indicando posibles direcciones
de trabajo futuro.

Todo desarrollo en este trabajo utiliza implicitamente el Sistema Internacional de unidades.



Capitulo 2

Marco tedrico

Este trabajo estd basado, esencialmente, en tres secciones: Los fundamentos de la electrodina-
mica estocdstica (EDE), el efecto Kapitza-Dirac (KD) en sus dos versiones, cldsica y cudntica, y
finalmente la mecénica cudntica estocéstica.

2.1. La teoria de la electrodinamica estocastica

La pregunta inicial de la que parte la teoria es la que aparece naturalmente al intentar identifi-
car cémo entra la estocasticidad a un sistema cudntico. De hecho, esta pregunta ha sido analizada
repetidas veces a lo largo de los anos, especialmente por el cardcter probabilistico de la mecani-
ca cuéntica, por ejemplo en las transiciones radiativas (aparentemente esponténeas) en sistemas
atémicos y moleculares. La teoria que se revisa en esta seccién atribuye la estocasticidad a la in-
teraccién de las particulas con un campo electromagnético aleatorio de fondo (o Campo de Punto
Cero), las cuales a su vez emiten radiacién electromagnética por las aceleraciones complicadas a
las que se someten. Asi, esta teoria propone que se llega a un estado de equilibrio en donde la
particula emite tanta energia por la radiacién como la que absorbe del campo. A esta teoria se
le conoce como la Electrodindmica Estocéstica (EDE por sus siglas, o tal vez mas conocida como
SED por sus siglas en inglés). Entre los resultados méas sobresalientes que brinda esta teoria estan
la posibilidad de una explicacién de la estabilidad atémica [19], el efecto Casimir [20], la obtencién
de las expresiones correctas de los coeficientes de Einstein [9], entre otros.

Ahora, como se discute en la ref. [21], se propone como hipétesis que el Campo de Punto Cero
posea ciertas propiedades razonables, como la homogeneidad (es decir, que sea invariante bajo
traslaciones), la isotropia (que sea invariante bajo rotaciones) y la invariancia de Lorentz (que sea
invariante bajo cambios de sistema inercial)!. De estas propiedades se puede derivar de manera
sencilla la estructura general del campo como sigue. Si se considera que el campo esta formado por
ondas planas de frecuencia angular w que se propagan en direccién arbitraria k y tienen polarizacién
dada por el vector £, el campo se escribe sumando sobre todas las direcciones y polarizaciones

2
Eepe(,t) =Re ) / (K, A h(w)ek Tt rmkA) g3 (2.1a)
A=1

Vale la pena aquf senialar que esta no es la tinica manera de interpretar la EDE. Por ejemplo, Boyer propone que
la radiacién del Campo de Punto Cero es algin tipo de radiacién remanente que simplemente afecta la eleccién de
las condiciones de frontera para los campos.
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2 - o
el ) = ReZ/ k x é(k, )\)h(w)eik-f’—z‘wt—i-in(k,)\)diik:’ (2.1b)

donde 7 es un angulo de fase aleatorio uniformemente distribuido en [0,27) que representa la
componente estocastica del campo y depende, al igual que la polarizacion de cada onda, de la
direccién de propagacion E, al igual que de la base de polarizaciones A = 1, 2. Luego, como para
cualquier onda plana transversal, se cumple que

ek, N) - k=0, (kN -2(k,\N) =6 (2.2)

Nétese como se introdujo la funcién h(wy) para describir la amplitud del campo (en general com-
pleja), la cual depende sélo de la frecuencia wy = c\lﬂ por la hipétesis de isotropia. Ahora, para
encontrar una expresién entre la densidad espectral de energia p(wy) y la funcién h(wy), se calcula
la densidad de energfa del campo [22]

1 I T
u = /p(w)dw =— <60E2 + BZ> ,
2 1o

2¢ -~ S 1
ie. u="="2 Z Z// (k1, A1) - €(ka, Ag)h(w )h(w2)53(k1—k2)5,\1A2xid?’kld?’k:g, (2.3)

A1=1X2=1

donde (-) representa el promedio temporal en un periodo completo y €y es la permitividad eléctrica
del vacio. Asi, el 2 que aparece al inicio de la 1ltima expresion se debe a la igualdad de contribucién
de la energia de egE? y B?/pg, mientras que el factor % del final aparece debido a que

<cos (El 7 — w1t + 77) cos <E2 -7 — wat + 77>> = %53@1 — /_6’2)5&)\2, (2.4)

por tanto, la densidad de energia del campo queda como

1 €
u= 2<60E2+ B2> OZ/fﬂ d3k:—/eoh2 d3k—/f )3k, (2.5)

donde f(w) = eoh?(w) representa la energfa por modo normal. Si se resuelve esta tltima integral
usando coordenadas esféricas polares y haciendo k = w/c

u = % <€0§2 + Mlogz> = /P(W)dw = /47rf(w)o:jdw, (2.6)

llegamos a que la densidad espectral de energia es

o) = (). (2.7)

Finalmente, para encontrar la forma explicita de la funcién f(w), se utiliza la hipétesis de la
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invariancia de Lorentz del campo.

Si suponemos un sistema inercial que se mueve con velocidad ¢ = vZ respecto al sistema ante-
rior, las ondas electromagnéticas planas (transversales) se transforman en ondas electromagnéticas
planas (también transversales) con vectores de onda y frecuencias transformadas, de acuerdo con
las ecuaciones

K=y (b — 2w), K o=k, K =k, 2.8a
x =" 2 y = Ry z

con vy = (1— 02/02)_1/2, por lo que d®k = d®k'y(1 — vk, /w), y al substituir en la integral de la
densidad de energia en el sistema primado se obtiene

—1
o= [ = [Pl -t (- D) e e
Si se exige que u' = u, entonces f y f’ se relacionan a través de la ecuacién
/ v i v
f ['y (1 - ;kx) w] =7 (1 w/cz) f(w). (2.10)

Vemos inmediatamente que sélo cuando f’ y f son funciones lineales de su argumento, la depen-
dencia direccional de vk, desaparece, por lo que se concluye que

f(w) = const x w. (2.11)

En la teoria se postula que la constante sea i/2, por lo que la energia por modo normal queda como
flw) = Shw, (2.12)

con lo que la densidad espectral de energia dada por la ecuacién (2.7) resulta ser

h s

p(w) = 3w (2.13)

Ya conocidas las expresiones de los campos del CPC (E y é), estas se agregan a la Segunda Ley
de Newton para la dindmica de cada particula del ensemble (suponiendo que |9] < ¢). La ecuacién
que describe la dinamica de la particula+CPC en la Electrodinamica estocastica se conoce en la
literatura como ecuacion de Abraham-Lorentz

mi o~ Fog +mIF + g (Ecpc +7x Ecpc) , (2.14)

donde el término con
1 2e?

 drmeg 3med’

(2.15)
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representa la reaccién de radiacion y Feyt representa la fuerza externa a la que se somete el sistema.
De acuerdo con la ref. [23], para evitar las soluciones divergentes y el comportamiento acausal de
la ecuacién (2.14), se utiliza la ecuacién alternativa

. dF. , L = d /= L =
mi o~ Fogy + T de ! +q (Ecpc +vU X Bcpc) + QF£ (Ecpc +vU X Bcpc> ) (216)

donde las expresiones para los campos eléctrico y magnético del Campo de Punto Cero estan dadas
por las ecuaciones (2.1).

Debido a la naturaleza numérica de este trabajo, se necesita modificar levemente la manera de
calcular el CPC, introduciendo la dependencia de las componentes eléctrica y magnética de este.
Nétese que pese a que el sistema a analizar es ilimitado (razén por la cual los campos eléctrico y
magnético se expresan a través de una integral), se requiere limitar el volumen de la simulacién al
volumen V, el cual tendrd que eventualmente hacerse tender a infinito para corroborar la conver-
gencia de los resultados. Asi, limitar la simulacién a un volumen finito V' induce un cambio en la
forma en que se representan las componentes eléctrica y magnetica de los modos del CPC, pues en
lugar de integrar sobre d3k, se suma sobre los vectores de onda k

Ecpc(ﬁ t) _ - Z |:A /{ )\) ik-F—iwt+in(k,\) + A*(k‘ )\) —ik-Ftiwt—in(k, )\)j|’ (2.17&)

BCpC(F>t) — 7RGZI€ é k’ )\ |: (k )\) iki— ’Lwt-‘rln(k )\)+A*(k )\) —Zk:'/‘-l—uut Zn(k: /\):| (217b)

donde A(E, A) representa la amplitud de los campos. Siguiendo el procedimiento usual para calcular
la densidad de energia del campo (ver ecuacién (2.5)), se tiene que

_ % A(E \)|2
kA
y, segun la ecuacién (2.12), para un volumen V', la densidad de energia del campo es

1 hw
Uepe = 37 Z o0 (2.19)
kA

por lo que la amplitud de los campos A para el sistema delimitado por un volumen V queda como

- huw
ACPC(k’ )‘) = 6(]7‘/, (220)

con lo que las componentes eléctrica y magnética del CPC estan dadas por las expresiones

Tuww

7ez(k~r—wt+77) + cc.
eV

£(k, \), (2.21a)
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| hw i(k-F—wt+n)
60Ve + cc.

Estas tltimas ecuaciones son las que se utilizaran en el capitulo 3 al modelar numéricamente el
comportamiento de los electrones.

—

Bepe(T,t) =

1 . -
— kxé(k, ). 2.21b
302 x &(F, ) (2.21b)
kA

2.2. Efecto Kapitza Dirac

Al hacer incidir un haz de electrones sobre un laser de frecuencia w = 27¢/\, experimentalmente se
observa una desviacion de los electrones en la direccién del laser. Esta idea, inicialmente propuesta
en 1933 por Pyotr Kapitsa y Paul Dirac [18], fue sugerida como el fenémeno inverso al de la
difraccién de la luz, en donde un haz de particulas juega el papel de la onda incidente y el elemento
difractor se crea a partir de una onda electromagnética estacionaria. Sin embargo, debido a la débil
interaccion entre la rejilla difractora de luz y el haz de particulas, la observaciéon experimental de
este fendmeno tuvo que esperar hasta la invencién del laser. No fue sino hasta hace algunos afios
en que Freimund et al.[24] observaron el fenémeno por primera vez en el laboratorio (precisamente
como fue propuesto por Kapitsa y Dirac). Cabe senalar que hay dos versiones del fenémeno: una
clasica, que simplemente viene de la desviacién mecénica de los electrones al pasar por la onda
electromagnética estacionaria, y una cudntica, la cual aparece cuando la longitud de onda del laser
A es del orden de la longitud de onda de de Broglie AyB = h/p de los electrones.

2.2.1. Version clasica

El patrén de dispersion en la versiéon clasica del efecto K-D se conoce como “dispersion de arcoiris”
[25]. Para describir este efecto, es necesario considerar la interaccién entre el haz y la onda estacio-
naria. Supondremos que el movimiento del electrén tiene velocidad (previa a la interaccién con el
laser) ¥ = vZ y que la onda estacionaria estd formada por dos ondas anti-propagantes de la misma
frecuencia, polarizacion y fase, cuyos campos eléctricos estan dados por

FEi = E()lei(’mfwt)é, Ey = Eogefi(karwt)ZA:, (2.22)
es decir, la polarizacién de la onda estacionaria apunta en la misma direccién que la velocidad

inicial del electrén, y la direccién de propagacion de la onda es Z. Suponiendo por simplicidad que
Ep1 = Eg2 = Ey/2, se tiene que la parte real del campo eléctrico resultante es

= E
Re{E(z,t)} = ?0 [cos(wt — kx) + cos(wt + kx)] 2 = Ey cos kx coswt Z, (2.23)

mientras que la expresion del campo magnético viene de la ley de Faraday

= OB
V x E = Egksenkx coswt g = 5

= 1
— B(z,t) = ——Epsenkxsenwt 7, (2.24)
c



2. MARCO TEORICO 10

es decir, el campo magnético tiene una diferencia de fase respecto al campo eléctrico en 7/2 tanto
en el espacio como en el tiempo. El efecto inmediato de esta diferencia de fase es que habra una
fuerza transversal neta sobre el electrén en la direccién del laser

F =q(E+¥x B) ~qE.2 — qu.B,i (2.25)
E

= 0, >~ gEO coskx coswt .\, v, = 920 coska sen wt, (2.26)
m mw

en donde se utilizdé la aproximacion de que la desviacion del electréon respecto a su velocidad
original es pequefia?, |v,| < |v.| < ¢. Vemos de la forma que tiene v, que estd en fase con el campo
magnético, por lo que la componente de la fuerza F, no promedia a cero en un ciclo completo en
el tiempo, ya que v, y By cambian de signo al mismo tiempo (debido a su dependencia del sen wt),
lo cual permite pensar en el movimiento transversal del electrén a partir de un potencial promedio
en el tiempo

2E3 d
q2m£]; sen kx cos kx = —d—‘f, (2.27)

2E2k
(F,) = <q 02 sen kx cos kx sen’ wt> =
mw

donde a V), se le conoce como potencial ponderomotriz [1], el cual es el causante de la desviacion de
las particulas al entrar a la zona del laser, y cuya expresion es

2E2 2]
b= ijOQ cos® kx = 2mqeocz,02 cos? kz = Vj cos? ka, (2.28)

donde I = egcEZ/2 es la intensidad del laser.
La distribucion de las particulas a una distancia zs. después de la interaccién entre el haz y el
laser (ver figura 2.1) se puede entender a partir de la conservacién de probabilidad

n(z)dr = n(x')dx’, (2.29)

donde n(z) y n(z’) son las densidades de probabilidad de las distribuciones antes y después de
la zona del laser, respectivamente. Dicho de otro modo, el nimero de particulas n(z)dz antes de
entrar a la zona del ldser debe ser el mismo que el nimero de particulas n(z')dz’ que impactan la
pantalla.

La fuerza que siente cada particula en la zona del laser es

av, d
F=_22__yv— 2
Ix Vodzv (cos k‘m)
= F = 2Vpkcoskxsen kx = Vyk sen 2kz. (2.30)

Si se define el dngulo de desviacién 6 de cada particula respecto a su trayectoria original (usando
la, aproximacién paraxial)

0 = & ~ Fat = ﬁkaseanx

v muv muv

2Es decir, una aproximacién parazial.
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/
; X

| X

Figura 2.1: Diagrama donde se muestran las variables para el calculo del patrén clésico. La zona
roja es la zona del laser, el cual estd a una distancia zs. de la pantalla y tiene un ancho D. Nétese
c6mo el electrén cuya trayectoria original coincide con un maximo del potencial (cercano a un punto
con gradiente nulo) casi no se desvia, mientras que otro que incide en una zona cercana al punto
de maximo gradiente es desviado mucho més, respecto a la direccién original.

1
= 2(f) = — arcsin (

= o ) (2.31)

emaz

donde At es el tiempo en el que el electron pasa en la zona del laser, 0,0, = KT% es el angulo
de desviacién méaximo, el cual ocurre en el punto de maxima derivada del potencial ponderomotriz
(ecuacion (2.28)), es decir en los puntos de inflexién de la funcién cos? kx. Asi, se calcula la nueva
distribucién haciendo un cambio de variable aleatoria [206]

dx

n(0) = n(x) o7

. (2.32)

Para n(z) = 1 (es decir, una distribucién incidente uniforme), se tiene que la nueva distribucién
de probabilidad en términos del angulo de desviacién 6 es

1 1
2k0, a0z 1_< ) )2'

emaz

n(0) = (2.33)

Finalmente, utilizando el cambio de variable 2’ = z, tan @, donde z. es la distancia entre la zona
del laser y la pantalla, se obtiene la distribuciéon como funcién de la posicién de la pantalla (ver
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%00 -200 -100 0 100 200 300
' um

Figura 2.2: Gréfica de la nueva distribucién de particulas n(z’) para un haz incidente n(z) = 1

utilizando los pardmetros experimentales reportados en la ref. [1]. La intensidad del ldser es I =

1 x 10 %, a una frecuencia w = 3.54 x 101° % y ancho del laser D = 125 um. La velocidad de

los electrones fue de vy = 1.1 x 107 ™, con lo que At ~ D/v = 1.13 X 10711 s,

figura 2.2)

_ muv 1
C2K2VpAt N2
1— [% arctan (%)]

Nétese cémo la distribucion tiene dos picos alrededor de 2’ = 120 um, pues en estos puntos la
ecuacién (2.34) se indetermina. Es de ahi que al graficar la computadora traza lineas verticales que
conectan la altura méxima de cada pico con el valor de n(z’) =0 a la izquierda y a la derecha.

Ahora, si utilizamos una distribucién incidente més realista como la utilizada en la ref. [1] en
donde el perfil del haz de electrones es gaussiano, calculamos la convolucién entre dicho perfil y la
ecuacion (2.34). Los resultados se muestran en la figura 2.3, en donde la linea punteada representa
el perfil incidente, y la linea sélida el patron de dispersion del efecto Kapitza-Dirac clasico, conocido
en la literatura como patron arcoiris, siguiendo los datos experimentales reportados por Batelaan

[1]. Nétese que en el patrén de dispersion resultante hay dos picos, los cuales indican que es maés
probable que particulas del haz de electrones entren a una zona del potencial ponderomotriz con
derivada diferente de cero (lo que genera una fuerza transversal diferente de cero), a que atraviesen
la region del laser por una zona donde la derivada sea cero.

= n(z) (2.34)
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Figura 2.3: Patrones incidente y resultante obtenidos a través del método de convolucién del haz

en interaccién con el laser utilizando los pardmetros experimentales reportados en la ref. [1]. La

pantalla se coloc6 a una distancia z,. = 24 ¢m, con una intensidad del laser I = 1 x 104 %, a una

frecuencia w = 3.54 x 10'® %4 y ancho del ldser D = 125 pum. La velocidad de los electrones fue de
vo = 1.1 x 107 =y el FWHM (Full Width at Half Mazimum por sus siglas en inglés) del haz de
particulas B,, = 25 pum.

2.2.2. Version cuantica

En la versién cudntica del efecto, si se considera que el movimiento importante (desde el punto
de vista de la mecénica cudntica) es a lo largo de la direccién de propagacion del laser, la longitud
de onda de de Broglie asociada a la velocidad transversal del haz de electrones \yB = h/p es del
orden de la longitud de onda del laser, lo que da lugar a un cambio radical en el patrén [27]. Para
obtener dicho patrén, se considerar nuevamente la interaccién entre el haz y la onda estacionaria a
través del potencial ponderomotriz (ecuacion (2.28))

e?I
2mepcw?

Vp cos® kx = Vycos? kx,

donde el cambio de velocidad transversal se debe a la transferencia de momento (en multiplos de
hk) entre el laser y el haz de electrones®. Asi, utilizando este potencial en la ecuacién de Schrédinger

O ) I 2
ih 5 = _QmV Y(z,t) + Vo cos® kxip(z,t), (2.35)

3En la ref. [1] se discute lo que el autor llama “las imégenes de onda y de particula”, en donde muestra cémo de
ambas lecturas del fenémeno, ya sea considerando el 1dser como una onda o particulas (fotones) se obtiene la misma
solucién.
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se propone la solucién
o

Pla,t) = Y ent)e™, (2.36)

n=—oo

la cual describe al electrén en términos de ondas planas separadas por una sola transferencia de
momento transversal 7k cada una, donde |c,(t)|? es la probabilidad de realizar una medicién y
encontrar al electrén con momento nhk. Usando el hecho de que

ik —ikx i2kx —i2kx
2
coskx = % — cos?ha = - +64 s ; (2.37)
se tiene que
o0 o
den(t) m2k? W ,
S ittt — 37 (M 00 e (2.38)
n=-—oo n=—oo
Vo = i(n+2)kx - i(n—2)kx
+ 1 D ealt)e + > calt)e . (2.39)
n=—oo n=—oo

n+2—n n—2—n

Noétese como en los términos subrayados en rojo, se hizo un cambio de indices en ambas sumas

debido a las exponenciales en la ecuacién (2.37), para que todas las sumas estén acomodadas en
hk2

términos de exp(inkz). Luego, definiendo € = 5, se obtiene la ecuacién para los coeficientes
dc Vo Vo
zd—t” = <5n2 + 2h> cn + i (cnt2 + Cpn—2), (2.40)

donde en? representa la energfa cinética (en unidades de h) de cada onda plana con momento nhk,
y el segundo término (con los coeficientes ¢, 42 y ¢,—2) muestra cémo los intercambios de momento
entre los fotones y el electrén son en pares de una sola transferencia de momento Ak, como se habia
anticipado. Asi, en el régimen difractivo [1], si se supone que & < %, el término de la energia
cinética se desprecia’. Por tanto, escribiendo &, = ¢, /2 (es decir s6lo para los términos de indice
par), se obtiene la ecuacién para los coeficientes

d&, W Vo
Grr ﬁfu + E(@H +&-1). (2.41)

Entonces, proponiendo la solucién

&(t) = i—”e—i%tfy (;?lf) , (2.42)

4Esta aproximacién representa la situacién en que los electrones no tienen la suficiente energia cinética como para
superar las crestas del potencial ponderomotriz.
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se observa que

dfy — — —t dfl/
v,—i L+ =2 2.4
dt e < ! f > (243)
= S+ &1 =1 ~HDe tf 41+ (=De= f —1- (2.44)

Substituyendo y eliminando términos comunes

dfu_VO

i (fu 1= fut1), (2.45)

pero como el argumento de f, es Vy/2h, si se define 7 = g—%t, se cumple la identidad

2£,(7) = foa(7) = fona(7), (2.46)

la cual es una relacién conocida de las funciones de Bessel de primer género [28], por lo que

& (1) = iveint, <;/]3Lt) (2.47)

donde |£,(t)|? representa la probabilidad de que el electrén, después de interactuar con el laser,
impacte en la pantalla en el v—ésimo orden de difraccién después de una interaccién con el laser en
un tiempo total ¢. El tiempo de interaccién en este caso es aproximadamente t;,; = D /vy, donde D
es el ancho de la zona del laser y vg es la velocidad del electrén antes de entrar a la zona del laser.
De acuerdo a la ref. [1], experimentalmente se fij6 dicho tiempo t;,; de tal manera que el orden del
argumento de las funciones de Bessel en los coeficientes £, resultara cercano a la unidad, es decir

Vo

o tint = 1. (2.48)

lo que implica que la razén entre la probabilidad de que el electréon se encuentre en el orden cero
de difraccién y el primer orden sea también cercano a la unidad

~1, (2.49)

lo cual se muestra graficamente en la fig. 2.4.

Asi, podemos imaginar el proceso del haz de electrones (cuya funcién de distribucién de proba-
bilidad es una funcién gaussiana) que atraviesa la region del laser (ver fig. 2.5) mientras es golpeado
repetidamente por fotones, los cuales le transfieren un momento transversal en multiplos pares de
hk. Cuando un electrén sale de la zona del laser, puede haber salido con una transferencia de
momento transversal neta igual a 0, con probabilidad [£|? para el primer orden de difraccién, o
con una transferencia de momento neta igual a =2hk con una probabilidad |£41|? para el segundo,
y asi sucesivamente, haciendo un angulo respecto a la direccion original igual al cociente entre la
transferencia neta transversal de momento y el momento original (2vhk/muvg, donde m es la masa
del electrom, vy la velocidad con la que viajaba antes de entrar a la zona del laser, y v es el orden de
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Figura 2.4: Coeficientes |£,|* para la difraccién en el efecto Kapitza-Dirac cuantico para una
intensidad de laser I = 0.25 x 10'* W/m?2. Nétese que para x = %tmt ~ 1.14 la probabilidad
de que el electrén sea difractado al primer orden es de aproximadamente 0.49, al segundo orden
aproximadamente 0.23, al tercer orden aproximadamente 0.02 y al cuarto orden aproximadamente

0.0008.

‘ 2

difraccién). Por tanto, si se multiplica la funcién de distribucién original del haz de electrones por
la probabilidad asociada a cada orden de difraccién (dada por la ecuacién (2.47)) como se muestra
en la fig. 2.5, se puede construir el patrén de difraccién® del efecto Kapitza Dirac en su versién
cuantica (ver fig. 2.6).

2.3. Mecanica cuantica estocastica

En esta seccion se detalla una teoria ajena a la EDE, con el propédsito de explorar condiciones
externas a ella pero necesarias para reproducir la mecanica cuantica. Siguiendo el segundo capitulo
de la ref. [9], debido a que la mecénica cudntica no es formalmente una teoria estadistica, cualquier
de propuesta de una descripcion estocéstica que reproduzca el comportamiento cuantico de manera
detallada sufrird tacitamente de propiedades extranas. Pese a que la mayoria de los esfuerzos en
este sentido se han enfocado en tratar de obtener dicha descripcién como una teoria clasica de
movimiento browniano, como se muestra en lo que sigue y siguiendo la referencia previamente
citada, ésto no es asi. Una descripcion estocédstica que reproduzca la mecanica cuantica no es una
descripcién clasica, pues la fuente que introduce la estocasticidad a la dindmica (como se discutié
en la seccién 2.1) no representa un ruido blanco, sino un campo con correlaciones [9, 29].

5Vale la pena justificar la aproximacién que se hizo en el régimen difractivo ¢ < Vp /By cémo el término ev? no
afecta el resultado dado por la ecuacién (2.36), atin para v grande. Si v — oo los coeficientes |£,|> — 0 més répido
de lo que v* — oo por la dependencia de &, ~ 1/T(v) de la definicién de las funciones de Bessel [28].
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Laser Pantalla
£ 2
2
Haz de electrones 2
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T ' muvg T —_ - 2

[ €1 ]2
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Z

Figura 2.5: Si la transferencia neta de momento del laser a un electrén es 2vhk, este serd desviado
(con una probabilidad [£,]?) con un dngulo 2vhk/muvg hacia el v—ésimo orden de difraccién, con lo
que el patrén final en la pantalla se puede obtener multiplicando la distribucién del haz de electrones
antes de la zona del laser y la probabilidad de cada orden de difraccion.
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Figura 2.6: Patrén de difraccién para la version cudntica del efecto Kapitza-Dirac para una in-
tensidad de laser I = 0.25 x 104 W/m?2.
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2.3.1. Cinematica

Sea una particula sujeta a un movimiento estocastico, de tal manera que su posicion Z(t)
representa una variable aleatoria, la cual describe la trayectoria que sigue la particula en una
realizacién de la fuente de la estocasticidad. Supéngase que la particula se encuentra al tiempo ¢
en el punto Z. Igualmente, supéngase que un tiempo posterior t’ = ¢ + At (con At suficientemente
pequenio) la particula se encontrard en una posicién &’ = Z(t + At) tal que

A Z=2"—17, (2.50)
y que en un tiempo anterior ¢’ =t — At se encontraba en una posicién & = Z(t — At) tal que
A F=7-7. (2.51)

Ahora, si se calculan las series de Taylor para las funciones A Z y A_Z en términos de At alrededor
del tiempo t se obtiene, respectivamente

L S 1dx 1 d*% 5 1d3% .
A+l’—!L‘(t+At)—.’L‘() ()+F§A +§W(At) +§E(At) —:L‘(t)
dzr 1d%z 1d%%
AL =—A A ———(A 2.52
= A= At 2dt2( 0° + 6dt3( 0+, (252)
y
L . . . 1 dz 1 d*% , 1d%% 3
di 1d*% 1d3%
A T=""At— = AD)? + 22 (AL)?
— AT = At S E B g (AT

(2.53)

Debido a la generalidad del sistema, no se conoce ninguna de las caracteristicas estadisticas del
mismo a priori. Sin embargo, se pueden hacer algunas suposiciones razonables que simplifican
la descripcién. Si la fuente de la estocasticidad es estacionaria (distribuciones independientes del
tiempo), isotrépica (distribuciones idénticas en cualquier direccién) y homogénea (distribuciones
idénticas en cualquier posicién), esto implica matematicamente que los segundos momentos de A L7
son independientes del signo (para signos iguales) (Ajz;Ayx;) = (A_z;A_x;) a primer orden en
At

dx; d
(AraiAix;) = <ZZ ;; ;t] +O(At3)> = 2D;;(Z, 1) At + O(At?)

(ArziAixy)

Le. DZ]( ) 2At )

(2.54)

donde nuevamente (-) representa promediar en el tiempo. Luego, para una funcién arbitraria
g9(Z%) € C*, podemos desarrollar de la misma manera g(#”) y ¢g(Z’) alrededor de Z como funcién
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(respectivamente) de AL 7y A_Z

e/

g@") —g(@) _ 1 ) ag

1 1 0?%g
_ = 2 TN 2, Az A x; —
2At 9(7) 1! - G:BZ i 2' ZZ O0x;0x; o i

g(@") —g(@) @A+$Z —|— A_x; 0%g A+:ciA+xj — Az Az,
- N Z Z 0x;0x; ViYAN +

(2.55)

De esta tltima ecuacion se define, a primer orden en At, la derivada® sistemdtica

= /

. . 7 — 15) A :c,—l—A z;
Deg() = LE)—9@)) _ A Zaj Ty ), (2.56)

Noétese que, si se define a la velocidad de flujo (o sistematica) ¥ como

L (AE+AE (@ -7
(2, t) == SAL = oAt (2.57)

la expresion (2.56) (agregando una posible dependencia explicita de g) es equivalente a la derivada
convectiva de mecanica de fluidos

Deg(T) = <88t+v v) g(Z,1), (2.58)

por lo que al aplicar esta derivada a la posicion se obtiene la velocidad sistematica

=1

(Z,t) = D.&. (2.59)

Del mismo modo, a partir de la ecuacién (2.55), se puede construir otra derivada

o) + (@) _ 1
oAt 2At 1!2 [Tt Z'ZZ o, 8xjA+xlA+$J

1 1 0%g
= 2 _a A ;A _x; —
+ 20t 9(%) = 1 836 i 2' Z Z O0x;0x; v i

5En este caso no es posible definir una derivada en el sentido usual, pues el movimiento estocéstico no permite que
se tome At — 0. Es por ello que se toma At suficientemente pequenia (comparada con el tiempo caracteristico To del

sistema) y se promedia en todas las posibles realizaciones de la fuente de la estocasticidad (z) = (1/At) fHAt z(T)dr.
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g(@") + g(2") 99 Ayxi — Az A T %9 AimiAixj+ A_z;A_x;
oAt 2At Z gr;  2A ZZ 92,0z, 1AL *

(2.60)

por lo tanto, si se obtiene el promedio como se hizo arriba se define, a primer orden en At, la
derivada estocdstica

2At
) A 09 (Ayx; — A_xy) %9 (AyziAiz;+ A_xA_x;)
e Dyg(¥) = — , 2.62
Le. Dyg(@) or;  2At ZZ:Z 92,01, 1AL (262)
con lo que también podemos definir la velocidad de difusién (o estocdstica)
AL — AT 7 — 27
(T ST AT (T T -2 (2.63)

2At 2At

de tal modo que

Z u, + Z Z Dij——— ax C%] = (@-V + DV?) g(&,t) (2.64)

en donde se supuso que D;; = Dd;; con D constante, lo que es equivalente fisicamente a suponer
que la difusién se da de manera isotrépica y uniforme. De esta tultima ecuacion, al aplicar este
operador a la posicién, se obtiene la velocidad estocastica

i(Z,t) = D (2.65)

A la aproximacién que se hizo de tomar s6lo términos maximo a primer orden en At (que resulta
en maximo conservar los segundos momentos) se le conoce como aprozimacion Markoviana.
En el limite Newtoniano (en ausencia de estocasticidad) no hay difusién, es decir

Limite Newtoniano: D =0, # =0 = D, =0, D. = —. (2.66)

En la referencia [9] se muestra como, si se introduce la densidad de probabilidad para las particulas
p(Z,t) en el espacio de configuracion, se obtienen las ecuaciones

dp
§+V (pv) =

0 (2.67a)
DV?p -V - (pil) =0 (2.67b)
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la primera siendo la ecuaciéon de continuidad que representa la conservacion de las particulas,
mientras que la segunda tiene como solucién

u(z,t) = DVpp = DVlnp. (2.68)

Ahora, si se define el operador de inversién temporal T que intercambia t” con ¢’

= =/
r =,
U= —7.

_/U,

N
By

=7 (2.69a)
=, (2.69b)

~ =
£

—

se pueden construir cuatro aceleraciones con las derivadas obtenidas en las ecuaciones (2.56) y
(2.61), de las cuales dos son invariantes bajo el operador T'y dos no lo son

Gee = DeDT = Tlpe = Gee, (2.70a)
Gss = DDsT = Tigs = ss, (2.70b)
Gos = DeDT = Tes = —0ys, (2.70c)
Goe = DD = Tdge = —dse. (2.70d)

2.3.2. Dinamica
Es natural asumir que la aceleracién del sistema es una combinacién lineal de las aceleraciones
obtenidas en las ecuaciones (2.70),

a= )\lacc + >\2658 + )\3c_ics + )\4650’ (271)

de tal manera que, al separar la fuerza f = f+ + f_ a la que se someten las particulas en la parte
que es invariante al operador de inversion temporal y la que no lo es T f+ = £ f4, se obtienen las
ecuaciones

m(Maee + Aodiss) = fr, (2.72a)
m(X3des + Madise) = [ (2.72D)
En ambos casos se puede factorizar A1 y A3, respectivamente, para @eﬁnir A==X /M yy=XM/\3

y entonces intentar encontrar Ay, A3, A y 7. Debido a que la fuerza f, es invariante bajo inversiones
temporales y f_ no lo es, la primera debe representar la parte de la fuerza que sélo depende de
la posicién, mientras que la segunda contiene la parte de la fuerza que depende de la velocidad
9. Asi, para encontrar los valores de las constantes desconocidas, primero analizamos el problema
conservativo, para el cual f = —VV(Z), por lo que f_ = 0, por lo que la ecuacién (2.72b) es

equivalente a R X
Dl +vDsv = 0. (2.73)
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Al mismo tiempo, si se multiplica la ecuacion (2.67a) (escrita desarrollando la divergencia) por D/p
y se calcula el gradiente

D (dp B D ap L -
L G Vot pv-F) = V(22 1 v@- i)+ DV(V-7) = 2.74
P <c'?t v-Vp+p v) 0 = <p8t> (V- @) (V-9)=0, (2.74)

en donde se uso la expresiéon (2.63) al substituir el gradiente de p. De esa misma ecuacién

o5 _0 boy) s

d
Frie a(DVlnp) =V <D8tlnp> =V <p8t

Luego, debido a que se estudia el caso conservativo’, es razonable suponer que V x @ = 0, lo que
implica que V(V - ¥) = V2%, por lo que la ecuacién (2.74) resulta

?;; +V(7-@)+DV*3i=0
— ?;; +(@- V)T + (7- V)i + DV37 =0, (2.76)

el dltimo paso se debe a que también V x @ = 0 pues @ es un gradiente (ec. (2.63)). Usando las formas
alternativas de los operadores D, y D, dadas por las ecuaciones (2.58) y (2.64), respectivamente

Dot + DT = 0. (2.77)

Comparando esta ecuacién con la ec. (2.73), se obtiene el valor de v = 1, lo que hace notar que
la expresién (2.72b) en lugar de una relacién dindmica, es una constriccién del sistema. Por lo
tanto, para recuperar el limite Newtoniano (ec. (2.66)) a partir de la ecuacién (2.72a), vemos que
necesariamente A; = 1. Entonces, la ecuacién (2.72a) puede escribirse de la forma

v - -
moy = f+ + fais (2.78)

Esta ecuacién claramente muestra que la dindmica del ensemble difiere de la versién clédsica, pues
se agrega un término debido a una fuerza difusiva

Faiff = MAGss = mADit = —V Vaig. (2.79)

Para obtener la expresién del potencial Vy;g, utilizamos las identidades vectoriales

%vmy? — (@ V)i+ @ x (V x i), (2.80a)
V2 =V(V-@) -V x (V x @), (2.80b)

"El caso general no conservativo, donde f_ # 0 se estudia en la siguiente seccién, en donde se muestra que f_
depende de V x 7.
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recordando que V x @ = 0, podemos escribir (usando nuevamente la forma explicita del operador
D, ec. (2.64))

1
A <2va2 + DV(V - a)) = —VViig
1
— Vig = —\ <2m\ﬁ|2 +mDV - ﬁ) . (2.81)

Ahora, si se utiliza la forma de @ en términos de la densidad de particulas en el espacio de confi-
guracién p dada por la ec. (2.63), se obtiene

2 1 2 2 1
| a2+ v = VAT py. < V’)):W”‘ —i—DQ[Vp—i—V,o-V(ﬂ
T2 2 p p p

2 p?
v V2 |[Vpl? V2 1|Vp|?
— Larspv.a 7D2‘ p‘ (p—| g' ):DQ(”—| g" > (2.82)
2 P p P2 p

y, al mismo tiempo, si se calcula

)2l ()

1[V?% 1Vp VQ\/E 1 /V2p 1|Vp?
2
V =—|—+Vp- | —=z—=5 =—-|—-= 2.
— VP Q{W—i_ P ( 2,03/2>] - VP 2( P 2 p? >7 (2.83)

V=V (T =T (50 -

vemos que las ecuaciones (2.82) y (2.83) contienen los mismos términos, por lo que se puede concluir
finalmente que la expresion para el potencial Vg se puede escribir como

v2
Vi = —2mAD?> VP (2.84)
NG

en este punto el lector seguramente reconocera la forma del potencial Vg con el potencial cudntico
[30], el cual se obtiene de la ultima ecuacién eligiendo A =1y D = % Esta eleccién (hasta aqui
en ninguna manera natural) estd relacionada con la identificacién de la fuente de estocasticidad.
Al lector interesado en una discusién del por qué esta eleccién, se recomienda revisar el capitulo 4
de la ref. [9].

2.3.3. Integrando la ecuacion de movimiento

Las ecuaciones (2.72) con los valores determinados en la seccién anterior se escriben

m(De¥ — ADsit) = f1., (2.85a)
m(Deit + D) = [, (2.85b)
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donde \; fue absorbida por f_ y los operadores De y D, estan dados por

De = % +7-V, (2.86a)
Ds=DV*+ii-V. (2.86b)

Las ecuaciones (2.85) forman un sistema de ecuaciones diferenciales parciales acopladas no lineales
de segundo orden para @ y ¥. Sin embargo, es posible integrar (al menos una vez) estas ecuaciones
como sigue. La fuerza fi puede ser escrita en forma general como

fi=-VV4F, (2.87)

donde F representa la parte no conservativa de la fuerza f+. Usando las ecuaciones (2.86), la
ecuacién (2.85a) queda explicitamente como

a—' —
m a%j + (- V)5 =A@~ V)i — ADV%i| = —VV + F. (2.88)

Ahora, si se supone que la velocidad de flujo tiene la forma general
T =2DVS +b, (2.89)

donde S(#,t) es una funcién adimensional real y b es un vector que contiene cualquier elemento
rotacional del campo 9. Usando las identidades (2.80), se obtiene

m [?t) + %VW — 7 x (V x¥) — %W\a’\? — ADV(V - a)] = _VV+F

= V (2mD8(‘)f + %m|17\2 + Vaig + V) =F+7x (VX7 — mg;} (2.90)

Luego, si se supone ademds que la fuerza externa es de naturaleza electromagnética causada por
un potencial vectorial A (en el sistema internacional),

. A -
F = —q%t +qt x (V x A), (2.91)

donde q es la carga eléctrica de cada particula. Para este tipo de fuerza, de acuerdo con el acopla-
miento minimal [31, 32], la velocidad adquiere la forma

7 =2DVS — —A, (2.92)

a4
m

lo que entonces permite fijar la contribucién rotacional a la velocidad de flujo b= —%ff Haciendo
esto, el lado derecho de la ecuacién (2.90) se anula, con lo que se obtiene una ecuacién facilmente
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integrable

1 V?
— 2mD? 1 L —amap2 Y VP v =, (2.93)
ot 2 \/ﬁ

donde se substituyo la forma explicita del potencial Vg en términos de la densidad de particulas
dada por la ecuacion (2.84). Esta tltima ecuacion, junto con la ecuacién de continuidad (ec. (2.67a))

ap L
e + V- (pv) =0, (2.94)

forman un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para S y p equivalente al de las ecuaciones
(2.85).
Antes de mostrar la manera de desacoplarlas, revisaremos momentaneamente la ecuacién (2.85b)

correspondiente a f_ para mostrar que esta ecuacion (en el caso general no conservativo) representa
una constriccion al sistema. Partiendo de la identidad

V(i@ 7) = (@ V)T + (7 V)i +1i x (V x8)+7x (V x ), (2.95)

la ecuacién (2.85b) se escribe explicitamente como

m [au + (@~ V)T 4 (T- V)i + DVQU] = f_

ot
ou oL . . - .
== m E-FV(U'U)—UX(VXU)-FDVU =f_
8_' —
= m (;:+V(ﬁ-ﬁ)—ﬁx(VXﬁ)—i—DV(V-U)] = f_ +mDV x (V x 7), (2.96)

en donde se uso la ecuacion (2.75) para la derivada de la velocidad de difusion, asi como la identidad
(2.80b). Luego, notando que

b n
V.- (p0) =pV-T+7-Vp = ;V-(pz?) =DV -U+7- (Dpp), (2.97)
la ecuacién (2.96) queda como
1 /0p . - . _, s
mDV p a—kV-(pv) = fo+mi x (V x V) +mDV x (V x ), (2.98)

donde el lado izquierdo se anula, siguiendo la ecuacién de continuidad. Entonces, la fuerza f_ que
cambia de signo bajo inversiones temporales queda (en la norma de Coulomb V - A = 0) como

—

fo = —qi x (V x A)+¢qDV?A. (2.99)
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Asi, es necesario introducir primero el cambio de variable

wy +w_ = Inp, (2.100a)
wy —w_ = —i28, (2.100b)

para poder desacoplar las ecuaciones (2.93) y (2.94) con la eleccién A =1,

o . . 2
—i2mD ot = 2mD? [(Vwy )2 + V2w?] + V — iDg (2A SV, + V- A) + L2 (2.101a)

ot 2m
2
i2mD8;)t_ = 2mD? [(Vu_)? + V?uw?| +V +iDq (24 Vu_ + V- A) + 2% (2101b)
m
Finalmente, se introduce el tltimo cambio de variable
Py = et = Jpe (2.102a)
Yo = e = /pe'd, (2.102b)
para obtener las conocidas expresiones
1 N2
—i27nDa¢—+ = — <i2mDV — qA) vy + Vg, (2.103a)
ot 2m
. o 1 . -\ 2
i2mD= = (—z2mDV - qA) b+ Vi, (2.103b)

lo que permite concluir que, dada la eleccion D = h/2m, se puede obtener, de la descripcién
estocastica detallada en esta seccidn, la ecuacion de Schrodinger. Vemos que en este caso la ecuacion
(2.85a) se escribe en términos de la aceleracién

dg = D0+ Dy, (2.104)

lo que remarca el hecho de que la dindmica del sistema ha dejado de ser clésica.



Capitulo 3

Desarrollo

Como se anticip6 en la seccién 1.1, el objetivo principal de esta tesis es intentar entender las
discrepancias entre la linea de investigacion del grupo del Dr. de la Pefia y trabajos de indole
numérica como los de las referencias [15, 16] a través de un problema especifico: El efecto Kapitza-
Dirac. Es por ello que, en la primera parte de este capitulo, se propone un método analitico que
describe la interacciéon de un electrén con ondas electromagnéticas externas (sean debidas al léser
o a los modos del CPC) utilizando los fundamentos teéricos de la secciones 2.1. En la segunda
se analiza un método numérico que implementa las ecuaciones descritas en la primera parte para
construir, electron por electréon, los patrones de difraccion de ambas versiones del efecto Kapitza-
Dirac detalladas en la seccién 2.2.

3.1. Fuerza sobre el electréon

Como el sistema a analizar es el del efecto K-D en sus versiones clasica y cudntica, para la
primera se calculara la fuerza debida al laser sobre una particula cargada (por ejemplo, un electrén)
que se mueve en la direccién Z con velocidad ¥(t) = v(t)Z suficientemente pequena para que no sea
necesario un tratamiento relativista; para la segunda se calculara la fuerza debida a los modos del
CPC, y se sumara a la fuerza de la versién cldsica. Para simplificar los calculos, descomponemos el
campo en componentes contra-propagantes y de igual polarizacién. De esta manera, la fuerza sobre
el electrén a calcular puede ser usada tanto para la fuerza debida al laser como para la debida a
los modos del CPC. Las componentes eléctricas de cada modo se pueden escribir entonces como

Ei(Ft) = E(l)fei(wt—ﬁﬁrn(m))’ By(Ft) = E’gei(wt+E~F+n(E,A))’ (3.1)

donde el vector constante E(])“ = E(])“é,; , da la polarizacién de los modos (para cada k yA=1,2),
y m es una fase aleatoria uniformemente distribuida en [0, 27) para el caso de los modos del CPC,
pero con un valor no aleatorio cuando (3.1) represente la luz del laser. Luego, las expresiones de
los vectores unitarios que dan la direccién de propagacion y la base de polarizaciones de los modos,
respectivamente, son

) sen 6 cos ¢
k= |senfsen¢ |, (3.2a)
cos
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cos 6 cos ¢ cos Y — sen ¢ sen x

€1 = | cosfsengcosy +cospseny |, (3.2b)
—sen 6 cos
— cos ) cos ¢ sen y — sen ¢ cos y
€p2 = | —cosfsenpseny +cospcosy |, (3.2¢)
sen f sen y

donde (r,0,¢) definen las coordenadas esféricas polares con las convenciones usuales y y es un
angulo que se elige al azar entre [0,27). N6tese que el vector de polarizacién se define de esta
manera para garantizar que k - & = 0. Debido a que la ecuacién (3.1) representa ondas planas [22],
se cumple que las componentes magnéticas de los modos son

. 1. = . 1. =
Bl<F t) = —k X E’l(F7 t), BQ('F,t) =——kX EQ(F, t), (33)
por lo que la fuerza de Lorentz que siente el electrén debido a este par de modos es
. . . o . 1 N . 4
Fr,=q(E4+7xB)=gq [E(’f ("1 4 €'%?) + =7 x (k: x E{f) (eor — e“"?)} , (3.4)
c

donde se definieron por simplicidad las fases @12 = wt F k-7 i - Luego, como A x (BxC)=
B(A-C)—C(A- B), se tiene que la fuerza de Lorentz es
vk

(ei“’l + ei‘”) _ Uk (eiw _ ei‘”)
c

—

Fr,=q

E{f + %(17 Eg) (ei‘pl - ei‘”) k. (3.5)

Nétese en la expresién de la fuerza dada por la ecuacion (3. 5) que hay un término en la direccién
de la polarizacion (es decir, en la direccién del campo eléctrico EF ) y un término en la direccién del
vector de propagacién k. Este tltimo es el responsable de la desviacion transversal de los electrones
(respecto a su movimiento original, antes del laser) en la version clésica del efecto K-D. Asi, si se
escribe la ecuacion (3.5) en componentes, se tiene el sistema

k -

F, = qEg ("' +¢?) (&4 - &) + @ (et —e'%2) |(F- &) (k- 2) — (T k) (Ex - i«)} , (3.6a)
k -

Fy = qEf (69" +€) (¢ - ) + @ (e —e#2) (@ &) (k- 9) = (T )& - 9)] . (3.6b)
k -

F, = qEf ("' + %) (&, - 2) + 5% (et —e2) |(T- &) (k- 2) — (T k) (Ek - ;:«)] , (3.6¢)

>

el cual, substituyendo explicitamente las expresiones de los vectores k y € ) y sumando sobre
A =1,2 (ecs. (3.2)), se obtiene para la componente en x

F, = 2qE¥ cos (E . f’) {cos 8 cos ¢ [cos(wt 4 m1) cos x — cos(wt + n2) sen x|}

+ 2¢E¥ cos (E . F) {—sen ¢ [cos(wt + 1) sen x — cos(wt + n2) cos x| }
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E§ (=
+ 2850 o (k . F) {sen 6 [sen(wt + n1) sen x + sen(wt + 12) cos x| vy}
c

Ey (=
+ 2250 gop (k . F) {cos @ sen ¢ [sen(wt + n1) sen x + sen(wt + 12) cos x| v, }
c

qu
c

+ 22— sen (k: T) {—cos ¢ [sen(wt + 1) cos x — sen(wt + n2) sen x| v, }, (3.7)

mientras que para la componente en y y en z

F, = 2qE} cos (E . F) {cos 0 sen ¢ [cos(wt + n1) cos x — cos(wt + n2) sen x|}

+ 2¢E¥ cos (E _'> {cos ¢ [cos(wt + n1) sen x + cos(wt + 12) cos x| }
gE§ (7
—2—sen (k . ) {sen @ [sen(wt + 11 ) sen x + sen(wt + n2) cos x] vz }
c
gEf (7
+2 sen (k ) {cos 0 cos ¢ [sen(wt + n1) sen x + sen(wt + 12) cos x| v, }
c
gE§ (7
+2—=sen (k . ) {sen ¢ [sen(wt + n1) cos x — sen(wt + n2) sen x| v, }, (3.8)
c
F, = 2qE¥ cos (E ) {sen 6 [— cos(wt + 1) cos x + cos(wt + n2) sen x| }
aEf  (
+2 sen (k ) {—cosfsen ¢ [sen(wt + 1) sen x + sen(wt + n2) cos x| vz }
c
qEE (o
+2 sen (k: 7) {cos ¢ [sen(wt + 1) cos x — sen(wt + 12) sen x| vy }
c
gE§ (7
+2—sen (k: . ) {cos 6 cos ¢ [sen(wt + n1) sen x + sen(wt + 12) cos x| vy}
c
qEf
+ 2-— sen (k . r) {sen ¢ [sen(wt + 1) cos x — sen(wt + n2) sen x| v, } . (3.9)
c

Como se mencioné anteriormente, las ecuaciones (3.7) a (3.9) son generales, por lo que se pueden
) )
particularizar para describir al electrén cuando entra a la regiéon del laser. En este caso, se tiene

que
EL = ELe, = EL2 l%:g:>9:¢=g,><=7r, (3.10)

es decir, las ecuaciones (3.6) en la zona del léser se escriben como
F, =0, (3.11a)
Fy, = qECOL (ei‘pIL - ei‘pé) Uz, (3.11b)
E, = qE} (ewlL + ei‘pé) — qECOL (eig"f - eiw%) Uy, (3.11c)

al mismo tiempo que las fases de las exponenciales se reducen a gon = wrt F kry. Finalmente,
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tomando la parte real de las exponenciales, se obtienen las expresiones para las aceleraciones

F, =0, (3.12a)
EL
F, = =0 (cos o — cos go%) Vg, (3.12b)
c
_ L L L qEé L L
F, =qE, (cos w7 +cosp ) - (cos Y] — cos g02) Uy. (3.12¢)
c

—

Estas fuerzas son precisamente las que aparecen en la ecuacion (2.16) (Fexs es la fuerza debida al
laser, ecs. (3.12) y Z*:"Cpc por las ecs. (3.6)).

Ahora, como usualmente se hace en los trabajos numéricos similares al presentado en esta tesis
[33], se compara el orden de los términos en la ecuacién (2.16).

. dF
mr ~ Fogp + T d;Xt

. . d /- .
+q (Ecpc 4T Bcpc) +al (Ecpc 47 x Bcpc) , (3.13)

para despreciar los méas pequenos y simplificar el célculo, asi como para interpretar el efecto de los
términos de reaccién de radiaciéon. Primero, si suponemos que el movimiento de los electrones es
tal que v < ¢, la componente magnética de la fuerza es despreciable comparada con la eléctrica.
Luego, se supone que los modos del campo que contribuyen mas significativamente al movimien-
to tienen longitud de onda mucho mayor que las dimensiones del movimiento, es decir, aplicamos
la aproximacién dipolar
k-7, (3.14)

por lo que en la vecindad de cada particula el campo cambia muy poco, lo que permite despreciar la
dependencia del campo en la posicion. Asi, la ecuaciéon de movimiento se puede escribir de manera
aproximada como . .

M = Fext + T'Fext + qEcpe(t) + qU Ecpe, (3.15)
donde I' <« 1 estd dado por la ecuacién (2.15). Vemos de esta tltima expresion que cada uno de los
términos contribuye de distinta manera a la fuerza total, pues

O(Fext) = ¢Ey, (3.16a)

0 (FFext) = (Twr)qEL, (3.16b)
O(qFepe) = qELF", (3.16¢)
O(al Eepe ) = (Twr)aEG™, (3.164)

es decir, la contribucién de cada término se puede comparar con las demads segin la expresiéon
O(Fext) > O(chpc) > O(PFext) > O(qPEcpc)v (317)

por lo que la dindmica del movimiento estard casi completamente gobernada por la fuerza debida
al laser, mientras que el resto de los términos en la ecuacién de movimiento contribuyen como
perturbaciones.
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3.2. Muestreo de los modos del CPC

A partir de lo discutido en la seccién 2.2, la fuerza que ejerce el laser sobre el haz de electrones
obliga a este ultimo a oscilar a una frecuencia wy,, por lo cual en este trabajo se consider6 describirlo
de manera aproximada a través del oscilador arménico simple. Asi, el movimiento del haz de
electrones es amortiguado a una razén I' con un ancho de resonancia

Fw? < A (3.18)

donde A representa la ventana de frecuencias a considerar en la suma de los modos del CPC.

La pregunta inmediata al intentar implementar el CPC en una simulacién numérica, es cémo
seleccionar los modos mas significativos para el problema en cuestién. En este caso, utilizando la
intuicién obtenida a partir de la observacion experimental de la versién cudntica del efecto K-D [24],
el patrén de difraccién aparece cuando la longitud de onda del laser es equiparable a la longitud
de onda de de Broglie asociada al momento transversal del haz de electrones. Esto dltimo sugiere
que los modos del campo significativos son los de frecuencias alrededor de la frecuencia del laser,
y con un ancho de ventana A definida por el programador!. Es por esto que el campo eléctrico de
los modos del CPC de la ecuacion (2.21a) se puede rescribir como

. [T .
Eepe(t) = Z oV cos (k - —wt+ 7],;7/\)&?,;” (3.19)
B

donde V' representa el volumen del sistema, el cual se relaciona con la densidad de modos del
muestreo

Vv
pk - (277')3’

(3.20)

para los vectores de onda y las polarizaciones dados por las ecuaciones (3.2). Asimismo, p;; = Ni/V7,
con N como el nimero de vectores de onda muestreados y V7 el volumen en el espacio de los vectores
de onda, el cual estd dado por la expresion

<wL +CA/2>3 (m —CA/2)3]’ (3.21)

es decir, el muestreo se hace eligiendo modos del CPC de manera isotrépica y homogénea (como se
seniala en la ref. [21]) en un cascarén esférico en el espacio k de grosor A alrededor de la frecuencia
del léser wy, con lo que el volumen V se calcula como

47

3
(2m) NE'

Vi

(3.22)

Asi, siguiendo el algoritmo propuesto en las ref. [33, 34], se construye el i—ésimo modo del CPC a

!Esta ventana cumple con varios propésitos simulténeamente. El primero es hacer eficiente la simulacién numérica,
pero también sirve para realizar estudios de convergencia del algoritmo. Inicialmente, basta con hacer que la ventana
cubra el ancho de resonancia I'w? del oscilador arménico.
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partir de los niimeros

ki = [(k‘lgnax - k?nzn) Ki + k:?nzn] e ’ (323&)
0; = arccos (1 — 29;), (3.23b)
¢i = i, (3.23¢)

donde kpar = (wr + A/2) /¢, kmin = (wp — A/2)/c, y ademds k;, ¥; y ¢; son nimeros aleatorios
con distribucién uniforme en [0,1], [~1,1] y [0,27), respectivamente?, a los cuales se le agrega
posteriormente la polarizacién y;. Asi, cada modo del CPC esté univocamente determinado por los
cuatro nimeros {k;, 0;, ¢i, xili = 1,2,..., Ni-}.

Finalmente, como se senala en la ref. [33], en donde se simula la dindmica del oscilador arménico bajo
los efectos del CPC, los modos del campo tienden a un muestreo uniforme en el limite A/wy < 1,
lo que impone un limite inferior para el grosor de la esfera A/ec,

A
Twy, € — <1 = Tw? <A, (3.24)
wr
2Los ntimeros ki, 0; y ¢i,1 € {1,2,...,N i} se construyen de esta manera para garantizar que el muestreo seleccione

modos de manera isotrépica y homogénea, como sefiala la ref. [21]. Si el lector desea entender por qué estos niimeros
tienen las definiciones (3.23), se sugiere consultar la ref. [35].



Capitulo 4

Resultados y analisis

4.1. Efecto K-D sin Campo de Punto Cero

Primero se prob6 el algoritmo en el caso clasico, es decir s6lo considerando la interaccién del haz
de electrones con el laser, usando las ecuaciones (3.12). Los pardmetros elegidos para la simulacién
fueron los mismos que los datos experimentales que se reportan en las ref. [1, 24]. Para el haz de
electrones se usaron los parametros

» Velocidad media de los electrones v = 1.1x 107 % (correspondiente a una energia K ~ 380 eV),
» anchura a media altura FWHM = 2v/2In20y ~ 25 ym = o0, ~ 10.6 pm,

= desviacion estandar para el momento transversal o, ~ 2.12 X 10727 kg - 2 (correspondiente
a un FWHM,,, = 2pgp con A\gp = Ap/2).

En las figuras 4.1 y 4.2 se muestra la distribucién inicial del haz de electrones (en z = 0) y la
distribucién del momento transversal en el haz, respectivamente.
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Figura 4.1: Perfil inicial del haz de N = 100,000 electrones, en donde las posiciones en el eje y

fueron generadas al azar siguiendo una distribucién gaussiana con o, ~ 10.6 um. Curva sélida para
comparacion.
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Figura 4.2: Distribucién del momento transversal p, del haz de N = 100, 000 electrones generada
al azar siguiendo una distribucién gaussiana con o, =~ 2.12 X 1027 kg - m/s. Curva sélida para

comparacion.

l

Ocurrencias (unidades arbitrarias)

Noétese que tanto las posiciones como los momentos iniciales (transversales, en el eje y) del haz
del electrones fueron elegidos aleatoriamente a partir de distribuciones gaussianas. Luego, en z = 0
inicia la zona del laser, el cual se tomé con las siguientes caracteristicas [36]:

» Longitud de onda A\ = 532 nm = wy, ~ 3.53 x 10° %,

= intensidad I =1 x 10" ¥ — Ef = /2L ~27x10% ¥

ceo mo
= ancho de la regién del laser D = 125 um,

» anchura a media altura FWHM = 2v/2In20, ~ 23 ym = o, ~ 9.8 pum,
» distancia entre el laser y la pantalla zsc = 24 cm,

donde también el perfil del laser se eligié gaussiano. Cabe sefialarse que en los trabajos experimen-
tales arriba citados se menciona que la distribucién del laser utilizado era muy irregular, por lo que
se ajustd a una distribuciéon gaussiana.

La figura 4.3 muestra el patréon obtenido a partir de la simulacién trayectoria a trayectoria para
N =100, 000 particulas, comparada con el patréon obtenido usando lo estudiado en el capitulo 2.2.
Lo primero que se aprecia es una diferencia entre lo obtenido calculando trayectorias individuales en
el histograma y en la curva sélida obtenida del cap. 2.2 usando la convolucién. Esto puede deberse
a que en los resultados obtenidos a través de la convolucién no aparece la dependencia espacial del
perfil del laser, mientras que en el cialculo trayectoria a trayectoria la intensidad del ldser cambia
gradualmente segiin la distribucién gaussiana con una desviacién estandar oy. Curiosamente, al
hacer un poco mas pequena la intensidad del 1dser en el célculo de la convolucién (por un factor
de alrededor de 0.7) los resultados coinciden casi perfectamente, lo cual se puede ver en la figura
4.4. Sin embargo, si se busca incorporar la dependencia en z del perfil del laser, se debe agregar
a la ecuacién (2.34) la dependencia de Vj (o mejor dicho, de I) como funcién de z e integrar de 0
a D. Los resultados de realizar lo anterior se pueden apreciar en la figura 4.5. Se observa que la
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Figura 4.3: Distribucién en la pantalla del haz de N = 100, 000 electrones después de interactuar
con el laser, comparada con la curva obtenida a través de la convolucién (curva en anaranjado).

Ocurrencias (unidades arbitrarias)

0.002

similitud entre ambos resultados, comparada con la obtenida en la figura 4.3, es mayor. Como se
mencioné anteriormente, si la intensidad del ldser aumenta (disminuye), el efecto es que los picos en
la distribucién en la pantalla se alejaran (acercaran) el uno respecto al otro. Asi, en la simulacién
se modifico el valor del ldser (alrededor de los valores reportados en las referencias citadas arriba)
buscando confirmar este comportamiento, lo cual se puede observar en la figura 4.6.

4.2. Efecto K-D con Campo de Punto Cero

Se implementd el método descrito en el capitulo 3.2 para seleccionar la muestra aleatoria de modos
del CPC, como se puede ver en la fig. 4.7, para un ntimero de vectores de onda N = 20,000, en
donde se observa claramente la isotropia y homogeneidad del muestreo. Ain después de implementar
los modos del CPC, es decir, agregando el término qﬁcpc a la ecuacién de movimiento (3.15) usando
la expresién (3.6) correspondiente, no se presentan cambios en la pantalla (fig. 4.8). Un primer
andlisis podria atribuir la falta de resultados (es decir, de cambios en el patrén de difraccién al
agregar los modos del CPC) al hecho de que la magnitud del campo eléctrico debido al ldser es
mucho mas grande que la magnitud del campo eléctrico de los modos del CPC. En efecto, para un

4 : ~ 15 rad 1 2 —24
ldser con frecuencia angular wy ~ 3.53 x 10" =<, con I' = T 3me =~ 6.25 x 10 s, y tomando

(seglin la ecuacion (3.24)) A = (9 x 10")Tw? =~ 7 x 1015 24 se obtiene un volumen en el espacio
de los vectores de onda Vi ~ 5.5 x 1022 m~!. Luego, si Npy=1= V ~45X 1072 m, por lo que
la amplitud del campo (ec. (2.20)) queda como

E
EgP¢ ~ 3 x 10° Vo & e (4.1)
m

Aun con esta diferencia era razonable esperar que, debido a que ambos campos contribuyen de
manera diferente, la dindmica de las particulas se modifique de tal modo que en el ensemble se
notara un cambio apreciable, como se explica a continuacién.
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Figura 4.4: Distribucién en la pantalla del haz de N = 100, 000 electrones después de interactuar
con el laser, modificando la intensidad del laser en los resultados de la convolucién por un factor
de aproximadamente 0.7 (curva en anaranjado).

La desviacién de las particulas debida al cambio en la velocidad transversal del haz, al primer
orden de difraccién [36], se puede estimar como

A 2h 10733
Av| = 0v, ~ 2dB o

—10t 2

= ~ — 4.2
vaALUZ 10730 x 10-7 s s (4.2)

)

donde d = A1, /2 es la periodicidad de la rejilla difractora. Al mismo tiempo, si pensamos en la
forma en que el Campo de Punto Cero actta sobre cada electréon, podemos entenderlo como que
este ultimo termina realizando una caminata aleatoria en el espacio de velocidades transversales
con tamafio de paso

B2 1070 10 3
m  wrp 10730 101% s s’ |

AVpaso = aT =~

donde a y 7 son, respectivamente, la aceleracién y tiempo caracteristicos. Después de Npasos, la
caminata aleatoria lleva al electrén hasta el cambio en la velocidad transversal

[Tint | D/v 10-4/107 . 5 m m
Avp = V NpasosAvpaso = %A’Upaso = mAvpaso ~ Wlog ; ~ 10° ;7 (4'4)

donde 7yt es el tiempo de interaccién entre el electron y los modos del CPC en la zona del laser.
Vemos entonces de las ecuaciones (4.2) y (4.4) que el cambio en la velocidad transversal para
observar cambios en el patrén (al menos al primer orden de difraccién) es del mismo orden al
cambio debido a la caminata aleatoria. Lo anterior indujo a suponer que, como ambos campos
actian sobre el electron de manera distinta, era posible que se presentaran cambios significativos
en el patrén de la fig. 4.5, aunque finalmente no haya sido observado tal modificacién del patron.
Una objecién inmediata podria ser que las estimaciones realizadas arriba son para un sélo modo
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Figura 4.5: Distribucién en la pantalla del haz de N = 100, 000 electrones después de interactuar
con el laser, integrando sobre la intensidad laser que depende de z de forma gaussiana en los
resultados de la convolucién (curva en anaranjado)

Ocurrencias (unidades arbitrarias)

|
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del CPC (Nj = 1), pero al realizar los célculos para un nimero bastante mas grande (por ejemplo
N; =5, 000) y sacar la componente del campo total debido a los modos del CPC se obtuvo un
campo de orden 10° V/m. Atin tomando una cantidad significativamente méas grande de modos del
CPC, no se obtuvieron cambios en el patron.

La falta de cambios en el patrén exige estudiar el comportamiento de los electrones a lo largo
del movimiento, primero para revisar la conservacion del momento y de la energia, y luego explorar
las velocidades de flujo ' y de difusién @ (seccién 2.3). Para realizar esto fue necesario reducir el
nimero de particulas a alrededor de N = 1,000, pues la cantidad de almacenamiento necesaria y
el costo computacional de los cédlculos aumentan no sélo como funcién del tamafio de paso, sino
también con el nimero de particulas, especialmente cuando se registran trayectorias especificas. Lo
anterior se debe a que, pese a que los calculos se realizaron en paralelo en la GPU, los resultados
deben pasarse de ésta al CPU y al disco de manera secuencial. En la figura 4.9 se muestran los
promedios sobre el ensemble! de las trayectorias obtenidas en la simulaciéon de N = 1,000 electrones
y Nz = 5,000 modos, con los mismos parametros descritos al inicio de este capitulo. Como se puede
ver dicha figura, los promedios de las coordenadas transversales del ensemble casi no cambian, como
era de esperarse, pues las distribuciones son inicialmente simétricas, y al interactuar con el liser
también lo son. La pequena desviacién del promedio se debe probablemente al reducido nimero de
particulas usadas en el experimento, y se esperaria que con N — oo tales desviaciones tendieran
a cero. Igualmente se puede ver que la coordenada en z aumenta (en promedio sobre el ensemble)
de manera lineal con el tiempo. Lo anterior viene del hecho de que la componente en z de la
velocidad media se mantiene muy cercana a la velocidad media del haz v = 1.1 x 107 m/s, aunque
cabe sefalar que en un momento del tiempo el valor medio de v, empieza a variar de manera
importante, justo a la mitad del tiempo total de interaccion con el laser. Lo anterior se debe a
que el perfil del laser esta distribuido de manera gaussiana con los parametros detallados al inicio
del este capitulo. A diferencia de ese comportamiento, aunque igual acentudndose a la mitad de
la zona del laser, el promedio de la componente en y de la velocidad aumenta significativamente.
Este comportamiento se observé también en otras ejecuciones, aunque obviamente los promedios

'Es decir promediando para todas las particulas a un mismo tiempo ¢.
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Figura 4.6: Distribucién en la pantalla del haz de N = 100,000 electrones para diferentes inten-
sidades del laser, integrando sobre la intensidad laser que depende de z de forma gaussiana en los
resultados de la convolucién (curva en anaranjado)
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Figura 4.7: Muestreo de los modos del CPC en el espacio k. Ala izquierda, los puntos en color azul
forman el cascarén esférico de grosor A/c para A = (107)Tw? ~ 10'5 %. El namero de vectores
de propagacién es N = 20,000. Los puntos en color rojo sobresaltan la rebanada del cascarén

alrededor de |k;| ~ 0. A la derecha se puede ver la proyeccién de esta rebanada en el plano ky k.. Al
mismo tiempo se muestran circulos en negro los cuales fueron muestreados de manera cartesiana
(para comparacién).

cambiaban a valores finales distintos, pero exhibiendo el mismo comportamiento en el tiempo. Algo
interesante de los promedios sobre el ensemble se puede ver en la componente en y de la velocidad.
Pese a que la condicién inicial para todas las particulas se distribuye de manera gaussiana con
op, == 2.12 % 102" kg-m/s de tal manera que py =~ 2h/ AL, la velocidad media cambia radicalmente
alrededor de la mitad de la interaccién, precisamente cuando cambia la velocidad media en la
componente z. Al realizarse varias corridas de la simulacién, se obtuvo que la velocidad media
en la direcciéon de y siempre cambiaba de esta manera, siempre a valores finales distintos, aunque
siempre coincidiendo con el cambio de la velocidad media en z. Evidentemente, del promedio de la
componente en z de la velocidad, la energia media del sistema se mantiene relativamente constante,
como se muestra en la figura 4.10, confirmando las aseveraciones de la ref. [1] sobre que la velocidad
media y la energia del sistema es constante. Al mismo tiempo, el momento medio del haz se conserva
s6lo en las componentes en = y z, pero no asi en la componente en y debido a la interaccién con el
laser (ver figura 4.9).
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Figura 4.8: Distribucion en la pantalla del haz de N = 2,000 electrones después de interactuar
con el laser, Ni: = 5,000 modos del CPC, integrando sobre la intensidad ldser que depende de z de
forma gaussiana en los resultados de la convolucién (curva en anaranjado).

4.3. Mecanica cuantica estocastica

Ya que se discutié a detalle la falta de cambio en el patrén con los modos del CPC respecto al
patrén sin modos del CPC en la seccidn anterior, la interrogante inmediata es por qué. Esto seguido
de la discusién sobre la caminata aleatoria, en donde se justifica el por qué podia esperarse, pese a
la diferencia de magnitudes en los campos (ec. (4.1)). La expectativa se basaba basicamente en que
los campos debido al laser y debido al CPC acttian de manera diferente sobre los electrones. Esto
puede ser corroborado en trabajos de naturaleza similar a la de este trabajo [15, 16, 33|, en donde
se sefiala precisamente lo que se discuti6 alrededor de la ecuacién (3.17): El CPC termina jugando
un papel perturbativo en la dindmica de los electrones. Sin embargo, ésto cae en contradiccién con
los resultados descritos en la seccién 2.3 y con las referencias [9, 37], en donde se muestra que la
fuente de estocasticidad (en este caso el CPC) cambia totalmente la dindmica del sistema, pues
como se mostré en la ecuacién (2.78) y la discusion alrededor de ella, la dindmica ha dejado de ser
clasica. En esa ecuacion, al identificar la fuente de la estocasticidad como el CPC, se agregd a la
Segunda Ley de Newton un término que es funcién del potencial cuantico (ecuacién (2.81)), el cual
se escribié en términos de la velocidad de difusién 4 dada por la ecuacion (2.63)

(ALT— A_D) (T + 1 — 23)

(&6) = 2At - 2At (4.5)

£

la cual debe ser de tamano comparable con la velocidad de flujo ¢ dada por la ecuacién (2.57)

o AT+ AT a2 — i
v(x,t):< +2At ) _ ! N ) (4.6)

De los experimentos mencionados al final de la seccién anterior (con N = 1,000 electrones), se
obtuvieron las curvas mostradas la figura 4.11 para las componentes de estas velocidades, en donde
se observa que las componentes en z y en iy son comparables en tamano, mientras que la componente
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Figura 4.9: Promedio de ensemble (para un mismo tiempo t) sobre las trayectorias de N = 1,000
electrones al interactuar con el ldser, tomando N = 5,000 modos del CPC. La columna izquierda
muestra los promedios de las posiciones z, y y z, mientras que la columna derecha muestra las
velocidades promedio v, vy ¥ V..

en z la velocidad de flujo es casi tres érdenes de magnitud mayor que esa misma componente de
la velocidad de difusién. De la seccion 2.3, recordamos que la conclusién obtenida en la dindmica
modificada no Newtoniana a la que se somete el ensemble (ecuaciones (2.77) y (2.78)) requiere que
las velocidades de flujo y de difusién sean comparables para que los efectos cuanticos aparezcan
en la dinamica. Un dltimo detalle que se resalta es el comportamiento de las componentes en z de
las velocidades de flujo y de difusién (curvas hasta abajo de la figura 4.11), las cuales muestran
cambios abruptos en varias regiones del ldser. En esas figuras se muestra cémo casi al inicio del
espacio de simulacién el promedio de la velocidad empieza a variar (alrededor de z = 10 um), y
aun de manera mas abrupta alrededor de z = 100 um, lo cual difiere con las posiciones en z en
donde se manifiestan los cambios senalados anteriormente en las velocidades medias en = y ¥, pues
no coinciden con la distribucién del ldser (cuyo méximo se encuentra en z = 62.5 um).



4. RESULTADOS Y ANALISIS 42

x107Y

5.5125

5.512 -

5.5115 —

5.511 —

5.5105 —

551 \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120 140

zZ pm
Figura 4.10: Promedio de ensemble sobre la energia de NV = 1,000 electrones al interactuar con
el laser, tomando N = 5,000 modos del CPC.

0.6 0.6 b

0.4
0.2

0.2

viE
o

-0.2
1 -0.4

-0.2

-0.4 -0.6
400 400
300
200
> 100

200

-100
-200
-300

9.2
9.19
9.18

2917
9.16
9.15
9.14 ‘ ‘ ‘ ‘

| . 3 . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140

z pum z pum
Figura 4.11: Promedio de ensemble sobre las trayectorias de N = 1,000 electrones al interactuar
con el laser, tomando N = 5,000 modos del CPC, para calcular las velocidades de flujo @' (curva
en color rojo) y de difusién @ (curva en color azul).



Capitulo 5

Conclusiones

Este trabajo puede trazar las siguientes conclusiones, las cuales se enumeran para distinguirlas
claramente, y no necesariamente por orden de importancia:

1. El método implementado funciona eficientemente para la version clésica del efecto Kapitza-
Dirac. Utilizando los datos experimentales reportados en la literatura, se construyé el patrén
de difraccién de arcoiris trayectoria a trayectoria. Al tiempo de publicacion de este trabajo,
no ha sido publicado algin trabajo similar con el efecto Kapitza-Dirac clasico.

2. Se confirmaron las suposiciones senaladas en la referencia [1, 27] sobre la conservacién de
energia del haz, aunque se mostré que el momento transversal del mismo (en la direccién de
propagacion del laser) no se conserva, debido a la transferencia de momento del haz de luz
sobre los electrones. Como se comentd en el capitulo anterior, esta afirmaciéon viene de las
figuras 4.9 y 4.10.

3. Pese al éxito en la simulacion del efecto K-D clésico, y aunque se implementaron los modos
del CPC siguiendo las referencias [33, 34], los resultados arrojados no reproducen el patrén
de interferencia del efecto K-D cudntico, ain al hacer la regién de muestreo en el espacio k
mas y mas grande. En este punto es indispensable recalcar que hay varios pardmetros que
fueron elegidos arbitrariamente, algunos por comodidad, y otras por falta de otra eleccién.
Por ejemplo el nimero de polarizaciones por modo del CPC fue elegido arbitrariamente. En
trabajos de naturaleza similar a este, a cada vector de onda k le corresponde un tnico par
de vectores de polarizacién, apostando al éxito en la simulacién a tomar un gran nimero de
modos del CPC. Sin embargo, de las expresiones de las fuerzas (3.6), éstas parecen indicar
una fuerte dependencia de los resultados en la polarizacién de cada modo. Sobre esta elecciéon
se intentaron varias cosas, por ejemplo definir un niimero de polarizaciones por modo normal
del CPC y calcular las fuerzas, pero esto trajo algunos problemas al momento de calcular las
intensidades totales del campo. Al final se implementd el muestreo del campo tomando las
dos polarizaciones por vector de onda k. Otro ejemplo de pardmetro arbitrario fue el elegir
la frecuencia de resonancia para la simulaciéon fue posible sélo identificar dos frecuencias
importantes: La del laser wy, ~ 3.54 x 109 % y la de Compton we ~ 7.76 x 10%° %. La
eleccién aqui era clara, pues no hay recursos computacionales que logren resolver un ensemble
de electrones agitandose a frecuencias tan altas como las de Compton, por lo que finalmente se
eligi6 la del laser. Este punto deja claro que atn falta intentar encontrar la manera adecuada
de elegir los modos importantes del CPC en un sistema en especifico, lo cual a la fecha no
queda claro cuél es el mecanismo en el que ciertos modos del campo afectan mayoritariamente
la dindmica del ensemble en una situacion en particular.

4. Segun la literatura [38], el problema de la difraccién de un haz de particulas difractadas por
una rejilla material puede ser entendido, al menos cualitativamente, desde el enfoque de la
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EDE. El CPC se difracta en presencia de la rejilla, haciendo una suerte de canales del vector
de Poynting que las particulas siguen, cada una pasando por una rendija a la vez, dando
a lugar asi al elusivo patréon de interferencia. Sin embargo, en el caso de la difraccion de
Kapitza-Dirac, ésta imagen se dificulta, pues la rejilla difractora formada por las ondas de luz
del laser en ninguna manera modifican la distribucién del campo de los modos del CPC, por
lo que la pregunta es como se adaptaria la descripcion de la EDE a este proceso de difraccién,
cuando la rejilla difractora es a su vez luz.

5. En trabajos recientes, en donde se han encontrado similitudes entre la Mecénica cuantica y la
EDE, ha sido fuertemente cuestionada la naturaleza y el alcance de estas coincidencias [16].
La pregunta de si esas coincidencias son circunstanciales o no se ha manifestado en repetidas
ocasiones, especialmente cuando el sistema involucra coherencia. Sin embargo, los autores
de dichos trabajos no exploran las condiciones necesarias para obtener resultados cuanticos
remarcadas en este trabajo y sefialadas en las referencias [9, 37], las cuales claramente indican
que la dindmica que siguen esos sistemas ha dejado de ser clasica. Es por ello que descripciones
totalmente clsicas como la de este trabajo (y de los trabajos de indole numérico citados an-
teriormente como los de las refs. [15, 16]) estan destinadas a no reproducir el comportamiento
de los sistemas cuanticos fielmente. En este sentido seria interesante realizar un analisis esta-
distico sobre las trayectorias como el presentado en la secciéon 4.3 en los trabajos numéricos
en sistemas donde los resultados obtenidos a través de teorias clasicas coinciden, al menos
de manera aproximada, con los resultados cudnticos, como por ejemplo el de la ref. [34]. Lo
anterior para intentar entender cémo implementar estas condiciones en la descripcién parti-
cula a particula, es decir, qué se debe agregar a las ecuaciones de las fuerzas (3.13) de cada
particula para que la dindamica deje de ser cldsica, y aparezcan entonces comportamientos
cuénticos.

En este sentido es importante senalar que en trabajos recientes del grupo de de la Pefa
[39, 40] se concluye que el efecto del CPC sobre la dindmica de las particulas no es meramente
perturbativo, sino que por el contrario, el CPC adquiere control de la dindmica, lo que explica
la aparicion de efectos cuanticos.

6. Como nota final, serfa interesante intentar extender este trabajo a una mayor cantidad de
particulas, especificamente en la recopilacion de trayectorias. Como se mencion6 anteriormen-
te, el problema principal es la gran cantidad de recursos necesarios para ello, pues la cantidad
de datos crece tanto como funcién del tamano de paso como del nimero de particulas.
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