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Introduccion

El modelo estandar de fisica de particulas es una teoria cudntica de campos que provee una
descripcién de las interacciones fundamentales entre particulas elementales. Este modelo involucra
una variedad de campos que cuentan con distintas masas, interacciones, cargas ante los distintos
grupos de norma del modelo (SU(3), SU(2), U(1)), entre otras propiedades dispares. Las cargas que
tienen los campos del modelo estdndar bajo los distintos grupos de norma se muestran en la Tabla[T]
El modelo estandar ha sido sometido a pruebas experimentales a energias de ~ 1 TeV, demostrando
gran precision [I]. A pesar de la precisién del modelo estdndar, este no contiene ninguna particula
que sea un candidato viable de materia oscura. Esta razén expone la necesidad de que el modelo
debe ser extendido.

La constitucion de la materia oscura, propuesta para explicar el movimiento de las galaxias
en el cimulo Coma [2], ha significado uno de los principales problemas de la fisica de particulas
y de la cosmologia. Cuando se toma en consideracién el escenario en el cual la materia oscura
estd compuesta por particulas elementales, existen cualidades que los candidatos deben poseer, los
candidatos deben ser

= materia no relativista, debido a que la materia relativista no presenta la capacidad de formar
pozos de potencial gravitacional, indispensables para la formacién de estructuras a gran escala;

= eléctricamente neutros, debido a que particulas cargadas pueden afectar datos de observacio-

Campo L:<VL> er UR Q:<UL> UR dr H
€y, dL

SU(3) — - - O O O _
SU(Q) O — — O _ _ 0
U(1) —1/2 -1 0 1/6 2/3 —1/3 1/2

Tabla 1: Cargas de los campos del modelo estandar. O indica que los campos se transforman bajo la repre-
sentacion fundamental del grupo, — indica que el campo estd descargado. L, e y v son leptones, QQ, u y d
son cuarks mientras que H es el escalar de Higgs.



2 INTRODUCCION

nes astrofisicas;

= estables, superando la edad del Universo por varios érdenes de magnitud. La estabilidad es
requerida para tener abundancia no nula de materia oscura al tiempo actual.

Algunas particulas propuestas, ademds de ser potenciales candidatos de materia oscura, son
adicionalmente presentadas como soluciones a problemas en fisica de particulas. Entre las particulas
que son soluciones a varios problemas figuran los axiones, propuestos como solucion al problema de
ajuste fino conocido como problema de CP fuerte, y los neutralinos, que son a veces considerados
una posible solucién al problema de jerarquia. Al presumir que la materia oscura estd compuesta por
particulas fundamentales y que estas presentan algin tipo de interaccién con el modelo estandar,
propiedades inherentes de las particulas como tiempo de vida media e interacciones son restringidas
por experimentos de altas energias. Aunado a lo anterior, atributos cosmoldgicos de las particulas
como densidad de energia son coartadas por la abundancia de materia oscura considerada por
nucleosintesis del Big Bang y el fondo césmico de microondas.

Las particulas masivas débilmente interactuantes (WIMPs, por las siglas en inglés de Weakly
Interacting Massive Particles) se presentan como candidatos de materia oscura fria cuya hipdtesis
es favorecida tedricamente [3, 4]. Las WIMPs corresponden a una categoria amplia de posibles
particulas, las cuales se presentan como reliquias térmicas (término que se le confiere a las particulas
producidas de manera térmica). El rango de masas de las WIMPs se encuentra entre pocos GeV
y 100 TeV. Las WIMPs han sido ampliamente examinadas debido a que son producidas con la
abundancia correcta para materia oscura fria, lo que corresponde al milagro WIMP [5]. Este ajuste
de la abundancia de reliquia de WIMPs con la abundancia de materia oscura fria observada se debe
a la dependencia del promedio térmico del producto de la seccién eficaz por la velocidad de las
particulas. Al introducir una seccién eficaz del orden de la fuerza débil y la velocidad de desacople
de los WIMPs en la abundancia, esta da la densidad de reliquia correcta de materia oscura fria [3] [6].
Revisiones de los progresos en la deteccién de esta familia de particulas se muestran en [7, [§].

Otra particula propuesta que cumple con los requerimientos de materia oscura es el axién.
El axién es un pseudo-bosén de Nambu-Goldstone generado a partir del rompimiento espontaneo
de una simetria global U(1)pq, introducido originalmente para resolver el problema de ajuste
fino conocido como problema de CP fuerte, esta particula es llamada axién de QCD [9, 10, [11].
Los acoplamientos del axion con campos del modelo estdndar dependen del modelo estudiado,
entre los cuales destacan acoplamientos con fotones y piones. La masa del axién es un pardmetro
libre que depende de su constante de desintegracién fpg, parametro que aparece restringiendo
los acoplamientos del axién. Las escalas importantes en la evolucién del campo del axién son la
escala del rompimiento de la simetria global U(1)pg, vpg, asociada con el valor esperado de vacio
del campo escalar complejo del cual surge el axion, y la escala a la cual el axiéon adquiere masa
Agep [12]. La tasa de desintegracién del axién es muy pequena, debido a que la masa del axién
myg estd restringida a los valores 10712eV < m, < 107%eV [5], esto por observaciones astrofisicas.

~

Lo anterior implica que el tiempo de vida media del axién es superior al tiempo del Universo, lo
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que convierte a esta particula en un candidato apropiado de materia oscura.

Particulas que presentan acoplamientos con materia bariénica similares al de los axiones y
que también son generados a partir del rompimiento espontdneo de una simetria global U(1) son
conocidas como particulas tipo axién (ALPs, por las siglas en inglés de Awzion-Like Particles). Las
particulas tipo axién son particulas que surgen en extensiones del modelo estandar, mediante el
rompimiento espontdneo de simetrias adicionales U(1); globales, i = 1,2,...,n. A temperaturas
por debajo de la escala del rompimiento de simetria v;, surgen pseudo-bosones de Nambu-Goldstone
como la parte angular de un campo escalar complejo. Las interacciones con el modelo estandar, a
través del tensor de esfuerzos con los bosones de norma y con espinores para los fermiones, estan
suprimidas por la constante de desintegracién f; o v; [I3]. Sin embargo, dichos acoplamientos,
asi como la masa, que dependen de la constante de desintegracion, no estdn restringidos por la
escala de QCD. Ademads, la masa de las ALPs no esté relacionada con la masa del axién de QCD
y generalmente esta no depende de la temperatura [14]. La introduccién de las ALPs permite
la liberacién de la masa de la particula de la constante de desintegracién, lo que resulta en la
modificacién de las cotas de las masas. Al permitir que la masa de las particulas sea del orden de
GeV, se tiene que la tasa de desintegracion es mayor, llegando a tener tiempos de vida media de
las ALPs que son menores que la edad del Universo, el tiempo de la superficie de tltima dispersion
y nucleosintesis del Big Bang, dependiendo del valor que se asigne a la masa de la particula.

Ante la diversidad de las propiedades que exhiben los campos del modelo estdndar, resulta
natural suponer que la materia oscura estd compuesta por una variedad de particulas con distintas
masas y tiempos de vida media. Sin embargo, considerar particulas no estables como materia oscura
implica el ajuste de otros parametros para que no se genere fenomenologia de materia oscura distinta
a la expuesta inicialmente. Lo anterior implica la adicién de parametros libres a la teoria que depende
de la cantidad de campos introducida. Si los parametros son sujetos a restricciones, el problema se
simplifica. Existen investigaciones referentes a materia oscura que no implican particulas estables,
las cuales introducen un conjunto de campos escalares con diferentes propiedades, cuyas particulas
se asocian con la materia oscura observada [I5]. Dichos modelos consideran que el conjunto de
campos surge en una teoria efectiva producida mediante la reduccion dimensional de una teoria
con una dimensién espacial adicional [16]. Ademds existen modelos que incorporan a los axiones
como candidatos de materia oscura [I7, I8, [19], de los cuales, las interacciones de los campos
axiénicos con campos del modelo estandar juegan un papel importante, ya que de ellos dependen
las desintegraciones en particulas del modelo esténdar y tiempos de vida media [20]. En el modelo
de materia oscura dindmica se trabaja bajo la suposicién de que la mayor cantidad de particulas
que forman la materia oscura son producidas mediante el mecanismo no térmico de produccion
por desalineacion. La consideracion de los axiones como materia oscura no relativista se realiza
mediante la identificacién de la densidad de energia y ecuacién de estado asociadas a los campos
de los axiones, las cuales tienen el mismo comportamiento que materia no relativista [I4]. La
identificacién anterior es posible debido al comportamiento oscilatorio que presenta el campo del
axién bajo condiciones especificas que involucran a la masa del campo, la tasa de expansion del
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Universo y la tasa de desintegracién del campo [21], 22, 23].

Con lo mencionado anteriormente, surge el cuestionamiento jes posible establecer un ensamble
de particulas cuya abundancia total, es decir la suma de las abundancias asociadas a cada tipo de
particulas, sea capaz de replicar la abundancia de materia oscura observada? A partir de considerar
el cuestionamiento anterior, surge el objetivo general de este trabajo, el cual es identificar las
condiciones necesarias para que la abundancia de particulas, asociadas a un conjunto de campos, se
ajuste a la abundancia actual de materia oscura fria. En el escenario que se considera, se examinan
axiones y particulas tipo axion.

A partir del objetivo anterior, son planteados los objetivos particulares de esta tesis. El primer
objetivo particular es mostrar las ecuaciones fundamentales del modelo cosmoldgico estandar y las
caracteristicas de la materia oscura fria. Lo anterior permitird establecer un criterio para poder
sostener que una particula se comporta como materia oscura. Posteriormente se busca detallar las
circunstancias bajo las cuales particulas asociadas a un campo pseudo-escalar se pueden considerar
materia oscura fria. Con esto se puede valorar si el uso de campos pseudo-escalares es adecuado para
un modelo de materia oscura. Después se busca examinar las propiedades que tiene un conjunto
infinito de campos pseudo-escalares, asi como advertir las conexiones entre las propiedades de
distintos campos. Al establecer las propiedades de los campos, se espera obtener identidades para
la suma de las abundancias asociadas a cada campo. Finalmente se tiene como meta establecer una
diferenciacién entre el uso de axiones de QCD y particulas tipo axion.

El procedimiento que se va a seguir para alcanzar los objetivos mencionados consiste en:

= establecer las caracteristicas de la materia oscura fria;

= analizar métodos de produccién no térmicos;

» identificar las condiciones para que un campo sea considerado materia no relativista;
= calcular la densidad de energia de un campo;

= calcular la tasa de desintegracién;

= establecer un conjunto de campos con diferentes masas y tasas de desintegracion;

= calcular la densidad de energia del conjunto; e

= identificar el espacio de pardametros para que la densidad de energia del conjunto sea igual o
menor a la densidad de energia de materia oscura.

Los resultados esperados son la identificacién de los pardmetros bajo los cuales la densidad
de energia del conjunto de particulas constituye la densidad de energia de materia oscura, o la
equivalencia entre abundancias. También se busca determinar las consecuencias de considerar axion
de QCD o particulas tipo axiéon como candidatos de materia oscura.
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Organizacién

En el Capitulo [1| se presenta una revisién de conceptos fundamentales en cosmologia necesarios
para concebir las diferencias entre las componentes del Universo, asi como para discernir el com-
portamiento de la expansion del Universo bajo la dominacién de alguna componente. Se ofrece un
panorama general de las observaciones cosmolégicas que introducen restricciones sobre las propie-
dades de materia oscura. También se incluyen los mecanismos de produccion de materia oscura,
clasificados en mecanismos térmicos y no térmicos.

En el Capitulo [2| se introduce al axién como solucién al problema de CP fuerte. Posteriormente
se muestra la aparicién del campo del axién a partir del rompimiento espontaneo de una simetria
global y se ponen de manifiesto las caracteristicas de las particulas tipo axién. Por tdltimo se
identifica al campo del axién como materia oscura, producida a partir del mecanismo no térmico
produccion por desalineacion, mediante el reconocimiento de la semejanza entre la evolucién de la
densidad de energia del campo del axién y la densidad de energia de materia no relativista.

En el Capitulo [3] se sefiala el uso general de dimensiones espaciales adicionales en una teorfa.
A continuacién se exponen conceptos indispensables de teoria de grupos, topologia y geometria
diferencial para definir un orbifold, espacio en el cual se compactifica la dimensién espacial adicional.
Se muestra la expansion de los campos escalares propagandose en cinco dimensiones en términos
de campos escalares en cuatro dimensiones, lo cual tiene como consecuencia una accion efectiva en
cuatro dimensiones con masas jerarquizadas de los campos. Seguidamente se incorpora la estructura
que tienen las condiciones iniciales en los campos 4-dimensionales, inicialmente relacionadas con
el campo escalar en cinco dimensiones. Se analiza la evolucién de los campos escalares cuando se
tienen estados propios de momento y cuando se tienen los estados propios de masa, obteniendo
valores para la densidad de energia. Se calcula la tasa de desintegracién de los campos del axién,
suponiendo que solamente interactiian con los fotones en el modelo estandar.

En el Capitulo[4]son mostrados dos escenarios para las expresiones obtenidas en el Capitulo[3|de
abundancias individuales y abundancia total de las particulas consideradas como materia oscura.
Estos dos escenarios son establecidos utilizando la resoluciéon del problema de CP fuerte como
criterio asi como la dependencia de la masa de las particulas. Ademas, se presentan los valores de
los parametros libres de la teoria para que la abundancia de candidatos sea igual a la abundancia
de materia oscura fria medida actualmente.

En el Capitulo [5|se presentan las conclusiones obtenidas a partir del capitulo de resultados, asi
como una descripcién del trabajo futuro con base en las observaciones realizadas en el capitulo de
resultados.

En la seccion de Apéndices se presentan apartados dedicados a unidades naturales, integrales
escalares, andlisis del oscilador amortiguado y graficos que complementan el capitulo de resultados.



Capitulo 1

Cosmologia Estandar y Materia
Oscura

El modelo cosmolégico ACDM, es el mas compatible con las observaciones césmicas. Se fun-
damenta en el principio cosmolégico, el cual establece que el contenido del Universo exhibe una
distribucién isétropa y homogénea (a escalas mayores a 102 Mpc). Dicho modelo supone que el
contenido energético se debe a cuatro componentes: radiacion, energia del vacio, materia bariénica
y materia oscura ‘fria’ (CDM, por las siglas en inglés de Cold Dark Matter). Radiacién se refiere a
las componentes cuya velocidad es relativista (fotones y neutrinos). La energia del vacio, asociada
con la constante cosmoldgica A, esta relacionada con la expansion del Universo. La clasificacion de
la materia, oscura y baridnica, se debe a las interacciones que estas presentan. La materia oscura
no presenta interaccion significativa con radiacion. El término fria se debe a que sus velocidades
son altamente no relativistas, permitiéndose asi la formacién de estructuras a niveles apropiados.

Ademds, el modelo cosmoldgico propone perturbaciones primigenias en la densidad de energia,
que podrian haber establecido las semillas de la estructura observada del Universo. Estas per-
turbaciones pudieron haber sido magnificadas por el proceso de expansién acelerada en el universo
temprano, conocido como inflacion. En torno a esas perturbaciones magnificadas, la materia oscura
fria debié acumularse para detonar la formacién de galaxias y estructuras mayores.

1.1. Cosmologia Estandar

1.1.1. Universo en expansién

Debido a la distribucién energética del Universo, se considera que la geometria del espaciotiempo
puede expresarse como R x 3, donde R corresponde a la direcciéon temporal, y ¥ es una variedad

6



1.1. COSMOLOGIA ESTANDAR 7

de Riemann 3-dimensional [24].

La métrica de un espaciotiempo (14-3)-dimensional, homogéneo e isétropo en sus secciones
espaciales es la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). El intervalo espacio-
temporal

3
ds? = Z gudxtdx” (1.1)
p,v=0

se puede escribir, en términos del intervalo en X, do?, en un sistema coordenado preferencial tal
que quede de manifiesto las simetrias del Universo, como

2

2 _ 2 2 2 _ 2 2

+ 72d6? + r? sen? d¢2> . (1.2)
En la expresién anterior se consider6 ¢ = 1|ﬂ t es el tiempo, (1,0, ¢) corresponden a las coordenadas
comoviles, es decir, coordenadas cuya etiqueta permanece invariante ante la expansién del Universo.
a(t) es llamado factor de escala, con la convencién de tener un valor unitario evaluado en el tiempo
actual denotado por t, i.e. ag = a(tp) = 1. El factor de escala describe la dindmica de la separacién
entre dos observadores, como consecuencia de la expansién del Universo. Por ejemplo, si a(t) se
ve incrementado por un factor de 3, la distancia entre observadores se triplica. £ es un término
referente a la curvatura espacial, en X, cuyos valores +1,0 y —1 atafien respectivamente a curvaturas
constantes positiva (abierta), nula (Euclidea) y negativa (cerrada).

El factor de escala describe completamente la evolucién temporal de un Universo isétropo y
homogéneo. Para determinar explicitamente el factor de escala se deben resolver las ecuaciones de
campo de Einstein, las cuales, concentradas en forma tensorial, son

Gy — Mgy = 87G Ty, (1.3)

siendo G, el tensor de Einstein, definido por

1
G = Ry — igw,R. (1.4)
R, es el tensor de Ricci (R, = R’ p, con R* 5, el tensor de Riemann), R el escalar de Ricci

(R = g"R,w), A la constante cosmolégica, G la constante de Newton y g"” es la métrica.

La materia es incorporada a las ecuaciones de Einstein a través del tensor de energia-momento
T,v, que incluye las distintas componentes del contenido del Universo. Inferido de las simetrias de
la métrica FRLW, el tensor de energia-momento debe ser simétrico

TH = g"oTH = T"", (1.5)

1A lo largo de este trabajo se utilizara el sistema de unidades naturales (¢ = i = kg = 1). La conversién de
unidades naturales a sistema internacional (SI) se muestra en el Apéndice
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y determinado por la condicién de que las ecuaciones [25]
oTH
oxY
deben coincidir con las ecuaciones de movimiento para materia en un espaciotiempo de Minkowski.
Aunado a ello, obligado por isotropia, sus componentes espaciales deben ser iguales.

=0 (1.6)

Con las restricciones impuestas sobre T),,,, a grandes escalas, la materia puede ser aproximada
como un fluido perfecto caracterizado por densidad de energia p = p(t) y presion P = P(t) con
tensor de energia-momento

TH, = diag(p, —P,—P, —P). (1.7)

A partir de la expresién anterior para T",, la conservacién del tensor de energia-momento VHT“ =
0, consecuencia de la generalizacién de las ecuaciones de movimiento, adquiere la forma

dp  a(t)
— +—=(3 3P)=0 1.8
oy G+ 3P) =0, (19)
donde la derivada covariante V, se define como
oT*, o o
vV,T", = D + Fg#T L — FWT“&, (1.9)
y Fgw son los simbolos de Christoffel, definidos como
L s (9958 095y  Ogpy
Q@ = _g@ — . 1.1
B = 99 <3x7 * ozP  oxd (1.10)

La tasa de expansion del Universo se define por medio del pardmetro de Hubble

H(t) =a(t)/a(t). (1.11)
El factor de escala se determina a través de la expansién del Universo. La expansién del Universo

estd gobernada por la ecuacién de Friedmann, originada a su vez por la componente (u,v) = (0,0)
de las ecuaciones de campo de Einstein. En ausencia de la constante cosmolégica, la ecuacién de

Friedmann presenta la forma
at)\> k  8G
—= = ——p(t). 1.12

(5) + e =500 12

El parametro de Hubble evaluado al tiempo actual se conoce como la constante de Hubbleﬂ [26],

Ho= H(t =ty) = (67.440.5) km s~ "Mpc ™. (1.13)

2 Ademis del valor de la constante de Hubble determinado por Planck Collaboration [26], existen diversos métodos
para determinar el valor de Hp. Usando el método de escalera de distancia inversa, (inverse distance ladder) se
obtiene el valor de Hy = 67.8 £ 1.3 km s™'Mpc™" [27]. Una combinacién de DES Y1 (Dark Energy Survey Year
1) con oscilaciones baridnicas acusticas (BAO) y nucleosintesis del Big Bang (BBN) establece un valor de Hy =
67.4715 km s~ Mpc! [28].
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El tiempo de Hubble, ¢y, se define el reciproco del pardametro de Hubble
tg =1/H(t). (1.14)
Usualmente, la constante de Hubble se parametriza por un nimero adimensional h, definido por

Hy =100 hkms~! Mpc™L. (1.15)

Las componentes cosmoldgicas mas importantes corresponden a materia, radiacién y energia
del vacio. Materia consiste en cualquier conjunto de particulas no relativistas sin colisiones con
esencialmente presion cero. También se incluyen particulas cuya presion es despreciable en compa-
racién con su densidad de energia, con lo cual se considera que la presién para materia es P, = 0.
Radiacién abarca la descripcion de radiacion electromagnética y particulas masivas con velocidades
relativistas. Se sabe que el tensor T}, de electromagnetismo puede ser expresado en términos del
tensor de esfuerzo F* como [24]

1
TH = PR, — Zg“”FA"F)\U (1.16)

cuya traza es nula, la cual, comparandola con la traza de T}, en ((1.7)) se obtiene que P, = p;./3.

Es posible parametrizar la presién del fluido a partir de la densidad de energia del mismo,
mediante el uso de la ecuacion de estado, la cual tiene la forma

P = wp. (1.17)

Utilizando los valores de presién asociada a materia y radiacién, w tiene los valores constantes de
0 y 1/3 respectivamente. Para energia del vacio se tiene un tipo de tensor de energia-momento tal
que T* o« g"¥, cuya parametrizacion corresponde a Py = —py.

Empleando la ley de conservacién ((1.8)), asi como la ecuacién de estado para materia, radiacién
y energia del vacio, la evolucién de la densidad de energia, para fuentes individuales, en funcién del
factor de escala es

pm X a3 materia; (1.18a)
pr o a? radiacion; (1.18b)
pr = cte. energia del vacio. (1.18¢)

La caracterizacién de la composiciéon del Universo se lleva a cabo mediante el parametro cos-
molégico €2, llamado pardametro de densidad o abundancia, definido como

Pi
- (119)
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donde generalmente €;(t) se modifica con el tiempoﬂ El subindice 7 corresponde a las diferentes
manifestaciones de la densidad de energia: materia, radiacién y energia del vacio y p. es la densidad
critica. A su vez, la densidad critica p. se define como

pelty = S0 (1.20)
cuyo valor al tiempo actual es de [29]
pe(to) = (1.87834 x 10726 kg m—3)h2. (1.21)
La abundancia satisface
ZQi—Hlk =1, (1.22)
i

como consecuencia de la ecuacién de Friedmann, donde €2 es el andlogo parametro de densidad
asociado al factor de curvatura, considerando —3k/a?(t)87G = p como densidad de energfa debido
a curvatura.

La expansién del Universo conduce a un corrimiento al rojo (redshift) en la longitud de onda
de un fotén, es decir, la longitud de onda resulta aumentada por la expansiéon del Universo. La
frecuencia emitida, we;,, de un fotén serd observada con una frecuencia menor, w.s, mientras el
Universo se expande, donde se satisface

Hobs _ em (1.23)

)]
Wem, Gobs

donde aep, es el factor de escala al tiempo de emision del fotén y aqps es el factor de escala cuando el
fotén es observado. Resulta conveniente introducir el redshift z entre dos eventos, definido a través
del cambio en la longitud de onda
Aobs — A
o = 08 T fem. (1.24)
)\em
en la cual A corresponde a la longitud de onda, los subindices denotan el valor al cual se emitié y
fue observada. Si la observacién se realiza al tiempo actual,

_ 1
14 zZem

Aem

(1.25)

Durante intervalos largos en la historia del Universo, la densidad de energia se debe principal-
mente a la contribucién de una sola fuente. Ante ello, es posible realizar una distincién de tres
etapas diferentes en la expansién del Universo. Esta distincién se realiza a través de un redshift

3Para el valor de la abundancia evaluada al dia de hoy se utiliza la notacién: ;0 = Q;(t = to).
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Zeq- Para redshifts comprendidos por z > 2, se tiene la Era dominada por radiacion, en la cual
la densidad de energia debe su principal contribucion a materia relativista con ecuacién de estado
P = p/3. El tiempo en el cual z = z.,, corresponde a la igualdad radiacion-materia. Para redshifts
comprendidos en z < zq,, la expansion estd determinada principalmente por componentes de pre-
sién nula (Era dominada por materia). El redshift z., correspondiente a la igualdad de materia y
radiacién estd dado por [30]

1+ 2eq = 2.38 x 10* Q0 A7 (1.26)

Los valores de tiempo, factor de escala y temperatura correspondientes a dicha igualdad son res-
pectivamente [30], [12]

teg = 4.14 x 100 (Q, 0 h?) 2 s, (1.27a)
Ueq = a(t =teg) = 4.15 x 107° (Qoh?) 71, (1.27b)
Teqg =55 Quoh?eV. (1.27¢)

Durante la era dominada por radiacién y bajo la presuncién de un Universo Euclideo (k = 0),
las contribuciones a la densidad de energia en la ecuacién de Friedmann que no sean debido a
radiacion se pueden considerar como despreciables. Utilizando la evolucion de la densidad de energia
en funcién del factor de escala en la ecuacion de Friedmann, se obtiene el comportamiento
del factor de escala en funcién del tiempo

a o t/2, (1.28)

Para tiempos mayores, t > t.4, en los cuales la contribucién es mayormente a causa de materia no
relativista, la densidad de energia evoluciona como ([1.18al) y utilizando la ecuacién de Friedmann,
la evolucién del factor de escala en funcién del tiempo es

a o t2/3, (1.29)

Una vez advertido el comportamiento del factor de escala, como funciéon del tiempo, es posible
expresar el comportamiento de la expansién del Universo en distintas eras, mediante el parametro

de Hubble

H(t)y=1/2t era dominada por materia; (1.30a)
H(t)=2/3t era dominada por radiacion; (1.30b)
H(t) = const. inflacién. (1.30c)

1.1.2. Universo térmico

La descripcién de los procesos fisicos en un Universo en expansion se simplifican considerable-
mente si se examina el Universo temprano cuando las particulas estan en un estado de equilibrio
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local. Lo anterior se refiere a que la materia tiene la maxima entropia posible. Por lo tanto, si en
un lapso las particulas presentan dispersion en repetidas ocasiones, su entropia alcanza su maximo
valor posible antes de que el Universo exhiba un cambio significante en su tamaiio.

El tiempo que caracteriza la tasa de reaccion responsable de instaurar el equilibrio es el tiempo

de colisién [25]

1
forw ——, 1.31
¢ anv ( )

donde o es la seccién eficaz, n la densidad de nimero y v la velocidad relativa asociadas a las
particulas. Este tiempo de colisién a su vez debe ser comparado con el tiempo césmico tg ~ 1/H.
Si se tiene que

te < ty, (1.32)

el equilibrio local es alcanzado antes de que la tasa de expansion sea relevante.

La densidad de nimero n, densidad de energia p y presién P de un gas, con g grados de libertad
internos, son determinadas a partir de la funcién de distribucién f(z'(t),p;(t),t) como [30]

n= (zfr)3 /d?’pf(J?i(t),pj(t),t); (1.33)

P (27gr)3 / d*pE(a’ (1), pj (£) £ (2" (1), p; (1), 1); (1.34)
2 .

P= (2}(]r)3 /d%%f@’(t%m(ﬂ,t), (1.35)

donde E(z'(t),p;(t)) es la energfa del sistema, p el momento lineal y los {ndices denotan las com-
ponentes de la posicién y momento.

En un ensamble de particulas sin interaccién, la funcién de distribucion, f, que caracteriza a n,
py P en el espacio fase, se define por

dN = f(a',pj, t)da’dp®, (1.36)

donde dN es el nimero de particulas en un elemento de volumen del espacio fase daz3dp3. Debido
a que el volumen fase es invariante ante transformaciones de coordenadas, f es un invariante
espaciotemporal.

En ausencia de colisiones entre las particulas, se tiene una conservaciéon de particulas en el
volumen fase, resultado de ello, la funcién de distribucién obedece la ecuacién de Boltzmann sin
colisiones

df (='(), p; (t), 1)

= 0. 1.37
p (1.37)
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Si las interacciones entre las particulas son relevantes, la ecuacién se ve modificada con la adicién
de un término de colisiones C[f], el cual caracteriza el modo en que las particulas se mueven de un
elemento de espacio fase a otro

df (='(t), p; (1), 1)
dt

Para particulas en un estado de méxima entropia posible, la funcién de distribucién adquiere la
forma

= C[f]. (1.38)

1
flp) = (B —m)/T £ 1

(1.39)

en la cual p corresponde al potencial quimico de las especies y E es la relacién relativista E2(p) =
|p|? + m?2. Este espectro describe el comportamiento estadistico de un sistema de particulas con
espin entero (distribucion de Bose-Einstein) y espin semientero (distribucion de Fermi-Dirac). Las
estadisticas de Bose-Einstein y Fermi-Dirac atafien respectivamente a los signos —, + en la funcién

de distribucién (1.39).

Al examinar especies con masa m, se tienen dos escenarios factibles. Aquellos en los cuales
la contribucién a la energia es principalmente debido a la cantidad de movimiento, consecuencia
de velocidades relativistas (limite relativista). Caso contrario, se tienen aquellos donde la mayor
contribucién a la energia es debido al término inercial (limite no relativista), obteniendo resulta-
dos desiguales para n, p y P dependiendo de la suposicién efectuada. Considerando que T' > p,
se obtienen los valores para la densidad de nimero y densidad de energia como se muestran a
continuacién.

Limite relativista

En el limite relativista, la aproximacion que tiene la energia es

E(p) = V/Ip|> +m? = |p| > m. (1.40)
Por lo tanto, utilizando ({1.33))-(1.34)

3
ny = <£2)9T3, ng = 3ny, (1.41a)
72 4 -
Py = —SOQT . Pf = Db (1.41Db)

donde los subindices b, f corresponden respectivamente a bosones y fermiones, ((s) es la funcién
zeta de Riemann. La presién concerniente a las particulas obedeciendo ambas estadisticas se obtiene
a partir de la ecuacion de estado con w = 1/3, consecuencia del limite relativista (radiacién).
Mientras que la densidad de entropia s para el caso de particulas relativistas estd dada por [3]

_ 272 73

_ 1.42
T (1.42)
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Limite no relativista

En el limite no relativista, la aproximacion de la energia es

2
E(p)=+VIp?+m2~m+ ‘an (1.43)

La correspondencia entre temperatura y el promedio de la energfa cinética conlleva a T' ~ (|p|?)/2m,
suponiendo una masa m independiente del tiempo. El factor exponencial de la funciéon de distri-
bucién en se aproxima como exp[E(p)/T]| ~ exp[m/T] > 1. Derivado de lo anterior, para
bosones y fermiones la funciéon de distribucion tiene el mismo comportamiento, con lo cual

T\*? .
n=g <7;l77> e T, (1.44a)
p=mn, (1.44b)
P =nT. (1.44c)

1.2. Materia Oscura

Las mediciones realizadas a partir de Nucleosintesis del Big Bang (BBN, por las siglas en inglés
de Big Bang Nucleosynthesis) y del fondo césmico de microondas (CMB, por sus siglas en inglés
de Cosmic Microwave Background) establecen la abundancia asociada a bariones {2, < 1. Mientras
que la abundancia asociada a radiacion, dominada por la radiacion del CMB, corresponde a un
valor de 2, h? = 2.47 x 1075 [31]. La abundancia observada de bariones no es suficiente para cerrar
el Universo, es decir, que se satisface para cualquier tiempo. Ademads, la densidad de materia
luminosa es Qum ~ 0.0024 h~'. La implicaciéon que Qp > Qum tiene es que la mayor parte de
los bariones son 6pticamente oscuros. Aunado a la densidad de bariones, BBN y CMB también
proporcionan valores para la abundancia de la totalidad de materia como ,, = 0.321 +0.018 [32],
mientras que Planck Collaboration reporta €, = 0.315 4+ 0.007 [26]. La discrepancia de los valores
de abundancia implican que ademés de que la mayor cantidad de materia es oscura, es no baridnica.

1.2.1. Nucleosintesis del Big Bang

Durante Nucleosintesis del Big Bang se llevé a cabo la produccién de elementos ligeros (D, *He,
“He, Li, "Be). BBN tuvo lugar cuando la temperatura del Universo era de aproximadamente 1
MeV, que corresponde al tiempo ¢t ~ 1 s [33]. Datos obtenidos a partir de las abundancias §2; pueden
ser empleados para imponer restricciones a las desviaciones de los modelos estandares cosmoldgico
y de particulas.

Al inicio de BBN, el plasma césmico estaba clasificado en: particulas relativistas acopladas,
particulas relativistas desacopladas y particulas no relativistas. Las primeras estaban comprendidas
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por fotones, electrones y positrones, cuyo equilibrio es por medio de interacciones electromagnéticas
ete™ < 7. Las particulas relativistas desacopladas consistian en neutrinos. Finalmente dentro de
las particulas no relativistas figuraban los bariones. Para los tiempos de los que se ocupa BBN, el
establecimiento de la asimetria barién-antibarion se supone instaurada, atribuible a que la ausencia
de dicha asimetria acarrearia la aniquilacién de bariones (anti-bariones).

La razén de abundancia de bariones a fotones, constante a lo largo de la expansién del Universo
por conservacion de la densidad de nimero bariénico, es [34]

=" _594£05x10710 (=22 ) 1.45
=0, . <0.022 (1.45)

)y corresponde a la abundancia asociada a bariones. La absorcién del espectro de objetos quasies-
telares (QSO, por las siglas en inglés de Quasi Stellar Objets) por material intergaldctico, a un
redshift alto, ha permitido efectuar la medicién de la razén deuterio/hidrégeno (2H/H). Los valores
encontrados para la razén 2H/H es de 2.27%2 x 107 [35], lo que implica una razén barién/fotén
n = 6.8+ 0.4 x 10719 [34] 1o cual corresponde a una abundancia 2, h? = 0.025 & 0.001 [36]. La
relacién redshift-distancia para supernovas tipo Ia proporcionan un valor de Q,, = 0.28 +£0.01 [37].

Considerando BBN estandar, la cual se basa solo en el modelo estandar de particulas, el tinico
parametro libre es la razon de bariones a fotones 7. El rango de concordancia para el valor de n
basado esencialmente en la razén 2H/H, llamado 719 es [33]

5.8 S mo S 6.5, (1.46)
lo que provee de mediciones del contenido de bariones en el Universo

0.021 < Qph? < 0.024. (1.47)

Manifiestamente la abundancia de bariones, €2, es considerablemente menor que la abundancia
de materia total. Repercusién de lo anterior, las mediciones actuales de elementos ligeros combinadas
con calculos de Nucleosintesis del Big Bang, restringen la contribucién de materia ordinaria, no
relativista, a un limite superior de 5 % de la densidad critica. Debido a que la densidad de materia
es significativamente mayor, BBN provee evidencia respecto a la composicion de la materia, la cual
en su mayoria no esté constituida por protones y neutrones [30].

1.2.2. Fondo Cédsmico de Microondas

La radiacion del fondo césmico de microondas exhibe un comportamiento de radiacién de cuerpo
negro con temperatura 7' ~ 2.75 K. Mediciones realizadas por los satélites COBE, WMAP y Planck
muestran que existen inhomogeneidades en este espectro del cuerpo negro. Estas inhomogeneidades
actuaron como semillas para las actuales estructuras observadas en el Universo. Se presume que las
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estructuras a gran escala evolucionaron a partir de inestabilidades gravitacionales, las cuales pueden
ser rastreadas hasta pequeinias fluctuaciones primordiales en la densidad de energia en el universo
temprano. Inflacién, asi como la expansiéon del Universo han alargado estas inhomogeneidades hasta
su tamano observado. Una de las consecuencias que conlleva inflacién es que el Universo es casi
plano, lo cual implica que el pardametro de densidad €2; estd cercano a la unidad. La formacion de
estructuras a gran escala requiere de una cantidad suficiente de materia para que las fluctuaciones
primordiales hubiesen podido evolucionar y generar agregacién de materia. E1 CMB provee una
medida para pardmetros cosmolégicos, por medio del espectro de potencias de las anisotropias de
su temperatura. La susceptibilidad del CMB a la densidad de materia se advierte en las alturas
relativas de los picos actsticos, en los cuales se manifiestan repercusiones ante la modificacion de
densidad de materia. En particular, el aumento en la fraccion de materia bariénica resulta en la
adiciéon de inercia al fluido primigenio empero sin anadir presién al plasma, en consecuencia, el
médulo de compresibilidad del fluido se ve reducido. Esto aumenta la sobredensidad en el punto
medio de las oscilaciones acusticas e impulsa los picos de compresién [3§].

Mediciones de las anisotropias del CMB, alturas relativas de los picos acusticos consistentes
con BBN, combinadas con informacién de supernovas Ia y de Hubble Space Telescope (HST)
Key Project, seguido de analisis combinado proporcionan valores para la densidad de bariones
Qph? = 0.0212 £ 0.0014 [39]. El reconocimiento de la abundancia de materia bariénica, comparada
con la razén de abundancia total de materia y densidad critica expone que la naturaleza de la
mayor cantidad de materia en el Universo debe ser dispar a la vinculada con materia ordinaria, la
cual se generaliza con el nombre de materia oscura.

La teoria estdndar de la formacién de estructuras requiere que la materia oscura sea fria, cuya
condiciéon debe haberse suscitado previo a la era de dominacion de materia. Dicha imposicién
para la materia oscura surge de la intimacién de esta para presentar un agrupamiento eficiente en
el universo temprano propiciando la formacién de estructuras. Si en su lugar se tuviese materia
oscura de indole relativista, ‘caliente’, la formacién de estructura no se hubiese manifestado en los
niveles apropiados [40)].

1.2.3. Particulas elementales

Ante el desconocimiento de la composicién de la materia oscura, diversos candidatos han sido
propuestos. Entre las propuestas figuran los objetos astrofisicos masivos de halo compacto (MA-
CHOs, de su acrénimo en inglés Massive Astrophysical Compact Halo Object), nubes de gas no
luminoso y aquellas las cuales consideran que la materia oscura estd compuesta por particulas
elementales.

Al suponer que la materia oscura estd compuesta por particulas, surgen restricciones condu-
cidas por el CMB y formacién de estructura. La restriccién recae sobre la carga eléctrica que
estd asociada a la particula de materia oscura. Si la materia oscura estuviese cargada eléctrica-
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mente, esta generarfa modificaciones a la razén barién-fotén durante recombinacién. El suponer
un desacople de la materia oscura con el plasma durante recombinacion conlleva a la imposicion
de cotas superiores sobre la carga eléctrica de materia oscura en unidades de carga del electrén:
3.5 x 10~ (mpar/1 GeV)%58 para mpy > 1 GeV, y 4.0 x 107" (mpar/1 GeV)?® para mpy < 1
GeV. Donde mpys es la masa de la particula de materia oscura [31].

Las interacciones materia oscura-materia oscura estan circunscritas por las observaciones a
cimulos como el cimulo de galaxias 1E 0657-56. Las restricciones a las autointeracciones se revelan
como cotas superiores a la razén de seccién transversal entre masa, estableciendo [41]

UDM_DM/mDM < O.47cm72g71. (1.48)

Neutrinos del modelo estandar

Los neutrinos surgen como candidatos a materia oscura debido a que son eléctricamente neutros,
y no presentan interacciones fuertes. Son organizados en tres generaciones de leptones de dobletes

de SU(2), como
@ () 6,

Aunado a las restringidas interacciones, los neutrinos son estables, lo cual es primordial al presumir
que la composicién de la materia oscura se debe a una sola especie de particula. Tasas de desinte-
gracion muy elevadas del candidato tendrian como consecuencia modificaciones sobre mediciones
realizadas al CMB [15].

Los neutrinos v,, v, v,, sus antiparticulas, asi como fotones, electrones y positrones pudieron
haber sido producidos de manera prolifica en el universo temprano con las reacciones

Y+y et e o v+,

donde ¢ corresponde a cada sabor de neutrino, ¢ = e, u, 7. Los neutrinos se desacoplaron de la
materia cuando la temperatura habia caido a aproximadamente 3 MeV. Su densidad de nimero es

n, =113 cm™3 (1.50)

por cada sabor de neutrino v. A partir de ({1.44b)) se conoce la densidad de energia para los neutrinos
desacoplados. La densidad de energia seria igual a la densidad critica actual (1.21]) si se cumple que

> m, =4TeV. (1.51)

e?/“L7T
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De lo anterior se puede concluir que si la masa de los neutrinos fuese de pocos eV, estos podrian
significar contribuciones importantes a la abundancia de materia oscura. Sin embargo, a partir de
oscilaciones bariénicas acisticas, las masas de los neutrinos estan restringidas a [26]

> m, < 12eV. (1.52)

e7u7T

Observaciones realizadas por WMAP combinadas con datos de estructura a gran escala [42] también
imponen restricciones sobre las masas de los neutrinos a

my, < 0.23eV, (1.53)

lo que se ve reflejado en su abundancia §2,, < 0.0072, constriniendo la contribucién de los neutrinos
a la materia oscura. Si los neutrinos cuentan como materia oscura, estos no pueden ser la tnica
fuente de materia oscura. Otra restriccién se debe a que los neutrinos constituyen materia oscura
‘caliente’ consecuencia de la temperatura de desacople, a la cual los neutrinos son relativistas. Un
Universo dominado por neutrinos hubiera inhibido la formacién de estructura a gran escala.

Especies adicionales de neutrinos han sido propuestas las cuales tienen diferentes interacciones
con el modelo estandar, entre las cuales se consideran neutrinos que carezcan de interaccién débil
cuya produccién es factible en el Universo temprano. También se han propuesto especies cuya
interacciéon es a través de un pequeno grado de mezcla con los neutrinos del modelo estandar,
producidos por medio de oscilaciones de las otras especies. Atendiendo a las anteriores extensiones,
las especies estériles podrian constituir materia oscura tibia o fria de acuerdo a la temperatura de
produccién, cuyo rango es amplio.

WIMPs

Ante la insuficiencia de que materia baridnica y neutrinos puedan suponer de la totalidad de
materia, se han propuesto escenarios en los que se considera la existencia de particulas masivas
que se atienen solamente a la interaccién débiﬂ Estas particulas masivas (WIMPs, por las siglas
en inglés de Weakly Interacting Massive Particles) podrian presentar acoplamientos con el bosén
7, méas débiles que los presentados por neutrinos con ese bosén. Se presume que la velocidad que
presentan estos candidatos al tiempo del desacople con el bano térmico es no relativista, por lo que
constituirfan materia oscura fria. Tales particulas son integradas en extensiones supersimétricas del
modelo estandar. La supersimetria es una simetria que relaciona los grados de libertad fermidnicos
y bosdnicos, mapeando campos de espin entero en campos de espin semientero y viceversa.

4Considerando solamente las interacciones del modelo esténdar de particulas.
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Axiones y particulas tipo axién

Los axiones y las particulas tipo axién son candidatos a materia oscura, estdn asociados a
campos escalares y pseduo-escalares muy ligeros. Los acoplamientos que estas particulas presentan
con el modelo estdndar, genéricamente se da a través de derivadas de los bosones de norma. Debido
a que el estudio del presente trabajo se basa en campos asociados a particulas tipo axién, las
propiedades de dichas particulas se examinaran con detalle en el capitulo

1.2.4. Mecanismos térmicos de produccién

Al atender que los candidatos a materia oscura repliquen la abundancia observada, se deben
examinar los mecanismos de produccién de las particulas en el Universo temprano. Los mecanismos
de produccién se pueden clasificar de acuerdo a si los candidatos de materia oscura fueron generadas
a partir de particulas en equilibrio térmico (produccion térmica) o no. En el primer caso, el espectro
de energia de las particulas resultantes es el mismo que las particulas en equilibrio térmico. Caso
opuesto, si el espectro de energia de las particulas producidas no presenta una distribucién térmica
se tienen mecanismos de produccion no térmica [3].

Es oportuna la clarificacion de terminologia utilizada en los mecanismos de produccion, por lo
que se presenta una breve descripcién.

Freeze-out. Proceso de desacoplamiento quimico de un bano térmico de alta temperatura y
alta densidad. Una especie de particula se desacopla quimicamente cuando la tasa de interaccién
I', para procesos donde el nimero de particulas de esa especie no se conserva, cae por debajo del
parametro de Hubble H.

Freeze-In. Proceso mediante el cual se acumulan particulas progresivamente, producidas a
través de métodos de colisién fuera del equilibrio. La abundancia de particulas producidas por
freeze-in a un redshift dado es proporcional al producto de la tasa de produccién veces el tiempo

de Hubble, definido en (1.14]), a dicho redshift.

Las particulas producidas mediante mecanismos térmicos pueden experimentar un desacopla-
miento del plasma térmico. El desacople de una especie de particula, del bafio térmico, se produce
cuando estas dejan de estar en equilibrio mediante procesos de dispersion con el bano térmico. El
criterio para que una especie esté acoplada o desacoplada esta dado por . Debido al equilibrio
que se presenta en el bano térmico, conseguido mediante interacciones entre especies, se considera
el tiempo de colision t. como el tiempo de vida media 7 asociado a cada especie. Puesto que la vida
media es el reciproco de la tasa de desintegracién I', equivalentemente el criterio de desacople se
puede escribir como

I' > H acoplada; (1.54a)
I' <H desacoplada. (1.54b)
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Ante la anterior categorizacion, los mecanismos se pueden disponer en consonancia si al momento
del desacoplamiento las particulas eran relativistas (reliquias térmicas calientes) o no relativistas
(reliquias térmicas frias).

Para realizar un calculo aproximado de la abundancia de particulas de materia oscura producidas
por mecanismos térmicos, se procede primeramente a calcular la temperatura de desacople. La
temperatura de desacople para una especie de particula satisface

H(Tdec) ~ F(Tdec)- (155)

Posteriormente se iguala la densidad de nimero comévil n, al tiempo del desacople y su valor
actual. Finalmente se obtiene la aproximacién de la abundancia €1,. En lo anterior se presume que
la entropia S se conserva para el intervalo de temperaturas Ty < T < Tp, con Ty la temperatura
actual. Se puede calcular la densidad de ntimero a partir de la ecuacién de Boltzmann para procesos
de aniquilacién-creacién 2 a 2 en el bafio térmico, adoptando la forma

dn 9 9

prie 3H(t)n = —(ov) (n* — neq) . (1.56)
En la ecuacién anterior (ov) es el promedio térmico de la seccién transversal de aniquilacién de
pares veces la velocidad relativa, y ne, es la densidad de ntimero en equilibrio.

Reliquias térmicas calientes

Las reliquias térmicas calientes son particulas cuyo desacople se produce cuando estas ain son
relativistas. Lo anterior equivale a Ty.. > m,, siendo Ty, la temperatura de desacople y m, la
masa de la particula de materia oscura. Una vez desacopladas del resto de materia, su densidad de
nimero n, evoluciona de acuerdo a ([1.41a)), lo que equivale a un decremento en proporcién inversa
al volumen n, oc a3, consecuencia de la dependencia de la temperatura del factor de escala

7)) = 2. (1.57)

La densidad de entropia s total de la materia remanente evoluciona con el mismo comportamien-
to que la densidad de ntimero, por lo que la razén n/s = Y, conocida como abundancia comévil,
permanece constante. Debido a que las contribuciones a la energia de las reliquias térmicas son
mayormente debido a su cantidad de movimiento, se utiliza la aproximacién de limite relativista
en para calcular de abundancia comévil.

v, = 45¢(3) Gess (1.58)

s |1, 214 g(Tgee)’

donde g corresponde a los grados de libertad del campo de materia oscura y g.ys = g para bosones,
geff = 3g/4 para fermiones. La densidad de ntiimero y densidad de entropia son respectivamente
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(1.41a) y (1.42). Resultado de lo anterior, si se plantea que las reliquias térmicas estdn asociadas
a fermiones con masa m, y potencial quimico despreciable se tiene una contribucién al pardmetro
cosmoldgico 2

Q 2:g—x Ty . 1.
xh s (19ev> (1.59)

Aqui gy el nimero total de grados de libertad de las reliquias térmicas y g, los grados de libertad
efectivos bosénicos y fermionicos en el desacople para todas las particulas que posteriormente
convertiran su energia en fotones.

Reliquias térmicas frias

Las reliquias frias x se desacoplan a una temperatura Tj.. menor que su masa m,. Por ello,
su densidad de ntimero n, estd exponencialmente suprimido, en comparacién con la densidad de
nimero de fotones, de acuerdo con . Para conocer la densidad de ntimero se resuelve la
ecuacién de Boltzmann en , la cual, escribiendo el parametro de Hubble en términos del
factor de escala, adquiere la forma

3
_gdnya

2 2

2L = (ov) [(n;Q) — (ny) ] . (1.60)
Recordando que la temperatura escala como la inversa del factor de escala y multiplicando la
ecuacién anterior por T2 se obtiene

dX

o T*(ov) [X2, — X?], (1.61)
donde se utilizaron las definiciones

X =ny/T?, Xeqg=n/T°. (1.62)

Resulta conveniente introducir la variable
z=my/T, (1.63)

la cual para temperaturas mucho mayores a la masa de las particulas r < 1y X, ~ X y por lo
tanto X es constante. Al calcular la derivada temporal de x, considerando que T oc a~'(¢) se tiene

dx

— =H{(t 1.64

W He, (1.64)
donde H (t) es el parametro de Hubble. Utilizando la derivada anterior, la ecuacién (1.61)) se puede

reescribir como

ax mi(aw

= (X2 —X?]. (1.65)

eq
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Para tiempos posteriores al desacople, es decir, x > 1 se tiene que X > X, debido a que las
particulas no son capaces de aniquilarse lo suficientemente rapido para mantener el equilibrio. Re-
solviendo la ecuacion desde la temperatura de desacople hasta temperaturas mucho menores
a la masa de las particulas (x — 00) se obtiene

1 1 A
_ - 1.
Xoo Xdec xdec, ( 66)

donde A = mi(av)H ~!. La densidad de niimero actual, por la definicién de X, es Ny,0 = XT3,
donde el subindice 1 denota la temperatura a la cual X adquiere el valor asintotico Xo,. X al
tiempo de desacople Xy es mayor que X, por lo que se puede realizar la aproximacion

Ldec
Xeoo . 1.
: (1.67)

La densidad de energia actual asociada a las particulas de materia oscura es [30)]

a(Tl)Tl ) N mXXong

(T Ty ) = , (1.68)

Px,0 = MxNx,0 = mxXooTO3 ( 30

donde el subindice 0 denota el tiempo actual. Dividendo la densidad de energia al tiempo actual
entre la densidad critica para obtener la abundancia de particulas se tiene

_ Tdee My Tp
XTOXN 30pe

_ Huzg T}

~ 30m2(ov)pe

(1.69)

1.2.5. Mecanismos no térmicos de produccion
Desintegracion de particulas pesadas inestables

La materia oscura puede ser producida a partir de la desintegracién de particulas producidas en
el Universo temprano. La materia oscura producida de esta forma constituiria poblacién térmica
Xrp sila desintegracion se produce cuando las particulas madre estdn en equilibrio. Si la desinte-
gracién se da fuera del equilibrio, la poblacion seria no térmica X yrg. En el panorama convencional
de inflacién, el decaimiento del campo del inflatén permeé el Universo con radiacién, generando un
plasma en equilibrio térmico. Cuando se establecié una superioridad substancial de la expansién
del Universo sobre la tasa de interacciéon de alguna particula, esta se desacopld del plasma térmi-
co. Acontecido el desacople, la razén de densidad de nimero de la particula desacoplada sobre la
densidad de entropia permanecié constante. Si la particula era inestable, eventualmente presentd
desintegraciones a particulas més ligeras, las cuales pueden constituir materia oscura.



1.2. MATERIA OSCURA 23

La abundancia de particulas producidas por desintegraciones no térmicas estd inmediatamente
vinculada con la abundancia de la particula madre. Sean 1 la particula madre y x la particula
producto de las desintegraciones, sus abundancias estdn relacionadas por [3]

yNTP = XXBR (4 - x) Yy . (1.70)
T=1p s T=Tp

o, es el nimero de particulas x producidas por particula 1, rs es la razén de entropia antes y después
de la desintegraciéon y BR () — x) es la fraccién ramificada de la desintegracién de particulas W
a particulas x y Tp corresponde a la temperatura de la radiacién al tiempo de la desintegracion.
Presumiendo una desintegracién instantanea, la temperatura es

2
T0x .\ _
TDZ(Q—g) V4 /MpTy, (1.71)

I’y es la tasa de desintegracion de 1) y g« son los grados de libertad relativistas y Mp es la masa
de Planck. La densidad de nimero de la particula de materia oscura n, exhibe diferentes compor-
tamientos dependiendo de la dindmica de

Considerando la abundancia de la particula inicial ¢ al tiempo de desintegracion €2,. Y si las
particulas de materia oscura y no presentan interacciones al momento de la desintegracién heredan
la abundancia de v con la forma

O h2 ~ Zz% h2. (1.72)

Produccion por desalineacion

El mecanismo de produccién de materia oscura por desalineacién se basa en la suposiciéon de que
campos escalares (o pseudo escalares) en el Universo temprano posefan un valor inicial arbitrario
no nulo. El valor inicial de los campos permanecié fijo, para campos con masa m, hasta escalas de
tiempo ¢t ~ m~!. Una vez sobrepasado dicho tiempo, los campos intentan minimizar su potencial,
oscilando alrededor del minimo. A partir de las oscilaciones, la densidad de energia del campo se
puede identificar como densidad de energia de materia no relativista [I4]. Debido a la importancia
de este mecanismo de produccion de materia oscura, la descripcion detallada se realizara en [2.4.1



Capitulo 2

Axiones y su dinamica

El modelo estandar de la fisica de particulas (SM, por sus siglas en inglés de Standard Model)
no contiene componentes que puedan ser consideradas como materia oscura. Ante la limitacién del
modelo estandar para describir materia oscura, extensiones a este son propuestas para proveer can-
didatos viables. Una de estas extensiones contempla a particulas llamadas axiones como sugerencia
factible. El axién es una particula pseudo-escalar (espin cero, paridad negativa), originalmente pos-
tulada para resolver el problema de violacion de la simetria discreta CP en las interacciones fuertes
del modelo estandar. El axion se presenta como candidato a materia oscura debido a que se es-
tima que tiene interacciones extremadamente débiles con particulas del modelo estandar. Aunado
a lo anterior, es posible la generacién de particulas tipo axién mediante métodos de produccién
no térmicos. Estos axiones no hubiesen estado en equilibrio térmico con el resto del Universo [43],
acarreando que constituyeran materia oscura fria.

2.1. Axién de cromodinamica cuantica

2.1.1. Problema de CP fuerte

Las interacciones débiles violan las simetrias discretas de conjugacion de carga C, paridad Py
la simetria combinada C'P. La cromodindmica cudntica (QCD, por su acrénimo en inglés Quantum
Chromodynamics) es la teorfa cudntica de campos que describe las interacciones fuertes. Mientras
que en QCD surgen términos que violan CP, experimentalmente dicha violacién no es observada.
Debido a que QCD es una teoria exitosa en el &mbito fenomenoldgico, se espera una solucién ante
tal discrepancia.

24
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La densidad lagrangiana de QCD es

1 Z” o 09° o
7j=1

donde la suma se realiza sobre los n sabores de los quarks. G* es el tensor de esfuerzos asociado
a los gluones y G = %e‘“’ aﬁGgB su dual. El tdltimo término en (lamado término 6) estd
vinculado con el llamado vacio-6 de QCD. El término 6 es una derivada total (llamado término
topolégico) que no modifica las ecuaciones de movimiento o algtin otro aspecto de QCD en el régimen
perturbativo. Sin embargo, este término contribuye por medio de efectos no perturbativos que
involucran instantones de QCD. Utilizando la anomalia Adler-Bell-Jackiw (o anomalia quiral) [44]
es posible mostrar que el término 6 debe estar presente si ninguna de las masas de los quarks es
nula [45]. Ademds, con la anomalia quiral es posible exponer que QCD depende de 6 a través de la
combinacién de pardmetros [10]

0 = 0 — arg(det(M)), (2.2)

donde M es la matriz de masas asociada a los quarks. Si # # 0, QCD viola la transformacién
combinada CP. La violacién de CP se pone de manifiesto al escribir la contraccién de los tensores
de esfuerzo G y G*¥ en términos de campos andlogos de electromagnetismo E* y B* donde a
es el indice de color. La transformacién de la contraccién de los tensores tiene la forma

Ge, G o Y E*-B*Z& - Y E°- B, (2.3)
a a

donde T denota la transformacién de inversion temporal. Lo anterior es debido a que bajo T los
campos se transforman como

E* 5 E°, B® L _Be. (2.4)

Debido a que el modelo estandar es una teoria invariante bajo la transformaciéon combinada
CPT [46], la violacién de la transformacién de inversién temporal T implica la violacién de la
transformaciéon combinada C'P. La ausencia experimental de violacion de estas simetrias impone
cotas superiores en los valores de 6. La mejor medicién que restringe el valor de  es el momento
dipolar eléctrico del neutrén, cuyo valor [47]

|d,| < 2.9 x 107 ecm (2.5)
se vincula con 6 a través de técnicas de teorfa quiral de perturbaciones de la forma [48]

dp ~5x107%0ecm. (2.6)
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Aqui e es la carga eléctrica del electrén. De esta forma un valor § ~ O(1) estd en desacuerdo con
las restricciones experimentales, estableciendo que

6 <1071, (2.7)

El problema de la pequeiiez de @ implica un problema de ajuste fino y es conocido como problema
de CP fuerte. Ante el problema de CP fuerte se propusieron distintas alternativas: dindmica no
convencional, rompimiento espontaneo de simetria CP y la adicién de una simetria quiral. De las
propuestas anteriores, solamente se considerard la iltima, ya que el campo establecido por esta
propuesta posee las caracteristicas de materia oscura fria.

La simetria adicional, propuesta para la resolucién del problema de CP fuerte, es una cuasi-
simetrfaﬂ quiral global, denotada por U(1)pg, que presenta un rompimiento espontaneo. La intro-
duccién de dicha simetria en la teorfa promueve el término estatico 6, responsable de violacién de
CP, a un campo dindmico. El azion es el pseudo-bosén de Nambu—Goldstoneﬂ incorporado a partir
del rompimiento espontaneo de la simetria adicional.

Si se introduce la simetria U(1)pg, el pardmetro 6 adquiere la forma [5]
0 = 0 — arg(det(M)) — a](E:z:)’ (2.8)

donde a(x) es el campo del axién, f, = v,/N se conoce como constante de desintegracién y es el
pardmetro de orden asociado al rompimiento de la simetria U(1)pg. v, es el valor esperado del
vacio (VEV) que rompe U(1)pg y N es un nimero entero que expresa la anomalia de color de
U(1)pg. Bajo transformaciones U(1)pg, el axién se transforma como [10]

a(x) — a(x) + af,. (2.9)

Para que la densidad lagrangiana del modelo estdndar sea invariante ante la nueva simetria
U(1)pgq, se deben incorporar términos asociados al campo del axién

1 a g¢° ~
_ _ = 1% . Y et s a apy
Liotal = Lsnr 28ua8 a+ Lint(0'a/ fo, V) + 7. 3212 GG (2.10)
FEn la expresién anterior Lgps denota la densidad lagrangiana del modelo estdandar, ¥ equivale a
un campo genérico del modelo estandar y L;,; es el término de interaccion de campos del modelo
estandar con las derivadas del campo del axién. g5 es la constante de acoplamiento de la interaccion
del campo del axién con los bosones de norma asociados al grupo de norma SU(3). El tltimo

1El término cuasi-simetria se debe a que se trata de una simetria conservada en la densidad lagrangiana, pero rota
explicitamente por efectos no perturbativos [5].

2Como consecuencia de que la simetrfa U(1) pg adicional sea una cuasi-simetria, utilizando el teorema de Goldstone,
el bosén asociado al rompimiento espontédneo de la simetria global es masivo.
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término representa un potencial efectivo para el campo del axién. EI minimo del potencial ocurre
cuando (a) = —0f, [49] lo cual es equivalente a

a‘/@ff _ 1 gg a yapy
< da >__fa?)2ﬂ'2 <G’“’G ><a>=0fa

Al introducir el campo del axién en la densidad lagrangiana de QCD surge un término similar al
término 6 el cual tiene a la interaccién del campo del axién con los bosones de norma de SU(3). El
axion, al tener un potencial con minimo en —6 f,, conduce a § — 0 conforme el campo se acerca al
minimo de su potencial [50]. De esta manera se establece una solucién dindmica para el problema
de CP fuerte.

= 0. (2.11)

2.2. Dinamica del axién

La temperatura critica a la cual la simetria U(1)pg tiene el rompimiento espontaneo es Tpg ~
Vg, donde v, es el valor esperado del vacio de un campo escalar complejo ¢(z). La dindmica del
campo ¢(x) estd especificada a través de su densidad lagrangiana, invariante bajo una simetria

U(1)pq,
1
L,= iawaﬂw — V(o' 0) + Ly int- (2.12)

L int constituye las interacciones de ¢ con otros campos.

Cuando T' > T'pg el potencial tiene un solo minimo, en ¢ = 0. Cuando T' < Tpg la configuracién
¢ = 0 es inestable debido a que es un maximo local, a esta temperatura el potencial adquiere la
forma

A
V(e o) = J (el =), (2.13)

teniendo un conjunto de vacios degenerados que corresponden a un circulo cuyo radio tiende a v,
conforme la temperatura disminuye. Los minimos pueden ser parametrizados como

(p(z)) = vee'®®)/va, (2.14)

donde a(z) es el campo del axién. La parametrizaciéon del campo escalar en términos de una parte
radial y una parte angular

o(z) = h(z)e @/ (2.15)

permite establecer de manera clara la transformacién del campo del axién bajo transformaciones
U(1) globales. f es una constante introducida para procurar la adimensionalidad de la fase. La
transformacion del campo escalar ¢ ante el grupo U(1) es

© — 9. (2.16)



28 CAPITULO 2. AXIONES Y SU DINAMICA

Escribiendo el campo ¢ en sus componentes radial y angular se tiene la transformacién del axion:

© — €9p = e9h ()0 = p(z)el@@+N/] (2.17a)
a(x) — a(z) + gf = a(x) + const.. (2.17b)

Cuando se produce el rompimiento espontaneo de la simetria y el campo del axién, a(x), aparece
como una fase del campo escalar complejo ¢(x), este no posee masa. La condicién de campo no
masivo que exhibe el axién es valida en el intervalo de temperatura Tpg ~ T > Agcp, donde
Agcp es la escala a la cual la constante de acoplamiento de QCD se vuelve muy grande, 100 MeV S
Agep S 400 MeV. Cuando la temperatura alcanza la escala de QCD, es decir, T' ~ Agcp, efectos
no perturbativos asociados a los instantones de QCD generan un potencial efectivo para el axion,
V(a) [5]. Los efectos no perturbativos rompen la simetria adicional U(1) pg, a un subgrupo discreto
Z(N). De lo anterior, se tiene que el potencial del axién es periédico con periodo A¢ = 27 fpg, el
cual cualitativamente se puede escribir como [5]

V(a) = f2gm2(t) [1 — cos (;@)] . (2.18)

En la expresion anterior, fpg es la constante de desintegracion y mq(t) es la masa del axion.

2.3. Particulas tipo axién

Las particulas tipo axién (ALPs, por las siglas en inglés de Axion Like Particles) reciben su
nombre de sus interacciones con particulas del modelo estandar. Las interacciones que tienen el
axién de QCD y las particulas tipo axién con campos fermiénicos del modelo estandar son [12]

Lint 192(;2[]]\\; dua(NyH ysN) + zgz:z Opa(eytyse), (2.19)

donde ¢q44, © = e, N son las constantes de acoplamiento para interacciones con electrones y nucleones
respectivamente, m; son las masas del electréon y nucleén. Sin embargo, las interacciones que se
utilizaran en este trabajo son las interacciones de ALPs con bosones de norma del modelo estandar
de la forma

1 ~
Lint 3 —790F" P, (2:20)

donde ¢ es el campo asociado a la ALP y g el acoplamiento adimensional.

El mecanismo de generacién de ALPs se puede establecer al igual que para el axiéon de QCD:
cuando una cuasi-simetria tiene rompimiento espontaneo, aparecen como pseudo-bosones de Nambu-
Goldstone. Los bosones aparecen en la densidad lagrangiana como fases. Las fases al ser adimen-
sionales, tiene la forma ¢/ fy, donde ¢ es el pesudo-bosén de Nambu-Goldstone y fy la escala del



2.4. AXIONES COMO MATERIA OSCURA 29

rompimiento espontaneo de la simetria adicional, cuya escala puede ser distinta a la escala de QCD.
El potencial asociado a las ALPs puede ser parametrizado de la misma forma que el potencial del
axion de QCD

V(g) =mif; {1 — cos (}i)] . (2.21)

myg es la masa de la particula tipo axién. En general, las masas de las ALPs no estdn relacionadas
con la masa del axion de QCD, por lo que pueden presentar independencia temporal, consecuencia
de que son independientes de la temperatura.

2.4. Axiones como materia oscura

La accién de un campo escalar real ¢ es
1
Sy = / diry/—gLy = / d*z/—g [28u¢8“¢— V()| . (2.22)

Donde V(¢) corresponde al potencial efectivo y g es el determinante de la métrica g, . Para la
particula tipo axién, la accién es valida solo después del rompimiento espontianeo de la
simetria adicional, denotada por U(1), para referirse a ALPs. Asimismo, la accién se considera
valida después de que los efectos no perturbativos han tenido repercusiones. Lo anterior es debido
a que previo a los efectos no perturbativos el potencial es nulo y el axién no tiene masa.

El tensor de energia-momento se obtiene mediante la variaciéon de la densidad lagrangiana
respecto a la métrica,

5Ly

Ty = S + gLy (2.23)

Utilizando la densidad lagrangiana en ([2.22)) el tensor de energia-momento adquiere la forma

¢ 0¢ 1 dp 0
TH — gHB S YU 7 B i S Vg . 2.24
Al restringirse a un Universo isétropo y homogéneo, cuyo elemento de linea, establecido en ((1.1)),
estd especificado por la métrica FRLW, el campo escalar es necesariamente homogéneo [23]. Al ser
homogéneo, las derivadas espaciales del campo escalar en (2.24]) son nulas. El tensor de energia-
momento se ve reducido a

T, = 800 ,6" = 0", [;&2 - vw} : (2.25)
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De (1.7), la componente temporal de T",, (u,v) = (0,0), es igual a la densidad de energfa p, por
lo que

p=5F 4 V() (2.26)

Mientras que la presién P corresponde a la parte espacial, Tii y tiene la forma

p— %& _V(9). (2.27)

A partir de la ley de conservacion (|1.8)) y considerando la densidad de energia y presién asociadas
a un campo escalar, se obtiene la ecuacién de movimiento para el campo,

b+ 3H(t)d+ V'(¢) = 0. (2.28)

qﬁ denota la derivada respecto al tiempo, mientras que V'(¢) es la derivada respecto al campo.
En la ecuacién de movimiento para el campo escalar ¢, no se han considerado las interacciones,
debido a que dicho término se considera insignificante. Las interacciones, y desintegraciones, del
campo escalar estdn descritas mediante la amplitud I'y. Si las desintegraciones representan una
contribucién relevante en la evolucién del campo ¢ la ecuaciéon de movimiento se ve modificada
como

G+ [3H(t) +Ty| b+ V'(4) = 0. (2.29)

La masa del axién (de QCD) depende de la temperatura, la temperatura depende del tiempo y
por lo tanto la masa depende del tiempo. Bajo la presuncién que el valor inicial del campo del axién
es pequenio, es posible expandir el potencial (2.18]), hasta términos de segundo orden, obteniendo

¢+ [BH(t) + Tyl ¢ +mip = 0. (2.30)

2.4.1. Produccién de materia oscura por desalineacion

La ecuaciéon de movimiento del campo ¢ en es la ecuacién de un oscilador amortiguado
cuyo factor de amortiguacion es 3H(t) + I'y. A partir del andlisis de la ecuacién de un oscilador
amortiguado, realizada en el Apéndice [C] se llega a la condicién de oscilacion, establecida en .
Se puede establecer la distincion del comportamiento del campo del axion, discerniendo si este
presenta oscilaciones. El umbral de oscilacion del campo ocurre a un tiempo critico t. definido a
través de

(3H(tc) + Ty)? = dmj(te), (2.31)

en donde se especifica explicitamente la dependencia temporal de la masa del axién.
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Condiciones iniciales

El tiempo al cual se produce el rompimiento espontdneo de la simetria global U(1) que da lugar
al axién como parte de la fase de un campo escalar complejo serd denotado por ¢;. El tiempo al
cual los efectos no perturbativos propician la generacién de un potencial efectivo para el axién y
que a su vez provocan que el axion adquiera una masa serd denotado por tq.

La simetria que posee el axion previo a la generacion del término de masa, ¢ — ¢ + ¢, sugiere
que el campo del axién ¢ tiene un desplazamiento fijo arbitrario para t; < ¢, con un valor esperado
del vacio (¢) distinto de cero [15]. Las condiciones iniciales que se consideran son [51]

o(ti) = (o) = b;, (2.32a)
o(ti) = 0 (2.32b)

y estan bien definidas para H(t;) > my. Aqui, 0; es el valor inicial del campo y se conoce como
dngulo de desalineacion inicial. El término desalineacion se refiere a que existe un desplazamiento
del campo del axién, es decir, 6; # 0.

La densidad de energia del campo del axién se puede identificar con la densidad de energia de
los fluidos cosmoldgicos. La similitud de la densidad de energia asociada al axién con la de algin
fluido estd sujeta a . Para reparar en las similitudes de p, es necesario tomar en consideracién
la evolucion de la densidad de energia en funcién del factor de escala, como se muestra en—
@ y el comportamiento que tiene el pardmetro de Hubble en funcion del tiempo, mostrado en
@D, (1.30b)) Para evidenciar lo anterior se puede proceder mediante la resolucién de la ecuacién
de movimiento del axién, en , bajo dos suposiciones:

Suposicion 1. Las desintegraciones del axion son despreciables comparadas con el pardmetro
de Hubble. (I'y — 0 en ([2.30))). Lo anterior corresponde a considerar que la tasa de expansién del
Universo es el tinico mecanismo de disipacién de energia.

Suposicién 2. La dependencia temporal de la masa mg se adjudica completamente a la funcion
escalon unitario. (mg(t) = me O(t — tg)), donde my es el valor asintético de la masa del axion.

Como consecuencia de las suposiciones anteriores, la condicion de oscilacion resulta modificada,
adquiriendo la forma

(3H(t.))* = 4m3. (2.33)

El campo ¢, solucién a la ecuacién ([2.30)), muestra dos comportamientos dependiendo si se con-
sideran tiempos menores o mayores a tg (tiempo al cual se establecen los efectos no perturbativos).
Ambos comportamientos son mostrados a continuacién.
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Tiempos anteriores a efectos no perturbativos (¢ < tg)

Cuando t < tg el axién no posee masa, por lo que la solucién de la ecuacién de movimiento es
una constante establecida por las condiciones iniciales en ([2.32al), el campo es entonces

o(t < tg) =0;. (2.34)

Este resultado es independiente de considerar que en la ecuacién de movimiento el Universo estd
dominado por radiacién (H(t) = 1/2t) o por materia H(t) = 2/3t. Sin embargo, ya que la energia
cinética del campo ¢ es nula, por las condiciones iniciales, y debido a que su masa es nula, la
densidad de energia es cero

p(t <tg)=0. (2.35)
En la igualdad anterior, se utilizé la expresion para la densidad de energia establecida en ([2.26)).

Tiempos posteriores a los efectos no perturbativos (¢t > t¢)

La masa del axién experimenta el ‘encendido’ de su masa cuando T ~ A,, siendo A, la escala
a la cual las particulas tipo axién adquieren masa, y esta a su vez es comparable con la tasa de
expansion del Universo. Debido a que el pardmetro de Hubble (término de amortiguamiento) tiene
dependencia temporal, se tienen dos escenarios que responden a la condicién

3H(t) > 2my. Sistema sobreamortiguado.
3H(t) < 2mg. Sistema subamortiguado.

La solucién a la ecuacién de movimiento ([2.29) tiene la forma general
1 1
ot > tg) = Crtz 3 ) (mgt) + Ot ) (mgt), (2.36)

donde « hace referencia al pardmetro de Hubble en distintas eras: H(t) = k/t, con K = 1/2,2/3
para eras dominadas por radiaciéon y materia respectivamente. J, y Y, atanen a las funciones de
Bessel de primer y segundo tipo.

La solucion, restringida por las condiciones iniciales, y con un valor para la masa my = 1/tg
se muestra en la Figura , en la cual t/tg = 1 corresponde al tiempo del establecimiento de la
masa. El valor inicial del campo es denotado por 6. El campo ¢ permanece constante en su valor
inicial ¢ hasta un tiempo ¢g, al cual se establece una masa mg # 0, a partir del cual el campo
empieza a oscilar. La amplitud de las oscilaciones depende de la consideraciéon de un Universo
dominado por radiacién o por materia, siendo que esta es mayor cuando se examina la evolucién
del campo en un Universo dominado por radiacion.

La evolucién de la densidad de energia, calculada a partir de (2.26)), se muestra en la Figura
(2.2). La densidad de energia se muestra normalizada con su valor inicial, denotado por p(ta),
mientras que la masa de la ALP se plante6 como mg = 1/tg.
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Figura 2.1: Evolucién del campo ¢(t), normalizado con su valor inicial ¢(t1) = ¢1, (mg = 1/t1).
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Figura 2.2: Evolucién de la densidad de energia de ¢, p(t), normalizado con su valor inicial p(t1) = p1,
(mg = 1/t1).



34 CAPITULO 2. AXIONES Y SU DINAMICA
20l 7 207 —
15} 1 15¢ “\
1)) S R A 1_0:_ '\‘ P
051 1 05t
0.0 [ ‘ ‘ ‘ N [
-2 -1 0 1 2 003 1 0 1 B
¢/0; ?/0;

Figura 2.3: Potencial del campo ¢ para diferentes tiempos. Del lado izquierdo se muestra el potencial de ¢
para tiempos menores al establecimiento de efectos no perturbativos. Del lado derecho para tiempos mayores
a los efectos no perturbativos.

En escalas de tiempo largas comparadas con el periodo de oscilacién, las oscilaciones del campo
escalar se comportan como un fluido perfecto con densidad de energia p y presion P [52]

p=(*/2+V),
P=(¢*/2-V).

(2.37a)
(2.37h)

Los braquets denotan el promedio temporal.

La frecuencia de oscilaciéon del campo es la frecuencia de vibracién amortiguada debido a la
insercién de un término de amortiguamiento. En este caso la amortiguacion de las oscilaciones del

campo del axién es debido a la expansién del Universo. La frecuencia de vibracién amortiguada,
wy, se define como

Wd = v 1 _CQ('UTM

donde la frecuencia natural del sistema es la masa del axién w, = mg y ¢ es la relacién de amorti-
guamiento. El tiempo al cual el campo presenta amortiguamiento critico estéd establecido en ([2.33)).
La relacién de amortiguamiento ¢ para el campo es

¢ 3H

(2.38)

) 2.39

o, (2.39)

Para que las oscilaciones del campo escalar se comporten como fluido perfecto, las escalas de tiempo

deben ser

-2

1 m

At> —=———¢

Wd |- (3H® 2
B 2my

(2.40)
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Evaluando el pardmetro de Hubble en Universos dominados por radiacién y materia respectiva-
mente, las condiciones para que las oscilaciones se comporten como fluido perfecto tienen la forma

At > 1/8my (3 +1/mgy /64 + 9m2¢) : (2.41a)
At > 1/2my (1 +1/mgy 4+ m;) . (2.41b)

Una vez establecidas las escalas de tiempo, es posible aproximar los valores de las variables
dindmicas ¢(t), gb(t) por sus promedios temporales. Asimismo teniendo la densidad de energia y
presién, asociadas al campo escalar, como el promedio de la suma y diferencia de energia cinética
y potencial respectivamente, es posible utilizar el teorema del virial. Para un potencial de la forma
V(g) o |¢|™, el teorema del virial establece que [52]

(@*/2) = (1/2)(1+w)W, (2.422)
(Vig)) = (1/2)A-w)W, (2.42D)

donde Vp = V(¢o), ¢o es la amplitud del campo y w = P/p = (n — 2)/(n + 2) es la ecuacién de
estado. Para el potencial aproximado que se esta utilizando se tiene n = 2, por lo que resultado del

teorema del virial en
(V(9)) = (6°/2). (2.43)

Para identificar el comportamiento de la densidad de energia del campo del axién como densidad
de energia de diferentes fluidos cosmoldgicos, se analiza el comportamiento del campo para limites
de la razén de expansién del universo y la masa asociada al campo. El escenario donde se tiene un
oscilador sobreamortiguado corresponde al limite donde

H(t)/mg > 1 (2.44)

En la solucién general de la ecuacién de movimiento para el campo, el primer argumento en
las funciones de Bessel esta fijo mientras que el segundo regula la frecuencia de la funcién. El
pardmetro de Hubble se comporta como H(t) o« 1/t para las eras de dominacién de materia y
radiacién. Resultante de lo anterior, el término regulador de frecuencia es equivalente a mgt —
mg/H (t)ﬂ Siguiendo la condicién establecida en (2.44)), se tiene que la razén my/H(t) < 1. Como
consecuencia, la solucién adquiere un valor aproximadamente constante.

(1) ~ 6;. (2.45)

3En el cambio de t por la inversa del pardmetro de Hubble existen constantes de proporcionalidad (1/2 para
radiacién y 2/3 para materia), sin embargo dada la condicién en ([2.44)), las constantes no representan gran modificacién
a la sustitucién.
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La introduccion del valor constante 6; es a partir de las condiciones iniciales. Obtenido el valor del
campo, el cdlculo de la densidad de energia es mediante (2.26)

1
p 5m¢>6>§. (2.46)

Recordando la evolucién de la densidad de energia del vacio en ((1.18¢|), se tiene que la densidad de
energia del campo, cuando se cumple H(t) > my, py se comporta como densidad de energia del
vacio.

Para el escenario del oscilador subamortiguado, el limite consiste en
H(t)/mg < 1. (2.47)

En dicho limite se utiliza el teorema del virial. Recordando que la ecuaciéon de movimiento del
campo ¢ no es nada mas que la ley de conservacién, se puede reescribir como

p+3H(t)$? = 0. (2.48)

Lo anterior resulta de considerar las expresiones para densidad de energia y presién asociadas al
campo escalar en la ley de conservacion o multiplicar la ecuacion de movimiento por (;5 e identificar
la derivada temporal de la densidad de energia. Utilizando el teorema del virial, se tiene que el
promedio temporal de la energia cinética es igual al promedio temporal del potencial. En escalas de
tiempo suficientemente grandes, la densidad de energia es el promedio temporal de la suma de la
energia cinética mas el potencial. Consecuencia de lo anterior, es posible realizar la aproximacién

p= (), (2.49)

con lo que se obtiene una ecuacién solo para la densidad de energia

p+3H(t)p = 0. (2.50)
Utilizando la definicion del parametro de Hubble, la ecuacién anterior tiene solucién
Po
t) = 2.51
plt) = o0 (251)

identificando la evolucién de la densidad de energia de materia. De lo anterior, para tiempos que
satisfacen (2.41a)), (2.41b)), py se comporta como densidad de energia de materia.

El mecanismo por desalineaciéon procede a partir de las condiciones iniciales, en las cuales
el campo tiene un valor inicial no nulo . El término € es el desplazamiento del campo, es una
desalineacion. Previo a la generacién de masa, el campo no oscila, por lo cual no existe término
de frecuencia en la ecuacién de movimiento. La frecuencia natural del sistema se relaciona con el
potencial mediante su derivada respecto al campo

oV (o)

2 _
= ag (2.52)
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Si la frecuencia natural hasta un tiempo tg es nula, se puede identificar como un potencial cons-
tante. Una vez que se establece el potencial, y asi la masa, se tiene una frecuencia de oscilacién
diferente de cero. El potencial tiene forma cuadratica en el campo. Establecido el potencial, el cam-
po originalmente desalineado comienza a oscilar alrededor de su minimo, realineamiento de vacio.
Las oscilaciones producidas a partir del realineamiento de vacio permiten establecer la identificacion
de la densidad de energia del campo como densidad de energia debido a materia.

Para la discusién de la solucion general, para la ecuacién de movimiento del campo ¢,
se trabajo bajo la suposiciéon que el Universo estaba dominado ya sea por radiacion o por materia.
Sin embargo, existe el escenario en el cual el Universo estd dominado por el campo ¢, en el cual
el parametro de Hubble introducido en estd determinado por la ecuacién de Friedmann.
Incluyendo los términos de desintegracién, la ecuacion tiene la forma

b+ (3\/M <1<;'52 + ;qubQ) + F¢> b +m2p =0, (2.53)

3 \2

cuya solucién no es analitica. Al resolver la ecuacién numéricamente, las oscilaciones del campo ¢
estan delimitadas por término proporcional a ¢~ 1.

Hasta ahora no se habian considerado las desintegraciones de las particulas, codificadas en
'y y se habia supuesto que la masa del campo no tenia dependencia temporal o en su caso la
dependencia temporal estaba completamente en la funcién escalén. Ahora bien, una vez que se
comprobo el comportamiento de oscilacién que presenta el campo bajo determinadas condiciones
que la masa y la tasa de expansién del Universo deben satisfacer, se permite introducir una masa
dependiente del tiempo e interacciones.

Para la incorporacion de la dependencia temporal de la masa y de las interacciones, se trabaja
con la ecuacién para densidad de energia sabiendo que puede utilizar el teorema del virial cuando
se tienen oscilaciones. Con las modificaciones planteadas, la derivada temporal de la densidad de
energia incluye términos adicionales:

p = bd+m2do + d*mm. (2.54)
La ecuacion para la densidad de energia es
. m
o+ 3H+F¢_E p=0, (2.55)

donde el teorema del virial fue utilizado para establecer la ecuacién. Utilizando la definicién del
parametro de Hubble, la solucion tiene la forma

3
py(t) = p¢>(to)$((t?) (if;:;) e Tt (2.56)
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donde #( es un tiempo de referencia relacionado con las condiciones iniciales. La densidad de energia
de una particula producida a través del mecanismo por desalineacion presenta una supresion expo-
nencial dependiente de la tasa de desintegracion. Al ser el tiempo de vida media 7 el reciproco de
la tasa de desintegracion I', se establece que la densidad de energia de particulas con menor tiempo
de vida media es menor que aquellas que son mas estables.

La identificacién del campo del axién como materia no relativista se realiza a través de la
densidad de energia del campo. Cuando la masa del campo es mayor al pardmetro de Hubble
es posible utilizar el teorema del virial aproximando el valor del campo por el promedio de sus
oscilaciones. Si se considera que la masa del campo tiene un comportamiento asintético, la densidad
de energfa evoluciona como p x a2 cuando la masa alcanza este valor, donde a es el factor de
escala. El comportamiento anterior de la densidad de energia corresponde a densidad de materia no
relativista. Si la masa no presenta un comportamiento asintético, la identificacion de la densidad
de energia del campo como densidad de materia no relativista se realiza a través de la ecuacién
de estado, definida en ((1.17)). Cuando se consideran escalas de tiempo largas con el periodo de
oscilacién, la ecuacién de estado se puede escribir en términos del promedio de la densidad de
energia y presion como

_
=) (2.57)

Utilizando la definiciéon del promedio de la presién, como se muestra en (2.37b), se tiene que

(P)=(3/2~V(¢))
= (¢/2) = (V(9)). (2.58)
Ademds, debido a que se esta utilizando la aproximacién del potencial periddico (2.18) hasta térmi-
nos O(¢?), el teorema del virial establece que el promedio del término cinético es igual al promedio

del término del potencial como se muestra en (2.43). La consecuencia de la consideracién anterior
es que

(P) =0, (2.59)
por lo que la ecuacién de estado, para cualquier valor de la densidad distinta de cero, es

w =0, (2.60)
identificando asi que el campo se comporta como materia no relativista para cualquier dependencia
temporal de la masa.

La parte fundamental para la identificacion de particulas tipo axion como materia oscura no
relativista radica en las oscilaciones del campo y las escalas de tiempo consideradas con respecto
al periodo de oscilacién, lo cual nos permiten utilizar el teorema del virial, el cual, especificamente
para un potencial V(¢) o« ¢? establece la igualdad de los promedios de los términos cinético y
potencial, teniendo como consecuencia una ecuacién de estado con w = 0.



Capitulo 3

Materia Oscura Dinamica

Como es establecido en la seccion las observaciones que atanen a CMB y BBN imponen
restricciones sobre la materia oscura. Una de ellas corresponde a la abundancia que esta representa
del total de materia. Al establecer la suposicién de que la materia oscura corresponde a una sola
especie de particula, se imponen limitaciones sobre sus interacciones. Considerando una particula de
materia oscura con masa m, y desintegraciones codificadas en el pardmetro de desintegracion Iy .
Materia oscura dindmica analizada en [15], pretende instaurar una dependencia temporal no trivial
sobre la abundancia de materia oscura 2pps. Lo anterior es reflejo de la modificacién temporal
que presente la densidad de energia de materia oscura ppjs. La dependencia temporal sobre la
densidad de energia puede ser introducida al incorporar varias particulas, todas ellas que satisfagan
las restricciones genéricas a materia oscura. La aportacién a este escenario yace en la variacion
de las propiedades de las particulas propuestas como lo son su masa y desintegracién. Conociendo
que existen limitaciones impuestas por CMB y BBN sobre las desintegraciones de las particulas, se
debe establecer una limitacién sobre la abundancia de particulas cuyas desintegraciones sean muy
altas. Si se dedica la atencién a particulas tipo axién (ALPs) cuya tnica distincién entre ellas sea
su masa, se debe procurar que las mas masivas posean abundancias menores.

3.1. Dimensiones adicionales

Es posible establecer una teoria con dimensiones espaciales adicionales. Las dimensiones adicio-
nales deben permanecer ocultas tal que se mantengan ignoradas por experimentos de bajas energias.
La idea de Kaluza-Klein es que mediante la compactificacion de las dimensiones extra, estas per-
manezcan ocultas [53]. La compactificacion se realiza a escalas lo suficientemente pequenas tal que
la resolucion de observadores en 4 dimensiones no permita la identificacién de estructura de las
dimensiones adicionales [54]. Al espacio extendido se le denomina bulto. Los campos del modelo
estandar se suponen confinados a una frontera 4-dimensional llamada brana.

39
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Supéngase un espaciotiempo de Minkowski D—dimensional, con D > 4. El intervalo ds?, bajo
la adicién de coordenadas espaciales tiene la forma

D-1
ds® = Z nMNda:deN. (3.1)
M,N=0

El espaciotiempo D—dimensional se separa en un espaciotiempo no compacto My, mientras que
las coordenadas adicionales forman un espacio compacto =%, con una escala de compactificacién
denotada por M,. La escala de la compactificacién M, es equivalente a 1/R, donde R es la escala de
longitud asociada al espacio compacto. La separacién del espaciotiempo D—dimensional se considera

Mp = My x KP4, (3.2)

My corresponde al espaciotiempo de Minkowski 4-dimensional. A escalas de distancia mucho ma-
yores que R, lo que equivale a experimentos de energias mucho menores que M., las dimensiones
adicionales no serian detectables.

3.2. Orbifolds

Un orbifold se obtiene a partir de una variedad mediante la identificacion de puntos bajo un gru-
po de simetria discreto. Para definir un orbifold de manera correcta se deben introducir definiciones
de teoria de grupos, topologia y geometria diferencial, los cuales se presentan a continuacién.

3.2.1. Teoria de grupos

Definiciéon 3.2.1. Un conjunto G se dice que forma un grupo si existe una operacién, denotada
por -; llamada multiplicacién de grupo que asocia cualquier par ordenado de elementos a,b € G con
un producto bien definido a - b que también es un elemento en G, tal que las siguientes condiciones
se satisfacen

1. La operacién - es asociativa, i.e. a- (b-c¢) = (a-b) - ¢ para todo a, b, c € G;

2. entre los elementos de GG, existe un elemento e, llamado elemento identidad, que tiene la
propiedad de que a - e = e-a = a para todo a € G}

3. para cada g € G, existe un elemento a~! € G, llamado inverso de a que tiene la propiedad de

quea-a_lza_l-a:e.

Definicion 3.2.2. Un subconjunto H de un grupo G que forma un grupo bajo la misma ley de
multiplicacién que G se dice que es un subgrupo de G. Si H es un subgrupo de G y a € G, entonces
H' = {aha=';h € H} también forma un subgrupo de G. Se dice que H’' es un subgrupo conjugado
de H.
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Definicion 3.2.3. Un subgrupo invariante H de G es uno el cual es idéntico a todos sus subgrupos
conjugados.

Definicién 3.2.4. Sea H = {hy, hy,...} un subgrupo de G y sea p un elemento de G, que no
estd en H, entonces el conjunto de elementos pH = {ph1, phs,...} es llamado coset izquierdo. De
manera similar Hp es un coset derecho.

Teorema 3.2.1. Si H es un subgrupo invariante de G, el conjunto de cosets dotado con la ley de
multiplicaciéon pH - ¢gH = (pq)H forma un grupo, llamado grupo cociente de G. El grupo cociente
se denota como G/H.

3.2.2. Topologia

Definicion 3.2.5. Una topologia en un conjunto X es una coleccién T de subconjuntos de X que
tiene las siguientes propiedades

1. 0y X estdn en T;
2. la unién de elementos de cualquier subcoleccién de T estd en T

3. la interseccién de elementos de cualquier subcoleccién finita de T estd en T.

Un conjunto para el cual una topologia 7 ha sido especificada es llamado espacio topoldgico.
Un espacio topolédgico con la propiedad de que dos puntos distintos siempre puede ser rodeados por
conjuntos abiertos disjuntos se llama espacio de Hausdorff.

Sean X y Y espacios topoldgicos; sea f : X — Y una biyeccion. Si la funcién f y su inversa
iy - Xx (3.3)
son continuas, f es llamado homeomorfismo.

Definicion 3.2.6. Un grupo topolégico G es un grupo y un espacio de Hausdorff, las dos estructuras
siendo compatibles en el sentido de que la multiplicacién de grupo - : G x G — G y la funcién
i : G = G que mapea cada elemento del grupo a su inverso, son continuas.

La accion de un grupo topolégico G en un espacio X es un mapeo continuo G x X — X,
denotada por (g,z) — gz, tal que g(hx) = (gh)z y que la = x, para g, h € Gy = € X. Para
x € X, el subgrupo de isotropia G, de z se define como G, = {g € G|gx = z}. La accién se
dice libre si G, = {e} para todo z € X, donde e denota el elemento identidad de G. El conjunto
G(z) = {gx € X|g € G} es la drbita de = bajo G.
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3.2.3. Geometria diferencial
Definicion 3.2.7. M es una variedad diferenciable n—dimensional si se satisface que

1. M es un espacio topoldgico;
2. M esté provisto de una familia de parejas {(U;, ;) };

3. {U;} es una familia de conjuntos abiertos que cubre a M, esto es, U;U; = M; ¢; es un
homeomorfismo de U; a un conjunto abierto U en R™

4. dados U; y Uj tales que U; NU; = (), el mapeo ;; = ¢; o 90;1 de p;(U;NU;) a ¢i(U; NU;) es
infinitamente diferenciable.

La pareja (U, ¢;) se llama sistema coordenado, mientras que a la familia {(U;, ¢;)} se le denomina
atlas.

Una vez establecidos las definiciones anteriores, es posible proceder a identificar los orbifolds.
Sean M una variedad y G un grupo discreto que actia sobre M. Se puede definir el espacio
cociente I' = M /G. El espacio cociente I' se conoce como orbifold. Un punto en el espacio cociente
corresponde a una érbita de puntos en M que consiste en un punto y todas sus imégenes bajo la
accion del grupo G. Si la accion no es libre, el orbifold posee singularidades. En los puntos singulares
el orbifold no es una variedad en general. Los puntos fijos son puntos que estan relacionados con
ellos mismos por la identificacién, es decir, son invariantes bajo la accién del grupo G.

Al establecer la identificacién de puntos, es posible instaurar el dominio fundamental. E1 dominio
fundamental es un subconjunto del espacio en el cual se satisface que

1. no hay identificaciéon de dos puntos dentro del dominio fundamental, y

2. cualquier punto en el espacio esta en el dominio fundamental o esta identificado con un punto
en el dominio fundamental.

3.2.4. Orbifold S*

El orbifold més sencillo es un toro unidimensional. El toro unidimensional es un circulo T = S*,
obtenido a partir de la identificacion de la coordenada y en el eje real R de la forma

y~y+2rR. (3.4)
R es el radio del circulo. Escrito como espacio cociente, el toro se expresa como

T =R'/G. (3.5)
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G es un grupo cuyo conjunto, denotado por G, estd dado por G = {27 Rn|n € Z}. Las coordenadas
que difieren por cantidades enteras de 27 R son consideradas la misma. La identificacién se establece
de manera gréfica en la Figura donde los puntos senalados por las flechas son considerados el
mismo debido a la identificacién. El dominio fundamental de S', denotado por L, es la circunferencia
del circulo: L = [0, 27 R). Es evidente que la accién del grupo G sobre R es libre por lo que el orbifold
ST no posee puntos fijos.

3.2.5. Orbifold S'/Z,

El ejemplo més simple de un orbifold no trivial es el intervalo S'/Zs, donde S tiene radio R.
La identificacién asociada a S' implica que

y~y+2rR, (3.6)

donde y € R!. La accién del grupo Zs se considera como la reflexién con respecto al origen. La
identificacién resultante, sobre la coordenada circular y, es decir y € S!, es

Y~ —y. (3.7)

La identificacién anterior convierte al orbifold S* en el orbifold S'/Zs. Lo anterior se refiere a que
la construccién del orbifold S'/Zs se realiza a partir de la identificacién de puntos opuestos, en S*,
respecto a un eje vertical en S' como se muestra en la Figura

Los puntos fijos del orbifold S'/Zy sony = 0y y = mR, lo que es equivalente a tener un intervalo
finito [0, 7R].

3.3. Campos en orbifolds

Al comenzar una teoria de dimensién mayor a cuatro se debe obtener una accién efectiva
4-dimensional. La idea es que si la dimensién adicional es lo suficientemente pequena, los experi-
mentos realizados no puedan demostrar la estructura de estas dimensiones [54]. En el caso de cinco

y A|

y 0 21TR+y 21tR

y

Figura 3.1: Orbifold S!, obtenido mediante la identificacién de puntos: y ~ y + 27 R, y € R. La accién de G
estd definida por una traslacién de cantidades enteras de 27 R.
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dimensiones, para asegurar que la dimensién extra sea inobservable, Kaluza introdujo la suposi-
cién de que existe un sistema coordenado en el espacio 5-dimensional tal que la métrica, gps, con
M,N =0,1,2,3,4, es independiente de la dimensién extra z* [55]

Osgmn = 0. (3.8)

0y es la derivada con respecto a la coordenada espacial z4.

TR

Figura 3.2: Orbifold S!/Zs. La accién de Zs estd definida por una reflexién respecto al origen: y ~ —y. Los
puntos fijos estan denotados por puntos rojos: 0y mR.

3.3.1. Campos escalares

El caso méas simple de un campo en cinco dimensiones es un campo escalar libre sin masa en
un espaciotiempo de Minkowski 5-dimensional. La accién que describe un campo escalar complejo
sin masa ® en cinco dimensiones es

1
Ssq.a = /d51:28M<I>*8M<I>. (3.9)

Los indices latinos en maytscula se utilizan para denotar las cinco dimensiones, M, N =0, 1,2, 3, 4.
Los indices griegos se utilizaran para denotar el espaciotiempo 4-dimensional, p,v = 0,1,2,3. La
coordenada adicional 2* serd definida como y, £ = y. Con el establecimiento de la coordenada
adicional g, las coordenadas tienen la estructura ™ = (2#,9)”. En la accién 5-dimensional se
utiliza la métrica nyny = diag(+, —, —, —; —).

El campo ® satisface la ecuacion de Klein-Gordon 5-dimensional
Op® (M) =0, (3.10)
donde O,; corresponde al equivalente operador d’Alembertiano en 5 dimensiones

Oyp =0, — 05 (3.11)
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Con la separacion de las coordenadas del espaciotiempo de Minkowski y la coordenada del
espacio compacto, la accién adquiere la forma

S = /d%/dy@“@*@@ — 9,8*9,®. (3.12)

Campos en espaciotiempo M, x S?

Se considera que el espaciotiempo 5-dimensional esta dado por My x S*, donde M, corresponde
al espaciotiempo de Minkowski y S* es un circulo. Cualquier variable dindmica definida en My x S!
puede ser expandida en términos de un conjunto de funciones en M, y funciones en S'. El campo
escalar ® se puede descomponer en una serie compleja de Fourier, definida en un intervalo (y, y +
27 R), con circulo de radio R, dada por

Bz, y) = D dula") fuly)- (3.13)
n=0

Las funciones complejas ¢, (z#) son identificadas como campos escalares en 4 dimensiones. Las
eigenfunciones f,(y) forman una base completa y ortonormal. Las funciones complejas f,,(y) son
eigenfunciones del operador 85, con eigenvalores denotados por m?2, de la forma [55]

0 fn(y) = =i fu(y)- (3.14)

El conjunto de funciones complejas f,,(y) es ortonormal en el intervalo (y,y 4+ 27 R), es decir, que
satisfacen

y+21R
/ dy 12 (0) fur (9) = B (3.15)
Y

El primer factor dentro del integrando es complejo conjugado, por lo tanto, se admite la adicién de
fases.

Introduciendo la expansién del campo ® en la accién 5-dimensional se tiene

y+27R 0 00
s=[dta [T dyy [ 2 966000 ) ) D 610w (500, 100, ()
Yy n,n'=0 n,n'=0

(3.16)

Al integrar por partes el segundo término, este adquiere la forma

_% / dz Z &f () Py (1) (%f;i W) fw (y)

y+2mR y+21R
- / dy fnf(y)r?if;i(y)> eI
Y

Y
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Al imponer condiciones de frontera sobre las funciones complejas f,(y) se puede reducir la accién
en (3.16). La condicién es establecida por la identificacién de puntos, instaurando ciclicidad en las
coordenadas del circulo, implicando que se debe satisfacer [56]

y+2rR

Oy fn () frr () =0. (3.18)

Y

Estableciendo las condiciones sobre las funciones f,(y), la accién se ve reducida a
S4d,¢ = /d4xzal‘¢ x# ngn :C‘“ Zmn¢n JJ‘LL an(xu) (3.19)

La accién 5-dimensional de un campo escalar complejo se convierte en una accién 4-dimensional.
La accién resultante corresponde a la suma infinita de campos escalares independientes ¢, (z"), 4-
. . . 2 2 . . .
dimensionales. El eigenvalor mj, del operador 9; aplicado sobre las funciones complejas fnly) es
identificado como la masa vinculada al campo ¢,,.

La identificacién de la coordenada adicional, y ~ y + 27 R, conlleva a
Oz, y) = ®(2",y + 27 R). (3.20)

La funcién exponencial compleja satisface la condicién anterior impuesta sobre la coordenada adi-
cional, por lo tanto la expansién del campo ® se puede escribir como

O(zHy) = Zqﬁ (zM)e iny/R (3.21)

Para establecer una normalizacion, se introducen coeficientes 7, en la expansién anterior.

Sustituyendo la descomposiciéon en modos de Fourier del campo @ en la accién 5-dimensional
se tiene

o 2
Sad,p = /d4:1; [;8“¢8(x“)au¢g(x“) + Z <a“¢:(x“)au¢n(x“) — ;2(;5;%)] . (3.22)

n=1

De la accién anterior se obtiene solo un campo escalar complejo sin masa, conocido como modo
cero, ¢g. También se obtiene un nimero infinito de campos escalares complejos cuyas masas son
proporcionales a la escala de compactificacion M, y satisfacen

TL2

n=p m=123,.. (3.23)

m

La obtencién de una teoria 4-dimensional a partir de dimensiones espaciales adicionales al
espaciotiempo de Minkowski My implica que la accidon obtenida, 4-dimensional, es una accién
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efectiva. La accion efectiva debe ser considerada con una escala de corte de energia A. La escala
de corte A debe ser mayor a la escala de compactificaciéon M, [54]. A escalas de energia E < M,
solamente el modo cero es relevante, resultando en una teoria 4-dimensional de un campo escalar
sin masa. Para energias E 2 M., todos los campos son relevantes.

En la accién de un campo escalar masivo 5-dimensional cuya dindmica es descrita por la accién
1
Ssa.0 = /d5a:2 (0M®*0) @ — M?D* D), (3.24)

la introduccién del término de masa M modifica las masas de los campos en la expansién de Fourier.
La modificacion de las masas asociadas a los campos ¢, tiene la forma

2 n? 2

de modo que en la accién 4-dimensional, Sy4 4, todos los campos escalares son masivos.

La densidad lagrangiana en (3.9) posee simetria bajo la transformacién y — y + 27 R, no
obstante, el campo no tiene que ser invariante bajo la misma transformacién.

Campos en espaciotiempo My x S!/Z,

Compactando la dimensién adicional en un orbifold S!/Zs. El grupo Zy genera la accién sobre
la coordenada adicional

y — —. (3.26)
Con la accion del grupo Zs se establece la identificaciéon y ~ —y, imponiendo la condicién de frontera

n tiene valores +1 por consistencia de Zg, con n?> = 1. La eleccién del valor de 1 involucra modi-
ficaciones en las funciones base de la expansién del campo ®. Para el caso donde n = 1, la base
ortonormal de funciones complejas f,,(y) es [57]

foly) =1, fn(y) = V2 cos n—Ry, n=12,.... (3.28)

Consecuentemente la expansion del campo @ tiene la forma
] ny
(M) = V2 ) cos —. 3.29
(&) = VEX nlo)oos (3.29)

A diferencia de la expansién establecida para una dimensién espacial compactada en S, (3.21)),
para el caso de la compactificaciéon en S*!/Zs solo se tiene la mitad de la torre infinita de campos.
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De manera alternativa, cuando se utiliza n = —1 la expansién tiene la forma

d(zM) = \/ii ¢n(xt) sen nTg (3.30)
n=0

3.4. DMateria oscura dinamica

Para el modelo de materia oscura dindmica el campo que se presume como constituyente de
materia oscura es un campo axiénico propagandose en un espaciotiempo 5-dimensional. La dimen-
sién adicional al espaciotiempo de Minkowski M, se supone compactificada en un orbifold S*/Zs.
La descomposicion de los campos escalares 5-dimensionales tiene la forma establecida en .
Ademsds, el modelo estdndar se presume que se propaga en una hipersuperficie con y = 0, donde y
denota la coordenada adicional como se establece en la seecién

Al igual que en el caso 4-dimensional se considera la adicién de una simetria global denotada
por U(1)y. Cuando se produce el rompimiento esponténeo de la simetria U(1), a una temperatura
critica establecida como T, el campo escalar complejo ®, que se transforma bajo la simetria global
como

D — e, (3.31)

adquiere un valor esperado de vacio diferente de cero, denotado por v,. El valor esperado de vacio
es del mismo orden que la temperatura critica: v, ~ T, . Los vacios degenerados establecidos por el
rompimiento de la simetria se pueden parametrizar de la siguiente forma

(®(zM)) = vaeia@™)/va, (3.32)

En la parametrizacién anterior, a es el campo del axién 5-dimensional. El campo a es real y tiene
condiciones iniciales arbitrarias.

El término cinético del campo escalar @ es el establecido en (3.9) y al realizar la parametrizacién
a través del campo a se tiene la siguiente igualdad

Sp = / dBOMD*9y 0 = / &M adysa. (3.33)

El escenario de que los campos que se propaguen en el ‘bulto’ implica que son necesariamente
singletes frente a los grupos de norma del modelo esténdar [15]. Los campos del modelo estdndar
se suponen propagandose en una brana en y = 0. Resultado de lo anterior es que los campos
propagandose en y # 0 tienen interacciones suprimidas con las particulas del modelo estandar,
convirtiéndolas en candidatos a materia oscura.
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La densidad lagrangiana que agrega el campo del axién a tiene la siguiente forma
L=Lsy+ L+ Lint (3.34)

donde Lgps corresponde a la densidad lagrangiana del modelo estandar y Ly es el término cinético
como se establece en . En la densidad lagrangiana que incluye al campo a, L;,: corresponde
a las interacciones que tiene el campo del axién con campos del modelo estandar. La densidad
lagrangiana efectiva que atane a las interacciones se puede escribir de la siguiente forma

Ling = 12N 9 a(NAyPs N) + 292 9, a(@y"y5€) + garyaE - B (3.35)
2mpy 2me

En el término anterior de interaccién IV y e corresponden respectivamente a los campos de nucleones
y electrones con my y me sus respectivas masas. E y B son los campos eléctrico y magnético. Las
constantes de acoplamiento de las interacciones estan identificadas con gunn, Jace Y Garyy-

En la discusion subsecuente solamente se tomara en consideracion la interaccion del campo a con
los campos eléctrico y magnético. La interaccién se puede escribir en términos de una divergencia,
la cual tiene la forma

Lint = 9“4” aF,, F". (3.36)
F,,, es el tensor esfuerzo electromagnético
Fu = 0,A, — 0,A, (3.37)
y FH es su dual
P = voBE o (3.38)

A, es el campo del fotén. El término de interaccién anterior surge a través de la anomalia elec-
tromagnética de la simetria adicional U(1),. La interaccién entre el campo del axién el campo del
fotén permite la desintegracién del campo a en dos fotones.

Debido a que los campos del modelo estandar se suponen restringidos a una hipersuperficie
restringida a y = 0, el término de interaccién debe también estar restringido a y = 0, por lo que se
incluye la funcién delta de Dirac para asegurar la limitacién espacial dela interaccion. Incluyendo
los términos cinético y de interaccién, la accion para el campo del axién a tiene la siguiente forma

1
SSd,a = /d4l'/dy <28M08M6L+ 5(y)

QT aFWﬁ“”> : (3.39)

A altas temperaturas el axién no tiene masa efectiva. Cuando la temperatura del Universo es
T ~ A, donde A es la escala de confinamiento, efectos no perturbativos generan un potencial para

el axién
V(a) = m?f? (1 — cos (;)) . (3.40)
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fa es la constante de desintegracién del axion y m, es la masa del axién. Los efectos que producen
el potencial no nulo del campo del axion se suponen restringidos a la masa del modelo estandar por
lo que la accién cuando T'~ A es

Ssd,a = /d4$/dy (;8]\/[&8]\4& +0(y) [QZWCLFWFW —m?2f? <1 — cos <f >>]> ) (3.41)

La expansién en modos de Fourier del campo escalar real a para una compactificacién en el

orbifold S'/Zs tiene la forma establecida en ([3.29):

1 > ny
a(z!, y) = Wors %rnan(x“) cos <§) . (3.42)

Los campos a, son campos escalares reales 4-dimensionales y R es el radio de compatificacién. Los
factores de normalizacién se expresan como

| 1 paran=0;
O WV5) para n > 0.

Al introducir la expansién en series complejas de Fourier del campo 5-dimensional se obtiene una
accién efectiva en cuatro dimensiones. El término asociado a la derivada con respecto a las coorde-
nadas del espaciotiempo de Minkowski 4-dimensional My es

1 n'y
4 —oH = 4 ’ ’
/dx/dy(Qé?aa#a) 2277R/d /dyg annaanﬁancos<R>cos<R>

n,n’

(3.43)

1 o0
= 4/d4a; Zrnrn/(?“anauan. (3.44)
n=0
La componente que se refiere a la derivada con respecto a la coordenada y de la dimensién adicional

1 ny n'y
4 - _ = 4 ,
/d :U/dy( 28ya8ya> 227rR/d /dy E TnTn anan 2 sen( R)sen< 7 )

n,n’

/
= —/d4 Z T nt G Gy (g;) Onn - (3.45)

n,n'=0

En las equivalencias anteriores, las tltimas igualdades son debido a que las funciones cos(nz) y
cos(n’z), con n’, n € Z, son ortogonales, as{ como también lo son sen(nz) y sen(n'z). El término
asociado al potencial inducido por efectos no perturbativos, restringido a y = 0, considerado en la
vecindad de su minimo se puede aproximar a un término cuadratico de la siguiente forma

4 2 2\ _ 4 ny @
/d /dy< an)- 227TR/d /dy6 rnrnanancos(R>cos<R>
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1 o
= —4/d4xm2 Z Tl Qn Gy . (3.46)

n,n'=0
Escribiendo los factores de normalizacién, la accién 4-dimensional resultante es

1 oo o oo .
Sid,an = /d4x2 nzoﬁ“an(x“)&”an(:v“) - ZOM%n,an(w“)an/ () + Lazw nzornanFWF’“’ ,
- ! = -

(3.47)

identificando a Mfm, como la matriz de masa asociada a los campos ¢,, de la expansiéon de Kaluza-
Klein. La matriz de masa esta dada por

/
nn
M?m’ = —0pw + T’nT’n/mZ. (3.48)

2
La no diagonalidad de la matriz M? se debe al término §(y) que restringe la interaccién del campo
5-dimensional a con los campos del modelo estandar, establecidos en y = 0, ya que la funcién delta
de Dirac satisface

/ T Ay @)ty — ) = (). (3.49)

— 00

Utilizando el desconocimiento de la escala que puede tener la masa de brana m? en comparacién

con el radio de la dimensién compactada se pueden establecer dos escenarios limite. El primer limite
es establecido cuando

/

n
R > rnrn/mg, (3.50)

el cual equivalentemente corresponde a

1
T2z 1. (3.51)

a

La desigualdad anterior permite aproximar la matriz de masa como

/
nn
M2~ O (3.52)

Las consecuencias que presenta establecer la anterior condicién es que la matriz de masa M? es
esencialmente diagonal. El caso contrario es establecido cuando se cumple

nn'

ﬁ < ann’m?m (353)
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que equivale a

1
RTTR?Z < 1, (354)

donde la mayor contribucién a la matriz de masa es debido a componentes fuera de la diagonal:

M2~ rprpm?. (3.55)

Las implicaciones que tiene la diagonalidad (o no diagonalidad) de la matriz de masa son las
mezclas que presentan los campos a,. La ecuacion de movimiento para el campo a,, establecido
en la expansién del campo a mostrado en , tiene la forma de la ecuacién de movimiento para
un campo escalar, como aparece en . La diferencia radica en el término de masa, el cual,
al involucrar una suma infinita de campos, incorpora los elementos de la matriz de masa M?. La
ecuacién de movimiento para el n—ésimo campo, a.,,es

.. . ov
an + (BH(t)+Ty) an + -—. (3.56)
Oay,
De la accién efectiva 4-dimensional (3.47)) el potencial para el campo a,, es
o0
Vi) = Y M}, anan. (3.57)

n,n'/=0

sustituyendo el potencial anterior en la ecuacién de movimiento para ¢, esta adquiere la forma

iin + (BH () + L) i + Y M3 an. (3.58)

n'=0

FEn la ecuacion anterior, I';, corresponde a las desintegraciones del n—ésimo campo. Como es evidente
de la ecuacién de movimiento, cuando la matriz de masa es esencialmente no diagonal, la solucién
para ¢, implica todos los campos incluidos en la suma infinita. Una vez advertida la mezcla de los
campos de la torre de Kaluza-Klein, resulta conveniente realizar un cambio de base, de estados de
momento a estados de masa, a partir de la accién . Escribiendo el término de masa en forma
vectorial se cumple que

atM?a = a'UTUM?UTUa = @' D?%a, (3.59)
donde la matriz U es unitaria y diagonaliza a M?. La matriz diagonal D? estd dada por
D? = UM?Ut (3.60)

Los nuevos estados a son estados de masa, que en términos de componentes son

o0
Ay =Y Unlin. (3.61)
n=0
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La matriz U se calcula a partir de los valores propios de la matriz M2, ), los cuales satisfacen la
ecuacién caracteristica polinomial

det(M? — Al,xy) =0, (3.62)

la cual adquiere la forma [18]

00 2 0
[H <22 - )\2>] [)\2 —m? N2y nirijv = 0. (3.63)

n=1 n=1 R2

El segundo término de la ecuacién anterior es igual a cero. Dividiendo el segundo término entre m?

y realizando la suma infinita, la ecuacion que satisfacen los eigenvalores A es

)\2
—5 — 1+ 1—7mRAcot(mRA) = 0. (3.64)
m

a

Al dividir la ecuacién anterior entre A y multiplicar por R, esta adquiere la forma
AR = m(mgR)? cot(mRN). (3.65)

Las soluciones a la ecuacién anterior para A son las intersecciones de AR con 7(mgR)? cot(mR\)
como se muestra en la figura [3.3] Se tienen diferentes comportamientos dependiendo del valor de

=

m2 =05
“Tl— ar
rl— 7(maR)? cot(TAR)

AR

Figura 3.3: Soluciones de la ecuacién (3.65)), que corresponden a las intersecciones de las funciones AR y
7(mqR)? cot(mRA), que corresponden a los puntos negros. La figura se muestra para un valor de (m,R)* =

0.5.

la masa m,. Cuando m, — 0 se tiene el comportamiento de la Figura[3.4] en el cual las soluciones
son AR ~nconn==1,42,---, es decir A = n/R.
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m2 = 0.01
— AR

— 7(maR)? cot(TAR)

|

Figura 3.4: Soluciones de la ecuacién (3.65) para m, — 0. La figura se muestra para un valor de myR = 0.1.

Para el caso contrario, cuando m, — oo se tiene el comportamiento de la Figura [3.5] cuyas

soluciones son AR ~ 2n + 1 con n € 7Z, que corresponden a A =~ 2n + 1/2R. Debido a que se buscan
valores propios positivos, ya que estan asociados a las masas de los axiones, en funcion del producto
mqR, se tienen los siguientes valores:

asi como

n
)\nzﬁa TL:].,2,3,"',

N2n—|—1
~ 2R

U)\kE<

donde se introdujeron las siguientes definiciones

) n:071727"'7

La matriz unitaria U que diagonaliza la matriz de masa M? tiene componentes [17]

N2
=~ rk)\ > A)n
)\2 _ k2y2

Los eigenvalores normalizados X satisfacen la siguiente identidad

doNA =1
A

cuando m R < 1,

cuando meR > 1.

(3.66a)

(3.66b)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)
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w

P |7 m(maR)*cot(TAR)

0 L Il L Il Il
0 1 2

AR

w
o~

Figura 3.5: Soluciones de la ecuacién (3.65)), que corresponden a las intersecciones de las funciones AR y
7(mqR)? cot(mRN), que corresponden a los puntos negros. La figura se muestra para un valor de m,R = 10.

3.4.1. Condiciones iniciales

Al igual que el mecanismo de produccién por desalineacién 4-dimensional, se deben establecer
las condiciones iniciales del campo para que a partir de estas se produzcan oscilaciones. En cuatro
dimensiones, el valor inicial del campo escalar ¢ estd asociado con el valor esperado de vacio (VEV)
del campo de la forma . Para 5 dimensiones el valor esperado esta asociado con el campo a
de la forma

(a) = 0£37, (3.71)

donde 6 es un parametro adimensional cuyo valor es arbitrario y fg’/ % es una constante que tiene
las mismas unidades del campo: [distancia=3/ 2] 0 equivalentemente [masa®/ 2] fa tiene unidades
de masa. La expansién en modos de Fourier, , del campo a ocasiona que solamente un modo
de la expansién tenga un valor esperado no nulo:

(a) = (0]al0) = OIﬁZ%an cos( )yo>

(Olag(=)[0) +

\/21777}2 (") COS( ) |0)

'Debido a que la accién es adimensional y el elemento de integracién d°z tiene unidades de [distancia®], el término
0M&*91r® debe tener unidades de [distancia™®]. Las derivadas dar tienen unidades de [distancia™'], por lo tanto el
campo ® tiene unidades de [distancia=*/?].

2Recordando que en unidades naturales (i = ¢ = 1), utilizando la longitud de onda de Compton: ¢ = fi/mc, la
distancia tiene unidades de [masa™'].
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- \/;T—R<0|ao($”)|0> — 032, (3.72)

Los valores esperados de vacio para los campos 4-dimensionales a,, son

(ag) = V2xROf32, (a,) =0, paran > 0. (3.73)

Lo anterior también se puede entender a partir de los potenciales para cada modo. En el caso mas
sencillo, estableciendo m?l =0, en la accién (3.47) el potencial asociado a cada modo es

1 & !
Vi) =5 3. %anan,an,n,. (3.74)

n,n’'=0

De donde se observa que el campo ag tiene un potencial constante, en tanto que para a,, con n > 0,
se tiene un potencial cuadratico. Si el VEV de cada campo busca minimizar el potencial, para ¢,
con n > 0, el valor correspondiente es cero, al tiempo que no hay VEV para ag que minimice el
potencial puesto que no tiene potencial. Estableciendo el cambio de base de estados de momento
a, a estados de masa @) es necesario prevenir el valor esperado de vacio de los estados de masa
definidos en . A partir del valor esperado no nulo del modo cero y suponiendo que los estados
de momento son una base completa: Y7 |an)(an| = 1 y que a,|0) = |an), @|0) = [ay), el valor
esperado de vacio asociado a los campos @) es

(@) = (0[ax|0) = > _(0lan)(anl@x|0) = (0]ao){ac[a@x|0) + Y (0lan){an[dx|0)
n=0 n=1
= (ao){aola@r) = V2rROF3*(ag|ay). (3.75)

2 se puede suponer con dependencia temporal. Si se realiza la suposicién de

que para tiempos tempranos m2 posee un valor cercano a cero y aumenta conforme evoluciona en
el tiempo, la no diagonalidad de la matriz de masa M? tiene una dependencia temporal. La matriz
M? es inicialmente diagonal hasta un tiempo denominado tg en el cual la masa m, y la inversa
del radio de compactificacién 1/R son comparables. Consecuencia de establecer la no diagonalidad
de la matriz de masa, tg es el tiempo al cual se establecen los eigenestados de masa @y. Los valores
esperados de vacio de los campos @y, , corresponden a las condiciones iniciales a las que esta
sujeta la ecuacién de movimiento de los campos ay. Mientras que se considera que los campos
parten del reposo, las condiciones iniciales establecidas para a) son

ax(te) = (@), axlte) =0. (3.76)

El término de masa m

3.4.2. Evolucion de los campos escalares

Una vez establecidos los eigenestados de masa, ay, la ecuacién de movimiento se ve modifica de
la siguiente manera

Qx4+ (3H(t) +Ty)ax + A%ay = 0. (3.77)
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Los eigenvalores de la matriz de masa M? son . A partir de la ecuacién de oscilador amortiguado del
campo a) se establece el tiempo de oscilacion ty, el cual equivale al tiempo critico definido en .
El tiempo al cual se establecen eigenestados de masa a) diferentes a eigenestados de momento a,,
se denota por tg. En t = tg se tienen valores esperados de vacio, asociados a eigenestados de masa,
diferentes de cero. Resultante de que todos los campos @ poseen masa, al tiempo del establecimiento
de valor esperado de vacio de @y, los estados de mayor término de masa, A\?, presentan oscilaciones
‘instantdneas’ en t = tg, debido a que A? puede ser mayor que el término de amortiguacién:
A2 > 3H (t)+Ty. Las oscilaciones del campo @) estdn sujetas a las condiciones iniciales establecidas
en (3.76). Para los campos cuyo valor de A% es menor que el término de amortiguacién, se tiene un
tiempo al cual comienzan las oscilaciones ¢y mayor a tg. La condicién para que el comportamiento
del campo sea oscilatorio es

(3H (ty) + T\)? = 4\% (3.78)

Escribiendo el pardmetro de Hubble para un Universo dominado por radiacién y materia respecti-
vamente, el tiempo de oscilacién es

3 + T =2\ radiacién, (3.79a)
2ty
2

. +T) =2\ materia. (3.79Db)
A

De lo anterior se pueden establecer agrupaciones en los campos @) con respecto a si su tiempo al
cual empiezan las oscilaciones en igual o mayor a tg, de acuerdo a la condicién que satisface su
término de masa asociado:

(3H(tg) + F)\)Z < 42 th =ta, (3.80a)
(3H (tg) +T'y)% > 4\ tx = Kk/2X —T). (3.80b)

El factor  tiene valores de 3/2, 2 cuando el pardmetro de Hubble es 1/2, 2/3, lo que corresponde
a Universo dominado por radiacién y materia respectivamente. Una vez superado el tiempo de
oscilacién, t > ty, asociado al campo ay, la densidad de energia del campo es solucién de la ecuacion

Pr+ (3H(t) + F,\) ox =0, (3.81)

cuyo valor estd sometido a las condiciones iniciales de ay. Utilizando las condiciones iniciales y la
expresion de la densidad de energia derivada de la componente (i, ) = (0,0) del tensor de energia
momento, el valor de la densidad de energia en ¢t = tg es

plic) = 53 (@n)* = 3 (VERR6Y X (aolin) ) (3.82)

La solucién a la ecuacion de la densidad de energia (3.81)) es

3
o(t) = pltc) ((f;)) o Tt (3.83)
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La solucién anterior se puede expresar con la dependencia temporal explicita del factor de escala
dependiendo si se considera Universo dominado por radiacién o materia. El tiempo de la igualdad
de radiacién y materia serd denotado por t;ras. La densidad de energia es

1 ~ \2 _r. (- ta/t)®? ara ty <t <trrum,
paA(t) = 5)\2 (V 27TR9f3/2<a0\aA>> e TA(=ta) t3(/2i1//2) 9 PR = = T (3.84)
G IRM/t para tIRM <t.

Para calcular la abundancia de cada campo a) se requiere la densidad critica, establecida como
Perit = 3H QMZ?. Las abundancias tienen un valor de

2 3/2
_ 1 fox‘h) o Talt—te) o { Aty t/? paraty <t <trgu, (3.85)
9t

() = ( 3/2,1/2
6 M, G/ tI%M/Zl para trpy < t.
En la expresién anterior se ha establecido la constante de desintegracién 4-dimensional f) =
V21T R fg/ 2 y la proyeccién de los estados propios de masa sobre el estado propio de momento

con k=0 es

<a0|6)\> = A)\. (386)

Al establecer una ecuacién para la abundancia para el A-ésimo campo a,, se tiene que la abun-
dancia depende de la tasa de cambio de la densidad critica:

Oy + <3H(t)+m—m+ pc’””) Qy = 0. (3.87)

m Perit

3.4.3. Desintegraciones

El calculo de la desintegracion se realizard para un de axién ay con masa mg.

La desintegracién de axiones en un par de fotones esta dada por el término de interaccién de la
densidad lagrangiana en ([3.36)) cuyo diagrama de Feynman es

El elemento diferencial de la tasa de desintegracién del axién se puede escribir como

dl' =

S
5E | M[*dlLps. (3.88)

E, es la energia del estado inicial, en este caso es la energia del axién. M corresponde a la parte
no trivial de la matriz de dispersion:

(£18 = 1fi) = i(2m)*a* (Y pi = > _pr) M, (3.89)

M = (f|M|i) y se conoce como el elemento de matriz invariante, con |i) y |f) respectivamente
los estados inicial y final de la desintegracién. s es un factor que corrige el doble conteo cuando se
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1%
€
D1
k
ay)
D2
2%
€

Figura 3.6: Diagrama de Feynman para la desintegracién del axién a un par de fotones.

tienen particulas idénticas en el estado final: por cada n particulas de una especie, s es un factor
de 1/n!. Por ejemplo si se tiene la desintegraciéon de una particulaa - b+b+c+d+d+d+d, s
corresponde a un factor de 1/2!x1/1!x1/4!. El elemento dIl;rpg es llamado espacio fase invariante
de Lorentz (LIPS, por las siglas en inglés de Lorentz-invariant phase space) y estd definido por

_ (91450 o d’p; 1
dMirps = (2m)70 (sz pr) 8 H (2m)3 2B, (3.90)

La suma sobre j, ataiie a los j estados finales de la desintegracion. En la funcién delta > p; — > py
se refiere a la conservacién de momento.

El campo del fotén es

dp 1 2. » . P
Ay(z) = /(2”)3\/% ; (eu(p)ame P+ e, (p)a, e ) , (3.91)

donde eZ(p) son los vectores de polarizacién. Los operadores a,; y al . son respectivamente ope-

Dyl
radores de aniquilacién y creacién. Los operadores de creacion tienen indices de polarizacion. Los

estados asintdticos tienen etiquetas de momento y polarizacién:

al ;[0) = \/;@‘p’ ¢), (3.92)

lo que implica que
(0 Au(@)|p, ) = elie™", (3.93a)
(p, | A, (@)]0) = elreive. (3.93b)

En el término de interaccién entre el axion y fotones se tienen derivadas del campo A,. La forma
de la interaccién en términos del campo A, es

Ling O %?%ake’“’aﬁ (0 Ay — 0y Ay) (Oads — 95A0) (3.94)
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de manera que se tienen cuatro productos que involucran derivadas de la forma
%?%a)\e“mﬁ (0,4,) (D Ag). (3.95)

La derivada del campo A, (x) es

2
0yA,u(x) =

( P)api(—ipy)e P + € (p)a;i(ip,,)eim) . (3.96)
=1

Debido a que la interaccién involucra derivadas del campo A, (x), los elementos en (3.93)) acarrean
un factor extra de +ip,, de manera que en los diagramas de Feynman las lineas externas de fotones
corresponden a ¢ veces el vector de polarizacién por el cuadrimomento de la forma:

~AAAANO = —ipL€e,(D) entrante (3.97a)

o = ipye, (D) saliente. (3.97b)

Cada vértice en el diagrama de Feynman corresponde a i veces gq,~€"” b /4. El elemento de matriz
invariante es

)
iM= %e””aﬁ (zp“el*ng‘e%* —iple, ng _— zpll’el*sz €5 + zp’fel*ng i*) (3.98)

Cuando dos indices del simbolo de Levi-Civita son intercambiados, iguales o no, el simbolo cambia
de signo:

€.j.m = —€.m..j- (399)

Rearreglando el elemento de matriz invariante, este adquiere la configuracion
i
iM= % ( VB el pips + e Pl 2 phpl + e R plpy + e 61*62*1711?5) (3-100)
Renombrando indices, el elemento de matriz invariante es
iM = g,y Belr e pipl (3.101)

Por la identidad de Ward, la suma sobre las polarizaciones del fotén del producto de los vectores
de polarizaciéon se puede reemplazar por la métrica g, :

> el = g (3.102)

pols. i
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El producto de simbolos de Levi-Civita con n indices estd dado por

T R
6i2j1 5i2j2 to 5i2jn

€irig..in€jijo.in = | - R S (3.103)
Oinj1  Oinja *** Oipjn

La suma sobre las polarizaciones del cuadrado del valor absoluto del elemento de matriz invariante
es

DM = g2 e P el el pipl x e el plph. (3.104)
pols. i
7 IMP =g e el ptps [P = 262, (p1 - p2)? (3.105)
pols. i

La relacién de dispersién relativista es
E%?=m? + |p|% (3.106)

donde p es el momento lineal. Utilizando el sistema de referencia en el cual el axién estd en reposo la
energia del axion F, es igual a la masa del axién, denotada por m,. Debido a que la desintegracion
que tiene el axién es en dos fotones, el factor s que aparece en corresponde a 1/2. La tasa
de desintegracion en el sistema de referencia donde el axién estd en reposo es

1

dl' = fma?ggm(pl - p2)?2(2m) W (k — p1 — pa)

d3p1 1 d3p2 1
(27‘(‘)3 2E1 (271')3 2E2 '

(3.107)

FEy y FEs corresponden a la energia de los fotones, la cual debido a la relacién de dispersion son
E; = |p;|, i = 1,2. La conservacién de energia y momento: §(*)(k — p; — pa) puede ser expresada en
términos de componentes espaciales y temporales:

W (k — p1 — pa) = 6P (py + pa)d(ma — Er — En), (3.108)

recordando que en este sistema de referencia k = 0. Al realizar la integral sobre d®p;, por la funcién
delta de Dirac, se tiene a la igualdad

Ip1| = |p2l, (3.109)

que a su vez implica la igualdad de las energias de los fotones:
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Asimismo, el producto py - ps se ve reducido
(p1-p2)? = (01PY — P1 - P2)® = (E1E2 — p1 - p2)” = (B + p2 - p2)® = (2E?)? =4E*.  (3.111)

Al introducir el término anterior en elemento diferencial de la tasa de desintegracion, esta se ve
reducida como

2
dl’ — Garxyy 24

= S d3pad(mg — 2F). (3.112)

Manipulando la medida d®py para expresar la tasa de desintegracién, como se muestra en el Apéndice
en términos de la magnitud de pg, se tiene la siguiente expresién

d3py = dps|ps|? sen 0dOdp = dEE? sen 0dde. (3.113)

La dltima igualdad en la ecuacién anterior se debe a la relacién de dispersién relativista. Al realizar
la integral sobre la medida anterior se obtiene el valor de la tasa de desintegraciéon del campo del
axién de masa my:

g2 ma
=29 4r""29(2F —
82, 32 Ol ™Ma)

2 3
Yaryy™Ma
= — 3.114
64 ( )

O es la funcién Heaviside theta.

3.4.4. Estados propios de masa

Cuando se satisface la condicién 1/R*m?2 < 1, es decir, cuando la matriz de masa presenta
mayor contribucién por los elementos fuera de la diagonal, se produce la mezcla de los campos a,
en las ecuaciones de movimiento. Para desacoplar las ecuaciones de movimiento se realiza un cambio
de base como se establece en , a estos campos se les llama estados propios de masa. Al establecer
el cambio de base se producen modificaciones a la densidad lagrangiana en . La matriz U que
diagonaliza a la matriz de masa M? es independiente de las coordenadas espaciotemporales z* lo
que implica que

Ma, =Y U 0"ay. (3.115)
A=0

El término cinético de la densidad lagrangiana que involucra al campo del axién, en funcién de
estados propios de masa, es

9] oo 0 o.9]
> 0 anduan =Y UL "GN Y UL 0 ay
n=0 n=0 A\=0 A'=0
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9] o

=3 N 94axa,anU] UL,
n=0 A\, \=0
oo

o0
=" 3" 9" ar0uan Uy,
n=0\,N=0
oo

= ) 0"@x0pudn O
AN =0

o0
= 0MGx0,dx. (3.116)
En la igualdad anterior se tom6 en consideracién que la matriz U es unitaria

UUt=UU =1, (3.117)

que en términos de componentes se lee

> Uy = v (3.118)

Para escribir el término de interaccién entre el campo del axién y los fotones se presume que
los estados de masa son una base completa, es decir Y > |ax)(ax| = 1. Introduciendo la relacién
anterior en el término de interaccion, este es

_ Yayy S
Lot = =71 D rafds) (@slan). (3.119)

n=0 =0

Al escribir los campos @) como una combinacién de los campos a,, como se establece en la definicién
de @y en (4.1]), asi como considerando la normalizacién (a,|a,) = .., la interaccién es

Ja ann’/\ ~ =
Lint = 77 E E 2 _ 2 o2 Onn/ ’a)\>Ful/FlW
A=0 n,n’'=0 >\ /m R

Ja ~ ~ o
= fm ; Ayt AmaR cot <7r)\maR> () F L P

oo
g ~2 /\ ~
= ‘Z’Y;OA Ayay) Eu FH. (3.120)

En la igualdad anterior se utilizo la igualdad que satisfacen los eigenvalores X, establecida en (3.64]),
recordando que A = A\/m,. También se utilizé la identidad

oo 22 1 TAcot 72
Z 2 _n22 2 + 2y( ! ) . (3.121)
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Escribiendo explicitamente el término de interaccion este tiene la forma

g \fm e ~
Lint = “W Z a [ i 2m?R? [G)) F FHY (3.122)

Comparando los términos de interaccién cuando se cumplen 1/m,R > 1y 1/msR < 1 se observa
que

ga4w Pt Fl PP — 9%% F, B (3.123)
donde
2m A 12
Geff = gm\ca L4 m*maR? : (3.124)
a

Con el acoplamiento efectivo g.s; para los estados de masa, la tasa de desintegracion en (3.114]) se
ve modificada, adquiriendo la forma

2 3
er s
Ty = . 12
AT T 64r (3.125)

3.4.5. Constante de desintegracion

La constante de acoplamiento entre el axion y los fotones depende la constante de desintegracion
de la forma [12], 58]

Qem 1V [E ] (3.126)

Jayy = o fa — —1.95

donde aep, es la constante de estructura fina ae,, &~ 1/137, N es un nimero entero distinto de cero,
asociado con la anomalia de color y E es un tercio de un nimero entero asociado con la anomalia
electromagnética.

La constante de desintegracién tiene el siguiente rango de valores [51]

10 GeV < f, < 101 GeV. (3.127)

~

El limite inferior de la constante de desintegracién surge de enfriamiento de supernovas, mientras
que el limite superior viene de superradiancia de agujeros negros.

La masa del axién depende de dos escalas de energia, una de ellas es la escala a la cual los
efectos no perturbativos producen un potencial efectivo para el axién, A, mientras que la segunda
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escala esté asociada con el valor esperado del vacio del campo escalar complejo a partir del cual el
axién surge como una fase, f,. La masa depende de estas dos escalas de la forma

A
fa
Para el caso del axién de QCD, las escalas anteriores son la escala de confinamiento de QCD, Agcp

y la constante de desintegracion, dada por el intervalo en (3.127]), con lo cual la masa del axién se
puede expresar como [5]

Mg X (3.128)

(3.129)

7
mg ~ 0.67eV <10 GeV> .

Ja
Utilizando el intervalo establecido para la constante de desintegracion, el intervalo para la masa del
axién de QCD es

6.2x 1071 eV <m, <6.2x 102V (3.130)



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se realiza la discusion de los resultados obtenidos en el Capitulo 3| En el
capitulo anterior a se refiere al campo del axién en cinco dimensiones, introducido en . La
expansién en serie de Fourier del campo a se da en términos de campos escalares 4-dimensionales
an- En la accién efectiva 4-dimensional se identifica la matriz de masa como M?. Cuando
la matriz M? es no diagonal se realiza un cambio de base a eigenestados de masa ay a partir de
los eigenestados de momento a,, y de los eigenvalores de M2, denotados por A. Los eigenvalores A
corresponden a las masas de los campos @).

4.1. Restriccion en la masa

En esta primera seccién se supone que la dependencia de la masa A de la constante de desinte-
gracién fy es a través de la relacién [12] 13]

(4.1)

7
A=10.67eV <10G€V> .

A

Es importante recordar que solamente existe una constante de desintegracién para todos los campos
y esta asociada al valor esperado de vacio de a. Asimismo, se supone que la dependencia de la masa
de a de la constante de desintegracién f, tiene la forma

me =Cf (4.2)

donde C es una constante que tiene unidades de energia al cuadrado y la relacién entre las constantes
de desintegracion es

fr = V2rRf32, (4.3)

66
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Los valores de dngulo de desalineacién utilizados en esta primera seccién se presumen con la cota
establecida en ([2.7]).

Debido a que los campos @) estan identificados con axiones en cuatro dimensiones, se tienen
restricciones sobre la constante de desintegracién f [59]

109 GeV < f) < 10'2 GeV, (4.4)

que a su vez involucran restricciones en los valores de la masa a través de la relacion (4.1)), tal que
el intervalo de masa es

6.7 x 107 GeV < XA < 6.7 x 1072 GeV. (4.5)

El tiempo de vida media, 7, de los axiones para tiempos anteriores a los efectos no perturbativos
estd dado por el inverso de la tasa de desintegracién en , con la sustitucion de m, — A, esto
ultimo debido a que los cédlculos son similares. La tasa de desintegracion que se muestra en
es valida para calcular el tiempo de vida media cuando la matriz de masa M? es diagonal, lo que
implica que no hace falta realizar un cambio de base debido a que los estados de momento a,
son iguales a los estados de masa ay. Sin embargo, cuando la matriz de masa es diagonal, por las
condiciones iniciales de los campos la densidad de energia es nula para todos los campos n.
Lo anterior implica la necesidad de realizar el cambio de base a eigenestados de masa a).

Cuando las componentes fuera de la diagonal representan una contribucién significativa en la
matriz de masa y se requiere realizar un cambio de base, los acoplamientos de los campos de axiones
con campos de fotones se ven modificados mediante

Gayy = Jef f> (4.6)

donde g.r estd definida en . El tiempo de vida media para los estados de masa @, que
corresponde a la inversa de la tasa de desintegracion en , se muestra en en representacion
logaritmica para distintas constantes de desintegracion fy. Las modificaciones en el comportamiento
de la vida media de los campos a) se advierten como cambios en la pendiente los cuales se deben a
cambios en la potencia predominante en la funcién 7(\). Lo anterior es resultado de la dependencia
que tiene g.ry de A.

Cuando se tienen los estados de masa, el tiempo de vida media de las particulas asociadas a los
campos a) es menor al tiempo actual cuando A ~ O(1) GeV, considerando un valor de constante de
desintegracién de 10° GeV, es decir 7(\) ~ tppy para A ~ O(1) GeV y f) = 102 GeV. No obstante,
las particulas comprendidas en el intervalo de masa en son estables, siendo que el tiempo de
vida media excede entre 28 y 68 érdenes de magnitud la vida del Universo. Del intervalo de masas
establecido en , se observa que no se presentan desintegraciones en el intervalo comprendido
por 1s <t < 4.3 x 10!7s que corresponde a tiempos entre nucleosintesis del Big Bang y el tiempo
actual.
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Figura 4.1: Tiempo de vida media de los axiones, tomando en consideracion el acoplamiento del campo del
axién con campos de fotones correspondiente a la tasa de desintegracion I' = gey A3 /6472,

La abundancia total de los campos a) es la suma sobre las abundancias individuales de cada
campo escalar @y:

ot = > _ Q. (4.7)
A

Utilizando la expresién para la abundancia de un campo escalar (3.85)), la abundancia total para
tiempos mayores a la igualdad de materia y radiacién es

~ 2

3 [ Admg8fr A AN

Qot =D 2 (Aj:k) e Tal—ta)3/2 /2 (4.8)
A

En la expresién anterior A corresponde a los eigenvalores de la matriz de masa M?2, X es un valor
adimensional dado por A=A /Ma, 0 es el angulo inicial de desalineacién relacionado con las condi-
ciones iniciales de los campos @) y es un valor adimensional, f) es la constante de desintegracién
definida en , A) es la proyeccién de eigenestados de masa en eigenestados de momento, definida
en . M, es la masa de Planck, tg es el tiempo al cual se establece la no diagonalidad de la
matriz de masa debido a efectos no perturbativos y t;pas es el tiempo al cual el Universo presentaba
una dominacién por materia no relativista y radiacion.

La abundancia individual asociada a un campo @y como funcién del tiempo se muestra en la
Figura en escala logaritmica, para una constante de desintegracién fy = 10'2GeV, un angulo
de desalineacién 8 = 9 x 10719, y un radio de compactificacién de R = 200GeV ™! =4 x 1074 m,
donde el tiempo de igualdad de radiacién y materia es considerado t7zpr = 10! s y el tiempo al cual
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Figura 4.2: Abundancia individual Q) asociada al campo @y, establecida en la expresién (3.85)) para distintos
valores de masa A y valor fijo de constante de desintegracién. Se utilizaron los valores de fy = 10'2 GeV,
0=9x10"10 t5=10""s, t;pas = 10 sy 1/R =5 x 1073 GeV.

tienen lugar los efectos no perturbativos es tg = 107> s. En la figura se muestran las abundancias
individuales para diferentes valores de eigenvalores de masa, los cuales estdan dentro del intervalo
permitido por la constante de desintegracion y la relacién de masa establecida en . La figura
permite establecer que la abundancia es mayor para menores valores de A. El comportamiento que
tienen los eigenvalores A, dependiendo si el producto m, R es mucho mayor o mucho menor a uno,
es mostrado en (3.66al) y (3.66b)) y establece que A\ & n, con n € Z. El comportamiento de A
determina que cuanto mayor es n, menor es su contribucion a la abundancia total, esto es, cuanto
mas se escala en la torre de Kaluza-Klein, menor es la contribucion de los campos a la abundancia
total.

La abundancia individual Q) para cada estado de masa, que se muestra en la figura[f.2] exhibe el
mismo comportamiento para diferentes valores de A conforme la masa del campo a va aumentando.
Este comportamiento se ve como

(A =10"12GeV) = Q) (A = 10711GeV), para m, = 10710 GeV (4.9a)
(A =10"12GeV) = Q) (A = 10711GeV) = O\ (A = 10719GeV), para m, = 1072 GeV(4.9b)

El comportamiento anterior se exhibe en las Figuras de los apéndices. El comportamiento
de la abundancia individual €2y, con valores fijos de 6, f\ y R, es el mismo para cualquier valor
de masa en el intervalo con my > 1072 GeV. Ademas, a partir de los valores fijos de los
parametros 6, f) v R, se puede establecer un valor maximo para el valor de m,. Sin embargo,
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Figura 4.3: Abundancia individual ), asociada al campo @y, establecida en la expresién (3.85)) para distintos
valores de constante de desintegracién fy y valor fijo de masa. Se utilizaron los valores de A = 1072 GeV,
0 =9x10"1 tg=10""s, t;par = 10" sy 1/R =5 x 1072 GeV.

cuando se alcanza el limite sobre m, significa que ) = Qpys, se recupera el escenario tradicional
donde solamente se tiene un campo que contribuye a la totalidad de materia oscura.

En la Figura se exhibe la abundancia individual asociada a cada campo ay en escala lo-
garftmica para un valor fijo de A = 107'2 GeV y para diferentes valores de constante de desinte-
gracion dentro del rango establecido en . Se observa que para valores mayores de la constante
de desintegracién, la abundancia de cada campo @ es mayor, como es de esperarse partiendo de la
expresion para la abundancia 2.

En la Figura [4.4] se muestra la abundancia €2 para distintos valores de la masa del campo del
axioén a, la cual aparece como variable independiente en la proyeccién de estados de masa en estados
de momento Ay, siendo que para valores més grandes de m,, la abundancia es mayor. En la Figura
del Apéndice @ se muestra un limite para los valores de mg, con mg = 5 x 107 GeV. Este
limite en los posibles valores de m, es especificamente para los valores de fy = 10'2 GeV, A = 10~
GeV, 0 =9x 10719t =107 s, t;py = 10 s y 1/R =5 x 1072 GeV, si se modifica alguno de
estos valores, el valor méximo de m, resulta modificado.

Expandiendo es serie de Taylor el factor exponencial de la abundancia total, cuya tasa de
desintegracion esta establecida en (3.114)), esta adquiere la forma

~ 2 ~ ~

3 AmdOfrAxY 3/2,1/2 9o NPm3(AAy)?

QtOt = Z é (%) tG/ t[éiM (1 - = 647 (t - tG) + O(F§\>
\
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Figura 4.4: Abundancia individual £y, asociada al campo @y, establecida en la expresién (3.85)) para distintos
valores de m, y valores fijos de masa A y constante de desintegracién fy. Se utilizaron los valores de fy = 10'2
GeV, A =107 GeV, 0 =9x 1071 t5 =107 s, t;gar = 10" sy 1/R =5 x 1072 GeV.

3 (0fxm, 13/2,1/2 9 42 3 (0frGary \’ 5,3/2,1/2 9 9
_8< o ) IRMZAA sizm (ar) ma (1) ZAA + o).
(4.10)

Si se considera solamente el primer término en la expansiéon de Taylor, es decir, que se conside-
ran despreciables las desintegraciones, y empleando la relacion que satisfacen /\QA?\ en (3.70) la
abundancia total esta dada por

0famg 3/2,1/2
Qo = 8( 7 ) P2 (4.11)

En la Figura[4.5]se muestra el valor de la masa m, para distintos valores de dngulo de desalineacién
y constante de desintegraciéon cuando se satisface Oy = Qpas. En la Figura se muestran los
valores del angulo de desalineacion 6 y constante de desintegracion fy bajo los cuales se satisface
que Qior = Qpas con valor fijo de m,. Los valores permitidos para el dngulo de desalineacién, en
el intervalo posible de constantes de desintegracién, son 6 ~ O(1) cuando m, = 10~ GeV. De
la expresién para la abundancia total en , se tiene que los valores negativos para 6 también
son permitidos. Es importante recalcar que los valores de 8 y f\ que se muestran en la figura son
validos considerando que las desintegraciones de los axiones son despreciables.

A primer orden, suponiendo despreciables las desintegraciones del axiéon a un par de fotones, la
abundancia total de los axiones es dependiente de la masa m,, producida por efectos no perturba-
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tivos, del axién en cinco dimensiones y dependiente de la constante de desintegracién ademas del
valor inicial del campo 6.

La abundancia asociada a cada campo a) es funcién de la constante de desintegracién fy. Para
valores fijos de f) las abundancias individuales no representan una contribucién significativa para
la abundancia total de materia oscura observada, debido a que las abundancias se encuentran en
rangos de 10722 < Q) < 107°. Sin embargo, la suma infinita sobre todos los campos @y es la que
permite que la abundancia total sea Qo = >y Q\ ~ O(1), especificamente a través de la relacién

> oXA3 =1 (4.12)
A

La evolucién temporal de las abundancias asociadas a cada campo @) es trivial posterior al tiempo
de igualdad de radiacién y materia debido a que la dnica dependencia temporal que las abun-
dancias presentan superado este tiempo estd en la funcién exponencial, que debido a la tasa de
desintegracion T’ oc 10705 es e Ta(t—ta) a1,
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Figura 4.5: Masa m, en funcién de la constante de desintegracion fy y del dngulo de desalineacion 6.
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Figura 4.6: Valores del dngulo de desalineacién 6 para que la abundancia total Q;,; sea igual a la abundancia
de materia oscura Qpys = 0.264 para una constante de desintegracién fy en el intervalo 10° GeV < fy <
10'2 GeV. Se asigné un valor de m, = 1079 GeV.

4.2. Masa sin restriccion

Al considerar que la masa A\ no depende de la constante de desintegracion de la forma , los
valores permitidos para A no corresponden al intervalo . La restriccién en el intervalo (4.5)) se
satisface solo para los axiones de QCD. Si se admiten valores de A de pocos GeV, es decir A ~ O(1)
GeV, en consecuencia, el tiempo de vida media de los axiones es mucho menor al tiempo actual del
Universo 7(A ~ O(1) GeV) ~ O(1) s, como se muestra en la Figura Como consecuencia de lo
anterior, la abundancia no puede ser aproximada de la forma establecida en , debido a que
las desintegraciones no son despreciables, con esta modificacién la abundancia total es

O — 3 (0fxma\> 3/2,1)2 3 (0hGar ) 5.3/2,1/2 9 46 4
tot — g Tp tG tIRM — E Tp matG tIRM(t —tG); ¢ ( 13)

Quitar la restriccion en los valores de la masa implica que se considera que esta evoluciona como

A3
~ A 4.14
i (4.14)
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Figura 4.7: Valores del angulo de desalineacién 6 para que la abundancia total €;,; sea igual a la abundancia
de materia oscura Qpys = 0.264 para una constante de desintegracién fy en el intervalo 10° GeV < fy <
10'2 GeV. Se asigné un valor de m, = 1072 GeV.

donde A es una escala de energia diferente a la escala de QCD, Agcp ~ 150 MeV. La introduccién
de una escala diferente a la escala de QCD implica que se pueden considerar campos con masas
que no estan restringidas al intervalo que se muestra en (4.5)).

Debido a que m, es un término de masa asociado al campo en cinco dimensiones a, no es
imprescindible que se satisfaga la relacion entre masa y constante de desintegracién como se muestra
en . Sin embargo si se considera dicha relacion, el primer término la abundancia total de materia
oscura depende del angulo de desalineacién 6, del radio de compactificaciéon R y de la constante de
desintegraciéon f) de la siguiente manera

1/3
3 (601 (2nR)'/3 32,172 (4.15)
8 Mp G "IRM* .
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En [60] se establece un estimado del radio de compactificacién de una dimensién adicional donde
el espaciotiempo es considerado una variedad M x S', a partir del efecto Casimir. El radio de
compactificacién tiene una cota superior

R <120 nm, (4.16)
que corresponden a una escala de energia
M, > 1.64 x 1072 GeV. (4.17)

M, corresponde al inverso del radio de compactificacién.

En la Figura [£.7] se muestran los valores del dngulo de desalineacién para que la abundancia
total de axiones 2, sea igual a la abundancia de materia oscura actual Qpy;r = 0.264 para el rango
de constantes de desintegracién mostrado en . La figura se muestra para distintos valores de
la masa m, que corresponde a la masa del campo 5-dimensional m,. Al no tener un valor para C'
en la relacién de my, v fa, se toman en consideracién un rango para la m, de

10719 GeV < mg S 1GeV. (4.18)

~

Del intervalo anterior y de la Figura se observa que 6 ~ O(1) para m, = 1071 GeV y 6 ~
O(107!) para m, = 107> GeV. El pardmetro 6 est4 relacionado con las condiciones iniciales de los
campos y equivale al desplazamiento que tiene el campo de su posicién de equilibrio. Si se tiene en
cuenta la resolucién del problema de CP fuerte, el valor del pardmetro 6 debe ser cercano a cero
por lo que dicho problema puede imponer restricciones al valor de my,.

En la expresion (4.13]) la suma sobre A se puede expresar como una funcién de m, y R, con ello
la abundancia total es

O, — 3 (0frma)” 3/2,1/2 3 0 frGary 2 5,3/2,1/2
o0 =g\ ", ta trrm ~ 515 M, mate: tipa (E—t6) f (ma, R). (4.19)

El comportamiento de la funcién f(m,, R) se muestra en la Figura[d.§ La funcién f(meR) estd
dada por

=3 [pM (1 —2) + oD 14+ 2)] + 9@ (1 —2) + 9@ (14 2)

f(mgR) = — 27 , (4.20)
donde
/72 2
z = B y=1/myR, (4.21)

y ™) (z) es la funcién poligamma de orden m, definida en el Apéndice
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Figura 4.8: Suma infinita del producto de los eigenvalores A por A, con potencia 9 y 6 respectivamente. Ay

esta definida en (3.68).

En las Figuras y se muestran los valores de la abundancia total que depende de la tasa
de desintegracion, es decir, el segundo término del lado derecho de (4.19)), a la cual se le identifica
como Q¢(I'y). En la primera figura se observa la independencia de (")) de la constante de
desintegracion fy. Lo anterior es debido a que la constante de acoplamiento g,,~ es inversa en la
constante de desintegracién, como se muestra en (3.126)). Para valores fijos de m, y R que atafien
respectivamente a la masa del axién 5-dimensional y el radio de compactificaciéon, Q¢ (I") solamente
depende del dngulo de desalineacion 6. En la Figura se muestran los valores de Qy¢(I") como
funcién de @ y del producto de m, y R, en escala logaritmica.

La abundancia total de materia oscura se establecerd como

Qior = Qtot,l(fA, 9, ma) - Qtot(r)\)7 (4-22)
donde
3 (0f\mg, 2
Qtot,l(fA,e,ma)zEg( J;\}p ) 202 (4.23a)
3 (0frgar \°  5.3/2,1/2
Qo (Ty) = — | = - . 4.2
) = g (P ) bttt = to)(m (4.230)

Cuando se considera solamente () 1, que equivale a suponer despreciables las desintegraciones, se
debe satisfacer

C1

s (4.24)

Qiot1 = Qpm — 0 =
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Figura 4.9: Valor de la abundancia total €, que corresponde a la dependencia en la tasa de desintegracion
I") para distintos valores de angulo de desalineacién 6 y constante de desintegracion fy.

para el intervalo de constantes de desintegracién en (4.4)), donde ¢; es una constante. Si se toman
en cuenta las tasas de desintegracion, se debe satisfacer
Q Quot(T) = O > 0 e (4.25)
tot,1 — 3ot(Lx) = 3pm = .
’ ’ Ves+ ceafy’
siendo ¢;, i = 1,2, 3,4 constantes fijadas por los valores de m, y R, observando la dependencia del
angulo de desalineacién de la constante de desintegracién.

En la Figura se muestra la abundancia total de materia oscura (4, la cual se establecié
como or1 — Qot(Iy), como funcién de mg y valor fijo de fy = 10° GeV. Los valores de m,
se restringen cuando se exige que la abundancia total replique la abundancia actual de materia
oscura. La restriccién se debe a que el valor del dangulo de desalineacién 6 debe ser real. Ademas,
si se establece que el radio de compactificacion sea

1

R 4.26
2my,’ ( )

se determina una cota superior para el valor de la masa del campo del axién 5-dimensional. Los
valors para m, son

me < 172 GeV. (4.27)
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Figura 4.10: Valor de la abundancia total ;,; que corresponde a la dependencia en la tasa de desintegracion
T") para distintos valores de angulo de desalineacién 6 y del producto de m,R.

En la Figura se muestra el comportamiento de Q;(T'y) en funcién del valor de m, para
distintos valores de constante de desintegracién fy, en escala Lineal-Log. En la figura es posible
observar la razon por la cual se requiere un mayor valor de m, para advertir una contribucién
significativa de (")) para mayores valores de fy.
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Figura 4.11: Valores para Q5,1 y Q(I')) como funcién de m,. La diferencia de ambas contribuciones corres-
ponde a la abundancia de materia oscura fria actual Qpys = 0.264. Los valores de las abundancias Q0¢,1 ¥
Q(T)) se muestran para diferentes valores de constante de desintegracién 10° y 102 GeV.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se efectud el andlisis de la viabilidad que tiene un campo pseudo-escalar, pro-
pagandose en cinco dimensiones, para reproducir la abundancia de materia oscura observada. Pri-
mero se llevé a cabo una comprobacién del comportamiento de un campo pseudo-escalar, pro-
pagandose en cuatro dimensiones, como materia oscura no relativista. Para esta comprobaciéon se
empled el mecanismo no térmico de produccién por desalineacion. Partiendo de este mecanismo
de produccion, se establecieron las condiciones necesarias para que las particulas asociadas a los
campos sean consideradas como materia no relativista. Estas condiciones dependen de la razéon de
la masa del campo entre la suma del parametro de Hubble y de la tasa de desintegracién del campo,
asi como del periodo de oscilacién del campo.

Una vez comprobado el comportamiento de materia no relativista que presentan las particulas,
se procedié a establecer un conjunto de campos pseudo-escalares con masas y tasas de desintegra-
cién jerarquizadas. La jerarquizacién de las propiedades de los campos se obtuvo a partir de la
compactificacién, en un orbifold S!/Zs, de una teorfa para un campo pseudo-escalar propagandose
en cinco dimensiones. Para la teoria 5-dimensional se supuso un campo tipo axidnico cuyos aco-
plamientos con el modelo estdndar son a través del tensor de esfuerzos electromagnético F* y
su dual F#¥. A partir de la teoria efectiva, 4-dimensional, se analizaron dos escenarios. El primer
escenario corresponde a que los términos de masa, que pueden expresarse como una matriz de ma-
sa, conducen a una matriz no diagonal. El segundo escenario es cuando la matriz de masa es no
diagonal. Cuando la matriz de masa es diagonal, utilizando las condiciones iniciales de los campos
se llega a una densidad de energia nula, por lo que solamente se toma en consideracion el caso
cuando la matriz de masa es no diagonal. A los campos 4-dimensionales se les llama estados de
masa. Después se encontrd una expresion para la densidad de energia , y consecuentemente
para la abundancia, para cada uno de los estados de masa. La abundancia de los campos es fun-
cién de las condiciones iniciales de los campos, de la constante de desintegracion y de las masas
de los campos 4-dimensionales y del campo 5-dimensional. La constante de desintegracién es un
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pardametro inherente cuando se considera una teoria con axiones, la masa del axién asi como sus
acoplamientos son funcién de este parametro. Por ultimo se muestra una expresién para la suma
de las abundancias individuales, es decir, para la abundancia total.

Se establecié una expresién para la abundancia total bajo dos escenarios, el primero consideran-
do que los tiempos de vida media de las particulas exceden la edad del Universo y el caso contrario,
cuando el tiempo de vida media es menor a la edad del Universo. En el primer caso, la abundancia
total solamente es funcién de las condiciones iniciales del campo, de la constante de desintegracion
f v del valor de la masa del campo 5-dimensional; la dependencia de las masas A desaparece. La
no dependencia de A en la abundancia total se debe a la identidad que la suma infinita de este valor
satisface. Ademas se hace una distincién en los resultados obtenidos cuando se consideran axiones
de QCD o ALPs, siendo que los axiones de QCD presentan restricciéon en la masa y en los valores
del angulo de desalineacion. Las restricciones que tienen los axiones de QCD no se presentan con
las ALPs, lo que permite considerar un rango de masas mas amplio. Lo anterior permite examinar
el escenario donde las desintegraciones de las particulas son relevantes para la abundancia total de
materia oscura.

Con lo expuesto en este trabajo se puede concluir que es posible que las particulas asociadas
a un conjunto de campos pseudo-escalares repliquen la abundancia actual de materia oscura fria.
La capacidad de que este conjunto se ajuste a la abundancia observada se debe principalmente a
dos caracteristicas. La primera caracteristica es la convergencia de la suma infinita de los eigen-
valores de la matriz de masa M?, identidad mostrada en , v la segunda es el ajuste de tres
parametros libres: mg, f) y 8. La suma infinita es inherente a la teoria debido a la compactificacion
de una dimensién espacial y su insercién ocurre unicamente debido a los efectos no perturbativos
introducidos en la accidon. Por otra parte, dos de los tres parametros libres estan relacionados con
axiones 4-dimensionales, el parametro 6 y la constante de desintegracién fy. De estos dos pardme-
tros, la constante de desintegracion esta restringida por observaciones astrofisicas, como se muestra
en . El pardmetro 6 puede o no estar restringido dependiendo de si se busca resolver el pro-
blema de CP fuerte. Si se considera la resoluciéon del problema de CP fuerte, el parametro 6 tiene
cotas superiores mostradas en . El parametro restante, m,, concerniente a la masa del campo
en cinco dimensiones, al estar relacionado con fy y € como se muestra en la Figura también
presenta restriccién en sus posibles valores si 6 se ve restringido, esto es, exigiendo la resolucién del
problema de CP fuerte. Ademads, si se fija el radio de compactificacién al valor que se muestra en
(4.26]) se obtiene una cota superior sobre mg,, teniendo que debe ser menor a un valor e 172 GeV.
Ademas, la abundancia total de materia oscura fria, considerada como la suma de todos los campos
a) es independiente del valor de la masa A de cada campo.

Se deduce que exigir la resolucién de CP fuerte es la forma mas simple de abordar materia
oscura dindmica debido a que introduce cotas sobre dos parametros libres. Ademads, en este caso
se tiene una expresién mas simple para la abundancia, esto es debido a que las tasas de desinte-
gracion son consideradas como despreciables. Sin embargo, esta restriccion implica que las tasas
de desintegracién son mucho mayores a la vida del Universo, lo que equivale a tener una teoria
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de campos estables cuya tunica diferencia es su masa. Por lo tanto, el problema de CP fuerte res-
tringe los posibles valores de parametros libres, pero limita la riqueza del conjunto de particulas.
Ademss, el ajuste de los parametros 6, m, y R puede llevar a escenarios donde un solo campo es
responsable por el contenido total de materia oscura, recuperando el escenario tradicional de una
particula estable, como se muestra en la Figura Sin embargo, como se menciond, se busca
considerar particulas inestables, por lo que el rango de masas establecido por la escala de QCD
debe ser desestimado para el escenario de materia oscura dinamica.

Para poder considerar materia oscura dindmica como se establece en [15], donde las tasas de
desintegracion juegan un papel importante, se deben considerar campos con mayor masa para que
sus tiempos de vida media sean cercanos o menores al tiempo actual del Universo como se muestra
en la Figura La no restriccion que tienen las ALPs en cuanto a masa y angulo de desalineacién
permite que el escenario de materia oscura dindmica se vea enriquecido cuando se consideran este
tipo de particulas en lugar del axién de QCD. Esta consideracién implica que se deben examinar
particulas cuya masa tiene la forma , donde se consideran escalas diferentes a la escala de
QCD. Sin embargo, la consideracién anterior implica que se pierden las cotas para los parametros
0 v mg, teniendo un mayor rango de valores para dichos pardmetros que se necesitan ajustar para
que se replique la abundancia de materia oscura. Aun mas importante, en la abundancia total se
tiene una suma infinita mostrada en , debido al término de la tasa de desintegracién, la cual
debe ser convergente para que la teoria sea viable.

Por otra parte, aunque se consideren las desintegraciones en la expresiéon de abundancia de
materia oscura, si Qo1 > Quot (L)), definidas en (4.23a)) y (4.23b]) se tiene el mismo comportamiento
que si se hubiese considerado particulas estables.

Finalmente, con base en lo expuesto en este trabajo, como trabajo futuro se plantea la intro-
ducciéon de un conjunto de campos pseudo-escalares, que a diferencia del escenario planteado en
este trabajo sus masas no estan jerarquizadas debido al mecanismo de Kaluza-Klein. El conjunto
de campos se introducen a través de un potencial tipo . En este escenario, para n campos
pseudo-escalares se tienen 2n constantes de desintegracion y n escalas de efectos no perturbativos.
Este escenario muestra claras diferencias de la presente tesis, en la cual se tiene una sola constante
de desintegracién y una escala de efectos no perturbativos. Las constantes de desintegracién no
presentan restricciones salvo que se exijan simetrias. Ademds, si se supone que las escalas de los
efectos no perturbativos son muy diferentes una de otra, se puede procurar que el potencial de uno
de estos campos sea plano. La planitud del potencial de uno de estos campos podria conducir a
un periodo de inflacién. Por otra parte, el resto de los campos podria tener un comportamiento
de materia oscura no relativista. Esto puede implica un panorama en el cual inflacién y materia
oscura fria son explicadas por el mismo conjunto de campos pseudo-escalares.
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Apéndice A

Unidades

En este trabajo se utilizan unidades de escalas astrondmicas, entre las cuales destaca el parsec.
El pérsec se define como la distancia a la cual 1 UA (Unidad Astronémica) subtiende a un segundo
de arco. Un megaparsec esta dado por

1 Mpc ~ 3.086 x 102 m ~ 3.26 x 10° afios luz.

A.1. Unidades naturales

A lo largo de este trabajo se utilizan unidades en sistema natural (UN). En el sistema de
unidades naturales se establece que la velocidad de la luz ¢, la constante de Planck reducida  y la
constante de Boltzmann kp, cuyo valor en el sistema internacional (SI) es

c = 2.799792458 x 10%m/s;
h=1.054571817... x 10734J - s;
kp = 1.380649 x 10-23] - K1,

son igual a la unidad
c=h=kp=1.

Como consecuencia de lo anterior se tiene que la masa de Planck Mp = 2.18 x 108 kg (SI) y la
constante de gravitacién universal G = 6.673 x 10~ m3kg~'s~2 (SI) se relacionan de la siguiente
forma

M]%l — G_l.

84



A.2. CONVERSION DE UNIDADES NATURALES A SISTEMA
INTERNACIONAL 85

Por la relacion de dispersion relativista y la longitud de onda de Compton A¢, dadas por
E2 — m204 + ‘p|202;
Ao = h/mc

respectivamente, el uso de unidades naturales implica que la masa y la energia tienen las mismas
unidades asi como la distancia tiene unidades de inverso de masa. Por lo tanto la distancia tiene
unidades de inverso de energia

A.2. Conversion de unidades naturales a sistema internacional

Cualquier variable con unidades del sistema internacional de la forma kg®m?s” se puede expresar
como

E* A 7kemPyY,
donde FE tiene unidades de energia, cominmente se utilizan GeV,

1GeV = 1.6022 x 10710 7.

Establecer las unidades naturales se obtiene la variable en términos de GeV®~#~7. Las unidades en
el sistema internacional pueden ser recuperadas al utilizar el factor de conversién APT7¢f~2%, Por
ejemplo, en el sistema internacional el momento tiene unidades de kg'm's™!, de donde se identifican
los exponentes a =1, 5 =1, v = —1, por lo que en unidades naturales el momento tiene unidades
de GeV! y el factor de conversién es ¢ .

1.6022 x 107107

-19 -1
1GeV = 50979 x 1P ms—T — 5.344 x 10”7 kgm s~ .

Variable SI UN Factor de conversién UN — SI

masa kg E c? 1 GeV — 1.7827 x 107" kg
distancia m E-! he 1GeV™t — 19733 x107 % m
tiempo S E-! h 1GeV™l = 6.5823x107% s
energia kgm?s—2 E 1 1 GeV —  1.6022x10710]

temperatura K E kg! 1GeV — 1.16 x 1013 K

Tabla A.1: Unidades naturales. El factor de conversién es h8T7cP—2a,
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Para realizar la conversion con unidades de temperatura se utiliza la constante de Boltzmann

1GeV
1.6022 x 10-10J

1.3806 x 10723J - K~ (1K) ( ) =8.61 x 10714 GeV = 1K.

La dltima igualdad es debido a que se establece kg = 1. Para convertir de unidades naturales a
sistema internacional se multiplica por el factor de conversién, caso contrario, para convertir de
sistema internacional a unidades naturales se divide por el factor de conversién. Las variables cuyas
unidades en SI son kg®mPs? tiene unidades de E* #~7 en el sistema de unidades naturales. Los
factores de conversion y las unidades en el sistema de unidades naturales para diferentes variables
son mostradas en la Tabla [A]]



Apéndice B
Integrales escalares

La evaluacién de una integral d—dimensional se ve simplificada al disminuir la dimensién de
esta. La integral d—dimensional satisface la siguiente igualdad

/ddk = /de/kd—ldk, (B.1)

donde df2; denota el angulo sélido diferencial de la esfera unitaria d—dimensional y estd dado por

dQg = sen?2(¢pg_1) sen?3(¢g_s) - - - sen(¢)depy - - - dpg_1, (B.2)

con 0 < ¢y <271y 0 < ¢; < para i > 1. Por ejemplo, para d = 3, el diferencial de angulo sélido
es

ng = dgbldgf)g sen (;52. (B3)
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Apéndice C
Oscilador amortiguado

La ecuacién de movimiento del campo (2.30]) es la ecuacién de un oscilador amortiguado, iden-
tificando 3H (t) + I'y como el término de amortiguacién. Para un oscilador amortiguado se tiene la
ecuacion general

k
Pt —d4 —x =0, (C.1)
m m

donde las constantes ¢ y m atanen respectivamente a la constante de amortiguamiento y masa
del sistema, mientras que k se define a través de la frecuencia natural del sistema w,, como w, =
\/k/m. Mediante la suposicién de la solucién de la forma z(t) = Ce®’, donde C'y s son constantes
indeterminadas, se consigue la ecuacién caracteristica

k
2+ Ss+ 2 =0 (C.2)
m m
Las raices a la ecuacion anterior son
c c\2 k
~ ey k ¢
51,2 2m 2m m ( )

de donde se advierten diferentes comportamientos de la soluciéon conforme condicién del radical.
El amortiguamiento critico ¢, se define como el valor de la constante de amortiguamiento ¢ con la

cual el radical en ((C.3|) se vuelve cero:

(%)sza (C.4)

2m m

Resulta conveniente introducir la relacién de amortiguamiento ¢ definida como ¢ = ¢/c.. Ante la
anterior definicién, son destacados tres comportamientos del sistema amortiguado.
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Figura C.1: Comportamiento sobreamortiguado, criticamente amortiguado y subamortiguado de un oscilador
que corresponde respectivamente a valores de la relaciéon de amortiguamiento ¢ = 1/4,1,4.

Caso 1. Sistema subamortiguado ¢ < 1 (c./2m < \/k/m)

La solucién general es

2(t) = Crel=HVImPhnt 4 Cpe(—toiv/I=Chant,

Caso 2. Sistema criticamente amortiguado & =1 (c./2m = \/k/m)

La solucién general es
l’(t) = (Cl + Cgt) e ~wnt,

Caso 3. Sistema sobreamortiguado ¢ > 1 (c./2m > \/k/m)

La solucién general es
z(t) = Crel~HVE—Nwnt 4 0pe(=C—VE—Dunt,

Donde C7 y C5 son especificadas mediante las condiciones iniciales. El comportamiento de los tres
escenarios de amortiguacion se muestra esquematica y cualitativamente en la Figura



Apéndice D
Evolucién temporal de (2,

En este apartado se muestran figuras que exhiben el comportamiento de la abundancia individual
Q) para diferentes valores de m, que no son incluidos en el capitulo de resultados.
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me =4 x 1078GeV

1 104 108 1012 1016

t/s

Figura D.1: Abundancia individual Q,, asociada al campo @y, establecida en la expresién para distintos
valores de masa A y valor fijo de constante de desintegracién. Se utilizaron los valores de fy = 10'2 GeV,
0 =9x1071 tg =105 s, t;par = 10 sy 1/R =5 x 1072 GeV. La figura se muestra para un valor de
ma =4 x 1078 GeV.
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na=5x 1071 Gev

ID—E L
100+
S jetot ©
m-lC L
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w8l
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e =10710 GeV Ma=5x%10"10 Gev
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| |
1 10 108 1012 1016 1 10¢ 108 1012 1016
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----- 0 — A=10"Gev — A=10"" Gev A=10"" GeV — A=10" Gev

Figura D.2: Abundancia individual 2, asociada al campo @, establecida en la expresién (3.85) para distintos
valores de masa A y valor fijo de constante de desintegracién. Se utilizaron los valores de fy = 10'2 GeV,
0=9x10710 tg =10"%s, t;par = 101 s y 1/R =5 x 1073 GeV. Las figuras se muestran para distintos

valores de m,,.
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Figura D.3: Abundancia individual 2, asociada al campo @, establecida en la expresién para distintos
valores de masa A y valor fijo de constante de desintegracién. Se utilizaron los valores de fy = 10'2 GeV,
0=9x10"1 tg=10"5s, t;par = 10! s y 1/R = 5 x 1073 GeV. Las figuras se muestran para distintos
valores de my.



94 APENDICE D. EVOLUCION TEMPORAL DE Q,

RM fo
T T
l _______________________________________
10*5 |-
' N
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Figura D.4: Abundancia individual 2y, asociada al campo @y, establecida en la expresion (3.85)) para distintos
valores de m, y valores fijos de masa A y constante de desintegracién fy. Se utilizaron los valores de fy = 102
GeV, A =107 GeV, 0 =9x 10710 tc =107 s, t;gar = 10 sy 1/R =5 x 1073 GeV.



Apéndice E

Funcion poligamma

La funcién poligamma de orden m (™ (z) se define como la m-ésima derivada de la funcién
digamma v (z) y la (m + 1)-ésima derivada del logaritmo de la funcién gamma I'(z)

™ = (;;)mdf(x) = (jfc)m“logr(x% (E.1)

donde la funciéon digamma es

W) =25 (E:2)

La funcién poligamma tiene la siguiente representacién en serie

m m — 1
Y™ (z) = (=)™ m! n;) T (E.3)

95



96

APENDICE E. FUNCION POLIGAMMA

" (z)
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Figura E.1: Funcién poligamma de orden m =1y m = 2.
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