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Introduccion

La coloracién arcoiris en la teoria de graficas nace de una necesidad tecnoldgi-
ca para poder tener comunicaciones encriptadas, seguras y eficientes. Como se de-
talla en [1], el Departamento de Seguridad de los Estados Unidos, busca estable-
cer un enlace de comunicacién seguro entre distintas agencias gubernamentales,
de tal manera que cada vez que se transmite un mensaje a una agencia interme-
diaria, dicho mensaje debe recibir una encriptacion diferente, para garantizar una
comunicacion privada.

La segunda motivacion del concepto de coloracion arcoiris, que se detalla en
[2] y [3], busca establecer enlaces entre distintos nodos de una red de comunica-
cion. Esta red utiliza distintas frecuencias en un ancho de banda para establecer
enlaces intermediarios. Lo que buscamos es minimizar el nimero de frecuencias
que utilizamos para optimizar los recursos de la red.

Estos dos fendmenos tecnoldgicos se expresan y modelan en la teoria de grifi-
cas de la siguiente manera: las distintas agencias gubernamentales o los nodos
de telecomunicacién, representan los vértices de una gréfica, y las aristas entre
vértices representan el enlace de comunicacion entre agencias o entre nodos. Una
vez que tenemos una grafica, les podemos asignar colores a la aristas, los cuales
representan contrasefias o encriptaciones distintas, o distintas frecuencias en un
ancho de banda. Por lo que, una trayectoria entre distintos vértices, que no repi-
ta colores, representa una comunicacion segura entre nodos, 0 una comunicacion
eficiente en la red de telecomunicaciones. A dichas trayectorias les llamaremos
trayectorias arcoiris. El nimero de coloracién arcoiris, sobre el cual versa esta
tesis, es la busqueda matematica del minimo nimero de colores que se necesi-
tan, para garantizar la existencia de una trayectoria arcoiris entre cualquier par de
vértice de nuestra grafica.

A partir del 2008, afio en el que aparece la primera publicacion sobre la teoria
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de coloracion arcoiris [1], se han escrito numerosos articulos y se han encontrado
multiples aplicaciones a este pardmetro. Los esfuerzos de investigacién se han
centrado principalmente en establecer cotas, en términos del grado minimo, la
conexidad puntual y el radio, entre otros [4]. Se han encontrado cotas para diversas
familias de graficas; por ejemplo, para ciclos, arboles, ruedas y graficas aleatorias
[4]. A su vez, se han definido y estudiado también nuevos pardmetros que estin
ligados o que extienden la definicién de coloracidn arcoiris [3].

En la teoria de digréficas, la definicién de coloracidn arcoiris es mucho mas
reciente (2014), y se debe a Paul Dorbec, Ingo Schiermeyer, Elzbieta Sidorowicz
y Eric Sopena [5]. En esta publicacién se utiliza el niimero de coloracién arcoiris,
para dar una caracterizacion de las digraficas minimamente fuertes, y también se
plantean nuevas cotas en la coloracién arcoiris para digraficas fuertemente cone-
Xas y para torneos.

El objetivo de nuestro trabajo es, en primera instancia, tener un texto con con-
ceptos y definiciones autocontenidas referentes a la teoria de coloracion arcoiris
en digréficas. Finalmente, se busca dar demostraciones detalladas de los resulta-
dos presentados en [3].

El primer capitulo estd dedicado a establecer las nociones y definiciones esen-
ciales en la teoria de gréficas, asi como de introducir al lector en la teoria de
coloracidn arcoiris en graficas.

El segundo capitulo se adentra en la teoria de digréficas. Definimos la cone-
xidad y la conexidad fuerte en digréficas, y presentamos una serie de resultados
auxiliares sobre digrificas fuertemente conexas y minimamente fuertes, los cudles
seran de utilidad para poder demostrar los teoremas principales de los siguientes
capitulos.

Los capitulos 3, 4 y 5 son el trabajo central de esta tesis. En el tercer capitulo
se introduce el concepto de coloracion arcoiris en digraficas y el ndmero de co-
loracién arcoiris, r¢(D). Ademads, se demuestra el siguiente resultado a partir del
cual trabajaremos con las cotas del nimero de coloracién arcoiris:

Si D es una digréfica fuertemente conexa con n vértices, entonces:

re(D) < n.

Presentamos la definicion de la propiedad de la trayectoria, con la cual podemos
reducir a n — 1, la cota del nimero de coloracién arcoiris para las digraficas mini-
mamente fuertes que no son ciclos dirigidos.

El cuarto capitulo introduce las definiciones de ciclos hamiltonianos especia-
les y la propiedad de la cabeza; con estos conceptos se caracterizan a las digraficas
hamiltonianas cuyo nimero de coloracion arcoiris es igual a n.
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El quinto capitulo presenta la definicion de torneo y se demuestra el siguien-
te resultado que acota al nimero de coloracién arcoiris de torneos fuertemente
conexos de orden mayor o igual a 5:

Si T es un torneo fuertemente conexo con n > 5 vértices, entonces:

2<7(T)<n-—1.
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Capitulo 1

Preliminares

La teoria de gréficas se gesta inicialmente con el estudio de ciertos fendmenos
de la combinatoria, en la que aparecen relaciones binarias entre objetos. Es un drea
de especialidad del conocimiento matemadtico relativamente joven comparado con
otras ramas, y sin embargo ha generado de manera vertiginosa resultados muy
importantes dentro de la teoria y sus respectivas aplicaciones.

Uno de los conceptos centrales en la teoria de graficas es sin lugar a dudas
la conexidad, para la cual hay resultados muy profundos y elegantes; como es
el famoso teorema de Menger. La coloracién arcoiris por aristas resulta ser un
parametro que necesita de la conexidad y que la restringe, al pedir que entre dos
vértices exista una trayectoria que no repita colores; es decir, una trayectoria ar-
coiris.

Este primer capitulo comienza con una serie de definiciones que nos ayudaran
a comprender los teoremas y los resultados expuestos en esta tesis. Empezamos
con la definicion de gréfica, su representacion geométrica, y las definiciones de
camino, camino cerrado, trayectoria y ciclo. Definimos la conexidad, la distancia
y una trayectoria geodésica. Damos la definicidn y notacion de algunas familias
de graficas. Por tultimo, introducimos el tema central de esta tesis; la coloracion
arcoiris de las aristas de una gréafica.

1.1. Definicion de una grafica
Una gréfica G consiste de un conjunto de objetos V(G), finito y no vacio, y
un conjunto A(G) de parejas no ordenadas de elementos de V(G). A los elemen-

tos de V(G) les llamaremos vértices, y a los de A(G) les llamaremos aristas.

5
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Observamos que el conjunto de aristas A(G) puede ser un conjunto vacio.

Para poder referirnos a los vértices de una grafica podemos utilizar variables
como u, v, x, y o z. Frecuentemente, también utilizaremos una notacién indexa-
da, de tal manera que a cada vértice le asociamos una letra y un subindice; por
ejemplo, en una grafica G con 6 vértices podemos utilizar la letra v y agregarle
subindices, de tal manera que nuestro conjunto de vértices queda denotado como:
V(G) = {v1,v2,v3,va,vs,vs }. Esta letra v se puede considerar como una variable
muda y puede ir cambiando de acuerdo al contexto.

En el caso de las aristas, dado que estan definidas a partir de parejas no or-
denadas de vértices en V(G), utilizaremos la notacién v,,v, para referirnos a la
pareja no ordenada {v,,,v,}. Como ejemplo, viv, y v4vs, se refieren a las parejas
no ordenadas {vi,v,} y {va,Vvs} respectivamente.

Tomando en cuenta el mismo conjunto de vértices de la grafica que acabamos
de mencionar, una posibilidad para el conjunto de aristas es el siguiente:

A(G) = {v1v2,v2v3,V3V4,V4V5,V5V6, V6V1 |-

1.2. Representacion geométrica para graficas

Para poder representar a una grafica, utilizamos puntos en un plano, los cuales
serdn los vértices de nuestra grafica, y las aristas que existan serdn lineas que unen
a sus vértices correspondientes. La figura|l.1|es un ejemplo de una representacion
geométrica de una grafica, conocida como la grafica de Petersen, nombrada asi
en honor al matemadtico Julius Petersen. Esta grafica tiene un conjunto con 10
vértices y 15 aristas dado por:

V(G) = {Vl7V2>V37V47V5>V67V7>V87V97V10}7
A(G) = {viv2,v1Vs,V1Ve, V2V3, VaV7, V3Vs, V3V3,

V4Vs, V4V, VsVi0,VeVs, VeV9, VTV9, VTV10, VVI0 }-

Cabe hacer notar que podemos cambiar la posicion de los puntos en el plano de
distintas formas, asi como la posicion de las aristas de una grafica, de tal manera
que la representacion geométrica de una grafica no es Unica.
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U1

e A v

U4 U3

Figura 1.1: Representacion geométrica de la gréfica de Petersen

Una vez establecida la notacion con etiquetas y subindices para referirnos a los
vértices de una gréifica G, podemos definir un camino en G. Un camino C es una
sucesion C = (ug,uy,. . .,uy) de vértices que cumplen que u;u; ;| son aristas de G
parai € {0,...,m—1}. Definimos la longitud de un camino C como el nimero m,
y la denotamos como /(C). Cabe seifialar que a veces es ttil nombrar a un camino
por su vértice inicial y final, en cuyo caso utilizaremos la notacién ugu,, —camino.
Hay que hacer notar que en la definicién de camino, si estd permitido repetir
vértices y aristas.

En la figura |I.1, tenemos que C; = (vi,v3,V3,V4,V9) €S UN camino que no
repite vértices, y C» = (vg,Vv1,V6,Vs,V3) €s un camino que repite el vértice vg y la
arista v{vg. Notemos que si no repetimos vértices, necesariamente no repetimos
aristas; si no repetimos aristas puede ser que si se repitan vértices. A un camino
sin repeticion de vértices le llamaremos trayectoria. Por ejemplo, el camino Cj,
es una trayectoria en la grafica de Petersen.

Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice.
Por ejemplo, en la figura |l.1, podemos tomar el camino
C = (vg,v1,V6,V8,V3,V8,Vg), €l cual es un camino cerrado, dado que empezamos y
terminamos en el mismo vértice v¢. Le llamamos ciclo a un camino cerrado C, de
longitud al menos 3, que tnicamente repite el vértice inicial y final. Por ejemplo,
en la gréfica de la figura |1.1} el camino C = (vg,vs,v19,V7,v9,Vs) €s un ciclo de
longitud 5.
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1.3. Conexidad

Una vez establecida la nocion de trayectoria (o camino), podemos utilizarla
para hablar del concepto de conexidad. Una grifica G es conexa si existe una
trayectoria entre cualquier par vértices. La grafica de Petersen es conexa dado que
como se observa en la figura|l.1} para cualquier par de vértices podemos encontrar
una trayectoria entre ellos.

Tomemos ahora una gréfica conexa G y dos vértices u y v dentro de la misma;
sabemos que existe al menos una trayectoria entre # y v. Ahora bien, dentro del
conjunto de todas las posibles uv—trayectorias, tomamos la de menor longitud.
Definimos entonces la distancia entre dos vértices u y v como el min{l(C) : C
es una uv—trayectoria}, y la denotamos por d(u,v). Por ejemplo, en la grafica de
Petersen de la figura 1.1, la distancia entre los vértices vs y vg es 2, dado que la
trayectoria de longitud minima que conecta a estos vértices es (vs,v4,V9), pues vs
y v9 no son adyacentes.

Una vez definida la distancia entre dos vértices u y v, le llamaremos uv—geodési-
ca a cualquier uv—trayectoria de longitud minima. Podemos observar, que entre
cualquier par de vértices de la gréifica de Petersen, la distancia es siempre menor
o igual a 2; es decir, las geodésicas entre cualquier par de vértices son de longitud
menor o igual a 2.

1.4. Distintas familias de graficas

Una grafica G con n vértices es completa, si para cada par de vértices u 'y v
en V(G), se tiene que uv € A(G), y la denotamos como K,,. En la figura 1.2, se
muestran las graficas completas K, conn € {1,...,6}.
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En una gréfica G, un subconjunto I de V(G) es independiente si uv ¢ A(G),
para cualquier {u,v} C I; es decir, no hay aristas entre cualquier par de vértices
de I. Una grafica G es bipartita, si podemos dar una particiéon de V(G) en dos

conjuntos independientes. En la figura 1.3, se muestran una gréfica bipartita con
dos conjuntos independientes; {v,vz,v3} y {v4,Vvs,v6,V7}.

L4 o —0

Figura 1.2: Graficas completas K,

Consideremos una grafica bipartita G, con una particion {X,Y} de V(G) en
conjuntos independientes, con n 'y m vértices respectivamente. Decimos que G es
una grafica bipartita completa si para cada vértice x en X y cada y en Y, tenemos
que xy € A(G). Denotamos a esta grafica bipartita como K, ,,. En la figura |1.3|se
muestra la gréfica bipartita completa K3 4.

V1 V4
U5
(%)
Ve
v
3 V7

Figura 1.3: Grafica bipartita completa K3 4
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1.5. Coloraciones arcoiris

La coloracion en graficas se puede definir sobre el conjunto de vértices V(G) o
sobre el conjunto de aristas A(G). En nuestro caso hablaremos de coloraciones de
las aristas de una gréfica para poder definir el concepto de coloraciones arcoiris,
que es el tema central de este trabajo.

En general, una coloracion de las aristas de una grafica G es una funcion c :
A(G) — {1,...,k}, con k € N, tal que a cada arista uv en A(G) le asociamos un
nimero natural c(uv) = j,con j € {1,...,k}. A este niimero natural le llamaremos
el color j.

Como ejemplos, daremos 3 coloraciones distintas de la grafica de Petersen. La
primera es la coloracion constante 1 definida como
ci :A(Petersen) — {1}, donde ¢ (v;v;) = 1 para todas las aristas, como se muestra
en la figura|l.4,

Figura 1.4: Gréfica de Petersen coloreada por aristas con un solo color

La segunda coloracion, que se muestra en la figura|l.5} tiene dos colores asig-

nados de la siguiente manera: tomamos los ciclos (v, v, v3,v4,vs)y (ve,V7,V8,V9,V10),

y pintamos sus aristas con el color 1. A las aristas restantes las pintamos de color
2.



1.5. COLORACIONES ARCOIRIS 11

Figura 1.5: Gréfica de Petersen coloreada por aristas con 2 colores distintos

Por dltimo, damos una coloracién con 4 colores, como se muestra en la figura
1.6. Esta coloracion tiene la propiedad de que cualquier par de vértices estan uni-
dos por una trayectoria que no repite colores; como se verifica en [6]. A este tipo
de trayectorias les llamamos trayectoria arcoiris, dado que no repiten color entre
aristas.

Figura 1.6: Gréfica de Petersen coloreada por aristas con 4 colores

Dada una coloracién ¢ : A(G) — {1,...,k} sobre las aristas de una grafica, una
trayectoria arcoiris entre dos vértices u y v serda una
uv-trayectoria que no repite colores. Es decir, una trayectoria
(u = ug,u1,...,u; = v) es arcoiris si se cumple que c(u;—1u;) # c(uj—ju;) para
i#j, Li,je{l,... .0}

Para dar un ejemplo de una trayectoria arcoiris, observamos que la trayecto-
ria (vs,v,ve,vs,v3) en la grafica de Petersen es una trayectoria arcoiris bajo la
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coloracién de la figura |1.6.

Sea una coloracién ¢ : A(G) — {1,...,k}. Si para cada par de vértices u y v
en G podemos encontrar una uv—trayectoria arcoiris, decimos que la coloracion
¢ es una coloracion arcoiris. Como ejemplo de coloracion arcoiris, en la figura
1.6 todo par de vértices tiene una trayectoria arcoiris bajo esta coloracidn; la de-
mostracion de este resultado esta detallada en [6]. Observamos que para cualquier
coloracién ¢ : A(G) — {1,...,k} puede existir mds de una trayectoria arcoiris en-
tre dos vértices u y v.

Llamamos geodésica arcoiris a una uv—geodésica que es una trayectoria ar-
coiris. Observamos que en una grafica, una coloracion puede ser arcoiris y que
no existan geodésicas arcoiris para algun par de vértices; véase la figura|l.7|don-
de la trayectoria (v, v, vs,v4) €s una vpv4—trayectoria arcoiris, y sin embargo, la
geodésica (vo,v3,v4) No es arcoiris.

Figura 1.7: Coloracién arcoiris donde no existe una vov| —geodésica arcoiris

Nos interesa encontrar un pardmetro que podamos optimizar (maximizar o mi-
nimizar) refiriéndonos a coloraciones en aristas en general y trayectorias arcoiris
en particular. Vamos a decir que una coloracion es fuerte arcoiris, si para cada par
de vértices u y v, existe una uv—geodésica arcoiris. De las definiciones de colo-
racion arcoiris y fuerte coloracion arcoiris, se desprende que las graficas siempre
deben ser conexas.

Ahora si, podemos definir al pardmetro conocido como niimero de coloracion
arcoiris, como el minimo nimero k de colores, tal que existe una coloracion c :
A(G) —{1,...,k} que es arcoiris. Al nimero de coloracién arcoiris lo denotamos
como rc(G), por las siglas en inglés rainbow colouring.

De manera similar, podemos definir el nimero de coloracion arcoiris fuerte
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como el minimo ndmero k de colores, tal que existe una coloracion ¢ : A(G) —
{1,...,k} que es fuerte arcoiris. Al nimero de coloracién arcoiris fuerte lo deno-
tamos como src(G), por las siglas en inglés strong rainbow colouring.

En la figura 1.8, tenemos un ciclo de longitud 5 cuyas aristas han sido colo-
readas con 3 colores; observamos que la longitud de cualquier geodésica en este
ciclo es menor o igual a 2, y que cualquier par de aristas adyacentes tienen colores
distintos. Por lo tanto, tenemos una coloracion arcoiris fuerte.

V4 3 V3

Figura 1.8: Coloracién arcoiris fuerte sobre un ciclo de longitud 5

Un ejemplo clasico de coloracion arcoiris fuerte lo podemos ver en la figura
1.6, en la que se utilizan 4 colores para colorear las aristas de la gréfica de Pe-
tersen. En [[6] se demuestra que la coloracién de la figura |1.6| es una coloracién
arcofris fuerte y que src(Petersen) = 4.

Como en toda grafica G tenemos que una coloracion fuerte arcoiris es una
coloracidn arcofiris, pero no necesariamente es la minima, entonces se cumple que

re(G) < sre(G).
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Capitulo 2
Digraficas o graficas dirigidas

En este capitulo damos la definicion de una digréfica o gréfica dirigida; a partir
de ésta, podemos derivar conceptos andlogos a los que hemos dado para graficas
no dirigidas. Asimismo, damos las definiciones de subdigréfica, subdigrafica ge-
neradora, oreja y conexidad fuerte, que seran de gran utilidad a lo largo de todo el
texto. Por ultimo, se presentan una serie de resultados basicos sobre conexidad y
conexidad minima, que utilizaremos en los capitulos subsecuentes.

2.1. Definicion de digrafica

Una digrafica o grafica dirigida D consiste de un conjunto de objetos finito
y no vacio V (D), y un conjunto F (D) de parejas ordenadas de elementos distintos
de V(D). A los elementos de V(D) les llamaremos vértices, y a los elementos de
F (D) les llamaremos flechas o arcos.

Consideremos a una pareja ordenada de la forma (u,v), perteneciente al con-
junto de flechas F(D); a la primera coordenada u le llamamos la cola de la flecha,
y a la segunda coordenada v, la cabeza de la flecha. Si tanto (u,v) como (v,u)
pertenecen a F (D), entonces decimos que las flechas son simétricas. Una flecha
(u,v) es asimétrica si (v,u) no pertenece a F (D). Si en una digrifica D, toda
flecha es asimétrica, entonces decimos que D es asimétrica.

Como ejemplo de una digrafica Dj, consideremos un conjunto de 6 vértices
V(Dy) = {vi,v2,v3,v4,V5,v6}, y un conjunto de 6 flechas dado por
F(D1) ={(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), (va,vs), (v5,v6), (v6,v1)}-

15
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2.2. Representacion geométrica

De manera anéloga a la teoria de gréificas, podemos dar una representacion
geométrica de una digrafica D, de tal manera que los vértices de D son puntos
en un plano, y las parejas ordenadas (u,v) en F (D) se representan al dibujar una
flecha que va del punto asociado al vértice u al punto asociado al vértice v. Como
ejemplo, podemos representar graficamente la digrifica D de la seccion anterior,
como se muestra en la figura 2.1}

U1

Vg U2

Vs s

V4

Figura 2.1: Representacion geométrica de una digréfica

Una vez establecida la definicién de digrafica, podemos hablar de vértices y
flechas adyacentes de la siguiente manera: decimos que dos vértices u y v pertene-
cientes a V(D) son adyacentes si («,v) o (v,u) pertenecen al conjuntos de flechas
F(D); si (u,v) es una flecha de F(D) decimos que u es adyacente hacia vy v es
adyacente desde u.

Dos flechas son incidentes si comparten un vértice; es decir, si tenemos las fle-
chas (u1,v1) y (u2,v2), estas seran incidentes si se da cualquiera de los siguientes
casos: Uy =urx, U1 =V, Vi =uUp O vy = vo.

Dados dos vértices u y v, v es exvecino de u si la pareja ordenada (u,v) per-
tenece al conjuntos de flechas F(D); es decir, v es exvecino de u si v es la cabeza
de la flecha (u,v). Un vértice w es invecino de otro vértice u si la flecha (w,u)
pertenece al conjunto de flechas F(D); es decir, si w es la cola de la flecha (w,u).

Denotamos a  los  exvecinos de un  vértice u  como
Np(u)={veV(D): (u,v) € F(D)}; es decir, los exvecinos de u son todos aque-
llos vértices que son adyacentes desde u. Andlogamente, denotamos a los inve-
cinos de un vértice u como N, (u) = {w € V(D) : (w,u) € F(D)}; es decir, los
invecinos de u son todos aquellos vértices que son adyacentes hacia u.
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En la digrafica de la figura 2.2, observamos que cada uno de los vértices tiene
como méximo 2 exvecinos o 2 invecinos. Por ejemplo, el vértice v; tiene dos
exvecinos Nj) (vi) = {v2,v6}, y v3 solamente tiene un exvecino Nj} (v3) = {v};
el vértice vg tiene un solo invecino Ny, (vg) = {vi0}, y el vértice vg tiene dos
invecinos Np, (vo) = {va,ve}.

U1

Vs V2

(7 U3

Figura 2.2: Digrafica obtenida de la grafica de Petersen al intercambiar cada arista
por una flecha

Una vez que definimos la nocion de invecino y exvecino, podemos hablar del
ingrado y el exgrado de un vértice, como el nimero total de invecinos o exvecinos
de éste, respectivamente. El ingrado de un vértice v se denota como &, (v) =
IN, (v)|; de forma similar el exgrado de un vértice z se denota como & (z) =
IN; (z)|. Definimos al grado de un vértice v como la suma de su ingrado y su
exgrado, y lo denotamos como &p(v) = &, (v) + 6, (v).

Utilizando nuevamente la digrafica de la figura 2.2 podemos ver que J;, (vs) =
[{va,vio}| =2y 85 (va) = [{vs, vo}| = 2.

2.3. Caminos dirigidos

Dada una digrafica D, una sucesién de vértices C = (vg,...,vy) de D es un
camino dirigido si las parejas ordenadas (v;,v;1 1) pertenecen al conjunto de fle-
chas F (D) para todo i € {0,...,m — 1}. La longitud del camino dirigido es m, y
lo denotamos por /(C). Si queremos hacer mas explicita la notacion, decimos que
C es un vgv,,~camino dirigido, o también podemos utilizar la notacién (vo,vy,)-
camino dirigido.
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Cuando coinciden el vértice inicial y final de un uyu,-camino dirigido, es decir,
que uy = up, tenemos un camino dirigido cerrado.

Dado C un wv-camino dirigido, llamamos a cada vértice de
V(C) —{u,v} vértice interno de C. Si consideramos ahora a X y ¥, dos subcon-
juntos de V (D), llamamos un (X,Y)-camino dirigido a cualquier xy-camino diri-
gidoconxeX yyeY.Sean C) = (xq,...,x,) y Co = (xg, - - - ,X;) dos caminos diri-

gidos, definimos a la union de estos dos caminos dirigidos como (xj,. .., Xg,...,X;)
y lo denotamos como C; U (5.
Dado un camino dirigido C = (vo,...,v,), cualquier subsucesién de este ca-

mino le llamamos un subcamino dirigido.

Sean C = (xp,...,x;) un camino, y x; y x; dos de sus vértices con i,j €
{0,...,k}, i < j; al camino que resulta de tomar la subsucesion de C empezan-
do por el vértice x; y terminando en el vértice x;, lo denotamos como (x;,C,x;).
En el caso de tener un camino cerrado, consideramos a los vértices de la sub-
sucesién moédulo k. Observamos que si i > j, la notacién (x;,C,x;) se refiere al
siguiente camino (x;,C,x;) U (xo,C,x;).

Para dar un ejemplo de un camino dirigido entre los vértices v y vg en la
digréafica de la figura [2.2, tenemos la siguiente sucesion: (vi,v,v7,vig,Vvs8), en
donde observamos que cada par de vértices consecutivos en la sucesion pertenecen
a las flechas F (D).

Si C = (vg,...,vm) es un camino dirigido que no repite vértices, entonces le
Ilamamos una trayectoria dirigida. Si queremos hacer mds explicita la notacion,
podemos decir que C es una vgv,,—trayectoria dirigida, o también podemos uti-
lizar la notacién (vg,v,,)—trayectoria dirigida.

Dada una trayectoria dirigida T = (v, ..., vy,), cualquier subsucesion de esta
trayectoria le llamamos una subtrayectoria dirigida.

Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado, de longitud mayor o igual a
dos, que no repite vértices, excepto el vértice inicial y el vértice final.

Dado un ciclo dirigido C = (xo, ..., Xxx_1,%0) de longitud k > 2, para cada i en
{0,...,k} decimos que x; | es el sucesor de x;, tomando los indices i médulo k.
De manera similar, decimos que x;_| es el antecesor de x;, nuevamente tomando
los indices médulo k. Observamos también que en el ciclo dirigido C, cualquier
subtrayectoria (x;,C,x;), con i, j € {0,...,k— 1}, es la inica x;x j-trayectoria diri-
gidaen C.

En la digréfica de la figura 2.2, un ejemplo de una trayectoria dirigida es la su-
cesion (v4,v9,v7,v10,vs) dado que no repite vértices y el par ordenado de vértices
consecutivos son flechas de la digrafica. Afiadiendo al final de esta misma suce-
sion los vértices v3 y v4 obtenemos la sucesion (v4,v9,Vv7,Vv10,Vs,V3,V4), que €s Un
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ciclo dirigido.
El siguiente teorema relaciona el concepto de camino dirigido y trayectoria
dirigida.

Teorema 2.1. Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida, con

uv.

Demostracion. La demostracion es por induccion sobre la longitud del camino
dirigido.

Sea C un uv-camino dirigido.

Base: Si C es un camino dirigido de longitud 2, dado que u # v, entonces C es
una trayectoria dirigida.

Hipotesis inductiva: Supongamos que se cumple que todo uv-camino dirigido
de longitud / < k contiene una uv-trayectoria dirigida.

Paso inductivo: Sea Cy un uv-camino dirigido de longitud k. Si Cy es una tra-
yectoria dirigida, entonces queda demostrado el resultado. Pero, si C; no es una
trayectoria dirigida, entonces significa que hay al menos dos vértices en la suce-
sién Cy = (u = vy, ..., vy =v) que se repiten, digamos v, y vs con r < s. Por lo tan-

to, la sucesion del camino dirigido se puede expresar como (v, ..., Ve, Vi1, -« -, Vs, - - -

Al quitarle el subcamino dirigido (v,,Vv,41,...,vs—1) a Ct, obtenemos un nuevo uv-
camino dirigido C, de longitud menor a k; C = (vo, Vi, ..., Vy = Vg, Vst 1,..., Vi ). POr
la hipdtesis inductiva, C contiene una uv-trayectoria dirigida; como C estéd conte-
nido en Cy, entonces Cj también contiene una trayectoria dirigida, que es lo que
queriamos demostrar. L

Ahora veremos una relacién entre un camino dirigido cerrado y un ciclo diri-
gido.

Teorema 2.2. Si C es un camino dirigido cerrado, entonces C contiene un ciclo
dirigido.

Demostracion. Por induccion sobre la longitud de C.

Base: Si C es un camino dirigido cerrado de longitud 2, entonces C ya es un
ciclo dirigido.

Hipotesis de induccion: Si C’ es un camino dirigido cerrado de longitud me-
nor que k, entonces C’ contiene un ciclo dirigido.

Paso inductivo: Sea C = (xg,x1,...,Xx_1,X0) un camino dirigido cerrado de
longitud k. Si C no repite vértices salvo el vértice inicial y final, entonces C es un
ciclo dirigido. Si C repite vértices que no sea xp, entonces existen x; y x,, en la
sucesion de vértices de C, que se repiten; es decir, que x; = x,, conl #Emylym
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distintos de 0. Asi, sin pérdida de generalidad, si suponemos que / < m, tenemos
QUE C = (X0, +vey X[y X[ 1y ooy Xy oeey Xk—15X0)-

Consideremos a C’ el subcamino dirigido cerrado de C, definido por
C' = (X0, --sX] = Xy Xmi1,---,Xk—1,X0), con longitud menor que k; entonces por
la hipétesis de induccién tenemos que C’ contiene un ciclo dirigido ¥, y por lo
tanto Y es también un ciclo dirigido contenido en C. ]

2.4. Subdigraficas, digraficas generadoras y orejas

Sean D y H dos digréficas, llamamos a H una subdigrafica de D si se cumple
que V(H) CV(D)y F(H) C F(D).Cuando V(H) =V (D), decimos que H es una
subdigrafica generadora de D.

Decimos que dos digraficas D y H son iguales si V(D) =V(H) y F(D) =
F(H), lo cual denotaremos como D = H. Cuando las digraficas D y H no son
iguales lo denotaremos por D # H.

Dado un subconjunto X de V (D), denotamos por D[X]| a la subdigrafica in-
ducida por X, donde V(D[X]|) = X y las flechas de la subdigrafica D[X| son
F(D[X]) = F(D)N (X x X); es decir, la subgrafica inducida por X tiene un sub-
conjunto de vértices de D y tiene a todas las posibles flechas de F (D) que inciden
sobre los vértices de X.

Una forma recurrente de formar una subdigrafica a partir de una digréafica D
es a través de ir removiendo vértices o aristas. Utilizamos la notacion D — v para
representar a la digrafica que resulta de quitar el vértice v de D y todas las flechas
de D, que inciden en v; es decir, V(D —v) =V (D) —{v} y F(D—v) = F(D) —
(({v} xV(D))U(V(D) x {v})). Asimismo, para quitar una flecha utilizamos la
notacién D — (x,y) para hacer referencia a la subdigrafica de D que resulta de
quitar la flecha (x,y); es decir, V(D — (x,y)) = V(D) y A(D — (x,y)) = A(D) —
{(x»)}

Definimos una oreja en D, como una uv-trayectoria dirigida 7 tal que op(u) >
2, 0p(v) > 2 y el ingrado y exgrado de los vértices internos de 7 son iguales a 1
en D.

En la digrafica D que se exhibe en la figura 2.3, la trayectoria
T = (vs,v4,v3,v7) es una oreja de D, dado que es una trayectoria cuyos vértices
internos v4 y v3 tienen ingrado y exgrado igual a 1 en D, y los vértices extremos
vs y v2 son de grado 3 en D. Observamos que una flecha cuyos vértices extremos
tienen grado mayor a dos es una oreja; por ejemplo, en 2.3, la flecha (v,,vs) es
una oreja.
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Figura 2.3: Ejemplos de orejas en una digréfica

2.5. Conexidad fuerte

Decimos que una digrafica D es fuertemente conexa o simplemente fuerte,
si para cada par de vértices u y v se tiene que existe un uv-camino dirigido, o equi-
valentemente una uv-trayectoria dirigida, por el teorema 2.1. Notemos que de la
definicién de conexidad fuerte se desprende que si una digrafica D es fuerte, en-
tonces para cualquier par de vértices u y v existe una uv-trayectoria dirigida y tam-
bién existe una vu-trayectoria dirigida. Observamos también que si una digréfica
es fuertemente conexa con al menos dos vértices, necesariamente se tiene que el
ingrado y el exgrado de todos sus vértices es al menos 1. En la figura 2.4/ podemos
observar ejemplos de digraficas fuertemente conexas.
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Figura 2.4: Ejemplos de digraficas fuertemente conexas

Sean D una digrifica fuertemente conexa, y u y v dos vértices de D. La distan-
cia entre u y v, denotada como d(u,v), se define como
d(u,v) = min{l(C) : C es un uv-camino dirigido}. En la digrafica de la figura 2.5,
tenemos que d(vy,vs) =4, d(vig,v9) = 3, d(v7,vs) =2 y d(v3,v4) = 1. Cabe
senalar que la distancia entre vértices de una digrafica no siempre es simétrica; es
decir, d(u,v) # d(u,v), por ejemplo d(vi,v2) = 1 y d(v2,v;) = 4.

Si consideramos un vértice fijo v en una digrafica D, diremos que la excentri-
cidad de v, denotada por excp(v), esta dada por
excp(v) = mdx{d(v,x) : x € V(D)}. Definimos también el diametro de una digrafi-
ca D, denotado como didm (D), como el maximo de la excentricidades de todos
sus vértices; y llamamos vértices antipodales a un par de vértices cuya distancia
es igual al didmetro de D. Para ejemplificar estos conceptos, la digrafica de la fi-
gura 2.5/ tiene didmetro 6, y los vértices vg y v2 son un par de vértices antipodales,
ya que exc(vg) = d(ve,v2) = 6.

En seguida vemos varios resultados sobre propiedades de las digraficas fuer-
temente conexas.

Proposicion 2.1. Si D es fuertemente conexa con al menos 2 vértices, entonces D
contiene un ciclo dirigido.

Demostracion. Sean u 'y v dos vértices de D, T1 = (u = xo,...,Xx = v) una uv-
trayectoria dirigida, y 7> = (v = yo, ..., yx = u) una vu-trayectoria dirigida; sabe-
mos que 77 y T; existen dado que D es fuertemente conexa. 71 U 7> es un camino
dirigido cerrado y por el teorema|2.2 contiene un ciclo dirigido. ]
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Figura 2.5: Excentricidad y vértices antipodales

Teorema 2.3. D es una digrdfica fuertemente conexa si'y solo si existe un camino
dirigido cerrado C que contiene a todos los vértices de D.

Demostracion. (=)

Supongamos que D es una digréfica fuertemente conexa. Si D solamente tiene
un vértice, entonces la digrafica cumple por vacuidad que tiene un camino dirigido
cerrado que pasa por todos sus vértices.

Supongamos entonces que D tiene al menos dos vértices u y v.

Sean T, una uv-trayectoria dirigida y 7,,, una vu-trayectoria dirigida, que sa-
bemos que existen porque D es fuertemente conexa. Al considerar la unién de
estas trayectorias, tenemos que 7;, U T, es un camino dirigido cerrado.

Caso 1: Si 7,,, UT,, contiene a todos los vértices de D, entonces tenemos lo
que queremos demostrar.

Caso 2: Si T, UT,, no contiene a todos los vértices de D, entonces tomamos
un vértice w en V(D) —V(T,, UT,,) y dado que D es fuertemente conexa, enton-
ces existen una 7, trayectoria dirigida y una 7,,, trayectoria dirigida. Por tanto,
tenemos que la unién 7y =71, U T, UT,,, UT,, es un camino dirigido cerrado que
contiene au, vy aw.

Recursivamente vamos construyendo los caminos dirigidos cerrados 7; y, dado
que D tiene un numero finito de vértices, entonces para alguna j € IN se tiene que
T; es un camino dirigido cerrado que contiene a todos los vértices de D, que es lo
que se queria demostrar.

(=)
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Para demostrar la implicacién conversa, consideremos a
C = (xg,x1,---,Xp) un camino dirigido cerrado que contiene a todos los vértices
de D.

Sean u y v dos vértices en D. Demostraremos que existe un uv-camino dirigido
y un vu-camino dirigido en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que u = x; y v=1x;, coni < j. Por lo
tanto, la sucesién C' = (u =x;,...,x; = v) es un uv-camino dirigido y (v,C,xp) U
(x0,C,u) es un (v,u)-camino dirigido. Por lo que, D es fuertemente conexa. [

Corolario 2.3.1. Si D es una digrdfica fuertemente conexa con al menos 2 vérti-
ces, entonces para cada vértice v en D existe un ciclo dirigido 'y que lo contiene.

Demostracion. Sea v un vértice en D, por demostrar que existe un ciclo y en D
que contiene a v.

Dado que D es un digréfica fuertemente conexa con al menos dos vértices, por
el teorema 2.3| podemos garantizar la existencia de un camino dirigido cerrado C
que pasa por todos los vértices. Mds atin, podemos también suponer, sin pérdida
de generalidad, que C empieza y termina en el vértice v.

Haremos la demostracién por induccion sobre la longitud del camino dirigido
cerrado C.

Base: Si /(C) = 2, entonces, dado que D tiene al menos dos vértices, C es un
ciclo dirigido que contiene a v, que es lo que queriamos demostrar.

Hipétesis de induccién: Todo camino dirigido cerrado C’ de longitud [(C") <
k, con v € V(C'), contiene a un ciclo dirigido y tal que v € V(7).

Paso inductivo: Sea C un camino dirigido cerrado de longitud k, con
v € V(C). Supongamos nuevamente, sin pérdida de generalidad, que C empieza y
termina en el vértice v; es decir C = (v = x0,X1,...,Xk_1,X0 = V).

Si C no repite vértices, salvo el primero y el ultimo, entonces C es el ciclo
dirigido buscado.

Supongamos que en C existen dos vértices iguales x; y x;j, con i < j. Entonces
la  sucesion de  vértices en C se puede escribir como
C=(v=uxp,...,%...,Xj = Xj,...,x0 = v). El camino dirigido cerrado C’ dado
por C' = (v = xp,C,x;) U (x; = x;,C,v) es un camino dirigido cerrado de longitud
[(C") <k, conv e V(C'). Por la hipétesis de induccion, tenemos que C’ contiene
un ciclo dirigido y/ conv € V(Y), que es lo que queriamos demostrar. ]
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Teorema 2.4. Sea D una digrdfica sin vértices aislados. D es una digrdfica fuerte
si y solo si existe C un camino dirigido cerrado que pasa por todas las flechas de
D.

Demostracion. (=)

Sea D una digrafica fuertemente conexa. Por el teorema 2.3 existe un camino
dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D. De todos estos posibles ca-
minos dirigidos cerrados que pasan por todos lo vértices, consideramos un camino
dirigido cerrado C = (x, . ..,X,) que pase por la mayor cantidad de flechas en D.

Afirmamos que F(C) = F (D).

Como F(C) C F(D), resta solamente probar que F (D) C F(C).

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe una flecha (u,v) en
F(D) tal que (u,v) € F(C).

Como C pasa por todos los vértices, entonces, sin pérdida de generalidad, se
tiene que u = x; y v = xj, con {x;,x;} C V(C), i < j. También podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que C empieza y termina en u.

Construimos un camino dirigido cerrado C’ dado por:

C'=CU(u,v)U(,C,u).

Observamos que F(C") = F(C) U{(u,v)}, lo cual contradice que C es un camino
dirigido cerrado que pasa por la mayor cantidad de flechas de D.

Por lo tanto, tenemos que el camino dirigido cerrado C pasa por todas las
flechas de D.

(=)

Para el regreso de este teorema, si tenemos C un camino dirigido cerrado que
pasa por todas las flechas de D entonces, como D no tiene vértices aislados, nece-
sariamente C pasa también por todos los vértices de D. Por lo tanto, por el teorema
2.3, D es fuertemente conexa. L]

Teorema 2.5. Sea D una digrdfica fuertemente conexa con n > 2 vértices. Para
toda particion {U,,V1} de V(D) se tiene que al menos existen dos flechas f1 y f»
tales que la cola de f| y la cabeza de f, estdn en Uy y la cola de f; y la cabeza de
f1 estdn en V.

Demostracion. Sean {U},V) } una particion de V(D),u € Uy y v € V.

Como D es fuertemente conexa, entonces existe 7' una uv-trayectoria dirigida
en D. Sea v; el primer vértice de T tal que v; € V}; sabemos que este vértice
existe ya que al menos v € V(T) y v € V;. Tomemos a u; el antecesor de v bajo la
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trayectoria dirigida T'; sabemos que este vértice existe ya que al menos u € V(7))
y u ¢ Vj. Por la eleccién de vy, tenemos que la flecha (u,v;) cumple que la cola
uy estd en Uy y la cabeza vy estd en Vi, como se muestra en la figura|2.6.

La demostracion de que existe al menos una flecha e tal que la cola de e esta
en Vi y la cabeza de e esta en U; es completamente andloga. O]

Uy Vi

U U
°
U1 U1

Figura 2.6: Particién de una digrafica fuertemente conexa

2.6. Conexidad minimamente fuerte

En esta seccion damos una definicion relacionada con la minimalidad de la
propiedad de ser una digrafica fuertemente conexa. La idea surge de quitarle una
flecha a una digrafica fuertemente conexa, y verificar si la digrafica resultante
pierde la propiedad de ser fuerte.

Decimos que una digrafica D es minimamente fuerte; si D es fuertemente
conexa y al quitar cualquier flecha (x,y) de D, la subdigrafica D — (x,y) ya no es
fuertemente conexa.

Un ejemplo de una digrifica minimamente fuerte lo tenemos en la digrafica
(a) de la figura|2.7; observamos que al ser un ciclo es fuertemene conexa (teorema
2.3)), y al quitar cualquier flecha, por ejemplo la flecha (v, v,), tenemos que no
existe una vjv,-trayectoria dirigida.

Un ejemplo de una digréfica que es fuertemente conexa, pero que no es mini-
mamente fuerte, es la digrafica (b) de la figura [2.7; observamos que tiene un ca-
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mino  dirigido cerrado que pasa por todos los  vértices,
C = (vy,v2,v3,va,v1). Al quitar la flecha (v, v3), el camino dirigido cerrado C
pasa por todos los vértices de la digréafica resultante; por el teorema|2.3|es fuerte-
mente conexa. Por lo tanto, la digrafica (b) no es minimamente fuerte.

(] (%) U1 V2
® ®
e ®
(%
(@ 7 (b) o

Figura 2.7: Ejemplos de una digrdfica minimamente fuerte y no minimamente
fuerte

Otro ejemplo de una digrafica minimamente fuerte lo tenemos en la digrafica
D de la figura 2.8. Como el camino dirigido cerrado
C = (v3,v2,v1,V3,V8,V7,V9,V8,V4, Vs, Vs, V4, v3) pasa por todos los vértices de D,
entonces por el teorema 2.3, D es una digrifica fuertemente conexa. Ahora bien,
observamos que la tinica v3vg-trayectoria dirigida es la flecha (v3,vg), y por lo tan-
to, al quitar esta flecha, la digrafica D — (v3,vg) no es fuertemente conexa (anélo-
gamente para las flechas (vg,v4) y (v4,v3)).

Para todas las demads flechas de la digréfica, al quitar alguna de ellas, la digrafi-
ca resultante tiene un vértice de ingrado 0 o un vértice de exgrado 0, lo cual signi-
fica que la digréfica resultante no es fuertemente conexa. Por ejemplo, si quitamos
la flecha (v7,v9), entonces tenemos que el exgrado de v7 es 0 en D — (v7,v9), lo
cual significa que esta digrifica no es fuertemente conexa. Asi, podemos concluir,
que D es minimamente fuerte.
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V1 V2

U3

U7 U% U5

Usg

V9 Vg

Figura 2.8: Digrafica minimamente fuerte

Para finalizar este capitulo, presentamos varios resultados sobre propiedades
de las digraficas minimamente fuertes.

Proposicion 2.2. Si D es una digrdfica fuertemente conexa, entonces D contiene
una subdigrdfica generadora D' minimamente fuerte.

Demostracion. Sea D una digrifica fuertemente conexa. Procederemos por induc-
cion sobre el nimero de flechas m de D.

Base: Si D es una digréfica fuertemente conexa con 2 flechas, entonces D es
una subdigréfica generadora que es minimamente fuerte, ya que es un ciclo.

Si D es una digréfica fuertemente conexa con 3 flechas, entonces D es una
subdigrafica generadora que es minimamente fuerte, ya que es un ciclo de longitud
3.

Hipotesis de induccion: Toda digrafica fuertemente conexa, con menos de m
flechas, contiene una subdigrafica generadora que es minimamente fuerte.

Paso inductivo: Sea D una digrafica fuertemente conexa con m flechas. Tene-
mos dos casos:

Caso 1: D es una digrafica minimamente fuerte.

En este caso D es la subdigrafica generadora buscada.

Caso 2: D no es una digrafica minimamente fuerte.

Entonces existe una flecha (u,v) en D tal que D — (u,v) es fuertemente cone-
xa. Por hipétesis de induccion, se tiene que D — (u,v) contiene una subdigrafica
generadora minimamente fuerte, digamos D’. Por lo tanto, D’ también es una sub-
digrafica generadora minimamente fuerte de D. [
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Proposicion 2.3. Sea D una digrdfica minimamente fuerte. Si H es una subdigrdfi-
ca fuerte de D, entonces H es minimamente fuerte.

Demostracion. Sean D un digrafica minimamente fuerte, y H una subdigréfica
fuertemente conexa de D.

Procediendo por contradiccion, supongamos que H no es minimamente fuerte.
Entonces, existe una flecha (u,v) en H tal que H — (u,v) es fuertemente conexa.

Por demostrar, que D — (u,v) es fuertemente conexa.

Sean x y y dos vértices en D — (u,v); vamos a ver que existe un xy-camino
dirigido.

Como D es fuertemente conexa, entonces existe una xy-trayectoria en D, di-
gamos 7'. Consideramos dos casos:

Caso 1: (u,v)  F(T).

En este caso T es una (x,y)-trayectoria en D — (u,v).

Caso 2: (u,v) € F(T).

En este caso tenemos que la trayectoria 7 se escribe como
T = (x,...,u,v,...,y). Como H — (u,v) es fuertemente conexa, entonces existe
una uv-trayectoria en H — (u,v), digamos S. Por lo que, el camino dirigido 7’ da-
do por T" = (x,T,u) U (u,S,v) U (v,T,y) es un xy-camino dirigido en D — (u,v),
como se muestra en la figura 2.9,

Por lo tanto, D — (u,v) es fuertemente conexa; lo cual contradice que D es
minimamente fuerte.

Concluimos que H es minimamente fuerte.

-----

~~~~~~
''''''

Figura 2.9: xy-trayectoria en D — (u, V)
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Lema 2.6. Sea D una digrdfica minimamente fuerte. Si C es un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces C también pasa por todas
las flechas de D.

Demostracion. Sean D una digrafica minimamente fuerte, y C un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D; sabemos que dicho camino existe
por el teorema 2.3

Por demostrar que C pasa por todas las flechas de D. Procediendo por contra-
diccidn, supongamos que existe una flecha (u,v) de D que no pertenece a F(C).

Observamos que en la digrafica D — (u,v), C también es un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices, como se muestra en la figura 2.10, y por
lo tanto, D — (u,v) es fuertemente conexa. Esto contradice que D es minimamente
fuerte.

Podemos concluir que C pasa por todas las flechas de D, que es lo que queriamos

demostrar.
C

(Y

Figura 2.10: D — (u,v) fuertemente conexa



Capitulo 3

Coloraciones arcoiris para digraficas

En este capitulo damos la definicién de coloracion arcoiris para digraficas, que
es el tema central de este trabajo. El objetivo de este capitulo se centra en presentar
una serie de resultados sobre coloracion arcoiris en digréficas que son fuertemente
conexas o minimamente fuertes.

En la primera seccién, definimos la coloracién arcoiris para digréficas, asi co-
mo su niimero de coloracion arcoiris. Damos una serie de cotas sobre la coloracion
arcoiris relacionadas con el didmetro y el tamafo de una digréfica. Para digrafi-
cas asimétricas de orden n, probamos que el numero de coloracion arcoiris esta
acotado por n.

En la segunda y tercera seccion damos una serie de resultados cuyo objetivo
es acotar con n — 1 el nimero de coloracion arcoiris para digraficas fuertemente
conexas, con ciertas propiedades.

En la cuarta seccioén, demostramos que las digraficas minimamente fuertes de
orden n, que no son ciclos dirigidos, también cumplen que su nimero de colora-
cion arcoiris estd acotado por n — 1.

3.1. Coloraciones por flechas

Sean D una digrifica, y {1,...,k} un conjunto de nimero naturales que repre-
sentan k colores; decimos que una funcién @ : F(D) — {1,...,k}, es una colora-
cion de las flechas de D. Si queremos especificar el nimero de colores, podemos
decir que ¢ es una k-coloracion de las flechas de D.

Dadas D una digrdfica fuertemente conexa y una coloracion
¢ :F(D)— {1,...,k} de D, una trayectoria T = (xo,...,x,) es una trayecto-

31
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ria arcoiris si sucede que @((x;,xi11)) # @((xj,xj+1)) para i # j, con {i,j} C
{0,...,r— 1}, es decir; una trayectoria dirigida es arcoiris, si los colores de las fle-
chas no se repiten. Decimos que una coloraciéon
¢ : F(D) — {1,...,k} es una coloracion arcoiris, si para cada par de vértices
u'y v de D, podemos encontrar una uv-trayectoria arcoiris; para especificar el
ndmero de colores decimos también que ¢ es una k-coloracion arcoiris. Final-
mente, llamamos nimero de coloracion arcoiris al minimo de las & tales que
¢ : F(D) — {1,...,k} es una k-coloracién arcoiris, y lo denotamos como 7¢(D),
por sus siglas en inglés; rainbow colouring.

Como ejemplos de coloraciones arcoiris, en la figura 3.1) tenemos dos ciclos
dirigidos de longitud 3 y 4, respectivamente. Las flechas de estos ciclos dirigidos
han sido coloreadas todas con colores distintos, y por lo tanto, cualquier trayecto-
ria entre cualquier par de vértices es una trayectoria arcoiris.

~
3 1
4 2
vz 2 U2 o< \o/

Vg 3 U3

Figura 3.1: Ejemplos de coloracion arcoiris en digraficas

A continuacién veremos algunos resultados sobre el nimero de coloracién
arcoiris.

Teorema 3.1. Si D es una digrdfica fuertemente conexa, entonces:

diam(D) < 7¢(D) < |F (D).

Demostracion. Sean u 'y v dos vértices de D, tales que su distancia sea igual al
didmetro de D; es decir, d(u,v) = didm(D). Consideremos una coloracién arcoiris
¢ :F(D)—{1,...,7c(D)}; es decir, ¢ utiliza rc(D) colores.

Sea T una uv-trayectoria arcoiris bajo @. Se sigue que la longitud de T nece-
sariamente es mayor o igual a la distancia de u hacia v, que a su vez coincide con
el didmetro de D, asi tenemos que:
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didm(D) = d(u,v) <I(T). 3.1)

Por otro lado, dado que T es una trayectoria arcoiris inducida por ¢, sabemos
que T ocupa a lo mas 7¢(D) colores, por lo tanto:

I(T) <re(D). (3.2)

Por transitividad entre 3.1/ y 3.2/ obtenemos que:

diam(D) < 7e(D). (3.3)

Para demostrar la otra desigualdad, que indica que 7¢(D) < |F(D)|, tomamos
una coloracién arcoiris ¢ : F(D) — {1,...,|F(D)|}, en la que a cada flecha le
asignamos un color diferente; con esta coloracion, cualquier trayectoria que to-
memos es una trayectoria arcoiris, y por lo tanto el nimero de coloracion arcoiris
es menor o igual a |F(D)]. O

Proposicion 3.1. Si D es una digrdfica fuertemente conexa con n vértices, enton-

ces:
re(D) < n.
Demostracion. Consideremos la coloracién ¢ : F(D) — {1,...,n} tal que ¢(v;,v;) =
Js es decir, a todas las flechas cuya cabeza es v, las coloreamos con el color ;.
Por lo tanto, cualquier trayectoria T = (vy, ..., V) es una trayectoria arcoiris,

ya que por definicién de ¢:

i+1=0Wivit1) # oV, vir1)=j+1
parai = j. D

Proposicion 3.2. Sea D una digrdfica asimétrica y minimamente fuerte con n
vértices. Si D es un ciclo dirigido entonces rc(D) = n.

Demostracion. Sea D = (xg,...,X,—1,%p) un ciclo dirigido con n vértices. Tome-
mos una coloracion arcoiris minima para las flechas
o:F(D)—{l,...,rc(D)}.

Sabemos que en un ciclo dirigido, para cualesquiera dos vértices x y y, existe
una  Unica (x,y)-trayectoria  dirigida, lo que implica que
T = (xp,...,%,—1) es la unica (xg,x,_1)-trayectoria dirigida en D. Por lo tanto,
como @ es una coloracion arcoiris y 7' es Unica, entonces 7' es una trayectoria
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dirigida arcoiris de longitud n — 1; es decir, todas las flechas de 7 tienen un color
distinto.

Observamos que la flecha (x,_1,xp) tiene un color distinto al color de todas
las flechas en 7', de lo contrario si @((x,—1,X0)) = @((x,Xxj+1)) para alguna j en
{1,....n — 1} entonces la trayectoria dirigida
T" = (x,—1,%0) U (x0,7,xj41), no serfa una trayectoria dirigida arcoiris, lo cual
no es posible, ya que 7"’ es la tnica (x,—1,xj11)- trayectoria dirigidaen D'y ¢ es
una coloracion arcoiris.

Por lo tanto, la flecha (x,_1,x¢) tiene un color distinto al color de todas las
flechas en T. Asi, n < r¢(D), lo que implica que 7¢(D) = n, por la proposicion
3.1l

[

Proposicion 3.3. Sea D una digrdfica fuertemente conexa. Si H es una subdigrdfi-
ca generadora y fuerte de D, entonces:

(D) < 7e(H).

Demostracion. Sea ¢ : F(H) — {1,...,7¢c(H)} una coloracién arcoiris en H. Da-
do que H es una subdigrafica de D, podemos extender el dominio de la coloracién
¢ para obtener una coloraciéon ¥ en D, de la siguiente manera:

) = o (u,v) si (u,v) € F(H)
vuy) {1 i (u,v) ¢ F(H)

Con esta nueva coloracién V, se tiene claramente que toda trayectoria arcoiris in-
ducida por @ es también una trayectoria arcoiris en ¥ por definiciéon. Asimismo,
dado que v es una posible coloracién arcoiris en D (no necesariamente una co-
loracién arcoiris minima), entonces 7¢(H ) es una cota superior de 7¢(D); es decir
que ic(D) < re(H). O
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Para ejemplificar las proposiciones anteriores, observamos que la digrafica D
de la figura |3.2| tiene una 2-coloracién arcoiris. Utilizando el teorema (3.1, dado
que el didm(D) = 2, entonces se tiene que 7¢(D) = 2. Por otro lado, vemos que
la subdigrafica H de la figura 3.2, es un ciclo dirigido de longitud 4, y es una
subdigrafica generadora de D, que tiene nimero de coloracion arcoiris r¢(H) = 4.

U1 9 U2 U1 1 U2

-« 0
V4 VU3 Uy 3 U3

1
Figura 3.2: re(D) < re(H)
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3.2. Digraficas minimamente fuertes

En esta seccidn se demuestran un lema y un corolario que relacionan la colora-
cion arcoiris con las digraficas minimamente fuertes; estos resultados se utilizaran
en las siguientes secciones.

Lema 3.2. Sea D una digrdfica minimamente fuerte. Si D no es un ciclo dirigido,
entonces existe H una subdigrdfica fuerte de D y un vértice x en V(D) —V (H) tal
que Np, (x) = {y}, para algiin vértice y en V(H); es decir, el vértice x solamente
tiene un invecino, y este invecino estd en H.

Demostracion. Sea D una digrafica minimamente fuerte que no es un ciclo.
Construiremos una sucesion de subdigraficas de D, H;, tal que cumplen las
siguientes propiedades:

(1) paratodoi > 0, H; es fuerte,
(2) paratodoi > 1, H;_ es una subdigréfica propia de H;,

(3) paratodoi>0,V(D)—V(H;)#0,

hasta encontrar una subdigrafica Hj en esta sucesion, tal que existe un vértice xi
en V(D) —V(Hi) y Np (xk) = {yx}, para yr en V (Hy).

Paso 0: Construccion de Hy.

Como D es fuerte, entonces por el corolario 2.1, tenemos que D contiene un
ciclo dirigido al que llamaremos C.

Nombramos a Hy = C. Claramente, Hy es fuerte por ser un ciclo; mas aun,
como D es minimamente fuerte, entonces por la proposicion 2.3, Hy es una sub-
digrafica minimamente fuerte. Dado que D no es un ciclo, entonces C es un ciclo
inducido en D y existe al menos un vértice fuera de Hy; es decir, V(D) — V (Hp) #
(0. Por lo tanto, Hy cumple las propiedades (1) y (3).

Preguntamos si existe un vértice xo en V(D) — V(Hp), tal que
Np, (x0) = {yo}, para algin vértice yo en V(Hp). En caso afirmativo, H es la sub-
digréfica deseada y xg el vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V(D) —V (Hp) tal que N, (x) N
V(Hp) # 0, se cumple que 0, (x) > 2. En este caso elegimos ax; en V(D) —V (Hp)
tal que Ny, (x1) NV (Hp) # 0y &, (x1) > 2. El vértice x; existe porque D es fuer-
temente conexa.
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Paso 1: Construccion de la subdigrafica Hy, a partir de Hy y x;.

Como D es fuertemente conexa, existe 77 una ({x;},V(Hp))-trayectoria de
longitud minima. Llamemos a y; al dltimo vértice de 77. Observamos que y; es el
unico vértice en 77 que pertenece a Hy, por la minimalidad de 77.

Como Ny, (x1) NV (Hp) # 0, entonces existe x un vértice en Hy que es invecino
de x1; esto es equivalente a decir que existe la flecha (x],x;).

Construimos a H de la siguiente manera (ver la figura. [3.3):

V(Hi) =V(Ho)U{x1}UV(T1), y

F(Hy) = F(Ho)U{(x},x1)}UF(T).

H,y

L1
Figura 3.3: Subdigrafica H;

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el ciclo dirigido C = Hy em-
pieza y termina en el vértice x|. Observamos que el camino dirigido cerrado
Hy U (x},x1) UT U (y1,Ho,x} ), pasa por todos los vértices de Hj. Por el teore-
ma 2.3, H es fuerte; por lo tanto, H; satisface la condicion (1)). Mas atn, H; es
minimamente fuerte, por la proposicion [2.3|

Dado que H; es minimamente fuerte, el lema 2.6 garantiza que el camino
dirigido cerrado HyU (x,x1) UT; U (y1,C,x}), pasa por todas las flechas de H;; es
decir, H; es una subdigrafica inducida D[V (H,)]. Por lo tanto, V(D) —V (H;) #
0, ya que estamos suponiendo que &, (x1) > 2; esto significa que H; cumple la
propiedad (3)).

Por construccion, Hy es una subdigrafica propia de Hy; por lo tanto, H; satis-
face la condicién (2).
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Preguntamos, si existe x, en V(D) —V (H;) tal que N, (x2) = {y>}, para algin
vértice y, en V(H)). En caso afirmativo, H; es la subdigrafica deseada y x, el
vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V(D) —V (H; ) tal que N, (x)N
V(H1) # 0, se cumple que 0, (x) > 2. En este caso elegimos ax; en V(D) —V (H;)
tal que Nj, (x2) NV (Hy) # 0y 8, (x2) > 2. El vértice x; existe porque D es fuer-
temente conexa.

Paso 2: Construccion de la subdigrafica Ha, a partir de Hy y x».

Como D es fuertemente conexa, existe 7> una ({x,},V(H)))-trayectoria de
longitud minima. Llamemos y, al dltimo vértice de 7;. Observamos que y, es el
unico vértice en T, que pertenece a Hy, por la minimalidad de 7.

Como Ny, (x2) NV (H) # 0, entonces existe x5 un vértice en H; que es invecino
de xy; esto es equivalente a decir que existe la flecha (x5, x2).

Construimos a H; de la siguiente manera (ver la figura. 3.4):

V(Hy) =V (H)U{x2}UV(D2), y
F(Hy) = F(H;)U{(x},x) } UF(T3).

- (~

L2

L1
Figura 3.4: Subdigréfica H;

Observamos que el camino  dirigido cerrado dado  por
H; U (x5,x2) UTa U (y2,H,x5), pasa por todos los vértices de Hy. Por el teore-
ma 2.3, H; es fuerte; por lo tanto, H, satisface la condicién (1)). Mas adn, H, es
minimamente fuerte, por la proposicion 2.3.

Dado que H, es minimamente fuerte, el lema [2.6 garantiza que el camino
dirigido cerrado H; U (x},x2) UT> U (y2,Hj,x}), pasa por todas las flechas de Ha;
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es decir, H es una subdigréfica inducida D[V (H,)]. Por lo tanto, V(D) — V (H,) #
0 ya que estamos suponiendo que O, (x2) > 2; esto significa que H, cumple la
propiedad (3)).

Por construccion, también tenemos que H; es una subdigrafica propia de Hj;
por lo tanto H, satisface la condicion (2)).

Preguntamos, nuevamente, si existe x3 en V(D) — V(H,) tal que
Np (x3) = {y3}, para algtin vértice y3 en V(H>). En caso afirmativo, H, seria la
digréfica deseada y x3 seria el vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V(D) —V (H,) tal que N, (x)N
V(Hz) # 0, se cumple que 0, (x) > 2. En este caso elegimos axz en V(D) —V (H,)
tal que N, (x3) NV (Ha) # 0y 6, (x3) > 2. El vértice x3 existe porque D es fuer-
temente conexa.

Siguiendo con este procedimiento, observamos que en cada iteracion j, es-
tamos tomando al menos un vértice x; que no estd en la subdigrafica H; i; es
decir, nuestra sucesion de digréficas es una sucesion creciente. Ahora bien, ya
que la digrafica D es finita, en particular el conjunto de vértices V(D) también
es un conjunto finito; de tal manera que en alguna de las iteraciones, digamos la
iteracion k, encontramos la subdigrafica Hy deseada y el vértice x;| buscado.

]

Como consecuencia del lema 3.2 tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1. Sea D una digrdfica minimamente fuerte. Si D no es un ciclo
dirigido, entonces existe C un ciclo dirigido en D y un vértice x en V(D) —V (C)
tal que Ny, (x) = {y} para algiin vértice y en C.

Demostracion. Dado que estamos suponiendo que D es minimamente fuerte, y D
no es un ciclo dirigido, entonces estamos bajo las hipotesis del lema (3.2!

Sean H la subdigrafica fuertemente conexa que nos garantiza el lema|3.2, y x
en V(D) —V(H) tal que N, (x) = {y}, para alguna y en H. Al utilizar el corolario
2.3.1, éste nos garantiza la existencia de un ciclo C que empiece y termine con
el vértice y. Observamos que C es minimamente fuerte, por ser un ciclo, y que el
vértice y € V(C) cumple que N, (x) = {y}, que es lo que querfamos demostrar.

[]
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3.3. Coloracion arcoiris y la propiedad de la trayec-
toria

En esta seccién enunciamos la definicién de la propiedad de la trayectoria;
ésta nos sera de gran utilidad para reducir las cotas de la coloracion arcoiris en las
digréficas fuertemente conexas y minimamente fuerte.

Sean D una digrifica, y (¥,x), (y/,y) dos flechas de D, no necesariamente
distintas. Diremos que el par de flechas {(x',x),(y’,y)} tienen la propiedad de
la trayectoria si existe una (x',y)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha
(x',x), y también existe una (y',x)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha
(y/,y), como se muestra en la figura[3.5/.

! X

Y’ Y
Figura 3.5: Las flechas (x',x) y (y/,y) tienen la propiedad de la trayectoria.

Teorema 3.3. Sean D una digrdfica fuertemente conexa con n vértices, y (x',x) y
(v/,y) dos flechas de D con x # y, tales que 8y, (x) = &y, (y) = 1. Si el par de flechas
{(x',x),(y,y)} tiene la propiedad de la trayectoria, entonces rc(D) < n— 1.

Demostracién. Sean D una digrafica fuertemente conexa con n vértices, y (x',x) y

(y/,y) dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria, con & (x) = &, (y) =
1. Consideremos 7} una (x',y)-trayectoria dirigida que no pasa por (x',x), y T
una (y', x)-trayectoria dirigida que no pasa por (', ).

Dado que por hipétesis 0, (x) = &, (y) = 1, entonces necesariamente la fle-
cha (y',y) pertenece a la trayectoria dirigida 77, y la flecha (x',x) pertenece a la
trayectoria dirigida 7>, como se muestra en la figura 3.6l

Consideremos la funcién ¢ : V(D) — {1,...,n— 1} dada por:

c(x) =c(y) =1,



3.3. COLORACION ARCOIRIS Y LA PROPIEDAD DE LA TRAYECTORIA41

Figura 3.6: Trayectorias 71 y 1>

c(v) # 1, paratodov € V(D) — {x,y}, y
c(u) # c(v), paratodouy ven V(D) — {x,y}.

A partir de esta funcion, construimos una coloraciéon por flechas
¢©:F(D)—{1,...,n—1} dada por:

¢©((u,v)) = c(v) para toda flecha (u,v),

es decir, la coloracién @ colorea a todas las flechas con el color de la cabeza de la
flecha, y repite el color 1 para las flechas (x',x) y (y/,y).

Afirmacion: ¢ es una coloracion arcoiris de las flechas de D.

Sean u y v dos vértices de D y T una (u,v)-trayectoria dirigida, con T = (u =
wo, ..., Wr = v). Por demostrar que existe una (u,v)-trayectoria arcoiris.

Caso 1: (X',x) y (/,y) no pertenecen a F(T).

Por demostrar que 7" es una trayectoria arcoiris.

En este caso observamos que x y y no pertenecen a V(T') — {wp}, dado que
55 (¥) = 1= 8, ().

Como x y y no pertenecen a V(T ) — {wp}, tenemos que por definicién c(w) #
c(z) paratodowy zen V(T) —{wp}, y ademds c(w) # 1 para todo w en V(T) —
{wo}. En el caso en el que wy sea x o y tendremos que c(wp) = 1 y por lo tanto,
podemos garantizar que ¢(w) # ¢(z) paratodowy zen V(T ). En el caso en el que
wp 1o es x 0 y tenemos por definicion de ¢ que también ¢(w) # ¢(z), para todo w
yzenV(T).

Por lo tanto, bajo la coloracion ¢, tenemos que la trayectoria dirigida 7 es una
trayectoria arcoiris ya que:
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@((u,v)) = c(v) # c(2) = ¢((w:2))

para todo par de flechas distintas (u,v) y (w,z) en F(T). Mas ain,
c((u,v)) # 1 para toda (u,v) en F(T).

Caso2: (X', x) e F(T)y (y/,y) ¢ F(T).

Por demostrar que 7 es una trayectoria arcoiris.

Supongamos (w;,wit1) = (¥',x) para algin i en {0,...,k—1}.

Observamos que bajo la coloracion ¢ la flecha (x',x) tiene el color
¢ (¥',x) = ¢(x) = 1 y dado que por hipétesis la flecha (y',y) no pertenece a F(T),
entonces no hay repeticion del color 1 en F(T'). Por lo tanto, podemos garantizar
que ¢(w) # c¢(z) para todo w y z en V(T). Esto implica que la trayectoria T es
arcoiris, dado que para cualquier par de flechas distintas se tiene que:

c(wjs1) = @wWj,wit1) # @(wi,wir1) = c(wiy1) parai# j.

Caso 3: (y,y) e F(T)y («',x) ¢ F(T).

Por demostrar que T es una trayectoria arcoiris.

Este caso se resuelve de forma andloga al caso 2, intercambiando los vértices
x' 'y xpory’ y y, respectivamente.

Caso4: (X', x) e F(T)y (y,y) € F(T).

Construiremos una (u,v)-trayectoria arcoiris.

En este caso, asumimos sin pérdida de generalidad que (x’,x) aparece antes
que (y',y) en la sucesion de vértices de la trayectoria.

Dado que tanto x como y pertenecen a 7', entonces tenemos la repeticion del
color (¥, x) = @(y/,y) = 1.

Utilizando la trayectoria 77, consideremos al camino dirigido dado por la
unioén de las siguientes trayectorias:

(u, T, XY UT U (,T,v).

Por el teorema [2.1, podemos extraer una trayectoria de este camino dirigido.
Sabemos que la flecha (x',x) no pertenece a esta nueva trayectoria, entonces €s-
tamos en el caso 2 de esta demostracidn, y por lo tanto, tenemos una trayectoria
arcoiris, ver la figura|3.7.

De todos los casos anteriores podemos concluir que rc(D) <n— 1, que es lo
que queriamos demostrar. ]

Observamos que en el teorema anterior, la propiedad de la trayectoria nos
permite reducir a n — 1 la cota superior de una coloracion arcoiris; dado que con
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Uu

T vy Y

Figura 3.7: (u,v) camino dirigido cerrado dado por (u,T,x") UT; U (y,T,v)

esta propiedad podemos repetir los colores de los vértices que son la cabeza de las
flechas que tienen la propiedad de la trayectoria.

Corolario 3.3.1. Sea D una digrdfica fuertemente conexa con n vértices. Si existe
un vértice 7 en D tal que 7 tiene al menos dos exvecinos diferentes x y y, con
Op (x) =8, (v) = 1, entonces rc(D) <n—1.

Demostracion. Para probar este corolario basta con renombrar el vértice z por un
lado como x/, obteniendo la flecha (X', x), y por otro lado renombrar a z como y’,
obteniendo la flecha (Y, y).

Notemos que (x',x) y (y/,y) tienen la propiedad de la trayectoria dado que
ambas son trayectorias dirigidas de una sola flecha y las flechas son distintas; es
decir, (z=x,y) es una (X', y)-trayectoria dirigida que no pasa por (X', x) y también
(z=y',x) es una (y',y)-trayectoria dirigida que no pasa por (y',y).

Por lo tanto, estamos bajo las hip6tesis del teorema 3.3, y concluimos que
re(D) <n—1.

[

3.4. Coloracion arcoiris para digraficas minimamen-
te fuertes

El siguiente teorema presenta el resultado principal de este capitulo, en el
que podemos reducir a n — 1, la cota del nimero de coloracion arcoiris para las
digraficas minimamente fuertes que no son ciclos dirigidos.

Teorema 3.4. Sea D una digrdfica asimétrica y minimamente fuerte con n vérti-
ces. Si D no es un ciclo, entonces re(D) <n— 1.

Demostracion. Sea D una digrafica asimétrica y minimamente fuerte con n vérti-
ces, que no es un ciclo. Por el corolario |3.2.1, tenemos que existen un ciclo diri-



44 CAPITULO 3. COLORACIONES ARCOIRIS PARA DIGRAFICAS

gido C y un vértice x en V(D) — V(C), tal que N, (x) = {y} para algin vértice y
en V(C). Llamemos z al sucesor del vértice y en C.

Vamos a construir una sucesion de pares de subdigréficas (D;, Q;), con i > 1,
tales que:

(1) paratodo i > 1, D; es una subdigrafica fuertemente conexa de D;
(2) paratodoi> 1, Q; es una oreja en Dj;

(3) para todo i > 2, D;_; es una subdigrifica propia de D;, donde
D;=D; 1UQ;;

(4) para toda i > 1, existe una (y,z;)-trayectoria que no contiene a la flecha
(y,x), y existe una (y;,x)-trayectoria que no contiene a la flecha (y;, z;), don-
de (vi,z;) es la primer flecha de la oreja Q;; es decir, las flechas (y,x) y
(vi,zi) cumplen la propiedad de la trayectoria;

hasta llegar, en estas iteraciones, a un paso k en el que encontramos un vértice 7,
tal que J, (zx) = 1; por lo que las flechas (y,x) y (y,zx) tienen la propiedad de la
trayectoria, y podemos aplicar el teorema 3.3, concluyendo que 7c(D) < n— 1.

Paso 1: Construccién del par (D1, Q).

Sean 77 una (x, C)-trayectoria dirigida de longitud minima, y ¢ el Gltimo vértice
de T, como se muestra en la figura 3.8 Observemos que ¢ es el tnico vértice
de T que pertenece a V(C). Observamos también que y # ¢t dado que estamos
suponiendo que D es antisimétrica.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el ciclo dirigido C empieza y
termina en el vértice y.

Llamamos Q) a la trayectoria dirigida Q| = (y,C,1).

Nombramos como Dy, a la subdigrafica de D dada por:

V(D)) =Vv(C)uV(h)y,

F(Dy) = F(C)U{(yx)} UF(Th).

Por demostrar que el par (D1, Q1) satisface las condiciones (1)-(4).

Propiedad (1) para (D;,Q;): D; es una subdigrifica fuertemente conexa de
D.

Para probar la conexidad fuerte de D, exhibimos a C;, un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D{ como sigue:

Cl :CU(y7x)UT1 U(I7C7y)7



3.4. COLORACION ARCOIRIS PARA DIGRAFICAS MINIMAMENTE FUERTES45

t

Figura 3.8: Subdigrifica D, que resulta de unir al ciclo C con la flecha (y,x) y la
trayectoria 77.

por el teorema 2.3, D es fuertemente conexa. Mas aun, por la proposicion 2.3, D
es minimamente fuerte, y por el lema 2.6, D es una subdigréfica inducida de D.

Propiedad (2) para (D;,0Q;): Q es una oreja en Dj.

Dado que C es un ciclo dirigido en Dy, entonces todos los vértices de V(C) —
{y,t} tienen grado 2 en Dy; En el caso de los vértices extremos y y ¢ mostramos
que 6p, (y) > 2,y 6p,(t) > 2.

Para el vértice y, basta con mencionar al antecesor y al sucesor de y en C; y
adicionalmente la flecha (y,x) nos garantiza que &p, (y) > 2, como se aprecia en
la figura[3.8.

Asimismo, el vértice t tiene antecesor y sucesor en C, y también tiene un
invecino que proviene de 77, garantizando que &p, (1) > 2.

Por lo tanto, Q; es una oreja en D;.

Propiedad (3) para (D;,Q;): Como estamos construyendo el primer par
(D1,Q1), no es necesario que cumpla con la condicién 3,

Propiedad (4) para (D;,Q;): D; cumple la condicion 4.

Demostraremos que las flechas (y1,z1) y (y,x) cumplen la propiedad de la
trayectoria.

Observamos que si tomamos z = z; y y = yj, entonces la flecha (y,z;) es una
(y,21)-trayectoria que no contiene a (y,x), y también tenemos que la flecha (y,x)
es una (y,x)-trayectoria que no contiene a (y,z1); es decir, las flechas (y,x) y
(y1,2z1) cumplen la propiedad de la trayectoria. Por lo tanto, el par (D;,Q;) cum-
ple con la condicion 4,
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Ahora bien, si 0, (z1) = 1, entonces estamos en condiciones de aplicar el teo-
rema 3.3y concluir que 7¢(D) <n—1.

De lo contrario, tenemos que J;, (z1) > 2, y pasamos a la segunda iteracion,
construyendo el siguiente par (D3, Q>).

Paso 2: Construccién del par (D3, Q7).

Sea v; un invecino de z;, distinto de y = y;, el cual existe ya que
Op (z1) > 2. Observamos que vy ¢ V(D1), ya que D; es una subdigrafica indu-
cida de D.

Sea T, una (Dy, vy )-trayectoria dirigida de longitud minima. Llamemos a sus
primeros dos vértices y; y zo respectivamente, como se muestra en la figura 3.9.
Observamos que y, # z; por la hipdtesis de antisimetria.

Nombramos como D5 a la subdigrafica dirigida dada por:

V(Dz) = V(D]) UV(TQ),

F(Dy) =F(D1)UF(T2) U{(v1,2)}-

Antes de definir a O, vamos a demostrar que y, € V(Q;). Procediendo por
contradiccion, supongamos que y, ¢ V(Q;). Tenemos dos casos:

Caso1:y, € V(C) -V (Qy).

En este caso podemos exhibir a 7, una (y,z;)-trayectoria que no pasa por la
flecha (y,z), de la siguiente manera:

TZI = (y,x) unu (tacay2>UT2U (V17Zl)-

Por lo tanto, en C,, cada que encontremos a la flecha (y,z;), ésta se puede
sustituir por la trayectoria dirigida 7,. Asf, obtenemos un camino dirigido cerrado
que pasa por todos los vértices de D, y que no contiene a la flecha (y,z;); lo que
implica que D, — (y,z;) es una digréfica fuertemente conexa. Esto contradice la
minimalidad de D,.

Caso 2: y, € V(Ty).

En este caso podemos también exhibir a 7,’ una (y, z; )-trayectoria que no pasa
por la flecha (y,z;) como sigue:

T = (y,Ti,y2) UTh U (vi,21)

De esta manera, nuevamente en C,, cada que encontremos a la flecha (y,z;)
esta se puede sustituir por la trayectoria dirigida 7. Asi, obtenemos un camino
dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D, y que no contiene a la flecha
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Figura 3.9: Subdigréfica D,

(y,21); lo que implica que D, — (y,z1) es una digréfica fuertemente conexa. Esto
contradice la minimalidad de D5.

Por lo tanto, y, € V(Qy).

Sea Q5 la trayectoria dirigida 7> U (vq,z1).

Por demostrar que el par (D, Q») satisface las condiciones (1)-(4).

Propiedad (1) para (D,,Q>): D, es una subdigrafica fuertemente conexa de
D.

Como D; es fuertemente conexa, tomamos a C; el camino dirigido cerrado
que pasa por todos los vértices de Dy; sin pérdida de generalidad, supongamos
que C| empieza y termina en y;.

Para probar la conexidad fuerte de D,, exhibimos a C,, un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D,, como sigue:

C,=CiUTU(v1,2)U(z,C1,y2),

por el teorema 2.3, D; es fuertemente conexa. Mds atn, por la proposicion 2.3, D,
es minimamente fuerte, y por el lema 2.6, D; es una subdigréfica inducida de D.

Propiedad (2) para (D,,(Q): Q5 es una oreja en D,.

Por construccién sabemos que los vértices de 7> — {y2,z; } tienen grado 2 en
D,. Asimismo, el vértice y; tiene grado igual a 3 en D;, ya que tiene un invecino
y exvecino en C y otro exvecino en 7>. De igual manera, el vértice z; tiene un
invecino y exvecino en C y también tiene un invecino en 7. Por lo tanto, 8p, (y2) =
dp, (z) > 2; es decir, Q5 es una oreja en D,.

Propiedad (3) para (D;,0>): D; es una subdigrafica propia de D,.

Por construccién, sabemos que Dy = D U Qy; ademas vy ¢ V(Dy), y por lo
tanto, D es una subdigrafica propia de D;.
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Propiedad (4) para (D;,0>): D, cumple la condicién 4.

Demostraremos que las flechas (y2,z2) y (y,x) cumplen la propiedad de la
trayectoria.

Exhibimos la trayectoria dirigida dada por:

(%Qh)@) U (yZaZQ)'

Esta trayectoria, que se puede apreciar en la figura 3.9, no pasa por el vértice
X, ya que por construccion x € D1, x ¢ V(Q1) y z2 ¢ V(D).

A su vez, exhibimos la trayectoria dirigida dada por:

(v2,C,y) U (y,x).

Por lo tanto, podemos concluir que las flechas (y»,z2) y (y,x) cumplen la pro-
piedad de la trayectoria.

Ahora bien, si 0, (z2) = 1, entonces podemos aplicar el teorema 3.3y concluir
que 7¢(D) < n— 1. De lo contrario, tenemos que 0y, (z2) > 2, y podemos continuar
con este procedimiento para construir el siguiente par.

Como la digréfica D tiene una nimero finito de vértices y en cada iteracion
estamos tomando al menos un nuevo vértice, entonces siguiendo este proceso,
eventualmente construimos un par (D, Q) tal que 8, (zx) = 1, y las flechas (y,x)
y (Vk,zx) cumplen la propiedad de la trayectoria.

Por lo tanto, por el teorema 3.3} concluimos que rc(D) < n— 1. U

Para cerrar esta seccion, exponemos dos corolarios del teorema 3.4/ que utili-
zan la nocion de digréfica hamiltoniana. Decimos que D es una digrafica hamil-
toniana si tiene un ciclo dirigido C que pasa por todos los vértices de D.
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Corolario 3.4.1. Sea D una digrdfica asimétrica con n vértices. Si D contiene una
subdigrdfica generadora D' que es fuertemente conexa y D' no es hamiltoniana,
entonces rec(D) <n—1.

Demostracién. Sean D una digréfica asimétrica con n vértices y D' una sub-
digréfica generadora de D fuertemente conexa, que no es hamiltoniana.

Ahora bien, como D’ es fuertemente conexa, entonces por la proposicion 2.2
existe una subdigrafica generadora D" de D’ minimamente fuerte. Por lo que, D"
es una subdigréfica generadora de D minimamente fuerte.

Dado que D’ no es hamiltoniana, entonces D" tampoco lo es, y en conse-
cuencia D" no es un ciclo. Observamos que, como D es una digréfica asimétrica,
entonces D' y D" son subdigréficas asimétricas. Por lo tanto, podemos aplicar el
teorema (3.4 a la subdigréfica D", obteniendo que re(D”) < n— 1.

Finalmente, por la proposicion 3.3|tenemos que:

re(D) <re(D") <n—1,

que es lo que se queria demostrar. ]

Corolario 3.4.2. Sea D una digrdfica asimétrica y fuertemente conexa con n vérti-
ces. Si D no es hamiltoniana, entonces rc(D) < n— 1.

Demostracion. Dado que, por hip6tesis D no es hamiltoniana, entonces ninguna
subdigrafica de D es hamiltoniana.
Observamos que D una subdigrafica asimétrica y generadora de D, que no es

hamiltoniana; por lo tanto, por el corolario anterior 3.4.1, resulta que i¢(D) <
n—1. O]

Recordando la proposicién 3.1|tenemos que si D es una digréfica fuertemente
conexa, entonces 7¢(D) < n. Mds atn, al considerar la contrapositiva del teorema
3.4, los autores en [5] establecieron una caracterizacion de las digraficas asimétri-
cas tales que rc(D) = n. La demostracion que se presenta a continuacion, es una
demostracion propia de dicho resultado.

Corolario 3.4.3. Sea D una digrdfica asimétrica y minimamente fuerte con n
vértices. D es un ciclo dirigido si'y sélo si re(D) = n.

Demostracion. La demostracion de la condicién suficiente, que D sea un ciclo
dirigido, esta dada por la proposicién 3.2.
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Reciprocamente, la contrapositiva del teorema 3.4/ nos dice que, para cualquier
digrafica H minimamente fuerte con n vértices, si n — 1 < r¢(H), entonces H es
un ciclo dirigido. Por hipétesis tenemos que 7¢(D) = n, lo cual implica que n — 1

< re(D), por lo tanto, D es un ciclo dirigido.
U



Capitulo 4

Coloracion arcoiris en digraficas
hamiltonianas

En este capitulo se presenta una caracterizacion de las digraficas hamiltonianas
asimétricas cuyo nimero de coloracion arcoiris es igual a su orden. Para ello,
definimos en la primera seccion las nociones de: cuerdas, ciclos hamiltonianos
especiales, la propiedad de la cabeza y de par fuerte. En la segunda seccidn, se
presenta la demostracion detallada de la caracterizacion antes mencionada, que
debido a su extension, se prueba a través de una serie de lemas auxiliares. En este
capitulo trabajaremos unicamente con digréficas asimétricas.

4.1. Definiciones complementarias

Las siguientes definiciones estdn directamente relacionadas con el teorema
mas importante de este capitulo. Dado que estamos buscando una caracterizacion
de las digraficas fuertemente conexas con nimero de coloracién arcoiris 7¢(D) =
n, podemos notar que la contrapositiva del corolario [3.4.2|nos garantiza que D es
una digrafica hamiltoniana.

Sea C = (xo, ..., Xx_1,%0) un ciclo dirigido. Una cuerda en C es una flecha f
que no pertenece a F(C), pero cuya cola y cabeza de f pertenecen a C. Obser-
vamos que en las digraficas asimétricas, no es posible tener cuerdas de la forma
(xi,xi—1), tomando los subindices médulo k.

Ahora bien, consideremos dos cuerdas de C, (xg,x;) y (x,,X5), y supongamos
sin pérdida de generalidad, que el ciclo dirigido C, empieza y termina en el vérti-
ce x;. Decimos que las cuerdas (xg,x;) y (x,,Xs) son cuerdas opuestas en C, si

51
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()T

Figura 4.1: (x,,x;) y (x,x;) son cuerdas opuestas en C.

tanto los vértices x, y x; pertenecen a la trayectoria dirigida (x;,C,x;), asi como
(x5,C,x7) U (x7,C,x,) es una trayectoria dirigida, y los vértices x; y x; pertenecen
a ésta, como se muestra en la figura 4.1,

Decimos que un ciclo hamiltoniano C = (x, ..., X,_1,X0) es un ciclo hamilto-
niano especial si existen un par de flechas (x;,x;11) y (xj,xj41), no necesariamen-
te distintas, que tienen la propiedad de la trayectoria; recordemos que la propiedad
de la trayectoria nos dice que para el par de flechas (x;,x;i41) y (x;,x4+1), existe
Ti una (x;,xj41)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (x;,x;41), y existe
también 7> una (x;,x;;1)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (x;,x;.1).

Observamos que dado que C es un ciclo hamiltoniano, entonces cualquier fle-
cha que pertenece a F(T}) o F(T3), es necesariamente una cuerda en C o pertenece
a las flechas de C; observamos también que si las trayectorias 77 y 75 tienen al me-
nos una flecha, entonces tienen al menos una cuerda en C.

Derivado de la definicién de un ciclo hamiltoniano especial, vamos a conside-
rar 3 casos diferentes, dependiendo del orden en el que aparezcan los vértices de
las flechas (x;,x;41) ¥ (x},Xj+1), que cumplen la propiedad de la trayectoria.

(A) Cuando x; = x;; este caso corresponde a tener una sola flecha que cumple
la propiedad de la trayectoria. En la figura 4.2 (A) se sugiere una posible
Xixj41-trayectoria, al recorrer la cuerda azul, el ciclo dirigido C y la cuerda
verde; esta trayectoria no pasa por la flecha (x;,x;11).

(B) Cuando x;11 = x;; este caso corresponde a tener dos flechas consecutivas
que cumplen la propiedad de la trayectoria. En la figura 4.2/ (B) se sugiere
una posible x;x;; |-trayectoria, al recorrer la cuerda azul, el ciclo dirigido C
y la cuerda verde; esta trayectoria no pasa por la flecha (x;,x;;1). Ademas
la x;x;41-trayectoria dirigida, que no pasa por la flecha (x;,x;41), es la tra-
yectoria (x;) que solamente tiene un vértice.
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(C) Cuando todos los vértices son distintos; este caso corresponde a tener dos
flechas disjuntas (x;,xi+1) y (x;,xj4+1), que cumplen la propiedad de la tra-
yectoria. En la figura 4.2 (C) se sugiere una x;x; |-trayectoria, al recorrer la
cuerda azul y el ciclo dirigido C; esta posible trayectoria no pasa por la fle-
cha (X, Xit1)- También, se muestra una posible
Xx;41-trayectoria, al recorrer la cuerda verde; esta trayectoria dirigida no
pasa por la flecha (x;,xj41).

T

Tit1

Figura 4.2: Tres distintos casos para ciclos hamiltonianas especiales

Sea C = (xo,...,X,—1,X0) un ciclo dirigido en una digrafica D. Decimos que
un vértice x; de C tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C, si para toda
cuerda en C, al ir recorriendo la  trayectoria  dirigida
(xi,C,x0) U (x0,C,x;_1), siempre nos encontramos con la cabeza de cada cuer-
da, antes que la cola; ver la figura 4.3, Observamos que si C no tiene cuerdas,
entonces cualquier vértice cumple la propiedad de la cabeza por vacuidad.

Figura 4.3: El vértice x; tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C
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Sean D una digrificay C = (xo,...,X;_1,X0) un ciclo dirigido en D. Dados dos
vértices distintos x; y x; en V(C) con i < j, decimos que el par {x;,x;} es un par
fuerte de C en D si las digraficas inducidas
D[V (x;,C,xj—_1)] y D[V (x},C,x0) U (x0,C,xi—1)] son fuertemente conexas. En la
figura 4.4, se muestra un ejemplo de un par de vértices que son un par fuerte de un
ciclo C dentro de una digrafica D.

Figura 4.4: El par de vértices {x;,x;} es un par fuerte de C en D.

Lema 4.1. Sean D una digrdfica y C = (xg,...,X,—1,X0) un ciclo dirigido en D.
Si un par de vértices {x;,x;} de C es un par fuerte de C en D, entonces el par de
flechas {(xi—1,x;),(xj—1,xj)} tiene la propiedad de la trayectoria.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que i < j. Por demostrar
que existe una (x;_p,x;)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x;_1,x;) y
que también existe una (x;_,x;)-trayectoria que no pasa por la flecha (x;_,x;).

Consideremos primero a la subdigréfica inducida Dy = D[V (x;,C,xj_1)]. Por
definicion de par fuerte sabemos que Dy es fuertemente conexa, y como i < j, sa-
bemos que x; no pertenece a Dj;. Se sigue que existe una
(xj—1,x;)-trayectoria dirigida en D1, que no pasa por la flecha (x;_,x;).

De igual manera, consideremos a la subdigrifica inducida
Dy = D[V (x;,C,x0) U(xo,C,x;—1)]. Por definicién de par fuerte sabemos que D,
es fuertemente conexa, y como i < j, sabemos que x; no pertenece a D;. Se si-
gue que existe una (x;_p,x;)-trayectoria dirigida en D, que no pasa por la flecha
(Xi—1,%i).

Esto demuestra que el par {(x;—1,x;),(xj—1,x;)} cumple la propiedad de la
trayectoria.

[]
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4.2. Caracterizacion arcoiris para digraficas hamil-
tonianas

En esta seccion, enunciamos y probamos el teorema principal de este capitulo,
que caracteriza, con base en las definiciones enunciadas en la seccién anterior, a
las digraficas fuertemente conexas cuyo nimero de coloracion arcoiris es igual a
su orden.

Teorema 4.2. Sea D una digrdfica fuertemente conexa con n vértices. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(1) 7e(D) =n.

(2) D es una digrdfica hamiltoniana, pero no tiene ciclos hamiltonianos espe-
ciales.

(3) D tiene un ciclo hamiltoniano C = (x,...,Xy—1,%0) y dos vértices x; y x;
tales que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C, pero el par
{xi,x;} no es un par fuerte de C en D.

Este resultado se demuestra a través de una serie de lemas. Para probar que
(1) = (2) demostramos la contrapositiva de esta implicacién. Dicha demostra-
cion se divide en dos lemas: el lema 4.3|demuestra que si D tiene un ciclo dirigido
hamiltoniano especial del tipo (A), entonces el nimero de coloracién arcoiris de D
es alo mds n— 1; el lema 4.4 prueba que si D tiene un ciclo dirigido hamiltoniano
especial del tipo B 6 C, entonces también el nimero de coloracién arcoiris de D
es a lo mds n — 1. El lema 4.5/ demuestra que (2) = (3) y finalmente, el lema
4.6 prueba que (3) = (1).

Lema 4.3. Sea D una digrdfica hamiltoniana con n vértices. Si C es un ciclo
hamiltoniano especial del tipo (A) contenido en D, entonces rc(D) < n— 1.

Demostracion. Sean D una digrafica hamiltoniana con n vértices y
C = (xo,...,Xs—1,%0) un ciclo dirigido hamiltoniano especial del tipo (A). Sin
pérdida de generalidad, etiquetamos los vértices del ciclo dirigido C de tal manera
que la flecha (x,,—1,xp) cumple la propiedad de la trayectoria; es decir, que existe
una (x,_1,xp)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,_1,x0). Asi, toma-
mos a T, una (x,_1,Xp)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,_1,x0), y
que ademas tiene el minimo nimero de cuerdas en C.
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Construyamos ahora, una subdigrifica H generadora de D, formada por la
trayectoria dirigida (xo,C,x,—1) y la trayectoria dirigida 7', como sigue:

F(H) = (F(C) ={(xa-1,%0) }) UF(T).

Afirmacion 1: H es fuertemente conexa.

Por construccidn, tenemos que T es una (x,_1,Xg)-trayectoria dirigida. Por lo
tanto, (xg,C,x,—1) U (x,—1,T,Xp) es un camino dirigido cerrado que contiene a
todos los vértices de H; por el teorema 2.3, H es fuertemente conexa.

Afirmacion 2: F (T ) — F (C) # 0; es decir, existe al menos una cuerdaen F (7).

Por construccién, H es fuertemente conexa y no contiene a la flecha (x,,—1,xg).
Observamos que 5; (xn—1) > 1,y por lo tanto, existe otro vértice x; tal que la fle-
cha (x,_1,x;) pertenece a F (H), con k # 0y k # n—2; esto significa que (x,,—1,x%)
es una cuerda en C.

Afirmacion 3: H es minimamente fuerte.

Para demostrar la afirmacion 3, consideremos las siguientes afirmaciones:

Afirmacién 3.1: Si (x,,x;) es una flechaen F (T ) — F(C), entonces H — (x, x)
no contiene ninguna (x,_1,xo)-trayectoria dirigida.

Observamos que si (x,,x5) € F(T) — F(C), entonces (x,,xs) es una cuerda de
C. Procediendo por contradiccion, supongamos que existe una (x,_1,Xp)-trayectoria
en H — (x,,x,). Esta trayectoria dirigida tiene una cuerda menos que 7', lo que con-
tradice la eleccion de 7.

Afirmacién 3.2: Si (x;,x;) € F(T) es una cuerda de C, entonces i > j.

Sea (x;,x;) unaflechade F(T) — F(C), la cual es una cuerda de C. Procediendo
por contradiccion, supongamos que i < j. Observamos que la flecha (x,_1,x0)
no pertenece a la trayectoria dirigida (x;,C,x;). Por lo tanto, la cuerda (x;,x;)
se puede sustituir en T por la trayectoria dirigida (x;,C,x;), lo cual nos da un
(xn—1,%0)- camino dirigido que tiene una cuerda menos, que a su vez contiene
una (x,_1,xo)-trayectoria dirigida, con al menos una cuerda menos que 7. Esto
contradice nuevamente la eleccion de T'. Asi, tenemos que i > j.

Afirmacioén 3.3: (xo,C,x,_1) es la tnica (xq, x,_1 )-trayectoria dirigida conte-
nidaen H.

Procediendo por contradiccion, supongamos que existe 77, una (xo,x,—1)-
trayectoria dirigida en H distinta de (xo,C,x,—1). Por lo tanto, existe una flecha
(xx,x;) en F(T') que no pertenece a (xg,C,x,_1); es decir, (xg,x;) es una cuerda
de C.
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Sea (xq,xg) la primer flecha de T’ que no pertenece a (xo,C,x,—1). Si xq = xo,
entonces 0 = o < f3, contradiciendo la afirmacién 3.2.

Supongamos que xq # Xo. Por la eleccién de (xq,xg) se tiene que todas las
flechas de la trayectoria dirigida (xo,7’,xs) estdn contenidas en (xo,C,x,_1);
es decir, (x9,T’,x¢) = (x0,C,xq). Como T’ es una trayectoria dirigida, entonces
xg & V((x0,T",xa)), lo que implica que xg € V((xq+1,C,x,—1)); se deduce que
o < B, contradiciendo la afirmacién 3.2.

Para demostrar que H es una subdigrafica minimamente fuerte, consideremos
a f una flecha de H; probaremos que H — f no es fuertemente conexa.

Si f € F(T)— F(C), entonces, por la afirmacion 3.1, sabemos que H — f no
es fuertemente conexa. Asimismo, si f € F(C), entonces, por la afirmacién 3.3,
se tiene que H — f no es fuertemente conexa. Con esto concluimos que H es
minimamente fuerte.

Como H no es un ciclo, entonces, por el teorema (3.4, tenemos que
rc(H) < n— 1. Finalmente, dado que H es es una subdigrafica fuertemente cone-
xa y generadora de D, podemos aplicar la proposicion 3.3y afirmar que rc(D) <
re(H) # n—1, que es lo que queriamos demostrar.
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Lema 4.4. Sea D una digrdfica hamiltoniana con n vértices. Si C es un ciclo ha-
miltoniano especial del tipo (B) 6 (C) contenido en D, entonces
re(D) <n—1.

Demostracion. Sea C = (xp,...,X,—1,X0) un ciclo hamiltoniano especial del tipo
(B) o (C) contenido en D. Sin pérdida de generalidad, etiquetamos a los vértices
de C de tal manera que las flechas que cumplen la propiedad de la trayectoria sean
(Xn—1,%0) ¥ (xjy,Xjo+1) para alguna jo en {0,...,n—2}.

Dado que C es un ciclo especial del tipo (B) o (C), entonces podemos tomar a
Ty una (x,—1,Xj,+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,—1,x0), y T
una (x;,,xo)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x;,,xj,41).

Observamos que si la trayectoria dirigida 77 pasa por xo, entonces la subtra-
yectoria dirigida (x,—1,77,x0) es una (x,_1,Xp)-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (x;,_1,xp). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano especial del tipo
(A). De manera similar, si la trayectoria dirigida 75 pasa por xj,41, entonces la
subtrayectoria dirigida (x;,,72,xj,+1) es una (xj,,x,+1)-trayectoria dirigida que
no pasa por la flecha (x,,xj,+1). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano espe-
cial del tipo (A). En ambos casos, podemos aplicar el lema 4.3 obteniendo que
re(D) <n—1.

Asi, supongamos que xo ¢ V(71) y que xj 1 ¢ V(T>). Mds atin, supongamos
que D no contiene ciclos hamiltonianos especiales del tipo (A). Por lo tanto, no
existen (x;,_1,xo)-trayectorias dirigidas que no pasan por la flecha (x,_1,x0), y
de igual manera no existen (x;,,x,+1)-trayectorias dirigidas que no pasan por la
flecha (xy,xjo41)-

Consideremos la coloracién ¢ : F(D) — {1,...,n— 1} dada por:

[ para0<k<n—1yl1<I<n-1
@ (xg,x1) = { .
Jjo+1 para0<k<n—-1yl=0,
es decir, la coloracién ¢ pinta de color / a todos las flechas que son adyacentes
hacia x; (con x; distinto de xp), y pinta de color jy+ 1 a todas las flechas que son
adyacentes hacia x.
Afirmacioén 1: La trayectoria dirigida T = (xo,C,x,_1) es una trayectoria ar-
coiris bajo ¢.
Sean (xq,xg) y (xy,xs) dos flechas distintas en T. Probaremos que
¢ (xa,xg) # @(xy,xs5). Como xo ¢ {xpg, x5}, por ser xo el vértice inicial de la tra-
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yectoria dirigida 7', entonces bajo la coloracién ¢ tenemos que:

(p<x057xﬁ) = B?
P(xy,x5) = 0.

Ahora bien, como 8 # 8, entonces @ (xq,Xg) # @(xy,Xs). Por lo tanto, T es una
trayectoria dirigida arcoiris bajo ¢.

Afirmacion 2: ¢ es una coloracion arcoiris de D.

Sean x, y x; dos vértices en D. Por demostrar que existe una (x,,x;)-trayectoria
dirigida arcoiris.

Caso 1: r <.

En este caso, consideramos la trayectoria dirigida (x,,C,x;) que es una sub-
trayectoria dirigida de T = (xo,C,x,_1), y por lo tanto, es una trayectoria arcoiris
bajo ¢.

Caso 2: r > .

Consideramos 3 subcasos, con respecto al indice jo+ 1.

Caso2.1:r> jo+1>s.

Tomemos la trayectoria dirigida (x,,C,x,—1) U (x,—1,%0) U (x9,C,x5), como se
muestra en la figura 4.5, Observamos que el vértice xj,,1 solamente puede ser
vértice inicial de dicha trayectoria dirigida. Utilizando el caso 1, tenemos que las
subtrayectorias dirigidas (x,,C,x,—1) y (x0,C,xs) de T son subtrayectorias dirigi-
das arcoiris, las cuales son ajenas por colores, ya que T es arcoiris. Ademads, la
coloracion de la flecha (x,_1,x0) bajo @ es jo+ 1, y por la observacion al inicio
de este parrafo, el color jo-+ 1 no se repite. Por lo tanto, la trayectoria dirigida
(xr,Cyxp—1) U (x—1,%0) U (x0,C,x5) es arcoiris.

Ts

Caso 2.1 Caso 2.2 Caso 2.3
Figura 4.5: Caso 2 cuando r > s
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Caso02.2:r>s52> jo+ 1.

En este caso consideremos al camino dirigido (x,,C,x,—1) U Ty U (xj,+1, C,
xs). Note que xo no pertenece a (x,,C,x,_1) porque r > jo+ 1 > 0, xo no pertenece
a T por la suposicion sobre 77, y xo no pertenece a (xj,+1,C,x,) dado que jo+1 >
0. Ahora bien, utilizando el teorema 2.1/ podemos extraer una (x,,x;)-trayectoria
dirigida T, que sabemos que no contiene a xo como vértice interno. Por lo tanto,
bajo la coloracion ¢, todas las flechas de T}, tienen un color distinto, ya que las
unicas flechas que repiten color son aquellas que son adyacentes hacia xy y la
flecha (xjy,%jo41)-

Caso23 jo+1>r>s.

En este caso consideremos al camino dirigido (x,,C,x;)UT> U (xo,C,x,). Note
que x,+1 no pertenece a (x,,C,x;) porque r < j < jo+ I, notamos también que
Xj,+1 o pertenece a T por suposicion sobre 73, y finalmente x| no pertenece a
(x0,C,x;) dado que s < r < jo+ 1. Ahora bien, utilizando el teorema 2.1/ podemos
extraer una (x,,xs) trayectoria dirigida 7g que sabemos que no contiene al vértice
Xj,+1 como vértice interno. Por lo tanto, bajo la coloracion @, todas las flechas de
Tp tienen un color distinto, ya que las tnicas flechas que repiten color son aquellas
que son adyacentes hacia x4 y la flecha (x,— ,X0)-

Esto agota todos los casos posibles, y nos permite concluir que ¢ es una colo-
racion arcoiris de F (D) con n— 1 colores, y por tanto también podemos concluir
que ic(D) <n-—1.

[]

Lema 4.5. Sea D una digrdfica hamiltoniana con n vértices. Si D no tiene ciclos
dirigidos hamiltonianos especiales, entonces, para todo ciclo dirigido hamilto-
niano C, existen dos vértices x; y x;j tales que x; y x; cumplen la propiedad de la
cabeza con respecto a C, y el par {x;,x;} no es un par fuerte de C en D.

Demostracion. Sea D una digréafica hamiltoniana con n vértices que no contie-
ne ciclos dirigidos hamiltonianos especiales. Sea C = (xy, ..., X,—1, Xo) un ciclo
dirigido hamiltoniano en D.

Si tenemos que F(C) = F(D), entonces D es un ciclo dirigido que no tiene
cuerdas. Por lo tanto, por vacuidad, todos los vértices de C cumplen la propiedad
de la cabeza, y ademas, todo par de vértices no forma un par fuerte de C en D, que
es lo que se queria demostrar.

Supongamos que F (D) — F(C) # 0, es decir, que existe al menos una cuerda
en C.

Afirmacion 1: C no tiene ningin par fuerte.
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Supongamos por el contrario que existen un par de vértices {xq,xg} que for-
man un par fuerte de C en D. Por el lema 4.1/ tenemos que las flechas (xg—1,Xq) ¥
(xﬁ_l ,xﬁ) tienen la propiedad de la trayectoria, lo que implica que C es un ciclo
hamiltoniano especial, lo cual contradice la hipotesis.

Afirmacion 2: C no tiene cuerdas opuestas.

Supongamos por el contrario que C tiene un par de cuerdas opuestas (xg,x;) y
(xr,x5). Recordemos que dos cuerdas (xx,x;) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C,
si tanto los vértices x, y x; pertenecen a la trayectoria dirigida (x;,C,x;), asi como
(x5,C,x;) U (x7,C,x,) es una trayectoria dirigida, y los vértices x; y x; pertenecen
a ésta.

Observamos que las flechas (xg,xx+1) ¥ (xr,x41) tienen la propiedad de la
trayectoria, ya que (xx,x;) U (x;,C,x,11) es una (xg,x,,)-trayectoria dirigida que
no pasa por (xy,xx.1); similarmente tenemos que (x,,xs) U (x5,C,Xx;11) €s una
(xr, X1 1 )-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (x,, x, 1), como se mues-
tra en la figura 4.6 Por lo que, C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial de D,
lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto, concluimos que en C no hay cuerdas
opuestas.

Tk
Th41

Tr41
Ty Xy

Figura 4.6: (x,x;) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C

Falta demostrar que C tiene al menos dos vértices que tienen la propiedad de
la cabeza. Primero probamos que existe al menos un vértice que tiene la propiedad
de la cabeza y subsecuentemente demostramos que C tiene al menos dos vértices
que tienen la propiedad de la cabeza.
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Afirmacion 3: D tiene al menos un vértice que tiene la propiedad de la cabeza
con respecto a C.

La demostracion se realizard por contradiccidn, y consiste en ir encontrando
cuerdas en el ciclo C, hasta llegar a una cuerda (x;,,x,, ), tal que genera que ten-
gamos dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria; esto significa que
tenemos un ciclo hamiltoniano especial, lo cual contradice la hipétesis.

Consideremos una cuerda (x;,x;) en C tal que la longitud de (x;,C,x;) sea
minima. Supongamos sin pérdida de generalidad, que x; = xo. Sabemos que existe
dicha cuerda dado que F (D) — F(C) # 0.

Como ningun vértice tiene la propiedad de la cabeza, x; no tiene la propie-
dad de la cabeza. Por lo tanto, existe una cuerda (xg,x;), tal que en la trayectoria
dirigida (x;,C,x0) U (x0,C,xj_1), X aparece antes que x;.

Afirmacién 3.1: Para toda cuerda (x,x;) que evita que x; tenga la propiedad
de la cabeza, se tiene que x; € V((xj,C,x,-1)) y x; € V((x0,C,xj_1)); ver la figura
4.7

r;, =X

Tk

Figura 4.7: Afirmacion 3.1

Demostramos primero que x; € V((x;,C,x,—1)). Supongamos por el contrario,
que x; € V((x0,C,xj—1)); consecuentemente tenemos que la cabeza x; también
estd en la trayectoria dirigida (xp,C,x;_1). Lo cual significa, que tanto x; como
x; pertenecen a la trayectoria dirigida (xo,C,x;_1), y por lo tanto, la longitud de
(xk,C,x;) es menor que la longitud de (xo,C,x;_). Esto contradice la eleccién
de la cuerda (x;,x;), ver la figura 4.8, Por lo tanto, tenemos que la cola x; debe
pertenecer al segmento (x;,C,x,_1).

Demostramos ahora que x; € V((xp,C,x;_1)). Supongamos por el contrario
que, x; € V((x;,C,x,—1)). Afirmamos que las cuerdas (xo,x;) y (xx,X;) son cuer-
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Figura 4.8: Afirmacion 3.1

das opuestas en C.

Por lo demostrado anteriormente y como x; € V((x;,C,x,—1)), tenemos que
tanto x; como x; pertenecen a la trayectoria dirigida (x,C,xo); de igual manera, te-
nemos que los vértices xo y x; pertenecen a la trayectoria dirigida
(x1,C,x0) U (x0,C,x¢), lo cual significa que (x¢,x;) y (xo,X;) son cuerdas opues-
tas, como se muestra en la figura 4.9, Esto contradice la afirmacion 2. Por lo que,
X] € V((X(),C,)CJ',Q).

Figura 4.9: (xo,x;) y (x,xs) son cuerdas opuestas en C.

Por lo tanto, tenemos que para cualquier cuerda (x,x;) que evita que x; ten-
ga la propiedad de la cabeza, se debe de cumplir que x; € V((x;,C,x,—1)) ¥y
X] € V((X(),C,Xj_1>).
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Sea (x,,x;) una cuerda que evita que x; tenga la propiedad de la cabeza, tal
que s = min{l : (x;,x;) evita que x; tenga la propiedad de la cabeza}.

Observamos que si x; = x1, entonces las flechas (xg,x;) y (x,,x,41) cumplen la
propiedad de la trayectoria, dado que (xg,x;) U (x;,C,x41) es una
XoXr41-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,x1), y (x/,xs = x1) es
una x,xs-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,,x,41). Por lo que, tene-
mos que C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial, lo cual contradice nuestra
hipétesis; ver la figura 4.10. Por lo tanto, supongamos que (xs # X1 ).

T; = To

Ts = X1

Tr41

Ly

Ly

Figura 4.10: x; = x;

Dado que ningtn vértice tiene la propiedad de la cabeza, en particular, el vérti-
ce x,, por lo tanto, existe una cuerda (x,,x,,) tal que en la trayectoria dirigida
(x5,C,x0) U (x9,C,xs—1) nos encontramos primero a la cola x;, antes que la cabeza
xu().

La idea de las siguientes afirmaciones es como sigue: bajo la suposicion de que
no existe ningun vértice que tenga la propiedad de la cabeza, iremos encontrando
una sucesion de cuerdas (xy,Xy), - -, (Xz,,%y,) tales que evitan que los vértices
Xs,Xugs - -5 Xu,_, tengan la propiedad de la cabeza, respectivamente, y tendremos
tres posibilidades en cada iteracién dependiendo de la ubicacion del vértice x,,,
en el ciclo C, con a € {0,..., p}, de la siguiente manera:

(1) Sixy, € V((xj+1,C,x,)), entonces las flechas (x;,, X/, +1) ¥ (Xr,x,+1) tienen
la propiedad de la trayectoria;
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(2) Sixy, € V((x/+1,C,x0)), entonces las flechas (xp,x1) y (xr,x-11) tienen la
propiedad de la trayectoria;

(3) Si xy, € V((x1,C,xy, ,)), entonces x;, € V((xy, ,,C,Xu, ,)), y podemos
encontrar una cuerda (X, ,, X, ), tal que evita que x,, tenga la propiedad
de la cabeza.

Volvemos a considerar estos tres casos para el vértice x,,,, .

Hasta llegar, con estas iteraciones, a un paso p en el que se cumple la condiciéon
(1) 0 (2), 0 agotamos todos los vértices del segmento (x1,C,x;), hasta obtener que
Xy, = X1; €N cuyo caso, las flechas (xo,x1) y (xr,X-41) tienen la propiedad de la
trayectoria. Estas afirmaciones nos llevan a concluir que, bajo la suposicion de no
tener ningun vértice que tenga la propiedad de la cabeza, siempre podemos en-
contrar dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria, lo cual implica que
tenemos un ciclo hamiltoniano especial, contradiciendo nuestra hipdtesis general.

Afirmacién 3.2: Para toda cuerda (xy,,x;,) que evita que x, tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Six; € V((xj4+1,C,x,)), entonces las flechas (xy,,xky+1) ¥ (X, %r41) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Si x;, € V((x,+1,C,x0)), entonces las flechas (xo,x1) y (x,x,41) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Sixy, € V((x1,C,xs—1)), entonces xg, € V((x5,Xx;—1)), y podemos encontrar
una cuerda que evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero observamos que €stos son los tnicos tres casos, ya que el vértice x;,
no puede estar en V((x,,C,x;)), porque contradice la eleccién de la cuerda (xo,x;),
como se muestra en la figura 4.11.
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T, = X

Lk

Ly

- Xy
T 0

Figura 4.11: x;, € V((x,,C,x;))

Caso 1: x;, € V((x41,C,x,)).

Por demostrar que las flechas (xy,,xx,+1) ¥ (x,X41) tienen la propiedad de la
trayectoria.

En efecto, la trayectoria dirigida (xg,,x;,) U (xy,,C,xr41) es una
(Xky»Xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xy,,xg,+1). También te-
nemos que la trayectoria dirigida (x,,x;) U (x;,C,xg,41) €s una
(Xr,Xgy+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,,x,11); ver la figura
4.12. Esto es una contradiccion a la hipétesis de que C no tiene ciclos especiales.

T, = X0
Ts
T

Thko+1

Ly

Figura 4.12: Caso 1 para x;,

Caso 2: x;, € V((x,11,C,x0)).

Por demostrar que las flechas (xg,x;) y (x,,x,4+1) tienen la propiedad de la
trayectoria.
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T = To T
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Figura 4.13: Caso 2 para x;,

Notemos primero que, en este caso, xg, ¢ V(x,,C,xp) ya que de lo contrario,
la flechas (xo,x;) y (xk,,%;,) serfan cuerdas opuestas en C. Esto contradice a la
afirmacion 2 de este lema.

En efecto, las flechas (xp,x1) y (x,,x,11) tienen la propiedad de la trayectoria,
ya que (xo,X;) U (x;,C,x,41) es una (xo,x,1)-trayectoria dirigida que no pasa por
la flecha (xp,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (x,,x,) U (xg,C,x,) U
(kg5 X1,) U (x1,,C,x1) contiene una (x,,x; )-trayectoria dirigida que no pasa por la
flecha (x,,x,41), ver la figura 4.13. Esto contradice nuevamente el hecho de que
el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano especial.

Caso 3: x;, € V((x1,C,x5-1)).

Por demostrar que x, € V((x5,Xxj—1)), ¥y que existe una cuerda (xx,,x;,) que
evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero veamos que xg, € V((x,xj-1)).

Procediendo por contradiccion, supongamos que el vértice xi, pertenece a
V((xj,C,x0) U (x0,C,xs—1)). Entonces, la cuerda (xy,,x;,) también evita que el
vértice x; tenga la propiedad de la cabeza; €sto contradice la eleccion de la flecha
(xr,X5), ya que el indice s es minimo con respecto a la propiedad de evitar que x;
tenga la propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.14, Por lo tanto,
concluimos que xi, € V((x1,C,xs—1)).
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Figura 4.14: Caso 3 para x;,

Como estamos suponiendo que ningtin vértice tiene la propiedad de la cabeza,
en particular se cumple para x;,. Por lo tanto, existe al menos una cuerda que evita
que x;, tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmacion 3.2.

Tomemos una cuerda (x;,,x,,) que evita que x, tenga la propiedad de la cabeza,
conug = min{f :xg € V((x1,C,x5-1)), y (Xa,Xg) evita que x, tenga la propiedad de la cabeza}.

Observamos que si x,, = x1, entonces las flechas (xo,x1) y (x,x41) cum-
plen la propiedad de la trayectoria, dado que (xo,x;) U (x;,C, X, 1) €8 una xoX,; -
trayectoria  dirigida que no pasa por la flecha (xp,x1), ¥y
(%, X5) U (x5, C,2xg,) U (x4, Xy = X1) €8 UNA X,x1-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (x,,x,41). Por lo que, tenemos que C es un ciclo dirigido hamilto-
niano especial, lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, supongamos que
Xu, 7 x1; ver la figura4.15.
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Ti =T0 Ty, =1
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Figura 4.15: x,,, = x1

Afirmacién 3.3: Para toda cuerda (xi,,x;,) que evita que x,, tenga la propie-
dad de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Six; € V((xj41,C,x,)), entonces las flechas (xg,, Xk, +1) ¥ (xr,X41) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Six;, € V((xr41,C,x0)), entonces las flechas (xo,x1) y (x,,x-11) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Si x;, € V((x1,C,xy,—1)), entonces xx, € V((x,,,C,x5_1)), y podemos en-
contrar una cuerda que evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero observamos que €stos son los tinicos tres casos, ya que el vértice x;, no
puede estar en V ((x,,,C,x;)) porque contradice la eleccién de la cuerda (xo,x;),
como se muestra en la figura 4.16.

Ty = X0 Ty

fL'J xll

Figura 4.16: x;, ¢ V((xy,,C,x}))
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Caso 1: x;, € V((xj4+1,C,x,)).

Por demostrar que las flechas (xg,,Xg,+1) ¥ (*r,%x-41) tienen la propiedad de la
trayectoria.

En efecto, la trayectoria dirigida (xg,,x;,) U (x;,,C,x,+1) es una
(Xk, ;Xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xi,,x,+1). También te-
nemos que el camino dirigido (x,,xy) U (xy, C, x5, ) U (xk,, X1, ) U (x4, C, X, +1) €S un
(xr,Xg,+1)-camino dirigido que no contiene a la flecha (x,,x,41), por lo tanto, con-
tiene una (x,,xy,+1)-trayectoria dirigida que no pasa por (x,,x,11); ver la figura
4.17. Esto es una contradiccion a la hip6tesis de que C no tiene ciclos especiales.

T; = X

Ly

Figura 4.17: Caso 1 para x;,

Caso 2: x;, € V((x/41,C,x0)).
Por demostrar que las flechas (xo,x;) y (x,x,11) tienen la propiedad de la
trayectoria.

Notemos primero que, en este caso, xi, ¢ V(x;,C,xo) ya que de lo contrario,
las flechas (xo,x;) y (xx,,X;,) serfan cuerdas opuestas en C. Esto contradice a la
afirmacion 2 de este lema.

En efecto, las flechas (xp,x;) y (x,,x,41) tienen la propiedad de la trayectoria,
ya que (xg,X;) U (x;,C,x,41) es una (xo, x4 )-trayectoria dirigida que no pasa por
la flecha (xp,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (x,xs) U (xy,C, X)) U
(X195 Xug ) U (Xug, C Xk, ) U (X, , X1, ) U (%7, C,x1) contiene una (x,,xp)-trayectoria di-
rigida que no pasa por la flecha (x,,x,41), ver la figura 4.18| Esto contradice nue-
vamente el hecho de que el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano especial.
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Figura 4.18: Caso 2 para x;,

Caso 3: x;, € V((x1,C,xy9—1)).

Por demostrar que x;, € V((x4,C,x—1)) y que existe una cuerda
(xk,,x1,) que evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero veamos que x, € V((xy,,C,xs—1)). Procediendo por contradiccién,
supongamos que xz, € V ((x5,C,x0) U (x9,C,xs—1). Notemos que la cuerda (xg, ,x;, )
también evita que el vértice x, tenga la propiedad de la cabeza. Ademas, los indi-
ces cumplen que /; < ugy < s, contradiciendo la eleccién de la flecha (xy,,xy,), ya
que el indice uy es minimo respecto a la propiedad de evitar que x; tenga la pro-
piedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.19. Por lo tanto, concluimos
que xg, € V((xyy,C,x5-1)).

Figura 4.19: La flecha azul es el caso 3 para x;,; las flechas punteadas nos llevan a
una contradiccion.

Por dltimo, notemos que como ningin vértice tiene la propiedad de la cabeza,
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en particular se cumple para x;, ; es decir, existe al menos una cuerda que evita que
x;, tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmacion 3.3.

Sea (x;,,x,,) una cuerda que evita que x,, tenga la propiedad de la cabeza, tal

que u; = min{ B : xg € V((x1,C,xyy-1)), ¥ (Xa,Xg) evita que x,, tenga la propiedad de la cabeza}.
Observamos que si x,, = X1, entonces las flechas (xp,x1) y (x,,x-41) cum-

plen la propiedad de la trayectoria, dado que (xo,x;) U (x;,C,X,+1) €S una xoX,;1-

trayectoria  dirigida que no pasa por la flecha (xp,x1), ¥y

(xr,X5) U (x5,C,x75) U (Xgg5%) U (X, Coxpy) U (x,%, = Xx1) es un

x,x1-camino dirigido que no pasa por la flecha (x,,x,41), que contiene una x,x-

trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,,x,1). Por lo que, tenemos que

C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial, lo cual contradice nuestra hipétesis.

Por lo tanto, podemos suponer que x,, # x1; ver la figura 4.20.

i = T LTy = T1

Lr41

Ly

- xto
Ly

Figura 4.20: x,,, = x;

Afirmacién 3.4: Para toda cuerda (x,,x;,) que evita que x,, tenga la propie-
dad de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Six;, € V((xj41,C,x,)), entonces las flechas (xx,,Xx,+1) ¥ (Xr,X11) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Si x;, € V((x,+1,C,x0)), entonces las flechas (xo,x1) y (x,,x-11) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Six;, € V((x1,C,xy,—1)), entonces xx, € V((xy,,C,xy,—1)), y podemos en-
contrar una cuerda que evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza.
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Primero observamos que estos son los tnicos tres casos, ya que el vértice x;,
no puede estar en V((u1,C,x;)) porque contradice la eleccion de la cuerda (xo,x;),
como se muestra en la figura4.21.

Tr41

Ty

T
Tj Ly 0

Figura 4.21: x;, ¢ V((u1,C,x;))

Caso 1: x;, € V((x4+1,C,x,)).

Por demostrar que las flechas (xg,,xx,+1) ¥ (xr,X,41) tienen la propiedad de la
trayectoria.

Consideremos a la trayectoria dirigida (x,,xz,) U (x;,,C,x,11), la cual es una
(xk,,xr11)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xi,,x%,+1);
asimismo,  consideremos el  Xx,,x,41-camino  dirigido dado  por
(0, X5) U (X5, C2x15) U (X5 X)) U (X €, X1, ) U (2,5 Xy ) U (X, €, Xy 41 ), que con-
tiene una (x,,xy,+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x,,x.41); ver
la figura 4.23| Esto es una contradiccion a la hipétesis de que C no tiene ciclos
especiales.
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T; = X
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Figura 4.22: Caso 1 para x;,

Caso 2: x;, € V(x,41,C,x0).

Por demostrar que las flechas (xg,x;) y (x,,x,.+1) tienen la propiedad de la
trayectoria.

Notemos primero en este caso que xx, ¢ V((x;,C,xo)), ya que de lo contrario
las flechas (xo,x;) y (xx,,x,) serfan cuerdas opuestas en C. Esto contradice la
afirmacion 2 de este lema.

En efecto, las flechas (xp,x;) y (x,,x,41) tienen la propiedad de la trayec-
toria, ya que (xo,x;) U (x;,C,x,41) es una (xp,x,41)-trayectoria dirigida que no
pasa por (xp,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (x,xs) U (xy,C, X)) U
(X9 >Xug ) U (Xug, C, X2y ) U (X, 5 Xy ) U (X, € Xk, ) U (X, X7, ) U (37,, €, X1 ) contiene una
(xr,x1 )-trayectoria dirigida que no pasa por (x,,x,11), ver la figura4.23| Esto con-
tradice nuevamente el hecho de que el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano
especial.
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Figura 4.23: Caso 2 para x;,

Caso 3: x;, € V((x1,C,xy,—1)).

Primero veamos que xi, € V((xy,,C,x,,—1)). Procediendo por contradiccion,
supongamos que X, € V ((xy,,C,x0) U (x9,C,x,,—1). Notemos que la cuerda (x, ,x,)
también evita que el vértice x,, tenga la propiedad de la cabeza. Ademas, los indi-
ces cumplen que I < u; < up < s, contradiciendo la eleccion de la flecha (x;, ,xy, ),
ya que el indice u; es minimo respecto a la propiedad de evitar que x,, tenga la
propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.24. Por lo tanto, conclui-
mos que x, € V((xy,,C,xyy—1))-

Ti = X0

- Ttg
Ly

Figura 4.24: Caso 3 para x;,
Por ultimo, notemos que como ningun vértice tiene la propiedad de la cabeza,

en particular se cumple para x;,; es decir, existe al menos una cuerda que evita que
x;, tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmacion 3.4.
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Tr41
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Figura 4.25: Caso 1 para x,,

Tomemos a wuy = min{f : xg € V((x1,C,xy;1)), ¥ (xa,%g) evita que
xy, tenga la propiedad de la cabeza}.

Sabemos, por suposicion, que x,, no tiene la propiedad de la cabeza con res-
pecto a C. Como la digréifica D tiene un nimero finito de vértices en (x,C,x;),
entonces, al continuar iterando este proceso, eventualmente terminamos en una
iteracion p, en la que nos encontramos con alguno de los siguientes casos:

Caso 1: Si x,, € V((xj31,C,x;)), entonces (xr,,%y,) U (xy,,C,Xr11), €s una
(_xt[',,x,H )-trayectoria dirigida que no pasa por (x;,,X:,., ); asimismo, el camino di-
rigido (xr,Xs) U (x,Cox) U (X, %) U (x4,Coxy) U
(X, %) U (%0, Coxny) U (X5 %0,) U - U (x4, ,C,x,+1)  contiene  una
(xr,X;,41)-trayectoria dirigida que no pasa por (x,x,11). En consecuencia, las fle-
chas (x;,,%;,+1) y (xr,x,11) tienen la propiedad de la trayectoria, como se muestra
en la figura |4.25,

Caso 2: Sixy, € V((xy4+1,C,x0)), entonces (xo,x;) U (x;,C,Xr41) €suna (xo,Xr+1)-
trayectoria dirigida que no pasa por (xp,x] ); asimismo, tenemos que el camino di-
rigido (x,,x) U (x5, C, x40 ) U (X1, Xy ) U (X, C, X, ) U (X, Xy ) U (Xy , €2, ) U (X1, Xy ) U
U (x,_,,Coxe, ) U (1,5 Xu, ) U (Xu,, C, 1) contiene una (X, x; )-trayectoria dirigi-
da que no pasa por (x,,x-+1). En consecuencia, las flechas (xo,x;) y (x,%r+1)
tienen la propiedad de la trayectoria, como se muestra en la figura 4.26.

Caso 3: Si x,, = x|, entonces x;, € V((xupfl,C,xupfz)), ya que si supone-
mos que x;, € V((xy,+1,C,x0) U (x0,C, Xy, 1)), la cuerda (x;,,x,,) también evita
que el vértice x,, , tenga la propiedad de la cabeza. Ademas, los indices cum-
plen que u, < up 1 < -+ <uy < up <s, contradiciendo la eleccion de la flecha
(xtp_1 Xy ), dado que el indice u p—1 €s minimo respecto a la propiedad de evitar
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Figura 4.27: Caso 3 para x,,

que x,, , tenga la propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.27, Por
lo tanto, x, € V((xu,_,,C,Xu,_,))-

Mas aun, (xg,x;) U (x;,C,x,11) es una (xo,x,41)-trayectoria dirigida que no
pasa por (xp,x;); asimismo, el camino dirigido (x,,xs) U (xg,C, X)) U (Xzy, Xy, ) U
(Xug, Cyx,) U (X2, X, ) U - - U (xupfl,C,xtp) U (xz,,%y, = x1) contiene una (x,x1)-
trayectoria dirigida que no pasa por (x,,x,+1). En consecuencia, tenemos que las
flechas (xg,x1) y (x,,%-+1) cumplen la propiedad de la trayectoria, como se mues-
tra en la figura 4.27.

Ademas, observamos que estos son los tnicos 3 casos ya que el vértice x,,
no pertenece a V((x,,_,,C,x;)) puesto que contradice la eleccién de la cuerda
(x0,x/).

Por el andlisis anterior, vemos que siempre podemos encontrar un par de fle-
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chas con la propiedad de la trayectoria; es decir, C es un ciclo hamiltoniano espe-
cial, lo cual contradice la hipétesis. Por lo tanto, en C debe de existir al menos un
vértice que tenga la propiedad de la cabeza.

Vamos a demostrar que existen al menos dos vértices en D que tienen la pro-
piedad de la cabeza con respecto a C.

Afirmacion 4: C tiene al menos dos vértices que cumplen la propiedad de la
cabeza.

Vamos a proceder por contradiccién, suponiendo que existe un unico vértice
que cumple la propiedad de la cabeza. Sin pérdida de generalidad, etiquetamos a
los vértices de C, de tal manera que x; es el tnico vértice que cumple la propie-
dad de la cabeza en C; es decir que, al recorrer la trayectoria dirigida (x;,C,xo)
siempre nos encontramos primero con la cabeza de cualquier cuerda de C.

La demostracion consiste en ir encontrando cuerdas en el ciclo C, hasta poder
dar una xox, -trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xg,x;); esto significa
que tendremos un ciclo dirigido hamiltoniano especial tipo (A), lo cual contradice
la hipétesis.

En las siguientes afirmaciones demostramos propiedades que cumplen las cuer-
das que evitan que los vértices x; y xo tengan la propiedad de la cabeza.

Afirmacién 4.1: Para toda cuerda (x,,xs) que evita que x, tenga la propiedad
de la cabeza, se tiene que x; = xj.

Como x;, no tiene la propiedad de la cabeza, entonces existe una cuerda (x;,x;),
tal que en la trayectoria dirigida (x,,C,xg) U (xo,x1) aparece primero el vértice x,
antes que el vértice x;, como se muestra en la figura 4.28|

Supongamos por el contrario que x; # x1; entonces el vértice x; pertenece a
V((x2,C,x,—1) U{x0}. Como x, aparece primero que x;, entonces la flecha (x,x;)
también evita que x| cumpla la propiedad de la cabeza, lo cual es una contradic-
cion; ver la figura|4.28| Por lo tanto, x; = x;.
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Figura 4.28: Afirmacion 4.1

Afirmacion 4.2: Para toda cuerda (x;,,x,,) que evita que xo tenga que la pro-
piedad de la cabeza, se tiene que x;, = xo.

Supongamos por el contrario que x;, # xo. Como la cuerda (x;,,x,,) evita que
Xo tenga la propiedad de la cabeza, entonces el vértice x;, aparece antes que x,,, €n
la trayectoria dirigida (x1,C,x,—1). Esto implica que la cuerda (x;,,x,,) también
evita que x; tenga la propiedad de la cabeza, lo cual es una contradiccion; ver la
figura 4.29. Por lo tanto, x;, = xo.

i
Ty 0 I

l'to

Figura 4.29: Afirmacion 4.2

De las dos afirmaciones anteriores, vamos a tomar dos cuerdas
(xr,x5 = x1) Y (X0 = Xy, %y, ), que evitan que x y xo tengan la propiedad de la
trayectoria, respectivamente.
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La idea de las siguientes afirmaciones es como sigue: bajo la suposiciéon de
que solamente el vértice x; tiene la propiedad de la cabeza, iremos encontrado
una serie de cuerdas (x;;,x,,), coni € {0,...,p}, tales que evitan que los vértices
X05Xug, Xu, 5 - - - Xu,_, tengan la propiedad de la cabeza, y tendremos dos posibili-
dades en cada iteracion dependiendo de la ubicacion del vértice x,, en el ciclo C,
de la siguientes manera:

Caso 1: Six,, € V((x1,C,x,)), entonces la flecha (xo,x;) cumple la propiedad
de la trayectoria.

Caso 2: Si x,; € V((xr41,C,x,—1)), entonces existe una cuerda que evita que
xy,; tenga la propiedad de la cabeza.

Al iterar y encontrar la serie de cuerdas (x;,,x,, ), llegaremos a un paso p en el que
necesariamente se cumple el primer caso.

Estas afirmaciones nos llevaran a concluir que, bajo la suposicién de tener uni-
camente un vértice que tiene la propiedad de la cabeza, podemos encontrar una
(x0,x1)-trayectoria que no pasa por la flecha (xp,x;). Lo anterior implica que C es
un ciclo hamiltoniano especial del tipo (A), una contradiccion.

Afirmacién 4.3: Para toda cuerda (x;, = xp,X,,) que evita que xo tenga la
propiedad de la cabeza, se tienen dos casos, dependiendo de la ubicacion de x,,
en el ciclo C:

Caso 1: Si x,, € V((x1,C,x,)), entonces la flecha (xq,x;) cumple la propiedad
de la trayectoria.

Caso 2: Si x,, € V((x,41,C,x,—1)), entonces existe una cuerda que evita que
Xy, tenga la propiedad de la cabeza.

Caso 1: x,, € V((x1,C,x,)).

Por demostrar que la flecha (xg, x; ) tiene la propiedad de la trayectoria. En este
caso, tenemos que la trayectoria (xp,Xy,) U (xy,,C,X,) U (x,,x1) es una (xp,x)-
trayectoria que no pasa por la flecha (xp,x;). Por lo tanto, la flecha (xp,x) tiene
la propiedad de la trayectoria; es decir, C es un ciclo hamiltoniano del tipo (A), lo
cual contradice nuestra hipétesis; ver la figura 4.30
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Ty = Tt Tl = Tg

Ty
Figura 4.30: Caso 1 para x,,
Caso 2: x,, € V((x/4+1,C,x4—1)).
Dado que estamos suponiendo que tnicamente el vértice x; tiene la propie-

dad de la cabeza, entonces existe al menos una cuerda que evita que x,, tenga la
propiedad de la cabeza; ver la figurai4.31.

To =Tty a1 = x4

Ly

Figura 4.31: Caso 2 para x,,

Con esto concluimos la afirmacion 4.3.

Vamos a continuar iterando, tomando en cuenta la ubicacidn de las cabezas de
las cuerdas que evitan que el vértice x,, tenga la propiedad de la cabeza.
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Afirmacion 4.4: Para toda flecha (x,,x;, ) que evita que x,,, tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos que xi, € V((xy,,C,X0)) y se tienen dos casos dependiendo
de la ubicacion del vértice x;, en el ciclo C:

Caso 1: Six; € V((x1,C,x,)), entonces la flecha (xo,x ) tiene la propiedad de
la trayectoria.

Caso 2: Si x;, € V((x41,C,x,,—1)), entonces existe una cuerda que evita que
x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero, observamos que estos son los dunicos casos, ya que si
x;, € V((xuy+1,C,x0)), tenemos que tanto x;, como x; pertenecen a
V((xyy, C, x0)), y como xi, aparece primero que x;,, entonces la flecha (x, ,x;,)
también evita que x| tenga la propiedad de la cabeza, lo cual contradice nuestra
suposicion inicial.

También observamos que xi, € V((x,,,C,x0)), ya que por el contrario, si xi, €
V((x1,C,xyy—1)), entonces la flecha (x,,x;,) evita que x| tenga la propiedad de la
cabeza, lo cual contradice nuestra suposicion inicial.

Caso 1: x;, € V((x1,C,x,)).

En este caso, la trayectoria dirigida:

(x07xu0) U (xu();c7xk1) U (xkl 7'xll) U (Xll ,C,Xr) U (Xr,X])

es una (xp, x|)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xp,x;), como se
muestra en la figura 4.32. Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano especial del
tipo (A), lo cual contradice nuestras hipétesis.

Lo =Ty 1 =2,

ZL'k.l

.%‘ll

T

T

Figura 4.32: Caso 1 para x;,
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Caso 2: x;, € V((x41,C,xy5-1)).
Dado que x; es el tinico vértice que tiene la propiedad de la cabeza, entonces

existe al menos una cuerda que evita que x;, tenga la propiedad de la cabeza; ver
la figura 4.33.

To = Ty, T =Tg

xkl

Ly

Lug I

Figura 4.33: Caso 2 para x;,

Con esto concluimos la afirmacion 4.4.

Tomemos a la flecha (x;,,x,,) tal que:

uy = min{j : (xg,x;) evita que x,, tenga la propiedad de la cabeza}.

Por los dos casos anteriores, asumimos que x,, € V ((xy4+1,C,Xyy—1)).

Por hipdtesis el vértice x,, no tiene la propiedad de la cabeza. Por lo tanto,
existe al menos una flecha que evita que tenga esta propiedad. Vamos a continuar
iterando, tomando en cuenta la ubicacién de las cabezas de las cuerdas que evitan
que el vértice x,, tenga la propiedad de la cabeza.

Afirmacioén 4.5: Para toda flecha (xy,,x;,) que evita que x,,, tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos que x, € V ((x,,,C,x,,)) y se tienen los siguientes dos casos
para x;,:

Caso 1: Six;, € V((x1,C,x,)), entonces la flecha (xo,x ) tiene la propiedad de
la trayectoria.

Caso 2: Si x;, € V((x41,C,x;,—1)), entonces existe una cuerda que evita que
x;, tenga la propiedad de la cabeza.

Primero veamos que xi, € V((xy,,C,xy,)).
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Supongamos por el contrario que x, € V((x1,C,x,,—1)) UV ((xyy,X0)). En el
primer caso, tenemos que la flecha (x,,x;,) evita que x| tenga la propiedad de la
cabeza, lo cual contradice nuestra suposicion inicial; ver la figura 4.34.

Lo =Tty  x1 = x4

Zlftl

ku
Ly

Ty Luy

Figura 4.34: x;, € V((x1,C,xy,-1))

En el segundo caso tenemos que si xz, € V((x,,,%0)), entonces la cabeza x;,
puede estar en V ((x,,,C,x0) U (x1,C,xy,—1)).

Sixg, € V((xyy41,C,x0)), tenemos que tanto xz, como x;, pertenecen a V ((xy,,
C, xp)), y como x;, aparece primero que x;,, entonces la flecha (x,,x;,) también
evita que x| tenga la propiedad de la cabeza, lo cual contradice nuestra suposicion
inicial.

Si x;, € V((x1,C,xy,—1)), entonces la cuerda (xi,,x;,) también evita que el
vértice x,, tenga la propiedad de la cabeza, y contradice la eleccion de la flecha
(¢, %y, ); ver la figura 4.35,

Lo =Tty 11 = x4

.Z'tl

Ly
x

2
Ty Ly

Figura 4.35: x3, € V((xy,%0))



CARACTERIZACION 85

Caso 1: x;, € V((x1,C,x,)).

En este caso, el camino dirigido:

(0, %ug) U (Xug, €22, ) U (X Xy ) U (g, € Xy ) U (g X3, ) U (1, €, ) U (3, 1)

es un (xp,x; )-camino dirigido que no pasa por la flecha (xg,x1 ); lo cual, por el teo-
rema 2.1, implica que este (xp,x;)-camino dirigido contiene una
(x0,x1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xg,x;), como se muestra
en la figura 4.36. Por lo tanto, C seria un ciclo hamiltoniano especial del tipo (A),
lo cual contradice nuestras hipotesis.

Lo =Toyg x1 =1
L2

:L'kl

L B2

Lo

LBy Ly Ti

Figura 4.36: Caso 1 para x;,
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Caso 2: x;, € V((x441,C,xy,—1)).

Dado que estamos suponiendo que unicamente el vértice x; tiene la propie-
dad de la cabeza, entonces existe al menos una cuerda que evita que x;, tenga la
propiedad de la cabeza.

Con esto concluimos la afirmacion 4.5.

Tomemos a la flecha (x;,,x,,) tal que:

up =min{j : (x,x;) evita que x,, tenga la propiedad de la cabeza}.

Por los dos casos anteriores, asumimos que x,, € V ((xy11,C,xy,—1)). Vamos a se-
guir iterando, tomando en cuenta la ubicacion de las cabezas de las cuerdas que
evitan que el vértice x,, tenga la propiedad de la cabeza.

De esta manera, al iterar este proceso, iremos encontrando cuerdas

(xto7xuo)7 (th,xul), ey (xl‘maxum)7

que evitan que los vértices Xxo,Xyy,Xy,,---,Xy, , tengan la propiedad de
la cabeza, respectivamente, cuyos indices cumplen que u; < u;—1, con
1<i<m.

Como tenemos un nimero finito de vértices en (x,C,x,,), al iterar este pro-
ceso, eventualmente llegamos a una iteracion p en la que encontramos una cuerda
(xt,,%u,) tal que necesariamente x,,, cumple el caso 1; es decir, la flecha (xo,x;)
cumple la propiedad de la trayectoria, utilizando el siguiente camino dirigido:

(x07xuo) U (xuO,C,le ) U (xt1 ’xul) U ('xul vC’xfz) U (xt2>xuz> U---

U(u,_1,C X, ) U (X, Xu,) U (X, , €y xr) U (X7, 1),

Por el teorema 2.1/ podemos extraer una (xg,x;)-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (xq,x;). Esto contradice el hecho de que D no tiene ciclos hamilto-
nianos especiales. Por lo tanto, podemos concluir que en D existen al menos dos
vértices que tienen la propiedad de la cabeza, que es lo que queriamos demostrar.

Recopilando las afirmaciones de este lema, tenemos que por la afirmacion 4,
existen al menos dos vértices que cumplen la propiedad de la cabeza con respecto
a C. Asimismo, por la afirmacién 1, D no tiene ningun par fuerte de C en D. Por
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lo tanto, existen dos vértices x; y x; tales que x; y x; cumplen la propiedad de la
cabeza con respecto a C, y el par {x;,x;} no es un par fuerte de C en D.
Esto concluye la demostracion de este lema.
O

Lema 4.6. Sean D wuna digrdfica hamiltoniana con n vértices Yy
C = (xo, ..., Xn—1, Xo) un ciclo dirigido hamiltoniano en D. Si D contiene un par
de vértices distintos {x;,x;} que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a
C y que no forman un par fuerte de C en D, entonces rc(D) = n.

Demostracion. Sean D una digrdfica hamiltoniana con n vértices,
C = (x0,...,Xs—1,%p) un ciclo hamiltoniano en D, y {x;,x;} un par de vértices
distintos que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C y que no forman
un par fuerte de C en D. Dado que D es fuertemente conexa y asimétrica, entonces
por la proposicion 3.1|tenemos que 7¢(D) < n. Por demostrar que 7¢(D) = n.

Vamos a proceder por contradiccién suponiendo que 7c(D) < n—1. Sea ¢ :
F(D)—{1,...,n—1} una (n— 1)-coloracién arcoiris de las flechas de D. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que i < j, para los vértices x; y x;.

Las siguientes afirmaciones nos llevaran a concluir que bajo la suposicién de
que r¢(D) < n— 1, entonces el par {x;,x;} es un par fuerte de C en D, lo cual
contradice nuestra hipétesis del teorema.

Vamos a denotar como 7; y T; a las siguientes trayectorias dirigidas:

I = (xi7C7x0) U (XO,C,xi,1)7
Tj = (xj,C,X()) U (XO,C,XJ'_I).

Observacién 1: No existen cuerdas de C que tengan su cola en (x;,C,xj_1)y
que tengan la cabeza en (x;,C,xo) U (x9,C,xi—1).

Por definicion, una cuerda de C que tiene su cola en (x;,C,x;_1) y que tenga
la cabeza en (x 7,C,x0)U (x0,C,x;_1), evita que x; tenga la propiedad de la cabeza,
como se muestra en la figura 4.37.

Observacion 2: No existen cuerdas de C que tengan su cola en
(xj,C,x0) U (x9,C,x;—1) y que tengan la cabeza en (x;,C,x;_1).

Esta observacion es andloga a la observacion anterior.

Afirmacién 1: La trayectoria 7; es la tnica (x;, x;_)-trayectoria dirigida en
D.

Supongamos que existe 7} otra (x;,x;_)-trayectoria dirigida distinta a T;.

Afirmacion 1.1: V(T/) C V(T;).
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Zo

Figura 4.37: Observaciones 1 y 2 para para x; y x; respectivamente

Sabemos que V(T/) C V(T;) ya que T; pasa por todos los vértices de D; es
decir, V(T;) = V(C) = V(D). Supongamos por contradiccién que V(T;) = V(T/)
y denotemos a 7} como T = (up = Xi, ...,y = Xi_1).

Notemos que dos trayectorias dirigidas distintas pueden tener el mismo con-
junto de vértices y tener distintas flechas; sin embargo, si dos trayectorias dirigidas
tienen el mismo conjunto de flechas, entonces necesariamente tendrdn el mismo
conjunto de vértices.

Sea (uy,uy41) la primer flecha de 7/ que no pertenece a F(7;). Notemos que
u, no puede ser x; ya que la flecha (u,,u,,) serfa una cuerda de C que tendria la
cola en x;. Por lo tanto, (u,,u,1) evita que x; tenga la propiedad de la cabeza.

Por eleccién de la flecha (u,,u,1), se tiene que:

(xi, T yur) = (xi, Tiyuy) = (x;,Cuy).

Como x; tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C, entonces el vértice
ur+1 debe pertenecer a los vértices de la trayectoria dirigida
(xi,Cyup—2) = (xi, Ty up—2) = (xi, T/ yu,—2). Bs decir, u,1 € V((x;, T/, u,)), lo cual
implica que T tiene vértices repetidos. Por lo tanto, 7} no es una trayectoria diri-
gida, lo cual es una contradiccion; ver la figura 4.38.
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Zo

C

Ur41

Up

Figura 4.38: Afirmacion 1

De esta manera podemos concluir que 7; es la tnica (x;,x;— )-trayectoria diri-
gidaen D.

Afirmacién 2: La trayectoria 7; es la tinica (x;, x;_)-trayectoria dirigida en
D.

La demostracion de esta afirmacion es andloga a la demostracion afirmacion
1, al intercambiar el vértice x; por x;.

Como la longitud de 7; es n — 1, entonces bajo la coloracion arcoiris ¢, tene-
mos que cada flecha de 7; tiene un color diferente; igualmente bajo la coloracion
¢ las flechas de la trayectoria dirigida 7} reciben un color diferente.

Afirmacién 3: ¢(x;_1,x;) = @(xj_1,x;).
Notemos que las trayectorias dirigidas 7; y T; pueden ser representadas de la
siguiente manera:

Ti = (x;,C,xj—1) U (xj—1,x;) U (x;,C,x0) U (x0,C,xi-1),
Tj = (xj,C,x0) U (x0,C,xi—1) U (xi—1,X;) U (x;,C,xj_1).

Observamos que las subtrayectorias dirigidas (x;,C,xj_1), (x;,C,x0) y (x0,C,xi—1)
estdn contenidas tanto en 7; como en 7}, y son subtrayectorias arcoiris que utili-
zan en total n — 2 colores distintos. Por lo que, necesariamente las flechas restantes
(xi—1,X), (xj—1,x;) deben tener el mismo color; es decir, @(x;_1,X;) = @(x;_1,x;).
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Con las afirmaciones anteriores y las observaciones 1 y 2, tenemos que las
tinicas flechas que conectan a las subdigraficas inducidas D[V ((x;,C,x;-1))] ¥
D[V ((xj,C,x0)) UV((x0,C,xi—1))] son las flechas (x;—1,x;) y (xj—1,x;), respecti-
vamente.

Afirmacién 4: (x;_1,C,x0) U (xo,C,x;) es la tinica (x;_1,x;)-trayectoria diri-
gidaen D.

Nombramos a la trayectoria dirigida (x;_1,C,xo) U (x9,C,x;) como P;. Vamos
a proceder por  contradicciéon, suponiendo que  existe  otra
(xj—1,x;)-trayectoria dirigida, digamos Rj.

Sea (x,,x) la primer flecha de F(R;) que no estd en F(P;). Observamos que
xr € V(P)) y x; es distinto del sucesor de x, bajo el ciclo C. Por el comentario
que precede a la afirmacion 4, (x;_1,x;) es la primera flecha de P; y por lo tanto
x, # x;_1. Consideramos 2 casos, dependiendo de la ubicacién del vértice x; en el
ciclo dirigido C.

Caso 1: x; € V((x,42,C,xj—1)).

En este caso tenemos que la flecha (x,,x,) evita que x; tenga la propiedad de
la cabeza, lo cual es una contradiccion, como se muestra en la figura 4.39.

Figura 4.39: Caso 1 para xg

Caso 2: x; € V((x;,C,x,)).

En este caso, la trayectoria dirigida R tiene vértices repetidos, lo que nos lleva
a una contradiccién, como se muestra en la figura 4.40.
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Figura 4.40: Caso 2 para xg

Por los dos casos anteriores, concluimos que x; es el sucesor de x, bajo el ciclo
C, lo cual es wuna contradiccion. Por lo tanto, tenemos que
P = (xj-1,C,x0) U (x0,C,x;) es la tinica (x;_1,x;)-trayectoria dirigida en D.

Como ¢ es una coloracion arcoiris, y por la afirmacion 4 la trayectoria dirigida
Py eslatnica (x;_1,x;)-trayectoria dirigida en D, entonces P es una trayectoria ar-
cofris, lo cual contradice la afirmacion 3, ya que

O(xj-1,%) = @(xi—1,%;).

Por lo tanto, como el suponer que 7¢(D) < n— 1 nos lleva a una contradiccion,
entonces podemos concluir que 7¢(D) = n, lo que se queria demostrar. ]
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Para concluir este capitulo, enunciamos nuevamente el teorema principal, el
cual se demuestra con los lemas anteriores.

Teorema (4.2). Sea D una digrdfica fuertemente conexa con n vértices. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(1) 7e(D) =n.

(2) D es una digrdfica hamiltoniana, pero no tiene ciclos hamiltonianos espe-
ciales.

(3) D tiene un ciclo hamiltoniano C = (xo,...,X,—1,%0) y dos vértices x; y X
tales que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C, pero el par
{xi,xj} no es un par fuerte de C en D.

Demostracion. (1) = (2) es la contrapositiva del lema 4.3y el lema 4.4,
(2) = (3) se sigue del lema4.5.

(3) = (1) es consecuencia del lema 4.6. O



Capitulo 5

Coloracion arcoiris en torneos

En este tdltimo capitulo presentamos un resultado para torneos fuertemente
conexos con mas de 5 vértices que nos permite acotar su nimero de coloraciéon
arcoiris entre 2 y n — 1. Este resultado se encuentra en el articulo [5], el cual es la
fuente principal de este trabajo.

5.1. Definiciones

Decimos que una digrafica D es semicompleta, si para todo par de vértices x
y y se tiene que {(x,y), (y,x)} NF (D) # 0; es decir, para cualquier par de vértices
xyyenV(D), al menos una de las flechas (x,y) o (y,x) pertenece a F (D).

Recordamos que en una digréafica D, una flecha (u,v) es asimétrica si (v,u)
no pertenece a F(D). Si en una digrifica D, toda flecha es asimétrica, entonces
decimos que D es asimétrica.

De esta manera podemos definir un torneo como una digrafica semicompleta
y asimétrica.

De forma alternativa, se puede definir un torneo 7 como una digrifica que
se obtiene de una gréfica completa con n vértices, K, al asignarle una y sélo
una direccién a cada una de las aristas de K. El nombre de torneos, proviene de
la teoria de juegos debido a que modelan las rondas de apareamiento de juegos
en la que todos los jugadores o equipos se enfrentan, sin posibilidad de tener
empates; usualmente, la direccion de la flecha indica el ganador de cada uno de
estos encuentros. En la figura 5.1/ se muestra la grafica completa Kg, a la que le ha
sido asignada una direccion a cada una de sus aristas.

93
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Figura 5.1: Ejemplo de un torneo con 6 vértices

5.2. Coloracion arcoiris en torneos fuertemente co-
nexos

Presentamos primero un teorema auxiliar, que nos permite ver que un torneo
fuertemente conexo siempre contiene un ciclo dirigido hamiltoniano.

Teorema S.1. Si T es un torneo fuertemente conexo con al menos 3 vértices,
entonces T contiene un ciclo dirigido hamiltoniano.

Demostracion. Tomemos a C como un ciclo dirigido en 7', de longitud méxima;
sabemos que C existe por la proposicion 2.1,

Vamos a proceder por contradiccion, suponiendo que C no es un ciclo hamil-
toniano. Consideremos a la particion de V(T') dada por:

v(C),

Y =V(T)—V(C).

Por nuestra suposicion, sabemos que Y # 0.

Vamos a considerar dos casos, dependiendo de los invecinos y exvecinos que
tengan los vértices del conjunto Y.

Caso 1: Existe v en Y tal que v tiene al menos un invecino y un exvecino en C.

Sean x;, y X un invecino y un exvecino de v en C, respectivamente. Sin pérdi-
da de generalidad, supongamos que el ciclo dirigido C empieza y termina en x;,.
Consideremos la trayectoria dirigida (x;,,C,X.x), como se muestra en la figura|5.2!
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C

Figura 5.2: Caso 1

Sea xg, el primer vértice en la trayectoria dirigida (x;,,C,x.y) tal que x4 es
un exvecino de v; sabemos que x, existe porque al menos x., €s un exvecino
de v en la trayectoria dirigida (x;,,C,x.y). Por la eleccién de x4, su antecesor,
digamos xg, es un invecino de v. Por lo tanto, la trayectoria dirigida (xg,v) U
(v,Xq) U (xa, C, Xin) U (xin, C, xg) €s un ciclo dirigido de longitud mayor que C, lo
cual contradice la eleccion de C.

Caso 2: Para cualquier vértice v en Y, se tiene que v es invecino de todos los
vértices de C o v es exvecino de todos vértices de C.

Llamemos V| = {v € Y : v € N; (x;), paratodox; € V(C)}, es decir, V; es
el conjunto de todos los vértices que no pertenecen al ciclo C y que son inve-
cinos de todos los vértices del ciclo C. Similarmente, consideramos al conjunto
Vo ={veY:veN;(x;) paratodox; € V(C)}, es decir, V5 es el conjunto de todos
los vértices que no pertenecen al ciclo C y que son exvecinos de todos los vértices
del ciclo C.

Vamos a demostrar que tanto V| como V, son conjuntos no vacios; observamos
que por construccion de Y al menos uno de ellos es no vacio.

Supongamos por el contrario que V| = 0. Dado que sabemos que el conjunto
Y es no vacio, entonces tenemos que Y = V», es decir, Y consiste inicamente de
vértices tales que todos ellos son exvecinos de todos los vértices de C. Ahora
bien, dado que {V(C),V,»} es una particién de V(T'), entonces por el teorema 2.5
tenemos que existe al menos una flecha f cuya cola pertenece a V, y la cabeza
pertenece a V(C); esto contradice la suposicion de que en V;, solamente existen
vértices que son adyacentes desde cada vértice de C. Por lo tanto, V| es distinto
del vacio. De manera andloga se demuestra que V, # 0.

Tomemos la siguiente particion de los vértices de 7'
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Figura 5.3: Particion de T en U; y U,

Utilizando el teorema [2.5, tenemos que existe una flecha (w,v) tal que la cola
w pertenece a Us, y la cabeza v pertenece a Uy; mds aun, v € V por definicion de
U,, ver la figura|5.3|

Tomemos un vértice en V(C), digamos xq, y sea xq1 su sucesor bajo el ciclo
dirigido C. Por definicion de U,, existe la flecha (x4, w) y por definicién de Uy,
existe la flecha (v,xg41)-

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C empieza y termina en el vértice
Xo+1- Se sigue que (xg,w) U (W, v)U (v, xg+1) U (xg+1,C,xg) s un ciclo dirigido
de longitud mayor a la longitud de C, lo cual contradice la eleccion de C.

De la contradiccion de los casos 1 y 2, tenemos entonces que 7 debe tener

necesariamente un ciclo dirigido hamiltoniano.
O

Teorema 5.2. Si T es un torneo fuertemente conexo con n > 5 vértices, entonces
2<r(T)<n-—1.

Demostracion. Primero veamos que 2 < 7¢(T).

Sean u y v dos vértices de T. Dado que T es un torneo, entonces sabemos
que (u,v) € F(T) 6 (v,u) € F(T). Supongamos, sin pérdida de generalidad que
(u,v) € F(T), lo cual significa que d(u,v) = 1. Como T es un torneo, entonces 7'
es una digrafica asimétrica, por lo que (v,u) ¢ F(T). Por lo tanto, d(v,u) > 2.
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Dado que:
2 <d(v,u) < didm(T),

entonces por el teorema 3.1/ tenemos que:
2 <re(T),
lo cual demuestra la primera desigualdad de este teorema.

Para demostrar la segunda desigualdad, tomamos un ciclo dirigido hamilto-
niano C = (xg, X1, ---,Xy—1,X0) que sabemos que existe por el teorema 5.1. Como
T es un torneo, tenemos los siguientes dos casos: existe un x; en C tal que (x;,x;+2)
es una flecha de T 6 (x;42,x;) es una flecha de T, para toda i € {0,...,n— 1}, con
los indices tomados mddulo 7.

Caso 1: Existe un x; en C tal que (x;,x;+2) es una flecha de 7', con los indices
tomados médulo n.

En este caso, tenemos que las flechas (x;,x; 1) ¥ (Xit+1,%i4+2) tienen la propie-
dad de la trayectoria, ya que la flecha (x;,x;2) es una (x;,x;;)-trayectoria dirigida
que no contiene a la flecha (x;,x;11), y la trayectoria (x;11) no pasa por la flecha
(Xi+1,Xi+2). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano del tipo (B), y al aplicar el
lema 4.4, tenemos que 7¢(T) < n— 1, que es lo que queriamos demostrar.

Caso 2: (x;;2,x;) es una flecha de T, para toda i € {0,...,n— 1}, con los
indices tomados médulo n.

X0

Ti+2 x1

Tit1 2

xT; €3

Iy

Figura 5.4: Caso 2

Consideremos a la subdigrafica T’ dada por:

V(T")=V(C)
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F(T") = F(C)U{(xi2,x:) : 0 <i <m—1} —{(x1,x2), (x3,x1), (x2,%0) }

como se muestra en la figura|5.5.

Figura 5.5: subdigrafica 7’

Vamos a ver que T’ cumple las hipétesis del corolario 3.4.1, lo cual nos va a
garantizar que 7¢(T) <n— 1.

Afirmacion 1: 77 es una subdigrafica generadora de 7.
Esta afirmacion se sigue del hecho de que C es un ciclo hamiltoniano en 7,

y por construccién de 7’, tenemos que V(7T’) = V(C). Por lo tanto, 7’ cumple la
definicion de ser una subdigréfica generadora de T'.
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Afirmacion 2: 7’ es una subdigrafica fuertemente conexa de 7.
En efecto, observamos que el camino dirigido dado por:

(x2,C,x0) U (x0,x1) U (x1,%7-1) U (Xn—1,%0) U (X0, %n-2) U (Xn—2,%n—1) U

U(xa,x5) U (x5,x3) U (x3,x4) U (x4, x2),

es un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de T’, como se
muestra en la figura |5.5. Por lo tanto, por el teorema 2.3, se sigue que 7’ es una
subdigrafica de T fuertemente conexa.

Afirmacion 3: 7’ no es una subdigrafica hamiltoniana.

Supongamos por el contrario que existe C’ un ciclo dirigido hamiltoniano en
T'.

Observamos que &-,(xo) = 1, y que 8, (x;) = 8,(x;) = 1, entonces las fle-
chas (x,—1,x0), (x0,x1) y (x1,X,—1) pertenece a F(C’'). Como [(C") > 5, entonces
bajo la sucesién de vértices de V(C’), tenemos que existe un vértice x,, que es
adyacente hacia x,_1, con x, # x;. Por lo tanto, la flecha (x,,x,_1) pertenecen a
F(C'). Esto significa que 8, (x,—1) = 2, lo cual contradice el hecho de que C’ sea
un ciclo dirigido. Por lo tanto, 7’ no es una subdigrafica hamiltoniana.

Asi, con las afirmaciones 1, 2 y 3, estamos en condiciones de aplicar el coro-
lario 3.4.1, que nos garantiza que 7¢(T) < n— 1, que es lo que queriamos demos-
trar. ]

Con este resultado, que acota el nimero de coloracién arcoiris para torneos
fuertemente conexos, terminamos este trabajo. Enunciamos aqui un teorema adi-
cional, que nos proporciona una cota inferior y superior al nimero de coloracién
arcoiris en torneos fuertes, basados en el diametro del torneo. La demostracion de
este resultado se encuentra en [5]. Aqui lo enunciamos sin demostracion debido a
la extension de la prueba.

Teorema 5.3. Si T es un torneo fuertemente conexo, entonces:

didm(T) < 7e(T) < didm(T) + 2.
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Conclusiones

Los objetivos de este trabajo son, dar una introduccién detallada a los con-
ceptos y definiciones necesarias para entender la teoria de coloracion arcoiris en
gréficas y digraficas; proporcionar demostraciones detalladas de los resultados que
se presentan en [3]].

En los primeros dos capitulos de este trabajo damos definiciones bésicas y
otras mas especializadas para entender los conceptos enunciados en [5]. Asimis-
mo, presentamos una serie de resultados, demostraciones y caracterizaciones re-
ferentes a las digraficas fuertemente conexas y minimamente fuertes.

En el tercer capitulo introducimos la coloracién de coloracién arcoiris para
digréficas, y damos cotas para las familias de digrificas fuertemente conexas y
minimamente fuertes. Ademads, se enuncia la definicion de la propiedad de la tra-
yectoria, la cual nos ayuda, en caso de cumplirse, a disminuir en uno la cota supe-
rior de la coloracion arcoiris para las digraficas fuertemente conexas cuyo nimero
de coloracién arcoiris es igual a su orden. Este capitulo concluye dando una cota
superior a la coloracién arcoiris para las digraficas minimamente fuertes que no
son hamiltonianas o que no son un ciclo.

El cuarto capitulo se centrd en el estudio de la coloracién arcoiris para graficas
hamiltonianas. En particular, vimos una caracterizacion para las digraficas mini-
mamente fuertes basada en la coloracién arcoiris. Después, se introdujeron las
definiciones de la propiedad de la cabeza, ciclo hamiltoniano especial y par fuer-
te. Con estas definiciones, se caracterizan a las digraficas fuertemente conexas
cuyo nimero de coloracion arcoiris es igual a su orden.

Por ultimo, en el quinto capitulo presentamos la definicién de un torneo a
partir de las definiciones de digrafica asimétrica y digrafica semicompleta, y se
muestran cotas inferiores y superiores para la coloracion arcoiris de torneos fuer-
temente conexos de orden mayor o igual a 5. Al final del capitulo, se enuncia
un resultado que acota la coloracién arcoiris de los torneos fuertes respecto al
didmetro del torneo. Este y otros resultados adicionales relacionados con torneos
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fuertes, se presentan al final del articulo [5], y pueden ser desarrollados en otras
tesis o trabajos de investigacion.

Durante la escritura de esta tesis, nos hemos planteado algunos problemas pa-
ra futuras investigaciones. Proponemos la posibilidad de explorar a las digraficas
cuasitransitivas, debido a que los torneos son un caso particular de este tipo de
digréficas y dado que esta nocidn estd relacionada con la propiedad de la trayec-
toria, asi como investigar el nimero de coloracion arcoiris en distintos tipos de
productos, por ejemplo, la suma de Zykov.

Para el lector interesado en conocer nuevos resultados en la teoria de colora-
cién arcoiris en digréficas, [4] presenta un compendio actualizado con resultados
recientes.
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