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Introducción

La coloración arcoı́ris en la teorı́a de gráficas nace de una necesidad tecnológi-
ca para poder tener comunicaciones encriptadas, seguras y eficientes. Como se de-
talla en [1], el Departamento de Seguridad de los Estados Unidos, busca estable-
cer un enlace de comunicación seguro entre distintas agencias gubernamentales,
de tal manera que cada vez que se transmite un mensaje a una agencia interme-
diaria, dicho mensaje debe recibir una encriptación diferente, para garantizar una
comunicación privada.

La segunda motivación del concepto de coloración arcoı́ris, que se detalla en
[2] y [3], busca establecer enlaces entre distintos nodos de una red de comunica-
ción. Esta red utiliza distintas frecuencias en un ancho de banda para establecer
enlaces intermediarios. Lo que buscamos es minimizar el número de frecuencias
que utilizamos para optimizar los recursos de la red.

Estos dos fenómenos tecnológicos se expresan y modelan en la teorı́a de gráfi-
cas de la siguiente manera: las distintas agencias gubernamentales o los nodos
de telecomunicación, representan los vértices de una gráfica, y las aristas entre
vértices representan el enlace de comunicación entre agencias o entre nodos. Una
vez que tenemos una gráfica, les podemos asignar colores a la aristas, los cuales
representan contraseñas o encriptaciones distintas, o distintas frecuencias en un
ancho de banda. Por lo que, una trayectoria entre distintos vértices, que no repi-
ta colores, representa una comunicación segura entre nodos, o una comunicación
eficiente en la red de telecomunicaciones. A dichas trayectorias les llamaremos
trayectorias arcoı́ris. El número de coloración arcoı́ris, sobre el cual versa esta
tesis, es la búsqueda matemática del mı́nimo número de colores que se necesi-
tan, para garantizar la existencia de una trayectoria arcoı́ris entre cualquier par de
vértice de nuestra gráfica.

A partir del 2008, año en el que aparece la primera publicación sobre la teorı́a
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de coloración arcoı́ris [1], se han escrito numerosos artı́culos y se han encontrado
múltiples aplicaciones a este parámetro. Los esfuerzos de investigación se han
centrado principalmente en establecer cotas, en términos del grado mı́nimo, la
conexidad puntual y el radio, entre otros [4]. Se han encontrado cotas para diversas
familias de gráficas; por ejemplo, para ciclos, árboles, ruedas y gráficas aleatorias
[4]. A su vez, se han definido y estudiado también nuevos parámetros que están
ligados o que extienden la definición de coloración arcoı́ris [3].

En la teorı́a de digráficas, la definición de coloración arcoı́ris es mucho más
reciente (2014), y se debe a Paul Dorbec, Ingo Schiermeyer, Elżbieta Sidorowicz
y Éric Sopena [5]. En esta publicación se utiliza el número de coloración arcoı́ris,
para dar una caracterización de las digráficas mı́nimamente fuertes, y también se
plantean nuevas cotas en la coloración arcoı́ris para digráficas fuertemente cone-
xas y para torneos.

El objetivo de nuestro trabajo es, en primera instancia, tener un texto con con-
ceptos y definiciones autocontenidas referentes a la teorı́a de coloración arcoı́ris
en digráficas. Finalmente, se busca dar demostraciones detalladas de los resulta-
dos presentados en [5].

El primer capı́tulo está dedicado a establecer las nociones y definiciones esen-
ciales en la teorı́a de gráficas, ası́ como de introducir al lector en la teorı́a de
coloración arcoı́ris en gráficas.

El segundo capı́tulo se adentra en la teorı́a de digráficas. Definimos la cone-
xidad y la conexidad fuerte en digráficas, y presentamos una serie de resultados
auxiliares sobre digráficas fuertemente conexas y mı́nimamente fuertes, los cuáles
serán de utilidad para poder demostrar los teoremas principales de los siguientes
capı́tulos.

Los capı́tulos 3, 4 y 5 son el trabajo central de esta tesis. En el tercer capı́tulo
se introduce el concepto de coloración arcoı́ris en digráficas y el número de co-
loración arcoı́ris, ~rc(D). Además, se demuestra el siguiente resultado a partir del
cual trabajaremos con las cotas del número de coloración arcoı́ris:

Si D es una digráfica fuertemente conexa con n vértices, entonces:

~rc(D)≤ n.

Presentamos la definición de la propiedad de la trayectoria, con la cual podemos
reducir a n−1, la cota del número de coloración arcoı́ris para las digráficas mı́ni-
mamente fuertes que no son ciclos dirigidos.

El cuarto capı́tulo introduce las definiciones de ciclos hamiltonianos especia-
les y la propiedad de la cabeza; con estos conceptos se caracterizan a las digráficas
hamiltonianas cuyo número de coloración arcoı́ris es igual a n.
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El quinto capı́tulo presenta la definición de torneo y se demuestra el siguien-
te resultado que acota al número de coloración arcoı́ris de torneos fuertemente
conexos de orden mayor o igual a 5:

Si T es un torneo fuertemente conexo con n≥ 5 vértices, entonces:

2≤ ~rc(T )≤ n−1.
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Capı́tulo 1

Preliminares

La teorı́a de gráficas se gesta inicialmente con el estudio de ciertos fenómenos
de la combinatoria, en la que aparecen relaciones binarias entre objetos. Es un área
de especialidad del conocimiento matemático relativamente joven comparado con
otras ramas, y sin embargo ha generado de manera vertiginosa resultados muy
importantes dentro de la teorı́a y sus respectivas aplicaciones.

Uno de los conceptos centrales en la teorı́a de gráficas es sin lugar a dudas
la conexidad, para la cual hay resultados muy profundos y elegantes; como es
el famoso teorema de Menger. La coloración arcoı́ris por aristas resulta ser un
parámetro que necesita de la conexidad y que la restringe, al pedir que entre dos
vértices exista una trayectoria que no repita colores; es decir, una trayectoria ar-
coı́ris.

Este primer capı́tulo comienza con una serie de definiciones que nos ayudarán
a comprender los teoremas y los resultados expuestos en esta tesis. Empezamos
con la definición de gráfica, su representación geométrica, y las definiciones de
camino, camino cerrado, trayectoria y ciclo. Definimos la conexidad, la distancia
y una trayectoria geodésica. Damos la definición y notación de algunas familias
de gráficas. Por último, introducimos el tema central de esta tesis; la coloración
arcoı́ris de las aristas de una gráfica.

1.1. Definición de una gráfica

Una gráfica G consiste de un conjunto de objetos V (G), finito y no vacı́o, y
un conjunto A(G) de parejas no ordenadas de elementos de V (G). A los elemen-
tos de V (G) les llamaremos vértices, y a los de A(G) les llamaremos aristas.
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6 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Observamos que el conjunto de aristas A(G) puede ser un conjunto vacı́o.
Para poder referirnos a los vértices de una gráfica podemos utilizar variables

como u, v, x, y o z. Frecuentemente, también utilizaremos una notación indexa-
da, de tal manera que a cada vértice le asociamos una letra y un subı́ndice; por
ejemplo, en una gráfica G con 6 vértices podemos utilizar la letra v y agregarle
subı́ndices, de tal manera que nuestro conjunto de vértices queda denotado como:
V (G) = {v1,v2,v3,v4,v5,v6}. Esta letra v se puede considerar como una variable
muda y puede ir cambiando de acuerdo al contexto.

En el caso de las aristas, dado que están definidas a partir de parejas no or-
denadas de vértices en V (G), utilizaremos la notación vmvn para referirnos a la
pareja no ordenada {vm,vn}. Como ejemplo, v1v2 y v4v5, se refieren a las parejas
no ordenadas {v1,v2} y {v4,v5} respectivamente.

Tomando en cuenta el mismo conjunto de vértices de la gráfica que acabamos
de mencionar, una posibilidad para el conjunto de aristas es el siguiente:

A(G) = {v1v2,v2v3,v3v4,v4v5,v5v6,v6v1}.

1.2. Representación geométrica para gráficas

Para poder representar a una gráfica, utilizamos puntos en un plano, los cuales
serán los vértices de nuestra gráfica, y las aristas que existan serán lı́neas que unen
a sus vértices correspondientes. La figura 1.1 es un ejemplo de una representación
geométrica de una gráfica, conocida como la gráfica de Petersen, nombrada ası́
en honor al matemático Julius Petersen. Esta gráfica tiene un conjunto con 10
vértices y 15 aristas dado por:

V (G) = {v1,v2,v3,v4,v5,v6,v7,v8,v9,v10},

A(G) = {v1v2,v1v5,v1v6,v2v3,v2v7,v3v4,v3v8,

v4v5,v4v9,v5v10,v6v8,v6v9,v7v9,v7v10,v8v10}.

Cabe hacer notar que podemos cambiar la posición de los puntos en el plano de
distintas formas, ası́ como la posición de las aristas de una gráfica, de tal manera
que la representación geométrica de una gráfica no es única.
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Figura 1.1: Representación geométrica de la gráfica de Petersen

Una vez establecida la notación con etiquetas y subı́ndices para referirnos a los
vértices de una gráfica G, podemos definir un camino en G. Un camino C es una
sucesión C = (u0,u1, . . . ,um) de vértices que cumplen que uiui+1 son aristas de G
para i∈ {0, . . . ,m−1}. Definimos la longitud de un camino C como el número m,
y la denotamos como l(C). Cabe señalar que a veces es útil nombrar a un camino
por su vértice inicial y final, en cuyo caso utilizaremos la notación u0um−camino.
Hay que hacer notar que en la definición de camino, sı́ está permitido repetir
vértices y aristas.

En la figura 1.1, tenemos que C1 = (v1,v2,v3,v4,v9) es un camino que no
repite vértices, y C2 = (v6,v1,v6,v8,v3) es un camino que repite el vértice v6 y la
arista v1v6. Notemos que si no repetimos vértices, necesariamente no repetimos
aristas; si no repetimos aristas puede ser que sı́ se repitan vértices. A un camino
sin repetición de vértices le llamaremos trayectoria. Por ejemplo, el camino C1,
es una trayectoria en la gráfica de Petersen.

Un camino cerrado es un camino que empieza y termina en el mismo vértice.
Por ejemplo, en la figura 1.1, podemos tomar el camino
C = (v6,v1,v6,v8,v3,v8,v6), el cual es un camino cerrado, dado que empezamos y
terminamos en el mismo vértice v6. Le llamamos ciclo a un camino cerrado C, de
longitud al menos 3, que únicamente repite el vértice inicial y final. Por ejemplo,
en la gráfica de la figura 1.1, el camino C = (v6,v8,v10,v7,v9,v6) es un ciclo de
longitud 5.



8 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.3. Conexidad

Una vez establecida la noción de trayectoria (o camino), podemos utilizarla
para hablar del concepto de conexidad. Una gráfica G es conexa si existe una
trayectoria entre cualquier par vértices. La gráfica de Petersen es conexa dado que
como se observa en la figura 1.1, para cualquier par de vértices podemos encontrar
una trayectoria entre ellos.

Tomemos ahora una gráfica conexa G y dos vértices u y v dentro de la misma;
sabemos que existe al menos una trayectoria entre u y v. Ahora bien, dentro del
conjunto de todas las posibles uv−trayectorias, tomamos la de menor longitud.
Definimos entonces la distancia entre dos vértices u y v como el mı́n{l(C) : C
es una uv−trayectoria}, y la denotamos por d(u,v). Por ejemplo, en la gráfica de
Petersen de la figura 1.1, la distancia entre los vértices v5 y v9 es 2, dado que la
trayectoria de longitud mı́nima que conecta a estos vértices es (v5,v4,v9), pues v5
y v9 no son adyacentes.

Una vez definida la distancia entre dos vértices u y v, le llamaremos uv−geodési-
ca a cualquier uv−trayectoria de longitud mı́nima. Podemos observar, que entre
cualquier par de vértices de la gráfica de Petersen, la distancia es siempre menor
o igual a 2; es decir, las geodésicas entre cualquier par de vértices son de longitud
menor o igual a 2.

1.4. Distintas familias de gráficas

Una gráfica G con n vértices es completa, si para cada par de vértices u y v
en V (G), se tiene que uv ∈ A(G), y la denotamos como Kn. En la figura 1.2, se
muestran las gráficas completas Kn con n ∈ {1, . . . ,6}.
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Figura 1.2: Gráficas completas Kn

En una gráfica G, un subconjunto I de V (G) es independiente si uv /∈ A(G),
para cualquier {u,v} ⊂ I; es decir, no hay aristas entre cualquier par de vértices
de I. Una gráfica G es bipartita, si podemos dar una partición de V (G) en dos
conjuntos independientes. En la figura 1.3, se muestran una gráfica bipartita con
dos conjuntos independientes; {v1,v2,v3} y {v4,v5,v6,v7}.

Consideremos una gráfica bipartita G, con una partición {X ,Y} de V (G) en
conjuntos independientes, con n y m vértices respectivamente. Decimos que G es
una gráfica bipartita completa si para cada vértice x en X y cada y en Y , tenemos
que xy ∈ A(G). Denotamos a esta gráfica bipartita como Kn,m. En la figura 1.3 se
muestra la gráfica bipartita completa K3,4.

Figura 1.3: Gráfica bipartita completa K3,4
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1.5. Coloraciones arcoı́ris

La coloración en gráficas se puede definir sobre el conjunto de vértices V (G) o
sobre el conjunto de aristas A(G). En nuestro caso hablaremos de coloraciones de
las aristas de una gráfica para poder definir el concepto de coloraciones arcoı́ris,
que es el tema central de este trabajo.

En general, una coloración de las aristas de una gráfica G es una función c :
A(G)→ {1, . . . ,k}, con k ∈ N, tal que a cada arista uv en A(G) le asociamos un
número natural c(uv) = j, con j ∈ {1, . . . ,k}. A este número natural le llamaremos
el color j.

Como ejemplos, daremos 3 coloraciones distintas de la gráfica de Petersen. La
primera es la coloración constante 1 definida como
c1 : A(Petersen)→{1}, donde c1(viv j) = 1 para todas las aristas, como se muestra
en la figura 1.4.

Figura 1.4: Gráfica de Petersen coloreada por aristas con un solo color

La segunda coloración, que se muestra en la figura 1.5, tiene dos colores asig-
nados de la siguiente manera: tomamos los ciclos (v1,v2,v3,v4,v5) y (v6,v7,v8,v9,v10),
y pintamos sus aristas con el color 1. A las aristas restantes las pintamos de color
2.
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Figura 1.5: Gráfica de Petersen coloreada por aristas con 2 colores distintos

Por último, damos una coloración con 4 colores, como se muestra en la figura
1.6. Esta coloración tiene la propiedad de que cualquier par de vértices están uni-
dos por una trayectoria que no repite colores; como se verifica en [6]. A este tipo
de trayectorias les llamamos trayectoria arcoı́ris, dado que no repiten color entre
aristas.

Figura 1.6: Gráfica de Petersen coloreada por aristas con 4 colores

Dada una coloración c : A(G)→{1, . . . ,k} sobre las aristas de una gráfica, una
trayectoria arcoı́ris entre dos vértices u y v será una
uv-trayectoria que no repite colores. Es decir, una trayectoria
(u = u0,u1, . . . ,ul = v) es arcoı́ris si se cumple que c(ui−1ui) 6= c(u j−1u j) para
i 6= j, 1 i, j ∈ {1, . . . , l}.

Para dar un ejemplo de una trayectoria arcoı́ris, observamos que la trayecto-
ria (v5,v1,v6,v8,v3) en la gráfica de Petersen es una trayectoria arcoı́ris bajo la
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coloración de la figura 1.6.
Sea una coloración c : A(G)→ {1, . . . ,k}. Si para cada par de vértices u y v

en G podemos encontrar una uv−trayectoria arcoı́ris, decimos que la coloración
c es una coloración arcoı́ris. Como ejemplo de coloración arcoı́ris, en la figura
1.6 todo par de vértices tiene una trayectoria arcoı́ris bajo esta coloración; la de-
mostración de este resultado está detallada en [6]. Observamos que para cualquier
coloración c : A(G)→{1, . . . ,k} puede existir más de una trayectoria arcoı́ris en-
tre dos vértices u y v.

Llamamos geodésica arcoı́ris a una uv−geodésica que es una trayectoria ar-
coı́ris. Observamos que en una gráfica, una coloración puede ser arcoı́ris y que
no existan geodésicas arcoı́ris para algún par de vértices; véase la figura 1.7 don-
de la trayectoria (v2,v1,v5,v4) es una v2v4−trayectoria arcoı́ris, y sin embargo, la
geodésica (v2,v3,v4) no es arcoı́ris.

Figura 1.7: Coloración arcoı́ris donde no existe una v2v1−geodésica arcoı́ris

Nos interesa encontrar un parámetro que podamos optimizar (maximizar o mi-
nimizar) refiriéndonos a coloraciones en aristas en general y trayectorias arcoı́ris
en particular. Vamos a decir que una coloración es fuerte arcoı́ris, si para cada par
de vértices u y v, existe una uv−geodésica arcoı́ris. De las definiciones de colo-
ración arcoı́ris y fuerte coloración arcoı́ris, se desprende que las gráficas siempre
deben ser conexas.

Ahora sı́, podemos definir al parámetro conocido como número de coloración
arcoı́ris, como el mı́nimo número k de colores, tal que existe una coloración c :
A(G)→{1, . . . ,k} que es arcoı́ris. Al número de coloración arcoı́ris lo denotamos
como rc(G), por las siglas en inglés rainbow colouring.

De manera similar, podemos definir el número de coloración arcoı́ris fuerte
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como el mı́nimo número k de colores, tal que existe una coloración c : A(G)→
{1, . . . ,k} que es fuerte arcoı́ris. Al número de coloración arcoı́ris fuerte lo deno-
tamos como src(G), por las siglas en inglés strong rainbow colouring.

En la figura 1.8, tenemos un ciclo de longitud 5 cuyas aristas han sido colo-
readas con 3 colores; observamos que la longitud de cualquier geodésica en este
ciclo es menor o igual a 2, y que cualquier par de aristas adyacentes tienen colores
distintos. Por lo tanto, tenemos una coloración arcoı́ris fuerte.

Figura 1.8: Coloración arcoı́ris fuerte sobre un ciclo de longitud 5

Un ejemplo clásico de coloración arcoı́ris fuerte lo podemos ver en la figura
1.6, en la que se utilizan 4 colores para colorear las aristas de la gráfica de Pe-
tersen. En [6] se demuestra que la coloración de la figura 1.6 es una coloración
arcoı́ris fuerte y que src(Petersen) = 4.

Como en toda gráfica G tenemos que una coloración fuerte arcoı́ris es una
coloración arcoı́ris, pero no necesariamente es la mı́nima, entonces se cumple que
rc(G)≤ src(G).
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Capı́tulo 2

Digráficas o gráficas dirigidas

En este capı́tulo damos la definición de una digráfica o gráfica dirigida; a partir
de ésta, podemos derivar conceptos análogos a los que hemos dado para gráficas
no dirigidas. Asimismo, damos las definiciones de subdigráfica, subdigráfica ge-
neradora, oreja y conexidad fuerte, que serán de gran utilidad a lo largo de todo el
texto. Por último, se presentan una serie de resultados básicos sobre conexidad y
conexidad mı́nima, que utilizaremos en los capı́tulos subsecuentes.

2.1. Definición de digráfica

Una digráfica o gráfica dirigida D consiste de un conjunto de objetos finito
y no vacı́o V (D), y un conjunto F(D) de parejas ordenadas de elementos distintos
de V (D). A los elementos de V (D) les llamaremos vértices, y a los elementos de
F(D) les llamaremos flechas o arcos.

Consideremos a una pareja ordenada de la forma (u,v), perteneciente al con-
junto de flechas F(D); a la primera coordenada u le llamamos la cola de la flecha,
y a la segunda coordenada v, la cabeza de la flecha. Si tanto (u,v) como (v,u)
pertenecen a F(D), entonces decimos que las flechas son simétricas. Una flecha
(u,v) es asimétrica si (v,u) no pertenece a F(D). Si en una digráfica D, toda
flecha es asimétrica, entonces decimos que D es asimétrica.

Como ejemplo de una digráfica D1, consideremos un conjunto de 6 vértices
V (D1) = {v1,v2,v3,v4,v5,v6}, y un conjunto de 6 flechas dado por
F(D1) = {(v1,v2), (v2,v3), (v3,v4), (v4,v5), (v5,v6), (v6,v1)}.

15
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2.2. Representación geométrica
De manera análoga a la teorı́a de gráficas, podemos dar una representación

geométrica de una digráfica D, de tal manera que los vértices de D son puntos
en un plano, y las parejas ordenadas (u,v) en F(D) se representan al dibujar una
flecha que va del punto asociado al vértice u al punto asociado al vértice v. Como
ejemplo, podemos representar gráficamente la digráfica D1 de la sección anterior,
como se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1: Representación geométrica de una digráfica

Una vez establecida la definición de digráfica, podemos hablar de vértices y
flechas adyacentes de la siguiente manera: decimos que dos vértices u y v pertene-
cientes a V (D) son adyacentes si (u,v) o (v,u) pertenecen al conjuntos de flechas
F(D); si (u,v) es una flecha de F(D) decimos que u es adyacente hacia v y v es
adyacente desde u.

Dos flechas son incidentes si comparten un vértice; es decir, si tenemos las fle-
chas (u1,v1) y (u2,v2), estas serán incidentes si se da cualquiera de los siguientes
casos: u1 = u2, u1 = v2, v1 = u2 o v1 = v2.

Dados dos vértices u y v, v es exvecino de u si la pareja ordenada (u,v) per-
tenece al conjuntos de flechas F(D); es decir, v es exvecino de u si v es la cabeza
de la flecha (u,v). Un vértice w es invecino de otro vértice u si la flecha (w,u)
pertenece al conjunto de flechas F(D); es decir, si w es la cola de la flecha (w,u).

Denotamos a los exvecinos de un vértice u como
N+

D (u) = {v ∈V (D) : (u,v) ∈ F(D)}; es decir, los exvecinos de u son todos aque-
llos vértices que son adyacentes desde u. Análogamente, denotamos a los inve-
cinos de un vértice u como N−D (u) = {w ∈ V (D) : (w,u) ∈ F(D)}; es decir, los
invecinos de u son todos aquellos vértices que son adyacentes hacia u.
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En la digráfica de la figura 2.2, observamos que cada uno de los vértices tiene
como máximo 2 exvecinos o 2 invecinos. Por ejemplo, el vértice v1 tiene dos
exvecinos N+

D (v1) = {v2,v6}, y v3 solamente tiene un exvecino N+
D (v3) = {v4};

el vértice v8 tiene un solo invecino N−D (v8) = {v10}, y el vértice v9 tiene dos
invecinos N−D (v9) = {v4,v6}.

Figura 2.2: Digráfica obtenida de la gráfica de Petersen al intercambiar cada arista
por una flecha

Una vez que definimos la noción de invecino y exvecino, podemos hablar del
ingrado y el exgrado de un vértice, como el número total de invecinos o exvecinos
de éste, respectivamente. El ingrado de un vértice v se denota como δ

−
D (v) =

|N−D (v)|; de forma similar el exgrado de un vértice z se denota como δ
+
D (z) =

|N+
D (z)|. Definimos al grado de un vértice v como la suma de su ingrado y su

exgrado, y lo denotamos como δD(v) = δ
−
D (v)+δ

−
D (v).

Utilizando nuevamente la digráfica de la figura 2.2 podemos ver que δ
−
D (v5) =

|{v4,v10}|= 2 y δ
+
D (v4) = |{v5,v9}|= 2.

2.3. Caminos dirigidos
Dada una digráfica D, una sucesión de vértices C = (v0, . . . ,vm) de D es un

camino dirigido si las parejas ordenadas (vi,vi+1) pertenecen al conjunto de fle-
chas F(D) para todo i ∈ {0, . . . ,m−1}. La longitud del camino dirigido es m, y
lo denotamos por l(C). Si queremos hacer más explı́cita la notación, decimos que
C es un v0vm-camino dirigido, o también podemos utilizar la notación (v0,vm)-
camino dirigido.
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Cuando coinciden el vértice inicial y final de un u0un-camino dirigido, es decir,
que u0 = un, tenemos un camino dirigido cerrado.

Dado C un uv-camino dirigido, llamamos a cada vértice de
V (C)−{u,v} vértice interno de C. Si consideramos ahora a X y Y , dos subcon-
juntos de V (D), llamamos un (X ,Y )-camino dirigido a cualquier xy-camino diri-
gido con x∈ X y y∈Y . Sean C1 = (x1, . . . ,xk) y C2 = (xk, . . . ,xl) dos caminos diri-
gidos, definimos a la unión de estos dos caminos dirigidos como (x1, . . . ,xk, . . . ,xl),
y lo denotamos como C1∪C2.

Dado un camino dirigido C = (v0, . . . ,vm), cualquier subsucesión de este ca-
mino le llamamos un subcamino dirigido.

Sean C = (x0, . . . ,xk) un camino, y xi y x j dos de sus vértices con i, j ∈
{0, . . . ,k}, i ≤ j; al camino que resulta de tomar la subsucesión de C empezan-
do por el vértice xi y terminando en el vértice x j, lo denotamos como (xi,C,x j).
En el caso de tener un camino cerrado, consideramos a los vértices de la sub-
sucesión módulo k. Observamos que si i > j, la notación (xi,C,x j) se refiere al
siguiente camino (xi,C,xk)∪ (x0,C,xi).

Para dar un ejemplo de un camino dirigido entre los vértices v1 y v8 en la
digráfica de la figura 2.2, tenemos la siguiente sucesión: (v1,v2,v7,v10,v8), en
donde observamos que cada par de vértices consecutivos en la sucesión pertenecen
a las flechas F(D).

Si C = (v0, . . . ,vm) es un camino dirigido que no repite vértices, entonces le
llamamos una trayectoria dirigida. Si queremos hacer más explı́cita la notación,
podemos decir que C es una v0vm−trayectoria dirigida, o también podemos uti-
lizar la notación (v0,vm)−trayectoria dirigida.

Dada una trayectoria dirigida T = (v0, . . . ,vm), cualquier subsucesión de esta
trayectoria le llamamos una subtrayectoria dirigida.

Un ciclo dirigido es un camino dirigido cerrado, de longitud mayor o igual a
dos, que no repite vértices, excepto el vértice inicial y el vértice final.

Dado un ciclo dirigido C = (x0, . . . ,xk−1,x0) de longitud k ≥ 2, para cada i en
{0, . . . ,k} decimos que xi+1 es el sucesor de xi, tomando los ı́ndices i módulo k.
De manera similar, decimos que xi−1 es el antecesor de xi, nuevamente tomando
los ı́ndices módulo k. Observamos también que en el ciclo dirigido C, cualquier
subtrayectoria (xi,C,x j), con i, j ∈ {0, . . . ,k−1}, es la única xix j-trayectoria diri-
gida en C.

En la digráfica de la figura 2.2, un ejemplo de una trayectoria dirigida es la su-
cesión (v4,v9,v7,v10,v8) dado que no repite vértices y el par ordenado de vértices
consecutivos son flechas de la digráfica. Añadiendo al final de esta misma suce-
sión los vértices v3 y v4 obtenemos la sucesión (v4,v9,v7,v10,v8,v3,v4), que es un
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ciclo dirigido.
El siguiente teorema relaciona el concepto de camino dirigido y trayectoria

dirigida.

Teorema 2.1. Todo uv-camino dirigido contiene una uv-trayectoria dirigida, con
u 6= v.

Demostración. La demostración es por inducción sobre la longitud del camino
dirigido.

Sea C un uv-camino dirigido.
Base: Si C es un camino dirigido de longitud 2, dado que u 6= v, entonces C es

una trayectoria dirigida.
Hipótesis inductiva: Supongamos que se cumple que todo uv-camino dirigido

de longitud l < k contiene una uv-trayectoria dirigida.
Paso inductivo: Sea Ck un uv-camino dirigido de longitud k. Si Ck es una tra-

yectoria dirigida, entonces queda demostrado el resultado. Pero, si Ck no es una
trayectoria dirigida, entonces significa que hay al menos dos vértices en la suce-
sión Ck = (u = v0, . . . ,vk = v) que se repiten, digamos vr y vs con r < s. Por lo tan-
to, la sucesión del camino dirigido se puede expresar como (v0, . . . ,vr,vr+1, . . . ,vs, . . . ,vk).
Al quitarle el subcamino dirigido (vr,vr+1, ...,vs−1) a Ck, obtenemos un nuevo uv-
camino dirigido C, de longitud menor a k; C = (v0,v1, ...,vr = vs,vs+1, ...,vk). Por
la hipótesis inductiva, C contiene una uv-trayectoria dirigida; como C está conte-
nido en Ck, entonces Ck también contiene una trayectoria dirigida, que es lo que
querı́amos demostrar.

Ahora veremos una relación entre un camino dirigido cerrado y un ciclo diri-
gido.

Teorema 2.2. Si C es un camino dirigido cerrado, entonces C contiene un ciclo
dirigido.

Demostración. Por inducción sobre la longitud de C.
Base: Si C es un camino dirigido cerrado de longitud 2, entonces C ya es un

ciclo dirigido.
Hipótesis de inducción: Si C′ es un camino dirigido cerrado de longitud me-

nor que k, entonces C′ contiene un ciclo dirigido.
Paso inductivo: Sea C = (x0,x1, ...,xk−1,x0) un camino dirigido cerrado de

longitud k. Si C no repite vértices salvo el vértice inicial y final, entonces C es un
ciclo dirigido. Si C repite vértices que no sea x0, entonces existen xl y xm en la
sucesión de vértices de C, que se repiten; es decir, que xl = xm con l 6= m y l y m
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distintos de 0. Ası́, sin pérdida de generalidad, si suponemos que l < m, tenemos
que C = (x0, ...,xl,xl+1, ...,xm, ...,xk−1,x0).

Consideremos a C′ el subcamino dirigido cerrado de C, definido por
C′ = (x0, ...,xl = xm,xm+1, ...,xk−1,x0), con longitud menor que k; entonces por
la hipótesis de inducción tenemos que C′ contiene un ciclo dirigido γ , y por lo
tanto γ es también un ciclo dirigido contenido en C.

2.4. Subdigráficas, digráficas generadoras y orejas
Sean D y H dos digráficas, llamamos a H una subdigráfica de D si se cumple

que V (H)⊆V (D) y F(H)⊆ F(D). Cuando V (H) =V (D), decimos que H es una
subdigráfica generadora de D.

Decimos que dos digráficas D y H son iguales si V (D) = V (H) y F(D) =
F(H), lo cual denotaremos como D = H. Cuando las digráficas D y H no son
iguales lo denotaremos por D 6= H.

Dado un subconjunto X de V (D), denotamos por D[X ] a la subdigráfica in-
ducida por X , donde V (D[X ]) = X y las flechas de la subdigráfica D[X ] son
F(D[X ]) = F(D)∩ (X ×X); es decir, la subgráfica inducida por X tiene un sub-
conjunto de vértices de D y tiene a todas las posibles flechas de F(D) que inciden
sobre los vértices de X .

Una forma recurrente de formar una subdigráfica a partir de una digráfica D
es a través de ir removiendo vértices o aristas. Utilizamos la notación D− v para
representar a la digráfica que resulta de quitar el vértice v de D y todas las flechas
de D, que inciden en v; es decir, V (D− v) = V (D)−{v} y F(D− v) = F(D)−
(({v}×V (D))∪ (V (D)×{v})). Asimismo, para quitar una flecha utilizamos la
notación D− (x,y) para hacer referencia a la subdigráfica de D que resulta de
quitar la flecha (x,y); es decir, V (D− (x,y)) = V (D) y A(D− (x,y)) = A(D)−
{(x,y)}.

Definimos una oreja en D, como una uv-trayectoria dirigida T tal que δD(u)>
2, δD(v) > 2 y el ingrado y exgrado de los vértices internos de T son iguales a 1
en D.

En la digráfica D que se exhibe en la figura 2.3, la trayectoria
T = (v5,v4,v3,v2) es una oreja de D, dado que es una trayectoria cuyos vértices
internos v4 y v3 tienen ingrado y exgrado igual a 1 en D, y los vértices extremos
v5 y v2 son de grado 3 en D. Observamos que una flecha cuyos vértices extremos
tienen grado mayor a dos es una oreja; por ejemplo, en 2.3, la flecha (v2,v5) es
una oreja.
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s[H]

Figura 2.3: Ejemplos de orejas en una digráfica

2.5. Conexidad fuerte

Decimos que una digráfica D es fuertemente conexa o simplemente fuerte,
si para cada par de vértices u y v se tiene que existe un uv-camino dirigido, o equi-
valentemente una uv-trayectoria dirigida, por el teorema 2.1. Notemos que de la
definición de conexidad fuerte se desprende que si una digráfica D es fuerte, en-
tonces para cualquier par de vértices u y v existe una uv-trayectoria dirigida y tam-
bién existe una vu-trayectoria dirigida. Observamos también que si una digráfica
es fuertemente conexa con al menos dos vértices, necesariamente se tiene que el
ingrado y el exgrado de todos sus vértices es al menos 1. En la figura 2.4 podemos
observar ejemplos de digráficas fuertemente conexas.
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Figura 2.4: Ejemplos de digráficas fuertemente conexas

Sean D una digráfica fuertemente conexa, y u y v dos vértices de D. La distan-
cia entre u y v, denotada como d(u,v), se define como
d(u,v) = mı́n{l(C) : C es un uv-camino dirigido}. En la digráfica de la figura 2.5,
tenemos que d(v1,v5) = 4, d(v10,v9) = 3, d(v7,v5) = 2 y d(v3,v4) = 1. Cabe
señalar que la distancia entre vértices de una digráfica no siempre es simétrica; es
decir, d(u,v) 6= d(u,v), por ejemplo d(v1,v2) = 1 y d(v2,v1) = 4.

Si consideramos un vértice fijo v en una digráfica D, diremos que la excentri-
cidad de v, denotada por excD(v), está dada por
excD(v)= máx{d(v,x) : x∈V (D)}. Definimos también el diámetro de una digráfi-
ca D, denotado como diám(D), como el máximo de la excentricidades de todos
sus vértices; y llamamos vértices antipodales a un par de vértices cuya distancia
es igual al diámetro de D. Para ejemplificar estos conceptos, la digráfica de la fi-
gura 2.5 tiene diámetro 6, y los vértices v6 y v2 son un par de vértices antipodales,
ya que exc(v6) = d(v6,v2) = 6.

En seguida vemos varios resultados sobre propiedades de las digráficas fuer-
temente conexas.

Proposición 2.1. Si D es fuertemente conexa con al menos 2 vértices, entonces D
contiene un ciclo dirigido.

Demostración. Sean u y v dos vértices de D, T1 = (u = x0, ...,xk = v) una uv-
trayectoria dirigida, y T2 = (v = y0, ...,yk = u) una vu-trayectoria dirigida; sabe-
mos que T1 y T2 existen dado que D es fuertemente conexa. T1∪T2 es un camino
dirigido cerrado y por el teorema 2.2 contiene un ciclo dirigido.
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Figura 2.5: Excentricidad y vértices antipodales

Teorema 2.3. D es una digráfica fuertemente conexa si y sólo si existe un camino
dirigido cerrado C que contiene a todos los vértices de D.

Demostración. ( =⇒ )
Supongamos que D es una digráfica fuertemente conexa. Si D solamente tiene

un vértice, entonces la digráfica cumple por vacuidad que tiene un camino dirigido
cerrado que pasa por todos sus vértices.

Supongamos entonces que D tiene al menos dos vértices u y v.
Sean Tuv una uv-trayectoria dirigida y Tvu una vu-trayectoria dirigida, que sa-

bemos que existen porque D es fuertemente conexa. Al considerar la unión de
estas trayectorias, tenemos que Tuv∪Tvu es un camino dirigido cerrado.

Caso 1: Si Tuv ∪Tvu contiene a todos los vértices de D, entonces tenemos lo
que queremos demostrar.

Caso 2: Si Tuv∪Tvu no contiene a todos los vértices de D, entonces tomamos
un vértice w en V (D)−V (Tuv∪Tvu) y dado que D es fuertemente conexa, enton-
ces existen una Tuw trayectoria dirigida y una Twu trayectoria dirigida. Por tanto,
tenemos que la unión T1 = Tuv∪Tvu∪Tuw∪Twu es un camino dirigido cerrado que
contiene a u, v y a w.

Recursivamente vamos construyendo los caminos dirigidos cerrados Ti y, dado
que D tiene un número finito de vértices, entonces para alguna j ∈N se tiene que
Tj es un camino dirigido cerrado que contiene a todos los vértices de D, que es lo
que se querı́a demostrar.

(⇐= )
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Para demostrar la implicación conversa, consideremos a
C = (x0,x1, . . . ,x0) un camino dirigido cerrado que contiene a todos los vértices
de D.

Sean u y v dos vértices en D. Demostraremos que existe un uv-camino dirigido
y un vu-camino dirigido en D.

Supongamos sin pérdida de generalidad, que u = xi y v = x j, con i < j. Por lo
tanto, la sucesión C′ = (u = xi, . . . ,x j = v) es un uv-camino dirigido y (v,C,x0)∪
(x0,C,u) es un (v,u)-camino dirigido. Por lo que, D es fuertemente conexa.

Corolario 2.3.1. Si D es una digráfica fuertemente conexa con al menos 2 vérti-
ces, entonces para cada vértice v en D existe un ciclo dirigido γ que lo contiene.

Demostración. Sea v un vértice en D, por demostrar que existe un ciclo γ en D
que contiene a v.

Dado que D es un digráfica fuertemente conexa con al menos dos vértices, por
el teorema 2.3 podemos garantizar la existencia de un camino dirigido cerrado C
que pasa por todos los vértices. Más aún, podemos también suponer, sin pérdida
de generalidad, que C empieza y termina en el vértice v.

Haremos la demostración por inducción sobre la longitud del camino dirigido
cerrado C.

Base: Si l(C) = 2, entonces, dado que D tiene al menos dos vértices, C es un
ciclo dirigido que contiene a v, que es lo que querı́amos demostrar.

Hipótesis de inducción: Todo camino dirigido cerrado C′ de longitud l(C′)<
k, con v ∈V (C′), contiene a un ciclo dirigido γ

′
tal que v ∈V (γ

′
).

Paso inductivo: Sea C un camino dirigido cerrado de longitud k, con
v ∈V (C). Supongamos nuevamente, sin pérdida de generalidad, que C empieza y
termina en el vértice v; es decir C = (v = x0,x1, . . . ,xk−1,x0 = v).

Si C no repite vértices, salvo el primero y el último, entonces C es el ciclo
dirigido buscado.

Supongamos que en C existen dos vértices iguales xi y x j, con i < j. Entonces
la sucesión de vértices en C se puede escribir como
C = (v = x0, . . . ,xi, . . . ,x j = xi, . . . ,x0 = v). El camino dirigido cerrado C′ dado
por C′ = (v = x0,C,xi)∪ (xi = x j,C,v) es un camino dirigido cerrado de longitud
l(C′) < k, con v ∈ V (C′). Por la hipótesis de inducción, tenemos que C′ contiene
un ciclo dirigido γ

′
con v ∈V (γ ′), que es lo que querı́amos demostrar.
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Teorema 2.4. Sea D una digráfica sin vértices aislados. D es una digráfica fuerte
si y sólo si existe C un camino dirigido cerrado que pasa por todas las flechas de
D.

Demostración. ( =⇒ )
Sea D una digráfica fuertemente conexa. Por el teorema 2.3 existe un camino

dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D. De todos estos posibles ca-
minos dirigidos cerrados que pasan por todos lo vértices, consideramos un camino
dirigido cerrado C = (x0, . . . ,xr) que pase por la mayor cantidad de flechas en D.

Afirmamos que F(C) = F(D).
Como F(C)⊆ F(D), resta solamente probar que F(D)⊆ F(C).
Procediendo por contradicción, supongamos que existe una flecha (u,v) en

F(D) tal que (u,v) 6∈ F(C).
Como C pasa por todos los vértices, entonces, sin pérdida de generalidad, se

tiene que u = xi y v = x j, con {xi,x j} ⊂ V (C), i < j. También podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que C empieza y termina en u.

Construimos un camino dirigido cerrado C′ dado por:

C′ =C∪ (u,v)∪ (v,C,u).

Observamos que F(C′) = F(C)∪{(u,v)}, lo cual contradice que C es un camino
dirigido cerrado que pasa por la mayor cantidad de flechas de D.

Por lo tanto, tenemos que el camino dirigido cerrado C pasa por todas las
flechas de D.

(⇐= )
Para el regreso de este teorema, si tenemos C un camino dirigido cerrado que

pasa por todas las flechas de D entonces, como D no tiene vértices aislados, nece-
sariamente C pasa también por todos los vértices de D. Por lo tanto, por el teorema
2.3, D es fuertemente conexa.

Teorema 2.5. Sea D una digráfica fuertemente conexa con n ≥ 2 vértices. Para
toda partición {U1,V1} de V (D) se tiene que al menos existen dos flechas f1 y f2
tales que la cola de f1 y la cabeza de f2 están en U1 y la cola de f2 y la cabeza de
f1 están en V1.

Demostración. Sean {U1,V1} una partición de V (D), u ∈U1 y v ∈V1.
Como D es fuertemente conexa, entonces existe T una uv-trayectoria dirigida

en D. Sea v1 el primer vértice de T tal que v1 ∈ V1; sabemos que este vértice
existe ya que al menos v∈V (T ) y v∈V1. Tomemos a u1 el antecesor de v1 bajo la
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trayectoria dirigida T ; sabemos que este vértice existe ya que al menos u ∈V (T )
y u /∈ V1. Por la elección de v1, tenemos que la flecha (u1,v1) cumple que la cola
u1 está en U1 y la cabeza v1 está en V1, como se muestra en la figura 2.6.

La demostración de que existe al menos una flecha e tal que la cola de e está
en V1 y la cabeza de e está en U1 es completamente análoga.

Figura 2.6: Partición de una digráfica fuertemente conexa

2.6. Conexidad mı́nimamente fuerte
En esta sección damos una definición relacionada con la minimalidad de la

propiedad de ser una digráfica fuertemente conexa. La idea surge de quitarle una
flecha a una digráfica fuertemente conexa, y verificar si la digráfica resultante
pierde la propiedad de ser fuerte.

Decimos que una digráfica D es mı́nimamente fuerte; si D es fuertemente
conexa y al quitar cualquier flecha (x,y) de D, la subdigráfica D− (x,y) ya no es
fuertemente conexa.

Un ejemplo de una digráfica mı́nimamente fuerte lo tenemos en la digráfica
(a) de la figura 2.7; observamos que al ser un ciclo es fuertemene conexa (teorema
2.3), y al quitar cualquier flecha, por ejemplo la flecha (v1,v2), tenemos que no
existe una v1v2-trayectoria dirigida.

Un ejemplo de una digráfica que es fuertemente conexa, pero que no es mı́ni-
mamente fuerte, es la digráfica (b) de la figura 2.7; observamos que tiene un ca-
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mino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices,
C = (v1,v2,v3,v4,v1). Al quitar la flecha (v1,v3), el camino dirigido cerrado C
pasa por todos los vértices de la digráfica resultante; por el teorema 2.3 es fuerte-
mente conexa. Por lo tanto, la digráfica (b) no es mı́nimamente fuerte.

Figura 2.7: Ejemplos de una digráfica mı́nimamente fuerte y no mı́nimamente
fuerte

Otro ejemplo de una digráfica mı́nimamente fuerte lo tenemos en la digráfica
D de la figura 2.8. Como el camino dirigido cerrado
C = (v3,v2,v1,v3,v8,v7,v9,v8,v4,v6,v5,v4,v3) pasa por todos los vértices de D,
entonces por el teorema 2.3, D es una digráfica fuertemente conexa. Ahora bien,
observamos que la única v3v8-trayectoria dirigida es la flecha (v3,v8), y por lo tan-
to, al quitar esta flecha, la digráfica D− (v3,v8) no es fuertemente conexa (análo-
gamente para las flechas (v8,v4) y (v4,v3)).

Para todas las demás flechas de la digráfica, al quitar alguna de ellas, la digráfi-
ca resultante tiene un vértice de ingrado 0 o un vértice de exgrado 0, lo cual signi-
fica que la digráfica resultante no es fuertemente conexa. Por ejemplo, si quitamos
la flecha (v7,v9), entonces tenemos que el exgrado de v7 es 0 en D− (v7,v9), lo
cual significa que esta digráfica no es fuertemente conexa. Ası́, podemos concluir,
que D es mı́nimamente fuerte.
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Figura 2.8: Digráfica mı́nimamente fuerte

Para finalizar este capı́tulo, presentamos varios resultados sobre propiedades
de las digráficas mı́nimamente fuertes.

Proposición 2.2. Si D es una digráfica fuertemente conexa, entonces D contiene
una subdigráfica generadora D′ mı́nimamente fuerte.

Demostración. Sea D una digráfica fuertemente conexa. Procederemos por induc-
ción sobre el número de flechas m de D.

Base: Si D es una digráfica fuertemente conexa con 2 flechas, entonces D es
una subdigráfica generadora que es mı́nimamente fuerte, ya que es un ciclo.

Si D es una digráfica fuertemente conexa con 3 flechas, entonces D es una
subdigráfica generadora que es mı́nimamente fuerte, ya que es un ciclo de longitud
3.

Hipótesis de inducción: Toda digráfica fuertemente conexa, con menos de m
flechas, contiene una subdigráfica generadora que es mı́nimamente fuerte.

Paso inductivo: Sea D una digráfica fuertemente conexa con m flechas. Tene-
mos dos casos:

Caso 1: D es una digráfica mı́nimamente fuerte.
En este caso D es la subdigráfica generadora buscada.
Caso 2: D no es una digráfica mı́nimamente fuerte.
Entonces existe una flecha (u,v) en D tal que D− (u,v) es fuertemente cone-

xa. Por hipótesis de inducción, se tiene que D− (u,v) contiene una subdigráfica
generadora mı́nimamente fuerte, digamos D′. Por lo tanto, D′ también es una sub-
digráfica generadora mı́nimamente fuerte de D.
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Proposición 2.3. Sea D una digráfica mı́nimamente fuerte. Si H es una subdigráfi-
ca fuerte de D, entonces H es mı́nimamente fuerte.

Demostración. Sean D un digráfica mı́nimamente fuerte, y H una subdigráfica
fuertemente conexa de D.

Procediendo por contradicción, supongamos que H no es mı́nimamente fuerte.
Entonces, existe una flecha (u,v) en H tal que H− (u,v) es fuertemente conexa.

Por demostrar, que D− (u,v) es fuertemente conexa.
Sean x y y dos vértices en D− (u,v); vamos a ver que existe un xy-camino

dirigido.
Como D es fuertemente conexa, entonces existe una xy-trayectoria en D, di-

gamos T . Consideramos dos casos:
Caso 1: (u,v) 6∈ F(T ).
En este caso T es una (x,y)-trayectoria en D− (u,v).
Caso 2: (u,v) ∈ F(T ).
En este caso tenemos que la trayectoria T se escribe como

T = (x, . . . ,u,v, . . . ,y). Como H − (u,v) es fuertemente conexa, entonces existe
una uv-trayectoria en H− (u,v), digamos S. Por lo que, el camino dirigido T ′ da-
do por T ′ = (x,T,u)∪ (u,S,v)∪ (v,T,y) es un xy-camino dirigido en D− (u,v),
como se muestra en la figura 2.9.

Por lo tanto, D− (u,v) es fuertemente conexa; lo cual contradice que D es
mı́nimamente fuerte.

Concluimos que H es mı́nimamente fuerte.

Figura 2.9: xy-trayectoria en D− (u,v)
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Lema 2.6. Sea D una digráfica mı́nimamente fuerte. Si C es un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D, entonces C también pasa por todas
las flechas de D.

Demostración. Sean D una digráfica mı́nimamente fuerte, y C un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D; sabemos que dicho camino existe
por el teorema 2.3.

Por demostrar que C pasa por todas las flechas de D. Procediendo por contra-
dicción, supongamos que existe una flecha (u,v) de D que no pertenece a F(C).

Observamos que en la digráfica D− (u,v), C también es un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices, como se muestra en la figura 2.10, y por
lo tanto, D− (u,v) es fuertemente conexa. Esto contradice que D es mı́nimamente
fuerte.

Podemos concluir que C pasa por todas las flechas de D, que es lo que querı́amos
demostrar.

Figura 2.10: D− (u,v) fuertemente conexa



Capı́tulo 3

Coloraciones arcoı́ris para digráficas

En este capı́tulo damos la definición de coloración arcoı́ris para digráficas, que
es el tema central de este trabajo. El objetivo de este capı́tulo se centra en presentar
una serie de resultados sobre coloración arcoı́ris en digráficas que son fuertemente
conexas o mı́nimamente fuertes.

En la primera sección, definimos la coloración arcoı́ris para digráficas, ası́ co-
mo su número de coloración arcoı́ris. Damos una serie de cotas sobre la coloración
arcoı́ris relacionadas con el diámetro y el tamaño de una digráfica. Para digráfi-
cas asimétricas de orden n, probamos que el número de coloración arcoı́ris está
acotado por n.

En la segunda y tercera sección damos una serie de resultados cuyo objetivo
es acotar con n− 1 el número de coloración arcoı́ris para digráficas fuertemente
conexas, con ciertas propiedades.

En la cuarta sección, demostramos que las digráficas mı́nimamente fuertes de
orden n, que no son ciclos dirigidos, también cumplen que su número de colora-
ción arcoı́ris está acotado por n−1.

3.1. Coloraciones por flechas
Sean D una digráfica, y {1, . . . ,k} un conjunto de número naturales que repre-

sentan k colores; decimos que una función ϕ : F(D)→{1, . . . ,k}, es una colora-
ción de las flechas de D. Si queremos especificar el número de colores, podemos
decir que ϕ es una k-coloración de las flechas de D.

Dadas D una digráfica fuertemente conexa y una coloración
ϕ : F(D)→ {1, . . . ,k} de D, una trayectoria T = (x0, . . . ,xr) es una trayecto-
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ria arcoı́ris si sucede que ϕ((xi,xi+1)) 6= ϕ((x j,x j+1)) para i 6= j, con {i, j} ⊆
{0, . . . ,r−1}, es decir; una trayectoria dirigida es arcoı́ris, si los colores de las fle-
chas no se repiten. Decimos que una coloración
ϕ : F(D)→ {1, . . . ,k} es una coloración arcoı́ris, si para cada par de vértices
u y v de D, podemos encontrar una uv-trayectoria arcoı́ris; para especificar el
número de colores decimos también que ϕ es una k-coloración arcoı́ris. Final-
mente, llamamos número de coloración arcoı́ris al mı́nimo de las k tales que
ϕ : F(D)→ {1, . . . ,k} es una k-coloración arcoı́ris, y lo denotamos como ~rc(D),
por sus siglas en inglés; rainbow colouring.

Como ejemplos de coloraciones arcoı́ris, en la figura 3.1 tenemos dos ciclos
dirigidos de longitud 3 y 4, respectivamente. Las flechas de estos ciclos dirigidos
han sido coloreadas todas con colores distintos, y por lo tanto, cualquier trayecto-
ria entre cualquier par de vértices es una trayectoria arcoı́ris.

Figura 3.1: Ejemplos de coloración arcoı́ris en digráficas

A continuación veremos algunos resultados sobre el número de coloración
arcoı́ris.

Teorema 3.1. Si D es una digráfica fuertemente conexa, entonces:

diám(D)≤ ~rc(D)≤ |F(D)|.
Demostración. Sean u y v dos vértices de D, tales que su distancia sea igual al
diámetro de D; es decir, d(u,v) = diám(D). Consideremos una coloración arcoı́ris
ϕ : F(D)→{1, . . . ,~rc(D)}; es decir, ϕ utiliza ~rc(D) colores.

Sea T una uv-trayectoria arcoı́ris bajo ϕ . Se sigue que la longitud de T nece-
sariamente es mayor o igual a la distancia de u hacia v, que a su vez coincide con
el diámetro de D, ası́ tenemos que:
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diám(D) = d(u,v)≤ l(T ). (3.1)

Por otro lado, dado que T es una trayectoria arcoı́ris inducida por ϕ , sabemos
que T ocupa a lo más ~rc(D) colores, por lo tanto:

l(T )≤ ~rc(D). (3.2)

Por transitividad entre 3.1 y 3.2 obtenemos que:

diám(D)≤ ~rc(D). (3.3)

Para demostrar la otra desigualdad, que indica que ~rc(D)≤ |F(D)|, tomamos
una coloración arcoı́ris ϕ : F(D)→ {1, . . . , |F(D)|}, en la que a cada flecha le
asignamos un color diferente; con esta coloración, cualquier trayectoria que to-
memos es una trayectoria arcoı́ris, y por lo tanto el número de coloración arcoı́ris
es menor o igual a |F(D)|.

Proposición 3.1. Si D es una digráfica fuertemente conexa con n vértices, enton-
ces:

~rc(D)≤ n.

Demostración. Consideremos la coloración ϕ : F(D)→{1, . . . ,n} tal que ϕ(vi,v j)=
j; es decir, a todas las flechas cuya cabeza es v j, las coloreamos con el color j.

Por lo tanto, cualquier trayectoria T = (v0, . . . ,vk) es una trayectoria arcoı́ris,
ya que por definición de ϕ:

i+1 = ϕ(vi,vi+1) 6= ϕ(v j,v j+1) = j+1

para i 6= j.

Proposición 3.2. Sea D una digráfica asimétrica y mı́nimamente fuerte con n
vértices. Si D es un ciclo dirigido entonces ~rc(D) = n.

Demostración. Sea D = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo dirigido con n vértices. Tome-
mos una coloración arcoı́ris mı́nima para las flechas
ϕ : F(D)→{1, . . . ,~rc(D)}.

Sabemos que en un ciclo dirigido, para cualesquiera dos vértices x y y, existe
una única (x,y)-trayectoria dirigida, lo que implica que
T = (x0, . . . ,xn−1) es la única (x0,xn−1)-trayectoria dirigida en D. Por lo tanto,
como ϕ es una coloración arcoı́ris y T es única, entonces T es una trayectoria
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dirigida arcoı́ris de longitud n−1; es decir, todas las flechas de T tienen un color
distinto.

Observamos que la flecha (xn−1,x0) tiene un color distinto al color de todas
las flechas en T , de lo contrario si ϕ((xn−1,x0)) = ϕ((x j,x j+1)) para alguna j en
{1, . . . ,n − 1}; entonces la trayectoria dirigida
T ′ = (xn−1,x0)∪ (x0,T,x j+1), no serı́a una trayectoria dirigida arcoı́ris, lo cual
no es posible, ya que T ′ es la única (xn−1,x j+1)- trayectoria dirigida en D y ϕ es
una coloración arcoı́ris.

Por lo tanto, la flecha (xn−1,x0) tiene un color distinto al color de todas las
flechas en T . Ası́, n ≤ ~rc(D), lo que implica que ~rc(D) = n, por la proposición
3.1.

Proposición 3.3. Sea D una digráfica fuertemente conexa. Si H es una subdigráfi-
ca generadora y fuerte de D, entonces:

~rc(D)≤ ~rc(H).

Demostración. Sea ϕ : F(H)→{1, . . . ,~rc(H)} una coloración arcoiris en H. Da-
do que H es una subdigráfica de D, podemos extender el dominio de la coloración
ϕ para obtener una coloración ψ en D, de la siguiente manera:

ψ(u,v) =

{
ϕ(u,v) si (u,v) ∈ F(H)

1 si (u,v) /∈ F(H)

Con esta nueva coloración ψ , se tiene claramente que toda trayectoria arcoı́ris in-
ducida por ϕ es también una trayectoria arcoı́ris en ψ por definición. Asimismo,
dado que ψ es una posible coloración arcoiris en D (no necesariamente una co-
loración arcoı́ris mı́nima), entonces ~rc(H) es una cota superior de ~rc(D); es decir
que ~rc(D)≤ ~rc(H).
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Para ejemplificar las proposiciones anteriores, observamos que la digráfica D
de la figura 3.2, tiene una 2-coloración arcoı́ris. Utilizando el teorema 3.1, dado
que el diám(D) = 2, entonces se tiene que ~rc(D) = 2. Por otro lado, vemos que
la subdigráfica H de la figura 3.2, es un ciclo dirigido de longitud 4, y es una
subdigráfica generadora de D, que tiene número de coloración arcoı́ris ~rc(H) = 4.

Figura 3.2: ~rc(D)≤ ~rc(H)
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3.2. Digráficas mı́nimamente fuertes
En esta sección se demuestran un lema y un corolario que relacionan la colora-

ción arcoı́ris con las digráficas mı́nimamente fuertes; estos resultados se utilizarán
en las siguientes secciones.

Lema 3.2. Sea D una digráfica mı́nimamente fuerte. Si D no es un ciclo dirigido,
entonces existe H una subdigráfica fuerte de D y un vértice x en V (D)−V (H) tal
que N−D (x) = {y}, para algún vértice y en V (H); es decir, el vértice x solamente
tiene un invecino, y este invecino está en H.

Demostración. Sea D una digráfica mı́nimamente fuerte que no es un ciclo.
Construiremos una sucesión de subdigráficas de D, Hi, tal que cumplen las

siguientes propiedades:

(1) para todo i≥ 0 , Hi es fuerte,

(2) para todo i≥ 1, Hi−1 es una subdigráfica propia de Hi,

(3) para todo i≥ 0, V (D)−V (Hi) 6= /0,

hasta encontrar una subdigráfica Hk en esta sucesión, tal que existe un vértice xk
en V (D)−V (Hk) y N−D (xk) = {yk}, para yk en V (Hk).

Paso 0: Construcción de H0.
Como D es fuerte, entonces por el corolario 2.1, tenemos que D contiene un

ciclo dirigido al que llamaremos C.
Nombramos a H0 = C. Claramente, H0 es fuerte por ser un ciclo; más aún,

como D es mı́nimamente fuerte, entonces por la proposición 2.3, H0 es una sub-
digráfica mı́nimamente fuerte. Dado que D no es un ciclo, entonces C es un ciclo
inducido en D y existe al menos un vértice fuera de H0; es decir, V (D)−V (H0) 6=
/0. Por lo tanto, H0 cumple las propiedades (1) y (3).

Preguntamos si existe un vértice x0 en V (D) − V (H0), tal que
N−D (x0) = {y0}, para algún vértice y0 en V (H0). En caso afirmativo, H0 es la sub-
digráfica deseada y x0 el vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V (D)−V (H0) tal que N−D (x)∩
V (H0) 6= /0, se cumple que δ

−
D (x)≥ 2. En este caso elegimos a x1 en V (D)−V (H0)

tal que N−D (x1)∩V (H0) 6= /0 y δ
−
D (x1) ≥ 2. El vértice x1 existe porque D es fuer-

temente conexa.
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Paso 1: Construcción de la subdigráfica H1, a partir de H0 y x1.
Como D es fuertemente conexa, existe T1 una ({x1},V (H0))-trayectoria de

longitud mı́nima. Llamemos a y1 al último vértice de T1. Observamos que y1 es el
único vértice en T1 que pertenece a H0, por la minimalidad de T1.

Como N−D (x1)∩V (H0) 6= /0, entonces existe x′1 un vértice en H0 que es invecino
de x1; esto es equivalente a decir que existe la flecha (x′1,x1).

Construimos a H1 de la siguiente manera (ver la figura. 3.3):

V (H1) =V (H0)∪{x1}∪V (T1), y

F(H1) = F(H0)∪{(x′1,x1)}∪F(T1).

Figura 3.3: Subdigráfica H1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el ciclo dirigido C = H0 em-
pieza y termina en el vértice x′1. Observamos que el camino dirigido cerrado
H0 ∪ (x′1,x1)∪ T1 ∪ (y1,H0,x′1), pasa por todos los vértices de H1. Por el teore-
ma 2.3, H1 es fuerte; por lo tanto, H1 satisface la condición (1). Más aún, H1 es
mı́nimamente fuerte, por la proposición 2.3.

Dado que H1 es mı́nimamente fuerte, el lema 2.6 garantiza que el camino
dirigido cerrado H0∪ (x′1,x1)∪T1∪ (y1,C,x′1), pasa por todas las flechas de H1; es
decir, H1 es una subdigráfica inducida D[V (H1)]. Por lo tanto, V (D)−V (H1) 6=
/0, ya que estamos suponiendo que δ

−
D (x1) ≥ 2; esto significa que H1 cumple la

propiedad (3).
Por construcción, H0 es una subdigráfica propia de H1; por lo tanto, H1 satis-

face la condición (2).
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Preguntamos, si existe x2 en V (D)−V (H1) tal que N−D (x2) = {y2}, para algún
vértice y2 en V (H1). En caso afirmativo, H1 es la subdigráfica deseada y x2 el
vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V (D)−V (H1) tal que N−D (x)∩
V (H1) 6= /0, se cumple que δ

−
D (x)≥ 2. En este caso elegimos a x2 en V (D)−V (H1)

tal que N−D (x2)∩V (H1) 6= /0 y δ
−
D (x2) ≥ 2. El vértice x2 existe porque D es fuer-

temente conexa.
Paso 2: Construcción de la subdigráfica H2, a partir de H1 y x2.
Como D es fuertemente conexa, existe T2 una ({x2},V (H1))-trayectoria de

longitud mı́nima. Llamemos y2 al último vértice de T2. Observamos que y2 es el
único vértice en T2 que pertenece a H1, por la minimalidad de T1.

Como N−D (x2)∩V (H1) 6= /0, entonces existe x′2 un vértice en H1 que es invecino
de x2; esto es equivalente a decir que existe la flecha (x′2,x2).

Construimos a H2 de la siguiente manera (ver la figura. 3.4):

V (H2) =V (H1)∪{x2}∪V (T2), y

F(H2) = F(H1)∪{(x′2,x2)}∪F(T2).

Figura 3.4: Subdigráfica H2

Observamos que el camino dirigido cerrado dado por
H1 ∪ (x′2,x2)∪ T2 ∪ (y2,H1,x′2), pasa por todos los vértices de H2. Por el teore-
ma 2.3, H2 es fuerte; por lo tanto, H2 satisface la condición (1). Más aún, H2 es
mı́nimamente fuerte, por la proposición 2.3.

Dado que H2 es mı́nimamente fuerte, el lema 2.6 garantiza que el camino
dirigido cerrado H1∪ (x′2,x2)∪T2∪ (y2,H1,x′2), pasa por todas las flechas de H2;
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es decir, H2 es una subdigráfica inducida D[V (H2)]. Por lo tanto, V (D)−V (H2) 6=
/0 ya que estamos suponiendo que δ

−
D (x2) ≥ 2; esto significa que H2 cumple la

propiedad (3).
Por construcción, también tenemos que H1 es una subdigráfica propia de H2;

por lo tanto H2 satisface la condición (2).
Preguntamos, nuevamente, si existe x3 en V (D) − V (H2) tal que

N−D (x3) = {y3}, para algún vértice y3 en V (H2). En caso afirmativo, H2 serı́a la
digráfica deseada y x3 serı́a el vértice buscado.

De lo contrario, tenemos que para cualquier x en V (D)−V (H2) tal que N−D (x)∩
V (H2) 6= /0, se cumple que δ

−
D (x)≥ 2. En este caso elegimos a x3 en V (D)−V (H2)

tal que N−D (x3)∩V (H2) 6= /0 y δ
−
D (x3) ≥ 2. El vértice x3 existe porque D es fuer-

temente conexa.
Siguiendo con este procedimiento, observamos que en cada iteración j, es-

tamos tomando al menos un vértice x j que no está en la subdigráfica H j−1; es
decir, nuestra sucesión de digráficas es una sucesión creciente. Ahora bien, ya
que la digráfica D es finita, en particular el conjunto de vértices V (D) también
es un conjunto finito; de tal manera que en alguna de las iteraciones, digamos la
iteración k, encontramos la subdigráfica Hk deseada y el vértice xk+1 buscado.

Como consecuencia del lema 3.2 tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1. Sea D una digráfica mı́nimamente fuerte. Si D no es un ciclo
dirigido, entonces existe C un ciclo dirigido en D y un vértice x en V (D)−V (C)
tal que N−D (x) = {y} para algún vértice y en C.

Demostración. Dado que estamos suponiendo que D es mı́nimamente fuerte, y D
no es un ciclo dirigido, entonces estamos bajo las hipótesis del lema 3.2.

Sean H la subdigráfica fuertemente conexa que nos garantiza el lema 3.2, y x
en V (D)−V (H) tal que N−D (x) = {y}, para alguna y en H. Al utilizar el corolario
2.3.1, éste nos garantiza la existencia de un ciclo C que empiece y termine con
el vértice y. Observamos que C es mı́nimamente fuerte, por ser un ciclo, y que el
vértice y ∈ V (C) cumple que N−D (x) = {y}, que es lo que querı́amos demostrar.
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3.3. Coloración arcoı́ris y la propiedad de la trayec-
toria

En esta sección enunciamos la definición de la propiedad de la trayectoria;
ésta nos será de gran utilidad para reducir las cotas de la coloración arcoı́ris en las
digráficas fuertemente conexas y mı́nimamente fuerte.

Sean D una digráfica, y (x′,x), (y′,y) dos flechas de D, no necesariamente
distintas. Diremos que el par de flechas {(x′,x),(y′,y)} tienen la propiedad de
la trayectoria si existe una (x′,y)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha
(x′,x), y también existe una (y′,x)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha
(y′,y), como se muestra en la figura 3.5 .

Figura 3.5: Las flechas (x′,x) y (y′,y) tienen la propiedad de la trayectoria.

Teorema 3.3. Sean D una digráfica fuertemente conexa con n vértices, y (x′,x) y
(y′,y) dos flechas de D con x 6= y, tales que δ

−
D (x)= δ

−
D (y)= 1. Si el par de flechas

{(x′,x),(y′,y)} tiene la propiedad de la trayectoria, entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Sean D una digráfica fuertemente conexa con n vértices, y (x′,x) y
(y′,y) dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria, con δ

−
D (x) = δ

−
D (y) =

1. Consideremos T1 una (x′,y)-trayectoria dirigida que no pasa por (x′,x), y T2
una (y′,x)-trayectoria dirigida que no pasa por (y′,y).

Dado que por hipótesis δ
−
D (x) = δ

−
D (y) = 1, entonces necesariamente la fle-

cha (y′,y) pertenece a la trayectoria dirigida T1, y la flecha (x′,x) pertenece a la
trayectoria dirigida T2, como se muestra en la figura 3.6.

Consideremos la función c : V (D)→{1, . . . ,n−1} dada por:

c(x) = c(y) = 1,
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Figura 3.6: Trayectorias T1 y T2

c(v) 6= 1, para todo v ∈V (D)−{x,y}, y

c(u) 6= c(v), para todo u y v en V (D)−{x,y}.

A partir de esta función, construimos una coloración por flechas
ϕ : F(D)→{1, . . . ,n−1} dada por:

ϕ((u,v)) = c(v) para toda flecha (u,v),

es decir, la coloración ϕ colorea a todas las flechas con el color de la cabeza de la
flecha, y repite el color 1 para las flechas (x′,x) y (y′,y).

Afirmación: ϕ es una coloración arcoı́ris de las flechas de D.
Sean u y v dos vértices de D y T una (u,v)-trayectoria dirigida, con T = (u =

w0, . . . ,wk = v). Por demostrar que existe una (u,v)-trayectoria arcoı́ris.
Caso 1: (x′,x) y (y′,y) no pertenecen a F(T ).
Por demostrar que T es una trayectoria arcoı́ris.
En este caso observamos que x y y no pertenecen a V (T )−{w0}, dado que

δ
−
D (x) = 1 = δ

−
D (y).

Como x y y no pertenecen a V (T )−{w0}, tenemos que por definición c(w) 6=
c(z) para todo w y z en V (T )−{w0}, y además c(w) 6= 1 para todo w en V (T )−
{w0}. En el caso en el que w0 sea x o y tendremos que c(w0) = 1 y por lo tanto,
podemos garantizar que c(w) 6= c(z) para todo w y z en V (T ). En el caso en el que
w0 no es x o y tenemos por definición de c que también c(w) 6= c(z), para todo w
y z en V (T ).

Por lo tanto, bajo la coloración ϕ , tenemos que la trayectoria dirigida T es una
trayectoria arcoı́ris ya que:
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ϕ((u,v)) = c(v) 6= c(z) = ϕ((w,z))

para todo par de flechas distintas (u,v) y (w,z) en F(T ). Más aún,
c((u,v)) 6= 1 para toda (u,v) en F(T ).

Caso 2: (x′,x) ∈ F(T ) y (y′,y) /∈ F(T ).
Por demostrar que T es una trayectoria arcoı́ris.
Supongamos (wi,wi+1) = (x′,x) para algún i en {0, . . . ,k−1}.
Observamos que bajo la coloración ϕ la flecha (x′,x) tiene el color

ϕ(x′,x) = c(x) = 1 y dado que por hipótesis la flecha (y′,y) no pertenece a F(T ),
entonces no hay repetición del color 1 en F(T ). Por lo tanto, podemos garantizar
que c(w) 6= c(z) para todo w y z en V (T ). Esto implica que la trayectoria T es
arcoı́ris, dado que para cualquier par de flechas distintas se tiene que:

c(w j+1) = ϕ(w j,w j+1) 6= ϕ(wi,wi+1) = c(wi+1) para i 6= j.

Caso 3: (y′,y) ∈ F(T ) y (x′,x) /∈ F(T ).
Por demostrar que T es una trayectoria arcoı́ris.
Este caso se resuelve de forma análoga al caso 2, intercambiando los vértices

x′ y x por y′ y y, respectivamente.
Caso 4: (x′,x) ∈ F(T ) y (y′,y) ∈ F(T ).
Construiremos una (u,v)-trayectoria arcoı́ris.
En este caso, asumimos sin pérdida de generalidad que (x′,x) aparece antes

que (y′,y) en la sucesión de vértices de la trayectoria.
Dado que tanto x como y pertenecen a T , entonces tenemos la repetición del

color ϕ(x′,x) = ϕ(y′,y) = 1.
Utilizando la trayectoria T1, consideremos al camino dirigido dado por la

unión de las siguientes trayectorias:

(u,T,x′)∪T1∪ (y,T,v).

Por el teorema 2.1, podemos extraer una trayectoria de este camino dirigido.
Sabemos que la flecha (x′,x) no pertenece a esta nueva trayectoria, entonces es-
tamos en el caso 2 de esta demostración, y por lo tanto, tenemos una trayectoria
arcoı́ris, ver la figura 3.7.

De todos los casos anteriores podemos concluir que ~rc(D) ≤ n− 1, que es lo
que querı́amos demostrar.

Observamos que en el teorema anterior, la propiedad de la trayectoria nos
permite reducir a n− 1 la cota superior de una coloración arcoı́ris; dado que con
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Figura 3.7: (u,v) camino dirigido cerrado dado por (u,T,x′) ∪T1∪ (y,T,v)

esta propiedad podemos repetir los colores de los vértices que son la cabeza de las
flechas que tienen la propiedad de la trayectoria.

Corolario 3.3.1. Sea D una digráfica fuertemente conexa con n vértices. Si existe
un vértice z en D tal que z tiene al menos dos exvecinos diferentes x y y, con
δ
−
D (x) = δ

−
D (y) = 1, entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Para probar este corolario basta con renombrar el vértice z por un
lado como x′, obteniendo la flecha (x′,x), y por otro lado renombrar a z como y′,
obteniendo la flecha (y′,y).

Notemos que (x′,x) y (y′,y) tienen la propiedad de la trayectoria dado que
ambas son trayectorias dirigidas de una sola flecha y las flechas son distintas; es
decir, (z = x′,y) es una (x′,y)-trayectoria dirigida que no pasa por (x′,x) y también
(z = y′,x) es una (y′,y)-trayectoria dirigida que no pasa por (y′,y).

Por lo tanto, estamos bajo las hipótesis del teorema 3.3, y concluimos que
~rc(D)≤ n−1.

3.4. Coloración arcoı́ris para digráficas mı́nimamen-
te fuertes

El siguiente teorema presenta el resultado principal de este capı́tulo, en el
que podemos reducir a n− 1, la cota del número de coloración arcoı́ris para las
digráficas mı́nimamente fuertes que no son ciclos dirigidos.

Teorema 3.4. Sea D una digráfica asimétrica y mı́nimamente fuerte con n vérti-
ces. Si D no es un ciclo, entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Sea D una digráfica asimétrica y mı́nimamente fuerte con n vérti-
ces, que no es un ciclo. Por el corolario 3.2.1, tenemos que existen un ciclo diri-
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gido C y un vértice x en V (D)−V (C), tal que N−D (x) = {y} para algún vértice y
en V (C). Llamemos z al sucesor del vértice y en C.

Vamos a construir una sucesión de pares de subdigráficas (Di,Qi), con i ≥ 1,
tales que:

(1) para todo i≥ 1, Di es una subdigráfica fuertemente conexa de D;

(2) para todo i≥ 1, Qi es una oreja en Di;

(3) para todo i ≥ 2, Di−1 es una subdigráfica propia de Di, donde
Di = Di−1∪Qi;

(4) para toda i ≥ 1, existe una (y,zi)-trayectoria que no contiene a la flecha
(y,x), y existe una (yi,x)-trayectoria que no contiene a la flecha (yi,zi), don-
de (yi,zi) es la primer flecha de la oreja Qi; es decir, las flechas (y,x) y
(yi,zi) cumplen la propiedad de la trayectoria;

hasta llegar, en estas iteraciones, a un paso k en el que encontramos un vértice zk,
tal que δ

−
D (zk) = 1; por lo que las flechas (y,x) y (yk,zk) tienen la propiedad de la

trayectoria, y podemos aplicar el teorema 3.3, concluyendo que ~rc(D)≤ n−1.
Paso 1: Construcción del par (D1,Q1).
Sean T1 una (x,C)-trayectoria dirigida de longitud mı́nima, y t el último vértice

de T1, como se muestra en la figura 3.8. Observemos que t es el único vértice
de T1 que pertenece a V (C). Observamos también que y 6= t dado que estamos
suponiendo que D es antisimétrica.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que el ciclo dirigido C empieza y
termina en el vértice y.

Llamamos Q1 a la trayectoria dirigida Q1 = (y,C, t).
Nombramos como D1, a la subdigráfica de D dada por:

V (D1) =V (C)∪V (T1) y,

F(D1) = F(C)∪{(y,x)}∪F(T1).

Por demostrar que el par (D1,Q1) satisface las condiciones (1)-(4).
Propiedad (1) para (D1,Q1): D1 es una subdigráfica fuertemente conexa de

D.
Para probar la conexidad fuerte de D1, exhibimos a C1, un camino dirigido

cerrado que pasa por todos los vértices de D1 como sigue:

C1 =C∪ (y,x)∪T1∪ (t,C,y),
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Figura 3.8: Subdigráfica D1, que resulta de unir al ciclo C con la flecha (y,x) y la
trayectoria T1.

por el teorema 2.3, D1 es fuertemente conexa. Más aún, por la proposición 2.3, D1
es mı́nimamente fuerte, y por el lema 2.6, D1 es una subdigráfica inducida de D.

Propiedad (2) para (D1,Q1): Q1 es una oreja en D1.
Dado que C es un ciclo dirigido en D1, entonces todos los vértices de V (C)−

{y, t} tienen grado 2 en D1; En el caso de los vértices extremos y y t mostramos
que δD1(y)> 2, y δD1(t)> 2.

Para el vértice y, basta con mencionar al antecesor y al sucesor de y en C; y
adicionalmente la flecha (y,x) nos garantiza que δD1(y) > 2, como se aprecia en
la figura 3.8.

Asimismo, el vértice t tiene antecesor y sucesor en C, y también tiene un
invecino que proviene de T1, garantizando que δD1(t)> 2.

Por lo tanto, Q1 es una oreja en D1.
Propiedad (3) para (D1,Q1): Como estamos construyendo el primer par

(D1,Q1), no es necesario que cumpla con la condición 3.
Propiedad (4) para (D1,Q1): D1 cumple la condición 4.
Demostraremos que las flechas (y1,z1) y (y,x) cumplen la propiedad de la

trayectoria.
Observamos que si tomamos z = z1 y y = y1, entonces la flecha (y,z1) es una

(y,z1)-trayectoria que no contiene a (y,x), y también tenemos que la flecha (y1,x)
es una (y1,x)-trayectoria que no contiene a (y1,z1); es decir, las flechas (y,x) y
(y1,z1) cumplen la propiedad de la trayectoria. Por lo tanto, el par (D1,Q1) cum-
ple con la condición 4.
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Ahora bien, si δ
−
D (z1) = 1, entonces estamos en condiciones de aplicar el teo-

rema 3.3 y concluir que ~rc(D)≤ n−1.
De lo contrario, tenemos que δ

−
D (z1) ≥ 2, y pasamos a la segunda iteración,

construyendo el siguiente par (D2,Q2).
Paso 2: Construcción del par (D2,Q2).
Sea v1 un invecino de z1, distinto de y = y1, el cual existe ya que

δ
−
D (z1) ≥ 2. Observamos que v1 /∈ V (D1), ya que D1 es una subdigráfica indu-

cida de D.
Sea T2 una (D1,v1)-trayectoria dirigida de longitud mı́nima. Llamemos a sus

primeros dos vértices y2 y z2 respectivamente, como se muestra en la figura 3.9.
Observamos que y2 6= z1 por la hipótesis de antisimetrı́a.

Nombramos como D2 a la subdigráfica dirigida dada por:

V (D2) =V (D1)∪V (T2),

º
F(D2) = F(D1)∪F(T2)∪{(v1,z)}.

Antes de definir a Q2, vamos a demostrar que y2 ∈ V (Q1). Procediendo por
contradicción, supongamos que y2 /∈V (Q1). Tenemos dos casos:

Caso 1: y2 ∈V (C)−V (Q1).
En este caso podemos exhibir a T ′2 una (y,z1)-trayectoria que no pasa por la

flecha (y,z1), de la siguiente manera:

T ′2 = (y,x)∪T1∪ (t,C,y2)∪T2∪ (v1,z1).

Por lo tanto, en C2, cada que encontremos a la flecha (y,z1), ésta se puede
sustituir por la trayectoria dirigida T ′2. Ası́, obtenemos un camino dirigido cerrado
que pasa por todos los vértices de D2 y que no contiene a la flecha (y,z1); lo que
implica que D2− (y,z1) es una digráfica fuertemente conexa. Esto contradice la
minimalidad de D2.

Caso 2: y2 ∈V (T1).
En este caso podemos también exhibir a T ′′2 una (y,z1)-trayectoria que no pasa

por la flecha (y,z1) como sigue:

T ′′2 = (y,T1,y2)∪T2∪ (v1,z1)

De esta manera, nuevamente en C2, cada que encontremos a la flecha (y,z1)
esta se puede sustituir por la trayectoria dirigida T ′′2 . Ası́, obtenemos un camino
dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de D2 y que no contiene a la flecha
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Figura 3.9: Subdigráfica D2

(y,z1); lo que implica que D2− (y,z1) es una digráfica fuertemente conexa. Esto
contradice la minimalidad de D2.

Por lo tanto, y2 ∈V (Q1).
Sea Q2 la trayectoria dirigida T2∪ (v1,z1).
Por demostrar que el par (D2,Q2) satisface las condiciones (1)-(4).
Propiedad (1) para (D2,Q2): D2 es una subdigráfica fuertemente conexa de

D.
Como D1 es fuertemente conexa, tomamos a C1 el camino dirigido cerrado

que pasa por todos los vértices de D1; sin pérdida de generalidad, supongamos
que C1 empieza y termina en y2.

Para probar la conexidad fuerte de D2, exhibimos a C2, un camino dirigido
cerrado que pasa por todos los vértices de D2, como sigue:

C2 =C1∪T2∪ (v1,z)∪ (z,C1,y2),

por el teorema 2.3, D2 es fuertemente conexa. Más aún, por la proposición 2.3, D2
es mı́nimamente fuerte, y por el lema 2.6, D2 es una subdigráfica inducida de D.

Propiedad (2) para (D2,Q2): Q2 es una oreja en D2.
Por construcción sabemos que los vértices de T2−{y2,z1} tienen grado 2 en

D2. Asimismo, el vértice y2 tiene grado igual a 3 en D2, ya que tiene un invecino
y exvecino en C y otro exvecino en T2. De igual manera, el vértice z1 tiene un
invecino y exvecino en C y también tiene un invecino en T2. Por lo tanto, δD2(y2)=
dD2(z)> 2; es decir, Q2 es una oreja en D2.

Propiedad (3) para (D2,Q2): D1 es una subdigráfica propia de D2.
Por construcción, sabemos que D2 = D1 ∪Q2; además v1 /∈ V (D1), y por lo

tanto, D1 es una subdigráfica propia de D2.
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Propiedad (4) para (D2,Q2): D2 cumple la condición 4.

Demostraremos que las flechas (y2,z2) y (y,x) cumplen la propiedad de la
trayectoria.

Exhibimos la trayectoria dirigida dada por:

(y,Q1,y2)∪ (y2,z2).

Esta trayectoria, que se puede apreciar en la figura 3.9, no pasa por el vértice
x, ya que por construcción x ∈ D1, x /∈V (Q1) y z2 /∈V (D1).

A su vez, exhibimos la trayectoria dirigida dada por:

(y2,C,y)∪ (y,x).

Por lo tanto, podemos concluir que las flechas (y2,z2) y (y,x) cumplen la pro-
piedad de la trayectoria.

Ahora bien, si δ
−
D (z2) = 1, entonces podemos aplicar el teorema 3.3 y concluir

que ~rc(D)≤ n−1. De lo contrario, tenemos que δ
−
D (z2)≥ 2, y podemos continuar

con este procedimiento para construir el siguiente par.

Como la digráfica D tiene una número finito de vértices y en cada iteración
estamos tomando al menos un nuevo vértice, entonces siguiendo este proceso,
eventualmente construimos un par (Dk,Qk) tal que δ

−
D (zk) = 1, y las flechas (y,x)

y (yk,zk) cumplen la propiedad de la trayectoria.

Por lo tanto, por el teorema 3.3, concluı́mos que ~rc(D)≤ n−1.

Para cerrar esta sección, exponemos dos corolarios del teorema 3.4 que utili-
zan la noción de digráfica hamiltoniana. Decimos que D es una digráfica hamil-
toniana si tiene un ciclo dirigido C que pasa por todos los vértices de D.
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Corolario 3.4.1. Sea D una digráfica asimétrica con n vértices. Si D contiene una
subdigráfica generadora D′ que es fuertemente conexa y D′ no es hamiltoniana,
entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Sean D una digráfica asimétrica con n vértices y D′ una sub-
digráfica generadora de D fuertemente conexa, que no es hamiltoniana.

Ahora bien, como D′ es fuertemente conexa, entonces por la proposición 2.2
existe una subdigráfica generadora D′′ de D′ mı́nimamente fuerte. Por lo que, D′′

es una subdigráfica generadora de D mı́nimamente fuerte.
Dado que D′ no es hamiltoniana, entonces D′′ tampoco lo es, y en conse-

cuencia D′′ no es un ciclo. Observamos que, como D es una digráfica asimétrica,
entonces D′ y D′′ son subdigráficas asimétricas. Por lo tanto, podemos aplicar el
teorema 3.4 a la subdigráfica D′′, obteniendo que ~rc(D′′)≤ n−1.

Finalmente, por la proposición 3.3 tenemos que:

~rc(D)≤ ~rc(D′′)≤ n−1,

que es lo que se querı́a demostrar.

Corolario 3.4.2. Sea D una digráfica asimétrica y fuertemente conexa con n vérti-
ces. Si D no es hamiltoniana, entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Dado que, por hipótesis D no es hamiltoniana, entonces ninguna
subdigráfica de D es hamiltoniana.

Observamos que D una subdigráfica asimétrica y generadora de D, que no es
hamiltoniana; por lo tanto, por el corolario anterior 3.4.1, resulta que ~rc(D) ≤
n−1.

Recordando la proposición 3.1 tenemos que si D es una digráfica fuertemente
conexa, entonces ~rc(D)≤ n. Más aún, al considerar la contrapositiva del teorema
3.4, los autores en [5] establecieron una caracterización de las digráficas asimétri-
cas tales que ~rc(D) = n. La demostración que se presenta a continuación, es una
demostración propia de dicho resultado.

Corolario 3.4.3. Sea D una digráfica asimétrica y mı́nimamente fuerte con n
vértices. D es un ciclo dirigido si y sólo si ~rc(D) = n.

Demostración. La demostración de la condición suficiente, que D sea un ciclo
dirigido, está dada por la proposición 3.2.
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Recı́procamente, la contrapositiva del teorema 3.4 nos dice que, para cualquier
digráfica H mı́nimamente fuerte con n vértices, si n− 1 < ~rc(H), entonces H es
un ciclo dirigido. Por hipótesis tenemos que ~rc(D) = n, lo cual implica que n−1
< ~rc(D), por lo tanto, D es un ciclo dirigido.



Capı́tulo 4

Coloración arcoı́ris en digráficas
hamiltonianas

En este capı́tulo se presenta una caracterización de las digráficas hamiltonianas
asimétricas cuyo número de coloración arcoı́ris es igual a su orden. Para ello,
definimos en la primera sección las nociones de: cuerdas, ciclos hamiltonianos
especiales, la propiedad de la cabeza y de par fuerte. En la segunda sección, se
presenta la demostración detallada de la caracterización antes mencionada, que
debido a su extensión, se prueba a través de una serie de lemas auxiliares. En este
capı́tulo trabajaremos únicamente con digráficas asimétricas.

4.1. Definiciones complementarias

Las siguientes definiciones están directamente relacionadas con el teorema
más importante de este capı́tulo. Dado que estamos buscando una caracterización
de las digráficas fuertemente conexas con número de coloración arcoı́ris ~rc(D) =
n, podemos notar que la contrapositiva del corolario 3.4.2 nos garantiza que D es
una digráfica hamiltoniana.

Sea C = (x0, . . . ,xk−1,x0) un ciclo dirigido. Una cuerda en C es una flecha f
que no pertenece a F(C), pero cuya cola y cabeza de f pertenecen a C. Obser-
vamos que en las digráficas asimétricas, no es posible tener cuerdas de la forma
(xi,xi−1), tomando los subı́ndices módulo k.

Ahora bien, consideremos dos cuerdas de C, (xk,xl) y (xr,xs), y supongamos
sin pérdida de generalidad, que el ciclo dirigido C, empieza y termina en el vérti-
ce xl . Decimos que las cuerdas (xk,xl) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C, si
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Figura 4.1: (xr,xs) y (xk,xl) son cuerdas opuestas en C.

tanto los vértices xr y xs pertenecen a la trayectoria dirigida (xl,C,xk), ası́ como
(xs,C,xl)∪ (xl,C,xr) es una trayectoria dirigida, y los vértices xk y xl pertenecen
a ésta, como se muestra en la figura 4.1.

Decimos que un ciclo hamiltoniano C = (x0, . . . ,xn−1,x0) es un ciclo hamilto-
niano especial si existen un par de flechas (xi,xi+1) y (x j,x j+1), no necesariamen-
te distintas, que tienen la propiedad de la trayectoria; recordemos que la propiedad
de la trayectoria nos dice que para el par de flechas (xi,xi+1) y (x j,x j+1), existe
T1 una (xi,x j+1)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (xi,xi+1), y existe
también T2 una (x j,xi+1)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (x j,x j+1).

Observamos que dado que C es un ciclo hamiltoniano, entonces cualquier fle-
cha que pertenece a F(T1) o F(T2), es necesariamente una cuerda en C o pertenece
a las flechas de C; observamos también que si las trayectorias T1 y T2 tienen al me-
nos una flecha, entonces tienen al menos una cuerda en C.

Derivado de la definición de un ciclo hamiltoniano especial, vamos a conside-
rar 3 casos diferentes, dependiendo del orden en el que aparezcan los vértices de
las flechas (xi,xi+1) y (x j,x j+1), que cumplen la propiedad de la trayectoria.

(A) Cuando xi = x j; este caso corresponde a tener una sola flecha que cumple
la propiedad de la trayectoria. En la figura 4.2 (A) se sugiere una posible
xixi+1-trayectoria, al recorrer la cuerda azul, el ciclo dirigido C y la cuerda
verde; esta trayectoria no pasa por la flecha (xi,xi+1).

(B) Cuando xi+1 = x j; este caso corresponde a tener dos flechas consecutivas
que cumplen la propiedad de la trayectoria. En la figura 4.2 (B) se sugiere
una posible xix j+1-trayectoria, al recorrer la cuerda azul, el ciclo dirigido C
y la cuerda verde; esta trayectoria no pasa por la flecha (xi,xi+1). Además
la x jxi+1-trayectoria dirigida, que no pasa por la flecha (x j,x j+1), es la tra-
yectoria (x j) que solamente tiene un vértice.
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(C) Cuando todos los vértices son distintos; este caso corresponde a tener dos
flechas disjuntas (xi,xi+1) y (x j,x j+1), que cumplen la propiedad de la tra-
yectoria. En la figura 4.2 (C) se sugiere una xix j+1-trayectoria, al recorrer la
cuerda azul y el ciclo dirigido C; esta posible trayectoria no pasa por la fle-
cha (xi,xi+1). También, se muestra una posible
x jxi+1-trayectoria, al recorrer la cuerda verde; esta trayectoria dirigida no
pasa por la flecha (x j,x j+1).

Figura 4.2: Tres distintos casos para ciclos hamiltonianas especiales

Sea C = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo dirigido en una digráfica D. Decimos que
un vértice xi de C tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C, si para toda
cuerda en C, al ir recorriendo la trayectoria dirigida
(xi,C,x0)∪ (x0,C,xi−1), siempre nos encontramos con la cabeza de cada cuer-
da, antes que la cola; ver la figura 4.3. Observamos que si C no tiene cuerdas,
entonces cualquier vértice cumple la propiedad de la cabeza por vacuidad.

Figura 4.3: El vértice xi tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C
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Sean D una digráfica y C = (x0, . . . ,xk−1,x0) un ciclo dirigido en D. Dados dos
vértices distintos xi y x j en V (C) con i < j, decimos que el par {xi,x j} es un par
fuerte de C en D si las digráficas inducidas
D[V (xi,C,x j−1)] y D[V (x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1)] son fuertemente conexas. En la
figura 4.4 se muestra un ejemplo de un par de vértices que son un par fuerte de un
ciclo C dentro de una digráfica D.

Figura 4.4: El par de vértices {xi,x j} es un par fuerte de C en D.

Lema 4.1. Sean D una digráfica y C = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo dirigido en D.
Si un par de vértices {xi,x j} de C es un par fuerte de C en D, entonces el par de
flechas {(xi−1,xi),(x j−1,x j)} tiene la propiedad de la trayectoria.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supongamos que i < j. Por demostrar
que existe una (xi−1,x j)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xi−1,xi) y
que también existe una (x j−1,xi)-trayectoria que no pasa por la flecha (xi−1,xi).

Consideremos primero a la subdigráfica inducida D1 = D[V (xi,C,x j−1)]. Por
definición de par fuerte sabemos que D1 es fuertemente conexa, y como i < j, sa-
bemos que x j no pertenece a D1. Se sigue que existe una
(x j−1,xi)-trayectoria dirigida en D1, que no pasa por la flecha (x j−1,x j).

De igual manera, consideremos a la subdigráfica inducida
D2 = D[V (x j,C,x0) ∪(x0,C,xi−1)]. Por definición de par fuerte sabemos que D2
es fuertemente conexa, y como i < j, sabemos que xi no pertenece a D2. Se si-
gue que existe una (xi−1,x j)-trayectoria dirigida en D2 que no pasa por la flecha
(xi−1,xi).

Esto demuestra que el par {(xi−1,xi),(x j−1,x j)} cumple la propiedad de la
trayectoria.
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4.2. Caracterización arcoı́ris para digráficas hamil-
tonianas

En esta sección, enunciamos y probamos el teorema principal de este capı́tulo,
que caracteriza, con base en las definiciones enunciadas en la sección anterior, a
las digráficas fuertemente conexas cuyo número de coloración arcoı́ris es igual a
su orden.

Teorema 4.2. Sea D una digráfica fuertemente conexa con n vértices. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(1) ~rc(D) = n.

(2) D es una digráfica hamiltoniana, pero no tiene ciclos hamiltonianos espe-
ciales.

(3) D tiene un ciclo hamiltoniano C = (x0, . . . ,xn−1,x0) y dos vértices xi y x j
tales que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C, pero el par
{xi,x j} no es un par fuerte de C en D.

Este resultado se demuestra a través de una serie de lemas. Para probar que
(1) =⇒ (2) demostramos la contrapositiva de esta implicación. Dicha demostra-
ción se divide en dos lemas: el lema 4.3 demuestra que si D tiene un ciclo dirigido
hamiltoniano especial del tipo (A), entonces el número de coloración arcoı́ris de D
es a lo más n−1; el lema 4.4 prueba que si D tiene un ciclo dirigido hamiltoniano
especial del tipo B ó C, entonces también el número de coloración arcoı́ris de D
es a lo más n− 1. El lema 4.5 demuestra que (2) =⇒ (3) y finalmente, el lema
4.6 prueba que (3) =⇒ (1).

Lema 4.3. Sea D una digráfica hamiltoniana con n vértices. Si C es un ciclo
hamiltoniano especial del tipo (A) contenido en D, entonces ~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Sean D una digráfica hamiltoniana con n vértices y
C = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo dirigido hamiltoniano especial del tipo (A). Sin
pérdida de generalidad, etiquetamos los vértices del ciclo dirigido C de tal manera
que la flecha (xn−1,x0) cumple la propiedad de la trayectoria; es decir, que existe
una (xn−1,x0)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xn−1,x0). Ası́, toma-
mos a T , una (xn−1,x0)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xn−1,x0), y
que además tiene el mı́nimo número de cuerdas en C.
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Construyamos ahora, una subdigráfica H generadora de D, formada por la
trayectoria dirigida (x0,C,xn−1) y la trayectoria dirigida T , como sigue:

V (H) =V (D), y

F(H) = (F(C)−{(xn−1,x0)})∪F(T ).

Afirmación 1: H es fuertemente conexa.
Por construcción, tenemos que T es una (xn−1,x0)-trayectoria dirigida. Por lo

tanto, (x0,C,xn−1)∪ (xn−1,T,x0) es un camino dirigido cerrado que contiene a
todos los vértices de H; por el teorema 2.3, H es fuertemente conexa.

Afirmación 2: F(T )−F(C) 6= /0; es decir, existe al menos una cuerda en F(T ).
Por construcción, H es fuertemente conexa y no contiene a la flecha (xn−1,x0).

Observamos que δ
+
H (xn−1)≥ 1, y por lo tanto, existe otro vértice xk tal que la fle-

cha (xn−1,xk) pertenece a F(H), con k 6= 0 y k 6= n−2; esto significa que (xn−1,xk)
es una cuerda en C.

Afirmación 3: H es mı́nimamente fuerte.
Para demostrar la afirmación 3, consideremos las siguientes afirmaciones:
Afirmación 3.1: Si (xr,xs) es una flecha en F(T )−F(C), entonces H−(xr,xs)

no contiene ninguna (xn−1,x0)-trayectoria dirigida.
Observamos que si (xr,xs) ∈ F(T )−F(C), entonces (xr,xs) es una cuerda de

C. Procediendo por contradicción, supongamos que existe una (xn−1,x0)-trayectoria
en H−(xr,xs). Esta trayectoria dirigida tiene una cuerda menos que T , lo que con-
tradice la elección de T .

Afirmación 3.2: Si (xi,x j) ∈ F(T ) es una cuerda de C, entonces i > j.
Sea (xi,x j) una flecha de F(T )−F(C), la cual es una cuerda de C. Procediendo

por contradicción, supongamos que i < j. Observamos que la flecha (xn−1,x0)
no pertenece a la trayectoria dirigida (xi,C,x j). Por lo tanto, la cuerda (xi,x j)
se puede sustituir en T por la trayectoria dirigida (xi,C,x j), lo cual nos da un
(xn−1,x0)- camino dirigido que tiene una cuerda menos, que a su vez contiene
una (xn−1,x0)-trayectoria dirigida, con al menos una cuerda menos que T . Esto
contradice nuevamente la elección de T . Ası́, tenemos que i > j.

Afirmación 3.3: (x0,C,xn−1) es la única (x0, xn−1)-trayectoria dirigida conte-
nida en H.

Procediendo por contradicción, supongamos que existe T ′, una (x0,xn−1)-
trayectoria dirigida en H distinta de (x0,C,xn−1). Por lo tanto, existe una flecha
(xk,xl) en F(T ′) que no pertenece a (x0,C,xn−1); es decir, (xk,xl) es una cuerda
de C.
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Sea (xα ,xβ ) la primer flecha de T ′ que no pertenece a (x0,C,xn−1). Si xα = x0,
entonces 0 = α < β , contradiciendo la afirmación 3.2.

Supongamos que xα 6= x0. Por la elección de (xα ,xβ ) se tiene que todas las
flechas de la trayectoria dirigida (x0,T ′,xα) están contenidas en (x0,C,xn−1);
es decir, (x0,T ′,xα) = (x0,C,xα). Como T ′ es una trayectoria dirigida, entonces
xβ /∈ V ((x0,T ′,xα)), lo que implica que xβ ∈ V ((xα+1,C,xn−1)); se deduce que
α < β , contradiciendo la afirmación 3.2.

Para demostrar que H es una subdigráfica mı́nimamente fuerte, consideremos
a f una flecha de H; probaremos que H− f no es fuertemente conexa.

Si f ∈ F(T )−F(C), entonces, por la afirmación 3.1, sabemos que H− f no
es fuertemente conexa. Asimismo, si f ∈ F(C), entonces, por la afirmación 3.3,
se tiene que H − f no es fuertemente conexa. Con esto concluimos que H es
mı́nimamente fuerte.

Como H no es un ciclo, entonces, por el teorema 3.4, tenemos que
~rc(H)≤ n−1. Finalmente, dado que H es es una subdigráfica fuertemente cone-
xa y generadora de D, podemos aplicar la proposición 3.3 y afirmar que ~rc(D)≤
~rc(H) 6= n−1, que es lo que querı́amos demostrar.
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Lema 4.4. Sea D una digráfica hamiltoniana con n vértices. Si C es un ciclo ha-
miltoniano especial del tipo (B) ó (C) contenido en D, entonces
~rc(D)≤ n−1.

Demostración. Sea C = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo hamiltoniano especial del tipo
(B) o (C) contenido en D. Sin pérdida de generalidad, etiquetamos a los vértices
de C de tal manera que las flechas que cumplen la propiedad de la trayectoria sean
(xn−1,x0) y (x j0,x j0+1) para alguna j0 en {0, . . . ,n−2}.

Dado que C es un ciclo especial del tipo (B) o (C), entonces podemos tomar a
T1 una (xn−1,x j0+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xn−1,x0), y T2
una (x j0,x0)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x j0,x j0+1).

Observamos que si la trayectoria dirigida T1 pasa por x0, entonces la subtra-
yectoria dirigida (xn−1,T1,x0) es una (xn−1,x0)-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (xn−1,x0). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano especial del tipo
(A). De manera similar, si la trayectoria dirigida T2 pasa por x j0+1, entonces la
subtrayectoria dirigida (x j0,T2,x j0+1) es una (x j0,x j0+1)-trayectoria dirigida que
no pasa por la flecha (x j0 ,x j0+1). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano espe-
cial del tipo (A). En ambos casos, podemos aplicar el lema 4.3 obteniendo que
~rc(D)≤ n−1.

Ası́, supongamos que x0 /∈V (T1) y que x j0+1 /∈V (T2). Más aún, supongamos
que D no contiene ciclos hamiltonianos especiales del tipo (A). Por lo tanto, no
existen (xn−1,x0)-trayectorias dirigidas que no pasan por la flecha (xn−1,x0), y
de igual manera no existen (x j0,x j0+1)-trayectorias dirigidas que no pasan por la
flecha (x j0,x j0+1).

Consideremos la coloración ϕ : F(D)→{1, . . . ,n−1} dada por:

ϕ(xk,xl) =

{
l para 0≤ k ≤ n−1 y 1≤ l ≤ n−1
j0 +1 para 0≤ k ≤ n−1 y l = 0,

es decir, la coloración ϕ pinta de color l a todos las flechas que son adyacentes
hacia xl (con xl distinto de x0), y pinta de color j0 +1 a todas las flechas que son
adyacentes hacia x0.

Afirmación 1: La trayectoria dirigida T = (x0,C,xn−1) es una trayectoria ar-
coı́ris bajo ϕ .

Sean (xα ,xβ ) y (xγ ,xδ ) dos flechas distintas en T . Probaremos que
ϕ(xα ,xβ ) 6= ϕ(xγ ,xδ ). Como x0 /∈ {xβ ,xδ}, por ser x0 el vértice inicial de la tra-
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yectoria dirigida T , entonces bajo la coloración ϕ tenemos que:

ϕ(xα ,xβ ) = β ,

ϕ(xγ ,xδ ) = δ .

Ahora bien, como β 6= δ , entonces ϕ(xα ,xβ ) 6= ϕ(xγ ,xδ ). Por lo tanto, T es una
trayectoria dirigida arcoı́ris bajo ϕ .

Afirmación 2: ϕ es una coloración arcoı́ris de D.
Sean xr y xs dos vértices en D. Por demostrar que existe una (xr,xs)-trayectoria

dirigida arcoı́ris.
Caso 1: r < s.
En este caso, consideramos la trayectoria dirigida (xr,C,xs) que es una sub-

trayectoria dirigida de T = (x0,C,xn−1), y por lo tanto, es una trayectoria arcoı́ris
bajo ϕ .

Caso 2: r > s.
Consideramos 3 subcasos, con respecto al ı́ndice j0 +1.
Caso 2.1: r ≥ j0 +1 > s.
Tomemos la trayectoria dirigida (xr,C,xn−1)∪ (xn−1,x0)∪ (x0,C,xs), como se

muestra en la figura 4.5. Observamos que el vértice x j0+1 solamente puede ser
vértice inicial de dicha trayectoria dirigida. Utilizando el caso 1, tenemos que las
subtrayectorias dirigidas (xr,C,xn−1) y (x0,C,xs) de T son subtrayectorias dirigi-
das arcoı́ris, las cuales son ajenas por colores, ya que T es arcoı́ris. Además, la
coloración de la flecha (xn−1,x0) bajo ϕ es j0 + 1, y por la observación al inicio
de este párrafo, el color j0 + 1 no se repite. Por lo tanto, la trayectoria dirigida
(xr,C,xn−1)∪ (xn−1,x0)∪ (x0,C,xs) es arcoı́ris.

Figura 4.5: Caso 2 cuando r > s
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Caso 2.2: r > s≥ j0 +1.
En este caso consideremos al camino dirigido (xr,C,xn−1) ∪ T1 ∪ (x j0+1, C,

xs). Note que x0 no pertenece a (xr,C,xn−1) porque r > j0+1> 0, x0 no pertenece
a T1 por la suposición sobre T1, y x0 no pertenece a (x j0+1,C,xr) dado que j0+1>
0. Ahora bien, utilizando el teorema 2.1 podemos extraer una (xr,xs)-trayectoria
dirigida Tα que sabemos que no contiene a x0 como vértice interno. Por lo tanto,
bajo la coloración ϕ , todas las flechas de Tα tienen un color distinto, ya que las
únicas flechas que repiten color son aquellas que son adyacentes hacia x0 y la
flecha (x j0,x j0+1).

Caso 2.3 j0 +1 > r > s.
En este caso consideremos al camino dirigido (xr,C,x j)∪T2∪(x0,C,xs). Note

que x j0+1 no pertenece a (xr,C,x j) porque r < j < j0 + 1, notamos también que
x j0+1 no pertenece a T2 por suposición sobre T2, y finalmente x j0+1 no pertenece a
(x0,C,xs) dado que s < r < j0+1. Ahora bien, utilizando el teorema 2.1 podemos
extraer una (xr,xs) trayectoria dirigida Tβ que sabemos que no contiene al vértice
x j0+1 como vértice interno. Por lo tanto, bajo la coloración ϕ , todas las flechas de
Tβ tienen un color distinto, ya que las únicas flechas que repiten color son aquellas
que son adyacentes hacia x j0+1 y la flecha (xn−1,x0).

Esto agota todos los casos posibles, y nos permite concluir que ϕ es una colo-
ración arcoiris de F(D) con n−1 colores, y por tanto también podemos concluir
que ~rc(D)≤ n−1.

Lema 4.5. Sea D una digráfica hamiltoniana con n vértices. Si D no tiene ciclos
dirigidos hamiltonianos especiales, entonces, para todo ciclo dirigido hamilto-
niano C, existen dos vértices xi y x j tales que xi y x j cumplen la propiedad de la
cabeza con respecto a C, y el par {xi,x j} no es un par fuerte de C en D.

Demostración. Sea D una digráfica hamiltoniana con n vértices que no contie-
ne ciclos dirigidos hamiltonianos especiales. Sea C = (x0, . . . , xn−1, x0) un ciclo
dirigido hamiltoniano en D.

Si tenemos que F(C) = F(D), entonces D es un ciclo dirigido que no tiene
cuerdas. Por lo tanto, por vacuidad, todos los vértices de C cumplen la propiedad
de la cabeza, y además, todo par de vértices no forma un par fuerte de C en D, que
es lo que se querı́a demostrar.

Supongamos que F(D)−F(C) 6= /0, es decir, que existe al menos una cuerda
en C.

Afirmación 1: C no tiene ningún par fuerte.
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Supongamos por el contrario que existen un par de vértices {xα ,xβ} que for-
man un par fuerte de C en D. Por el lema 4.1 tenemos que las flechas (xα−1,xα) y
(xβ−1,xβ ) tienen la propiedad de la trayectoria, lo que implica que C es un ciclo
hamiltoniano especial, lo cual contradice la hipótesis.

Afirmación 2: C no tiene cuerdas opuestas.

Supongamos por el contrario que C tiene un par de cuerdas opuestas (xk,xl) y
(xr,xs). Recordemos que dos cuerdas (xk,xl) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C,
si tanto los vértices xr y xs pertenecen a la trayectoria dirigida (xl,C,xk), ası́ como
(xs,C,xl)∪ (xl,C,xr) es una trayectoria dirigida, y los vértices xk y xl pertenecen
a ésta.

Observamos que las flechas (xk,xk+1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la
trayectoria, ya que (xk,xl)∪ (xl,C,xr+1) es una (xk,xr+1)-trayectoria dirigida que
no pasa por (xk,xk+1); similarmente tenemos que (xr,xs)∪ (xs,C,xk+1) es una
(xr,xk+1)-trayectoria dirigida que no contiene a la flecha (xr,xr+1), como se mues-
tra en la figura 4.6. Por lo que, C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial de D,
lo cual contradice la hipótesis. Por lo tanto, concluimos que en C no hay cuerdas
opuestas.

Figura 4.6: (xk,xl) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C

Falta demostrar que C tiene al menos dos vértices que tienen la propiedad de
la cabeza. Primero probamos que existe al menos un vértice que tiene la propiedad
de la cabeza y subsecuentemente demostramos que C tiene al menos dos vértices
que tienen la propiedad de la cabeza.
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Afirmación 3: D tiene al menos un vértice que tiene la propiedad de la cabeza
con respecto a C.

La demostración se realizará por contradicción, y consiste en ir encontrando
cuerdas en el ciclo C, hasta llegar a una cuerda (xtp,xup), tal que genera que ten-
gamos dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria; esto significa que
tenemos un ciclo hamiltoniano especial, lo cual contradice la hipótesis.

Consideremos una cuerda (xi,x j) en C tal que la longitud de (xi,C,x j) sea
mı́nima. Supongamos sin pérdida de generalidad, que xi = x0. Sabemos que existe
dicha cuerda dado que F(D)−F(C) 6= /0.

Como ningún vértice tiene la propiedad de la cabeza, x j no tiene la propie-
dad de la cabeza. Por lo tanto, existe una cuerda (xk,xl), tal que en la trayectoria
dirigida (x j,C,x0)∪ (x0,C,x j−1), xk aparece antes que xl .

Afirmación 3.1: Para toda cuerda (xk,xl) que evita que x j tenga la propiedad
de la cabeza, se tiene que xk ∈V ((x j,C,xn−1)) y xl ∈V ((x0,C,x j−1)); ver la figura
4.7

Figura 4.7: Afirmación 3.1

Demostramos primero que xk ∈V ((x j,C,xn−1)). Supongamos por el contrario,
que xk ∈ V ((x0,C,x j−1)); consecuentemente tenemos que la cabeza xl también
está en la trayectoria dirigida (x0,C,x j−1). Lo cual significa, que tanto xk como
xl pertenecen a la trayectoria dirigida (x0,C,x j−1), y por lo tanto, la longitud de
(xk,C,xl) es menor que la longitud de (x0,C,x j−1). Esto contradice la elección
de la cuerda (xi,x j), ver la figura 4.8. Por lo tanto, tenemos que la cola xk debe
pertenecer al segmento (x j,C,xn−1).

Demostramos ahora que xl ∈ V ((x0,C,x j−1)). Supongamos por el contrario
que, xl ∈ V ((x j,C,xn−1)). Afirmamos que las cuerdas (x0,x j) y (xk,xl) son cuer-
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Figura 4.8: Afirmación 3.1

das opuestas en C.
Por lo demostrado anteriormente y como xl ∈ V ((x j,C,xn−1)), tenemos que

tanto xk como xl pertenecen a la trayectoria dirigida (x j,C,x0); de igual manera, te-
nemos que los vértices x0 y x j pertenecen a la trayectoria dirigida
(xl,C,x0)∪ (x0,C,xk), lo cual significa que (xk,xl) y (x0,x j) son cuerdas opues-
tas, como se muestra en la figura 4.9. Esto contradice la afirmación 2. Por lo que,
xl ∈V ((x0,C,x j−1)).

Figura 4.9: (x0,x j) y (xr,xs) son cuerdas opuestas en C.

Por lo tanto, tenemos que para cualquier cuerda (xk,xl) que evita que x j ten-
ga la propiedad de la cabeza, se debe de cumplir que xk ∈ V ((x j,C,xn−1)) y
xl ∈V ((x0,C,x j−1)).
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Sea (xr,xs) una cuerda que evita que x j tenga la propiedad de la cabeza, tal
que s = mı́n{l : (xk,xl) evita que x j tenga la propiedad de la cabeza}.

Observamos que si xs = x1, entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) cumplen la
propiedad de la trayectoria, dado que (x0,x j) ∪ (x j,C,xr+1) es una
x0xr+1-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1), y (xr,xs = x1) es
una xrxs-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xr,xr+1). Por lo que, tene-
mos que C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial, lo cual contradice nuestra
hipótesis; ver la figura 4.10. Por lo tanto, supongamos que (xs 6= x1).

Figura 4.10: xs = x1

Dado que ningún vértice tiene la propiedad de la cabeza, en particular, el vérti-
ce xs, por lo tanto, existe una cuerda (xt0,xu0) tal que en la trayectoria dirigida
(xs,C,x0)∪ (x0,C,xs−1) nos encontramos primero a la cola xt0 antes que la cabeza
xu0 .

La idea de las siguientes afirmaciones es como sigue: bajo la suposición de que
no existe ningún vértice que tenga la propiedad de la cabeza, iremos encontrando
una sucesión de cuerdas (xt0,xu0), . . . , (xtp,xup) tales que evitan que los vértices
xs,xu0 , . . . , xup−1 tengan la propiedad de la cabeza, respectivamente, y tendremos
tres posibilidades en cada iteración dependiendo de la ubicación del vértice xuα

en el ciclo C, con α ∈ {0, . . . , p}, de la siguiente manera:

(1) Si xuα
∈V ((x j+1,C,xr)), entonces las flechas (xtα ,xtα+1) y (xr,xr+1) tienen

la propiedad de la trayectoria;
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(2) Si xuα
∈ V ((xr+1,C,x0)), entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la

propiedad de la trayectoria;

(3) Si xuα
∈ V ((x1,C,xuα−1)), entonces xtα ∈ V ((xuα−1,C,xuα−2)), y podemos

encontrar una cuerda (xtα+1,xuα+1), tal que evita que xuα
tenga la propiedad

de la cabeza.

Volvemos a considerar estos tres casos para el vértice xuα+1 .

Hasta llegar, con estas iteraciones, a un paso p en el que se cumple la condición
(1) o (2), o agotamos todos los vértices del segmento (x1,C,xs), hasta obtener que
xup = x1; en cuyo caso, las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la
trayectoria. Estas afirmaciones nos llevan a concluir que, bajo la suposición de no
tener ningún vértice que tenga la propiedad de la cabeza, siempre podemos en-
contrar dos flechas que tienen la propiedad de la trayectoria, lo cual implica que
tenemos un ciclo hamiltoniano especial, contradiciendo nuestra hipótesis general.

Afirmación 3.2: Para toda cuerda (xk0,xl0) que evita que xs tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Si xl0 ∈V ((x j+1,C,xr)), entonces las flechas (xk0,xk0+1) y (xr,xr+1) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Si xl0 ∈ V ((xr+1,C,x0)), entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Si xl0 ∈V ((x1,C,xs−1)), entonces xk0 ∈V ((xs,x j−1)), y podemos encontrar
una cuerda que evita que xl0 tenga la propiedad de la cabeza.

Primero observamos que éstos son los únicos tres casos, ya que el vértice xl0
no puede estar en V ((xs,C,x j)), porque contradice la elección de la cuerda (x0,x j),
como se muestra en la figura 4.11.
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Figura 4.11: xl0 ∈V ((xs,C,x j))

Caso 1: xl0 ∈V ((x j+1,C,xr)).
Por demostrar que las flechas (xk0 ,xk0+1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la

trayectoria.
En efecto, la trayectoria dirigida (xk0 ,xl0) ∪ (xl0,C,xr+1) es una

(xk0,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xk0 ,xk0+1). También te-
nemos que la trayectoria dirigida (xr,xs) ∪ (xs,C,xk0+1) es una
(xr,xk0+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xr,xr+1); ver la figura
4.12. Esto es una contradicción a la hipótesis de que C no tiene ciclos especiales.

Figura 4.12: Caso 1 para xl0

Caso 2: xl0 ∈V ((xr+1,C,x0)).
Por demostrar que las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la

trayectoria.
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Figura 4.13: Caso 2 para xl0

Notemos primero que, en este caso, xk0 /∈ V (xr,C,x0) ya que de lo contrario,
la flechas (x0,x j) y (xk0,xl0) serı́an cuerdas opuestas en C. Esto contradice a la
afirmación 2 de este lema.

En efecto, las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la trayectoria,
ya que (x0,x j)∪(x j,C,xr+1) es una (x0,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por
la flecha (x0,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (xr,xs)∪(xs,C,xk0)∪
(xk0,xl0)∪ (xl0,C,x1) contiene una (xr,x1)-trayectoria dirigida que no pasa por la
flecha (xr,xr+1), ver la figura 4.13. Esto contradice nuevamente el hecho de que
el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano especial.

Caso 3: xl0 ∈V ((x1,C,xs−1)).

Por demostrar que xk0 ∈ V ((xs,x j−1)), y que existe una cuerda (xk1,xl1) que
evita que xl0 tenga la propiedad de la cabeza.

Primero veamos que xk0 ∈V ((xs,x j−1)).

Procediendo por contradicción, supongamos que el vértice xk0 pertenece a
V ((x j,C,x0)∪ (x0,C,xs−1)). Entonces, la cuerda (xk0,xl0) también evita que el
vértice x j tenga la propiedad de la cabeza; ésto contradice la elección de la flecha
(xr,xs), ya que el ı́ndice s es mı́nimo con respecto a la propiedad de evitar que x j
tenga la propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.14. Por lo tanto,
concluimos que xk0 ∈V ((x1,C,xs−1)).
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Figura 4.14: Caso 3 para xl0

Como estamos suponiendo que ningún vértice tiene la propiedad de la cabeza,
en particular se cumple para xl0 . Por lo tanto, existe al menos una cuerda que evita
que xl0 tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmación 3.2.

Tomemos una cuerda (xt0,xu0) que evita que xs tenga la propiedad de la cabeza,
con u0 =mı́n{β : xβ ∈V ((x1,C,xs−1)), y (xα ,xβ ) evita que xs tenga la propiedad de la cabeza}.

Observamos que si xu0 = x1, entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) cum-
plen la propiedad de la trayectoria, dado que (x0,x j)∪ (x j,C,xr+1) es una x0xr+1-
trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1), y
(xr,xs)∪ (xs,C,xt0)∪ (xt0,xu0 = x1) es una xrx1-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (xr,xr+1). Por lo que, tenemos que C es un ciclo dirigido hamilto-
niano especial, lo cual contradice nuestra hipótesis. Por lo tanto, supongamos que
xu0 6= x1; ver la figura 4.15.
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Figura 4.15: xu0 = x1

Afirmación 3.3: Para toda cuerda (xk1,xl1) que evita que xu0 tenga la propie-
dad de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Si xl1 ∈V ((x j+1,C,xr)), entonces las flechas (xk1,xk1+1) y (xr,xr+1) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Si xl1 ∈ V ((xr+1,C,x0)), entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Si xl1 ∈ V ((x1,C,xu0−1)), entonces xk1 ∈ V ((xu0,C,xs−1)), y podemos en-
contrar una cuerda que evita que xl1 tenga la propiedad de la cabeza.

Primero observamos que éstos son los únicos tres casos, ya que el vértice xl1 no
puede estar en V ((xu0,C,x j)) porque contradice la elección de la cuerda (x0,x j),
como se muestra en la figura 4.16.

Figura 4.16: xl1 /∈V ((xu0 ,C,x j))
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Caso 1: xl1 ∈V ((x j+1,C,xr)).
Por demostrar que las flechas (xk1 ,xk1+1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la

trayectoria.
En efecto, la trayectoria dirigida (xk1 ,xl1) ∪ (xl1,C,xr+1) es una

(xk1,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xk1 ,xk1+1). También te-
nemos que el camino dirigido (xr,xs)∪(xs,C,xk0)∪(xk0 ,xl0)∪(xl0,C,xk1+1) es un
(xr,xk1+1)-camino dirigido que no contiene a la flecha (xr,xr+1), por lo tanto, con-
tiene una (xr,xk1+1)-trayectoria dirigida que no pasa por (xr,xr+1); ver la figura
4.17. Esto es una contradicción a la hipótesis de que C no tiene ciclos especiales.

Figura 4.17: Caso 1 para xl1

Caso 2: xl1 ∈V ((xr+1,C,x0)).
Por demostrar que las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la

trayectoria.
Notemos primero que, en este caso, xk1 /∈ V (x j,C,x0) ya que de lo contrario,

las flechas (x0,x j) y (xk1,xl1) serı́an cuerdas opuestas en C. Esto contradice a la
afirmación 2 de este lema.

En efecto, las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la trayectoria,
ya que (x0,x j)∪(x j,C,xr+1) es una (x0,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por
la flecha (x0,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (xr,xs)∪ (xs,C,xt0)∪
(xt0 ,xu0)∪ (xu0,C,xk1)∪ (xk1,xl1)∪ (xl1,C,x1) contiene una (xr,x1)-trayectoria di-
rigida que no pasa por la flecha (xr,xr+1), ver la figura 4.18. Esto contradice nue-
vamente el hecho de que el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano especial.
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Figura 4.18: Caso 2 para xl1

Caso 3: xl1 ∈V ((x1,C,xu0−1)).
Por demostrar que xk1 ∈ V ((xu0,C,xs−1)) y que existe una cuerda

(xk2,xl2) que evita que xl1 tenga la propiedad de la cabeza.
Primero veamos que xk1 ∈ V ((xu0,C,xs−1)). Procediendo por contradicción,

supongamos que xk1 ∈V ((xs,C,x0)∪(x0,C,xs−1). Notemos que la cuerda (xk1,xl1)
también evita que el vértice xs tenga la propiedad de la cabeza. Además, los ı́ndi-
ces cumplen que l1 < u0 < s, contradiciendo la elección de la flecha (xt0,xu0), ya
que el ı́ndice u0 es mı́nimo respecto a la propiedad de evitar que xs tenga la pro-
piedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.19. Por lo tanto, concluimos
que xk1 ∈V ((xu0,C,xs−1)).

Figura 4.19: La flecha azul es el caso 3 para xl1; las flechas punteadas nos llevan a
una contradicción.

Por último, notemos que como ningún vértice tiene la propiedad de la cabeza,
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en particular se cumple para xl1; es decir, existe al menos una cuerda que evita que
xl1 tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmación 3.3.

Sea (xt1,xu1) una cuerda que evita que xu0 tenga la propiedad de la cabeza, tal
que u1 =mı́n{β : xβ ∈V ((x1,C,xu0−1)), y (xα ,xβ ) evita que xu0 tenga la propiedad de la cabeza}.

Observamos que si xu1 = x1, entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) cum-
plen la propiedad de la trayectoria, dado que (x0,x j)∪ (x j,C,xr+1) es una x0xr+1-
trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1), y
(xr,xs) ∪ (xs,C,xt0) ∪ (xt0,xu0) ∪ (xu0,C,xt1) ∪ (xt1,xu1 = x1) es un
xrx1-camino dirigido que no pasa por la flecha (xr,xr+1), que contiene una xrx1-
trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xr,xr+1). Por lo que, tenemos que
C es un ciclo dirigido hamiltoniano especial, lo cual contradice nuestra hipótesis.
Por lo tanto, podemos suponer que xu1 6= x1; ver la figura 4.20.

Figura 4.20: xu1 = x1

Afirmación 3.4: Para toda cuerda (xk2,xl2) que evita que xu1 tenga la propie-
dad de la cabeza, tenemos tres casos:

Caso 1 Si xl2 ∈V ((x j+1,C,xr)), entonces las flechas (xk2,xk2+1) y (xr,xr+1) tienen
la propiedad de la trayectoria;

Caso 2 Si xl2 ∈ V ((xr+1,C,x0)), entonces las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la
propiedad de la trayectoria;

Caso 3 Si xl2 ∈ V ((x1,C,xu1−1)), entonces xk2 ∈ V ((xu0,C,xu1−1)), y podemos en-
contrar una cuerda que evita que xl2 tenga la propiedad de la cabeza.
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Primero observamos que estos son los únicos tres casos, ya que el vértice xl2
no puede estar en V ((u1,C,x j)) porque contradice la elección de la cuerda (x0,x j),
como se muestra en la figura 4.21.

Figura 4.21: xl2 /∈V ((u1,C,x j))

Caso 1: xl2 ∈V ((x j+1,C,xr)).

Por demostrar que las flechas (xk2,xk2+1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la
trayectoria.

Consideremos a la trayectoria dirigida (xk2,xl2)∪ (xl2,C,xr+1), la cual es una
(xk2,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xk2 ,xk2+1);
asimismo, consideremos el xr,xk2+1-camino dirigido dado por
(xr,xs)∪ (xs,C,xt0)∪ (xt0,xu0)∪ (xu0,C,xt1)∪ (xt1,xu1)∪ (xu1,C,xk2+1), que con-
tiene una (xr,xk2+1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (xr,xr+1); ver
la figura 4.23. Esto es una contradicción a la hipótesis de que C no tiene ciclos
especiales.
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Figura 4.22: Caso 1 para xl2

Caso 2: xl2 ∈V (xr+1,C,x0).

Por demostrar que las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la
trayectoria.

Notemos primero en este caso que xk2 /∈V ((x j,C,x0)), ya que de lo contrario
las flechas (x0,x j) y (xk2,xl2) serı́an cuerdas opuestas en C. Esto contradice la
afirmación 2 de este lema.

En efecto, las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la trayec-
toria, ya que (x0,x j)∪ (x j,C,xr+1) es una (x0,xr+1)-trayectoria dirigida que no
pasa por (x0,x1); asimismo, tenemos que el camino dirigido (xr,xs)∪ (xs,C,xt0)∪
(xt0,xu0)∪(xu0,C,xt1)∪(xt1,xu1)∪(xu1,C,xk2)∪(xk2,xl2)∪(xl2,C,x1) contiene una
(xr,x1)-trayectoria dirigida que no pasa por (xr,xr+1), ver la figura 4.23. Esto con-
tradice nuevamente el hecho de que el ciclo dirigido C no es un ciclo hamiltoniano
especial.
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Figura 4.23: Caso 2 para xl2

Caso 3: xl2 ∈V ((x1,C,xu1−1)).
Primero veamos que xk2 ∈ V ((xu1,C,xu0−1)). Procediendo por contradicción,

supongamos que xk2 ∈V ((xu0,C,x0)∪(x0,C,xu1−1). Notemos que la cuerda (xk2,xl2)
también evita que el vértice xu1 tenga la propiedad de la cabeza. Además, los ı́ndi-
ces cumplen que l2 < u1 < u0 < s, contradiciendo la elección de la flecha (xt1,xu1),
ya que el ı́ndice u1 es mı́nimo respecto a la propiedad de evitar que xu0 tenga la
propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.24. Por lo tanto, conclui-
mos que xk2 ∈V ((xu1,C,xu0−1)).

Figura 4.24: Caso 3 para xl2

Por último, notemos que como ningún vértice tiene la propiedad de la cabeza,
en particular se cumple para xl2 ; es decir, existe al menos una cuerda que evita que
xl2 tenga la propiedad de la cabeza. Con esto concluimos la afirmación 3.4.
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Figura 4.25: Caso 1 para xup

Tomemos a u2 = mı́n{β : xβ ∈ V ((x1,C,xu1−1)), y (xα ,xβ ) evita que
xu1 tenga la propiedad de la cabeza}.

Sabemos, por suposición, que xu2 no tiene la propiedad de la cabeza con res-
pecto a C. Como la digráfica D tiene un número finito de vértices en (x1,C,xs),
entonces, al continuar iterando este proceso, eventualmente terminamos en una
iteración p, en la que nos encontramos con alguno de los siguientes casos:

Caso 1: Si xup ∈ V ((x j+1,C,xr)), entonces (xtp,xup)∪ (xup,C,xr+1), es una
(xtp,xr+1)-trayectoria dirigida que no pasa por (xtp,xtp+1); asimismo, el camino di-
rigido (xr,xs) ∪ (xs,C,xt0) ∪ (xt0,xu0) ∪ (xu0,C,xt1) ∪
(xt1,xu1) ∪ (xu1,C,xt2) ∪ (xt2,xu2) ∪ ·· · ∪ (xup−1,C,xtp+1) contiene una
(xr,xtp+1)-trayectoria dirigida que no pasa por (xr,xr+1). En consecuencia, las fle-
chas (xtp,xtp+1) y (xr,xr+1) tienen la propiedad de la trayectoria, como se muestra
en la figura 4.25.

Caso 2: Si xup ∈V ((xr+1,C,x0)), entonces (x0,x j)∪(x j,C,xr+1) es una (x0,xr+1)-
trayectoria dirigida que no pasa por (x0,x1); asimismo, tenemos que el camino di-
rigido (xr,xs)∪(xs,C,xt0)∪(xt0,xu0)∪(xu0,C,xt1)∪(xt1,xu1)∪(xu1,C,xt2)∪(xt2,xu2)∪
·· ·∪ (xup−1,C,xtp)∪ (xtp,xup)∪ (xup ,C,x1) contiene una (xr,x1)-trayectoria dirigi-
da que no pasa por (xr,xr+1). En consecuencia, las flechas (x0,x1) y (xr,xr+1)
tienen la propiedad de la trayectoria, como se muestra en la figura 4.26.

Caso 3: Si xup = x1, entonces xtp ∈ V ((xup−1,C,xup−2)), ya que si supone-
mos que xtp ∈ V ((xup+1,C,x0)∪ (x0,C,xu1−1)), la cuerda (xtp,xup) también evita
que el vértice xup−1 tenga la propiedad de la cabeza. Además, los ı́ndices cum-
plen que up < up−1 < · · · < u1 < u0 < s, contradiciendo la elección de la flecha
(xtp−1,xup−1), dado que el ı́ndice up−1 es mı́nimo respecto a la propiedad de evitar
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Figura 4.26: Caso 2 para xup

Figura 4.27: Caso 3 para xup

que xup−2 tenga la propiedad de la cabeza, como se muestra en la figura 4.27. Por
lo tanto, xtp ∈V ((xup−2,C,xup−1)).

Más aún, (x0,x j)∪ (x j,C,xr+1) es una (x0,xr+1)-trayectoria dirigida que no
pasa por (x0,x1); asimismo, el camino dirigido (xr,xs)∪ (xs,C,xt0)∪ (xt0,xu0)∪
(xu0,C,xt1)∪ (xt1 ,xu1)∪ ·· · ∪ (xup−1,C,xtp)∪ (xtp,xup = x1) contiene una (xr,x1)-
trayectoria dirigida que no pasa por (xr,xr+1). En consecuencia, tenemos que las
flechas (x0,x1) y (xr,xr+1) cumplen la propiedad de la trayectoria, como se mues-
tra en la figura 4.27.

Además, observamos que estos son los únicos 3 casos ya que el vértice xup

no pertenece a V ((xup−1 ,C,x j)) puesto que contradice la elección de la cuerda
(x0,x j).

Por el análisis anterior, vemos que siempre podemos encontrar un par de fle-
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chas con la propiedad de la trayectoria; es decir, C es un ciclo hamiltoniano espe-
cial, lo cual contradice la hipótesis. Por lo tanto, en C debe de existir al menos un
vértice que tenga la propiedad de la cabeza.

Vamos a demostrar que existen al menos dos vértices en D que tienen la pro-
piedad de la cabeza con respecto a C.

Afirmación 4: C tiene al menos dos vértices que cumplen la propiedad de la
cabeza.

Vamos a proceder por contradicción, suponiendo que existe un único vértice
que cumple la propiedad de la cabeza. Sin pérdida de generalidad, etiquetamos a
los vértices de C, de tal manera que x1 es el único vértice que cumple la propie-
dad de la cabeza en C; es decir que, al recorrer la trayectoria dirigida (x1,C,x0)
siempre nos encontramos primero con la cabeza de cualquier cuerda de C.

La demostración consiste en ir encontrando cuerdas en el ciclo C, hasta poder
dar una x0x1-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1); esto significa
que tendremos un ciclo dirigido hamiltoniano especial tipo (A), lo cual contradice
la hipótesis.

En las siguientes afirmaciones demostramos propiedades que cumplen las cuer-
das que evitan que los vértices x2 y x0 tengan la propiedad de la cabeza.

Afirmación 4.1: Para toda cuerda (xr,xs) que evita que x2 tenga la propiedad
de la cabeza, se tiene que xs = x1.

Como x2 no tiene la propiedad de la cabeza, entonces existe una cuerda (xr,xs),
tal que en la trayectoria dirigida (x2,C,x0)∪ (x0,x1) aparece primero el vértice xr
antes que el vértice xs, como se muestra en la figura 4.28.

Supongamos por el contrario que xs 6= x1; entonces el vértice xs pertenece a
V ((x2,C,xn−1)∪{x0}. Como xr aparece primero que xs, entonces la flecha (xr,xs)
también evita que x1 cumpla la propiedad de la cabeza, lo cual es una contradic-
ción; ver la figura 4.28 Por lo tanto, xs = x1.
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Figura 4.28: Afirmación 4.1

Afirmación 4.2: Para toda cuerda (xt0,xu0) que evita que x0 tenga que la pro-
piedad de la cabeza, se tiene que xt0 = x0.

Supongamos por el contrario que xt0 6= x0. Como la cuerda (xt0 ,xu0) evita que
x0 tenga la propiedad de la cabeza, entonces el vértice xt0 aparece antes que xu0 en
la trayectoria dirigida (x1,C,xn−1). Esto implica que la cuerda (xt0,xu0) también
evita que x1 tenga la propiedad de la cabeza, lo cual es una contradicción; ver la
figura 4.29. Por lo tanto, xt0 = x0.

Figura 4.29: Afirmación 4.2

De las dos afirmaciones anteriores, vamos a tomar dos cuerdas
(xr,xs = x1) y (x0 = xt0,xu0), que evitan que x2 y x0 tengan la propiedad de la
trayectoria, respectivamente.
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La idea de las siguientes afirmaciones es como sigue: bajo la suposición de
que solamente el vértice x1 tiene la propiedad de la cabeza, iremos encontrado
una serie de cuerdas (xti,xui), con i ∈ {0, . . . , p}, tales que evitan que los vértices
x0,xu0,xu1, . . . ,xup−1 tengan la propiedad de la cabeza, y tendremos dos posibili-
dades en cada iteración dependiendo de la ubicación del vértice xui en el ciclo C,
de la siguientes manera:

Caso 1: Si xui ∈V ((x1,C,xr)), entonces la flecha (x0,x1) cumple la propiedad
de la trayectoria.

Caso 2: Si xui ∈ V ((xr+1,C,xn−1)), entonces existe una cuerda que evita que
xui tenga la propiedad de la cabeza.

Al iterar y encontrar la serie de cuerdas (xti,xui), llegaremos a un paso p en el que
necesariamente se cumple el primer caso.

Estas afirmaciones nos llevarán a concluir que, bajo la suposición de tener úni-
camente un vértice que tiene la propiedad de la cabeza, podemos encontrar una
(x0,x1)-trayectoria que no pasa por la flecha (x0,x1). Lo anterior implica que C es
un ciclo hamiltoniano especial del tipo (A), una contradicción.

Afirmación 4.3: Para toda cuerda (xt0 = x0,xu0) que evita que x0 tenga la
propiedad de la cabeza, se tienen dos casos, dependiendo de la ubicación de xu0

en el ciclo C:

Caso 1: Si xu0 ∈V ((x1,C,xr)), entonces la flecha (x0,x1) cumple la propiedad
de la trayectoria.

Caso 2: Si xu0 ∈ V ((xr+1,C,xn−1)), entonces existe una cuerda que evita que
xu0 tenga la propiedad de la cabeza.

Caso 1: xu0 ∈V ((x1,C,xr)).

Por demostrar que la flecha (x0,x1) tiene la propiedad de la trayectoria. En este
caso, tenemos que la trayectoria (x0,xu0)∪ (xu0,C,xr)∪ (xr,x1) es una (x0,x1)-
trayectoria que no pasa por la flecha (x0,x1). Por lo tanto, la flecha (x0,x1) tiene
la propiedad de la trayectoria; es decir, C es un ciclo hamiltoniano del tipo (A), lo
cual contradice nuestra hipótesis; ver la figura 4.30
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Figura 4.30: Caso 1 para xu0

Caso 2: xu0 ∈V ((xr+1,C,xn−1)).
Dado que estamos suponiendo que únicamente el vértice x1 tiene la propie-

dad de la cabeza, entonces existe al menos una cuerda que evita que xu0 tenga la
propiedad de la cabeza; ver la figura 4.31.

Figura 4.31: Caso 2 para xu0

Con esto concluimos la afirmación 4.3.

Vamos a continuar iterando, tomando en cuenta la ubicación de las cabezas de
las cuerdas que evitan que el vértice xu0 tenga la propiedad de la cabeza.
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Afirmación 4.4: Para toda flecha (xk1,xl1) que evita que xu0 tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos que xk1 ∈V ((xu0,C,x0)) y se tienen dos casos dependiendo
de la ubicación del vértice xl1 en el ciclo C:

Caso 1: Si xl1 ∈V ((x1,C,xr)), entonces la flecha (x0,x1) tiene la propiedad de
la trayectoria.

Caso 2: Si xl1 ∈V ((xr+1,C,xu0−1)), entonces existe una cuerda que evita que
xl1 tenga la propiedad de la cabeza.

Primero, observamos que estos son los únicos casos, ya que si
xl1 ∈ V ((xu0+1,C,x0)), tenemos que tanto xk1 como xl1 pertenecen a
V ((xu0, C, x0)), y como xk1 aparece primero que xl1 , entonces la flecha (xk1,xl1)
también evita que x1 tenga la propiedad de la cabeza, lo cual contradice nuestra
suposición inicial.

También observamos que xk1 ∈V ((xu0,C,x0)), ya que por el contrario, si xk1 ∈
V ((x1,C,xu0−1)), entonces la flecha (xk1,xl1) evita que x1 tenga la propiedad de la
cabeza, lo cual contradice nuestra suposición inicial.

Caso 1: xl1 ∈V ((x1,C,xr)).
En este caso, la trayectoria dirigida:

(x0,xu0)∪ (xu0,C,xk1)∪ (xk1,xl1)∪ (xl1,C,xr)∪ (xr,x1)

es una (x0, x1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1), como se
muestra en la figura 4.32. Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano especial del
tipo (A), lo cual contradice nuestras hipótesis.

Figura 4.32: Caso 1 para xl1
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Caso 2: xl1 ∈V ((xr+1,C,xu0−1)).
Dado que x1 es el único vértice que tiene la propiedad de la cabeza, entonces

existe al menos una cuerda que evita que xl1 tenga la propiedad de la cabeza; ver
la figura 4.33.

Figura 4.33: Caso 2 para xl1

Con esto concluimos la afirmación 4.4.

Tomemos a la flecha (xt1 ,xu1) tal que:

u1 = mı́n{ j : (xk,x j) evita que xu0 tenga la propiedad de la cabeza}.

Por los dos casos anteriores, asumimos que xu1 ∈V ((xr+1,C,xu0−1)).
Por hipótesis el vértice xu1 no tiene la propiedad de la cabeza. Por lo tanto,

existe al menos una flecha que evita que tenga esta propiedad. Vamos a continuar
iterando, tomando en cuenta la ubicación de las cabezas de las cuerdas que evitan
que el vértice xu1 tenga la propiedad de la cabeza.

Afirmación 4.5: Para toda flecha (xk2 ,xl2) que evita que xu1 tenga la propiedad
de la cabeza, tenemos que xk2 ∈V ((xu1,C,xu0)) y se tienen los siguientes dos casos
para xl2:

Caso 1: Si xl2 ∈V ((x1,C,xr)), entonces la flecha (x0,x1) tiene la propiedad de
la trayectoria.

Caso 2: Si xl2 ∈ V ((xr+1,C,xl1−1)), entonces existe una cuerda que evita que
xl2 tenga la propiedad de la cabeza.

Primero veamos que xk2 ∈V ((xu1 ,C,xu0)).
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Supongamos por el contrario que xk2 ∈ V ((x1,C,xu1−1))∪V ((xu0,x0)). En el
primer caso, tenemos que la flecha (xk2,xl2) evita que x1 tenga la propiedad de la
cabeza, lo cual contradice nuestra suposición inicial; ver la figura 4.34.

Figura 4.34: xk2 ∈V ((x1,C,xu1−1))

En el segundo caso tenemos que si xk2 ∈ V ((xu0,x0)), entonces la cabeza xl2
puede estar en V ((xu0,C,x0)∪ (x1,C,xu1−1)).

Si xl2 ∈V ((xu0+1,C,x0)), tenemos que tanto xk2 como xl2 pertenecen a V ((xu0,
C, x0)), y como xk2 aparece primero que xl2 , entonces la flecha (xk2,xl2) también
evita que x1 tenga la propiedad de la cabeza, lo cual contradice nuestra suposición
inicial.

Si xl2 ∈ V ((x1,C,xu1−1)), entonces la cuerda (xk2,xl2) también evita que el
vértice xu0 tenga la propiedad de la cabeza, y contradice la elección de la flecha
(xt1 ,xu1); ver la figura 4.35.

Figura 4.35: xk2 ∈V ((xu0,x0))



CARACTERIZACIÓN 85

Caso 1: xl2 ∈V ((x1,C,xr)).

En este caso, el camino dirigido:

(x0,xu0)∪ (xu0 ,C,xt1)∪ (xt1,xu1)∪ (xu1,C,xk2)∪ (xk2,xl2)∪ (xl2,C,xr)∪ (xr,x1)

es un (x0,x1)-camino dirigido que no pasa por la flecha (x0,x1); lo cual, por el teo-
rema 2.1, implica que este (x0,x1)-camino dirigido contiene una
(x0,x1)-trayectoria dirigida que no pasa por la flecha (x0,x1), como se muestra
en la figura 4.36. Por lo tanto, C serı́a un ciclo hamiltoniano especial del tipo (A),
lo cual contradice nuestras hipótesis.

Figura 4.36: Caso 1 para xl2
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Caso 2: xl2 ∈V ((xr+1,C,xu1−1)).
Dado que estamos suponiendo que únicamente el vértice x1 tiene la propie-

dad de la cabeza, entonces existe al menos una cuerda que evita que xl2 tenga la
propiedad de la cabeza.

Con esto concluimos la afirmación 4.5.

Tomemos a la flecha (xt2 ,xu2) tal que:

u2 = mı́n{ j : (xk,x j) evita que xu1 tenga la propiedad de la cabeza}.

Por los dos casos anteriores, asumimos que xu2 ∈V ((xr+1,C,xu1−1)). Vamos a se-
guir iterando, tomando en cuenta la ubicación de las cabezas de las cuerdas que
evitan que el vértice xu2 tenga la propiedad de la cabeza.

De esta manera, al iterar este proceso, iremos encontrando cuerdas

(xt0,xu0),(xt1,xu1), . . . ,(xtm,xum),

que evitan que los vértices x0,xu0,xu1, . . . ,xum−1 tengan la propiedad de
la cabeza, respectivamente, cuyos ı́ndices cumplen que ui < ui−1, con
1≤ i≤ m.

Como tenemos un número finito de vértices en (xr,C,xu0), al iterar este pro-
ceso, eventualmente llegamos a una iteración p en la que encontramos una cuerda
(xtp ,xup) tal que necesariamente xup cumple el caso 1; es decir, la flecha (x0,x1)
cumple la propiedad de la trayectoria, utilizando el siguiente camino dirigido:

(x0,xu0)∪ (xu0,C,xt1)∪ (xt1,xu1)∪ (xu1,C,xt2)∪ (xt2,xu2)∪·· ·

∪(xup−1,C,xtp)∪ (xtp,xup)∪ (xup,C,xr)∪ (xr,x1).

Por el teorema 2.1 podemos extraer una (x0,x1)-trayectoria dirigida que no pasa
por la flecha (x0,x1). Esto contradice el hecho de que D no tiene ciclos hamilto-
nianos especiales. Por lo tanto, podemos concluir que en D existen al menos dos
vértices que tienen la propiedad de la cabeza, que es lo que querı́amos demostrar.

Recopilando las afirmaciones de este lema, tenemos que por la afirmación 4,
existen al menos dos vértices que cumplen la propiedad de la cabeza con respecto
a C. Asimismo, por la afirmación 1, D no tiene ningún par fuerte de C en D. Por
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lo tanto, existen dos vértices xi y x j tales que xi y x j cumplen la propiedad de la
cabeza con respecto a C, y el par {xi,x j} no es un par fuerte de C en D.

Esto concluye la demostración de este lema.

Lema 4.6. Sean D una digráfica hamiltoniana con n vértices y
C = (x0, . . . , xn−1, x0) un ciclo dirigido hamiltoniano en D. Si D contiene un par
de vértices distintos {xi,x j} que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a
C y que no forman un par fuerte de C en D, entonces ~rc(D) = n.

Demostración. Sean D una digráfica hamiltoniana con n vértices,
C = (x0, . . . ,xn−1,x0) un ciclo hamiltoniano en D, y {xi,x j} un par de vértices
distintos que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C y que no forman
un par fuerte de C en D. Dado que D es fuertemente conexa y asimétrica, entonces
por la proposición 3.1 tenemos que ~rc(D)≤ n. Por demostrar que ~rc(D) = n.

Vamos a proceder por contradicción suponiendo que ~rc(D) ≤ n− 1. Sea ϕ :
F(D)→{1, . . . ,n−1} una (n−1)-coloración arcoı́ris de las flechas de D. Supon-
gamos sin pérdida de generalidad que i < j, para los vértices xi y x j.

Las siguientes afirmaciones nos llevarán a concluir que bajo la suposición de
que ~rc(D) ≤ n− 1, entonces el par {xi,x j} es un par fuerte de C en D, lo cual
contradice nuestra hipótesis del teorema.

Vamos a denotar como Ti y Tj a las siguientes trayectorias dirigidas:

Ti = (xi,C,x0)∪ (x0,C,xi−1),

Tj = (x j,C,x0)∪ (x0,C,x j−1).

Observación 1: No existen cuerdas de C que tengan su cola en (xi,C,x j−1) y
que tengan la cabeza en (x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1).

Por definición, una cuerda de C que tiene su cola en (xi,C,x j−1) y que tenga
la cabeza en (x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1), evita que xi tenga la propiedad de la cabeza,
como se muestra en la figura 4.37.

Observación 2: No existen cuerdas de C que tengan su cola en
(x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1) y que tengan la cabeza en (xi,C,x j−1).

Esta observación es análoga a la observación anterior.
Afirmación 1: La trayectoria Ti es la única (xi, xi−1)-trayectoria dirigida en

D.
Supongamos que existe T ′i otra (xi,xi−1)-trayectoria dirigida distinta a Ti.
Afirmación 1.1: V (T ′i )⊂V (Ti).
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Figura 4.37: Observaciones 1 y 2 para para xi y x j respectivamente

Sabemos que V (T ′i ) ⊆ V (Ti) ya que Ti pasa por todos los vértices de D; es
decir, V (Ti) = V (C) = V (D). Supongamos por contradicción que V (Ti) = V (T ′i )
y denotemos a T ′i como T ′i = (u0 = xi, . . . ,um = xi−1).

Notemos que dos trayectorias dirigidas distintas pueden tener el mismo con-
junto de vértices y tener distintas flechas; sin embargo, si dos trayectorias dirigidas
tienen el mismo conjunto de flechas, entonces necesariamente tendrán el mismo
conjunto de vértices.

Sea (ur,ur+1) la primer flecha de T ′i que no pertenece a F(Ti). Notemos que
ur no puede ser xi ya que la flecha (ur,ur+1) serı́a una cuerda de C que tendrı́a la
cola en xi. Por lo tanto, (ur,ur+1) evita que xi tenga la propiedad de la cabeza.

Por elección de la flecha (ur,ur+1), se tiene que:

(xi,T ′i ,ur) = (xi,Ti,ur) = (xi,C,ur).

Como xi tiene la propiedad de la cabeza con respecto a C, entonces el vértice
ur+1 debe pertenecer a los vértices de la trayectoria dirigida
(xi,C,ur−2) = (xi,Ti,ur−2) = (xi,T ′i ,ur−2). Es decir, ur+1 ∈V ((xi,T ′i ,ur)), lo cual
implica que T ′i tiene vértices repetidos. Por lo tanto, T ′i no es una trayectoria diri-
gida, lo cual es una contradicción; ver la figura 4.38.
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Figura 4.38: Afirmación 1

De esta manera podemos concluir que Ti es la única (xi,xi−1)-trayectoria diri-
gida en D.

Afirmación 2: La trayectoria Tj es la única (x j, x j−1)-trayectoria dirigida en
D.

La demostración de esta afirmación es análoga a la demostración afirmación
1, al intercambiar el vértice xi por x j.

Como la longitud de Ti es n−1, entonces bajo la coloración arcoı́ris ϕ , tene-
mos que cada flecha de Ti tiene un color diferente; igualmente bajo la coloración
ϕ las flechas de la trayectoria dirigida Tj reciben un color diferente.

Afirmación 3: ϕ(xi−1,xi) = ϕ(x j−1,x j).
Notemos que las trayectorias dirigidas Ti y Tj pueden ser representadas de la

siguiente manera:

Ti = (xi,C,x j−1)∪ (x j−1,x j)∪ (x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1),

Tj = (x j,C,x0)∪ (x0,C,xi−1)∪ (xi−1,xi)∪ (xi,C,x j−1).

Observamos que las subtrayectorias dirigidas (xi,C,x j−1), (x j,C,x0) y (x0,C,xi−1)
están contenidas tanto en Ti como en Tj, y son subtrayectorias arcoiris que utili-
zan en total n−2 colores distintos. Por lo que, necesariamente las flechas restantes
(xi−1,xi), (x j−1,x j) deben tener el mismo color; es decir, ϕ(xi−1,xi)=ϕ(x j−1,x j).
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Con las afirmaciones anteriores y las observaciones 1 y 2, tenemos que las
únicas flechas que conectan a las subdigráficas inducidas D[V ((xi,C,x j−1))] y
D[V ((x j,C,x0))∪V ((x0,C,xi−1))] son las flechas (xi−1,xi) y (x j−1,x j), respecti-
vamente.

Afirmación 4: (x j−1,C,x0)∪ (x0,C,xi) es la única (x j−1,xi)-trayectoria diri-
gida en D.

Nombramos a la trayectoria dirigida (x j−1,C,x0)∪ (x0,C,xi) como P1. Vamos
a proceder por contradicción, suponiendo que existe otra
(x j−1,xi)-trayectoria dirigida, digamos R1.

Sea (xr,xs) la primer flecha de F(R1) que no está en F(P1). Observamos que
xr ∈ V (P1) y xs es distinto del sucesor de xr bajo el ciclo C. Por el comentario
que precede a la afirmación 4, (x j−1,x j) es la primera flecha de P1 y por lo tanto
xr 6= x j−1. Consideramos 2 casos, dependiendo de la ubicación del vértice xs en el
ciclo dirigido C.

Caso 1: xs ∈V ((xr+2,C,x j−1)).
En este caso tenemos que la flecha (xr,xs) evita que x j tenga la propiedad de

la cabeza, lo cual es una contradicción, como se muestra en la figura 4.39.

Figura 4.39: Caso 1 para xS

Caso 2: xs ∈V ((x j,C,xr)).
En este caso, la trayectoria dirigida R1 tiene vértices repetidos, lo que nos lleva

a una contradicción, como se muestra en la figura 4.40.
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Figura 4.40: Caso 2 para xS

Por los dos casos anteriores, concluimos que xs es el sucesor de xr bajo el ciclo
C, lo cual es una contradicción. Por lo tanto, tenemos que
P1 = (x j−1,C,x0)∪ (x0,C,xi) es la única (x j−1,xi)-trayectoria dirigida en D.

Como ϕ es una coloración arcoı́ris, y por la afirmación 4 la trayectoria dirigida
P1 es la única (x j−1,xi)-trayectoria dirigida en D, entonces P1 es una trayectoria ar-
coı́ris, lo cual contradice la afirmación 3, ya que
ϕ(x j−1,x j) = ϕ(xi−1,xi).

Por lo tanto, como el suponer que ~rc(D)≤ n−1 nos lleva a una contradicción,
entonces podemos concluir que ~rc(D) = n, lo que se querı́a demostrar.
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Para concluir este capı́tulo, enunciamos nuevamente el teorema principal, el
cual se demuestra con los lemas anteriores.

Teorema (4.2). Sea D una digráfica fuertemente conexa con n vértices. Los si-
guientes enunciados son equivalentes:

(1) ~rc(D) = n.

(2) D es una digráfica hamiltoniana, pero no tiene ciclos hamiltonianos espe-
ciales.

(3) D tiene un ciclo hamiltoniano C = (x0, . . . ,xn−1,x0) y dos vértices xi y x j
tales que tienen la propiedad de la cabeza con respecto a C, pero el par
{xi,x j} no es un par fuerte de C en D.

Demostración. (1) =⇒ (2) es la contrapositiva del lema 4.3 y el lema 4.4.

(2) =⇒ (3) se sigue del lema 4.5.

(3) =⇒ (1) es consecuencia del lema 4.6.



Capı́tulo 5

Coloración arcoı́ris en torneos

En este último capı́tulo presentamos un resultado para torneos fuertemente
conexos con más de 5 vértices que nos permite acotar su número de coloración
arcoı́ris entre 2 y n−1. Este resultado se encuentra en el artı́culo [5], el cual es la
fuente principal de este trabajo.

5.1. Definiciones

Decimos que una digráfica D es semicompleta, si para todo par de vértices x
y y se tiene que {(x,y),(y,x)}∩F(D) 6= /0; es decir, para cualquier par de vértices
x y y en V (D), al menos una de las flechas (x,y) o (y,x) pertenece a F(D).

Recordamos que en una digráfica D, una flecha (u,v) es asimétrica si (v,u)
no pertenece a F(D). Si en una digráfica D, toda flecha es asimétrica, entonces
decimos que D es asimétrica.

De esta manera podemos definir un torneo como una digráfica semicompleta
y asimétrica.

De forma alternativa, se puede definir un torneo T como una digráfica que
se obtiene de una gráfica completa con n vértices, Kn, al asignarle una y sólo
una dirección a cada una de las aristas de Kn. El nombre de torneos, proviene de
la teorı́a de juegos debido a que modelan las rondas de apareamiento de juegos
en la que todos los jugadores o equipos se enfrentan, sin posibilidad de tener
empates; usualmente, la dirección de la flecha indica el ganador de cada uno de
estos encuentros. En la figura 5.1 se muestra la gráfica completa K6, a la que le ha
sido asignada una dirección a cada una de sus aristas.
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Figura 5.1: Ejemplo de un torneo con 6 vértices

5.2. Coloración arcoı́ris en torneos fuertemente co-
nexos

Presentamos primero un teorema auxiliar, que nos permite ver que un torneo
fuertemente conexo siempre contiene un ciclo dirigido hamiltoniano.

Teorema 5.1. Si T es un torneo fuertemente conexo con al menos 3 vértices,
entonces T contiene un ciclo dirigido hamiltoniano.

Demostración. Tomemos a C como un ciclo dirigido en T , de longitud máxima;
sabemos que C existe por la proposición 2.1.

Vamos a proceder por contradicción, suponiendo que C no es un ciclo hamil-
toniano. Consideremos a la partición de V (T ) dada por:

V (C),

Y =V (T )−V (C).

Por nuestra suposición, sabemos que Y 6= /0.
Vamos a considerar dos casos, dependiendo de los invecinos y exvecinos que

tengan los vértices del conjunto Y .
Caso 1: Existe v en Y tal que v tiene al menos un invecino y un exvecino en C.
Sean xin y xex un invecino y un exvecino de v en C, respectivamente. Sin pérdi-

da de generalidad, supongamos que el ciclo dirigido C empieza y termina en xin.
Consideremos la trayectoria dirigida (xin,C,xex), como se muestra en la figura 5.2.
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Figura 5.2: Caso 1

Sea xα , el primer vértice en la trayectoria dirigida (xin,C,xex) tal que xα es
un exvecino de v; sabemos que xα existe porque al menos xex es un exvecino
de v en la trayectoria dirigida (xin,C,xex). Por la elección de xα , su antecesor,
digamos xβ , es un invecino de v. Por lo tanto, la trayectoria dirigida (xβ ,v)∪
(v,xα)∪ (xα ,C,xin)∪ (xin,C,xβ ) es un ciclo dirigido de longitud mayor que C, lo
cual contradice la elección de C.

Caso 2: Para cualquier vértice v en Y , se tiene que v es invecino de todos los
vértices de C o v es exvecino de todos vértices de C.

Llamemos V1 = {v ∈ Y : v ∈ N−T (xi), para todo xi ∈ V (C)}, es decir, V1 es
el conjunto de todos los vértices que no pertenecen al ciclo C y que son inve-
cinos de todos los vértices del ciclo C. Similarmente, consideramos al conjunto
V2 = {v∈Y : v∈N+

T (xi) para todo xi ∈V (C)}, es decir, V2 es el conjunto de todos
los vértices que no pertenecen al ciclo C y que son exvecinos de todos los vértices
del ciclo C.

Vamos a demostrar que tanto V1 como V2 son conjuntos no vacı́os; observamos
que por construcción de Y al menos uno de ellos es no vacı́o.

Supongamos por el contrario que V1 = /0. Dado que sabemos que el conjunto
Y es no vacı́o, entonces tenemos que Y = V2, es decir, Y consiste únicamente de
vértices tales que todos ellos son exvecinos de todos los vértices de C. Ahora
bien, dado que {V (C),V2} es una partición de V (T ), entonces por el teorema 2.5
tenemos que existe al menos una flecha f cuya cola pertenece a V2 y la cabeza
pertenece a V (C); esto contradice la suposición de que en V2 solamente existen
vértices que son adyacentes desde cada vértice de C. Por lo tanto, V1 es distinto
del vacı́o. De manera análoga se demuestra que V2 6= /0.

Tomemos la siguiente partición de los vértices de T :
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U1 =V (C)∪V1,

U2 =V (T )−U1.

Figura 5.3: Partición de T en U1 y U2

Utilizando el teorema 2.5, tenemos que existe una flecha (w,v) tal que la cola
w pertenece a U2, y la cabeza v pertenece a U1; más aún, v ∈V1 por definición de
U2, ver la figura 5.3.

Tomemos un vértice en V (C), digamos xα , y sea xα+1 su sucesor bajo el ciclo
dirigido C. Por definición de U2, existe la flecha (xα ,w) y por definición de U1,
existe la flecha (v,xα+1).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que C empieza y termina en el vértice
xα+1. Se sigue que (xα ,w)∪ (w,v)∪ (v,xα+1)∪ (xα+1,C,xα) es un ciclo dirigido
de longitud mayor a la longitud de C, lo cual contradice la elección de C.

De la contradicción de los casos 1 y 2, tenemos entonces que T debe tener
necesariamente un ciclo dirigido hamiltoniano.

Teorema 5.2. Si T es un torneo fuertemente conexo con n≥ 5 vértices, entonces
2≤ ~rc(T )≤ n−1.

Demostración. Primero veamos que 2≤ ~rc(T ).
Sean u y v dos vértices de T . Dado que T es un torneo, entonces sabemos

que (u,v) ∈ F(T ) ó (v,u) ∈ F(T ). Supongamos, sin pérdida de generalidad que
(u,v) ∈ F(T ), lo cual significa que d(u,v) = 1. Como T es un torneo, entonces T
es una digráfica asimétrica, por lo que (v,u) /∈ F(T ). Por lo tanto, d(v,u)≥ 2.
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Dado que:
2≤ d(v,u)≤ diám(T ),

entonces por el teorema 3.1 tenemos que:

2≤ ~rc(T ),

lo cual demuestra la primera desigualdad de este teorema.

Para demostrar la segunda desigualdad, tomamos un ciclo dirigido hamilto-
niano C = (x0,x1, . . . ,xn−1,x0) que sabemos que existe por el teorema 5.1. Como
T es un torneo, tenemos los siguientes dos casos: existe un xi en C tal que (xi,xi+2)
es una flecha de T ó (xi+2,xi) es una flecha de T , para toda i ∈ {0, . . . ,n−1}, con
los ı́ndices tomados módulo n.

Caso 1: Existe un xi en C tal que (xi,xi+2) es una flecha de T , con los ı́ndices
tomados módulo n.

En este caso, tenemos que las flechas (xi,xi+1) y (xi+1,xi+2) tienen la propie-
dad de la trayectoria, ya que la flecha (xi,xi+2) es una (xi,xi+2)-trayectoria dirigida
que no contiene a la flecha (xi,xi+1), y la trayectoria (xi+1) no pasa por la flecha
(xi+1,xi+2). Por lo tanto, C es un ciclo hamiltoniano del tipo (B), y al aplicar el
lema 4.4, tenemos que ~rc(T )≤ n−1, que es lo que querı́amos demostrar.

Caso 2: (xi+2,xi) es una flecha de T , para toda i ∈ {0, . . . ,n− 1}, con los
ı́ndices tomados módulo n.

Figura 5.4: Caso 2

Consideremos a la subdigráfica T ′ dada por:

V (T ′) =V (C)
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F(T ′) = F(C)∪{(xi+2,xi) : 0≤ i≤ n−1}−{(x1,x2),(x3,x1),(x2,x0)}

como se muestra en la figura 5.5.

Figura 5.5: subdigráfica T ′

Vamos a ver que T ′ cumple las hipótesis del corolario 3.4.1, lo cual nos va a
garantizar que ~rc(T )≤ n−1.

Afirmación 1: T ′ es una subdigráfica generadora de T .

Esta afirmación se sigue del hecho de que C es un ciclo hamiltoniano en T ,
y por construcción de T ′, tenemos que V (T ′) = V (C). Por lo tanto, T ′ cumple la
definición de ser una subdigráfica generadora de T .
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Afirmación 2: T ′ es una subdigráfica fuertemente conexa de T .
En efecto, observamos que el camino dirigido dado por:

(x2,C,x0)∪ (x0,x1)∪ (x1,xn−1)∪ (xn−1,x0)∪ (x0,xn−2)∪ (xn−2,xn−1)∪ . . .

∪(x4,x5)∪ (x5,x3)∪ (x3,x4)∪ (x4,x2),

es un camino dirigido cerrado que pasa por todos los vértices de T ′, como se
muestra en la figura 5.5. Por lo tanto, por el teorema 2.3, se sigue que T ′ es una
subdigráfica de T fuertemente conexa.

Afirmación 3: T ′ no es una subdigráfica hamiltoniana.
Supongamos por el contrario que existe C′ un ciclo dirigido hamiltoniano en

T ′.
Observamos que δ

−
T ′(x0) = 1, y que δ

−
T ′(x1) = δ

+
T ′(x1) = 1, entonces las fle-

chas (xn−1,x0), (x0,x1) y (x1,xn−1) pertenece a F(C′). Como l(C′)≥ 5, entonces
bajo la sucesión de vértices de V (C′), tenemos que existe un vértice xa, que es
adyacente hacia xn−1, con xa 6= x1. Por lo tanto, la flecha (xa,xn−1) pertenecen a
F(C′). Esto significa que δ

−
C′(xn−1) = 2, lo cual contradice el hecho de que C′ sea

un ciclo dirigido. Por lo tanto, T ′ no es una subdigráfica hamiltoniana.

Ası́, con las afirmaciones 1, 2 y 3, estamos en condiciones de aplicar el coro-
lario 3.4.1, que nos garantiza que ~rc(T )≤ n−1, que es lo que querı́amos demos-
trar.

Con este resultado, que acota el número de coloración arcoı́ris para torneos
fuertemente conexos, terminamos este trabajo. Enunciamos aquı́ un teorema adi-
cional, que nos proporciona una cota inferior y superior al número de coloración
arcoı́ris en torneos fuertes, basados en el diámetro del torneo. La demostración de
este resultado se encuentra en [5]. Aquı́ lo enunciamos sin demostración debido a
la extensión de la prueba.

Teorema 5.3. Si T es un torneo fuertemente conexo, entonces:

diám(T )≤ ~rc(T )≤ diám(T )+2.
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Conclusiones

Los objetivos de este trabajo son, dar una introducción detallada a los con-
ceptos y definiciones necesarias para entender la teorı́a de coloración arcoı́ris en
gráficas y digráficas; proporcionar demostraciones detalladas de los resultados que
se presentan en [5].

En los primeros dos capı́tulos de este trabajo damos definiciones básicas y
otras más especializadas para entender los conceptos enunciados en [5]. Asimis-
mo, presentamos una serie de resultados, demostraciones y caracterizaciones re-
ferentes a las digráficas fuertemente conexas y mı́nimamente fuertes.

En el tercer capı́tulo introducimos la coloración de coloración arcoiris para
digráficas, y damos cotas para las familias de digráficas fuertemente conexas y
mı́nimamente fuertes. Además, se enuncia la definición de la propiedad de la tra-
yectoria, la cual nos ayuda, en caso de cumplirse, a disminuir en uno la cota supe-
rior de la coloración arcoı́ris para las digráficas fuertemente conexas cuyo número
de coloración arcoı́ris es igual a su orden. Este capı́tulo concluye dando una cota
superior a la coloración arcoı́ris para las digráficas mı́nimamente fuertes que no
son hamiltonianas o que no son un ciclo.

El cuarto capı́tulo se centró en el estudio de la coloración arcoı́ris para gráficas
hamiltonianas. En particular, vimos una caracterización para las digráficas mı́ni-
mamente fuertes basada en la coloración arcoı́ris. Después, se introdujeron las
definiciones de la propiedad de la cabeza, ciclo hamiltoniano especial y par fuer-
te. Con estas definiciones, se caracterizan a las digráficas fuertemente conexas
cuyo número de coloración arcoı́ris es igual a su orden.

Por último, en el quinto capı́tulo presentamos la definición de un torneo a
partir de las definiciones de digráfica asimétrica y digráfica semicompleta, y se
muestran cotas inferiores y superiores para la coloración arcoı́ris de torneos fuer-
temente conexos de orden mayor o igual a 5. Al final del capı́tulo, se enuncia
un resultado que acota la coloración arcoı́ris de los torneos fuertes respecto al
diámetro del torneo. Este y otros resultados adicionales relacionados con torneos
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fuertes, se presentan al final del artı́culo [5], y pueden ser desarrollados en otras
tesis o trabajos de investigación.

Durante la escritura de esta tesis, nos hemos planteado algunos problemas pa-
ra futuras investigaciones. Proponemos la posibilidad de explorar a las digráficas
cuasitransitivas, debido a que los torneos son un caso particular de este tipo de
digráficas y dado que esta noción está relacionada con la propiedad de la trayec-
toria, ası́ como investigar el número de coloración arcoı́ris en distintos tipos de
productos, por ejemplo, la suma de Zykov.

Para el lector interesado en conocer nuevos resultados en la teorı́a de colora-
ción arcoı́ris en digráficas, [4] presenta un compendio actualizado con resultados
recientes.
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