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Introduccion

Un hiperespacio es una coleccién de subconjuntos de un espacio topoldgico
equipada con una topologia. A principios del siglo XX se dieron los primeros
pasos para dar una topologia a una clase de subconjuntos de un espacio X.
En [15], Hausdorff se basé en las ideas de Pompeiu ([22]) para asignar una
métrica a la clase CL(X) de subconjuntos cerrados y no vacios de X, en el
caso en el que X es un espacio métrico acotado. Gran parte del estudio de
la estructura de hiperespacios con la métrica de Hausdorff en los siguientes
anos se reuni6 en [17] por Kelley en 1942. En [26] y [27], Vietoris definié una
topologia en CL(X) cuando X es un espacio topoldgico, cuyas propiedades
fueron investigadas por Michael en [19] en 1951. Este articulo sent6 el pre-
cedente para el estudio de hiperespacios en los siguientes anos. En la década
de 1960, la topologia de Fell se defini6 en [14], y la topologia de Wijsman se
introdujo en [29] inicialmente por sus aplicaciones en estadistica.

En andlisis convexo, en la clase Convg(X) de subconjuntos cerrados, con-
vexos, acotados y no vacios de un espacio normado X se ha usado princi-
palmente la topologia de la métrica de Hausdorff ([10]), pero esta resulta
demasiado fuerte en colecciones de subconjuntos que no son necesariamente
acotados. En el caso de un espacio normado X de dimensién finita, la to-
pologia de Fell solucion6 el problema de extender la topologia de la métrica
de Hausdorff a la clase Conv(X) de subconjuntos cerrados, convexos y no
vacios ([8]). Sin embargo, la topologia de Fell no es ni siquiera Hausdorff
cuando se consideran espacios normados de dimensién infinita ([6, Proposi-
cién 5.1.2]). La topologia de Attouch-Wets se definié y se estudié inicialmente
en [20, 1, 2]. Resulté ser la mejor topologia que se reduce a la topologia de
Fell en el caso de dimensién finita ([6, Teoremas 3.1.4, 5.1.10]) y es adecuada
para problemas de optimizacién ([1, 2, 8]).

En este trabajo estudiaremos las topologias de la métrica de Hausdorff,
de Vietoris, de Fell, de Wijsman y de Attouch-Wets en hiperespacios de con-



vi INTRODUCCION

juntos cerrados y la relacion entre ellas. También discutiremos el problema
de cuando una funcién continua f : X — Y entre espacios topoldgicos induce
una funcién continua f* : CL(X) — CL(Y) entre sus respectivos hiperespa-
cios (véase la ecuacién 4.1 para la definicién precisa de f*).

La funcién inducida tiene un papel importante en el area de sistemas
dindmicos ([4, 28]), por lo que el problema de su continuidad ha sido estudiado
desde hace tiempo ([16, 19, 28]). Usualmente se considera el hiperespacio
K(X) de subconjuntos compactos no vacios de un espacio métrico X, y en
este caso la funcién inducida f* : K(X) — K(X) siempre resulta continua
([4]). En el contexto de hiperespacios de subconjuntos cerrados, la funcién
f*: CL(X) — CL(Y) es continua cuando se usa la topologia de Vietoris
([19]), y Hitchcock dio una caracterizaciéon de su continuidad en el caso de
la topologia de la métrica de Hausdorff ([16, Teorema 2]). Con respecto a
la topologia de Fell sélo existen resultados parciales, y la continuidad de
la funcién inducida no ha sido aun estudiada utilizando las topologias de
Wijsman y de Attouch-Wets.

Este texto esta organizado de la siguiente manera:

El capitulo 1 corresponde a los preliminares. En este se estableceran la
notacién, definiciones y resultados que se usaran posteriormente.

En el capitulo 2 se introduciran las topologias de la métrica de Hausdorff,
de Vietoris, de Fell, de Wijsman y de Attouch-Wets y sus propiedades bésicas.

En la primera seccion del capitulo 3 se estudiardan las topologias en el
espacio CL(X) que son inducidas por una topologia en el espacio de funciones
C(X,R). Es decir, si (X,d) es un espacio métrico, a cada elemento A de
CL(X) se le puede asignar la funcién d4 : X — R definida por d4 (z) =
d(z,A), que es un elemento de C(X,R). Esta identificacién permite obtener
una topologia en CL(X), por cada topologia en C(X,R).

El resto del capitulo 3 se dedicara a la relacion entre las topologias intro-
ducidas en el capitulo 2. Se establecera bajo qué condiciones en un espacio
X se cumple que dos de las topologias coincidan en CL(X), y se estudiara
en qué subespacios de CL(X) se da la igualdad entre estas topologias.

En el capitulo 4 se discutira el problema de cuando la funciéon inducida
es continua. En particular, se dara una caracterizacién para la continuidad
de f*: CL(X) — CL(Y) cuando se considera la topologia de Attouch-Wets
en CL(X) y CL(Y). También se caracterizara su continuidad cuando se usa
la topologia de Fell, en el caso en el que la funcién original f : X — Y es
cerrada.



Capitulo 1

Preliminares

En esta seccion se introducirdn la notacion y los conceptos que se utili-
zaran a lo largo de este trabajo.

Si (X, 7) es un espacio topolégico y A es un subconjunto de X, denota-
remos por int A v A al interior y la cerradura de A en X, respectivamente.
Si (Y, o) es otro espacio topoldgico, escribiremos C(X,Y') para designar el
conjunto de funciones continuas de X a Y.

Si (X, d) es un espacio métrico, x € X y € > 0, denotaremos por B. (z) y
B. [z] a las bolas abierta y cerrada, respectivamente, con centro en x y radio
e. Es decir,

B.(x)={ye X |d(z,y) <e} vy B:lr]={ye X |d(r,y) <e}.

Dados un elemento z y un subconjunto no vacio A del espacio métrico (X, d)
se define la distancia de x a A como d (2, A) = inf {d(z,a) | a € A}. Para
A C X y e > 0 denotaremos

N.(A)={xeX |d(x,A) <e} =] B.(a)

acA

Sea X un conjunto. Una métrica infinita en X es una funciond : X x X —
[0, 0] tal que, para cada z,y, z € X,

1. d(z,y) =0siysdlosiz=y,
2. d(z,y) =d(y, ),
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Es decir, cumple las condiciones usuales de una métrica, pero se permite que
d(z,y) = co. Para z € X y € > 0, definimos las bolas abierta y cerrada
con centro en x y radio € de la misma forma que en un espacio métrico. La
métrica infinita d induce una topologia en X igual que lo hace una métrica
ordinaria, es decir, U C X es abierto en X siy soélo si para cada = € U existe
e > 0 tal que B. (z) C U. Esta topologia es metrizable, por ejemplo por la
métrica d' : X x X — [0,00) dada por d' (z,y) = min{d (z,y),1}.

Sea (X, T) un espacio topoldgico de Hausdorff. Usaremos la siguiente no-
tacion para ciertas clases de subconjuntos de X:

2% = {AC X | Aescerrado en X},
CL(X)={ACX|A#0y Aescerrado en X},
K(X)={ACX|A#0y Aes compacto}.
Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos
CLB(X) ={A € CL(X) | A es acotado} .
Por tltimo, si (X, ||-||) es un espacio normado, denotaremos
Conv(X) = {A € CL(X) | A es convexo},

ce(X) ={A € CL(X) | A es convexo y compacto} .

Sea (X, 7) un espacio topolégico de Hausdorff. Llamaremos hiperespacio
a un espacio topolégico formado al asignar una topologia a una subfamilia
de CL(X). Sea A una subfamilia de CL(X) que contiene a los conjuntos
unitarios. Una propiedad minima que pediremos que cumpla una topologia
en A es que preserve la topologia del espacio X . Si una topologia en A cumple
que la funcién ¢ : X — A dada por i(xz) = {z} es un encaje, diremos que
esta topologia es admisible.

1.1. Topologia débil

Sean X un conjunto, {(Xa,7a)},ca una familia de espacios topolégicos y
{fa : X = Xo},eca una familia de funciones. A la topologia en X generada
por la subbase

{f;l (U) | U C X, es abierto en X,, a € A}
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se le llama la topologia débil inducida por {f,},c4- Es la topologia mas débil
en X que cumple que cada f, es continua. Es claro que si B, es una subbase
de X, para cada a € A, entonces

{f71U)|U € Ba, a €A}

también es una subbase para la topologia débil inducida por {f.},ca-

Tenemos el siguiente teorema sobre la convergencia de redes en un espacio
con la topologia débil inducida por una familia de funciones. Las definiciones
de red y convergencia de red pueden consultarse en [13, Seccién 1.6].

Teorema 1.1.1. Sea X un espacio con la topologia débil inducida por la
familia de funciones {fo : X = Xa},en- Sean (x)),cp una red en X y x un
elemento de X. Entonces (), converge a x siy solo sila red (fo (22))\cp
converge a fo (z) para cada o € A.

Demostracion. Si (xy),., converge a x, entonces (fo (%1)),cp converge a
fo (x) para cada a € A, debido a la continuidad de cada funcién f,.

Por otro lado, supongamos que (f, (1)), converge a f, (x) para cada
a € A. Sea V un conjunto abierto en X tal que x € V. Como X tiene la
topologia débil inducida por {fo},ca, existen aq,...,0,, € Ay U; C X,
abierto en X,, para cada i =1,...,n, tales que

eV ({U)CV.
i=1

Como (fq, (1)) ,cp converge a fo, () en X,, y ademas fo, (z) € U; para
cada ¢ = 1,...,n, entonces existe \g € A tal que f,, (z)) € U; para cada
A > )gycada?=1,...,n. Por lo tanto, se cumple que x, € V para toda
A > Xg, y esto implica que ()., converge a . ]

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio con la topologia débil inducida por la
familia de funciones {fo : X — Xo},ca- St para cada o € A X, es comple-
tamente regular, entonces X es completamente reqular.

Demostracion. Sean C' C X cerrado y z € X\C. Existen ay,...,a, € Ay
U; C X,, abierto en X,, para cada¢=1,...,n, tales que

S ﬁfail (UZ) Q X\C



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Entonces, fo, (2) ¢ X,,\U; para toda ¢ = 1,...,n. Como cada X,, es
completamente regular, existe una funcién continua g; : X,, — [0, 1] tal que
Gi 0 fo, (2) =1y g; (x) = 0 para toda z € X,,\U,.

Por lo tanto, la funcién g : X — [0, 1] dada por el producto

9(37) = Hgiofai (.Q?)

es continua y cumple que g (z) = 1y, como C' estd contenido en el conjunto
X\, f3! (U;), entonces g (¢) = 0 para toda ¢ € C. Esto implica que X es
completamente regular. O

1.2. Topologias en espacios de funciones

Sean X y Y espacios topologicos, A un subconjunto de X y U un subcon-
junto abierto de Y. Denotaremos [A, U] := {f € C(X,Y) | f(A) CU}. Re-
cordemos las definciones de las topologias punto-abierta y compacto-abierta
en el espacio C(X,Y).

Definicién 1.2.1. La topologia punto-abierta 7p4 en C(X,Y) es la generada
por la subbase
{[{z},U] |z € X, U CY abierto} .

Definicién 1.2.2. La topologia compacto-abierta 7c4 en C(X,Y) es la ge-
nerada por la subbase

{[C,U] | C € X compacto, U C Y abierto} .

Claramente se cumple que 7p4 C Toa.
Por otra parte, si ademas Y es un espacio métrico con métrica d, se define
la topologia de la convergencia uniforme en C(X,Y") de la siguiente manera.

Definicién 1.2.3. La topologia de la convergencia uniforme 7y en C(X,Y)
es la inducida por la métrica infinita dey : C(X,Y) x C(X,Y) — [0, oo] dada
por
deu (f,9) = Sg}gd(f (x),9(x)).
Si X es también un espacio métrico, se define la topologia de la conver-
gencia uniforme en acotados en C(X,Y’) de la siguiente manera.
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Definicién 1.2.4. La topologia de la convergencia uniforme en acotados
Tcva en C(X,Y) es la generada por la base local en cada f € C(X,Y)
formada por los siguientes conjuntos:

{g e C(X,Y)|d(f(x),g(x)) < e para cada z € B},
con B C X acotado y € > 0.

De las definiciones anteriores es claro que 7opa C 7oy. Por otra parte,
también se cumple que 7c4 C Topa.

Proposicién 1.2.5. Sean (X, p) y (Y,d) espacios métricos. En C(X,Y), la
topologia compacto-abierta estd contenida en la topologia de la convergencia
uniforme en acotados.

Demostracion. Sean C' C X compacto y U C Y abierto. Consideremos f €
[C,U]. Entonces f (C') C Uy, como f(C) es compacto y U es abierto en Y,
existe 7 > 0 tal que B, (f (x)) C U para cada x € C. Ademads, C' es acotado
por ser compacto, y se cumple que

fe{geCX,Y)|d(f(x),g(x)) <r paracadaz € C} C[C,U].

Por lo tanto f es un punto interior de [C, U] con respecto a Topa, y entonces
podemos concluir que todo abierto subbéasico de 7c4 pertenece a 7oy, [

Sean (X,p) y (Y,d) espacios métricos. Recordemos que una familia F
de funciones de X en Y se llama equicontinua en un punto x € X si para
cada € > 0 existe d > O tal quesi f € F,y € X y p(z,y) < § entonces
d(f(z), f(y)) < e. La familia F se llama equicontinua si es equicontinua en
cada punto z € X.

Teorema 1.2.6. Sean (X, p) y (Y,d) espacios métricos, y F una subfami-
lia equicontinua de C(X,Y"). Entonces, en F la topologia punto-abierta y la
topologia compacto-abierta coinciden.

Demostracion. Sea ) un abierto subbdsico de la topologia compacto-abierta
en F, es decir, V = [C,U] N F para algin compacto C' C X y un abierto
U C Y. La topologia punto-abierta es siempre mas gruesa que la compacto-
abierta, por lo que basta ver que V' es un abierto de la topologia punto-abierta
en F.
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Sea g € V. Entonces g (C) C U. Como U es abierto en Y y g (C) es
compacto, existe r > 0 tal que B, (y) C U para cada y € g (C).

Por otra parte, ya que F es equicontinua, para cada x € C existe d, > 0
tal que f(Bs, (r)) C B (f(z)) para toda f € F. Como C es compacto,
existen pi,...,p, € C tales que

cclBs, (m).
=1

Ademds, los conjuntos [{pl} ,Br (g (pl))] NF,i=1,...,m, son abiertos
subbasicos de la topologia punto-abierta en F, y

m

ge () [Up}. Bz (9 ()] NF) S V.

i=1

Por lo tanto, V es abierto en la topologia punto-abierta en F. O



Capitulo 2

Topologias en el hiperespacio
CL(X)

En este capitulo se introducirén las topologias en el hiperespacio CL(X)
que se estudiaran a lo largo del texto, asi como sus propiedades y resultados
bésicos.

2.1. Topologia de Wijsman

La topologia de Wijsman, que puede definirse en CL(X) para cualquier
espacio métrico X, se introdujo inicialmente en [29]. Es una herramienta
fundamental en la teoria de hiperespacios de un espacio métrico, dado que
muchas hipertopologias clasicas pueden expresarse como supremos de topo-
logias de Wijsman (ver Teorema 2.2.9, por ejemplo).

Sea (X, d) un espacio métrico. Dado x € X, denotaremos por d, a la

funcién de CL(X) en R definida por d, (A) = d (z, A).

Definicién 2.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Wijsman
mw, en CL(X) es la topologia débil inducida por la familia de funciones
{d, :CL(X) >R |z e X}.

Entonces, {d;' ((—o00,a)), d;'((a,00)) |a € R, x € X} es una subbase
para la topologia de Wijsman. Como cada d, es no negativa, basta considerar
a > 0. Asi, los conjuntos de la forma

{AeCL(X)|d,(A) <a}, {A€CL(X) |d,(A) >a}, cona>0, z€ X

7
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son subbasicos para esta topologia.

El par (CL(X), mw,) serd denotado por CLyy, (X).

Por el Teorema 1.1.1, tenemos el siguiente lema sobre la convergencia en
el espacio CLy, (X):

Lema 2.1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, (Ax),c, una red en CLyy,(X)
y A un elemento de CLy,(X). Entonces (Ay),cp converge a A en el espacio
CLw,(X) si y solo si la red (dy (Ax)),ep converge a dy (A) en R para cada
reX.

Proposicién 2.1.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Wijsman
en CL(X) es admisible.

Demostracion. Queremos probar que la funcién ¢ : X — CLy,(X) dada por
i(x) = {x} es un encaje. Consideremos (y),c, unared en X y y un elemento
de X.

Para ver que la funcién ¢ es continua, supongamos que (y),., converge
a y. Entonces, debido a la continuidad de la funcién d(z,-) : X — [0,00)
para cada r € X fijo, la red (d(z,yx)),c, converge a d(z,y). Es decir, la
red (d, ({yr})),ep converge a d, ({y}) para cada x € X. Esto implica, por el
Lema 2.1.2, que ({yx}),cp converge a {y}. Asi, se tiene que la funcién i es
continua.

Para ver que la inversa de i es continua, supongamos que la red ({yx}),ca
converge a {y} en CLy,(X). Por el Lema 2.1.2, (d, ({ya})),c, converge a
d, ({y}) para cada x € X. En particular para x = y se tiene que (d (y,yx)) ca
converge a 0, y por lo tanto (?JA),\EA converge a y. Asi, i~! es continua, y
entonces la funcién ¢ es un encaje. ]

Proposicién 2.1.4. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X,d) —
CLw,(X), dado pori(x) = {x}, es cerrado.

Demostracion. Sea C' € CL(X)\i (X). Entonces existen z,y € C tales que

x#y.Asi,siaz@,

Ce{AeCLX)|d;(A) <e}n{A e CL(X) | d,(A) <e} C CL(X)\i (X),
y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLyy, (X). O

Recordemos que un espacio topolégico X es de Tychonoff si es T} y com-
pletamente regular.
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Proposicién 2.1.5. Sea (X,d) un espacio métrico. El espacio CLy,(X) es
de Tychonoff.

Demostracion. Sean B y C elementos de CLy,(X) distintos entre si. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que b € B\C. Como C' es cerrado
en X, d(b,C)>0yd(bB)=0.Sean r = d(bT’C) y

U:={AeCLX)|dy(A) <r}, Vi={AecCLX)|dy(A) >r}.

Entonces B € U, C € V y los conjuntos U y V son abiertos subbédsicos
ajenos entre si. Por lo tanto, CLy,(X) es un espacio de Hausdorff.

Ademads, como Ty, es la topologfa débil inducida por la familia {d,},.y
y R es completamente regular, el Teorema 1.1.2 garantiza que CLy,(X) es
completamente regular. [

El siguiente ejemplo sobre la estructura de CLyy,  (X) cuando (X, ||-||) es
un espacio de Banach separable de dimensién infinita se puede consultar en
[18].

Ejemplo 2.1.6. Sea X un espacio de Banach separable de dimension infi-
nita.

1. El hiperespacio CLW”'H (X) es homeomorfo al espacio de Hilbert sepa-
rable {s.

2. El hiperespacio CLB(X)w,  (X) es homeomorfo a
Uy x {(z,) € by | x, = 0 para toda n € N\F, F CN finito} .

2.2. Topologias hit-and-miss

Varias de las topologias clésicas en CL(X) pertenecen a un tipo de hiper-
topologias llamadas hit-and-miss.

Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff y Y un subconjunto de X.
Definimos los siguientes subconjuntos de CL(X):

Y i={AeCL(X)|ANY #£0}, Y':={AeCL(X)|ACY}.

Definicion 2.2.1. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y A un sub-
conjunto de CL(X). A la topologia en CL(X) que tiene como subbase los
conjuntos de la forma V=, con V un subconjunto abierto de X, y (X\B)",
con B € A, le llamaremos la topologia hit-and-miss inducida por A.
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Dado A un subconjunto de CL(X), denotaremos por 7 (A) a la topologia
hit-and-miss en CL(X) inducida por A, y por ¥ (A) a la familia de uniones
finitas de elementos de A. Entonces, una base para 7 (A) consiste en los
conjuntos de la forma

Vin...nV, N (X\E)", conV; abiertoen X y E € ¥ (A).

Proposicion 2.2.2. Sean X un espacio de Hausdorff y A un subconjunto
de CL(X). La topologia T (A) en CL(X) es admisible.

Demostracion. Queremos probar que la funcién i : X — CL(X) dada por
i(z) = {x} es un encaje. Consideremos V' C X abierto y B € A. Entonces

(V) ={reX |[{a}nV#£0}=V y

i ((X\B)*) = {a € X | {e} € X\B} = X\B.

Por lo tanto, la imagen inversa bajo i de todo abierto subbésico de CL(X)
es abierta en X, y entonces ¢ es continua.
Por otra parte, dado U C X abierto, se tiene que

i(U)={{z} |z €U} =U"Ni(X).

Lo anterior implica que 7 es abierta en su imagen. Por lo tanto, i es un
encaje. L]

Proposicidn 2.2.3. Sea (X, 7) un espacio de Hausdorff. El encajei : (X, 7) —
(CL(X), 7 (A)), dado pori(zx) = {x}, es cerrado.

Demostracion. Sea C' € CL(X)\i (X). Entonces existen z,y € C tales que
x # y. Como X es Hausdorff, existen U,V C X abiertos ajenos tales que
reUyyeV. Asi,

CeU NV™ CCLX)\i(X),
y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CL(X). O

Teorema 2.2.4. Sean X un espacio de Hausdorff y A un subconjunto no
vacio de CL(X). Entonces, T (A) es Hausdorff si y sdlo si para cada v € X
y cada vecindad abierta U C X de z existe E € ¥ (A) tal que x € int B C
ECU.



2.2. TOPOLOGIAS HIT-AND-MISS 11

Demostracion. Supongamos que |X| > 1, en otro caso es claro que la propo-
sicién es cierta.

Supongamos que para cada elemento x € X y para cada vecindad abierta
UC X dez, existe E € ¥(A) tal que z € int E C E C U. Sean Ay B
elementos de CL(X) distintos entre si. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que existe a € A\B. Como X\ B es abierto en X, existe F' € ¥ (A)
tal que a € int F C F' C X\ B. Sean

U:=(intF)” vy V:i=(X\F)".

Como a € int F'y B C X\F, entonces A € U y B € V. Ademas, los
conjuntos U y V son ajenos y abiertos en CL(X). Por lo tanto, 7 (A) es
Hausdorft.

Inversamente, supongamos que 7 (A) es Hausdorff y seanz € X y U C X
abierto tal que x € U. Podemos suponer que U C X pues, como X es
Hausdorff y | X| > 1, existe un subconjunto abierto propio de X que contiene
a x. Entonces X\U y (X\U) U {z} son elementos de CL(X) distintos entre
si. Como 7 (A) es Hausdorff, existen Vi,..., V,, Wy ..., W,, abiertos en X y
C,D € ¥ (A) tales que

L X\U € By = (e, Vi) n(X\O)™,

2. (X\U)U{a} € By o= (M2, W) N(X\D)",

3. BinNBy=0.

Como X\U € V;” para cada i = 1,...,n y también X\U € (X\O)¥,

(A
entonces

X\U € (VAC)™

para cada ¢ = 1,...,n. Andlogamente,
(X\U) U{z} € (W\D)"

para cada i = 1,...,m. Por lo tanto, podemos suponer que V,; N C = 0 y
W; N D = (). En caso contrario sustituimos cada V; y W; por V! := V,\C'y
W! .= W;\ D, respectivamente.

Ya que (X\U)U{z} € (X\D)", entonces también X\U € (X\D)". Pero
como X\U ¢ Ba, se sigue que X\U ¢ W, para alguna j € {1,...,m}.
Como (X\U)U{z} sf pertenece a W, concluimos que x € Wj. Por lo tanto,
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existen indices ¢ € {1,...,m} tales que x € W;. Supongamos sin pérdida de
generalidad que estos indices son 1,..., k, para alguna 1 < k < m.

Afirmamos que existe [ € {1,...,k} tal que W, C C. Supongamos lo
contrario. Entonces W; € C para toda ¢ = 1,..., k. Tomemos x; € W;\C
para cada i =1,...,k. Sea Y = (X\U) U{z1,...,x,}. Notemos que:

1. Como X\U € (N, V;", entonces Y € (7, V™.

2. Como X\U € (X\C)" y 2; ¢ C para cada i = 1,...,k, entonces
Y e (X\O)".

3. Como x; € W; para cada 7 = 1,...,k, entonces Y €& ﬂle W.”. Por
otra parte, tenemos que (X\U) U {z} € W, pero = ¢ W, para cada
i = k+1,...,m. Esto implica que X\U € (", W; . Por lo tanto,

YeNi Wi

4. Tenemos que X\U € (X\D)". Ademés z; ¢ D para cadai=1,...,k,
ya que W; N D = () para cada i = 1,...,m. Entonces Y € (X\D)".

De los cuatro puntos anteriores se tiene que Y € By N By, lo que contradice
que By y B, son ajenos. Por lo tanto, existe [ € {1,...,k} tal que W, C C.
Como [ € {1,...,k}, entonces x € W;. Asi, ya que W, es abierto en X,
tenemos que x € int C. Por otra parte, el hecho de que X\U € (X\C)"
implica que C' C U. Entonces C cumple que x € intC' C C' C U y ademas
CeX(A). O

Ejemplo 2.2.5. Sea X un espacio de Hausdorff.

1. 8i A = CL(X), entonces T (A) es Hausdorff si y sdlo si X es regular.
Esta es la topologia de Vietoris.

2. Si A =K(X), entonces 7 (A) es Hausdorff si y sélo si X es localmente
compacto. Esta es la topologia de Fell.

3. 81 X es un espacio métrico y A es el conjunto de las bolas cerradas en
X, entonces T (A) es Hausdorff.

4. 81 X es un espacio de Banach y A es el conjunto de los subconjuntos
débilmente compactos no vacios de X, entonces T (A) es Hausdorff si
y solo si X es reflexivo. Esta es la topologia de Mosco.

A continuacién veremos algunos ejemplos clasicos de topologias hit-and-
miss.
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2.2.1. Topologia de Vietoris

Una de las topologias hit-and-miss mas estudiadas es la topologia de Vie-
toris, que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio X de Hausdorff.
Fue introducida por Vietoris en [26] y [27], y Michael identific6 gran parte
de sus propiedades topoldgicas basicas en [19].

Definicién 2.2.6. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. La topologia de
Vietoris 7y en CL(X) es la topologia hit-and-miss inducida por A = CL(X).

Entonces, una subbase para la topologia de Vietoris consiste en los con-
juntos de la forma V~ y W* con V y W abiertos en X. Notemos que
¥ (CL(X)) = CL(X), por lo que una base para la topologia de Vietoris
esta formada por los conjuntos

Vin...nV.. NW* con V; y W abiertos en X.

Por otra parte, para Ay, ..., A, subconjuntos de un espacio de Hausdorff
X denotaremos

=1

(Uy,...,Up,) = {AGCL(X)|A0U¢7é@paracada1§i§nyA§UUZ}.

Si Uy, ..., U, son abiertos en X, entonces (Uy,...,U,) € 1y, ya que

n +
<U1,...,Un):U;m...ﬂU,;m(UUZ) .

i=1

Ademsds, si A es un elemento de CL(X), Vi,...,V,,W son subconjuntos
abiertos de X y A€ V" N...NV, NWT, entonces

Ae(VinW,....V,nWIW)YyCV, n...nV, NnW+.

Por lo tanto, los conjuntos de la forma (Uy,...,U,), con cada U; abierto en
X, también forman una base para la topologia de Vietoris.

Denotaremos el espacio (CL(X), ) por CLy (X).

Notemos que la topologia de Vietoris es admisible, debido a la Proposicién
2.2.2. Ademads, como X (CL(X)) = CL(X), por la Proposicién 2.2.4, tenemos
el siguiente resultado.
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Proposicién 2.2.7. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces CLy(X) es
de Hausdorff si y solo si X es reqular.

A continuacién, veremos en el Teorema 2.2.9 una forma de ver la topologia
de Vietoris como una topologia débil, en el caso en el que el espacio X es
metrizable. Para esto, primero probaremos el siguiente lema.

Lema 2.2.8. Sean (X,d) un espacio métrico y ¢ : X — R una funcion
continua. Entonces, la métrica p en X dada por

plo) =min{ 5 d (e} +16 @) - o)

es equivalente a d.

Demostracion. Sean x € X y € > 0.

Usando que ¢ es continua, podemos encontrar ¢ > 0 tal que para cada
y € X sid(x,y) < ¢ entonces |¢(z) — ¢ (y)| < 5. Sea r = ml’n{é,g,% )
Entonces, si d (z,y) < r se cumple que p (z,y) < €. Esto nos permite concluir
que la topologia en X inducida por p estd contenida en la inducida por d.

Por otra parte, consideremos s = min {5, %} Entonces, si p(x,y) < s se
cumple que min {%, d(x,y)} < s,y por lo tanto d (z,y) < e. Asi, podemos
concluir que la topologia en X inducida por d esta contenida en la inducida

por p. [

Teorema 2.2.9. Sean X un espacio metrizable y D el conjunto de métri-
cas en X compatibles con su topologia. Entonces la topologia de Vietoris en
CL(X) es la topologia débil inducida por la familia

{d,: CL(X) >R |z € X, de D}, (2.1)

donde cada d, estd dada por d, (A) = d(x,A). Por lo tanto, la topologia de
Vietoris es el supremo de las topologias de Wijsman Tw, generadas por cada
métrica d € D.

Demostracion. Denotemos por 7p a la topologia débil inducida por la familia
2.1. Primero demostraremos que 7p C 7y .
Seand € D, z € X y a > 0. Entonces

{AeCL(X) |d(z,A) <a} =B, (z)",



2.2. TOPOLOGIAS HIT-AND-MISS 15

y por lo tanto este conjunto pertenece a 7y,. Por otra parte, si
Be{AeCLX)|d(x,A) >a},
sea r € R tal que d (z, B) > r > a. Entonces
Be (X\B,[2])" C{AcCLX)|d(z,A) > a},

y por lo tanto {A € CL(X) | d(z, A) > a} es un abierto de 7. Asi, tenemos
que Ty, € 7. Como d se eligié arbitrariamente, entonces 7p C 7y

Para la otra contencion, consideremos V' C X abierto y sea d € D. Si
C €V~ existen c€ CNV ye >0 tales que B4 (c) C V, donde B?(c) es la
bola abierta con respecto a la métrica d. Entonces

Cef{AeCL(X)|d(c,A) <} CV,

y por lo tanto V'~ es un abierto de 7yy,. Esto se cumple para cada métrica
d € D, y entonces V'~ pertenece a 7p.

Por otra parte, sean W C X abierto y F' € W. Entonces F C W. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que W es un subconjunto propio
de X, pues si W = X tenemos que W+ = CL(X) € 7p. Sea xy un punto
fijo en X\W. Como F'y X\W son cerrados ajenos no vacios, usando el lema
de Urysohn podemos encontrar una funcién continua ¢ : X — [0, 1] tal que
b(F) =0y ¢(X\W) = 1.

Sea d € D arbitraria. Definimos una métrica p en X por

, (1
o) =min{ 3. d ) ) +160) — 0 0]
Por el Lema 2.2.8 tenemos que p € D. Afirmamos que
1
Fe{aectin]plend) > plaF) - 1 bW,

lo cual garantizarfa que W7 es un abierto de 7y, y por lo tanto de 7p.

Supongamos por contradiccién que existe G € CL(X) tal que p (2o, G) >
p(zo, F) _411 pero G  W. Entonces exsite z € G\W. Como z y z pertenecen
a X\Wyo(X\W) =1, tenemos que p (g, z) < % Ademés, como ¢ (F') =0,
entonces p (g, F') > 1. Asi,

1 1 1 3

+-<_-+ .

472 4 4
Esta contradiccién nos permite concluir que W™ pertenece a 7p. Por lo
tanto, 7y C 7p. ]

1
1§P<$07F><P($07G)+Z§P(l’07z)
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El teorema anterior implica que si X es metrizable, entonces CLy (X) es
de Hausdorff y completamente regular, por el Teorema 1.1.2.

2.2.2. Topologia de Fell

Otro ejemplo clasico de topologias hit-and-miss es la topologia de Fell,
que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio X. Fue introducida
por Fell en [14], y se ha estudiado més recientemente tanto en hiperespa-
cios de conjuntos cerrados como en espacios de funciones, en parte por sus
aplicaciones en optimizacién ([5, 6]).

Definicién 2.2.10. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. La topologia
de Fell 77 en CL(X) es la topologia hit-and-miss inducida por A = K(X).

Entonces, una subbase para la topologia de Fell consiste en los conjuntos
de la forma V= y (X\C)", con V y C subconjuntos de X, V abierto en X
y C compacto. Notemos que ¥ (K(X)) = K(X), por lo que una base para la
topologia de Fell esta formada por los conjuntos

Vi N...NnV, N (X\C)", con V; abierto en X y C' compacto.

El par (CL(X), 7r) sera denotado por CLp(X).
La Proposicion 2.2.2 implica que la topologia de Fell es admisible. Ademas,
por la Proposicion 2.2.4 tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.2.11. Sean X un espacio de Hausdorff. Entonces CLp(X)
es de Hausdorff si y solo si X es localmente compacto.

La topologia de Fell en CL(X) se puede extender a 2% = CL(X) U {0}
usando la misma subbase, pero ahora permitiendo que los conjuntos (X \C’)+,
con C' C X compacto, contengan también a (). El conjunto 2% equipado con la
topologfa de Fell sera denotado por 2%X. De hecho, originalmente Fell definié
esta topologia en 2% en [14], y prob6 una propiedad importante: La topologia
de Fell en 2% siempre es compacta, sin importar cudl sea el espacio X. Para
ver esto, recordemos el teorema de la subbase de Alexander ([13, 3.12.2]).

Teorema 2.2.12 (Teorema de la subbase de Alexander). Sean X un espa-
cio topoldgico y B una subbase de X. Si cada cubierta de X formada por
elementos de B tiene una subcubierta finita, entonces X es compacto.

Teorema 2.2.13. Sea X un espacio topoldgico. Entonces 2% es compacto.
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Demostracion. Para usar el teorema de la subbase de Alexander, considere-
mos la siguiente subbase de la topologia de Fell en 2X:

B:={V~ |V C X abierto} U {(X\C)" | C C X compacto y no vacio} .

Supongamos que {V,, | @ € A} es una familia de abiertosen X y {C,, |y € '}
es una familia de subconjuntos compactos no vacios de X tales que

U:={V, |ae A}Uu{(X\C)" |y€eT}

es una cubierta de 2. Notemos que, como () ¢ V.  para cada a € Ay
X ¢ (X\C,Y)Jr para cada vy € I', entonces los dos conjuntos A y I" deben ser
no vacios.

Afirmamos que existe v € I' tal que C,; C J,co Va- Supongamos lo
contrario. Entonces, podemos elegir z, € C, para cada vy € I" tales que

{%mer}m(UVa):@.

acA

Como | V,, es abierto en X, lo anterior implica que

{x”vel“}ﬂ(UVa) = 0.

aEA

a€A

Por lo tanto, {z., | ¥ € I'} es un elemento de 25 que no pertenece al conjunto
V.~ para ningin o € A ni al conjunto (X\C,)" para ningiin v € T. Esto
contradice el hecho de que U es una cubierta de 23 .

Entonces, existe 79 € I' que cumple que C,y C |J,cp Va- Ademads, como
C,, es compacto, existen o, ...,a, € A tales que C,, C |J;_, Va,. Conside-
remos

Vi={V, |i=1,...,n}U{(X\Cy)"}.

SiBe2XyB¢ (X\C,)", entonces BNC,, # (). Esto implica que BNV, #
(0 para alguna i = 1,...,n, y por lo tanto B € V, . Esto demuestra que V
es una subcubierta finita de U, y por lo tanto podemos concluir que 2% es
compacto. O]

Igual que para CLp(X), que el espacio 25 sea de Hausdorff es equivalente
a que X sea localmente compacto.
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Proposicién 2.2.14. Sean X un espacio de Hausdorff. Entonces 2% es un
espacio de Hausdorff si y solo st X es localmente compacto.

Demostracidén. Si 2% es un espacio de Hausdorff, en particular el subespacio
CLp(X) es de Hausdorff, y por lo tanto X es localmente compacto.

Por otra parte, si X es localmente compacto, el mismo argumento que
se us6 para ver que CLp(X) es un espacio de Hausdorff prueba que 2:X
también es de Hausdorff. En efecto, supongamos que A, B € 2 son distintos.
Sin pérdida de generalidad supongamos que existe a € A\B, y sea C' una
vecindad compacta de a tal que ¢ C X\ B. Entonces int C~ y (X\C)" son
abiertos disjuntos en 2% que separan a A y a B. O

Por otra parte, el espacio CLz(X) no es en general compacto, y el hecho
de que sea compacto es equivalente a que X sea compacto.

Proposicién 2.2.15. Sea X un espacio de Hausdorff.

1. Si X es localmente compacto, entonces CLp(X) es localmente compac-
to.

2. X es compacto si y solo si CLp(X) es compacto.

Demostracion. 1. Si X es localmente compacto, por la Proposicion 2.2.14 se
tiene que 2% es un espacio de Hausdorff, y como es compacto, es localmente
compacto. Por lo tanto, ya que CL(X) = 2%\ {(} es un subespacio abierto
de 2%, entonces CLp(X) también es localmente compacto.

2. Como el encaje i : X — CLp(X) es cerrado (por la Proposicion 2.2.3),
si CLp(X) es compacto entonces X también es compacto.

Por otra parte, si X es compacto, entonces (X\X)" = (§)* es abierto
en 2% v () es un punto aislado. Esto implica que CLp(X) es cerrado en el
espacio compacto 2%, y por lo tanto es compacto. ]

Por el Teorema 2.2.9 sabemos que la topologia de Wijsman esté contenida
en la topologia de Vietoris. A continuacién veremos que la topologia de Fell
estd contenida en la de Wijsman.

Proposicién 2.2.16. Sea (X, d) un espacio métrico. En CL(X), la topologia
de Fell estd contenida en la topologia de Wijsman.
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Demostracion. Sean V un subconjunto abierto de X y F € V. Entonces
FNV #(y podemos tomar p € FNV. Sea ¢ > 0 tal que B.(p) C V. El
conjunto {A € CL(X) | d(p, A) < €} es abierto en la topologia de Wijsman
y

Fe{AeCLX)|d(pA) <e} CV™.
Entonces F' es un punto interior de V'~ con respecto a Ty, para cada F' € V',
y por lo tanto V'~ pertenece a Tyy,.

Por otra parte, sean C' un subconjunto compacto de X y G € (X\C)".
Entonces GNC = () y, como X\G es abierto en X, para cada x € C existe
e, > 0 tal que la bola B., (z) estd contenida en X\G. Como C' es compacto,
podemos tomar x1,...,x, € C tales que

C g LnJ Bri (xz) )
i=1

3

donde r; = —* para cada i = 1,...,n. Entonces,

G e (n] {A e CL(X) | d(z;, A) > r} € (X\CO)".

i=1

Esto implica que G es un punto interior de (X\C)" con respecto a 1y, para
cada G € (X\O)", y por lo tanto (X\C)" pertenece a 7y,

Asi, los subbasicos de la topologia de Fell son abiertos en la topologia de
Wijsman, y por lo tanto se tiene que 7 C 7yy,. O

Denotaremos por I al intervalo [—1,1] C R y por @ al cubo de Hilbert
M. Como @ es homogéneo (ver [9, Teorema 4.1]), el espacio Q\ {z} es ho-
meomorfo a @\ {y} para cualesquiera x y y elementos de Q). Los siguientes
resultados se probaron en [24] y [25]:

Ejemplo 2.2.17. Sea X un espacio de Hausdorff. El hiperespacio CLp(X)
es homeomorfo al cubo de Hilbert sin un punto Q\ {x} si y sélo si X es un
espacio metrizable, separable, localmente conexo, localmente compacto y no
tiene componentes conexas compactas.

Ejemplo 2.2.18. 1. Para cada n > 1, el hiperespacio Convp(R™) es ho-
meomorfo a R™ x Q.

2. El hiperespacio Convp(R) es homeomorfo a R x 1.
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2.3. Topologia de la métrica de Hausdorff

Una de las hipertopologias mas estudiadas es la topologia de la métrica
de Hausdorff, que puede definirse en CL(X) para cualquier espacio métrico
X. Hausdorff introdujo esta métrica originalmente en [15] basdndose en el
trabajo de Pompeiu (]22]).

Definicién 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de la métrica
de Hausdorff 74, en CL(X) es la topologia inducida por la métrica infinita
H,: CL(X) x CL(X) — [0, 00] dada por
H,(A,B) =supld(xz,A) —d(z, B)|. (2.2)
zeX
Por ser inducida por una métrica infinita, la topologia de la métrica de
Hausdorff es metrizable.
En el subespacio CLB(X) de subconjuntos no vacios, cerrados y acotados

de X, H; es una métrica usual.
Denotaremos el espacio (CL(X), Hy) por CLg, (X).

Proposicién 2.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, para cada
A, B € CL(X) se cumple que

H, (A, B) = max {supd(a:, A) ,supd (z, B)} . (2.3)
zeB €A

Demostracion. Denotemos por H) (A, B) a la parte derecha de la igualdad

2.3.

Sean A, B € CL(X),z € X,a € Ayb € B. Entoncesd (z,A) < d(x,a) <
d(x,b) +d(b,a), y por lo tanto d (x, A) — d (z,b) < d (b,a) para toda a € A.
Asi,

d(z,A) —d(x,b) <d(b,A) <supd(z,A) < H, (A, B) para toda b € B,
el
lo que implica que d (z, A)—d (z, B) < H], (A, B). Andlogamente tenemos que
d(z,B) —d(x,A) < H,(A,B), y entonces |d(x,A) —d(z,B)| < H,(A, B)
para cada € X. Por lo tanto, se cumple que H, (A, B) < H, (A, B).
Por otra parte,

d(b, A) = |d(b, A) — d (b, B)| < Hq(A, B) paratoda b € B,

y entonces sup,cpd(z,A) < H;(A,B). Analogamente sup,c,d(z,B) <
H, (A, B),y por lo tanto H}, (A, B) < H; (A, B). O
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Lema 2.3.3. Sean (X,d) un espacio métrico, A, B € CL(X) ye > 0.
1. St Hy (A, B) < ¢, entonces A C N.(B) y BC N, (A).
2. SiACN.(B) yBC N.(A), entonces Hy (A, B) < ¢.
3. Hiy(A,B)=inf{r >0| AC N, (B), BC N, (A)}.
Demostracion. 1. Sea a € A. Por la Proposicién 2.3.2 tenemos que

d(a,B) <supd(x,B) < H;(A,B) < ¢,
€A
por lo que a € N, (B). Por lo tanto A C N, (B), y andlogamente tenemos
que B C N, (A).

2. Como B C N, (A), entonces d (b, A) < € para toda b € B, y por lo
tanto sup,cpd(z, A) < . Andlogamente se tiene que sup,c,d(z,B) < ¢.
Por la Proposicién 2.3.2, esto implica que H, (A, B) < .

3. Esta igualdad es una consecuencia directa de 1 y 2. [

Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos. Recordemos que una funcién
f:(X,d) — (Y,d') es llamada una isometria si se cumple que d(z,y) =
d (f(z), f(y)) para cada z,y € X. En el caso en el que d o d’ sean métricas
infinitas, también llamaremos isometria a una funcién que cumple la condi-
cién anterior.

Proposicién 2.3.4. Sea (X,d) un espacio métrico. La funcion i : (X,d) —
CLpy,(X) dada pori(z) = {z} es una isometria.

Demostracion. Sean a,b € X. Por la desigualdad del triangulo se tiene que
|d (z,a) —d(z,b)| <d(a,b) para toda z € X, y por lo tanto

sup |d (z,a) — d (z,b)| < d(a,b).

zeX

Por otra parte,

sup |d (z,a) — d (z,b)| > |d(a,a) —d(a,b)| = d(a,b).

zeX

Por lo tanto, se tiene que
Hy({a},{b}) = su};z |d (z,a) — d(z,b)| = d(a,b),
e

y esto implica que ¢ es una isometria. O
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Por la proposicién anterior podemos observar que la métrica Hy; depende
de la métrica d en X.

Como la funcién i : (X,d) — CLp,(X) es una isometria, entonces tam-
bién es un encaje. Por lo tanto, la topologia de la métrica de Hausdorff es
admisible.

Proposicién 2.3.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X,d) —
CLp,(X) es cerrado.

Demostracion. Sea C € CL(X)\i (X). Entonces existen z,y € C tales que
x # y. Consideremos ¢ = @. Si A € CL(X) y se cumple que H,; (C, A) <
e, entonces C' estd contenido en N, (A) y por lo tanto AN B.(x) # 0y
AN B:(y) # 0. Como B.(x) N B. (y) = 0, A tiene al menos dos elementos
distintos. Entonces,

{A € CL(X) | Hy(C, A) < £} € CL(X)\i (X),
y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLy,(X). O

Un espacio métrico no vacio, conexo y compacto es llamado un continuo.
Se dice que un continuo es no degenerado si tiene mas de un punto. Por otra
parte, un continuo localmente conexo es llamando un continuo de Peano.
Los siguientes resultados centrales sobre hiperespacios con la topologia de la
métrica de Hausdorff pueden consultarse en [12] y [11]:

Ejemplo 2.3.6. Sea (X, d) un espacio métrico. El hiperespacio CLy,(X) es
homeomorfo al cubo de Hilbert () si y solo si X es un continuo de Peano no
degenerado.

Ejemplo 2.3.7. Sea (X, d) un espacio métrico. El hiperespacio Kg,(X) es
homeomorfo al cubo de Hilbert sin un punto si y solo si X no es compacto y
es conexo, localmente conexo y localmente compacto.

2.4. Topologia de Attouch-Wets

La topologia de Attouch-Wets se introdujo inicialmente en [20] por Mosco,
y su estudio se retomé en [1, 2] por Attouch y Wets. Puede definirse en CL(X)
para cualquier espacio métrico X. En este trabajo definiremos la métrica de
Attouch-Wets como en [23], que es equivalente a [6, Definicién 3.1.2].
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Sean (X,d) un espacio métrico y zp un punto fijo en X. Definimos la
métrica daw : CL(X) x CL(X) — [0,00) como

daw (A, B) = Sup{min{%, sup )|d(x,A) —d(m,B)|}}.

keN xEBk(xo
Notemos que daw estd acotada por 1 y cumple lo siguiente.

Lema 2.4.1. Sean (X,d) un espacio métrico y xyg € X. Sean 0 < e <1y
7 € N tal que J% <e< % Entonces, para cada A, B € CL(X) se cumple
que

daw (A,B) <e siysdlosi sup |d(z,A)—d(z,B)|<e.

xij (xo)

Demostracion. Sean A, B € CL(X) y supongamos que daw (A, B) < . En-
tonces, en particular

min{l, sup |d(a:,A)—d(x,B)|}<5,

j CCEBj(CCo)
Yy como % Z £, Se tiene que

sup |d(z,A)—d(z,B)| <e.

CEEBJ‘ (Io)
Por otra parte, supongamos ahora que

sup |d(z,A) —d(z,B)| <e.

{L‘EBJ' (:L‘Q)

‘ 1 .
Como ademas 71 <€ existe r € R tal que

1
max< sup |d(z,A)—d(x,B)|,—— p <r<e.
{%BJ_W\( )= d(. B

Asi, para cada k < j se tiene que

min{la sSup |d(fL’,A)—d({L‘,B)|}S sSup |d(ZE,A)—d(l’,B)|<T,

xEBk(gco) IEBj(Io)
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y para cada k > 7+ 1

x€By (o) J

1 1
min{—, sup |d(x, A) —d(m,B)|} < e <.

Esto implica que daw (A, B) <r < e. ]

Proposicién 2.4.2. Sea (X,d) un espacio métrico. La topologia en CL(X)
inducida por la métrica daw : CL(X) x CL(X) — [0,00) no depende del
punto xo € X que se usa para la definicion de d sy .

Demostracion. Sean xq y yo elementos de X, y denotemos por dyly v dyy,
a las métricas respectivas. Sea ¢ > (. Queremos ver que existe d > 0 tal que
dy (A, B) < ¢ implica que d3} (A, B) < € para cada A, B € CL(X). Esto
implicarfa que la topologia inducida por d},, estd contenida en la inducida
por d},, y andlogamente se tiene la otra contencién.

Podemos suponer que ¢ < 1. Sea j € N tal que jﬁ < e < %, y sea
m € N tal que B (z) € By, (y0). Consideremos § = min {X,¢}. Entonces,
si A, B € CL(X) cumplen que d¥};, (A, B) < d, se tiene que

1
min {E’ SUPze B (o) |d (2, A) — d(:z:,B)|} <0

y, COMO % > 6, entonces
SUPze B (yo) |d (2, A) — d (z, B)| < 6.
Ya que B; (x0) C B, (yo), lo anterior implica que

sup |d(z,A)—d(z,B)| <d<e.

z€Bj(wo)
Por lo tanto, por el Lema 2.4.1 tenemos que dj3}, (A, B) < e. O

Definicién 2.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Attouch-
Wets 74w, en CL(X) es la topologia inducida por la métrica daw : CL(X) X
CL(X) — [0, 00).

Denotaremos el espacio (CL(X), 7aw,) por CLaw,(X).
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Sean (X, d) un espacio métrico y zo un punto fijo de X. Notemos que
para cada A, B € CL(X) se tiene que

min{l, sup |d(m,A)—d(:v,B)|}Ssup|d(m,A)—d(x,B)|

x€By(z0) rxeX

para toda k € N. Por lo tanto, en general se cumple que daw (A, B) <
H, (A, B). Esto implica que la topologia de Attouch-Wets esté contenida en
la topologia de la métrica de Hausdorff.

Proposicién 2.4.4. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Attouch-
Wets en CL(X) es admisible.

Demostracion. Sea xy un punto fijo en X. Queremos probar que la funcién
i (X,74) = CLaw,(X) dada por i (x) = {z} es un encaje. Por una parte,
sabemos que la funcién i’ : (X,d) — CLp,(X) dada por ¢ (z) = {z} es
continua, pues de hecho es una isometria, y como 74w, C 7g,, entonces ¢ es
continua.

Por otra parte, para ver que ¢ es abierta en su imagen consideremos
U C X abierto y {z} € ¢(U). Queremos ver que {z} es un punto interior

de i (U) en i (X). Sea € > 0 tal que B.(z) C U. Tomemos j € N tal que
1
j7

que daw ({#z},{y}) <6, en particular

z € Bj(x), y sea d = ml’n{ 5}. Entonces, si y es un elemento de X tal

min {1 sup |d (x,{z}) —d(z, {y})|} <9,

J IEBj(Io)
y como % >0,

sup |d (x,{z}) — d (2. {y})| < 5 < <.

:tEBj (:to)

Entonces, ya que z € B; (o), se tiene que

|d(z,{z}) —d(z{y})] = d(z,9) <e,

y por lo tanto y € B.(z) C U y {y} € i(U). De esto concluimos que
Bs ({z})ni(X) Ci(U), lo que implica que {z} es un punto interior de ¢ (U)
en i (X). Entonces, i (U) es abierto en i (X) y la funcién ¢ es abierta en su
imagen. Por lo tanto, ¢ es un encaje. O]
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Proposicién 2.4.5. Sea (X, d) un espacio métrico. El encaje i : (X,d) —
CLaw,(X) es cerrado.

Demostracion. Sea C' € CL(X)\i (X). Entonces existen y,z € C' tales que
y # z. Sea xy un punto fijo en X, en el cual basaremos la métrica de Attouch-
Wets. Sea j un nimero natural tal que y y z pertenecen a la bola B; (zg) y

% < @. Si A € CL(X) y se cumple que daw (C, A) < %, por el Lema 2.4.1

se tiene que
1
sup |d(z,C) —d(z,A)| < i

z€Bj(x0)
Ya que y,2 € B;(z9) N C, tenemos que d(y, A) < Ly d(z,A) < % Pero

i
d . , .
como % < %, entonces A tiene al menos dos elementos. Asi, se tiene que

{Ae(ﬂ«xndmy«xA><§}g;ouxvvcx»

y por lo tanto CL(X)\i (X) es abierto en CLaw,(X). O

En algunas ocasiones las topologias de Vietoris y de la métrica de Haus-
dorff resultan demasiado fuertes. Por ejemplo, en el plano R? con su métrica
usual, se esperaria que las rectas por el origen con pendiente % convergieran
al eje horizontal. Esto no pasa cuando CL(IR?) tiene la topologia de Vietoris

o de la métrica de Hausdorff, pero si cuando tiene la topologia de Attouch-
Wets:

Ejemplo 2.4.6. Sea d la métrica usual de R?, y consideremos las rectas

_ 2. _ T
Co={(zy) e R |y="]

para cadan € N y
C={(x,y) eR*|y=0}.

Entonces, la sucesion (Cy,), .y converge a C' en el espacio CLaw,(R?), pero
no en CLy (R?) ni en CLy,(R?).

Demostracién. El conjunto (R x (—1,1))" es abierto en CLy (R?) y contiene
a C, pero no contiene a C,, para ninguna n € N. Por lo tanto, la sucesién
(C,,) no converge a C' en CLy (R?). Ademés, como

Cn ZRx (=1,1) = Ny (C) para cadan € N,
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por el Lema 2.3.3 tenemos que la sucesiéon (C),) tampoco converge a C' en
CLy,(R?).

Por otra parte, veamos que (C,,) converge a C' en CL 4, (R?). Sean & > 0
y j un numero natural tal que % < ¢. Para cada n € N denotemos

By =Con([=5,4] xR) y B=CnN([=j,j] xR).

Entonces, si x pertenece a la bola B; (0), se cumple que d (z,C,,) = d (z, B,,)
paracadan € Nyd(z,C) = d(x, B). Por lo tanto, por el Lema 2.4.1 tenemos
que daw (C,C,) < Jl siy sélo si daw (B, By) < %

Sea k un ntimero natural tal que £ < % Sin > k, es facil ver que

k
B, C N1 (B)y BC Ni1(B,),y por lo tanto

1

dAW (B, Bn) < Hy (B, Bn) < -.

J
Asi, se tiene que daw (C,C,) < % < € para toda n > k, y por lo tanto
podemos concluir que la sucesion (C,,) converge a C' en CL ay, (R?). ]

El siguiente resultado sobre la estructura de CLaw;  (X) cuando (X, [|-[|)
es un espacio de Banach de dimensién infinita se probé en [3].

Ejemplo 2.4.7. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita con peso
w (X).

1. El hiperespacio CLaw,(X) es homeomorfo a un espacio de Hilbert con
peso 2¢X)

2. Si X es separable, CLaw,(X) es homeomorfo al espacio (s formado
por todas las sucesiones acotadas y equipado con la norma del supremo,
dada por [[(2,)]| = sup, ey |2,






Capitulo 3

Coincidencia de topologias

En este capitulo estudiaremos qué topologias en el hiperespacio CL(X)
son inducidas por una topologia en el espacio de funciones C(X, R), asi como
la relacién entre las topologias en CL(X) introducidas anteriormente. Recor-
demos que en el capitulo 2 se demostraron las contenciones 77 C Ty, C 7y
y Taw, € 7u,. En este capitulo veremos qué otras relaciones hay entre estas
topologias y daremos condiciones en el espacio X para que coincidan entre
si.

3.1. Topologias en el espacio C(X,R)

Sea (X, d) un espacio métrico. Dado A € CL(X), denotaremos por da a
la funcién continua de X en R definida por d4 (z) = d(x, A). Consideremos
la funcién F' : CL(X) — C(X,R) dada por F'(A) = d4. Como la distancia
de un subconjunto cerrado A de X a un punto x € X\ A es positiva, F' es una
funcién inyectiva. Por lo tanto, podemos ver a CL(X) como un subconjunto
de C(X,R), y considerar las topologias de subespacio inducidas en CL(X)
por ciertas topologias que usualmente se dan al espacio de funciones C(X, R):
la topologia punto-abierta, la topologia compacto-abierta, la topologia de la
convergencia uniforme y la topologia de la convergencia uniforme en acotados.

Proposicién 3.1.1. La topologia punto-abierta en C(X,R) induce la topo-
logia de Wigsman en CL(X).

Demostracion. Recordemos que, para cada z € X, denotamos por d, a la
funcién de CL(X) en R que esta definida como d, (A) = d (x, A).

29
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Bajo la identificaciéon A € CL(X) — ds € C(X,R), la topologia de
subespacio en CL(X) dada por la topologia punto-abierta en C(X,R) esta
generada por la subbase que consiste en los conjuntos

{A€CL(X) [da({z}) CU} ={A € CL(X) | d, (A) €U} =d," (U),

con x € X, U C R abierto. Entonces es la topologia débil inducida por
{d. | = € X}, que es la topologia de Wijsman. O

Lema 3.1.2. La familia {ds : X — R | A € CL(X)} es equicontinua.
Demostracion. Sean A € CL(X),a € Ay z,y € X. Como

d(z,A) <d(z,a) < d(z,y) +d(y,a),

entonces d (z, A) — d(x,y) < d(y,a) para cada a € A, por lo que d (z, A) —
d(z,y) < d(y,A). Entonces d(z,A) — d(y,A) < d(z,y), y andlogamente
d(y,A) —d(z,A) < d(z,y). Por lo tanto, |da (x) — da (y)| < d(z,y) para
cada A € CL(X) y z,y € X. La desigualdad anterior garantiza que la familia
{da: X - R| A€ CL(X)} es equicontinua. O

Del Lema 3.1.2 y del Teorema 1.2.6 concluimos que la topologia compacto-
abierta en C(X,R) no induce una topologia mas fina en CL(X) que la topo-
logia punto-abierta. Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. La topologia compacto-abierta en C(X,R) induce la topo-
logia de Wigsman en CL(X).

Teorema 3.1.4. La topologia de la convergencia uniforme en acotados en
C(X,R) induce la topologia de Attouch-Wets en CL(X).

Demostracion. Sean A € CL(X) y B un elemento de la base local de A en
la topologia inducida por 7cpa en CL(X). Es decir,

B={C e CL(X)||da(x) —dc (z)| < € para cada x € B}

con B un subconjunto acotado de X y € > 0. Supongamos que la métrica day
estd basada en el punto zy € X. Como B es acotado, podemos tomar j € N
tal que B C Bj (xg) y % < e. Entonces, si C' € CL(X) y daw (A,C) < %, por
el Lema 2.4.1 se tiene que

1
sup |d(z,A)—d(z,C)| < = <e.
J

z€Bj(x0)



3.1. TOPOLOGIAS EN EL ESPACIO C(X,R) 31

Esto implica que la bola abierta {C’ € CL(X) | daw (A,C) < %} en la topo-
logia de Attouch-Wets esta contenida en B. Por lo tanto, todo elemento de
la base local de A en la topologia inducida por 7cpa en CL(X) es abierto en
CLAw,(X).

Por otra parte, Sea 0 < r < 1, y consideremos j € N tal que jﬁ <r< %
Entonces, el Lema 2.4.1 implica que el conjunto

{C € CL(X) | |da (z) — de (z)] < g para cada = € B (xo)}

estd contenido en la bola {C' € CL(X) | daw (A,C) < r}. Por lo tanto, toda
bola abierta en T4y, con centro en A y radio r < 1 es abierta en la topologia
inducida por 7¢y 4. Entonces, podemos concluir que la topologia en CL(X)
dada por Tcpa es Taw,. O

Recordemos que la topologia de la convergencia uniforme en C(X,Y) es
la inducida por la métrica infinita dey : C(X,Y) x C(X,Y) — [0, 00] dada
por

dev (f,9) =supd (f (z), g (7)),

zeX

y por lo tanto induce en CL(X) una topologia que estd generada por la
métrica infinita df; : CL(X) x CL(X) — [0, o] dada por

dey (A, B) = dey (da,dg) = sup |da () — dp (x)| .

zeX

Usando la definicién de la métrica de Hausdorff Hy (ecuacién 2.2), concluimos
que dpy; (A, B) = Hq (A, B). Por lo tanto, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.5. La topologia de la convergencia uniforme en C(X,R) induce
la topologia de la métrica de Hausdorff en CL(X).

Por el hecho de que 7p4 C Tca C Topa C 7oy v por los Teoremas 3.1.1,
3.1.4 y 3.1.5, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.1.5.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces, Tw, C Taw, C

TH,-
Del corolario anterior y la Proposicién 2.2.16 se tienen las contenciones
T < Tw, € Taw, € TH,.

A continuacién veremos bajo qué condiciones se dan las igualdades entre
estas topologias.
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3.2. Relacién entre las topologias de Fell y de
Wijsman

En esta seccién veremos que la coincidencia de 7 y 7y, en CL(X) es
equivalente a que las bolas cerradas propias del espacio X sean compactas.

Proposicién 3.2.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
CL(X) que contiene a Fo (X) := {{x,y} | x,y € X}. Entonces, la topologia
de Fell y la topologia de Wijsman coinciden en A siy sélo si las bolas cerradas
propias de X son compactas.

Demostracion. Supongamos que toda bola cerrada propia en X es compacta.
Veamos que 7p y Ty, coinciden en CL(X), y por lo tanto también en A. Sean
x € X y a> 0. Entonces

{AeCL(X) |d(z,A) <a} =B, (z)",
y por lo tanto este conjunto pertenece a 7r. Por otra parte, sea
Be{AeCL(X)|d(z,A) >a},

y sea r € R tal que d(z, B) > r > a. Entonces, B C X\B, [z]. Ademas, si
C € CL(X) y C esta contenido en X\ B, [z], entonces d (x,c) > r para cada
c € C, y esto implica que d (z,C) > r > a. Por lo tanto,

B e (X\B,[z])" C{AcCL(X) |d(zx,A) > a}.

Como () # B C X\ B, [z], entonces B, [z] es una bola cerrada propia en X y
por lo tanto es compacta. Esto implica que (X\B, [z])* es un abierto en la
topologia de Fell, por lo que B es un punto interior de

{AeCL(X) |d(z,A) > a}

con respecto a Tr. Entonces, este conjunto pertenece a 7.

De lo anterior podemos concluir que 7w, C 7, y la contencién 7p C 1y,
se tiene por la Proposicion 2.2.16.

Ahora supongamos que 7p y Ty, coinciden en A. Sean x € X y e > 0
tales que la bola cerrada B [z] estd contenida propiamente en X. Entonces
existe y € X tal que d(x,y) > e.

Sea (zn,),,cy Una sucesion en B, [z]. Afirmamos que la sucesion ({Zn, ¥}),,cn
no converge a {y} en A con la topologia de Wijsman. En efecto, como
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d(z, {xn,y}) < e para cada n € Ny d(z,y) > €, entonces la sucesion
(dz ({@n, y})),en DO converge a d, ({y}) en R. Por el Lema 2.1.2, esto impli-
ca la afirmacién.

Como 7p y T, coinciden en A, ({,,y}) tampoco converge a {y} en A
con la topologia de Fell. Por lo tanto, existen Vi, ..., V,, abiertos en X, C' un
subconjunto compacto de X y una subsucesién (z,, ),y de (7,) tales que

{PreVin..nV. n(xX\O)"'nA

v {zn,yy ¢V N0V N (X\C)" N A para cada k € N,

Estos dos hechos implican que {z,,,y} ¢ (X\C)" para cada k € N, y como
{y} sf pertenece a (X\C)", tenemos que la subsucesién (z,, ) estd contenida
en el compacto C. Por lo tanto, tiene una subsucesion convergente.
Entonces, toda sucesién en B, [z] tiene una subsucesién convergente, y de
esto concluimos que B [x] es compacta. Asi, toda bola cerrada propia de X
es compacta. O

Como un espacio normado es localmente compacto si y sélo si tiene di-
mension finita, la proposicién anterior implica lo siguiente:
Corolario 3.2.1.1. Sean (X, ||-||) un espacio normado y A un subconjunto

de CL(X) que contiene a Fo (X). Entonces, la topologia de Fell y la topologia
de Wigsman coinciden en A si y solo si X tiene dimension finita.

La Proposicién 3.2.1 implica que las topologias de Fell y de Wijsman en
general no coinciden en CL(X) ni en K(X), y se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.1.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Si la topologia de Fell y la
topologia de Wijsman coinciden en el subespacio Fo (X) de CL(X), entonces
coinciden en CL(X).

De hecho, 77 y T, tampoco coinciden en general en el espacio cc(X) de
subconjuntos convexos, compactos y no vacios de un espacio normado X (y
por lo tanto tampoco en Conv(X)):

Ejemplo 3.2.2. En el espacio by = {(x,) | Yoo, 22 < o0}, con la norma
dada por

Gl = (Z l‘i) :

el abierto {A € cc(ly) | d((3,0,0,...),A) > 2} en cew,(¢2) no es abierto en
ccr(la) (donde d es la métrica inducida por la norma ||-|| ).



34 CAPITULO 3. COINCIDENCIA DE TOPOLOGIAS

Demostracién. Supongamos que U = {A € cc(l) | d((3,0,0,...),A) > 2}
es abierto en ccp(fy). Como {0} es un elemento de U, existen V4,...,V;
abiertos en ¢y y C' un subconjunto compacto de ¢, tales que

{0} eVi Nn...nV N (X\C)" Nec(tz) CU.

Para cada ¢ € N mayor o igual a 2 sea y; el elemento de {5 con 2 en
la primera coordenada, 1 en la i-ésima coordenada y 0 en las demas, y sea
Y; = {ty; | t € [0, 1]} el segmento que une 0 con y;. Como d ((3,0,0,...),y;) =
V2 < 2 para cada i > 2, ningin segmento Y; pertenece a Y. Ademds, ya que

Y; e Vi N...NV7 Nee(fy) para toda i > 2,

entonces cada Y; intersecta a C.

Por lo tanto, para toda ¢ > 2 existe t; € [0,1] tal que t;y; pertenece
al compacto C, y entonces existe una subsucesion (iy),cy de (7);5, tal que
(tiyYip ) pen converge a algin y € C. Pero para cada n,m > 2, con n # m se
tiene que

1
d (taYns tm¥m) = (2t — 2t)" + 2 +12)° > L.

Asi, la sucesién (1, ),y converge a 0, y como la sucesién (y;, ),oy €S acota-
da, entonces (;, ¥, )yey converge a 0. De aqui se tiene que y = 0, lo cual
contradice que {0} C X\C. O

3.3. Relacién entre las topologias de Wijs-
man y de Attouch-Wets

Recordemos que un subconjunto Y de un espacio métrico (X, d) es total-
mente acotado si para cada € > 0 existe un subconjunto finito F' de X tal que
Y C U,cp B- (7). Es claro que todo subconjunto de un conjunto totalmente
acotado también es totalmente acotado. Ademas, un subconjunto de X es
compacto siy sélo si es totalmente acotado y completo ([13, Teoremas 4.3.27,
4.3.28, 4.3.29]).

En esta seccién veremos que la coincidencia de 7y, y Taw, en CL(X) es
equivalente a que los subconjuntos acotados del espacio X sean totalmente
acotados. Para esto, demostraremos primero el siguiente lema.

Lema 3.3.1. Sea (X,d) un espacio métrico. Si para toda vecindad U de X
en CLaw,(X) ezxisten Vi,...,V,, abiertos no vacios en X, tales que Vi~ N
...NV,~ C U, entonces todo subconjunto acotado de X es totalmente acotado.
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Demostracion. Sean Y un subconjunto acotado de X y € > 0. Sea zy un
punto fijo en X, en el cual basaremos la métrica de Attouch-Wets. Conside-
remos j € N tal que Y C B; (x9) y % < e. Por la hip6tesis del lema, existen
Vi,...,V, abiertos no vacios tales que

1
Vlﬂ...ﬂVnQ{AeCL(X)]dAW(X,A)<;}. (3.1)
Sea x; € V; para cada i = 1,...,n, y denotemos G = {x1,...,z,}. Por

3.1 podemos inferir que dw (X, G) < % Por lo tanto, usando el Lema 2.4.1
se tiene que
1
sup |d(z,X)—d(z,G)| < = <e.
z€Bj(x0) J
Como d(z,X) = 0 para cada x € X, entonces d (z,G) < ¢ para toda = €
B, (z0). Asi, como Y estd contenido en la bola B, (zy), tenemos que

YC|JB ().

zeG

De esta manera podemos concluir que todo subconjunto acotado de X es
totalmente acotado. ]

Proposicién 3.3.2. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, la topologia
de Wijsman y la topologia de Attouch-Wets coinciden en CL(X) si y sdlo si
los subconjuntos acotados de X son totalmente acotados.

Demostracion. Supongamos que la métrica day estd basada en el punto
xo € X.

Supongamos que los subconjuntos acotados de X son totalmente acota-
dos. Sean C' € CL(X) y € > 0. Escogemos n € N tal que % < €. Como

B, (zg) es totalmente acotado, existe un subconjunto finito ' de X tal que

By (z0) € | B (x). (3.2)

zeF
Denotemos por B al conjunto

N {AECL(X) d(x, A) <d(x,C)+$ v d(z, A) >d(x,(])—$}.

zeF
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Entonces B es abierto en CLy,(X) y contiene a C. Sean B € By x € B, ().
Por la contencién 3.2, existe y € F tal que d (z,y) < ﬁ. Entonces, para cada
b € B se tiene que

Ao, B) < d(wb) < d(r,y) +dy,b) < 1 +d(,b).

y por lo tanto d (x, B) < ﬁ +d(y,B). Como y € F'y B € B, inferimos que

d(z,B) < d(y,C) + % (3.3)

Por otra parte, para cada ¢ € C' se tiene que
1
d(y70) < d(y,C) < d(y,ﬂf) —|—d(x,c) < 4_ +d($,C),
n

y por lo tanto d (z, C') > d (y, C)—4=. De esto y la desigualdad 3.3 concluimos

que
3

d(z,B)—d(z,C) < —.

(2.B) ~d(x.0) <

De manera analoga al razonamiento anterior obtenemos que d (z, C')—d (z, B) <
2. Entonces, se cumple que |d (z,C) — d (z, B)| < & para cada z en la bola
B, (x9), y por lo tanto

3 1
sup |d(x,C)—d(x,B)| < — < —
chBn(mO)\( )—d(@,B)| = - <~

Por el Lema 2.4.1, esto implica que daw (C, B) < £+ < e. Entonces, el
conjunto B estd contenido en la bola abierta en CL 4w, (X) con centro en C'
y radio €, y por lo tanto ésta es abierta también en CLy,(X). Asi, conclui-
mos que Taw, € Tw,, y la otra contencién se tiene por el Corolario 3.1.5.1.
Entonces, Tw, = Taw,.

Ahora, supongamos que Ty, y Taw, coinciden en CL(X). Una base de
vecindades en el punto X en CLy,(X) estd dada por los conjuntos de la
forma

ﬂ{AECL(X)|d(:1:Z~,A)<r}, con xy,...,r, € X yr >0,
i=1

ya que no se cumple que d (z, X') > 0 para ningunos z € X y ¢ > 0. Entonces,
como

{A e CL(X) | d(x;,A) <r} =By (2:)
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para cada ¢ = 1,...,n, el hecho de que 74w, C Ty, y el Lema 3.3.1 implican
que los subconjuntos acotados de X son totalmente acotados. ]

Si un espacio normado tiene dimension finita, entonces es localmente com-
pacto y por lo tanto sus subconjuntos acotados son totalmente acotados. Por
otra parte, si un espacio de Banach tiene dimensién infinita, entonces sus
bolas cerradas no son compactas. Por ser subconjuntos cerrados de un espa-
cio completo si son completas, y por lo tanto no son totalmente acotadas.
Entonces, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.2.1. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach. Entonces, la topo-
logia de Wijsman y la topologia de Attouch-Wets coinciden en CL(X) si y
solo si X tiene dimension finita.

En el caso en el que X es un espacio de Banach de dimensién infinita, se
puede dar una descripcién topoldgica de CL (X)) como sigue:

Ejemplo 3.3.3. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach separable de dimension
infinita. Entonces,

1. el hiperespacio CLWM-H (X) es homeomorfo al espacio de Hilbert separa-
ble by ([18]);

2. el hiperespacio CLaw,  (X) es homeomorfo al espacio ls ([5]).

La Proposicién 3.3.2 implica que las topologias de Wijsman y de Attouch-
Wets en general no coinciden en CL(X), y de hecho tampoco coinciden en el
espacio cc(X) cuando X es un espacio normado (y por lo tanto tampoco en

K(X) ni en Conv(X)):

Ejemplo 3.3.4. En el espacio {5, con la norma dada por

Gl = <Z Ixnl2> :

n=1

para cada i € N sea e; el elemento de ly que tiene 1 en la i-ésima coordenada
y 0 en las demas, y sea E; el segmento que une 0 con e;. Entonces, la suce-
sion (B;),cy converge a {0} en cew,(f2) pero no en ccaw,(lz), donde d es la
métrica inducida por la norma ||-||.
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Demostracion. Sea x = (x,) € ly. Por el Lema 2.1.2, para demostrar que
(E;);en converge a {0} con respecto a la topologia de Wijsman basta ver que
(d(x, E;));en converge a d (z,0) = ||z|| en R.

Sea ¢ > 0. Como la funcién raiz es continua, podemos tomar 6 > 0 tal
< e.Sea N € N tal que

quesir >0y ‘||x||2 — r‘ < 0 entonces ‘||m|| —r2

N

2 2
lz]* =) leal* < 6.

n=1

Entonces,

N 3
]| — (lenl2> <e.
n=1

Sea k > N. Para toda y = (y,) € Ek, las primeras N coordenadas de y
son 0, por lo que

N 3 N 3
2 2
|z —yll > (Z |20 — Yl ) = <Z|$n| ) > ||lzf| —e.
n=1 n=1

Esto implica que d(z, Ex) > ||z|| — e, y como ademéds 0 € Ej, entonces
d(z, Ey) < ||z||. Asi, podemos concluir que |||z|| — d (z, Ex)| < e para toda
k > N. Por lo tanto, la sucesién (d(z, E;)),cy converge a ||z[/, y entonces
(E;);en converge a {0} con respecto a la topologia de Wijsman.

Por otra parte, como para cada i € N

sup |d (z,{0}) — d(z, E)| = |d (e;,{0}) — d (e, Ei)| = [les]| = 1 > .

]| <2 2

por el Lema 2.4.1 se tiene que daw ({0}, E;) > % para toda i € N, y por lo
tanto la sucesién (E;),.y no converge a {0} con respecto a la topologia de
Attouch-Wets. O

3.4. Relacién entre las topologias de Attouch-
Wets y de la métrica de Hausdorff

En esta seccién veremos que la coincidencia de 74w, y 7u, en CL(X) es
equivalente a que el espacio X sea acotado.
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Proposicién 3.4.1. Sean (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de
CL(X) que contiene a Fy (X) o que contiene a X y a las bolas cerradas. En-
tonces, la topologia de Attouch-Wets y la topologia de la métrica de Hausdorff
coinciden en A si y sélo st X es acotado.

Demostracion. Supongamos que la métrica dap estd basada en el punto
To € X.

Supongamos que X es acotado. Entonces existe j € N tal que X C B; (zo)
y, por lo tanto, para cada A, B € CL(X) se cumple que

Hy(A,B)= sup |d(z,A)—d(x,B)|.

x€B;(x0)

Por el Lema 2.4.1, esto implica que para cada 0 < ¢ < % se cumple que si
daw (A, B) < € entonces Hy (A, B) < . Por lo tanto, 7, estd contenida en
Taw, en CL(X), y por el Lema 3.1.5.1 se tiene la otra contencién. Asi, Taw,
y Tr, coinciden en CL(X), y entonces también en A.

Ahora, supongamos que Taw, ¥ T, coinciden en A. Supongamos primero
que A contiene a Fy (X). Como la bola abierta con centro en {zy} y radio
1 en A con la topologia de la métrica de Hausdorff es también abierta con
respecto a la topologia de Attouch-Wets, existe § > 0 tal que si A € Ay
daw ({zo}, A) < § entonces Hy ({xo},A) < 1.

Podemos suponer sin perder la generalidad que 6 < 1. Sea k el niimero
natural tal que kLH <6< % Afirmamos que X estd contenido en la bola
Boy, (z0). Supongamos lo contrario, entonces existe y € X tal que d (zg,y) >
2k. Asi, para cada x € By, (z¢) se tiene que

2k < d(xo,y) < d(x0,2) +d(z,y) <k+d(z,y),

y por lo tanto d(z,y) > k. Entonces, d(z,{zo,y}) = d(x,z,) para toda
x € By (x9), y esto implica que

sup [d (z, {wo}) — d (z,{zo,y})| = 0.

x€ By (z0)

Por el Lema 2.4.1, podemos concluir que daw ({zo},{zo,y}) < 0, y por lo
tanto Hy ({xo}, {x0,y}) < 1. Usando el Lema 2.3.3, se tiene que d (z¢,y) < 1.
Pero d (zg,y) > 2k, que contradice &k > 1. Entonces X estd contenido en la
bola By, (), por lo que es acotado.
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Por otra parte, supongamos que A contiene a X y a las bolas cerra-
das. Como Taw, y Tm, coinciden en A, existe r > 0 tal que si A € Ay
daw (X, A) < r entonces Hy (X, A) < 1.

Podemos suponer que r < 1. Sea m el nimero natural que cumple que
m+r1 <r< % Como

sup |d(z,X)—d(z, By, [x])| =sup {0} =0,

r€By, (Io)

por el Lema 2.4.1 se tiene que daw (X, By, [1o]) < 7, y esto implica que
Hy (X, By, [x0]) < 1. Por lo tanto, usando nuevamente el Lema 2.3.3, con-
cluimos que

X C N (Bulzo)= | Bi(p) S B (o).

pGBm[IO}
Entonces, X es acotado. O

La proposicion anterior implica que las topologias de Attouch-Wets y de
la métrica de Hausdorff en general no coinciden en CL(X) ni en K(X), y
tampoco en Conv(X) cuando X es un espacio normado. Ademas, se tiene el
siguiente corolario:

Corolario 3.4.1.1. Sea (X, d) un espacio métrico. Si la topologia de Attouch-
Wets y la topologia de la métrica de Hausdorff coinciden en el subespacio
Fy (X) de CL(X), entonces coinciden en CL(X).

Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos por
CB(X) ={A € CL(X) | A es conexo y acotado} .

Aunque Taw, v Ta, en general no coinciden en K(X) o en Conv(X), si coin-
ciden en CB(X), y por lo tanto también en el subespacio cc(X) cuando X
es un espacio normado:

Proposicién 3.4.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Attouch-
Wets y la topologia de la métrica de Hausdorff coinciden en CB(X).

Demostracion. Supongamos que la métrica day estd basada en el punto
To € X.
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Sean C' € CB(X) y ¢ > 0. Como C es acotado, existe r > 0 tal que
C C B, (7). Sea j un ntimero natural que cumple que j > 7 + 5 y que
L < e

Supongamos que D € CB(X) y que daw (C, D) < % Por el Lema 2.4.1,
esto implica que

S
[0

| —

sup |d(z,C)—d(z,D)| <

z€Bj(x0)

5
- < —.
2

<

Como C esta contenido en B, (x¢) C Bj (), para cada ¢ € C' se tiene que
d(c,D) = |d(c,C) —d(c,D)| < g

Por lo tanto, C'C N¢ (D).

De forma analoga, para cada d € D N B; (z0) se tiene que d (d,C) < 5,y
entonces D N B; (79) € Nt (C).

Veamos que de hecho D = D N B; (xp). Supongamos que existe w €
D\B; (x). Como C es no vacio, existe y € C, y ya que C esta contenido en
N: (D), existe z € D tal que d(y,2) < 5. Debido a que y € C C B, (o),
entonces c

d(zo,2) < d(zo,y) +d(y,2z) <r+ o

Ademas, como D es conexo, entonces su imagen bajo la funcién continua
d (zg,-) : X — R es un intervalo en R. Como w y z son elementos de D y

€ , €
d (g, 2) <r+§ y d(xzg,w) >j > 7“—1—5,
existe p € D tal que d (xg,p) =7+ 5 < j.
Por lo tanto, p es un elemento de D N B (), y como este conjunto estd
contenido en Ne (C'), existe ¢ € C' tal que d (p,q) < 5. Entonces,

c €
r+§:d($07p) Sd(l’o,(])‘i‘d(q,p) <d($0,Q)+§,

y por lo tanto d(zg,q) > r. Pero esto contradice que ¢ pertenece a C' C
B, (x0). Entonces, concluimos que D = D N B, (z).

Asi, tenemos que C' C Ng (D) y que D C Nt (C), y esto implica que
H;(C,D) < § <e. Por lo tanto,

{A € CB(X) | daw (C, A) < Jl} C{AeCB(X)| Hy(C,A) < e},
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y de esto concluimos que la topologia de la métrica de Hausdorff esta con-
tenida en la topologia de Attouch-Wets en CB(X). Como la topologia de
Attouch-Wets estd contenida en la topologia de la métrica de Hausdorff en
CL(X), entonces también en el subespacio CB(X). Por lo tanto, estas topo-
logias coinciden en CB(X). O

Como 77 C 1w, C Taw, C 7u, en CL(X), las cuatro topologias coin-
ciden si y sélo si el espacio X es compacto, como veremos en la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.4.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, la topologia
de Fell y la topologia de la métrica de Hausdorff coinciden en CL(X) si y
solo si X es compacto.

Demostracion. Si X es compacto, las Proposiciones 3.2.1, 3.3.2 y 3.4.1 im-
plican que 7p = Tw,, Tw, = Taw, ¥ Taw, = Tu, en CL(X).

Inversamente, supongamos que 77 y 7y, coinciden en CL(X). Entonces,
por las Proposiciones 3.2.1, 3.3.2 y 3.4.1 se tiene que X es totalmente acotado
y que las bolas cerradas propias de X son compactas. Podemos suponer que
X tiene més de un punto, pues en otro caso X es compacto. Entonces, existen
z,y € X tales que d (z,y) > 0. Esto implica que toda bola cerrada de radio
€= @ es propia, y por lo tanto compacta. Como X es totalmente acotado,
existe un subconjunto finito ' de X tal que X = |J,.p B: [z]. Asi, X es la

union finita de subconjuntos compactos, y entonces es compacto. O

3.5. Relacién de la topologia de Vietoris con
otras topologias

La topologia de Vietoris suele ser demasiado fuerte. Por ejemplo, en el
plano R? con su métrica usual d, las rectas horizontales con ecuacién y = %
convergen al eje y = 0 en CLy,(R?) (y entonces también en CLay,(R?),
CLw, (R?) y CLp(R?)), pero no en CLy (R?).

Ejemplo 3.5.1. Consideremos las rectas

an{(l’,y)ERQIy:%}

para cadan € N y
C={(z,y) eR*|y=0}.
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Entonces, la sucesion (Cy,), o converge a C en el espacio CLy,(R?), pero no
en CLy (R?).

Demostracion. Como C,, esta contenido en N2 (C') y C estd contenido en
N: (C,) para cada n € N, por el Lema 2.3.3 tenemos que Hy (C,C,,) < %, y

por lo tanto la sucesién (C),) converge a C' en CLy,(R?).
Por otra parte, consideremos el conjunto

1
V:{(x,y)€R2|x>Oyy<;}U{(x,y)eRﬂxSO}.

Como V es abierto en R?, V' es un abierto de CLy (R?). Ya que V™ contiene
a C' pero no contiene a C,, para ninguna n € N, entonces la sucesion (C),) no
converge a C' en CLy (R?). O

Este ejemplo implica que en general 7, no estd contenida en ninguna
de las topologias 7r, Tw,, Taw, ¥ Tu,. Por otra parte, por el Teorema 2.2.9
sabemos que si se cumplen las contenciones 77 C 7y y Ty, € 7. Sin embargo,
por el Lema 3.3.1 se tiene que la contencién 74w, C 7y sélo se puede dar
si en el espacio X todos los subconjuntos acotados son totalmente acotados.
Por lo tanto, en general no se dan las contenciones Taw, C 7 y 7, C Ty.

Aunque 7y no coincide con ninguna de las topologias 7p, Tw,, Taw, ¥ Tu,
en CL(X), o incluso en Conv(X) (Ejemplo 3.5.1), en la siguiente proposicién
veremos que Ty y Ty, si coinciden en el espacio K(X).

Proposicién 3.5.2. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Vietoris
y la topologia de la métrica de Hausdorff coinciden en K(X).

Demostracion. Sean A € K(X) y € > 0. Como A es compacto, existen
Z1,...,x, € A tales que
n

>J>\01

Entonces, A pertenece a (B (:1:'1) . i (x,)), que es un abierto basico de
la topologfa de Vietoris. Ademds, si B € (Bs (z1),...,Bs (z,)) N K(X),

entonces

U = (z;) y BN B: (v;) # 0 paracadai=1...,n
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Por lo tanto B C N= (A) y, como A estd contenido en | Ji_, Be (;), también
A C Nt (B). Esto implica que Hy(A,B) < 5§ < ¢ por el Lema 2.3.3, y
entonces

A€ (B: (21),..., Bs (2,)) NK(X) C {C € K(X) | Hy(A,C) < e}

De esto concluimos que en K(X) la topologia de la métrica de Hausdorff esta
contenida en la topologia de Vietoris.

Ahora, sean V' un subconjunto abierto de X y D € V- NK(X). Entonces
existen y € DNV y d > 0 tal que la bola By (y) estd contenida en V. Asi, si
E € K(X) cumple que D C N;(E), entonces E N B; (y) # 0. Esto implica
que

{C eK(X)| Hq(D,C) <6} CVT NK(X),

y por lo tanto V'~ N K(X) es abierto en Ky, (X).

Por otra parte, sea F' € VT NK(X). Entonces FF C V, y como F es
compacto y V' es abierto en X, existe r > 0 tal que B, (z) estd contenida
en V para cada z € F. Asi, si G € K(X) cumple que G C N, (F), entonces
G C V. Por lo tanto,

(C € K(X) | Hy(F,C) <1} CVHNK(X)

y VT NK(X) es abierto en Kg,(X). Entonces, los subbésicos de Ky (X) son
abiertos con respecto a la topologia de la métrica de Hausdorff. Asi, podemos
concluir que estas topologias coinciden en K(X). O

Si un espacio métrico X es compacto, entonces CL(X) = K(X), y por
lo tanto 7 y 7, coinciden en CL(X). Asi, por la Proposicién 3.4.3 se tiene
que todas las topologias v, 7r, Tw,, Taw, ¥ Tr, coinciden en CL(X) cuando
X es compacto.

Conversamente, la coincidencia de 7y con cualquiera de las topologias 7p,
Tw,, Taw, ¥ Tu, implica que X es un espacio compacto, como veremos en las
siguientes proposiciones.

Proposicién 3.5.3. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de la métri-
ca de Hausdorff y la topologia de Vietoris coinciden en CL(X) si y sdlo si X
es compacto.

Demostracion. Supongamos que 7y, = Ty. Primero demostraremos que el
espacio X es totalmente acotado. Sea ¢ > 0. Como 75, C 7y, la bola abierta
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{A e CL(X) | Hi(X,A) <€} es abierta con respecto a 7y, y por lo tanto
existen Vi, ..., V,, abiertos en X tales que

X € (Vi,...,V) C{A € CL(X) | Hy(X,A) <¢}.

Sea x; € V; para cada i € 1,...,n. Como F = {xy,...,2,} € (V1,...,V,,),
entonces Hy (X, F) < e, y por lo tanto

XCN.(F) =] B-(@).

zeF

Asi, concluimos que X es totalmente acotado.

Ahora demostraremos que X es completo. Sea (xy),y Una sucesién de
Cauchy en X. Para probar que esta sucesion converge basta demostrar que
tiene una sucesién convergente. Supongamos por contradicciéon que (z,) no
tiene subsucesiones convergentes. Entonces el conjunto {z,, | n € N} es infi-
nito, y por lo tanto existen (2,,),cn ¥ (%m,),cy Subsucesiones de (z,,) tales
que

{n, | k€ N} {z), | 1 € N} = 0.

Como (2, ) ey ¥ (Tm, ),y DO tienen subsucesiones convergentes, los conjuntos
B :={xz,, |k eN}yC:={x,, |l € N} son cerrados en X. Entonces, como
Be (X\C)"y 1y C 7y, existe 7 > 0 tal que

{A € CL(X)| Hy(B,A) <r} C(X\O)".

Ademas, como (x,,) es una sucesiéon de Cauchy, existe N € N tal que d (x,,, ,,)
r para cada n,m > N. Sean ¢, j € N tales que n;,m; > N. Entonces

Hy(B.BU {z,,}) <,

pero, como r,,, € C, tenemos que B U {xm]} ¢ (X\C)". Esta contradic-
cién nos permite concluir que (), .y €s convergente, y por lo tanto X es
completo. Entonces, X es compacto. O

Proposicién 3.5.4. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Wijsman
y la topologia de Vietoris coinciden en CL(X) si y sdlo si X es compacto.

Demostracion. Supongamos que 7y, = 7y. Como 7y, C 7p,, entonces se
cumple que 7 C 7g,. Esto implica que X es completo, como se prob¢ en la
Proposicién 3.5.3.
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Afirmamos que X es acotado. Supongamos que no lo es. Entonces existen
a € X y una sucesion (an),, oy tales que d(a,a,) > n para toda n € N. Sea
x € X. Como d(z,a,) >n—d(a,z) para cada n € N, entonces se tiene que
d(x,a,) — oco. Por lo tanto, la sucesion (d (z, {a, a,})), oy €s eventualmente
constante y converge a d (z, a). Esto pasa para cada z € X, por lo que por el
Lema 2.1.2 tenemos que ({a, a, }), oy converge a {a} en el espacio CL 4y, (X).
Por otra parte, como {a,a,} ¢ (B;(a))" para toda n € N, ({a,a,}) no
converge a {a} en CLy(X). Esto contradice que my, = 7. Por lo tanto, X
es acotado.

Demostraremos que X es totalmente acotado. Supongamos lo contrario.
Entonces existen € > 0 y una sucesién (z,,),oy en X tales que d (2, zp,) > €
para cada n # m. Esto implica que (z,,) no tiene subsucesiones convergentes,
y por lo tanto todo subconjunto de {z,, | n € N} es cerrado en X. Conside-
remos dos casos posibles.

Caso 1: Existen 6 > 0 y una subsucesién (xn])
Bs (xnj) = {xn]} para cada 7 € N.

Denotemos z} = x,,, para cada j € N. Como X es acotado, (d (=, z}))jeN
es una sucesion acotada en R, y por lo tanto existe una subsucesién (zj2

jen de (x,) tales que

)jeN
1 1.2 : :

de (Zj>jeN tal que (d (zl, zj))jeN es convergente. De la misma forma, existe

. 3 2 2 .3

una subsucesion (Zj)jeN de (Zj)jeN tal que (d (22, z;

podemos continuar de esta manera. Ahora, tomemos la subsucesion diagonal

(zj] )]EN. Para facilitar la notacién, denotemos w; = zj para cada j € N. Si

> es una subsucesion de (z’-”Jrl
Jj=m+1 J
se cumple que (d (wm, w;)); oy es convergente para cada m € N.

Sean

))]EN es convergente, y

m € N, tenemos que (w;) )jeN, y entonces

YVi={wy |jeN}, Z:=X\Y y Z;:=ZU{wy}

para cada j € N. Como Y es un subconjunto de {z, | n € N}, entonces es
cerrado en X. Ademas, por la hipdtesis de este caso Y es abierto en X. Por
lo tanto, Z y cada Z; son también cerrados y abiertos en X.

Como Z; ¢ Z* para toda j € N, (Zj)jeN no converge a Z en CLy(X), y
por lo tanto tampoco en CLyy, (X ). Entonces, usando el Lema 2.1.2, sabemos
que existe x € X tal que (d(z,Z;)),y no converge a d (z, Z). Esto implica
que existen 7 > 0y J C N infinito tales que d (z, Z) —d (x, Z;) > r para toda
j € J. Entonces d (z, Z;) < d(x,Z)—r, y por lo tanto existe p; € Z; tal que
d(z,pj) < d(x,Z) — r. Esta desigualdad implica que p; debe ser el punto
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wyj, para cada j € J, y también que x ¢ Z. Entonces z € Y. Sea i € N tal
que x = wsy;. Asi, tenemos que para cada j € J

d (U)QZ', w2j) <d (wgi, Z) —T. (34)

Por otra parte, como la sucesion (d (ws;, w;)) ey €s convergente, existe

K € N tal que
|d (w2, wn) — d (w2, wm)| < g (3.5)

para cada n,m > K. Como J es infinito, podemos elegir s € J tal que
2s > K. De las desigualdades 3.4 y 3.5 inferimos que

r r

d (Wa;, Wasy1) < d (W, Was) + B < d(wy, Z) — 5

Recordemos que los términos de la sucesién (x,,) son todos distintos entre si,
y por lo tanto los términos de su subsucesién (w;) también. Esto implica que
Wasy1 € Z,y entonces tenemos que d (wy;, Z) < d(wy, Z) — 5, que es una
contradiccion.

Caso 2: Para toda 6 > 0 existe un subconjunto finito ' de N tal que
Bs (z,,) # {xn} sin € N\F.

Entonces, podemos construir una subsucesién (z,, ),y de (z,) tal que
B: (zn,) # {7y} para cada k € N. Tomemos un punto y, € Bs (zy,)
tal que yr # x,, para toda k € N. Como (d(Zn,,¥k)),cy converge a 0,
el hecho de que (z,,) no tiene subsucesiones convergentes implica que (y)
tampoco. Por lo tanto, el conjunto A := {yx | k¥ € N} es cerrado en X. Sean
B :={z,, | k€ N} y B, :== BU {y;} para cada k € N. La eleccién de cada
punto y y el hecho de que d(z,,z,,) > ¢ para cada n # m garantizan que
ANB=0.

Como para cada z € X y k € N se tiene que d(x, By) = d(x,yx) 0 que
d(z, By) = d(z, B), entonces
d(z,2n,) = d(z,y)
d

£
((xnkv yk) < E

IAIA

IN

Por lo tanto, la sucesién (d (x, By)),cn converge a d (z, B) para toda z € X,
y entonces, usando el Lema 2.1.2, podemos concluir que (By), oy converge a
B en el espacio CL g, (X). Sin embargo, como B € (X\A)" y By, ¢ (X\A)"
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para toda k € N, (By) no converge a B en CLy(X). Esto contradice que

Tw, = Tv.
Por lo tanto, concluimos que X es totalmente acotado, y como es com-
pleto, entonces es compacto. ]

Proposicién 3.5.5. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Fell y la
topologia de Vietoris coinciden en CL(X) si y sélo si X es compacto.

Demostracion. Supongamos que 7p = 7. Como 77 C 7y, € Ty, entonces
Tw, = Ty, y por lo tanto la Proposicién 3.5.4 garantiza que X es compacto.
O

Proposicién 3.5.6. Sea (X, d) un espacio métrico. La topologia de Attouch-
Wets y la topologia de Vietoris coinciden en CL(X) si y sdlo si X es com-
pacto.

Demostracion. Supongamos que Taw, = Ty. Entonces, por la Proposicién
3.5.2 tenemos que Taw, y Ta, coinciden en K(X), y por el Corolario 3.4.1.1
concluimos que Taw, v Tu, también coinciden en CL(X). Por lo tanto 74, =
Tv, v la Proposicion 3.5.3 garantiza que X es compacto. O]

Si (X, d) es un espacio métrico, denotaremos
C(X)={A € CL(X) | A es compacto y conexo} .

Las Proposiciones 3.4.2 y 3.5.2 implican que 7y, Taw, y 7Tm, coinciden en
C(X). Por lo tanto, por las Corolarios 3.2.1.1 y 3.3.2.1 se tiene el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 3.5.7. Si (X, ||-||) un espacio de Banach de dimension finita, todas
las topologias Tv, Tp, Tw,.  , Taw, Y Th,, coinciden en C(X), y por lo tanto
también en cc(X).

Por la Proposicion 2.2.15 sabemos que un espacio de Hausdorff X es
compacto si y sélo si CLg(X) es compacto. A continuacién veremos que esto
también se cumple para las otras topologias.

Proposicién 3.5.8. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que CL(X)
tiene cualquiera de las topologias Tv, Tr, Tw,, Taw,, T, Entonces X es
compacto si y solo st CL(X) es compacto.
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Demostracion. Como T estd contenida en cualquiera de las topologias 7,
T, Tw,, Taw, ¥ T, si CL(X) es compacto entonces CLp(X) es compacto,
y por la Proposicién 2.2.15 se tiene que X es compacto.

Por otra parte, si X es compacto, entonces 7y, 7r, Tw,, Taw,, Th, coinciden
en CL(X), y son compactas por la Proposicién 2.2.15. O

3.6. Resumen del capitulo

En esta seccién resumiremos los resultados de este capitulo. Sea (X, d)
un espacio métrico. Recordemos que se cumplen las contenciones

T CTw, CTaw, €T, ¥ TF CTw, CTv

en el espacio CL(X).

La siguiente tabla indica condiciones necesarias y suficientes en el espacio
X para que estas topologias coincidan en CL(X), asi como los subespacios
de CL(X) en los que sf coinciden.

Condiciones para la igualdad en CL(X) Subespacios en los que
se cumple la igualdad

Tw, = Ty siy so6lo si X es compacto

Tw, = Tr iy solo si las bolas cerradas
propias de X son compactas

Tw, = TH, S1y s6lo si X es totalmente acotado

Tw, = Taw, Si y solo si los subconjuntos
acotados de X son totalmente acotados

Ty = Tr si y sélo si X es compacto

Ty = Tg, si y sélo si X es compacto v = 1h, en K(X)

Ty = Taw, 81 y s6lo si X es compacto Ty = Taw, en C(X)

Tr = Ta, Si y sélo si X es compacto

Tr = Taw, si y s6lo si las bolas cerradas
propias de X son compactas y sus subconjuntos
acotados son totalmente acotados

T, = Taw, Sl y sblo si X es acotado T, = Taw, en CB(X)







Capitulo 4

Continuidad de la funcion
inducida

Sean X y Y espacios topolégicos de Hausdorff y f : X — Y una funcion
continua. Denotaremos por f* a la funcion inducida f*: CL(X) — CL(Y),
definida por

[T (A) = [ (A). (4.1)

Es un hecho conocido que si X y Y son espacios métricos compactos y
CL(X) y CL(Y) tienen la topologia de Vietoris (que en este caso coincide
con las otras hipertopologias), entonces la funcién inducida f* : CLy(X) —
CLy (Y) es continua. También, si X y Y son espacios métricos y consideramos
los espacios K(X) y K(Y) con la topologia de Vietoris (que en estos espacios
coincide con la topologia de la métrica de Hausdorff), entonces la funcién
f*: Ky(X) = Ky (Y) es continua. (Estos dos hechos son consecuencias de
[19, Teorema 5.10]).

En esta seccién discutiremos el problema de cuando la funcién inducida es
continua, cuando los espacios CL(X) y CL(Y') tienen alguna de las topologias
definidas anteriormente. Daremos una caracterizacion para la continuidad de
f* : CL(X) — CL(Y) con la topologia de Attouch-Wets, en términos de
ciertas condiciones en la funcién original f : X — Y. Ademads, en el caso
en el que la funcién f es cerrada, caracterizaremos la continuidad de f* con
respecto a la topologia de Fell. También demostraremos los hechos sabidos
sobre la funcién inducida en los casos de la topologias de Vietoris y de la
métrica de Hausdorff.

o1
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4.1. Continuidad de la funcién inducida res-
pecto a la topologia de Vietoris

El siguiente resultado fue probado por Michael en [19].

Proposicion 4.1.1. Sean X un espacio de Hausdorff, Y un espacio normal
y f: X — Y una funcién continua. Entonces f* : CLy(X) — CLy(Y) es
continua.

Demostracién. Sean V' y W abiertos en Y. Queremos probar que (f*)~" (V™)
y (f*)"" (W) son abiertos en CLy (X). Como V es abierto en Y,

()7 (v7) = {AeCLx) | T NV £ 0}
={AcCLX) | f(A )ﬂV#Q)}
={AeCLX)|Anf (V) #£0}
=)
Como f es continua, f~' (V) es abierto en X, y por lo tanto (f*)~" (V7)) es
abierto en CLy (X).

Por otra parte, sea B € (f*)”" (W*). Entonces f (B) € W. Como Y es
un espacio normal, existe un abierto U C Y tal que

Entonces,

Be [7(U)={AeCLX)AC [ (U)}
)

C {A e CL(X) | F(A) C W} = (f)7 (W)

Como f es continua, f~' (U) es abierto en X, y por lo tanto f~* (U)*
es abierto en CLy(X). Entonces B es un punto interior de (f*)™" (W+) en
CLy (X), y podemos concluir que (f*)™" (W) es abierto en CLy (X). O

4.2. Continuidad de la funcién inducida res-
pecto a la topologia de Fell

Sean X y Y espacios topoldgicos. Recordemos que una funcion f : X —
Y es llamada propia si f~'(C) es compacto para cada C C Y compacto.
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Ademas, si X es de Hausdorff y g : X — Y es continua, cerrada y cumple
que g~' (y) es compacto para cada y € Y, entonces g es propia (ver [13,
Teorema 3.7.2], por ejemplo).

Proposicién 4.2.1. Sean X y Y espacios de Hausdorff y f : X — Y una
funcion continua.

1) Si f es propia y Y es localmente compacto, entonces f* : CLp(X) —
CLg(Y) es continua.

2) Si f es cerrada, entonces f* : CLp(X) — CLp(Y) es continua si y solo
si f es propia o constante.

Demostracion. 1) Sean V' un subconjunto abierto de Y y C' un subconjun-
to compacto de Y. Como (f*)" (V=) = f~1(V)~, entonces (f*)"' (V™) es
abierto en CLp(X).

Por otra parte, sea A € (f*)' ((Y\C)"). Entonces f(A) CY\C,yporlo

tanto C' C Y\ f (4). Como Y es localmente compacto, existe un subconjunto
abierto W de Y tal que W es compacto y

CCWCWCY\f(A).

Entonces A € f~! (Y\W)+. Ademas, f(B) C Y\W para cada B €
f (Y\W)+, y como W es abierto en Y, entonces

F(B) CY\W CY\C.

Por lo tanto, f~! (Y\W)Jr C (M ((MO)).

Como la funcién f es propia, f~* (Y\W)Jr = (Y\f! (W))+ es abierto en
CLp(X), y asi podemos concluir que (f*) ™" ((Y\C)™) es abierto en CLp(X).
Entonces, f* es continua.

2) Si f es constante, entonces f* también es constante y por lo tanto
es continua. Supongamos que f es propia. Sean V abiertoen Yy C C Y
compacto. Tenemos que (f*) (V=) = f~1(V)” y, como f es cerrada,

(F)7HNC)T) = {A € CL(X) | [ (4) S Y\C}
= {AeCLX) ACX\[(O)}
= (X\fH ()"
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Como f es continua y propia, f~! (V) es abierto en X y f~!(C) es com-
pacto. Por lo tanto, f~' (V)™ y (X\f~1(C))" son abiertos en CLp(X), y
entonces f* es continua.

Ahora supongamos que f* es continua y que f no es constante. Como f
es continua y cerrada, para probar que f es propia basta ver que f~!(y) es
compacto para cada y € Y.

Sea y € Y. Entonces (Y\ {y})* es abierto en CLp(Y) y, ya que f* es
continua,

U= (1) (N )" = {A € CLX) [ A4S X\ ()

es abierto en CLp(X). Ademads, como f no es constante, existe z € X tal que
f(z) #y, ypor lo tanto {x} € U. Asi, existe un abierto basico B de CLg(X)
tal que {z} € B C U. Sean Vi,...,V,, abiertos en X y K C X compacto
tales que

B=V,n..nV,n(X\K)".

Seap € f~! (y). Entonces {z,p} ¢ U, y esto implica que {x,p} ¢ B. Pero
como {z} € V" paratodai = 1,...,ny {z} € (X\K)", concluimos que
p ¢ X\K. Por lo tanto, f~! (y) C K. Ya que f~! (y) es cerrado en X y K es
compacto, tenemos que f~! (y) es compacto. ]

En [28], los autores consideraron el caso de una funcién continua f :
X — X cuando X es un espacio localmente compacto y segundo numerable,
y probaron que la funcién inducida f* : CLg(X) — CLp(X) es continua si f
es perfecta. También dieron condiciones en f para que la continuidad de la
funcién inducida implique que f es perfecta. La proposicién anterior es una
generalizacion de estos resultados.

4.3. Continuidad de la funcién inducida res-
pecto a la topologia de la métrica de
Hausdorff

Para ver la continuidad de la funcién inducida f* : CL(X) — CL(Y") con
respecto a la topologia de la métrica de Hausdorff usaremos los siguientes
dos lemas:
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Lema 4.3.1 (Lema de Efremovic). Sean (X,d) un espacio métrico, ¢ > 0 y
() pens (Un)pen sucesiones en X tales que d (2y,yn) > € para toda n € N.
Entonces existe J C N infinito tal que d (x;,y;) > § para cada i,j € J.

Demostracion. Consideremos dos casos posibles.

Caso 1: Existen KX C N infinito y o € X tales que {z, |n€ K} C
B: (20) 6 {yn | n € K} C Be ().

Supongamos sin pérdida de generalidad que {z, |n € K} C B: (o).
Sean i,j € K. Como x;,x; € B: (%), entonces d(z;,x;) < 5. Por otra
parte, por hipétesis d (x;,y;) > €. Asi,

g
e <d(zj,y;) < d(wj, ;) +d(25,y;) < 3 + d (x4, y5)

y por lo tanto d (x;,y;) > § para cada i,j € K. Entonces podemos tomar K
como el conjunto J que buscamos.

Caso 2: Para cada K C N infinito y x € X ocurre que {z,, |n € K} €
B (2) y {yn | n € K} € B: (x).

Construyamos recursivamente una subsucesién (n),.y de N que cumpla
que d (a:ni,yn].) >  para cada i,j € N.

Sea m; = 1. Entonces, por hipédtesis, d (z,,,yn,) > € > 5. Sea k > 1y

4

supongamos que ya se construyeron nq,...,ng_; tales que d (xm., ynj) >3

para cada i,j € {1,...,k — 1}. Por la suposicién de este caso, los conjuntos

{xn|neN}m<UB; <ym>> y {anGN}ﬂ(UB; <xm>>

son finitos. Por lo tanto, existe n; € N tal que z,, ¢ Uf:_ll B (Yn,) Y Yy, &
Uf:_ll Be (x,,). Esto y el hecho de que d(zy,,yn,) > € >
d (:cni,ynj) > ¢ para cada 4,5 € {1,...,k}.

Entonces, existe una subsucesiéon (ny) weny de N tal que d (xni, ynj) >

para cada i,j € N. El conjunto J = {n;, | £ € N} cumple lo que buscamo
O]

e 1
£ implican que

£
4
S.

Lema 4.3.2. Sean (X,d) y (Y, d') espacios métricos, f : X — Y una funcién
continua y € > 0. Supongamos que (Tn),cn ¥ (Un)pen SON Sucesiones en X

que cumplen que (d(Tn,Yn)),ey converge a 0 y que d' (f (zn), f(yn)) > €
para cada n € N. Entonces {x, | n € N} es cerrado en X.
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Demostracion. Supongamos que {z, | n € N} no es cerrado en X. Entonces
existen p € X y una subsucesién (z,,) de (z,) tales que (x,,) converge
a p. Como (d(z,,y,)) converge a 0, la sucesion (y,, ) también converge a
p. Asi, ya que f es continua, (f (z,,)) v (f (yn,)) convergen a f (p). Pero
esto contradice que d' (f (z,), f (y.)) > € para cada n € N. Por lo tanto,
{z,, | n € N} es cerrado en X. O

Sean d y d’ métricas infinitas en los conjuntos X y Y, respectivamente. Al
igual que en espacios métricos, diremos que una funcién f : (X,d) — (Y,d')
es uniformemente continua si cumple que para cada € > 0 existe § > 0 tal
que si z,y € X y d(x,y) <0, entonces d' (f (z), f (y)) < e.

Proposicién 4.3.3. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f : X — Y
una funcion continua. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) f*:CLy,(X) = CLg,(Y) es continua.
2) f*:CLy,(X) — CLg,(Y) es uniformemente continua.
3) f: X =Y es uniformemente continua.

Demostracion. 3) = 2). Supongamos que f : X — Y es uniformemente
continua, y sea ¢ > 0. Existe § > 0 tal que si x,y € X y d (z,y) < d entonces
d (f(z), f(y)) < 5. Consideremos A, B € CL(X) tales que Hy (A, B) < 4.
Queremos ver que Hy (f*(A), f*(B)) < € para probar que f* es uniforme-
mente continua.

Sea z € f(A). Existe a € A tal que d(z, f(a)) < 7. Ademds, como
Hy (A, B) < 9, por el Lema 2.3.3 existe b € B tal que d(a,b) < §, y por lo

tanto d' (f (a), f (b)) < 5. Entonces,

d(z, [ (b)) <d(z f(a))+d(f (a), f (b))

A
l\D‘I ™

Esto implica que z € Ne¢ (f (B)) para cada z € f(A), y entonces f (A) C

N <f (B)) Anédlogamente se tiene que f (B) C Nt <f (A)), y por lo tanto,
debido al Lema 2.3.3,

Hy (TA%TB)) < g <e.

Asi, concluimos que f* : CLg,(X) — CLy,(Y) es uniformemente continua.
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2) = 1). Es claro.

1) = 3). Supongamos que f : X — Y no es uniformemente continua.
Entonces existe € > 0 tal que para toda n € N hay z,,y, € X tales que
d(zn,yn) < =y d(f (24), f (yn)) > €. Aplicando el Lema 4.3.1, podemos
suponer que d' (f (zy), f (Ym)) > § para cada n,m € N.

Consideremos el conjunto A := {x,, | n € N}. Por el Lema 4.3.2 tenemos
que A € CL(X). Veamos que f* no es continua en A.

Afirmamos que para toda § > 0 existe B € CL(X) tal que H; (A, B) < ¢
pero Hy (f*(A), f*(B)) > . En efecto, sea § > 0, y sea m € N tal que
% < 9. Definimos el conjunto

B = (A\{zm}) U{ym}

Por el Lema 4.3.2, B también pertence a CL(X). Ademds, como d (2., Ym) <
%, el Lema 2.3.3 implica que

Por otra parte, ya que d' (f (2,), f (ym)) > £ para toda n € N, entonces

[ (gm) & N5 (f (4)) = N3 (7(A)).

Por lo tanto f (B) no estd contenido en N: <f (A)), y por el Lema 2.3.3 se

tiene que Hy (f (A), f (B)> > 2. Entonces, podemos concluir que f* no es
continua. H

Hitchcock probé estos resultados en [16], en el contexto de espacios uni-
formes.

4.4. Continuidad de la funcién inducida res-
pecto a la topologia de Attouch-Wets

A continuacion, en las Proposiciones 4.4.1 y 4.4.2 veremos condiciones
necesarias para que la funcién inducida f* : CL(X) — CL(Y") sea continua
con respecto a la topologia de Attouch-Wets. Posteriormente, en la Propo-
sicion 4.4.5, caracterizaremos la continuidad de f* precisamente con estas
condiciones.
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Si f:(X,d) — (Y,d) es una funcién entre espacios métricos y A es un
subconjunto de X, se dice que f es uniformemente continua en A si para
cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si a € A, x € X y d(a,x) < § entonces
d (f(a), f(x)) < e. Esto es mas fuerte que el hecho de que la restriccién
f Ta sea uniformemente continua.

Proposicién 4.4.1. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f : X — Y
una funcion continua. Si f* : CLaw,(X) — CLaw, (Y) es continua, entonces
f es uniformemente continua en todo subconjunto A de X tal que f(A) es
acotado.

Demostracion. Sean xy y yo puntos fijos en los espacios X y Y, respectiva-
mente. Supongamos que las métricas daw y dyy, en CL(X) y CL(Y) estan
basadas en los puntos zy y yo.

Sea A un subconjunto de X tal que f (A) es acotado. Supongamos que f
no es uniformemente continua en A. Entonces existe € > 0 tal que para toda
n € Nhay a, € Ay z, € X tales que d (an,x,) < 2y d (f(an), f(2,)) > e
Aplicando el Lema 4.3.1, podemos suponer que d' (f (ay), f (zn)) > § para
cada n,m € N.

Consideremos el conjunto B := {xz,, | n € N}. Por el Lema 4.3.2 tenemos
que B € CL(X). Veamos que f* no es continua en B.

Como f(A) es acotado, podemos tomar j € N tal que f(A) C B, (yo)-

Sea ¢’ = min {%, %} Afirmamos que para toda ¢ > 0 existe C' € CL(X) tal

que daw (B,C) < ¢ pero dyy, (f*(B), f*(C)) > €. En efecto, sea § > 0, y
sea m € N tal que % < d. Definimos el conjunto

C = (B\ {zm}) U {an}.

Por el Lema 4.3.2, C' también pertence a CL(X). Ademas, para cada x € X

se tiene que

1
|d(x,B) —d(z,C)| < d(xm,an) < p—

lo que implica que

dAW(B,C):sup{min{l, sup |d(a:,B)—d(x,C)|}}§l<6.
m

keN x€ By (z0)

Por otra parte, como d' (f (am), f (zn)) > § para cada n € N, entonces

d (f(am), f(B)) > 5. Ya que f(ap) es un elemento de f (A) C B; (yo), se
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tiene que
Sup )Id' (@, f(B)) —d (z, f(CN| = |d (f (am) , [ (B)) = d'(f (am) , [ (C))]
= d'(f (an) . f (B)) > 5 = &

Ademas % > ¢’, y entonces

tar (T TT0) 2 i .

J xeBj(yo)

:mm{l, sup |d'<x,f<B>>—d'<x,f<0>>|}Ze'.

J x€Bj(yo)
Por lo tanto, f* no es continua. ]

Proposicién 4.4.2. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f : X —
Y wuna funcion continua. Si f* : Kaw,(X) — Kaw,(Y) es continua, en-

tonces f~1(B) es acotado para cada subconjunto acotado B de Y tal que
|BNf(X)] > 1.

Demostracion. Sean xy y yo puntos fijos en los espacios X y Y, respecti-
vamente. Supongamos que las métricas daw y dyy en K(X) y K(Y) estan
basadas en los puntos zy y .

Sea B un subconjunto acotado de Y tal que |[BN f(X)| > 1. Entonces
existen a,b € f~1 (B) tales que f (a) # f (b). Sear > 0 tal que la interseccién
de las bolas B, (f (a)) vy B, (f (b)) es vacia. Ademds, como B es acotado,
podemos tomar M € N tal que se cumple que B C By (y). Consideremos
€ = min {r, % )

Como f* es continua en {a} y en {b}, existe § > 0 tal que para cada
C e KAWd (X)

daw ({a},C) < ¢ implica que dyy, ({f ()}, f(C)) <

y daw ({0}, C) < 6 implica que dyy ({f (b)}, f(C)) <.

Podemos suponer que § < 1. Sea j € N tal que ]ﬁ <6< % Tomemos L € N
tal que a,b € By, (z9) vy sea k = max {7, L}.
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Afirmamos que f~!'(B) C Bsy, (7). Supongamos lo contrario. Entonces
existe p € f1 (B) que cumple que d (g, p) > 3k. Asi, si x € By (z0), se tiene
que

3k < d(zo,p) < d(zo,z)+d(x,p) < k+d(z,p).

Esto implica que d (z,p) > 2k. Por otra parte, como a y b son elementos de
By, (z0) € By (20), entonces se tiene que d (z,a) < d(z,x0) +d (zg,a) < 2k y
d(z,b) < d(x,z9) + d(x,b) < 2k. Asi, para cada = € By (x¢) las distancias
de x a a y a b son menores que la distancia de x a p. Por lo tanto,

sup |d(z,{a}) —d(x,{a,p})| =0= sup [d(z,{b})—d(z,{b,p})|.

x€ By (z0) z€ By (z0)

Como j < ky J% <6 < %, lo anterior implica, por el Lema 2.4.1, que

daw ({a},{a,p}) <y daw ({0}, {b,p}) < d. Entonces,

ww (@)} Af (@), f(0)}) <e y daw {F O {F0),f(p)}) <&

Asi, tenemos que

ml’n{%, sup Id’(%{f(a)})—d'(xy{f(a),f(p)})l}<6,

rEB)) (yo)

y como % > ¢, entonces

|d' (z,{f (a)}) —d'(z,{f (a) . f (P)})| < & para cada z € By (yo)

En particular, ya que p € f~! (B), entonces f (p) € B C Bas (yo) ¥y

d'(f(p), f(a)) =d"(f (p),{f(a)}) =d'(f (p),{f (a), [ (D)} <e.

Por lo tanto, como ¢ < r, tenemos que f (p) pertenece a B, (f (a)), y andlo-
gamente que f (p) pertenece a B, (f (b)). Esto contradice que la interseccién
de las bolas B, (f (a)) y B, (f (b)) es vacia. Por lo tanto, concluimos que
/71 (B) C Bay, (70) y que entonces f~! (B) es acotado. O

Ejemplo 4.4.3. Para cada espacio métrico (X,d) no acotado existe una
funcion 1-Lipschitz f : X — R tal que la funcion inducida f* : Kaw,(X) —
Kaw,(R) no es continua.
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Demostracion. Sea xy un punto fijo en X. Supongamos que las métricas dy
y dyw en K(X) y K(R) estan basadas en los puntos x y 0, respectivamente
(donde d’ es la métrica usual de R).

Consideremos la funcién f : X — R definida por f (z) = tan™! (d (zo, x)).
Esta funcién es 1-Lipschitz, pues para cada z,y € X

|f (x) = f (y)| = [tan™" (d (20, 2)) — tan™" (d (z0, y))|
< ’d(l‘o,l’) - d($0,y)‘ < d(l’,y) .

Por otra parte, como f~! ((—%, %)) = X no es acotado, la Proposicién
4.4.2 implica que f* : Kaw,(X) = Kaw, (R) no es continua. O

Notemos que aunque la funcién f : R — R definida por f (x) = tan™! (z)
es un encaje abierto Lipschitz, estas buenas propiedades no garantizan la
continuidad de la funcién f* : Kaw,(X) — Kaw, (R).

Finalmente, antes de caracterizar la continuidad de la funcién inducida
con respecto a la topologia de Attouch-Wets probaremos primero el siguiente
lema.

Lema 4.4.4. Sean (X,d) un espacio métrico, xy € X, j > 0 y C un subcon-
Junto no vacio de X. Si L > 2j + d (xq,C), entonces

d(z,C)=d(x,CNByL(x)) para cada x € Bj (xy).
Demostracion. Sea x € Bj (). Basta ver que existe z € C'N By, (z9) tal que
d(z,z) <d(z,y) para toda y € C\ By, ().
Como para cada w € C'

d(z,C) <d(z,w) <d(x,x9) + d(xg,w),

entonces

d(z,C) <d(z,z9) + d(x9,C) < j+d(x0,C).

Por lo tanto, existe z € C' tal que
d(z,2z) <j+d(zo,C), (4.2)
y entonces, por la hipétesis sobre L,

d(zo,2) < d(zg,x) +d(x,2) <j+j+d(x,C) < L.
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Esto implica que z pertenece a C' N By (xp). Ademds, si y € C\By (zo),
entonces d (zg,y) > Ly por lo tanto, por la desigualdad 4.2,

d(x,y) = d(wo,y) —d(wo,2) > L —j > j+d(29,C) > d(x,2).
Entonces d (z, z) < d(x,y), como se queria demostrar. O

Proposicién 4.4.5. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f : X — Y
una funcion continua. Entonces f* : CLaw,(X) — CLaw,(Y) es continua
sty solo si se cumple lo siguiente:

1) La funcion f es uniformemente continua en todo subconjunto A de X
tal que f (A) es acotado.

2) El conjunto f~'(B) es acotado para cada subconjunto acotado B de'Y
tal que | BN f(X)| > 1.

Demostracion. Sean xy y yo puntos fijos en los espacios X y Y, respectiva-
mente. Supongamos que las métricas daw y dyyy en CL(X) y CL(Y) estan
basadas en los puntos zy y ¥o.

Si la funcién f* : CLaw,(X) — CLaw, (Y) es continua, entonces la res-
triccién f* : Kaw,(X) — Kaw, (Y) también es continua, y por las Proposi-
ciones 4.4.1 y 4.4.2 se tiene que se cumplen 1)y 2).

Inversamente, supongamos que se cumplen las condiciones 1)y 2). Si f
es constante, f* también es constante y por lo tanto es continua. Entonces,
supongamos que f no es constante. Sean A € CL(X)y0<e<1.Seaj€eN
tal que ]% <e< % Como f no es constante, existe L € N que cumple que
|BrL (y0) N f (X)| > 1, y podemos suponer que

L>2j +d (yo, f (A)) +e. (4.3)

Como se cumple 2), entonces f~ (Br (yo)) es acotado, y por lo tanto
existe M € N tal que f~ (B (yo)) estd contenido en la bola By, (z).

Ademds, como se cumple 1), f es uniformemente continua en f~! (Bz (o)),
y por lo tanto existe 6 > 0 tal que para cada p € f~1 (B (y0)) y * € X que
cumplen que d (p,z) < 6 se tiene que d' (f (p), f (x)) < . Podemos suponer
que § < %

Sea B € CL(X) tal que daw (A, B) < 4. Como 6 < 57, debido al Lema
2.4.1 se tiene que

sup |d(z,A) —d(z,B)| <§é. (4.4)

IGB]VI(JEO)
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Queremos ver que dyy, (f*(A), f*(B)) < € para probar que f* es continua
en A.
Aplicando el Lema 4.4.4 al conjunto f (A) obtenemos lo siguiente.

Afirmacién 1. Se cumple que d' (z, f (A)) = d' (z, f (A) N Br (yo)) para toda
T € Bj (yo)

Afirmacién 2. Se cumple que d' (yo, f (B)) < d' (yo, f (A)) + €.

Demostracion. Consideremos y € f(A) N Br (yo) y tomemos z € A tal que
f(2) = y. Como z es un elemento de f~' (B (y0)) € B (), por la de-
sigualdad 4.4 se tiene que

d(z,B) =|d(z,A) —d(z,B)| <.

Entonces, existe b € B tal que d(z,b) < § y, como z € f~ (B, (y)), esto
implica que d' (f (2), f (b)) < €. Por lo tanto,

d (yo, f(B)) < d (yo, [ (b)) < d (yo,y) +d (y, f (b))
= d' (y, )+d’(f(),f(b))
<d (yo,y) +

y, como esto se cumple para cada y € f (A) N Br (yo), entonces

d (yo, f (B)) < d (yo, f (A) N Br (v0)) + €.
Por la Afirmacién 1, esto es lo que se queria demostrar. ]

De la Afirmacién 2 inferimos que d' (yo, f (B))+25 < d’ (yo, f (A))+e+27.
Entonces, usando el Lema 4.4.4 y la desigualdad 4.3 obtenemos lo siguiente.

Afirmacién 3. Se cumple que d' (x, f(B)) = d'(x, f (B)N B (yo)) para
toda x € Bj (yo).

Ahora, consideremos y € f(B) N By (yo). Sea z € B tal que f(z) = v.
Como z es un elemento de f~' (Br (yo)) € B (z0), por la desigualdad 4.4

se tiene que
d(z,A)=1d(z,A) —d(z,B)| <.

Entonces, existe a € A tal que d(z,a) < § y, como z € f~' (Br, (y)), esto
implica que d' (f (2), f (a)) < €. Por lo tanto,

d'(y, f(A) =d' (f (2), f(A) <d'(f (2), [ (a)) <e. (4.5)



64 CAPITULO 4. CONTINUIDAD DE LA FUNCION INDUCIDA

Sea x € B; (yp). Como para cada w € f (A) se tiene que
d (z, f(A) <d (z,w) <d (z,y) + d (y,w),

entonces d' (z, f(A)) < d' (z,y) + d (y, f (A)). Por 4.5, esto implica que
d (z, f (A)) < d' (x,y) + &, y como esto se cumple para cada y € f(B) N
By, (yo), entonces

d' (x, f(A)) <d (z, f(B) N By (y)) + &

Asi, por la Afirmacion 3 se tiene que d' (z, f (A)) —d' (z, f (B)) < €. Ademds,
debido a la Afirmaciéon 1 se tiene de manera andloga a lo anterior que
d (z,f(B)) —d (z,f (A)) < e. Entonces |d (z, f (A)) —d (z, f(B))| < ¢,
y como esto pasa para toda x € B; (vo),

sup |d (x,f(A)) —d (x,f(B))‘ =
z€B;(yo)
sup |d'(z, f(A)) —d'(z, f (B))| <&
z€B;(yo)
Como ]% < e < %, lo anterior implica que d/yy, (f (A),f(B)) < g
por el Lema 2.4.1. Con esto podemos concluir que f* es continua en cada
A € CL(X), y por lo tanto es continua. O

Finalmente notemos que para garantizar la continuidad de la funcién
inducida en el caso de la topologia de Wijsman, sélo es necesario verificar
que la preimagen de los conjuntos de la forma {A € CL(Y) | d, (A) > a},
con x € Y ya >0, es abierta en CL(X). Esto es porque sabemos que la
preimagen de cada conjunto {A € CL(Y) | d, (A) < a} = B, (x)” es de la
forma V~, con V abierto en X, y estos conjuntos estan contenidos en la
topologia de Wijsman.

Terminamos este capitulo con la siguiente pregunta.

Pregunta 4.4.6. Sean (X,d) y (Y,d') espacios métricos y f : X — Y una
funcion continua. sBajo qué condiciones la funcion inducida f* : CLy,(X) —
CLw,, (Y') resulta continua?
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