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1. Introducción

La aplicación de Gauss clásica la introdujo Gauss en su art́ıculo sobre la
teoŕıa de superficies y, desde ese momento, se ha convertido en una herra-
mienta fundamental en el estudio de superficies inmersas. Para superficies de
codimensión mayor, tenemos una generalización natural de la aplicación de
Gauss, donde la imagen está contenida en una grassmanniana, descrita en [1].

La aplicación de Gauss clásica asocia a cada punto de una superficie orien-
tada inmersa en R3 el vector normal unitario a la superficie en ese punto,
mientras que la aplicación de Gauss generalizada para superficies orientadas
inmersas en Rn asocia a cada punto de la superficie su espacio tangente en
ese punto.

Formalmente, sea Gk,n la grassmanniana de k-planos orientados en Rn. Sea
M una subvariedad de Rn, orientada, k-dimensional, 2 ≤ k ≤ n − 1. La
aplicación g : M → Gk,n definida por g(p) = TpM donde TpM es el espacio
tangente a M en p, con la orientación dada por la orientación de M , es la
aplicación de Gauss generalizada.

En el caso k = n− 1, Gn−1,n se puede identificar con la esfera unitaria Sn−1,
donde a cada hiperplano le corresponde su vector normal unitario (con la
orientación inducida de Rn). La aplicación g entonces se reduce a la aplica-
ción de Gauss clásica que a cada punto p de una hipersuperficie M le asigna
el vector normal a M en p.

En este trabajo vamos a enfocarnos en la aplicación de Gauss de superficies
de dimensión 2 en Rn. La imagen de la aplicación de Gauss está contenida en
la grassmanniana G2,n, que se puede identificar con un subespacio del espacio
proyectivo complejo de dimensión n−1, CP n−1, las cuádricas complejasQn−2.

En este texto, como en [2] y [3], nos referimos a una superficie S en Rn como
el par (S0, X) donde S0 es una superficie de Riemann y X : S0 → Rn es una
aplicación conforme. Como cualquier superficie de dimensión 2 y de clase Ck

tiene estructura compleja [4], si S es una superficie orientada inmersa en Rn,
se puede ver que S es la inmersión conforme de una superficie de Riemann.
Por lo tanto, siempre que hablemos de superficies, hablamos de superficies
orientadas. Localmente no hay ninguna restricción. Por otro lado, observa-
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mos que todas nuestras superficies son inmersas, por lo tanto tienen un plano
tangente bien definido en cada punto.

En el primer caṕıtulo seguiremos los pasos de Osserman y Hoffman en [2] para
estudiar la aplicación de Gauss de superficies inmersas en Rn y en los siguien-
tes seguiremos [3] para estudiar los casos de superficies orientadas inmersas
en R3 y R4. En estos casos, también encontramos los invariantes geométri-
cos de segundo orden de las superficies en términos de su aplicación de Gauss.

2. Superficies orientadas en Rn

Sea S una superficie de dimensión 2 inmersa en un espacio euclidiano de
dimensión n, Rn. Denotamos por g : S → G2,n a la aplicación de Gauss
generalizada, donde G2,n es la grassmaniana de 2-planos orientados en Rn y
para cada punto p de S, g(p) es el plano tangente a S en p.

El objetivo de esta sección es estudiar las propiedades de la aplicación g,
particularmente las propiedades relacionadas con la geometŕıa de S en Rn

y la estructura conforme de S. Los principales problemas que consideramos
son los siguientes:

1. Sea S0 una superficie de Riemann y X : S0 → S ⊂ Rn una inmersión
conforme que realiza a S. ¿Qué propiedades tiene G = g◦X : S0 → G2,n

por estar definida a través de la aplicación de Gauss de una superficie
en Rn?

2. Dada una aplicación G : S0 → G2,n, ¿cuándo existe una inmersión
conforme X de S0 en una superficie S en Rn tal que G es de la forma
G = g ◦X donde g es la aplicación de Gauss de S?

3. ¿Qué tanto está determinada una superficie S por su aplicación de
Gauss g?

A lo largo de este caṕıtulo responderemos las tres preguntas. Para eso, intro-
ducimos la construcción y la notación necesaria.
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2.1. Construcción

En esta primera sección realizaremos las construcciones que se utilizarán a
lo largo de la tesis y que serán necesarias para poder responder formalmente
a las preguntas que hemos planteado. Daremos un modelo para la grassama-
niana, veremos cómo, con ayuda de ese modelo, podemos escribir localmente
a la aplicación de Gauss y desarrollaremos algunas propiedades.

2.1.1. Modelo de la grassmaniana

Para empezar a estudiar la aplicación de Gauss de superficies en Rn, busca-
mos un modelo apropiado para el contradominio de la aplicación de Gauss,
la grassmanniana G2,n. Como un modelo de la grassmanniana de dos-planos
orientados en Rn usamos la cuádrica Qn−2 en CPn−1 definidas por la ecuación

n∑
k=1

z2
k = 0.

Identificamos a un punto en la cuádrica con un punto en la grassmanniana
de la siguiente manera. Para cualquier punto P = (z1, ..., zn) en Qn−2, si

5



zk = ak + ibk, obtenemos los vectores A = (a1, ..., an) y B = (b1, ..., bn) que
satisfacen |A| = |B| 6= 0 y A ·B = 0 ya que

0 =
n∑
k=1

z2
k =

n∑
k=1

(ak + ibk)
2 =

n∑
k=1

(a2
k − b2

k) + 2iakbk = |A| − |B|+ 2iA ·B.

Por lo tanto, A y B forman una base ortogonal del 2-plano orientado Π. Ob-
servamos que diferentes coordenadas homogéneas de P determinan el mismo
plano. Inversamente, para cualquier 2-plano Π en G2,n podemos elegir una
base ortogonal {A,B} de Π y hacer zk = ak + ibk, obteniendo un punto P en
Qn−2. Aśı, obtenemos una identificación del punto P = (z1, ..., zn) en Qn−2

con el plano Π en G2,n.

Usamos la notación P = [Z] para denotar al punto en CPn−1 correspondiente
al punto z = (z1, ..., zn) en Cn\{0}. La aplicación de G2,n a Qn−2 definida por
Π→ P es independiente de la elección de base orientada {A,B} y se puede
ver que determina una correspondencia suave y biyectiva entre las dos va-
riedades. Por lo tanto, podemos identificar a la grassmanniana G2,n con Qn−2.

2.1.2. Aplicación de Gauss

Sea S0 una superficie de Riemann y sea X : S0 → Rn una aplicación local-
mente conforme. Si z = ξ + iη es un parámetro local en S0 y si (x1, ..., xn)
son coordenadas en Rn, la aplicación X se puede ver localmente como X =
(x1, ..., xn).

Aśı el plano tangente a S es generado por {∂X
∂ξ
, ∂X
∂η
} y, gracias a la identi-

ficación descrita anteriormente, corresponde al punto
[
∂X
∂ξ

+ i∂X
∂η

]
en Qn−2.

Por lo tanto, la aplicación de Gauss G de S es la aplicación de S0 en Qn−2

definida por
[
∂X
∂ξ

+ i∂X
∂η

]
.

Ahora, usando las derivadas complejas

∂f

∂z
=

1

2

[
∂f

∂ξ
− i∂f

∂η

]
,

∂f

∂z
=

1

2

[
∂f

∂ξ
+ i

∂f

∂η

]
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podemos escribir la aplicación de Gauss como

G(z) =

[
∂X

∂z

]
.

Por razones históricas, trabajamos con la conjugada compleja

G(z) =

[
∂X

∂z

]
que también tiene imagen en Qn−2.

Por otro lado, como X es una aplicación conforme entonces satisface las
siguientes ecuaciones,∣∣∣∣∂X∂ξ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂X∂η
∣∣∣∣ 6= 0 y

∂X

∂ξ
· ∂X
∂η

= 0.

Por lo tanto, podemos expresar la métrica de la siguiente manera

ds2 = λ2|dz|2 con λ2 =

∣∣∣∣∂X∂ξ
∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∂X∂η
∣∣∣∣2 = 2

∣∣∣∣∂X∂z
∣∣∣∣2,

donde ∣∣∣∣∂X∂z
∣∣∣∣2 =

n∑
k=1

∣∣∣∣∂xk∂z
∣∣∣∣2 =

1

4

n∑
k=1

∣∣∣∣∂xk∂ξ − i∂xk∂η
∣∣∣∣2.

También, tenemos la relación(
4

λ2

)
Xzz = 2H, (1)

donde H es el vector de curvatura media (ver Sec 4, [5]).

2.1.3. Representación local

Ahora, si tenemos una aplicación cualquiera de S0 en Qn−2, la podemos
representar localmente de la forma [Φ] donde Φ(z) = (φ1, ..., φn) toma valores
en Cn\{0} y satisface

∑n
k=1 φ

2
k(z) = 0. Queremos realizar a Φ como aplicación
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de Gauss de una inmersión; es decir, encontrar X(z) = (x1, ..., xn) tal que
cumpla G = [∂X

∂z
]. Esto implica

∂X

∂z
= ψΦ (2)

para alguna función ψ : S0 → C. La superficie es regular cuando ψ 6= 0.

Por (1),
(

4
λ2

)
Xzz = 2H y por (2), ∂X

∂z
= ψΦ entonces tenemos

λ2

2
H = Xzz = (ψΦ)z = ψzΦ + ψΦz. (3)

Por otro lado, usando que λ2 = 2
∣∣∂X
∂z

∣∣2 y que ∂X
∂z

= ψΦ, obtenemos

1

2
λ2 =

∣∣∣∣∂X∂z
∣∣∣∣2 = |ψ|2|Φ|2. (4)

Por lo tanto, sustituyendo (4) en la ecuación (3), nos queda

|Φ|2|ψ|2H = ψzΦ + ψΦz.

Y dividiendo entre ψ tenemos que

|Φ|2ψH = Φz + (logψ)zΦ (5)

cuando ψ 6= 0. La ecuación (5) es una condición necesaria para que Φ sea
localmente la aplicación de Gauss de una superficie en Rn. En la siguiente
sección daremos las condiciones necesarias y suficientes para que una apli-
cación Φ sea aplicación de Gauss de una superficie en Rn únicamente en
términos de Φ.

2.2. Teorema de existencia

En esta sección vamos a dar las respuestas expĺıctas a las preguntas que
hemos planteado. Dada una superficie de Riemann S0, ¿cómo podemos ca-
racterizar a las aplicaciones de S0 en Qn−2 que surgen, como hemos descrito,
como la aplicación de Gauss de una superficie S en Rn? Para responder
esta pregunta, empezamos encontrando condiciones necesarias para G y des-
pués veremos hasta qué punto son suficientes. También vamos a discutir la
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unicidad, es decir, hasta qué punto la superficie S está determinada por su
aplicación de Gauss. Localmente podemos ver el problema como un problema
de existencia y unicidad de factores de integración.

Los primeros resultados surgen de la sección anterior y de aplicar los siguien-
tes lemas.

Lema 1. Sea D un dominio simplemente conexo en C y sea Φ : D → Cn

una aplicación C1. Una condición necesaria y suficiente para que exista una
aplicación X : D → Rn tal que Xz = Φ es que Φ cumpla Im(Φz) = 0.

Demostración. Supongamos que existe X : D → Rn tal que Xz = Φ.
Entonces,

Φz =
1

2

(
∂Φ

∂ξ
+ i

∂Φ

∂η

)
=

1

2

(
∂Xz

∂ξ
+ i

∂Xz

∂η

)
.

Como Xz = 1
2

(
∂X
∂ξ
− i∂X

∂η

)
, entonces

Φz =
1

2

(
∂

∂ξ

1

2

(
∂X

∂ξ
− i∂X

∂η

)
+ i

∂

∂η

1

2

(
∂X

∂ξ
− i∂X

∂η

))
=

1

4

(
∂2X

∂ξ2
+
∂2X

∂η2

)
+ i

(
∂2X

∂η∂ξ
− ∂2X

∂ξ∂η

)
.

Por lo tanto,

Im(Φz) =

(
∂2X

∂η∂ξ
− ∂2X

∂ξ∂η

)
= 0.

Por otro lado, supongamos que Im(Φz) = 0.

Como Φz = 1
2

(
∂Φ
∂ξ

+ i∂Φ
∂η

)
, entonces Im

(
∂Φ
∂ξ

)
+ Re

(
∂Φ
∂η

)
= 0. Podemos es-

cribir la ecuación Xz = Φ como

Xz =
1

2

(
∂X

∂ξ
− i∂X

∂η

)
= Re(Φ) + iIm(Φ)

y nos queda un sistema de ecuaciones diferenciales parciales,

∂X

∂ξ
= 2Re(Φ)

∂X

∂η
= −2Im(Φ).
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Hacemos

p =
∂X

∂ξ
y q =

∂X

∂η
,

y definimos

u(ξ, η,X, p, q) = p− 2Re(Φ) y v(ξ, η,X, p, q) = q + 2Im(Φ).

Podemos establecer una ecuación de compatibilidad, (ver Cap. 2 Sec. 9, [6]),

∂(u, v)

∂(ξ, p)
+
∂(u, v)

∂(η, q)
+ p

∂(u, v)

∂(X, p)
+ q

∂(u, v)

∂(X, q)
= 0.

Vemos que

∂(u, v)

∂(ξ, p)
=

∣∣∣∣uξ up
vξ vp

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−2∂Re(Φ)
∂ξ

1

2∂Im(Φ)
∂ξ

0

∣∣∣∣∣ = −2Im

(
∂Φ

∂ξ

)
,

∂(u, v)

∂(η, q)
=

∣∣∣∣uη uq
vη vq

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−2∂Re(Φ)
∂η

0

+2∂Im(Φ)
∂η

1

∣∣∣∣∣ = −2Re

(
∂Φ

∂η

)
,

∂(u, v)

∂(X, p)
=

∣∣∣∣uX up
vX vp

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 1
0 0

∣∣∣∣ = 0,

∂(u, v)

∂(X, q)
=

∣∣∣∣uX uq
vX vq

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣0 0
0 1

∣∣∣∣ = 0.

Por lo tanto, la condición de compatibilidad, que garantiza la existencia de
una solución del sistema anterior, es

Im

(
∂Φ

∂ξ

)
+Re

(
∂Φ

∂η

)
= 0,

que es equivalente a pedir Im(Φz) = 0. �

Lema 2. Sea W un vector en Cn de la forma W = A + iB, donde A y B
son vectores reales distintos de cero que satisfacen |A| = |B| y A · B = 0.
Sea Π el plano generado por A y B. Para cualquier vector C en Rn, sea
CΠ la proyección de C en Π. Para cualquier par de vectores C,D en Rn, si
Z = C + iD ∈ Cn, definimos ZΠ = CΠ + iDΠ. Entonces

ZΠ = 〈Z,W 〉 W
|W |2

+ 〈Z,W 〉 W
|W |2

donde 〈, 〉 denota al producto hermitiano usual en Cn.
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Aplicamos el lema 2 a W = Φ, de manera que Π es el plano tangente a la
superficie, y a Z = Φz. Podemos escribir la ecuación

∑n
k=1 φ

2
k(z) = 0 como

Φ · Φ ≡ 0 y aśı
0 = (Φ · Φ)z = 2Φ · Φz = 2〈Φz,Φ〉.

Por el lema 2, (Φz)
Π = 〈Φz,Φ〉 Φ

|Φ|2 + 〈Φz,Φ〉 Φ
|Φ|2 = 〈Φz,Φ〉 Φ

|Φ|2 = ηΦ donde

η = Φz ·
Φ

|Φ|2
.

Ahora, denotamos por V a la componente de Φz ortogonal a Π, de manera
que

V = Φz − (Φz)
Π = Φz − ηΦ.

Por (5), |Φ|2ψH = Φz + (logψ)zΦ, y sustituyendo la ecuación anterior nos
queda

|Φ|2ψH = V + ηΦ + (logψ)zΦ.

Como el vector de curvatura media H es ortogonal al plano tangente Π y V
es ortogonal a Π, obtenemos dos ecuaciones tomando la componente normal
y la componente tangencial:

|Φ|2ψH = V (6)

(logψ)z = −η. (7)

Por lo tanto, las ecuaciones (6) y (7) son las condiciones necesarias para que
Φ sea aplicación de Gauss de una superficie en Rn. Buscamos las condiciones
necesarias y suficientes que solo dependan de Φ. En el siguiente teorema
vemos las propiedades que tiene una aplicación Φ como consecuencia de haber
sido definida como aplicación de Gauss de una superficie en Rn expresadas
en términos de V y η.

Teorema 3. Sea D un dominio en el plano complejo y sea S una superficie
en Rn definida localmente por una aplicación conforme X : D → Rn. Sea Φ
la aplicación de Gauss de S. Si definimos

η = Φz · Φ/|Φ|2, (8)

V = Φz − ηΦ (9)
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entonces para cada z ∈ D tenemos

V (z) = eiα(z)R(z) (10)

donde R(z) es un vector real; más aún, en el conjunto donde V (z) 6= 0, la
función α(z) está definida únicamente módulo π y satisface

αzz = Im(ηz). (11)

Demostración. Sea ρ = |ψ| y escribimos ψ = ρe−iα, donde α está determi-
nada módulo 2π cuando ρ 6= 0. Entonces por (6), |Φ|2ψH = V ,

V = |Φ|2ψH = ρ|Φ|2eiαH.

Como ρ|Φ|2H es un vector real entonces podemos expresar a V como V =
eiα(z)R(z) donde R(z) es un vector real.

Ahora, cuando V 6= 0, tenemos que ρ 6= 0 y por lo tanto, por (7), −η =
(logψ)z = (logρ)z − iαz. Aśı,

(logρ)zz = iαzz − ηz.

Como (logρ)zz y αzz son reales entonces αzz = Im(ηz). �

Ahora exploramos qué tanto una superficie conformemente inmersa está de-
terminada por su aplicación de Gauss. Para superficies mı́nimas, tenemos el
siguiente resultado.

Como se puede ver a detalle en [5] y para el caso particular de R3 en [7]
y [8], cualquier superficie mı́nima orientada S en Rn se puede representar
por una aplicación conforme X : S0 → Rn, donde X = Re(

∫
α1, ...

∫
αn) y

α1, ..., αn son diferenciales holomorfas en la esfera de Riemann S0. La apli-
cación de Gauss está determinada por Φ : S0 → Qn−2, donde localmente
Φ = (φ1, ...φn), con αk = φkdz. Si ψ(z) es una función holomorfa que nunca
es cero en S0, entonces Φ̂ = ψ(φ1, ...φn) define la misma aplicación de Gauss
y corresponde a la superficie X̂ = Re(

∫
α̂1, ...

∫
α̂n), con α̂k = ψαk.

Por lo tanto, el conjunto de superficies mı́nimas con la misma aplicación de
Gauss de S tiene una correspondencia uno a uno con el conjunto de funciones
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holomorfas ψ en S0. Por ejemplo, en R3 se puede ver que existe una aplicación
isométrica entre el catenoide y el helicoide que preserva planos tangentes y
no es una congruencia.

Con el siguiente teorema vemos que las superficies mı́nimas son un caso par-
ticular. Cualquier otra superficie está esencialmente determinada únicamente
por su aplicación de Gauss.

Teorema 4. Sea S una superficie definida por una inmersión conforme X :
S0 → Rn de una superficie de Riemann S0. Si la curvatura media de S es
distinta de cero en algún punto, entonces X está determinada únicamente
por la aplicación de Gauss G, salvo traslaciones y homotecias.

Demostración. Dadas las aplicaciones X, Y : S0 → Rn, hacemos Yz = Φ en
términos de un parámetro local conforme z en S0. Haciendo

αk = φkdz =
∂yk
∂z

dz,

vemos que αk son diferenciales del tipo (0, 1) definidas globalmente en S0.

Similarmente, podemos definir

βk = φ̂kdz =
∂xk
∂
zdz.

El hecho de que X y Y induzcan la misma aplicación de Gauss es equivalente
a la existencia de una función compleja distinta de cero, ψ, en S0 tal que

βk = ψαk, k = 1, ..., n.

En términos de una coordenada local z, esto quiere decir que

∂xk
∂z

= ψφk o Xz = ψΦ.

Podemos definir a η y V en términos de Φ por (8) y (9). También, por (7),
tenemos (logψ)z = −η. Pero como Y satisface la ecuación Yz = ψ̂αk, enton-
ces ψ̂ ≡ 1, y tenemos η = (logψ̂)z ≡ 0. Se sigue que logψ es una función
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holomorfa de z y por lo tanto ψ es una función holomorfa global en S0.

Como Xz = ψYz, vemos que dos superficies con la misma aplicación de Gauss
están relacionadas por una función holomorfa, como en el caso de superficies
mı́nimas. Ahora notamos que aplicando la ecuación (6), |Φ|2ψH = V , a las
superficies, y considerando que η = 0, tenemos

|Φ|2ψH = V = |Φ|2ψ̂Ĥ.

Supongamos que tenemos un punto z0 donde H 6= 0. Entonces V 6= 0 y Ĥ 6= 0
en ese punto, y lo mismo es cierto en una vecindad U de z0. Pero como ψ̂ ≡ 1,
V es un vector real distinto de cero en cada punto de U y por lo tanto es
real en U . Pero una función holomorfa que es real en un conjunto abierto es
constante. Por lo tanto, ψ ≡ c una constante real y en cada vecindad de z0

tenemos que Xz = cYz. Se sigue que X − cY es un vector constante.
�

A continuación vemos en qué medida las condiciones necesarias del teorema
3 para que una aplicación Φ sea aplicación de Gauss son también suficientes.
Observamos que la condición (10) se debe de satisfacer en todos los puntos y
que es trivial cuando V = 0, mientras que la condición (11) sólo tiene sentido
en el conjunto en el que V 6= 0.

Teorema 5. Sea S0 una superficie de Riemann simplemente conexa y sea G :
S0 → Gn,2 una aplicación. Representamos a G localmente por la aplicación
Φ en Cn \ {0}, de la forma G = [Φ].
Caso 1: Si V = 0 en S0 y S0 no es compacta, entonces G es la aplicación
de Gauss de una superficie mı́nima en Rn.
Caso 2: Si V nunca es cero en S0 entonces una condición suficiente para
que G sea aplicación de Gauss de una superficie S dada por una aplicación
conforme X : S0 → Rn es que las condiciones necesarias del teorema 3,

V (z) = eiα(z)R(z) y αzz = Im(ηz),

donde R(z) es un vector real distinto de cero para cada z, se cumplan.

Demostración. En ambos casos hay que resolver un problema local y un
problema global. El problema local se puede escribir de la siguiente manera:
sea D un dominio de S parametrizado por el disco |z| < 1, tal que en D la
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aplicaciónG se puede representar comoG = [Φ] con Φ(z) = (φ1(z), ..., φn(z)).

Queremos una aplicación X : D → Rn y una función ψ : D → C \ {0} que
cumplan ∂X

∂z
= ψΦ.

Sabemos que la función ψ debe satisfacer (logψ)z = −η. Observamos que
esta ecuación siempre tiene una solución distinta de cero. Podemos primero
resolver para Ψ la ecuación Ψz = −η en el disco |z| < 1 y después hacer
ψ = eΨ. Ahora hacemos cada caso por separado.

Caso 1: Como V = Φz − ηΦ, la condición V ≡ 0 implica Φz ≡ ηΦ. Usando
una solución ψ de la ecuación (logψ)z = −η,

(ψΦ)z = ψΦz + ψzΦ = ψ(Φz + (logψ)zΦ) = ψ(Φz − ηΦ) = ψV ≡ 0.

Por lo tanto todas las componentes ψφk de la aplicación Φ̂ = ψΦ son holo-
morfas en D y aśı, el Caso 1 corresponde precisamente a la condición de que
la aplicación de Gauss G : S0 → Qn−2 sea anti-holomorfa

X = Re

∫
Φ̂dz = Re

∫
ψΦdz.

Para resolver el problema global del Caso 1, notamos que no todas las funcio-
nes φk pueden ser identicamente cero. Suponemos φ1 6≡ 0. Entonces φ̂1 = ψφ1

es holomorfa y tiene ceros bien definidos con orden bien definido (indepen-
diente de la representación particular de Φ de G).

Suponiendo que S0 es no compacta, entonces es conformemente el disco o
el plano. Por lo tanto, podemos encontrar una función holomorfa f definida
globalmente en S0 cuyos ceros coincidan, en orden y en posición, con los
ceros de φ1. Es decir, si G está representada localmente por Φ, f/φ1 es suave
y distinta de cero. Además, las funciones φk/φ1 son funciones meromorfas
globalmente definidas en S0, por lo tanto, [Φ] = [ f

φ1
Φ] = [Φ̂]. Se sigue que la

aplicación G puede ser representada globalmente en S0 por

Φ̂ =
f

φ1

Φ =

(
f, f

φ2

φ1

, ..., f
φn
φ1

)
.

Aśı, la superficie X = Re
∫

Φ̂dz, donde S0 corresponde a |z| < R ≤ ∞,
resuelve el problema global en el Caso 1.

15



Caso 2: Empezamos nuevamente con el problema local. Escribiendo el factor
de integración como ψ = ρeiθ, tenemos

−η = (logψ)z = (logρ)z + iθz. (12)

Por el lema 1, si Im(ψΦ)z ≡ 0, entonces podemos resolver la ecuación
∂X
∂z

= ψΦ para X en el dominio simplemente conexo D .

Para probar este caso vamos a ver que la ecuación Im(ψΦ)z ≡ 0 es equiva-
lente a la ecuación θ + α ≡ 0 (modπ). Aśı podemos reescribir la ecuación
(12) como (logρ)z = −η + iαz y entonces, como αzz = Im(ηz), tenemos
que Im((logρ)zz) = −Im(ηz) + αzz = 0. Usando otra vez el lema 1, con
Φ = (logρ)z, podemos concluir que la ecuación (logρ)z = −η + iαz tiene
solución.

Primero veamos que la ecuación Im(ψΦ)z ≡ 0 es equivalente a la ecuación
θ + α ≡ 0 (modπ).

Im(ψΦ)z = Im(ψΦz + ψzΦ)

= Im

(
ψ

(
Φz +

ψz
ψ

Φ

))
= Im(ψ(Φz + (logψ)zΦ))

como −η = (logψ)z

= Im(ψ(Φz − ηΦ))

y como V = Φz − ηΦ y ψ = ρeiθ

= Im(ρeiθV )

usando V = eiαR

= ρIm(ei(θ+α))R,

donde R es un vector real. Aśı, la ecuación Im(ψΦ)z ≡ 0 es equivalente a
θ + α ≡ 0 (modπ).
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Entonces podemos escribir la ecuación (12) como

(logρ)z = −η − iθz = −η + iαz.

Notamos que el lado derecho de la ecuación está determinado por Φ en el
conjunto donde V 6= 0.

Otra vez por el lema 1, si

0 = Im((−η + iαz)z) = −Im(ηz) + αzz,

podemos resolver la ecuación (logρ)z = −η+ iαz para ρ en D. Derivando con
respecto a z, tenemos

(logρ)zz = −ηz + iαzz,

como (logρ)zz y αzz son reales, la ecuación se reduce a αzz = Im(ηz).

Por lo tanto, la condición V 6= 0 permite definir una función α a través de
V = eiαR que determina a θ por la ecuación θ + α ≡ 0 (modπ) y a ρ por
(logρ)z = −η + αz. Aśı, la función ψ = ρeiθ satisface −η = (logρ)z + iθz y
satisface la condición de integrabilidad Im(ψΦ)z ≡ 0. Por lo tanto el proble-
ma local tiene una solución.

Para obtener la solución global en el Caso 2, observamos que la condición
V 6= 0 significa que la superficie obtenida localmente por el argumento an-
terior tiene curvatura media distinta de cero. Se sigue del teorema 4 que la
superficie obtenida es única salvo homotecias y traslaciones. Por lo tanto, si
fijamos cualquier punto p0 de S0 y definimos una superficie S en una vecin-
dad de p0 con la aplicación de Gauss, entonces S puede ser continuada con
unicidad a lo largo de cualquier camino que empieza en p0 pegando soluciones
locales.

Finalmente, como S0 es simplemente conexa, el teorema de monodromı́a ga-
rantiza que la superficie resultante es independiente de trayectorias y está
globalmente bien definida sobre S0.

�
Observamos que las condiciones (10) y (11) y la condición V = 0 del Caso 1
dependen solamente de G aunque estén expresadas en términos de Φ.
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2.3. Teoremas de representación

Como último resultado de este enfoque, damos los teoremas de representación
para superficies mı́nimas en Rn y para superficies con vector de curvatura
media distinto de cero en Rn. El teorema de representación para superficies
mı́nimas en Rn, teorema 6 (Teorema 3.1 en [1]), se puede considerar como
una generalización del teorema de Enneper-Weierstrass para superficies de
codimensión mayor. A su vez, el teorema de representación para superficies
no mı́nimas en Rn, teorema 7, se puede considerar como una generalización
del teorema de representación de Kenmotsu, [9], para superficies en R3. La
principal diferencia es que Kenmotsu usa la aplicación de Gauss y la función
de curvatura media, mientras que esta representación, como consecuencia del
teorema de unicidad, teorema 4, está descrita totalmente por la aplicación
de Gauss.

Teorema 6. Sea D un dominio simplemente conexo en C. Definimos la apli-
cación X : D → Rn en las siguiente manera:
Sea ψ una función anaĺıtica arbitraria en D, ψ 6= 0 y sean g1, ..., gn−2 fun-
ciones meromorfas arbitrarias en D. Para cualquier punto p ∈ D, sea µp el
orden de ceros de ψ en p y νp el máximo orden de polos en p de g1, ..., gn−2.
Hacemos

Φ = (φ1, ..., φn) =
ψ

2

(
1−

n−2∑
k=1

g2
k, i(1 +

n−2∑
k=1

g2
k), 2g1, ..., 2gn−2

)
y

xk = Re

∫
φk, k = 1, ..., n.

Entonces la aplicación X = (x1, ..., xn) : D → Rn define una superficie
mı́nima en Rn si µp = νp para todo p ∈ D. Inversamente, toda superficie
mı́nima en Rn se puede obtener por la construcción anterior.

Ahora vemos el caso de superficies no mı́nimas. Sea S una superficie simple-
mente conexa en Rn tal que su vector de curvatura media nunca es cero y
sea G la aplicación de Gauss de S en Qn−2 representada localmente por Φ(z)
en C \ {0} en términos de un parámetro conforme z, i.e., [Φ(z)] =

[
∂X
∂z

]
. Si

escribimos la ecuación anterior en la forma

∂X

∂z
= ψ(z)Φ(z), (13)
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donde ψ es una función compleja que nunca es cero, entonces se puede ver que
ψ está determinada, salvo por el producto con una constante real, por Φ y la
aplicación X(z) está determinada, salvo por homotecias y traslaciones, por
(13). Esto es, el gradiente de cada función coordenada xk se puede obtener
a partir de las funciones coordenadas de (13), y por lo tanto cada xk está
determinado salvo por la suma de una constante. Por lo tanto, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 7. Sea S una superficie simplemente conexa en Rn tal que su
vector de curvatura media nunca es cero y sea la aplicación de Gauss de S
en Qn−2 representada localmente por Φ(z) en C\{0}. Entonces las funciones
coordenadas de la inmersión X, xk están determinadas salvo por la suma de
una constante y podemos escribir

xk =

∫
Re(2ψφkdz), k = 1, ..., n (14)

donde las integrales se toman de un punto fijo a un punto variable y son
independientes de la trayectoria.
Más aún, si partimos de una aplicación arbitraria de una superficie de Rie-
mann simplemente conexa, S0, en la grassmanniana, representada por una
aplicación Φ en Cn \{0} y Φ satisface las condiciones necesarias del teorema
3 para una aplicación de Gauss con V 6= 0, entonces hay una función com-
pleja que nunca es cero, ψ, únicamente determinada por Φ, salvo por una
constante de multiplicación, tal que las diferenciales Re(ψφk), k = 1, ...n son
todas exactas y las ecuaciones (14) definen una inmersión de S0 en Rn como
una superficie S cuya aplicación de Gauss está dada por Φ.

Demostración. La observación principal es que para cualquier Φ que satis-
face las condiciones (10), (11) de una aplicación de Gauss con V 6= 0, hay
esencialmente una única función ψ que hace que las diferenciales ψφkdz sean
exactas. Además, ψ se puede determinar expĺıcitamente a partir de Φ de la
siguiente manera. A partir de Φ definimos a η y a V . Después, ψ es de la for-
ma ρe−iα, donde α es el argumento de una componente distinta de cero de V
y logρ está determinada salvo la suma de una constante, ya que su gradiente
está dado expĺıcitamente en términos de α y η por (logρ)z = −η+ iαz. Por lo
tanto, la prueba del teorema 5 muestra que hay una función X que satisface
∂X
∂z

= ψ(z)Φ(z) o equivalentemente, xk =
∫
Re(2ψφkdz). �
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A continuación veremos la forma que toman los resultados de este caṕıtu-
lo cuando nos enfocamos en los casos especiales de R3 y R4, siguiendo a
Osserman y Hoffman en [3].

3. Superficies orientadas en R3

En el caso de superficies inmersas en R3, es más conveniente trabajar con la
aplicación de Gauss clásica que va a la esfera unitaria en lugar de la aplica-
ción de Gauss generalizada en la cuádrica Q1. A continuación presentamos
la relación entre las dos.

3.1. Aplicación de Gauss

La aplicación φ : C→ C3 \ {0} definida por φ : w → (1− w2, i(1 + w2), 2w)
satisface

∑3
k=1 φ

2
k(w) = 0 y por lo tanto define una aplicación

[φ] : C→ Q1 ⊂ CP 2

que se puede extender a una equivalencia biholomorfa S2 ∼ C ∪ {∞} ∼
CP 1 ↔ Q1. Como la grassmanniana de planos en R3 se puede identifi-
car con Q1, entonces tenemos una identificación de la grassmanniana con
CP 1 donde a cada w ∈ C le corresponde el plano con la base orientada
{Re(φ(w)), Im(φ(w))}.

Por otro lado, consideramos la inversa de la proyección estereográfica N :
C→ C definida por

w 7→ N(w) =
1

1 + |w|2
(2Re(w), 2Im(w), |w|2 − 1)

que se puede extender a la representación usual de la esfera de Riemann
C ∪ {∞} ↔ S2(1). Observamos que

N(w)·φ(w) =
1

1 + |w|2
(2Re(w), 2Im(w), |w|2−1)·(1−w2, i(1+w2), 2w) ≡ 0.

Por lo tanto N(w) es ± el vector normal al plano orientado [φ(w)] en Q1.
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Como N(0) = (0, 0,−1) y [φ(0)] corresponde al plano orientado con base
{(1, 0, 0), (0, 1, 0)} entonces N(w) es menos el vector normal orientado del
plano [φ(w)].

Aśı, si queremos encontrar la superficie cuya aplicación de Gauss es G : S0 →
Q1, podemos expresar a G de la forma G = [φ ◦ f ] = [(1− f 2, i(1 + f 2), 2f)]

3.2. Teorema de existencia

Ahora podemos traducir los resultados del caṕıtulo anterior a superficies en
R3 usando a la función f . Podemos escribir a f localmente como una función
compleja f(z) = w en términos de una coordenada local compleja z en la
superficie de Riemann S0. Aśı, considerando

Φ(z) = φ ◦ f = (1− f 2, i(1 + f 2), 2f) (15)

podemos encontrar la expresión de η y V para el caso de R3 en términos de
f

η =
2ffz

1 + |f |2
(16)
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y

V =
−2fz

1 + |f |2
(2Re(f), 2Im(f), |f |2 − 1) = −2fzN. (17)

Como N es un vector real entonces tenemos el siguiente resultado.

Lema 8. Sea Φ(z) una aplicación C1 en Q1. Si definimos η = Φz ·Φ/|Φ|2 y
V = Φz − ηΦ, entonces la condición (10) del teorema 3 siempre se cumple.

Por lo tanto, una de las condiciones para que una función G : S0 → Qn−1

sea la aplicación de Gauss de una superficie en Rn siempre se cumple cuando
n = 3. Vamos a ver la forma que toma la condición (11) del teorema 3 en
este caso.

Ahora, para una función f(z) = w suficientemente diferenciable, definimos

F =
fz

1 + |f |2
, F̂ =

fz
1 + |f |2

y L = fzz −
2ffzfz
1 + |f |2

y donde fz 6= 0 definimos

S = L(f)/fz y T =
∂S

∂z
.

Establecemos la propiedad de invarianza de estas cantidades en el siguiente
lema.

Lema 9. |F |, |F̂ |, S y T son invariantes bajo rotaciones de la esfera de Rie-
mann.

Es decir, |F |, |F̂ |, S y T son invariantes cuando sustituimos f(z) por R(f(z))
donde R(w) es una transformación de Möbius que corresponde a una rotación
de la esfera de Riemann,

R(w) =
aw + b

−bw + a
donde |a|2 + |b|2 = 1.

Teorema 10. Sea S una superficie en R3 y f(z) = w la representación de
la aplicación de Gauss de S en la esfera unitaria, donde z es un parámetro
conforme en S0. Entonces, en cada punto de S0 se debe cumplir una de las
siguientes condiciones

1. F = 0 o

2. F 6= 0 y Im(T ) = 0
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Demostración. Podemos elegir un parámetro w en la esfera unitaria de for-
ma que f(z) 6= ∞ en una vecindad de un punto en S0. Por el lema 9, los
resultados que obtengamos sobre T son invariantes.

Como F = fz
1+|f |2 y T = ∂S

∂z
con S = L

fz
y L = fzz − 2ffzfz

1+|f |2 entonces

T (f) =

(
L

fz

)
z

=

(
fzz
fz
− 2ffz

1 + |f |2

)
z

Por lo tanto,

1. F = 0 o

2. F 6= 0 y Im(T ) = 0

es equivalente a

1. fz = 0 o

2. fz 6= 0 y Im
((

fzz
fz
− 2ffz

1+|f |2

)
z

)
= 0.

Afirmamos que la segunda ecuación es la forma que toma la ecuación (11),
αzz = Im(ηz), en R3.

Para probarlo, primero observamos que como η = 2ffz
1+|f |2 y F = fz

1+|f |2 en-

tonces η = 2fF y por lo tanto, Im(ηz) = 2Im((fF )z). Aśı, la ecuación
αzz = Im(ηz) toma la forma αzz = 2Im((fF )z).

Ahora comparamos

V = eiα(z)R(z) con V =
−2fz

1 + |f |2
(2Re(f), 2Im(f), |f |2 − 1)

y como −2
1+|f |2 (2Re(f), 2Im(f), |f |2− 1) ∈ R3, observamos que cuando fz 6= 0

tenemos que

fz = eiα(z) y entonces α(z) = arg(fz) (mod π).

Por lo tanto,

αzz = (arg(fz))zz = (Im(logfz))zz = Im((logfz)zz) = Im

((
fzz
fz

)
z

)
.
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Aśı la ecuación

Im

((
fzz
fz
− 2ffz

1 + |f |2

)
z

)
= 0

es equivalente a la ecuación

αzz = Im

((
2ffz

1 + |f |2

)
z

)
= 2Im((fF̂ )z).

Finalmente, con un cálculo directo se puede ver que

(fF̂ )z − (fF )z =
|fz|2 − |fz|2

(1 + |f |2)2
= |F̂ |2 − |F |2

y por lo tanto
Im((fF̂ )z) = Im(fF )z).

�
Podemos reescribir el teorema 10 de la siguiente manera:

Dada una superficie S en R3, si expresamos a la aplicación de Gauss clásica
de S con una función compleja f(z) = w, donde z es un parámetro local
isotérmico en S y w se obtiene con la proyección estereográfica de la esfera
unitaria, entonces en cada punto de S, f satisface

1. fz = 0 o

2. fz 6= 0 y Im
((

fzz
fz
− 2ffz

1+|f |2

)
z

)
= 0.

Como V = |Φ|2ψH, el vector V es cero si y sólo si ψ = 0 o H = 0. Para una
superficie regular, ψ 6= 0, por lo tanto,

H = 0⇔ V = 0⇔ fz = 0.

Por lo tanto, el primer caso se cumple en los puntos de S donde la curvatura
media es cero y el otro caso se cumple cuando la curvatura media es distinta
de cero. Ahora formulamos el teorema de existencia, teorema 5, en términos
de la aplicación de Gauss clásica en R3

Teorema 11. Sea S0 una superficie de Riemann simplemente conexa y sea
g : S0 → S2 una aplicación suave de S0 en la esfera unitaria en R3.
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Caso 1: Si |F ||dz| ≡ 0 en S0 y si S0 es no compacta entonces existe una
superficie mı́nima definida por una inmersión conforme X : S0 → S ⊂ R3

tal que g = G ◦X donde G : S → S2 es la aplicación de Gauss de S.
Caso 2: Si |F ||dz| nunca es cero en S0 entonces existe una inmersión con-
forme X : S0 → S ⊂ R3 tal que g = G◦X donde G : S → S2 es la aplicación
de Gauss de S si y sólo si

Im(T |dz|2) = 0. (18)

Demostración. Por el teorema 10, la condición (11) del teorema 3 toma la
forma de la ecuación Im(T |dz|2) ≡ 0. Por el lema 8, la condición (10) del
teorema 3 siempre se cumple en R3. Por lo tanto el teorema de existencia en
Rn, teorema 5, se reduce al teorema 11 en el caso de R3. �

3.3. Representación de Kenmotsu

El enfoque de Kenmotsu fue trabajar con la aplicación de Gauss y con la
función de curvatura media para obtener una ecuación que las relaciona y
que sirve como condición de integrabilidad para la existencia de una super-
ficie con aplicación de Gauss y curvatura media dadas.

Dada una aplicación g : S0 → S2 y una función h : S0 → R, si representamos
a g por una función compleja w = f(z), entonces la ecuación de Kenmotsu
está dada por

h

(
fzz −

2ffzfz
1 + |f |2

)
= hzfz.

En los puntos donde fz 6= 0 y h 6= 0, podemos escribir esta ecuación como

S(f) = (logh)z

y por lo tanto
T (f) = (logh)zz.

Aśı, tenemos Im(T (f)) = 0 que es la condición del segundo caso del teorema
11.

Sea H el vector de curvatura media de una superficie en R3 en la forma
H = hN donde N es el vector normal unitario y h es el escalar de la curvatura
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media. Comparando (17) y (6) tenemos que

|Φ|2ψh = −2fz.

Y considerando (15) tenemos |Φ2| = 2(1 + |f |2)2. Por lo tanto,

ψh = − fz
(1 + |f |2)2

.

En particular, si h 6= 0, se puede expresar a ψ expĺıcitamente como:

ψ = − f z
h(1 + |f |2)2

. (19)

Entonces si h y f satisfacen la ecuación de Kenmotsu, la condición de inte-
grabilidad (18) se satisface y por el teorema de existencia general, teorema 5,
existe una superficie definida por una inmersión conforme X : S0 → S ⊂ R3

tal que
∂X

∂z
= ψΦ =

−f z
h(1 + |f |2)2

(1− f 2, i(1 + f 2), 2f).

Como ψ = − fz
h(1+|f |2)2

, entonces las diferenciales

ω1 = Re(ψ(1− f 2)dz) ω2 = Re(iψ(1 + f 2)dz) ω3 = Re(2ψfdz)

son cerradas y podemos definir una superficie S por

X =

(∫
ω1,

∫
ω2,

∫
ω3

)
.

Esta es la representación de Kenmotsu, es una representación análoga a la
representación de Weierstrass para superficies mı́nimas. Por el teorema ge-
neral de unicidad, si h 6= 0, entonces la superficie S está determinada, salvo
traslaciones y homotecias, por la aplicación de Gauss y la función de cur-
vatura media h está determinada salvo por un factor constante distinto de
cero.

3.4. Invariantes

Como se hizo en [8], se pueden encontrar los invariantes de segundo orden de
superficies en R3 descritas con la representación de Enneper-Weierstrass en
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términos de la aplicación de Gauss f de la superficie.

Primero calculamos los coeficientes de la primera forma fundamental. Como
es una inmersión isotérmica,

E = G =
λ2

2
y F = 0.

Y calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental,

l = −4Re(ψ(fz + fz)),

m = 4Im(ψ(fz − fz)),
n = −4Re(ψ(fz − fz)).

Con ellos, calculamos la curvatura gaussiana y la curvatura media.

K =
4

λ2
(|F |2 − |F̂ |2) y H = − 4

λ2
(1 + |f |2)Re(ψF ).

Finalmente, encontramos la ecuación de ĺıneas asintóticas,

ψF̂dz2 + ψFdzdz + ψF̂dz2 = 0.

4. Superficies orientadas en R4

Para superficies en R4, la grassmanniana tiene una estructura riemanniana
como el producto de dos esferas de radio 1√

2
y la aplicación de Gauss G de la

superficie induce una aplicación de la superficie de Riemann S0 en el producto
de esferas, g. La aplicación g se puede representar por un par de aplicacio-
nes gk : S0 → Sk. En esta sección vemos la forma que toman los resultados
anteriores cuando nos enfocamos en el caso de R4 y estudiamos algunos re-
sultados adicionales sobre los invariantes de segundo orden de superficies en
R4.

4.1. Aplicación de Gauss

Ya sabemos que podemos identificar a la grassmanniana de planos en R4

con una cuádrica Q2 ⊂ CP 3. Por otro lado, la grassmanniana G2,4 se puede
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ver representada como el producto de dos esferas. Este hecho nos permite
expresar los resultados de una manera particularmente útil.

La aplicación φ : C2 → C4 \ {0} definida por

φ : (w1, w2) 7→ (1 + w1w2, i(1− w1w2), w1 − w2,−i(w1 + w2))

satisface φ2 =
∑4

k=1 φ
2
k = 0. Por lo tanto, [φ] toma valores en Q2 y es un

biholomorfismo de C× C en Q2.

Si consideramos (w1, w2) ∈ C× C como coordenadas homogéneas en CP1 ×
CP1 el biholomorfismo [φ] se extiende a un biholomorfismo de CP1 × CP1

en Q2. Si consideramos a CP3 con la métrica de Fubini-Study (pág. 7, [10])
de curvatura holomorfa 2, la métrica inducida en Q2 se puede expresar en
términos de (w1, w2) como

ds2 =
2|dw1|2

(1 + |w1|2)2
+

2|dw2|2

(1 + |w2|2)2
.

Aśı podemos concluir que Q2 es el producto de dos esferas de curvatura gaus-
siana igual a 2, [1].

Ahora usamos los resultados obtenidos anteriormente para encontrar las con-
diciones necesarias para la aplicación de Gauss de una superficie orientada
inmersa en R4 de forma expĺıcita.

Sea S ⊂ R4 una superficie cuya aplicación de Gauss está dada por G : S →
Q2. Describimos a Q2 como Q2 = S1×S2 donde cada Sk es la esfera de radio
1/
√

2. Denotamos πk la proyección de Q2 a Sk para k = 1, 2.

Vemos que si G es la aplicación de Gauss, podemos expresar G en términos
de un parámetro local conforme z en S por las funciones f1(z) = w1 y
f2(z) = w2. Podemos escribir G(z) = [Φ(z)] donde

Φ(z) = φ(f1(z), f2(z))

= (1 + f1(z)f2(z), i(1− f1(z)f2(z)), f1(z)− f2(z), i(f1(z) + f2(z))).
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Análogamente a como lo hicimos en nuestra discusión de superficies en R3,
definimos

Fi =
(f1)z

1 + |fi|2
F̂i =

(f1)z
1 + |fi|2

, para i = 1, 2 (20)

y donde (fi)z 6= 0,

Ti = [(fi)zz/(fi)z − 2f iF̂i]z, para i = 1, 2.

4.2. Teorema de existencia

Teorema 12. Sea S una superficie orientada inmersa en R4 cuya aplica-
ción de Gauss G está dada localmente por G(z) = [Φ(z)] con las funciones
f1(z), f2(z), donde z es un parámetro local conforme en S. Entonces

|F1| ≡ |F2|

y cuando (f1)z 6= 0 y (f2)z 6= 0,

Im(T1 + T2) = 0.
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Demostración. La demostración consiste en expresar a η y a V para el ca-
so de R4 en términos de fj y Fj y a partir de esas expresiones ver que la
condición V (z) = eiα(z)R(z) donde R(z) es un vector real (condición (10)
del teorema 3) es equivalente a la ecuación |F1| ≡ |F2| y que la condición
αzz = Im(ηz) (condición (11) del teorema 3) es equivalente a Im(T1+T2) = 0.
Demostrar la equivalencia de la condición V (z) = eiα(z)R(z) donde R(z) es
un vector real y la ecuación |F1| ≡ |F2| se hace en tres partes. Primero vemos
que V (z) = eiα(z)R(z) donde R(z) es un vector real se cumple si y sólo si la
matriz V TV es una matriz real. Después vemos que V TV es una matriz real
si y sólo si se satisface la ecuación (24). Finalmente se ve que esa ecuación
es equivalente a pedir que |F1| ≡ |F2|

Primero expresamos la función η = Φz ·Φ/|Φ|2 y la función V = Φz − ηΦ en
términos de las funciones fj y Fj. Como

Φz = (f1)z(f2,−if2, 1,−i) + (f2)z(f1,−if1,−1,−i)

y
|Φ|2 = 2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2),

entonces
η = f1F1 + f2F2. (21)

Ahora definimos el campo de marcos

A = (f2 − f1,−i(f2 + f1), 1 + f1f2,−i(1− f1f2)). (22)

y verificamos que
V = F1A− F2A.

Este campo de marcos tiene un significado geométrico importante que se verá
más adelante en la observación 1. Vemos que A · A ≡ 0 y

|A|2 = 2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2) = |Φ|.

Por lo tanto, A no puede ser cero nunca.
Haciendo V = (V1, ..., V4) y A = (A1, ...A4), calculamos

VjVk = (F1Aj − F2Aj)(F1Ak − F2Ak)

= |F1|2AjAk + |F2|2AjAk − 2Re(F1F2AjAk)

= (|F1|2 + |F2|2)Re(AjAk)− 2Re(F1F2AjAk) + i(|F1|2 − |F2|2)Im(AjAk).
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Por lo tanto,

|V |2 =
4∑
j=1

VjVj = (|F1|2 + |F2|2)|A|2

= 2(|F1|2 + |F2|2)(1 + |f1|2)(1 + |f2|2)

= 2(|F1|2 + |F2|2)|Φ|2. (23)

Aśı, concluimos que V (z) = 0 si y sólo si F1(z) = F2(z) = 0 o equivalente-
mente (f1)z(z) = (f2)z(z) = 0. En particular, cuando V (z) 6= 0, la condición
V (z) = eiα(z)R(z) donde R(z) es un vector real es equivalente a pedir que
la matriz hermitiana de 4 × 4, V TV , sea una matriz real. Las componentes
VjVk son reales si y sólo si

(|F1|2 − |F2|2)Im(AjAk) = 0 j, k = 1, ..., 4. (24)

Claramente |F1| ≡ |F2| implica (24). Para probar que (24) implica |F1| ≡ |F2|
suponemos que |F1| 6= |F2| en algún punto z0 ∈ D donde V (z0) 6= 0. Entonces,
como V TV es una matriz hermitiana simétrica, en z0 (24) es equivalente a
las seis ecuaciones

Im(Aj(z0)Ak(z0)) = 0 1 ≤ j < k ≤ 4. (25)

Ahora usamos la definición de A para mostrar que (25) no es posible. Por la
definición de A tenemos que

Im(A1A2) = |f2|2 − |f1|2, Im(A3A4) = 1− |f1|2|f2|2.

Por lo tanto, (25) implica que

|f1(z0)| = |f2(z0)| = 1.

Aśı, podemos escribir las otras cuatro ecuaciones de (25),

Im(A1A3) = 2Im(f1 + f2) = 0

Im(A1A4) = 2Re(f2 − f1) = 0

Im(A2A3) = −2Re(f1 + f2) = 0

Im(A2A4) = 2Im(f2 − f1) = 0 en z0
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Pero esto implica que f1(z0) + f2(z0) = f2(z0)− f1(z0) = 0. Esto contradice
|f1(z0)| = |f2(z0)| = 1. Aśı, concluimos que (24) implica |F1| ≡ |F2| y por lo
tanto son equivalentes cuando V (z) = 0.

Para demostrar la segunda parte del teorema, encontramos una expresión pa-
ra el argumento de V . Cuando V (z) 6= 0 podemos escribir V (z) = eiα(z)R(z)
donde R(z) es un vector real distinto de cero. Como V = F1A − F2A y
|F1| ≡ |F2| entonces

F1F2V = |F1|2F2A− |F2|2F1A = |F1|2(F2A− F1A) = −|F1|2V .

Como estamos suponiendo que V 6= 0, tenemos alguna componente Vj de V
distinta de cero que satisface

F1F2Vj = |F1|2Vj.

Entonces argVj = α (modπ). También sabemos que V 6= 0 implica F1 6= 0 y
F2 6= 0. Como arg(Fk) = arg(fk)z, k = 1, 2 entonces

−(arg(f1)z)− (arg(f2)z) + α = −α (mod π)

o

α =
1

2
((arg(f1)z) + (arg(f2)z)) (mod

π

2
).

Por lo tanto,

αzz =
1

2
(Im(log(f1)z) + Im(log(f2)z))zz

=
1

2
Im

((
(f1)zz
(f1)z

)
z

+

(
(f2)zz
(f2)z

)
z

)
=

1

2
Im(T1 + T2) + Im((f1F̂1)z + (f2F2)z).

Por otro lado,
(fkF̂k)z − (fkFk)z = |F̂k|2 − |Fk|2, (26)

por lo tanto
Im((fkF̂k)z) = Im((fkFk)z), k = 1, 2.

Finalmente, como η = f1F1 + f2F2,

Im(ηz) = Im((f1F1)z + (f2F2)z).
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Aśı, obtenemos que

αzz − Im(ηz) =
1

2
Im(T1 + T2).

Pero nuestra condición de integrabilidad básica (11) nos dice que el lado
izquierdo de la ecuación es cero. Por lo tanto, vemos que para superficies en
R4, la condición αzz = Im(ηz) se reduce a 1

2
Im(T1 + T2) = 0.

�

A partir de este teorema se pueden encontrar ejemplos de aplicaciones en la
grassmanniana que no pueden ser aplicaciones de Gauss de ninguna superfi-
cie inmersa conformemente en R4. Por ejemplo, si f1(z) y f2(z) son funciones
holomorfas no constantes entonces |F1| 6= |F2|.

Ahora nos enfocamos en la pregunta sobre si las condiciones necesarias del
teorema 3 para que una aplicación Φ sea aplicación de Gauss son también sufi-
cientes. Notamos que la ecuación V (z) = eiα(z)R(z) se debe satisfacer siempre
y que es trivial cuando V = 0, mientras que la ecuación αzz = Im(ηz) sólo
tiene sentido en el conjunto donde V 6= 0.

Teorema 13. Sea S0 una superficie de Riemann simplemente conexa y sea
G : S0 → Q2 una aplicación en la cuádrica compleja. Representamos G
localmente por un par de funciones complejas f1(z), f2(z) a través de Ḡ(z) =
[φ(z)] = [ϕ(f1(z), f2(z))]. Entonces tenemos las siguientes posibilidades:
Caso1. Si F1 = F2 = 0 y S0 no es compacta, entonces G es la aplicación de
Gauss de una superficie mı́nima S en R4.
Caso2. Si F1 y F2 nunca son cero, entonces G es la aplicación de Gauss de
una superficie S en R4 dada por una inmersión conforme de S0 si y sólo si

| F1 |≡| F2 | y Im(T1 + T2) ≡ 0.

Más aún, S es determinada únicamente módulo traslaciones y homotecias en
R4.

Demostración. Para el caso 1, observamos que, por (23), |V |2 = (|F1|2 +
|F2|2)|Φ|2, entonces V = 0 si y sólo si F1 = F2 = 0 y por lo tanto este
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caso se reduce al caso 1 del teorema 5. Como se cumple que S0 no es com-
pacta entonces G es la aplicación de Gauss de una superficie mı́nima S en R4.

Para el caso 2, las ecuaciones

| F1 |≡| F2 | y Im(T1 + T2) ≡ 0

son las condiciones del teorema 12 que, como se vio en la demostración de
ese teorema, son equivalentes a las condiciones (10) y (11) del teorema 3. Por
lo tanto, la existencia de S se sigue del caso 2 del teorema 5. La afirmación
sobre la unicidad se sigue del teorema 4.

�

4.3. Curvaturas totales

El siguiente objetivo es relacionar propiedades anaĺıticas de las componentes
de la aplicación de Gauss, f1 y f2, con propiedades geométricas de la superfi-
cie S. En esta sección interpretaremos el significado geométrico del campo A
y encontramos expresiones expĺıcitas para tres de los invariantes geométricos
de superficies en R4 siguiendo los pasos de Osserman y Hoffman en [3]. Fi-
nalmente encontramos expresiones para las curvaturas totales de superficies
en R4 en términos del grado de la aplicación de Gauss.

Observación 1. El campo vectorial

A = (f2 − f1,−i(f2 + f1), 1 + f1f2,−i(1− f1f2))

tiene un significado geométrico importante en varias aplicaciones. En la prue-
ba del teorema 12 se vió que A cumple

A · A = 0 y |A|2 = |Φ|2

donde Φ está dada por

Φ(z) = (1+f1(z)f2(z), i(1−f1(z)f2(z)), f1(z)−f2(z), i(f1(z)+f2(z))). (27)

Además, se puede ver que A · Φ = Φ · A = 0. Por lo tanto, Re(A) y Im(A)
son normales al plano generado por {Re(Φ), Im(Φ)} que es el plano tangente
a S. Combinando estos hechos, concluimos que

e3 =
Re(A)

||A||
, e4 =

Im(A)

||A||
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forman un marco del haz normal a S.

Definimos

e1 =
Re(Φ)

||Φ||
, e2 =

Im(Φ)

||Φ||
y concluimos el siguiente resultado.

Proposición 14. Sea S una superficie en R4, definimos la aplicación de
Gauss G de S por G(z) = [Φ(z)] donde Φ está definida por (27) en términos
de las funciones complejas f1 y f2. Si definimos el vector A por (22) Entonces
en cualquier dominio de S donde f1, f2 son finitas, tenemos el campo de
marcos adaptados {e1, e2, e3, e4} dado por

e1 =
Re(Φ)

||Φ||
, e2 =

Im(Φ)

||Φ||
, e3 =

Re(A)

||A||
, e4 =

Im(A)

||A||
.

Observación 2. A partir de la definición de A en (22) podemos ver que

1

f2

A =

(
1− 1

f2

f1, i

(
1 +

1

f2

f1

)
, f1 +

1

f2

,−i
(
f1 −

1

f2

))
.

Comparando con la definición de Φ en (27),

Φ = (1 + f1f2, i(1− f1f2), f1 − f2, i(f1 + f2)),

podemos ver que 1
f2
A se puede obtener a partir de Φ dejando a f1 igual y

remplazando a f2 por − 1
f2

. Podemos ver a [A] como un punto en CP 3 que está

en la cuádrica Q2, y por lo tanto corresponde a un 2-plano en R4. Sabemos
que los vectores e3 y e4 son normales al plano definido por {Re(Φ), Im(Φ)}.
Por lo tanto, la aplicación

(w1, w2) 7→
(
w1,−

1

w2

)
de S1×S2 en S1×S2 que es la identidad en S1 y la aplicación ant́ıpoda en S2,
vista como una aplicación de la grassmanniana en la grassmaniana manda a
cada plano orientado Π en el plano ortogonal orientado positivamente Π⊥.
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Recordando la notación del caṕıtulo 1 podemos encontrar una expresión pa-
ra el cuadrado de la norma del vector de curvatura media en términos de la
aplicación de Gauss y de la función λ de la siguiente manera.

Sea S definida localmente por X(z), con z un parámetro conforme. Entonces
la métrica en S es de la forma ds2 = λ2|dz|2, donde λ2 = 2|Xz|2. Por otro
lado, Xz = ψΦ para alguna función compleja ψ distinta de cero. Aśı

λ2 = 2|ψ|2|Φ|2.

Como |Φ|2 = 2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2), entonces

λ2 = 4|ψ|2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2). (28)

Como V = |Φ|2ψH, entonces

|H|2 =
|V |2

|ψ|2|Φ|4

y como |V |2 = (|F1|2 + |F2|2)|Φ|2, entonces

|H|2 =
|F1|2 + |F2|2

|ψ|2|Φ|2
=

2(|F1|2 + |F2|2)

λ2
.

Ahora, buscamos una expresión para el jacobiano de las proyecciones de la
aplicación de Gauss G, gk de la superficie en la esfera Sk en términos de las
funciones fk. A partir de esta expresión vamos a encontrar fórmulas para la
curvatura normal y la curvatura gaussiana de la superficie.

Sea f(z) = w una función compleja, entonces su jacobiano es Jf = |fz|2 −
|fz|2. Por lo tanto el jacobiano de fk es Jfk = |(fk)z|2−|(fk)z|2 para k = 1, 2.

Sea gk la aplicación de S en Sk, donde Sk es la esfera de radio 1√
2
, definida

por gk = πk ◦ G donde πk : Q2 → Sk es la proyección de las cuádricas en la
esfera Sk y G es la aplicación de Gauss de la superficie S.

Sea Jk el Jacobiano de gk, entonces

Jk = − 2

λ2

(
1

1 + |fk|2

)2

Jfk =
2

λ2
(| Fk |2 − | F̂k |2). (29)

36



El cambio de signo surge porque la proyección estereográfica invierte la orien-
tación usual de la esfera, el término 1/λ2 corresponde al jacobiano de la pa-
rametrización conforme de la superficie y el término 2

(1+|fk|2)2
corresponde al

jacobiano de la parametrización conforme de la esfera Sk.

Proposición 15. Sea S una superficie en R4. La curvatura de Gauss K y la
curvatura normal KN de S están dadas por las fórmulas:

K = J1 + J2

KN = J1 − J2.

Demostración. La ecuación K = J1 + J2 se puede deducir de la fórmula
para curvatura gaussiana en términos de parámetros isotérmicos ((9.5) en
[7]),

K = − 2

λ2
(logλ2)zz.
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Por (28) tenemos que λ2 = 4|ψ|2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2). Por lo tanto,

K = − 2

λ2
(log(4|ψ|2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2)))zz

= − 2

λ2
(log4 + logψ + logψ + log(1 + |f1|2) + log(1 + |f2|2))zz

= − 2

λ2

(
(logψ)zz + (logψ)zz +

(
(f1)zf1 + f1(f1)z

1 + |f1|2

)
z

+

(
(f2)zf2 + f2(f2)z

1 + |f2|2

)
z

)
usando la definición de Fi y F̂i en (20),

= − 2

λ2

(
(logψ)zz + (logψ)zz +

(
f1F̂1 + f1F1

)
z

+
(
f2F̂2 + f2F2

)
z

)
= − 2

λ2

(
(logψ)zz + (logψ)zz +

(
f1F̂1 + f2F̂2

)
z

+
(
f1F1 + f2F2

)
z

)
por (12) tenemos que η = −(logψ)z, por lo tanto η = −(logψ)z y por (21)
tenemos que η = f1F1 + f2F2 y por lo tanto, η = f1F1 + f2F2 entonces

= − 2

λ2

(
−ηz − ηz +

(
f1F̂1 + f2F̂2

)
z

+ ηz

)
= − 2

λ2

(
−ηz +

(
f1F̂1 + f2F̂2

)
z

)
= − 2

λ2

(
−
(
f1F1 + f2F2

)
z

+
(
f1F̂1 + f2F̂2

)
z

)
= − 2

λ2

(
−
(
f1F1

)
z
−
(
f2F2

)
z

+
(
f1F̂1

)
z

+
(
f2F̂2

)
z

)
por (26) tenemos que (fkF̂k)z − (fkFk)z = |F̂k|2 − |Fk|2,

=
2

λ2

(
|F1|2 − |F̂1|2 + |F2|2 − |F̂2|2

)
por (29)

= J1 + J2.

La ecuación de la curvatura normal se puede obtener observando lo siguiente.
Dado un campo de marcos orientados {e3, e4} del haz normal a la superficie
S, si ω3, ω4 son las 1-formas duales en S, definimos la forma de conexión ω3,4

del haz normal como ω3,4(ν) = 〈∇N
ν e3, e4〉 para cualquier vector tangente ν.
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Como la conexión ∇N en el haz normal es simplemente la proyección en el
espacio normal a S de la conexión estándar ∇ en R4, entonces

ω3,4(ν) = (∇νe3) · e4

en términos del producto punto en R4. Aśı, para cualquier marco ortonormal
orientado {e1, e2} en el espacio tangente de S,

KN = −dω3,4(e1, e2).

Análogamente K = −dω1,2(e3, e4) donde ω1,2(ν) = (∇νe3)·e4. Como notamos
en la observación 2, podemos obtener e3, e4 de e2, e2 remplazando f2 por − 1

f2
.

Como la aplicación f2 7→ − 1
f2

corresponde a la aplicación ant́ıpoda en la

esfera S2, que es una isometŕıa que invierte orientación con jacobiano −1 en
todos los puntos, entonces a partir de K = J1 + J2 obtenemos que

KN = J1 − J2.

�

Como consecuencia inmediata de la proposición anterior tenemos un teorema
para superficies compactas que utiliza la definición del grado de una función
entre superficies.

Definición 1. Si f : S → S ′ es una aplicación diferenciable entre superficies
orientadas compactas, el grado de f es degf = 1

A(S′)

∫
S
Jf , donde A(S ′) es el

área de S ′.

Teorema 16. Sea S una superficie compacta y orientada en R4. Entonces
la curvatura total está dada por:∫

S

KdA =

∫
S

J1dA+

∫
S

J2dA = 2π(d1 + d2),

donde dj es el grado de la aplicación gj, y la curvatura normal total está dada
por la diferencia de áreas:∫

S

KNdA =

∫
S

J1dA−
∫
S

J2dA = 2π(d1 − d2).

Más aún, si
∫
S
KNdA = 0, entonces

d1 = d2 = χ(S)/2

donde χ(S) denota a la caracteŕıstica de Euler de S.
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Demostración. Como K = J1 + J2 entonces∫
S

KdA =

∫
S

J1dA+

∫
S

J2dA

donde Jk es el jacobiano de gk : S → Sk. Como A(Sk) = 2π entonces el grado
de gk es dk = 1

2π

∫
S
Jk. Por lo tanto,∫

S

J1dA+

∫
S

J2dA = 2π(d1 + d2).

Análogamente para
∫
S
KNdA. �

Lema 17. Para una superficie S en R4, las siguientes son equivalentes:

1. KN = 0,

2. J1 = J2,

3. K = 2J1,

4. |F̂1| = |F̂2|.

Demostración. Como KN = J1 − J2 entonces KN = 0 si y sólo si J1 = J2.
Por lo tanto 1 es equivalente a 2.

Como K = J1 + J2 entonces J1 = J2 si y sólo si K = 2J1. Por lo tanto 2 es
equivalente a 3.

Como Jk = 2
λ2

(|Fk|2 − |F̂k|2) y |F1| = |F2| entonces

J1 = J2 ⇐⇒
2

λ2
(|F1|2 − |F̂1|2) =

2

λ2
(|F2|2 − |F̂2|2) ⇐⇒ |F̂1| = |F̂2|.

Por lo tanto, 2 es equivalente a 4. �
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4.4. Invariantes

La geometŕıa de segundo orden de superficies inmersas en R4 se estudia
a profundidad en [11], [12] y [13]. Sea X : R2 → R4 una inmersión. Los
coeficientes de la primera forma fundamental están definidos como

E = Xu ·Xu, F = Xu ·Xv, G = Xv ·Xv

Una inmersión es isotérmica si y sólo si E = G y F = 0.

Denotamos a la segunda forma fundamental en un punto p por

IIp : TpR2 → NpR2.

Si {ν1, ν2} es una familia de vectores reales ortonormales, normales a la in-
mersión, entonces los coeficientes de la segunda forma fundamental νi se
definen como

ei = Xuu · νi, fi = Xuv · νi, gi = Xvv · νi.

Little estudia los invariantes de superficies en R4. Los invariantes son la cur-
vatura gaussiana K, la curvatura normal KN , el cuadrado de la norma del
vector de curvatura media |H|2 y el resultante ∆. En el caso de superficies pa-
rametrizadas con coordenadas isotérmicas, los invariantes se pueden expresar
en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental, consideran-
do E = G y F = 0, y los coeficientes de la segunda forma fundamental,
e1, f1, g1, e2, f2, g2, de la siguiente manera:

K =
e1g1 − f 2

1 + e2g2 − f 2
2

E2
, (30)

KN =
1

(E2)3/2

∣∣∣∣∣∣
E 0 E
e1 f1 g1

e2 f2 g2

∣∣∣∣∣∣ , (31)

|H|2 =

(
Eg1 − 2Ff1 +Ge1

E2

)2

+

(
Eg2 − 2Ff2 +Ge2

E2

)2

y (32)
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∆ =
1

4E4

∣∣∣∣∣∣∣∣
e1 2f1 g1 0
e2 2f2 g2 0
0 e1 2f1 g1

0 e2 2f2 g2

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (33)

A partir de la inmersión en términos de la aplicación de Gauss que hemos
estudiado, podemos encontrar los coeficientes de la primera y segunda formas
fundamentales y encontrar los invariantes de las superficies en R4 en términos
de su aplicación de Gauss.

Tenemos que la inmersión X : S0 → R4 satisface

Xz = ψΦ

donde Φ está dada en (27) por

Φ = (1 + f1f2, i(1− f1f2), f1 − f2, i(f1 + f2)).

Además, sabemos que{
Re(Φ)

||Φ||
,
Im(Φ)

||Φ||
,
Re(A)

||A||
,
Im(A)

||A||

}
forma un marco ortonormal a la superficie. Donde A está definida en (22)
como

A = (f2 − f1,−i(f2 + f1), 1 + f1f2,−i(1− f1f2)).

Para facilitar la notación, definimos

Φ̂ =

(
1√

2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2)

)
Φ

y

N =

(
1√

2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2)

)
A

Observamos que {Re(Φ̂), Im(Φ̂)}, también es una base del plano tangente
de la superficie y que {Re(N), Im(N)} es una base del plano normal a la
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superficie.

Como Xz = ψΦ, entonces si

ψ̂ =
√

2(1 + |f1|2)(1 + |f2|2)ψ,

tenemos que
Xz = ψ̂Φ̂.

Ahora, podemos calcular los coeficientes de la primera forma fundamental en
coordenadas complejas como lo hace [14].

g11 =< Xz, Xz >= |ψ̂|2, g12 =< Xz, Xz >= 0,

g21 =< Xz, Xz >= 0, g22 =< Xz̄, Xz̄ >= |ψ̂|2.
(34)

Usando que Xz = 1
2
(Xx − iXy) y Xz̄ = 1

2
(Xx + iXy) podemos obtener los

coeficientes de la primera forma fundamental en coordenadas reales.

E = 2g11 = 2|ψ̂|2

F = 0 (35)

G = 2g11 = 2|ψ̂|2

El determinante de la matriz de coeficientes es EG− F 2 = E2 = 4|ψ̂|4.

También podemos encontrar los coeficientes de la segunda forma funda-
mental. Para esto, primero encontramos las derivadas parciales del marco
{Re(Φ̂), Im(Φ̂), Re(N), Im(N)}.

Φ̂z = 1
2
(M1 +M2)Φ̂ +F̂1N −F̂2N,

Φ̂z̄ = −1
2
(M1 +M2)Φ̂ +F1N −F2N,

Nz = −F1Φ̂ +F̂2Φ̂ −1
2
(M1 −M2)N ,

Nz̄ = −F̂1Φ̂ +F2Φ̂ +1
2
(M1 −M2)N ,

(36)

donde

Mi :=
fi fiz − fi fiz

1 + |fi|2
= fiF̂i − fiF i, para i = 1, 2. (37)
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Ahora calculamos los coeficientes de la segunda forma fundamental en coor-
denadas complejas.

m11 = 〈Xzz, A〉 = ψ̂F̂1, m12 = 〈Xzz̄, A〉 = ψ̂F1,

m21 = 〈Xz̄z, A〉 = −ψ̂F2, m22 = 〈Xz̄z̄, A〉 = −ψ̂F̂2.
(38)

Y en coordenadas reales

e1 = 1√
2

(
ψ̂(F1 − F2 + F̂1 − F̂2) + ψ̂(F1 − F2 + F̂1 − F̂2)

)
,

f1 = i√
2

(
ψ̂(F̂1 − F̂2)− ψ̂(F̂1 − F̂2

)
,

g1 = 1√
2

(
ψ̂(F1 − F2 − F̂1 + F̂2) + ψ̂(F1 − F2 − F̂1 + F̂2)

)
,

e2 = i√
2

(
ψ̂(F1 + F2 + F̂1 + F̂2)− ψ̂(F1 + F2 + F̂1 + F̂2)

)
,

f2 = − 1√
2

(
ψ̂(F̂1 + F̂2) + ψ̂(F̂1 + F̂2

)
,

g2 = i√
2

(
ψ̂(F1 + F2 − F̂1 − F̂2)− ψ̂(F1 + F2 − F̂1 − F̂2)

)
.

(39)

Sustituyendo los valores de los coeficientes de la primera y segunda formas
fundamentales (35) y (39) en las fórmulas de los invariantes (30), (31), (32)
y (33), podemos obtener los invariantes de una superficie inmersa en R4 en
términos de su aplicación de Gauss.

K =
2

λ2
(|F1|2 + |F2|2 − |F̂1|2 − |F̂2|2),

KN =
2

λ2
(|F̂2|2 − |F̂1|2),

|H|2 =
2

λ2
(|F1|2 + |F2|2),

∆ =

(
KN

2

)2

− 4

λ4
|F1F̂2 − F2F̂1|2

=
4

λ4

(
|F̂2|2 − |F̂1|2 − |F1F̂2 − F2F̂1|2

)
.
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Finalmente, usando que las ĺıneas asintóticas de una superficie S se pueden
definir en términos de los coeficientes de la segunda forma fundamental como
las soluciones de la siguiente ecuación diferencial,∣∣∣∣∣∣

du2 −dudv dv2

e1 f1 g1

e2 f2 g2

∣∣∣∣∣∣ = 0

podemos encontrar la expresión de las ĺıneas asintóticas de una superficie S
en R4 en términos de su aplicación de Gauss.

(F1F̂1 + F1F̂1 − F2F̂2 − F2F̂2)du2

+ 2i(F1F̂1 − F̂1F1 − F2F̂2 + F2F̂2)dudv

− (F1F̂1 + F1F̂1 − F2F̂2 − F2F̂2)dv2 = 0.
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