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Resumen

En los dltimos anos un tema de gran interés en Fisica Estadistica ha sido el de materia activa,
el cual comprende sistemas de escala macroscépica y microscépica capaces de extraer energia de su
entorno para convertirla en energia cinética de autopropulsién; debido a esta caracteristica, dichos
sistemas se encuentran fuera de equilibrio termodindmico, por lo que se han ido creando diversos
modelos de particulas a fin de conocer mas sobre su comportamiento y propiedades interesantes.
Uno de éstos es el modelo de particulas activas “run-and-tumble”, que predice la dindmica de micro-
organismos bacterianos autopropulsados con patrones caracteristicos de nado en un medio acuoso;
establece que cada particula se mueve en una direccién determinada a lo largo de una longitud de
persistencia (run), antes de que realice un cambio repentino de direccién (tumble). A rafz de que
los cambios de direccién se dan aleatoriamente, el modelo describe formalmente la trayectoria como
una caminata aleatoria, pudiendo conocer de esta tltima su distribucion de probabilidad. El caso
elemental en nuestro proyecto se desarrolla en una dimensién y consiste en el confinamiento de un
ensamble de este tipo de particulas a causa de un potencial armonico, considerando los efectos de
las fluctuaciones térmicas debidas al medio.

La meta principal es poder conocer la difusién de particulas del sistema de interés, a partir de
la deduccién analitica de su distribuciéon de probabilidad. Para una mejor discusion e interpretacion
de los resultados obtenidos de este analisis, se procede a analizar cuatro casos més simples; estos
corresponden al confinamiento por paredes rigidas y al confinamiento por un potencial arménico,
ambos empleados para un ensamble de particulas Brownianas y para un ensamble de particulas
“run-and-tumble”; en los dos casos de confinamiento para las particulas activas primero se despre-
cia el efecto de las fluctuaciones térmicas, obteniéndose los resultados presentes en la literatura. En
segunda instancia se presenta un analisis exhaustivo de la distribucion a diferentes parametros y en
ciertos regimenes interesantes ya considerando el efecto de las fluctuaciones térmicas, estableciendo
una analogia entre la difusién térmica, la contribuciéon del potencial externo y la actividad de las
particulas, donde se pudo obtener que, al considerar este factor de las fluctuaciones, la fuerza debida
al potencial pierde contribucién y el desplazamiento de las particulas se rige mayormente por este
aumento de energia en el sistema a pesar de seguir habiendo actividad. Estos resultados motivan
una segunda meta que consiste en un mapeo del ensamble del caso principal con el fin de obtener
una temperatura efectiva como medida de no equilibrio; este desarrollo surge de suponer que el



sistema se trata de un ensamble de particulas pasivas confinadas por el potencial y sumergidas
en un bano térmico no homogéneo originado por la actividad y el efecto de las fluctuaciones; los
perfiles de temperatura obtenidos brindan una descripcién consistente con el comportamiento de las
particulas en todo el espacio unidimensional y en ciertos casos limites se recupera lo ya encontrado
en la literatura. Estos resultados obtenidos de ambos objetivos pueden brindar gran herramienta en
el andlisis de este tipo de sistemas ya que, a pesar de no haberse obtenido resultados experimentales
de particulas “run-and-tumble” confinadas por una trampa armonica considerandose los efectos de
las fluctuaciones térmicas, se han hecho experimentos con bacterias E.coli (cuya trayectoria puede
ser descrita por el modelo “run-and-tumble”) confinadas por paredes rigidas o potenciales de atra-
pamiento donde podria considerarse la difusién térmica y contrastar lo obtenido con lo presentado
en este trabajo.
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Introduccion

El presente proyecto de investigacién aborda un tema de gran interés en el campo de estudio de
la materia activa, el cual consiste en un conjunto de particulas activas “run-and-tumble” confinadas
por un potencial arménico, considerandose el efecto de las fluctuaciones térmicas debidas al medio
en el que se encuentran sumergidas. Su relevancia radica en el hecho de ser el primer trabajo que
considera este tipo de particulas confinadas por una trampa armoénica y tomando en cuenta la di-
fusién térmica, a pesar de que ya se han estudiado distintos casos de confinamiento de este tipo de
particulas sin considerar los efectos de las fluctuaciones térmicas o considerandose pero para otros
tipos de confinamiento que no tienen que ver con un potencial armoénico, por lo que el sistema a ana-
lizar es una pieza clave que complementa todo el desarrollo de investigacion de este tipo de materia
sujeta a diversas condiciones. Cabe resaltar que es muy importante tomar en cuenta el efecto de las
fluctuaciones ya que nuestro sistema a analizar se encuentra a una escala microscépica en la cual
adquieren relevancia y, como bien sabemos, la ciencia tiene como objetivo poder describir sistemas
lo mas parecidos a los de la naturaleza donde se tienen diversos factores que contribuyen en diferen-
te medida, por lo que el problema no es trivial al momento de resolverse como veremos mas adelante.

En el capitulo 1 partimos de los primeros vestigios del estudio de la materia activa recordando varias
investigaciones que dieron origen al estudio del movimiento Browniano, abordando posteriormen-
te de manera analitica al movimiento Browniano sin ninguna constriccién (movimiento Browniano
libre) y mencionando caracteristicas relevantes referentes al movimiento activo “run-and-tumble”,
deduciendo asi resultados importantes como la ecuacién de difusién. En el capitulo 2, proseguimos
a analizar el movimiento Browniano confinado por dos tipos de constricciones, las cuales son por
paredes rigidas y por un potencial armonico, a partir de la ecuacion de difusion; estos dos casos de
confinamiento también se consideran para un ensamble de particulas “run-and-tumble”, brindando
buen desarrollo y herramienta para el sistema de interés que se aborda mas adelante.

En el capitulo 3 se estudia el caso de interés, que corresponde al ensamble de particulas “run-
and-tumble” confinadas por un potencial arménico, pero ahora ya considerando el efecto de las
fluctuaciones térmicas originadas por el medio. Como resultado interesante de este analisis, que
también se presenta en este capitulo, tenemos a la temperatura efectiva, la cual surge a partir de un
mapeo de este tipo de particulas a un ensamble de particulas Brownianas, suponiéndolas inmersas en



un bano térmico inhomogéneo originado por la actividad. Este concepto se aborda a modo de tener
una medida de no equilibrio del sistema. Finalmente en el capitulo 4, hacemos un exhaustivo anéli-
sis y discusién sobre los resultados obtenidos y presentamos las conclusiones respectivas haciendo
énfasis en la relevancia y trascendencia que puede llegar a generar este proyecto de investigacion.



Capitulo 1

Antecedentes

El siglo XIX fue un periodo en el que comenzaron su desarrollo diversas ramas importantes en
el campo de la Fisica y una de éstas fue la Mecanica Estadistica. Dicha area inicié sus bases con
Maxwell, Boltzmann y Gibbs a partir de la Termodindmica, describiendo sistemas macroscépicos
con base en la prediccién del comportamiento de la materia y su interaccién con la energia. A
pesar de que se sigui6é con una extensién para incluir sistemas cerca del equilibrio termodinamico,
crecié también el interés por estudiar sistemas fuera de éste, principalmente a nivel microscopico.
Esto surge debido a que, como bien sabemos, el equilibrio termodindmico es un estado al que llega
un sistema una vez que sus propiedades dejan de variar con el tiempo si dejamos de perturbarlo
de manera externa y, estrictamente hablando, los sistemas en la naturaleza se encuentran fuera de
equilibrio, donde a una escala microscépica se vuelve mas evidente la interaccién del sistema con sus
alrededores; un parametro considerable debido a esto es la energia de las fluctuaciones, refiriéndonos
a fluctuaciones como las desviaciones del comportamiento promedio de un sistema fisico ocasionadas
regularmente por los alrededores [13]. En los dltimos afios se han obtenido resultados tedricos que
hacen predicciones sobre procesos energéticos en este tipo de sistemas y se han aplicado con éxito
en técnicas de nanomanipulaciéon y nanotecnologia.

Un concepto importante en termodinamica son las variables de estado, las cuales especifican de
manera unica el estado termodinamico de un sistema, teniendo como ejemplos de éstas la tempe-
ratura, la presién, la masa y el volumen, donde para especificar la magnitud de dichas variables
comunmente se pone al sistema en contacto térmico con un bano, que puede ser un conjunto de
fuentes de energia, de volumen, de masa, etc. Un sistema se encuentra fuera de equilibrio termo-
dindmico cuando las propiedades del sistema cambian con el tiempo o cuando el calor, trabajo o
masa intercambiados entre éste y los alrededores, son distintos de cero [7]. Se han distinguido dos
principales estados fuera de equilibrio: el primero es denominado “transitorio”, en el que inicial-
mente el sistema se encuentra en un estado de equilibrio, luego se lleva fuera de éste a partir de
una perturbacién externa y regresa de manera rapida a un nuevo estado de equilibrio una vez que
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dicha perturbacién deja de cambiar. En segunda instancia tenemos al “estacionario”, en el cual el
sistema es llevado mediante fuerzas externas a un estado de no equilibrio, donde sus propiedades
que definen su comportamiento permanecen invariantes respecto del tiempo, pero distintas de cero.
Esto quiere decir que el sistema puede intercambiar calor, masa o trabajo con sus alrededores, pero
los valores de estas variables permanecen constantes en el tiempo, teniendo un estado estacionario
fuera de equilibrio termodinamico; este tipo de estado es un proceso irreversible que no puede ser
descrito por la distribucién de Boltzmann-Gibbs [4].

Uno de los procesos estudiados dentro de los sistemas fuera de equilibrio, comprende de un conjunto
de particulas sumergidas en un medio acuoso que se desplazan por las constantes colisiones con las
moléculas del fluido al que se encuentran sujetas; a este fenémeno se le conoce como movimiento
Browniano. Su nombre fue atribuido por el cientifico Robert Brown que fue quien inici6 su anélisis
al sumergir granos de polen en un medio viscoso, encontrando que la trayectoria descrita por las
particulas se volvia més irregular cuanto mds aumentaba la temperatura del medio [6].

Otro conjunto de sistemas que se encuentra estrechamente relacionado con el movimiento Brow-
niano, es el que engloba la materia activa; ésta comprende un gran nimero de agentes caracterizados
por ser capaces de extraer energia de su entorno y convertirla en energfa cinética de autopropulsion
[31]. La razén por la que estos sistemas se encuentran intrinsecamente fuera de equilibrio termo-
dinamico es por su continuo consumo de energia para su movilidad. La materia activa abarca todas
las escalas, desde macroscépica hasta microscopica, y se ha ido clasificando en varios conjuntos de
particulas a partir de la creacién de diferentes “modelos” que puedan describir su dindmica; dos
ejemplos de estos modelos son el movimiento Browniano activo y el movimiento activo “run-and-
tumble”. Por un lado el movimiento Browniano activo se da por la propiedad interna de autopro-
pulsion de las particulas que poseen una velocidad de nado, al contrario de las particulas pasivaﬂ
del movimiento Browniano.

Por otro lado, el modelo de particulas activas de mayor interés en esta investigacién, es el “run-and-
tumble”, el cual se comenzo a estudiar a partir de la ecuaciéon de Langevin y la ecuacién de difusién
(al igual que el movimiento Browniano), obteniendo de este dltimo resultado una solucién de una
distribucién de probabilidad que describe, como su nombre lo indica, la difusién de particulas bajo
ciertas condiciones impuestas.

1.1. Movimiento Browniano

Como se mencion6 anteriormente, Robert Brown en 1827 comenz6 el anélisis del movimiento de
una particula en un medio liquido, en el que noté que la trayectoria descrita por ésta se volvia més
irregular cuanto méas aumentaba la temperatura del medio, variable que se encuentra relacionada
con la energia cinética de las moléculas; a este fenémeno lo designé como “movimiento Browniano

1Particulas que no se desplazan por una velocidad de nado propia como las particulas activas
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clasico”f’| [6]. En primera instancia Brown se encontraba investigando el proceso de fertilizacién de la
“Clarkia pulchella”, una especie de planta con flores recién descubierta en ese entonces, cuando noté
con su microscopio un “movimiento oscilatorio rapido” de particulas microscopicas provenientes de
los granos de polen suspendidas en el agua. Otros investigadores habian notado este fenémeno antes,
pero Brown fue el primero en estudiarlo a profundidad. Inicialmente crey6 que tal movimiento era
una actividad vital peculiar de las células sexuales masculinas de las plantas, pero luego descubrio
que el polen de las plantas muertas de mas de un siglo mostraba el mismo comportamiento. Brown
llamé a esto un “hecho muy inesperado de la aparente vitalidad retenida por estas moléculas tanto
tiempo después de la muerte de la planta” [22]. Un estudio adicional revel6 mds tarde que se podia
observar el mismo movimiento no sélo con particulas de otras sustancias orgdnicas, sino también
con astillas de vidrio o granito y particulas de humo.

Mas tarde, quien realizé una teoria cuantitativa acerca de este fenémeno fue Albert Einstein en
1905, el cual consideré de entrada dos hipdtesis relevantes y fuertemente discutidas en su tiempo;
estas corresponden a la hipdtesis atomistica, que plantea que este movimiento irregular se debe
a las incesantes colisiones de las moléculas del medio sobre la particula de interés, como se pue-
de observar en la Figura 1.1; y la hipdtesis probabilistica, necesaria para la descripciéon de este
movimiento. Dichas colisiones son tratadas efectivamente como fuerzas estocédsticas (consideradas
también por P. Langevin en su ecuacion sobre movimiento Brownian(ﬂ), las cuales deben mantener
el equilibrio energético entre particulas y el medio; tal equilibrio estd dado por el teorema de fluc-
tuacion-disipacion, que establece que una particula Browniana se desplaza debido a una fuerza de
arrastre que disipa su energia cinética y la convierte en calor (disipacién); este calor se convierte en
energia térmica en el medio circundante, provocando mayores colisiones entre las moléculas de éste
y la particula Browniana, resultando una transferencia de energfa (fluctuacién) [19].

Einstein descubrié que, segiun la teoria atomica, tendria que haber un movimiento observable de
particulas microscopicas en suspensién y, razonando sobre la base de la mecanica estadistica, mostré
que para una particula tan microscopica la diferencia aleatoria entre la presién del bombardeo mo-
lecular en dos lados opuestos haria que se tambaleara constantemente hacia adelante y hacia atras.
De esto dedujo que una particula mas pequena, un fluido menos viscoso y una temperatura mas
alta, aumentarian la cantidad de movimiento que uno podria esperar observar. Se di6 cuenta de

2Término dado por tratarse de particulas pasivas, en contraste con el movimiento Browniano activo descubierto
posteriormente.

3La ecuacién de Langevin describe el movimiento Browniano de una particula en un fluido; establece que la
particula sufre por un lado un frenado debido a la fuerza de friccién neta ejercida por el medio (Ley de Stokes) y por
otro un empuje debido a fluctuaciones locales debidas a la tasa de colisiones:

m—7=— if’—i— n(t), (1.1)

siendo A el coeficiente de friccién por la fuerza neta del medio y 7(t) la fuerza estocdstica debida a las colisiones|21].
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Figura 1.1: Movimiento Browniano que realiza una particula de polvo que colisiona con un gran
conjunto de particulas de menor tamano (moléculas de gas) las cuales se mueven con diferentes
velocidades en direcciones aleatorias. Fuente : hitps : //weelookang.blogspot.com/2010/06/ejs —
open — source — brownian — motion — gas.html

que, después de un periodo de tiempo, la particula tenderia a desviarse desde su punto de parti-
da, de modo que era posible calcular la probabilidad de que se moviera una cierta distancia, en
cualquier direccién dada y durante un intervalo de tiempo determinado. La expresién que obtuvo
para la densidad de probabilidad describia una curva gaussiana, la cual surge cuando la variable
aleatoria es la suma de muchas variables aleatorias independientes y estadisticamente idénticas,
demostrando que en este caso los miltiples empujones microscépicos de las moléculas se suman, ge-
nerando un movimiento total colectivo [I6]. A la colectividad que permite describir los estados de un
sistema macroscépico compuesto por un gran nimero de particulas, se le denomina “ensamble” [32].

En la segunda mitad del siglo XX el cientifico Daniel Deutsch, un quimico egresado de la Uni-
versidad de Pasadena en California, aseguré que el microscopio de bronce de Brown no era lo
suficientemente sensible para detectar el movimiento aleatorio de pequenas particulas en un fluido.
Deutsch articuld sus argumentos en el “Bulletin of the American Society of Physics” que las mues-
tras de Brown eran demasiado grandes para desplazarse, pero en el caso en el que si lo hicieran,
éstas se encontraban mal aisladas de las vibraciones externas, de modo que su movimiento pudo no
haber sido causado por las moléculas del fluido sino por alguna otra fluctuacién. En contraste con
esta estipulacion, el cientifico Brian Ford aseguré haber visto el movimiento Browniano a través
de uno de sus propios microscopios. El contrarresta la analogia de Deutsch en un articulo publica-
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do en “The Microscope”, titulado “Robert Brown, Brownian Movement and Teeth Marks on the
Hatbrim”, donde establece que Brown buscé granulos sumamente diminuto&ﬁ dentro del polen y que
logré amortiguar las vibraciones externas al momento de hacer sus observaciones. Comprobd que
el microscopio fue atornillado en una caja de caoba haciéndolo extremadamente estable y que las
microparticulas (granulos) se sumergieron en agua emulsionada en aceite para bloquear vibraciones
atmosféricas. “Brown no sélo anticipé las preguntas de Deutsch, sino que construyé experimentos
para refutarlos”, dijo Ford [6].

Cabe destacar que a raiz del estudio del movimiento Browniano, se ha podido deducir en los ultimos
anos el tamano aproximado de las particulas sumergidas a modo de que puedan exhibir este tipo de
movimiento dependiendo el tipo de fluido al que estén sujetas; se encontré que para una soluciérﬂ
el tamano de particula es alrededor de 0,1 — 10 nm, mientras que para un coloideﬂ su tamano ronda
los 10 — 100 nm; por otro lado, para una suspensiérﬂ el tamano de particula tiene que ser mayor a
los 100 nm [27].

1.1.1. Ecuacion de difusion

En la naturaleza existen fenémenos de transporte que tienen lugar en aquellos procesos cono-
cidos como procesos de transferencia, en los que se establece el movimiento de una propiedad (ya
sea masa, momento o energia) en una o varias direcciones bajo la accién de una fuerza impulsora.
Los fenémenos de transferencia de masa son los méds comunes en la naturaleza y dependen de la
dinamica del sistema en que se lleva a cabo, para lo cual se tienen dos tipos: transferencia convectiva
y difusiéon molecular.

Al proceso fisico en el que una sustancia tiende a extenderse de manera constante desde regio-
nes de alta concentracién a regiones de menor concentracion, se le llama difusién molecular [34].
Este concepto puede considerarse una manifestacién macroscépica del movimiento Browniano que
ocurre a nivel microscopico; por tanto, es posible estudiar la difusion de una particula Browniana y
calcular su comportamiento promedio. Existen fundamentalmente dos tipos de difusién molecular:
difusion del trazador y difusién quimica. La primera es una mezcla espontanea de moléculas que
tiene lugar en ausencia de un gradiente de concentracion, lo cual suele ser idéntica a la autodifusién
y puede darse en el equilibrio; por otro lado, la difusién quimica se da en presencia de un gradiente
de concentracién (o potencial quimico) y da como resultado un transporte neto de masa de un sis-
tema (componente) en otro, lo cual es siempre un proceso de no equilibrio que aumenta la entropia
del sistema y que posteriormente lo acerca al equilibrio. Este proceso es descrito por la ecuacién de
difusién que surge a partir de la deduccion de la Primera Ley de Fickﬂ

4Particulas de un radio del orden de pm.

5Mezcla homogénea de dos o més sustancias donde una esta disuelta en otra; un ejemplo de ésta es el agua salada.

6Mezcla homogénea cuyas particulas son lo suficientemente pequefias para permanecer suspendidas.

"Mezcla heterogénea compuesta por particulas grandes.

8La primera ley de Fick relaciona al flujo difusivo con la concentracién bajo la asuncién de un estado estacionario,
postulando que el flujo va desde una regién de alta concentracién a las regiones de baja concentracién, con una
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Algunos ejemplos de los innumerables procesos de difusion son la difusién de contaminantes a
través de la atmosfera, la difusion de “huecos” (regiones diminutas en las que el potencial de carga
eléctrica es positivo) a través de un semiconductor y la difusién de calcio a través del tejido éseo en
organismos vivos [8]. Esto nos lleva a decir que, aunque la causa habitual de difusién es un gradien-
te de concentracién, la difusién también puede ser originada por un gradiente de presién, por un
gradiente de temperatura o por la aplicacion de una fuerza externa como en el caso de una centrifuga.

Regresando a la investigacién de Einstein, él incorpora de manera natural un aspecto dindmico
para conocer la difusién de una particula Browniana. Reconoce tres escalas de tiempo, las cuales
son un tiempo macroscépico asociado al tiempo entre colisiones t..;;, un tiempo mesoscépico At y
un tiempo de observacion t,ps, de modo que t.o;; <K At K tops. En At, la particula recibe impactos
de las moléculas del fluido, por lo que la diferencia en posicién Ar = r(t+ At) —r(t) es una cantidad
aleatoria tal que su distribucién de probabilidad no se conoce. También asume que Ar tiene una

distribucién ¢(Ar; At) tal que
///d3(AT)¢(Ar;At) =1, (1.4)

O(Ar; AL) = (| Arf; At). (1.5)

de modo que

Considerando el valor absoluto del desplazamiento Ar de la particula en el intervalo de tiempo At,
la funcién de distribucion ¢(Ar; At) es par en un dominio (—oo0,00) de Ar, lo cual tiene todo el
sentido fisico ya que si la particula se encontrara en una dimension e inicialmente se ubicara en la
posicién z = 0, tendria la misma probabilidad de desplazarse hacia la derecha que a la izquierda.
Esto nos lleva al siguiente resultado

///d3(Ar)Ar¢(Ar;At):o, (1.6)

el cual nos dice que valor esperado de Ar es cero. Podemos entender que hay dependencia en At
por las colisiones incesantes de las moléculas con la particula, pues debido a éstas, la incertidumbre
en la posicién sera mayor cuanto mayor sea el tiempo entre observaciones.

magnitud que es proporcional al gradiente de concentracién, cuya expresién estéd dada por
J=—-DV¢, (1.2)

siendo J el vector de flujo difusivo, ¢ la concentracién y D el coeficiente de difusién. Ademds existe la Segunda Ley
de Fick que predice la forma en que la difusién causa que la concentracién cambie con el tiempo dada por
9¢

_ 2
5 =DV (1.3)
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Ahora, se debe suponer que existe el siguiente resultado

- 3
Aliglo At///d (Ar)AT2p(Ar; At); (1.7)

para que este limite sea finito, el valor esperado de Ar? debe ser proporcional al intervalo de tiempo
At, lo cual tiene sentido fisico ya que al tender a cero At, la particula no puede desplazarse longitudes
grandes en ese tiempo. Si consideramos la distribucién de probabilidad P(r,t) de encontrar a la
particula en la posicién r, al tiempo ¢ y en un elemento de volumen d3r, la ecuacién que satisface
esta funcién se construye a partir de suponer que

P(r,t+At)=///d3(Ar)¢(Ar; At)P(r + Ar,t), (1.8)

lo cual es sumamente valido ya que la distribucién de probabilidad de encontrar a la particula en
una posicién r a un tiempo ¢+ At requiere de todas las posibilidades de que la particula se encuentre
en una posicion r + Ar en el tiempo ¢, multiplicada por la probabilidad de que el desplazamiento
sea Ar, (¢(Ar, At)). Entonces, si suponemos At muy pequerio, se esperaria que ¢(Ar; At) tuviera
un ancho muy angosto, por lo que la ecuacién (1.5) puede desarrollarse en series de Taylor, teniendo
que

P+[§tp( ]AH = [ [ [ #ansaran. pe + VP s+
§(A7“-V)2P(r7t)+...]. (1.9)

Observamos que el primer término de ambos lados de la ecuacién se simplifican por la propiedad
descrita en la ecuacién (1.1) y al haber planteado con anterioridad que ¢(Ar; At) presenta simetria
esférica en todo el espacio en (1.3), el segundo término del lado derecho de la ecuacién es cero,
obteniendo finalmente la expresion

%P(r, t) = DV?P(r,t), (1.10)

que corresponde a ser la ecuacién de difusién y cabe mencionar que es un caso particular de la
ecuacion de Fokker—PlanckEI y tiene la misma forma de la Segunda Ley de Fick. El término D es

justamente el limite dado en (1.4), y corresponde a ser el llamado “coeficiente de difusién”, el cual

. . . ' longitud)® . . ‘ .
tiene unidades de masa z (velocidad)? z LE1Eo — (‘Eegfnzo) , significando el drea por unidad de

tiempo que explora la particula Browniana; este coeficiente podemos notar que no tiene ninguna

9Ecuacién diferencial parcial que describe la evolucién temporal de la densidad de probabilidad de una particula
bajo la influencia de fuerzas de arrastre y fuerzas aleatorias, como en el movimiento Browniano[1§].
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dependencia lineal ni de pende de ningtn otro pardmetro (es constante), por lo que se considera de
tipo “Fickiano”. Simplificando la ecuacién (1.7) a una sola dimensién, ésta es de la forma

0 P(z,t) =D 4 P(z,t) (1.11)
—P(z,t) = D-—P(z .
ot ’ Ox? e
y si la multiplicamos por z2 e integramos en todo el espacio, se tiene que
0 /+Oo 2P(x,t)d D/+OO 2 & P(x,t)d (1.12)
— zP(x,t)dxr = x*—=P(x,t)dz; .
ot J_ ’ oo Ox? ’ ’

observamos que el término que se deriva en el lado izquierdo de la ecuacién es < z2(t) >, el
cual corresponde al desplazamiento cuadratico promedio, con z dependiente de t, considerando
que dependiendo del tiempo de observacion es cuanto se va a desplazar la particula Browniana.
Obtenemos finalmente que

O _ 2o
5 < x*(t) >=2D, (1.13)
donde
400 92 9 o +oo +o00 9
27 = — 27 -
[m x 8x2P(x,t)dx e [x 8aCP(x,t)] N 2[@ m—axP(a:,t)da:, (1.14)

teniendo que el primer término del lado derecho es cero por ser P(z,t) simétrica y que el segundo
a su vez es igual a

+oo 400
+2 P(z,t)dz =2, (1.15)

—00 — o0

—2/ OoxaéP(:c,t)dx = 29 1Pl 1)a]

T Ox

—00

yva que el primer término del lado derecho es cero por simetria mientras que el segundo es igual a 2
porque la probabilidad de que la particula se encuentre en todo el espacio unidimensional es 1. De
este modo, se obtiene la ecuacién

< 2*(t) >= 2Dt, (1.16)

donde a la dependencia lineal con el tiempo del desplazamiento cuadratico promedio se le conoce
como “difusién normal”. Este tipo de difusién se presenta en una gran variedad de fendémenos de
transporte tales como el transporte de electrones y agujeros en dispositivos semiconductores, en
atomos intersticiales injectados en sélidos, en el transporte de agua y nutrientes a través de mem-
branas en organismos vivos, en la propagacién de la malaria por mosquitos, en la propagacion de
calor en sdlidos, entre muchos procesos mas.

Es importante mencionar que una vez conociendo el valor de la constante de difusion D, podemos
determinar la temperatura absoluta del fluido (T") a partir de la relacién de Einstein-Smoluchowski
dada por

D

A
kg

(1.17)
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donde p es la movilidad de la particula y kp la constante de Boltzmann.

1.1.2. Solucion de la ecuacion de difusién para una particula Browniana
libre

A raiz del movimiento colectivo que realizan las particulas Brownianas, el resolver la ecuacién
de difusién para un conjunto de este tipo de particulas es andlogo a resolverla para una sola. Asf
que, con el fin de resolver la ecuacién (1.8) para un ensamble de particulas Brownianas libres en
una dimensién, partimos de considerar la transformada de Fourier, la cual estd definida por

+oo
k) = [ =5 f(2)da, (1.18)

donde f (k) es la transformada de Fourier de f(x). Esto en principio lo podemos hacer si suponemos
la siguiente condicién de frontera

P(z = +o0,t) = 0. (1.19)
Al determinar la transformada de (1.8), notamos que para el miembro derecho de la ecuacién ocurre
que
D/+OO e—“ma—zp(x t)dx = De_“miP(ac t) m +ikD /+OO e—i’mﬁp(x t)dx =
oo ox2” oz | e oz~

+oo +o00 ) .
ikDe”"*"*P(z,t)| —k’D / dre”**P(x,t) = —k*DP(k,t), (1.20)

observando que las evaluaciones en (1.17) son cero debido a que la distribucién de probabilidad decae
lo suficientemente rapido como para argumentar que en infinito se anula. Por tanto, la ecuacion de
difusion toma la forma

%P(k,t) = —Dk*P(k, 1), (1.21)
cuya solucién es
~ A~ 2
P(k,t) = P(k,0)ePF? (1.22)

denotando a P(k,t) comola condicién inicial. P(x,t) se encuentra tomando la transformada de
Fourier inversa de (1.19), la cual estd definida como

+oo .
f(z) 1/ e f(k)dk, (1.23)

:% .

por lo que aplicando ésta a I:’(k:, t), tenemos que

P(x,t) = /+00 Pz — 2/ t)P(2',0)d’. (1.24)
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A la expresién en (1.21) se le conoce como la convolucién de P(z,t), donde P(z — 2, t) es llamado
“propagador”, que viene siendo la transformada inversa de Fourier de e~ ¥t dado por

@e:ﬂp {— (xth/)Q] : (1.25)

el cual nos da la probabilidad de que la particula se encuentre en la posicién x al tiempo ¢t dado que
inicialmente se encontraba en z’. Sustituyendo esta expresién en la convolucién tenemos que

Plx—2a',t)=

P(x,t) = ! /+°<> e P(2',0)dx’ (1.26)
’ VarDt J_ ’ . .

El término P(z’,0) es la condicién inicial, la cual si consideramos el caso en el que el ensamble de
particulas se encuentra en el origen inicialmente, es de la forma

P(2',0) = d(2'), (1.27)

donde a partir de (1.16) y (1.24), podemos decir que se satisfacer la siguiente condicién de norma-
lizacién

—+o0
/ P(x,t)dx = 1. (1.28)
Entonces, si sustituimos (1.24) en (1.23), tenemos que
Pla,t) = —— / T e S () (1.29)
" VAnDt ) ’ '
donde finalmente 1 ,
P(x,t) = e~ 1Dt (1.30)

Var Dt

Esta ultima expresion es la evolucién temporal de la distribucién de probabilidad para un ensamble
de particulas Brownianas en una dimensién sin ningin confinamiento [33].

En la figura 1.2 se puede observar el comportamiento de P(z,t) a diferentes valores de ( = V4w Dt,
adimensonalizando la funcién con respecto a este término. Inicialmente la distribucién se comporta
como una funcién delta, tal cual la condicién inicial lo establece; posteriormente a valores pequenos
de ¢, la funciéon adquiere una forma gaussiana aumentando su ancho y disminuyendo su amplitud.
Finalmente a valores muy grandes de ¢ (¢ = 50), la gaussiana se expande tanto al grado de parecer
anularse, pero en realidad se encuentra demasiado cerca del eje x, teniendo un ancho tendiendo a
oo y una amplitud infinitesimal. Esta gréfica corresponde a la misma obtenida por Einstein en su
investigacion sobre movimiento Browniano libre.
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Figura 1.2: Evolucién temporal de la distribucién de probabilidad P(z,t) para una particula Brow-
niana libre, adimensionalizada a diferentes valores de (.

Es importante resaltar que la ecuacién de difusién ofrece una aproximacion valida a escalas de tiempo
cortas de la evolucién temporal de la distribucién (por el desarrollo presentado anteriormente) y
a raiz de esto, el aumento del término ( en la figura 1.2 se debe por una parte al aumento del
coeficiente D y por otro al tiempo ¢ que aumenta hasta un valor limite asintético establecido por la
aproximacion. A esta escala de tiempos cortos, el movimiento de una particula estd dominado por su
inercia y su desplazamiento depende del tiempo (Axz = vAt), por lo que la velocidad instantdnea del
movimiento Browniano se puede medir como v = Az/At. En el afio 2010, la velocidad instantdnea
de una particula Browniana (una microesfera de vidrio atrapada en el aire con una pinza éptica) se
midié de manera muy precisa. Los datos de la velocidad verificaron la distribucion de velocidad de
Maxwell-Boltzmann, y el teorema de equiparticién para una particula Browniana [23].
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1.2. Movimiento Activo

Uno de los méas grandes paradigmas de los sistemas fuera de equilibrio es la Materia Activa.
Este término surgido en la tltima década se ha empleado para describir a estructuras compuestas
por muchos elementos bioldgicos o artificiales, cuya caracteristica esencial es ser capaces de ex-
traer energia de su entorno y convertirla en energia cinética de autopropulsién, mediante grados de
libertad internos; debido a este continuo consumo de energia, estos sistemas se encuentran intrinse-
camente en un estado de no equilibrio termodindmico [31]. La relevancia de estudiar este tipo de
materia radica en que, al ser considerada un prototipo perfecto para construir y probar un nuevo
marco tedrico de los sistemas fuera de equilibrio, puede implementarse tal desarrollo en tecnologias
de dltima generaciéon de materia biolégica a micro o nanoescala; por tanto, describir y predecir sus
propiedades es crucial para lograr impactar su avance en nuestra sociedad.

La materia activa engloba sistemas en varias escalas, desde microscépicas como bacterias y particu-
las artificiales, hasta macroscopicas como manadas de mamiferos, aves en migraciéon y cardimenes
de peces, entre otros més, actuando individualmente o en conjuntos tal y como se observa en la
figura 1.3. Por un lado se ha observado la colectividad y propiedades emergentes en los sistemas
activos macroscépicos, como lo es la autoorganizacion, que sélo se encuentra presente en grupos de
altas concentraciones y es estudiada por el modelo de Vicselﬁ [37]. Por otro lado, los sistemas ac-
tivos microscépicos pueden estar constituidos por diferentes agentes como lo son organismos vivos,
compuestos organicos y particulas artificiales; los sistemas coloidales son un ejemplo relevante a
esta escala por sus multiples aplicaciones, ya que son capaces de generar un movimiento sistematico
propio dependiente o independiente del medio al que estén sujetos.

Existe una gran variedad de bacterias métiles gracias a la presencia de cilios o flagelos en su com-
posicién, donde motores proteicos responden a la concentracién de sustancias quimicas, ya sean
sustratos alimenticios o agentes toxicos para las bacterias; a este proceso empleado se le conoce
como quimiotaxiﬂ [29]. La propulsién flagelar de microorganismos es una de las primeras formas
de motilidad y juega un papel importante en diversos entornos biolégicos y ecoldgicos, como la
propagaciéon y control de enfermedades, asi como la biodegradacion de contaminantes ambientales;
muchos de estos entornos son similares a liquidos y contienen particulas, polimeros u otras ma-
cromoléculas que introducen caracteristicas no newtonianas en el fluido, como la viscosidad y la
elasticidad de adelgazamiento por cizallamient(ﬁ, que pueden afectar fuertemente la motilidad de
los microorganismos. Como ejemplo de éstos tenemos las glicoproteinas en el moco del estémago
que forman un gel viscoeldstico, que ofrece una barrera eficaz contra la mayoria de los microorga-
nismos parasitos; para superar esta barrera, la bacteria H. pylori excreta enzimas que transforman

10Modelo que estudia la autoorganizacién de este tipo de sistemas a partir de su dindmica introducida, la cual
supone que una particula se mueve a una velocidad de magnitud constante y, en cada determinado tiempo, su
direccién resulta ser el promedio de las direcciones de sus primeros n vecinos mas una perturbacién aleatoria externa.

M Movimiento originado por un gradiente de concentracién quimica

12La fuerza por unidad de drea que actia sobre un liquido, la cual da como resultado un gradiente de velocidad en
todo el fluido
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el gel impenetrable en una solucién polimérica viscosa, lo que permite que nade mejor y finalmente
conduzca a infecciones persistentes; en este caso, la interaccion sutil de la actividad celular y las
propiedades complejas de los materiales tiene un impacto significativo en nuestra salud.

La propulsién suele provenir de otros mecanismos, como el caso de las particulas Janus [I5], que
depende de las propiedades fisicas y quimicas de su superficie para autodesplazarse; como ejemplo
de este tipo de particulas se tiene a las constituidas esféricamente por aleaciones de oro y pla-
tino, las cuales mediante catdlisis de oxigeno sobre agua oxigenada, provocan autodifusioforésiﬂ
también se encuentran las cilindricas sintetizadas, cuyas cubiertas estdn constituidas por oro y ru-
bidio, que mediante un calentamiento local del extremo cubierto de oro por una disolucion acuosa,
resultan provocando termoforésisizl; se tienen ademads las microesferas con ntcleos de magnesio y
las nanoparticulas de oro recubiertas con éxido de titanio, que se propulsan mediante el empuje de
burbujas creadas de la reaccion quimica entre agua y magnesio, y entre agua y oro, respectivamente.

El término “particulas activas” formalmente se utiliza para referirnos a los elementos que origi-
nan el movimiento activo y son como tal un modelo idealizado de micronadadores en el que existen
dos principales caracteristicas que describen el comportamiento de este tipo de materia, las cuales
son las particulas que pueden ser interactuantes y no interactuantes en ambientes homogéneos. De
todos los ejemplos dados anteriormente, se mencionaron unos en los que sus particulas llegan a
interactuar entre si y otros en los que sus particulas sélo son activas y actian de manera colectiva.
Un ejemplo de particulas activas no interactuantes, que resulta de interés en esta investigacién, son
las particulas Brownianas activas, las cuales se abordan en un ambiente homogéneo y al colisionar
con las particulas del medio su distribucién de energia resulta ser constante.

1.2.1. Movimiento Browniano Activo

El movimiento Browniano Activo es un modelo de particulas activas no interactuantes capaces
de convertir la energfa disponible de su entorno, en energia cinética de autopropulsién (como ya
lo hemos mencionado anteriormente), a partir de la asimetria en su forma y de sus propiedades
intrinsecas. Su movimiento surge también debido a la interaccién entre su propulsion y las fuerzas
estocasticas traslacionales y rotacionales por parte del medio circundante; un ejemplo de este tipo
de sistemas son los autopropulsores coloidales, para los cuales sus trayectorias son descritas con
una velocidad constante v y con un coeficiente de difusién rotacional Dy, siendo este tltimo el que
cambia aleatoriamente la direccién de movimiento a una escala de tiempo caracteristica T = 1/Dg.
La propensién a trayectos rectos de una particula se define como la longitud de persistencia de su
trayectoria (en este caso lpers = v/Dpg). Como ejemplo de esto tenemos al movimiento Browniano
Activo “quiral”, el cual describe la trayectoria de micronadadores que presentan helicidad, es decir,

13Movimiento originado por una diferencia de concentracién de las mismas particulas
4 Movimiento originado por un gradiente de temperatura,
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Figura 1.3: a) Diferentes tipos de sistemas de materia activa a diferentes escalas: macroscépica,
mesoscépica y microseépica. b)Fenémenos debidos a la interaccién de las particulas activas con el
medio circundante. ¢) Comportamientos colectivos como consecuencia de tal interaccién. Fuente :

[10]

un movimiento rotatorio en dos dimensiones y uno de traslacién en la direccion restante debido a
la anisotropialﬂ de las particulas.

Hasta la fecha se han estudiado varios mecanismos de autopropulsion para coloides activos, entre los
cuales se encuentran el movimiento inducido por reacciones quimicas, por iluminacién, ultrasonidos
y por campos magnéticos y eléctricos aplicados. Independientemente del origen de propulsién, el
escenario definido por el movimiento Browniano Activo se verific6 en experimentos para una gama
de micronadadores artificiales, pero a pesar de su éxito, la complejidad de algunos comportamientos

15Propiedad general de la materia a partir de la cual, propiedades comola elasticidad, temperatura, conductividad,
velocidad de propagacién de la luz, etc., varian segin la direccién en que son examinadas.
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encontrados en micronadadores biolégicos implicé la necesidad de extender los desarrollos tedricos
y experimentales, tales como la inclusion de dependencias espacio-temporales complejas en la ve-
locidad de propulsion, asi como en el ruido traslacional y rotacional; esto ultimo se decubrié que
sucede en sistemas donde el estimulo externo que gobierna la motilidad, no es homogéneo [36].

Recientemente se estudié de manera experimental la dindmica de particulas activas anisotrépicas
no interactuantes cuya motilidad depende de su orientacién; para ello se emplearon coloides activos
en forma de mancuerna compuestos por un poliestireno autopropulsados sobre un sustrato plano
mediante campos eléctricos alternos [24]. La posicién y la orientacién de la particula se rastrearon en
tiempo real y se utilizé un ciclo de retroalimentacién que actualiza su velocidad con total capacidad
de programacion. Se encontré que se pudo corroborar el modelo tedrico basico para el movimiento
Browniano Activo con una velocidad dependiente de la orientacién, propuesto con anterioridad. Los
resultados de este trabajo arrojan nueva luz sobre las particulas Brownianas activas anisotrépicas,
inspirando una mejor comprension del comportamiento exhibido por este tipo de microorganismos
cuando se someten a campos de conduccién no homogéneos y nuevas ideas de diseio para microna-
dadores sintéticos més inteligentes [17].

El movimiento Browniano Activo difiere del movimiento “run-and-tumble” por presentar difusién
rotacional, a pesar de que ambos sean modelos de micronadadores no interactuantes; también di-
fieren en el hecho de que la dindmica “run-and-tumble” considera una tasa de cambio de direccién
de las particulas como propiedad intrinseca de éstas, algo que no considera el modelo de particulas
Brownianas activas [IJ.

1.2.2. Movimiento “run-and-tumble”

El modelo “run-and-tumble” consiste en el planteamiento de un ensamble de particulas activas
que realizan caminatas aleatorias alternando carreras rectas lineales a velocidad constante de nado
v (“run”), con eventos de reorientacién distribuidos por Poisson llamados “tumbles” (una tasa de
cambio de direccién comtinmente denominada como «); para este proceso, en las dindmicas de ruido
Gaussiano, la velocidad de la particula activa a lo largo de cada direccién fluctiia como un proceso
de “Ornstein-Uhlenbeck”['%] el cual resulta ser un buen modelo de particulas coloidales con esas ca-
racteristicas [22]. Este modelo dicta ademds la propagacién y transporte de dicho ensamble, siendo
el transporte descrito de manera efectiva mediante un paseo aleatorio persistente con un coeficiente
de difusién efectivo activd]

Desde el punto de vista biolégico, una célula que presenta este tipo de movimiento se desplaza
a partir del giro de sus multiples flagelos helicoidales, cada uno sujeto por un gancho a un motor

16Proceso que fue propuesto por Ornstein y Uhlenbeck (1930), con el fin de modelar la velocidad del movimiento
difuso de una particula en intervalos de tiempo pequenos mientras es sometida por una fuerza externa y se encuentra
bajo la influencia de friccién debida al medio.

17 Coeficiente de difusién definido como Dact = v2/o¢
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rotatorio. Cuando todos los motores rotativos giran en la misma direccién, la celda nada hacia
adelante (“run”); cuando al menos uno de los motores invierte su orientacién, la célula cambia de
direccién (“tumble”).

Aunque un “tumble” reorienta la célula en una direccién aleatoria, ésta es capaz de migrar estocasti-
camente hacia un entorno maés favorable al cambiar la frecuencia de la reorientacién, dependiendo
del gradiente de temperatura o concentracién de moléculas de su interés (tales como azticares,
aminodcidos , dipéptidos). Dado que la motilidad estd directamente relacionada con la virulencia{ﬂ
comprender el papel de la reologia de fluidos en la dindmica “run-and-tumble” y la propagacién
general de bacterias es de gran interés practico.

La motilidad de “run-and-tumble” es ampliamente utilizada por microorganismos nadadores, in-
cluidos numerosos organismos procariotas y eucariotas; en primera instancia este modelo fue intro-
ducido para describir la dindmica de la bacteria E. coli en soluciones poliméricas y tltimamente se
ha encontrado que pequenas cantidades del polimero en solucién pueden cambiar drasticamente la
dindmica de este microorganismo [28]. En contraste, los experimentos con esta bacteria han indicado
que la viscosidad de adelgazamiento por cizallamiento de las soluciones de polimeros semidiluidos,
puede conducir a una mejora en su velocidad de nado. La hidrodindmica de una E. coli nadando es
compleja debido a 1) las interacciones de un cuerpo celular y multiples flagelos, 2) el acoplamiento
traslacién-rotacién inducido por la forma helicoidal del flagelo y 3) la transformacién polimérfica
de un flagelo bajo una inversién de la rotacién de un motor.

Para el desarrollo analitico de las ecuaciones que describen tal dindmica, planteamos el caso de
una malla discreta en una dimensién; la separacién de los puntos la denominamos como a, con
etiquetado de nimeros j y el tiempo medido en multiplos de 7. Nos preguntamos cudl es la probabi-
lidad P(xz,t) de que la particula se encuentre en un punto x = ja al tiempo t = nr. Si se considera
un ensamble de particulas donde inicien en x = 0 a un tiempo ¢, la probabilidad P(z,t) depende
de las contribuciones de Pgr(x,t), que es la probabilidad de que la particula se desplace hacia la
derecha, y de Pr(z,t), siendo la probabilidad de que la particula se desplace hacia la izquierda, de
modo que

P(I,t) ZPR(JL‘,t)—FPL(:Z?,t). (131)

Si consideramos también a Ap como la probabilidad de que la particula mantenga su direccién
de movimiento a la derecha y a Ap de que la mantenga hacia la izquierda; asi como también si
consideramos a vr como la probabilidad de que la particula cambie su direccién de movimiento
hacia la izquierda cuando la particula se mueva a la derecha y a vy, como la probabilidad de que la
particula cambie su direccién de movimiento hacia la derecha cuando se mueva a la izquierda, de

18Grado de la capacidad de un microorganismo para producir una enfermedad.
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tal manera que

Ar+rvr =1, (132)
AL +vp =1, (133)

de modo que la probabilidad de encontrarse en un punto x a un tiempo ¢ proviniendo de la derecha,
depende tnicamente de la probabilidad de estar en el punto = — a, teniendo que

Pr(z,t) = AgPr(z —a,t —7) + v Pr(z —a,t — 7), (1.34)

asi como también la probabilidad de encontrarse en un punto x a un tiempo ¢ proviniendo de la
izquierda, depende tinicamente de la probabilidad de estar en el punto x + a, teniendo a su vez que

Pr(z,t) = A Pr(x +a,t —7) + vrRPr(z + a,t — 7). (1.35)
Ahora, de la ecuacién (1.32) hacemos lo siguiente
Pr(z,t) = Pr(zx —a,t —7) + v Pr(x —a,t —7) — [1 = Ag|Pr(z — a,t — 7), (1.36)
si empleamos la ecuacién (1.30) a esta tltima, tenemos que
Pr(z,t) = Pr(x — a,t — 7) + v, Pr.(x — a,t — 7) — vgPr(z — a,t — 7), (1.37)
de donde
Pgr(x,t) — Pr(x —a,t —7) = v Pr(x —a,t —7) —vrPr(z — a,t — 7). (1.38)

Por un lado, si expandemos el miembro izquierdo de esta tltima ecuacion

a {PR(x,t) — Ppz —a,t —7)

Pr(z,t)— Pr(z—a,t—7) = %[PR(x,t)—PR(m—a,t—T)]—i—i } , (1.39)

a

y dividiendo todo esto entre el tiempo mas corto de medicién 7, algo que evidentemente se tendra
que hacer con el miembro derecho de la ecuacién (1.36), tenemos que

b

Pr(z,t) - Prz —a,t—7) 1 [PR(x,t) —PR(.T—CL7t—T):| L [PR(x,t) — Pg(z—a,t—1)

T ) T 27 a

(1.40)
si consideramos el siguiente limite, el cual significaria que consideramos el caso de una malla continua
en vez de una discreta, obtenemos que

P ~ Pp(z —a,t — 1[P — Pp(z —a,t —
lim r(x,t) — Pr(z —a,t — ) — lim { [ r(x,t) — Pr(z —a,t T):| N
T—0 T 7—0 | 2 T
a—0 a—0

a PR(CE,t) —PR({E—CL,t_T)] } _ QPR(ZL',t)+£[UPR<x7t)]7 (141)

27 a Y Ox
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donde “
lim — =w. .
lm o = (1.42)
a—0

Por otro lado, expandiendo el miembro derecho de la ecuacién (1.35) tenemos

1
vpPr(x —a,t —7) —vgPr(x —a,t — 1) = 3 [2vp Pr(x — a,t — 7) — 2vg Pr(x — a,t — )], (1.43)

el cual lo dividimos entre 7 ya que lo hicimos para el miembro izquierdo

Pr(x—a,t—7)—vRrP, —a,t— 112 2
viPule —a,t=7) = vrPr(z = a,t = 7) [VLPL(xa,tT)VRPR(za,tT) )
T T

T 2
(1.44)
y tomamos los limites antes mencionados
12 2 1
lim %PL(x —at—T)— ?PR(:C —a,t— 7)] = S lawPy(e,t) — apPr(x,t)],  (145)
a—0
donde definimos
. 2up
a—0
. 2vR
a—0

por lo que la ecuacién (1.36), derivada a su vez de la ecuacién (1.32), toma la forma

0 0 1
—P —[vP, = = [ar P, —agrP 1.4
£ PR(w.t) + 5 [0Pa(z, )] = 5 0L Pe(@,t) — anPr(z,1)], (1.49)
y la ecuacién (1.33) siguiendo todo este procedimiento de manera analoga, se tiene que
QP (z t)fﬁ[vP (x t)]*l[a Pgr(z,t) — apPr(x,t)] (1.49)
ot L\, Oz L\, - 2 RIR\Ly LI L\L, . .
Ahora, si consideramos el caso en el que
v =v; = v;(x) (1.50)
a=qa; =a;(x) (1.51)

las ecuaciones (1.46) y (1.47) toman la forma

0

5 r(@, ) + %[UR@)PR(SEJ)] = % lar () Pr(x,t) — ar(x)Pr(z,t)], (1.52)
& Po(art) — 2 fon (@) Po (o, 1)] = 5 lan(e) Pal, 1) — an () Po(a, 1) (1.53)
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siendo estas dos tdltimas ecuaciones una generalizacién de las ecuaciones de difusiéon planteadas para
el modelo “run and tumble” en una dimension; dichas ecuaciones se consideraran en los siguientes
capitulos para nuestra investigacién modificindose dependiendo el caso de interés, ya sea agregan-
do la contribucién debida a un potencial armoénico de confinamiento o anadiendo algin término
referente a las fluctuaciones térmicas debidas al medio, como veremos méas adelante.






Capitulo 2

Movimiento Browniano y
“run-and-tumble’ confinados

La difusién en sistemas confinados es un tema de gran trascendencia que tiene numerosas apli-
caciones practicas y directas en sistemas naturales y artificiales de diferentes escalas. Ultimamente
ha despertado la curiosidad de investigadores de muchas disciplinas el avance vertiginoso de la tec-
nologia para disenar y caracterizar diversas microestructuras a partir del empleo de modelos que
puedan, de alguna manera, predecir el comportamiento peculiar de las particulas que difunden bajo
la presencia de fronteras que muy a menudo exhiben formas irregulares. Incluso se ha llegado a pen-
sar en la posibilidad de controlar los mecanismos de transporte de muchas sustancias de interés en
diferentes medios y en las situaciones més variadas, asi como también poder calibrar con mayor pro-
fundidad sus asombrosas potencialidades y resaltar que el entendimiento cabal de las caracteristicas
de transporte en los sistemas confinados es indispensable.

A lo largo de este capitulo abordaremos sistemas tratados con anterioridad en la literatura y que son
de gran relevancia en el desarrollo principal de este proyecto. En primera instancia nos enfocamos
en el movimiento Browniano confinado, para el cual ya mencionamos sus caracteristicas relevantes
y presentamos un analisis de su distribucién de probabilidad en una dimensién y sin ninguna cons-
triccién; lo que complica la deduccion de dicha funcién son las dos constricciones contempladas para
este movimiento, las cuales corresponden a 1) paredes rigidas y 2) a un potencial arménico, cuyas
contribuciones son contempladas en la ecuacion de difusion. Como segunda parte de este apartado
se contemplan los mismos casos de confinamiento para un ensamble de particulas “run-and-tumble”
estudiados a partir de ecuaciones de difusion acopladas debido a la dindmica de este tipo de agentes,
logrando obtener resultados muy interesantes.

Cabe destacar desde un inicio que es de particular interés tratar el caso de confinamiento por
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el potencial en el régimen sobreamortiguado, con el fin de ignorar los efectos inerciales ocasiona-
dos por esta fuerza externa; la justificacién de ubicarnos en este régimen radica en contemplar al
ensamble (de particulas Brownianas y “run-and-tumble”) en un fluido con un niimero de Reynolds
bajo, donde sabemos que los micronadadores sienten en este punto una fuerza de friccién mucho
mayor que la aceleraciéon debida a la fuerza originada por el potencial.

2.1. Movimiento Browniano confinado

A pesar de que se ha observado y simulado la difusién de un ensamble de particulas Brownianas
en una dimensién considerandolas sumergidas en un medio viscoso y sin ninguna restriccién, resulta
interesante estudiar su comportamiento, bajo las mismas condiciones, en los casos en los que dichas
particulas se encuentren confinadas mediante paredes fisicas o mecanismos que ejerzan una fuerza
restrictiva sobre ellas, como lo seria un potencial arménico. Dicho anélisis de ambos casos nos brin-
daria una evolucién de la distribucién de probabilidad de dicho ensamble en el intervalo en el que
se encuentren confinadas, algo que se discute con gran detalle a continuacién.

Una vez que se establecié la base molecular del movimiento browniano y de la difusion, se pu-
dieron deducir mayores resultados que podian describir la concentracién de las particulas en un
instante y lugar determinados como una consecuencia de la naturaleza atémica de la materia; sin
embargo, para encontrar la solucién de la ecuacién de difusién se necesita una condicién inicial y
condiciones a la frontera. El primer tratamiento moderno para resolver la ecuacién de difusién se
halla en la obra de Fourier de 1822 dentro del contexto de la conduccién del calor [5]; en ese trabajo
se pueden encontrar varios problemas resueltos con el método de las series trigonométricas. Tam-
bién desde entonces se sabe que en el estado estacionario la ecuacién de difusién es una ecuacién
en derivadas parciales que comtinmente aparece en numerosos problemas tanto de la mecéanica, la
hidrodindmica o de la electrostatica, la conocida ecuacién de Laplace. En cuanto a dicha ecuacién
de difusién, muchos prominentes matematicos notaron la relevancia de las condiciones de la fron-
tera para poder encontrar su solucién matemética [20]. Lo anterior es importante porque ahora se
sabe que esta ecuacién no puede resolverse analiticamente para cualquier condicién inicial y bajo
condiciones de frontera que no sean “simples”. Por decir algo, los problemas que se han resuelto
exitosamente desde tiempos de Fourier y que se encuentran desarrollados en algunos de los tratados
sobre difusién més influyentes del siglo XX, como los redactados por Horatio Carslaw (1870-1954),
John C. Jaeger (1907-1979) [9], y mds recientemente por John Crank (1915-2006) [11], corresponden
a los que modelan la difusién en sistemas que se encuentran en el estado estacionario y/o que poseen
geometria cilindrica, esférica o rectangular. Por otra parte, la difusién a través de medios porosos
también es un problema de confinamiento donde las fronteras del sistema que definen la regién por
donde pueden difundir las particulas son extremadamente complicadas.
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2.1.1. Confinamiento por paredes rigidas

Como se mencioné anteriormente, es de gran interés conocer una expresion analitica de la den-
sidad de probabilidad P(z,t) de encontrar a la particula en cierta posicién x a un tiempo dado ¢,
para este caso més simple de confinamiento en el que se considera una particula pasiva Browniana
confinada por dos paredes rigidas impermeables en una dimensién. Para ello, recurrimos a la ecua-
ci6én de difusién en una dimensién dada en (2.1), con fronteras en x = 0 y # = L, si tomamos como
L la longitud del intervalo de confinamiento [33]

0 0?
= P(z,t) = D= P(x,1). 2.1
£ P(2,1) = Do P, 1) (21)
Recordemos que dicha densidad de probabilidad se encuentra estrechamente relacionada con la
corriente de probabilidad mediante la ecuacién de continuidad
0] 0
—P(z,t) + —J(z,t) = 0. 2.2
P, 1) + o (2,1) (22)
Por ello, es importante mencionar que la ecuacién (2.1) se encuentra sujeta a las siguientes condi-
ciones de frontera

J(0,t) = J(L,t) =0, (2.3)

las cuales al decir que la corriente o flujo de probabilidad es cero en las fronteras de la caja, establecen
que dichas paredes son rigidas sin dar lugar a ningtin proceso de transmisién, por lo que la particula
Browniana permanecerd confinada en dicho intervalo. Por simplicidad consideramos la siguiente
condicién inicial

P(z,t =0) =d(z — x9), (2.4)
que corresponde a que la particula Browniana parte en x = zg, con 0 < xy < L. Podemos observar
que lo planteado en (2.3) y (2.4) es suficiente para dar lugar a la siguiente condicién de normalizacién

L
/ P(z,t =0)dz =1, (2.5)
0
la cual nos dice que la probabilidad de encontrar a la particula Browniana en todo el intervalo es 1.
Una vez planteadas las condiciones a las que estan sujetas este caso de confinamiento, procede-

mos a resolver la ecuacién (2.1) mediante separacién de variables; consideramos a la densidad de
probabilidad P(z,t) como un producto de funciones

P(z,t) = f(t)g(x), (2.6)
y sustituimos dicho producto en la ecuacién de difusién
¢ "
S _p? (2.7)

/ g
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denotando la prima y el punto como la diferenciacién espacial y temporal, respectivamente. Poste-

riormente igualamos la ecuacién (2.7) a una constante en ambos lados de la ecuacién. Esta igualacién

se toma como negativa para conformar el hecho de que la densidad de probabilidad decae con el
tiempo. Por tanto, las funciones de una sola variable satisfacen que

f=-kf, (2.8)

Dg" = —kg, (2.9)

con k = cte. Las soluciones a la ecuacién espacial (2.9), que satisfacen las condiciones de frontera
dadas en (2.3), son de la forma
cos (@>, (2.10)

L

con n entero. Esta solucién es de dicha forma ya que si consideramos la ecuacién de continuidad
(2.2) y la sustituimos en la ecuacién (2.1), tenemos que

2J( t) = Da—QP( t) (2.11)
oz \OY T Vet \Ht) '
donde 9

J(z,t) = D%P(gc,t)7 (2.12)

de modo que (2.10) cumple las condiciones de frontera a partir de (2.12)

Dnr nwx

0 :
J(x=0,t) = D%P(x, t)L_O =——7 sin (T) T 0, (2.13)
J( —Lt)—DM _ _Dbnrx ‘in(@) -0 (2.14)
e a Ox =L a L ” L =L o .

Ahora, ya que dicha solucién (2.10) satisface las condiciones de frontera, procedemos a sustituirla
en la ecuacién (2.9) con el fin de conocer una expresién para la constante k, teniendo que

-D [%r cos (%) = —kcos (?), (2.15)
donde )
k=D [%] . (2.16)

Por esto dltimo, la solucién para la ecuacién temporal (2.8) es un decaimiento exponencial, con una

velocidad de decaimiento igual a
nmy2
k, =D {—} : 217
K (217)

para el n-ésimo eigenmodo espacial.
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En general, la solucién a la ecuacién de difusiéon puede ser escrita como la expansion de eigen-
funciones
= nwx 2
= A, cos [ — e~ ] D (2.18)
L )
n=0

donde los coeficientes A,, son determinados por la condicién inicial, ya que las funciones cos(nwz/L)
son un conjunto completo de estados para las condiciones de frontera dadas.

Si consideramos la condicién inicial dada en (2.4), a partir de (2.18) tenemos que

ZA cos( ) = d(x — ), (2.19)

donde al multiplicar ambos lados de la ecuacién por el término cos(mmz/L) e integramos en todo
el intervalo de confinamiento, tenemos que

/ Z A, cos ) cos (?)dw = /OL d(x — x) cos (?)dw, (2.20)

Observamos que el lado derecho de la ecuacién (2.20) cumple que

/OL 0(x — zo) cos (?)dm = cos (mzxo)’ (2.21)

va que satisface la siguiente propiedad de la funcion delta,

b f(xo) si xy € [a,b]
/ f(@)d(z — mo)dx = (2.22)
@ 0 st xg ¢ [a,b)

si consideramos a < b con a,b € R, porque z € [0, L]. Por otro lado, el miembro izquierdo de (2.20)
al satisfacer la propiedad de ortogonalidad de las funciones coseno, obtenemos que

2x>dz - i Ay [Lonml; (2.23)
n=0

> L nwx m
Z An/ cos (—) cos (
0 L
n=0
por tanto

Z A, [Lonm] = A L. (2.24)

Asf que, igualando este dltimo resultado con (2.21)

AL = cos ( (2.25)

mﬂ'{L‘())
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donde finalmente

1
A, = T CoS (mzx()); (2.26)

debido a que n,m € NU {0}, podemos decir que

1
A= e (T)

Por tanto, la solucién de la ecuacion de difusion a partir de la condicién inicial y las condiciones de
frontera discutidas en un inicio, es la siguiente

Pa.t) = 3 % cos (270 cos (27 )L 2, 2.9
n=0

(2.27)

donde cada eigenmodo decae exponencialmente en el tiempo, con un tiempo de decaimiento numéri-
camente diferente dado por

7, =k, = L*/n*7*D. (2.29)
Podemos notar que si consideramos el limite en el que ¢t — oo para la densidad de probabilidad
dada en (2.28) (Iimite estacionario), tenemos que

(2.30)

Con el fin de analizar la expresién (2.28) de manera gréfica, procedemos a adimensionalizarla con
respecto a la longitud de la caja, diciendo asi que zo/L € [0,1], S.P.G. considerando z¢/L =
0,5 y, haciendo ¢ = Dt/L? como nuestra variable adimensional asociada al tiempo, de modo que
observamos la evolucién de P(z,t) con respecto a diferentes valores de q.

En la figura 2.1 consideramos la evolucién temporal de P(x,t), donde podemos observar que ya a
un valor ¢ = 10 la distribucién de probabilidad es la estacionaria dada en (2.30), en la que ¢ — oo.
También podemos observar que la distribucién de probabilidad P(z,t) inicialmente se comporta
como una funcién delta, ya que la particula Browniana parte desde zg = 0,5. Posteriormente dicha
distribucién se va comportando como una gaussiana en el intervalo de confinamiento definido por la
caja, hasta que finalmente a tiempos muy largos (en el limite estacionario) se comporta como una
constante, diciendo asi que la probabilidad de encontrar a la particula en cualquier punto dentro de
la caja es la misma, tal como se menciona en (2.30).

Lo que ocurre fisicamente es que el ensamble permanece en el centro de la caja unidimensional
y conforme avanza el tiempo, las particulas se distribuyen en todo el espacio hasta que en el régi-
men estcionario se distribuyen uniformemente; esto se debe a que estamos confinando particulas
pasivas que actiian colectivamente, de modo que no existe repulsién entre ellas, no poseen ninguna
velocidad de nado propia ni alguna propiedad intrinseca de desplazamiento.
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LP(x,1) ¢ = 0.001
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Figura 2.1: Evolucién temporal de la distribucién de probabilidad P(z,t) adimensionalizada a dife-
rentes valores de q.

2.1.2. Confinamiento por un potencial arménico.

De acuerdo a lo mencionado anteriormente, recordemos que un proceso de Ornstein-Uhlenbeck
es un proceso estocdtico que describe el comportamiento de una particula Browniana que se en-
cuentra sometida a una fuerza externa y bajo la influencia de friccién debida al medio en el que
se encuentra; todo esto en el limite sobreamortiguado. Dichas condiciones del sistema fisico que
involucra tal proceso son las que consideraremos en esta seccién, para una particula Browniana
sobreamortiguada confinada por un potencial armonico.

Sabemos que la ecuacién de movimiento empleada para estudiar el movimiento Browniano en una
dimensién es la ecuacién de Fokker-Planck, la cual para una funcién de distribucién W (y,t) con y
una variable estocdstica estd dada por

0
aw(yvt) = LFPW(yat)7 (231)
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donde
o2 2
" D (y). (2.32)

0

Lrp(y) = — 5~

(1)
ayD (y) +

Para un proceso de Ornstein-Uhlenbeck el coeficiente de deriva (D™) es lineal y el coeficiente de
difusién (D®) es constante, de modo que

DW(y) = —vy, (2.33)

D@ (y) = D = const, (2.34)

siendo v una variable que depende del tiempo y de la forma del potencial ([y] = s7!). Obtenemos
asi la siguiente ecuacién de F-P

0 0 02
W =y—uW)+D_-—=W. 2.35
Por otro lado, sabemos que la ecuaciéon de Smoluchowski es un caso particular de la ecuacién de
F-P en una dimensién, que describe el movimiento de una particula Browniana en un potencial f(x)
en el limite de alta friccién (sobreamortiguado) bajo el efecto de fluctuaciones térmicas debidas al
medio, donde los coeficientes de deriva y de difusién estan dados por

DW(z) = (mv) " F(z) = —(mv) "L (), (2.36)
D@ (z) = kpT(mv)™, (2.37)
donde F(x) = —f'(x) es la fuerza debida al potencial f(x), T es la temperatura, m es la masa de

la particula, v = 1/um, donde [v] = s}, siendo i la movilidad de la particula en el medio y kp es

la constante de Boltzmann. Por tanto dicha ecuacién de Smoluchowski es de la forma

0 1 [0 0?

—P=—|=f kpT—| P. 2.38
ot my axf (z) + ks Ox? (2.38)
Podemos observar que la ecuacién asociada al proceso de Ornstein-Uhlenbeck es idéntica a la ecua-
cién de Smoluchowski si consideramos a la funcién de distribucién W(y,t) como la densidad de
probabilidad P(z,t), con y = x donde x es la posicién de la particula; ademds considerando como
potencial el de un oscilador arménico, dado por

f(z) = 1mw%:ﬁ, (2.39)

donde
[ (z) = mwiz, (2.40)
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teniendo asi que

DD () = —yz = — Vg, (2.41)
v
kgT
D@ () =D = 2.42
® 28 (2.42)
y resultando la ecuacién de F-P
0 0 0?
—P=~—(xP)+ D—-P. 2.43
ol = 5 T D (2.43)

Con esto cabe destacar nuevamente que nuestro propésito en este apartado es encontrar una expre-
sion para la distribucién de probabilidad de encontrar a una particula Browniana en un punto z a
un tiempo dado ¢ confinada por un potencial arménico de la forma (2.39). Por tanto, es importante
considerar una condicién inicial para dicha distribucién P(z,t) como

P(z,t =0) = §(x — x0), (2.44)

y una condicién de frontera dada por
P(z = to00,t) =0, (2.45)
la cual establece que la distribucion decae lo suficientemente rapido como para que se anule cuando

T — Foo.

Procediendo a resolver la ecuacién (2.43), podemos aplicar transformada de Fourier (1.15) con res-
pecto a x, a la distribucién de probabilidad P(x,t) por la condicién de frontera (2.45), obteniendo
as{ la ecuacién de F-P para el proceso de O-U en el espacio de Fourier

%P:—kQP—DHP (2.46)

Observamos que la transformada de Fourier de la condicién inicial (2.44) estd dada por
P(k,t = 0) = e~ (2.47)

La ecuacién resultante en (2.46) puede ser resuelta por el método de las caracteristicas empleando
la condicidn inicial (2.47) como se muestra en (A.1) del Apéndice, obteniendo asi la solucién

P(k,t) = exp [~ikzoe " — DE*(1 — e=2") /2], (2.48)
donde aplicando transformada de Fourier inversa a la expresién (2.48), cuya dlgebra se muestra en
(A.1.1) del Apéndice, obtenemos que

P(z,t) =

_ et 2
7 exp[ 2z — e7Mao) (2.49)

2rD(1 — e=27t) C2D(1—e2t) |
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Si consideramos el limite cuando ¢ — oo para la distribucién de probabilidad obtenida en (2.49)
(caso estacionario), vemos que ésta es de la forma

P(z) = P(z,t — 00) = \/g exp {—gﬂ . (2.50)

Con el propdsito de analizar la expresion (2.49), procedemos a reescribir ésta de la siguiente manera

I 1 Y(x — e ap)?
Plt) =155 meXP[ 9D(1 — =21t |’ (2:51)

en la que para adimensionalizarla, como en el caso anterior de una particula confinada por una caja,

denominamos a u = vt como unidad adimensional asociada al tiempo y & = /27D /~, observando
que esta ultima al tener unidades de longitud se emplea para adimensionalizar z y a P(x,t). También
sin pérdida de generalidad elegimos que la particula Browniana parta en zg = 5.

{P(z,t)

41 i
semnnms 1 = 0.03
31 u=0.1
----- u=0.2
u=20.5
91 u = 10

—— = U = OO

-2 0 2 4 6 8

z/€

Figura 2.2: Evolucién temporal a diferentes valores de u de la distribucién de probabilidad P(x,t).
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En la figura 2.2 podemos observar la evolucién temporal de la distribucién P(z,t) a diferentes va-
lores de u, percatdndonos de que ya a un valor mucho mayor (u = 10) con respecto a los primeros
valores de esta variable dependiente del tiempo, la distribucién se comporta como la estacionaria
encontrada en (2.50), en la que u — co. La distribucién de probabilidad sabemos que inicialmente se
comporta como una funcién delta ya que la particula Browniana se encuentra situada en un punto,
pero dicha funcién posteriormente lo hace como una gaussiana al transcurrir el tiempo, aumentan-
do su ancho progresivamente; finalmente a tiempos muy largos, es decir en el limite estacionario,
podemos observar que la distribucién sigue teniendo la forma de una gaussiana cuyo ancho llega a
un limite definido.

Analizando la fisica involucrada en lo obtenido en la figura 2.2, observamos que el ensamble de
particulas activas permanece en x( ya que asi lo establece la condicién inicial, posteriormente con-
forme avanza el tiempo las particulas al actuar de manera colectiva, describen una distribucién de
probabilidad gaussina, de modo que poco a poco el conjunto se ve mas atraido por el potencial que
se encuentra centrado en x = 0, hasta que en el régimen estacionario permanecen confinadas en ese
punto.

2.2. Movimiento “run-and-tumble” confinado

Es bien sabido que la materia activa tiene la propiedad de acumularse en las fronteras cuando
se encuentra en ambientes confinados bajo ciertos regimenes especificos; sin embargo, no siempre es
asi para el caso de particulas activas “run-and-tumble” y por ello a continuacién presentamos casos
de confinamiento para un conjunto de éstas estudiados desde las ecuaciones de difusién.

Por un lado se analiza el problema de confinamiento por una caja unidimensional limitada por
paredes rigidas; en este caso, se considera su dindmica que involucra su velocidad de nado y su tasa
de cambio de direcciéon, asi como también la acumulacién de estos agentes en las paredes por su
movimiento persistente, hasta el punto en el que realicen un “tumble” y cambien de direccién de
nado alejandose de la frontera. Al introducir condiciones de contorno adecuadas, investigamos las
soluciones del problema centrandonos en la distribuciéon de probabilidad de los nadadores. Debido
a la complejidad del andlisis, resulté conveniente estudiar a la funcién en el espacio de Laplace,
comparando en el limite efectivo dicho resultado con la transformada de Laplace de la distribucién
de probabilidad obtenida para un ensamble de particulas Brownianas confinadas por la misma caja.

Por otro lado, se aborda el confinamiento por un potencial arménico de este ensamble de particulas
activas ofreciendo un resultado interesante en el régimen estacionario para la distribucién, el cual
resulta elemental en nuestro posterior desarrollo.
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2.2.1. Confinamiento por paredes rigidas

En este apartado, como en los anteriores para movimiento Browniano, nuestro objetivo es en-
contrar una expresién para la distribucién de probabilidad P(z,t) de encontrar a una particula
“run-and-tumble” en un punto x a cierto tiempo dado t confinada por una caja en una dimension.
Recordamos que v;(z) (i = R, L) es la velocidad de nado de la particula debida a su autopropulsién
y a;(z) (i = R, L) es la tasa de cambio de direccién de ésta, la cual es una caracteristica fundamental
de este tipo de particulas. Por simplicidad tomamos en cuenta que

v =wv;(x) = cte, (2.52)
a = a;(z) = cte, (2.53)
con ¢ = R, L. Dicha funcién estocéstica, conformada por las distribuciones de probabilidad de la
particula de orientarse hacia la derecha (Pr(z,t)) y de orientarse hacia la izquierda (Pr(z,t)), puede

ser obtenida de las ecuaciones (1.47) y (1.48) considerando las expresiones (2.52) y (2.53), teniendo
que

%PR(x,t) - —ua%PR(x,t) - %[PR(M) — Pp(,t), (2.54)
%PL(x,t) - U%PL@, t) + %[PR(;E, t) — Pp(z, 1)), (2.55)

las cuales corresponden a ser las ecuaciones de difusion que describen la dindmica de la particula
“run-and-tumble” de manera estadistica. A partir de éstas se deducen las ecuaciones acopladas para
la distribucién de probabilidad total P(x,t) = Pr(x,t)+ P (x,t) y para la corriente de probabilidad
J(z,t) = v[Pr(z,t) — Pr(z,t)]

0 0
0 , 0 B

donde la ecuacién (2.56) corresponde a la ecuacién de continuidad y resulta a partir de la suma
de (2.54) y (2.54), mientras que la ecuacién (2.57) se deduce a partir de derivar la expresién para
J(x,t) con respecto al tiempo y en ella sustituir las ecuaciones (2.54) y (2.55), como se muestra a
continuacién

270 = g = Pl =o{ = v o) = S{Pate) - Fue)
_U%PL(LEJ) - %[PR - PL]> = —vQ%P(x,t) — o (z,t). (2.58)

Ahora, procedemos a derivar con respecto a z la ecuacién (2.57) y en ella sustituir la ecuacién de
continuidad (2.56), teniendo que

2

82

(x,t) + agJ(x,t) + 025

Ox
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donde 5 5 o2
R —_— 27 =
<8t + a) 5 J(x,t)+v 92 P(z,t) =0, (2.60)
lo que implica que
_(2 +a ﬁp(z t) + v28—2p(a: t) =0 (2.61)
ot ot ' Ox? T '

Esta ecuacion resultante de desacoplar (2.56) y (2.57), es la que resolveremos con el fin de obtener
una expresién analitica de P(x,t) y para ello consideramos fronteras de confinamiento en = = a
y ¢ = b, asumiendo S.P.G. que a < 0 < b.]2] Debido a su movimiento persistente, las particulas
al aproximarse a cualquiera de las dos fronteras, ejercen presién contra el muro hasta el momento
en el que un tumble llega a cambiar su direccién de movimiento, dando lugar a la acumulacién de
particulas en dichos muros, algo que se espera observar al analizar el comportamiento de la distri-
bucién de probabilidad P(z,t) de manera grafica. Es importante considerar que las propiedades de
cambio de direccién de los nadadores no se vean afectadas por la presencia del muro, sin embargo
cabe mencionar que una bacteria real podria en cambio manifestar una dependencia no trivial de
tasas de cambio al aproximarse a las fronteras.

También, con el fin de implementar condiciones de frontera debido a la presencia de los muros
rigidos, denominemos a W, (t) y W3(t) como las probabilidades de encontrar particulas atrapadas
en los puntos de frontera a y b al tiempo t, respectivamente; esto por lo mencionado anteriormente
de que estas particulas activas por su movimiento persistente tienden a acumularse en las fronteras,
como se puede observar en la figura 2.3. Dichas probabilidades generan las siguientes condiciones
de frontera

vPL(b,t) = %Wb(t) (2.62)
vPg(a,t) = %Wa(t), (2.63)

obtenidas a partir de la suposicién de que el flujo hacia la izquierda (derecha) de particulas en el
punto fronterizo derecho (izquierdo) es generado por la fraccién de particulas atoradas en ese punto
que invierten su direccién de movimiento.

Como perspectiva, es importante mencionar que los términos W, con ¢ = a, b, satisfacen la siguiente
condicién de normalizacién

/b P(z,t)dz + W (t) + Wy (t) = 1. (2.64)

Y que si evaluamos la ecuacion de continuidad en las fronteras, se tiene que

%Wb(t) = J(b,t), (2.65)

CW.(t) = —J(a,t). (2.66)
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W W
P(x)
wall 1i _f.|2 wall
-L/2 0 L/2 X

Figura 2.3: Esquema del problema de particulas “run-and-tumble” confinadas por paredes rigidas
en una dimension. El perfil de densidad muestra su aumento en los extremos por la acumulacién
de los nadadores en las fronteras y su comportamiento uniforme dentro de la caja, en el régimen
estacionario. Fuente : [2]

Asumimos que al tiempo inicial ¢ = 0, las particulas se concentran en el origen (x = 0) y son igual-
mente distribuidas hacia la derecha e izquierda, de modo que como condicién inicial establecemos
que

P(z,0) = §(), (2.67)

donde observamos también que al tiempo inicial

J(x,0) =0,
W, (0) = W,(0) = 0. (2.68)

Finalmente, para resolver la ecuacién (2.61), procedemos a aplicarle la transformada de Laplace, la
cual sabemos que estd dada por

P(z,s) = /000 e " P(x,t)dt, (2.69)

donde para el término 92 P/dt? se tiene que

+s/ e*thPdt:()st/ e*thPdt:
0 0 0

0 0? 0
T __ P, t)dt = e =P
/0 ¢ (z,8)dt = e at ot

ot? ot

s (e_tsP

[ee]
0
/ dte " —P =¢ P
0

+ s/ e_tsPdt) = —s8(x) + $*P(x, s), (2.70)
0 0

y para el término OP/0t

ot

+ s/ dte P = —6(z) + sP(x, s), (2.71)
0 0
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para los cuales se considera la condicién inicial (2.67). Por tanto, la ecuacién (2.61) en el dominio
de Laplace es de la siguiente forma

0? ~ ~
2 _
v @P —s(s+a)P =—(s+ a)d(x), (2.72)
cuya solucién estd dada por B
P = Ajelel 4 Ayeelel, (2.73)
si consideramos en ésta que
v2c?(s) = s[s + al, (2.74)
tomando la forma
0 O 5 22D v?c?

Ahora, es importante decir que debido a que nos encontramos en el dominio de Laplace, se deben
establecer las condiciones de frontera adecuadas para P y lo hacemos de la siguiente manera. Si
sustituimos la expresién (2.65) en (2.62), se tiene que

0
UaPL

b — EJ(b’ t), (2.76)

la cual al sustituirla en la expresién (2.59) evaluada en x = b, obtenemos

2v 0
=°Zp
b+a<a ot -

0
EJ

+ v22P
b ox

b) =0, (2.77)

donde si empleamos la definicién de J(z,t), nos resulta que

0
+ 2U*PL

0

2
—P
+v . 7%

0
U*[PR—PL]Z) 8.’L‘

= 2.
5 0, (2.78)

b

y si consideramos la definicién de P(x,t) en términos de Pr y Pr, tenemos que

0 0 0
—[P—2P 2P| +20="P| = 2.
Vol cl| Fvget| F gt =0 (2.79)
obteniendo finalmente 5 5
—P| =—v—P 2.80
ot |, Uaz b’ ( )

expresion que al aplicarle transformada de Laplace, nos resulta la primera condicién de frontera
para P en x = b, dada por

—P| =—sP
’U@x , S

. (2.81)
b
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Para la otra condicién de frontera para Penz= a, se realiza un planteamiento similar a partir de
sustituir la expresién (2.66) en (2.63) y a su vez en (2.57) evaluada en dicho punto; posteriormente
al emplear las definiciones de J(z,t) y de P(z,t), nos resulta que

0 0

—P| =v=P 2.82

ot |, "ot |, (2.82)
donde al aplicar finalmente transformada de Laplace, tenemos la condicién de frontera

vor P = sP| . (2.83)

Entonces, si empleamos las condiciones de frontera (2.81) y (2.83) para la solucién (2.73), consi-
derando una situacién de simetria en la que |b| = |a| = L/2, siendo L la longitud de la caja, nos
resulta el siguiente sistema de una sola ecuaciéon

L

Aq(ev+ s)ecg — As(cv — s)e” 2 =0, (2.84)

el cual al resolverlo obtenemos una expresién para los coeficientes Ay y As

A = , 2.85
' (s +vc)e’s — (ve— s)e™°3 (2.85)
(£) [ve+ slecs
y = 25/ - (2.86)
(s +wvc)e’z — (ve— s)e °2
donde si sustituimos dichos coeficientes en la solucién (2.73), tenemos que
P(z,s) = ¢ —[(ve— s)e~ Tl 4 (ve+ 5)ec s el (2.87)

25[(s 4 ve)ecs — (ve — s)e 5]
en la que si empleamos el cambio dado en (2.74), llegamos a la siguiente expresién

P(z,s) = !

- —[(ve+ s+ a)ec(%_“’”l) — (ve—s— oz)e_c(%_‘ml)]. (2.88)
20[(s +ve)es — (ve — s)e™¢3 |
Finalmente, a partir de (2.88) obtenemos la fraccién de particulas atrapadas en una frontera en el
dominio de Laplace dada por

e 1 1 1

_ _1 2.
W) (s 4 vc)es — (ve—s)e=¢5 2 scosh (cb) +vesinh (cb)’ (2.89)

teniendo que la distribucién de probabilidad total en el espacio de Laplace dentro del intervalo [a, b],
esta dada por

[(vc + s+ a)eCL(%fT) —(ve—s— a)eiCL(%J%‘)} . (2.90)
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- |t| LsP(z, s)
i
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6 |
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Figura 2.4: Evolucién de la distribucién de probabilidad en el dominio de Laplace P(z,s) adimen-
sionalizada, a diferentes valores de s.

Debido a que resulta bastante complicado obtener una expresién de la distribuciéon de probabilidad
P aplicando transformada inversa de Laplace, procedemos a encontrar una expresién de dicha
distribucién en el régimen estacionario a partir del método presentado en (A.2) del Apéndice,

llegando al siguiente resultado
« 1
Plx)=— | —— 291
(@) 2v<1+35>7 (291)

donde si definimos I = v/a, como [ la longitud de persistencia y la sustituimos en (2.93), nos resulta
que

1
Tt (2.92)

Esta ultima expresion resulta ser la misma dentro del intervalo definido por la caja unidimensional,

P(z)
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obtenida en [25]. Ahora analizamos la evolucién de la distribucién de probabilidad en el espacio de
Laplace (P(z, s)) con respecto a s, a partir de la expresion (2.90) y del limite dado (A.25). Para
ello procedemos a adimensionalizar la distribucién de probabilidad multiplicandola por s como lo
establece (A.25) y por L que es la longitud de la caja, notando también que podemos adimensiona-
lizar v a partir de considerar el producto aL como una velocidad caracteristica del sistema; y por
dltimo adimensionalizamos « con L. Con el fin de ver claramente la aproximacién al limite dado
en (2.92) al disminuir el valor de s, consideramos sin pérdida de generalidad La/v = 10. En la
figura 2.4 se puede observar la evolucién de P en todo el espacio de la caja unidimensional y en el
dominio de Laplace, donde a un tiempo muy pequeno (es decir, a un valor s sumamente grande), se
comporta como una funcién delta y, en el régimen estacionario (s = 0) tiende a ser una constante
tal y como se observa en el limite dado en (2.91). Este tltimo resultado nos dice que en dicho régi-
men las particulas activas se distribuyen uniformemente en todo el espacio de la caja, indicAndonos
que la acumulacién de particulas en las fronteras ocurre antes de llegar a este punto, lo cual no es
observable al encontrarnos en el espacio de Laplace.

Lo que sucede fisicamente es que inicialmente las particulas activas se encuentran en el centro
y posteriormente, conforme avanza el tiempo, se distribuyen en todo el espacio y comienzan a
acumularse en las paredes; despues de cierto tiempo siguen acumulandose en las paredes por su
movimiento persistente pero llega a haber un poco de acumulacién en el centro por el tumble de los
micronadadores; finalmente en el régimen estacionario las particulas se distribuyen uniformemente
en todo el espacio describiendo una distribucién de probabilidad en toda la caja, denotando que el
sistema se encuentra en un estado de minima energia. Esto es posible mencionarlo debido a lo obteni-
do en la figura 2.4 que es congruente con las simulaciones realizadas en [25] para el régimen temporal.

Debido a que nos es imposible realizar un anélisis en el espacio real temporal de la distribucién
de probabilidad P, procedemos a hacer la siguiente analogia. Si abordamos un caso limite de las
variables involucradas en este caso de confinamiento por paredes rigidas, esperariamos que en algin
punto las particulas se lleguen a comportar como particulas Brownianas confinadas por una ca-
ja. Dicho esto, si definimos la constante de difusién efectiva (D) debida a la actividad de nuestro
ensamble de particulas activas ”run-and-tumble” como

U2

D

=lv, (2.93)

«

la cual al sustituirla junto con (2.76) en el resultado (2.90), nos resulta que
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donde si consideramos el limite en el que v, — oo, manteniendo D constante, la distribucién de
probabilidad dada en (2.94) se comporta como la distribucién de probabilidad P obtenida de aplicar
transformada de Laplace a la expresion (2.28) para el caso de un ensamble de particulas Brownianas
confinadas por una caja en una dimensién, dada por

~ <1 1 NI nmx
P(zx,s) = Z — <2> cos ( ) cos ( ) (2.95)
n=0 L s+ (%) D L L
LsP(z,s) a) b) LsP(z,s)
d=0.2 d=0.2
2.5 d=0.5 2.5 d=0.5
————— d= —_———— =1
summmnn d=25 smmmmmm =25
2 d =100 2 d =100
1.5 1.5
] {t e rnar e m et R RS S S S . S e :::-_:;M-IS-}—-:::;-‘M.‘-_-_-_E-_--
0.5 0.5
0 0.5 1 2/L —05 0 05 /L

Figura 2.5: Comportamiento de la distribuciéon de probabilidad adimensionalizada ﬁ(x, s) a dife-
rentes valores de d para a) un ensamble de particulas Brownianas y b) un ensamble de particulas
activas “run-and-tumble”, confinados por una caja unidimensional; considerando un valor S.P.G.
para la variable de Laplace de s = 1.

Analizando graficamente (2.94) y (2.95), procedemos a variar el siguiente pardametro adimensional

en ambas expresiones
| D
d= ;L, (2.96)
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y comentamos que se varia el mismo parametro en ambas funciones por lo siguiente. Es importante
resaltar que al considerar el limite v,a0 — oo, en (2.94) podemos notar que para mantener D
constante, mientras v va creciendo, la longitud de persistencia tiende a 0, lo que indica que las
particulas activas se van comportando como particulas Brownianas con una constante de difusién
igual a la constante de difusion efectiva. Esto se puede ver claramente a partir de dividir entre « la
ecuacién (2.57)

10 v? 0

a@tJ+ aaxP+J_0’ (2.97)

de donde al aplicar el limite v, @ — oo, manteniendo v?/a constante, tenemos que

0
D—P =0. 2.
o7 +J=0 (2.98)

Si derivamos con respecto a x esta dltima expresion, nos queda que

02 o
Do 3P+ 57 =0, (2.99)

donde finalmente al sustituir la ecuacién de continuidad (2.56), recuperamos la ecuacién de difusién

(2.1)

0 02
—P=D—P 2.1
ot 0x2"’ (2.100)
logrando demostrar que
D ="D. (2.101)

En la figura 2.5 hacemos una comparacién de ambas distribuciones de probabilidad (2.94) y (2.95)
en el espacio de Laplace, variando el valor que involucra la constante difusiva. En dicha figura po-
demos observar que para valores relativamente grandes de dicho término, ambas distribuciones de
probabilidad P(z, s) se comportan uniformemente al mismo valor en todo el espacio unidimensio-
nal dentro de la caja, pero a valores pequenos de dicha constante, las distribuciones describen un
aumento en el centro de la caja difiriendo entre si en el valor de su amplitud; esto ultimo se aborda
en la siguiente analogia.

Fisicamente lo que podemos observar en la grafica 2.5 b) es que, al haber ya transcurrido un
tiempo considerable por el valor de la variable de Laplace s = 1 y al tratarse de un caso limite en el
régimen difusivo, ain se tienen particulas acumuladas en las fronteras originando que la amplitud
de la distribucién de probabilidad sea mayor con respecto a la de la grafica 2.5 a), teniendo en
ambos casos que los micronadadores estan mayormente concentrados en el centro, como se puede
observar en la figura 2.1 para el caso de las particulas Brownianas. Ahora, al momento de aumentar
la constante de difusiéon en ambas gréficas, tenemos que las particulas tienen mayor facilidad para
desplazarse en el medio, originando que éstas puedan distribuirse uniformemente en el medio.



2.2. MOVIMIENTO “RUN-AND-TUMBLE” CONFINADO

2.2.2. Confinamiento por un potencial armoénico

Ahora abordaremos el caso de un ensamble de particulas activas ”run-and-tumble” confinado
por un potencial de atrapamiento, al cual se le asocia una fuerza que restringe el movimiento de
las particulas confindndolas en una region del espacio unidimensional. Si definimos la velocidad de
nado en cada direccién de las particulas en términos de dicha fuerza, tenemos que son de la forma

vr(x) = v+ nf(z), (2.102)
vr(z) = v —pf(z); (2.103)

donde v = cte es la velocidad de nado por defecto de las particulas en ausencia del potencial, y la
movilidad de las particulas en el medio y f(x) la fuerza asociada. Entonces, si sustituimos (2.102)
y (2.103) en las ecuaciones (1.47) y (1.48), considerando (2.53) para la tasa de cambio de direccidn,
éstas ahora son de la forma

0 0]
Pl t) + 5= (v + uf (@) Pae.t) = 5 [Pu(e,t) = Pr(e,)], (2.104)
0 0 @
& Pofa,t) ~ ([0 @) P, 1) = & [Pala, 1) ~ Pr(e, 1), (2.105)
Consideramos ahora que el potencial sea arménico, definiéndolo como
U(zx) = %mwsz, (2.106)
de tal manera que
f(2) = —mw?z = ~U'(2), (2.107)
de modo que (2.104) y (2.105) se ven como
2 Prla, 1)+ 2o — pmea] Pa(e, ) = & [Pu(e,1) — Pa(a, ) (2108)
ot R\, o U — pmw | IRr\Z, _2 L\Z, R\Z, ’ .
0 0 9 o«
EPL(x,t) — a—x([v + pmwz|Pr(x,t)) = 3 [Pr(z,t) — Pr(z,t)]. (2.109)
Definimos
_ 2
v = pmw?, (2.110)
asi que
O Pr(ast) + 2 (v — vl Prle. 1)) = & [P, t) — P, t)] (2.111)
E R\, +% v YT LR\, _5 L(J], ) R(xu )a .
9] 0 @
EPL(:EJ) - %([v + yz|Pr(x,t)) = 5 [Pr(z,t) — Pr(z,t)]. (2.112)

Ahora, como condicién inicial decimos que

Pi(z,0) = %5(;3), (2.113)
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y como condicién de frontera que
Pi(z — o0,t) =0, (2.114)

con i = R, L, donde la condicién de frontera nos remite al hecho de que la probabilidad de encon-
trar a la particula a una distancia considerablemente grande del origen, es cero, y que inicialmente
el ensamble de particulas ”run-and-tumble” se encuentra en el origen, teniendo que éstas pueden
desplazarse hacia las dos posibles direcciones de movimiento dependiendo su velocidad de nado y
tasa de cambio de direccién, las cuales no dependen de su posicién a lo largo del tiempo.

Procediendo a resolver las ecuaciones (2.111) y (2.112), consideramos la transformada de Laplace
dada por (2.69) y la aplicamos a cada uno de los términos de estas dos ecuaciones, donde podemos
observar lo siguiente en el primer término del miembro izquierdo de ambas [12]

o 0 o 9 1 ~
St Pdt = e 5P, —/ P—e ddt=—=§ P 2.115
| ertgpar=cr) [T g 26(x) + 5P, (2.115)
denotando
P, = Py(z,s), (2.116)

teniendo que las ecuaciones (2.111) y (2.112) se ven como
L 5ta) + 5P = oL P+ P — 02 Py — aPp + aP (2.118)
5 R=7 or B YR or B R L .
1 ~ 0 ~ ~ 0 ~ ~ ~
—5(5(3:) +sPp = ’yx%PL +~Pp, + ’U%PL — aPr, + aPg; (2.119)
ordenando éstas ultimas, tenemos que
0 ~ ~ ~ 1
(vx—v)a—xPR—i— (vy—s—a)Pgr+ aPr, = —55(37), (2.120)
0 ~ ~ ~ 1
(7x—|—v)%PL+ (vy—s—a)PL+aPg = —55(33). (2.121)

Para conocer la longitud del intervalo de confinamiento, basta con observar las reestricciones im-
puestas en (2.102) y (2.103) para la velocidad de nado. Es claro que para que las particulas no
vayan mas alla de la frontera de dicho intervalo, es necesario que en esos puntos su velocidad de
nado tenga que ser cero, es decir que su velocidad por defecto v sea igual al término restrictivo
wf(z), teniendo que

v=tuf(x), (2.122)

de donde

v = Fumw?e, (2.123)
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asi que
v
x=4—, (2.124)
Y
por tanto, la posicién de la particula activa (x) cumple con que x € [—v/v,v/7].
Ahora, si hacemos un cambio de variable

z=2(1-22), (2.125)
v
implica entonces
T € {—v’ v} =z €10,1], (2.126)
vy
Yy que
By(z,s) = P, <$[1 — 2], 5) , (2.127)

por lo que aplicando dicho cambio de variable a las ecuaciones (2.120) y (2.121), observamos que
para el primer término del miembro izquierdo de la ecuacién (2.120) sucede lo siguiente

0 ~ v 0z 0 ~ 0z 0 ~
(yx — v)%PR = [7 (7[1 - 22]) — v] %EPR = —QUZ%%PR =
N Dp 05
2uz <2v> &PR = wzazPR, (2.128)

para el de la ecuacién (2.121) sucede algo semejante

05 v 0z 0 5 7 —y 2~
(yx + v)%PL = [7 (7[1 - 22]) + v} %&PL = [2v — 2vZ] <2v) 82PL
o ~

Y para el miembro derecho de ambas ecuaciones consideramos una propiedad de la delta de Dirac
1
d(ax) = Eé(a:),Va #0, (2.130)

de tal manera que

) = (2.131)
1
2
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por lo que (2.120) y (2.121) toman la forma

0 ~ ~ ~ 1
yz—PR—&—(v—s—a)PR—i—aPL:—lé z2— =,
0z 4v

0 ~ ~ ~ 1
'y[z—l]aPL-i-(v—s—a)PL—i-aPR:—15 (z—)

4v 2

Finalmente, dividiendo entre 7y estas dos tultimas ecuaciones, tenemos que

z({iﬁR—f—(l—E—d)ﬁR—kdﬁL—_4105<Z_;)’

0 ~ - 1
(z—l)(%PL+(1—s—a)PL+aPR——4@5(2’—2),

definiendo asi

i
Il

Qi
Il
2ol

(2.132)

(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

Las ecuaciones ahora por resolver son (2.134) y (2.135) y para ello consideramos la condicién de
normalizacion original la cual establece que la probabilidad de encontrar a la particula dentro del

intervalo de confinamiento [_7”, ﬂ es 1, es decir

/77 [Pr(x,t) + Pr(x,t)]de = 1;

hacemos

[3 (Pa(a,t) + Po(e, t)]dz = —1,

retomando el cambio de variable dado en (2.27), se tiene que

dx —2v

dz v
de tal manera que aplicando este cambio a la condicién de normalizacion
—2v !
— [Pr(z,t) + Pr(z,t)]dz = —1,
Y 0
donde

/ (Pa(e.t) + Pz, tldz =
0 v

(2.138)

(2.139)

(2.140)

(2.141)

(2.142)
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Si aplicamos la transformada de Laplace a esta tltima expresion, observamos que para el miembro
derecho de la igualdad se tiene que

oo [ee] oo
/ e_Stldt - e Stdt = T e_St(—S)dt
0 2v 2v Jo 2us J,
Vo st v v
—__ =—'0-1=- 2.143
2vus o 21}5[ ] 2us’ ( )
por lo que (2.142) toma la forma
1 ~ ~y 1
P, P, dz = — = —. 2.144
/0 [Pr(z,8) + Pz s)ld= 2us 20§ ( )

Resolvemos las ecuaciones de manera separada para z < % y z > % por la divergencia en z = %
debida a la funcién §. Cabe mencionar que las soluciones en estas dos regiones disjuntas estén
relacionadas mediante la condicién de coincidencia en z = % de la siguiente manera [12]

(2.145)

~ 1 ~ 1
PR(z:§+€,s)—PR(z=§—e,s):—

- 1 - 1
PL(z=§+€,s)—PL(z=f—e,s)=

2.14
; 7 (2.146)

M| = DN

1
2

P;(z,s), es originada de la funcién § en z = 0 por las condicién inicial; sin embargo, dichas discon-
tinuidades no implican que en tiempo real las distribuciones P;(x,t) sean discontinuas en x = 0,
de hecho para todo tiempo ¢, estas funciones son continuas en & = 0. De las ecuaciones (2.134) y
(2.135) observamos que su solucién cumple con la siguiente propiedad de simetria

donde € — 07. Como ya mencionamos, esta discontinuidad en z =

en la transformada de Laplace

PR(Z,S) :P[,(l—,Z“S)7 (2.147)
Pi(z,s) = Pr(1 = z,s). (2.148)
Por ello, es suficiente resolver ambas ecuaciones en una de las dos regiones que componen al in-

tervalo de confinamiento, asi que S.P.G. elegimos la regién (0 < z < %) Asi que, a partir de las
condiciones dadas en (2.145) y (2.146) podemos emplear la propiedad de simetria obteniendo una

nueva condicién ) . )
Py, <z=2+e,s)—PR (2’22—678>:—2, (2.149)

entonces, concentrandonos en la regién (0 < z < 1/2), de las ecuaciones diferenciales de primer
orden en (2.134) y (2.135), los miembros derechos de ambas ecuaciones se anulan ya que

o0 st oz = %
o(x) = , (2.150)

0 i z;é%
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de modo que estas ecuaciones toman la forma

z%ﬁR—&— (1—5—a)Pg+aP, =0, (2.151)
(z — 1)%1% +(1—5—a)P, +aPg=0. (2.152)

Ahora, si despejamos el término aPy, de la ecuacién (2.151)
aPp = —z%ﬁR +(@+5—1)Pg, (2.153)

y la sustituimos en (2.152)

0 0 ~ o ~

0

obteniendo una ecuacién de la forma

2 -
z[1 —z]%PR—i— (2—@—5—324—252—1—20’42)%1%

(1-5—a) {—zazﬁR +(@+35- 1)?4 = —a’Py, (2.154)

—(1 —2a — 25 4 2a5 + 5°) Pg = 0. (2.155)

De manera analoga si despejamos el término aPg de (2.152) y se sustituye en (2.151), obtenemos
una ecuacién similar a (2.155) dada por

0? ~ 0 ~
z[1— z]@PL +(1—-a—5-32+252+ 2@z)@PL
—(1 —2a — 25+ 2a5 + 5%) Py, = 0. (2.156)
Por tanto, las ecuaciones (2.155) y (2.156) se vuelven ecuaciones hipergeométricas estdndar como
se muestra a continuacion

2
Z[l—Z]%ﬁR—‘r[CR— (1+a+b)z]%ﬁR—abﬁR =0, (2.157)
2[1— z]a—QﬁL +ler—(14a+ b)z]gﬁL —abPy =0, (2.158)
0z 0z
si denotamos

a=1-35,

b=1-2a—5,
cR=2—a—3, (2.159)

c, =1—a—s.
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Sabemos que empleando el método de Frobenius se obtienen dos soluciones linealmente indepen-
dientes para la ecuacion hipergeométrica, dadas por

y1 = F(av ba CR,L; Z)a

Yo = zlfcR’LF(a +1- CR,L, b+1— CR,L; 2 — CR,L; Z), (2160)
de modo que la solucién general es una combinacién lineal de ambas. Considerando esto tltimo
para la solucién de Pgr(z,s) y Pr(z,s) de ambas ecuaciones hipergeométricas (2.157) y (2.158),

recordando lo denotado en (2.159), se obtiene que
Pr(z,8) = AF(1—51—-2a—352—5—5,2)+ Bt 'F(a,-a,a+5,2), (2.161)
Pr(z,8)=CF(1-51-2a—51—-a—52)+Dz""F(l+al—al+a+sz), (2.162)
donde F(a,b,c,z) =2 Fi(a,b;c; z) es una funcién hipergeométrica estdndar y A, B,C, D son cons-
tantes atin por determinar. Notamos que las constantes C'y D estdn relacionadas con A y B. Esto

es porque Pr y Py, satisfacen las ecuaciones diferenciales de primer orden acopladas. Si sustituimos
estas soluciones generales en las dos ecuaciones de primer orden, para z < 1/2, se deduce que [12]

c=-1z07%,
«
p=-2p (2.163)
a+s

En consecuencia, las soluciones (2.161) y (2.162) estan dadas por

Pr(z,s) = AF(1—51—2a—5

,2—F—35,2)+
Bz F(a, —a,a + 3, 2), (2.164)
- At+5—1
Pr(zs) = A2 Pl —51—2a—51—a—s2)+
(6%
B2 P14+ al-al+at+sz), (2.165)
a—+ s

donde ahora solo nos quedan dos constantes A y B por determinar. Para ello empleamos la condicién
de normalizacién dada en (2.144)(i) y la condicién de discontinuidad dada en (2.149)(ii). Observamos
que si empleamos la simetria discutida anteriormente, en z = 1/2, la condicién de normalizacién se
reduce a

=

/; [Br(z, )+ Pr(z )|dz = 4711}8 (2.166)

Entonces, encontrando A y B a partir de (i) y (ii), tenemos que [12]

A=0, (2.167)

B= - —. (2.168)
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El denominador en la expresion para B puede ser simplificada usando las identidades de la funcién
hipergeométrica dada por [12]

_ V2 et s (2.169)

Por lo tanto, sustituyendo las expresiones para A y B en las ecuaciones (2.164) y (2.165), tenemos
que la solucién general estd dada por [12]

P(z,5) = B(s)z*T'F(1 —a,a,a + 3, 2), (2.170)
considerando el hecho de que _ B _
P(z,s) = Pr(z,s) + Pr(z,s), (2.171)
donde debido a (2.168) y (2.169), la amplitud B(s) estd dada por
-~ 5_31(5/2)T | 1+5)/2
B(s) = 22(a+5)-3 (s/2)Ta+ (1 +5)/ ] (2.172)

Val(a + 3)

Definiendo P(z,s) de manera explicita a partir de (2.170) y (2.172), tenemos que

Bz s)  92a+9-s DE/2TE+ (14 8)/2) avsipy _qacis,
P(z,5) =2 NCACET) [ F(l1—a,a,a+s5,2)]. (2.173)

En la figura 2.6 podemos ver el comportamiento de la expresién para P (z,s) dada en (2.174) donde
se considera en la primera grafica valores para @ y 5§ de 0,25 y 1, respectivamente; y en la segunda
grafica de 0,5 y 10, respectivamente.

Ahora, si consideramos el limite s — 0 en la expresién (2.173), obtenemos que [12]

P(z,s) = EZM, (2.174)

con B(a, &) siendo la funcién beta, definiéndola de la siguiente manera a partir de sus propiedades

I(a)l(a)

T(oa) (2.175)

B(a,a) =

Si expresamos z en términos de x a partir de (2.125) y aplicando transformada de Laplace inversa
a (2.174), obtenemos la expresién para la distribucién de probabilidad estacionaria

Pla)= —2 1 [1 - (W)er. (2.176)

v
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En la figura 2.6 se puede observar el comportamiento de esta distribucién de probabilidad estacio-

naria adimensionalizada, a diferentes valores de &, donde el intervalo de confinamiento es [—%, ﬂ ,
pero por dicha adimensionalizacién, el intervalo es [—1,1]. En dicha figura podemos observar que
para a > 1 la longitud de persistencia de las particulas es menor que el intervalo de confinamiento,
lo que implica que al ser su actividad menor que la fuerza de atrapamiento del potencial de con-
finamiento, la distribucién de probabilidad P(x) llega a tener un comportamiento gaussiano, cuyo

maximo se da en el origen por la expresiéon dada del potencial armoénico, denotando que el ensamble
se concentra en mayor medida en ese punto.

: loapP ()
: 2 :
: smmnmnm @ = 0.5
U5 a=1
1 L}
: e a=1.5
: 1 a =10
— _‘.’_,,_*'_ 4 =5 = =\ _~\_‘,:l —
. "t.. “;' ~
’ bl T o ansui®®
, N
/4 A Y
4 AY
/ \
Il g \
-2 _
1 0 1 2 2/ lirap

Figura 2.6: Comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria P(x) adimensionalizada,
a diferentes valores de a.

Por otro lado, cuando « < 1, la longitud de persistencia es mayor que el intervalo de confinamiento,
dando origen a que al ser la actividad mayor que la fuerza de atrapamiento del potencial arménico,
las particulas se acumulan en los puntos de retorno, de modo que al observar el comportamiento de
la distribucién de probabilidad estacionaria P(x), ésta tiende a crecer en las fronteras del intervalo
dejando ver que el potencial no es lo suficientemente fuerte para confinar al ensamble de particulas
y éstas se acumulan en dichos puntos intentando escapar.
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En el caso transitorio en el que a = 1, sucede que el intervalo de confinamiento es igual que la
longitud de persistencia, de tal manera que al compensarse la actividad de las particulas con la
fuerza de atrapamiento del potencial por este hecho, la distribucién de probabilidad estacionaria
se comporta de manera uniforme en todo el espacio del intervalo; en este caso los efectos de la
actividad contrarrestan la fuerza debida al potencial dando lugar a una fuerza neta igual a cero
sobre las particulas y por ello se distribuyen uniforme en toda la regiéon de confinamiento.

Finalmente, con el fin de analizar con mayor profundidad la expresién (2.176), cabe mencionar
que si en esta tltima consideramos los limites a — co y v — 00, manteniendo constante el término
v?/a = 2D, la distribucién de probabilidad estacionaria se comporta como la estacionaria corres-
pondiente a un ensamble de particulas Brownianas confinadas por el mismo potencial arménico, la

cual estd dada por
2
i Y _x
Plx)=4/5-5 eXp{ QD}, (2.177)

que corrresponde a la distribucién de probabilidad estacionaria dada en (2.50) (ver seccién A.3 del
Apéndice) si en ella tomamos el limite en el que ¢ — oo. De hecho, es posible observar en la figura
2.6 que para valores de @ = 5, 10 la distribucién de probabilidad estacionaria tiende a adquirir un
comportamiento similar a la de una gaussiana, tal y como lo describe la expresion (2.177), ya que la
actividad disminuye al aumentar el término que involucra la tasa de cambio de direccion, logrando
observar un comportamiento cada vez méas Browniano.



Capitulo 3

Movimiento activo confinado
sujeto a fluctuaciones térmicas

A lo largo de este capitulo presentamos el eslabén elemental que compete a nuestra investigacion:
el andlisis de un ensamble de particulas “run-and-tumble” confinadas por un potencial armonico y
sujetas a fluctuaciones térmicas debidas al medio. Es importante mencionar de entrada que los casos
de confinamiento vistos en el capitulo anterior son de total relevancia en la deduccién de una expre-
sion de la distribucion de probabilidad y en la interpretacién de los resultados obtenidos. Debido
a la complejidad del proceso, analiticamente se llega a la distribucién de probabilidad estacionaria,
en la cual se analizan diferentes regimenes interesantes. Uno de esos regimenes es el efectivo, el cual
surge a partir de tomar el limite en el que la velocidad de nado (v) y su tasa de cambio de direccién
(a) tienden a infinito, manteniendo D, = v?/a = cte; como vimos anteriormente, en este régimen
las particulas activas describen una distribuciéon de probabilidad igual a la descrita por un ensamble
de particulas Brownianas sujetas a las mismas condiciones.

Como meta secundaria y que va de la mano del andlisis de este sistema, presentamos un ma-
peo del ensamble “run-and-tumble” a un ensamble de particulas Brownianas inmersas en un bano
térmico inhomogéneo debido a las fluctuaciones y a la actividad; esto podemos realizarlo por lo que
acabamos de mencionar, el sistema de particulas activas con las fluctuaciones térmicas jugando un
papel importante en su distribucién de probabilidad se podria ver como si se tuviera un bano térmi-
co ficticio en el que una particula pasiva se difunde produciendo la misma distribucién estacionaria
[39]. De esto puede obtenerse un perfil de temperatura efectivo que puede ser considerado como una
medida de no equilibrio del sistema en cuestién.

53



CAPI,TULO 3. MOVIMIENTO ACTIVO CONFINADO SUJETO A FLUCTUACIONES
TERMICAS

3.1. Confinamiento por un potencial arménico

Sabemos que el objetivo de esta investigacion es determinar la distribucién de probabilidad de
encontrar a una particula activa “run-and-tumble” en cierto punto del espacio en una dimension,
confinado por un potencial arménico, a un determinado tiempo de observacién de ser posible. Por
ello, partimos de considerar las ecuaciones (1.47) y (1.48), que son las ecuaciones de difusién para
particulas activas “run-and-tumble”, en las que realizaremos ciertos cambios en éstas a modo de
que estén presentes las condiciones que queremos abordar en nuestro analisis. Primero, debido a
que tenemos la presencia de un potencial armonico, las velocidades de nado vy y vr estardan dadas
por

vp =v — plU'(x), (3.1)
v = v+ pU'(2), (3.2)

donde podemos observar que sin la presencia de dicho potencial dado por U(x), se considera la
velocidad de nado de la particula en ambas direcciones como constante (v); de modo que al tener
la presencia de U(z), las velocidades de nado en ambas direcciones son de la forma dada en (3.1)
y (3.2), donde aparece el término p el cual es la movilidad de la particula en el medio y que tiene
unidades s/kg, ya que [U’(z)] = kgm/s?> = N, teniendo que [uU’(x)] = m/s. También consideramos
por simplicidad que

a=ag(z) = ar(x) = cte; (3.3)

por lo que dichas ecuaciones (1.47) y (1.48) toman la forma

D Pl t) 4 (0 — U @) Pl b)) = 5 [Pa(r,0) — Prle. 1), (3.4
& Poat) = 2 {(0-+ pU" () Po(ar 1) = 5 [Pae 1) — Pu(a, 1) (3.5)

Por simplicidad, denotaremos Pr = Pg(x,t), P, = Pr(z,t). Ya que este trabajo de investigacién
fue abordado con anterioridad, la razon del nuestro radica en la contemplacién de un término debido
a la difusién térmica por parte del medio en el que se encuentran las particulas activas. Dicho medio
cumple con las mismas caracteristicas consideradas en el caso del andlisis de particulas pasivas
Brownianas, donde el medio es viscoso y con un niimero de Reynolds pequeno, el cual implica que
el fluido es laminar, de tal manera que las particulas de dicho medio permanecen estacionarias al
momento de que éstas colisionan con las particulas activas. En nuestro caso tomamos en cuenta un
medio con las mismas caracteristicas y en las ecuaciones (3.4) y (3.5) se afiade un término difusivo
debido a las fluctuaciones térmicas

P ) , a o?

iRt %[(U — pU'(z))Pr] = 3 [Pr — Pg| + Dr o3 Pr, (3.6)
0 0 o 02
aPL—%[(”“‘NU/(x))PL]:g[PR—PL]++DT@PL» (3.7)
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donde Dt es la constante de difusién térmica, la cual es la misma de las ecuaciones de difusién
planteadas en el andlisis de movimiento Browniano, de modo que observando las ecuaciones (3.6)
y (3.7), vemos que existe un acoplamiento entre el movimiento activo confinado por el potencial y
el comportamiento Browniano de dichas particulas activas con el medio en el que se encuentran.
Debido a la complejidad de estas ultimas ecuaciones, no podemos resolverlas para Pr(z,t) y Pr(z,t)
siguiendo el mismo andlisis presentado anteriormente donde no se consideraron los términos difusivos
ni la presencia del potencial, por ello hacemos lo siguiente. Reordenando las ecuaciones (3.6) y (3.7)
tenemos que

) o o . o2
) 9 a . o2
EPL +U%PL + 5 [PL —PR} = N%[U (x)PL] +DT@PL. (39)

El potencial de confinamiento lo consideramos armoénico y utilizamos la expresién para este la del
oscilador armoénico

Uz) = —mw?2?, (3.10)

donde
U'(z) = mw’z (3.11)

y la razén de esto es porque dicha expresién permite seguir el anélisis que se presentara mas adelante.
Asf que utilizando (3.11) en ambas ecuaciones (3.8) y (3.9), éstas son de la forma

0 0 Q 0 02
aPR+U%PR+§[PR*PL] :’y%(xPR)+DT@PR, (3.12)
0 0 « 0 o2
aPL+U%PL+§[PL*PR] —’y%(a:PL)+DT@PL, (3.13)
donde
v = pmw?. (3.14)

Ahora, consideramos la transformada de Fourier para P; con i = L, R, dada en (1.15) y denotamos
a Pp = PR(I{, t)y Pp =Py (k,t), donde observamos que si aplicamos dicha transformacién a cada
uno de los términos de las ecuaciones (3.12) y (3.13), para el primer término del miembro izquierdo
de ambas ecuaciones tenemos que

<0 o [ _. 0 -
—ikx . — —ikx p. — .
/ e e Pdx e / e Pdx 5 P, (3.15)

— 00 —0o0

al segundo término del miembro izquierdo de ambas ecuaciones

0o ) 9 ) +oo 0o ) .
/ veiZkI%Pida: =pe kTP, + ik:v/ e~ Ppdy = ikvP;, (3.16)
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donde la evaluacién es cero debido al comportamiento de las probabilidades P; (i = R, L). Al tercer
término del miembro izquierdo de ambas ecuaciones aplicandole transformada de Fourier

oo L« o A N
/ e*“”i[PR — Prldr = E[PR - Py, (3.17)
72 . [6% Q- o~ A
/ e“kxi[PL = Pplde = [P = Pg]. (3.18)
— 00

Si aplicamos transformada de Fourier al segundo término del miembro derecho de ambas ecuaciones,
tenemos que

+oo %)
+ ik Dy / e*“ﬂﬂpidx: —Drk?P;,  (3.19)

[e’e} 2
Dy / e*i“a—a—dx = DTe*i’mﬁpi
2 ox

ox ox

— 00 — 00 — 00

donde se consideran las ecuaciones dadas en (3.17) y (3.18) para la integral en ambos términos de
estas tltimas ecuaciones (3.19) y se observa que las evaluaciones de los primeros términos son cero
por el comportamiento de la derivada parcial de P; (i = R, L).

Y finalmente para el primer término del miembro derecho de ambas ecuaciones aplicamos dicha
transformada

“+ o0

© g ,
7/ e_’km%(a:Pi)dx = e TP,

+ ’yik/ e~y Pyd, (3.20)

— 00 — 00

donde la evaluacién en las dos tltimas ecuaciones en (3.20) es cero debido al argumento expuesto
anteriormente y el segundo término de ambas ecuaciones lo denotamos por

FzP] = / e~ %y Pydr, (3.21)

— 00

la cual es la transformada de Fourier de la funcién zP; (i = L, R).
Observemos lo siguiente

0 _ 0 > —ikz p. _ > a —ikx _ . > ) —ikx __ . :
%PZ = o /_Ooe Pldx—/_ooPZake dx = z/_oo dxP;xe = —iF[zP], (3.22)

lo que implica que

0

FlzP) = i—
[zP] = i

P (3.23)
asi que

fy/ da:e*“”%(:cpi) = ik (zai;p1> = ffyk%f% (3.24)

—0o0
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por lo que las ecuaciones (3.12) y (3.13) en el espacio de Fourier estdn dadas por

§PR +ikvPr + = [PR - P = f'yk%PR — Drk?Pp, (3.25)
aQPL —ikvPp 4 = [PL — Pg] = f’yk%PL — Drk?Pp. (3.26)

Proponemos las soluciones para P; con i = R, L, en el caso en el que vy =0
P’i = €_DTk2tPZ'act, (327)

y en el caso en el que v # 0, proponemos

2
~ Drk 67271) A~

P=e 5 0 Piact, (3.28)

de tal manera que si determinamos la derivada temporal de la solucién para el caso v # 0

0 - _Dpk? o oy l)Tk‘2 ~ Dk ot O -
7Pi - 2 (1 € ) et -2 Piac 2y (1 ¢ )7 1ac
ot € 27 € ( ’7) ++e It t
_Dpk? (vt 2 2911 P _Dpk? () 2ty O 4
=e 27 [—DTk‘ e 7 ]Piact +e 2 &Piacta (329)

y su derivada espacial con respecto a la variable de Fourier

0d - _brk? o —2yty | —=Drk A _Dpk? g —avty O 4
ZP=e e | TR e )| Py, A= 2P, 3.30
8k e i ~ ( (& ) + +e 8k ts ( )
y sustituyendo (3.28), (3.29) y (3.30) en la ecuacién (3.25), tenemos que
Dpk? —2~t . Drk? - 0 -~
e g‘y (=™ )[_DTer_Z’Yt}PRact + eig‘iw(lie 2“)& Ract
2 oty A .2 oyt . R
+7;k'U€7 D;{k (1—e ’ )PRact + %(67 Dg‘“’k (1—e ’ ))(PRact - PLact) =
_ryk(efD;»ykz (1—e™27%) _DTk(l— —2'yt) PRa t+e D%-i’yk-?(l e~ 2t 0 pRact)
vy ok
2 —29ty A
Dpkte~ H-(=e N p, (3.31)

donde simplificando términos tenemos

a 0 4 A afa .
_DTk2e_2vtPRact + &PRact + ZkUPRact + 5 (PRact - PLact) =

— I:—DT]f2(]. — 6_2775)] pRact - ’Yk%pﬁ’,act - DTk2pRaCt7 (332)
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y finalmente obtenemos la siguiente ecuacién simplificando atn maés los términos

0

%PRact. (3.33)

O -~ A N N
aPRact + ikvPract + % [PRact - PLact} = —’7]{7

Entonces, si seguimos este proceso de sustituir las expresiones (3.28), (3.29) y (3.30) en la ecuacién
(3.26), obtenemos de manera andloga la siguiente ecuacién

0 - S Q[ - A 0 -
= Pract = thoPract + 5 [Pract = Phact| = =7k Pract 3.34
8tLt'LULt+2Lt Ract VR g Tact (3.34)
Ahora, si definimos
P=Pgr+ Pp, (3.35)
la solucién general en el espacio de Fourier estaria dada por
A~ K2 —2~4t\ A
Poe B (-ep (3.36)
con
Pact = PRact + PLact (337)

por lo que la solucién en el espacio real estd dada por la convolucion

P(x,t) = /00 dr'G(x — ' t) Pyey (2, 1). (3.38)

— 00

Entonces, si sumamos las ecuaciones (3.25) y (3.26) empleando la expresion (3.35), se tiene que

%p VikolPr— Pr)+ 2Pp— Pyt Py~ Pr) = —'yk:aﬁﬁ — Dpk?P
o s - o - .
= &P +ikv[Pr — Pr] = —fyk:%P — Drk*P, (3.39)

y aplicando transformada de Fourier inversa a (3.39) obtenemos la siguiente expresién

0 o 0
—P+ —[v(Pr — P;)—~vyxP - Dr—P] = 4
5 +8x[v( r— PrL) — T ] =0, (3.40)
la cual nos conduce a una ecuacién de continuidad de la forma
0 0
—P+—J=0 3.41
ot + oz ’ ( )
definiendo 5
J:'U(PR—PL) —’)’LCP—DTfP (342)

or
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como el flujo de corriente de probabilidad, asi que si consideramos
J=Jo+ Jo—u, (3.43)

donde dicho flujo tiene una contribucién activa y una de ”Ornstein-Uhlenbeck” debido al término
difusivo, tenemos que

Jo = v[Pgr — Pr], (3.44)
0
—uw=—vxP —-Dr—P 4
Jo—u Yy T ot (3.45)

de modo que si aplicamos transformada de Fourier a las expresiones (3.44) y (3.45), éstas son de la
forma

2 —2~ty A N 2 —2~ty A
Jo =v[Pr— Pr] = ve~F (e’ )[Pract — Pract] = €~ (e ) Jucts (3.46)
Jou = —m&f? — ikDpP, (3.47)

donde en el resultado (3.46) se emplearon las expresiones dadas en (3.27) para definir
jact = U(PRact - PLact), (348)

y poder deducir que la parte activa de este flujo de probabilidad se puede obtener mediante una
convolucién en el espacio real dada por

Jo(x,t) = / G(x — 2’ t) Jaer (2, t)da. (3.49)
Entonces, si consideramos los resultados (3.46) y (3.47) en la ecuacién (3.40), tenemos que
%P + k(o] Pp — Py %%p —ikDrP) =0
0 - A N
= —P+ik(Joct + Jo—u) =0
ot
0 -~ N
—P+ikJ = .
= 5 +ikJ =0, (3.50)
definiendo asi o R
J=Ju+ Jo—u- (3.51)

Retomando que la solucién propuesta para la densidad de probabilidad lf’z coni = R, L, estd dada en
(3.28) y que al emplearla en las ecuaciones (3.25) y (3.26), se llegé al siguiente sistema de ecuaciones
que debemos resolver para encontrar una expresién para la parte activa de dicha solucién

J 4 o Qs 5 0 4
&PRact + ikvPRraet + 5 |:PRact - PLactj| = _’Yk%PRacta (352)
0 0

7PLact - Z'k’U-ISLact + % |:PLact - pRact:| = —’Yk PLacta (353)

ot ok
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en el cual si seguimos el desarrollo planteado en el capitulo 2 sobre el caso del anélisis de materia
activa confinada por un potencial arménico para la solucién de este sistema de ecuaciones, se tiene
lo siguiente. Se consideran las misma condicién inicial que en dicho caso mencionado

P,(2,0) = %a(x) (3.54)

y la misma condicién de frontera
Pi(z — o0,t) =0, (3.55)

con ¢ = R, L. Si aplicamos transformada de Laplace a (3.52) y (3.53), dada en (2.69), tenemos que

1 5 = - = 6
—50(@) + sPr + ikvPr + %[PR ~ Pu) = —yk Pr, (3.56)
1 = R = _ 0 -
—*(5(l‘) + SPL + ZkUPL + 7[PL — PR] = —’y]{,‘fPL (357)
2 2 ok
Reordenando estas dos ultimas expresiones tenemos que
0 « _ = 1
2 p { ; } Pr— 2P, = =6(x), .
Thor R+ > +ikv+ s| Pr 5 FL 25(30) (3.58)
6 Q= 1
2p {f - ] Py — SPp = ~8(x). .
ak L+ ikv+s| Pp — 5 Pr 2(5(96) (3.59)

Concentrandonos en el caso estacionario, para conocer la expresién de la distribucién estacionaria
P(z) recurrimos a considerar la expresién (3.38) para este caso, la cual toma la forma

v

P(z) = [ 42 G(x — &) Pact (), (3.60)

v
5

en el intervalo [—v/v,v/v], ya que Pyt s6lo estd definida en dicha regién, como se mostrd en el
capitulo anterior; G(z) es el propagador, dado por la transformada inversa de Fourier del término
difusivo de la solucién propuesta en (3.36) en dicho régimen estacionario, dado por

Dpk?

e (3.61)

por lo que determinando dicho propagador, tenemos que

/ dke

2
1 dkef(ﬂkawDTk 2"5?)6_;5; _e - i5r /°° e (\/gkﬂ ﬁx) (3.62)
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Dy N
=4 /—k— — 3.63
z R i 2DT:E7 (3.63)

hacemos el cambio de variable

lo que implica que

teniendo entonces que

'75'32

e 2DT 2 e 20T [ 2y ~y qa?
A / d = T 207, .
/ ze 2 DT \/E 27TDT ’ (3 65)

Observamos que para determinar el propagador integramos sobre todo el espacio, esto porque el
efecto de las fluctuaciones térmicas se considera en toda esta regién y no sélo en la de confinamiento
definida por el potencial armoénico. Por otro lado, recordando el término activo involucrado en
(3.60) en el régimen estacionario, corresponde al ya determinado en el capitulo 2 para el caso de
un ensamble de particulas activas ”run-and-tumble” confinadas por un potencial armoénico, el cual

esta dado por i
) 2\ 21
Pact(0) = g (1— (%) ) : (3.66)
4% B( 279 ) v v

entonces, la distribucién de probabilidad estacionaria se determina as{ a partir de (3.60) conside-
rando (3.65) y (3.66)

2 5 A(w—a)? 2\ 2 -
P(x) = J 7 —— / do'e” eor o |1- (12 . (3.67)
v\ 2w Dp 453(%;%) _u v

Analizando esta tltima expresién, podemos observar que, para resolver la integral involucrada, es
crucial hacerlo considerando diferentes valores para &. Hacemos el siguiente cambio de variable

R

_ Y W
z= 2D (x —2'), (3.68)
donde
_ g ’
dz = 2Dy dz (3.69)
teniendo que (3.67) toma la forma
2-1

v2 v v

Plo) 4“}\/72;(33/ 757 ( 22 [1 _2Dr 5 21y <‘/277DT> . (M)T
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Para el caso mas simple, que corresponde al de & = 2, tenemos que

P(z) = / M dze, (3.71)

2v\ﬁ311

donde al resolver la integral involucrada, llegamos a que

Pe) = gt ot a1 2)) et ape (14 2))] - 372

Con el fin de observar el comportamiento de la distribuciéon adimensionalizada para este primer
caso, donde para ello se define el parametro d como

]

9D
d= Z T (3.73)

que se encuentra en las expresiones de las distribuciones estacionarias para cada caso. Como
habiamos mencionado, nuestro objetivo es saber cémo evoluciona la distribucién de probabilidad
estacionaria al considerar los efectos de las fluctuaciones térmicas y cémo repercute su contribu-
cién en la actividad de nuestro ensamble de particulas “run-and-tumble”; para ello variaremos el
pardmetro adimensional Dr/D,., €l cual se relaciona con d de la siguiente manera

. (\/W)Q _ 2Dy (g) _ 2Dra ({) _ ;lzi ({) 7 (3.74)

v v? v2 a a

considerando que
2

v
Dyet = E; (375)
por tanto tenemos que
Dy  d*a
= —. 3.76
Dact 2 ( )

Otra cantidad importante que pudimos descubrir a partir de (3.67) y en las expresiones analiticas
de estas distribucion de probabilidad estacionaria para los demds valores de @, es la longitud de
atrapamiento definida por el potencial (lyap), dada por

v
livap = —» (3.77)
ap ’y
la cual se relaciona con la longitud de persistencia (Ipers) ¥ @&, de la siguiente manera
Lixe =
e _ 3 2o (3.78)
lpcrs o ’Y
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ltrappst(m) ...... Dr1/Dy = 0
b/ lpers =20 — oo
— == Dy/Dyy =05

0.6 semsnns Dp/Dyey = 1

Dr/Dyet =2

DT/D;M’,‘L =10
D1/ Dyer = 1000

Figura 3.1: Comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria P(x) adimensionalizada,
a diferentes valores de Dp/Da,e ¥ & un valor lyap/lpers = 2.

As{ que reescribiendo (3.72) en términos de estas cantidades, tenemos que

1 D T D T
Plx) = ———— |erf act <1 — > + erf act (1 + ) . 3.79
( ) 4B(1, ]-)ltrap [ ( DT ltrap DT ltrap ( )

Podemos observar en la figura 3.1 que al anular Dt recuperamos el comportamiento de la distribu-
cién para este mismo caso que se muestra en el capitulo 2 en el que no se considera el término de la
difusién térmica, donde se comporta como constante ya que la fuerza de atraccién del potencial es
contrarrestada por la actividad de las particulas. Conforme va aumentando Dt con respecto a Dy,
la fuerza de atrapamiento del potencial pierde contribucién y las particulas se esparcen saliendo
fuera del intervalo de confinamiento, como si, a pesar de que se tiene actividad por parte de las
particulas, su dristribucién se vea mayormente correspondida por las constantes colisiones de las
particulas del medio con las particulas “run-and-tumble” debido al aumento de la energia en el
sistema.
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Para & = 4, considerando el cambio de variable (3.68), tenemos que

Ve 2 2vDt o, 2zv (V27Dr Y\ 2
P 1-—2— — —(— . (3.80
(@) = 8v\/_B22/ [ 2 v v ? (v) (3.80)
ltrapPst(m)
l /l p— 4 """" DT/Dact:O
trap/ “pers . o
T act — U.
- _DT/Dact =05
08 sxsess Do /Doy = 1
= Dy/Dyer = 2
DT/DeL(tt =10
DT/Da(:t = 1000
—4 -3 3 4
x/ltrap

Figura 3.2: Comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria P(x) adimensionalizada
a diferentes valores de D/Dagt y & un valor lyap/lpers = 4

Cabe mencionar que en las expresiones analiticas de la distribucién de probabilidad, para los si-
guientes casos discretos de &, se encuentran términos similares los cuales quedaran definidos a
continuaciéon como una funcién que depende de x con el fin de reducir su extensién

(3.81)

o= (=9 ey (o) ooy
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con n € N, donde al resolver la integral en (3.80), se llega a lo siguiente considerando (3.81)

o s [ -2 (2] o 0-2)

(Hm))] L VEDT L (\/QZTT> Po(at)}.

1
v 2v v

erf(\/m (3.82)

Reescribiendo esta expresién en términos de las equivalencias dadas en (3.76) y (3.78), tenemos que

2
P(m) _ 1 ﬁ _ DTﬁ . ﬁ xr orf 2Dact 1— x +
8v/TB(2; 2)lirap 2 8Dact 2 \Utrap Dy livap

erf< 2%;@ (1 n ltrap))] +% (@) Pi(x) + i ( 23;) Po(x)}. (3.83)

En la figura 3.2 podemos observar el comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria
para este caso de @ = 4 en el que en primera instancia podemos notar que se recupera la forma
de esta para Dt = 0 como lo mostramos en el capitulo anterior, donde al ser & > 2, la longitud
de persistencia es menor a la longitud de confinamiento y por ello, la contribucién del potencial
es mayor que la actividad del ensamble de particulas, obteniendo un comportamiento parecido al
de una gaussiana. Notamos que conforme Dt aumenta con respecto a D,., €l potencial pierde
contribucién debido a las fluctuaciones térmicas y por el aumento de la energia en el sistema, las
particulas logran cruzar los puntos frontera y su movimiento puede estar mayormente contribuido
por las colisiones incesantes con las moléculas del fluido.

Para & = 6, con el cambio de variable (3.68), tenemos que

[ e [t 2 () ()]

32va 3;3) v2 v v

donde al resolver la integral, obtenemos
1 2 1 4  3vD 2 D 3 2p2
Pla) = 2 [L () () D ()t 2D
32vy/mB(3;3) | |2 v 2\ v v v

)
(e - ) o - 21)])- (22 2
e (VAR 20 (VEDEY Y (sz o (ry;

)

v (%

2 2
Po(a) — UD Py(a )}. (3.85)

() -2 (2

v v
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lt P t\ L
l l . rap- s ( ) ...... D1/Dyi =0
trap/ ‘pers —
1.2 - DT/Da(‘t =01
- DT/D;U‘L =05
seessns D/ Doer = 1
1% DT/Da(’,t =2
77 My
50. *o\\
.I: /',..\' \‘ — DT/D:I(‘t == 1000
i',’ \"‘i
2 \'\
; )
;5:'/ oY
ot VA
i ! \’:‘;\'\
P i‘o’// \"0;.\.\
i -3 Y ] 0 1 2 3 4

x/ltrap

Figura 3.3: Comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria P(x) adimensionalizada,
a diferentes valores de Dp/D,e ¥ a un valor de lyap/lpers = 6.

Si a esta tultima expresién la ponemos en términos de las equivalencias exhibidas en (3.76) y (3.78),
tenemos que

P(z) = +

1
32y/7B( 3 3 ztmp{[z Bap 21;1rap t oD Zap  6Dact 24D.§Ct

3Dact X ct |: X :| } < DT IE3

7 |erf + erf 1+ —| 24/ 55—
{f [ ( ltrap > < ltrap 3Dact ltrap
/ T 2z % P( )+ DT DT $2

T _
ltrap act ltrap 3Dact 0 3Dact Dact lt2rap

D2 9 [ Dp \? D2
T _\p P P . 3.86
12D§ct) 1(1‘) ltrap <3Dact> 2(1:) 18D2 (m>} ( )

act

.132 1 .’1,‘4 DT .’13‘2 DT D2 :|
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ltrapPst(x) """ D1/Daet = 0
ltrap/lpers =1 —— D1/Dut = 0.1
sl e DufDu =05

reveees D/ Do = 1

Y ol Dt/Dus =2

D1/Dyer = 10

D1/ Dye; = 1000

ey ok erea-s-

''''' ALl - \_ ~ N.;..—.."'ll-.-T.'-'_'g
—4 2 3 4

x/ltrap

Figura 3.4: Comportamiento de la distribucién de probabilidad estacionaria P(x) adimensionalizada,
a diferentes valores de d y a un valor de & = 1.

En la figura 3.3 se puede observar el comportamiento de la distribucién para este caso donde podemos
observar los mismos cambios para el caso anterior; lo interesante podemos notarlo en la figura 3.4
(gréfica que se obtuvo al resolver de manera numérica el caso @ = 1), donde se puede observar que las
particulas se confinan en mayor medida en las “fronteras” del intervalo cuando no se consideran los
efectos de las fluctuaciones térmicas, de modo que el efecto de la actividad tiene mayor contribucién
que la fuerza debida al potencial; conforme comenzamos a aumentar el valor del coeficiente de
disufién térmico, podemos notar ya un cambio drastico en la distribucién de probabilidad desde
que Dr/p,., = 0,1, teniendo ain un acumulamiento de particulas en los puntos “frontera” del
potencial, asi como también un ligero aumento en el centro y a su vez particulas saliendo de los
limites definidos esparciéndose en todo el espacio unidimensional. Para valores finitos de Dy /p,_,
mayores o iguales a 2, notamos que ya no existe esa acumulacion de particulas en los limites y
solamente en el centro por la presencia del potencial, pero al aumentarse la energia en el sistema,
las particulas ya se encuentran fuera de las “fronteras” como si este efecto de las fluctuaciones
térmicas adquiriera mayor contribucién para su distribucién en todo el espacio; como se mencioné
anteriormente, sigue habiendo presencia de actividad por parte de las particulas pero las incesantes
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colisiones de éstas con las moléculas del medio tienen mayor impacto que la fuerza atractiva debida
al potencial y provocan que tengan ese comportamiento.

3.2. Temperatura efectiva

Como mencionamos anteriormente, uno de los objetivos fundamentales de este proyecto es poder
conocer qué tan alejado del equilibrio termodindamico se encuentra nuestro sistema de interés que
considera el efecto de las fluctuaciones térmicas, y para ello, procedemos inicialmente a hacer un
“mapeo” de dicho sistema suponiendo que tenemos un ensamble de particulas Brownianas pasivas
sumergidas en un bano térmico inhomogénecﬂ logrando obtener un “perfil de temperatura efectivo”
del medio que nos muestre el grado de inhomogeneidad y desequilibrio que tiene el sistema. Cabe
mencionar que este concepto de perfil de temperatura se sigue del analisis que inicié Einstein sobre
movimiento Browniano, donde pudo determinar una expresién de la temperatura del medio en el
que se encontraban sumergidas las particulas, dada en (1.17). Claramente podemos notar que la
temperatura estd en términos del coeficiente de difusién D, por lo que no era dificil argumentar que
existia un perfil de temperatura que dependiera de dos coeficientes de difusién presentes en nuestro
sistema: el coeficiente de difusién efectivo D, v el coeficiente de difusién térmico Dr. En primera
instancia se tenia la idea de que el perfil podia ser la suma de un perfil debido a la actividad maés
un perfil debido al medio, pero observaremos mas adelante que el resultado no era asi trivial. Otro
argumento importante de mencionarse, es el hecho de que esta temperatura efectiva no tiene como
tal el sentido fisico de una temperatura termodindamica, sino que sélo es un perfil que nos describe
el grado de no equilibrio del sistema seguido del desarrollo del estudio del movimiento Browniano,
como se comentd anteriormente.

Ya que nuestro fin es conocer una expresién analitica de dicho perfil de temperatura efectivo T
tras un mapeo, recurrimos a la expresién de la distribucién de probabilidad estacionaria de un en-
samble de particulas Brownianas que se encuentra en términos de un perfil de temperatura T'(x) y
de un potencial arménico de confinamiento, dada por [39]

P(z) = % exp [ /w ]%dy], (3.87)
y procedemos a hacer lo siguiente en esta expresién (3.87)
log [T(const } / T Z)/ dy, (3.88)
donde al derivar tenemos que
T'(z)P(z) + P'(x)T'(x) _ V'(x) 7 (3.89)
T(z)P(x) kpT(x)

Tnhomogeneidad debida a la actividad de las particulas.
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obteniendo que
P'(z) mw?

T (z) + P) () =— i x

(3.90)

A esta ltima ecuacién la expresamos de la siguiente manera con el fin de encontrar una solucién
para T'(z)

me

T (z) + <dcfv log(P(x))) T(z)=— P (3.91)

Sabemos que la solucién de una ecuacién diferencial inhomogénea de primer orden como la que
tenemos que (3.83) estd dada como se muestra en A.4. Por tanto, la solucién general para T'(z) esta

dada por
p = [ 7 () ar ] oo

donde P(z) estd dada en su forma general en (3.67). Con el fin de conocer més a fondo el compor-
tamiento de este perfil de temperatura, procedemos a analizar cada uno de los casos en los que se
consideran valores discretos de & como se realizé para la distribucién de probabilidad. Abordando
el caso @ = 2, tomamos la distribucién de probabilidad dada en (3.79) que corresponde a este caso,
observando que la integral en (3.92) toma la forma

mw? / Dyt ( x > Dt ( x )
[ —lerf 1— + erf 1+ xdx, 3.93
4]{553(1; 1)ltrap [ < DT ltrap DT ltrap ( )

cuya solucion es

2
2 T 1 D~ Dgct . x Dt x
ltrap{ { 2lt2rap + - 4Dact] lerf ( Dy <1 ltrap)) o ( Dy b ltrap

1 [Dr e (14 )2[ 4Dy ( 4Dyeio ﬂ}
T ltrap e Prltrap + 1 + ePrltrap — ] . 3.94
2\/> act ltrap ( )

Entonces, el perfil de temperatura T'(x) para este caso a partir de (3.92), tomando en cuenta (3.94)
y dividiendo entre (3.79), estd dado por

_ Dact (1+ z )2 4Dact 4Dyt
e D ltrap eDTltrap + 1 _|_ z eDTltrap — 1

lirap

2[2
T((E _ trap{ 1 DT

kp 27 V Dact erf(\/fCt (1 L p)) +erf(\/? (1 + ltfap))

2 1 D 4B(1; 1) lirapC
L _|_ + T ( )tp

+ .
2 )
e ot } rt (\/7 B (1 " T )) ot ( VB (1 * o ))

(3.95)
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si tomamos el limite en el que Dy — 0, el primer término de (3.95) se anula y seguimos teniendo
que

e mwPla 1 a? AB(1;1)liapC
T = i, =, p{2 2lt2rap]+erf( Bpe (l_ltip))-i-erfp( Do (14 72-)) o

Debido a que T'(z) en este régimen tiene que tener un comportamiento de la forma [35)

2

T(z) = Ty (1 - lf) , (3.97)

trap

eso implica que

C =0, (3.98)
teniendo que
muw?l3 72
T(z) = e 3.99
Cr) 2kU3 < l%;ap > ’ ( )
o Ty = Lw%grap 3.100
0o — 2kB ) ( . )
lo cual coincide con )
v
= 3.101
0= ks (3.101)
ya que
2
By = (3.102)
v = mw?p, (3.103)
y
@
a=—=2, 3.104
5 (3.104)
donde esto tltimo implica que
a =2y, (3.105)

de modo que (3.100) coincide con (3.101) de la siguiente manera

_ maw?v? _ mw? pv? _ v? . (3.106)
2v2kp apykp  aukp

1o

En la figura 3.5 podemos observar el comportamiento del perfil de temperatura cuando & = 2,
donde vemos que al anular la contribucién de las fluctuaciones térmicas, se obtiene el perfil de tem-
peratura obtenido en [35]. Conforme va aumentando ese valor, el perfil aumenta su magnitud pero
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se va comportando de manera uniforme en todo el espacio, algo que en principio se esperaba ya que
la actividad en ese punto no tiene casi contribucién por el valor tan alto de Dr.

Por otro lado, buscamos que el perfil de temperatura se comporte como constante en el régimen en
el que Dt — oo ya que se espera que los efectos de la actividad de las particulas se vea absorbida
por el efecto de las fluctuaciones térmicas, de modo que el perfil de temperatura debido al mapeo
sea parecido al de una particula Browniana pasiva; esto ultimo porque sabemos que estas particulas
no son activas y su movimiento se debe a la colisién con las del medio en el que se encuentran y su
trayectoria estd intrinsecamente relacionada con la temperatura de éste (difusién térmica).

Livap/ lpers = 2 T(x)/Ty
6.
sl D[‘/D:l‘('ff‘ =0
—_— DT/Dact =0.1
- - DT/Dact =05
n sEEEEEE DT/Dact =1
D[‘/D;l(‘l =2
/)[/ﬂvl);ul =9
3
2 4

-3 —2 -1 0 1 2 3 x/ltrap

Figura 3.5: Comportamiento del perfil de temperatura T'(x) adimensionalizado, a diferentes valores
de D1 /D,ety v a un valor de & = 2.

Para ello observamos que a partir de (3.67), si consideramos la constante de difusién térmica Dt
lo suficientemente grande, el término que involucra este término permanece casi constante en la
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convolucién, de modo que podemos sacarlo de la integral, teniendo que

v ~ 2 i _@=a)? v 2
P(x)=—- — / de'e” 2Pt |1 — | —
v\ 27D 473(%; ) —z v
~ vy 2 _ae2 A v \?|?
~— —— | e 201 / de' |1 — | — , (3.107)
v\ 2rDr \ 4% B(%; %) _ v

donde a partir de la condicién de normalizacién dada en (2.139), este dltimo resultado se reduce a

ya?
P(z) = /%;)T e 207 ; (3.108)

asi que si implementamos esta tltima expresién en (3.92) considerando C' = 0, tenemos que

1 _qe? 2
T(z) = —2 /dxe 2b7 (—m;;u aj), (3.109)
B

|Q1

e 2D7

por lo tanto al resolver la integral dada en (3.109), se obtiene finalmente que

mwQDT o DT

T(x) = = —
(@) kg~ kg

(3.110)
que corresponde efectivamente a un perfil de temperatura constante en este régimen. El comporta-
miento del perfil de temperatura T'(x) para este caso en el que & = 2, puede observarse en la figura
3.5 al considerar diferentes valores de Dt /D ct.

Otro perfil de temperatura que resolvimos de manera analitica, pero que no se agrega su expresién
debido a lo extensa que es, es el del caso @ = 4, donde el comportamiento del perfil se va dando de
manera similar, salvo un aspecto que ocurre a valores finitos de Dt /D,t, en el que se va formando
una “meseta” en el intervalo de confinamiento por el potencial, posteriormente aumenta su amplitud
en esa zona y finalmente se va distribuyendo uniformemente, como se muestra en la figura 3.6.Lo
que puede ocurrir fisicamente es que el perfil se vuelve un tanto irregular debido a la actividad de
las particulas, al potencial externo y a las fluctuaciones térmicas, las cuales se contrarrestan entre
si describiendo tal temperatura en toda esa zona de confinamiento.

Con el fin de conocer mas acerca de este perfil de temperatura, procedemos a hacer lo siguien-
te; observamos que la expresién general para la distribucién de probabilidad estacionaria estd dada
en (3.67), cuya parte activa estd definida en (3.66). Si aplicamos el limite en el que @, v — 0o, man-
teniendo D, = v?/a constante como se muestra en la seccién A.3 del Apéndice, la parte activa
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ltrap/lpers =4 10 D1/Dyet = 0.1
- _DT/D;LCt_OS
"—-2 —_— EEEEEEE DT/Dact =1
- "" .\'\~\ T T/Da(ftZQ
,"-" s ~
- —"-", 7 \.~.~'§-~
6
)

Figura 3.6: Comportamiento del perfil de temperatura T'(x) adimensionalizado, a diferentes valores
de D1 /Dyet v a un valor de & = 4.

toma la forma de una gaussinana

20 yay 2\ R
lm Poy(z)= ——u—"1(1- ( ) = | —L— e %ax, 3.111
v,algoo t(x) 45B(%; %) v ( v ) 27‘(‘Dacte ( )

donde la expresién general para P(x) estd dada como

(z— 11)2 71/2

P(z) = da'e” o7 € Dact , (3.112)

27TV DTDact /

si desarrollamos los exponentes de las exponenciales, obtenemos

v _ qz? o0 x'2 (Dact+DT )+ yza’
P(x) = ¢ 2Dt daj/e 2 DT Dact

27TV -DTDact —o00

(3.113)
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Aplicando el cambio de variable

Dact + D
wu=1'y| 1 <“> 3.114
\/2 DTDact ( )

1 ’}/ ,’Ym2 o0 2
P == J— ' 73D due % Tpu 3.115
@)=\ 5D D T/_oo et (3.115)

_ T 2D71 Dy

tenemos que

con

p= — 3.116
DT V(Dact + DT) ( )
donde p es una constante con respecto a la integral involucrada en (3.115).
Completando cuadrados en la exponencial de esta expresién, llegamos a que
1 oY _ qz? YDt z? /OO (. _p)2
Px)=— | 3y TrOri Dy due—(v=8)" 3.117
( ) T 2(Dact+DT) oo ( )

obteniendo finalmente que

~ (7 1y Dact ya?
P(x) = Dt " Dr(Dact+DT) ) " 2 3.118
(z) ,/%(Dm ot T ; (3.118)

y simplificando, tenemos que la distribucién de probabilidad estacionaria en este régimen, es de la

forma
P(z) = #e—ﬁ (3.119)
27T<Dact + DT)

Si sustituimos esta ultima expresion en la ecuacién (3.91) que corresponde a la ecuacién diferencial
a resolver para el perfil de temperatura, vemos que

d ~ __ qz? mw?z
T 29 IS S -7 ¢ > Jpiesy s ey T — 12
A (dx %% < 27 (Do + D7) ' )> 0= .
llegando a que
2
YT mw-x
Ty — — T () = — 121
(x) Dact + DT (Z) kB ’ (3 )
cuya solucién es
2
T(z) = %(Dact + D). (3.122)

Notamos que este ultimo resultado nos dice que el perfil de temperatura es constante en el régimen
efectivo, donde la difusion total es igual a la suma de ambos coeficientes de difusion, algo que resulta
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consistente con la suposicién que se tenia de que este perfil de temperatura podria estar en términos
de una suma de la contribucién de la parte activa més la contribucién de las fluctuaciones térmicas;
sin embargo pudimos notar que esto sélo sucede en un caso limite en particular, donde las particulas
activas se comportan como particulas pasivas con un coeficiente de difusién efectivo.






Capitulo 4

Epilogo

4.1. Resultados y discusiones

El objetivo de este proyecto de tesis fue estudiar un ensamble de particulas activas “run-and-
tumble” confinadas por un potencial armoénico y sujetas a fluctuaciones térmicas debidas al medio,
a partir de la deduccién analitica de su distribucién de probabilidad; de esta expresién podemos
saber la difusién de particulas en una cierta regién del espacio y en un determinado momento, asi
como también algunas propiedades termodinamicas del sistema. Para ello, procedimos previamente
a analizar situaciones mds “simples” con el fin de predecir y realizar un éptimo andlisis. En primera
instancia se estudié el comportamiento a partir de la distribucién, del caso en el que no se tiene
actividad y solo se consideran las fluctuaciones térmicas sin ningun tipo de confinamiento, que co-
rresponde al movimiento Browniano pasivo libre.

Posteriormente procedimos a estudiar cuatro casos mas usuales en la literatura. El primero consistio
en un ensamble de particulas Brownianas confinadas por paredes rigidas y el segundo en el mismo
ensamble pero ahora confinado por un potencial armédnico; los dos casos restantes consistieron en los
mismos tipos de constricciéon empleados ahora para un ensamble de particulas “run-and-tumble”,
despreciando los efectos de las fluctuaciones. La relevancia de tomar ambos prospectos de confina-
miento radicé en observar la diferencia de la difusién de particulas; para los casos de movimiento
Browniano, se obtuvo lo esperado en cuanto a la evolucién de su distribucién en el régimen tem-
poral; lo ain mas interesante ocurrié para los de movimiento “run-and-tumble”, donde debido a
la complejidad del método analitico llevado a cabo, se analizé en el espacio de Laplace el caso de
paredes rigidas y en el régimen estacionario el caso del potencial arménico.

En las ecuaciones de difusién correspondientes a nuestro problema fundamental se incluyé un

término que involucra la difusiéon térmica, asi como las condiciones iniciales y de frontera; sin
pérdida de generalidad, se decidié que las particulas partieran desde el origen y, su velocidad de

T
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autopropulsion, asi como su tasa de cambio de direccién, fueran constantes. La clave esencial de esta
investigacion radico en la solucién propuesta para la distribucién en el espacio de Fourier, la cual
corresponde al producto de un término que involucra la difusién térmica por otro que involucra la
actividad; debido a esto, la solucién en el espacio real resulté ser la convolucién de ambos términos,
yéndonos al régimen estacionario para poder encontrar un resultado analitico. La expresiéon para
el término difusivo (“propagador”), definido en todo el espacio real, se determiné a partir de la
transformada inversa y el término debido a la actividad se traté de la solucién determinada para el
caso en el que se tiene confinamiento por el potencial sin considerarse la difusién térmica.

Se observé de manera grafica el comportamiento de la distribucién con respecto a la variacién
del pardmetro Dt /Dyct, a diferentes valores de lirap/lpers, siendo lirap la longitud de atrapamiento
definida por el potencial, lpers 1a longitud de persistencia caracteristica de este tipo de particulas y
D, el coeficiente de difusién efectiva originado por la actividad; al anular D /D,et se corrobord
que la forma de P(x) era la misma que la de las soluciones para el caso resuelto donde se desprecia
la difusién térmica, expresiones que al sélo estar definidas en el intervalo de confinamiento definido
por el potencial, nos dicen que las particulas permanecen confinadas en esa regién pero de diferentes
maneras dependiendo el valor de & = lgyap/lpers- Cuando & = 1, se observé que las particulas se
confinan en mayor medida en las “fronteras” del intervalo, de modo que el efecto de la actividad
tiene mayor contribucién que la fuerza debida al potencial, mientras que para un valor de & = 4,6
las particulas se encuentran mayormente atraidas por el potencial confindndose en mayor medida en
el punto donde éste se centra; un proceso de transicién que tiene lugar entre ambas situaciones es
cuando & = 2, donde el efecto de la actividad se contrarresta con la fuerza del potencial ocasionando
que las particulas se distribuyan uniformemente en todo el intervalo de confinamiento.

A partir de que comenzamos a aumentar el valor de Dt/ D, la distribucién para todos los valores
de & tomé forma parecida a la de una gaussiana, de modo que ahora ya se encontraba definida fuera
del intervalo debido al “propagador”; posteriormente la amplitud de la distribuciéon empezo6 a dis-
minuir, de modo que para un valor Dt/D,¢ sumamente grande, la amplitud se volvié infinitesimal
implicando que las particulas se distribuyen uniformemente en todo el espacio contrarrestando por
completo toda la contribucién del potencial. Cabe destacar que en este punto de la investigacién, el
hecho de hacer D /D, — 00, resultaba evidente que la fuerza atractiva debida al potencial perdia
contribucién, pero no se tenia claro si la actividad era un aspecto que se veia contrarrestado o si
jugaba un papel importante en relacién con la difusion térmica para que las particulas se distribu-
yeran uniformemente.

Un régimen que se logré explorar en este desarrollo es uno en el que sabemos que al considerar
v,a — 0o manteniendo D, = v?/a = cte, las particulas “run-and-tumble” se comportan como
particulas Brownianas con una constante de difusion efectiva D, y resulté interesante porque la
distribucién estacionaria exhibié explicitamente que la difusién total es la suma de la difusién térmi-
ca debida al medio (Dr) més la difusién efectiva debida a la actividad (Dget), un resultado que
se habia supuesto con anterioridad también para valores finitos de v y « y que se corroboré que
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no era tan simple por las expresiones resultantes de dicha distribuciéon. También pudo esclarecerse
la interrogante mencionada anteriormente al observar que la distribucién es una gaussiana en este
régimen donde su amplitud y ancho dependen de la difusion total; si tendemos Dt a infinito, las
particulas se distribuyen uniformemente en el espacio teniendo una distribucién con amplitud in-
finitesimal exactamente como el caso en el que o y v son finitos, de modo que la constante D,
si es finita o nula no tiene contribucién alguna, demostrando que a valores muy grandes de Dt la
actividad no repercute en la difusién de particulas.

Finalmente, el dltimo eslabén de esta investigacién consistié en hacer un mapeo del ensamble del
caso principal, a fin de obtener un perfil de temperatura efectiva como medida de no equilibrio; este
desarrollo surge de suponer que el sistema se trata de un ensamble de particulas pasivas sumergidas
en un bano térmico no homogéneo que provoca su movimiento y que se origina por la actividad y
el efecto de las fluctuaciones. A partir de la distribucién, se encontré que para los casos en los que
a = 2,4, el perfil adquiere un comportamiento interesante a un valor finito de D/ Dycy; al anular es-
te dltimo en todos estos casos, T'(x) toma el mismo comportamiento que el perfil del mismo ensamble
confinado por un potencial arménico deducido en [35]. Por otro lado, cuando Dy /D,y — oo para
todos los casos, el perfil de temperatura tiende a ser una constante cuyo valor aumenta cada vez mas
conforme Dt/D,. aumenta. En el régimen en el que v, — 0o manteniendo D,y = 02 /o = cte, se
pudo determinar que el perfil se comporta como constante, al ser P(z) una gaussiana; un resultado
relevante de esto fue que, al tener que la difusién total es la suma de ambos coeficientes de difusion,
es facil anular el término D,.;, obteniendo una expresion de la distribucién de probabilidad y del
perfil T'(z) para un ensamble de particulas Brownianas confinadas por un potencial armonico.

4.2. Conclusiones

Este proyecto, ademas de presentar un analisis sobre un caso complejo de movimiento activo con-
finado, sigue dejando la oportunidad de poder explorar més alla, sofisticando atin maés las variables
y condiciones del problema principal; un ejemplo de ésto es considerando ahora que Dt = Dr(z)
originando un bano térmico inhomogéneo que, con la inclusién de los efectos de la actividad, resulta
un perfil efectivo T'(x) mayormente inhomogéneo, a diferencia del caso que analizamos donde a pesar
de tener un perfil efectivo no homogéneo también, el bano térmico era inhomogéneo solamente por
la actividad. Esta nueva consideracién provoca que el problema a resolver sea aiin més complejo ya
que tendriamos difusion no “Fickiana” pero resultaria bastante util implementarlo en el control de la
difusién de particulas activas atrapadas por un potencial armoénico. Como lo mencionamos al inicio
de este trabajo, los resultados obtenidos de ambos objetivos pueden ser de gran utilidad ya que, a
pesar de que aun no se han obtenido resultados experimentales de particulas “run-and-tumble” con-
finadas por una trampa armonica considerdndose los efectos de las fluctuaciones térmicas, diversos
experimentos y simulaciones se han desarrollado con bacterias como la F.coli, cuya trayectoria estéd
dada por una caminata aleatoria que puede ser descrita por el modelo “run-and-tumble”, donde
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permanecen confinadas por paredes rigidas o potenciales de atrapamiento y seria interesante que
en ellos se considerara la difusiéon térmica para que asi los datos obtenidos sobre la distribucién de
particulas o la temperatura del medio, puedan contrastarse con lo presentado en este trabajo. Una
posible trascendencia de esto puede ser el origen de la manipulacién a nivel micro de este tipo de
particulas, ya que si se tiene control de la temperatura del medio en el que se encuentran sumergidas
y se tiene una trampa armonica, dependiendo de los valores de las variables externas, podemos hacer
que las particulas se confinen en cierta regién del espacio o se comporten de cierta manera con base
a toda la informacion desarrollada a lo largo de este proyecto de investigacién.



Apéndice A

Apéndice

A.1. Deduccién de P(k,t) para movimiento Browniano con-
finado por un potencial armonico

Queremos encontrar una solucién para la distribucién de probabilidad P(k,t) de la siguiente
ecuacién, que corresponde a la expresién (2.44) del Capitulo 2
0 4 0

- g P 5 . 25
5 = —ukg P — D*P. (A.1)

Por el método de las caracteristicas a esta ultima ecuacién la podemos ver de la siguiente manera

d - dk 0 ~ dt O - dk 0 - 0 -
= wal Taat T awal tal (A-2)

recordando que P = P(kz,t), y considerando que k = k(t), podemos notar que se obtienen las
siguientes ecuaciones diferenciales

d - .
—P = —Dk?P
dt P,
dk
dt
— =1
dt ’

la dltima ecuacién en (A.3) es trivial y resulta innecesario anadirla, pero se menciona para esclarecer
el procedimiento. Se resuelve en primera instancia la segunda ecuacién de (A.3) teniendo que
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llegando a que

t t
Ink(t)| = ut| , (A.5)
0 0
de modo que
k(t)
In(—= | =upt A
(k) = o
donde
k(t) = k(0)et. (A7)
Ahora, sustituimos (A.5) en la primera ecuacién de (A.3)
d - . N
i —DE*P = —D[k(0)]?e** P, (A.8)
y procedemos a resolverla, obteniendo
t t
- DI[k(0)]?
In[P(k,t)]| = —Me%t : (A.9)
0 2p 0
En esta ultima ecuacién (A.9) hacemos
P D 2 D 2 2ut
In _ (kat) — _ [kJ(O)] [€2pt _ 1] — _ [kJ(O)] € [1 _ e—Q[Lt], (AlO)
P(k,0) 2u 24
lo que implica que
~ ~ 2 —2ut
P(k,t) = P(k,0)e” 2 171, (A.11)
Se puede observar que al considerar que k = k(t), la condicién (2.47) cumple con lo siguiente
P(k,0) = P(k(0),0) = exp [—ik(0)zo], (A.12)
donde al despejar k(0) de la ecuacién (A.7), la expresién (A.12) toma la siguiente forma
P(k(0),0) = exp [—ik(0)zo] = exp [—ikzoe ™). (A.13)
Por tanto, si se sustituye (A.13) en la ecuacién (A.11), se obtiene la solucién de (A.1)
- Dk?
P(k,t) = exp | —ikzoe Mt — 2—(1 —e 2y, (A.14)
1

que corresponde a la expresion para P(k:, t) dada en (2.48).



A.1. DEDUCCION DE ]3([(7 T) PARA MOVIMIENTO BROWNIANO CONFINADO POR UN
POTENCIAL ARMONICO

A.1.1. Transformada de Fourier inversa de la solucién P(k,t)

Sabemos que la transformada de Fourier inversa de la distribucién de probabilidad 15(k7 t) ob-
tenida en (A.14), se determina de la siguiente manera a partir de (1.19)

1 [T
P(x,t) = — / ™ P(k,t)dk. (A.15)
2 J_
Esto es con el fin de conocer la expresion de dicha distribucién en el espacio real (P(z,t)). Por ello,
en (A.15) sustituimos la expresién obtenida en la seccién anterior para P(k,t), teniendo que

1 oo ik . —put Dk2 —2ut
P(x,t) = — e exp | —ikxge M — —— (1 — e M) | dk, (A.16)
2 J_ o 2u
de donde
I . _uty  DE? —2ut
P(z,t) = — exp |tk(x — xoe ") — ——(1 — e7 ") | dk. (A.17)
27 J_ o 2u

Observamos que si completamos el binomio cuadrado en el argumento de la exponencial, se tiene la
siguiente equivalencia

DE?[1 — e=211] p(x — zoe™Ht)?
; — —pty _ = _
ik(z — xge™) 2 3D(1 — c—2)
2
ky/D(1—e20t)  \/u(x —xzoe ™) |
— [ o —1 Do) ; (A.18)

por tanto, si sustituimos lo obtenido en (A.18) en el argumento de la exponencial en (A.17) nos
resulta que

2
R w(x — xoge™H)? ky/D(1—e=20t)  \/ulx — xzoe M]
P(x,t) = o /ﬂo dkexp |— 2D(1 — ¢ 201) - BT —1 =T
1 plo = woe 2] [r2 /DA — %) Jilz — z0e ]\
~ 2 P T 2p( - e /m P V20 ~ ' /2D(1 e

(A.19)

Si consideramos el siguiente cambio de variable

_ kYDA —e2) ; Vi(x — zoe M) (A.20)
V21 2D(1 — e—2ut)’ '

z
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entonces
D(1 — e—2ut)
V2p

de modo que si se sustituye (A.20) y (A.21) en (A.19), se tiene que

1 o U(x _ xoe—/n‘,)Q /+oo g
Pla,t) = — - dze™ A.22
@.0) = 2\ 3pa = e=2ery eXp{ oD(1 —e-2uty | ) ¢ (A.22)

dz = dk, (A.21)

pero recordemos que
+oo R
/ dze " = /7, (A.23)

por tanto, la distribucién de probabilidad en el espacio real de encontrar a la particula Browniana
confinada por paredes rigidas en una dimension, es de la forma

B I _,U/(x _ xoe—ut)Q
P@.) =\ o — ey &P [ 2D(1 — e 20t) |’ (A.24)

que corresponde a la solucién dada en (2.49).

A.2. Limite estacionario de ﬁ(w,s) para movimiento ‘“run-
and-tumble” confinado por paredes rigidas

Procedemos a usar la siguiente propiedad establecida por el segundo Teorema Tauberiano[3]

lim sP(z,s) = lim P(z,t), (A.25)
s—0 t—o00
con el fin de conocer una expresion de dicha distribucién de probabilidad en el régimen estacionario.
Multiplicando por s (considerando s sumamente pequeno) la expresién (2.92), se tiene por un lado
para el término W (s) que

=~ s 1
sW{(s) = = , A.26
(#) (s +ve)ecs — (ve—s)e~er  (1+ %)e‘:% — (& —1)e e ( )

donde al sustituir la expresién (2.76) llegamos a que

v
S

(1 + %)ec% — (% — 1)676% n <1 + \/s(s—‘ra)) 6\/5(s+u) I

|~
I
7N
»
@
+
£
I
—_
N—
|
q
£
Nial



A.3. LIMITE EFECTIVO DE P(X) PARA MOVIMIENTO “RUN-AND-TUMBLE”
CONFINADO POR UN POTENCIAL ARMONICO

_ Ly/s(s+a) )
2v

)

1

Vo) (L jq))
o v

2v

v s(s+a)

(A.32)

al considerar s sumamente pequeno, hacemos una expansion en serie de Taylor a primer orden de
las exponenciales, teniendo que
1
(1 n S(§+a)> <1+ L‘/Z(f+a)> 3 (‘/s(§+a) B 1) (1
1
- L\/s(era) \/s(s+o¢) L(s+a) \s(s+a) L(s+a) Ly/s(s+a) - 2+ L(s+a) ; (A28)
1+ 2v + s + 2v - s + 2v +1- 2v v
entonces, si aplicamos el limite (A.25) en (A.28), obtenemos
, 1 1
My Lot 5y L (4.29)
Por otro lado, para el factor restante de P sustituimos (2.76)
(ve+ s+ a)ec(%*‘zl) —(ve—s—a)e e(%—lzl)
2v
(5-1=1) —( s(s+a)*sfa)e*%(%*‘z|) (A.30)
—, (A.31)

s(s+a)+s+a)e
(5-l=l) _ (Vs(s+a)—s—a)e

(
y aplicamos el limite (A.25) en (A.30)
2v

por lo que la expresion para la distribucién de probabilidad en el régimen estacionario es
1

s(s+a)+s+a)e
L
1+ 5%

o«
T w

P(z)
Limite efectivo de P(z) para movimiento “run-and-tumble”
(A.33)

confinado por un potencial arménico
%_1 _ vy 2
27TDact

A.3.
2 _ e
& e 2Dact7
. 5) v

Por demostrar que
lim Pyu(x) =

V,— 00

lim (
s—0

(A.34)

manteniendo
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Observamos primero lo siguiente

2 7 1 Ty o ! (1 T\ - A35
433(g;g)v( _(v)) _2.4313(g;g)v( _(v)) (A.35)

y procedemos a aplicar (A.34) en esta tltima expresién, obteniendo

! I s o (A.36)
2- 4%_13 (%; %) : d% Dyt aDget . .

Q1

Por un lado hacemos lo siguiente expandiendo el binomio de (A.36)

o oo k

(a0 nmiw(a) e
:ki;(;—l) (32 (8- 0 ko) (-2 (A.39)

) i( (=2 (50 <_;)) (A39)

) ;:(a)k ta (5) ron f;)“ ot (3) (—Jﬁ;)k’ (A.40)

siendo ay, coeficientes originados por el producto involucrado en (A.39). Posteriormente desarrolla-
mos (A.40) de la siguiente manera

[e%e} a\k a\k—1 k
(5) , (%) ar | 1 v\
Z(w* 8 ....+ak>k! Sk (A1)
= \(3) (%) (%) ac
si aplicamos el limite en el que v, @ — 00,
oo
a —1 a —k 1 ,ny k
i 1 ,) (7) — (- A42
0,500 £ ( o (2 ey 1\ 2D4et (A42)
oo k
1 yz? oy
=D <_2D t) S (A4

Por otro lado, desarrollamos el coeficiente

; (A.44)



A.3. LIMITE EFECTIVO DE P(X) PARA MOVIMIENTO “RUN-AND-TUMBLE”

CONFINADO POR UN POTENCIAL ARMONICO
utilizando la siguiente propiedad para la funciéon B (%, %)

2(5:3) - Ty

r'(5)
INCES

|Q1

)

[Nl =ll o
—

tenemos que la expresién (A.44) toma la forma

I'(a) ] -
“air (3T (3)

Consideramos ahora una propiedad de la funcién I'(z) dada por

[N]f]

2-4

(22) = Qij%lr(x)r (:1: + 1) :

2
donde al tomar 2x = &, esta propiedad se ve como

(@) = QEYX/;F (%)r (6‘ + 1) :

Aplicando (A.48) a la expresion (A.46), se tiene que

debido a la propiedad

B I

siendo en este caso p = % Por tanto, tenemos que efectivamente

, 2 v e
lIm ————(1-— (—
V,0—00 453( .

21
)2 2 v _ ~a?
= e 2Dact.
v 27TDaCt

(A.45)

(A.46)

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)
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A.4. Solucién del perfil de temperatura efectivo 7'(z)

La forma general de la ecuacién (3.91), que es una ecuacién diferencial de primer orden, es

d
ao(e) 2 + ar(@)y = g(a).
donde si ag(x) # 0, podemos hacer
dy  a(z)  g(z)
dr = ap(x) aop(z)’

Posteriormente definimos las siguientes funciones

fla) = 22
teniendo que
Yy by = (@),

Ahora, calculamos un factor integrante u(x) definido como
p(z) = el MO,
el cual se multiplica por la ecuacién (A.57), teniendo que
p(@)(y' (x) + h(x)y(z)) = plx) f(2).

Observamos que
(hy)" =y + h(@)y)

debido a la definicién de p(x), de modo que al sustituir esto en (A.59), llegamos a que

(u(@)y(x))" = p(@)f(z)

donde integrando se tiene que

Analizando la ecuacién (3.91), podemos decir que

hr) = < log(P(a))

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)

(A.63)

(A.64)



A.4. SOLUCION DEL PERFIL DE TEMPERATURA EFECTIVO T(X)

teniendo que
,u(l‘) — ef h(z)dx _ ef%log(P(a;))da; _ P(:L‘), (A65)

de modo que la solucién general para T'(z) estd dada por (3.92).
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