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Resumen

La dinámica de cocirculación de más de uno de los subtipos del virus de Dengue,

denominados serotipos (DENV1-DENV4), en la población humana presenta varios patro-

nes de ocurrencia en diferentes regiones del mundo. En algunos casos se observan brotes

de infecciones por diferentes serotipos con alternancia entre un tipo y otro en distintos

intervalos de tiempo. Mientras que, el tipo y orden en que suceden las infecciones desen-

cadenan śıntomas de la enfermedad de dengue que pueden ir desde śıntomas leves como

fiebre por dengue (DF), a severos, como dengue hemorrágico (DHF) o śındrome de choque

por dengue (DSS). Estos aspectos llevan a preguntar sobre cuáles son, y cómo estudiar, las

interacciones entre serotipos que se pueden asociar a reacciones del sistema inmunológico

del hospedero y su efecto en la cocirculación de distintos serotipos.

La dinámica de transmisión del virus de dengue en la población humana se estudia

principalmente con base en los factores: ecológicos, de caracteŕısticas del virus y de la

respuesta inmune del hospedero. Las interacciones entre serotipos se tratan como conse-

cuencia de reacciones cruzadas generadas por el sistema inmunológico del hospedero. La

similaridad entre serotipos se denomina distancia. La distancia genética entre serotipos

que se basa en comparaciones de su secuencia genómica indica que DENV2 con DENV4

son los serotipos más lejanos. Mientras que, la distancia antigénica que se mide mediante

anticuerpos de neutralización indica que DENV1 con DENV2 son los serotipos más leja-

nos. Por otra parte, las secuencias de infecciones DENV1/DENV2 y DENV1/DENV3 son

algunas de las secuencias relacionadas con śıntomas severos de la enfermedad. Estas obser-

vaciones junto con la posible heterogeneidad en la transmisión de los serotipos motiva el

planteamiento de un modelo matemático que incorpore tanto la historia de infecciones por

distintos serotipos como los cambios en la susceptibilidad del hospedero debidos a infec-

ciones previas. Aśı, al ser cuatro serotipos, se reportan infecciones primarias, secundarias,

terciarias y cuaternarias, asociadas a individuos que se infectan por primera, segunda,
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tercera o cuarta vez, respectivamente, por distintos serotipos. Esto, bajo la suposición de

inmunidad completa después de la cuarta infección. En este sentido, es escasa la informa-

ción sobre las secuencias de infecciones por distintos serotipos aśı como su relación con la

gravedad de śıntomas de la enfermedad.

Los modelos matemáticos clásicos sobre la transmisión de infecciones por distintos

serotipos de dengue contemplan por lo regular dos serotipos, y en algunos casos has-

ta los cuatro, pero solamente hasta infecciones secundarias. En este sentido el enfoque

matemático que propuesto en esta tesis para estudiar interacciones entre serotipos y su

posible efecto en los patrones de cocirculación de distintos serotipos es el de tratar dichas

interacciones a través de factores asociados a cambios en la susceptibilidad de los indivi-

duos a adquirir infecciones subsecuentes debidos a infecciones previas. Estos cambios en

la susceptibilidad se incorporan en lo que se denomino tasas de reinfección, entendiendo

reinfección en el sentido epidemiológico que incluye, además de infecciones por el mis-

mo serotipo, infecciones subsecuentes por serotipos distintos. Para esto, se supone que las

reacciones cruzadas en el proceso de reinfección posterior a una infección previa modifican

la susceptibilidad del hospedero.

La formulación matemática del modelo presentado en esta tesis se concentra prin-

cipalmente en cambios en la susceptibilidad del hospedero de acuerdo al tipo y orden en

que ocurren las infecciones. El modelo matemático con estas caracteŕısticas se obtiene de

la reducción de variables de un modelo compartamental que contempla toda la secuencia

de infecciones que puede experimentar un hospedero, desde una hasta cuatro tipos de

infecciones. El modelo tiene cinco tipos de individuos susceptibles: Los susceptibles que

no han experimentado infecciones (susceptibles naive) y aquellos individuos recuperados

de alguno de los cuatro tipos de infección que son susceptibles a reinfecciones por otro

tipo. Los infecciosos son de cuatro tipos, de acuerdo al serotipo de la última infección que

hayan experimentado. Con esto, el modelo de interacciones para los cuatro serotipos de

Dengue tiene 10 ecuaciones para la población humana y 5 ecuaciones para la población de

mosquitos en contraste con las más de 100 ecuaciones en un modelo con compartimientos

con secuencia completa de la historia de infecciones de los individuos. El costo de esta

reducción es el número de parámetros para las tasas de reinfección. Estas tasas se repre-

sentan como entradas de una matriz de 4× 4, a la que llamo Matriz de Reinfección. Con

esta matriz es posible incorporar las distancias genética y antigénica y su posible relación

con cambios en la susceptibilidad del hospedero.

Aśı, las principales contribuciones al estudio de la dinámica de transmisión de dis-

v



tintos serotipos de dengue presentadas en esta tesis se dan en tres sentidos: primero, el

planteamiento de un modelo de interacciones entre serotipos asociados a reacciones inmu-

nológicas del hospedero; segundo, la demostración de que en este modelo, la estabilidad

global del punto libre de la enfermedad depende de las tasas de reinfección; y tercero,

la exploración por simulaciones numéricas de escenarios en los que se incorpora el posi-

ble efecto de distancia genética y antigénica entre serotipos, con dos tipos de reacciones

cruzadas, de protección y de amplificación y heterogeneidad en las tasas de transmisión.

Además, la estructura del modelo permite explorar numéricamente, entre otras rela-

ciones, el posible efecto en la dinámica de transmisión de qué pasaŕıa si los serotipos más

lejanos tuvieran tasas de reinfección más altas pero con tasas de transmisión más bajas

con respecto a los otros. En este sentido, las simulaciones generadas con el modelo indican

que, tanto protección como amplificación cruzada inducen patrones de alternancia en los

brotes de infecciones por distintos serotipos. Algunas de estas simulaciones muestran que

la amplificación cruzada en la reinfección puede inducir extinción de los serotipos con me-

nor transmisibilidad. Las simulaciones también sugieren que bajo las hipótesis de que los

serotipos más lejanos generan mayor susceptibilidad, dichos serotipos coexisten, mientras

que los más cercanos ocurren después de intervalos más largos entre brotes de estos tipos.

En resumen, el modelo matemático de interacciones multiserotipo planteado en este

trabajo es un medio para identificar y explorar distintas relaciones entre los serotipos

de Dengue y su posible efecto en sus patrones de cocirculación. En particular, aquellas

interacciones relacionadas a las distancias genética y antigenica entre serotipos, reacciones

cruzadas y heterogeneidad en la transmisión.
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Abstract

Cocirculation dynamics of distinct dengue serotypes (DENV1-DENV4) in the hu-

man population exhibit various patterns in different regions of the world. In some places,

there are alternating infection outbreaks caused by different serotypes in distinct periods.

Whereas, the type and order in the occurrence of the infections trigger a variety of disease

symptoms, from mild (DF) to severe outcomes such as dengue hemorrhagic fever (DHF)

or dengue shock syndrome (DSS). These observations lead us to question what type and

how to study serotype interactions can be associated with immune host responses and

their effect on the cocirculation patterns of different serotypes.

The transmission dynamics of dengue disease in the human population are mainly

addressed by: ecological, viral, and host characteristics. Interactions between serotypes

can be studied as consequences of cross-reactions elicited by the host immune system.

Whereas, the similarity between serotypes is referred to as the distance between them.

Genetic serotype distance that is based on genomic sequence comparisons indicates that

DENV2 with DENV4 are the most distant. Whereas, an antigenic distance that is mea-

sured by non-neutralizing titers indicates that DENV1 with DENV2 is the most distant

pair. On another hand, DENV1/DENV2 and DENV1/DENV3 are some of the infection

sequences associated with severe Dengue. These observations along with the possible se-

rotype transmission heterogeneity lead us to pose a mathematical model that incorporates

not only the history of infections but also changes in the host susceptibility due to previous

infections. Thus, the four serotypes allow having primary, secondary, tertiary, and qua-

ternary infections associated with individuals infected the first, second, third, and fourth

time, respectively, by different serotypes, under the assumption of full immunity after the

four infections. In this sense, detectable infection cases procedures limit to account for

the type and order of infections as well as their possible relationships with the symptoms

infection outcome.
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Classical mathematical models for dengue serotype transmission dynamics study

incorporate two serotypes, and others account for four serotypes, but up to secondary

infections. In this thesis, I present a mathematical approach to study dengue serotype in-

teractions and their possible effect on serotype patterns cocirculation based on parameters

associated with changes in the host susceptibility due to previous infections. I incorporate

these changes in the reinfection rates, referring to reinfection as an epidemiological term

that allows, besides reinfections by the same serotype, subsequent infections by different

serotypes. To do so, I assume those cross-reactions elicit by the host immune system

trigger changes in host susceptibility to acquire reinfections.

The mathematical model presented in this work is focused on host susceptibility

changes that account for the order and type of infections. The model is built based on

the reduction of variables of a compartmental model which has the possible sequence of

infections a host can acquire from one up to four infections. The resulting model has

five types of susceptible individuals: susceptibles naive and recovered individuals from

a previous infection which are still susceptible to reinfection by another serotype. The

infectious individuals are four types according to their last infection type. Thus, this

model for serotype interactions has ten equations for the human population and five for

the mosquito population in contrast with more than 100 equations of a compartmental

model that accounts for all the history of infections. The trade-off of this reduction is the

number of reinfection parameters. These rates are represented as the entries of a matrix,

that I refer to as Reinfection Matrix, with dimensions 4× 4. With this reinfection matrix

approach is possible to incorporate genetic and antigenic serotype distances and their

possible relationships with susceptibility host changes.

Thus, the main contributions to the study of dengue serotype transmission dyna-

mics described in this theses are in three aspects: first, the model approach of serotype

interactions is based on host immune reactions, second, the proof that in this model the

global asymptotic stability of the disease free equilibrium depends on the reinfection ra-

tes, and third, numerical simulations to explore escenarios that account for the possible

hypothesis related to the effect of genetic and antigenic serotype distances combined with

the cross reaction types (protection and enhancement) and heterogeneity in transmission

rates.

Besides, the model allows us to explore numerically, among other relationships, a

possible effect of what would happen if the most distant serotypes had higher reinfection

rates but lower transmission rates. In this sense, the numerical simulations presented here
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show that protection and cross-enhancement induce alternating patterns in the infection

outbreaks by different serotypes. Some of these simulations show that enhancement in

reinfection can lead to the extinction of serotypes with lower transmission rates. Numerical

simulations also suggest that under the hypothesis that the most distant serotypes induce

higher reinfection rates, these serotypes coexist, whereas infections by the closest serotypes

occur after longer time intervals between infection outbreaks caused by them.

In summary, the mathematical model for multiserotype interactions described in

this thesis is a resouce to further explore posible relationships between dengue serotypes

an their cocirculation patterns. In particular, those interactions related to genetic and

antigenic distance, cross reactions and transmission heterogeneity.
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3.6. Comparación del número de parámetros de los modelos. Descripción de

parámetros generales se muestran en la Tabla 3.1. La cantidad de paráme-
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y amplificación como se indica: Las tasas de reinfección cumplen que r4
1 <

r4
3 < r2

1 < r3
1 < r3

2 < r4
2 5.1. Los intervalos considerados para las tasas de

reinfección son [0, 1], para protección, y [1, 2] para amplificación [6]. . . . . 91

5.4. Matrices de Reinfección basadas en distancia antigénica R para protección

y amplificación. Las tasas de reinfección cumplen que r4
3 < r4

2 < r3
2 < r4

1 <

r3
1 < r2

1. Los intervalos considerados para las tasas de reinfección son [0, 1],

para protección, y [1, 2] para amplificación [6]. . . . . . . . . . . . . . . . . 91

xiv
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genética es h2 > h3 > h4 > h1. La jerarqúıa obtenida para la Matriz de
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1.3. Número de casos acumulados anualmente de infecciones de cada seroti-
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tipo del virus de Dengue (Fórmula 2.12) [13]. A mayor valor en la entrada

de la matriz, mayor distantes son los serotipos. . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.1. Modelo compartamental con secuencia de infecciones para dos serotipos. . 38

3.2. Modelo compartamental para cuatro serotipos. El Śımbolo ∗ indica que se

continúa con los respectivos sub́ındices. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

xvi

https://www.paho.org/data/index.php/es/temas/indicadores-dengue.html
https://www.paho.org/data/index.php/es/temas/indicadores-dengue.html
https://www.paho.org/data/index.php/es/temas/indicadores-dengue.html
https://www.paho.org/data/index.php/es/temas/indicadores-dengue.html
https://www.gob.mx/salud/documentos/panorama-epidemiologico-de-dengue-2020
https://www.gob.mx/salud/documentos/panorama-epidemiologico-de-dengue-2020
https://dengueforecasting.noaa.gov/
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genética (A) y (B). Reinfección basada en distancia antigénica (C) y (D).

Subfiguras muestran series de tiempo para los primeros dos años de periodo

transitorio. Condiciones iniciales S0 = 1, Ui = 1/105,Wi = 0, R = 0, Sv =

1, Vi = 0 para toda i ∈ {1, ..., 4}. Los parámetros de transmisión son αi =
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Caṕıtulo 1

Introducción

All we have to decide is what to do with the time that is given us

—Gandalf, The Lord of the Rings

El planteamiento más utilizado en la modelación matemática de transmisión de

enfermedades infecciosas parte de interacciones entre las poblaciones de susceptibles e

infecciosos. Muchos de estos modelos consideran compartimientos o distintas clases de

individuos, por ejemplo, individuos suceptibles naive, infectados en periodo de latencia,

los cuales han adquirido la infección pero permanecen en un periodo en el que aún no

son capaces de transmistirla, posteriormente se convierten en infecciosos. Aśı, después de

un periodo de infecciosidad, los individuos pasan al compartimiento de recuperados (o

removidos de la cadena de transmisión). Esta descripción es basicamente la estructura

del modelo clásico compartamental, denominado SIR, susceptibles, infecciosos y recupe-

rados. Las enfermedades transmitidas por vectores, son aquellas en las que organismos

vivos pueden transmitir enfermedades infecciosas entre personas, o de animales a per-

sonas. Muchos de esos vectores son insectos hematófagos (que se alimentan de sangre)

que adquieren microorganismos patógenos al alimentarse con la sangre de un portador

infectado (persona o animal), y posteriormente los inoculan a un potencial portador al

alimentarse [4].

De las enfermedades transmitidas por vector, los casos de dengue se estiman en 390

millones de infecciones al año [4], se estima que la mayor parte de las infecciones presentan
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1.1. DENGUE

śıntomas leves o moderados lo cual genera un subreportaje en el número de infecciones.

Por otra parte, las interacciones entre los serotipos en términos de la respuesta

inmune del hospedero, indican variaciones en la severidad de los śıntomas y muestran co-

rrelación entre casos severos (dengue hemorrágico) con infecciones secundarias, es decir,

en la segunda infección del hospedero [43, 40]. Sin embargo, en el tiempo en el que dicha

investigación se realizó, no se incluyeron asociaciones entre los tipos de severidad con

los tipos de virus, denominados serotipos, del virus. Aśı, uno de los principales temas de

interés en el estudio de la transmisión de la enfermedad de dengue es identificar interaccio-

nes entre los cuatros serotipos del virus de dengue y su posible efecto en la susceptibilidad

del hospedero.

A continuación presento algunos aspectos principales sobre la enfermedad del dengue

en términos epidemiológicos, cĺınicos e inmmunológicos y posteriormente el planteamiento

y objetivos que se desarrollan en esta tesis.

1.1. Dengue

El dengue es una enfermedad transmitida por mosquitos que se ha propagado rápida-

mente en muchas regiones del mundo en los últimos años. El virus del dengue se transmite

por mosquitos hembra principalmente de la especie Aedes aegypti y, en menor grado, de

A. albopictus. Estos mosquitos también transmiten la fiebre chikungunya, la fiebre amari-

lla y la infección por el virus de Zika. La enfermedad está muy extendida en los trópicos,

con variaciones locales en el riesgo que dependen en gran medida del clima y la rápida

urbanización [4]. El causante del dengue es un virus de la familia Flaviviridae del que

actualmente se conocen cuatro serotipos distintos: DENV1, DENV2, DENV3 y DENV4.

Los primeros reportes de casos de dengue se reportaron entre 1779 y 1789 en Asia,

África y América del Norte. Sin embargo, registros de enfermedades con sintomatoloǵıa

similar a la producida por el virus de dengue se estiman desde 265-420 D.C en dinast́ıas

chinas. El primer caso conocido de fiebre hemorrágica por dengue se registró en Filipinas

en 1953. Mientras que el orden de aparición de los serotipos de dengue en América es:

DENV1 en 1977, DENV2 en 1981, DENV4 1981 y DENV3 en 1994 [35]. En 1981 se

registra el primer caso de DHF debido a DENV2 en Cuba [38]. Y en México, el primer

registro de fiebre por dengue fue en 1978, aparición de DENV2 en 1981, DENV4 en 1982 y

DENV3 en 1995. Primer caso de DHF en 1984 [20]. La distribución geográfica de serotipos
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1.1. DENGUE

en América de 1990 a 2013 se muestra en la Figura 1.1.

Figura 1.1: Distribución de serotipos de dengue en América (1990 a 2013) www.paho.org-

indicadores-dengue [2].

En particular, la incidencia de casos por enfermedad de dengue en México tuvo un

aumento considerable a partir de 2010 con respecto a los años anteriores (Figura 1.2).

Los datos disponibles sobre casos de infecciones por distintos serotipos muestran patrones

de ocurrencia que varian con respecto al lugar geográfico y dependen de la forma de

recopilación de los datos [54]. En México por ejemplo, se reporta principalmente el número

total de infecciones por dengue y no todos tienen identificación de serotipo causante de

la infección. Aśı, con registros de número de casos (al año) en México se observa mayor

número de casos de DENV2 seguido de DENV3 y muy pocos casos de DENV4 y DENV1

entre 2000 y 2004 [25].

En Perú se registró mayor número de casos por DENV1 (2000-2003) pero con una

disminución en el resto del periodo en el que el se presentó un mayor número de casos por

DENV3 y DENV4 solamente entre 2008-2009 [68].
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1.1. DENGUE

Figura 1.2: Incidencia de casos de Dengue en México (1980 a 2021) www.paho.org-

indicadores-dengue [2].

En Brasil, se observa mayor porcentaje de casos por DENV3 seguido por DENV2

y pocos casos de DENV1 entre 2000 y 2002, posteriormente hubo un mayor porcentaje

de casos por DENV2 (2003-2007), seguido de mayor porcentaje por DENV1 entre 2007-

2009. Mientras que, la distribución de serotipos en distintos páıses de América Latina

se describe en [66]. En Tailandia, a diferencia de los páises en América se presenta un

mayor número de infecciones graves en niños, en este caso, los estudios fueron realizados

en hospitales con atención a niños [60]. Los datos obtenidos de estos estudios muestran

ocurrencia de los cuatro serotipos durante el periodo (2000-2009). Las series de tiempo

que del número de casos por serotipo reportadas en cada base de datos de los páıses:

México, Peú, Brasil y Tailandia muestran diferentes patrones de ocurrencia: en México,

aunque el registro es anual, se observa un mayor número de casos por DENV3 entre 1995

y 2000, posteriormente entre 2005 y 2015 las infecciones por DENV1 y DENV2 son las de
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1.1. DENGUE

mayor número de casos. En Bangkok, Tailandia, el registro bisemanal de casos muestra

cocirculación de DENV1 hasta DENV4 durnate la mayor parte del periodo entre 1975 y

2010, observandose también mayor número de casos de DENV1 entre 2000 y 2010. Por

otra parte, en Iquitos, DENV3 es el tipo de infecciones con mayor ocurrencia entre 2002

y 2008, siendo aparentemente desplazado por DENV4 en 2009. Finalmente, en San Juan

Brazil se observa cocirculación de DENV1, DENV2 y DENV4 durante 1990 y 2000, con

su posterior declive y aumento de DENV3 en el periodo 2000-2006, en el cual nuevamente

vuelven a ocurrir infecciones por DENV1. Estas cuatro series de tiempo se muestra en la

Figura 1.3.
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Figura 1.3: Número de casos acumulados anualmente de infecciones de cada serotipo. (a)

Datos de infecciones en México [25], www.gob.mx-panorama epidemiológico de dengue

2020 [3], (b) Datos de infecciones en niños registrados en Queen Sirikit National Institute

of Child Health in Bangkok, Tailandia [60], (c) Datos de Iquitos Perú [1], (d) Datos de San

Juan Brasil (datos de Iquitos y San Juan obtenidos de www.dengueforecasting.noaa.gov

[1]).
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1.1. DENGUE

Tres de los aspectos importantes a tener en cuenta en el estudio de transmisión

por serotipos son: (1) La disponibilidad de los datos con distinción de serotipos, (2) el

tipo de población de registro de los datos y (3) La frecuencia con que se registran y

presentan los datos. Por simplicidad, en este trabajo, se denomina como cocirculación

de serotipos a la ocurrencia de infecciones por más de un serotipo durante un mismo

intervalo de tiempo. Aśı, la distinción en intervalos de tiempo en el registro de infecciones

por serotipos de dengue, los datos acumulados anualmente de los lugares mencionados

muestran cocirculación de los cuatro serotipos durante ciertos intervalos de tiempo con

distintas proporciones. En México los casos más abundantes son por DENV2 y por DENV1

según registros reportados anualmente en la población de México (este reporte no está

estratificado por edades). En Bangkok los registros fueron realizados bisemanalmente

en niños del Hospital pediátrico Queen Sirikit National Institute of Child Health. En

Iquitos Perú y San Juan Brazil los registros son semanales, y no distinguen edad de la

población. En Iquitos se observa desplazamiento de DENV1 y los pocos casos de DENV2

por DENV3 entre 2003 y 2007, con un posterior incremento de DENV4 en 2007. Estos

casos acumulados se muestran en la Figura 1.4. Los patrones observados en la incidencia

por cada serotipo indican principalemente que: (a) un sólo serotipo representa la mayor

cantidad de casos acumulados (DENV3 es dominante en México durante 1995-2000 y

en Iquitos durante 2003-2007 apróximadamente), (b) dos o más serotipos representan

mayor número de casos acumulados durante intervalos de tiempo prolongados, (DENV1

y DENV2 ocurren en México a partir de 2010, mientras que en San Juan Brasil y Bangkok

ocurren casos de todos los serotipos por casi todo el periodo mostrado).

Además, los datos registrados indican individuos a quienes se realizó un examen

cĺınico para identificar el tipo de infección es importante revisar las posibles caracteŕısticas

cĺınicas de la enfermedad. Aśı que, para tratar reinfecciones por distintos serotipos de

dengue uso la terminoloǵıa de infecciones primarias para indicar la primera infección de los

individuos causada por alguno de los serotipos, mientras que las infecciones secundarias se

refieren a las segundas infecciones por distinto serotipo, aunque estas infecciones también

pueden ser causadas por subtipos del mismo serotipo, por ejemplo un estudio en niños

de nicaragua mostró casos de reinfecciones por el mismo serotipo [73], mientras que en

Iquitos Perú, se presentaron reinfecciones homot́ıpicas causadas por el genotipo Asiático-

americano DENV2 durante 2010-2011 después de infecciones por el genotipo americano
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Figura 1.4: Número de casos acumulados anualmente de infecciones de cada serotipo. (a)

Datos de infecciones en México [25], [3], (b) Datos de infecciones en niños registrados en

Queen Sirikit National Institute of Child Health in Bangkok, Tailandia [60], (c) Datos de

Iquitos Perú [1], (d) Datos de San Juan Brasil [1].

DENV2 [29]. Además, puesto que hay cuatro serotipos del virus de dengue, también es

posible que un individuo tenga infecciones terciarias (tercera infección), y cuaternarias

(cuarta infección) por distintos serotipos [75]. Por otra parte, debido a la dificultad para

caracterizar la periodicidad de los brotes de infecciones por alguno de los serotipos con

respecto a los brotes de algún o algunos otros, me refiero como patrones alternantes de

brotes de distintos serotipos en dos sentidos, a aquellos en los que ocurre uno o más

serotipos pero la ocurrencia del resto de infecciones por otros serotipos no ocurre en el
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mismo intervalo de tiempo, y/o a aquellos brotes en los que se presenta un mayor número

de infecciones por uno de alguno de los serotipos y una menor cantidad de casos por

el resto. Esto es, hay un desfase en la ocurrencia de brotes de infecciones por distintos

serotipos, ya sea en la ocurrencia o en la cantidad de infecciones en ciertos intervalos de

tiempo. Por otra parte, me refiero a patrones sincronizados cuando brotes por distintos

serotipos ocurren en intervalos cercanos o simultáneamente en los mismos intervalos de

tiempo.

Śıntomas cĺınicos de la enfermedad

Los śıntomas de la enfermedad de dengue van desde casos aśıntomaticos hasta fiebre

por dengue o dengue hemorrágico,[43, 40, 69]. El dengue grave (conocido anteriormente

como dengue hemorrágico DHF) fue identificado por vez primera en los años cincuenta del

siglo pasado durante una epidemia de la enfermedad en Filipinas y Tailandia. La epidemia

de Casos de DHF comenzó en los 1980’s siendo el primer caso registrado en Cuba en 1981

[38] y en México fue en 1984 [20]. Hoy en d́ıa, afecta a la mayor parte de los páıses de Asia

y América Latina y se ha convertido en una de las causas principales de hospitalización

y muerte en los niños y adultos en estas regiones.

Algunos de los estudios cĺınicos asocian śıntomas graves por dengue con infecciones

secundarias y en particular con aquellas en las que la segunda infección es el tipo DENV2

[53]. Otros estudios que buscan relaciones entre los serotipos y el desarrollo de śıntomas

severos de la enfermedad [38, 57, 7], en los que las sucesiones asociadas a DHF varian

geografica y temporalmente como se indica en la Tabla 1.1.

Por otra parte, el tiempo que transcurre entre una infección previa y una subsecuente

parece estar asociado a gravedad en los śıntomas por infección de dengue. Por ejemplo,

en el sudeste de Asia, se ha reportados casos de DHF y DSS en los que las infecciones

primarias y secundarias suceden en intervalos de 5 años [38]. Mientras que en América,

ocurre un aumento en la severidad si estos intervalos son más largos, por ejemplo, se han

registrado casos de DHF en sucesiones DENV1/DENV2 después de 20 años de la primera

infección [38].

Otro ejemplo es el de la población en Iquitos Perú con infección previa por DENV1,

esta población experimentó dos escenarios: o completamente asintomáticos o casos severos

de temporadas epidémicas en respuesta a diferentes genotipos de DENV [29, 49].

Por otra parte, en estudios cĺınicos realizados en niños, se estimó un 18 % de casos
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1.1. DENGUE

Páıs Sucesión de infecciones

Cuba y Brasil (1987) DENV1/DENV2

El salvador (2000) DENV3/DENV2

Cuba (2001-2002) DENV1/DENV3

Brasil 2001 DENV2/DENV3

Tailandia (1973-1999) DENV2, DENV3,DENV1

Vietnam (2004-2009) DENV1/DENV2, DENV1/DENV4,

DENV2/DENV3,DENV4/DENV3

Cuadro 1.1: Sucesión de infecciones asociadas a DHF. Cuba, Brasil y El Salvador [38].

Sucesión de infecciones de mayor a menor frecuencia en asociaciones a DHF en Tailandia

[57], Vietnam [7].

asintomáticos (95 % CI: 0.16, 0.20) en infecciones primarias, 13 % (95 % CI: 0.05, 0.17)

para individuos infectados en el año siguiente a la primera infección, y 41 % (95 % CI: 0.36,

0.45) para aquellos con infecciones secundarias con distintos serotipos, adquiridas después

del segundo año. Sin embargo los datos disponibles son aún limitados [22]. También en

niños, un estudio en Tailandia mostró que intervalos cortos de tiempo, en los que ocurren

primeras y segundas infecciones, están asociados a protección en términos del desarrollo

śıntomas cĺınicos [11].

Mientras que, otro estudio indica que 1 % de los casos de infección por dengue pre-

sentan śıntomas severos, mientras que la mortalidad en estos casos es de 20 %. Esto sugiere

que, existe subreportaje de infecciones [71]. Tomando en cuenta que, las asociaciones a

śıntomas graves ocurren con más frecuencia en infecciones secundarias, lleva a la pregunta

sobre la posible alteración en la susceptibilidad de los individuos que se recuperaron de

una primera infección.

Podemos notar que, los distintos śıntomas de la enfermedad se relacionan no sólo

con el número de infecciones que experimentan los individuos, sino con el tipo y el orden

en que ocurren dichas infecciones. Esto lleva a preguntarnos sobre cuáles son las interac-

ciones entre los tipos de virus, en términos de las reacciones del sistema inmunológico del

hospedero.
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Respuesta del sistema inmune

A grandes rasgos, la respuesta inmune de un hospedero se detona por la presencia

de sustancias llamadas ant́ıgenos (sustancias que el sistema del hospedero detecta co-

mo ajenas). Ante la presencia de estos ant́ıgenos, el sistema inmune genera anticuerpos

(protéınas para identificar y neutralizar agentes externos al organismo) para evitar una

infección como resultado de infecciones previas [58].

La respuesta de inmunidad cruzada del hospedero ocurre cuando dos patógenos, no

idénticos, tienen estructuras similares de manera que los anticuerpos generados para uno

de ellos, son capaces de adherirse y neutralizar, o destruir (opzonizar) a otro [43, 40].

Mientras que, la amplificación cruzada puede ocurrir cuando los anticuerpos generados

para un patógeno, aunque se unen a otro similar, fallan en neutralizarlo. En este caso,

dicha falla puede facilitar la replicación del virus en el hospedero [43, 40].

Experimentos para estudiar la respuesta inmune del hospedero ante la amenaza de

un serotipo, con respecto a infecciones previas, sugieren mayor respuesta inmune hacia

ciertos serotipos más que a otros. Por ejemplo, en un estudio, sobre infecciones en niños,

realizado desde 1973 hasta 1999 en un hospital en Bangkok mostraron que infecciones

severas en niños que no tuvieron infecciones previas ocurrian por infecciones de seroti-

po DENV1, mientras que infecciones por DENV2 resultaron más severas en niños que

experimentaron infecciones previas por serotipos diferentes [57]. Otros estudios también

indican que hay diferencias entre subtipos de los serotipos (intraserotipos) que resultan

en casos más severos que otros, por ejemplo, se identifica al serotipo asiático DENV2 con

mayor asociación a casos más graves que su contraparte americana [46].

Protección cruzada

En 1952 Sabin, realizó experimentos in vitro para identificar los periodos de pro-

tección inducida después de una infección causada por alguno de los tipos del virus del

dengue [64]. Se observó que esta protección imped́ıa que se desarrollara una infección

subsecuente, pero sólo durante un periodo de tiempo que se estimó entre 2 y 9 meses, y

que se generaba inmunidad completa contra subtipos del mismo serotipo del virus [64].

También se ha observado un periodo de protección temporal cruzada entre 1.5 y 2 años

pero no siempre ocurre que la inmunidad sea completa con respecto a subtipos del mismo

serotipo, es decir, es posible que ocurran casos de reinfecciones por subtipos del mismo

serotipo [49]. En este sentido, se usa protección cruzada a la protección conferida por
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infecciones previas relacionada con dos escenarios: (1) se evita el desarrollo de la enferme-

dad o (2) se reduce la severidad en los śıntomas [62]. Por ejemplo, estudios en humanos

indican que la protección contra infecciones heterot́ıpicas es de aproximadamente 2 meses,

mientras que la protección contra enfermedad grave causada por infecciones heterot́ıpicas

es de aproximadamente 2 años. Además, el intervalo de tiempo entre la primera infección

de un individuo y sus subsecuentes infecciones también puede ser un factor importante

para el desarrollo de śıntomas severos. Por ejemplo, en una comparación de individuos de

la misma edad, casos de DHF ocurrieron a una tasas 8 veces más alta en aquellos cuyas

infecciones secundarias por DENV2 fueron 20 años después de las infecciones primarias,

que aquellos con infecciones secundarias después de 4 años de su primera [37].

Amplificación dependiente de anticuerpos

Se ha postulado que, el mecanismo asociado a un tipo de reacción perjudicial debido

a infecciones previas es el aumento en la producción viral en las células del organismo.

Una de las propuestas, es que ciertos receptores (protéınas sobre la superficie de algunas

células como los macrófagos o monocitos que ligan al complejo formado por el antigeno-

anticuerpo), facilitan la entrada del virus a la célula en lugar de neutralizar dicha entrada.

Por su nombre en ingles, a este mecanismo se le denomina: Antibody dependent enhan-

cement. Este ocurre cuando la exposición a distintos serotipos, después de una infección

previa induce que el sistema inmunológico no sólo falle en la neutralización, sino que

exacerba la infección subsecuente [43, 40].

En particular, se ha observado que las células T de memoria especifica hacia DENV1

tienen menor afinidad para DENV2, por lo cuál el mecanismo para liberarse de este virus

no es eficiente, mientras que la respuesta proinflamatoria (prolongación de la inflamación)

contribuye a la enfermedad [43, 40]. Un alternativa es que después de un periodo de

reacción cruzada de tipo protección, los anticuerpos de un primera infección disminuyen

sus niveles de neutralización, lo que podŕıa generar un aumento de replicación viral, y

dado que en los casos de DHF se reporta alta carga viral, se relaciona ADE con casos

graves de dengue [52].

El efecto de amplificación dependiente de anticuerpos (ADE) se incorpora en los mo-

delos, principalmente, de tres maneras: (1) incremento en la susceptibilidad de individuos

que tuvieron infecciones previas [26], (2) aumento de transmisibilidad de infecciosos con

infecciones secundarias [27] y (3) incremento en la mortalidad debida a la enfermedad,
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[50]. Sin embargo, a pesar de que ADE se relaciona con casos graves de la enfermedad

de dengue como DHF presentan estudios en lugares en los que no ocurren casos de DHF

pero si hay cocirculación de los cuatro serotipo [6].

En términos de repuesta inmune, por un lado, se tiene que infecciones previas pueden

generar protección cruzada, para prevenir o disminuir el efecto de infecciones posteriores,

y por otro, que dichas infecciones están relacionadas con la facilitación de infecciones

posteriores, con incluso śıntomas más severos que las previas [38, 10, 29]. En estos dos

escenarios (protección o amplificación) ¿qué relación existe entre los serotipos que induce

que las reacciones del sistema inmune del hospedero sean de protección o amplificación

cruzada? Para identificar relaciones entre serotipos es importante identificar distancia

entre serotipos.

Distancia entre serotipos

En esta tesis, el término distancia entre serotipos se usa para representar similaridad

entre serotipos [13, 48]. De forma que, los serotipos más similares son aquellos que con

menor distancia entre ellos, mientras que los más lejanos tienen mayor distancia. Los dos

tipos de distancia para referirse a similiaridad entre serotipos son: distancia genética y

antigénica. La distancia genética, se mide comparando secuencias de aminoácidos [17].

Sin embargo, esta la clasificación del virus del dengue no contempla el aspecto de la

reacción inmunológica. En este sentido, la distancia antigénica se refiere a la producción

de ant́ıgenos, los cuales son sustancias que permiten identificar a un patógeno o agente

invasor en el hospedero [58]. Estudios realizados en 2015 [48] y posteriormente en 2019 [13]

muestran que existen diferencias en respuesta antigénica inducida por distintos serotipos

por lo cual plantean la clasificación del virus del dengue en clústers antigénicos. Los

resultados de el estudio de clusterización de serotipos se realizó usando datos de del

Dengue Antigenic Cartography Consortium.

En términos de distancia genética entre serotipos, los más similares son DENV1 con

DENV4, seguidos de, DENV3 con DENV4, DENV1 con DENV2, y DENV1 con DENV3.

Mientras que la distancia antigénica entre dos pares de virus i, j se mide experimen-

talmente usando t́ıtulos de anticuerpos, los cuales son concentraciones de soluciones de

neutralización que miden que tanto la reacción inmunológica, despúes de una infección

con serotipo i, es capaz de neutralizar al virus j in vitro [63]. Menor neutralización indica

mayor distancia antigénica entre dichos serotipos [13].
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1.2. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA

1.2. Planteamiento de problema

A nivel poblacional se observa cocirculación de multiples serotipos de Dengue en la

población, los cuales ocurren con distintos patrones de alternancia por serotipo y lugar

geográfico. Por ejemplo, en páıses como Perú, Brazil y México, se observan fluctuaciones en

la frecuencia relativa con la que ocurren ciertos serotipos con respecto a otros [66], mientras

que en Tailandia, se observa la ocurrencia de los cuatros serotipos en periodos más largos

de tiempo (Figuras 1.4, 1.3). Por otra parte, la severidad de la enfermedad del dengue se

relaciona con ciertos tipos de infección y en particular en infecciones secundarias [39]. En

este sentido, también hay estudios sobre severidad de dengue inducida por genotipos del

mismo serotipo [11, 29, 52] ya que la respuesta inmunológica del hospedero depende de

infecciones previas [39, 43, 40].

Respecto a las reinfecciones por dengue, se usa el término reinfección como infección

subsecuente después de al menos una infección previa. En este sentido, infección prima-

ria se refiere a la primera infección en un hospedero. Reinfección heterot́ıpica se refiere a

infección subsecuente por algún serotipo distinto al de la infección previa. Infección secun-

daria es la segunda infección por distinto serotipo a la infección previa. Infección terciaria

y cuaternaria, son infecciones subsecuentes por tercera y cuarta vez, respectivamente.

En modelos que incorporan más de una infección, las fuerzas de infección, en los mo-

delos compartamentales únicamente para la población humana en los que se distinguen

infecciones primarias y secundarias, se incorpora un factor de modificación de la trans-

misibilidad de aquellos individuos con infecciones secundarias. Esta modificación puede

verse como una alteración también en la susceptibilidad pero con distinción en los encuen-

tros de individuos susceptibles con individuos con infecciones primarias o con infecciones

secundarias. En términos matemáticos, las fuerzas de infección, Λi, de tipo frecuencia

dependiente en un modelo para dos serotipos quedan expresadas en términos de los infec-

ciosos con infecciones primarias, Ii, y aquellos con infecciones secundarias, Iij. Una forma

estándar es incorporar un término φ para representar variabilidad en la contribución a la

transmisión por parte de los infecciosos con segundas infecciones, mientras que αi denota

la tasa de transmisión del humano al vector, N es el total de la población humana.

Λi =
αi(Ii + φIji)

N
.

Por lo que, los términos que indican encuentros entre recuperados de previa infección j

con individuos infecciosos por serotipo i se expresa como:
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1.2. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA

ΛiσSj =
αi
N
IiσSj +

αi
N
φIjiσSj

donde σ representa cambio en la susceptibilidad de individuos que se recuperaron de un

infección previa y son susceptibles a otra por un serotipo diferente. En este caso, puesto

que el interés es plantear una distinción entre los efectos de infecciones por distintos

serotipos en la susceptibilidad del hospedero involucraŕıa asignar distintos coeficientes de

susceptibilidad, es decir seŕıa un coeficiente por cada serotipo σi. Sin embargo, esto no

contempla que la susceptibilidad puede variar con respecto al tipo de la infección previa.

Para el caso de dos serotipos no hay problema pues sólo se tiene una opción de infección

subsecuente dado el tipo de infección previa (suponiendo que no hay reinfección por

subtipos del mismo serotipo). En un modelo para cuatro serotipos si es relevante incluir

la distinción de susceptibilidad a infecciones subsecuentes con respecto a las infecciones

previas para incorporar relaciones de similaridad entre serotipos, ya que éstas podŕıan

asociarse a variaciones en la susceptibilidad del hospedero [48, 49]. Además, un estudio

con datos de incidencia por edad en Tailandia, usando distintas hipótesis sobre la duración

de inmunidad cruzada entre serotipos en modelos, mostraron que desde 1981 las tasas de

transmisión de dengue han disminuido, en contraste con un aumento en casos de dengue

grave [56]. Esto, aunado a que las infecciones secundarias son las que se asocian con

śıntomas severos, lleva a preguntar sobre cambios en la susceptibilidad del hospedero de

acuerdo al orden y tipo en que ocurren las infecciones por distintos serotipos de Dengue.

Retomando el nivel epidemiológico, se observa alternancia (ocurrencia simultanea de

brotes de más de un serotipo durante intervalos de tiempo) en patrones de cocirculación

de más de un serotipo. Aśı que, uno de los problemas principales en el estudio de los

patrones epidemiológicos de infecciones por distintos serotipos de dengue es identificar

y explorar posibles relaciones entre las caracteŕısticas de los serotipos y su efecto en el

proceso de reinfección. En particular se pueden abordar las caracteŕısticas de similaridad

y las posibles alteraciones en la susceptibilidad del hospedero.

Las infecciones primarias tienen menos probabilidad de desencadenar śıntomas gra-

ves. 18 % infección asintomática, 13 % infección primaria asintomática, 41 % infección

secundaria asintomática [22]. Algunas observaciones de distintos estudios se mencionan a

continuación:

1. La patogeneisidad de los serotipos difiere en America y Asia [41]. La mayoŕıa de
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1.2. PLANTEAMIENTO DE PROBLEMA

casos de DHF en Asia ocurre en Niños, mientras que en América ocurre en adultos

[39].

2. Algunas de las sucesiones de casos más severos son infecciones DENV1-DENV2,

DENV1-DENV3 [39]. Estas sucesiones de infecciones coinciden con los serotipos

más lejanos antigénicamente[13].

3. Estudios indican que los serotipos con mayor patogeneisidad en Sudeste de Asia son

DENV3, DENV4 DENV2 y DENV1. Mientras que en Perú, Cuba, Francia, Brazil,

es DENV2 seguido de DENV3 y DENV4 [67].

4. Estudios en Brasil indicaron más capacidad de replicación en células humanas del

h́ıgado de serotipos DENV4 seguido de DENV1, DENV3 y DENV2 [67].

5. Estudio en Nicaragua indicaron más patogeneisidad de serotipos DENV3, DENV2,

DENV1, DENV4 [70].

6. Estimaciones de Fuerzas de infección (Fois) con datos de 22 páıses 39 de 1980 a 2010

indicaron menor FoI al considerar que infecciones terciarias y cuaternarias son tan

infecciosas como las anteriores que cuando se supone inmunidad completa después

de infecciones secundarias [47]. Esto indica un posible subreportaje al no tomar en

cuenta infecciones terciarias y cuaternarias en la cadena de transmisión [75].

En sentido epidemiológico, para el estudio de la dinámica de transmisión de los cua-

tro serotipos en términos de sus interacciones trato dos preguntas: (1) ¿Qué relaciones

entre serotipos de dengue podŕıan asociarse a la generación de distintos patrones de alter-

nancia de infecciones por distintos serotipos? ¿Cuáles son los posibles efectos de diferentes

tipos de relaciones entre serotipos en cambios en la susceptibilidad del hospedero debido

a infecciones previas?

Para definir los objetivos a desarrollar en esta tesis usaré el término distancia entre

serotipos en dos sentidos: distancia antigénica medida por la concentración de t́ıtulos de

neutralización [13, 48] y distancia genética medida por comparación de secuencia de nu-

cleótidos [17]. La conceptualización de distancia entre serotipos se describe en el Caṕıtulo

3.

El planteamiento del modelo presentado en esta tesis se basa en las siguientes hipóte-

sis
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Los serotipos del virus interactuan por medio de la respuesta inmune del hospedero

[43, 40].

La respuesta inmunológica del hospedero hacia un tipo de virus depende del tipo de

infección previa a la que el hospedero haya sido expuesto [43, 64].

Las reacciones cruzadas afectan la susceptibilidad de los individuos hacia infecciones

subsecuentes debido a previas exposiciones a otros tipos de infección y por tanto

esto interviene en el proceso de reinfección. Las reacciones cruzadas que se toman en

cuenta son de dos tipos: protección cruzada y amplificación cruzada (amplificación

dependiente de anticuerpos) [43, 64].

La distancia entre los serotipos está relacionada con las interacciones entre ellos.

Estos es, la distancia define el tipo de interacciones entre los serotipos y éstas inter-

acciones a su vez alteran la susceptibilidad del hospedero [13].

Aśı, el enfoque de interacciones entre serotipos se toma como consecuencia de reac-

ciones cruzadas del sistema inmunológico del hospedero hacia un tipo de infección debido

a infecciones previas por alguno de los otros serotipos. En este sentido, las reacciones

cruzadas han sido incorporadas de formas distintas, desde amplificación en las tasas de

transmisión, modificaciones en la susceptibilidad y muerte inducida por la enfermedad.

Sin embargo, en este enfoque se emplea únicamente la modificación en la susceptibili-

dad del hospedero, pues esto permite tomar en cuenta el orden y tipo de infecciones por

los cuatro serotipos. En particular, esto permite relacionar la susceptibilidad que indu-

cen ciertos serotipos y la distancia entre ellos. En este sentido, las modificaciones en la

susceptibilidad que tomaré en cuenta se basan en las siguientes hipótesis del modelo:

1. Proteccion cruzada: Reducción de la susceptibilidad a infecciones subsecuentes, lo

que induce una disminución en las tasas de reinfección.

2. Amplificación cruzada: Aumento de la susceptibilidad a infecciones subsecuentes, lo

que genera un aumento en las tasas de reinfección.

1.3. Objetivos

Con los antecedentes mencionados en el planteamiento del problema, es importan-

te estudiar la transmisión de los serotipos de dengue en términos de interacciones entre
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ellos, de tal manera que incorporen tanto el tipo como el orden en que suceden las infec-

ciones. Para esto, a lo largo de esta tesis, usaremos el término reinfección en el sentido

epidemiológico que permite referirse, además de reinfecciones por el mismo serotipo, a

infecciones subsecuentes por distintos serotipos. Además, puesto que hasta el momento

se conocen cuatro serotipos, las reinfecciones por más de un serotipo se refieren como: in-

fecciones primarias, secundarias, terciarias y cuaternarias, para indicar primera, segunda,

tercera y cuarta infección por distintos serotipos. En este sentido, debido a la dificultad

de detección de tipo y orden en que suceden las infecciones, en esta tesis no se tratan re-

infecciones homot́ıpicas. Sin embargo, el modelo que se presenta, contempla la posibilidad

de incorporar reinfecciones homot́ıpicas.

Objetivo General

Plantear un enfoque de modelación matemática para estudiar interacciones entre

serotipos mediante su relación con posibles cambios en la susceptibilidad del hospedero a

adquirir infecciones subsecuentes, con el cual se puedan generar y estudiar escenarios de

cocirculación entre serotipos con respecto a dichas interacciones.

Objetivos Particulares

1. Plantear una definición de interacciones entre serotipos mediante el proceso de re-

infección que incorpore tipo y orden en que suceden las infecciones.

2. Plantear un modelo matemático que incorpore el proceso de reinfección en términos

de variaciones de la susceptibilidad de individuos debida a infecciones previas.

3. Incorporar el estudio de posibles relaciones de distancia (genética y antigénica) entre

serotipos en el proceso de reinfección.

4. Explorar el efecto de las interacciones entre serotipos, aquellas definidas en esta

tesis, en los patrones de cocirculación de más de un serotipo.
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1.4. Plan de tesis

El desarrollo de la propuesta de tesis para cumplir con los objetivos planteados, se

presenta en los caṕıtulos:

El Caṕıtulo 2 contiene literatura sobre modelos multiserotipo con enfoque de inter-

acciones entre serotipos.

El Caṕıtulo 3 describe el planteamiento del modelo, el cual se basa en la reducción

de un modelo de secuencia de infecciones.

El Caṕıtulo 4 contiene el análisis cualitativo del modelo de interacciones multisero-

tipo propuesto en el Caṕıtulo 3.

El Caṕıtulo 5 presenta el planteamiento de marco teórico de interacciones entre

serotipo que involucra orden y tipo de infección mediante ı́ndices de susceptibilidad

que representan modificaciones en la susceptibilidad de individuos. Con esto, es

posible relacionar cambios en la susceptibilidad del hospedero y la cercańıa entre

serotipos.

El Caṕıtulo 6 contiene simulaciones de escenarios usando configuraciones de inter-

acciones entre serotipos en la dinámica de éstos mediante simulaciones numéricas.

En este Caṕıtulo se presentan:

• Series de tiempo que indican el número de casos de infecciones por serotipo

para identificar patrones temporales.

• Número de casos acumulados anuales de cada uno de los serotipos de dengue

para identificar patrones de alternancia en tipo de infecciones con mayor núme-

ro de casos con respecto al total de casos de infecciones en ciertos periodos de

tiempo.

• Análisis de fourier de las series de tiempo de cada serotipo para explorar cam-

bios posibles cambios en las frecuencias dominantes para cada escenario de

cercańıa, tipo de reinfección y transmisión de infecciones por cada serotipo.

El resumen de resultados y conclusiones se presentan en el Caṕıtulo 7.
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Caṕıtulo 2

Marco de referencia: Modelos

multiserotipo de dengue

En este caṕıtulo se presenta un resumen de los modelos matemáticos sobre la trans-

misión multiserotipo del virus del dengue. Los modelos incluidos en este caṕıtulo son

modelos multiserotipo compartamentales, de ecuaciones diferenciales ordinarias. El obje-

tivo es mostrar un panorama general sobre los modelos matemáticos multiserotipo para

transmisión de dengue que incorporan un enfoque de cercańıa entre serotipos para compa-

rar con el enfoque propuesto en el capitulo 5 de esta tesis. Las variables más usadas son las

correspondientes a susceptibles sin infecciones previas (S), infecciosos (I) y recuperados

(R). Sin embargo, al tratarse de modelos multiserotipo, los modelos presentados utilizan

sub́ındices para distinguir individuos de acuerdo al tipo de infección o infecciones.

Un aspecto común en los modelos de transmisión de infecciones es el término fuerza

de infección, éste se define como la tasa a la cuál los individuos suceptibles son infecta-

dos debido a interacciones con individuos infecciosos [49] o, en el caso de transmisión de

dengue, interacciones con mosquitos infectados [12, 65]. En particular, los modelos com-

partamentales representan tipos de individuos de la población y las transiciones entre un

compartimiento y otro [30, 45], Caṕıtulos 1 y 2 de [19]. Las transiciones son de dos tipos:

1. aquellas que se deben sólo a un cambio de estado después de un periodo de tiempo,

por ejemplo de un estado de latencia a infecciosidad o de infección a recuperación y 2. las

que se deben a interacciones con individuos o vectores en otros compartimientos.

En particular, los modelos matemáticos para la descripción de la dinámica de trans-

misión del Dengue se han centrado principalmente en dos aspectos, por un lado en periodos
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de inmunidad cruzada y por otro en el fenómeno llamado amplificación dependiente de

anticuerpos (por sus siglas en inglés: ADE antibody dependent amplificación) asociado a

infecciones secundarias [27, 40, 43].

Por otra parte, un estudio sobre interacciones entre dos especies se identifican por el

cambio en los signos de las tasas de crecimiento de cada población con respecto a la otra

[18]. Por ejemplo, competencia significa que el incremento en la cantidad de individuos

de una población tiende a disminuir la tasa de crecimiento de la otra población, bajo la

suposición de tomar poblaciones iniciales no cero.

En este sentido, un principio llamado de exclusión competitiva, plantea que dos es-

pecies que compiten por el mismo recurso no coexisten [44]. Aśı, la pregunta respecto

a coexistencia de serotipos de dengue en la población humana, fue sobre cuáles son las

posibles interacciones entre serotipos, asociadas a su competencia, para invadir al hospe-

dero. Un tipo de interacciones relevantes son las que podŕıan relacionarse con la distancia

(genética o antigénica) entre serotipos de dengue.

Como el virus del dengue tiene cuatros serotipos y la protección cruzada debida a in-

fecciones previas que protegen de infecciones subsecuentes por otros serotipos es temporal

[64], un modelo para cuatro serotipos con las respectivas secuencias de infecciones (Mode-

lo Clásico) seŕıa demasiado complejo en términos de las interacciones entre serotipos. Por

lo cual, muchos modelos sólo consideran dos serotipos y hasta infecciones secundarias, es

decir, infecciones que ocurren en una segunda exposición a un tipo de virus distinto al

previo, pero no toman en cuenta infecciones terciarias y cuaternarias ya que se considera

que éstas no son frecuentes. Sin embargo, un estudio del efecto de infecciones terciarias

y cuaternarias, indica que al considerar la hipótesis de que los individuos adquieren in-

munidad hasta la cuarta infección induce un incremento en la fuerza de infección sin

incrementar el número reproductivo [75].

La transmisión del virus de Dengue entre mosquitos y humanos requiere de la sus-

ceptibilidad de los individuos para ser infectados. Dicha susceptibilidad también depende

de infecciones previas por otros serotipos. El fenómeno de Amplificación dependiente de

anticuerpos es el mecanismo por el cual se altera la producción viral en las células infec-

tadas como consecuencia de una falla en la neutralización de ciertos serotipos debido a

una previa exposición. Este mecanismo se abordó por los virologos Kjellen, Schlesinger

(1959) and Hawkes (1964), pero fue el epidemiólogo y virólogo Halstead quien identificó

diferencias entre los anticuerpos producidos en las reacciones cruzadas de la respuesta

inmunológico del hospedero y la severidad de la enfermedad del Dengue [40, 43, 34].
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Este fenómeno es asociado a infecciones secundarias por lo que, la hipótesis clásica

es que los individuos con dos infecciones modifican su capacidad de transmitir el tipo de

virus del cual fueron infectados por segunda ocasión [27]. Aśı, los modelos incorporan este

factor de ADE en la fuerza de infección de los infectados con dos infecciones. Algunas de

las enfermedades que presentan ADE son HIV, influenza A, sarampión, Zika y dengue

[42]. Mientras que, en Dengue, después de una infección la memoria del sistema inmune

induce anticuerpos que no pueden neutralizar a la infección y que en su lugar aumentan

la producción viral [33].

2.1. Coexistencia de serotipos de dengue

Uno de los primeros trabajos sobre el estudio de condiciones de coexistencia entre

serotipos en un modelo hospedero-vector para estudiar dengue incorpora la interacción

entre dos serotipos de dengue usando coeficientes de susceptibilidad, lo que permite ex-

plorar varios grados de susceptibilidad a infecciones secundarias y presentan condiciones

de existencia de puntos de equilibrio asociados a infecciones de un sólo tipo de infección y

exploran numéricamente escenarios con variación de tres parámetros: los números repro-

ductivos, los coeficientes de susceptibilidad y las tasas de mortalidad inducida [26]. Con

esto argumentan que las condiciones de coexistencia de los dos serotipos es una relación

entre el proceso de reinfección y las tasas de transmisión.

Las ecuaciones del modelo matemático son:

Ṡ = h− (B1 +B2)S − µS
İi = BiS − σjBjIi − µIi
Ẏi = σiBiIj − (mi + γ + µ)Yi (2.1)

R = r(Y1 + Y2)− µR
Ṁ = q − (A1 + A2)M − δM
V̇i = AiM − δVi

donde las tasas de transmisión para generar nuevas infecciones están dadas por funciones
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para la tranmisión que dependen de la frecuencia

Bi =
βiVi

(c+ ωhN)

Ai =
αi(Ii + Yi)

(c+ ωvN)

En este modelo σi representa inmunidad cruzada (σ < 1) o susceptibilidad (σ > 1).

Si σ < 1 significa que debido a infecciones primarias se confiere inmunidad parcial contra

el serotipo i. Si σi = 1 significa que infecciones secundarias ocurren a la misma tasa que las

infecciones primarias. Si σ > 1 significa que infecciones primarias inducen un incremento

en la susceptibilidad a infecciones secundarias por serotipo i.

Parámetro Notación Valor

Tasa de mortalidad de los humanos µ 70y−1

Tasa de recuperación de los humanos γi 14 d

Tasa de transmisión humano a vector αi (0, 0.05)

Índice de susceptibilidad a serotipo i σi (0, 5)

Tasa de muerte (per capita) inducida por la enfermedad mi variable

Tasa de reclutamiento de los mosquitos q variable

Tasa de mortalidad de los mosquitos δ 14d−1

Tasa de transmisión vector a humano βi (0, 0.05)

Parámetros del modelo (2.2) wh,wv

2.2. Amplificación dependiente de anticuerpos

El primer modelo matemático, dentro de las referencias consultadas, que incluye

amplificación cruzada, es el de Ferguson en 1999. El modelo propuesto incorpora su efecto

mediante el incremento en la tasa de infección de individuos con segundas infecciones

[27]. El efecto de la reacción cruzada en la generación de anticuerpos induce ya sea un

incremento, o un decremento, en la probabilidad de transmisión del virus. De esta manera,

el efecto de ADE es asociado a un incremento en la tasa de transmisión de los infecciosos
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con infecciones secundarias. En este trabajo se muestran que la amplificación pueden

generar comportamiento ćıclico persistente o incluso caótico. Concluyen que en presencia

de amplificación se observa coexistencia de los dos serotipos y en su ausencia sólo se

observa uno de los serotipos.

Las variables del modelo son, S susceptibles naive, Xi población expuesta a sero-

tipo i, Ii infecciosos con infección primaria por serotipo i, Iji infecciosos con infección

secundaria por serotipo i con previa infección j [27]. Las ecuaciones del modelo son :

Ṡ = µ−
∑
k

λkS − µS

Ẋi = (1−Xi)λi − µXi

İi = λiS − γIi
˙Iji = (1−Xj − S)λi − γIji (2.2)

donde λi = βi(Ii + φiIji) es la fuerza o tasa per capita de infección por serotipo i, φi
representa el grado de amplificación (φ > 1), o neutralización (φi < 1).

En este modelo los valores de los parámetros son

Parámetro Notación Valor

Tasa de mortalidad de los humanos µ 50y−1

Tasa de transmisión βi 0.5 ∈ [0.2, 1]

Tasa de recuperación de los humanos γi 100 y−1

Nivel de amplificación o neutralización φi [0, 3]

Parámetros del modelo (2.2).

2.3. Distancia entre serotipos

En términos de cercańıa entre serotipos, un estudio se propone que la distancia entre

serotipos puede ser explicada por el proceso de amplificación dependiente de anticuerpos

(ADE). Un modelo de dos serotipos que contempla la posibilidad de coinfección y rein-

fección por serotipo diferente a una infección previa [50], indica que la tasa de mortalidad
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de individuos con śıntomas severos de Dengue sin cuidado médico va de 5 %− 15 % [34],

por lo que incorpora mortalidad inducida por la enfermedad para identificar una posible

relación entre el efecto de la amplificación y la cercańıa entre serotipos. El modelo se

indica en las ecuaciones (2.3).

Ṡ = r(1−N/K)N − (B1I1 +B2I2)S − µS
İi = BiS − σBjIi − (γi + µ+mi)Ii

Ṙi = γiIi − σBjRi − µRi

İ12 = σB1I2 +B2I1 − (γ1 + γ2 + µ+m1 +m2)I12

Ẏj = γiI12 + σBjRi − (γj +mj + µ+ ∆m)Yi

R = r(Y1 + Y2)− µR (2.3)

Donde, S son individuos susceptibles a ambos serotipos, Ii son los infecciosos con serotipo

i, Ri recuperados de serotipo i y susceptibles a infecciones por serotipo j. I12 individuos

con ambas infecciones 1, 2, Yj individuos que tuvieron una infección previa por serotipo i

e infecciosos con serotipo j. R son los recuperados que provienen de Yj, j = 1, 2.

Mientras que, para mostrar la relación entre amplificación y cercańıa entre serotipos,

el efecto de amplificación se representa con incremento en la mortalidad inducida por la

enfermedad (∆m) y el parecido entre serotipos esta representado por el parámetro σ,

(0 < σ < 1). Cuanto más pequeño es el valor de σ, más similares son los serotipos y

por tanto la inmunidad cruzada protege por completo al hospedero contra infecciones

subsecuentes, mientras que cuanto mayor sea el valor de σ, mayor es la distancia entre

serotipos y esto favorece la coinfección o reinfección por distintos serotipos.

Las conclusiones de este trabajo son que los serotipos más cercanos coexisten en

ausencia, o con muy bajo impacto, de mortalidad por ADE. Mientras que, para tasas

altas de mortalidad por la enfermedad se requiere mayor distancia entre serotipos para

su coexistencia.

Esto implicaŕıa dos posibles escenarios de coexistencia: (1) En lugares con bajas

tasas de mortalidad inducida por Dengue los serotipos cocirculantes son cercanos (ADE

no induce, o es poco el incremento de, mortalidad) y (2) En lugares con tasa altas de

mortalidad, los serotipos lejanos generan ADE para coexistir. Sin embargo, al suponer

que la cercańıa entre serotipos está dada por el efecto en la susceptibilidad a infecciones

secundarias, se indicaŕıa, implicitamente, que los serotipos cercanos inducen reducción
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Parámetro Notación Valor

Tasa de reclutamiento de humanos r 1

Capacidad de carga de la población humana K 1000

Tasa de mortalidad de los humanos µ 0.01

Tasa de transmisión βi β1 = 0.02, β2 = 0.05

Tasa de recuperación de los humanos γi γ1 = 0.9, γ2 = 0.7

Parámetro de cercańıa σi (0, 1)

Tasa de mortalidad inducida por la infección i mi [0, 40]

Parámetros del modelo (2.3)

de tasas de susceptibilidad σ < 1 mientras que los lejanos inducen tasas de susceptibi-

lidad más altas σ > 1. Aśı, el trade off entre susceptiblidad hacia serotipos lejanos y

la suposición de mortalidad inducida por ADE es que los serotipos, al aumentar la sus-

ceptiblidad, requieren inducir mayor tasa de mortalidad para coexistir. Esto es, si hay

aumento en tasa de mortalidad entonces los serotipos son lejanos, por lo que un aumento

en la susceptibilidad se asocia a mayor disimilaridad entre los serotipos.

También en la modelación de cercańıa entre serotipos, en [5] plantean un modelo

para estudiar la relación entre ADE y distancia inmunológica con aplicación a los virus

de Dengue. En este modelo se consideran el efecto de ADE en tres formas: susceptibiliad,

transmisión y mortalidad. A diferencia del modelo de Ferguson que incorpora el efecto de

protección y ADE solamente en el parámetro de transmisión, Adams y Boots incluyen

también en la susceptibilidad. Es un modelo para dos serotipos con compartimientos de

imunidad temporal y cuatro parámetros para indicar, cercańıa, transmisibilidad, suscep-

tibilidad y mortalidad inducida por la enfermedad. El modelo de [5] tiene las ecuaciones

(2.4).

İi = β1S(Ii + φiIji)− (γ + µ)Ii

Ṡij = γIi − f(σ)εjβjSij(Ij + φjIij)− µSij
˙Iij = f(σ)εjβjSij(Ij + φjIij)− (γ +mi + µ)Iij (2.4)

donde σ = 0 indica que los serotipos son inmunológicamente idénticos, y σ = 1 que

son completamente distintos. Se considera, que la inmunidad cruzada es una función
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de la distancia inmunológica f(σ). Mientras que, la inmunidad cruzada puede actuar

de dos maneras: reducir susceptibilidad o reducir transmisibilidad. Aśı, la reducción en

susceptibilidad se da con la función de distancia inmunológica f(σ). La susceptibilidad se

representa por εi, y la transmisibilidad por el parámetro φ. Notemos que, en este modelo

no se plantea que los serotipos son inmunológicamente parecidos en términos de la función

σ, y toman sólo un parámetro para relacionar a los serotipos.

Parámetro Notación Valor

Tasa de mortalidad de los humanos µ 0.0167 = 60y−1

Tasa de transmisión βi β1 = 104,β2 = 104 o 78

Tasa de recuperación de los humanos γi 52

Cercańıa inmunológica/grado de inmunidad cruzada σ [0, 1]

Incremento en la susceptibilidad al serotipo i εi 1− 8

Incremento en la transmisión de serotipo i φi 1− 8

Tasa de mortalidad debida a infección por serotipo i mi 0− 20

Parámetros del modelo (2.4). Los valores por default para incremento en susceptibilidad,

εi, es 1, al igual que ara incremento en la transmisión de serotipo i, y la tasa de mortalidad

por default es 0 [5].

Con este modelo, concluyen que incremento de susceptibilidad o transmisibilidad

con tasas de transmisión homogéneas, pueden permitir que los dos serotipos coexistan

para niveles altos de inmunidad cruzada [5], es decir, cuando los serotipos son muy pa-

recidos σ ∼ 0, el incremento ya sea en susceptibilidad o transmisibilidad pueden inducir

coexistencia. En este enfoque, la susceptibilidad y la transmisión capturan diferencias

en los serotipos, pero sólo incluyen dos serotipos. Se muestra que, cuando los dos sero-

tipos tienen idénticos numéros reproductivos, se tiene coexistencia para cualquier valor

de ADE. Mientras que, cuando tienen numéros reproductivos distintos, susceptibilidad

o transmisión con amplificación permiten que los serotipos más cercanos coexistan. Por

patra parte, al agregar el parámetro de mortalidad, se requiere que los serotipos sean más

distintos, lo cual coincide con la conclusión en [50]. Finalmente, al tomar en cuenta que

las tres formas de ADE, susceptibilida, transmisibilidad y mortalidad, puede ser asociada

con DHF, la conclusión es que, bajo la hipotesis de que ADE es un determinante de la

distancia inmunológica entre serotipos entonces, la amplificación de mortalidad por ADE
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debe ser dominante para que haya coexistencia [5]. En este sentido, se podŕıa pensar

que los serotipos que inducen incremento en la mortalidad sean los más distantes pues

el sistema inmune no tendŕıa información suficiente para actuar en contra de serotipos

diferentes.

Por otra parte, algunos aspectos ecológicos e inmunológicos han sido planteados co-

mo determinantes en la dinámica de epidemias de dengue, en particular la de casos de

DHF [28, 49, 74]. En términos ecológicos se incorpora variación en la población del mos-

quito debida a condiciones ambientales. Mientras que, las interacciones inmunológicas se

abordan en términos de la respuesta inmune del hospedero. Es este sentido, las reacciones

cruzadas que inducen, protección o amplificación (ADE ). Y también se introducen va-

riaciones en la virulencia de distintos serotipos. En el trabajo de Wearing et. al. [74], los

autores presentan un modelo determinista con forzamiento periódico y concluyen que si

el efecto de ADE es incrementar la mortalidad, pero se reduce el periodo de infecciosidad,

entonces se reduce la persistencia de los serotipos. El modelo tiene las ecuaciones (2.5).

Ṡ = µ(Nh − S)− (B1 +B2)
S

N

Ėi = B1
S

N
− φjBj

Ei
N
− (l + µ)Ei

İi = γEi − φjBj
Ii
N
− (γ + µ)Ii

Ṫi = γIi − σjBj
Ti
N
− (ηi + µ)Ti

Ṡij = (1−mi)ηiSij − εjBj
Sij

N
− µSij (2.5)

Las ecuaciones para el vector

Sv = (kN(1− acos(2πt))− Sv)δ − Aj
Sv
N

Bi = βiVi donde βi = bpi

Siguiendo el enfoque de reacciones cruzadas, usando un modelo con forzamiento

periódico de tipo estocástico se estudia el efecto de inmunidad cruzada en los patrones

alternantes en los serotipos cocirculantes en Bangkok [6].
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Parámetro Notación Valor

Tasa de mortalidad de los humanos µ 0.0167 = 60y−1

Duración de latencia 1/l 5d ∈ [4, 7]

Tasa de transmisión βi 70 y−1

Tasa de recuperación de los humanos γi 6 d−1 ∈ [4− 12]

Incremento en la susceptibilidad ηi [1, 8]

Tasa de coinfección φi [1, 8]

Tasa de mortalidad debida a infección mi [0, 2]0

Tasa de mortalidad de los mosquitos δ 1/14d−1

Parámetros del modelo (2.5)

.

El modelo presentado en este trabajo es un modelo compartamental para dos sero-

tipos que distingue infecciones primarias de infecciones secundarias. En este enfoque se

considera que las interacciones entre los dos serotipos es a traves de reacciones cruzadas

que se incorpora usando un único parámetro (0 ≤ σ ≤ 2), el cual representa susceptibili-

dad

La estructura del modelo se indica en (2.6)

Ṡ = µ− (β − µ)S

Ẏi = β(S + σZi)Yi − (γ + µ)Yi

Żi = βSYj − σβZiYi − µZi (2.6)

β = (t) = k(1 + bcos(2πt))

donde σ se considera como el parámetro que indica interacciones por medio de reacciones

cruzadas que tienen efecto en la susceptibilidad σ ∈ [0, 2].

En este estudio usaron datos confirmados por serotipo en Queen Sirikit National

Insitute of Child Health en el periodo de 1980 a 2000. Estos datos mostraron similaridad

en los patrones de ocurrencia de DENV1, DENV2 y DENV3 mientras que un desfase de

DENV4 con respecto a los otros tres.
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Otro modelo que incorpora inmunidad temporal cruzada considera dos serotipos

mediante compartimientos [8]. El modelo tiene las ecuaciones (2.7):

Ṡ = µ(N − S)− β1

N
S(I1 + φ1I21)− β2

N
S(I2 + φ1I12)

İi = βi(S + φi
∑
j 6=i

Iji − (γ + µ)Ii

Ṡij = γIi − εi
∑
j 6=i

(
βjIj + φβj

∑
k 6=j

Ikj

)
− µSij (2.7)

Descripción Parámetro Valor

Poblacion N 100

Tasa mortalidad µ 1/65

Tasa de recuperación γ 52

Tasa de transmisión β1 = β2 = β 2γ

Tasa de inmunidad cruzada temporal η 2

Razon de cambio en infección secundaria φ variable

Parámetros del modelo (2.7)

2.4. Modelos para cuatro serotipos

Algunos de los trabajos donde se estudia la dinámica de los 4 serotipos son son

[9, 16, 23, 59]. En [16] el que el efecto de ADE se incorporar como un incremento en

la tasa de crecimiento viral inducida por una infección previa a un serotipo diferente.

Un efecto de este incremento viral es el aumento de la infecciosidad de los individuos

con infecciones secundarias. Simulaciones en el modelo propuesto generan oscilaciones

incluso sin forzamiento externo. Las variables en este modelo son: susceptibles naive (S),

infecciosos con unasola infección Ii, individuos que se recuperaron de un primera infección

por serotipo i pero susceptibles a segunda infección de tipo j (Sij), e infecciosos con dos

infecciones (Iij). El modelo tiene las ecuaciones (2.8):
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İi = βi(S + φi
∑
j 6=i

Iji − (γ + µ)Ii

Ṡij = γIi − εi
∑
j 6=i

(
βjIj + φβj

∑
k 6=j

Ikj

)
− µSij (2.8)

Por otra parte, el modelo (2.8), aunque contempla a los cuatro serotipos, unicamente

toma en cuenta infecciones primarias y secundarias. De modo que, la generalización del

modelo para n serotipos tiene 2 + n! + 2
n−1∑
m=1

n!

(n−m)!
ecuaciones.

Otro modelo compartamental determinista para cuatro serotipos, sólo hasta infec-

ciones secundarias, en el que usan datos del Instituto Pasteur, Ho Chi Minh City (Sur

the Vietnam), describen ADE bajo la suposición de que ADE induce incremnto en la

virulencia y ésta induce un incremento en la transmisibilidad de aquellos con infecciones

secundarias [59]. También, incorporan un factor de susceptibilidad de aquellos individuos

con infecciones primarias. Las fuerzas de infección asociadas a cada serotipo i ∈ {1, ..., 4}
para el modelo presentado en [59] se muestran en la ecuaciones (2.9):

λi = βi

(
Ii +

∑
j 6=i

φjiIji

)
(2.9)

Por otra parte, un enfoque de epidemias con interacción multiserotipo con incor-

poración de inmunidad cruzada y ADE plantea interacciones entre serotipos mediante

inmunidad cruzada y ADE. Es un modelo para cuatro serotipos pero hasta infecciones

secundarias [15].

Sin embargo, en este enfoque se definen como interacciones entre serotipos variacio-

nes entre inmunidad cruzada y ADE, pero no establecen una relación que distinga estas

interacciones en términos de infecciones subsecuentes con respecto a infecciones previas.
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En [9] se plantea un modelo de cuatro serotipos hasta infecciones secundarias que

incorpora secuencia de infecciones primaria-secundaria. Aqúı el factor de amplificación

ADE se incorpora en la fuerza de infección de los infecciosos con infecciones secundarias.

Una forma general de representar la fuerza de infección en un modelo para la po-

blación humana en los que se tienen dos tipos de infección se representa en la ecuación

(2.10).

Λi = βi (Ii + φIji) (2.10)

Aśı, para cada uno de los cuatro serotipos i = 1, ..., 4, los términos de infecciosos

con infecciones secundarias en las fuerzas de infección se muestra en la fórmula (2.11)

Λi = βi

(
Ii +

∑
j 6=i

φjiIji

)
(2.11)

Por lo que, en el modelo de [8] la fuerza de infección para cada serotipo se expresa como:

Λ1 = β1 (I1 + φ(I21 + I31 + I41))

Λ2 = β1 (I2 + φ(I12 + I32 + I42))

Λ3 = β1 (I3 + φ(I13 + I23 + I43))

Λ4 = β1 (I4 + φ(I14 + I24 + I34))

2.5. Modelos multiserotipo de dengue con distancia

antigenica

La clasificación de los serotipos de dengue en términos de clústers antigenicos es

planteada en 2015 y posteriormente en 2019 [48, 13]. Mientras que algunas de las im-

plicaciones de interacciones inmunológicas en el impacto de vacunación se discuten en

[9, 23, 32, 55].

Modelos sobre interacciones entre serotipos basadas en distancia antigénica descri-

ben que la distancia entre ellos se mide en términos de cuantificaciones de t́ıtulos de
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anticuerpos (Tij) producidos hacia el serotipo j debido a exposición previa a serotipo i

con la formúla propuesta en [48] y se indica como (2.12).

Dij = log2(Tii)− log2(Tij) (2.12)

donde Dij indica la efectividad de que el suero tipo j neutralice al virus tipo i. Las

mediciones se muestran en la matriz de la figura (2.1).

Figura 2.1: Matriz de distancia antigénica de genotipos tomada de [13]. Los valores in-

dican el logaritmo de la cantidad de t́ıtulos de anticuerpos de neutralización medidos

experimentalmente al contrastar distintos genotipos de cada serotipo del virus de Dengue

(Fórmula 2.12) [13]. A mayor valor en la entrada de la matriz, mayor distantes son los

serotipos.
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Otros modelos multiserotipo se presentan en [51, 54] y una revisión sistemática

de modelos de transmisión de Dengue se encuentra en [12]. Mientras que, algunos retos

computacionales en la investigación sobre Dengue se discuten en [55].

En resumen, en todos los casos de modelación de Dengue es importante identificar:

primero, la definción de interacciones entre serotipos y, segundo, la incorporación de estas

interacciones en el modelo. En este sentido, muchos modelos han aumentado o quitado

compartimientos o separado el efecto de ADE en susceptibilidad, transmisibilidad y mor-

talidad inducida por la enfermedad, sin embargo no han considerado indicar relaciones

entre las reinfecciones dependiendo del tipo y orden en que suceden las infecciones. Los

modelos descritos en este caṕıtulo son base para plantear una alternativa de interacciones

entre serotipos que involucra orden y tipo de infecciones en el modelo de interacciones

multiserotipo propuesto en esta tesis (Caṕıtulos 3 y 5).
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Caṕıtulo 3

Modelo de interacciones

multiserotipo

¿Para qué un modelo para cuatro serotipos de dengue si varios de los modelos

existentes describen distintos patrones de la dinámica de la transmisión del Dengue?

Con base en los modelos presentados en esta tesis (Caṕıtulo 2) con los enfoques de

interaciones entre serotipos: 1. La transmisión multiserotipo de dengue y, 2. Distancia

entre serotipos de Dengue. Sigue siendo relevante plantear un modelo que combine ambos

enfoques, y que además establezca una definición de distancia (similaridad) entre los cua-

tro serotipos en términos del proceso de reinfección. Es decir, que se contemple el posible

efecto, de orden y tipo en que suceden las infecciones, en la susceptibilidad del hospedero.

Con esto, es posible comparar relaciones de distancia entre dichos serotipos, por ejemplo

los enfoques de distancia genética y antigénica (5). Este caṕıtulo contiene la descripción

del planteamiento de dicho modelo usando una simplificación de un modelo comparta-

mental (una extensión del modelo clásico SIR), que representa la sucesión completa de las

posibles infecciones. La idea principal de este caṕıtulo es: describir que al simplificar los

modelos compartamentales que distinguen la secuencia de infecciones en los individuos

con más de una infección, tiene el costo de que los susceptibles a infecciones subsecuen-

tes al recuperarse de un cierto tipo de infección, son susceptibles no sólo a un tipo de

reinfección subsecuente sino a varios. Por ejemplo, los individuos que se recuperas de una

infección de serotipo 1, después de un periodo de protección pueden infectarse por alguno
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de los serotipos 2, 3 y 4. Mientras que, los que se recuperaron de un infección de tipo 2

son susceptibles a infecciones de tipos 1, 3 y 4. Con esto notamos que, los susceptibles a

infecciones de tipos 3 y 4 pueden ser aquellos con infecciones previas de tipos 1 y 2. De

modo que, las infecciones subsecuentes requieren incorporar parámetros de susceptibilidad

de acuerdo al tipo y orden en que suceden las infecciones. Estos cambios se incorporan

en tasas de reinfección, las cuales permiten la reducción del número de variables de los

modelos con secuencia de infecciones.

3.1. Modelo multiserotipo con secuencia de infeccio-

nes

En este caṕıtulo, planteamos un modelo con secuencia de infecciones como una exten-

sión del modelo clásico SIR, en el sentido de que incluye compartimientos para distinguir

individuos infectados, no sólo por tipo de infección, sino que contiene compartimientos

que representan a individuos que han sido infectados por más de una ocasión, éstos se

distinguen por la secuencia de infecciones de acuerdo al número y orden en que ocurrie-

ron. Las principales hipótesis en estos modelos son que los individuos: (1) no presentan

infecciones simultáneas, (2) tienen inmunidad temporal cruzada, es decir, las previas in-

fecciones por un serotipo i inducen protección temporal contra serotipos diferentes a i,

(3) tienen inmunidad permanente contra infecciones del mismo tipo del que ya han sido

previamente infectados.

Como se describió en el Caṕıtulo 2, las reinfecciones por distintos serotipos pueden

verse como consecuencia de reacciones cruzadas generadas por el sistema inmunológico

del hospedero. El efecto de estas reacciones cruzadas es la modificación, por un lado, de

la susceptibilidad del hospedero y por otro, de la tranmisibilidad de los infecciosos con

infecciones secundarias. Dichas reacciones pueden ser de tipo protección cruzada, dismi-

nuyendo la susceptibilidad a infecciones subsecuentes o de amplificación cruzada, aumen-

tando la susceptibilidad o incrementando la transmisibilidad por contacto con infectados

por segunda ocasión.

Para mostrar la diferencia entre las fuerzas de infección de un enfoque multiserotipo

con secuencia de infecciones y el modelo de interacciones multiserotipo propuesto en esta

tesis, la reducción de compartimientos se hace sólo para la población humana, ya que

en la población de mosquitos no se contempla la secuencia de infecciones, por lo que las
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ecuaciones de la población de mosquitos son de tipo SI y se mostrarán al final de esta

sección.

3.1.1. Modelo multiserotipo con secuencia de infecciones para

dos serotipos

Comenzamos con un ejemplo para dos serotipos en un modelo con secuencia de

infecciones. En este caso, un individuo puede ser infectado por alguno de dos serotipos.

En la primera infección, denotamos por Ii a los individuos que han sido infectados una

vez con el serotipo i. Sin embargo, estos individuos aunque pueden recuperarse, y tener

inmunidad temporal Ei, pueden ser infectados por el otro serotipo. Aśı que, para distinguir

infectados por segunda vez, hay dos secuencias posibles que distinguen a un individuo que

ha sido infectado en dos ocasiones; una indica que su primera infección fue de tipo uno y

después de tipo dos, o de tipo dos y luego de tipo uno. Estos individuos son denotados

por I12, I21. Las variables para un modelo con secuencia de infecciones para dos serotipos

son:

S Individuos susceptibles

Ii: Individuos con una sola infección de tipo i.

Ei Individuos con inmunidad temporal contra otros serotipos j 6= i después de que

se recuperaron de la infección de tipo i.

Sij Individuos susceptibles a una infección secundaria con serotipo j después de una

infección de tipo i.

Iij: Individuos que han experimentado dos infecciones de tipos ij, donde i, j son los

tipos de la primera y segunda infecciones, respectivamente. La secuencia de infección

es ij

R Individuos con inmunidad completa a cualquiera de los dos serotipos.

Las transiciones de individuos de un compartimiento a otro se dan como sigue: Los

susceptibles (S) sin previas infecciones pueden infectarse por alguno de los serotipos al

tener contacto con mosquitos infectados con ese serotipo, pasando de esta manera, a los
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compartimientos I1, I2. Las infecciones en humanos y mosquitos se generan con tasas de

transmisión de humanos a mosquitos αi, y de mosquitos a humanos βi, respectivamente

(como se indica en la Tabla 3.1). Posteriormente, los individuos infectados en I1, I2 sa-

len de dichos compartimientos por recuperación a una tasa γi, o por muerte, a una tasa

µh. Sin embargo, la recuperación de estos individuos los traslada a los compartimientos

de inmunidad temporal, para los que se recuperaron de los serotipos uno y dos E1, E2,

respectivamente. Los individuos en estos compartimientos, salen de éstos con tasas η1, η2

para pasar a ser susceptibles a infecciones por serotipos dos y uno respectivamente. Es

decir, después de los tiempos de inmunidad cruzada 1/η1, 1/η2, los individuos de E1, E2

se vuelven susceptibles a los serotipos dos y uno, S12, S21, respectivamente. Aśı, estos

individuos susceptibles pasan a los compartimientos de los individuos infectados por se-

gunda ocasión. En los compartimientos Iij, los sub́ındices indican el tipo y el orden en que

ocurrieron las infecciones de los individuos. Aśı, I12, son los individuos infectados, prime-

ro por el serotipo uno y después por el serotipo 2, e I21, son los individuos infectados,

primero por serotipo dos y luego por serotipo uno. Finalmente estos individuos pueden,

pasar a inmunidad permanente (R) a tasas γ1, γ2, o a muerte, a tasa µh. El diagrama

compartamental para la población humana de muestra en la Figura 3.1.

S

E1

E2

I1

I2

S12

S21 I

21I

12

�1
1

�2

1

�
1

B1

�2B2

B1

B2

R

�1

�2

1

η1

η2

Figura 3.1: Modelo compartamental con secuencia de infecciones para dos serotipos.

Las ecuaciones para la población humana se muestran a continuación:
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Ṡ = Πh − (B1 +B2)S − µhS
İ1 = B1S − (γ1 + µh)I1

İ2 = B2S − (γ2 + µh)I2

Ė1 = γ1I1 − (η1 + µh)E1

Ė2 = γ2I2 − (η2 + µh)E2 (3.1)

Ṡ12 = η1E1 − ε1B2S12 − µhS12

Ṡ21 = η2E2 − ε2B1S21 − µhS21

İ21 = ε1B1S21 − (γ1 + µh)I21

İ12 = ε2B2S12 − (γ2 + µh)I12

Ṙ = γ1I21 + γ2I12

Notemos que, en un modelo únicamente para los hospederos humanos, las fuerzas de

infección de tipo dependiente de frecuencias son

Ai =
βi(Ii + φIij)

N
,

mientras que al incorporar las variables de los mosquitos, las fuerzas de infección son de

dos tipos, de humanos a mosquitos y de mosquitos a humanos (ambas dependientes de

frecuencias y usando la conservación de la tasa de picadura [31]), son respectivamente

Ai =
αi(Ii + σiIji)

N
, Bi =

βiVi
N

.

Los parámetros del modelo (3.2) se indican en la Tabla (3.1).

Notemos que el modelo (3.2) con secuencia de infecciones para dos tipos de virus

i, j = 1, 2 tiene como las posibilidades de infecciones a aquellos que tienen una sóla

infección por tipo i, y a los que tuvieron dos infecciones, infección primaria de tipo j

y la segunda de tipo i, i, j ∈ 1, 2, i 6= j. Aśı, podemos contar las posibilidades de forma

combinatoria, tomando de un total de cuatro compartimientos para individuos infecciosos,

esto es:
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Individuos Ii, i ∈ {1, 2} que han sido infectados por primera vez por el serotipo i

representan

(
2

1

)
= 2 posibles combinaciones.

Individuos Iij, i, j ∈ {1, 2} que tuvieron infección primaria tipo i y tienen infección

secundaria tipo j representan

(
2

1

)(
1

1

)
= 2×1 = 2 posibles combinaciones tomando

en cuenta el orden de las infecciones.

Por lo cual, el número de compartimientos de individuos infecciosos por tipo y por

número de infecciones es

Número de compartimientos de infectados :=

(
2

1

)
+

(
2

1

)(
1

1

)
= 4
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Parámetro Descripción

Πh Tasa de reclutamiento de la población humana.

Ai Indica fuerza de infección tipo i, es decir, la tasa a la que individuos sus-

ceptibles se infectan por contaco con un infreccioso del tipo i. Usualmente

en un modelo en el que sólo se incluye a la población humana

Ai =
αi(Ii + σiIji)

N
,

donde N indica población total de individuos.

αi Tasa de transmisión de humano a vector, αi = chvphv, donde chv es la

tasa de contacto humano susceptible mosquito infectado y phv denota la

probabilidad de infección de este contacto.

σi Factor de modificación de la transmisión de infecciosos de una segunda

infección de tipo i.

γi Tasa de recuperación de humanos. 1/γ indica el tiempo de recuperación

de la infección de tipo i, y por tanto, durante este tiempo se puede generar

las infecciones por contacto entre susceptibles e infecciosos.

µh Tasa de mortalidad natural de los humanos.

ηi Tasa de inmunidad cruzada. 1/ηi es el tiempo de protección de individuos

que se infectaron previamente por serotipo i

εi Factor de modificación en la susceptibilidad a infecciones de tipo i debido

a infecciones previas de otros tipos.

Πv Tasa de reclutamiento de la población de mosquitos.

Bi Fuerza de infección para vectores (mosquitos)

Bi =
βiVi
N

,

donde N indica población total de humanos.

βi Tasa de transmisión de vector a humano, βi = cvhpvh, donde cvh es la

tasa de contacto humano susceptible mosquito infectado y pvh denota la

probabilidad de infección de este contacto.

µv Tasa de mortalidad natural de los mosquitos.

Cuadro 3.1: Descripción de parámetros generales usados en los modelos de este Caṕıtulo

[27, 31, 26, 74].
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3.1.2. Modelo multiserotipo con secuencia de infecciones para

cuatro serotipos

Al aumentar el número de serotipos, la cantidad de compartimentos en un modelo

compartamental con secuencia de infecciones aumenta considerablemente debido a las

posibles combinaciones por tipo y orden en que los individuos adquieren las infecciones.

El esquema por compartimientos se muestra en la Figura 3.2 y las combinaciones que se

generan para considerar la secuencia de infecciones aumenta de forma combinatoria como

se indica en la sección de posibles escenarios de cocirculación de serotipos.

Las variables hasta infecciones secundarias son indicadas de la misma forma que

en el modelo para dos serotipos con la distinción de que las posibles combinaciones de

compartimientos aumentan. A continuación se describen las variables de infecciosos para

un modelo de cuatros serotipos.

Ii: Individuos con una sola infección de tipo i. La secuencia de infección es simple-

mente i.

Iij: Individuos que han experimentado dos infecciones de tipos ij, donde i, j son los

tipos de la primera y segunda infecciones, respectivamente. La secuencia de infección

es ij

Iijk: Individuos que han experimentado tres tipos de infecciones de tipos i, j, k, donde

i, j, k son los tipos de la primera, segunda y tercera infecciones, respectivamente. La

secuencia de infección es ijk

Iijkl: Individuos que han experimentado cuatro tipos de infecciones de tipos i, j, k, l,

donde i, j, k, l son los tipos de la primera, segunda, tercera y cuarta infecciones,

respectivamente. La secuencia de infección es ijkl

En un modelo con secuencia de infecciones para cuatro serotipos, las transiciones

de individuos de un compartimiento a otro se dan de forma similar a la descripción de

secuencia para dos serotipos, sin embargo, el número de compartimientos aumenta consi-

derablemente debido a que: Los susceptibles (S) sin previas infecciones pueden infectarse

por alguno de los cuatro serotipos pasando a Ii, i = 1, 2, 3, 4. Posteriormente, los indivi-

duos en Ii salen de dichos compartimientos por recuperación a los compartimientos de
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inmunidad temporal correspondiente al mismo ı́ndice, Ei. Aśı, los individuos en Ei, des-

pués de un periodo de inmunidad cruzada, 1/ηi, pasan a ser susceptibles a otros serotipo

j. Por ejemplo, los individuos del compartimiento E1, pueden pasar a los compartimien-

tos S12, S13, S14, indicando que son susceptibles a los serotipos 2, 3, 4, respectivamente.

Éstos, posteriormente pasan a inmunidad temporal E12, E13, E14 y nuevamente a suscep-

tibles S12k, S13k, S14k a una tercera infección por serotipo k diferente de las dos infecciones

previas. Por ejemplo, después de la tercera infección, I123 pasaŕıa a E123, luego a S1234 y fi-

nalmente a I1234. Un diagrama representativo del modelo de secuencia de infecciones para

cuatro serotipos se muestra en la Figura 3.2. En el modelo del diagrama de la Figura 3.2

se muestran únicamente las variables de infecciosos por los serotipos, i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4},
en las ecuaciones (3.2).
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I12
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�4
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η4
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Figura 3.2: Modelo compartamental para cuatro serotipos. El Śımbolo ∗ indica que se

continúa con los respectivos sub́ındices.

Ṡ = Πh − (B1 +B2 +B3 +B4)S − µhS
İi = BiS − (γi + µh)Ii

İij = εjBjSi − (γj + µh)Iij

İijk = εkBkSij − (γk + µh)Iijk

İijkl = εlBlSijk − (γl + µh)Iijkl

Ṙ =
∑
i,j,k,l

γiIlkji (3.2)
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En el modelo (3.2) para cuatro serotipos, las posibilidades de infecciones en la po-

blación son: los que han experimentado una sóla infección, dos infecciones, tres infecciones

o cuatro infecciones, pero con la hipótesis de que transmiten sólo el último tipo de virus

del que fueron infectados. De modo que, las combinaciones tomando en cuenta el orden

de las infecciones se indican a continuación:

Individuos Ii, i,∈ {1, 2, 3, 4} cuya infección primaria es tipo i representan

(
4

1

)
= 4

posibles combinaciones.

Individuos Iij, i, j ∈ {1, 2, 3, 4} que han sido infectados dos veces, cuya infección

primaria es tipo i y tienen infección secundaria tipo j representan

(
4

1

)(
3

1

)
=

4× 3 = 12 posibles combinaciones.

Individuos Iijk, i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4}, que han sido infectados tres veces, i, j, k indi-

can infecciones primaria, secundaria y terciaria, respectivamente. Estos individuos

representan

(
4

1

)(
3

1

)(
2

1

)
= 4× 3× 2 = 24 posibles combinaciones.

Individuos Iijkl, i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4} que han sido infectados tres veces, i, j, k, l indi-

can infecciones primaria, secundaria, terciaria y cuaternaria, respectivamente. Estos

individuos representan

(
4

1

)(
3

1

)(
2

1

)(
1

1

)
= 4 × 3 × 2 × 1 = 48 posibles combina-

ciones.

Por lo cual, el número de compartimientos de infecsiosos en el modelo (3.2) es:(
4

1

)
+

(
4

1

)(
3

1

)
+

(
4

1

)(
3

1

)(
2

1

)
+

(
4

1

)(
3

1

)(
2

1

)(
1

1

)
= 4 + 12 + 24 + 48 = 88

Aśı, aunque un modelo teórico con la información de sucesión de infecciones no es

manejable y la identificación de la población en cada compartimiento no es factible, el

ejercicio de enumerar las posibilidades en que las infecciones pueden ocurrir permite tener

una idea de una forma de reducir el número de compartimientos y el costo en términos de

parámetros para tener un modelo de interacciones multiserotipo, en particular para los

cuatro serotipos de dengue.
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3.2. Modelo de interacciones multiserotipo

A continuación, se describe el planteamiento de un modelo matemático para interac-

ciones mutiserotipo basado en la estructura compartamental. Éste se construye reduciendo

el número de compartimientos en el modelo con secuencia de infecciones e incorporando

interacciones entre los serotipos mediante tasas de reinfección (que indican la historia

de infecciones pero únicamnete previa y subsecuente). El modelo que resulta de esta re-

ducción es el modelo de interacciones multiserotipo. En este modelo se incorporan las

relaciones de cercańıa entre serotipos con la descripción que se dará en el Caṕıtulo 5.

Aśı, la construcción del modelo que se propone se basa en el costo de dejar fuera

infecciones terciarias y cuaternarias, usando el hecho de que estas infecciones ocurren

con menor frecuencia (ver Caṕıtulo 2). En resumen, el esquema de modelación para la

reducción del número de variables requiere aumentar el número de ciertos paramétros, los

cuales permiten incorporar interacciones entre los serotipos teniendo en cuenta el orden

y tipo de infecciones subsecuentes con respecto a al tipo de infección inmediata anterior,

sin ver la sucesión completa de infecciones. De este modo, las interacciones entre serotipo

se representan como tasas de reinfección asociadas a modificaciones en la susceptibilidad

de individuos debida a s previas [49].

Con la reducción de variables se obtiene un modelo de tipo compartamental con

feedback, es decir, se considera que una proporción de los individuos infectados pueden

pasar al compartimiento de recuperados, pero siendo aún susceptibles a alguno de los

serotipos restantes. Los individuos que se recuperan, pero siguen siendo susceptibles,

forman el conjunto de individuos que contribuyen a incrementar el número de individuos

con más de una infección. Es decir, esta retroalimentación evita agregar compartimientos

para infecciones terciarias y cuaternarias, pero al mismo tiempo conserva distinción de

los suceptibles naive, y aquellos con más de una infección previa.

Mientras que, otra proporción de los que se recuperan pasarán al compartimiento

de recuperados completamente (es decir ya no adquirirán otra infección).

Este enfoque enfatiza la atención en los individuos susceptibles a infecciones poste-

riores con respecto a infecciones previas de las que se recuperaron.

Hipótesis del modelo

1. No hay coinfección, es decir, no ocurren infecciones simultaneas.
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2. Los individuos infectados transmiten únicamente el último tipo de infección que

hayan experimentado. Es decir, alguien que se ha infectado más de una vez, sólo

transmitirá el tipo de virus de su infección más reciente.

3. La respuesta inmunológica del hospedero induce reacciones cruzadas entre serotipos,

modificando la susceptibilidad de los individuos a adquirir infecciones subsecuentes,

con respecto a infecciones previas.

4. La reinfección por distintos serotipos depende de la modificación de la susceptibili-

dad de aquellos individuos que han experimentado alguna infección previa.

5. En la población de mosquitos no se considera secuencia de infecciones.

En la mayoŕıa de los modelos se incluyen compartimientos sólo hasta infecciones se-

cundarias (Ver Caṕıtulo 2), sin embargo, la simplificación del número de variables involu-

cra una pérdida de información de los individuos susceptibles con respecto a las infecciones

previas que hayan experimentado.

La reducción del número de variables para la población humana en el modelo de

sucesión de infecciones se obtiene en dos pasos, primero se obtiene un modelo con niveles

de infección, es decir, en el que se distinguen tanto el tipo de infecciones como el número

de infecciones que se han tenido, pero sin conocer la secuencia en que ocurrieron dichas

infecciones. El segundo modelo distingue infecciosos por el serotipo que transmiten, pero

ya no se conoce ni la secuencia, ni el número de infecciones previas. A continuación se

describe brevemente como se obtiene cada modelo.

1. Modelo 1: Modelo con niveles de infección: La primera reducción consiste en

agrupar compartimientos que coinciden con el mismo tipo de infección que transmi-

ten o del que se recuperaron y que tienen el mismo número de infecciones previas.

Me refiero como nivel de infección al número de infecciones que un individuo ha ex-

perimentado. Por ejemplo, un individuo en nivel de infección 2 por serotipo i indica

que éste tiene una infección secundaria de tipo i.

2. Modelo 2: Modelo de interacciones multiseroripo: La segunda reducción con-

siste en agrupar los compartimientos de todos los niveles que coinciden en el ı́ndice

que indica el último tipo de infección en el Modelo 1.
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3.2.1. Modelo multiserotipo de interacciones entre dos serotipos

Para ilustrar la forma en la que se obtiene un modelo multiserotipo de interaccio-

nes, se presenta el ejemplo de reducción del modelo (3.2) multiserotipo con secuencia de

infecciones para dos serotipos.

Primera reducción: Modelo con niveles de infección para dos se-

rotipos

La primera reducción que consiste en agrupar los compartimientos de infecciosos

cuya última infección es la misma. Para indicar el tipo y nivel de infección, definimos

S2 = {1, 2} al conjunto de ı́ndices que indican el tipo de cada serotipo, y por L2 := {1, 2}
al número de infecciones que puede tener un individuo. Las variables U

(l)
i y W

(l)
i con

i ∈ S2, l ∈ L2 se definen a partir de las variables del modelo de sucesión de infecciones

(3.2) y se muestran en la Tabla 3.2

Cambio de variable Ejemplo para serotipo 1

U
(1)
i := Ii

W
(1)
i := Sji

U
(2)
i :=

∑
j∈S2\i

Iji

U
(1)
1 := I1

W
(1)
1 := S21

U
(2)
1 := I21

Cuadro 3.2: Cambios de variable para obtener el modelo con niveles de infección a partir

del modelo con secuencia de infecciones para dos serotipos 3.2. El sub́ındice indica última

infección o recuperación y el supeŕındice indica número de infecciones que un individuo

ha experimentado en total.

Descripción de variables:

Las variables U
(l)
i , con i ∈ S2, l ∈ L2 denotan a los individuos infectados cuya

infección número l es por el serotipo i, y por tanto estos individuos son capaces de

transmitir este serotipo i.
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Las variables W
(l)
i , con i ∈ S2, l ∈ L2 son aquellos individuos que se han recuperado

l veces, cuya última recuperación fue del serotipo i. Individuos en estos comparti-

mientos pueden ser infectados por serotipos j ∈ S \ i

Mientras que, los parámetros quedan como sigue:

Usamos la hipótesis de que los individuos transmiten el último tipo de infección que

adiquieren, y lo hacen con la misma tasa de transmisión dada por βi.

Usando suposición de que las tasas de reinfección reflejan un cambio en la suscepti-

bilidad, los parámetros de susceptibilidad en el modelo con niveles de infección son

rji i, j ∈ S2, donde el sub́ındice indica la infección inmediata anterior de tipo i y el

supeŕındice la infección subsecuente j.

Aśı, los susceptibles naive pueden tener una primera infección U
(1)
i , i = 1, 2, los

cuales pasan a ser susceptibles Wi a infecciones secundarias por los serotipos diferentes a

su primera infección U
(2)
i y finalmente al compartimientos de inmunidad permanente R

como se indica en la Figura 3.3).
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Figura 3.3: Diagrama compartamental de modelo con niveles de infección para dos sero-

tipos.
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El modelo con niveles de infección, para dos serotipos, de la Figura 3.3 está dado

por el sistema de ecuaciones (3.3).

Ṡ = Πh − (B1 +B2)S − µhS
U̇

(1)
1 = B1(S + r1

1W
(1)
1 + r1

2W
(1)
2 )− (γ1 + µh)U1

U̇
(1)
2 = B2(S + r2

1W
(1)
2 + r2

2W
(1)
2 )− (γ2 + µh)U2

Ẇ
(1)
1 = γ1U

(1)
1 − (r1

1B1 + r2
1B2)W

(1)
1 − µhW (1)

1

Ẇ
(1)
2 = γ2U

(1)
2 − (r1

2B1 + r2
2B2)W

(1)
2 − µhW (1)

2

U̇
(2)
1 = B1(r1

1W
(1)
1 + r1

2W
(1)
2 )− (γ1 + µh)U

(2)
1

U̇
(2)
2 = B2(r2

1W
(1)
1 + r2

2W
(1)
2 )− (γ2 + µh)U

(2)
2

Ṙ = γ1U
(2)
1 + γ2U

(2)
2 (3.3)

Segunda reducción: Modelo de interacciones para dos serotipos

En esta reducción se disminuye el número de variables al sólo considerar el tipo de

infección, pero no el número de infecciones. Aunque resulta en aumentar el número de

parámetros, éstos se asocian al proceso de reinfección que distingue infección subsecuente

con respecto a infección previa. El cuadro 3.3 muestra la reducción de variables del modelo

de niveles de infección y el ejemplo para obtener las variables U1,W1.

Cambio de variable Ejemplo para serotipo 1

{U (1)
i , U

(2)
i } → {Ui := U

(1)
i + U

(2)
i }

{W (1)
i ,W

(2)
i } → {Wi := W

(1)
i +

W
(2)
i }

U1 := U
(1)
1 + U

(2)
1

W1 := W
(1)
1 +W

(2)
1

Cuadro 3.3: Cambios de variable para obtener el modelo de interacciones multiserotipo a

partir del modelo con niveles de infección para dos serotipos 3.3. El sub́ındice indica última

infección o recuperación y el supeŕındice indica número de infecciones que un individuo

ha experimentado en total.
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Descripción de variables del modelo (3.4):

Para dos serotipos, el conjunto que denota los serotipos es S2 = {1, 2}

Las variables Ui, i ∈ S2 denotan a los individuos infecciosos, los cuales transmiten

el serotipo i.

Las variables Wi, i ∈ S2 indican a los individuos que se recuperaron de un infección

de tipo i pero son aún susceptibles a infecciones por algún serotipo j ∈ S2 \ i

Descripción de los parámetros del modelo (3.4):

αi: tasa de transmisión efectiva de humano a vector.

βi: tasa de transmisión efectiva de vector a humano.

rji : tasa de reinfección que indica modificación de susceptibilidad de individuos re-

cuperados de infección de tipo i que son infectados con tipo j.

* rii tasa de reinfección por un subtipo del mismo serotipo.

* rji tasa de reinfección por un serotipo j con infección previa por serotipo i.

γi: tasas de recuperación de serotipo i.

* γwi := rwi γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de suscep-

tibles i pero susceptibles a infecciones de tipo j ∈ S \ i.

* γri := (1 − rwi )γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de

recuperados R.

Las tasas de transición cumplen que γwi + γri = γi

Aśı, las ecuaciones del modelo, correspondientes al diagrama 3.4 se indican en (3.4).
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S

W1

W2

U1

U2

1

B2

B1

B1

B2

R

w

w

r

r

1

2

r

r

1

1

2

2

2

γ

γ

γ

γ

Figura 3.4: Diagrama compartamental de modelo de interacciones mediante reinfección

entre dos serotipos.

Ṡ = Πh −
(
B1 +B2

)
S − µhS,

U̇1 = B1

(
S + r1

1W1 + r1
2W2

)
− (γ1 + µh)U1,

U̇2 = B2

(
S + r2

1W1 + r2
2W2

)
− (γ2 + µh)U2,

Ẇ1 = γw1 U1 −
(
r1

1B1 + r2
1B2

)
W1 − µhW1,

Ẇ2 = γw2 U2 −
(
r1

2B1 + r2
2B2

)
W2 − µhW2,

Ṙ = γr1U1 + γr2U2 − µhR. (3.4)

La comparación de número de variables y parámetros en los modelos (3.2), (3.3) y

(3.4) se muestran en las Tablas (3.4), (3.5), (3.6).

El cambio de variables para reducir el número de ecuaciones del modelo de secuen-

cia de infecciones hasta llegar al modelo de interacción entre serotipos involucra sumar

variables de infecciosos que transmiten el mismo tipo de infección U
(l)
i , mientras que los

individuos en compartimientos de inmunindad temporal y los suceptibles a infecciones

secundarias se toman como individuos en el compartimiento de susceptibles W
(l)
i , lo cual

también lleva a reducir el número de parámetros (Tablas 3.4, 3.5, 3.6).
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3.2. MODELO DE INTERACCIONES MULTISEROTIPO

Modelo 0 Modelo 1 Modelo 2

(Ii, Iji) → U l
i → Ui

(Ei, Sij) → W l
i → Wi

βi → βi → βi
(ηi, εi) → ηi → rji

Cuadro 3.4: Resumen de reducción de variables y parámetros. Modelo 0 se refiere al modelo

con secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de infección (3.3)

y Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.4).

Modelo 0 Modelo 1 Modelo 2

Variables Cantidad Variables Cantidad Variables Cantidad

S 1 S 1 S 1

{Ii} 2 U
(1)
i 2 Ui 2

{Ei} 2 − − − −
{Sij} 2 W

(1)
i 2 Wi 2

{Iji} 2× 1 U
(2)
i 2 − −

R 1 R 1 R 1

Cuadro 3.5: Comparación del número de variables en los modelos. Modelo 0 se refiere

al modelo con secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de

infección (3.3) y Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.4).

La reducción de variables y parámetros lleva a quen en el modelo de interacciones

entre serotipos ya no se represente los cambios en las infecciosidad de individuos con infec-

ciones secundarias (Tabla 3.7). Sin embargo, el efecto de infecciones previas se incorpora

en las tasas de reinfeccipon rji .
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Parametro Modelo 0 Cantidad Modelos 1 y 2 Cantidad

Transmisión βi 2 βi 2

Protección cruzada ηi 2 - -

Susceptibilidad εi 2 rji 4

Recuperación γi 2 γi 2

Cuadro 3.6: Comparación del número de parámetros de los modelos. Descripción de

parámetros generales se muestran en la Tabla 3.1. La cantidad de parámetros de rein-

fección rji es 4 al tomar en cuenta posibles reinfecciones por el mismo serotipo. Modelo

0 se refiere al modelo con secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con

niveles de infección (3.3) y Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.4).

Modelo 0 Modelo 1 Modelo 2

Ai = αi

N
(Ii + σiIji) Ai = αi

N

(
U

(1)
i + σiU

(2)
i

)
Ai = αi

N
(Ui)

Cuadro 3.7: Fuerzas de infección para cada modelo de dos serotipos. Descripción de

parámetros generales se muestran en la Tabla 3.1. Modelo 0 se refiere al modelo con

secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de infección (3.3) y

Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.4).
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3.2. MODELO DE INTERACCIONES MULTISEROTIPO

3.2.2. Modelo multiserotipo de interacciones entre cuatro sero-

tipos

De forma similar a la reducción del modelo de sucesión de infecciones para dos

serotipos se realiza el procedimiento para cuatro serotipos. A continuación se presenta el

procedimiento para llegar al modelo de niveles de infección para cuatro serotipos.

Primera reducción: modelo con niveles de infección

Las variables U
(l)
i y W

(l)
i con i ∈ S4 = {1, 2, 3, 4}, l ∈ L4 = {1, 2, 3, 4} se definen a

partir de las variables del modelo con secuencia de infecciones (3.2).

Descripción de variables:

Las variables U
(l)
i , con i ∈ S4, l ∈ L4 denotan a los individuos infectados por, y

capaces de transmitir, el serotipo i en el nivel l.

Las variables W
(l)
i , con i ∈ S4, l ∈ L4 son aquellos individuos que se han recuperado l

veces cuya last recuperación fue del serotipo i. Individuos en estos compartimientos

W
(l)
i pueden ser infectados por serotipos j ∈ S \ i.

Aśı, el sistema asociado al primer modelo en la reducción correspondiente al diagrama 3.5

tiene las ecuaciones (3.5).

Ṡ = Πh −BS − µhS
U̇

(1)
i = BiS − (γi + µh)U

(1)
i

Ẇ
(1)
i = γiU

(1)
i −

(
4∑
j=1

rjiBj

)
W

(1)
i − µhW

(1)
i

U̇
(l)
i =

(
4∑
j=1

rijW
(l)
j

)
Bi − (γi + µh)U

(l)
i

Ẇ
(l)
i = γiU

(l)
i −

(
4∑
j=1

rjiBj

)
W

(l)
i − µhW

(l)
i

Ṙ = γ1U
(4)
1 + γ2U

(4)
2 + γ3U

(4)
3 + γ4U

(4)
4 (3.5)

El diagrama del modelo con niveles de infección se muestra en la Figura 3.5.
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Cambio de variable Ejemplo para serotipo 1

Ii → U
(1)
i

Iji → U
(2)
i :=

∑
j∈S4\i

Iji

Ikji → U
(3)
i :=

∑
kj∈S4\i

Ikji j 6= k

Ilkji → U
(4)
i :=

∑
lkj∈S4\i

Ilkji

U
(1)
1 = I1

U
(2)
1 := I21 + I31 + I41

U
(3)
1 := I231+I321+I241+I421+I341+

I431

U
(4)
1 := I2341 + I3241 + I3421 + I2431 +

I4231 + I4321

Cuadro 3.8: Cambios de variable para obtener el modelo con niveles de infección a partir

del modelo con secuencia de infecciones para dos serotipos 3.2. El sub́ındice indica última

infección o recuperación y el supeŕındice indica número de infecciones que un individuo

ha experimentado en total. Notation: S4 \ i; = S4 \ {i}, i, j, k, l todos diferentes.
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W3 U3
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W4 U4
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1 B3
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1 B1
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1 B1

1 B3

B4
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1

4

r

r

r

r

r

r

r
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2

1 1

1

1
1

2

1

3

4
4

3

γ

γ

γ
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Figura 3.5: Modelo con cuatro niveles de infección para infecciones por cuatro serotipos

(el supeŕındice indica infecciones primarias, hasta cuaternarias).
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Segunda reducción: modelo de interacciones entre cuatros sero-

tipos

Descripción de variables del modelo:

Las variables Ui, con i ∈ S4 = 1, ..., 4 denotan a los individuos infectados por, y

capaces de transmitir, el serotipo i.

Las variables Wi, con i ∈ S4 = 1, ..., 4 son aquellos individuos susceptibles a infec-

ciones por serotipo j, cuya última recuperación fue del serotipo i.

Descripción de los parámetros del modelo (3.6):

αi: tasa de transmisión efectiva de humano a vector.

βi: tasa de transmisión efectiva de vector a humano.

rji : tasa de reinfección que indica modificación de susceptibilidad de individuos re-

cuperados de infección de tipo i que son infectados con tipo j.

* rii tasa de reinfección por un subtipo del mismo serotipo.

* rji tasa de reinfección por un serotipo j con infección previa por serotipo i.

γi: tasas de recuperación de serotipo i.

* γwi := rwi γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de suscep-

tibles i pero susceptibles a infecciones de tipo j ∈ S \ i.

* γri := (1 − rwi )γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de

recuperados R.

Las tasas de transición cumplen que γwi + γri = γi

Cambios de variables para obtener el modelo de interacciones de cuatro serotipos

a partir del modelo de niveles de infección (3.5). Resumen de cambios de variables en el

Cuadro 3.9.
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Cambio de variable Ejemplo para serotipo 1

{U (l)
i } → {Ui :=

4∑
l=1

U
(l)
i }

{W (l)
i } → {Wi :=

4∑
l=1

W
(l)
i }

U1 := U
(1)
1 + · · ·+ U

(4)
1

W1 := W
(1)
1 + · · ·+W

(4)
1

Cuadro 3.9: Cambios de variable para obtener el modelo de interacciones multiserotipo a

partir del modelo con niveles de infección para cuatro serotipos 3.5. El sub́ındice indica

última infección o recuperación y el supeŕındice indica número de infecciones que un

individuo ha experimentado en total.

Aśı, el sistema asociado al modelo correspondiente al diagrama 3.6 tiene las ecuaciones

(3.6). El diagrama correspondiente se muestra en la figura 3.6.

Ṡ = Πh −
4∑
i=1

BiS − µhS

U̇i = Bi

(
S +

4∑
j=1

rijWj

)
− (γi + µh)Ui

Ẇi = γwi Ui −

(
4∑
j=1

rjiBj

)
Wi − µhWi

Ṙ = γr1U1 + γr2U2 + γr3U3 + γr4U4 − µhR (3.6)
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Figura 3.6: Diagrama compartamental de modelo de interacciones mediante reinfección

entre cuatro serotipos.
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Resumen de caracteŕısticas delos modelos propuestos

En términos cuantitativos, la comparación de número de variables y parámetros de

los modelos (3.2), (3.3) y (3.4) se muestran en las Tablas (3.10), (3.11). La comparación

de fuerzas de infección se muestra en (3.12).

Modelo 0 Modelo 1 Modelo 2

Variables Cantidad Variables Cantidad Variables Cantidad

S 1 S 1 S 1

{Ii} 4 U
(1)
i 2 Ui 4

{Ei} 4 W
(1)
i 2 Wi 4

{Sij} 4 0 − 0

{Iji} 4× 3 U
(2)
i 4 − 0

{Ikji} 4× 3× 2 U
(3)
i 4 − 0

{Imkji} 4× 3× 2× 1 U
(4)
i 4 − 0

R 1 R 1 R 1

Cuadro 3.10: Comparación del número de variables de los modelos. Modelo 0 se refiere

al modelo con secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de

infección (3.5) y Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.6).

Tasas de transmisión

αi: tasa de transmisión efectiva de humano a vector.

βi: tasa de transmisión efectiva de vector a humano.

Tasas de reinfección

rji : tasa de reinfección que indica modificación de susceptibilidad de individuos re-

cuperados de infección de tipo i que son infectados con tipo j.

* rii tasa de reinfección por un subtipo del mismo serotipo.

* rji tasa de reinfección por un serotipo j con infección previa por serotipo i.

Tasas de recuperación de serotipo i: γi
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Parámetro Modelo 0 Cantidad Modelo 1 Cantidad

Transmisión βi 4 βi 4

Inmunidad cruzada ηi 4 - -

Susceptibilidad εi 4 rji 16

Recuperación γi 4 γi 4

Cuadro 3.11: Comparación de los parámetros de los modelos. Descripción de parámetros

generales se muestran en la Tabla 3.1. La cantidad de parámetros de reinfección rji es

16 al tomar en cuenta posibles reinfecciones por el mismo serotipo. Modelo 0 se refiere

al modelo con secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de

infección (3.5) y Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.6).

Modelo 0 Modelo 1 Modelo 2

Ai = αi

N

(
Ii +

∑
j

σiIji + · · ·+
∑
mkj

σiImkji

)
Ai = αi

N

(
U

(1)
i + · · ·+ σiU

(4)
i

)
Ai = αi

N
(Ui)

Cuadro 3.12: Comparación de Fuerzas de infección para los distintos modelos. Descripción

de parámetros generales se muestran en la Tabla 3.1. Modelo 0 se refiere al modelo con

secuencia de infecciones (3.2), Modelo 1 indica el modelo con niveles de infección (3.5) y

Modelo 2 es el modelo con interacciones entre serotipos (3.6).

γwi := rwi γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de suscep-

tibles i pero susceptibles a infecciones de tipo j ∈ S \ i.

γri := (1 − rwi )γi Tasa de transición de infecciones de tipo i al compartimiento de

recuperados R.

Las tasas de transición cumplen que γwi + γri = γi
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Observaciones

Como se mencionó al inicio del Caṕıtulo, la reducción del número de compartimien-

tos de un modelo con secuencia de infecciones fue para los compartimientos de la población

humana, pues usaré la estructura SI (Susceptibles-infecciosos) para la población de mos-

quitos. Estas ecuaciones se muestran en (3.7) y las fuerzas de infección de mosquitos a

humanos se expresan en (3.8).

Para la población de mosquitos el modelo (3.6) tiene las ecuaciones (3.7):

Ṡv = Πv −
( 4∑
i=1

Ai

)
Sv − µvSv,

V̇i = AiSv − µvVi (3.7)

La fuerza de infección de los mosquitos infectados con serotipo i es (3.8):

Bi =
βi
N

(Vi) (3.8)

Finalmente, a diferencia de los modelos que parten de un modelo con variables ya

sea solamente para dos serotipos o solamente hasta dos infecciones, en el esquema de

reducción presentado en este Caṕıtulo se muestra que un costo en la disminución del

número de variables genera un aumento en el número de parámetros. Sin embargo, estos

parámetros permiten identificar a los individuos susceptibles con previas infecciones que

son propensos a adquirir cualquiera de las infecciones restantes, lo cual da relevancia a

considerar variabilidad en las susceptibilidad y por tanto, en las tasas de reinfección pues

aśı se toma en cuenta el tipo y orden de las infecciones.
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Caṕıtulo 4

Análisis Cualitativo del modelo

Este caṕıtulo contiene los siguientes resultados para la versión autónoma de el mo-

delo de interacciones multiserotipo propuesto en esta tesis (Caṕıtulo 3): 1. Positividad

de las soluciones del modelo de interacciones multiserotipo, 2. Invarianza del dominio

de definición del modelo, 3. estabilidad local y global del punto de equilibrio libre de la

enfermedad y 4. condiciones de existencia del punto de equilibrio con un sólo tipo de

infección.

Modelo propuesto en su forma autónoma

Las variables para la población humana son: S(t), que denota individuos susceptibles

naive, Ui(t), infecciosos con serotipo i, Wi(t), recuperados de infección por serotipo i pero

susceptibles a infecciones subsecuentes por algún otro serotipo, y R(t), para los cuales

consideramos que tienen inmunidad permanente. La población total de humanos se denota

como

N(t) = S(t) +
4∑
i=1

Ui(t) +
4∑
i=1

Wi(t) +R(t).

Mientras que las variables para los mosquitos son: mosquitos susceptibles Sv(t) y mosqui-

tos infecciosos Vi(t). La población total de mosquitos es

M(t) = Sv(t) +
4∑
i=1

Vi(t).
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Por otra parte, usando la conservación de la tasa de picadura de mosquitos [31],

las fuerzas de infección de tipo dependiente de frecuencias de humanos a mosquitos y de

mosquitos a humanos, respectivamente, se indican en (4.1):

Ai(t) =
αiUi(t)

N(t)
, Bi(t) =

βiVi(t)

N(t)
(4.1)

Por simplicidad en la notación se omite la variable t en las ecuaciones del modelo.

Aśı, las ecuaciones para la población humana se indican en (4.2):

Ṡ = Πh − (B1 +B2 +B3 +B4)S − µhS
U̇i = Bi

(
S + ri1W1 + ri2W2 + ri3W3 + ri4W4

)
− (γi + µh)Ui

Ẇi = γwi Ui −
(
r1
iB1 + r2

iB2 + r3
iB3 + r4

iB4

)
Wi − µhWi

Ṙ = γr1U1 + γr2U
r
2 + γ3U

r
3 + γ4U

r
4 − µhR (4.2)

donde Πh es la tasa de reclutamiento de la población humana, γi es la tasa de recuperación

de infección i, γwi es la tasa de transición de individuos que se recuperan y pasan a

ser susceptibles a infeccioes subsecuentes, mientras que γri es la tasa de transición de

individuos infectados a recuperados con inmunidad completa. Dischas tasas de transición

satisfacen que γwi + γri = γi (Ver caṕıtulo 3).

Ecuaciones para lo población de mosquitos,

Ṡv = Πv − (A1 + A2 + A3 + A4)Sv − µvSv,
V̇i = AiSv − µvVi,

donde Πv es la tasa de reclutamiento de la población de mosquitos.

Usamos la notación B =
4∑
i=1

Bi y la notación vectorial de la Tabla (4.1), las derivadas de

las variables de infecciosos Ui y susceptibles Wi, i = 1, ...4 se expresan en (4.3).

U̇i = Bi

(
S + ri ·W

)
− (γi + µh)Ui (4.3)

Ẇi = γwi Ui − (ri ·B)Wi − µhWi,
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Notación vectorial Descripción

U = (U1, U2, U3, U4) Vector de infecciosos

W = (W1,W2,W3,W4) Vector de susceptibles a infecciones subse-

cuentes

A = (A1, A2, A3, A4) Vector de fuerzas de infección de humano

infecciosos a vector susceptible

B = (B1, B2, B3, B4) Vector de fuerzas de infección de vector

infeccioso a humano susceptible

Tasas de reinfección:

ri := (r1
i , r

2
i , r

3
i , r

4
i ) Indica las tasas de reinfección con infec-

ción previa i hacia los otros tipos de infec-

ción j.

ri := (ri1, r
i
2, r

i
3, r

i
4) Indica las tasas de reinfección hacia el ti-

po de infección i proviniendo de cualquier

infección previa j.

Producto interno de vectores:

ri ·W = ri1W1 + ri2W2 + ri3W3 + ri4W4 Términos de reinfección por serotipo i de

individuos susceptibles a infecciones sub-

secuentes.

ri ·B = r1
iB1 + r2

iB2 + r3
iB3 + r4

iB4 Términos de reinfección a infecciones sub-

secuentes de cada serotipo de individuos

susceptibles con infección previa de tipo i.

Cuadro 4.1: Notación vectorial para simplificar notación de sub́ındices y uso de producto

interior para indicar productos entre las variables y los parámetros respectivos.
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4.1. PROPIEDADES DEL MODELO AUTÓNOMO

4.1. Propiedades del modelo autónomo

Sean ΩH = {(S, U1, ..., U4,W1, ...,W4, R} ∈ R10
+ ∪ {0} y ΩM = {Sv, V1, ..., V4) ∈ R5

+ ∪ {0}
los conjuntos de definición de las variables de estado de la población humana y de los mos-

quitos, respectivamente. Aśı, el conjunto de definición del modelo (4.2) es ΩHM = ΩH∪ΩM .

Revisaremos que las variables de estado del modelo (4.2) son no negativas para

todo tiempo t y que las soluciones de dicho sistema con condiciones iniciales positivas

permanezcan positivas para todo t > 0.

Teorema 4.1.1 (Poblaciones totales asintóticamente constantes).

Las poblaciones totales de humanos y mosquitos del modelo (4.2) son asintóticamente

constantes, es decir,

ĺım
t→∞

N(t) =
Πh

µh
and ĺım

t→∞
M(t) =

Πv

µv

Demostración.

La población total de humanos es N(t) = S +
4∑
i=1

Ui +
4∑
i=1

Wi +R, y su dinámica

está dada por la ecuación:

Ṅ(t) = Πh − µhN(t)

N(0) = N0

cuya solución es

N(t) =

(
Πh

µh
eµht + c0

)
e−µht (4.4)

=
Πh

µh
+ c0e

−µht donde c0 = N0 −
Πh

µh
.

Mientras la población total de los mosquitos es M(t) = Sv +
4∑
i=1

Vi y su dinámica está

dada por
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4.1. PROPIEDADES DEL MODELO AUTÓNOMO

Ṁ = Πv − µvM(t)

M(0) = M0

cuya solución es

M(t) =

(
Πv

µv
eµvt + c0

)
e−µvt (4.5)

=
Πv

µv
+ c0e

−µvt donde c0 = M0 −
Πv

µv
.

De las soluciones (4.4) y (4.5) se tiene que las poblaciones del hospedero y la del mos-

quito están acotadas N(t) ≤ Πh

µh
, M(t) ≤ Πv

µv
, y además son asintóticamente constantes,

es decir, ĺım
t→∞

N(t) = Πh/µh y ĺım
t→∞

M(t) = Πv/µv. Esto implica que en el modelo (4.2), las

poblaciones totales convergen a valores constantes, N∞ = Πh/µh y M∞ = Πv/µv cuando

t→∞.

Teorema 4.1.2 (Positividad de las soluciones).

Sean S(0), Ui(0),Wi(0), R(0) ∈ R10
+ y Sv(0), Vi(0) ∈ R5

+ para i = 1, 2, 3, 4 las condicio-

nes iniciales positivas del sistema (4.2). Entonces, las soluciones (S, Ui,Wi, R, Sv, Vi) del

modelo (4.2) son positivas para todo t > 0.

Demostración.

Las ecuaciones para las variables de la población de humanos, donde la variable que

se deriva es cero y el resto de las variables son positivas, se acotan como sigue:

Ṡ = Πh > 0

U̇i = Bi(S + ri ·W) > 0

Ẇi = γiUi > 0

Ṙ = γr1U1 + · · ·+ γr4U4 > 0

66



4.1. PROPIEDADES DEL MODELO AUTÓNOMO

De forma similar, las ecuaciones para las variables de la población de mosquitos,

donde la variable que se deriva es cero y el resto de las variables son positivas, se acotan:

Ṡv = Πv > 0

V̇i = AiSv > 0

Por lo tanto, puesto que las funciones de cada ecuación diferencial son funciones

continuas, las soluciones del modelo 4.2 son únicas, y positivas para condiciones iniciales

positivas (Smith and Thieme 2010 [65]).

Teorema 4.1.3 (Invarianza del dominio de definición del modelo).

Sean (S, Ui,Wi, R, Sv, Vi), i = 1, 2, 3, 4 las variables que definen la solución del sistema

(4.2) con condiciones iniciales (S(0), Ui(0),Wi(0), R(0), Sv(0), Vi(0) ∈ ΩHM . Sea Ωk el

conjunto compacto:

Ωk =

{
(S, Ui,Wi, R)|0 ≤ N(t) ≤ Πh

µh

}
∪
{

(Sv, Vi)|0 ≤M(t) ≤ Πv

µv

}
Ωk es un conjunto positivamente invariante y atractor bajo el flujo solución de la ecuación

(4.2).

Demostración.

Definimos la función de Liapunov usando las soluciones de las ecuaciones para las

poblaciones totales de humanos (4.4) y de mosquitos (4.5):

L(t) = (L1(t), L2(t))

= (N(t),M(t)) (4.6)

Aśı, la derivada de (4.6) con respecto al tiempo t es

L̇(t) = (L̇1(t), L̇2(t))

= (Πh − µhN(t),Πv − µvM(t))

donde
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4.1. PROPIEDADES DEL MODELO AUTÓNOMO

L̇1(t) = Πh − µhN(t) ≤ 0 para N(t) ≥ Πh

µh

L̇2(t) = Πv − µhM(t) ≤ 0 para M(t) ≥ Πv

µv
(4.7)

Por lo tanto, se sigue de las desigualdades en (4.7) que Ωk es un conjunto invariante

y atractor bajo el flujo del sistema asociado a (4.2). De modo que, las soluciones de (4.2)

entran a la región Ωk en tiempo finito, o N(t),M(t) convergen a Πh/µh y Πv/µv, las cuales

son las poblaciones totales de humanos y mosquitos, respectivamente. Esto último implica

que las variables Ui, Wi y R convergen a cero. Por lo tanto, Ωk es invariante atractor del

flujo solución del sistema (4.2).

Aśı, el Teorema (4.1.2) indica que en la región Ωk el modelo (4.2) está bien definido

en términos epidemiológicos y matemáticos.

Sistema reducido

Por el teorema (4.1.1) las poblaciones del hospedero y del mosquito son asintótica-

mente constantes, N∞ = Πh/µh y M∞ = Πv/µv, respectivamente. Aśı, por propiedades

de sistemas asintóticamente constantes [21], podemos reducir el sistema autónomo (4.2)

de 15 ecuaciones, a un sistema (4.8) con 13 ecuaciones descartando las variables R y Sv,

para la poblaciones humana y de mosquitos, respectivamente.

El modelo reducido queda:

Ṡ = Πh −

(
4∑
i=1

Bi

)
S − µhS

U̇i = Bi

(
S +

4∑
j=1

rijWj

)
− (γi + µh)Ui (4.8)

Ẇi = γwi Ui −

(
4∑
j=1

rjiBj

)
Wi − µhWi

V̇i = Ai

(
Πv/µv −

4∑
j=i

Vj

)
− µvVi
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4.1. PROPIEDADES DEL MODELO AUTÓNOMO

donde las fuerzas de infección son:

Ai = αi
Ui
N∞

, Bi = βi
Vi
N∞

, con N∞ =
Πh

µh

Usando la notación vectorial de la Tabla (4.1) y que M∞ = Πv/µv, el sistema (4.8) se

expresar como

Ṡ = Πh −

(
4∑
i=1

Bi

)
S − µhS

U̇i = Bi

(
S + ri ·W

)
− (γi + µh)Ui, (4.9)

Ẇi = γwi Ui − (ri ·B)Wi − µhWi,

V̇i = Ai

(
M∞ −

4∑
j=i

Vj

)
− µvVi

Para el modelo reducido tenemos el conjunto compacto Ω para las variables (S, Ui,Wi, Vi),i =

1, ..., 4 del modelo reducido (4.8) como unión de conjuntos acotados por las poblaciones

totales de humanos y mosquitos, respectivamente:

Ω =

{
(S, Ui,Wi)|i = 1, ..., 4, 0 ≤ S +

4∑
1

Ui +
4∑
i=1

Wi ≤
Πh

µh

}

∪

{
(Vi)|i = 1, ..., 4, 0 ≤

4∑
i=1

Vi ≤
Πv

µv

}

Puntos de equilibrio

Para hallar los puntos de equilibrio asociados a los escenarios en los que ocurren

distintos tipos de infecciones, usamos las definiciones de punto de equilibrio (1) y de

ceroclinas de un sistema de ecuaciones diferenciales (2).

Definición 1 (Punto de equilibrio). Dado un sistema de ecuaciones diferenciales definido

en Rn como

ẋ = f(t, x)
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4.2. ESTABILIDAD DEL PUNTO DE EQUILIBRIO LIBRE DE LA ENFERMEDAD

Decimos que X0 ∈ Rn es un punto de equilibrio de (1) si f(t,X0) = 0.

Definición 2 (Ceroclinas). En un sistema como (1) donde, f es una función vectorial

f = (f1, ..., fp). Una ceroclina de (1) es el conjunto de puntos Ci = {x1, ..., xn} ⊂ Rn tales

que fi(t,X) = 0 para algún ı́ndice i ∈ {1, ..., p} con X ∈ Ci.

Aśı, los puntos de equilibrio corresponde a intersección de las ceroclinas.

4.2. Estabilidad del Punto de equilibrio libre de la

enfermedad

El punto de equilibrio libre de la enfermedad de las ecuaciones del sistema reducido

(4.9) con variables en el orden

{S, Ui,Wi, Vi|i = 1, ..., 4} ⊂ Ω

Está dado por:

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω.

Observamos que en el modelo reducido (4.9) el valor de los susceptibles humanos en el

punto libre de la enfermedad es la población constante: N∞ = Πh/µh.

4.2.1. Estabilidad Local

Teorema 4.2.1 (Estabilidad Local del punto libre de la enfermedad).

Si el número reproductivo básico asociado al sistema (4.9) es menor que uno, en-

tonces el punto libre de la enfermedad

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω

es localmente aśıntoticamente estable.

Demostración.

Usando la metodoloǵıa para encontrar la matriz de siguiente generación, VanDen-

Driessche 2002 [72], las ecuaciones de las variables (Ui, Vi,Wi) del sistema (4.2) usando la
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4.2. ESTABILIDAD DEL PUNTO DE EQUILIBRIO LIBRE DE LA ENFERMEDAD

notación X = (U1, V1,W1, ..., U4, V4,W4) forman el sistema de compartimientos asociados

la generación de infecciones.

Fi =

Bi (S + ri1W1 + ri2W2 + ri3W3 + ri4W4)

Ai (Πv/µv − (V1 + V2 + V3 + V4))

− (r1
iB1 + r2

iB2 + r3
iB3 + r4

iB4)Wi

 , Vi =

−(γi + µh)Ui
−µvVi

γwi Ui − µhWi


Por lo que, el sistema (4.8) se describe como Ẋ = (F − V) con F = (F1, ...,F4) y

V = (V1, ...,V4) que corresponden a términos asociados, por una lado, a generación de

infecciones (F) y por otro, a transición de compartimientos (V):

F =


Bi(S + ri ·W)

Ai

(
Πv/µv −

4∑
1

Vj

)
−(ri ·B)Wi

 V =

−(γi + µh)Ui
−µvVi

γwi Ui − µhWi


Aśı, en las variables (U1, V1,W1, ..., U4, V4,W4), la matriz de siguiente generación se

expresa como K = FV −1, donde F y V son las matrices jacobianas de F y V, respectiva-

mente. Entonces,

K =


k11 0 0 0

0 k22 0 0

0 0 k33 0

0 0 0 k44


12×12

donde cada submatriz kii de K es

kii =


0

[
βi
−µv

]
0[

αi

−(γi+µ)
Πv/µv
Πh/µh

]
0 0

0 0 0


3×3

Por la forma de la matriz K, los valores propios de cada submatriz kii corresponden

a los valores propios de K.
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4.2. ESTABILIDAD DEL PUNTO DE EQUILIBRIO LIBRE DE LA ENFERMEDAD

Además, el radio espectral ρ(kii), de cada submatriz kii corresponde al número

reproductivo básico de cada serotipo i = 1, ..., 4. Esto es, Ri =

√
βi
µv

αi
(γi + µh)

Πv/µv
Πh/µh

Por lo cual, el número reproductivo (máximo valor propio de la matriz de siguiente

generación) es

R0 = ρ(K)

= máx
i∈{1,...,4}

{Ri} (4.10)

= máx
i

{√
βi
µv

αi
(γi + µ)

Πv/µv
Πh/µh

}

De este modo, si R0 < 1 se tiene que el punto de equilibrio libre de la enfermedad

es localmente asintóticamente estable.

4.2.2. Estabilidad Global

Por el Teorema 4.2.1, se observa que el número reproductivo básico R0 depende de

las poblaciones de humanos Πh/µh y mosquitos Πv/µv. Por lo cual necesitamos identificar

las condiciones de la estabilidad del punto libre de la enfermedad no dependa no de

las condiciones iniciales, es decir, las condiciones para las que es posible erradicar la

enfermedad. Para esto, veremos cuál es el efecto de las tasas de reinfección en la estabilidad

global del punto de equilibrio mediante el Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.2 (Estabilidad global del punto libre de la enfermedad).

Si R2
0 <

1

(1 + 4rM
γwM
µh

)
, donde rM := máxi,j r

i
j, con rji tasa de reinfección de serotipo

i a serotipo j, y γwM := máx γwi , i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, entonces el punto libre de la enfermedad

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω

del sistema (4.9) es globalmente asintóticamente estable.

72



4.2. ESTABILIDAD DEL PUNTO DE EQUILIBRIO LIBRE DE LA ENFERMEDAD

Demostración.

La población de susceptibles cumple que

Ṡ = Πh −BS − µhS ≤ Πh − µhS para S ≥ 0, B =
4∑
i=1

Bi ≥ 0.

Por propiedades de comparación de soluciones de ecuaciones diferenciales [65] la solución

a la ecuación ẋ = Πh− µhx con x(0) = S0 es una cota superior para S(t), i.e. S(t) ≤ x(t)

para todo t ≥ 0. Además, x(t)→ N∞ = Πh/µh implica que para todo ε > 0, existe t > 0

tal que

S(t) ≤ x(t) ≤ Πh/µh + ε para todo t ≥ t0

∴ S∞ ≤ Πh/µh + ε, lo cual implica que S(t) ≤ Πh/µh.

Por otra parte, puesto que Ui(t) ≤ N(t) → Πh/µh, también para ε > 0 existe

ti > 0 tal que N(t) ≤ Πh/µh + ε para todo t > ti. Por lo cual, U∞i ≤ Πh/µh + ε. Aśı,

Ui(t) ≤ Πh/µh y por tanto, para Ẇi se tiene

Ẇi = γwi Ui −
(
r1
iB1 + ...+ r4

iB4

)
Wi − µhWi (4.11)

≤ γwi (N∞)− µhWi

Una solución de una ecuación de la forma ẏ(t) = γwi N∞ − µhy(t) con y(0) = Wi(0) = 0

se puede encontrar usando variación de parámetros. Se propone y(t) = k(t)e−µht, la cual

debe cumplir que ẏ(t) = k̇(t)e−µht − µhkeµht, donde k(t) debe satisfacer la ecuación

k̇(t) = γwi N∞e
µht.

Aśı, una solución es k(t) =
γwi
µh
N∞e

µh + k1, de modo que

y(t) =

(
γw1
µh

(N∞)eµht + k1

)
e−µht

=
γw1
µh

(N∞) + k1e
−µht

Y usando que, y(0) = Wi(0) = 0 se obtiene que k1 = −γwi
µh
N∞, y por tanto:
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y(t) =
γw1
µh

(N∞)− γw1
µh
N∞e

−µht

Usando un argumento de comparación: Wi(t) ≤ y(t) → γw1
µh
N∞ cuando t → ∞. Por

lo tanto, Wi(t) ≤ γw1
µh

(N∞).

Por otro lado, las ecuaciones de Ui cumplen:

U̇i = Bi

(
S +

(
ri1W1 + ...+ ri4W4

))
− (γi + µh)Ui

≤ Bi

(
S + 4riM

(
γwi
µh

(N∞)

))
− (γi + µh)Ui

≤ Bi

(
N∞ + 4riM

(
γwi
µh

(N∞)

))
− (γi + µh)Ui

=
βi
N∞

Vi

(
N∞ + 4riM

(
γwi
µh

(N∞)

))
− (γi + µh)Ui

≤ βi
N∞

Vi

(
(N∞)

(
1 + 4riM

γw1
µh

))
− (γi + µh)Ui (4.12)

Por otra parte, de la ecuación (4.5) para la población susceptible de mosquitos sucede

que para todo εSv > 0 existe tSv > 0, tal que, para todo t > tSv , S∞v ≤ Πv/µv + εSv . Por

lo cual, Sv(t) ≤ M∞ := Πv/µv y con esto, las derivadas de las variables Vi, i = 1, ..., 4 se

acotan como se indica en (4.13).

V̇i = Ai

(
M∞ −

4∑
j=1

Vj

)
− µvVi

≤ Ai (M∞)− µvVi
≤ αi

N∞
Ui (M∞)− µvVi (4.13)

Aśı, de las ecuaciones (4.12) y (4.13), las ecuaciones de las variables para las pobla-

ciones de humanos y mosquitos infecciosos tienen las cotas:
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U̇i ≤
βi
N∞

Vi

(
(N∞)

(
1 + 4riM

γw1
µh

))
− (γi + µ)Ui

V̇i ≤
αi
N∞

Ui (M∞)− µvVi (4.14)

Notemos que, aunque las ecuaciones de infecciosos para cada tipo i = 1, ..., 4 también

dependen de las variables de los otros serotipos, las cotas para Wi permiten obtener las

ecuaciones (4.14) en las que cada tipo de infeccioso humano Ui depende del mismo tipo

de infeccioso mosquito Vi y viceversa. Por tanto, para simplificar el procedimiento para

probar que Ui y Vi convergen a cero cuando t→∞ analizaremos primero del sistema con

dos variables (Ui, Vi) para cada i ∈ 1, ..., 4 fija como se indica en las ecuaciones (4.14).

En forma matricial, por simplicidad, usaremos la notación � para indicar la des-

igualdad menor igual que, entrada por entrada de dos vectores. Aśı,

(
U̇i
V̇i

)
� P

(
Ui
Vi

)
(4.15)

donde

P =

 −(γi + µh)
βi

Πh/µh

(
(Πh/µh)

(
1 + 4riM

γw1
µh

))
αi

Πh/µh
(Πv/µv) −µv


=

−(γi + µh)
βi
N∞

(
(N∞)

(
1 + 4riM

γw1
µh

))
αi

N∞
(M∞) −µv


Sea k ∈ R+ tal que k > máx{(γi+µh), µv}. Aśı, P+kI2×2 es una matriz estrictamente

positiva. Además, si λ1 y λ2 son valores propios de P, entonces λ1 +k y λ2 +k son valores

propios de P+kI2×2. Aśı, por el Teorema de Perron-Frobenius [14], se tiene que la matriz

P + kI2×2 tiene un valor propio simple y positivo que es igual al radio espectral de esta

matriz (valor propio dominante) y un correspondiente vector propio positivo e (cada

componente del vector es positiva). Esto implica que λ1, λ2 son ambas ráıces reales de

λ2 − (p11 + p22)λ+ (p11p22 − p12p21) (4.16)
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donde p11 + p22 = − (γi + µh + µv) y

p11p22 − p12p21 = (γi + µ)µv −
αi
N∞

βi
N∞

(M∞)(N∞)

(
1 + 4riM

γwi
µh

)
Por el criterio de Routh-Hurwitz [?], las ráıces del polinomio cuadrático (4.16) son

negativas, si los coeficientes −(p11 + p22) y (p11p22 − p12p21) son positivos. Es claro que

−(p11 + p22) > 0, y usando que R0i =

√
βi
µv

αi
(γi + µh)

M∞
N∞
≤ R0:

p11p22 − p12p21 ≥ (γi + µ)µv

(
1−R2

0

(
1 + 4riM

γwi
µh

))
(4.17)

El lado derecho de la desigualdad (4.17) es mayor que cero si:

1−R2
0

(
1 + 4riM

γwi
µh

)
≥ 0

De lo cual, la condición sobre el número reproductivo básico es:

R2
0 ≤

1(
1 + 4riM

γwi
µh

) (4.18)

Por lo tanto, para ε∗ suficientemente pequeño, se cumple la desigualdad (4.18) para

R0. Entonces, como ambos coeficientes del polinomio (4.16) son positivos, se tiene que

sus dos ráıces λ1, λ2 son negativas.

Recordemos que, si λ1+k es el valor propio dominante (radio espectral) de P+kI2×2,

entonces λ1 > λ2. Usando el vector propio e izquierdo asociado λ1 + k, se tiene que,

e(P + kI) = (λ1 + k)e. Por lo cual, el vector e, es un vector propio para P con valor

propio λ1, e(P ) = (λ1)e.

Además, usando que e es un vector positivo, y que la desigualdad (4.15) indica que

(U̇i, V̇i) � (Ui, Vi)
T entrada por entrada, para t > tM := máx{tN , twi, tSv}, se tiene que el

producto interno entre los vectores e y (Ui(t), Vi(t)) cumple la desigualdad:

0 ≤ d

dt
e · (Ui(t), Vi(t)) ≤ λ1e · (Ui(t), Vi(t)) (4.19)
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Ahora, ya que el producto interno entre el vector constante e y (Ui(t), Vi(t) es una función

real valuada con variable dependiente t, se usa que:

0 ≤
d
dt

(e · (Ui(t), Vi(t)))
e · (Ui(t), Vi(t))

≤ λ1

Por lo cual, integrando ambos lados se obtiene:

0 ≤ e · (Ui(t), Vi(t)) ≤ Ceλ1(t−t∗) (4.20)

para t > t∗ > tM . Y puesto que λ1 < 0, se sigue que e · (Ui(t), Vi(t)) → (0, 0) cuando

t→∞. Además, como e es un vector positivo, se concluye que

(Ui(t), Vi(t))→ 0 cuando t→∞.

Retomando la ecuación para W , puesto que U(t) → 0 cuando t → ∞, para ε > 0

existe t > tu > 0 tal que,

Ẇi = γwi Ui − (ri ·B + µh)Wi

≤ γwi Ui − µhWi

≤ γwi ε− µhWi

Una solución a una ecuación de la forma ẏ(t) = γwi ε− µhy(t) es

y(t) =

(
γw1
µh
εeµht + k1

)
e−µht

=
γw1
µh
ε+ k1e

−µht

Usando que, y(0) = Wi(0) = 0, k1 =
γwi
µh
ε, y por tanto:

y(t) =
γw1
µh
ε− γw1

µh
εe−µht

Nuevamente, por un argumento de comparación, se tiene que Wi(t) ≤ y(t) → γw1
µh
ε

cuando t → ∞. Aśı, para todo ε > 0 suficientemente pequeño, se tiene que W∞
i (t) ≤ ε,

por lo que Wi(t) ≤ 0 cuando t→∞, y como Wi(t) ≥ 0, se concluye que W (t)→ 0.
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En resumen, hemos visto que: (Ui(t), Vi(t),Wi(t)) → (0, 0, 0) y S(t) ≤ N(t) →
Πh/µh.

Finalmente, como Vi(t) → 0 cuando t → ∞ para ε > 0 se tiene que Vi(t) ≤ ε para

i = 1, ..., 4 y t > t∗, resulta que,

Ṡ ≥ Πh −
máxi βi
Πh/µh

εS − µhS

Aśı,

S(t) ≥ Πh

µh + máxi βi
Πh/µh

ε
(4.21)

Por lo cual, para S∞ = ĺımt→∞ ı́nfτ≥t S(t) se puede ver que S∞ ≥ Πh

µh
= Πh/µh,

cuando ε→ 0. Por lo tanto, se concluye que

(S, U1, V1,W1, ..., U4, V4,W4) → X0 := (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω

Es decir, X0 es globalmente asintóticamente estable si

R2
0 ≤ 1(

1 + 4rM
γwM
µh

) , (4.22)

donde rM := máx
i,j

rij, i, j ∈ {1, 2, 3, 4}, γwM := máx
i
γwi , i ∈ {1, 2, 3, 4}

La condición para R0 en la desigualdad (4.22) se puede considerar como una condi-

ción para las tasas de reinfección rM .

0 ≤ rM ≤ 1

4

µh
γwM

(
1

R2
0

− 1

)
. (4.23)
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Notemos que en el teorema 4.2.2 la desigualdad (4.22) es una condición suficiente

pero no necesaria. Sin embargo, la estructura del modelo permite identificar una relación

entre las tasas de reinfección de un modelo multiserotipo con las estabilidad del punto

libre de la enfermedad.

La demostración del Teorema 4.2.2 sigue un esquema basado en teoŕıa de matrices

[14], y es una extensión de la metodoloǵıa de demostración estabilidad global de un modelo

para analizar el efecto anti-retroviral en el control de VIH a nivel celular [36] (en este

modelo no se contempla reinfección). La extensión a esta metodoloǵıa consiste en dos

aspecto principales: 1. Las comparaciones matriciales se aplican a un modelo de reinfección

multiserotipo, y 2. En la demostración que se propone en esta tesis además se encuentra

que la estabilidad global depende de las tasas de reinfección.
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CONO POSITIVO R13

+

4.3. Existencia de puntos de equilibrio endémicos en

las paredes del cono positivo R13
+

En el modelo reducido (4.8), el punto de equilibrio libre de la enfermedad está dado por

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω,

usando el orden en las variables (S, Ui,Wi, Vi), i = 1, ..., 4.

Por otra parte, para hallar los puntos de equilibrio no triviales consideramos las

expresiones para las ceroclinas del sistema reducido (4.8).

En la Tabla (4.2) se muestran las ecuaciones del sistema con las respectivas ecua-

ciones para las ceroclinas.

Ecuaciones Ceroclinas

Ṡ = Πh −

(
4∑
i=1

Bi

)
S − µS

U̇i = Bi

(
S + ri ·W

)
− (γi + µ)Ui,

Ẇi = γwi Ui − (ri ·B)Wi − µhWi,

V̇i = Ai

(
Πv/µv −

4∑
j=1i

Vj

)
− µvVi,

S =
Πh

B + µh

Ui =
Bi

(γi + µ)

(
S + ri ·W

)
Wi =

(
γwi

ri ·B + µ

)
Ui

Vi =
Ai

Ai + µv

(
Πv/µv −

∑
j 6=i

Vj

)

Cuadro 4.2: Ecuaciones y ceroclinas del sistema (4.8).

Simplificando las ecuaciones de las ceroclinas, estás se reducen a ecuaciones (4.24)

para Ui y Vi. Las ecuaciones para el resto de variables Ui, Vi, i 6= j se obtienen cambiando

los ı́ndices correspondientes.
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U1 =
B1

(γ1 + µh)

[
Πh

B + µh
+
(
r1

1, r
1
2, r

1
3, r

1
4

)
· (W1,W2,W3,W4)

]
=

B1

(γ1 + µh)

[
Πh

B + µh
+
(
r1

1, ..., r
1
4

)
·
(

γw1 U1

r1 ·B + µh
, ...,

γw4 U4

r4 ·B + µh

)]
Mientras que, las ecuaciones para los mosquitos infecciosos son

V1 =
A1

A1 + µv
(Πv/µv − V2 − V3 − V4)

En resumen las ecuaciones para las ceroclinas se muestran en (4.24)

U1 =
B1

(γ1 + µh)

[
Πh

B + µh
+
(
r1

1, ..., r
1
4

)
·
(

γw1 U1

r1 ·B + µh
, ...,

γw4 U4

r4 ·B + µh

)]
V1 =

A1

A1 + µv
(Πv/µv − V2 − V3 − V4) (4.24)

Usando las ecuaciones para las fuerzas de infección de humanos a mosquitos y viceversa:

A1 =
α1U1

Πh/µh
, B1 =

β1V1

Πv/µv

y las ecuaciones (4.24), dichas fuerzas de infección se expresan en (4.25).

A1 =
α1

Πh/µh

B1

(γ1 + µh)

[
Πh

B + µh
+
(
r1

1, ..., r
1
2

)
·
(

γw1 U1

r1 ·B + µh
, ...,

γw4 U4

r4 ·B + µh

)]
B1 =

β1

Πh/µh

A1

A1 + µv

[
Πv/µv

(
1− B2

β2

− B3

β3

− B4

β4

)]
(4.25)

donde r1 = (r1
1, ..., r

4
1), r1 = (r1

1, ..., r
1
4), B = B1 + · · · + B4 y B = (B1, ..., B4), usando la

notación vectorial indicada en la Tabla 4.1.
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4.3.1. Existencia de puntos de equilibrio con un sólo tipo de

infección

En el caso en que Uj = 0, Vj = 0, excepto para uno de los serotipos, las condiciones

para la existencia de puntos de equilibrios endémicos con un sólo tipo de infección se

presentan en el Teorema (4.3.1).

Teorema 4.3.1 (Existencia de los puntos de equilibrio en la frontera del cono positivo

R13
+ ).

En el modelo reducido (4.9), para cada serotipo i, tal que el número reproductivo básico

asociado a este serotipo es mayor que uno, Ri > 1, existe el punto de equilibrio endémico

correspondiente a un sólo tipo de infección de tipo i.

Es decir, existe un punto de equilibrio Xe
i ∈ R13

+ ∪0∩Ω con variables Sei , U
e
i ,W

e
i , V

e
i

distintas de cero y U e
j = 0,W e

j = 0, V e
j = 0 para j 6= i.

Demostración.

La demostración se realiza suponiendo que no hay reinfección del mismo serotipo, i.e.

rii = 0, i = 1, 2, 3, 4. Sin pérdida de generalidad, suponemos que U1, V1 6= 0 y Uj = 0, Vj = 0

para j 6= 1. Aśı, las ecuaciones (4.25) se reducen:

A1 =
α1

(γ1 + µh)
B1

[
µh

(B1 + µh)

]
B1 = β1

A1

A1 + µv

[
µh
Πh

Πv

µv

]
(4.26)

Despejando A1 de la segunda ecuación en (4.26), y usando que N∞ = Πh/µh, M∞ =

Πv/µv, se tiene A1(β1M∞ −N∞B1) = µvN∞B1. Aśı resultan dos ecuaciones para A1 con

respecto a B1:

A1 =
α1

(γ1 + µh)
B1

[
µh

(B1 + µh)

]
A1 =

µvN∞B1

β1M∞ −N∞B1

Por lo cual, el punto endémico existe si se cumple:
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α1

(γ1 + µh)

µhB1

(B1 + µh)
=

µvB1

β1M∞ −N∞B1

=
N∞
N∞

µvB1

β1 (M∞/N∞)−B1

Como B1 6= 0, simplificando se obtiene:

α1

(γ1 + µh)

µh
(B1 + µh)

=
µv

β1 (M∞/N∞)−B1

,

α1

(γ1 + µh)

(
β1
M∞
N∞
−B1

)
=

µv
µh

(B1 + µh),

B1

(
µv
µh

+
α1β1

(γ1 + µh)

M∞
N∞

)
=

α1β1

(γ1 + µh)

M∞
N∞
− µv

Usando que los números reproductivos básicos están dados por Ri =

√
αiβi

(γ1 + µh)µv

M∞
N∞

,

B1

(
µv
µh

+ µvR
2
01

)
= µv(R

2
01 − 1).

De lo anterior, la expresión para B1 en términos de los parámetros es:

B1 = µh
(R2

01 − 1)

(1 + µhR2
01)
.

Ahora, sustituyendo en la expresión para A1 se tiene:

A1 =
α1

(γ1 + µh)
B1

[
µh

(B1 + µh)

]

=
α1µh

(γ1 + µh)

 µh(R2
01−1)

(1+µhR
2
01)

(1 + µhR
2
01)

µh(R2
01 − 1) + (1 + µhR2

01)µh


=

α1µh
(γ1 + µh)

[
(R2

01 − 1)

(R2
01 − 1) + (1 + µhR2

01)

]
=

α1µh
(γ1 + µh)

[
(R2

01 − 1)

(R2
01 + µhR2

01)

]
.
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Por lo tanto, el punto de equilibrio endémico correspondiente a un sólo tipo de infección

existe siempre que R0i > 1 y las expresiones para las fuerzas de infección de humanos a

mosquitos y de mosquitos a humanos son:

A1 =
α1µh

(γ1 + µh)

[
(R2

01 − 1)

R2
01(1 + µh)

]
,

B1 = µh
(R2

01 − 1)

(1 + µhR2
01)
.

De manera que las soluciones que determinan el punto endémico con un sólo tipo de

infección, i = 1 son:

U1 =
µhN∞

(γ1 + µh)

[
(R2

01 − 1)

(R2
01(1 + µh)

]
V1 = µh

N∞
β1

(R2
01 − 1)

(1 + µhR2
01)

Mientras que, sustituyendo en las ecuaciones de las ceroclinas para W1 y S resulta:

S =
Πh

B1 + µh
=

Πh(1 + µhR
2
01)

µh(R2
01 + µhR2

01)
=

Πh(1 + µhR
2
01)

µhR2
01(1 + µh)

W1 =

(
γw1
µh

)
U1 =

γw1
µh

µhN∞
(γ1 + µh)

[
(R2

01 − 1)

(R2
01 + µhR2

01)

]
Por lo tanto, los puntos endémicos con un sólo tipo de infección i existen si su

respectivo número reproductivo es mayor que uno.

Por otra parte, las dificultades para encontrar condiciones para la existencia del

punto endémico en el interior del cono positivo R13
+ , es decir, el punto de equilibrio en el

que haya infecciones de todos los tipos, se discuten en el caṕıtulo (8).
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Caṕıtulo 5

Interacciones entre Serotipos

En este caṕıtulo se propone un enfoque de descripción de interacciones entre se-

rotipos de dengue. Este enfoque se da en términos de tasas de reinfección, asociadas a

cambios en la susceptibilidad del hospedero debidos a infecciones previas. A diferencia de

los enfoques previos (Caṕıtulo 2), las interacciones entre serotipos contemplan relaciones

entre los cuatro serotipos mediante tasas de reinfección que se representan en una matriz

a la que denominamos Matriz de reinfección. Con esta representación es posible plantear

posibles relaciones entre dichas tasas de reinfección y la similaridad entre serotipos. Los

tipos de similaridad entre serotipos que se abordan en este caṕıtulo son las distancias:

genética y antigénica. En eset caso, tomamos distancia para referirnos a similaridad entre

serotipos (Los serotipos más similares son los más cercanos y los más disimilares son los

más lejanos).

Las definiciones en este Caṕıtulo son: interacción entre serotipos, distancia entre

serotipos, matriz de reinfección, reinfección total y jerarqúıa entre serotipos.

La reducción y planteamiento del modelo multiserotipo presentado en el Caṕıtulo

3, es una forma de representar las interacciones entre serotipos por medio de las tasas

de reinfección, pues éstas tienen información de tipo y orden entre infecciones (previa y

subsecuente sin tomar en cuenta toda la secuencia de infecciones). Aśı, la propuesta de

definición de interacciones entre serotipos del virus de dengue descrita en este Caṕıtulo,

se basa en comparar parejas de serotipos (i, j) en términos de posibles efectos en la

susceptibilidad de individuos hacia infecciones subsecuentes por serotipo j, dada infección

previa por serotipo i.

Por otra parte, aunque la clasificación de los serotipos se ha dado tradicionalmente

85



5.1. REACCIONES INMUNOLÓGICAS CRUZADAS

en términos genéticos, recientemente se ha discutido la clasificación antigénica entre ellos,

la cual relaciona a los serotipos de acuerdo a que tan bien los anticuerpos generados

por infecciones previas neutralizan a serotipos subsecuentes [13, 48]. En el modelo de

interacciones de este trabajo, ambas distancias entre serotipos se incorporan mediante

asociaciones a cambios en la susceptibilidad de un individuo para adquirir una infección

secundaria debida a infecciones previas.

A continuación se presentan aspectos generales respecto a reacciones inmunológicas

cruzadas, interacciones entre serotipos, distancia entre serotipos, reinfecciones y jerarqúıa

entre serotipos, desde un punto de vista teórico, pero que a su vez, permite incorporar

orden y tipo de infecciones en la susceptibilidad inducida en el hospedero.

Por otra parte, algunas contribuciones en el desarrollo de interacciones entre seroti-

pos, en términos de mediciones de distancia entre serotipos, son: con base genética [17],

y con base antigénica [48], y más recientemente en [13].

5.1. Reacciones inmunológicas cruzadas

Los escenarios de reacciones cruzadas que se presentan, en términos de los posibles

efectos que inducen en el proceso de reinfección, son:

Protección: El efecto de una reacción de tipo protección induce una reducción de la

susceptibilidad de los individuos a adquirir una infección subsecuente debido a una

infección previa. Esto se ve reflejado en que la tasa de reinfección disminuye en este

tipo de reacción.

Amplificación: El efecto de una reacción de tipo Amplificación genera un incremento

en la susceptibilidad de los individuos a reinfecciones subsecuentes debido a infec-

ciones previas. Esto se ve reflejado en que la tasa de reinfección aumenta en este

tipo de reacción.

5.2. Interacciones entre serotipos

En el modelo de interacción multiserotipo que se propone en esta tesis (Caṕıtulo

3), el estudio de la transmisión de infecciones por distintos serotipos, se centra en el

proceso de reinfección, la cual involucra tasas de reinfección que representan distinción
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en la susceptibilidad de individuos para adquirir nuevas infecciones con respecto a las

previas.

Sean i, j ∈ {1, ..., 4}, decimos que el serotipo i interactúa con el serotipo j si la

infección del hospedero por serotipo i induce una reacción cruzada (ya sea de protección

o de amplificación) para adquirir una infección subsecuente de tipo j.

5.3. Matriz de reinfecciones

Los experimentos realizados en [48] y en [13] indican que las reacciones cruzadas

entre serotipos no son simétricas debido a variabilidad entre subtipos de cada serotipo.

Incluso, entre muestras del mismo serotipo, pero subtipos diferentes, presentan reacciones

cruzadas. Debido a estas observaciones, proponemos una matriz a la que denominaremos

como Matriz de Reinfección para representar interacciones entre serotipos mediante tasas

de reinfecciones asociadas a susceptibilidades de los individuos que han experimentado

previas infecciones.

Definición 3 (Matriz de reinfección para cuatro serotipos).

Sea R ∈ M4×4(R) cuyas entradas rij = rji , i, j ∈ {1, ..., 4} representan la tasa a

la cual individuos previamente infectados y recuperados de infección tipo i adquieren una

infección subsecuente del tipo j.

R =


r1

1 r2
1 r3

1 r4
1

r1
2 r2

2 r3
2 r4

2

r1
3 r2

3 r3
3 r4

3

r1
4 r2

4 r3
4 r4

4


Aśı, la interacción entre el serotipo i y el serotipo j se representa por la tasa de reinfec-

ción rji . Notemos que, la matriz de reinfección puede incluir tasas de reinfección rii que

representan reinfección por el mismo serotipo.

5.4. Distancia entre serotipos

La hipótesis principal para definir distancia entre serotipos,en términos de las in-

teracciones entre ellos, es la siguiente: La distancia entre serotipos está relacionada con
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la susceptibilidad a infecciones subsecuentes debido al tipo y orden en que suceden las

infecciones. Aśı, la distancia entre los serotipos se relaciona con las tasas de reinfección

de la siguiente manera:

Suponemos que los serotipos más cercanos son más fácilmente reconocibles por el

sistema inmunológico del hospedero, por lo que inducen disminución de la suscepti-

bilidad de éste y por tanto, un decremento también en la tasa de reinfección entre

dichos serotipos.

Los serotipos más lejanos son menos reconocibles por el sistema inmunológico del

hospedero, por lo que promueven un aumento de la susceptibilidad del mismo y por

consiguiente, un incremento en la tasa de reinfección entre dichos serotipos.

Por simplicidad suponemos que las interacciones entre serotipos son simétrica, es

decir, rji = rij y que rii = 0, es decir, que no habrá reinfecciones por el mismo tipo de

virus. Sin embargo, la estructura del modelo permite explorar los escenarios no simétricos

y de reinfección por el mismo serotipo.

Por otra parte, la distancia genética [17] se refiere a la comparación de aminoácidos

en la secuencia genética, y la distancia antigénica entre serotipos, se refiere a la medición

de t́ıtulos de anticuerpos generados por el sistema inmune [49]. En ambos casos, no es

posible identificar un factor de proporcionalidad entre las tasas de reinfección y la distancia

entre serotipos. Por lo cual, solamente se toman en cuenta las relaciones de cercańıa entre

pares de serotipos (Definición 4).

Definición 4 (Distancia entre serotipos).

Sean i, j, k, l ∈ {1, ..., 4}, indicamos distancia entre serotipos a un número real adi-

mensional que relaciona pares de serotipos. Aśı, decimos que los serotipos i y j son más

cercanos (similares) que los serotipos k y l si

dji ≤ dlk

De este modo, la relación de distancia dji ≤ dlk, induce el mismo orden rji ≤ rlk,

i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}. En el caso de distancia simétrica, se tienen seis valores. Por ejemplo,

si suponemos que la distancia por pares de los cuatro serotipos de dengue mantiene el
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orden d2
1 > d3

1 > d4
1 > d3

2 > d4
2 > d4

3, entonces los valores de la tasas de reinfección

asociadas a cada par de serotipos cumplen que r2
1 > r3

1 > r4
1 >

3
2> r4

2 > r4
3.

Notemos que las definiciones (3) y (4) permiten tomar en cuenta escenarios de rela-

ciones no simétricas entre los serotipos, lo que permite explorar el efecto de reinfecciones

que dependen del orden en que suceden las infecciones [38].

5.4.1. Distancia genética vs distancia antigénica

Las matrices de distancia que se toman en esta tesis como matrices de reinfección

basadas en distancia genética y antigénica, se basan en las relaciones de orden de las

matrices genética y antigénica de las relaciones de similaridad en términos de nucleótidos

del genoma de los serotipos [17] y recientemente en términos de la reacción inmunológica

en la producción de anticuerpos [13], respectivamente (Ver Caṕıtulo 2).

La Tabla 5.1 muestra similaridad genética entre los cuatros serotipos, representada

por porcentajes de similitud entre pares de serotipos de acuerdo a sus secuencias genéticas

[17]. Mientras que, la matriz de distancia antigénica se obtiene de la medición de t́ıtulos

de anticuerpos generados por reacciones cruzadas del sistema inmune del hospedero. En

este caso, el estudio presentado en [13] muestra una matriz, no sólo de cuatro serotipos

sino con subtipos de los serotipos con lo que distinguen 16 clústers antigénicos (La matriz

original de distancia antigénica se muestra en el Caṕıtulo 2). Sin embargo, para usar

el modelo de cuatro serotipos, tomamos el promedio de los valores para cada grupo de

subtipos de cada serotipo para obtener la matriz de la Tabla (5.2).

Si tomamos las relaciones de orden de la distancia entre serotipos de los elementos

arriba de la diagonal de las Tablas 5.1 y 5.2, las distancias entre serotipos indican que:

Distancia genética: d4
1 < d4

3 < d2
1 < d3

1 < d3
2 < d4

2

Esto indica que, los serotipos más cercanos genéticamente son DENV1 y DENV4 y

los mas lejanos son DENV2 y DENV4 [17].

Distancia antigénica: d4
3 < d4

2 < d3
2 < d3

1 < d4
1 < d2

1

Esto indica que, los serotipos más cercanos antigénicamente son DENV3 y DENV4

y los más lejanos son DENV1 y DENV2 [13].

Sin embargo, por la dificultad de determinar relaciones especificas entre la suscetibi-

lidad y la distancia entre serotipos, consideramos que las tasas de reinfección mantienen
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RNA DENV1 DENV2 DENV3 DENV4

DENV1 100 42 38 73

DENV2 36 100 24 23

DENV3 30 34 100 52

DENV4 73 34 55 100

Cuadro 5.1: Porcentaje de similaridad genética medida de porcentaje de coincidencia de

nucleotidos en la secuencia genética de los cuatro serotipos [17]. Cada porcentaje repre-

senta el promedio de al menos cinco experimentos. A mayor porcentaje, mayor similaridad

entre serotipos, y por tanto menor distancia genética entre ellos. Esta Tabla muestra re-

laciones de distancia no simétricas, donde d4
1 < d4

3 < d2
1 < d3

1 < d3
2 < d4

2, sin embargo

d1
3 > d2

3 = d2
4 > d1

2 > d3
4 > d1

4

RNA DENV1 DENV2 DENV3 DENV4

DENV1 0.1125 2.9083 2.0937 1.9083

DENV2 2.2583 0.4277 1.7375 1.25

DENV3 2.8687 2.5083 0.0375 0.9416

DENV4 2.875 2.6111 1.4416 0.0888

Cuadro 5.2: Distancia antigénica promedio entre serotipos (log2 de la medición de t́ıtulos)

para los subtipos de cada serotipo [13]. En este caso, a mayor valor, mayor distancia entre

serotipos. Esta Tabla muestra relaciones de distancia no simétricas, donde d4
3 < d4

2 < d3
2 <

d4
1 < d3

1 < d2
1, pero d2

4 > d1
2 > d2

3 > d2
4 > d1

3 > d1
4.

el orden inducido por las relaciones indicadas entre serotipos, pero con valores en el inter-

valo [0, 1] para reacción de tipo protección [26, 27], y el intervalo (1, 2] para reacción de

tipo amplificación como valores base para las matrices de reinfección [5], aunque en otros

modelos toman valores mas grandes [26],[50].

Aśı, para cada tipo de distancia usamos dos matrices de reinfección para indicar

interacción por reacción cruzada, de protección o amplificación, para cada tipo de distancia

entre serotipos, respectivamente, como se indica en las Tablas 5.3 y 5.4:
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Matrices de Reinfección basadas en distancia genética

Con protección cruzada Con amplificación cruzada

R =


0. 0.7 0.8 0.5

0.7 0. 0.9 1.

0.8 0.9 0. 0.6

0.5 1. 0.6 0.

 R =


0. 1.7 1.8 1.5

1.7 0. 1.9 2.

1.8 1.9 0. 1.6

1.5 2. 1.6 0.


Cuadro 5.3: Matrices de Reinfección basadas en distancia genética R para protección

y amplificación como se indica: Las tasas de reinfección cumplen que r4
1 < r4

3 < r2
1 <

r3
1 < r3

2 < r4
2 5.1. Los intervalos considerados para las tasas de reinfección son [0, 1], para

protección, y [1, 2] para amplificación [6].

Matrices de Reinfección basadas en distancia antigénica

Con protección cruzada Con amplificación cruzada

R =


0. 1. 0.9 0.8

1. 0. 0.7 0.6

0.9 0.7 0. 0.5

0.8 0.6 0.5 0.

 R =


0. 2. 1.9 1.8

2. 0. 1.7 1.6

1.9 1.7 0. 1.5

1.8 1.6 1.5 0.


Cuadro 5.4: Matrices de Reinfección basadas en distancia antigénica R para protección

y amplificación. Las tasas de reinfección cumplen que r4
3 < r4

2 < r3
2 < r4

1 < r3
1 < r2

1. Los

intervalos considerados para las tasas de reinfección son [0, 1], para protección, y [1, 2]

para amplificación [6].

5.5. Jerarqúıa entre serotipos

Por otra parte, dado que las entradas de la matriz de reinfección representan las tasas

de reinfección, se puede definir que la suma de los elementos de cada columna indican la

contribución total de todos individuos infectados previamente con los serotipos i hacia el

serotipo j indicado por el ı́ndice de cada columna. Definimos a esta contribución como

reinfección total de entrada (Definición 5).

Definición 5 (Reinfección total de entrada).

Sea R una matriz de reinfección (definición 3). La columna j (R[:, j]) representa las tasas

de reinfección de infecciones de tipo i ∈ {1, 2, 3, 4} a infecciones de tipo j.
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R[:, j] =


ri1
ri2
ri3
ri4


Aśı, la suma de los valores de los valores de cada columna indica la contribuciones de

infecciones previas de los otros tipos a infecciones de tipo j.

Estos es, hj :=
4∑
i=1

rji es la reinfección total de entrada para el serotipo j.

Las Tablas 5.5 y 5.6 indican las jerarqúıas de reinfección para las Matrices de Reinfección

basadas en distancia genética (de la Tabla 5.3) y antigénica (de la Tabla 5.4).

Matrices de Reinfección R con protección cruzada

R[:, 1] R[:, 2] R[:, 3] R[:, 4]

R[1, :] 0. 0.7 0.8 0.5

R[2, :] 0.7 0. 0.9 1.

R[3, :] 0.8 0.9 0. 0.6

R[4, :] 0.5 1. 0.6 0.

h1 = 2 h2 = 2.6 h3 = 2.3 h4 = 2.1

Matrices de Reinfección R con amplificación cruzada

R[:, 1] R[:, 2] R[:, 3] R[:, 4]

R[1, :] 0. 1.7 1.8 1.5

R[2, :] 1.7 0. 1.9 2.

R[3, :] 1.8 1.9 0. 1.6

R[4, :] 1.5 2. 1.6 0.

h1 = 5 h2 = 5.6 h3 = 5.3 h4 = 5.1

Cuadro 5.5: La suma de cada columna de las Matrices de Reinfección basadas en distan-

cia genética R muestran la jerarqúıa de reinfección hi para cada serotipo. Las tasas de

reinfección satisfacen: r4
1 < r4

3 < r2
1 < r3

1 < r3
2 < r4

2 y la jerarqúıa de reinfección obtenida

para dicha matriz es h2 > h3 > h4 > h1 es la jerarqúıa de Reinfección obtenida.
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5.5. JERARQUÍA ENTRE SEROTIPOS

Matrices de Reinfección R con protección cruzada

R[:, 1] R[:, 2] R[:, 3] R[:, 4]

R[1, :] 0. 1. 0.9 0.8

R[2, :] 1. 0. 0.7 0.6

R[3, :] 0.9 0.7 0. 0.5

R[4, :] 0.8 0.6 0.5 0.

h1 = 2.7 h2 = 2.3 h3 = 2.1 h4 = 1.9

Matrices de Reinfección R con amplificación cruzada

R[:, 1] R[:, 2] R[:, 3] R[:, 4]

R[1, :] 0. 2. 1.9 1.8

R[2, :] 2. 0. 1.7 1.6

R[3, :] 1.9 1.7 0. 1.5

R[4, :] 1.8 1.6 1.5 0.

h1 = 5.7 h2 = 5.3 h3 = 5.1 h4 = 4.9

Cuadro 5.6: La suma de cada columna de las Matrices de Reinfección basadas en distan-

cia genética R muestran la jerarqúıa de reinfección hi para cada serotipo. Las tasas de

reinfección satisfacen: r4
3 < r4

2 < r3
2 < r4

1 < r3
1 < r2

1 y la jerarqúıa de reinfección obtenida

para dicha matriz es h1 > h2 > h3 > h4 es la jerarqúıa de Reinfección obtenida.

Por otra parte, dado que las entradas de la matrix de reinfección representan la dis-

tancia entre serotipos, en términos de tasas de reinfección, se tiene que las contribuciones

a las reinfecciones totales con mayor peso son las de los serotipos más cercanos.

Ahora, notemos que se tienen dos relaciones importantes entre los serotipos: paráme-

tros de transmisión y reinfección. Por un lado, la transmisibilidad de los serotipos, aunque

se ha considerado que puede variar respecto al tipo de virus, ésta no considera depdenden-

cia con respecto a infecciones previas, mientras que, las tasas de reinfección propuestas en

este trabajo incorporan esta relación. Con estas dos caracteristicas, es factible comparar

a los serotipos y determinar jerarqúıas entre ellos.

En resumen, la definición de interacciones entre serotipos propuesta en este Caṕıtulo

se basa en cambios en la susceptibilidad del hospedero, lo que modifica las tasas de reinfec-

ción por distintos serotipos. En este sentido, a pesar de la falta de datos sobre la medición

de alteraciones especificas en la susceptibilidad de los individuos con previas infecciones,

el marco teórico presentado, permite explorar hipótesis con respecto a las relaciones, por
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pares, entre serotipos en términos de cercańıa entre ellos. En este sentido, se supone que

el incremento en la susceptibilidad a infecciones subsecuentes se debe a infecciones por

serotipos lejanos, mientras que una posible disminución en dicha susceptibilidad puede

estar asociada a infecciones por serotipos cercanos.

5.6. Escenarios de interacciones entre serotipos de

dengue

Con este marco teórico, podemos explorar el efecto en la dinámica de distintos

serotipos usando las siguientes suposiciones: El orden de cercańıa por pares entre serotipos

(de mayor a menor) induce el mismo orden en las tasas de reinfección. Es decir, los

serotipos más cercanos inducen ı́ndices de susceptibilidad menores que los inducidos por

serotipos más lejanos.

Descripción de los escenarios en términos de tres aspectos: tipo de distancia entre

serotipos, tipo de reinfección y transmisión de los serotipos:

1. Distancia entre serotipos: El orden de distancia entre los serotipos inducido por

las matrices en las Tablas 5.3 y 5.4.

Distancia Genética: d4
1 < d4

3 < d2
1 < d3

1 < d3
2 < d4

2 [17].

Distancia Antigénica basada: d4
3 < d4

2 < d3
2 < d3

1 < d4
1 < d2

1 [13].

2. Tasas de reinfección basadas en distancia entre serotipos: Las tasas de

reinfección indican las tasas en las que los individuos adquieren una infección sub-

secuente debida a la susceptibilidad causada por algún tipo de infección previa. El

orden de magnitud en las tasas es de dos tipos según la distancia entre serotipos:

Reinfección con base en distancia genética: r4
1 < r4

3 < r2
1 < r3

1 < r3
2 < r4

2.

Este orden, induce jerarqúıa de reinfección asociada a las Matrices de Reinfec-

ción indicadas en la Tabla 5.3:

h2 > h3 > h4 > h1.

Reinfección con base en distancia antigénica: r4
3 < r4

2 < r3
2 < r3

1 <

r4
1 < r2

1. Este orden, induce jerarqúıa de reinfección asociada a las Matrices de

Reinfección indicadas en la Tabla 5.4: h1 > h2 > h3 = h4.

94



5.6. ESCENARIOS DE INTERACCIONES ENTRE SEROTIPOS DE DENGUE

3. Tipo de reinfección por reacción cruzada de cada serotipo:

Protección. Las tasas de reinfección tienen valores menores o igual a uno,

0 ≤ rji ≤ 1, pues esto representa una disminución de la susceptibilidad a una

infección subsecuente, esto es, disminuye el efecto de la tasa de transmisión

debido al tipo de infección previa.

Amplificación. Las tasas de reinfección tienen valores mayores a uno, rji ≥ 1,

pues esto representa un aumento en la susceptibilidad a infecciones subsecuen-

tes, lo cual incrementa el efecto de la tasa de transmisión debido al tipo de

infección previa.

4. Transmisión de cada serotipo: Las tasas de transmisión son el producto de la

tasa de contacto mosquito humano y la probabilidad de que ese contacto genere una

infección. Los parámetros de transmisión αi y βi se toman como:

Transmisión homogénea, es decir todas las tasas de infección (humano-

vector y vector-humano) son iguales. Esto es, αi = αj y βi = βj, para todo

i, j ∈ {1, 2, 3, 4}

Transmisión heterogénea, es decir, las tasas de infección (humano-vector

y vector-humano) son todas distintas. Esto es, αi 6= αj y βi = βj, para todo

i, j ∈ {1, 2, 3, 4}

Los valores de los parámetros usados en distintos escenarios de interacciones entre

serotipos mediante reinfección y transmisión se describen en el Caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 6

Simulaciones: Interacciones entre

serotipos

El objetivo en este caṕıtulo es explorar el efecto de las interacciones entre serotipos

definidas en el Caṕıtulo (5) en la dinámica de los cuatro serotipos, en términos de cercańıa

(genética y antigénica) entre serotipos, el tipo de reinfección (protección y amplificación),

y jerarqúıa de transmisión de los serotipos.

Para explorar los patrones de infecciones por cada serotipo, y el posible cambio en

las frecuencias de su ocurrencia en una población de hospederos humanos, se muestran

series de tiempo, casos acumulados, y transformada de Fourier para identificar frecuencias

dominantes en la dinámica de infecciones.

Las simulaciones se generaron para 100 años. Las series de tiempo se muestran en

d́ıas, los casos acumulados se tomaron de forma anual y el análisis de frecuencias de

Fourier para casos acumulados de forma semanal.

Las simulaciones computacionales se realizaron en Python 3.7.1 usando la siguiente

documentación:

Para resolver sistemas de ecuaciones diferenciales el método scipy.integrate.solve ivp.

Link: click para ir a la url scipy

Para calcular la transformada de Fourier de las series de tiempo paqueteŕıa np.fft.fft.

Link: click para ir a la url numpy.
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6.1. RESUMEN DEL MODELO

6.1. Resumen del modelo

Para las simulaciones de este Caṕıtulo usamos el modelo (6.1) con la suposición de

que la tasa de reclutamiento de humanos es la misma que su tasa de mortalidad, y que

las poblaciones totales de humanos y mosquitos son N = 1,M = 1 [5]. Aśı, tenemos que

la transmisión es de tipo acción de masas en el modelo de interacciones multiserotipo, ya

que no se cuenta con datos sobre las unidades de las tasas de reinfección. Por otro lado,

el modelo incorpora forzamiento periódico en la tasa de reclutamiento de los mosquitos

para incluir el factor ecológico [74]. El diagrama compartamental de la población humana

del modelo se encuentra en la Figura 6.1.

Figura 6.1: Diagrama de compartimientos del modelo (6.1).
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Las ecuaciones para la población humana son:

Ṡ = µh − (B1 + · · ·+B4)S − µhS,
U̇i = Bi

(
S + ri1W1 + ri2W2 + ri3W3 + ri4W4

)
− (γi + µh)Ui,

Ẇi = γwi Ui −
(
r1
iB1 + r2

iB2 + r3
iB3 + r4

iB4

)
Wi − µhWi,

Ṙ = γr1U1 + γr2U
r
2 + γr3U

r
3 + γr4U

r
4 − µhR. (6.1)

Y las ecuaciones para lo población de mosquitos,

Ṡv = Πv − (A1 + A2 + A3 + A4)Sv − µvSv,
V̇i = AiSv − µvVi,

donde, Πv = µv(1 + kcos(2π/365)), γwi := rwi γi,γ
r
i := (1− rwi )γi con γwi + γri = γi como se

definieron en el Caṕıtulo 5. En este modelo, las fuerzas de infección se expresan como:

Ai = αiUi, Bi = βiVi

Por otra parte, los parámetros usados en las simulaciones se basan en los valores de

la tabla :

Parámetro Notación Valor

Tasa de mortalidad de los humanos µh 1/(75 ∗ 365)

Tasa de transmisión efectiva humano-vector αi 0.2 ∈ [0.2, 1]

Tasa de recuperación de los humanos γi 1/7 ∈ [1/12, 1/4]

Tasa de mortalidad de los mosquitos µv 1/15 ∈ [1/15, 1/10]

Tasa de transmisión efectiva vector-humano βi 0.8 ∈ [0.2, 1]

Cuadro 6.1: El rango de los parámetros se obtuvo de [54]. Por otra parte, las tasas de

ingreso a las clases de susceptibles, y a recuperación completa son γwi = rwi gi g
r
i = (1−rwi )

de modo que γwi + γri = γi. El valor base que se toma es rwi = 0.9.
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6.2. Escenarios de interacciones entre serotipos de

dengue

Siguiendo la terminoloǵıáıa biológica, el término homogéneo se refiere que los paráme-

tros utilizados son iguales, mientras que heterogeneidad, se refiere a que éstos tienen

distintos valores.

En las observaciones generales, el término alternancia se refiere a que hay intervalos

de tiempo en los que ocurren mayor número de infecciones por algunos serotipos de

dengue, pero no de otros. Por otra parte, el término cocirculación indica la ocurrencia de

más de dos serotipos durante un intervalo de tiempo. La magnitud de los brotes denota

el número de casos de infecciones, o al número de casos acumulados.

Usamos las Matrices de Reinfección basadas en distancia genética (Tabla 6.2), y en

distancia antigénica (Tabla 6.3) con valores de los parámetros de transmisión, homogénea

y heterogénea, en el intervalo [0, 1][12]. Homogénea se refiere a que los parámetros de

transmisión de todos los serotipos son iguales (αi, βi, para i ∈ {1, ..., 4}). Heterogénea se

refiere a que los valores para dichos parámetros son diferentes para cada serotipo. Estos

valores son elegidos para comparar con la jerarqúıa de reinfección definida en el Caṕıtulo 3.

Los valores de los parámetros se seleccionaron motivados por las siguientes observaciones:

Las sucesiones de infecciones DENV1/DENV2 y DENV1/DENV3 [39] están asociadas

con Dengue severo, donde los serotipos DENV1 con DENV2 y DENV1 con DENV3 se

reportan como los serotipos antigenicamente más lejanos [48, 13]; y sin embargo un estudio

de números reproductivos [61], indicó que los serotipos DENV4 y DENV3 en su aparición

en regiones de América, teńıan números reproductivos más altos que los otros serotipos

[61]. Aśı, buscamos explorar escenarios en los cuales la susceptibilidad del hospedero

inducida por infecciones previas es más alta para los serotipos lejanos, mientras que los

serotipos más cercanos tienen mayor transmisión que éstos. Con este fin, utilizamos la

jerarqúıa de reinfección y los números reproductivos obtenidos del modelo (6.1), siendo

la tasa de reclutamiento de los mosquitos constante (Caṕıtulo 4). Aśı, en el caso de

transmisión heterogénea, asignamos las menores tasas de reinfección a los serotipos con

mayor transmisión. En la Matriz de Reinfección basada en distancia genética, h2 > h3 >

h4 > h1, por lo cual, escogemos valores para las tasas de transmisión tales que α2 < α3 <

α4 < α1 y β2 < β3 < β4 < β1, lo que implica que los números reproductivos por serotipo

cumplen que R02 < R03 < R04 < R01. En la Matriz de Reinfección basada en distancia
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antigénica, h1 > h2 > h3 > h4, por lo que, se toman tasas de transmisión tales que

α1 < α2 < α3 < α4 y β1 < β2 < β3 < β4. Aśı, R01 < R02 < R03 < R04. Los esquemas de

comparación entre jerarqúıas de reinfección y de transmisión (en términos de los números

reproductivos básicos) se muestran en las Figuras Fig.6.2(A) para Reinfección basada en

distancia genética y Fig.6.2(B) para Reinfección basada en distancia antigénica.

Figura 6.2: Representación de la comparación entre reinfección y transmisión mediante

valores de jerarqúıa de reinfección y los números reproductivos. Los sub́ındices indican

el número de serotipo i ∈ {1, ..., 4}. (A) Comparaciones para la Reinfección basada en

distancia genética. (B) Comparaciones para la Reinfección basada en distancia antigénica.

Valores espećıficos se muestran en la Tabla. 6.4.

Las series de tiempo de casos diarios generados por el modelo (6.1) aśı como gŕaficas

de casos anuales acumulados y transformadas de Fourier de casos semanalaes acumulados

se dividen en cuatro casos (Casos I, II, II y IV) para explorar tres aspectos: 1. Interacciones

entre serotipos basadas en distancia entre ellos (usando Matrices de Reinfección basdas en

distancias genética y antigénica), 2. Tipos de reacción inmunológica cruzada (protección

y amplificación), y 3. Tasas de transmisión (homogénea y heterogénea). Todas las simula-

ciones usan matrices de las Tablas 6.2 para Matrices de Reinfección basadas en distancia

genética y Tabla 6.3 para Matrices de Reinfección basadas en distancia antigénica. El

resto de los parámetros se indican en la Tabla 6.1.

Un resumen de Jerarqúıas de Reinfección para ambos tipos de Matrices de Reinfección se

muestra en la Tabla 6.4.
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Matrices de Reinfección R basadas en distancia genética

Protección Amplificación

R =


0. 0.7 0.8 0.5

0.7 0. 0.9 1.

0.8 0.9 0. 0.6

0.5 1. 0.6 0.

 R =


0. 1.7 1.8 1.5

1.7 0. 1.9 2.

1.8 1.9 0. 1.6

1.5 2. 1.6 0.


[hi] = [2, 2.6, 2.3, 2.1] [hi] = [5, 5.6, 5.3, 5.1]

Cuadro 6.2: Reinfección basada en distancia genética Matrices de Reinfección R para

protección y amplificación. Las tasas de reinfección satisfacen r4
1 < r4

3 < r2
1 < r3

1 < r3
2 < r4

2.

Jerarqúıa de Reinfección por serotipo hi para i ∈ {1, ..., 4} gives h2 > h3 > h4 > h1.

Matrices de Reinfección R basadas en distancia antigénica

Protección Amplificación

R =


0. 1. 0.9 0.8

1. 0. 0.7 0.6

0.9 0.7 0. 0.5

0.8 0.6 0.5 0.

 R =


0. 2. 1.9 1.8

2. 0. 1.7 1.6

1.9 1.7 0. 1.5

1.8 1.6 1.5 0.


[hi] = [2.7, 2.3, 2.1, 1.9] [hi] = [5.7, 5.3, 5.1, 4.9]

Cuadro 6.3: Reinfección basada en distancia antigénica Matrices de Reinfección R para

protección y amplificación. Las tasas de reinfección satisfacen r4
3 < r4

2 < r3
2 < r4

1 < r3
1 < r2

1.

Jerarqúıa de Reinfección por serotipo hi para i ∈ {1, ..., 4} gives h1 > h2 > h3 > h4.

Jerarqúıa de Reinfección

Protección Amplificación

Genética [hi] = [2, 2.6, 2.3, 2.1] [hi] = [5, 5.6, 5.3, 5.1]

Antigénica [hi] = [2.7, 2.3, 2.1, 1.9] [hi] = [5.7, 5.3, 5.1, 4.9]

Cuadro 6.4: Jerarqúıa de Reinfección por serotipo hi para cada serotipo i ∈ {1, ..., 4}. La

jerarqúıa obtenida para la Matriz de Reinfección basada en distancia genética es h2 >

h3 > h4 > h1. La jerarqúıa obtenida para la Matriz de Reinfección basada en distancia

antigénica es h1 > h2 > h3 > h4.
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Descripción de parámetros para cada caso (Casos I-IV):

1. Caso I. Transmisión homogénea: αi = 0.1 y βi = 0.4, para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} que

dan números reproductivos R0i = 1.97 para cada i ∈ {1, ..., 4}.

2. Caso II. Transmisión heterogénea. Para la Matriz de Reinfección basada en distancia

genética [αi] = [0.25, 0.10, 0.15, 0.20] y [βi] = [0.55, 0.40, 0.45, 0.50] que dan números

reproductivos:

[R01, R02, R03, R04] = [3.67, 1.97, 2.57, 3.13] con R04 > R01 > R03 > R02. Para la

Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica: [αi] = [0.10, 0.15, 0.20, 0.25]

y [βi] = [0.40, 0.45, 0.50, 0.55] con números reproductivos [R01, R02, R03, R04] =

[1.97, 2.57, 3.13, 3.67] donde R04 > R03 > R02 > R01.

Para los Casos III y IV, usamos tasas de transmisión más altas (relativas a los

Casos I y II) para explorar posibles cambios en la dinámica de los cuatro tipos de

infecciones al incrementar dichas tasas.

3. Caso III. Transmisión homogénea: αi = 0.2 y βi = 0.8 que dan números reproduc-

tivos [R0i] = [3.95] para toda i ∈ {1, 2, 3, 4}.

4. Casos IV. Transmisión heterogénea. Para la Matriz de Reinfección basada en dis-

tancia genética: [αi] = [0.35, 0.20, 0.25, 0.30] y [βi] = [0.80, 0.65, 0.70, 0.75] que dan

números reproductivos [R01, R02, R03, R04] = [5.23, 3.56, 4.14, 4.69] con R04 > R01 >

R03 > R02. Para la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica: [αi] =

[0.20, 0.25, 0.30, 0.35] y [βi] = [0.65, 0.70, 0.75, 0.80] que dan [R01, R02, R03, R04] =

[3.56, 4.14, 4.69, 5.23] con R04 > R03 > R02 > R01.

102



6.2. ESCENARIOS DE INTERACCIONES ENTRE SEROTIPOS DE DENGUE

Tasas de transmisión y números reproductivos para los casos I, II, III, IV

Genética Caso I Caso II Caso III Caso IV

αi 0.1 [0.25, 0.10, 0.15, 0.20] 0.2 [0.35, 0.20, 0.25, 0.30]

βi 0.4 [0.55, 0.40, 0.45, 0.50] 0.8 [0.80, 0.65, 0.70, 0.75]

R0i 1.97 [3.67, 1.97, 2.57, 3.13] 3.95 [4.02, 2.42, 2.96, 3.49]

Antigénica Caso I Caso II Caso III Caso IV

αi 0.1 [0.10, 0.15, 0.20, 0.25] 0.2 [0.20, 0.25, 0.30, 0.35]

βi 0.4 [0.40, 0.45, 0.50, 0.55] 0.8 [0.65, 0.70, 0.75, 0.80]

R0i 1.97 [1.97, 2.57, 3.13, 3.67] 3.95 [2.42, 2.96, 3.49, 4.02]

Cuadro 6.5: Tasas de transmisión y números reproductivos para los casos I, II, III, IV. La

jerarqúıa obtenida para la Matriz de Reinfección basada en distancia genética es h2 > h3 >

h4 > h1, para protección [hi] = [2, 2.6, 2.3, 2.1], y para amplificación [hi] = [5, 5.6, 5.3, 5.1].

La jerarqúıa obtenida para la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica es

h1 > h2 > h3 > h4., para protección [hi] = [2.7, 2.3, 2.1, 1.9], y para amplificación

[hi] = [5.7, 5.3, 5.1, 4.9].
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6.3. Caso I: Reinfección con transmisión homogénea.

En este caso, los parámetros de transmisión son αi = 0.1 y βi = 0.4, para toda

i ∈ {1, 2, 3, 4} que dan números reproductivos R0i = 1.97 para toda i ∈ {1, ..., 4}. Las

matrices de Reinfección y las Jerarqúıas asociadas se muestran en las Tablas 6.2, 6.3

y 6.4. Las series de tiempo en Fig.6.3 muestran co-circulación de los cuatro serotipos,

en ambos casos de Matrices de Reinfección (distancias genética y antigénica), y ambos

tipos de reacción inmunológica cruzada (Figs.6.3A- 6.3D). Regularidad en brotes anuales

sincronizados occurren para el caso de protección (Fig.6.3A y Fig.6.3C). Infecciones U2, U3,

que tienen jerarqúıas de reinfección más altas que otros serotipos, con h2 = 2.6,h3 = 2.3

para reinfección basada en distancia genética, y U1, U2, h1 = 2.7,h2 = 2.3 para reinfección

basada en distancia antigénica, tienen la incidencia más alta durante los 50 años que las

simulaciones indican (Fig.6.3A y Fig.6.3C). Para amplificación h2 = 5.6,h3 = 5.3 para la

reinfección con base en distancia genética (Fig.6.3B) y h1 = 5.7,h2 = 5.3 para reinfección

con base en distancia antigénica (Fig.6.3D). Los patrones en la dinámica para el caso

de reinfección basada en distancia genética indican clústers de aproximadamente 10 años

con brotes anuales de los cuatro serotipos. En ambos casos de reinfecciones (con base en

distancia genética y antigénica), amplificación promueve dinámica con más irregularidad

que en el caso de protección.

La incidencia anual acumulada de infecciones con jerarqúıa de reinfección más alta,

U1 en el caso de distancia genética (Fig.6.4A) y U2 en el caso de distancia antigénica

(Fig.6.4C), es mayor que la de los otros serotipos. Mientras que amplificación, en ambos

casos, lleva a ciclos de cerca de 10 años con brotes anuales (Incidencia anual acumulada

en Fig.6.4). Esto sugiere que para transmisión homogénea, con valores de los números

reproductivos R0i = 1.9, las jerarqúıas de reinfección más altas parecen inducir cambios

en la alternancia de brotes de infecciones por distintos serotipos.

En la dinámica de infecciones por distintos serotipos, las frecuencias dominantes para

el caso de protección, corresponden a periodos de 1 año, 6, 4.5, y 3 meses aproximadamente

Figs.6.5A-6.5D. Para amplificación, también ocurren las mismas frecuencias dominantes

que para protección pero con otras frecuencias intermedias (Figs.6.5B y 6.5D). Estas

observaciones indican que para transmisión homogénea que da números reproductivos

R0i = 1.9, i ∈ {1, ..., 4}, la reacción de tipo amplificación induce más variabilidad en las

frecuencias dominantes de la dinámica de los cuatro serotipos.
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Figura 6.3: Series de Tiempo de infecciones indicadas anualmente (Ui, i ∈ {1, ..., 4}),
durante 50 años después de 50 años de tiempo de dinámica transitoria (no se muestran en

estas figuras). Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Reinfección

basada en distancia antigénica (C) y (D). Subfiguras muestran series de tiempo para los

primeros dos años de periodo transitorio. Condiciones iniciales S0 = 1, Ui = 1/105,Wi =

0, R = 0, Sv = 1, Vi = 0 para toda i ∈ {1, ..., 4}. Los parámetros de transmisión son

αi = 0.1 y βi = 0.4, para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} que dan números reproductivos R0i = 1.97

para toda i ∈ {1, ..., 4}. Parámetros de reinfección como se indican en las Tablas 6.2, 6.3.

Otros parámetros en Tabla 6.1.
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Figura 6.4: Casos acumulados de infecciones (por año) (Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para 50 años

después de 50 años de periodo transitorio (no se muestran en estas figuras). Matriz de

Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Reinfección basada en distancia an-

tigénica (C) y (D). Los parámetros de transmisión son αi = 0.1 y βi = 0.4, para toda

i ∈ {1, 2, 3, 4} que dan números reproductivos R0i = 1.97 para toda i ∈ {1, ..., 4}. Matriz

de Reinfección basada en distancia antigénica (C) y (D). Parámetros de reinfección como

se indican en las Tablas 6.2, 6.3. Otros parámetros en Tabla 6.1.
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Figura 6.5: Transformada de Fourier de series de tiempo (casos semanales) de infecciones

(Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para un periodo de 50 años después de 50 años de dinámica transitoria

(no calculada). Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Reinfección

basada en distancia antigénica (C) y (D). Los parámetros de transmisión son αi = 0.1 y

βi = 0.4, para toda i ∈ {1, 2, 3, 4} que dan números reproductivos R0i = 1.97 para toda

i ∈ {1, ..., 4}. Parámetros de reinfección como se indican en las Tablas 6.2, 6.3. Otros

parámetros en Tabla 6.1.
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6.4. Caso II: Reinfección con transmisión heterogénea

En este Caso, para Matrices de Reinfección basadas en distancia genética, tomamos

los parámetros de transmisión: [αi] = [0.25, 0.10, 0.15, 0.20] y [βi] = [0.55, 0.40, 0.45, 0.50],

que dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] = [3.67, 1.97, 2.57, 3.13] con R04 >

R01 > R03 > R02. Para la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica, los

parámetros de transmisión son: [αi] = [0.10, 0.15, 0.20, 0.25] y [βi] = [0.40, 0.45, 0.50, 0.55],

que dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] = [1.97, 2.57, 3.13, 3.67] con R04 >

R03 > R02 > R01. Las series de tiempo muestran brotes irregulares, que se alternan en am-

bos casos, protección y amplificación y en ambos tipos de reinfección (genética y antigéni-

ca), Figs.6.6A-6.6D. En contraste con el Caso I, aqúı, las infecciones U4, U1 y U2, U3, las

cuales tienen jerarqúıas de reinfección más bajas (h4 = 2.1,h1 = 2 y h2 = 2.3,h3 = 2.1),

pero números reproductivos más altos, tienen brotes con mayor número de casos que

los otros serotipos. Para amplificación, se observa irregularidad con mayor frecuencia de

brotes de infecciones. Para protección, las Figs.6.6A y 6.6C muestran intervalos de (apro-

ximadamente) 2-5 años entre brotes de infecciones de serotipos más cercanos (U1, U4 en el

caso de distancia genética Fig.6.6A, y U3, U4 en el caso de distancia antigénica Fig.6.6). En

el caso de distancia antigénica, el serotipo i = 1 se extingue en ambos casos, protección y

amplificación (Figs.6.6C y 6.6D). Figuras de incidencia anual acumulada, para reinfección

con base en distancia genética, en ambos casos, protección y amplificación muestran que

U4 y U1 tienen mayor número de casos acumulados anualmente (Fig.6.7A y 6.7D) Para

reinfección basada en distancia antigénica, U4 y U3 tienen más casos acumulados por año

que otros serotipos (Figs.6.7C y 6.7D). Las frecuencias dominantes en las Figs.6.8A-6.8D

indican que transmisión heterogénea induce mayor variabilidad en los los patrones de fre-

cuencia donde las infecciones con serotipos que tienen números reproductivos más altos

tienen mayor potencia que los otros.
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Figura 6.6: Series de Tiempo de infecciones indicadas anualmente (Ui, i ∈ {1, ..., 4}),
durante 50 años después de 50 años de tiempo de dinámica transitoria (no se mues-

tran en estas figuras). Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B).

Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica (C) y (D). Subfiguras muestran

series de tiempo para los primeros dos años de periodo transitorio. Condiciones inicia-

les S0 = 1, Ui = 1/105,Wi = 0, R = 0, Sv = 1, Vi = 0 para toda i ∈ {1, ..., 4}. pa-

ra Matrices de Reinfección basadas en distancia genética, [αi] = [0.25, 0.10, 0.15, 0.20]

y [βi] = [0.55, 0.40, 0.45, 0.50] que dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] =

[3.67, 1.97, 2.57, 3.13] con R04 > R01 > R03 > R02. Para Matriz de Reinfección basada

en distancia antigénica, [αi] = [0.10, 0.15, 0.20, 0.25] y [βi] = [0.40, 0.45, 0.50, 0.55] que

dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] = [1.97, 2.57, 3.13, 3.67] con R04 > R03 >

R02 > R01. Parámetros de reinfección como se indican en las Tablas 6.2, 6.3. Otros

parámetros en Tabla 6.1.
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Figura 6.7: Casos acumulados de infecciones (por año) (Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para 50 años

después de 50 años de periodo transitorio (no se muestran en estas figuras). Matriz

de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Reinfección basada en distan-

cia antigénica (C) y (D). Para Matrices de Reinfección basadas en distancia genética,

[αi] = [0.25, 0.10, 0.15, 0.20] y [βi] = [0.55, 0.40, 0.45, 0.50] que dan números reproduc-

tivos [R01, R02, R03, R04] = [3.67, 1.97, 2.57, 3.13] con R04 > R01 > R03 > R02. Para

la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica: [αi] = [0.10, 0.15, 0.20, 0.25]

y [βi] = [0.40, 0.45, 0.50, 0.55] que dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] =

[1.97, 2.57, 3.13, 3.67] con R04 > R03 > R02 > R01. Parámetros de reinfección como se

indican en las Tablas 6.2, 6.3. Otros parámetros en Tabla 6.1.
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6.4. CASO II: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HETEROGÉNEA
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Figura 6.8: Transformada de Fourier de series de tiempo (casos semanales) de infecciones

(Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para un periodo de 50 años después de 50 años de dinámica transi-

toria. Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Reinfección basada

en distancia antigénica (C) y (D). Para Matrices de Reinfección basadas en distancia

genética, [αi] = [0.25, 0.10, 0.15, 0.20] y [βi] = [0.55, 0.40, 0.45, 0.50] que dan números re-

productivos [R01, R02, R03, R04] = [3.67, 1.97, 2.57, 3.13] con R04 > R01 > R03 > R02.

Para la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica, [αi] = [0.10, 0.15, 0.20, 0.25]

y [βi] = [0.40, 0.45, 0.50, 0.55] que dan números reproductivos [R01, R02, R03, R04] =

[1.97, 2.57, 3.13, 3.67] con R04 > R03 > R02 > R01. Parámetros de reinfección como se

indican en las Tablas 6.2, 6.3. Otros parámetros en Tabla 6.1.

111



6.5. CASO III: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HOMOGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)

En los casos III y IV, las simulaciones incluyen tasas de transmisión más altas

(valores en [0, 1] basados en [12]) que también dan números reproductivos más altos que

en los Casos I y II.

6.5. Caso III: Reinfección con transmisión homogénea

(números reproductivos más altos)

Aqúı usamos αi = 0.2 y βi = 0.8, i ∈ {1, 2, 3, 4} que dan números reproductivos

R0i = 3.95 para toda i ∈ {1, 2, 3, 4}. Las matrices de Reinfección y las Jerarqúıas de

Reinfección se muestran en las Tablas 6.2, 6.3 y 6.4. Las series de tiempo en Figs.6.9A-

6.9-D muestra cocirculación de los cuatro serotipos para ambos tipos de Matrices de

Reinfección con base en distancia entre serotipos y ambos tipos de reacción inmunológica

cruzada (Figs.6.9A-6.9D). Infecciones U2, U3 para reinfección basada en distancia genéti-

ca, que tienen jerarqúıa de reinfección más alta con h2 = 2.6,h3 = 2.3, y U1, U2 con

h1 = 2.7,h2 = 2.3 para la reinfección con base en distancia antigénica, tienen inciden-

cia más alta que los otros serotipos (Figs.6.9A y 6.9C para el caso basado en distancia

genética y Figs.6.9B y 6.9D para el caso antigénico). A diferencia del Caso I, protección

con mayor transmisión homogénea promueve mayor irregularidad en la dinámica de las

infecciones por los cuatro serotipos (Figs.6.9A y 6.9C). En este caso, parece que hay entre

1 y 2 años entre brotes de los serotipos más cercanos (U1 y U4 en el caso de distancia

genética en Fig.6.9A y U3 y U4 en el caso de distancia antigénica Fig.6.9C. En cambio,

para amplificación ocurren brotes regulares cada 1-2 años (Figs.6.9B y 6.9D). En este ca-

so, para tasas de transmisión más altas que en caso I, amplificación parece regularizar la

dinámica de las infecciones. Este comportamiento también se observa en casos acumulados

en Figs.6.10C y 6.10D. La transformada de Fourier para cada serie de tiempo (semanal)

que se muestra en las Figs.6.11A y 6.11C indica que para protección en ambos tipos de

reinfección (genética y antigénica) ocurre mayor variabilidad en las frecuencias dominan-

tes. En cambio, para amplificación aparecen 8 frecuencias dominantes, que corresponden

a periodos de 2 años, 1 año, 6, 9, 5, 4.5, 4, y 3.5 meses aproximadamente (Figs.6.11B y

6.11D).
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6.5. CASO III: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HOMOGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.9: Series de Tiempo de infecciones indicadas anualmente (Ui, i ∈ {1, ..., 4}),
durante 50 años después de 50 años de tiempo de dinámica transitoria (no se mues-

tran en estas figuras). Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B).

Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica (C) y (D). Subfiguras muestran

series de tiempo para los primeros dos años de periodo transitorio. Condiciones iniciales

S0 = 1, Ui = 1/105,Wi = 0, R = 0, Sv = 1, Vi = 0 para toda i ∈ {1, ..., 4}. Matriz de

Reinfección basada en distancia antigénica con tipo de reacción cruzada: (C) y (D). Sub-

figuras muestran series de tiempo para los primeros dos años de periodo transitorio. Los

parámetros de transmisión son homogénea: αi = 0.2 y βi = 0.8, que dan [R0i] = [3.95] pa-

ra toda i ∈ {1, 2, 3, 4}. Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3, otros parámetros

de la Tabla 6.1.
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6.5. CASO III: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HOMOGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.10: Casos acumulados de infecciones (por año) (Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para 50 años

después de 50 años de periodo transitorio. Matriz de Reinfección basada en distancia

genética con tipo de reacción cruzada: (A) y (B). Matriz de Reinfección basada en dis-

tancia antigénica con tipo de reacción cruzada: (C) y (D). Los parámetros de transmisión

son homogénea: αi = 0.2 y βi = 0.8, que dan [R0i] = [3.95] para toda i ∈ {1, 2, 3, 4}.
Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3, otros parámetros de la Tabla 6.1.
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6.5. CASO III: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HOMOGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.11: Transformada de Fourier de series de tiempo (casos semanales) de infecciones

(Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para un periodo de 50 años después de 50 años de dinámica transitoria.

Matriz de Reinfección basada en distancia genética con tipo de reacción cruzada: (A) y

(B). Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica con tipo de reacción cruzada:

(C) y (D). Los parámetros de transmisión son homogénea: αi = 0.2 y βi = 0.8, que dan

[R0i] = [3.95] para toda i ∈ {1, 2, 3, 4}. Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3,

otros parámetros de la Tabla 6.1.
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6.6. CASO IV: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HETEROGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)

6.6. Caso IV: Reinfección con transmisión heterogénea

(números reproductivos más altos)

En este caso, los parámetros de transmisión son diferentes y más altos que en el

escenario II. Para reinfección basada en distancia genética: [αi] = [0.35, 0.20, 0.25, 0.30]

y [βi] = [0.80, 0.65, 0.70, 0.75], que dan [R01, R02, R03, R04] = [5.23, 3.56, 4.14, 4.69], pa-

ra los cuales R04 > R01 > R03 > R02. Para reinfección basada en distancia antigénica:

[αi] = [0.20, 0.25, 0.30, 0.35] y [βi] = [0.65, 0.70, 0.75, 0.80], que dan [R01, R02, R03, R04] =

[3.56, 4.14, 4.69, 5.23], para los cuales R04 > R03 > R02 > R01. Las series de tiempo

muestran la ocurrencia irregular de brotes de infecciones en el caso de protección en la

reinfección basada en distancia genética, infecciones U1 con jerarqúıa de reinfección más

baja h1 = 2.1, pero las tasas de transmisión más altas (α1 = 0.35, βi = 0.8), tienen brotes

con mayor número de casos que otros serotipos (Fig.6.12A). En cambio la amplificación ge-

nera brotes anuales sincronizados de infecciones por los cuatro serotipos (Fig.6.12B). Para

reinfección basada en distancia antigénica también se observan brotes anuales sincroniza-

dos, en los cuales U4 y U3, con h4 = 4.9,h3 = 5.1 y α4 = 0.35, α3 = 0.3, β4 = 0.8, β3 = 0.75

tienen brotes con mayor número de casos que otros serotipos (Figs.6.12C y 6.12D). En

este caso, serotipo i = 1 se extingue con amplificación (Fig.6.12D y casos acumulados en

Fig.6.13D), pero permanece con reacción de tipo protección (Fig.6.12C y casos acumula-

dos 6.13C). Las frecuencias dominantes indican que hay alta variabilidad en frecuencias

dominantes para protección en la reinfección basada en distancia genética (Fig.6.14A),

mientras que hay 8 frecuencias dominantes que corresponden a periodos de 2 años, 1 año,

6, 9, 5, 4.5, 4, y 3.5 meses aproximadamente en amplificación para reinfección basada en

distancia genética (Fig.6.14B), y para ambos, protección y amplificación en la reinfección

con base en distancia antigénica (Figs.6.14C y 6.14D).
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6.6. CASO IV: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HETEROGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.12: Series de Tiempo de infecciones indicadas anualmente (Ui, i ∈ {1, ..., 4}),
durante 50 años después de 50 años de tiempo de dinámica transitoria (no se muestran

en estas figuras). Matriz de Reinfección basada en distancia genética (A) y (B). Matriz

de Reinfección basada en distancia antigénica (C) y (D). Subfiguras muestran series de

tiempo para los primeros dos años de periodo transitorio. Condiciones iniciales S0 =

1, Ui = 1/105,Wi = 0, R = 0, Sv = 1, Vi = 0 para toda i ∈ {1, ..., 4}. para reinfección

basada en distancia genética: [αi] = [0.35, 0.20, 0.25, 0.30] y [βi] = [0.80, 0.65, 0.70, 0.75]

que dan [R01, R02, R03, R04] = [5.23, 3.56, 4.14, 4.69] para los cuales R04 > R01 > R03 >

R02. para reinfección basada en distancia antigénica: [αi] = [0.20, 0.25, 0.30, 0.35] y [βi] =

[0.65, 0.70, 0.75, 0.80] que dan [R01, R02, R03, R04] = [3.56, 4.14, 4.69, 5.23] para los cuales

R04 > R03 > R02 > R01. Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3, otros parámetros

de la Tabla 6.1.
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6.6. CASO IV: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HETEROGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.13: Casos acumulados de infecciones (por año) (Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para 50 años

después de 50 años de periodo transitorio. Matriz de Reinfección basada en distancia

genética con tipo de reacción cruzada: (A) y (B). Matriz de Reinfección basada en dis-

tancia antigénica con tipo de reacción cruzada: (C) y (D). Para reinfección basada en

distancia genética: [αi] = [0.35, 0.20, 0.25, 0.30] y [βi] = [0.80, 0.65, 0.70, 0.75] que dan

[R01, R02, R03, R04] = [5.23, 3.56, 4.14, 4.69] para los cuales R04 > R01 > R03 > R02.

Para reinfección basada en distancia antigénica: [αi] = [0.20, 0.25, 0.30, 0.35] y [βi] =

[0.65, 0.70, 0.75, 0.80] que dan [R01, R02, R03, R04] = [3.56, 4.14, 4.69, 5.23] para los cuales

R04 > R03 > R02 > R01. Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3, otros parámetros

de la Tabla 6.1.
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6.6. CASO IV: REINFECCIÓN CON TRANSMISIÓN HETEROGÉNEA (NÚMEROS
REPRODUCTIVOS MÁS ALTOS)
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Figura 6.14: Transformada de Fourier de series de tiempo (casos semanales) de in-

fecciones (Ui, i ∈ {1, ..., 4}) para un periodo de 50 años después de 50 años de

dinámica transitoria. Matriz de Reinfección basada en distancia genética con tipo de

reacción cruzada: (A) y (B). Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica

con tipo de reacción cruzada: (C) y (D). Para Matriz de Reinfección basada en dis-

tancia genética: [αi] = [0.35, 0.20, 0.25, 0.30] y [βi] = [0.80, 0.65, 0.70, 0.75] que dan

[R01, R02, R03, R04] = [5.23, 3.56, 4.14, 4.69] para los cuales R04 > R01 > R03 > R02. Para

la Matriz de Reinfección basada en distancia antigénica: [αi] = [0.20, 0.25, 0.30, 0.35] y

[βi] = [0.65, 0.70, 0.75, 0.80] que dan [R01, R02, R03, R04] = [3.56, 4.14, 4.69, 5.23] para los

cuales R04 > R03 > R02 > R01. Parámetros de reinfección de las Tablas 6.2, 6.3, otros

parámetros de la Tabla 6.1.
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Caṕıtulo 7

Resultados

Begin at the beginning, the King said gravely, and go on till you come to the

end: then stop. Lewis Carroll, Alice in Wonderland

El trabajo presentado en esta tesis es el desarrollo de un modelo matemático con

enfoque teórico para el estudio de interacciones multiserotipo, y su posible relación con

la ocurrencia de patrones alternantes en los brotes de infecciones por distintos serotipos.

El aspecto central del modelo es que las interacciones entre serotipos se representan

como tasas de reinfección que indican el grado de susceptibilidad de las personas que han

experimentado infecciones previas (Caṕıtulo 3).

De forma general, el desarrollo de esta tesis presenta tres puntos principales en la

modelación de transmisión de los serotipos del virus de dengue:

1. Planteamiento (Caṕıtulos 3 y 5): Caracteristicas particulares del modelo:

El modelo se construye a partir de la simplificación de un modelo comparta-

mental con secuencia de infecciones.

Representa el efecto de reacciones cruzadas mediante modificaciones en la sus-

ceptibilidad de individuos que han experimentado previas infecciones.

El proceso de reinfección se representa mediante de tasas de reinfección que

indican cambios en la susceptibilidad de individuos a infecciones subsecuentes

con respecto a infecciones previas.
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7.1. PLANTEAMIENTO DEL MODELO MULTISEROTIPO

Las interacciones entre serotipo permiten establecer una posible relación de

distancia y jerarqúıa entre serotipos.

2. Análisis Cualitativo del modelo autónomo (Caṕıtulo 4):

Positividad de las soluciones del modelo.

Invarianza del dominio de definición del modelo.

Estabilidad local del punto libre de la enfermedad.

Estabilidad global del punto libre de la enfermedad con respecto a las tasas de

reinfección.

Condiciones de existencia de puntos endemicos en las paredes del cono positivo

R13
+ .

3. Simulaciones numéricas (Caṕıtulo 6):

El modelo permite comparar distintos escenarios para tres caracteŕısticas im-

portantes: (1) Distancia entre serotipos (Genética vs antigénica), (2) Tipo de

reinfección (protección vs amplificación) y (3) Jerarqúıa de transmisión de los

serotipos.

En particular, el modelo permite explorar escenarios en que los serotipos lejanos

genética y antigénicamente se asocian a tasas de reinfección más altas, pero

tasas de transmisión más bajas con respecto a los otros serotipos.

A continuación presento un resumen de los resultados y observaciones importantes

obtenidos en este trabajo.

7.1. Planteamiento del modelo multiserotipo

Ecuaciones para los humanos:

Ṡ = Πh − (B1 +B2 +B3 +B4)S − µhS
U̇i = Bi

(
S + ri1W1 + ri2W2 + ri3W3 + ri4W4

)
− (γi + µh)Ui

Ẇi = γwi Ui −
(
r1
iB1 + r2

iB2 + r3
iB3 + r4

iB4

)
Wi − µhWi

Ṙ = γr1U1 + γr2U
r
2 + γ3U

r
3 + γ4U

r
4 − µhR (7.1)
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7.2. PROPIEDADES CUALITATIVAS DEL MODELO AUTÓNOMO

Ecuaciones para los mosquitos:

Ṡv = Πv − (A1 + A2 + A3 + A4)Sv − µvSv,
V̇i = AiSv − µvVi,

El modelo tiene 15 ecuaciones en total en contraste con las más de 100 ecuaciones en

los modelos compartamentales que incluyen desde infecciones primarias hasta cuaternarias

(Caṕıtulo 3).

7.2. Propiedades cualitativas del modelo autónomo

Teorema (Poblaciones totales asintóticamente constantes).

Las poblaciones totales de humanos y mosquitos del modelo (4.2) son asintóticamente

constantes, es decir,

ĺım
t→∞

N(t) =
Πh

µh
y ĺım

t→∞
M(t) =

Πv

µv

Teorema (Positividad de las soluciones).

Sean S(0), Ui(0),Wi(0), R(0) ∈ R10
+ y Sv(0), Vi(0) ∈ R5

+ para i = 1, 2, 3, 4 las condicio-

nes iniciales positivas del sistema (4.2). Entonces, las soluciones (S, Ui,Wi, R, Sv, Vi) del

modelo (4.2) son positivas para todo t > 0.

Teorema (Invarianza del dominio de definición del modelo).

Sean (S, Ui,Wi, R, Sv, Vi), i = 1, 2, 3, 4 las variables que definen la solución del sistema

(4.2) con condiciones iniciales (S(0), Ui(0),Wi(0), R(0), Sv(0), Vi(0) ∈ ΩHM . Sea Ωk el

conjunto compacto:

Ωk =

{
(S, Ui,Wi, R)|0 ≤ N(t) ≤ Πh

µh

}
∪
{

(Sv, Vi)|0 ≤M(t) ≤ Πv

µv

}
Ωk es un conjunto positivamente invariante y atractor bajo el flujo solución de la ecuación

(7.1)
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7.2. PROPIEDADES CUALITATIVAS DEL MODELO AUTÓNOMO

EL modelo (7.1) se reduce a 13 ecuaciones (7.2) usando que las poblaciones son

asintóticamente constantes:

Ṡ = Πh −

(
4∑
i=1

Bi

)
S − µhS

U̇i = Bi

(
S +

4∑
j=1

rijWj

)
− (γi + µh)Ui (7.2)

Ẇi = γwi Ui −

(
4∑
j=1

rjiBj

)
Wi − µhWi

V̇i = Ai

(
Πv/µv −

4∑
j=i

Vj

)
− µvVi

donde las fuerzas de infección son:

Ai = αi
Ui
N∞

, Bi = βi
Vi
N∞

, con N∞ =
Πh

µh

Teorema (Estabilidad Local del punto libre de la enfermedad).

Si el número reproductivo básico asociado al sistema (4.9) es menor que uno, entonces el

punto libre de la enfermedad

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω

es localmente aśıntoticamente estable.

Teorema (Estabilidad global del punto libre de la enfermedad).

Si R2
0 <

1

(1 + 4rM
γwM
µh

)
, donde rM := máxi,j r

i
j, con rji tasa de reinfección de serotipo

i a serotipo j, y γwM := máx γwi , i, j ∈ {1, 2, 3, 4} entonces el punto libre de la enfermedad

X0 = (Πh/µh, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ∈ Ω

del sistema (7.2) es globalmente asintóticamente estable.
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7.3. INTERACCIONES MULTISEROTIPO

Teorema (Existencia de los puntos de equilibrio en la frontera del cono positivo R13
+ ).

En el modelo reducido (7.2), para cada serotipo i, tal que el número reproductivo básico

asociado a este serotipo es mayor que uno, Ri > 1, existe el punto de equilibrio endémico

correspondiente a un sólo tipo de infección de tipo i.

Es decir, existe un punto de equilibrio Xe
i ∈ R13

+ ∪0∩Ω con variables Sei , U
e
i ,W

e
i , V

e
i

distintas de cero y U e
j = 0,W e

j = 0, V e
j = 0 para j 6= i.

7.3. Interacciones multiserotipo

La distinción crucial del modelo de interacciones multiserotipo propuesto en esta

tesis con respecto a los modelos previos es que, las relaciones entre serotipos, en particular

los enfoques de distancia (genética y antigénica) entre serotipos esta representada por las

tasas de reinfección las cuales se suponen relacionadas con las posibles variaciones de

susceptibilidad de los individuos que se recuperaron de infecciones previas. En cambio, no

se incluye una de las hipótesis del efecto de amplificación (ADE ) en la posible variación

en transmisibilidad de individuos que han tenido más de una infección, ya que el modelo

no contempla distinción del número de infecciones. Sin embargo, esta simplificación se

debe al interés de explorar relaciones de tipo y orden en que ocurren las infecciones y su

efecto en los patrones de cocirculación de más de un serotipo.

A continuación presento las definiciones de relaciones entre serotipos involucradas

en el modelo de la tesis.

Sean i, j ∈ {1, ..., 4}, decimos que el serotipo i interactúa con el serotipo j si la

infección del hospedero por serotipo i induce una reacción cruzada (ya sea de protección

o de amplificación) para adquirir una infección subsecuente de tipo j.

Definición (Matriz de reinfección para cuatro serotipos).

Sea R ∈ M4×4(R) cuyas entradas rij = rji , i, j ∈ {1, ..., 4} representan la tasa a

la cual individuos previamente infectados y recuperados de infección tipo i adquieren una

infección subsecuente del tipo j.

R =


r1

1 r2
1 r3

1 r4
1

r1
2 r2

2 r3
2 r4

2

r1
3 r2

3 r3
3 r4

3

r1
4 r2

4 r3
4 r4

4


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7.3. INTERACCIONES MULTISEROTIPO

Aśı, la interacción entre el serotipo i y el serotipo j se representa por la tasa de reinfec-

ción rji . Notemos que, la matriz de reinfección puede incluir tasas de reinfección rii que

representan reinfección por el mismo serotipo.

Mientras que, la hipótesis principal para definir distancia entre serotipos es la si-

guiente: La distancia entre serotipos en términos de las interacciones entre ellos está rela-

cionada con la susceptibilidad hacia infecciones posteriores debido a infecciones previas.

En este enfoque, la distancia entre los serotipos se relaciona con las tasas de reinfección

de la siguiente manera:

Suponemos que los serotipos más cercanos son más fácilmente reconocibles por el

sistema inmunológico del hospedero por lo que inducen disminución de la suscepti-

bilidad del hospedero y por tanto un decremento también en la tasa de reinfección

entre dichos serotipos.

Los serotipos más lejanos son menos reconocibles por el sistema inmunológico del

hospedero por lo que promueven un aumento de la susceptibilidad del hospedero y

por consiguiente un incremento en la tasa de reinfección entre dichos serotipos.

Sean i, j, k, l ∈ {1, ..., 4}, indicamos distancia entre serotipos a un número real adi-

mensional que relaciona pares de serotipos. Aśı, decimos que los serotipos i y j son más

cercanos (similares) que los serotipos k y l si

dji ≤ dlk

De este modo, la relación de distancia dji ≤ dlk, induce el mismo orden rji ≤ rlk,

i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}. En el caso de distancia simétrica, se tienen seis valores que indican

la distancia entre cada par de setrotipos. Por ejemplo, si suponemos que la distancia por

pares de los cuatro serotipos de dengue mantiene el orden d2
1 > d3

1 > d4
1 > d3

2 > d4
2 > d4

3,

entonces los valores de la tasas de reinfección asociadas a cada par de serotipos cumplen

que r2
1 > r3

1 > r4
1 >

3
2> r4

2 > r4
3.
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7.4. SIMULACIONES

7.4. Simulaciones

Las simulaciones numéricas presentan escenarios de comparación de tres aspectos:

(1) tipo de interacción entre serotipos, en este caso por distancias genética y antigénica,

(2) tipo de reacción cruzada (protección vs amplificación) y (3) tipo de transmisión (ho-

mogénea vs heterogénea). Las conclusiones obtenidas de las simulaciones en el Caṕıtulo

6 se resumen en los siguientes puntos:

1. Distancia entre serotipos: Genética vs antigénica.

El tipo de distancia (genética y antigénica) induce una jerarqúıa entre serotipos

que parece estar relacionada con la generación de un mayor número de casos

acumulados de serotipos con mayor jerarqúıa por reinfección (Caṕıtulo 3). Los

serotipos con mayor jerarqúıa son D1 y D3, para distancia genética, y D1 y D2

para distancia antigénica. En este sentido, aunque dicha jerarqúıa depende de

los valores espećıficos asignados a las tasas de reinfección, ésta parece indicar

que los serotipos más lejanos tienen jerarqúıas más altas que los demás (Ver

Caṕıtulo 5).

En ambos tipos de distancia entre serotipos, se observa mayor cocirculación de

los serotipos más lejanos, D2, D4 y D1, D2, para distancias genética y antigéni-

ca respectivamente. Patrones de alternancia de los serotipos cercanos parecen

estar asociados a la reinfección de tipo protección.

2. Tipo de reinfección: Protección vs amplificación. Las simulaciones con tasas de

reinfección de tipo protección sugieren que este tipo de reacción promueve patrones

de alternancia. Mientras que, la amplificación para ambos tipos de distancia entre

serotipos y ambos tipos de transmisión parece promover mayor regularidad en los

brotes de distintos serotipos.

3. Transmisión: Homogénea vs heterogénea. La transmisión homogénea en ambos

escenarios de distancia entre serotipos y tipo de reinfección, parece estar relacionado

con alternancia entre serotipos cercanos y cocirculación de serotipos lejanos.

El modelo que se presentó en esta tesis es un enfoque para estudiar la dinámica de

transmisión de los cuatro serotipos del virus de Dengue usando relaciones de similaridad

entre serotipos, mediante cambios en la susceptibilidad del hospedero. A diferencia de
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7.4. SIMULACIONES

modelos previos para interacción entre serotipos, los cuales descomponen el efecto de las

reacciones inmunológicas cruzadas en términos de suscetibilidad [26, 24], transmisibilidad

[27, 74], y mortalidad inducida por la enfermedad [50, 6, 15], el modelo descrito en este

trabajo se enfoca en la susceptibilidad, ya que esto permite definir relaciones entre las

tasas de reinfección y la historia de infecciones del hospedero (Caṕıtulo 3).

Para comparar las interacciones entre serotipos basadas en distancias genética y

antigénica [17, 13], y transmisibilidad por cada serotipo, definimos jerarqúıa de reinfec-

ción (Caṕıtulo 5). Esta jerarqúıa es usada para realizar comparaciones entre serotipos en

términos de cambios en la susceptibilidad del hospedero inducidas por infecciones pre-

vias. En el Caṕıtulo 3 la definición de Matriz de Reinfección incorpora susceptibilidad

del hospedero con 16 parámetros, 12 si no hay reinfección por el mismo serotipo (rii = 0

para i ∈ {1, ..., 4}) y, 6 parámetros si las tasas de reinfección son simétricas (rji = rij para

i ∈ {1, ..., 4}). Este enfoque de interacciones entre serotipos mejora los modelos anteriores

[27, 26, 5, 74, 6, 50] donde cercańıa entre serotipos se basa en parámetros que que no

distinguen el orden ni el tipo de infección subsecuente con respecto a infecciones previas.

Por otra parte, la dificultad de incorporar esta distinción lleva a tener una mayor incerti-

dumbre asociada a los parámetros de reinfección en comparación con los modelos previos

mencionados. El objetivo, sin embargo, ha sido aproximar interacciones entre serotipos

basadas en distancias genética y antigénica [17, 13] para lo cual se usaron parámetros

de reinfección base (Matrices de Reinfección en las Tablas 5.3 y 5.4) que coinciden con

previas referencias [26, 5, 6]. Estos parámetros, a pesar de que son espećıficos generan

patrones de alternancia en la dinámica de infecciones por distintos serotipos.

En las simulaciones numéricas, para Caso I (transmisión homogénea, αi = 0.1, βi = 0.4

para i ∈ {1, ..., 4}, [R0i] = [1.97], i ∈ {1, ..., 4}), la protección cruzada, para ambos tipos

de distancia entre serotipos, genera regularidad en los brotes de infecciones (Figs.6.3C

y 6.3D). Amplificación cruzada induce ciclos de aproximadamente 10-años de de bro-

tes anuales durante los 50 años después de 100 años de transitorio (Figs.6.3C y 6.3D).

En cambio, el Caso II (transmisión heterogénea αi ∈ [0.1, 0.25] y βi ∈ [0.4, 0.55] con

[R0i] ∈ [1.97, 3.67]) muestra brotes con irregularidad para ambos casos, protección cru-

zada y amplificación cruzada (Figs.6.6A-6.6D). En este caso, se observa la extinción de

los serotipos con tasas de transmisión más bajas en ambos casos, protección cruzada

y amplificación cruzada (Figs.6.6A y 6.6B para Reinfección basada en distancia genéti-

ca, y Figs.6.6C y 6.6D para Reinfección basada en distancia antigénica). En Caso III

(transmisión homogénea, αi = 0.2, βi = 0.8 que dan R0i = 3.95 para i ∈ {1, ..., 4}),
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observamos que la protección cruzada también genera irregularidad en los patrones de las

infecciones por distintos serotipos (Figs.6.9A y 6.9B) y amplificación cruzada. Es decir,

amplificaión cruzada también promueve regularidad en la dinámica (Figs.6.9C y 6.9D),

en contraste con la irregularidad en la dinámica de infecciones por distintos serotipos re-

portada en otros modelos [27, 5, 9]. En Caso IV (transmisión homogénea αi ∈ [0.2, 0.35] y

βi ∈ [0.65, 0.85] que dan R0i ∈ {3.56, 5.23}) brotes de infecciones ocurren anualmente de

forma sincronizada (Figs 6.12B-6.12D). Para reinfección basada en distancia antigénica,

amplificación cruzada induce extinción del serotipo con la tasa de transmisión más baja

Fig.6.12D. En resumen, las simulaciones que suponen transmisión homogénea (Casos I

y III) sugieren que las jerarqúıas de reinfección (hi para i ∈ {1, ..., 4}) obtenidas de las

Matrices de Reinfección, de distancias genética y antigénica, generan mayor cantidad de

infecciones anuales acumuladas para los serotipos dominantes (en jerarqúıa de reinfección)

(Figs.6.4A-D y 6.10A-D). En cambio, con la suposición de que los serotipos tienen tasas

de transmisión diferentes (Casos II y IV), se observa mayor incidencia acumulada de in-

fecciones para serotipos con tasas de transmisión más altas pero jerarqúıas de reinfección

más bajas.
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Caṕıtulo 8

Conclusiones y discusión

En esta tesis se desarrolló un enfoque de modelación matemática teórico de inter-

acciones multiserotipo, el cual permite explorar posibles hipótesis biológicas sobre las

relaciones entre serotipos mediante tasas de reinfección que involucran cambios en la sus-

ceptibilidad de los individuos. El término reinfección que se trató en esta tesis se refiere a

infección subsecuente por alguno de los serotipos del virus de dengue, lo que en términos

epidemiológicos permite reinfecciones por distintos serotipos además de que la estructura

del modelo permite incorporar las tasas de reinfección asociadas a reinfecciones por el

mismo serotipo.

Las relaciones de similaridad entre serotipos que se abordaron van en dos sentidos:

1. distancia genética y 2. distancia antigénica. El efecto de tipos de reacciones del sistema

inmunológico del hospedero incluyeron sólo dos tipos: de protección y de amplificación, lo

que representa disminución o aumento, respectivamente, de la susceptibilidad del hospede-

ro a adquirir infecciones subsecuentes. El modelo propuesto en esta tesis, es una extensión

a los modelos en [26] y [27] en dos sentidos: primero que incorporan interacciones entre los

cuatro serotipos con distinción de tipo y orden en las infecciones, y segundo, incorporar

relaciones de similaridad entre serotipos. Esto permite, por un lado, establecer un orden

de distancia por pares de serotipos y estudiar el efecto de protección versus amplificación

cruzada.

Este enfoque, enfatiza la importancia de tomar en cuenta variaciones en las sus-

ceptibilidades de los individuos a adquirir infecciones posteriores con respecto al tipo

de infección previa. aún sin considerar la modificación de transmisibilidad de infecciosos

secundarios. De modo que, las relaciones de transición de infecciosos a susceptibles se
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representan mediante la matriz a la que denominamos matriz de reinfecciones (Caṕıtulo

5).

El problema inicial para abordar en la tesis fue el de coexistencia de los cuatro sero-

tipos del virus del dengue en la población humana. Este problema llevo a preguntas sobre

cómo identificar interacciones entre los serotipos en términos de algún tipo de similaridad

entre ellos, y que estuviera asociada a la ocurrencia de reinfecciones. De esta manera, al

realizar la reducción del modelo de sucesión de infecciones. En esta reducción, el costo

de disminuir el número de variables fue aumentar el número de parámetros asociados a

reinfecciones, pero estos parámetros permit́ıan distinguir tipo de infección subsecuente

con respecto al tipo de infección previa.

Aśı que, en la búsqueda por un modelo de interacciones multiserotipo, el primer

problema fue el planteamiento de interacciones entre serotipos, ya que éstas se han plan-

teado en la mayoŕıa de los casos, en términos de combinaciones de parámetros, que si

bien distinguen entre infecciones primarias y secundarias, no contemplan la relación entre

infecciones subsecuentes con respecto a infecciones previas. Por otra parte, usando que la

respuesta inmunológica del hospedero induce interacciones entre serotipos, inicialmente,

la reducción del modelo compartamental clásico en lugar de distinguir infecciones prima-

rias, secundarias, terciarias y cuaternarias, se incorporaron tasas asociadas a reinfecciones

representadas en matrices de reinfección.

Las principales caracteŕısticas del enfoque de modelo matemático presentado en esta

tesis son:

1. Parte de interacciones entre serotipos que se dan como consecuencia de reacciones

cruzadas generadas por el sistema inmunológico del hospedero debido a infecciones

previas.

2. Se basa en que las reacciones inmunológicas cruzadas generadas por el hospedero

tienen un efecto en la susceptibilidad de los individuos.

3. Aborda interacciones entre serotipos mendiante cambios en la susceptibilidad de

los individuos previamente infectados por algún serotipo, a diferencia de tomar un

aumento de transmisibilidad de infecciosos con infecciones secundarias en el primer

caso y el incremento en la mortalidad debida a la enfermedad [27, 50].

4. Permite explorar distintas configuraciones de relaciones entre serotipos con respecto

a tasas de reinfección y transmisión de distintos serotipos.
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5. En las simulaciones se observa que la reinfección de tipo protección promueve mayor

alternancia de brotes de más de un serotipo. Mientras que la transmisión parece

estar asociada a la magnitud de los casos acumulados por serotipo con respecto a

su jerarqúıa de transmisión.

Mientras que, el principal resultado teórico de este trabajo, con respecto a la estruc-

tura del modelo de interacciones multiserotipo basado en matrices de reinfección (Caṕıtu-

los 3 y 5) es:

La demostración de la estabilidad del punto de equilibrio libre de la enfermedad

en un modelo que contempla reinfecciones por los cuatros serotipos. en esta de-

mostración, se encuentra que una condición suficiente para la estabilidad de este

tipo depende de las tasas de reinfección. Es decir, no es necesaria la suposición de

ausencia de reinfección en este modelo.

Finalmente, las simulaciones presentadas con valores especificos de los parámetros,

muestran relaciones en estos valores que permiten comparar los escenarios con respecto

a distancias, tipo de reacción cruzada y transmisión de los cuatros serotipos. Con esto

podemos decir que, el modelo 6.1 plantea una hipótesis alternativa para la dinámica de

alternancia de infecciones por distintos serotipos: que variaciones en la susceptibilidad de

individuos con previas infecciones generan irregularidad en los patrones de cocirculación.

Esta conclusión complementa la de Ferguson [27] en el sentido de que la dinámica de

alternancia, no se asocia únicamente a la amplificación cruzada sino también a la de

protección, en la que importa el tipo y orden en que suceden las infecciones. En cualquier

caso, el marco teórico descrito en esta tesis sirve para explorar más escenarios y relaciones

entre los parámetros.

En resumen, el enfoque de modelación de interacciones multiserotipo presentado en

esta tesis es una manera para seguir explorando más preguntas sobre la relación entre

serotipos y su efecto en la dinámica de cocirculación.

Extensiones del modelo de interacciones multiserotipo

El modelo permite generar simulaciones con más configuraciones de valores de los

parámetros para explorar, numéricamente, la existencia del punto endémico en el interior
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del cono positivo y su relación con la distancia entre serotipos, el tipo de reinfección y la

jerarqúıa que inducen los parámetros usados en las simulaciones.

Mientras que, en modificaciones al modelo, se pueden incluir compartimientos de

inmunidad cruzada, con la posibilidad de heterogeneidad en los periodos de protección

conferidos hacia serotipos con respecto a exposiciones previas. Esto para estudiar las

siguientes hipótesis:

1. Los serotipos más lejanos inducen brotes en intervalos cortos de tiempo. Es decir,

se observa cocirculación de los serotipos lejanos.

2. Los serotipos más cercanos inducen brotes alternados. Es decir, los serotipos cerca-

nos no ocurren en los mismo intervalos de tiempo.

Por otra parte, como las tasas de reinfección se incorporan por pares, es posible

abordar otras enfermedades multiserotipo agrupando a los patógenos por medio de tasas

de reinfección que reflejen cercańıa biológica entre ellos.

Sin embargo, uno de los principales problemas pendientes es: ¿cómo identificar

parámetros de reinfección de una forma sistemática, para comparar el efecto de distintas

interacciones entre serotipos en la dinámica multiserotipo del Dengue?. En este sentido,

también queda explorar las condiciones en las que los serotipos con menor transmisión, pe-

ro con mayor distancia antigénica respecto a los serotipos de infecciones previas cocirculan

con los serotipos con mayor transmisibilidad.

En conclusión, algunos de los problemas a estudiar son: 1. relaciones entre jerar-

qúıas de reinfección y transmisión, y su impacto en la dinámica de infección por distintos

serotipos, 2. analizar el rol de la similaridad entre serotipos en los patrones alternantes de

los brotes de infecciones, 3. extensiones del modelo para incorporar compartimientos de

inmunidad cruzada 4. generalizaciones del modelo a otras enfermedades con n tipos (por

ejemplo, influenza).

Finalmente, la bibliograf́ıa citada en esta tesis muestra, por un lado, las referencias

en las que esta tesis se basa directamente, como los modelos y los antecedentes de la en-

fermedad del Dengue, y por otro, se incluyen referencias bibliográficas complementarias

de aspecto biológico, inmunológico e incluso cĺınico, además de algunos métodos estad́ısti-

cos con el fin de proveer una amplia lista de referencias para estudios posteriores y las

preguntas que puedan surgir derivadas de este trabajo.
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Software computacional

Las simulaciones computacionales se realizaron utilizando Python 3.7.6. La imple-

mentación del modelo se encuentra en https://github.com/GitNancyGM/Multiserotype_

interactions_model2021
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