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Introduccion

El empaquetamiento de objetos en contenedores de distintas formas es un tema que se
discute frecuentemente en investigaciones recientes debido a la alta aplicabilidad de dichos
modelos en areas como la medicina [41], la industria [16] y [19], en la quimica [39], entre
otras areas del conocimiento. En el presente documento busco aproximar una soluciéon a
un problema de empaquetamiento, denominado Empaquetamiento de n esferas idénticas
en un contenedor esférico, expuesto por Hifi Mhan y Yousef Labib [38], en el que se busca
introducir n esferas del mismo radio en un contenedor, sin que éstas se traslapen entre
si, de manera que todas se encuentren dentro del envase y el tamano del contenedor sea
minimo. El problema a tratar es un problema NP-duro |26], por lo que se hara uso de las
metaheuriscticas Bisqueda local, GRASP, Recocido Simulado, Bisqueda Tabi y Algoritmos
genéticos para intentar solucionarlo, teniendo en cuenta que, a pesar de que se lleguen a
buenos resultados, no se asegura que se ha llegado al 6ptimo global.

Se mencionan ademés algunas formas en que cientificos de todo el mundo han atacado este
problema y se implementan los métodos ya mencionados en RStudio con el fin de comparar
los resultados obtenidos mediante estos métodos contra los mejores conocidos actualmente
y poder analizar el desempeno de las metaheuristicas no solo en la teoria, sino también en

la practica.
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Capitulo 1

Planteamiento del problema

1.1. Introduccion

En este capitulo se plantea de manera formal el problema con el que se trabaja a lo
largo del documento, después de haber definido un importante concepto: el problema de

optimizacion.

Problema de optimizaciéon

La optimizacion en el ambito cientifico se refiere a encontrar la mejor solucion posible
para un problema determinado. El objetivo en un problema de optimizacion es encontrar
el valor de las variables de decisiéon para las que una funcién objetivo alcanza su valor
méaximo o minimo. El valor de las variables esté generalmente sujeto a ciertas restricciones.

Formalmente, este tipo de problemas se formulan de la siguiente manera: |9]

min fi(7),  (i=1,2,.., M) (1.1)

s.a. h;(Z) =0, (j=1,2,....,J) (1.2)
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donde f;(Z), hj(Z) y gx(Z) son funciones del vector & = (x1, T2, ..., Tp).

La expresion (1.1) representa a la funcion objetivo (que se busca maximizar o minimizar)
y la ecuacion (1.2) refiere a las resticciones que determinan la factibilidad de la solucion.
Cuando las variables son discretas, decimos que trabajamos sobre un problema de optimizacion

combinatoria.

Problema de empaquetamiento de n esferas idénticas

Un problema de empaquetamiento es un tipo de problema de optimizacién combinatoria
que busca introducir un conjunto de n objetos de tamano s1, ss, ..., S, en la menor cantidad
de contenedores posible, de forma que todos los objetos estén dentro y no se sobrepase
la capacidad de los contenedores. El problema con el que se trabaja a lo largo de este

documento es precisamente uno de empaquetamiento, que se enuncia a continuacion: 38|

Se tiene un conjunto N con n esferas del mismo radio (r), donde cada esfera i=1,....,n
es representada por r;=1. El objetivo es minimizar el radio Ry de un contenedor esférico S,
de manera que todo elemento r; € N, esté dentro de S y no existan traslapes entre esferas.

Formalmente, el problema se formula como:

min Ry (1.3)

sujeto a
d(i,7) > (ri +1;),Y(i,5)eN? i < j (1.4)
d(0,4) < (Ro — r;), VieN (1.5)

AqUi7 d(lij) - \/(Iz - xj)2 + (yz - yj)Q + (Zl - Zj)27 (173) € NXN? [ %]

yd(0,i) =\/x? +y? + 22, i€ N.
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En las ecuaciones anteriores, (1.3) corresponde a la funcién objetivo, la cual minimiza
el tamano del contenedor, (1.4) asegura que para cualesquiera dos esferas 7,j con centros
en (z;, vi, %), (¥j, y;, #j) respectivamente, éstas no se superponen, pues la distancia entre
estas debe ser mayor o igual que la suma de sus radios. Finalmente, la expresion (1.5)
asegura que la esfera ¢ estd dentro del contenedor, que denotamos con una S, pues la
distancia entre el origen y la esfera ¢ debe ser menor o igual que la diferencia entre el radio

de S'y ;.



Capitulo 2

Antecedentes

Si bien no se sabe el origen exacto de los problemas de empaquetamiento, la primera
referencia que se realiza a estos es la Conjetura de Kepler [13], que surgio en el siglo XVII
cuando un marino inglés llamado Sir Walter Raleigh (1554-1618) pregunté a su asistente
Thomas Harriot(1560-1621), en medio de un proyecto de colonizacion de América del Norte
financiado por la reina Isabel I, cuantas balas de canén podian apilarse en la cubierta de
un barco utilizando el menor espacio posible. El matemaético, intentando encontrar una
respuesta, le escribié al astronomo y matematico alemén Johannes Kepler (1571-1630),
quien respondi6 que el sistema mas adecuado para hacerlo, era el del apilamiento en forma
de piramide, “al igual que los fruteros colocan sus frutas”, haciendo referencia particular
a las naranjas. [13]

A principios del siglo XIX, el matemético Carl Friedrich Gauss (1777-1855) dio el primer
resultado significativo, considerando empaquetamientos reticulares!, es decir, aquellos en
que las esferas forman patrones muy simétricos y ordenados, demostrando que estos son
los de mayor densidad en el espacio. Esto tltimo es crucial ya que la razoén entre el volumen
que ocupan las esferas y el volumen del contenedor es la densidad, por lo que el problema
se reduce a encontrar la manera de llenar el contenedor de manera que la densidad sea
maxima. La manera de acomodar las esferas es la siguiente: se empieza por colocar una
capa de esferas (A) distribuidas en un reticulo, con centros c. La siguiente capa de esferas

(B) debe colocarse en los huecos que forman las esferas de la primera capa, sin embargo,

'El empaquetamiento reticular tiene la propiedad de que si sobre cualquier linea recta hay dos esferas
separadas una distancia a, entonces hay esferas en todos los puntos a la misma distancia, a lo largo de la
recta prolongada en ambos sentidos.
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hay dos posibilidades para hacer esto: podemos colocar las nuevas esferas con centros en b
o con centros en k (véase Figura 2.1). Para la capa C, se puede elegir nuevamente colocar
las esferas de forma que tengan centro ¢, o bien, en el hueco que se dejé vacio en la capa
anterior (bo k). Al posicionar las esferas de esta tercera capa sobre los centros ¢, tendriamos
un empaquetamiento del estilo ABA, que recibe por nombre “Empaquetamiento hexagonal
compacto”. En caso de que decidiéramos poner las esferas centrandolas en los huecos que
no han sido utilizados (sean b o k), formariamos un empaquetamiento del estilo ABC,
al que se le conoce como “Empaquetamiento ciibico compacto”. El problema de resolver
esta conjetura de esta manera es que la mayor parte de los empaquetamientos no son

reticulares.

Figura 2.1: Ordenamiento reticular

En 1953, Laszlo Fejes Toth (1915-2005) redujo el problema a una serie finita de célculos
para un determinado volumen de casos especificos. Plante6 la division del espacio utilizando

los diagramas de Voronoi:

Definicion: Dado un conjunto de puntos pi, ..., p, en el espacio, denominaremos diagrama
de Voronoi a la subdivision del plano en subregiones tales que la region i es el conjunto
de puntos mas cercanos a p; que a cualquiera de los p;, j # 4, es decir, se divide el plano

en tantas regiones como puntos p tengamos de tal forma que a cada punto le asignemos la
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region formada por todo lo que esta méas cerca de él que de ningtn otro. [6]

Sin embargo, Léaszlé Toéth se dio cuenta que aunque habia reducido la conjetura a un
ntmero finito de variables, no podia demostrarla, siendo el primero en sugerir que las
computadoras podrian ayudar a su resolucion.

Asi, en 1998, el cientifico estadounidense Thomas Hales, utilizando la idea de separar el
espacio en celdas de Voronoi, demostro lo que Kepler habia afirmado en un prinicipio: que
la mejor forma de acomodar las esferas usando el menor espacio posible, era apilandolas
en forma de piramide. Para esto, demostré que la maxima densidad que puede alcanzar

un empaquetamiento de esferas en el espacio es

™
—— =~ 0.74048 2.1
i (2.1)

que se da cuando una esfera esta rodeada por otras 12, que es el maximo ntmero de
esferas que la pueden rodear, y redujo el problema al estudio de grafos planos, formulando
una ecuacion de 150 variables describiendo cerca de cinco mil agrupamientos de esferas
distintos, y utilizando herramientas de programacion lineal con entre mil y dos mil restricciones,
ademés de un codigo de tres gigabites. Sin embargo, tras cinco anos de revision de la
demostracion (en 2003), hecha por 12 cientificos de prestigio, los especialistas indicaron
que aunque el 99 por ciento de la investigacion era correcta, el porcentaje restante era
imposible de verificar, cosa que sigue sin poderse hacer en la actualidad|43].

Los problemas de empaquetamiento se han ido expandiendo desde que Johannes Kepler
comenzo a tratarlos y, en la actualidad, estos han sido estudiados por distintos cientificos
de maneras diferentes. Lochmann, Oger, y Stoyan (2006) publicaron un anélisis estadistico
para poder empaquetar n esferas con radios aleatorios, distintos entre si, en un contenedor
cilindrico, utilizando un método de busqueda llamado Search method for crystalline sub-structures,
que se basa, como su nombre lo indica, en el acomodo de esferas como si éstas fueran atomos

en una estructura cristalina.

Sutou y Dai. (2002) proponen una optimizaciéon global para el empaquetamiento de

esferas de distintos radios en politopos, y Stoyan, Yaskow, y Scheithauer (2003) describen
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un modelo matematico para empaquetar esferas en un contenedor abierto, donde tanto la
altura como el ancho de éste estan fijos y la longitud es variable. Los autores proponen

una busqueda basada en crear vecindades sobre puntos extremos.

M’Hallah, Alkandari, y Mladenovic (2013) proponen una heuristica basada en la Busqueda
de Vecindad Variable, que explora vecindarios distantes de la solucion actual, y pasa de

alli a una nueva vecindad si y solo si se realiza una mejora.

Soontrapa y Chen (2013), utilizan un método de busqueda por Monte Carlo, que se basa
mayormente en la aleatoriedad, para intentar resolver el problema de empaquetamiento de

esferas idénticas en un contenedor esférico.

Birgin y Sobral (2008) propusieron dos modelos de programacion no lineal, uno para
contenedores esféricos y otro para circulares, utilizando un software llamado ALGENCAN,
que no utiliza matrices y es capaz de resolver problemas de programacion no lineal muy
extensos, en un tiempo moderado. (AL es por las siglas en inglés Augmented Lagrangian

y GENCAN es un codigo utilizado para minimizar funciones suaves).

Stoyan G., Scheithauer, G. y Yaskov, N. (2016) plantean una modificacion del algoritmo
Bisqueda de salto o Jump Algorithm para el problema de empaquetamiento de n esferas
de distintos radios, en contenedores esférico, ctibico y cilindrico circular. La idea bésica del
método utilizado es implementar una transicién continua de un minimo local a otro con

un mejor valor en la funcién objetivo, saltdndose algunos elementos de la solucion.

En Liu J., Yao Y., Zheng Y., Geng H., Zhou G. (2009) se plantea el problema de
empaquetamiento de objetos circulares/esféricos distintos entre si, en contenedores circulares/esféricos
cuyo radio se busca minimizar. El problema se plantea tanto en 2D como en 3D. Se
utiliza un método conocido como “The energy landscape paving”, que es un algoritmo de
optimizacion global que puede dirigir la buisqueda de soluciones lejos de las regiones ya

visitadas mediante funciones de penalizacion.
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Finalmente, Hifi Mhan y Yousef Labib (2018) buscan dar una solucién al problema de
empaquetar n esferas del mismo radio en un contenedor esférico, minimizando el radio de
este tltimo. Para hacerlo, proponen un algoritmo que combina la “optimizaciéon enjambre
de particulas” con un procedimiento de optimizaciéon local continua. La optimizacion
enjambre de particulas se basa en una poblacién donde se pueden explorar eficientemente
diversos espacios de soluciones candidatas durante el proceso de busqueda. Cada solucién
recibe el nombre de particula y cada una tiene un valor de aptitud que representa el
valor de la funcién objetivo en la funcion a optimizar. Ademas, cada particula tiene una
velocidad con la que se mueve en el espacio de blisqueda, siguiendo a las particulas “mejor
posicionadas” de manera similar al vuelo de las aves, donde éstas se trasladan en un
conjunto liderado por solo unas cuantas.

La optimizaciéon continua tiene como objetivo encontrar un conjunto de valores x1, xo, ..., x,
que minimicen (0 maximicen) una funcion f(xy, zs, ..., x,) posiblemente sujeto a una serie
de restricciones sobre las variables.

El rendimiento del algoritmo propuesto se evaltia en un conjunto de puntos de referencia
estandar, es decir, resultados ya conocidos, y los resultados obtenidos se comparan con
estos. Los autores llegan a la conclusion de que sus resultados son bastante cercanos a los

mejores conocidos, clasificando su método como competitivo.



Capitulo 3

Caracterizacion de problemas y
representacion de soluciones

Para cada problema de optimizacién combinatoria, suponemos que su conjunto de
soluciones factibles F' y su funcion de costo ¢(S) estan dadas por dos algoritmos Ap y A,
respectivamente. Dado un objeto S € 2¥ y un conjunto Pr de parametros, el algoritmo de
reconocimiento Ap determina si el objeto S pertenece a F, que es el conjunto de soluciones
factibles caracterizado por los parametros en Pr. Analogamente, dada una solucién factible
S € F y un conjunto de parametros P,., el algoritmo de la funciéon de costo A. calcula el
valor de la funciéon de costo ¢('S). Asi, podemos decir que cada problema de optimizacion
combinatoria esta caracterizado por el algoritmo de reconocimiento Ag y el algoritmo de
la funcién de costo A., mientras que cada una de sus instancias estd asociada con un par

de conjuntos de parametros Pr y P..

Para el problema de empaquetamiento de n esferas idénticas en un contenedor esférico,

que fue enunciado en el capitulo Planteamiento del problema, identificamos lo siguiente:
» Pp: Los conjuntos de parametros que establecen la factibilidad son d(i, j) y d(0,1).

Un objeto que es candidato a ser una solucién factible se caracteriza por un movimiento

m de las esferas en S.

P.: El conjunto de parametros en la funcion de costo es Ry.

Ap: El algoritmo de reconocimiento A verifica que las esferas no se traslapan y que
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estédn todas dentro del contenedor.

= A.: Una vez que una solucién factible ha sido establecida, el algoritmo de la funcion

de costo A, arroja un valor que calcula la funcién de costo.

Un problema tiene tres versiones:

= Problema de optimizacion: Dadas las representaciones de los conjuntos de pardmetros
Pr y P. para algoritmos Ar y A, respectivamente, encuentra una solucién 6ptima

factible. [45]

= Problema de evaluacion: Dadas las representaciones para el conjunto de parametros
Pr y P, para los algoritmos Ar y A. encuentra el costo de una solucién 6ptima
factible. En este punto, suponiendo que A. es un algoritmo polinomial (el costo de
cualquier solucion se calcula eficientemente), el problema de evaluaciéon no puede
ser mas dificil que su version de optimizaciéon, ya que una vez que se ha resuelto
el problema de optimizaciéon y su solucién 6ptima es conocida, su costo puede ser

calculado en tiempo polinomial usando el algoritmo de la funcion de costos A.. [45]

= Problema de decision: Dadas las representaciones para los conjuntos de pardmetros
Pr y P, para los algoritmos Ar y A., y un ntimero entero B considerado como cota,
¢ Existe una solucion factible S € F' tal que ¢(S)< B? En este punto, el problema de
decision no puede ser maés dificil que su respectivo problema de evaluacién, pues una
vez obtenido el costo de una soluciéon 6ptima, se puede comparar con B para dar la

respuesta al problema (si o no). [45]

Para el problema que se trata en este documento, las versiones se definen de la siguiente

manera.:

= Problema de optimizacion: Dado un conjunto de esferas Sy = { 1,...,n } con distancias
no negativas d(,j) entre cada par de esferas 7,j € Sy, encuentra un acomodo adecuado

de los elementos en Sy tal que Ry= min R: d(3,j) > (r; +1;), d(0,i) < (Ry — r;).
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» Problema de evaluacion: Dado un conjunto de esferas Sy = { 1,...,n } con distancias
no negativas d(i,j) entre cada par de esferas i,j € Sp, calula el radio de menor longitud

del contenedor S.

= Problema de decision: Dado un conjunto de esferas Sy = { 1,...,n } con distancias no
negativas d(%,j) entre cada par de esferas 4,5 € Sp, {Existird una forma de acomodar
n esferas idénticas dentro de un contenedor esférico de forma que el radio (Ry) de

este cumpla que Ry < B?, B un entero positivo.

3.1. Complejidad Computacional: Problemas P y NP

En éste capitulo vemos la definiciéon de complejidad computacional, sus clasificaciones y
una breve explicacion de uno de los problemas més grandes de la historia de las matemaéticas:

(P=NP?

La Complejidad Computacional es una rama de la computacion que busca determinar
los recursos necesarios para resolver un problema dado, en un ordenador. Por un lado, si
un calculo requiere més tiempo que otro decimos que es mas complejo temporalmente.
Por otro lado, si requiere mas espacio de almacenamiento que otro, decimos que es mas
complejo espacialmente.

En 1936, el matematico inglés Alan Turing introdujo en [53| la idea de un modelo
formal de computador: la mdquina de Turing, que es un dispositivo computacional con
una cinta dividida en celdas que funciona como una memoria, un cabezal que escanea las
celdas de la cinta, y un programa. En cada iteracion, la méquina realiza un movimiento,
indicado por el programa y por el simbolo escaneado por el cabezal. La maquina cambia
su estado, escribe un simbolo en la celda escaneada y mueve el cabezal a la celda izquierda

o derecha. [47]
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Figura 3.1: Méaquina de Turing. [47]

Mediante este modelo y el analisis de la complejidad de los algoritmos, fue posible
la categorizacion de problemas computacionales en P, NP, NP-completo y NP-duro de

acuerdo a su comportamiento:

= P : Un problema pertenece a esta clase si tiene un algoritmo determinista! con
complejidad polinomial que lo resuelve, es decir, si la relacion entre el tamano del

problema y su tiempo de ejecucién es polinémica.? [11]

» NP: Un problema de decisién es NP si existe un algoritmo no determinista® con

complejidad polinomial que verifica si una solucion al problema es valida. [11]

Otra clase de problemas es aquella cuyos elementos pueden ser resueltos de manera
eficiente si suponemos que tenemos un algoritmo eficiente para resolver un segundo problema
que nos ayude a resolver el primero. Esta clase lleva el nombre de NP-completos.

Definicion: Sean Q1 y Q2 dos problemas de decision. Se dice que ()1 se reduce en tiempo

polinomial a ()5 si y sblo si cumple alguna de las siguientes condiciones:

- Si existe un algoritmo A; de tiempo polinomial para (); que use varios pasos o
subrutinas de un algoritmo As, que es utilizado para resolver @)s.

- Si se encuentra un algoritmo A; que transforme ), al problema Q5.

'El azar no esta involucrado en el desarrollo de los futuros estados del problema, es decir, producira
siempre la misma salida a partir de las mismas condiciones iniciales

2En computacion, cuando el tiempo de ejecucion de un algoritmo (mediante el cual se obtiene la solucion
de un problema) es menor que cierto valor calculado a partir del niimero de variables implicadas (variables
de entrada) usando una férmula polinémica, se dice que dicho problema se puede resolver en un tiempo
polinémico[12]

3 Algoritmo que con la misma entrada ofrece muchos posibles resultados y no una solucién tnica
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Si (); se reduce polinomialmente a ()9, se denota ()1 a Q)».

= Un problema Q es NP-completo si:
- () es NP.

- Todos los problemas que son NP-completos se reducen polinomialmente a Q).

= Los problemas NP-duros son aquellos problemas de optimizacién tales que su

problema de decisiéon es NP-completo.

En 1972, Richard Karp publico [26], donde demostrd que 21 problemas (conocidos como
Los 21 problemas de Karp) son NP-Completos. El problema de decisién del problema de
empaquetamiento se encuentra en la posicion cuatro de esta lista. De esta manera, y con

la definicién anterior, el problema de empaquetamiento es NP-duro.

Existe un gran conflicto que concierne tanto a los problemas P como a los NP. En 1971,
el matematico Hangaro-Americano John Von Neumann introdujo por primera vez uno de
los problemas matematicos més importantes hasta ahora en [10]: ;Es todo problema NP
también un problema P, en cuyo caso, P = NP? En decir, jsera posible siempre encontrar
un algoritmo eficiente que resuelva cualquier problema, o hay problemas para los que
no existe algoritmo alguno que los resuelva? Desde ese entonces, cientos de cientificos se
han dedicado a intentar demostrarlo, de manera que incluso se volvidé uno de los célebres
“Problemas del Milenio”. Si bien atin no existe una respuesta afirmativa a la pregunta en
cuestion, tampoco se ha podido demostrar que no existan algoritmos polinomiales para los
problemas NP, ni que éstos sean irresolubles. Es importante notar que, si para un problema
de la clase NP se encontrara un algoritmo polinomial, entonces todos ellos se resolverian
en tiempo polinomial y ademéas NP colapsaria a P (P=NP), por lo que podriamos resolver
en tiempos muy cortos, cientos de problemas ttiles para los que hoy tenemos algoritmos

muy costosos. |34]



Capitulo 4

Heuristicas

Después de haber manifestado la dificultad del problema de empaquetamiento en
cuestion, en este capitulo se presenta un acercamiento sobre como se va a atacar este
conflicto: con heuristicas.

La palabra heuristica viene del griego heuriskein, cuyo significado es “el arte de descubrir
nuevas estrategias o reglas para solucionar problemas” [52]. En la Investigacion de Operaciones,
definimos a las heuristicas como métodos que se limitan a proporcionar buenas soluciones a
problemas complejos, sin dar necesariamente la soluciéon 6ptima, pero en tiempos razonables.
Se utilizan cuando el problema no tiene un método exacto para su solucién o cuando el
método exacto es computacionalmente muy costoso, por lo que son excelentes para tratar
los ya mencionados problemas NP-duros. Son muy tutiles también para eliminar rutas de
bisqueda no prometedoras y explorar ampliamente espacios de busqueda de soluciones.

Es muy comun escuchar el término de metaheuristicas cuando se habla de técnicas
de optimizacion. En [36] se califica de heuristico a “un procedimiento que encuentra
soluciones de alta calidad con un coste computacional razonable, aunque no se garantice su
optimalidad o su factibilidad”, dando como ejemplo a la busqueda local. Ademas, define a las
metaheuristicas como “estrategias para diseniar y /o mejorar los procedimientos heuristicos
orientados a obtener un alto rendimiento.”, donde menciona al Recocido Simulado. Sin

“ métodos que exploran el espacio de

embargo, en [55] definen a las heuristicas como
soluciones construyendo caminos con el objetivo de encontrar la mejor solucién al problema”,
poniendo como ejemplo al Recocido Simulado y a la Bisqueda Tabi. Es por esto por lo que,

en este trabajo, se utilizaran los términos de heuristicas y metaheuristicas como sindnimos.

14
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En el capitulo Antecedentes vimos que existen muchas formas de atacar el problema
de empaquetamiento de esferas, asi como algunas de sus variaciones. Pese a esto, lo que
los ejemplos expuestos anteriormente tienen en comin, es que utilizaron heuristicas para
tratar de resolverlo, razon por la cual a lo largo de este documento se aborda el problema

de empaquetamiento a través de métodos heuristicos.

A continuacién, se presentan cuatro conceptos cruciales para el entendimiento de las

heuristicas.

» Definicion: Sea un conjunto finito E={1,...,n}. Recordemos que cualquier solucion
S para un problema de optimizaciéon combinatoria esta definida por un subconjunto
de elementos del conjunto E. Una solucion factible es aquella que satisface todas las

restricciones del problema.

Denotamos por F al conjunto de soluciones factibles y por F al conjunto formado por

todos los subconjuntos de elementos del conjunto E (soluciones factibles y no factibles).

s Definicion: La vecindad de una solucion S € F se puede definir como cualquier
subconjunto de F. Formalmente, es un mapeo que asocia a cada soluciéon factible
S € F' con un subconjunto N(S)={S1,Ss,...,S,} de posibles soluciones en F. Cada
solucion S’ € N(S) puede ser alcanzada desde S a través de un operador llamado

movimiento (m), que perturba la solucién S[52].

s Definicion: En términos de una vecindad, una solucién s € S es un dptimo local si

tiene mejor calidad que el resto de sus vecinos, es decir, f(s) < f(s’) V s € N(s).

s Definicion: Una instancia de un problema de optimizacién combinatoria es un
caso particular de este. Esta caracterizada por el conjunto finito F, un conjunto
de soluciones factibles F' y una funcién de costo ¢ : ' — R que asocia a un valor

real ¢(S) a cada solucion factible S € F.
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4.1. Btusqueda local

A partir de este momento se presentan los métodos con los que se obtuvieron las
soluciones aproximadas al problema de empaquetamiento de esferas. La busqueda local es

la base de muchos de los métodos usados en problemas de optimizacion.

Antecedentes

Su primera utilizacion se remonta a finales de 1950 e inicios de 1960, cuando se introdujo
por primera vez el “Problema del agente viajero”, que es un problema de optimizacion
cuyo objetivo es encontrar un recorrido completo que conecte todos los nodos de una red,
visitandolos tan solo una vez y volviendo al punto de partida, y que ademas minimice la
distancia total de la ruta, o el tiempo total del recorrido. [2]

En los anos siguientes, el uso de la biisqueda local se increment6 debido a que el planteamiento
de problemas de optimizacion creci6é en gran medida, destacando los de rutas vehiculares
y los problemas de corte. Pese a esto, su éxito dur6é poco pues se empezo a considerar que
el método no era muy eficaz ya que tnicamente se veia la utilidad practica de este, sin
nunca avanzar conceptualmente. 2]

A inicios de los anos 2000, este método se retomd y empezo a recibir diversas modificaciones,
sirviendo como base de algunas de las metaheuristicas mas importantes tales como GRASP

y Algoritmos Genéticos, de las cuales hablaré mas adelante.

Algoritmo

La buisqueda local empieza con una solucién inicial factible x y busca en una vecindad
de z (en el conjunto de vecindadesN(z)) una solucién z’ tal que f(z’) <f(z). En caso de
que z” cumpla esta condicién, ésta es renombrada como x y comenzamos la busqueda de
una mejor solucion alrededor (en la vecindad) de la nueva solucion z.

El algoritmo se detiene cuando todas las soluciones candidatas son peores que la soluciéon

actual, significando que el 6ptimo local ha sido alcanzado|52].
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El pseudocodigo para este proceso es el siguiente:

Require: z° N (.), f(.) ;
x <+ 20 ;
while z no es localmente 6ptimo respecto a

su vecindad N(z) do
Sea y € N(z) tal que f(y) <f(z)
Ty
end while
return z

Figura 4.1: Pseudocodigo Busqueda Local

En la imagen anterior, f(.) representa la funciéon objetivo, N(z) es una vecindad de x
y 2° es una solucion inicial.

Este proceso tiene la ventaja de encontrar soluciones muy rapidamente, pero queda
atrapado facilmente en minimos locales y su solucion final depende fuertemente de la
solucién inicial. Ademés, es un método deterministico y sin memoria: dada una misma

entrada, regresa la misma salida.

Ejemplo

A continuacion se presenta un ejemplo obtenido de [52| para el mejor entendimiento
de la Busqueda local.

Se busca maximizar la funcion f(z) = z?® - 602* + 900 z. Las soluciones se representan
con 5 elementos en forma binaria y las vecindades se crean cambiando un bit. Supongamos
que z = 10001, es decir, z = 17 y f(z) = 2774.

Calculando N(z):

Solucion vecina | f(x)
00001 742
11001 925
10101 1602
10011 2200
10000 3027

Tabla 4.1: Soluciones vecinas a 10001
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Hacemos entonces z < ' = 10000, ' € N(z), de forma que z = 16 y f(xr) = 3027.

Repetimos el proceso.

Solucion vecina | f(x)
0

00000

11000 765
10100 1901
10010 2493
10001 2774

Tabla 4.2: Soluciones vecinas a 10000

Como no hay mejora a la solucién actual, el proceso termina, siendo z = 10000 un
o6ptimo local.
El 6ptimo global de esta funcion es f(01010) = f(10) = 4000. No podemos llegar a éste a
partir de la bisqueda local con la solucion inicial dada, pues este procedimiento no permite

tomar peores soluciones a la actual, causando una reduccion del espacio de bisqueda.

Implementaciéon del problema de las n esferas

Para el problema que se trata en este trabajo, teniendo una solucién inicial con pequenas
esferas que cumplen que estan dentro del contenedor y que no se traslapan, se utiliza una
funciéon que crea tres distintos tipos de vecinos: busca en la solucion inicial cuél es la esfera
que esta mas alejada con respecto al eje x, se generan tres nimeros aleatorios menores a
0.5 y se sustituyen las coordenadas anteriores por estas nuevas, siempre y cuando no haya
traslapes entre esferas. Analogamente, lo hago para la esfera cuyo centro esté mas alejado
del origen con respecto al eje y y aquella cuya diferencia con respecto al centro sea mayor,
en el eje z. Una vez creadas las vecindades, se realiza todo el proceso de biisqueda local.

La implementacién se hizo en RStudio para n=10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 y
100, utilizando 5000 iteraciones, pues, para n=30, al utilizar 500 iteraciones, los resultados
obtenidos fueron de 0.5912013 unidades en 10.05 segundos. Aumentando a 1000 iteraciones
se obtuvo un radio de 0.5729185 unidades en 24.47 segundos y, al aumentar a 5000
iteraciones, se obtuvo un radio de 0.5595677 unidades en 66.62 segundos. Para n = 50

ocurri6é algo similar, pues al utilizar 500 repeticiones se obtuvo un radio de 0.8659507
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en 12.77 segundos; con 1000 iteraciones fue de 0.7282326 en 33.71 segundos y con 5000
iteraciones fue de 0.6584125 en 85.36 segundos.

Ademas de esto, fijé una semilla en 11, con el fin de que, a pesar de utilizar aleatorizaciones,

los resultados puedan ser reproducidos y comparados con mayor precision utilizando heuristicas
diferentes. Si bien pude haber utilizado cualquier semilla, hice uso de esta pues fue la que
mejores resultados me daba en casi todas las heuristicas. En Busqueda local, para n=10,

obtuve lo siguiente:

Semilla 11: R(s)= 0.3598139

Semilla 7: R(s)=0.3861871

Semilla 15: R(s)= 0.4725155

Semilla 46: R(s)=0.3986968

Semilla 21 : R(s)= 0.3598799

Notamos que la semilla 11 fue la que produjo el mejor resultado.

Una funciéon que se repite en todos los métodos, es la creacion del radio del contenedor
R, pues lo que hice, para asegurar que se cumpla la condiciéon del problema de que todas
las esferas deben estar dentro del contenedor, fue calcular las distancias del centro de la
esfera (que se encuentra en el origen) a los centros de cada una de las otras esferas (que
se eligieron aleatoriamente), tomar la distancia maxima y sumarle el radio de su esfera
correspondiente, de forma que el radio del contenedor es minimo y contiene a todas las

esferas.

Para asegurar que la condicion d(0,7) < (Ry 1), Vi € N se cumple, hice uso de una
matriz, la cual vemos a continuacion:

Recordemos primero que una matriz :
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a1 Qi2 -+ Q1n

Q21 Q22 -+ Q2n
Am,n =

m,1 Am2 *° Omn

es cuadrada si tiene la misma cantidad de renglones y de columnas (nxn). Ademas,
llamamos matriz diagonal a aquella matriz cuadrada cuyos elementos a;;, con 7 # j, son

iguales a cero|29], es decir:

a1 0 0 0
0 929 0 0
Am,n = 0 0 33 0
0O 0 0 0
0 0 0 Qnn

Dicho lo anterior, para comprobar que la nueva solucién encontrada mediante la busqueda
local cumple con las condiciones de no traslapamiento, creé una funciéon que calcula las
distancias entre dos esferas, calculando las distancias de centro a centro, y guardando el
valor de traslape en una matriz, donde las entradas [i, 4| tienen valor de 0.2 (2r) pues es
el “traslape” de una esfera consigo misma, pero las [i, j], tales que i # j, deben tener un
valor igual a cero si no hay traslape; asi, la matriz debe ser diagonal para asegurar que no
existen superposiciones.

Para valores de n mayores, serfa muy poco préactico imprimir esta matriz. Por esto, utilicé
una funcién ya creada de RStudio que devuelve el valor TRUE si la matriz es diagonal y

FALSE si no lo es.

A continuaciéon presento los resultados para n= 10 y n=100, a reserva de que el resto
se muestran en un apartado posterior del documento, donde se hace un analisis con las

demas heuristicas implementadas.
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105 0 g5.1 -0.20.2

02 0 0.2

> R(s1) > R(b1)
[l.] 1.420756 [l_] 0.3598139

Figura 4.2: Buisqueda local: n=10

En la Figura 4.2 tenemos a la solucién inicial en el lado izquierdo, con un radio
de R=1.420756 unidades y a la soluciéon con Busqueda Local en el lado derecho, con
R=0.3598139. Hubo una mejora con respecto a la solucién inicial, disminuyendo 1.0609421
unidades.

Para n=100:

= R(b1)

= R{&i)
[1] 1.600762 [1] 0.9001805

Figura 4.3: Busqueda local: n=100

En la Figura 4.3, la solucién inicial (grafica de la izquierda) produjo un radio de
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R=1.609762, mientras que el radio final del contenedor (imagen derecha) R = 0.9001805.

En este caso hubo una disminucién de 0.7095815 unidades.

4.2. GRASP

Se trabajo también con la heuristica GRASP (Greedy randomized adaptive search
procedure), la cual se explica a profundidad en esta seccion. Posteriormente se muestran

algunos resultados de pruebas que se obtuvieron en RStudio.

Antecedentes

El algoritmo GRASP (Procedimiento de Busqueda Miope Aleatorizado y Adaptativo
en espanol) fue mencionado por primera vez de manera formal en 1989 [15]. Esta heuristica
se compone de dos fases: la construccion y la busqueda local.

Su nombre corresponde a las siglas en inglés Greedy Randomized Adaptive Search
Procedure, que quiere decir Procedimiento de busqueda adaptativa miope aleatorizado;
decimos que es miope ya que en una iteracién escoge la mejor opcién que tiene disponible,
sin ver que esto puede obligarle a tomar malas decisiones posteriormente; es aleatorizado ya
que elige a los candidatos para solucion inicial al azar y es adaptativo porque va trabajando

con lo que va surgiendo.

Algoritmo GRASP

Este procedimiento esta compuesto béasicamente por dos métodos: contruccion y busqueda

local. A continuacion se explica a detalle cada una de estas etapas.

Construccion:

En esta fase, como su nombre lo indica, se busca crear una solucién cuya vecindad es
investigada hasta llegar a un minimo local a partir del cual el algoritmo puede realizar la
buasqueda local. Esta soluciéon es muy importante puesto que tiene que ser factible.

Existen diversos mecanismos para llegar a la soluciéon mencionada. Estos procedimientos
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mezclan miopia con aleatorizacion de distintas maneras, pero, en general, se van agregando
elementos a la solucion de uno en uno [44|. Para elegir estos elementos se hace uso de una
funcién miope o de sensibilidad, que mide la contribucion local de cada elemento a una
solucion parcial. Luego entra la aleatoriedad, en donde elegimos a los candidatos con mejor
valor en la funcién miope, creando una nueva lista llamada lista restringida de candidatos
(RCL), los cuales iremos tomando de manera aleatoria para pasar a ser parte de la solucion
inicial deseada. Dicha lista puede construirse de diversas formas, a continuacién expongo

algunas de estas:
= Construccion por cardinalidad:

Calcula los valores de funcién miope para cada elemento, elige los £ con el menor valor
para formar la lista restringida y luego toma un elemento aleatorio de ésta. La actualiza

eliminando el elemento tomado y repite hasta que no haya méas candidatos. [44]

Require: k, F, ¢ (.) ;
x40
C+ F;
Calcular costo miope ¢(.) V ee C;
while C # () do
RCL « {k elementos e ¢ C con el
menor c¢(e) };
Seleccionar un elemento s de RCL al azar
x4z U{s };
Actualizar el conjunto candidato C';
Calcular el costo miope c(e) ¥V e e C
end while
return z

Figura 4.4: Construccion por cardinalidad [44]

= Construcciéon por valor

Aqui, denotamos por ¢, y ¢* al menor y mayor valor de la funcién miope, respectivamente,
y definimos un « tal que 0 < o < 1. En este tipo de listas, la lista restringida de candidatos
consiste en todos los elementos (e) cuyo valor de funcién miope (c(e)) es tal que

cle) < e+ afex - ¢,). Aqui, si a = 0, este esquema de seleccion es un algoritmo miope,

mientras que si a= 1, es totalmente aleatorio|44].
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Require: a, F, ¢(.);
x40
C+ F;
Calcular costo miope ¢(.) V ee C';
while C # () do
¢ < min{ c(e)le e C}
c* < max{ c(e)le e C}
RCL < { e e Cle(e) <c. + alc*—c,) };
Seleccionar un elemento s de RCL al azar
x <z U{s };
Actualizar el conjunto candidato C'
Calcular el costo miope c(e) V e e C
end while
return z

Figura 4.5: Construccion por valor [44]

s Construccién aleatoria

Mientras la lista de candidatos sea no vacia, elegimos secuencialmente un conjunto de
elementos candidatos al azar, calculamos sus costos miopes y después completamos la
solucion usando un algoritmo miope, el cual toma el elemento mas pequeno de la lista de

candidatos actual y lo agrega a la solucion. [44]
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Require: £, F, ¢ (.) ;
x4+ 0;
C+ F;
Calcular costo miope ¢(.) V ee C';
for: =1, 2, ... kdo
if C # () then
Elegir el elemento e al azar de C;
<z U{e};
Actualizar el conjunto de candidatos C
Calcular el costo miope c(e) V¥ e € C;
end if
end for
while C' # () do
e. < argmin{c(e)le e C} ;
T zU{ e} ;
Actualizar el conjunto candidato C'
Calcular el costo miope c(e) V ee C
end while
return z

Figura 4.6: Construccion aleatoria [44]

= Construccion con perturbaciones

Se aplican perturbaciones o cambios aleatorios a los datos del problema, se calcula el costo

miope de los datos perturbados y se aplica un algoritmo miope similar al de la construcciéon

aleatoria. [44|

Require: E, ¢ (.) ;
x+0;
C+ E,;
Perturbar aleatoriamente los datos del problema;
Calcular el costo miope perturbado c’(e) V e e C;
while C # () do
e. < argmin{c’(e)lecC} ;
z+ x U{e};
Actualizar el conjunto candidato C;
Calcular el costo miope c(e) V e e C
end while
return z

Figura 4.7: Construccion con perturbaciones [44]

» Construccion sesgos
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En este procedimiento, en lugar de seleccionar el elemento de la RCL al azar con las mismas
probabilidades para cada elemento, se asignan diferentes probabilidades, favoreciendo a
elementos bien evaluados. Los elementos de la RCL se ordenan de acuerdo a los valores de
la funcion miope|44].

La probabilidad (r(e)) de seleccionar el elemento e es:

_ sesgo(r(e))
m(r(e)) = S~ sesgo(r(e) (4.1)

Donde r(e) es la posicion del elemento e en la RCL.

Ademas, hay varias alternativas para asignar sesgos a los elementos:
» Sesgo aleatorio: sesgo(r)=1
= Sesgo lineal: sesgo(r)=1/r

= Sesgo exponencial: sesgo(r)=e™"

Require: a, F, ¢(.);
x40
C+ F;
Calcular costo miope ¢() V ee C;
while C # ) do
¢ < min{c(e)|eeC}
c* < max{c(e)|ecC}
RCL <« {e € C|c(e) <c, + a(c*—ci) };
Asignar un rango e(e), V e eRCL;
Asignar una probabilidad 7(r(e)) de elegir el elemento e en RCL
que favorezca a los candidatos con mejores rangos;
Elegir el elemento s de RCL al azar con probabilidad m(r(e));
r+x U{s};
Actualizar el conjunto candidato C
Calcular el costo miope c(e) ¥V e e C
end while
return z

Figura 4.8: Construccion sesgos [44]

El elemento que se incorpora en la construccion de la solucion, se selecciona aleatoriamente
dentro de la RCL. Una vez incorporado se actualiza la lista de candidados y se re-evaluan

los costos incrementales.
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Bisqueda Local

Una vez terminada la fase de construccién, se realiza una busqueda local como la ya
explicada anteriormente, que se puede ver como un proceso iterativo que empieza en una
solucion factible, y visita otra solucién, ya sea factible o no factible, hasta que la soluciéon

factible ya no pueda ser mejorada.

Asi, el pseudocodigo completo de GRASP queda de la siguiente manera:

Require: i,,4;
Jr 00
for i < i,,4, do
z + Construccion();
z < BusquedaLocal(x);
if f(x) < f* then
[* < f(z);
¥ <1z
end if
end for
return z

Figura 4.9: Pseudocodigo GRASP. Obtenido de [44]

Este algoritmo tiene la ventaja de comenzar con una solucién inicial construida para ser
buena, y no aleatoria. Sin embargo, una vez construida la soluciéon, solo aplica bisqueda

local, por lo que carece de memoria.

Ejemplo

A continuacion se presenta un pequeno ejemplo de aplicacion del algoritmo.
El problema a tratar es una instancia del muy famoso Problema del viajero, en el que, al
tener una lista de n ciudades y las distancias entre cada par de ellas, se busca encontrar la
ruta mas corta posible que visita cada ciudad exactamente una vez y al finalizar regresa a
la ciudad de origen. [3]

Supongamos que tenemos 6 ciudades, cuyas distancias se presentan en la Tabla 4.3:
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1 2 3 4 5 6

1] - 23 54 17 132 41
2123 - 12 100 59 48
3154 12 - 45 28 31
4117 100 45 - 22 142
51132 59 28 22 - 39

641 48 31 142 39 -

Tabla 4.3: Distancias entre las 6 ciudades

Consideramos la ciudad inicial como punto de inicio 1 y la Lista Restringida de Candidatos

se tomo6 de tamano 3. Veamos como se construye la solucion:

Las distancia de la ciudad 1 a las demas, denotadas como d(cq, ¢;), i = 2,3, ...,6 estan
dadas por el siguiente vector: (0, 23, 54, 17, 132, 41). La RCL de 3 elementos se forma
eligiendo a aquellos cuyo costo miope sea menor, i.e. cuya distancia con la ciudad inicial
sea mas pequena. De esta forma, RCL={4,2,6}. De manera aleatoria se extrae un elemento
de esa lista para formar parte de la soluciéon. Este procedimiento se repite eliminando a

los elementos ya utilizados.

Distancias
1 2 3 4 5 6 RCL Aleatorio | Solucion
11- 23 54 17 132 41 {4,2,6} 6 (1,6,-,-,-,-)
6 |- 48 31 142 39 - {3,5,2} 3 (1,6,3,-,-,-)
3|1- 12 - 45 28 - {2,5,4} 5 (1,6,3,5,-,-)
5/- 59 - 22 - - {4,2} 2 (1,6,3,5 2-)
2/- - - 100 - - {4} 4 (1,6,3,5,2,4)

Tabla 4.4: Ejemplo GRASP: Construccién por cardinalidad

Una vez construida la solucién inicial, viene el proceso de mejora de la solucién, en el

que se aplica busqueda local como ya se explicd anteriormente.

Implementaciéon del problema de las n esferas

Implementé este codigo utilizando las mismas vecindades que en busqueda local, es
decir, encontrando las esferas més alejadas en los ejes x, y y z, respectivamente, y construyendo

la solucién inicial mediante cardinalidad de la siguiente manera: se crea una solucién inicial
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aleatoria con n circulos. Se calculan los costos miopes de esta solucion: para cada esfera se
calcula la distancia del origen al centro de ésta y se suma su radio (0.1), de manera que la
esfera mas cercana al centro tiene el menor costo miope. Posteriormente se ordenan estos
costos miopes de menor a mayor y se genera un numero aleatorio k. El valor del costo
miope del k-ésimo elemento serd utilizado como cota para formar la Lista Restringida de
Candidatos, es decir, todos los elementos cuyo costo miope sea menor o igual a la cota
ingresan a ésta. A continuacion, elegimos un elemento de esta lista aleatoriamente para
que forme parte de la soluciéon construida. Repetimos este proceso p veces, generando una
solucion aleatoria distinta cada vez, hasta tener una nueva solucién que sera utilizada

posteriormente con bisqueda local.

Los parametros utilizados fueron k=4 y un total de 1000 iteraciones en la Busqueda
Local, debido a que, para n=10, se inicia con 20 iteraciones y la misma k obteniendo un
radio de 0.4237438 unidades en 4.32 segundos; al aumentar a 100 iteraciones, el resultado
fue de 0.3887875 unidades en 6.61 segundos, con 500 iteraciones R(s)=0.3601815 en 8.16
segundos y finalmente, al aplicar 1000 iteraciones, se obtuvo un radio de 0.3329987 en
11.73 segundos. Ademas, se fij6 una semilla en 11, pues buscaba comparar los resultados
con Busqueda Local cuya semilla ya estaba fija. De igual forma, probé distintas semillas
para ver si obtenia mejores soluciones con alguna otra y los resultados para n=10 fueron

los siguientes:

Semilla 11: R(s)= 0.3329987

Semilla 21: R(s)= 0.3816265

Semilla 7: R(s)= 0.4149418

Semilla 15: R(s)= 0.4418693

Semilla 46: R(s)= 0.4015101

Apliqué este método para n= 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90 y 100. A continuacién
presento los resultados para n=>50 y n=80, pues el resto sera expuesto en el apartado de

resultados.



CAPITULO 4. HEURISTICAS 30

A8 .04 0 -02 ] 0 04 08

= R{M) = R{graspl)
[1] 1.158035 [1] 0.642696

Figura 4.10: GRASP, n=50

En la Figura 4.10 podemos observar la soluciéon inicial en la grafica de la izquierda y
la solucion final usando el método GRASP en la gréfica de la derecha. Observemos que el
radio inicial producido fue R= 1.158035, mientras que el radio final del contenedor fue de R
= 0.642696. Con esto vemos que hubo un cambio de 0.515339 unidades, lo cual representa
una mejora.

Ahora veremos el caso en que n=80.
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= R({M)

[1] 1.193922 > R{graspl)

[1] ©.780195

Figura 4.11: GRASP, n=80

En la Figura 4.11 vemos que la solucién inicial (grafica de la izquierda) produjo un
radio de R= 1.193922, mientras que el radio final del contenedor (imagen derecha) fue
de R = 0.780195. En este caso, el radio disminuy6 0.413727 unidades con respecto a su

solucién inicial, mejorando la solucion.

4.3. Recocido simulado

En esta parte del documento se trabaja con la metaheuristica Recocido Simulado. Al

final se presentan los resultados obtenidos de la implementaciéon en RStudio.

Antecedentes

En 1983 se da la primera descripcion de este método y la podemos encontrar en
[27]. Esta inspirado en el proceso fisico de recocido de acero, que consiste en calentar
y luego enfriar muy lentamente el material hasta obtener una estructura cristalina soélida,

convergiendo a un estado de equilibrio[52[; es por esto por lo que existen ciertas analogias



CAPITULO 4. HEURISTICAS 32

entre el sistema fisico y un problema de optimizacion. (Tabla 4.4 )

Sistema fisico Problema de optimizacion
Estado del sistema Solucién

Posiciones moleculares | Variables de decision
Energia Funcién objetivo

Estado fundamental Solucion 6ptima global
Estado metaestable Optimo local
Enfriamiento rapido Biisqueda local
Temperatura Parametro de control T
Recocido de acero Recocido simulado

Tabla 4.5: Analogias entre el Recocido de acero y el Recocido simulado. Traducida de [52]

Algoritmo

El Recocido Simulado (Simulated Annealing en inglés) a diferencia de la busqueda
local, permite de alguna manera tomar “peores soluciones” a la actual para no quedarse
atrapado en un 6ptimo local y explorar mejor el espacio de soluciones.

En la imagen que se encuentra a continuacion, hay tres puntos: solucién inicial, minimo
local y nueva soluciéon. Este método acepta la nueva soluciéon a pesar de que su valor en
la funcién objetivo sea mayor, debido a que esta nos permite acercarnos mas al minimo

deseado.

® Solucidn inicial

® Minimo

Nueva solucidn

Valor en la funcion objetivo

Soluciones factibles

Figura 4.12: Recocido Simulado
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Como en los algoritmos de buisqueda local, partimos de una solucién inicial xy generalmente
aleatoria. Ademas, empezamos con una temperatura inicial ¢y, que se recomienda que sea
alta [14], y definimos un criterio de paro, que puede ser la temperatura deseada, nimero
de iteraciones, etcétera.

Sea xg una solucion inicial. Tomamos una soluciéon x que esté en la vecindad de z(, denotada
por N(zy) y evaluamos ambas en la funcion objetivo. Si f(x) > f(zy), sustituimos el valor

de xg por z, pero si f(z) <f(xq), definimos una delta tal que :

0= f(wo) = f(x)

Posteriormente hay una parte aleatoria pues tomamos un nimero v uniforme entre
cero y uno tal que, si u es menor a la exponencial de delta sobre t, zy toma el valor de .
En otro caso, buscamos otra solucion vecina. [14]

En este punto hay que notar que, cuando tenemos temperaturas muy altas, es decir,

~9/t tiende a 1, por lo que es casi seguro que las soluciones

valores de ¢ muy grandes, e
vecinas sean muy aceptadas al principio, pero mientras més avance el algoritmo, la temperatura
disminuye y se vuelve cada vez menos probable aceptar nuevas soluciones.

Repetimos todo lo mencionado anteriormente hasta que se cumple el criterio de paro.

De acuerdo a lo descrito anteriorente, en la figura 4.13 presentamos el pseudocodigo de

esta metaheuristica, para un problema de maximizacion.



CAPITULO 4. HEURISTICAS 34

Require: zq, N(.),nrep, to
t <to ;
while ¢ <tfinal do
for n < nrep do
Crear una solucion x eN(x)
if f(xg) < f(z) then
Ty <
else
0 = f(zo) — f(z)
u e U(0,1)
if u < e%* then
Tog < T
end if
end for
t = a(t)
end while
return z

Figura 4.13: Pseudocodigo Recocido Simulado para problema de maximizacion

La mayor ventaja de este método es que impide que quedemos atrapados en minimos
locales, al aceptar soluciones que empeoran la actual; esto mismo permite que el espacio
de soluciones se explore en mayor medida. La mayor desventaja que presenta es que puede
llegar a ser muy lento, pues, tal como en el método fisico en el que se basa, las disminuciones

del pardmetro 7' son muy lentas.

Ejemplo

A continuacion se presenta un pequeno ejemplo tomado de [52], para la implementacion
del Recocido Simulado.

Se busca maximizar f(z) = z* - 602? + 900 z + 100, con z ¢ R. En este ejemplo se
define a una vecindad como el cambio de un bit, por lo que es necesario cambiar el espacio
de soluciones, de forma que, en lugar de trabajar con z € R, trabajaremos con un vector
binario.

La solucion inicial esta representada por 10011, donde z = 19 y f(z) = 2399. Ademés, To=
500.

Aleatoriamente se elige cambiar el bit que se encuentra en la posiciéon 1, obteniendo la
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solucion 00011, donde z=3 y f(x)=2287. Se calcula 6 = 2399 - 2287 = 112, que nos permite
sustituir la solucién inicial. Se calcula la disminuciéon de temperatura mediante la funcion
Ty, = ﬁ, donde I' es una constante, y se repite el procedimiento con la nueva solucion. A

continuaciéon se presenta una tabla con el resto de las iteraciones:

T Bit a cambiar | Solucion | f(z) | § iz < x0? | Nueva soluciéon vecina
500 1 00011 2287 | 112 | Si 00011
450 3 00111 3803 | <0 ST 00111
405 ) 00110 3556 | 247 | Si 00110
364.5 | 2 01110 3684 | <0 ST 01110
328 |4 01100 3998 | <0 | Si 01100
295.2 | 3 01000 3972 | 16 St 01000
265.7 | 4 01010 4100 | <0 ST 01010
239.1 |5 01011 4071 | 29 ST 01011
2152 | 1 11011 343 | 3728 | No 01011

La mejor solucion fue 01010, donde z = 10 y f(z) = 4100.

Implementacién del problema de las n esferas

Como en todas las heuristicas, la definicién y experimentacion de pardmetros juegan
un papel muy importante en el resultado obtenido. Para el Recocido Simulado, utilicé una
temperatura inicial de 1000 y una final de 10™* pues estos parametros deben estar muy
alejados entre si para dar buenos resultados.

Ademas, para el parametro « se han hecho diversos experimentos, encontrandose que el
mejor valor recomendado es entre 0.95 y 0.99 [1].

Para la implementacién de este algoritmo en R, la vecindad utilizada consiste en
encontrar las esferas més alejadas respecto al centro del contenedor en los ejes z, y y
2z, respectivamente, y sustituyendo sus coordenadas por ntimeros aleatorios menores a 0.5.
Para verificar que no existen traslapes entre esferas, se utiliza una matriz cuyas entradas
representan el traslape entre una esfera y otra, de manera que, para que la solucion
sea factible, ésta matriz debe tener ceros en todas las entradas, salvo en la diagonal
(se considera 0.2 para expresar el traslape de una esfera consigo misma). Ademas, los

parametros que mostraron un mejor comportamiento para el problema de empaquetamiento
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fueron a = 0.99 y 40 repeticiones. Para verificar esto, se definié un contador para ver en
cuantas ocasiones el algoritmo entra en el ciclo de la temperatura, econtrando que se hacia
1604 veces dando un ntmero de repeticiones = 20, para n = 10, obteniendo un radio
de 0.3522297 en 264.9 segundos. Al aumentar al doble las repeticiones, es decir, a 40, el
radio del contenedor disminuy6 a 0.3321368 tomando un tiempo de 389 segundos. De esta
manera, al haber 40 repeticiones en cada una de las 1604 ya mencionadas, el algoritmo
realiza 64,160 repeticiones en total.

En adiciéon, es necesario mencionar que se fijo una semilla en 11, al igual que en los
algoritmos anteriores, para poder comparar los resultados de mejor manera. De cualquier

forma, experimenté con otras semillas, cuyos resultados, para n=10, se presentan a continuacion:

Semilla 11: R(s)= 0.3321368

Semilla 21: R(s)= 0.3455382

Semilla 7: R(s)= 0.3496352

Semilla 15: R(s)= 0.3454823

Semilla 46: R(s)=0.3329084

Presentaré los resultados para n=10 y n=50. El resto se expondrén en la seccién de

Resultados.
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-1 -05 0 05 1

N B A 0ERA0B03 02 01 1 02 0
R T N O N

0

> R(s1i)

$Radio
[1] 1.420756 [1] 0.3321368

Figura 4.14: Recocido simulado, n=10

El radio pas6 de 1.420756 unidades a 0.3321368, habiendo una disminucién de 1.0886192.
Para n=>50

06 04 02 0 02 04 08
| I [ S

¥%5 4 05 0 05 1 15
> R{si) fradio
[1] 1.534181 [1] 0.6440078

Figura 4.15: Recocido simulado, n=>50

Hubo un cambio de 0.8901732 unidades respecto a la solucion inicial.
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4.4. Busqueda Tabt

En este apartado se presenta un método que permite hacer movimientos de no mejora,
aumentando las posibilidades de llegar a una mejor soluciéon que la actual, alejandose del

valor 6ptimo actual pero explorando en gran medida el espacio de busqueda.

Antecedentes

La biusqueda tabu tiene como base a la biusqueda local; sin embargo, una de las caracteristicas
mas importantes de esta metaheuristica es el uso de la memoria, que se destaca sobre la
de otros algoritmos que utilizan memorias basadas en herencia.
Los principios bésicos de la busqueda tabi fueron elaborados en una serie de articulos a
finales de los anos 80 y 90, unificados en [20], escrito por quien se conoce como el fundador

de este método: Fred W. Glover.

Algoritmo

Si bien este algoritmo se basa en la idea de buscar mejores soluciones en vecindades,

presenta caracteristicas que lo hacen particularmente mejor que la biisqueda local:

= Movimientos tabi son restricciones que se usan para prevenir el ciclado cuando nos
alejamos de 6ptimos locales hacia movimientos de no mejora. Estos movimientos se
declaran “tabi” pues se prohibe que se realicen durante cierto ntimero de iteraciones.

[21]

» Lista tabi contiene a todos los elementos actualmente prohibidos. Esta funciona
como una memoria a corto plazo, pues contiene las soluciones que fueron visitadas

en el pasado reciente.
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Estructura
tabn

4 5 67

Figura 4.16: Glover, F. y Melian, B. (2003), p. 4

En la Figura 4.16 vemos un ejemplo de lista tabu en el que, para ese problema, el
movimiento 1,3 estd prohibido por dos iteraciones, el 2,/ por tres iteraciones y el

4,5 por una.

= Periodo de tenacidad: es el nimero de iteraciones por las que la lista tabi almacena

cada elemento. [35]

s Memoria a largo plazo: almacena la mejor solucion obtenida hasta el momento (z*),
ademés de almacenar la cantidad de veces que el movimiento ha sido utilizado,

penalizando su uso y obligando al algoritmo a explorar nuevas soluciones.

» Criterio de aspiracion: éste hace uso de la memoria a largo plazo, pues compara cada
nueva soluciéon con x*, permitiendo que, en caso de que un movimiento m esté dentro

de la lista tabu pero al aplicarlo se obtenga mejor solucion que z*, se aplique m. [21]

En general, podemos decir que la bisqueda tabi se desarrolla de la siguiente manera:
Se crea una solucion inicial xj y se calculan sus vecinos. Se toma al mejor de estos vecinos
(z’) y se verifica si este pertenece a la lista tabi. En caso afirmativo, se elimina a este
elemento de la lista de vecinos candidatos y se toma al mejor de esta nueva lista. En el caso
negativo, se cambia el valor de (zg) por z’ y se actualiza la lista taba. El procedimiento
se repite hasta cumplirse el criterio de paro. En la Figura 4.17 se presenta un diagrama de

flujo de la Busqueda Tab.
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Inicio

Crear una
solucion inicial xg

Crear una lista de
candidatos de la
vecindad Nixg)

L4

Encontrar la mejor Eliminar x° de
solucian x” en la lista [#—— la lista de
de candidatos candidatos.

ax esta
en la lista
tabu?

]

no
ng

xg =%y actualizar
Iz lista tabd

dse cumple
el criterio
de paro?

Fin

Figura 4.17: Algoritmo busqueda tabtu. Traducido de [23]

El criterio de paro se elige de acuerdo al problema a tratar. Puede ser un ntmero de
iteraciones fijo, el tiempo que se tarda la computadora en resolver el problema, un niimero

de iteraciones en que ya no se han visto mejoras, entre otras cosas.

Este método tiene la ventaja de utilizar la memoria a largo plazo para evitar que un
movimiento se repita muchas veces, evitando caer en minimos locales y la memoria a corto
plazo, que permite tomar distintas soluciones en cada iteraciéon, ampliando el espacio de
basqueda. Este método llega a ser computacionalmente muy costoso pues debe calcular

las soluciones vecinas, asi como su aportacion a la funciéon objetivo y actualizar la lista



CAPITULO 4. HEURISTICAS 41

tabu en cada iteracion.

Ejemplo

A continuacion se presenta un ejemplo obtenido de [33] en el que se hace uso de este
método.
Se busca optimizar la disposicién de ciertos materiales de manera que se maximice el poder
aislante de estos. La funcion objetivo esta dada por una funcién cuyo pardmetro de entrada
es una permutaciéon de los materiales y cuyo pardmetro de salida es un valor de aislamiento.
Suponemos ademéas que contamos con siete materiales, por lo que las soluciones estan dadas
por los ordenamientos de éstos.
El sistema de vecinos que se utilizara es el swap, que consiste en intercambiar la posicién
de dos materiales y la lista tabi va a restringir por 3 iteraciones el par de modulos que
han sido intercambiados.

Empezamos con la solucién inicial que se encuentra a continuacion:

2 s 7 [z [+ |° [+ |

Valor en la funcion objetivo = 10

La lista tabi inicia vacia y calculamos todas las soluciones vecinas a la soluciéon actual:

Lista tabu Soluciones vecinas
z 3 i 5 & 7 Swap Valor
1 5,4 6
2 7.4 4
3 3,0 2
2,3 1]
4
4,1 -1
5
3

Para cada solucion vecina tenemos la variacion en la funcion objetivo, es decir, en

cuanto aumentara o decrecera el valor actual de la funcién al realizar cada swap. Notemos
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que el mejor cambio que podemos realizar es intercambiar el 4 y el 5 para asi aumentar
la funcién en 6 unidades. De esta manera, nuestra nueva solucion queda de la siguiente

forma:

I O 20 O O GO

Valor en la funcién objetivo = 16

Debemos actualizar la lista tabt, restringiendo el movimiento que acabamos de realizar
durante 3 iteraciones. Ademés, calculamos nuevamente los valores vecinos a la nueva

solucidn:

Lista tabu Soluciones vecinas
z 3 i 5 & 7 Swap Valor

1 3,1 2

2 2,3 1
2 3,6 1
3 7.1 -2

4
6,1 -4
5
[

En esta ocasién debemos cambiar el 3 por el 1, para aumentar nuestra funciéon objetivo

en 2 unidades.

I O 20 O O GO

Valor en la funcién objetivo = 18

Prohibimos este movimiento y actualizamos la lista tabt:
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Lista taba Soluciones vecinas
2 3 i 5 £ ! Swap Valor
1 ’ 1,3 -2 T
2 2,4 -4
3 7.6 -6
X 2 4,5 -7 T
53 -9
H
1

En esta ocasiéon vemos que el mejor movimiento es 1,3, sin embargo, este estd dentro
de la lista tabt, por lo que lo ignoramos, tomando en su lugar la segunda mejor iteracion,

que serfa intercambiar 2 y 4.

G N N N GO N

Valor en la funcién objetivo = 14

Actualizamos las iteraciones de la lista tabu y calculamos la solucién vecina a la actual:

Lista tabu Soluciones vecinas
z 3 i 5 & 7 Swap Valor
2
1 4.5 6 T
3
2 5,3 2
2 7,1 ]
1 1,3 -3
s T
2,6 -6
5
[

Vemos aqui que el mejor movimiento es 4,5, que se encuentra en la lista tabd. Sin
embargo, si lo tomaramos, nuestra funciéon objetivo alcanzaria el mejor valor encontrado
hasta el momento. Utilizamos el criterio de aspiracion y realizamos el intercambio.

Después de realizadas 26 iteraciones, se tienen los siguientes resultados:
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[ O N X S O N

Valor en la funcion objetivo = 12

Lista tabu
1 2 3 4 ] 3] 7

1 3
Swap | Valor | Valor
2 penalizado
3 14 |3 3 T
4 2,4 -1 -6
5 3,7 -3 -3
5] 1,6 -5 -5
7 3 65 |-4 -6

Frecuencias

Debajo de la tabla de la lista tabd se encuentra una nueva tabla denominada “ tabla
de frecuencias ”, lo que nos indica, después de todas las iteraciones, cuantas veces se ha
realizado cada movimiento. Aqui es donde entra la memoria a largo plazo, gracias a la cual
podemos penalizar las soluciones que més se han utilizado, con el fin de explorar mejor el
espacio de soluciones.

El algoritmo termina cuando se cumple el criterio de paro, devolviendo la mejor soluciéon

encontrada a lo largo del proceso.

Implementaciéon del problema de las n esferas

Implementé Busqueda Tabu en R, poniendo un méximo de iteraciones = 1500 como
criterio de paro, pues, para n=10, al utilizar 500 iteraciones, el radio fue de 1.08581
unidades, en un tiempo de 7.14 segundos. Aumenté a 1000 iteraciones, obteniendo un
radio de 0.3560491 en 7.16 segundos y finalmente, con 1500 iteraciones, obtuve un radio
de 0.3551351 en 7.71 segundos. Al aumentar el numero de iteraciones a 20,000, el radio
resulto igual.

Ademas, el criterio para que un elemento ingrese a la lista tabu es el siguiente: Si en el

movimiento k£ movi la esfera s;, se prohibe que esta misma se mueva por los siguientes tres
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movimientos, es decir, en el k + 1, k + 2 y k + 3. Esto permite que otras esferas tengan la
oportunidad de cambiar de lugar. Ademas se implement6 la memoria a largo plazo para
siempre comparar la mejor soluciéon encontrada, con las que iban surgiendo.

Finalmente, tal como en el resto de las heuristicas, fijé la semilla en 11. A continuacién

los resultados del uso de las otras semillas, para n=10:

Semilla 11: R(s)= 0.3551351

Semilla 21: R(s)= 0.4236207

Semilla 7: R(s)= 0.3825118

Semilla 15: R(s)=0.4296165

Semilla 46: R(s)=0.3660727

Si bien los resultados se expondran en otro apartado del documento, a continuacion

presento aquellos para n=60 y n=100:

; ) » R{tabusearch)
3[-1? (i‘l}ﬂﬂsdﬁ [1_] 0, 7070359

Figura 4.18: Bisqueda Tabu, n=60

Hubo un cambio de 0.8271451 unidades entre ambos radios.
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0505

» R{51) > R{btabu)
[1] 1.604762 [1] O.BEES961

Figura 4.19: Busqueda Tabt, n=100

El radio del contenedor inici6é en 1.609762 unidades, terminando en 0.8885961 después

de aplicado el algoritmo.

4.5. Algoritmos genéticos

Finalmente, tenemos los Algoritmos genéticos, que son una técnica de optimizaciéon

basada tanto en busqueda local, como en principios de genética y selecciéon natural.

Antecedentes

Este tipo de algoritmos forman parte de una rama de la computacién conocida como
“Computaciéon evolutiva”; se basan en la teorfa de la evolucion de Darwin, y sus bases
fueron creadas por John Holland en 1962, aunque no fue hasta 1984 cuando formalizo
y explor6 diversos conceptos de este método, en su publicacién Genetic Algorithms and

Adaptation, que se encuentra en [25].
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Algoritmo

Algunos conceptos importantes para este algoritmo son:

Poblacion: conjunto de todas las posibles soluciones.
= Individuos: solucién candidata.

= Cromosomas: solucién dada. Puede expresarse mediante una cadena de ntmeros
binarios (1 o 0), pero también se puede realizar la codificaciéon mediante ntimeros

enteros o incluso cadenas de palabras, dependiendo del problema a tratar.
= Gen: elemento de la solucion.

= Alelo: valor que toma un gen de un cromosoma en particular.

Poblacidn, conjunto
0|1|0 (1(0]|1 |0 |1 |0 |1 de cromosomas

0]1 01 0|10 |1 01 % cromosoma

Ademés, tenemos el genotipo, que es la poblacién en el espacio computacional y el

fenotipo, que son las soluciones en el mundo real.

Estructura basica del algoritmo

Como ya se menciond anteriormente, este método esta basado en el proceso de seleccion
natural. Es por esto por lo que algunas de las etapas del algoritmo llevan nombres como

mutacion o cruzamiento.
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Si bien existen muchas variantes del método en cuestion, en general, la estructura de los

algoritmos genéticos se representa como sigue :

1. Como en el resto de los algoritmos de optimizacion, es necesario generar una poblacion

inicial aleatoria, para asi asegurar la diversidad de soluciones.

2. Evaluamos la puntuacion de cada individuo de la poblaciéon mediante la funcién de
aptitud, que indica la contribuciéon de cada elemento a la soluciéon general, es decir,
si el objetivo es maximizar, cuanto mayor sea el valor de la funciéon para el individuo,

mayor su fitness. En el caso de minimizacion, ocurre lo contrario.

3. Viene la etapa del cruzamiento o crossover, en la que se utilizan caracteristicas de

dos individuos para generar nuevos.

4. Con cierta probabilidad de mutacion, se realiza un cambio en alguna caracteristica

del nuevo individuo.

5. Se organiza la nueva poblacion y se repite el paso dos hasta que se cumpla el criterio

de paro definido.

A continuacién veremos con mayor detalle las etapas mencionadas hace unas lineas.

Seleccion

De acuerdo a la teoria de evoluciéon de Darwin, los individuos més aptos son los que
sobreviven. Es por esto por lo que existen diversas formas de seleccionar a los padres que

generaran la nueva generacion.

= Seleccion por Ruleta: Se crea para esta seleccion una “ruleta” con los cromosomas
presentes en una generacion, de forma que cada cromosoma tiene una parte de esta
ruleta, mayor o menor en funcién a su valor de aptitud; asi, mientras mejor sea su
contribuciéon a la funcién objetivo, més probabilidad tendra de ser elegido. Se hace
girar la ruleta y se selecciona el cromosoma en el que esta se detenga. [42] El problema

con este método es que, si el valor de aptitud de unos pocos individuos es muy
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superior al resto, estos seran seleccionados de forma repetida habré poca diversidad

genética. En la Figura 4.20 se muestra un ejemplo de éste tipo de seleccion.

Seleccidn por ruleta

El individuo
COn peor
valor fitness
tiene menor
porcion en la

ruleta. El individuo con

mejor valor fitness
tiene mayor porcion
en la ruleta.

punto de seleccion

Figura 4.20: Seleccién por ruleta

= Seleccidn por torneo: Se seleccionan aleatoriamente dos parejas de individuos de la
poblacion, todos con la misma probabilidad. De cada pareja se selecciona al que
tenga mayor fitness, y asi sucesivamente, hasta obtener al final a los dos padres que
se cruzaran [42]. Por ejemplo, en la Figura 4.21 podemos ver que hay seis individuos
en la poblacién inicial, caracterizados por las letras A, B, C, D, E y F, con los cuéles
se forman dos parejas (C,F y A,B); se comparan los valores de la funcion objetivo de
cada individuo de la pareja y se elige aquel con el mejor valor para obtener finalmente

a los progenitores C y B.

Seleccion por torneo

f{C) = f(F)
seleccion aleatoria C
de parejas |:> C
— >

fiB) = f[A)

'::>B

i B i e B o T = = R

Figura 4.21: Seleccion por torneo
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= Seleccién truncada: se realizan selecciones aleatorias de individuos, habiendo descartado
primero a los n individuos con peor valor de aptitud de la poblacion [42]. En la Figura
4.22 tenemos una poblacion inicial cuyos individuos son identificados con las letras
A, B, C, D, E, F, Gy H. Se ordenan estos individuos de mejor a peor de acuerdo a
su valor de aptitud y luego se eliminan los cuatro peores (E, D, B y G) para elegir

posteriormente, de manera aleatoria, a quienes seran los progenitores (H y C).

Seleccion por truncamiento

Poblacian inicia

H
F
A

S g

B
C
D
E LlaordenamosE Eliminamos A
F
G
H

Seleccionamaos
aloscuatro = 5jeatoriamente
peores a los padres

segln los
valores

FiE

fitness B

G

Figura 4.22: Seleccion truncada

= Seleccion elitista: Se copia el o los mejores cromosomas de la generacién anterior
para formar parte automaticamente de la nueva solucion. El resto de la poblaciéon se

elige mediante alguno de los métodos ya mencionados. [42]

Cruzamiento

Una vez seleccionados los padres, es necesario combinarlos de manera que se generen

nuevas soluciones que formaran parte de la nueva generacion.

= Cruzamiento a partir de un solo punto: se define un punto aleatorio de corte en
ambos cromosomas padres. Se copia la informacion genética de uno de ellos desde el
inicio hasta el punto de cruce, y el resto se copia del otro progenitor. Como resultado
de este proceso, por cada cruce, se generan dos nuevos individuos. En la Figura 4.23
se intercambian caracteristicas de ambos padres a partir de un punto de corte, dando

lugar a dos individuos distintos. [42]
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Cruzamiento a partir de un punto

Punto decorte

Madre

Padre

Hijo1

Hijo 2

Figura 4.23: Cruzamiento a partir de un punto

» Cruzamiento a partir de dos puntos: es muy similar al método anterior, salvo que,
en esta ocasion, se seleccionan aleatoriamente dos puntos de corte. Cada individuo
se divide por los puntos de corte y se intercambian las partes[42]. En la Figura 4.24
se intercambian caracteristicas de los progenitores a partir de dos puntos de corte,
dando como resultado dos hijos, uno de los cuales esta mas cargado con informaciéon

genética de la madre y otro contiene mayormente informacién genética del padre.
Cruzamiento a partir de dos puntos

Punto decorte Punto decorte

Madre

Padre

Figura 4.24: Cruzamiento a partir de dos puntos

= Cruzamiento uniforme: el valor del gen de cada individuo se obtiene copiando el
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correspondiente gen de uno de los dos padres, escogido de acuerdo a una mascara
de cruce generada aleatorimante, donde, al haber un 1, se copia el gen del primer
progenitor, y al haber un 0, se copia el del segundo|42|. En la Figura 4.25 tenemos una
mascara que copia cinco genes del padre y tres de la madre, dando como resultado

un unico hijo.

Cruzamiento uniforme

il : o o 1 o |1 i Jo |
Sl .+ o 1o o |1 |

o SN O P PO PO P N PO

Figura 4.25: Cruzamiento uniforme

» Cruzamiento aritmético: Los padres se recombinan segin algtin operador aritmético

para generar a los miembros de la nueva generacion. [42]

Mutacion

Una vez generados los nuevos individuos, cada uno de ellos se somete a un proceso de
cambio, donde alguna de sus caracteristicas puede verse modificada con una probabilidad
p. Este paso es importante para anadir diversidad al proceso y evitar que el algoritmo
caiga en minimos locales debido al parecido entre generaciones. Existen diversas formas
de mutar a los cromosomas, que dependen generalmente de como esta representada la
solucion. Por ejemplo, podriamos intercambiar las posiciones de caracteristicas, es decir, si
un individuo se compone por [i,5,k|, una mutacion de este podria verse como [i,k,j|. Otra
manera de mutar la posicion j, seria suméandole a ésta un numero v tal que u e U(0,1).
De otra forma, la mutacion de la posicion j podria conseguirse reemplazando el valor de j

por un nuevo valor aleatorio dentro del rango permitido para esa variable.



CAPITULO 4. HEURISTICAS 53

Podemos decir que, de manera general, los algoritmos genéticos son mecanismos que
simulan la evoluciéon de las especies inspirandose en la idea de que el individuo mas apto
es quien sobrevive. De esta manera, calcula los valores de aptitud a los individuos de
una poblacién para que haya cruzamientos y mutaciones entre ellos que generen nuevos
individuos, a partir de los mejores progenitores de una poblacién. En la Figura 4.26 se

presenta un diagrama de flujo con los pasos que siguen los algoritmos genéticos.

Poblacion inicial

Calcular funcién fitnes

&

Cruzamiento Hasta que el criterio de
ik optimalidad sea

Mutacion alcanzado

Eleccion de

supervivientes

i

Fin. Regresa mejor
solucién

Figura 4.26: Diagrama de flujo de algoritmos genéticos

Este método de optimizacion garantiza que con cada iteracion la soluciéon va mejorando,
pues se basa en el principio de sobreviviencia del méas fuerte. Ademas, el que se implementen
mutaciones permite que las soluciones se diversifiquen. Las mayores desventajas aqui
consisten en que los cruzamientos y mutaciones pueden definirse de formas tan distintas,

que es dificil encontrar el mejor para el problema que se busca resolver.

Ejemplo

A continuacion veremos un ejemplo obtenido de [8] en que se utiliza la metaheuristica

de Algoritmos genéticos:

Se desea minimizar f(z,y) = zsen(4x) + 1.1y sen(2y), para 0 < z < 10, 0 < y < 10.

Sea Np,, — dimension de los cromosomas y Npopiacin — nmero de individuos en la poblacion.
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Como los cromosomas son de la forma z,y, Npor = 2. Ademas, Npopiaein — 12 cromosomas
generados aleatoriamente. Se define una tasa de mutacion g = 0.2 y un total de 100
iteraciones. Finalmente, en lugar de reemplazar a toda la poblacion de padres con la nueva
generacion, mantendremos la mitad més adaptada. En la Tabla 4.6 se presenta la poblacion

inicial.

x y f(zy)
6.7874 | 6.9483 | 13.5468

7.5774 | 3.1710 | -6.5696
7.4313 | 9.5022 | -5.7656
3.9223 | 0.3445 | 0.3149
6.5548 | 4.3874 | 8.7209
1.7119 | 3.8156 | 5.0089
7.0605 | 7.6552 | 3.4901
0.3183 | 7.9520 | 1.3994
2.7692 | 1.81687 | -3.9137
0.4617 | 4.8976 | -1.5065
0.9713 | 4.4559 | 1.7482
8.2346 | 6.4631 | 10.7287

Tabla 4.6: Poblacién inicial

Se ordena a los individuos de acuerdo a su valor en f(z,y), que es mejor mientras
mas pequenio sea, pues el objetivo es minimizar f(z,y) = zsen(4z) + 1.1y sen(2y). De
esta manera, el individuo (7.5774, 3.1710) es considerado el mejor y el individuo (6.7874,
6.9483) es el peor. Una vez ordenados, se eliminan los seis con peores valores. En la Tabla

4.7 se muestra la poblacion sobreviviente a este método de seleccion.

Rango | z y flzy)
1 75774 | 3.1710 | -6.5696
2 74313 9.5022 | -5.7656
3 2.7692 | 1.81687 | -3.9137
4 0.4617 | 4.8976 | -1.5065
5 0.3183 | 7.9520 | -1.3994
6 3.92231 0.3445 | 0.3149

Tabla 4.7: Poblacion sobreviviente después de la tasa de seleccion

La probabilidad de que el cromosoma que se encuentra en el lugar n sea un padre, se
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calcula de la siguiente manera:
. Nl —n 4+ 1

Sl

Donde Nj es el nimero de individuos en la primera generacién y n es el lugar que

I

ocupa el cromosoma.

Asi, la probabilidad de que el cromosoma 1 de la Tabla 4.7 sea un padre es:

6-1+1 6
P(C,) = T+ = o7 = 0.285714 = 28.5714%

y, de la misma manera, la probabilidad de que el cromosoma 6 sea progenitor es:

6-6+1 1
P(Cy) = T+ = o7 = 0.0476 = 4.76 %

Cada pareja de padres genera 2 hijos, por lo que necesitamos 3 pares de cromosomas
para crear la nueva generacion. Una vez que tenemos los pares de cromosomas m = [Z,, Y|
y P = |7, Y|, elegimos aleatoriamente un punto de cruce k. Para generar a los hijos, primero
generamos una combinaciéon lineal convexa entre los padres. Para ello, necesitamos un
parametro 3 € [0,1]. Una vez determinado el valor de 3, la coordenada z asociada a cada
par de individuos denotados cokmo Zyuevo1 ¥ Tnuevoz S€ generan del siguiente modo:
Truevol = (1-B) T + B
Tnuevo2 = (1-8) xp + B

Asi los hijos tienen la siguiente forma:
hijor = [Tnuevols Ym| € hijos = [Tnuevor, Yp)

En ete ejemplo se cruzaron los individuos 1 con 3, con un valor f = 0.3463, 4 con 2,
con un valor para [ = 0.7898 y finalmente cruzamos a los individuos 5 con 6, con un valor
para 5 = 0.5468.

Los cruzamientos nos dieron como resultado 6 hijos, de forma que la nueva poblacion

se presenta en la Tabla 4.8.
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Rango | = y flz,y)
1 | 75774 | 31710 | -6.5696
2 | 74313 | 95022 | -5.7656
3 | 2.7692 | 1.81687 | -3.9137
4 04617 | 4.8976 | -1.5065
5 |0.3183 | 7.9520 | -1.3994
6 |3.9223 | 0.3445 | 0.3149
7 | 5.9123 | 3.1710 | -5.6847
8 | 4.4343 | 1.8687 | -5.12996
9 | 5.9662 | 4.8076 | -7.6449
10 | 1.9267 | 9.5022 | 3.51790
11 | 2.2889 | 7.9520 | -1.0951
12 [ 1.9516 | 0.3445 | 2.19031

Tabla 4.8: Nueva poblacion

Recordemos que la tasa de mutacion es el 20 %, por lo que el nimero de mutaciones a

realizar es el siguiente:
#mutaciones = p(Npopiacin — 1) Npar = 0.2(12 — 1)(2) = 4.4

Por lo tanto, se realizan 4 cambios aleatorios a los individuos de la nueva poblacion.

Repetimos el proceso anterior hasta que se cumpla el criterio de paro (100 iteraciones).

Implementacién del problema de las n esferas

A continuacién presento los detalles de implementacion para el problema de empaquetamiento
de esferas dentro de un contenedor esférico, siguiendo el procedimiento presentado en

Algoritmos Genéticos.
1. Genero una poblacién inicial de tamano n, con n par.

2. Defino nimero de iteraciones y la funcion de aptitud, que da un valor para Ry

suponiendo que solo existe la esfera ¢ dentro de S.

3. Calculo la funciéon de aptitud para cada elemento de la polaciéon y ordeno estos

elementos de mejor a peor con respecto al valor obtenido.

4. Creo a los padres con el método de la ruleta.
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5. Genero los cruzamientos utilizando un cruzamiento aritmético: Cada madre se empareja
con un padre, y cada pareja de progenitores genera dos hijos; suponiendo que la madre
tiene coordenadas (T, Ym, zm) ¥ €l padre (z,, y,, 2,), los hijos estaran definidos

Ccomao:

. hl - (l‘nuevonw Ynuevom r,Znuevom )

. h2 — (xnuevopa Ynuevop) Znuevop)a

donde Lnuevom — (1' ﬁ)xm—i_ﬁ Tp 3 Tnuevop — (1’ 6)xp+ﬁ Tm 5 Ynuevom — (1’
ﬂ)ym+ﬁ Yp » ynuevop:<1_6)yp+ﬂ Ym, Znuevom:(]-_ﬂ)zm + B Zp Y Znuevop— (1_5)
2p + B zm

6. No se implementa elitismo: los hijos entran a la poblacién tomando el lugar de los
padres, pues de esta forma, en cada iteraciéon tenemos una poblaciéon completamente

distinta.

7. Con una probabilidad de p = 0.2 se muta a los individuos, suméndole un nimero
u € (—0.3,0.3) a la coordenada mas alejada, pues de esta forma podemos acercar

esta coordenada al centro o alejarla no méas de 0.3 unidades.
8. Se reordenan los nuevos individuos y se repite el procedimiento k veces.

Fueron necesarias 1500 iteraciones, ya que con 1000 iteraciones, para n=10, obtenia
un radio final de 0.3736917 unidades en 6.80 segundos, y con 1500 iteraciones un radio
de 0.3581568 en 10.17 segundos. En el caso en que n=>50 ocurrieron cosas similares pues
al utilizar 1000 iteraciones, la solucion obtenida R(s)=0.6824516 fue encontrada en 18.2
segundos, mientras que al elevar el ntiimero de iteraciones a 1500, el nuevo radio fue
de 0.63288 en 57.11 segundos. Intenté aumentar el niimero de iteraciones a 15,000, sin
embargo, no hubo cambios en la solucién.

De igual forma, utilicé una semilla de 11 pues, al utilizar otras, obtenia los siguientes

resultados (para n=10):

» Semilla 11: R(s)= 0.3581568

» Semilla 21: R(s)= 0.3629289
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= Semilla 7: R(s)= 0.4791553
» Semilla 15: R(s)=0.4091834

= Semilla 46: R(s)=0.3758962

Ahora veremos los resultados para n=30 y n=90.

= Risi) > R{geneticos)
[1] 1.381075 [1] 0.5473284

Figura 4.27: Algoritmos genéticos, n=30

Hubo un cambio de 0.8439466 unidades con respecto al radio de la solucién inicial.
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> R(8T) > Rigeneticos)

[1.] 1.478822 [1] 0.832626

Figura 4.28: Algoritmos genéticos, n=90

El radio final fue menor que el inicial por 0.646196 unidades.



Capitulo 5

Resultados

A continuaciéon veremos los resultados para cada instancia, con cada heuristica, lo que
nos permitird comparar como fueron los radios obtenidos mediante cada método para el
contenedor S. Es importante notar que en todas las heuristicas comencé con la misma
solucién inicial, de forma que las comparaciones de tamano de los radios del contenedor
fueran lo méas acertadas posible. Esto cambia tinicamente en GRASP, pues recordemos que
este método inicia con una solucién creada en la primera fase del método.

En cada una de las figuras (5.1 - 5.10) se muestran las imagenes de las soluciones iniciales
a la izquierda, sobre sus respectivos radios, y las de las soluciones finales a la derecha.

Si bien las imagenes pueden darnos una idea de cuédnto mejoraron las soluciones con
respecto a su solucién inicial, asi como cual de las heuristicas gener6 el mejor cambio,
siempre es necesario revisar los datos numéricos. Es por esto por lo que en la Tabla 5.1 se

muestran los valores obtenidos para R, en cada heuristica.

60
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n=10
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Figura 5.1: Resultados n=10
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n=20

Solucion final
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> ROM) > R(graspl)
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Figura 5.2: Resultados n=20
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n=30
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14}
o
[}
>
2 3
S 2
o -

> Ribtabu)

[1] 0.5397116

% 04 02 0 02 04
- [
— 04

w)
(e} 8 0z
£3 :
'
B “Q 02
® g
- — 04
<< oo

> R(si) > R(geneticos)
[11 1.391075 [1] 0.5473284

Figura 5.3: Resultados n=30
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n=40

Solucidn inicial

Solucion final

Busqueda
local

> R(si)
[1] 1.376184

06 04 D2 0 02 04 08B

> R(b1)
[1] 0.5966069

GRASP

08 D04 02 0 02 04 08§

> R(graspl)
[1] 0.5854702

Recocido

Simulado

Sradic
[1] 0.5737528

Busqueda
Tabu

o 04 02z 0 02 b4 O

> R(btabu)
[11 0.6022647

Algoritmos
genéticos

= REs9)
[1] 1.376184

O.EM“

- 04 .02 Q 02 L 0g

> R(geneticos)
[1] 0.5876867

Figura 5.4: Resultados n=40
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Solucidn inicial

Solucion final

Busqueda

local

06 04 02 0

02 04 0§

> R(BT
[1] 0.6584125

GRASP

0% w4 L2 0 02 04 06

> R(graspl)
[1] D.642696

Recocido

Simulado

06 04 02 0 02 04 08

$Radio
[1] 0.6440078

Busqueda
Tabu

0% -04 02 0 02 04 06

> R(btabu)
[1] 0.6507829

Algoritmos
genéticos

> Risi)
[1] 1.534181

08 04 02 D 02 04 08

> R{geneticos)
[11 0.63288

Figura 5.5: Resultados n=>50
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n=60

Solucion inicial Solucion final
-0.5005
[1°]
e
Q
3 —
% o
o 2
?l:(iféilwdﬁ

a

(V]

<

o

G)

> R(graspl)
[1] 0.7090519

Recocido
Simulado

1]

il

Q

>

23

S 2

@
> R(tabusearch)
[1]1 0.7070359

05055

w

g 8

£S

'

S "¢

0 g

< @

0§ a -05

> R{geneticos)

> R(si)
11 1.638846 [11 0.6989356

Figura 5.6: Resultados n=60
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n=70

Solucion inicial Solucion final

©
©
]
g_ —
2 3
by [}
a —
> R(si) > R
[1] 1.562614 [1] 0.7810394
4 w5 0 05 4
[«
(7]
<
o
(U

> R(graspl)
[1] 0.7330827

Recocido
Simulado

SRadio
] 0.72063

14}

o

[}

>

23

S 2

o -
> R(btabu)
[1]1 0.7694053

w)

g 8

£3

'

5

® g

<< oo

» R(geneticos)

e
PG [1] 0.7686107

[1] 1.562614

Figura 5.7: Resultados n=70
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n=80

Solucion inicial Solucion final

Busqueda
local

> R(b1)
[11 0,R106075

GRASP

> -R[graspl)‘
[1] 0.780195

Recocido
Simulado

> R(s1)

[1] 1.601865

14}

©

Q

>3

23

3 -g

an iy o

)[151%?;01865 > R(btabu)
[1] 0.7929619
osP®

17

O wn

£ O

e

=

S v

o G

<< o

> R(s1) .
> Rigeneticos)
[1] 1.601865 [1] 0.7951683

Figura 5.8: Resultados n=80
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n=90

Solucion inicial Solucion final

-05 o as

Busqueda
local

> (b1
[11 0.8503413

GRASP

> R(graspl)
[1] 0.8259129

L

Recocido
Simulado

1]

il

Q

>

T3

S 2

o -
> R(btabu)
[1] 0.8475757

w

g 8

£S

'

5 @

0 g

< @

> R(s1)
[1] 1.478822

> R(geneticos)
[1]1 0.832626

Figura 5.9: Resultados n=90
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Solucidn inicial

Solucion final

Busqueda
local

GRASP

> R(graspl)
[1] 0.8539957

Recocido
Simulado

Busqueda
Tabu

> R(si)
[1] 1.609762

> R(btabu)
[1] 0.8885961

Algoritmos
genéticos

> R(si)
1] 1.600762

05 1) [

> R(geneticos)
[1] 0.8547397

Figura 5.10: Resultados n=100
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Ahora presentaré una tabla donde se pueden ver de manera ordenada los radios obtenidos

mediante la aplicacion de cada método:

n Busqueda Local | GRASP | Recocido Simulado | Buasqueda Tabti | Algoritmos genéticos

10 S.1. 1.420756 1.018029 1.420756 1.420756 1.420756
final 0.3598039 0.3329987 0.3321368 0.3551351 0.3581568

20 s.i. 1.534668 1.154834 1.534668 1.534668 1.534668
final 0.478011 0.4766722 0.4689278 0.4691602 0.5130891

30 s.. 1.391075 1.134884 1.391075 1.391075 1.391075
final 0.5595677 0.5493782 0.5461659 0.5397116 0.5473284

40 s.1. 1.37614 1.156737 1.37614 1.37614 1.37614
final 0.5966069 0.5854702 0.5737528 0.6022647 0.5876867

50 s.i. 1.534181 1.158035 1.534181 1.534181 1.534181

final 0.6584125 0.642696 0.6440078 0.6507829 0.63288

60 s.d. 1.638846 1.179675 1.638846 1.638846 1.638846
final 0.7265376 0.7090519 0.6904921 0.7070359 0.6989356

70 s.i. 1.562614 1.198743 1.562614 1.562614 1.562614
final 0.7810394 0.7339827 0.72063 0.7694053 0.7686107

80 s.i. 1.601865 1.193922 1.601865 1.601865 1.601865
final 0.8106075 0.780195 0.7740953 0.7929619 0.7951683

90 s.1. 1.478822 1.22539 1.478822 1.478822 1.478822
final 0.8503413 0.8259129 0.796024 0.8475757 0.832626

100 | s.i. 1.609762 1.241213 1.609762 1.609762 1.609762
final 0.9001805 0.8539957 0.8398154 0.8885961 0.8547397
mean 0.67211083 0.64903535 0.63860479 0.66226294 0.65892213

Tabla 5.1: Soluciones iniciales y finales

Recordemos ademas, que una de las partes més importantes de la programacion es el

costo temporal de ejecucion del codigo. A continuciéon presento cuénto tardd en compilar

cada codigo programado para este documento:
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Ntmero de | Buasqueda GRASP Recocido Busqueda Algoritmos

esferas Local Simulado Tabu genéticos

10 9.99 11.73 389.07 7.71 10.17

20 26.01 32.36 467.14 12.10 13.36

30 66.62 70.53 1534.64 1777 15.91

40 95.21 101.19 3142.25 45.72 27.13

50 112.61 131.48 3886.11 129.07 39.2

60 143.97 166.12 5386.51 158.01 57.11

70 188.12 210.73 7572.84 197.94 69.36

80 203.1 224.89 8612.27 218.15 80.18

90 221.88 250.6 12867.06 247.77 97.14

100 245.43 288.47 14647.21 263.52 118.11

mean 131.294 148.81 5850.51 129.776 52.767
Los tiempos de ejecucién estdn en segundos

Tabla 5.2: Tiempos de ejecucion

Comparando ambas tablas, podemos notar que, en promedio, el Recocido Simulado fue
el que nos dio valores mas pequenos para R, sin embargo, fue el que tardé mas tiempo
en ejecutarse, toméandose 5797.743 segundos mas que Algoritmos genéticos, que fue el que
se llevo a cabo més rapido.

GRASP fue el segundo algoritmo con los mejores valores para el radio, siendo el segundo
mas tardado, solo superado por Recocido Simulado, pero alejandose solo por 96.043 segundos
de la metaheuristica mas rapida.

Programé nuevamente GRASP para probar otro tipo de construccién de la solucion
inicial, con el fin de ver si habia alguna mejora con respecto a la otra construccion,
comenzando en esta ocasion con una solucién inicial construida por valor. Recordemos,
del apartado de esta heuristica, que esta construccion calcula los costos miopes de la
solucion, toma el minimo (c,) y el maximo (¢*), y crea la Lista Restringida de Candidatos
(RCL) a partir de aquellos costos miopes que son menores o iguales a ¢, + a(c* — c,),
tal que 0 < a < 1. Como ya se mencion6 también, en caso de que a = 0, el algoritmo
es miope, y cuando o = 1, el algoritmo es aleatorio. Es por esto tltimo por lo que utilicé
a = 0.5, asf como una semilla de 11 para comparar los resultados obtenidos con el resto
de las heuristicas. Al igual que en GRASP, utilicé 10,000 iteraciones. En la Tabla 5.3
se muestran las soluciones con ambas construcciones hechas con GRASP, asi como sus

tiempos de ejecucion:
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n Solucién | GRASP Tiempo | GRASP Tiempo
usando usando
cardinalidad Valor

10 S.i. 1.018029 1.243879

final 0.3329987 11.73 0.3591528 6.9
20 s.i. 1.154834 1.427766

final 0.4766722 32.36 0.4787477 51.23
30 S.i. 1.134884 1.345751

final 0.5493782 70.53 0.5418756 82.68
40 s.i. 1.156737 1.28266

final 0.5854702 101.19 0.5980907 97.71
50 S.1. 1.158035 1.391086

final 0.642696 131.48 0.6591961 118.82
60 S.i. 1.179675 1.541101

final 0.7090519 166.12 0.7165073 173.54
70 s.i. 1.198743 1.391854

final 0.7339827 210.73 0.7206392 189.65
80 S.i. 1.193922 1.430581

final 0.780195 224.89 0.7891698 202.47
90 s.i. 1.22539 1.461618

final 0.8259129 250.6 0.8488458 250.88
100 S.i. 1.241213 1.473208

final 0.8539957 288.47 0.8517988 303.85
promedio 0.64903535 148.81 0.65639042 | 207.773

Tabla 5.3: Construcciones GRASP

Podemos notar que, en las instancias n= 30, 70 y 100, la nueva construccion proporciond
mejores resultados, siendo méas notorio en n=70. En adicién, si comparamos la Tabla 5.3
con la Tabla 5.1, GRASP con la construccién por valor nos dio mejor resultado, incluso
que Recocido Simulado, en n=30, por 0.0042903 unidades y en tiempos mucho menores.
Sin embargo, para n=40 y 50, nos dio incluso peor que Bisqueda Local.

Ademas, en la Tabla 5.3 vemos que, en promedio, la construcciéon por cardinalidad proporcioné
mejores resultados y en un menor tiempo.

En adicién a esto, es de mencionar que la idea de GRASP es construir una solucién y no
generar una aleatoria, con el propoésito de que se parta de una mejor soluciéon. De esta
manera, y comparando las soluciones iniciales de ambas construcciones, podemos concluir
que fue mejor la de cardinalidad. Ademaés, esta tultima fue la segunda metaheuristica que
dio mejores resultados, solo después del Recocido Simulado. De esta manera, buscando

que el tiempo de ejecucion disminuyera y que se obtuviera una mejor solucion, utilicé la
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solucién obtenida en GRASP (construccién por cardinalidad) como solucion inicial del

Recocido Simulado. Los resultados obtenidos se presentan a continuacion, en la Tabla 5.4.

n Busqueda local GRASP Recocido Simulado | Busqueda tabu | Algoritmos genéticos | Recocido + GRASP
10 0.3592121 0.3329987 0.3321368 0.3551351 0.3581568 0.3218657
20 0.478011 0.4766722 0.4689278 0.4691602 0.5130891 0.4367498
30 0.5595677 0.5493782 0.5461659 0.5397116 0.5473284 0.523253
40 0.5966069 0.5854702 0.5737528 0.6022647 0.5876867 0.5590568
50 0.6584125 0.642696 0.6440078 0.6507829 0.63288 0.6321369
60 0.7265376 0.7090519 0.6904921 0.7070359 0.6989356 0.6881568
70 0.7810394 0.7339827 0.72063 0.7694053 0.7686107 0.7187456
80 0.8106075 0.780195 0.7740953 0.7929619 0.7951683 0.7737279
90 0.8503413 0.8259129 0.796024 0.8475757 0.832626 0.7930826
100 0.9001805 0.8539957 0.8398154 0.8885961 0.8547397 0.8204372
promedio 0.67205165 0.64903535 0.63860479 0.66226294 0.65892213 0.62672123

Tabla 5.4: Heuristicas incluyendo Recocido + GRASP

Los radios obtenidos mediante esta combinacion de heuristicas fueron los mas pequenos

globalmente. No hubo cambios muy grandes con respecto al Recocido Simulado en los casos

en que n=380 y n=90, pero en n=20 y n= 40 los radios disminuyeron en buena medida.

Tomé de igual forma los tiempos de ejecucion, pues también buscaba disminuirlos:

Namero de | Busqueda GRASP Recocido Busqueda Algoritmos | Recocido +
esferas Local Simulado Tabt genéticos GRASP
10 9.99 11.73 389.07 7.71 10.17 169.93
20 26.01 32.36 467.14 12.10 13.36 475.42
30 66.62 70.53 1534.64 17.77 15.91 796.83
40 95.21 101.19 3142.25 45.72 27.13 1565.11
50 112.61 131.48 3886.11 129.07 39.2 1895.48
60 143.97 166.12 5386.51 158.01 57.11 2926.33
70 188.12 210.73 7572.84 197.94 69.36 3500.61
80 203.1 224.89 8612.27 218.15 80.18 6237.37
90 221.88 250.6 12867.06 247.77 97.14 7691.2
100 245.43 288.47 14647.21 263.52 118.11 10401.49
mean 131.294 148.81 5850.51 129.776 52.767 3565.977

Los tiempos de ejecucién estédn en segundos

Tabla 5.5: Tiempos de ejecucion incluyendo Recocido + GRASP

Si bien la ejecucion de Recocido Simulado + GRASP fue menor que la del Recocido

Simulado por 2,284.533 segundos, esperaba que fuera mucho mas pequena, pues la heuristica

empezaba con una solucién inicial buena, a diferencia del Recocido simulado, que iniciaba

con una aleatoria mucho més lejana a la soluciéon final obtenida.
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Ahora veremos cémo fueron los resultados obtenidos en relaciéon con los mejores conocidos
hasta el momento.
Mhan, H. y Labib, Y. (2018), usan los siguientes parametros para sus implementaciones

computacionales:
m =1
= Tiempo maximo = 7200 segundos.
= n =10, 20, 30, 40 y 50.

A su vez, [38] compara sus resultados con [5], quienes utilizan los parametros que se

muestran a continuacion:
m =1
» Tiempo méaximo = 5400 segundos
= n— 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100.

En la Tabla 5.6, presento los radios R entre los resultados obtenidos en [38] y [5] y los
ya mencionados en este documento de Recocido Simulado + GRASP, pues fue el método

que funcion6é mejor. Considerando que se tomé r; = 0.1, se multiplico6 R por 10 para

compararlos.
n | Mhan, H. y Labib, Y. | Birgin, E. y Sobral, F. | Recocido + GRASP
10 2.83246456105391 2.832416745 3.218657
20 3.47353896224525 3.473363343 4.367498
30 3.91649168869767 3.916364072 5.23253
40 4.25533314299430 4.255187329 5.590568
50 4.55095440529171 4.55041577 6.321369
60 - 4.774065618 6.881568
70 - 5.032882129 7.187456
80 - 5.275231771 7.737279
90 - 5.477182604 7.930826
100 - 5.666101817 8.204372

Tabla 5.6: Comparaciones con resultados base
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Notemos que los resultados expuestos en [38]| y [5] son muy cercanos entre si. Para
determinar qué tanta diferencia hay entre los resultados base y los mios, utilicé la variacion
porcentual (Tabla 5.6), la cual se calculé como W  100.

Mis resultados estuvieron bastante alejados de los mejores conocidos hasta el momento,

particularmente para n==80. Si bien ninguna supera el 50 %, todas rebasan el 10 %.

Recocido + GRASP contra

n  Mhan, H. y Labib, Y. | Birgin, E. y Sobral, F.
10 13.63450206 % 13.63642041 %
20 25.73626055 % 25.742618 %

30 33.60247936 % 33.60683285 %
40 31.37791595 % 31.38241794 %
50 38.9020508 % 38.91849271 %
60 - 44.14481389 %
70 - 42.80994103 %
80 - 46.67183048 %
90 - 44.797546 %

100 - 44.79746861 %

Tabla 5.7: Variaciéon porcentual entre Recocido + GRASP y resultados base

En cuanto a los tiempos de ejecucion, [5] no presenta datos, sin embargo, sabemos que
definié como tiempo maximo 5400 segundos, por lo que, de acuerdo a la Tabla 5.5, Recocido
+ GRASP hubiera superado ese limite en n = 80, 90 y 100. Respecto a [38], sabemos que
se defini6 un limite de 7200 segundos, que es rebasado también por las instancias 90 y 100
del método que yo utilicé. Sin embargo, Mhan, H. y Labib, Y. (2018) exponen los tiempos
de ejecucion de su programa (Tabla 5.7), los cuales fueron bastante mayores que los que

se obtuvieron en este trabajo.

n | Mhan, H. y Labib, Y. | Recocido + GRASP
10 1290.2 169.93
20 7000.69 475.42
30 6661.05 796.83
40 6588.66 1565.11
50 6346.64 1895.48

Tabla 5.8: Tiempos de ejecucion [38] y Recocido + GRASP
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Conclusiones

A lo largo de este documento se trabajo con un problema NP-duro, por lo que desde un
inicio se sabia que, a pesar de utilizar metaheuristicas, nada aseguraba que se iba a llegar
al minimo global. Sin embargo, notamos que los métodos utilizados para la resolucion del
problema se comportaron de acuerdo a la teoria, pues la Busqueda Local fue la heuristica
que se aproximé menos a los mejores resultados conocidos, mientras que el resto de éstas
devolvieron valores para R similares entre si.

Los valores obtenidos mediante los métodos que yo utilicé fueron alejados de aquellos que
se encuentran en la literatura pues para n = 10 obtuve un radio de 3.218657 unidades,
mientras que en las fuentes consultadas se reportaron radios de 2.83246456105391 y 2.832416745
unidades. Las diferencias pudieron deberse a que en los articulos contra los que comparé se
utilizan modificaciones de las heuristicas mencionadas en el documento y probablemente
se utilizan ordenadores més potentes que el que yo tengo.

Hay diversos factores a considerar cuando se trata de determinar cual fue el mejor método
para este problema; los dos més importantes son el tiempo y las soluciones obtenidas. En
este caso, el Recocido Sitmulado fue el que proporcioné los valores para Ry mas cercanos
a los ya conocidos en casi todas las instancias, sin embargo, fue el método que tomé mas
tiempo en arrojarlos, tardando més de tres horas para n =90 y n=100. La heuristica
de Algoritmos Genéticos fue la més rapida en general, encontrando los resultados en un
tiempo promedio de 52.767 segundos, mientras que a la Busqueda Tabi le tomo6 129.776
segundos (en promedio). En cuanto a resultados, de los 10 radios calculados, 6 fueron

mejores en Agloritmos Genéticos que en Busqueda Tabi.

7
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GRASP con la constuccion de cardinalidad dio resultados cercanos a Recocido Simulado en
casi todas las instancias, arrojando uno incluso mejor que éste en n = 50 y en un méaximo de
2.4801 minutos. Por otro lado, GRASP con la construcciéon por valor proporciond mejores
resultados que el de cardinalidad en las instancias n= 30, 70 y 100, pero, para n=40 y 50,
nos dio incluso peor que Bisqueda Local.

Si bien los radios méas pequenos se obtuvieron cuando combiné las heuristicas de GRASP
por cardinalidad con Recocido Simulado, los tiempos fueron similares a los del Recocido
Stmulado, siendo altos en comparacion con las otras heuristicas.

De acuerdo a lo mencionado anteriormente y a los resultados expuestos en el documento,
considero que la heuristica que mejor funciona para este problema en particular es GRASP
con construccion por cardinalidad, pues nos otorgd buenos resultados en un tiempo promedio
23.96328876 veces menor que la combinacion de Recocido Simulado + GRASP, que fue la

que dio los resultados més cercanos a los teéricos.
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Apéndice

Codigo utilizado en este trabajo

Busqueda Local
library ("rgl")
t <— proc.time()

numcir = 10

set.seed (11)
solin <— function(n,r=0.1){
#Generar los centros de manera uniforme

ran <— runif(n = 3%n,min = —1max = 1)
#Construir matriz asociada con la soluci n
s0 <— matrix(ran, ncol = 3, dimnames = list (1:n,c("x","y","2")))

#Agregar los radios en la matriz
s0 <— as.matrix(cbind(s0,r))
#Regresar soluci n

s0

}

s <— solin (numcir)

si <— s
R <— function(s){

max(sapply (1:nrow(s) ,function(i) norm(s[i,1:3], type = "2") + s[i,4]))
R(si)

Nx <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n

fi <— 0

#N mero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— S[vl]

#Esfera con coordenada z m s alejada del or ?gen
xm <— which.max(abs(x))[1]
#Esferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—xm]
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n wvecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25,max = .25)

#Cambio la esfera asociada con xzm por aleatorios
ns|[xm,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva soluci n
fi <1
for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de am al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns[xm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
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#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[xm,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if(fi = 0) break
}
n<—mn + 1
}
#Regresar la nueva soluci n en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

Ny <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <— 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <= 5[72]
#FEsfera con coordenada y m s alejada del or ?gen
ym <— which .max(abs(y))[1]
#FEsferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—ym]
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25,max = .25)

#Traslado la esfera asociada con ym.

ns[ym,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva soluci n

fi <— 1

for (i in 1l:length(otros)){
#Distancia de am al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns|[ym,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[ym,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if (fi = 0) break

}

n<—n + 1
}
#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}

Nz <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <= 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— 8[73]
#Esfera con coordenada z m s alejada del or Z?gen
zm <— which .max(abs(z))[1]
#FEsferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—zm]|
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n
ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n 3,min = —.25 max = .25)
#Traslado la esfera asociada con xm.
ns[zm,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva soluci n
fi <1
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for (i in 1:length(otros)){

}

n

}

#Distancia de zm al ¢ ?rculo otros[i]

distancia <— sqrt(sum((ns[zm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape

fi <— fix(distancia > ns[zm,4] + ns|[otros|[i],4])
#Dejar de wver si es factible en el primer traslape

if (fi = 0) break

<—n + 1

#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible
if (fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

}

#Bsqueda local

bl <— s

for (i in 1:5000){
fi <— 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— bl[,1]
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <— bl[,2]
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
7z <— bl[,3]

#Vector de esferas con coordenadas m s alejadas del or ?gen
d <— c(max(abs(x)) ,max(abs(y)) ,max(abs(z)))
#Generar nueva soluci n dependiendo de la coordenada m s lejana

if (
bl

} el
bl

} el
bl

}

}

max(d) = d[1]){

<<— Nx(bl)

se if (max(d) = d[2]) {
<<— Ny(bl)

se {

<<— Nz(bl)

#Regresar nueva soluci n

open3d
sphere

sphere

axes3d

open3d
sphere

O
s3d(x = si|[,1],
y = si[,2],
z = Si[73]7
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(si)))

s3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(si), col="white", alpha=0.5)
0

O
s3d(x = bl[,1],
y = bI[,2],
z = bl[73]7
radius = 0.1,
color = rainbow (nrow(bl)))

spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(bl), col="white", alpha=0.5)

axes3d

distan
sqrt

}
#Matri
mat di

mat_

for

0

cias <— function(si,sj){
(sum(( si—sj)"2))

z de distancias, mnzn sin importar el nmero de esferas acomodadas por columnas
stancia<—function (solucion){

dist<—c ()

(vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones

reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas

}

reng dist [vj2]<—distancias(solucion[vjl,],solucion|[vj2,])
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mat dist<—rbind (mat dist ,reng dist)

}

return (mat_dist)
}
distancias_si<—mat_ distancia (si)
distancias bl<— mat_ distancia(bl)

#Matriz de penalidades

mat penalidades<—function (solucion , mdistancias){
mat penal<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
for (vj2 in 1:(mrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2%solucion [1,4]){
reng penal[vj2]<—(2#*solucion[1,4]) — mdistancias[vjl,6vj2]

else {
reng_penal [vj2]<0

}

mat_penal<-rbind (mat_penal ,reng_penal)

return(mat_penal)

penalidades si<—mat penalidades(si,distancias si)
penalidades bl <— mat penalidades (bl, distancias bl)
rownames( penalidades bl) <— c(1:numcir) -
R(bl) -

proc.time() — t
GRASP cardinalidad

library ("rgl")
t <— proc.time() #Para medir el tiempo
numcir <— 10
numcent = numcir
set.seed (11) #Fijamos semilla
#Creamos la funcin que genera el radio grande
R <— function(s){
max(sapply (1:nrow(s),function(i) norm(s[i,1:3], type = "2") + s[i,4])) #Toma la norma de la esfera que es

#Funcin para calcular distancias entre las esferas
distancias <— function(si,sj){

sqrt (sum((si—sj)"2))
}

penas <— function(s){
#Nmero de esferas
n <— nrow(s)
#Nmero inicial de traslapes

Penas <— 0
#Son mecesarios al menos dos c¢ rculos para que haya un traslape
if (n >= 2){

#Comparar todos los pares distintos de esferas
for (i in 1:(n—1)) {
for (j in (i+1):n) {
#Distancia entre las esferas
distancia <— sqrt(sum((s[i,1:3]—s[]j,1:3])"2))
Penas <— Penas + (s[i,4] + s[j,4] — distancia)=*(distancia < s[i,4] + s[j,4])
}
}
}

#Regresar medida de traslapamiento
Penas
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}

#Funcin costo miope
cmiope <— function(s){
R(s) + penas(s)

#Construccin
card <— function (numcir,numcent,r,k){

M <— matrix(NA, nrow = numcir, ncol = 4) #Matriz vaca

candidatos <— l:numcent #Habra la misma cantidad de candidatos que de c¢ rculos
ran <— runif(n = 3*numcent ,min = —1max = 1) #Creo centros aleatorios

s0 <— matrix(ran, ncol = 3) #Solucin inicial aleatoria

colnames(s0) = c("x","y","2")

s0 <— as.matrix(cbind(s0,r)) #Pegar los radios

sOcostosmiopes <— sapply (1:numcent, function(x) R(s0[x, ,drop=F])) #Calculo los costos miopes de la solucin
cota <— sort(sOcostosmiopes, decreasing = F)|[min(k,length(sOcostosmiopes))]| #Los ordeno de acuerdo a sus «

#y saco el mnimo entre un nmero aleatorio y la cantidad de esferas de la s.i.
#Como cota pongo el wvalor el costo miope del k— imo elemento

RCL <— candidatos [which(sOcostosmiopes <= cota )] #Vemos qu costos miopes de los candidatos son menores a

elegido <— sample(RCL, 1) #FElegimos uno de esos

posicion <— which(candidatos = elegido) #Con su posicin

M|1,] < sO]|posicion ,| #Encontramos sus coordenadas en la solucion inicial

n <— 2 #Nmero de iteraciones

while (n <= numcir){ #Mientras el nmero e iteraciones sea menor al numero de c rculos

ran <— runif(n = 3%numcent ,min = —1l,max = 1)
s0 <— matrix(ran, ncol = 3) #Creo solucin inicial
colnames(s0) <— c("x","y","z")

s0 <— as.matrix(cbind(s0,r)) #Pegar los radios

costosmiopes <— sapply (1:numcent, function(x) cmiope(rbindM[1:(n—1),],s0[x,,drop = F]))) #Calculo los
cota <— sort(costosmiopes, decreasing = F)[min(k,length(costosmiopes))| #La cota

RCL <— candidatos [which(costosmiopes <= cota )| #Hago la lista de candidatos

elegido <— sample(RCL, 1) #Obtengo a un elemento e la lista

posicion <— which(candidatos = elegido) #Encuentro su posicion
M[n,] <— sO[posicion ,| #Agrego sus coordenadas
n <— n+l1

return (M)

M<— card (10,10,0.1,4)

open3d ()
spheres3d(x = M|[,1],
Yy = M[ 72] 3
2 —M[ 3],
radius = 0.1,
color = rainbow(ncol(M)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(M), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()

Nx <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n

fi <— 0

#N mero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas x asociadas con las esferas
x <— s|,1]

#Esfera con coordenada z m s alejada del or Zgen
xm <— which.max(abs(x))[1]
#FEsferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—xm]|
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n
ns <— s
#Genero aleatorios

(
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u <— runif(n = 3,min = —.2 max = .2)
#Traslado la esfera asociada con am.
ns[xm,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva soluci n
fi <1
for (i in 1:length(otros)){

#Distancia de zm al c¢ ?rculo otros[i]

90

distancia <— sqrt(sum((ns[xm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))

#Verificar si hay tralape

fi <— fix(distancia > ns[xm,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de wver si es factible en el primer traslape

if (fi = 0) break
}
n<—mn + 1
}

#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible

if (fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

}

Ny <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <= 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1

#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas

y <= 5[72]
#FEsfera con coordenada y m s alejada del or ?gen
ym <— which .max(abs(y))[1]
#Esferas diferentes a zm
otros <— (l:nrow(s))[—ym]
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.2,max = .2)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns[ym,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva soluci n

fi <— 1

for(i in 1l:length(otros)){
#Distancia de am al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns[ym,—4] — ns|[otros|i]
#Verificar si hay tralape

n vecina

»—4])72))

fi <— fix(distancia > ns[ym,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape

if(fi = 0) break
}
n<—mn+ 1
}

#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible

if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

}

Nz <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <= 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— S[73]
#Esfera con coordenada z m s alejada del or Z?gen
zm <— which .max(abs(z))[1]
#FEsferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—zm]|
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n

n vecina
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ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.2 max = .2)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns|zm,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva soluci n

fi <— 1

for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de zm al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns[zm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[zm,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de wver si es factible en el primer traslape
if (fi = 0) break

}

n<—n -+ 1
}

#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible
if (fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}

#Bsqueda local

bl <M

for (i in 1:1000){
fi <— 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— bl[,1]
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <— bl[,2]
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
7z <— bl[,3]

#Vector de esferas con coordenadas m s alejadas del or ?gen
d <— c(max(abs(x)) ,max(abs(y)) ,max(abs(z)))
#Generar nueva soluci n dependiendo de la coordenada m s lejana
if (max(d) = d[1]){
bl <<— Nx(bl)
} else if (max(d) = d[2]) {
bl <<— Ny(bl)
} else {
bl <<— Nz(bl)
}
}
#Regresar nueva soluci n
graspl <— bl

open3d ()
spheres3d (x = graspl|[,1],
y = graspl|[,2],
2 = graspl [,3] |
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(graspl)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(graspl), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()
graspl

distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

#Matriz de distancias, naxn sin importar el nmero de esferas acomodadas por columnas
mat distancia<—function(solucion){
mat_dist<—c()
for (vjl in 1:(mrow(solucion))) { #renglones
reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(mrow(solucion))) { #columnas
reng dist [vj2]<—distancias(solucion[vjl,],solucion|[vj2,])

}
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mat dist<—rbind (mat dist ,reng dist)

}

return (mat_dist)
}
distancias Mc—mat distancia (M)
distancias graspl<— mat_ distancia (graspl)

#Matriz de penalidades
mat penalidades<—function(solucion , mdistancias){
mat penal<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
row.names (1:n)
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2%solucion [1,4]){
reng penal[vj2]<—(2#*solucion[1,4]) — mdistancias|[vjl,6vj2]

else {
reng_penal[vj2]<0

}

mat_penal<-rbind (mat_penal ,reng_penal)

return(mat_penal)

penalidades Mc—mat penalidades (M, distancias M)

penalidades graspl <— mat penalidades(graspl_,distancias graspl)
rownames( penalidades graspl) <— c¢(1:numcir) o
R(graspl) -

proc.time() — t

GRASP valor

library ("rgl")
t <— proc.time() #Para medir el tiempo
numcir <— 10
numcent = numcir
#Creamos la funcin que genera el radio grande
R <— function(s){
max(sapply (1:nrow(s),function(i) norm(s|[i,1:3], type = "2") + s[i,4])) #Toma la norma de la esfera que es

#Funcin para calcular distancias entre las esferas
distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

penas <— function(s){
#Nmero de esferas
n <— nrow(s)
#Nmero inicial de traslapes

Penas <— 0
#Son necesarios al menos dos «c¢ rculos para que haya un traslape
if (n >= 2){

#Comparar todos los pares distintos de esferas
for (i in 1:(n—1)) {
for (j in (i+1):n) {
#Distancia entre las esferas
distancia <— sqrt(sum((s[i,1:3]—s[]j,1:3])"2))
Penas <— Penas + (s[i,4] + s|[j,4] — distancia)=*(distancia < s[i,4] + s[j,4])
}
}
}
#Regresar medida de traslapamiento
Penas
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#Funcin costo miope
cmiope <— function(s){
R(s) + penas(s)

#Construccin
valor <— function (numcir ,numcent,r,alpha){

M <— matrix(NA, nrow = numcir, ncol = 4) #Matriz vaca

candidatos <— l:numcent #Habra la misma cantidad de candidatos que de c¢ rculos
ran <— runif(n = 3*numcent ,min = —1max = 1) #Creo centros aleatorios

s0 <— matrix(ran, ncol = 3) #Solucin inicial aleatoria

colnames(s0) = c("x","y","2"

s0 <— as.matrix(cbind(s0,0.1)) #Pegar los radios

sOcostosmiopes <— sapply (1:numcent, function(x) R(s0[x, ,drop=F])) #Calculo los costos miopes de la

cota <— alphasmax(sOcostosmiopes) + (1—alpha)*min(sOcostosmiopes) #Defino la cota
#y saco el mnimo entre un nmero aleatorio y la cantidad de esferas de la s.i.
#Como cota pongo el wvalor el costo miope del k— imo elemento

RCL <— candidatos [which(sOcostosmiopes <= cota )] #Vemos qu costos miopes de los candidatos son menores a

elegido <— sample(RCL, 1) #FElegimos uno de esos

posicion <— which(candidatos = elegido) #Con su posicin

M[1,] <— sO|posicion ,| #Encontramos sus coordenadas en la solucion inicial

n <— 2 #Nmero de iteraciones

while (n <= numcir){ #Mientras el nmero e iteraciones sea menor al numero de c rculos

ran <— runif(n = 3%numcent ,min = —1l,max = 1)
s0 <— matrix(ran, ncol = 3) #Creo solucin inicial
colnames(s0) <— c("x","y","z")

s0 <— as.matrix(cbind(s0,r)) #Pegar los radios

costosmiopes <— sapply (1:numcent, function(x) cmiope(rbind(M[1:(n—1),]|,s0[x,,drop = F|))) #Calculo

cota <— alphaxmax(costosmiopes) + (1—alpha)*min(costosmiopes) #Defino la cota
RCL <— candidatos [which(costosmiopes <= cota )| #Hago la lista de candidatos
elegido <— sample(RCL, 1) #Obtengo a un elemento e la lista

posicion <— which(candidatos = elegido) #Encuentro su posicion
M[n,] <— sO[posicion ,| #Agrego sus coordenadas
n <— n+l1

return (M)

set.seed (11)
M <— valor(10,10,0.1,0.5)

open3d ()
spheres3d (x = M[,1],
y =M[,2],
2 =M[3]
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(M)))

spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(M), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()

Nx <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n

fi <— 0

#N mero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— s|,1]

#FEsfera con coordenada © m s alejada del or ?gen
xm <— which .max(abs(x))[1]
#Esferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—xm]
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n wvecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n
ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.2,max = .2)
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#Traslado la esfera asociada con xm.
ns[xm,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva soluci n
fi <— 1
for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de xzm al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt (sum((ns|[xm,—4] — ns|[otros|[i]|,—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns|[xm,4] + ns|otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if(fi = 0) break
}
n<—mn + 1
}
#Regresar la nueva soluci n en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

Ny <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <~ 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <= S[ 72]
#Esfera con coordenada y m s alejada del or ?gen
ym <— which.max(abs(y))[1]
#Esferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—ym]|
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.2 max = .2)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns|ym,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva soluci n

fi <— 1

for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de zm al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns|[ym,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns|[ym,4] + ns|[otros|[i],4])
#Dejar de wver si es factible en el primer traslape
if (fi = 0) break

}

n<—n + 1
}
#Regresar la nueva soluci n en caso que sea factible
if (fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}

Nz <— function(s){
#Ver si es factible la nueva soluci n
fi <~ 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— 5[73]
#Esfera con coordenada z m s alejada del or ?gen
zm <— which .max(abs(z))[1]
#Esferas diferentes a zm
otros <— (l:nrow(s))[—zm]
#Mientras que no sea factible genera nueva soluci n vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la soluci n
ns <— s
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#Genero aleatorios

u <— runif(n = 3,min = —.2,max = .2)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns[zm,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva soluci n

fi <1

for(i in 1l:length(otros)){
#Distancia de xm al ¢ ?rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns|[zm,—4] — ns|[otros|[i]|,—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[zm,4] + ns|[otros|[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if (fi 0) break

}

n<—mn + 1
}
#Regresar la nueva soluci m en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

#Bsqueda local
set.seed (11)

bl <— M

for (i in 1:1000){
fi <— 0
#N mero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— bl|[,1]
#Vector de coordenadas y asoctadas con las esferas
y <— bl[,2]
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— bl[,3]

#Vector de esferas con coordenadas m s alejadas del or ?gen
d <— c(max(abs(x)) ,max(abs(y)) ,max(abs(z)))
#Generar nueva soluci n dependiendo de la coordenada m s lejana
if (max(d) — d[1]){
bl <<— Nx(bl)
} else if (max(d) = d[2]) {
bl <<— Ny(bl)
} else
bl <<— Nz(bl)
}
}
#Regresar nueva soluci n
graspl <— bl

open3d ()
spheres3d (x graspl|,1],
y = graspl[,2],
z = graspl|[,3],
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(graspl)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(graspl), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()
graspl

distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

#Matriz de distancias, naxn sin importar el mmero de esferas acomodadas por columnas
mat distancia<—function(solucion){
mat dist<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
reng_dist [vj2]<—distancias (solucion[vjl,],solucion[vj2,])

mat_dist<-—rbind (mat_dist ,reng_dist)
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}

return(mat_dist)
}
distancias Mc—mat distancia (M)
distancias_graspl<— mat_ distancia (graspl)

#Matriz de penalidades

mat penalidades<—function(solucion , mdistancias){
mat penal<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
row.names (1:n)
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2%solucion [1,4]){
reng penal[vj2]<—(2#*solucion[1,4]) — mdistancias|[vjl,vj2]

else {
reng_penal[vj2]<0

}

mat_penal<-rbind (mat_penal ,reng_penal)

return(mat_penal)

penalidades Mc—mat penalidades (M, distancias M)

penalidades graspl <— mat penalidades(graspl_,distancias graspl)
rownames( penalidades graspl) <— c(1:numcir) o
R(graspl) -

proc.time() — t

Recocido Simulado

#LIBRERAS AUXILIARES
library ("rgl")
tiempo <— proc.time/()
numcir = 10
set.seed (11)
solin <— function(n,r=0.1){
#Generar los centros de manera uniforme

ran <— runif(n = 3%n,min = —1max = 1)
#Construir matriz asociada con la solucin
s0 <— matrix(ran, ncol = 3, dimnames = list (1:n,c("x","y","2")))

#Agregar los radios en la matriz
s0 <— as.matrix(cbind(s0,r))
#Regresar solucin

s0

}

R <— function(s){
max(sapply (1:nrow(s),function(i) norm(s[i,1:3], type = "2") + s[i,4]))

Nx <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin

fi < 0

#Nmero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
x <— s|,1]

#Esfera con coordenada z ms alejada del orgen

xm <— which .max(abs(x))[1]

#Esferas diferentes a zm

otros <— (l:nrow(s))[—xm]|

#Mientras que no sea factible genera nueva solucin vecina
while(fi < 1 && n <= 100){
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#Hacer una copia de la solucin

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25,max = .25)

#Traslado la esfera asociada con am.
ns[xm,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva solucin
fi <— 1
for(i in 1l:length(otros)){

#Distancia de xm al ¢ reulo otros[i]

distancia <— sqrt(sum((ns[xm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))

#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[xm,4] + ns|[otros[i],4])

#Dejar de ver si es factible en el primer traslape

if(fi = 0) break
}
n<—mn+ 1

}

#Regresar la nueva solucin en caso que sea factible

if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

}

Ny <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin

fi <— 0

#Nmero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <= 8[72]

#Esfera con coordenada y ms alejada del orgen
ym <— which .max(abs(y))[1]
#FEsferas diferentes a xm
otros <— (l:nrow(s))[—ym]|
#Mientras que no sea factible genera nueva solucin
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la solucin

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25 max = .25)

#Traslado la esfera asociada con axm.
ns|ym,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva solucin
fi <— 1
for (i in 1:length(otros)){

#Distancia de xm al ¢ rculo otros[i]

vecina

distancia <— sqrt(sum((ns|ym,—4] — ns|[otros|[i]|,—4])"2))

#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns|ym,4] + ns|[otros[i],4])

#Dejar de wver si es factible en el primer traslape

if(fi = 0) break
}
n<—mn + 1

}

#Regresar la nueva solucin en caso que sea factible

if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

Nz <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin

fi <0

#Nmero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— s|,3]

#Esfera con coordenada z ms alejada del orgen
zm <— which .max(abs(z))[1]

#Esferas diferentes a xm

otros <— (l:nrow(s))[—zm]|
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#Mientras que no sea factible genera nueva solucin wvecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la solucin

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25 max = .25)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns|zm,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva solucin

fi <— 1

for (i in 1l:length(otros)){
#Distancia de xzm al ¢ reulo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns[zm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[zm,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if (fi = 0) break

}

n<—n + 1
}
#Regresar la nueva solucin en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}

Ns <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin
fi <= 0
#Nmero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas = asociadas con las esferas
x <— S[vl]
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y < 5[72]
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
7z <— s|[,3]
#Vector de esferas con coordenadas ms alejadas del orgen
d <— c(max(abs(x)) ,max(abs(y)) ,max(abs(z)))
#Generar nueva solucin dependiendo de la coordenada ms lejana
if (max(d) — d[1]){
ns <— Nx(s)
} else if (max(d) =— d[2]) {
ns <— Ny(s)
} else {
ns <— Nz(s)
}

#Regresar nueva solucin
ns

penas <— function(s){
#Nmero de esferas
n <— nrow(s)
#Nmero inicial de traslapes
Penas <— 0
#Son necesarios al menos dos «c¢ rculos para que haya un traslape
if (n >= 2){
#Comparar todos los pares distintos de esferas
for (i in 1:(n—1)) {
for (j in (i+1):n) {
#Distancia entre las esferas
distancia <— sqrt(sum((s[i,1:3]—s[]j,1:3])"2))

Penas <— Penas + (s[i,4] + s[j,4] — distancia)=*(distancia < s[i,4] + s[j,4])

}
}
}
#Regresar medida de traslapamiento
Penas
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cmiope <— function(s){
R(s) + penas(s)
}

k<-0
si <— solin (numcir)

#Recocido

RecSimOpt <— function (numcir ,alpha ,T0, Tfinal ,nrep){

s0 <— solin (numcir)

sopt <— s0
zopt <— cmiope(sopt)
Temp <— TO

#Repetir hasta criterio
while (Temp >= Tfinal)
{

for (i in 1:nrep)

{
sl <— Ns(s0) #Soluci?n vecina

d <— cmiope(sl) — cmiope(s0) #delta

#Ver si se cambia soluci?n
if(d < 0)

s0 <— sl

if (cmiope(s0) < zopt){
k<<—k +1
sopt <— s0
zopt <— cmiope(sopt)

}

} else
{
u <— runif(1)
Ji[f(u < exp(—d/Temp))

s0 <— sl

}
}
)

Temp <— alpha*Temp

}

respuesta <— list ()
respuesta$Solucion <— sopt
respuesta$Radio <— zopt
return(respuesta)

}
reD2 <— RecSimOpt(numcir = 10,alpha =

open3d ()

spheres3d (x = reD28Solucion[,1],
y = reD2$Solucion[,2],
z = reD28$Solucion[,3],
radius = 0.1,

color = rainbow (nrow(reD2$S
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius =
axes3d ()
open3d ()
spheres3d (x = si|[,1],

y = si[,2],

z = si [ 73] )

radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(si)))

0.99,T0 = 1000, Tfinal = 10~ —4, nrep

olucion)))
reD2$Radio ,

col="white", alpha=0.5)

50)
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spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(si), col=
axes3d ()

distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

#Matriz de distancias, naxn sin importar el mmero de esferas acomodadas por columnas

mat distancia<—function(solucion){
mat dist<—c()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
reng_dist [vj2]<—distancias(solucion[vjl,],s

mat_dist<-rbind (mat_dist ,reng_dist)

}

return(mat_dist)
}
distancias_si<—mat_distancia (si)
distancias reD2<— mat distancia(reD2$Solucion)

#Matriz de penalidades

mat penalidades<—function (solucion , mdistancias){
mat penal<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
row.names (1:n)
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2xsolucion[1,4]){

white", alpha=0.5)

olucion [vj2,])

reng penal[vj2]<—(2*xsolucion|1,4]) —mdistancias|[vjl,vj2]

else {
reng penal[vj2]<—0

}

mat_ penal<-rbind (mat_penal ,reng penal)

return(mat_penal)

penalidades si<—mat penalidades(si,distancias_si)
penalidades_reD2 <— mat_penalidades(reD2$Solucion
rownames( penalidades reD2) <— c¢(1:10)

proc.time() — tiempo
reD2

Algoritmos genéticos

library ("rgl") #Librera para esferas
t <— proc.time() #Tiempo de ejecucin
set.seed (11) #Semilla

#Funcin para crear solucin inicial (matriz con centro de las eferas)

solin <— function(n,r=0.1){
#Generar los centros de manera uniforme
ran <— runif(n = 3%n,min = —1max = 1)
#Construir matriz asociada con la solucin

,distancias_reD2)

s0 <— matrix(ran, ncol = 3, dimnames = list (1:n,c("x","y","2")))

#Agregar los radios en la matriz
s0 <— as.matrix(cbind(s0,r))
#Regresar solucin
s0

}

#Funcin para el radio del contenedor:
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#Calcula la norma entre el centro del contenedor y cadaesfera y toma la mayor + 0.1

R <— function(s){
max(sapply (1:nrow(s),function(i) norm(s[i,1:3], type = "2") + s[i,4]))
}

penas <— function(s){
#Nmero de esferas
n <— nrow(s)
#Nmero inicial de traslapes

Penas <— 0
#Son mecesarios al menos dos c¢ rculos para que haya un traslape
if (n >= 2){

#Comparar todos los pares distintos de esferas
for (i in 1:(n—1)) {
for (j in (i+1):n) {
#Distancia entre las esferas
distancia <— sqrt(sum((s[i,1:3]—s[]j,1:3])"2))
Penas <— Penas + (s[i,4] + s|j,4] — distancia)=*(distancia < s[i,4] + s[j,4])
}
}
}
#Regresar medida de traslapamiento
Penas
}
cmiope <— function(s){
R(s) + penas(s)

numcir=10
si <— solin (numcir)
M <— si #Creo la solucion inicial

k<—0
j <0
hijos <— matrix(NA, nrow = numcir, ncol = 4)

Mmiopes <— sapply (1:nrow (M) , function(x) R(M|[x, ,drop=F]))
orden <— order (Mmiopes) #La ordeno segmn los wvalores de la funcion fitness

nueva <— M[orden ,| #Mi nueva matriz ordenada
for (k in 1:(numcir/2)—2){ #Repite numcir/2 veces el proceso para crear parejas de padres
k <— k+1
J <=+

#pues en cada iteracin se crean 2 y necesito numcir en total
#Creamos a los padres mediante la ruleta:
#Contador para la matriz de hijos
ordenl <— 1/Mmiopes|orden]| #Costos miopes ordenados de mejor a peor
suma <— sum(ordenl) #suma de los costos miopes totales
cmiopesindividuales <— ordenl/suma #Probabilidad de cada individuo
acumulada <— cumsum(cmiopesindividuales) #sumas acumuladas de los costos miopes. Da 1.

aleatoriol <— runif(1l, min=0, max=1) #Generamos un aleatorio entre 0 y 1
madre <— nueva|aleatoriol <=acumulada, | #Dependiendo del intervalo en que caiga, es la esfera que t

aleatorio2 <— runif(1l, min=0, max=1) #Lo mismo con el padre
padre <— nueva|aleatorio2<=acumulada , |

if (madre[1] = padre[1]){ #En caso de que padre y madre sean iguales, genera otro aleatorio para el
aleatorio2 <— runif(l, min=0, max—=1)
padre <— nueva|aleatorio2<=acumulada , |
} else { #Y si no, deja al padre igual
padre=padre

}

#Creamos a los hijos
beta <— runif(1l,min = 0, max = 1) #Creamos un aleatorio entre 0 y 1
xnuevo m <— ((1—beta) * madre[1]) + (beta * padre[l])
xnuevo p <— ((1—beta) * padre[1]) + (beta * madre[1])
ynuevo:m <— ((1—beta) = madre[2]) + (beta = padre[2]) #Definimos las nuevas coordenadas como (I—beta
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ynuevo p <— ((1—beta) * padre[2]) + (beta * madre[2])
znuevo m <— ((1—beta) * madre[3]) + (beta * padre[3])
znuevo p <— ((1—beta) * padre[3]) + (beta % madre[3])
hijo m <~ c(xnuevo m, ynuevo m, znuevo m, 0.1)

hijo p <— c(xnuevo_p, ynuevo_p, znuevo p, 0.1)

hijos[j,] <= hijo_m
j<— i+l
hijos|j,] <— hijo_p

k <— k+1

M <— hijos

geneticos <— M

k<—0
j<0
hijos <— matrix(NA, nrow = numcir, ncol = 4)

for (i in 1:1500){
Mmiopes <— sapply (1:nrow(geneticos),function(x) R(geneticos[x,,drop=F]))
orden <— order (Mmiopes) #La ordeno segmn los wvalores de la funcion fitness
nueva <— geneticos|[orden,| #Mi nueva matriz ordenada
for (k in l:numcir/2){ #Repite numcir/2 veces el proceso para crear parejas de padres
k <— k+1
j <= j+1
#pues en cada iteracin se crean 2 y mnecesito numcir en total
#Creamos a los padres mediante la ruleta:
#Contador para la matriz de hijos
ordenl <— 1/Mmiopes|orden]| #Costos miopes ordenados de mejor a peor
suma <— sum(ordenl) #suma de los costos miopes totales
cmiopesindividuales <— ordenl/suma #Probabilidad de cada individuo
acumulada <— cumsum(cmiopesindividuales) #sumas acumuladas de los costos miopes. Da 1.

aleatoriol <— runif(1l, min=0, max=1) #Generamos un aleatorio entre 0 y 1
madre <— nueva|aleatoriol <=acumulada, | #Dependiendo del intervalo en que caiga, es la esfera que toma

aleatorio2 <— runif(1l, min=0, max=1) #Lo mismo con el padre
padre <— nueva|aleatorio2 <=acumulada , |

if (madre|[1] = padre[1l]){ #Fn caso de que padre y madre sean iguales, genera otro aleatorio para el padre
aleatorio2 <— runif(1l, min=0, max—1)
padre <— nueva|aleatorio2<=acumulada , |

} else { #Y si no, deja al padre igual
padre=padre

}

#Creamos a los hijos

beta <— beta <— runif(l,min = 0, max = 1) #Creamos un aleatorio entre 0 y 1

xnuevo m <— ((1—beta) * madre[l]) + (beta * padre[l])
xnuevo p <— ((1—beta) * padre[l]) + (beta * madre[l])
ynuevo m <— ((1—beta) * madre[2]) + (beta * padre[2]) #Definimos las nuevas coordenadas como (1—beta)Ym +
ynuevo p <— ((1—beta) % padre[2]) + (beta * madre[2])
znuevo m <— ((1—beta) * madre[3]) + (beta % padre[3])
znuev0:p <— ((1—beta) = padre[3]) + (beta * madre[3])

[e=]

hijo m <~ c(xnuevo _m, ynuevo m, znuevo m, 0.1)
hijo p <— c(xnuevo_p, ynuevo p, znuevo p, 0.1)

hijos[j,] <= hijo_m
j<— i+l
hijos[j,] <— hijo_p
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geneticos <— hijos
}
}

for (i in 1:1500){
geneticos <— Ns(geneticos)
}

open3d ()
spheres3d (x = si|[,1],
y = si[,2],
z = si [ 73] )
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(si)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(si), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()
open3d ()

spheres3d (x = geneticos|[,1],
y = geneticos|,2],

z = geneticos|[,3],
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(geneticos)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(geneticos), col="white", alpha=0.5)

axes3d ()

distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

# #Matriz de distancias, nzn sin importar el nmero de esferas acomodadas por columnas
mat distancia<—function(solucion){
mat_dist<—c ()
for (vjl in 1:(mrow(solucion))) { #renglones
reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
reng_dist [vj2]<—distancias(solucion[vjl,],solucion[vj2,])

mat dist<—rbind (mat dist ,reng dist)

return (mat_dist)

}

distancias_gen<—mat_ distancia(geneticos)
#distancias GA— mat_distancia (nueva_generacionl)

#Matriz de penalidades

mat penalidades<—function (solucion ,mdistancias){
mat penal<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
for (vj2 in 1:(nmrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2%0.1){
reng penal[vj2]<—(2%0.1) —mdistancias [vjl,vj2]

else {
reng_penal [vj2]<-0
}
}

mat_ penal<-rbind (mat penal ,reng penal)

}

return(mat_penal)

penalidades_gen<—mat_ penalidades(geneticos ,distancias_gen)
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rownames( penalidades _gen) <— c(1:numcir)

proc.time() — t
R(geneticos)

Recocido Simulado

+ GRASP

#LIBRERAS AUXILIARES

library ("rgl")

tiempo <— proc.time/()

numcir = 10
set.seed (11)
si <— graspl

solin <— function (n,

r=0.1){

#Generar los centros de manera uniforme
ran <— runif(n = 3%n,min = —1max = 1)

#Construir matriz
s0 <— matrix(ran,

asociada con la solucin
ncol = 3, dimnames = list (1:n,c("x","y","2")))

#Agregar los radios en la matriz
s0 <— as.matrix(cbind(s0,r))

#Regresar solucin
s0
}

R <— function(s){

max(sapply (1:nrow (s

Nx <— function(s){

) ,function (i) norm(s[i,1:3], type = "2") + s[i,4]))

#Ver si es factible la nueva solucin

fi <— 0

#Nmero de iteraciones al momento

n<—1

#Vector de coordenadas x asociadas con las esferas

x <— s|,1]

#Esfera con coordenada = ms alejada del orgen
xm <— which.max(abs(x))[1]
#FEsferas diferentes a xm

otros <— (1:nrow(

s))[—xm]

#Mientras que no sea factible genera nueva solucin vecina
while(fi < 1 && n <= 100){

#Hacer una copia
ns <— s

de la solucin

#Genero aleatorios

u <— runif(n

3,min = —.25 max = .25)

#Traslado la esfera asociada con xm.

ns|[xm,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva solucin

fi <—1

for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de xm al ¢ rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns|[xm,—4] — ns|[otros|[i]|,—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[xm,4] + ns|[otros[i],4])

#Dejar de wver

si es factible en el primer traslape

if(fi = 0) break

}
n<—n + 1

}

#Regresar la nueva

solucin en caso que sea factible

if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}

Ny <— function(s){

#Ver si es factible la nueva solucin

fi < 0

#Nmero de iteraciones al momento
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n<—1
#Vector de coordenadas y asociadas con las esferas
y <= 5[72]
#Esfera con coordenada y ms alejada del orgen
ym <— which .max(abs(y))[1]
#Esferas diferentes a zm
otros <— (l:nrow(s))[—ym]
#Mientras que no sea factible genera nueva solucin wvecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la solucin

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25 max = .25)

#Traslado la esfera asociada con am.
ns[ym,1:3] <— u
#Verificar factibilidad de la nueva solucin
fi <— 1
for(i in 1l:length(otros)){
#Distancia de xm al ¢ reulo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns|[ym,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns[ym,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de wver si es factible en el primer traslape
if(fi = 0) break
}
n<—n + 1
}
#Regresar la nueva solucin en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}
Nz <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin
fi <— 0
#Nmero de iteraciones al momento
n<—1
#Vector de coordenadas z asociadas con las esferas
z <— 5[73]
#Esfera con coordenada z ms alejada del orgen
zm <— which .max(abs(z))[1]
#Esferas diferentes a zm
otros <— (l:nrow(s))[—zm]
#Mientras que no sea factible genera nueva solucin wvecina
while(fi < 1 && n <= 100){
#Hacer una copia de la solucin

ns <— s
#Genero aleatorios
u <— runif(n = 3,min = —.25 max = .25)

#Traslado la esfera asociada con am.

ns[zm,1:3] <— u

#Verificar factibilidad de la nueva solucin

fi <1

for (i in 1:length(otros)){
#Distancia de zm al ¢ rculo otros[i]
distancia <— sqrt(sum((ns[zm,—4] — ns|otros[i],—4])"2))
#Verificar si hay tralape
fi <— fix(distancia > ns|[zm,4] + ns|[otros[i],4])
#Dejar de ver si es factible en el primer traslape
if (fi 0) break

}

n<—mn+ 1
}
#Regresar la nueva solucin en caso que sea factible
if(fi > 0){return(ns)} else {return(s)}
}

Ns <— function(s){
#Ver si es factible la nueva solucin
fi < 0
#Nmero de iteraciones al momento
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n <—

#Vector de coordenadas = asociadas
x <— s|,1]

#Vector de coordenadas y asociadas
y <— 5[72]

#Vector de coordenadas z asociadas
z <— 5[73]

#Vector de esferas con coordenadas
d <— c(max(abs(x)) ,max(abs(y)) ,max(abs(z)))

#Generar nueva solucin

if (max(d) = d[1]){
ns <— Nx(s)

}
}
}

else

if (max(d) = d[2]) {

ns <— Ny(s)
else {
ns <— Nz(s)

#Regresar nueva solucin

ns

}

penas <— function(s){
#Nmero de esferas
n <— nrow(s)
#Nmero inicial de traslapes

con

con

con

ms

dependiendo de

Penas <— 0
#Son mecesarios al menos dos c¢ rculos
if (n >= 2){

}

for (i in 1:(n—1)) {
for (j in (i+1):m) {

}

}

#Distancia entre las esferas

las esferas
las esferas
las esferas
alejadas del orgen

la coordenada ms

#Comparar todos los pares distintos de esferas

distancia <— sqrt(sum((s[i,1:3]—s[]j,1:3])"2))
Penas <— Penas + (s[i,4] + s[j,4] — distancia)=x(distancia

#Regresar medida de traslapamiento
Penas

}

cmiope <— function (s){
R(s) + penas(s)

RecSimOpt <— function (numcir,alpha ,T0, Tfinal ,nrep){
s0 <— graspl

sopt <— s0
zopt <— cmiope (sopt)
Temp <— TO

#Repetir hasta criterio
while (Temp >= Tfinal)

{

for (i in 1:nrep)

{

sl <— Ns(s0) #Soluci?n vecina

d <— cmiope(sl) — cmiope(s0) #delta

#Ver si se cambia soluci?n
if(d < 0)

}
{

s0 <— sl
if (cmiope(s0) < zopt){
sopt <— s0
zopt <— cmiope(sopt)
}

else

u <— runif(1)
if(u < exp(—d/Temp))

lejana

para que haya un traslape

< s[i,4] + s[j,4])
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{

}
}
}
Temp <— alpha*xTemp

}

respuesta <— list ()
respuesta$Solucion <— sopt
respuesta$Radio <— zopt
return(respuesta)

s0 <— sl

}

reD2 <— RecSimOpt(numcir = 10,alpha = 0.99,T0 = 1000, Tfinal = 10~—4, nrep = 40)
open3d ()
spheres3d (x = reD2$Solucion|,1],

y = reD28Solucion [,2],

z = reD28Solucion [,3],

radius 0.1,

color = rainbow (nrow(reD2$Solucion)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = reD28Radio, col="white", alpha=0.5)
axes3d ()

open3d ()
spheres3d (x = si[,1],
y = si[,2],
z = Si[73] b
radius = 0.1,
color = rainbow (ncol(si)))
spheres3d(x = 0,y = 0,z = 0,radius = R(si), col="white", alpha=0.5)
axes3d ()

distancias <— function(si,sj){
sqrt (sum((si—sj)"2))

#Matriz de distancias, nxn sin importar el mmero de esferas acomodadas por columnas
mat distancia<—function(solucion){
mat dist<—c ()
for (vjl in 1:(nrow(solucion))) { #renglones
reng dist<—c()
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
reng_dist [vj2]<—distancias(solucion[vjl,],solucion[vj2,])

mat_dist<-—rbind (mat_dist ,reng_dist)

return (mat_dist)
}
distancias_si<—mat_distancia (si)
distancias reD2<— mat distancia(reD2$Solucion)

#Matriz de penalidades

mat penalidades<—function (solucion , mdistancias){
mat_penal<—c ()
for (vjl in 1:(mrow(solucion))) { #renglones
reng penal<—c()
row.names (1:n)
for (vj2 in 1:(nrow(solucion))) { #columnas
if (mdistancias|[vjl,vj2]<2xsolucion[1,4]){
reng penal[vj2]<—(2*xsolucion[1,4]) —mdistancias|[vjl,vj2]

else {
reng penal[vj2]<—0
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mat_ penal<-rbind (mat penal ,reng penal)

}

return(mat_penal)

penalidades_si<—mat penalidades(si,distancias_si)
penalidades reD2 <— mat_ penalidades(reD2$Solucion ,distancias_reD2)

rownames(pe?lalidades_reDQ) <— c(1:10)
proc.time() — tiempo
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