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Introduccidén

En las investigaciones siempre existen preguntas y precisamente son
disefiadas para responderlas. En la estadistica inferencial existen dos grandes
areas, la estimacion de parametros y el disefio de pruebas de hipétesis. Ambos

tépicos son primordiales en cualquier estudio estadistico.

Por ello podriamos hacernos algunas preguntas como ¢Cual es el mejor
estimador para inferir algin pardmetro desconocido en cierta poblacién?, ¢ Existira
alguna diferencia estadisticamente significativa entre un estimador y el parametro
de alguna poblacion? o ¢entre dos estimadores? Al hacer alguna estimacion ¢ Qué
tan seguros podemos estar de ella?, para responder a estas preguntas recurriremos

a las pruebas o contrastes de hipotesis.

Tomemos por ejemplo lo siguiente, tratemos de encontrar un estimador de la
edad promedio de los estudiantes de estadistica Il de la licenciatura de actuaria de
la Fes Acatlan, una forma de hacer esto seria tomar la media muestral de las edades
de algun grupo que cumpla estas condiciones, pero este estimador ¢,qué tan preciso
seria?, ¢ seria esta la mejor estimacion para la edad promedio?, si por ejemplo ahora
tomamos la media muestral de tres grupos de diferente generacién que cumplan los

supuestos, ¢ Como saber que estimacion es mejor?.

A lo largo de este texto se presentaran técnicas y procedimientos estadisticos
con los cuales seremos capaces de dar respuesta a todo este tipo de

cuestionamientos.



Objetivo General

Esta tesina tiene como finalidad apoyar la asignatura de estadistica Il del plan
2014 de la licenciatura en Actuaria de la Facultad de Estudios Superiores Acatlan;
mediante la recopilacion de informacion de la primera unidad del temario, que
consiste en pruebas de hipotesis, ademas de incorporar la resolucién de varios
ejercicios, para que se analicen mas a fondo los métodos y técnicas que se
incorporan en el texto. La finalidad de profundizar en estos temas es poder facilitar
al alumno la consulta de los mismos, y tener un mayor entendimiento de los

problemas y su resolucion.
Planteamiento del Problema

Un problema muy comun en los estudiantes de Actuaria que cursan la materia
de Estadistica Il, es comprender el nivel de abstraccion de la primera unidad del
curso: Pruebas de Hipétesis, por lo que resulta muy importante contar con un
material de apoyo que permita entender adecuadamente los conceptos mas
importantes que ahi se desarrollan, asi como el planteamiento y resolucion de

ejercicios relacionados con el tema.
Alcance

La tesina “Apuntes y Ejercicios Resueltos de Pruebas de Hipdtesis” cubre todo
el temario de la primera unidad del plan 2014, quedando a consideracién del propio
alumno el profundizar los temas en materiales o textos ya especializados, sin
embargo, podra contar con un panorama general y conocimientos adecuados para
poder consultar cualquier fuente de informacion y entenderla con mayor facilidad,
pues ya habra adquirido la capacidad de abordar un problema, analizarlo y llegar a

una solucion.



Permite conocer el trasfondo de que es una prueba de hipotesis bajo el
enfoque clasico de la estadistica, asi como conceptos fundamentales como lo son
los errores tipo | y II, ademéas muestra los diversos métodos para la construccion de
estas pruebas, como clarifica més estos conceptos con diversos ejemplos bajo
diferentes condiciones.

Hipotesis

“¢ Es factible desarrollar material didactico, teérico — practico, adecuado y
accesible para el tema de Pruebas de Hipotesis que se contempla en la
materia de Estadistica Il, del plan de estudios 2014 de la licenciatura de

Actuaria?”

Metodologia

La metodologia empleada en esta tesina fue la recaudacion de varios apuntes
de profesores que hayan impartido la materia de Estadistica Il, contrastdndolos con
el temario propuesto en el plan 2014 y enriqueciendo esta informacién con diversas
fuentes bibliograficas, también realizando la resolucién de ejercicios de algunos
libros y de los mismos profesores antes mencionados, dando asi un panorama

completo de cémo abordar estos temas desde la parte tedrica hasta la practica.



Capitulo 1

Pruebas de hipotesis

1.1. Conceptos Preliminares

Una manera de hacer inferencia es haciendo una afirmacion acerca del valor
gue el parametro de la poblacién bajo estudio puede llegar a tomar. Esta afirmacion
puede estar basada en alguna creencia o experiencia pasada que sera contrastada
con la evidencia que nosotros obtengamos a través de la informacion contenida en

la muestra. Esto es a lo que llamamos Prueba de Hipétesis.

Definicion 1. Una hip6tesis estadistica es una suposicion o conjetura acerca de

la distribucion de una o mas variables aleatorias.

Dependiendo de las caracteristicas de la hipétesis estadistica, denotada
generalmente por H, esta se puede clasificar en dos tipos, hipétesis simple e

hipbtesis compuesta.

Definicién 2. Se dird que H es una hipotesis simple si especifica puntualmente

la 0 las caracteristicas de una o mas variables aleatorias.

Definiciéon 3. Se dird que H es una hip6tesis compuesta si no se especifica

puntualmente la o las caracteristicas de una o mas variables aleatorias.

Ejemplo 1. Suponga que la edad de la poblacion que toma una clase de Estadistica

Il en la Fes Acatlan se distribuye de manera Normal con varianza 4 y media
desconocida 0 ; se toma una muestra de tamafio 57, recolectando los datos de la

Tabla 1; dos posibles conjeturas sobre el promedio de edad de dicha poblacion son:



i. Laedad media de la poblacion es de 21.01754.

ii. Laedad media de la poblacion es mayor a 21.01754

Edad Frecuencia
20 21
21 26
22 2
23 5
24 2
25 1
Tabla 1.

: - 1
Al analizar un poco la Tabla 1, y obtener el estadistico x = —i=1% CON X;

los 57 datos observados, tenemos como resultado que X = 21.01754, de aqui

nacen las conjeturas que podemos expresarlas con la notacion usual de la siguiente

manera:

i. 0 =21.01754.
ii. H,:0 =21.01754.

Definicidn 4. Una prueba de hipétesis (denotada por Y') es una regla o método

para decidir si rechazar o no una hipétesis estadistica HH .

Ejemplo 2. Retomando el Ejemplo 1 se listaran cuatro posibles reglas de decision

para la hip6tesis estadistica H:

i. Y;:{Rechazar H; si X < 21.01754}.

i. Y,:{Rechazar H; siXx < 21.01754 — 2}.



iii.  Y3:qRechazar H; six < 21.01754 — (2 )}
3 { 1 /\/;
iv.  Y,: {Rechazar HH; si al lanzar un volado justo sale Sol}.

Definiciéon 5. Considere una prueba Y sobre una hipétesis H definida de la

siguiente manera:
Y: {Rechazar H si (x1,X2,...,x,) € (4} donde Cy € ().

Entonces (- se define como la regién critica o regién de rechazo asociada

alapruebal.

Ejemplo 3. Continuando con el Ejemplo 2 se listan las cuatro regiones criticas para

las pruebas de la hipétesis estadistica H7:

i G = {01, X2, 00, Xp) 2 X < 2101754},

i, Cp,={(x1,%2,.., %) + X < 21.01754 — 2}.

ii.  Cp,= {(xl,xz,...,xn) X < 21.01754 — (2/\/;) }

iv. Cy,={(x1,x3,..,xp) : allanzar un volado justo sale Sol}.

Definicién 6. La hipé6tesis Nula (H,)) es aquella sobre la cual esta disefiada la

prueba, aquella que va a ser probada en contraste con la hipdtesis Alternativa
(F1).

Nota: Cuando en la construccion de una prueba de hipotesis haya la necesidad de
suponer alguna de las dos hipétesis como cierta, siempre se supondra cierta la

hipétesis nula.



1.2. Errores Tipolyll

Definicion 7. El error tipo |, error tipo alfa (a) o falso positivo es el error que se

comete cuando se rechaza la hipotesis nula siendo esta verdadera.

Definicion 8. El error tipo Il, error tipo beta () o falso negativo es el error que se

comete cuando no se rechaza la hipotesis nula, aunque esta sea falsa.

Definicion 9. La sensibilidad es la capacidad de la prueba para dar como positivos

casos ciertos.

Definicion 10. La especificidad es la capacidad de la prueba para dar como

negativos casos realmente falsos.

Nota: Existe una relacibn complementaria entre la sensibilidad con el error tipo | y
entre la especificidad con el error tipo Il, pero no necesariamente entre la
sensibilidad con la especificidad ni el error tipo | con el Il; se pueden resumir estos

conceptos en la Tabla 2 y se cumplen las siguientes propiedades:

i. Sensibilidad + ¢ = 1.

ii. Especificidad + § = 1.

ii. a,f =0.
Condicién del fenémeno

Verdadero Falso

Sensibilidad Error Tipo Il (f)
No Rechazar N
Resultado (Verdadero Positivo) | (Falso Negativo)
de la Prueba Error Tipo | (a) Especificidad
Rechazar )
(Falso Positivo) | (Verdadero Negativo)

Tabla 2.



1.3. Funcion Potencia

Definicién 11. Sea Y una prueba para la hipétesis nula H,. La funcién potencia
de la prueba Y denotada por I1,-(6) se define como la probabilidad de rechazar

H cuando la distribucién de la muestra tiene pardmetro 8 con 8 € 6.

Definicion 12. Sea Y una prueba de hipoétesis tal que Hy: 8 € O, S 6, siendo O,
un subconjunto del espacio paramétrico @ donde 8 puede tomar valores, el tamario

de la prueba ¥ es la maxima probabilidad de cometer el error tipo | y se denota

como Sup I1y(0).
Oe 00

Definicion 13. Para Y una prueba de hipétesis tal que H,: 60 € 0y S 0O, se dice

que tiene un nivel de significanciaa con 0 < a < 1si Sup Iy (0) < a.
9690

Ejemplo 4. Para Y la prueba de la hipétesis:
Hp:0 <21vsH;:0 > 21

Con region critica:

el £ m+{20)

Obtener el error tipo 1, error tipo I, funcidn potencia y el tamafio de la prueba,
suponiendo una muestra proveniente de una distribucion Normal con media 6 y

varianza 4.



Solucién:

Para el error tipo | sabemos que « es la probabilidad de rechazar H, dado

que H, es cierta, es decir.

a = P(Rechazar H,, | H cierta )

“:P<f>21+(2/ﬁ)|‘9§21>

Bajo H, cierta se tiene que 6 < 21, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 8, y varianza 4, por lo que X se distribuye Normal con

media 6, y varianza 4/n. Y estandarizando esta Normal sabemos que

xX—6 , -
% N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

Vn

a=1—IP>(9Z§21+<2/\/Z) |9§21)

£—0, 21+(2/\/;)—90

a=1—P < | 6 <21
Yn Yn

=0y _ 21+<2/\/Z)_9°
2/\/;— 2/\/2

16 <21




Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una Normal (0,1) y 6,
un elemento del espacio @, = {6 : 8 < 21}. Quedando el error tipo | como una

funcién de 8,.

Para el error tipo Il sabemos que £ es la probabilidad de no rechazar H|, dado

que H, es falsa, es decir.

f = P(No Rechazar H, | H,, Falsa )
= v 2
ﬁ—IP(xsz1+< /\/Z) |6>21)

Bajo H, falsa se tiene que 8 > 21 y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 6, y varianza 4, por lo que X se distribuye Normal con

media 6; y varianza %/,. Y estandarizando esta Normal sabemos que

f—@l

VA

~ N(0,1). Entonces.

ﬁ:u»(fszu(z/ﬁ) |9>21>

£, _ 21+(2/ﬁ)—01

B =P 7 N 16> 21
. 21+ ( 2 -0,
B =P xz 2 <2/\/Z) |6 > 21
/ /
Vn Vn
21+ | 2 -0,
B = ¢ </‘/E) |6 > 21



Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una Normal (0,1) y 6

un elemento del espacio @, = {6 : 8 > 21}. Quedando el error tipo Il como una

funcion de 6.

Para la funcion potencia sabemos que IT,-(@) es la probabilidad de rechazar

H, dado que 0 € O, es decir.

I1,,(6,) = IP(NoRechazar H,| 8 = 6;) con 6,€0

1, (6,) =IP(9?> 21+(2/\/;) | 6=60)

Como 6 = 6, podemos asumir que la muestra se distribuye Normal con media

6, y varianza 4, por lo que x se distribuye Normal con media 6, y varianza 4/n-

x—0

Estandarizando esta Normal se tiene que \/VO ~ N(0,1). Entonces.
n

(6, =1— ]P(fs 21+<2/\/Z) |9=90)

=0 _ 21+(2/\/;)—90

< |60 =6,
VHn VHn
- 21+ 2/ ~) =6
M, (8,)=1— P xz % < <2/ﬁ) 16 =6,
/Jm /ym
21 + | 2 — 6,
Iy (6,) =1—¢ ( /\/ﬁ> | 6 =6,




Siendo ¢(x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1) y 6, un

elemento del espacio @. Quedando I1,-(6,) como una funcion de 6,,.

Para la funcién potencia sabemos es la maxima probabilidad de cometer el

error tipo |, es decir.

Sup IT,(0) = Max {IP( Rechazar H, | H, cierta )}

0 €0Bg
Sup I1(0) = M {P(x> 21+<2 ) Bsm)}
sen, MO8, /)|

Bajo H,, cierta se tiene que 6 < 21, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 8, y varianza 4, por lo que X se distribuye Normal con

media 6, y varianza 4/n. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—6,
NS

habra que maximizar la funcion potencia dentro del espacio paramétrico

~ N(0,1). Y esta probabilidad es equivalente a la funcidén potencia por lo que

0, = {0 : 8 < 21} entonces sabemos que 0< 6 < 21 ya que 8 modela la edad

promedio, entonces.

66@0

21 + 2/\/_ 6,
Sup I1,,(0) = Max —¢ | 6 <21

eSup I1,(0) = Msagc 1— qb( >}

Sup I1,,(0) = Max {1 (]5(212 . 90\/_

96@0

Sup I1,(0) = Max {1 ¢ (1 +7\/—(21 —6) |0 < 21)}

96@0



Analizando la funcién notamos que depende de n y 6, pero el factor de

(21 — 6,) esta acotada entre 0 y 21 por el dominio de 6, en cambio el factor de

Vn . . -
—~ no tiene alguna cota superior y para un n lo suficientemente grande

0] (1 + g (21-6,) ) tenderia a 1 y con ello la funcion potencia a 0, a menos que

0, = 21 ya que se anularia el producto sin importar el tamafio de n y maximizando

la funcién con este valor de 6, buscando valores en la tabla D.25. de la Normal del

Apéndice D.

Sup IIy(60) = 1—¢(1)
0 €eobg

Sup I1,,(6) = 1—0.8413
O¢ @0

Sup I1,,(0) = 0.1587 = «
0 E@O



Capitulo 2

Construccion de pruebas de hipotesis

2.1. Pruebas por Cociente de Verosimilitudes

Para esta seccion estudiaremos la construccion y analisis de pruebas sobre

hipoétesis puntualmente especificadas. Suponga que para cierta muestra observable
(x1,%5,...,X,) se sabe que esta proviene de alguna de dos posibles

distribuciones que difieren entre si Unicamente en uno de sus parametros, es decir,

podemos definir una prueba de hipétesis como:
Ho: x;~fo(*) vs Hy:xi~f1 ()

Suponga que (para fines de este ejemplo) la distribucion verdadera es f;, (*),

entonces para la mayoria de los casos en la muestra deberiamos observar que:

fo(x) > f1(x;)

Se puede apreciar esto ultimo mediante la Figura 1, donde se muestran las
distribuciones fy(x;) , fi(x;) y los valores (x;,x,,...,Xx,) reportados por la
muestra y se hace presente que como f;(*) es la distribucién verdadera los datos

se cargan mas hacia ella.



f() fo(®) £i(®)

Figura 1.

Para la muestra completa se puede esperar que [[i=, fo(x;) > 1%, fi(x)
o lo que es lo mismo L(8y|x) > L(6,]x), por lo tanto, si se definea A = LO/Ll’

un valor chico de A es un indicio para rechazar H,, mientras que si A es grande

resulta légico no rechazar H,.

Por otro lado, si no se contara con alguna regla de decision para rechazar
alguna prueba de hipoétesis, se puede Aleatorizar la decision mediante algun
fendbmeno de la misma naturaleza, como pudiera ser lanzar una moneda o dado, o0

cualquier fendbmeno que no se tenga certeza de su resultado.

Definicién 14. Sea (x4 ,x,,...,X;) una muestra aleatoria cuya distribucion es

fo(*) o fi(*). SeaY una prueba para:

Ho: xi~fo(*) vs Hy:x;~f1(*)

Se dice que Y es una prueba razén de verosimilitud para hipotesis

simples si esta definida como:



Rechazar H, sid <k
Y: { No Rechazar H,, sid>k
Aleatorizar, sidl=k

Donde:

1= ?=1f(xi|90)_5(90|X1,X2,...,xn):& A keR

?:1 f(x;i16,) B L(O1|x1,%5, 0, X)Ly

2.2. Pruebas por Unidn-Interseccidn e Interseccion-Union

Suponga que se tienen varias pruebas de hipétesis con sus respectivas
regiones de rechazo, ahora considere construir nuevas pruebas de hipoétesis a partir
de la unién o interseccion de las regiones de rechazo de las primeras pruebas,
considerando el espacio paramétrico de varias pruebas como conjuntos se puede

dar una idea en la Figura 2.

Sea (x4 ,x,,...,X,) Una muestra aleatoria proveniente de una distribucion
f(x]| 8) y sea O el espacio paramétrico para 8, ahora considere Oy, y 0y, dos

subconjuntos de @ que pueden ser o no disjuntos, a partir de estos dos

subconjuntos se pueden asociar a dos hipétesis nulas.
}[01:96001 cC O A .7'[02:06002 c 0

También supongamos que ya existen pruebas de hipétesis asociadas a estas

con sus respectivas regiones de rechazo.

) 2% {Rechazar Ho, si (X1 ,X5, 0, Xp) € Cy‘l}

Y,: {Rechazar Hy, si (X1 ,X5, 00, Xp) € Cyz}



con

CY1= {(xl y X2, ---an) : tl(xl » X2 '--'xn) € Vl}

CY2= {(xl » X2 "'Ixn) : tZ(xl » X2 '--'xn) € VZ}

Siendo t;(x1,X5, .., %) Y t,(x1,%5,...,X,) transformaciones de la
muestra (x; , X5 , ..., X,), V1 y V, son el conjunto de valores con los que se tomara

la decision de rechazar o no H,, y H,, respectivamente.

0
6y, N Oy,
@01 @02
Figura 2.
Ahora consideremos el caso en el que (X;,X5,...,X,)€ (CY1 N Cyz), esto

nos diria que se rechazarian 7—[01 y 7{02 a la vez, por lo que se rechaza que
0 € (@01 U 002), ahora nombramos (= Cy, N Cy, siendo esta una nueva region

de rechazo para una prueba Y para la hipétesis nula.
Ho:0 €0y :=(0p,U06y,)<S 6

En el caso en el que (xq,X,,...,X,)€ (Cy'l U Cyz), esto nos diria que se

rechazaria 7—[01 0 }[02, pero el espacio donde se cumplen ambas condiciones seria



en la interseccién de los espacios paramétricos por lo que se rechaza que
0 € (@01 N @02), ahora nombramos Cy+= Cy, U Cy, siendo esta una nueva region

de rechazo para una prueba Y* para la hipétesis nula.
Ho: 0 €0y == (0y, N Oy,) S O

Definicion 15. Sea (x;,X5,..,X,) una muestra aleatoria proveniente de una

distribucién f (x| 8), @ el espacio paramétrico para 0.

Y;: {Rechazar Ho, si (X1,%X2, ., Xn) € Cyl}

Y5: {Rechazar Ho, si (X1,X2,..,X%,) € Cyz}
Dos pruebas para:

.7'[01:96001 vSs .7'[11:96011
.7'[02:96002 vSs .7'[12:06012

Con 0y, & Oy 0y, & O no necesariamente disjuntos y con regiones de

rechazo:

CY1: {(xl )xZ ) an) : tl(xl 1x2 ) ---;xn) € Vl}

CYZZ {(xl JxZ ) ---;xn) : tZ(xl 1x2 ) ---;xn) € VZ}
Se dice que Y es una prueba por Unién-Interseccion si se define como:

Y: {Rechazar H, si (x1,X5,...,%,) € Cy}



Para:
Ho: 60 €0y = (0p, UBy,) vs Hy:6 €6,
Y con regién de rechazo:
Cr={0cq, x5, e, ) + {t1 (g, x5, e, x) €V N {2 (%1, X5, .0, X) € Vo 1)

Definicion 16. Sea (x;,X5,..,X,) una muestra aleatoria proveniente de una

distribucion f (x| 8), @ el espacio paramétrico para 6.

Y;: {Rechazar Ho, si (X1,%2, ., Xn) € Cyl}

Y,: {Rechazar Hy, si (X1 ,X5, .0, Xp) € Cy'z}
Dos pruebas para:

.7'[01:96001 vSs .7'[11:06011
.7'[02:96002 vSs .7'[12:06012

Con 0y, S Oy 0y, S O no necesariamente disjuntos y con regiones de

rechazo:

Cr,= {0, %2, o) 2 61 (Xg , Xp e, X)) € V1

CY2= {(xl » X2, "'rxn) : tz(x1 » X2, ""xn) € VZ}
Se dice que Y es una prueba por Intersecciéon-Unién si se define como:

Y: {Rechazar H, si (x1,X5,...,%,) € Cy}



Para:
Ho: 0 €0 :=(0p, N Oy,) vs Hy:0 €6,
Y con regién de rechazo:
Cr={0cq, x5, e, x) + {t1 (g, x5, o, x) €V U {ta (%1, X5, ..o, X)) € Vo 1)
2.3. Pruebas Uniformemente mas Potentes

Considere una muestra aleatoria que se distribuye como cierta distribucion
f(x]8) con 8 €O :={0,0,} y considere una prueba Y para H,:0 = 6,
vs H1: 6 = 61 con funcion de potencia I1,-(8). Una buena prueba seria aquella

para cual IT,,(6,) fuera chicoy I1,-(6,) fuera grande (idealmente igual a 1).

Note que @ = I1,,(6,) y B = 1 — I1,,(6,) y como se ha visto con anterioridad
reducir el tamafio de alguno de los errores implica aumentar el otro por lo que el

criterio mas comun para elegir a la mejor prueba es fijar el valor de a y minimizar el

de .
Definicion 17. Una prueba Y* para:
Hy:0=0,vs Hq1:0=0,
Se define como la prueba mas potente de tamafo «, si y solo si:

i. Iy+(6y) = a.
i.  1Iy+(6,) = Iy (6,).



Analizando la desigualdad de la condicion (ii), se puede deducir:

IIy-(6,) = I, (6,) &
—Iy-(6,) < —I1y(6,) &
1-11y(6,) = 1-1I,(6,) &
By+ < By

Para cualquier otra prueba Y que cumpla IT,-(68,) = a.
2.3.1. Lema de Neyman-Pearson

Teorema 1. Sea (x;,x,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e
idénticamente distribuida de una distribucion f (x| 6) donde 8 € O = {6,,0,} y sea

0< a < 1 un valor fijo. Sea también k*¢ Rt y C* un subconjunto del espacio

muestral tales que:

i Hy*(eo) = P((xl y X2, ,xn) € C*l 0= 90) =a.

L(90|x1 X2 ,...,xn) Lo * *
A= ==< k*,V (x{,%,,...,%,) €C".
£(91|x1 2X2 yueny xn) Ll ( 1 2 n)

Entonces la prueba Y correspondiente a la region de rechazo C* es la prueba

mas potente de tamafio & para:

}[0:9=90 vs }[1:6:91.



Demostracion:

Se prueba para el caso continuo. Supéngase que k™ y C* satisfacen (i) y (ii)
del Teorema 1. Si no existe otra prueba de tamafio @ o menor, entonces el resultado

es trivial. Ahora probaremos que se cumple para cualquier prueba Y.

Sea Y otra prueba de tamafio a con region de rechazo C # C* tal que
I1,(8,) = ]P’((x1 ,Xo ey Xn) €EC| O = 90) < a. Entonces por la Definicion 17

tenemos que demostrar que I1y-(0,) = I1,-(6,).

Iy-(0,) = Iy (6) &
]P((x1 ,Xo e, Xp) €ECY| O = 91) > IP’((x1 ,Xo e, Xp) €EC| O = 91) =

jﬁf(xiwl)zjf[f(xiwl) =

c* i=1 C

j L0111 )% o) %) j AT A I

c* Cc
[P
c* c
.[Ll_f'[’l 20
c* C

Todo se reduce a demostrar esta ultima desigualdad, entonces trabajemos un

poco con C*y C asi.

C*=(C*nO)u(C*n0)



C=(ncCHU(CNCY

Asi

le—fL1= f L - J L,

c* c (c*ncyu(c*nl) (cncHu(enc*)
= j Ll + j. Ll - j. Ll + J Ll
(c*nc) (c*nC) (cnc®) (cnc*)
== ’[’1 - '[’1 (1)
(€c*nC) (€cnc®

Pero por hipétesis sabemos que.

L
L—OS k*,V (x1,%5,..,x,) €C* =
1

1
FL()SLl,V (Xl,xz,...,xn)EC* =

1 _
FLO Sfﬁl,V(xl,xz,...,xn)EC* ycomo (C*NC)cSC* =

1
FLOS j Ly ,V(xX1,%5,.,X) ECT =
c*nd) (€c*nd)

k*
(€c*nd) (c*nl)

1
— f L()S f Ll ,V(xl,xz,...,xn)fc* (2)

Por otra parte, tenemos.



L
L—OS k*,\ ¥V (x1,%5,...,X,) €C* =
1

L —_
L—“z k*, ¥V (x1,%5,..,X,) €C* =
1

1 i
FLO >L,Y (x,x5,..,x)€C" =

1 aks
_FL()S_Ll,V (xl,XZ,...,xn)EC =

1 _ _ _
f_FLO Sf—Ll,V(xl,xz,...,xn)EC* ycomo (CNC*) S C* =

1
e fLO_F Ly < Ly — J£1 =
(c*nd) (cncH (c*nd) cnc*
1
F j LO - J LO S j ‘[‘:1 - f Ll
(€*n0) (cnc™ (€*n0) (cnC™)



wl [ o= [ sl [ - [ o

k*
(c*nd) €cnc* (c*nc) (c*nc)
S j. Ll - j Ll =
(€*n0) (cncH)
1
F f LO + j. LO - j. LO + J LO
(c*nC) (c*nC) (€cnc™) (€*nc)
S j Ll - J ‘Cl =>
(€*n0) (cncH
1
F j ‘[’0 - j ‘[’0 S [’1 - f Ll =
(c*ndHu(c*ncC) (cnc*Hu(c*ncC) (c*nd) (cnc™
1
f[o-fa)s fam Lo
c* c (€c*nd) (cncH)

1
F(]P((xl,xz,...,xn) eC*| 6 = 90) — ]P((xl,xz,...,xn) eC|O = 90))

< 151— JL1 4)

(€c*n0) (cnc™
Pero por hipoétesis

IP’((xl,xz,...,xn)eC*|9= 90)=a A
[P’((xl,xz,...,xn)eC|9= HO)SOL A k*e Rt =
—]P((xl,xz,...,xn)eﬂ@: 90)2—0( =



P((x1,%z, 0, %) €C*| 0 = 09) —P((x1,%3,..,x,)€C|O=0y) =a—a =
P((xy, %5, 0, %) €C*1 0= 0g) —P((x1,%5, 0, X, ) €C| O = By) =0 =

1
F(P((xl,xz,...,xn) €eC*10=00)—P((xy,%5,.., %) €C| O = 90)) >0

Y por transitividad en (4) se tiene.

(€*n0) (cncH
Iy+(61) = 1y (61) u

~ Y* es la prueba mas potente de tamafio a para Hy: 0 = 0, vs H1: 0 = 04.

Ejemplo 5. Sea (x;,x,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con funciéon de densidad:
fr, (xi] 0) = ee_exiH(O,oo)(xi) Vi

Donde 6 € O :={6,,0,} (por simplicidad supongamos que 6, < 6;) y

considere la prueba de hipétesis:
Hy:0=05vs Hq1:0 =0,
Use el Lema de Neyman-Pearson para encontrar la prueba mas potente.

Solucién:

Primero obtenemos la funciéon de maxima verosimilitud.



n
L1 %, n0) = | [ £ 0)
i=1
n
L(elxl » X2 ---,Xn) = 1_[ Qe_exiH(O,OO) (xl)
i=1

n
L(O|x1,%5, .0, Xy) = one 0 Tiz1 % HH(O,OO)(xi)
i=1

Teniendo el cociente de para el lema de Neyman-Pearson.

_ L(Bolx1, %2, e Xn)
L(Oy|x1,%5, ., Xp)

_ gone—eo Yi=1%i l_[?=1 ]1(0'00) (x;)
91”9_612?=1xi [TEo 1 Do) ()

0o

n
1= (_> X1 %1(6:-60)
61

A

Acotando el cociente a un k y trabajando la desigualdad.

A<k =

90 " Zn ,
(-) e i=1Xi(01—60) <k
01

Como 6, y 8, no dependen de la muestra y son constantes conocidas.

9 n
ey xi(01-60) < <_1) =
6o



n

; x;i (01 —6p) < In (k (Z—Z>n> =

9 n
Z xl' (91 - 90) < k1 con k1 - ln (k <9_1) )
0

i=1

Como 6, < 6, entonces 0< 8; — O, por lo que no afecta la desigualdad.

n

Yr sy

x._—

£ 7 (8, = 6o)

i=1
n
D s an ko =
X; = con = -7
LT (61— 0)

Entonces tenemos que.

n
Cyz {(xl y X2, ,xn) : zxi < kz}
i=1

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

n
P(insm 9=90>=a

i=1

Pero por el Apéndice A.2.5. vemos que se trata de una distribucién

exponencial de parametro 6, entonces las x;~exp(8) y por el Apéndice C.38.
conocemos que Y.i-, x; ~I'(n, 8) ademéas como 8 = 6, bajo H, cierta, entonces,

?21 x; ~I'(n, 8,). Por lo que k, es aquella constante tal que cumpla con:



n

n
]P( xiSk2>=acon lewl"(n,eo)
=1 i=1

l

k2
j Honvn—le —(Bov)

I'(n)

dv =«

Por lo que la prueba mas potente de tamafio « es.

n
Y:{Rechazar Hy si ZXi < kz}.

i=1

Ejemplo 6. Sea x; una muestra aleatoria independiente e idénticamente distribuida

con funcion de densidad:
2 X 2—X
fx(x]2,0) = X 0*(1 = 6)* gy (x)
1 3 . ., .
Donde 0 € O = {5,2} y considere la prueba de hipotesis:

7’[0:9=sz Hqy:0=1

2

Encuentre las diferentes pruebas que se pueden derivar por cociente de

verosimilitud y sus respectivos a y 5.



Solucién:

Por el Apéndice A.1.3. vemos que se trata de una distribucion Binomial y como

la muestra es de tamafio 1, el cociente A se reduce a.

3
1= L (Z| X1 )
1
L (§| X1 )
2 3%1 3\ 2 %1
1= (X1) 4 (1 o Z) H{O 1,2}(x1 )
B 1*1 1\2~%1
(9621) 2 1= E) Ito 1,2}(x1 )
3\ ¥1 1\ 27%1
_(z) (=
A= 1 1
2 2
6\ X1 /2\27%1
=G G
4 4
N¥1 1\ ™%
=) G
2 2
3%1127%1
= 2x1 +2—-Xxq
3%11
A= 2
3%1
A=
4

Como la muestra solo puede tomar 3 valores entonces A también solo puede
tomar 3 valores por lo que a partir de ellos se propondran las posibles k para

construir todas las pruebas de hipétesis. Los resultados se muestran en la tabla 3.



X1 A
0
0 3 _1
4 4
1
1 3¥_3
4 4
2
2 3¥_9
4 4
Tabla 3.

Teniendo los 3 valores puntuales de A, podemos proponer todas las k para

crear las regiones de rechazo respectivas.

»
IA A
FTIR

AN A

BHlO DWW DR
IANIA
=~ = =

Con estos valores podemos proponer 4 posibles pruebas en base a los valores

de A, teniendo asi:

Prueba I
Sik < i entonces la region de rechazo seria:
Cr,={x1 : A<k}

Y su prueba asociada seria:

Y;:{ Rechazar H, si 1 < k}



Entonces obteniendo los errores de a y 8 para esta prueba tenemos.

a = P(Rechazar H,, | H,, cierta )

3
a=IP>(/1Sk| 9=Z>

1 .
Como A solo puede tomar 3 valores y k < " entonces el conjunto de x; que

satisface A < k que es el conjunto @ por lo que.

a =P(0)

a=20
Ahora obteniendo [.

B = P(No Rechazar H | H, falsa )

p=P(2>k|0=-)

1 .
Como A solo puede tomar 3 valores y k < Z entonces el conjunto de x; que

satisface A > k que es el conjunto {0,1,2} por lo que.
1
B = P(x1 €{0,1,2}| 6 =§>

1 1
Como 6 = - entonces x;~Bin (2,;), entonces.

1
B =P(x; €{0,1,2}) con x;~Bin (25)



Prueba Il:
Si i <k< Z entonces la regién de rechazo seria:
Cr,={x1: A<k}
Y su prueba asociada seria:
Y,: { Rechazar H;, si 1 < k}
Entonces obteniendo los errores de a y 8 para esta prueba tenemos.

a = IP(Rechazar H, | H, cierta)

3
a=11>>(,1gk| BZZ)

Como A solo puede tomar 3 valores y i <k< % entonces el conjunto de x4

que satisface 1 < k que es el conjunto {0} por lo que.

a=IP’<x16{O}| 9=E>

4



3 i 3
Como 6 = - entonces X;~Bin (2,2), entonces.

a =P(x; €{0}) con x;~Bin (2;)
- (13
«=(3)

a=—
16

Ahora obteniendo [.

f = P(No Rechazar H | H, falsa )

p=P(2>klo=-)

Como A solo puede tomar 3 valores y i <k< % entonces el conjunto de x4

que satisface 1 > k que es el conjunto {1,2} por lo que.
1
B = P(x16{1,2}| 0 :§>

1 i 1
Como 6 =~ entonces X;~Bin (Z’E)’ entonces.

B =P(x; €{1,2}) con x;~Bin (23



Prueba Ill:

Si z <k< z entonces la region de rechazo seria:
Cr,={x1: A <k}
Y su prueba asociada seria:
Y5: {Rechazar H si 1 < k}
Entonces obteniendo los errores de a y f para esta prueba tenemos.

a = P(Rechazar H, | H cierta )

3
a=11>>(,1gk| BZZ)

Como A solo puede tomar 3 valores y % <k< % entonces el conjunto de x4

que satisface 1 < k que es el conjunto {0,1} por lo que.



a=[P<x16{0,1}| 9=Z)

3 . 3
Como 6 = entonces x;~Bin (Z’Z)’ entonces.

3
a =P(x; €{0,1}) con x;~Bin <Z,Z>

1

2 3x1 3 2—Xq
=2 ()i (1-3)
x,/ 4 4
x1=0

(6 O
o) ()0

Ahora obteniendo f.

B = IP(No Rechazar H,, | H,, falsa )

ﬁ=]P(A>k|9=%)

Como A solo puede tomar 3 valores y % <k< % entonces el conjunto de x4

que satisface 1 > k que es el conjunto {2} por lo que.

p=P(xei}|6=")

2



1 . 1
Como 6 =3 entonces Xx;~Bin (2,;), entonces.

B =P(x; €{2}) con x;~Bin (2%)

#=(: (-3

Prueba IV:
Si Z < k entonces la region de rechazo seria:
Cr,={x1: A<k}
Y su prueba asociada seria:
Y,: {Rechazar H si 1 < k}
Entonces obteniendo los errores de a y f para esta prueba tenemos.

a = P(Rechazar H, | H cierta)

3
a=IP>(/1Sk| 922)



Como A solo puede tomar 3 valores y z < k entonces el conjunto de x; que

satisface A < k que es el conjunto {0,1,2} por lo que.
3
a= P(xl € {0,1,2}| 6 ZZ)
Como 6 =% entonces Xx;~Bin (ZZ) entonces.

3
a =P(x; €{0,1,2}) con x;~Bin <2'Z)

2
2 3X1 3 2—Xq
=2 ()i (-3
x,) 4 4
x1=0

=3 (-3 00D 070
= (3) + (Z)() ol

1 6
a= sl

16 16 16

a=1

Ahora obteniendo [.

f = P(No Rechazar H | H,, falsa )

,8=[P(/1>k|9=%>

Como A solo puede tomar 3 valores y 3 < k entonces el conjunto de x; que

satisface A > k que es el conjunto {@} por lo que.



p =P(0)
ﬁ:

El concepto de hipotesis compuestas es una idea mas general que las

hipotesis simples, pues en una hipo6tesis compuesta considera una muestra

aleatoria proveniente de una distribucion f(x| 8) donde 6 € @ y se contrastan
hipotesis del tipo Hy: 8 € Oy vs H: 0 € O, donde Oy, 0, € OyO,NO; =Py

usualmente O; = 6, = 6/0, .

Definicién 18. Sea L(0]x4,x, , ..., X;,) la funcién de verosimilitud de la muestra
(%1 ,%2, ..., Xy) con funcién de densidad conjunta fy ., . x (X1,%2, .., %y] 0)

donde 8 € @. Sea Y una prueba para:
.7'[0:96@0 s }[1:9661

Donde 0y, 0; S 0. Se dice que Y es una prueba de razén de verosimilitud

generalizada si esta definida como:

Rechazar ), sid<k
Y: { No Rechazar H, sid>k
Aleatorizar, sid=k

Donde:

Sup L(O|x1,%X5, ) Xp)

A=Axq,x x)=969°
Lr72ymein SupL(O|xq, %Xy, ., Xp)

6eo

A keR*

Nota: 0 < A < 1.



Ejemplo 7. Sea (x;,x,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con funcion de distribucioén:
fe,(xi1 0) = Be il ooy (x;) Vi

Donde 8 € © = {8| 8 > 0} y considere la prueba de hipotesis:
Ho:0 < 0y vs Hy: 0> 0,.
Obtener una prueba de razon de verosimilitud generalizada para esta prueba.
Solucion:

Primero veamos que la prueba Y debe ser definida asi:
Y: { Rechazar H,, si A < k}
Con A definida como:

Sup L(9|x1 ,xz ) ...,xn)
_ 0 € @0

A=Axq,%X5, 0, X)) =
(1, %2 n) Sup L(O|xy, %y, ) Xp)
Beo

Por el Ejemplo 5 sabemos que:
n
L(O|xy, %y, 0, Xy) = O ™0 Tiz1Xi 1_[]1(0,00)(xi)
i=1

Entonces A queda:



Sup L(lel y X2, ...,xn)
_ Oe€ @0

SupL(0|x1 1 X2 5 ey xn)
feo
95;15 gne—0Liixi H?:l I 0,009 (x;)
A= ; ne—0 Xic, X TN
3‘161%9 e =171 Hi=1 H(O,oo)(xi)

[1i21 To,00) (X)) Sup gne—0 Xizixi
6

6@0

H?:l H((),oo) (xl) gu%Qne_g Yizixi
€

Sup ™e " Zity xi

A_ — 0 6@0 _
Sup e =0 Li=1%i
Oeo

Considerando Unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(9|x1 , X5, ...,xn) pero esto es equivalente a obtener el
estimador de maxima verosimilitud para 8, ya que 8 € ® y no tiene restriccion
alguna para su rango. Entonces por el Apéndice A.2.5. vemos que se trata de una

distribucion exponencial de parametro 6 y por él Apéndice B.2.2. se tiene que:

_ - 1
EMV(9)=9=7’1<ZX1) =§

Sustituyendo se tiene que.

Sup[,(@lxl y X2, ...,xn) = éne_92?=1xi
Beod

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion L(0|x, , x, , ..., X,,) pero restringida ya que 6 € 6, entonces



hay que analizar los posibles casos para este espacio, como el maximo general es
8, y el espacio paramétrico @, esta en funcién de 8, entonces por tricotomia se

tienen 3 casos:

D D
o o

v A

Dy O O

Si los casos (ii) y (iii) pasaran entonces 0 e 0y, lo que implicaria que el
maximo en el espacio @, también fuera 8, haciendo al cociente 1, mientras que el
caso (i) se tiene que 0 es un maximo absoluto de la funcion L(O|xq,%x5, ., Xp),
lo que implica que la funcién es no decreciente en el intervalo (0, é), y como se

cumple 8, < 8, el maximo se alcanza cuando 8 = 6, teniendo asi.

Sup L(9|x1 » X2, ---:xn) =

— n , . ~
0, e FoLi=1%i, si By < 0
0 E@O

~ AN i ~
One 0 L= %, si 6,=>0

Generando que A se comporte.

Hone_eo Z?:lxi

A={pnpo5t,m ’ si Gy <6

1, 51902§

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 8, < 8 y como tenemos que A < k.

— <k =
éne—g Z?=1xi



n
—_ e 0 4Lj=171 =11 S k =

00\" sn . (o
(7) elit1xi(0-60) < | =
0

n

90 eZ?zlxi(%—Qo) S k =

1
X
O™ T %) <k =
(Bpx)"e™17%00) < | =

(6pze%0)) <k =

1
Ooxe(17%00) < fn =

_ 1
0,xe(17%00) < k. con ky = kn

Entonces queremos encontrar un k; que cumpla esa condicién, pero ya no es

(1_’?90), entonces si lo vemos

posible despejar un estadistico conocido de 6yXxe
como una funcién de 6,x ,a fin de analizar esta funcién buscaremos su rango,

podemos encontrar el maximo, derivando e igualando a 0.

0 i}
6909?( 0%e )
0% g (e(1=%60)) 4 ¢(1=%00) g (Bp%) = 0
0" 00,% 96,% ° °

yxe(17%00) (—1) + (1=%00) (1) = 0



Entonces su maximo se da cuando 6yx = 1 evaluando en la funcién tenemos

encontramos el maximo valor que puede tomar.
1e=D =0 =1

Entonces estamos buscando un k; de tal modo que 909?8(1_’290) < kq, si

graficamos la funcion como se muestra en la Figura 3, tenemos.

Figura 3.

Entonces vemos que la parte en gris es la parte de la funcion que satisface
que Byxe (1=x60) < k, para algun k, dado, y como se observa es posible encontrar

k, y ks de tal modo que cumpla la misma condicién, esto es.

Ooxe1=%00) <k, o

BoX <k, V 0u% = ks

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero recordando

cémo se definié A se tiene que cumplir también que 8, < 0 esto es.



Y por como estan definidas k, y k3, tenemosque k, <1 A k3 =1, porlo

que solo nos quedamos con la desigualdad para k-, quedando.

nk,
ZXi < k4 con k, =

o)
i=1 0

Entonces tenemos que.

n
Cyz {(xl y X2, ,xn) : zxi < k4}
i=1

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

n
[P’(ingk4| 9=90>=a

i=1



Pero sabemos que las x;~exp(8) y por el Apéndice C.38. conocemos que
r.x;~I'(n,0) ademas como 6 =46, bao H, cierta, entonces

?:1 x; ~I'(n, 8,). Por lo que k, es aquella constante tal que cumpla con:

n n
P(in < k4> = a con in ~I'(n,0,)

i=1 =1
k4
Honvn—le—(Bov)
j rm)

dv =«

Por lo que la prueba mas potente de tamafio « es.

n
Y:{Rechazar Hy si ZXi < k4}.

i=1

Definicién 19. Una prueba Y™* para:

}[0:9600175 }[1:0601

Se define como la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, si y

solo si:

i.  Sup II+(0) = a.

Oe @0
i. I1,+(0)=11,(0)V 0€ @, y para cualquier otra prueba ¥ de tamafio

menor o igual a «.



2.3.2. Teorema de Karlin-Rubin

Definicion 20. Una familia de distribuciones {f (x| ) | 6 € @} para una variable

univariada x con parametro 6 € ® € R tiene un cociente de verosimilitud

, . x| 6 ., ,
monétono si para cada 6, > 64, ;Ex:ezi es una funcion monotona de x (no
1
creciente o no decreciente).
Definicién 21. Sea (x;,X5,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con funcion de densidad f (x| 6), 6 € ® € R, suponga
que t(x;,X,,...,X,) €S un estadistico suficiente de 8 y que ademas existen

funciones g(t(xy,x5, ..., %), 0) y h(x1,%5, ..., X;,), se define la factorizacion

para estadisticos suficientes como:

LO|xy,%x5, ., xp) =gt(xy, x5, ., x,),0)h(x1, %5, ., Xp)

Hf(xll 9) = g(t(xl » X2, ""xn): Q)h(xl » X2, ""xn)

Teorema 2. Sea t(xq,x,, ...,xn) es un estadistico suficiente de 6. Ademas,
suponga también que la familia de funciones de  densidad
{g(t(xy,x5,...,x,),0) | 60 € O} tiene un cociente de verosimilitud mondtono,

entonces:

i.  Sielcociente de verosimilitudes es mondétono no decreciente y si existe
ty tal que P(t(xq,x,,...,x,) =ty | Hcierta) = a, entonces la

prueba ¥; con regién de rechazo:

Cr, = {1, %2, o ) 2 8(Xg , X5 oen, X)) 2= Eo}



Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

}[O:QSQO s :]'[1:9>90
}[0:9=90 vs }[1:9>90.

Si el cociente de verosimilitudes es monotono no decreciente y si existe
to tal que P(t(xq,%3,...,x,) <ty | H, clerta) = @, entonces la

prueba Y, con regién de rechazo:
CY2= {(xl » X2 ---;xn) : t(xl » X2 ---an) < tO}
Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

.7'[0:9290 vSs }[1:9<90
}[0:9=60 vs :]'[1:9<90.

Si el cociente de verosimilitudes es mondtono no creciente y si existe
to tal que P(t(xq,x5,...,x,) <ty | Hcierta) = a, entonces la

prueba Y3 con region de rechazo:
Cry= {001, g s oy Xn) £ £0X1 Xz e, X)) < to}
Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

“]-[O:HSHO vs .7'[1:6>60
}[0:9=90 vs .7'[1:9>60.



iv.  Si el cociente de verosimilitudes es mondétono no creciente y si existe
to tal que P(t(xy,xy,...,x,) =ty | H, cierta) = a, entonces la

prueba Y, con regién de rechazo:
Cy'4= {(xl ,x2 ) ...,xn) : t(xl ,x2 B ...,xn) Z to}
Es la prueba uniformemente mas potente de tamafo « para las hipotesis:

.7'[0:9290 vs }[1:8< 80
}[0:9=90 A :7'[1:9< 00.

Demostracion:

i) Para demostrar que Y; es la prueba uniformemente méas potente de tamafio

a, se deben cumplir las dos condiciones de la Definicion 19.
Sean 6, < 6’y considere la prueba de hipétesis:
Hy:0 =0y vs H:0 =86’
Definamos t; (X1 ,Xy , .., Xp) < t,(xy,%5,...,X,), por hipbtesis se tiene
que la familia de funciones de densidad {g(t(x; , x5, ...,X,),0) | 6 € O} tiene un

cociente de verosimilitud mon6tono no decreciente, es decir:

gt (g, %2, ., %) 0') < gt (X1, %2, e, x0)| 0)
g(tl(xl 1 X2 "'an)l 90) g(tz(x1 y X2 ---;xn)l 90)

Por simplicidad sean t; = t;(xq,X5 , ..., X,) Y t; = t5(X1, X5, ..., X, ), €NtONCES.



g(t1|9')<g(t2|9')
g1 60) g(tz] 8y)

g(t1]10)g(tz] 6) < g(tz] 0")g(t1] 65)

Integrando ambos lados respecto a t, y evaluando de t; a oo.
j gt 0")g(t;] 60) dt; < f g(t;1 0)g(te] 6) dt, =
tl tl
901 09 [ g(:] 0,)de, < 9(tr1 6,) [ g(tr] 00 de, =
tl zl’—1

g(ty| 9’)(1 — G(t4] 6 )) < g(t| 90)(1 — G (4] 9’)) =

g(t:]6") < g(ti| 6o)
1-G{ty]10") 1—-G(t4]6p)

Integrando ambos lados respecto a t; y evaluando de —co a un t arbitrario.

to to

t,| 0’ t,| 6
f g(t4] ), dt1<j g(ti] 6o) dt,
J 1-G(t]0") 7 1-G(t]6,)
Realizando cambios de variable.

du = —g(t,| 8")dt, dv = —g(t1] 6p)dt,
Siti1 =ty = u=1—G(t0|9’) AN v=1-=G(ty| By)
Siti——o = u= lim 1-G(t1]0) A v=lim 1-G(t:|6p) =
1— 1>—

u=1—tlim G(t]0') A v=1—tlim G(ty] 6,)
1—>—00 17—



Alser G(ty| 6) = P(t(xy,x5, ..., xy) < to | 8) unafuncion de distribucion

se tiene:

1—>—00 1—>— 00

Sitj——o = u=1-0=1Av=1-0=1

Sustituyendo se tiene que.

1-G(to| 6) 1-G(to| B9)
1 1
J ——du < j ——dv
u v
1 1

Intercambiando los limites de integracion.

1 1
1 1
—du < j —dv =
u 1%
1-G(to| 0") 1-G(to| o)
1 1
In(u) < In(v) =
1—-G(ty| 6") 1= G(to] 0o)

In(1) — In(1 = G(te] 6')) < In(1) — In(1 — G(ty| 6y)) =
—In(1-G(t] 0")) < —In(1—=G(to| 6y)) =
In(1—G(t| 6")) > In(1—G(te] ) =
(16t 61)) o Lin(1-G(tol 8) =

1-G(]0") >1—G(t] o) 1

Por hipotesis se tiene que:



Yi:{ Rechazar H si : t(xy,%5,...,%,) = to}.
Teniendo asi:

Hyl(eo) = P(t(xl y X2, ...,xn) = tol 0= 90) con 90 eEOCR =
Iy, (6p) =1 —P(t(x1,%2, ..., %) S ol 6 = 6p)
Iy, (8p) = 1 —G(to] 6 )

Sustituyendo en (1) se tiene.
Iy, (8") > Iy, (8,) con 6, < 6’
Por lo que Hy'l (6) es una funcion mondtona no decreciente.

Ahora se busca el tamafio de esta prueba, siendo asi.

Sup Iy, (8) = Sup Iy, (6)
6 E@O 9390

Como I1y, (8) es no decreciente.

Sup Iy, (0) = IIy (00) = P(t(x1,X2,...,Xp) =t |60 = 0p) =
<0y

Sup Hyl(e) = P(t(x1,x2,...,X5) = to | H cierta)
0<06,

Por hipotesis se tiene P(t(x; , X5, ..., X,) =ty | H, cierta) = a, entonces.

Sup Iy, (0) = a
0<0,



~ Y] es una prueba de tamafio &, lo que cumple la condicién (i) de la Definicién 19.

Ahora usando el Teorema 1, para el contraste de hipétesis propuesto, se tiene

que la region critica mas poderosa es:

_ L(Bolx1, %2, ey Xn)

A= <k >
L(O"|x1,X5 )0, Xy)
L(O"|x1,X5, 0, Xy) - 1
L(Oglx1,%5, .0 X))  k
Por hipotesis t(x; ,x, , ..., X, ) €s un estadistico suficiente de 8, entonces por

la Definicion 21 se obtiene.

gt(xy, x5, 0, %), 0 (X1, %5, oo, X)) - l
gy, xy, e, X)), 00)R(x1 , X0, 0, X) K
g(tQxy, x5, ., %y),0") S l
gt(xy,xy, ., x0),00)  k

Se define.

1 _ gt(xy,xy, ., x,),0")

= 1n
k  tCerxp )1 g(t(xq , Xy, e, X)), 80)

Con
T={t(xy,x5,...,%,) =ty,9(t,0,) >0V g(t,8") > 0}

Al definir a 7 de esta manera se tiene lo siguiente:



gt(xy,xy, ., x,),0") - l
gt(xy, x5, .,%,),60) K

t(x1, %5, ., Xn) =t

=4

Teniendo que la regién critica mas poderosa de tamafio a para el contraste

propuesto es:
CY1= {(xl y X2 "'an) : t(xl X2, "'an) = tO}
Al ser la region mas poderosa, se satisface (ii) de la Definicién 17, siendo asi.

Iy, (6,) = 1y (1)

Para cualquier otra prueba Y de tamafio «, para el contraste propuesto. Pero

como 8, < 6', es decir 8’ es fijo pero arbitrarioy 8’ € ©; , se cumple también para

los contrastes:

}[O:HSHO US}[1:9>90
.7'[0:9290 vSs }[1:9>00.

Lo que cumple la condicién (ii) de la Definicién 19, para V3.
o Yi:{ Rechazar H si : t(xq,X5, ., Xp) = to}
Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, paras los contrastes:

“]-[O:HSHO vs .7'[1:6>60
}[0:9:90 vS .‘]'[1:9>90.



i) Para demostrar que Y, es la prueba uniformemente mas potente de tamafio

a, se deben cumplir las dos condiciones de la Definicion 19.
Sean 6, > 6’y considere la prueba de hipdtesis:
}[0:9:90 s .7'[1:9:9,

Definamos t; (X1 ,Xy , ..., Xp) < t,(xy,%,,...,%,,), por hipbtesis se tiene
que la familia de funciones de densidad {g(t(x; , X5, ..., X,),0) | 6 € O} tiene un

cociente de verosimilitud monétono no decreciente, es decir:

g(tl(xl » X2, an)l 90) < g(tZ(xl » X2 ---;xn)l 90)
gt (xy, x5, 0, )] 07) g6 (xq, x5, 00, %) 67)

Por simplicidad sean t; = t;(xq,X5, ..., Xp) Yty = t,(x1, %5, ..., X;,), €NtONCES.

g(t1] 6o) < g(tz| 6o)
g(t16") g(t,|6")

g(t1] 89)g(t2| 6') < g(tz| 65)g(t1]6")

Integrando ambos lados respecto a t, y evaluando de t; a oo.
f g1 0")g(t,] 60) dt; > j g(t;1 0)g(t1] 6) dt, =
t1 tl

g(t1|9')fg(t2|90)dt2 >g(t1|90)fg(t2|9')dt2 =
t1 t1

g(ty] 9’)(1 — G(t,1] 0y )) > g(t4] 90)(1 — G (4] 9')) =



g(t.]6") > g(t1| 6o)
1-G(,10") 1—-G(t,]6p)

Integrando ambos lados respecto a t; y evaluando de —co a un t, arbitrario.

to tO
t,| 0’ t,| 6
j g(t,] ), dt1>f g(t;] 6o) dt,
_Ool—G(t1|9 ) _Ool—G(t1I90)
Realizando cambios de variable.
u=1-G6(t|08") v=1—-G(ty| 6y)

du = —g(t,| 8")dt, dv = —g(t1| 6p)dt,
siti=ty > u=1-G(t|0) A v=1-G(t| b))
Siti—>—o = u= lim 1-6(t16 ) A v=lim 1-G(t;|6,) =
t1—>—o0 t{—>—

u=1—tlim G(t,]|0') A v=1—tlim G(t,] 6y)
1——0 17>~

AlserG(ty| 6) = P(t(x1, x5, ..., X) < to | 8) unafuncion de distribucion

se tiene:

1—>—0 1—>—00
Sity—>—c0 = u=1-0=1 A v=1-0=1

Sustituyendo se tiene que.

1-G(tol 6") 1-G(to| 6p)

1 1
j ——du > j ——dv
u v

1 1



Intercambiando los limites de integracion.

1 1
1 1
—du > J —dv =
u v
1-G(to] 6") 1-G(tol| 8o)
1 1
In(u) > In(v) =
1-6(t0") 1—G(tol 6o)

In(1) —In(1—G(te] 6')) > In(1) — In(1 — G(to] ) =
—In(1-G(t] 0")) > —In(1—G(to| 6y)) =
In(1—G(t] 8')) <In(1—G(t| 6y) =
(16t 61))  in(1-6(tol 8) =
1—G(tg] 0') <1—G(to| 6y) =
—G(ty| 0') < —=G(ty| 6y) =
G(ty| 0') > G(ty] By) (2)

Por hipoétesis se tiene que:
Y,: { Rechazar H si : t(x;, %5, ..., %X,) < to}.
Teniendo asi:

HYZ(BO) == ]P(t(xl y X2, ...,xn) < tol 9 = 90) con 90 EOCR =
Iy, (80) = G(to] 69 )

Sustituyendo en (2) se tiene.

ITy,(8") > IIy,(6,) con 6y > 0’



Por lo que 1y, (6) es una funciéon monétona no creciente.

Ahora se busca el tamafio de esta prueba, siendo asi.

Sup Ily,(0) = Sup Ily,(0)
6 6@0 9290

Como 1y, (8) es no creciente.

5’;159 Hyz(e) = HYZ(HO) = IP’(t(xl , X2, X)) <t |9 = 90) =
206y

Sup Iy, (0) = P(t(x1,X2, ..., Xy) < to | H cierta)
6>0,
Por hipotesis se tiene P(t(x; , X5, ..., X,) < to | H| cierta) = a, entonces.
Sup Ily,(0) = «a
0>0,

~ Y, es una prueba de tamafio «, lo que cumple la condicién (i) de la Definicién 19.

Ahora usando el Teorema 1, para el contraste de hipotesis propuesto, se tiene

que la region critica mas poderosa es:

L(Bg|xg, x5, ., x5)
A== <k
L(O"|x1,X5 5 ) Xy)
Por hipotesis t(x; , X5 , ..., xn) es un estadistico suficiente de 6, entonces por

la Definicion 21 se obtiene.



g(t(xl le ) "'an)J Qo)h(x1 :x2 ) ---;xn) < k
gt(xy , %y, e, X0),0)R(x1 , %5, 0, X)) —
g(t(xl JxZ ) ---rxn)r 90) S k
gt(xy, x5, .0, x,),0")

Se define.

g(t(xl er ] ---rxn)r 90)
k = Sup );
t(xq ,Xg Xy ET g(t(xy, x5, ., x),0")

Con
T={t(x;,x5,...,%,) <ty,9(t,08") >0V g(t, 6, > 0}

Al definir a 7 de esta manera se tiene lo siguiente:

g(t(xl JxZ ) ---;xn); 9(,)) S k PEN
gt(xy,xy, ., x,),0")

t(xy, %5, .0,X,) <t

Teniendo que la regidén critica mas poderosa de tamafio a para el contraste

propuesto es:
CY2: {(xl » X2 "'an) : t(xl » X2, ---rxn) =< tO}
Al ser la region mas poderosa, se satisface (ii) de la Definicién 17, siendo asi.

ITy,(61) = 11, (6,)



Para cualquier otra prueba Y de tamafio «a, para el contraste propuesto. Pero

como 8, > 6', es decir 8’ es fijo pero arbitrarioy 8’ € ©; , se cumple también para

los contrastes:

}[0:9290 US}[1:9<90
}[0:9:90 s :]'[1:9<90.

Lo que cumple la condicién (ii) de la Definicion 19, para 5.

o Y5:{Rechazar H si : t(xy,%x5, ..., Xy) < to}

Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, paras los contrastes:

.7'[0:9290 vSs }[1:9<90
}[0:9=90 A }[1:9<00.

iii) Para demostrar que Y3 es la prueba uniformemente mas potente de tamafio

a, se deben cumplir las dos condiciones de la Definicion 19.
Sean 6, < 6’y considere la prueba de hipétesis:
Hy:0 =0y vs Hy:0 =06’
Definamos t; (X1 ,Xy , ..., Xp) < t,(xy,%,,...,%,), por hipbtesis se tiene

que la familia de funciones de densidad {g(t(x; , X5, ..., X,),0) | 6 € O} tiene un

cociente de verosimilitud monétono no creciente, es decir:



g(tl(xl le ) '"an)l 9,) > g(tz(x1 ;xz ) ---:xn)l 9,)
gt (x1,%x3, 0, x2)| 00) — g(t2(xq,%2, .0, x5)| 6p)

Por simplicidad sean t; = t;(x;,X,, ..., X,) Y t, = t,(x;, %5, ..., X;,), €ntonces.

g(t1]0") > g(t,] 0")
g(t1]169)  g(tz] 6p)

gt 07)g(tz| 6y) > g(t,| 8")g(t1] 65)

Integrando ambos lados respecto a t, y evaluando de t; a oo.

(0] (00

| gl 099al 00y de, > | g(eal 099l 00)dt, =

t1 tl

9(t1|9')j9(t2|90)dt2>g(t1|90)jg(t2|9’)dt2 =
t1 t1

g(t,| 9’)(1 — G(t1] 69 )) > g(t,] 90)(1 — G(t4] 9’)) =

g(t1] 6" S g(t]6o)
1-G(t]0")  1-G(t]6o)

Integrando ambos lados respecto a t; y evaluando de —co a un ¢t arbitrario.

to to
t,| 0’ t| 0
j g(tq] ), dt, > f g(t1] 6o)
1-6(t]0") 1-G(t]6p)

— 00 — 00

dt,

Realizando cambios de variable.



du = —g(t;| 8")dt, dv = —g(t1] 6p)dt,
siti=ty > u=1-G(t|0) A v=1-G(t| b))
Siti——w = u= lim 1—G(t1|9') A v=lim 1-G(ti|6y) =
1— 1>—

u=1—tlim G(t,|0') A v=1—tlim G(t,] 6y)
1—>— 17—

Alser G(ty| 0) = P(t(xy,%x5, ..., xy) < to | 8) unafuncion de distribucion

se tiene:

1—>—00 1—>—00

Sitj—m— = u=1-0=1 Av=1-0=1

Sustituyendo se tiene que.

1-G(to| 6) 1-G(to| B9)
1 1
j ——du > J ——dv
u v
1 1

Intercambiando los limites de integracion.

1 1
1 1
J —du > j —dv =
u v
1-G(to| 0") 1-G(tol| 8o)
1 1
In(u) > In(v) =
1-G(t|0") 1—G(to| 6o)

In(1) — In(1 = G(te] 6')) > In(1) — In(1 — G(to| 6y)) =
—In(1—-G(t| 6")) > —In(1 - G(to] 6y)) =
In(1—G(t] 8')) <In(1—G(t| 6y)) =



(16t 61)) _ in(1-G(tol 8) =
1-G(t]0') <1—-G(t] 6p) =
—G(ty] ') < =G (to| 6p) =
G(to] 0') > Gt 6))  (3)

Por hipotesis se tiene que:
Y5:{ Rechazar H si : t(xy,%5, ..., %,) < to}.
Teniendo asi:

Hy3(90) = ]P)(t(xl y X2, ,Xn) < tol 9 = 90) con 90 EOCR =
Iy, (80) = G(to] 6o )

Sustituyendo en (3) se tiene.
Iy, (0") > Ily,(8,) con 6, < 6’
Por lo que Hy's (6) es una funcion monoétona no decreciente.

Ahora se busca el tamafio de esta prueba, siendo asi.

Sup Ily,(0) = Sup Iy, (6)
0 6@0 9S90

Como 1y, (6) es no decreciente.

653029 ITy,(0) = IIy,(00) = P(t(x1,X2,...,Xp) <t |0 = 0p) =
<0y



Sup Hy3(9) = P(t(x1,X2,...,X,) < tg | Hy cierta)
6<0,

Por hipotesis se tiene P(t(x; , X5, ..., X,) < to | H| cierta) = a, entonces.

Sup Ily,(0) = a
<6,

~ Y3 es una prueba de tamafio «, lo que cumple la condicién (i) de la Definicion 19.

Ahora usando el Teorema 1, para el contraste de hipotesis propuesto, se tiene

gue la region critica mas poderosa es:

_ L(Bolxy, %2, ey Xn)
G S
L(O"|x1,X0,.00,%,) 1
L(Og|xq, x5, .00, xp) k

A

Por hipotesis t(x; , x5 , ..., X, ) €s un estadistico suficiente de 8, entonces por

la Definicion 21 se obtiene.

gt(xy, x5, 0, %), 0 )Xy, %5, on, X)) - 1
gty , xy, e, X)), 00)R(x1 , X0, 0, Xy) K
gt(xy, x5, 0, x,),0") - l
g(t(xl JxZ ) ---;xn)JBO) - k

Se define.

1 _ gt(xy, x5, 0, x,),0")

= inf
k  tCerxp a1 g(t(xq, %y, e, X)), 00)




Con
T={t(x;,x5,...,%,) < ty,9(t,6,) >0V g(t,8") > 0}
Al definir a 7 de esta manera se tiene lo siguiente:

gt(xy,xy,.,x,),0") - 1
g(t(xl Jx2 ) ---,Xn), 90) n k

t(xy, %5, .0, %) <t

=

Teniendo que la region critica mas poderosa de tamafio a para el contraste

propuesto es:
Cry= (G122 oo X)) £ 601, Xz e, %) < o)
Al ser la region més poderosa, se satisface (ii) de la Definicion 17, siendo asi.

Iy, (6,) = I1y(61)

Para cualquier otra prueba Y de tamarfio «a, para el contraste propuesto. Pero

como 8, < 6', es decir 8’ es fijo pero arbitrarioy 8’ € ©, , se cumple también para

los contrastes:

}[O:HSQO US}[1:9>90
}[0:9=90 vs .7'[1:9>60.

Lo que cumple la condicidn (ii) de la Definicion 19, para V3.

o Y3:{Rechazar H si : t(xy,%x5, ..., Xn) < to}



Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, paras los contrastes:

}[O:QSQO s :]'[1:9>90
}[0:9:90 vSs ‘7'[1:9>90.

iv) Para demostrar que Y, es la prueba uniformemente mas potente de tamafio

a, se deben cumplir las dos condiciones de la Definicion 19.
Sean 8, > 6" y considere la prueba de hipotesis:
Hy:0 =0y vs Hi:0 =86’

Definamos t; (X1, X5, ., Xp) < ty(X1,X5,...,X,), por hipbtesis se tiene

que la familia de funciones de densidad {g(t(x; ,x, , ..., X,),0) | 6 € O} tiene un

cociente de verosimilitud monétono no creciente, es decir:

g1 (xq, %2, e, X5)| 6p) S gt (X1, X2, e, X0 | 6p)
g(tl(xl » X2, "'an)l 9,) g(tz(x1 » X2, "'rxn)l 0,)

Por simplicidad sean t; = t;(x;,X5 , ..., X,) Y t; = t5(x1, X5, ..., X, ), €NtONCES.

g(t1] 6o) > g(tz| 6o)
g(t10")  g(t,|0")

g(ti] 09)g(tz] 8") > g(t;] 09)g(t1] 6")

Integrando ambos lados respecto a t, y evaluando de t; a oo.



jg(t1|9')g(t2|90)dt2 < fg(t2|9')g(t1|90)dt2 =

ty ty

g(t1|9')fg(t2|90)dt2 <g(t1|90)fg(t2|9')dt2 =
t1 ty

gt 1001 - G(ty]60)) < g(t1]1 60)(1 —G(t4]16")) =

g(t:]6") < g(ti| 6o)
1-G({10") 1—-G(t,]6p)

Integrando ambos lados respecto a t; y evaluando de —co a un t arbitrario.

to to

t,| 0’ t,| 6
j g(ty] ), dt1<j g(t;1] 6o) dt,
_Ool—G(tlh9 ) _Ool_G(t1|90)
Realizando cambios de variable.

du = —g(t;| 6")dt, dv = —g(t;| 6p)dt,
Siti1 =ty = u=1—G(t0|9’) AN v=1-=G(ty| Bp)
Siti—— = u= lim 1-G(t1]60) A v=lim 1-G(t:|6p) =
1—>—00 1>—

u=1—tlim G(t]0') A v=1—tlim G(ty] 6y)
1—>—0 17—

AlserG(ty| 6) = P(t(x1, x5, ..., X) < to | 0) unafuncion de distribucion

se tiene:

1—>—0 1—>—00



Siti——o = u=1-0=1Av=1-0=1

Sustituyendo se tiene que.

1-G(to| 0") 1-G(to| 6o)
1 1
——du < ——dv
u (%
1 1

Intercambiando los limites de integracion.

1 1
1 1
—du < J —dv =
u v

1-G(ty| 68") 1-G(tol| 8o)
1 1
In(u) < In(v) =
1—-G(t|6") 1 —G(to| 6o)

In(1) —In(1 = G(te] 6')) < In(1) — In(1 — G(&o| 6y)) =
—In(1-G(t] 0")) < —In(1—=G(t| 6y)) =
In(1—G(t] 8')) > In(1—G(t| 6y) =
(16l 01) S Lin(1-G(tol 80))

1-G(t| 0") > 1 —G(t] 8o) (4)
Por hipotesis se tiene que:
Y,:{ Rechazar H si : t(xy,%y, ..., X,) = to}.
Teniendo asi:

Hy‘4(90) = ]P)(t(xl y X2, ...,xn) = tol 0 = 60) con 60 EOCR =



Hy4(00) =1- ]P)(t(xl y X2, ---,xn) < tol 0 = 90)
Iy, (80) = 1 — G(to] 69 )

Sustituyendo en (4) se tiene.
Iy, (8") > IIy,(8,) con 6y > 6’
Por lo que Hy'4_ (6) es una funcion mondtona no creciente.
Ahora se busca el tamafio de esta prueba, siendo asi.
eSeugO Iy, (0) = eSzugﬂo Iy, (6)
Como 1y, (0) es no creciente.

65;%9 IIy,(0) = IIy,(00) = P(t(x1,X2,...,Xp) =t |6 = 6p) =
=0,

Sup Hy4(9) = P(t(x1,x2,...,X5) = to | H cierta)
6=0,
Por hipotesis se tiene P(t(x; , X5, ..., X,) =ty | H, cierta) = a, entonces.
Sup Iy, (0) = «a
0>0,

~ Y, es una prueba de tamafio «, lo que cumple la condicién (i) de la Definicién 19.

Ahora usando el Teorema 1, para el contraste de hipotesis propuesto, se tiene

que la region critica mas poderosa es:



_ L(Bolx1, %z, e Xn) <

A= <
L(O|x1,X5, e, Xp)

Por hipotesis t(x; , X, , ..., X, ) €s un estadistico suficiente de 8, entonces por

la Definicion 21 se obtiene.

gt(xy, x5, 00, X0),00)R(%1 , X5, 0o, Xy) <k
gty , x5, 0, X0), 0)R(X1 , X5, o, X)) —
g(@t(xy, %z, n, Xy), 0) <k
gt(xy, x5, .0, x,),0")

Se define.

.g(t(xl ix2 ) ---rxn)r 90)
k = sup p
t(xq ,Xg Xy €T g(t(xy, x5, ., x),0")

Con

T={t(xy,x5,...,%,) =ty,9(t,0") >0V g(t, 6, >0}

Al definir a 7 de esta manera se tiene lo siguiente:

t(xq,%5,...,%,),0
g(t(xy, x; Xn) (,))Sk o
gt(xy, x5, 0, x0),0")

t(xl y X2, ---;xn) = tO

Teniendo que la regién critica mas poderosa de tamafio a para el contraste

propuesto es:



Cr,= {Gersxa, X)) 1 8Qxg , X2, 00, X)) 2 o}
Al ser la region mas poderosa, se satisface (ii) de la Definicion 17, siendo asi.

Iy, (6,) = I1y(61)

Para cualquier otra prueba Y de tamafio «a, para el contraste propuesto. Pero

como 8, > 6', es decir 8’ es fijo pero arbitrarioy 8’ € ©; , se cumple también para

los contrastes:

}[0:9260 USH1:6<60
.7'[0:9=90 vSs }[1:9<90.

Lo que cumple la condicién (ii) de la Definicion 19, para ¥,.
o Yy:{Rechazar H, si : t(xy,%x5, ..., Xy) = to}
Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, paras los contrastes:

}[0:9260 US}[1:9<90
}[0:9:90 A }[1:8<00.

Definicién 22. Sea t(x, ,x, , ..., X;,) un estadistico de la muestra (x; , X5 , ..., X,)
con funcién de densidad f (x| 8), se dice que es un estadistico suficiente minimal

para 6 si:

i. Sit(xq,x,,..,X,) essuficiente.

i. t(xq,..,Xy,) esfuncién de cualquier otro estadistico suficiente para 6.



Sean (xq,%3,..,%x,) Yy (¥1,¥2,..,¥V,) dos muestras aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con funciones de densidad f (x| ) y
f(y| 8) respectivamente, 8 € ® € R, suponga que t(x;,X5,..,X,) €S un
estadistico para 6, el teorema de Lehmann-Scheffé establece que

t(xy,%y,...,X,) serd un estadistico suficiente minimal para 6 si:

L(O|xy,%x5, ) Xp)

nodependede 8 < t(x;,Xy, ... %) =t(Y1,V2 ) ) Vi)
NG RS 1,X2 n Y1,Y2 Yn

Ejemplo 8. Sea (x;,x,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e
idénticamente distribuida donde x;~exp(6) Vi. Encontrar la prueba uniformemente

mas potente para las hipotesis.
:]'[0:9 < 90 Vs .7'[1:9 > 90.
Solucion:

Usando el teorema de Lehmann-Scheffé, podemos encontrar un estadistico

suficiente minimal.

L(O|x1,%x5, ., Xp)
LO1y1,Y2, ) Yn)
gre 0 Lizixi | H(o,oo)(xi)
me™0 Li=aYi [T 6,00, (1)

o0 51 x40 X1 v iz o) (¥0)
[T Tgo,00) (Vi)

e Q(le:l 3’i‘2?=1 xi) H?:l H(O'Oo) (xl)
1_Hl=1 I (0,00 i)

=




La Unica manera de que el cociente no dependa de 6 es que.

n
2% = Xi

n
=1 =1
Entonces.

n

t(X1,X9 ) ey Xp) = Z X;

i=1

Es un estadistico suficiente minimal para 68, entonces sean 6, < 6; vy

f(x]641)

analicemos el cociente )
f(x]62)

fx[61) 61917} ) (%)
f(x| 6;) Qze_gzxﬁ[o,oo)(x)

f(xl 61) — &8—91x+92x

f(x| 6;) B 0,
M — ﬁex(ez—el)
f(x| 6;) B 0,

Entonces.

0,>60,>0 A x>0 =

0
1>9—2>0 A O,—0;<0 =
1

X(ez - 91) < 0 =

1 _ , )
— ex(‘92 61) es mondétono no creciente.

0,



Entonces por el Teorema 2 se tiene que.
n
Cy': (xl y X, ...,xn) : zx,: < k
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.

n
P(inSkl 9=60>=a

i=1

Pero sabemos que las x;~exp(0) y por el Apéndice C.38. conocemos que
tixi~I'(n,0) ademas como 6 =46, bao H, cierta, entonces

?:1 x; ~I'(n, 8,). Entonces k es aquella constante tal que cumpla con:

n n
[P’(in Sk) = @ con zxi~1"(n,90)

k
Honvn—le—(eov)
f dv =«
0

I'(n)

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

n

Y:{ Rechazar H, si in < ki

i=1



Ejemplo 9. Sea (x;,x,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente  distribuida donde x;~Unif(0,0) Vi. Encontrar la prueba

uniformemente mas potente para las hipotesis.
}[0:9 S 90 vs }[1:9 > 90.

Solucion:

Usando el teorema de Lehmann-Scheffé, podemos encontrar un estadistico

suficiente minimal, y aplicando los resultados del Apéndice B.2.7. se tiene.

L(O|xy,%xy, ., Xp)
LO|y1,Y2 s Yn)
(8 — 0) o6 (%X()
(6 — 0)_"11[0,9](}’(n))

.61 (¥
I1o,61 (y(n))

=

La Unica manera de que el cociente no dependa de 6 es que.

Xy = Y
Entonces.
t(x1, X050y Xn) = Xy

Es un estadistico suficiente minimal para 6,ahora sean 8, < 8, y analicemos

f(x] 64)

el cociente )
f(x]62)



FGel ) _ (60) M Tjyp ()
f(x] 6) (92)_1]1[0,62](35)
F(x16) _ B2l ()
f(x] 6) 91H[o,92](x)

Entonces.

Para poder analizar la parte de las indicadoras, graficaremos el cociente,

tomado a la divisién por 0 como oo, veamos cOmo se comporta ya que es una funcion

constante hasta 8, y después es una divisiéon por 0, como se puede observar en la

Figura 4.
S i 7
; : |
0, | |
0 | | X
Figura 4.

Notamos que la funcién es no decreciente, entonces por el Teorema 2 se tiene

que.



Cr={(x1, %2, e, xn) * Xy > k}
Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.
P(x,y>k| 06=0y) =«

Pero por el Apéndice C.80. se puede obtener la distribucion explicita de x,),

entonces para fines practicos seay = X,.

£, 60) = n(F(y|0)" £ (] 6)

y n—1
£,16) =n f ©) o (@)dx | (0) e ()
y n-—1

£, 0) =n| ©) j 1dx | ()0 ()

fy@10) =n((@) )" (O0) e ()
£, 1 6) = n(0)" "Dy 1 (0) M0 ()
f, (¥ 6) = n(6)" DTy 1 (y)
f ] 0) =n6 "y " e (y)

n-—1

L 0) = nye—nﬂ[o,e] )

Entonces.

n-1

ny
IP)(y > k) = & con fy(yl 90) = o." H[O,BO](y)
0



nyn—l
dy =«
6o
n n-—1
o) Y dy =«a
0 k
n yTl 90
—_ =«
0"\ n I
1 2
9—n(90 — k") =a
0
kn
T

1

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

1
Y: { Rechazar Hy si X > 0(1 — a)ﬁ}.

Definicion 23. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f (x| 8),

6 € ©® S R, suponga existen funciones a(6) > 0 v6@, b(x) > 0 vx,c(6) > 0 vO

y d(x) > 0 vx, se dice que la funcion de densidad de X pertenece a la familia

exponencial si se puede expresar como:



f(x] 6) = a(0)b(x)ec®dx)

Teorema 3. Sea (x;, x5, ..., X,;) una muestra aleatoria con funcion de densidad

f(x] 6),0 €06 c R, asuma que.
f(x] 8) = a(8)b(x)ec®@e
Entonces.

iii. Sic(0) esunafuncién monodtona creciente en 8 y si existe k™ tal que
P(t(xy, X5, ..., X,) > k™| H, cierta) = a, entonces la prueba ¥; con

region de rechazo.

Cr,= {(xl y Xy ey X)) z d(x) = k*}
i=1

Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

}[O:HS 60 US}[1:9> 90
.7'[0:92 90 A :]'[1:9> 90.

iv. Sic(0) es una funcion monétona decreciente en 6 y si existe k™ tal

que P(t(x1,x5, ..., x,) < k™| H, cierta) = a, entonces la prueba ¥,

con region de rechazo.

Cy,= {(xl Xy ey Xp) z d(x;) < k*}
i=1



V.

Vi.

Es la prueba uniformemente mas potente de tamafo « para las hipotesis:

}[O:QS 90 US}[1:9> 90
:]'[0:9: 90 A .7'[1:9> 90.

Si ¢(0) es una funcién monotona creciente en 8 y si existe k™ tal que

P(t(xy,X5, .., X)) < k™| H, cierta) = a, entonces la prueba Y3 con

region de rechazo.

Cy,= {(x1 Xy e, Xp) z d(x;) < k*}
i=1

Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

:]'[0:92 90 vSs .7'[1:9< 90
}[0:9= 90 vs :]'[1:9< 90.

Si ¢(0) es una funcién monotona decreciente en 6 y si existe k* tal

que P(t(x1,x5, ..., %) > k™ | H, cierta) = a, entonces la prueba ¥,

con region de rechazo.

Cy4_: {(xl y X2, ...,Xn) : z d(xl) > k*}
i=1

Es la prueba uniformemente mas potente de tamafio « para las hipotesis:

}[0:92 90 vs .7'[1:6< 90
:]'[0:6= 60 vs :]'[1:9<90.



Demostracion:

Usando el teorema de Lehmann-Scheffé, podemos encontrar un estadistico

suficiente minimal para 6, teniendo asi:

L(O|x1,%X5, ) Xy)
L(Oly1,y2 1Y)
n L a(6)b(x)e @4
?:1 a(@)b(yi)ec(e)d(Yi)
a(6)"eZi=1 a0 [T p(x;)
a(6)" e c @O [T b(y,)

=

n .
i=1 b(x;) eCO T dx)-c(OTL,dy) =

[Ii-: b))
M=) coy(z, atp-52s a00)
le b(yl)

La Gnica manera de que el cociente no dependa de 6 es que.

zn: d(x;) — zn: dly)=0 =
i=1 i1

n

i) = z d(y;)

iM-
QU
=

Entonces.



n
t(xy, Xy, e, Xp) = Z d(x;)
i=1

Porlo que t(x; , X5, ..., X, ) €S un estadistico suficiente minimal para 6 , ahora

se analizara el cociente de verosimilitudes de f (x| 8), sean 8, < 6, y analicemos

f(x] 641)

el cociente )
f(x]62)

f(x|6,) _ a(el)b(x)ec(eﬂd(x)
f(x|65) ~ a(6,)b(x)ecEdx)

f(x|61) _ a(6,) o C(6:)d(x) ~c(6,)d (x)
f(x]82) a(6)

f (x| 61) _ a(6:) () (c(61)-c(6))
fx]62)  a(62)

=

Entonces, como f (x| 8) pertenece a la familia exponencial, por la Definicién

23 se tiene.

a(@;) >0 A a(8,) >0 =

a(6;)
a(6,)
c(8,)>0 A c(B,)>0

>0 A dx)>0 =

Al no conocer la naturaleza de c(8), se desconoce si c(8,) — c(6,) es mayor
0 menor a cero, teniendo asi que el cociente de verosimilitudes sera monétono no
decreciente si c(6,) — c(6,) > 0, es decir si c(6) es una funcién monétona no
decreciente y el cociente de verosimilitudes serd mondétono no creciente si
c(8,) —c(0,) <0, es decir si c(f) es una funcion mondtona no creciente,

teniendo de esta manera:



i) Por hipotesis se sabe que c(6) es una funcion mondétona creciente, esto
quiere decir que f (x| @) tiene un cociente de verosimilitudes mono6tono
no decreciente, y por lo anterior se prob6 que t(x;,x,,...,X,;) €s un

estadistico suficiente para 8, entonces por como se definen las hipotesis:

}[O:QS 90 US}[1:9> 90
:]'[0:9: 90 A .7'[1:9> 90.

Se usa el caso (i) del Teorema 2, definiendo la region de rechazo mas

poderosa como:

Cr,= {Ccryxa, X)) 1 8Qxg , X2, 0, X)) 2 o)

Haciendo t, = k™ ya que es arbitrario, se tiene.

n
C]/l: (x1 ,xz ) ...,Xn) : z d(xl) 2 k*
i=1

. Y;:{ Rechazar H, si : d(x;) = k*

n
i=1

Es la prueba uniformemente méas potente de tamafio «, paras los contrastes:

“]-[O:HSHO vs .7'[1:6>60
}[0:9:90 vS .‘]'[1:9>90.



i) Por hipotesis se sabe que c¢(6) es una funcion mondétona decreciente,
esto quiere decir que f(x| @) tiene un cociente de verosimilitudes
monGtono no creciente, y por lo anterior se prob6 que t(x; , x5, ..., X;,)
es un estadistico suficiente para 8, entonces por como se definen las

hipotesis:

}[O:QS 90 US}[1:9> 90
:]'[0:9: 90 A .7'[1:9> 90.

Se usa el caso (iii) del Teorema 2, definiendo la regién de rechazo mas

poderosa como:
Cr,= {Ccryxa, X)) 1 8Qxg , X2, 00, X)) < o)

Haciendo t, = k™ ya que es arbitrario, se tiene.

n
C]/Z: (x1 ,xz ) ...,Xn) : z d(xl) S k*
i=1

. Y5:{ Rechazar H, si : d(x;)) < k*

n
i=1

Es la prueba uniformemente méas potente de tamafio «, paras los contrastes:

“]-[O:HSHO vs .7'[1:6>60
}[0:9:90 vS .‘]'[1:9>90.



iii) Por hipotesis se sabe que c¢(6) es una funcidon monétona creciente, esto
quiere decir que f (x| @) tiene un cociente de verosimilitudes mono6tono
no decreciente, y por lo anterior se prob6 que t(x; ,Xx5,...,X,) €S un

estadistico suficiente para 8, entonces por como se definen las hipotesis:

}[0:92 90 US}[1:9< 90
}[0:9= 90 s }[1:9<90.

Se usa el caso (ii) del Teorema 2, definiendo la regiébn de rechazo mas

poderosa como:
CY3= {(xl » X2 ---;xn) : t(xl » X2 ---an) < tO}

Haciendo t, = k™ ya que es arbitrario, se tiene.

n
Cy3: (x1 y X2, ...,Xn) : z d(xl) < k*
i=1

. Y3:{ Rechazar H, si : d(x;)) < k*

n
i=1

Es la prueba uniformemente méas potente de tamafio «, paras los contrastes:

:]'[0:9260 vs .7'[1:6<60
}[0:9:90 vS .‘]'[1:9<90.

iv) Por hipotesis se sabe que c(6) es una funcion mondétona decreciente,

esto quiere decir que f(x| @) tiene un cociente de verosimilitudes



monétono no creciente, y por lo anterior se prob6 que t(x; , X, , ..., X,)

es un estadistico suficiente para 8, entonces por como se definen las

hipotesis:

}[0:92 90 US}[1:9< 90
}[0:9= 90 s }[1:9<90.

Se usa el caso (iv) del Teorema 2, definiendo la regién de rechazo mas

poderosa como:
Cr,= (1,2 o X)) £ £(Xy Xz, e, X) 2 Lo}

Haciendo t, = k™ ya que es arbitrario, se tiene.

n
Cr= G ) £ ) de) 2 I
i=1

n
~ Y,:{ Rechazar H, si :z d(x;) = k*

i=1
Es la prueba uniformemente méas potente de tamafio «, paras los contrastes:

.7'[0:9290 vSs }[1:0<90
}[0:9:90 vS .‘]'[1:9<90.

Ejemplo 10. Sea (x;,X,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x; ~exp(6) Vi. Encontrar la prueba uniformemente

mas potente para las hipotesis.



}[0:9 S 90 vs }[1:9 > 90.
Solucién:

Sabemos que.

f(x]8) = 0e I, (x)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicién 23 de este

modo.
f(x] 8) = Ol (x)e~%% = a(8)b(x)ecO4)

Donde.

a(@) =6

b(x) = I (x)
c(@) =-0
d(x) =x

Entonces se puede construir el estadistico t(x; , X5 , ..., X,,).

n

n
t(xy, Xy, ey Xp) = z d(x;) = Z X;
i=1

=1

Analizando el comportamiento de c¢(8), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.



g 9—6 0
%C()—%(—)

g 0) =-1
06 <7 =
Entonces tenemos que.
g (6) <0 VOeO
69 C €

Por lo tanto ¢(0) es una funcién mondtona decreciente en 6. Y por el inciso

(ii) del Teorema 3, se tiene.

CY= {(xl ,xZ ) ...,xn) H le S k}
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.

n
]P(zxiSH 9=90)=a

i=1

Pero sabemos que las x;~exp(0) y por el Apéndice C.38. conocemos que
tix;~I'(n,0) ademas como 6 =46, bao H, cierta, entonces

?21 x; ~I'(n, 8,). Entonces k es aquella constante tal que cumpla con:

n n
[P’(in Sk) = a con in~F(n,90)



K Qonvn—le—(eov)
J dv =«

r'(n)

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio a es.
n
Y':{ Rechazar H, si zxi < k.

i=1

2.4. Valorp

Definicién 24. Dada una prueba Y, con regién de rechazo Cy, a el nivel de

significancia ya dado, de tal modo que.

Y: {Rechazar H si (x;,X5,...,%,) € Cy}

Con.
CY= {(xl le ) --')xn) : t(xl ;xz ) ---;xn) € V}

Siendo t(x; , X5, ..., X,) una transformacién de la muestra (x; , x5 , ..., X,,),
V' el conjunto de valores con los que se tomara la decision de rechazar o no H, y
suponga que tomamos un V de tal forma que t(x;,x,, ..., X,) evaluado en la

muestra este contenido en V. Entonces, la minima probabilidad de rechazar H,,

dadas estas condiciones es lo que se conoce como valor p.

Valor p = Min{lP(Rechazar Hy | H¢ cierta A t(x1,X2, ..., X,) evaluado € V)}



Entonces una vez dado este valor p, se puede tomar la decision de rechazar

o no H,, con los siguientes criterios.

Si Valorp < a = Serechaza H
Si Valorp > a = Noserechaza H

Ejemplo 11. Sea (x;,x,,..,X19) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~Ber(6) Vi, los resultados obtenidos de la

muestra fueron los siguientes.
(1,1,0,0,0,1,1,0,1,1)

Dada la prueba de tal modo que.

10
Y':{ Rechazar H, si zxi >k

i=1

Obtener el valor p de esta prueba y contrastar contra « =0.05 para las

siguientes hipétesis.
1 1
.7'[0: 9 < E vs .7'[1: 9 > E

Solucién:

Primero hay que notar que ya contamos con el estadistico de prueba y

podemos calcularlo ya que también conocemos la muestra.



10

t(xl,xZ,...,xlo) == zx,: =6

i=1
Entonces analizando la probabilidad del valor p, tenemos.

10

1

Valor p = Min<{ P in2k| 0 < 5
i=1

Pero por la Definicion 24, k debe ser de tal manera que 6 = k ya que debe

cumplirse que el resultado de nuestra muestra se encuentre contenido en la regién

de rechazo. Entonces al ser una variable discreta existen pocos casos para el valor
de k,y como 0 <k, son 7 posibles casos, donde se buscara minimizar esta

probabilidad para encontrar el valor p.

Caso I:

Si k = 0, entonces.

10 1 10 1
P inzkng —p inzowsE

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

. 1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademéas como 0 =~ bajo J{, cierta, entonces

10 . 1
i=1 X; ~Bin (10, 2).

10 10 10

1
P in20| 0 < =P inZO con in'vBin(lO,E)

N =



Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.

10 1 10 1
P(in21| 0 < E>=1—P<le~<1| 0 < E)

10
1
P in20| QSE =1-0
i=1

10 1
P(EJQZOl@SE):l

i=1

Caso II:

Si k = 1, entonces.

10 1 10 .
P(in2k|9g E>:P<2xi21| 0 < E)

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >1| 0< E) = P(in > 1) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



s~
/-~
NgE
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V

[y

(W)

IA

|

Il

[y

|

a<
/-~
NgE

=

N
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D

IA
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=
gl
=
v
[y
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IA
N =

Caso llI:

Si k = 2, entonces.

10 1 10 .
P(in2k| 0 < E>:P<2xi22| 0 < E)

i=1 i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice B.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >2|60< E) = P(in > 2) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



10 10 1
p(Ymzeros])=iop(Yn<eios)
i=1 =1
10 10 1
P(Yxz210<-)=1-P( Y x<1]0<
i=1 i=1
10
1
PExl’22|9§E —1-0011
=1

Caso |V:

Si k = 3, entonces.

10 1 10 .
P(in2k|9g E>:P<2xi23| 0 < E)

i=1 i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >3| 0< E) = P(in > 3) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



10 10 1
p(Ymzsros])=1op(Yn<sros]
i=1 =1
10 10 1
P(Yxz310<-)=1-P( Y xn<2]0<
i=1 i=1
10
1
PExl’23|9§E — 1-0055
=1

Caso V:

Si k = 4, entonces.

10 1 10 .
P(in2k| 0 < E>:P<2xi24| 0 < E)

i=1 i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >4| 0 < E) = P(in > 4) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



10 10 1
p(Ymzarosi)=1-p(Yn<aos]
=1 =1
10 10 1
P(Yxzal0<—)=1-P( Y x<3]0<
i=1 i=1
10
1
P 29@-24“%5 —1-0172
=1

Caso VI:

Si k = 5, entonces.

10 1 10 .
P(in2k|9g E>:P<2xi25| 0 < E)

i=1 i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >5|0< E) = P(in > 5) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



10 10 1
p(Ymzstosi)=1-p(Yn<sios)
i=1 =1
10 10 1
P(Yxzslo<—)=1-P( Y x<4]0<
i=1 i=1
10
1
P le-25|0§5 —1-0377
=1

Caso VII:

Si k = 6, entonces.

10 1 10 .
P(in2k| 0 < E>:P<2xi26| 0 < E)

i=1 i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 1 10 10 1
P(in >6| 0 < E) = P(in > 6) con in~Bin<1O,E>

Consultando la Tabla D.6. del Apéndice D se tiene que.



N

10 1 10 1
P(Exi26| 0 < - =1—P<le~<6| 6 < —>

10 10 1
P(in26|es =1—IP><inS5|9SE>
i=1 i=1

10
1
P(in26| 0S5>=1—0.623
i=1
10
1
P in26| 0 < 2 = 0.377
i=1

Estos serian todos los casos, entonces por la Definicion 24.

10

1

Valor p = Min{ P in2k| 0 < 5
i=1

Valor p = Min{1,0.999,0.989,0.945,0.828,0.623,0.377}
Valor p = 0.377

Contrastando este valor con el de a. Y por la Definicion 24 se tiene.

0.377 > 0.05
Valorp > a = Noserechaza H



Capitulo 3

Pruebas de hipotesis sobre la Distribucion

Normal

Dada la importancia de la distribucion normal y al contar con dos parametros
se pueden presentar diversos casos para pruebas de hipotesis los cuales se

presentaran en este capitulo.

3.1. Pruebas para una sola muestra

Ejemplo 12. Sea (x;,X,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N(68,0?%) Vi, con a* conocido. Encontrar la

prueba uniformemente mas potente para las hipotesis.
.7'[0:9 < 90 Vs .7'[1:9 > 90.
Solucién:

Por como estan definidas las hipotesis podemos usar el Teorema 3, entonces

se tiene que.

_(x—0)*
202

e
f(x16,0%) =

\V21mo? (eoc0)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicion 23 de este

modo.



1 (x—6)?

fO10,09) = —=e 3 T
fO10,09 = —e" 20" ()
1 _x x0_ 6%
f(x] 0, %) = 271'0'28 202" o2 202]1(_00,00)(36)
x? x6 62
f(xl 0, 0'2) = 27'[0'28 20%ec’e 202]1(_00’00)(3()
_o° _x* 0x
f(x| 0, 0'2) = : e 0’e ZO-ZH(_OOIOO)(.X)QO-Z — a(@)b(x)ec(e)d(x)
210
Donde.
1 e
a(@) = e 20°
2TTO

b(x) = e 207 () (x)

p _9
c( )—;
d(x) =x

Entonces se puede construir el estadistico t(xy , X5 , ..., X,).

Xi

NgE

n

t(X1,X9 ) e, Xy) = Z d(x;) =
i=1 i=1

Analizando el comportamiento de c¢(@), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.



Entonces tenemos que.

d
%c(e) >0 VOeo

Por lo tanto c(@) es una funcién monétona creciente en 8. Y por el inciso (i)

del Teorema 3, se tiene.

CY= {(xl ,xZ ) ...,xn) H le > k}
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.

n
P(in>k| 9=90>=a

i=1
n
1 k
]P’(—in>—| 9=90)=a
Tli=1 n

_ k
IP(x>—| 9=90)=a
n



Pero sabemos que las x;~N (68, %) y por el Apéndice C.60. conocemos que

2 2

X~N (9,%) ademds como 8 = 6, bajo H, cierta, entonces X~N (90,%). Siendo

k la constante tal que cumpla con:

__k ~ o?
P<x>—)=acon X~N| 6y —
n n

Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

~N(0,1)
0-2
n
Entonces.
k
n
k
x—0, 7 —bo
P O =1—a
o2 0?2
n n
k
xX—0 = =06, X —
P 20_ L 5 =1—a con 20~N(0,1)
o — o
7 Vn 7
k_g
oL =1—-a




Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1).

?T‘

__60

S

i = (1—6{
Vn

Siendo {, la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

k _ o
; _90 _(1—01\/_5
k o

; =(1—a\/_%+90

k = {,_o\Nno +né,

Teniendo una regién de rechazo.

n
Cy= {(x1 X9 ey Xpy) zxi > {_gVno + n@o}
i=1

1 . 1

CY= {(xl ,xz ) ,Xn) . T—Lz xl' > ;(fl_a\/ﬁU + neo)}
i=1

o

ﬁ+eo}

CY: {(xl » X2, "'an) X > (1—a

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

o

Vn

Y: { Rechazar Hy si X > {;_,—+ 90}.



Ejemplo 13. Sea (x;,X,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e
idénticamente distribuida donde x;~N(8,0?) Vi, con 8 conocido. Encontrar la

prueba uniformemente mas potente para las hipotesis.

Hy: 0% < 0y% vs Hy: 0% > ag,°.

Solucién:

Por como estan definidas las hipotesis podemos usar el Teorema 3, entonces

se tiene que.

_(x-6)*
20°

e
f(x16,0%) =

V2mo? (o)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicién 23 de este

modo.
_(x—0)*
f(x|6,06%) = e 20° I(_gu)(x)
21mo? ’
f(x|0,0%) = - I )(96)6_(962_0(?2 = a(o?)b(x)ec@)dE)
’ V2ma?
Donde.

a(o?) =

2mo*
b(x) = I(_ee0)(x)



) 1
C(O') ::_-EEE

d(x) = (x — 0)?

Entonces se puede construir el estadistico t(x1 y Xy ey X)),

G %z ) = ) d(x) = ) (= 6)°
i=1 i=1

Analizando el comportamiento de c¢(o?), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.

d (0?) = d ( 1)
OJZCU " o2 2072
0
—c(0%) =

do? 204

Entonces tenemos que.
a 2 2
——c(0%) >0 Vo€ O

do?

Por lo tanto ¢(@) es una funcién monotona creciente en 8. Y por el inciso (i)

del Teorema 3, se tiene.
n
Cy= {(x1 Xy ey Xp) Z(xi —0) >k
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.



n
P(E(xi—9)2>k|az=aoz>=a
i=1
1 % k
]P)<_ZZ(XL_9)2>_2| 02=002>=a'
0p” 4 0o
=1
n
x; — 0\ k
IP>< (l )>—2|02=002>=a
Op 0o
l

=1

Pero sabemos que las x;~N(68,0?%), por el Apéndice C.64. ademas como

0’ = 0,° bajo H, cierta se tiene que.

xi—H

~N(0,1) Vi
0o

Por el Apéndice C.61. sabemos que.

2

(xi _ 9) ~x2(1) Vi

Op

Y por el Apéndice C.62. se tiene.

() e

n
o,
i=1 0

Entonces k es la constante tal que cumpla con:



—_ a2
0-_02 =X n)1—-a

Siendo )(Z(n)a la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una

x2(n) acumulando a de probabilidad.
_ 2.2
k= Oo X (M1-a

Teniendo una region de rechazo.

n
Gr= {(x1 )Xoy ey Xp) z(xl —0)*> J02)(2(71)1—05}

i=1

C]/'_ {(xl ,xz ) s xn) _Z(xl 9)2 > X (n)l a}

x; — 0
Cy= {(xl,xz,.. x,) : Z( ) >)(2(n)1_a}

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.




n 2

. x;— 0 5
Y':{ Rechazar H, si Z( o ) > X my1-al
1=

Ejemplo 14. Sea (x;,X,,..,X;,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N (0, 0*) Vi, con o desconocido. Encontrar la

prueba uniformemente mas potente para las hipétesis.
Hy:0 < 0y vs Hy: 0 > 0,.
Solucién:
Al tener el otro pardmetro desconocido no es posible usar el Teorema 3,

entonces se usara el cociente de verosimilitud generalizado de la Definicion 18 y la
Definicién 19 para encontrar la prueba més potente. Entonces.

Y: { Rechazar H,, si A < k}
Con A definida como:

Sup ﬁ(@, 0'2|x1 ,xz ) ...,xn)
) __0,0%€0,

Sup L(6,0%|x1,X5, ., Xp)
0,02€0

A=A(xy,%x5, ., Xy

Primero obtenemos la funcion de méaxima verosimilitud.

n
L(O,0%x1,%5, .0, Xy) = Hf(xd 0,0%)
i=1



_(xi—6)*

n

, e 20?2
L(B,0%|x1 ,X5 ., Xp) = 1_[ —ZH(_w,m)(xi)
1 Vamo

2 - 22 —5(x—0)?
L(O,0%|x1,%5, .., xp) = | |(2mo?) 2e 207 T o) (1)
i=1

n
no_1 gn .—0)2
L(3O,0%|x;,%5, .., %) = (2m0?) 2e 207 2i-1(%i=6) HH(_OO,OO)(XL')
i=1

Entonces A queda:

Sup L(0,0%|x1,%5, ., %)
_ 9,0'2 € @0
Sup ,C(@, O'2|X1 y X2, ...,xn)
O,0%€0

n _L n L 2
sup (2mo?) ze 20721 (4176) || R rE €7y

9,02600
A= n _LG (x;—0)?
Sup (2mo?) 2e 202 <=1 T o) ()

0,02€0

no_ 1 yn o) )2
il wmm (X)) Sup (2mo?®)ze 2oZ 2i=1(xi=0)
0,6% €0,

A= :
H?:l H(_oo,oo) (Xl) Sup (Zﬂaz)_ie_mzhl(xi_g)z
0,0%€0

no_ 1 sn o _py2
Sup (277—-0-2)_53_20-2 Zi=1(xl 9)
/1 B 9’0-2 E @0 n 1 2
Sup (277-0'2)_53_?2:1&1(961-—9)
68,02€0

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion £L(0, 62|x; , x5 , ..., X,,) Pero esto es equivalente a obtener los

estimador de maxima verosimilitud para 8 y o2 ya que 0,0%€ 0 y no tiene

restriccién alguna para su rango. Entonces por él Apéndice B.2.5. se tiene que:



n

~ 1
2y — — —_E )2
EMV(0,0%) = (0,0%) = X, (x;—X)

i=1
Sustituyendo se tiene que.

sup L(0, 02|x1 1 X2 xn) = (Znaz) Ze zgzzt 1 (xi— )
6,0%2€0

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(0, 0%|x; ,x, , ..., X,,) pero restringida ya que 8,0° € 6,
entonces hay que analizar los posibles casos para este espacio, como el maximo
general es 0, y el espacio paramétrico @, esta en funcién de 8,, entonces por

tricotomia se tienen 3 casos:

i. 0,<0
i. 6,>0
ii. 6,=0

Si los casos (ii) y (iii) pasaran entonces 8 € O, lo que implicaria 0% € 0,
porque este Ultimo estimador esta en funcién 6 y esto resultaria de que el maximo
en el espacio 6, también fuera 8 y o2, haciendo al cociente 1, mientras que el caso

(i) el maximo para 6 se alcanza cuando 8 = 6, y como el estimador de o esta en

” 1 . )
funcién de 6 se alcanza cuando 0 =~} (x; — 6)” teniendo asi.

2 - o Gei=60)’
)

1 - " (Llyn xi—0.)2
2| - (xi _ 90)2 e 2(n21:1( i 6[))
Sup £(6,0%1x, %, ) = Z

0,062 €0,

,si 0, < 0

-9)* ~
(2n0?) 2 Ze 20 T ) si 8, =6



Generando que A se comporte.

1

( = _ﬁzhlcxi_eo)z
(2” (% ?:1(’51' - 90)2)) ’ e Z(EZ"zl(xi_g‘]) ) )
_ , i 6, <0
A=) Sy (xi-8)” o
(27102) 2e 262
. 1, si =0

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 8, < B y como tenemos que A < k.

; . > (xi—6)?
<27T(% n(x; — 6,)? ))2 2(%27{‘:1(351-_90)2) 1 0
<k =
(2n77) e 2B
n 1 S ety
(o (-1 - 0p)) e Tz
<k =

n 1
2 1 n i
<2n (% Lz (2 = f)2)> ‘e 2(52i=1(xl )2

1

(o (B, - 90)2))_36-@

n 1

(Zn (1 n (- f)z))_ze 2()

n

)Z?=1(xi—f)2

<k =

(2 Zn (g — 90)2)>
( 1= (g — f)z))

( Iy = eo)2>‘f L

i=1 (X — X)?

NIS




Yie,(x — x)? %
< ?:1(xi _90)2> sk =

< ?zl(xiz — inf + fz) )2
(2 — 22,60 + 6,4°)

13

<k =

i On® — 2 + 7)) 2 _ A
(e —2x60 + 6°) +0) T

< L (x* = 2% + x7) >%<k .
™ (2 = 2x;6, + 902) + 21 (&2 = 2%) — (%% — 2x;%))

2
mo(x? —2x;% + x°
l—l( l l . ) S k =
nL (et — 267 + #) + B, (60 — 2280) — (72 — 2x,%))
Tl_ (.X _ X—)Z %
< n =\ 2 n 2 = nl =2 n <k =
O —x)2+ 20, 00" — X, 2x;0p — X X2+ X 2%
n
i1 (i — 0’ 2<k =
:l:l(xi - f)z + Tl902 - 290 Z?zl X; — nx? + ZXZ?lei B
n ( —)2 g
r (kg —x
- 2 i=1 = [ - — <k>
(g — )2+ nf” — 26, (7) B, x; — nw? + 2% (7) B, xy
xX; — X)* 2
LG = ) e o
rx—x)2+ n@o — 20ynx — nx? + 2xnx
1(xl - x)z <
Pl —x)+ n90 — 20ynX — nx? + 2nx?)

(xl _x)z < k N
n_(x-—f)2+n92—29nf+nfz -
i=1\""1 0 0



( ?=1(xi - f)z 2
YL — %)%+ n(6,” — 20,% + x2)

( ey (2 — %)? 2 <k o
Z?zl(xl' - f)z + n(fz - 290.72 + 902) N
i 1(xl - f)z E <k =
v —x)? +nlx — 90)
) 2
ST G — ) I — B -,
1 SLGi- oG -0 |
Qi (2 — X)?
2

Qa@—vﬂ = = )

(Z?:l(xlz _ f)2> (Z (i — %)% + n(x — 6))? )

1
<
L G0 | < ko=
Z’f (g — x)?
1 kg
— <kn =
Y (x —x)?
1 2
= 0.)° <kiconk,=kn =
1+
Yis (g — X)?
n(x - 90)2
1+ —>k =
N CTEE I i
n(f - 00)2



n(x — 90)2

2k2COHk2=k1—1 =

iy (x; — X)?
(n — 1)n(x — 6,)°
- > (n-1)k =
‘I):*l:l(xi_x)z ( ) 2
X —0,)*?
T nt 0) > ks con ks = (n— 1)k,
n— 1 :l:l(xl - x_)z
Tl(f_ao)z
TZkg =
X — 6,
\/_| 0 >\/—3 N
Xx—0
MZ’Q con k4= \/k_3 =
1 —_—
g ﬁlx—90|> N
1 s =
o
V15— 6y
1 =Ky <
=S
o
n,_
—[x — 6]
o
= =
15,2 *
o?
V15— 6y
>k, ©
1 /m—-1
\/?(n—l)sz
| — 6|
9
Y

=



Recordando cémo se definié A se tiene que cumplir también que 6, < 0 esto

€s.

Op<x =
0<f—90 =
|f_90|:f_90 =

Vn(x — 6,) S
S

x—90

ks

Vn

% (n —1)S?

n—1

> k,

Entonces tenemos que.

e,

CY= {(xl y X2, ""xn) :

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = «

P(@Zkﬂ@ze()):a &

P ﬁ 2k4|9:90 =a
—(n—1)s?

n—1




Pero sabemos que las x;~N(68, %) y por el Apéndice C.60. conocemos que

2 2
X~N (9,%) ademas como 6 = 6, bajo H cierta, entonces X~N (90,%).

Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

X—QO
o

Vn

~N(0,1)

Por el Apéndice C.63 se sabe qué.
1 2,42
— M —1)5~y*(n—1)
o

Y por el Apéndice C.65 se tiene.

% — 6,
o
Vn ~ttn—1) &
— (n—1)s*
n—1
FE0)

Entonces k, es la constante tal que cumpla con:

~t(n —1)



1— [P) (M < k4> =a
S
xX—0
S
Entonces.
ky = tin-1)1-a

Siendo t,), la inversa de la funcion de distribucion acumulada de una t(n)

acumulando a de probabilidad. Teniendo una region de rechazo.

Vn(X — 6,)
Cy= {(X1 X ey Xp) TO = t(n—l)l—a}

: S
Cy= {(xl » X2, ;xn) tX — 0 = ﬁt(n—l)l—a}

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

S
Y: { Rechazar Hy si X — 0y = — t(n—l)l—a}-

Vn

Ejemplo 15. Sea (x;,X,,..,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N (6, 0'2) Vi, con 8 desconocido. Encontrar la

prueba uniformemente mas potente para las hipotesis.

:]'[0: 02 S 0-02 vs :]'[1: 0-2 > 0-02.



Solucién:

Al tener el otro pardmetro desconocido no es posible usar el Teorema 3,
entonces se usara el cociente de verosimilitud generalizado de la Definicion 18 y la
Definicién 19 para encontrar la prueba més potente. Entonces.

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:

Sup L(0,0%|x1,%X5, ., Xp)
9,0'2 € @0

Sup L(Q, O-lel y X2, ...,xn)
O,02€0

A=2A(x1,%5, 0, Xp) =

Por el Ejemplo 14. Sabemos que.

n 1 n 2

_no_ n (xi—0

Sup (2mo?) 2e 20721 (176
0,0% € 0,

A

n 1 n —
Sup (ZﬂUZ)_Ee_WZizl(xl 0)2

0,02€0

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion £L(0, 62|x; , x5 , ..., X,,) Pero esto es equivalente a obtener los

estimador de maxima verosimilitud para 8 y o2 ya que 0,02€ 0 y no tiene

restriccion alguna para su rango. Entonces por él Apéndice B.2.5. se tiene que:

2y = (A A2) = —ln )2
EMV(H,G)—(H,J)—()C,n;(xl x))

Sustituyendo se tiene que.



Sup L(e,dzlxl , XD ) e xn) = (27-[0-2) ze ZO_ZZL (2= )

0,02€0

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(6, 0*|x; ,x, , ..., X,) pero restringida ya que 6, 0% € 0,,
primero al maximizar para 8 se mantiene el mismo procedimiento que en el
Apéndice B.2.5. resultando que el maximo para 6 en este espacio ocurre cuando

0 = X, y para 0% hay que analizar los posibles casos para este espacio, como el

méximo general es 02, y el espacio paramétrico @, esta en funcién de g%, entonces

por tricotomia se tienen 3 casos:

i. 0% > 02

Si los casos (ii) y (iii) pasaran entonces ole 0y, lo que implicaria que el
maximo en el espacio 0, también fuera o2, haciendo al cociente 1, mientras que el
caso (i) se tiene que o? es un maximo absoluto de la funcién
L(6,0%|xy,%,,...,%,), lo que implica que la funcién es no decreciente en el
intervalo (0, 5\2), y como se cumple g,* < 8\2, el madximo se alcanza cuando
0% = g,° teniendo asi.

(27_[0_02) Ze 20 ZZL 1(xl_X) ’ si 0_02 < 5_5
Sup L(O|x1,X5, ., Xy) =
0,02€0, 21 (= 9)

(2ma?) 2e 202 si 0p2 = o2

Generando que A se comporte.



T
((27-[0'02)_%6 20'0221=1(xl X)

. 2 -5

1= I — —, si 0p° < 02
= (enor) 2e w0

1, si 0y = 02

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 0,2 < o2 y como tenemos que A < k.

no__ 1 yn o (x,_x)2
(2may?) 2e 200" 77
n 1 )2 =k =
_= Z’L-Ll(xi—f
1on _ 2 o(iyn (x—5)?
(Zﬂ(ﬁ i=1(Xi—X)2)> e (n =1t )
T (%)
0° e 200"
T T <k =
lyn (x, - %) -
n =1 e 2(5)
n 1 m n )2
< noy? )‘Ee 20‘02(n)21=1(xl x) 0
=
n = n =
n
no,? 2 _(E)LG (=% )2+2
0 e \2 nog? “E1V 2<k >
n - =
n
T]._ (x _f)z 2 E(l_;zr‘l (x__f)2>
=1 2 ez nO'QZ i=1\A1 S k =
nJOZ
n(x; — %) Lm0’ 2
——_~—e¢ 0 <k =
nO‘O
_ n )2
?_1(xl J— x)z 1_21:1(x12 x) z
e noo <kn =

nO-OZ



_ N )2
‘{l=1(xl J— x)z 1_2,_:1(.7(,_2 x) g
e 100 < k; con k; = kn

nO'OZ

Entonces queremos encontrar un k; que cumpla esa condicion, pero ya no es

posible despejar un estadistico conocido de esta desigualdad, entonces si lo vemos

Z?=1(xi_x)2

‘n.O'O2

rango, podemos encontrar el maximo, derivando e igualando a 0.

como una funcién de w = ,a fin de analizar esta funcidon buscaremos su

=\ 2 N %)
g i=1(x; — %) el—% Y

ow nay?

a 1-w
%(We )=0

0 0
— (W) a-w) ___ —
W (e )+e " (w) =0

we™W)(=1) + e(=")(1) =0

e(l—w) — gofe(l—w)

w=1

Entonces su maximo se da cuando w = 1 evaluando en la funcién tenemos

encontramos el méaximo valor que puede tomar.
1e—D =0 =1

Entonces estamos buscando un k; de tal modo que.

_ n —%)?
?:1(xl —_— x)z 1_21:1(x12 x)
e "o <k,

nO-OZ



Si graficamos la funciébn como se muestra en la Figura 5, tenemos.

n _=)\2 " (x;—x)?
Gk

TlO'OZ

?:1(xl' - f)z
2

noy

Figura 5.

Entonces vemos que la parte en gris es la parte de la funcion que satisface

que.

_ n —%)?
:l:l(xl — x)z 1_21:1(xl2 x)
e n%o <k,

nO-OZ

Para algin k, dado, y como se observa es posible encontrar k, y k5 de tal

modo que cumpla la misma condicion, esto es.

— n —x)2
n(x; — X)? 1_Zl=1(x12 x)

nO-O

* o (x; —%)? o (x; —%)*
l—l( l - ) S k2 V 1=1 l -

> ks

nO-O nO-O

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero recordando

cémo se defini6 A se tiene que cumplir también que 0,* < 0?2 esto es.



1 n
0p° < ;z(xi —x)? =
i=1

2

1<

noy

Y por cémo estan definidas k, y k3, tenemosque k, <1 A k3 =1, porlo

que solo nos quedamos con la desigualdad para k3, quedando.

noy” 4

1 n
Z(xi Rk o
=1
n
1 =\ 2
FZ(xi —x)* =2nk; =
0 =
n
1 =\ 2
J_(,zz(xi —X)* = ky con k, = nky
=1

Entonces tenemos que.

n
1 _
Gr=1(x1, x5, s xp) o2 E (x; —%)* = ky
0" 4
i=1

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

n
P iz:(x-—f)2>k | 02 =0y* |=«
2 i = "4 - Y0 -
%"



n
n—1 1 )
P(”ﬂ(E)z(xi_x)szﬂ 02=002>=a

i=1

1
P(—z(n—1)522k4| O'2=O'02>=CZ
0o

Pero sabemos que las x;~N(6,c?%), por el Apéndice C.63. ademas como
. . . 1

0’ = a,° bajo H, cierta se tiene que — (n—1)S?~y%(n — 1). Entonces k, es la
0

constante tal que cumpla con:

1 1
P <—2(n -1)8? > k4> =a con —(n— 1)S%~x%?(n—1)
0o 0o
1 2 _
1—IP)(O_—02(7’1—1)S < k4) =
1
IP><—2(n—1)S2 < k4> =1—a
0o
— 42
k4 =X (n-D1-a
Siendo )(z(n)a la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una

)(2 (n) acumulando a de probabilidad. Teniendo una regién de rechazo.

n
1 _
Cy'= {(xl y X2, ...,xn) : EZ('XL - x)z = Xz(n—l)l—a}
i=1

n
1 B 1
Cr= {(X1 VX s ey Xp) mZ(xi — %) = m(xz(n—l)l—a)}
i=1

gy°
CY‘= {(xl y X2, ..-;xn) : §2 > _ 1)(2(71_1)1—“}

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.



0p°
Y: { Rechazar H{, si S* > - 1)(2(n_1)1_a}.

3.2. Diferencia de Medias

Algo muy comun es cuando se tienen dos poblaciones y se quiere saber si
tienen o no la misma media, es por eso que se crearon las pruebas de diferencia de

medias, donde esta vez se trabajara con 2 muestras.

Ejemplo 16. Sea (x;,X,,..,X;) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N(8,,0,%) Vi, y sea (y;,V5, ..., V) otra

muestra  aleatoria independiente e idénticamente distribuida donde
yj~N(8y,Jy2) Vj, con Cov (xl- ,yj) =0 Vi,j, siendo n # m y o,° # 0,,* pero

conocidos. Encontrar la prueba uniformemente mas potente para las hipotesis.
}[0: Hx S ey A }[1: Hx > Hy
Solucién:

Primero hay que notar que las hipoétesis son equivalentes a.

}[0: ex S ey vs }[1: Qx > Hy (=4
:]-[0:9.7(_9 SOVS}[l:Hx_Qy>O
Ahora consideremos una nueva muestra (z;) que la definimos como una
transformacion de las muestras que se tienen de esta manera. z; = X — Y, esto
debido a que esta transformacion tiene como parametro 8, — Hy y es mas facil

trabajar con hipotesis de una sola muestra. Entonces por el Apéndice C.60.



— O'xz — O'yz . .
sabemos que X~N (9"’7) y y~N (Hy,?), pero por mismo se tiene que

— — Oy O.yz ; . 0y’ O.yz K
X —Yy~N (Bx — Qy,T + F) siendo asi z;~N (Qx — 93”7 + ?) Por cémo

estan definidas las hipotesis podemos usar el Teorema 3, entonces se tiene que.

(2-(6x-65))
Ox y
o’ 07 e 2(”+m)
f2\ z| 05 — erT t—— = [~ o000y (2)
Jx Uy
Zn( n + m)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicién 23 de este

modo.

(z-(0:-6y)’
2 2
I
0" Oy e
o\ 21 0x =6y, ——+—— | = I( o) (2)

2
sz Jy
271( n + m

22—22(65—0,)+(6,—6,)"
o %x +GY)
ot 0y e <” m
f(216, -0, 7+ 20 = @)

Oy Jy
Zn(n + m)

2

22 z(0x—60y)  (64—6y)

2\ ' 2 2
i I i Y
m n m n m

o o,° e <"
fz <Z| O, — 6y, —+ L) = [(_o0,00)(2)

2
sz Gy
271( n + m




22 2(0,—6)) (6x—6,)’

) () 2%
2<L+_ =X 47 2 22— —2—
e n m e n m e n m

0.2 0,°
fZ(Zl Hx_gyii-l_L) = H(—oooo)(z)
n m 2 g2 ’
\/2n<0¢+i>
n m

0,—0,)°
_ (6x=6y)" 2(6:-6,)

2
Ox2 Uy2> -z X V)
2(L+— 2 O 2 2 O 2
e \" M z<fi+—y Caly Y )
e

f2\z| 0y —0,—+— | = n >H(_oooo)(z)e< m
nooom , .2
[(%+%)

= a(6, - 6,)b(2)ec(®:0,)d@

Donde.

__(6x-6))°

2
2<0_x2+‘i>
n m
e

a(ex o ey) =

O-x2 Jyz
27‘[( n + m

ZZ

2 2
Ox” . 9y"

b(z)=e 2< nom >]I(_oo,oo)(z)
_ _ (Hx — y)
o)

d(z) =z

Entonces se puede construir el estadistico t(z;).

t) = ) dz) =2



Analizando el comportamiento de c(ex—ey), utilizando el criterio de la

primera derivada para ver si es creciente o decreciente.

J —6)— d (9_3/)

a(ex—gy)c(ex (x y) (ax +m>
0

Tl m

Entonces tenemos que.

0

(6, -6,) (6 -

6,)>0V(6,-6,)€0

Por lo tanto C(Qx — Hy) es una funciébn monotona creciente en (Gx — Hy). Y por

el inciso (i) del Teorema 3, se tiene.
G=1{(z1):2, >k}
Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.

]P(zl>k| O, — 0, = 0)=0(

2 g2
Pero sabemos que z;~N (Hx — Hy,% + %) ademas como 6, — 6, = 0

2 g2
bajo H, cierta, entonces z; ~N (O,% + %) Entonces k es la constante tal que

cumpla con:



02 0,2
P(z; > k) =a con Zl~N<0,—+L>
n m

1-P(z1<k)=«a
[P)(Z1Sk):1_a

Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

Zl - O
= ~N(0,1)
O-LZ + O-L
n m

Entonces.
A k
P < =1—a«a
NN %
n m n m
Z4 k A
P < =1—a con ———~N(0,1)
n m n m n m
k
| ——=|=1—«
o’ | %
n m

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).



k

: chl—a
O-L_FO-L
n m

Siendo (, la inversa de la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

Teniendo una region de rechazo.

Cr=9 (1, %2, %0) 120 > 01 g

CY': (xl 'xZJ'"an) : f_)_] > (1—

Y:{ Rechazar Hy si X —y > {,_,

Ejemplo 17. Sea (x;,X,,...,X,) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N(0,,0,) Vi, y sea (y1,V5, ..., V) oOtra

muestra aleatoria  independiente e idénticamente  distribuida  donde



y]~N(9y,ay2) Vj, con Cov (xl- ,yj) =0 Vi,j, siendo n # m y o,* = 0,,* pero

desconocidos. Encontrar la prueba uniformemente mas potente para las hipoétesis.
Ho: 0, < 0, vs Hy: 0, > 0,
Solucioén:
Al tener el otro parametro desconocido no es posible usar un estadistico como
en el Ejemplo 16, ni el Teorema 3, entonces se usara el cociente de verosimilitud

generalizado de la Definicién 18 y la Definicion 19 para encontrar la prueba mas
potente. Entonces.

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:

2 2
Sup L(Bx, 0y, 0x% 0y |X1, X2 5 s X, Y1, V2 ...,ym)
Gx,Qy,axz,ayz €0y

Sup L(Hx, 0,052, 0y% X1, X2 5 ooy X0, Y1, V2 ...,ym)
Qx,Hy,oxz,ayZ €0

A=

Primero obtenemos la funcién de maxima verosimilitud.

n m
L(Qx' Qy' sz'ayz X1,X2 X0, Y1,Y2, ---vym) = nfx(xil gx'o-xz) nfy(yil Hy,()'yz)
i=1 i=1

G0 08y
L(*)—]_[ - n(_mm><x>]_[ T T OO

- L6, - _Lz(yt"ey)z
L(x) = H(Znaxz) Ze 20x T (—oo00) (1) n(Znayz) 2e 20y T(—eo00) (Vi)
i=1

i=1



n TG00 Ll(yl S (vi-6y)" m

)?
L() = @ra)7e 2o Hlk_w)(xl)(myz) e i ]_[H<_m>(yl

Pero por hipétesis se tiene que 0,* = ayz entonces.

D Y C T L n Sh(i-6y)" ™
L(¥) = (2mo,*)2e 204 Iy (%) (2m0,%) 2 204" (o) Vi)
i=1 i=1

(n+m) i (x=0y)? +Z 1(3’1 y)

L) = (@not)” 2 e 1_[ e ) 1_[ 1oy ()

Entonces A queda:

2 2
Sup L(Hx, 0y, 0%, 0,°|X1 , X2, iy X, V1, V2 s ...,ym)
Gx,ey,o-xz E@O

Sup L(Gx, 6, 02, 03,2|x1 y X9y ey X0y Y1, V2 ...,ym)
Gx,ey,o-xz E@

1=

(n+m) T Gei— 0>+ 5 (vi= )’

ZO'XZ H?:l H(—m,oo) (xi) H:r;l H(—m,oc) (yl)

Sup  (2mo,?)”

0x,8y,0x% € B9

(n+m) E?=1(xi_9x)2+2?i1(%—9y)2
Sup (2mo,?)” 2 e 202 Ty 1) o) T Ty ()

0x,0y,0x% €0

(nt+m) Y (- ex) +2n 1(3’1 ey)
H?=1 ]I(—oc,oo) (xi) H:Zl H(—oo,oo) (yl) Sup (Zﬂaxz) z e 20'x

.0y,0%% € B

_(n+m) Zis (xi— 9")2+%m 1(vi— ey)
H?=1 ]I(—oc,oo) (xi) l_[:il H(—oo,oo) (yl) Sup (Znaxz) z e 20%

,0y,0x% €0

(o) T i)+ (yi=8y)°

sup (2mo,?)” 2 e 20,
Bx,Qy,O'xz € 90

A= 2
(n+m) (=0 +X 1 (vi=6y)
Sup  (2mo,2)” 2 e 20x°
0x,0y,0x% € ©




Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L£(6y, 0y, 0x|%; , X2, ., X , Y1, V2 » -, Ym) PETO esto es
equivalente a obtener los estimador de maxima verosimilitud para 6,, Qy y 0,° ya

que 6y, 0, 0, € O y no tiene restriccion alguna para su rango.

EMV(0,,0,,0,%) = . Max {ln(L(Hx,Hy,ax2|x1,x2,...,xn,yl,yz,...,ym))}

O’x €0

n+m) S (= 02) 43 (7,—0y)°
EMVEY = o ond%, {ln((Zno ?) 204* Hﬂ(fwm)(xt)nﬂ(fmw)(yl

,0
xyx i=1

1x2 (Zn:(xi —-0,)%+ i(yi - ey)2> +1In (ﬁ T (o0 () ﬁ n(w_m)(yi)»

_ (n 2 m) ln(zuO’x

Max
05x.0y,0x% €0

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0., Hy y 0, e igualar a 0 para encontrar el maximo, generando un sistema de

ecuaciones.

P 1 z | | | |
E( (n+ )l (zngxz)—zo_xz( ) (xi_e )2 +Z(y"_9y) )-I-ln( H( oooo)(Xz) H(—oooo)(yl >> =
[ m+m) 1 En 3 |"| Iml
E(_ n - m ln(Zﬂze) _ Zo-xz (lzl(xl' - ex)z + lzzl(yl - 9}’)2> +in <i=1 H(—oo,oo)(Xi) | | H(—oo,oo)(yi)>> =

a n m n
: < (n+m) In(20,7) 1 = <§:(xi 6,)> Z(Yi y)2> +In <| | I(—eo,00) (%) | | H(—oo.oo)(W))) =
0,2 i i=1 i=1 =

i=1

Teniendo asi.

0 1 - 5 - 2
o~ g~z 0 00
0 e (S04 Yy —8,)

L ;(xl ) +;(yi )




0 (Tl + m) ) a 1 n i m i
90,2 (_ > In(2rmoy, )> - 90,2 (20352 <Zl(xi —6,)° + Zl(yi - Gy) >> +0=0

Generando asi un sistema de ecuaciones.

2 n

- ) (=09 (-1 =0 ®
G
2 n

- Zz(xi —6,)(-1) =0 )
x i=1

n+m C N 1
“amoz B (Z("i —0.)°+ Z(Yi - 9y)2> (_ 20,/‘) =0 ®

De la ecuacién (1) vemos que.



D
)

Il

=l

De la ecuacién (2) vemos que.

1 m
?;(yl' - 93/) =0

m

Z(Yi —6y)=0
i=1
m

m
zyi_zgyzo

i=1 i=1

De la ecuacién (3) se tiene.
n+m - o 2 1
20,2 + (Z(xi — 0%+ Z(yi —6,) ) (20,/‘) =0

zglxz —-(n+m) + (Zn:(xi —60,)% + Zm:(yi — Hy)2> (0%2) —0




n

—(n+m) + (Z(xi —0,)*+ i(yi — Qy)2> (%) =0
i=1 x

i=1

Z(xi —0,)%+ Z(yi — Qy)z = (n+m)o,>

0" = n -i m (zn:(xi —0x)" + Zm:(yl' — Hy)2>

i=1

Sustituyendo 5; y é; en o, se tiene.

n

o= (Z(xi -5+ i(yi - y)Z)

i=1

Entonces.

EMV (8, 0,,0,2) = (8,,8,,0,2)

1 - - 2
EMV(8y,0,,0,%) = (Y,y,n T m(Z(xi —X)*+ Z(Yi —Y) ))
i=1 i=1

Sustituyendo se tiene que.

(o) Tt (xi=82) 42 (vi=y)°

Sup L(x) = (Zn(;x\z)_ Z e 20,
ex,ey,axz €0

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcién L(Bx, 0y, 0, 2]%1 , X0 ) ey, Xy s V15 Va2 s one ,ym) pero restringida



ya que 6, 6,, o,% € O, y en este espacio se tiene que 6, = 6, entonces hay que
maximizar la funcién ahora ya con solo dos pardmetros, pero esto es equivalente a

obtener los estimador de maxima verosimilitud para 0, y g,.%.

EMV(0,y,0,%) = ] Max@ {ln (L(Qx, Ox*|X1, X2, s X0 Y10 Yy s ...,ym))}

x0x? €0

_(n+m) X (xi— gx) +3 (Y~ Gx) m
EMV(x) = Max@ {ln<(2n0x2) 2 ¢ 20,2 nﬂ(’m‘m)(xi)gﬂ(m’w)(yi)

By,04% € 0 o1

zalxz (Zn:(xi -6, + i(}’i - 9x)2> +in (ﬁ T (—o0,00) (1) ﬁ T(—oo,00) (J/,))}

= Max
BX,UXZ 600

ln(ZnO’x

(n+m)
T2

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
0, y o,% e igualar a 0 para encontrar el maximo, generando un sistema de

ecuaciones.

n

2 [ (m+m) 1 S - =
a_6x<_ n ' m In(2ro, %) — 20,2 (Z(Xi -0,)% + ;(}’i - Hx)2> +in (1:1[ T oo,00) (22) 1:1[ H(_w,m)(yi)>> =

i=1

a n
507 <— (n ; m) In(2mwo,?) — 2;2 (Z(xl -6+ Z(yl - 6,)? ) +n (H I(~o0,00) (%) H I(=0,e0) (Vi) )) =

=1

Teniendo asi.

- - 2 _— =
0— 69 <E(xl 6.) +E(y Hx)> +0=0

6 (Tl + m) 2 2 —
30,2 <— > In(2no, )) 90,7\ 20 2( E (x;i —0,)° + E (yl ) +0=0

Generando asi un sistema de ecuaciones.



2D (=0 (-D+2 ) 3= 0 (-1) | =0
—Z:Zn(m) (Z(xl—ex)z Z(yl—Hx)>( )

De la ecuacioén (1) vemos que.

i=1 i=1
Z(xl ex)'l'Z(yi_gx) =0
i=1 i=1
n n m m
in—29x+ yl—29x=0
i=1 i=1 i=1 i=1
n m n m
2x1+2yi =Z€x+zt9x
i=1 i=1 i=1 i=1
n m
in +Zyi =n6, + mo,
i=1 i=1
n m
in+2yi =0,(n+m)
i=1 i=1
n m
1
x _n+m(zxi zyl>
i=1 i=1

De la ecuacién (2) vemos que.

(1

(2)



T+ (0o Y o0 g77) =

i=1

n

zalxz ~(ntm) (2(xi — 0" + Zm:(yi = 9x)2> (Jixz) =0

i=1

~(n+m)+ (Z(x — 0%+ Z(yl ~ 0x) ) ( :) =0

(Z(xl—;x)2+2(y —0,) )( ) n+m

Z(xi — 0%+ Z(yl - Hx)z = (n+m)o,?
i=1 i=1

o = —— (2@ — 0+ Z('yl ~6,) )

i=1

Sustituyendo 8, en g,? se tiene.

, 1 zn:( nx+my> +zm:< nx+my)
T h¥m - n+m - n+m

n m
nx +my nx+m nx +my nx + my
e () ) o - R ()
. n+m n+m n+m n+m

i=1

_ 1 (Zn:Xiz_znf+m? Xi+n(nf+my> +§:y'2_2nf+mymy‘+m(nf+my))

: L7 n+m L’
i=1 i=1 i=1

n m

1 nx+my _ nx + my ?+m7)2
_ 2 _ 2 _
_n+m<le 2 —m nx+2yi 2 —m my+(n+m)(

n m

, 1 , , nx+my _  _ (nx+my)’

ST | S LA T s
n+m\ 4 ’ : n+m n+m

1 nx + my)? (nx + my)?
ot <2xiz+zyiz_2( 7, ( y))
n+m\/s n+m n+m




1 (X u
0y’ = (z x2 + (nx* + my%) — (nx* + my?) + 2%2 -
i=1

i=1

1 - T
2 _ 2 =2 2
I, in X +Zyi B
i=1 i=1

(nx + my)*
 n+4+m

n+m

(nx + m37)2>

(nx + my)?
n+m

y2 — + (nx? + my?)

LN o, E+my)? o
2 = _ _ 2 2 2 2
Ox —n_l_m(ZXL 2nX” +nXx +Zyl 2my” +my* ————— + (nx* + my®)

i=1

n

L1 (Z
0,2 =
n+m

i=1 i=1

1 n
Gx2= (Z —ZXZ
n+m

i=1 i=1

X

o
X T h+m

o = (D9 Y 0 -

m
X2 — 2%N% + nF + Z Y = 2ymy + my® —

ZX+Z%—WZ%

(nx + my)*

=2 =2
e + (nx* + my ))

m

n+m

i _(nx + (nx + my)* (nyz n m72)>

i=1

n+m<z("‘ -2+ X + Z(yl — 29+ )—w+(nf2+m72)>

(nX + my)*
Yo Yoo -

+ (nx? + my?)

((nx + my)? — (n + m)(nx? + my?))

n+m

0% =

n+m<z(x_x)2 Z(y 7) -

2
0, " =
n+m

i=1

(n?%* + 2nxmy + m?y*) — (*x* + nmy? + mnx? + m*y*)
n+m

1 3 B (2 M — G2 —2)
T+ m(Zl(xi -X)%+ Z()’i - 3’)2 e nn_:_nr}; e >
D -0+ ) (5,-3)
i=1 i=1
Ux2=n+m Z(x—x)z z(y _y)

nm(—2%y + 7 + %)
+

n+m

nm(x — y)*

n+m



Entonces.

EMV (05, 0,2) = (03, 0x2)

Emy(e = (22T (Z(xi—»—c>2+2<yi—y>2+ m @—W)
i=1 i=1

n+m ‘n+m n+m

Sustituyendo se tiene que.

(n+m) Z?:l(xi_e/x\o)z/'tggl(yi_e/x\o)z
Sup L(*)=(27w;;2)_ 2 e 205"

2
0,,0,% € 0

Teniendo asi.

—\2 — \2
Yy (xi—0xg )+ (¥i—Oxy)

. _(n+m) >
(2mo,2) % e 29%0
= ) 2
_(n+m) 2 (xi—6x) :Z&(Yi_ey)
(ZHJXZ) 2 o 2052

Y como tenemos que A < k.

2 2
(n+m) 2 (xi=0x) +Xi21(Vi—0x,)
(27-[0-;:2) 2 e 20_36'02
(n+m) Z?=1(xi_é;)2+2?;1(yl'—é—;;)2
(Znaxz) 2 e 20,2




DA )

1 - - nm_._  _ (S = D2, (= 9)2 e (=) ))
(27'[ (n-l-—m (Z?:l(xi D+ IO -9+ TrmE- }’)2)> e ! m
<
T G D2 i 9)? sk =
ﬁ@?:l(xi-ﬂz+2}’=’1(yi—37>2)>

(n+m)
I

_(+m)

(Zﬂ(nm@:‘l(x — ) + I, >2>)> e

1 2 e
2”<n+ ( LG =02+ X8 (y, - y) + (x 7) )) e 2arm
ntm <k =
2
<2 <n+m(2? 1 — %)% + XL (vi — }_’)2)>> e 2(n+_m)
_ntm
1 2
(2"(n+m( BiC =0+ 0, - F) 4 (T 9) ))>
n+m <k >
2
(27 (s (Bt = 20+ B2 - y)Z)))
_ntm
S -2+ Xy - F) =@ -9 .
(g — 02+ XL (v —¥)? -
n-l—_m
2
g =)+ Yy — 37)2 “t -
1(X —x)2+2 1(y y) m(f_)—,)z
1 n-;m
it (g — 1) + XL, (v — §)° > =)+ Yy — 37)2 e o
27:1(’61'—’?)212?11(%—?)2 ML N () R Y )l B
( ; | DRSS ) -
n =2 m N2 | @i=1\X v~y
(=02 + X (5, - 9) <k>

! n =)2 m —\2 nm . _,
( m(x—-x)?+2m (Y _J’)>(Zi‘1(xi_x) +Zi:1(yi—y) +n+m(x_)’))



T b

- 5 <k =
kl n+m( x-y) 2/
Y (o -02+ X (v, - ¥)

1 2
< kntm =
2
1+ n+m(x y) _
Y — %)% + Zﬁl()’i - )_’)
1 2
- < ky con ky = kntm
n+m(x y)
1(x—x)2+2 1(y 7)
(X -y)?
1+ ”+_m >k =
n (xi—x)2+2:"1(yi—y)2 !
" (% - 7)’
n+m ZZkl_l =
ll(x 02+ 30y, - 7)
= (% - y)?
n+m ZZkzconkz—kl—l
Z:l 1(x - x)z + Z:nl(y y)
(n+m X -y)?
s=2(n+m-2)k, =
Z? 1(x - x)z + Z:n1(y y)
" (% - ¥)?
n+m > >k3 Conk3 (n+m—2)k2
n+m_2(zn1(x x)2+2ﬁ1(yl_)_’))
n+m(x y)Z > k
1 3 =
n+m_2(2i=1(x )2+ X 1(3’ y))
2
n+m(x y)

1 n m—1 2 =
n+m—2<(n—1)2?1(x f)2+(m_1)2ﬁ1(yi—)7)>

=

=



nm ,_  _\
n+m(x_y)

L ((n - 1S, + (m— 1)Sy2)

n+m-—2

1% -7
n+m -y

\/; ((n - 1S, +(m— 1)Sy2)

n+m-—2

n+m|x_y|

\/; ((n —1)S,° + (m — 1)Sy2)

n+m-—2
/"’" |% - ¥l
n+m'"
>k,

\/;2 ((n— 1S3+ (m—1)s,?)

n+m-—

—r 1% - 7
0, (n+m) y .-

\/( 1) 1 2((n—1)5x2+(m—1)5y2)_ '

Ox2)n+m—

—r— % - 7
0, (n+m) y -
= Ky

1 1 1
\/ > (O-xz (Tl - I)sz + ? (m - 1)Sy2>

n+m-—

1
0y
1
Oy

X — |

/sz(n +m)
nm >k

= ky
1 2
?(m - 1)Sy

n+m-—2

1
W (n — 1)Sx2 +

Recordando que esto se cumple solo si

2k4conk4=\/k_3 =

=

=

=

0<Xx—Yy vyaque sipasara lo

contrario el cociente A se volveria uno porgue el maximo en el espacio &, cumple



que 0=6,—6, y para que el cociente tenga sentido debe pasar que
0 <Xx—Yy, entonces.

0<x—-y =
f-yl=i-7 =
nm — —
rrm & Y)
>k, <
1
\/m ((Tl - 1)Sx2 + (m — 1)Sy2)
iy
0,2(n+m)
nm >k,

1 2 1 2
a(n - 1)Sx + a(m - I)Sy

n+m-—2

Entonces tenemos que.

n+m
>k,

CY: (xl ,Xz,...,xn) : 1
\/m ((Tl — 1)Sx2 + (m - 1)Sy2)

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

nm (£—7y
nrm V)
2k4|6x=9y =a =

P
\/ ! ((n=1s,2+ (m—1)s,?)

n+m-—2



[ Fom \

il >k, | 0,=6, |=a

1 2 1 2
a(n — 1S, + ?(m - 1)Sy

n+m-—2

o _ ox®\  _ oy°
Por el Apéndice C.60. sabemos que Xx~N (Qx,T) yy~N (Qy,?) , pero por

2 2
mismo se tiene que X — y~N (BX — 93,,% + %) ademas como 6, = 6,, bajo

oy’ (n+m)) _

nm

H, cierta, entonces X — y~N (O,
Por el Apéndice C.64. se sabe qué.
X-7

0,2(n +m)
nm

~N(0,1)

Por el Apéndice C.63 se sabe qué.

1 ) 2
F(Tl — DS ~x*(n—1)

X

Y por eso mismo.

1 .
—(m—1S ~x*(m-1)

X

Y por el Apéndice C.62. se tiene que.



1 2 1 2 2
F(n—l)Sx +F(m—1)Sy ~x*(n+m—2)

X X

Y por el Apéndice C.65 se tiene.

xX—-Yy
0, (n+m)
o ~tth+m—-2) &
1 1
?(n 1)5 + (m 1)Sy2
n+m—2
nm — —
n+m(x_Y)
~ttn+m —2)
1 2 2
\/n—+ —— (- 1s,* + (m— D5, ?)

Entonces k, es la constante tal que cumpla con:

—(x-)

P 2k4 =a

\/n —— ((n 1)S,° + (m — 1)Sy2)

(=)

con ~tn+m-—2)
\/H—;l_z((n — DS+ (m = 1S,?)

1—P T m < k4 =a
\/m((ﬂ — 1)Sx2 + (m — 1)Sy2)

(- 7)

P <k4_ =1—«

Jn ——((n—1s,” + (m—1s,7)




k4- = t(n+m—2)1—0l

Siendo t ), la inversa de la funcion de distribucién acumulada de una t(n)

acumulando a de probabilidad. Teniendo una region de rechazo.

nm .

n+m & -y)
S A p— S
\/m(@ - DS+ (m - 1s,?)
1
\/m ((Tl — 1)Sx2 + (m — 1)Sy2)
CY: (xl » X2, "'!xn) X — }7 = t(n+m—2)1—a
nm
n+m J

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

1
f (st vm-ns) )
Y: iRechazar Hysix—y = t(n+m2)1a’}'
nm
n+m



Capitulo 4

Planteamiento y Solucidn de Problemas

En este capitulo se plantearan diversos problemas y su respectiva resolucion,
usando las definiciones, métodos y técnicas expuestas en los capitulos 1,2y 3. Una
practica recomendable es que el lector intente resolver el problema en cuestion
antes de analizar su resolucién, para que practique sus conocimientos adquiridos

previamente.

Ejercicio 1: Inflado de llantas. Suponga que la distribucién del tiempo necesario
para inflar una llanta es Normal con media de 90 segundos y varianza tipica de
158.76, se dejan de inflar llantas si el tiempo promedio de inflado no es de 90
segundos. Se observa el tiempo de inflado de 37 llantas. Compare las siguientes

pruebas.

i. Y;:{NoRechazar H,si X < 96.1}.
ii. Y,:{NoRechazar H, si X < 95.3}.

iii.  Y3:{NoRechazar H, si X < 94}.

a) Si se tolera un error de tipo | de hasta 0.04, determine las pruebas que
satisfacen dicho error.

b) ¢Qué prueba tiene menor error de tipo Il dado que él verdadero valor de la
media es de 93.3 segundos?

c) Grafigue la funcion de potencia para los valores 93.3, 94, 94.7, 95.4, 96.1.

Solucioén:



Primero hay que plantear bien nuestros datos, como nos dice que el tiempo es

Normal con varianza conocida y se tomo una muestra de 37 llantas, entonces,

tenemos (x; , X, , ..., X37) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida donde x;~N(6,158.76) Vi, como el evento de interés es saber si el

tiempo promedio de inflado es de 90 o no, se plantean las siguientes hipoétesis.
}[0: 9 =90 vs }[1: 9 #* 90.

a) Para este inciso hay que sacar el error tipo I, para cada prueba y contrastarlo
contra 0.04.

Para Y;, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

a = IP(Rechazar H,, | H cierta )
a=P((x< 96.1)°| 8 =90)
a=P(> 961 6 =90)

Bajo H, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

/158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64, entonces.

a=1—P(x <9616 =90)

X — 90 96.1 — 90
a=1—P < | 6 =90

\/158.76/37 - \/158.76/37




X —90 96.1 — 90

12.6/@ - 12.6/@

_ 96.1 — 90 _
a=1 Wl@—%
V37

a=1— ¢(2.944829)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

a=1— ¢(2.944829)
a =1— 0.9984

a = 0.0016 < 0.04
Entonces la prueba Y; si satisface el error de 0.04.

Para Y,, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

a = IP(Rechazar H,, | H, cierta )
a=P((Xx < 953)| 8 =90)
a=P(> 953 6 =90)

Bajo H, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

/158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64, entonces.



a=1— P(x< 953|606 =90)

X — 90 95.3 — 90
a=1—P < |6 =90

\/158.76/37 - \/158.76/37

X — 90 95.3-90
a=1—P < | & =90

12.6/@ 12.6/@

_ 95.3 — 90 _
a=1 Wle—‘)()
V37

a=1—¢(2.558622)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

a=1—¢(2.558622)
a =1—10.9948

a = 0.0052 < 0.04

Entonces la prueba Y, si satisface el error de 0.04.

Para Y3, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

a = IP(Rechazar H,, | H, cierta )
a=P((Xx<94)°| 8 =90)

a=P(x> 94| 6 =90)



Bajo H|, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

’158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60.y C.64, entonces.

a=1—P(x< 94|60 =90)
X — 90 94 — 90

a =1-— IP/ < |
158.76 158.76
\ 575, 7oy,

X — 90 94 — 90

12.6/\/3_7 - 12.6/@

6 =90

_ 94 — 90 _
a=1 W|9—90
V37

a=1— ¢(1.931035)

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

a =1— ¢(1.931035)
a=1—0.9732

a = 0.0268 < 0.04

Entonces la prueba Y5 si satisface el error de 0.04.



b) Para este inciso hay que sacar el error tipo Il para cada prueba.

Para 1}

f = P(No Rechazar H, | H,, Falsa )
f=P(x<96.1| 6 =933)

Bajo H, falsa se tiene que 8 = 93.3, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 93.3 y varianza 158.76, por lo que x se distribuye

Normal con media 93.3 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal

X—93.3 P P .
sabemos que Jx: ~ N(0,1). Para méas detalles consultar el Apéndice C.60. y
158.76/
37

C.64., entonces.
f=Pkx< 96.1| 8 =933)

X — 93.3 96.1 — 93.3

B =P < |9 =933
/158.76 158.76
/37 /37
_ [X—933 961-933
=P 126/ _="128) |6 =933

V37 V37

96.1 — 93.3
B=d¢ 26, | 6 =933

/a7

B = ¢(1.351725)

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.



B = ¢(1.351725)

B = 09115

Para t,

f = P(No Rechazar H, | H,, Falsa )
=P < 953| 0 =933)

Bajo H,, falsa se tiene que 8 = 93.3, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 93.3 y varianza 158.76, por lo que x se distribuye

Normal con media 93.3 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal

X—93.3 p p .
sabemos que Jx: ~ N(0,1). Para méas detalles consultar el Apéndice C.60. y
158.76/
37

C.64., entonces.
=P < 953| 8 =93.3)

X — 93.3 95.3 —93.3

B =P < | 6 =933
/158.76 /158.76
/37 /37
_ X — 93.3 95.3 — 93.3 _
'B =P 12.6/ - 12.6/ | 6 =933
V37 V37
95.3 — 93.3
ﬁ = q.') 26, | 0 =93.3

e

B = ¢$(0.965517)



Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

B = ¢(0.965517)
B = 0.8315

Para V3

f = IP(No Rechazar H,, | H, Falsa )
B=P(< 94| 6 =933)

Bajo H,, falsa se tiene que 8 = 93.3, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 93.3 y varianza 158.76, por lo que x se distribuye

Normal con media 93.3 y varianza 158-76/37. Y estandarizando esta Normal

X—93.3 P P .
sabemos que \[x: ~ N(0,1). Para méas detalles consultar el Apéndice C.60. y
158.76/
37

C.64., entonces.

=P < 953| 8 =93.3)

X — 93.3 94 — 93.3
L =P < | 6 = 93.3

/158.76/37 - /158.76/37

X — 933 94 —93.3

p =P 12.6/ = 12.6/ |6 =933
V37 37
94 — 93.3
ﬁ=¢ 126, |9=93.3
/37



B = ¢$(0.337931)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

B = ¢$(0.337931)

B = 0.6293

Entonces la prueba que tiene el menor error tipo Il es Y3.

c) Para este inciso hay que obtener la funcion potencia para cada prueba y

después contrastarlas con los valores dados.

Para Y;, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

Iy, (6y) = IP(Rechazar H, | 6 = 6y) con 8, € O
Iy, (6y) =P(x> 96.1| 6 =6,)

Como 8 = 6,,, y podemos asumir que la muestra se distribuye Normal con
media 6, y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal con media 8, y

varianza 15876/, Y  estandarizando esta Normal sabemos que

7—90

/158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64, entonces.

Iy, () =1— P(x < 96.1| 6 = 6, )



X_QO 961—90
Iy, (6p) = 1— P = |6 =6,

\/158.76/37 - \/158.76/37

% - 90 96.1 — 90

12.6/@ - 12.6/@

Hyl(eo) =1—P

96.1 — 0,
My, (60) =1—¢| 56— 10 =160
ez
96.1 — 6,

Iy, (6p) =1—¢ W
V37

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1).

Para Y,, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta regidn critica.

ITy,(6y) = P(Rechazar H, | 6 = 6y) con 8y € O
Iy, (68y) =P(x> 953 | 6 =6,)

Como 8 = 6,,, y podemos asumir que la muestra se distribuye Normal con
media 6, y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal con media 8, y

varianza 15876/, Y  estandarizando esta Normal sabemos que

7—90

/158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64, entonces.



X_QO 953—90
Iy, (6p) = 1— P = |6 =6,

\/158.76/37 - \/158.76/37

%_90 953—90
Iy,(6p) = 1— P = |6 =6,

12.6/@ - 12.6/@

I B 9536
r,00) =1—¢| 55— 10 =106
e
95.3 — @,
IIy,(60) =1—=¢| 56—
/37

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1).

Para Y3, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

ITy,(8y) = P(RechazarHy, | 8 = 6;) con 6, € 0
Ty, (6p) =P((x < 99)°| 6 = 6)
Iy, (6p) =P(x > 94| 6 =6,)

Como 8 = 0,,, y podemos asumir que la muestra se distribuye Normal con
media 6, y varianza 158.76, por lo que X se distribuye Normal con media 8, y

varianza 15876/, Y  estandarizando esta Normal sabemos que

7—90

/158.76/37

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60.y C.64, entonces.



xX—0 94 — 6
0 < 0
158.76 158.76
J5878),  [15876,

y_go 94—90

12.6/@ - 12.6/@

Hy3(60) =1—P

Iy, (6p) = 1— P

| 6 = 6,

94 — 0,
HY3(90)=1_¢ 12.6 | 6 =6,
/v37
94 — 6,
IIy,(68p) =1—¢

%

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucién acumulada de una N(0,1). Ahora se

contrastan las funciones.

0o
Funciéon 93.3 94 94.7 954 96.1

I1. (6 96.1-933 96.1— 94 96.1 - 94.7 96.1—95.4 96.1 - 96.1
Y; \Y0 1-¢| 726 1-¢| 178 1-¢| 178 1-¢| 178 1-¢| 726
Nz e a7 Nz Ny
953 -933 95394 953 - 94.7 953954 953 - 96.1
HYZ(BO) 1-¢| 726 1-¢| 176 1-¢| 178 1-¢| 178 1-¢| 726
“NE e a7 Nz Ny

L I - I B e e

12.6/\/3_7 12.6/@ 12.6/\/ﬁ 12.6/\/ﬁ 126/\/ﬁ
Tabla 4.

Obteniendo los valores en las funciones.



0o

Funcién 93.3 94 94.7

Hyl (90) 1-¢(1.351725)  1-¢(1.013793) 1 - $(0.675862)

Hyz (90) 1-$(0.965517)  1—¢(0.627586) 1 — $(0.289655)

Hy'3 (90) 1 — $(0.337931) 1—¢(0) 1 — $(—0.33793)
Tabla 5.

1—¢(0.337931)

95.4 96.1

1-9(0)

1—¢(-0.04827) 1— ¢(—0.38620)

1-¢(—0.67586) 1— ¢(—1.01379)

Buscando los valores en las tablas D.24. y D.25. de la Normal del Apéndice D.

6o
Funcién 93.3 94 94.7
Iy, (6p) 1—09115 1—0.8438 1—0.7486
Iy,(68p) 1—08315 1—0.7324 1—0.6103
Iy, (6p) 1—0.6293 1—0.5
Tabla 6.

Obteniendo los valores.

0o
Funcién 93.3 94 94.7
ITy, (6,) 0.0885 0.1562 0.2514
ITy, (6,) 0.1685 0.2676 0.3897
Iy, (6,) 0.3707 0.5 0.6293
Tabla 7.

Graficando las funciones se tiene.

95.4 96.1
1—0.6293 1—0.5
1—04840 1—0.3520

1—0.3707 1—0.2514 1—0.1562

95.4 96.1
0.3707 0.5
0.5160 0.6480
0.7486 0.8438



Iy, (6,)
Iy, (6,)
Iy, (6)

I I I I I 90
93.3 94 947 954 96.1

Figura 6.

Ejercicio 2: Moneda justa. En 1000 lanzamientos de una moneda, se obtienen 560
soles y 440 aguilas, ¢Es razonable suponer que la moneda esta equilibrada?
Justifique su respuesta.

Solucion:

Primero hay que darnos cuenta que el experimento de lanzar una moneda se

puede modelar con una distribucion Bernoulli, y supondremos que si sale sol es

considerado un éxito, entonces tenemos (X; , X5 , ..., X1900) UNa muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida donde x;~Ber(6) Vi, como el evento de

interés es saber si la moneda esta equilibrada se plantean las siguientes hipétesis.
1 1
}[0:6=;US }[1:8¢;

Construiremos la prueba uniformemente mas potente de tamafo «, para esta

hipétesis y propondremos a =0.05.



Una prueba Y debe ser definida de este modo:

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:

Sup L(lel » X2, ---'x1000)
96@0

Sup L(O|x1 , %5, «r) X1000)
Oeo

/1 = /’l(xl y X2, ...,xlooo) =

Obtenemos la funcién de méaxima verosimilitud.

1000

L@ %) = | [ FC1 0)
i=1

1000
L1 %) = | [ 0710 = 050G
i=1

1000
1000

) _ 51000 .
L(O]x1, %5, .0y X1000) = f2i=1 ¥i(1—9)" Ziz1 Xi 1_[ H{O,l}(xi)
i=1

Entonces A queda:

Sup L(lel ,xZ ) ...,xlooo)

A _ O¢ @0
Sup L(B]x1 , X3, vy X1000)
feo
Sup OZiZT Xi(1 — @)1000-XiZy Xi [T;27 I3 (x;)
_ 0¢€ 90

Sup O¥IE (1 — ) X5 T80 I ()



i=1 Igo1y () QSUP OTi=1 Xi(1 — )1000-Kir xi

6@0

T N () Sup OZF (1 — 0) 000 Ei i
Oeo

Sup 92%2010 xi(1 _ 9)1000—2%2010 x;
__Beoy

Sup 6 ey xi(l — 9)1000—2%2010 x;

Beo

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcién L(0|x; ,x, , ..., X1000) PEro esto es equivalente a obtener el
estimador de maxima verosimilitud para 8, ya que 8 € @ y no tiene restriccion

alguna para su rango. Entonces por €l Apéndice B.1.1. se tiene que:

EMV(@)=0=%x

Sustituyendo se tiene que.

A A~ 1000—Y'1000 5.
SUPL(Hlxl y X2, '"'xlOOO) =0 %gofxi(l — 9) Yi=1 Xi
Beo

Considerando Unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion L(60]x; , X, , ..., X1000) PEro restringida ya que 8 € @, pero en

: 1 .
este espacio 8 solo puede tomar un valor y es el de >y este debe ser diferente al

A . 1, ]
supremo general 8 entonces el maximo se alcanza cuando 6 = ;tenlendo asi.

(TI0 1\ 1000-T1%0 x,
Sup L(elxl ,xz ) --.,xlooo) = = (1 - _)
Oe @0 2 2

1000

12120 X <1>1000—2i=1 X

Sup L(lel ,.'X,'Z ) ...,xlooo) = - 2

96@0 2



2200 x;+1000- %728 x;

Sup L(lel ,xZ ) ...,xlooo) == (—)
96@0 2

1 1000
Sup L(lel ,xz ) ...,xlooo) == <—)
0 600 2

Generando que A se comporte.

‘ 1 1000
(E) ) si 1 +0
A= ezlooloxl( _ é)moo 129 x; 2
1 ~
L 1, si 3 =0

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que % + 0 y como tenemos que A < k.

1 1000
0 k

9 10010951( _9)1000 %% T =
(1 1000
2)
<k =
1000 1000 =
x(looo) i1 X ¥i(1 - )1000 (1000) 21 Xi
(1)1000
2 k =

= — = <
10002 (1 — j)1000-1000%

1 1 1000
X 1000% (1 — j)1000(1=%) =k (E) -
) ) —1000
f—lOOOX(l _ x—)—IOOO(l—X) < k1 con k1 = k (E) =

1000

(x*(1—x)*D) k, =



1000

1—x 1 L
(5 (e
X 1—x

1-6\"/ 1 1
( X ) (1—%)31‘2 con ko = ey 1000

Entonces queremos encontrar un k; que cumpla esa condicion, pero ya no es

. . . . 1-x\* [ 1 .
posible despejar un estadistico conocido de = =) entonces si lo vemos

como una funcion de x ,a fin de analizar esta funcién buscaremos su rango,

podemos encontrar el maximo, derivando e igualando a 0.




() () w5 -0

Para que este producto sea 0, se debe cumplir que alguno de sus miembros

. . 1
sea 0, pero para el primer miembro —— hunca toma el valor de 0, entonces

x
. . 1—Xx
analizando el segundo miembro (7) tampoco puede tomar el valor de O,

entonces solo el tercer miembro puede ser 0, es decir.

1—x
ln( — >=0 &
X

1—X

== 1yaque [n(1) =0

1—-Xx=X

N

X =

X =

N R

, . _ 1 .,
Entonces su maximo se da cuando x = 5 evaluando en la funcidon tenemos

encontramos el maximo valor que puede tomar.

—
Il
~
—_
—
N
N[ R| =
Il
\®)



1

1-x\* :
Entonces estamos buscando un k, de tal modo que (?x) (E) < k,, si

graficamos la funcion como se muestra en la Figura S1.2, tenemos.

0 ks 05 ky 1
Figura 7.

Entonces vemos que la parte en gris es la parte de la funcion que satisface

_AX
que (l?x) (é) < k, para algin k, dado, y como se observa es posible

encontrar k3 y k, de tal modo que cumpla la misma condicion, esto es.

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero existen una
infinidad de combinaciones que podrian satisfacer estas desigualdades entonces

tomaremos las cotas simétricas aprovechando la simetria de la funcion respecto a

. o . : . 1, A
0.5y recordando como se definié A se tiene que cumplir también que 3 # 0 esto es



=i
H
N =

Y por como estan definidas ks y k4, tenemos que k3 < % AN kg = % y por

la simetria k, =1 — k3 por lo que nos quedamos con ambas desigualdades

guedando.
X<ks; V x21-ks; =
1000 1000
1 1
1000 £ 1000 £
=1 =1
1000 1000
z x; < 1000k; V in > 1000 — 1000k; =
i=1 i=1
1000 1000
in <ks V in > 1000 — ks con ks = 1000k,

Entonces tenemos que.

1000 1000

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = «

1000 1000 1
]P(inSks Vv in21000—k5|9=5>=0.05

i=1 i=1



Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

. 1, .
199% x; ~Bin(1000,0) ademas como 0 =~ bajo H, cierta, entonces

1
199 x; ~Bin (1000, E)' Por lo que ksla constante que cumpla con:

1000 1000 1000 1
p(Drshe v Yz 1000 ) 005 con i (1000

i=1 i=1 i=1
1000 1000
P(Z Xi < k5> + P(Z Xi = 1000 — ks) = 0.05
i=1 i=1
ks 1000
1000 1x 1 1000—x 1000 1.X' 1 1000—x
NGO D Wl oy LY e
X 2 2 X 2 2
x=0 Xx=1000—Kks
ks 1000
1000\ /11000 1000\ 1% /1y 1000
200G+ 2 (L)) =oes
X 2 X 2 \2
x=0 x=1000—Ks

Pero encontrar a ks en funcién de estas series, resulta una tarea sumamente

complicada sin la ayuda de algun software computacional. Y como la muestra es

Bernoulli, y por el Apéndice A.1.2. tenemos que E(x) =0y V(x) =01 —0),
y como H, es cierta 8 = % entonces E(x) = % yVv(x) = i

por lo que se recurrird al Apéndice C.82. que es el teorema del limite central,

teniendo asi.

1
1000
1009 x; — 1000 (E)

~N(0,1) =
1
\/;\/1000
i=1 X; — 500
1 ~N(0,1) =
=+/1000

2



1000

1 2
z X; ~N (500, (E \/1000) ) =
i=1
1000

z x; ~N(500,250)
i=1

Retomando la condicién (i) del Teorema 1 se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a

1000 1000 1
(Yo v Y nzrom-st0=] )< os

1000 1 1000 1
(Yot o= )p(Ymz 0 03] 0o

Podemos encontrar un kg tal que satisfaga esto, pero para conveniencia

usaremos la simetria de la distribucion normal, asumiendo que ambas

probabilidades son simétricas entonces serian iguales, es decir.

1000 1 1000 1
P(ZXlSksl 9=E>=P(2X121000—k5| 9=E>

Entonces.
1000 1000
1 1
p(Yomsrto=d)er(Ynshio=t)=on
i=1 i=1

1000 1
zP(Z x; < ks | 9=§>=0.05

i=1



1000 1
P(in <ks| 6 =5> — 0.025

i=1

Pero ya tenemos la distribucién de Y.;2% x;, entonces por el Apéndice C.64.

podemos estandarizar la normal.

=1
P 2% x; —500 kg — 500 0,025
\250 250 '
< ks — 500) 0.025
\/250 '

Buscando valores en la tabla D.24. de la Normal del Apéndice D.
¢(-1.96) = 0.025

De aqui.

ks = —1.96/250 + 500

ks = 469.009678

Teniendo una region de rechazo.



1000 1000
Cy=14(x1,%5, ee, X1000) ° Exl- < 469.01 V in > 1000 — 469.00

=1 i=1
1000 1000
Cy=130x1,Xp, e, X1000) ° xX; < 469.01 V in > 530.99

Quedado la prueba uniformemente mas potente.

1000 1000
Y:{ Rechazar H si Z xX; < 469.01 V 2 x; =2 530.99
i=1 i=1

Teniendo la prueba construida, analizamos la muestra que tenia 560 soles y

440 aguilas, como tomamos al sol como un éxito entonces.

1000
z x; = 560(1) + 440(0)

Entonces la suma cae dentro de la region critica de la prueba, ya que 560 =

530.99, por lo que se rechaza H,.

~ La moneda no esta equilibrada con un nivel de significancia del 5%.

Ejercicio 3: Accidentes automovilisticos I. Asuma que en cierta ciudad se ha
observado historicamente que los accidentes de automoviles sigues una
distribucion Poisson con una media igual a 15 accidentes al afio, si el aflo pasado
se observaron 10 accidentes, ¢ Es estadisticamente correcto suponer que la tasa de

accidentes automovilisticos ha disminuido?



Solucion:

Tenemos (x;) una muestra aleatoria independiente e idénticamente
distribuida donde x; ~Poi(8), como nos interesa saber si la taza ha disminuido o

no, plantearemos la hipétesis con eso, siendo H; la hipétesis de interés, entonces.
}[0: 9 2 15 vs }[1: 9 < 15.

Construiremos la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, para esta

hipotesis y propondremos a =0.05.
Una prueba Y debe ser definida ast:
Y: { Rechazar H,, si A < k}
Con A definida como:

Sup L(6]x1)

96@0

A=A = T o)
Ged

Obtenemos la funcién de méxima verosimilitud.

L@l = | [reate

! -0 Xi

e
L(9|x1)=| | py Ieop 3 (i)
/!

i=1




1
1
_ 1
L(B)x;) = e~ WOQLi=1%i HFH{O,l,...}(xi)
i=1

Entonces A queda:

Sup L(0]x,)
/1 — Oe @0
Sup L(0]x,)
Beo
_ 1 ) 1
Sup e (1O g 2i=1 Xi Hi=1ﬁ H{O,l,...}(xi)
A — 0 e @0 L
1 . 1
gglge—(l)eezi“ i Hil=1 x;! H{O,l,...}(xi)

_ 1
65;!5 e f6x x_l!H{O,l,...}(xi)
1=2c%

_ 1
glel%e 96x1 ! Ioq,. 3(x;)

1 _
x_l!H{O,l,...}(xi)HSgg e 6%
1= 0

1
— 1 (x;) Supe=90*1
xl! {o,1,..}\Ai beo

Sup e~99%
_ 0 660

Supe~99x1
Beo

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion L(8|x;) pero esto es equivalente a obtener el estimador de

maxima verosimilitud para 6, ya que 8 € © y no tiene restriccion alguna para su

rango. Entonces por €l Apéndice B.1.5. se tiene que:
EMV(@) =0=%

Sustituyendo se tiene que.



Sup L(O]x,) = e 6%
6eo
Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(0|x; , X, , ..., X1000) PEro restringida ya que 6 € 0, pero en
este espacio 8 se maximiza cuando 6 = 15 y este debe ser diferente al supremo

general 8 entonces el maximo se alcanza cuando 8 = 15 teniendo asi.

Sup L(0|x;) = e °(15)*1
0 €eobg

Generando que A se comporte.

e *(15)* ~
—_— Si 9 < 15
A= e—0px1
1, si 0 > 15

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 6 > 15y como tenemos que A < k.

—15 X
e 15)*1
N
e~96x1
—15 X
e 15)*1
eI o
e *x*1
_ 15\*1
eX~15 (T) <k =
X
X1
1 15
eTZllei_lS R— <k =
1

1 &i=1 Xi



X1
e¥1~15 (E) <k
X1

Entonces queremos encontrar un k que cumpla esa condicion, pero ya no es

15\%

1
posible despejar un estadistico conocido de e*171° ( ) , entonces si lo vemos

X1
como una funcién de x; ,a fin de analizar esta funcion buscaremos su rango,

podemos encontrar el maximo, derivando e igualando a 0.

i exl_ls <E)X1 —
0x, X,

i (exl—lsexlln(alc_i)) =0

X1 15\ x,
15 2, 15
eX17150™ () In (E) + xi(_w) exlm(x1>€x1_15 =0
Xq 15 \x;?

X1 X1
s () () )+ (5 s
X1 X1 X1



15\*1 15 15\*1 15\*1
e () () e () () e
X1 X1 X1 X1

vo1s (15) 15
e*1 (— Inl—)=0
X1 X1

Para que este producto sea 0, se debe cumplir que alguno de sus miembros

xX1—15

sea 0, pero para el primer miembro e nunca toma el valor de 0, entonces

. . 15\*1 .
analizando el segundo miembro o tampoco se hace 0, solo el tercer miembro
1

puede ser 0O, es decir.

15

In <—) =0 &
X1

15

— =1yaque In(1) =0
X1

X1=15

Entonces su maximo se da cuando x; = 15 evaluando en la funcion tenemos

encontramos el maximo valor que puede tomar.

15\

o () 2 oy =

15

15 (15)*1 .
Entonces estamos buscando un k de tal modo que e*1~1° (x—) <k, si
1

graficamos la funcion como se muestra en la Figura 8, tenemos.



0 ki 15 Kk 30
Figura 8.

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero recordando

coémo se definié A se tiene que cumplir también que 0 < 15 esto es.

<15 =

x; < 15

Y por como estan definidas k, y k,, tenemos que k; <15 A k, = 15, por

lo que solo nos quedamos con la desigualdad para k4, quedando.
x; < ky
Entonces tenemos que.
Cr={(x1) : x; < kq}
Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) =



P(x; <k;| 6 =15) = 0.05

Como se tiene que 8 = 15 bajo H, cierta, entonces x; ~Poi(15). Por lo que

k, es la constante tal que cumpla con:

[P)(xl < kl) = 0.05 con xl~POl(15)
k1

e—15 15x
S oo
x!
x=0
Buscando valores en la tabla D.23. de la Poisson del Apéndice D.
kz =9
Entonces la prueba uniformemente mas potente es.

Y: { Rechazar H, si x; < 9}.

Teniendo la prueba construida, analizamos la muestra que se obtuvo un

promedio de 10 accidentes. Entonces el valor no cae dentro de la region critica de

la prueba, ya que 10 > 9, por lo que no se rechaza H,.

~ La tasa de accidentes automovilisticos no ha disminuido con un nivel de

significancia del 5%.

Nota: El lector podria intentar resolver el mismo problema mediante el valor P y

contrastar ambos procedimientos.

Ejercicio 4: Prueba Exponencial I. Sea (x;,x,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:



fe,(xi1 0) = Be il ooy (x;) Vi
Donde 8 € ® = {0 | 8 > 0} y considere la prueba de hipdtesis:
Hy:0 < 0y vs Hi: 0 > 0,.
Obtener la prueba uniformemente mas poderosa de tamafio «.

Solucién:

Con base a los Ejemplos 7 y 8, la prueba uniformemente mas potente de

tamafo a es.

n
Y: { Rechazar H, si Z x; < k}.

i=1

Donde k es la constante tal que cumpla con:

n n
[P’(in < k) = a con in~F(n,90)

ky
f Honvn—le —(Bov)

) dv =«

Nota: El lector podria intentar resolver el mismo problema mediante el valor P y

contrastar ambos procedimientos.



Ejercicio 5: Prueba Bernoulli I. Sea (x;,x;,...,X;,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:
fxi(xil 6) = 0%(1— 9)1_xi[[{0,1}(xi) Vi
Donde 8 € ® := {0 | 0 < 8 < 1} y considere la prueba de hipotesis:
Hy: 0 < % vs Hy: 0 > %

Y considere la regidn critica.

12
CY'= (xl ,xz,-..,xlz) :Exl >7
i=1

a) ¢Cual es el nivel de significancia de esta prueba?

b) Encuentre la funcion potencia.

Solucion:

Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,...,X1) €S

proveniente de una distribucién Bernoulli, y como se tiene la region critica podemos

definir la prueba.

12
Y':{ Rechazar H, si le- > 7t

i=1

a) Para este inciso hay que obtener la probabilidad del error tipo | o nivel de

significancia de esta prueba.



P(Rechazar H, | H cierta) = a

12 )
]P’(in>7| 9=E)=a

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

. 1 . .
12,x; ~Bin(12,0) ademas como 0 =~ bajo J, cierta, entonces

1
12, %; ~Bin (12, 5).

12 12
P in >7]=a con in ~Bin (12,%)
i=1 =1
12
1-P in <7|=«a

i=1

1 12—x

7
=Y (D)5 (g =
— 2 B
Buscando valores en la tabla D.8. de la Binomial del Apéndice D.

1-0.806 =«
a = 0.194

b) Para este inciso hay que obtener la funcién potencia de la prueba.

Sabemos que I1-(8) es la probabilidad de rechazar H, dado que 6 € 0, es

decir.

I1,(8,) = IP(NoRechazarH,| 6 =6,) con 6,€ 6



12
11,(6,) =]P’<zxi >716= 90)

i=1
12

11,(8,) =1—[P<zxiﬁ7 | 9=90>

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que
12, x;~Bin(12,0) ademas como 6 =6, bajo I, cierta, entonces

12, x; ~Bin(12,6,).

12 12
Hy(eo) =1- IP)(Z X <7 | 0= 90) con le' ~Bln(12, 80)

7

x=0

Quedando I1-(6,) como una funcion de 6,,.

Ejercicio 6: Prueba Bernoulli Il. Sea (x;,x,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:
fuoi(xi 0) = 071(1 — 0) il 3 (x;) Vi
Donde 6 € © == {0]| 0 < 6 < 1}y considere la prueba de hipétesis:
Hy:0< 0y vs Hyi:0 =0, >0,.

a) Por medio del teorema de Neyman Pearson encuentre la region critica mas

poderosa de tamafio a dado que el estadistico de prueba es Z?zl Xj.



b) Defina los valores 8, =04, 6; =06 y n=20 se sabe que

P(Rechazar H,, | H cierta) = a. Encuentre el valor k para el cual la

probabilidad de cometer el error tipo | es 0.0000050.

Solucioén:
Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,..,X,) €S

proveniente de una distribucion Bernoulli, y al tratarse de hipotesis simples se usa

el Teorema 1.

a) Para este inciso se buscard la regién critica mas poderosa.

Con A definida como:

_ L(Bolx1, %2, s Xp)

1=
L(O1|x1,%5, e, X5)

Obtenemos la funcién de méxima verosimilitud.

['(glxl » X2, an) = I_If(xll 0)

n

L(elxl » X2, ""xn) = 1_[ Qxi(l - 9)1_xi]l{0,1}(xi)

i=1

n
L(6lr 32, %) = 05711 = 0) Tt | [ 140 (x0)
i=1



Entonces A queda:

8,215 (1 — )T 5 T T ()
0, 2=1%1(1 — 0;) T % [T T4y (x;)

1=

902?=1 xi(l _ go)n—2?=1 Xi
0, T (1 — ;)" Tl i

/1 _ (90>Z?=1xl <1 — 90>n_2?=1xi
B 91 1 - 91

1=

Como tenemos que A < k.

n_2?=1 xl

B\ 2= ¥t 11— 6
@) (=) =k =
91 1_91

l (90>Z?=1xi (1 — 90>"_Z?=1Xi cin(k) =
n 91 1 - 91 - n

1- 6,

& 90 g 1_90
leln( >+ n—in ln( )<k1 =
— 6, - 1-6,
i=1 i=1

z 1_90 Y Eoll) S
Xi n 1—91> nn( —91>_ !

90 1 - 60
(_> - ln (1 — 91) S k2 con k2 == k1 - nln (1

1_90
— 0,

90 Z?=1xi 1_60 n_z?=1xi
In (—) ( ) <k conk; = In(k) =

)



X; (ln(@o) —[n(0,) — (ln(l —6y) —In(1— 91))) <k, =
i=1

n

Z x; (In(8y) — In(6;) — In(1 — 6,) + In(1 — 6,)) < ks

i=1
Como 6, < 6.

6, <0, =
n(0y)) <n(@,) N —0,>—-6, =
n(@y) <n@,)) N 1-6,>1—-6, =
In@,) <n@;) N In1-6y) >n(1-6,) =
In(6y) —In(6;)) <0 A 0>In(1—-6,)—In(1-6y) =
In(6y) —n(6,) —In(1—0y) +In(1—-06,) <0

Retomando.

n

k;
e in(60) — In(6;) — In(1— 6,) + In(1— 6,)

i=1
n

ks
L > =
D i = ks con ks In(89) = In(6,) = In(1 = 6o) + In(1 - 6,)

i=1

Entonces tenemos que.

n
Cy= {(x1 y X ey Xpy) in > k3}
i=1

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.



P(Rechazar H, | H cierta) = a

n
P(inZkgl 9=90>=a

i=1

n
1—IP><le-<k3| 9=90>=a

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que
*,x;~Bin(n,0) ademas como 6 =6, bajo H, cierta, entonces

. x; ~Bin(n, 6,).

n n
a =1—[P(in < ks | 9=90> con zxi~Bin(n,90)

i=1 i=1

1—P(Zn:xi<k3>=a

i=1

n
P(in<k3)=1—a

i=1
k3
n
Z (x) Hox(l - Ho)n_x =1—-a
x=0

Pero encontrar a ks en funcién de esta serie, resulta una tarea sumamente
complicada sin la ayuda de algun software computacional. Y como la muestra es
Bernoulli, y por el Apéndice A.1.2. tenemos que E(x) =0y V(x)=60(1—-0),y
como H es cierta@ = 6, entonces E(x) = 0y y V(x) = 0¢(1 — ), por lo que se

recurrira al Apéndice C.82. que es el teorema del limite central, teniendo asi.



n
i=1X; — nby

V0o (1= p)Vn

n

z x; ~N(n8y ,n6,(1 — 6,))

i=1

~N(0,1) =

Retomando la condicidn (i) del Teorema 1 se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a

n
P(inzk3| 9=90>=a

i=1

n
1—P<in<k3| 9=60>=a

i=1

n

i=1

Pero ya tenemos la distribucion de )i~ x;, entonces por el Apéndice C.64.

podemos estandarizar la normal.

n

i=1

]P( ?zlxi_neo k3—7’l90 ):1_a

VO (1= Bp)Vn ) VO, (1 = 8p)Vn
( k3 - n90 )
0] =1-a
6o (1 — 6p)Vn

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).




Siendo {, la inversa de la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

ks = {1—aqv/00(1 — Bp)Vn + nb,

Teniendo una regién de rechazo.

Cr= {(M )X 5wy Xp) zxz = (1_q0o(1—0y) Wn + nHO}

n
1
Cy= {(xpxz;---, nle = — (1 av 0o(1 — 6) \/_+Tl90)}

i=1

1
Cy= {(x1 1 X2y ey Xn) 2 X 2 09 + =01/ 0o(1 — 90)}
Vn

Siendo esta la region critica mas poderosa de tamafio «.

b) Para este inciso se usara la region critica del inciso anterior y se buscara la

region critica con un a dado.

Como el estadistico de prueba es Zl 1 X; tenemos la region critica

CY: {(xl y X2, "-;xn) : zx,: > k}
i=1



Como a = 0.0000050 se buscara dicha regién. Y sustituyendo los valores

dados.

P(Rechazar H, | H cierta) = a

20
P (Z x;>k| 6= 0.4) = 0.0000050

i=1
20
1-P ZXi <k| 6=0.4 |=0.0000050
i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que
20 x; ~Bin(20,0) ademas como 6 =04 bajo H, cierta, entonces

20 x; ~Bin(20,0.4).

20 20
1-P Z x;<k| 6=04 |=0.0000050 con in ~Bin(20,0.4)
20

1-P Z x; < k | =0.0000050
i=1

20
P (Z x; < k) = 1-0.0000050

i=1

20
P (2 x; < k) = 0.999995

i=1

=

-1
20 o

( )o.4x(1 — 0.4)“°7* = 0.999995
X

]

X
1l
& o
|
=

20 20—
( )0.4"(0.6) * = 0.999995
X
0

8
Il



Buscando valores en la tabla D.16. de la Binomial vemos que k = 15 ya que

para estos valores tiene sentido la suma. Pero la tabla solo nos proporciona 3

decimales, por lo que haremos una nueva tabla con estos valores a 6 decimales.

k-1

k z (20) 0.4%(0.6)%0~*
x=0 X
15 0.998388
16 0.999682
17 0.999952
18 0.999995
19 0.999999
20 1
Tabla 8.

Entonces.

Y la region critica quedaria definida de la siguiente manera.

20
Cy= {(x1 yXg ey Xpy) in > 18}
i=1

Ejercicio 7: Prueba Bernoulli lll. Sea (x;,X5,...,X19) Una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

fxi(xil 0) = 6%i(1— 9)1_xi]1{0,1}(xi) Vi



Donde 6 € © := {0 | 0 < 8 < 1} y considere la prueba de hipotesis:
1 1
Hy: 0 < S s Hi:0 > =

Y considere la region critica.

10
Cy= {(xl ,x2 ) ...,xlo) : le‘ 2 6}
i=1

a) Encuentre la funcion potencia.

b) Encuentre el tamafio de esta prueba.

Solucién:

Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,...,X19) €S

proveniente de una distribucion Bernoulli.

a) Para este inciso hay que obtener la funcion potencia de la prueba.

Sabemos que I1-(6) es la probabilidad de rechazar H,, dado que 0 € 0, es

decir.

I1,,(6,) = IP(NoRechazarH,| 8 = 6;) con 6,€06

10
11,(6,) =11>><in26 | 9=90>

i=1

10

i=1



Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que
12, x; ~Bin(10,0) ademas como 6 =60, bajo H, cierta, entonces

19 x; ~Bin(10, 8,).

10 10
II,(0y) =1- IP(E x;<6| 6= 00> con in ~Bin(10,8,)

5

x=0
Quedando I1-(6,) como una funcion de 6.

b) Para este inciso hay que obtener la probabilidad del error tipo | o nivel de
significancia de esta prueba.

P(Rechazar H,, | H, cierta) =

10 1
P(in26|9=—>=
2

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 . .
19, x; ~Bin(10,60) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

10 . 1
i=1 X ~Bin (10, 2).

10 10 1
P in =6 |=a con in ~Bin(10,5)
10

1—-P in<6 =
i=1



5
Y (- -
x /2 2 -4
x=0
Buscando valores en la tabla D.6. de la Binomial del Apéndice D.

1-0623 =«
a = 0.377

Ejercicio 8: Prueba Bernoulli IV. Sea (x4 ,xX,,...,X;0) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:
fxi(xil 8) = 6%(1— 9)1_xi]1{0,1}(xi) Vi

Donde 6 € © := {0 | 0 < 8 < 1} y considere la prueba de hipotesis:

1
"

Ho: 0 = = vs Hy: 0 =

a) Encuentre la prueba mas potente de tamafio & = 0.0547.
.z . 1
b) Encuentre el valor de la funcién potencia cuando 8 = "

c) Encuentre el valor de f5.
Solucioén:

Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,...,X10) €S

proveniente de una distribucion Bernoulli.

a) Para este inciso al tratarse de hipotesis simples podemos usar el Teorema 1

o el Lema de Neyman Pearson, por el Ejercicio 6 tenemos.



/1 B (90>Z?=1xi <1 — 90>n_2?=1xi
B 91 1 - 91

Remplazando los valores dados.

Zi121xi 1 10_2%21751'

Dl =[N -
—_

1 = (2)Zi=1%i

Como tenemos que A < k.

10—21-121 Xi
) <k ==

(2)Zi=1 i (E

3

yio,x, (2) 10
In| (2) 3 <In(k) =

710, (2)1 0T _
ln (2) S kl con k1 ln(k) =

3
10 10 ,
Z x; In(2) + <10 — z xi> In <§> <k, =
i=1 i=1
10

X; ln(Z)—lnE + 10ln 2 <k =
3 3

i=1



10

Z Xi (ln(z) —In (g)) <k, —10ln (g) =

i=1
10

x| In(2) = In 2 <k, con k; = k; — 10In 2 S
i=1 3 3
ixi (ln(z) —In (g)) <k,

i=1

Como In(2) — In G) > 0. Entonces no afecta la desigualdad.

10 I
2
z X < 2
= In(2) —In (§)
10 I
ZXiSkg, con k3 = 2 5
i1 In(2) —In (§)

Entonces tenemos que.

10
Cy= {(x1 ) X2 s ey X10) zxi < k3}
i=1

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

Iy (6) = a
P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

10
1
P(in <ks| 6 =E> = 0.0547

i=1



Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

, 1 . :
}21 X; ~Bin(10,0) ademas como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

1
10 x; ~Bin (10, 5).

10 1 10 L
HY(HO) = P(E xX; < k3 | 0= E) con le' ~Bin (10,5)

10
p( <) = oons

i=1

k3

10\ 1% 1\107*
z< )— (1——) = 0.0547
x/2 2
x=0

Buscando valores en la tabla D.6. de la Binomial del Apéndice D.
k3 =2

Entonces la region critica queda definida como.

10
Cyz {(xl ,xZ ) ...,xlo) : in S 2}
i=1

Por lo que la prueba mas potente de tamafio 0.0547 es.

10
Y':{ Rechazar H, si in <2

i=1



b) Para este inciso como ya tenemos la prueba mas potente solo hay que

obtener su funcion potencia evaluada en un punto.

I1,(6,) = IP(NoRechazarH,| 6 =6,) con 6,€06

0 @) <r(Ynseio-)

=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

1 1
19, x; ~Bin(10, 8) ademas como 8 = , entonces >0 x; ~Bin (10, Z)'

i=1 i=1
1 10
m(3) =p(Y =)
i=1
(@) =Y () (-9
Y\4) — x4 4

Buscando valores en la tabla D.6. de la Binomial del Apéndice D.
1 (1) 5
—]1 = 0.526
"'\4
c) Para este inciso hay que obtener el error de tipo Il.

f = P(No Rechazar H, | H|, Falsa )

10 ¢
B=P <zxisz> |9=£

i=1



10
ﬁ=IP<in>2|9=i>

i=1

10
ﬂ=1—[P(inS2|9=%>

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

. 1 . I
}glxi'vBm(lO,Z) ademas como 6 =-. bajo H, falsa, entonces

1
19 x; ~Bin (10, Z)'

10 ) 10 )
p = 1—P(in <2|6 =Z> con zxi'VBin(lO,Z)

Buscando valores en la tabla D.6. de la Binomial del Apéndice D.

L =1-0526

f = 0.474

Ejercicio 9: Prueba Exponencial Il. Sea (x4, x5, ..., X;;) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:
fr, (xi] 8) = He_exiH(O,oo) (x;) Vi

Donde 6 € © == {0 | 8 € {0,,60,}} y considere la prueba de hipétesis:



}[0:9= 90 vSs }[1:9= 91>90.

a) Por medio del teorema de Neyman Pearson encuentre la region critica mas
poderosa de tamafio a dado que el estadistico de prueba es Z?zl X;.
b) Encuentre el valor critico k para el cual la probabilidad de cometer el error

tipo l es 1.
Solucion:

a) Con base a el Ejemplo 5, la region critica mas poderosa de tamafio « es.

n
CY: (xl Ix2 ) "-;xn) : le S k
i=1

Donde k es la constante tal que cumpla con:

n n
[P’(in < k) = a con in~F(n,90)

i=1 i=1

f Honvn—le —(Bov)
0

) dv =«

b) Ahora hay que buscar un k tal que.

n n
P(Exl- Sk) =1 con le-'vf(n,eo)

i=1 i=1

dv =1

K Honvn—le—(eov)
f rn)



Por como esta definida la distribucion Gamma, esto solo pasa si se integra

sobre todo el dominio de la funcién ya que es la probabilidad del total, entonces.

k - oo

Ejercicio 10: Prueba Poisson I. Sea (x;,X,,..,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

-0 Xi

e -
fr, (xi] 0) = TH{O,l,...}(xi) Vi

l
Donde 6 € © = {0| 0 € {6,,0,}} y considere la prueba de hipdtesis:
:]'[0:9= 90 Vs }[1:9= 91>00.

a) Encontrar la region critica més poderosa de tamafio a, usando el teorema
del limite central.

b) Encontrar la region critica mas poderosa de tamafio «, dado que el

£ g n
estadistico de prueba es )i, X;.
Solucion:

Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,...,X,) €S
proveniente de una distribucidén Poisson, y al tratarse de hipotesis simples se usa el

Teorema 1.

a) Para este inciso se buscara la region critica mas poderosa y después el

Apéndice C.82. del teorema del limite central.



Con A definida como:

_ L(Oglxy x5,y xp)

1=
L(O1]%1,%5, ) Xp)

Del ejercicio 3 se sabe qué.
n

no.. 1
L(lel )xz ) nuny xn) = e_(n)962i=1xl n; H{O,l,}(xl)
i*

i=1

Entonces A queda:

_ Titixi 1
e (Tl)eogo 1 ?=1x—i!]1{o,1,...}(xi)

A = _(n)e Z?=1xi n 1
e 10, l-:lx_i!H{O,L...}(xi)

e—(n)90602?=1xi

n o,
e— (Mo, 912i=1 Xi
Z?:l xl

6
1 = en(-80+61) (_0)
e 01

Como tenemos que A < k.

[ Z?=1xi
oT(=60+61) (9_0) <k =
1

90 Z?:lxi
In| en(-0o+61) (9_) <mnk) =

1



90 z:?=1xi
In| en(-0o+61) (0—) <k conk,=In(k) =
1

Z X; (ln(@o) — ln(@l)) +n(6,—60,) <k, =
=1

in (in(8y) — In(0y)) < ky —n(6,—0,) =

n

in (In(80) — In(8,)) < ky con ky = ky — n(6:1—8p) =

i=1
Como 6, < 6.

0p <6, =
n(0y)) < In(6,) =

Por lo que si afecta la desigualdad.

n

k;
in Z ntoy) —n(0y)

i=1

n

k,
le = ks con ks = oS T 0

i=1

Entonces tenemos que.



n
Cy= {(xl ,x2 ) ...,xn) : le’ 2 k3}
i=1

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a

n
P<2x12k3| 9=90>=a

i=1

n
1—P<in<k3| 9=60>=a

i=1

n

i=1

Como la muestra es Poisson, y por el Apéndice A.1.6. tenemos que
Ex)=0 y V(x)=0, y como H, es cierta 8 = 6, entonces E(x) =0( vy
V(x) = 8, por lo que se recurrird al Apéndice C.82. que es el teorema del limite

central, teniendo asi.

Entonces.



Pero ya tenemos la distribucion de ).~ x;, entonces por el Apéndice C.64.

podemos estandarizar la normal.

n

i=1

[P’( i=1 X — 1B k3_n90>=1—a

NN
<k3—n90)_1_
qﬁ—\/e—o\/z =1-a

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).

k3 —n90 _

W (i—a

Siendo {, la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

ks = {1_a+/00Vn + 6,

Teniendo una regién de rechazo.

n
Cy= {(xl X ey Xpy) in > (_qynby + n@o}
i=1

=1

1% 1
Cy= {(xl X ey Xpy) ;Z X; = E(Cl_m/neo + n@o)}



1
Cr= {1 %2, ) + 22 80+ =B

Siendo esta la region critica méas poderosa de tamafio «.

b) Usando el inciso anterior sabemos que la region critica mas poderosa es.

n
Cy= (x1 ,x2 ) ...,xn) : le’ 2 k3
i=1

Para hacerla de tamafio &, sin usar el teorema del limite central debemos usar

la condicidn (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

n

P in2k3|9=90

i=1

n
1—P<in<k3| 9:9()):6(

i=1

I
K

n

szl<k3|9=90 =1-a

i=1

Pero sabemos que las x;~Poi(6) y por el Apéndice C.83. conocemos que

* 1 X;~Poi(n@) ademas como 6 =6, bajo H, cierta, entonces

1 x; ~Poi(nB,). Por lo que k5 es la constante tal que cumpla con:

n n
1—-a = P(in<k3| 9=90> con in'vPoi(nHo)

i=1 i=1



n

P Exi<k3 =1-a«a

i=1
ks—1

e‘"go(nHO)x
2 —1-a
x!

x=0

Por lo que la region critica mas poderosa de tamafio « es.

n
Cy=19(x1,%2, 0, %) :in > k;
i=1
Donde k5 es la constante tal que cumpla con:

n n
1-a = [P(in<k3| 9=90> con in~Poi(n90)

i=1 i=1
ks—1

e 0o (nf,)*
z —1-a
x!

x=0

Ejercicio 11: Prueba Normal I. Sea (x;,X5,...,X1p) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:

_(x)?
2072

5 e
fxi(xil 010— ) =

[y (X)) Vi
Vamg? o

Donde g% € 0 = {c% | 0 > 0}.

a) Encontrar la region critica mas poderosa de tamafio & = 0.05, para.



Hy:0*= 1vs Hy:0? =2.
b) Encontrar la region critica mas poderosa de tamafio @ = 0.05, para.
Hy: 0= 1vs Hy:0% = 4.
c) Encontrar la region critica mas poderosa de tamafio & = 0.05, para.
Hy:0* < 1 vs Hy:o > 1.
Solucion:
Primero hay que identificar que nuestra muestra (x;,X5,...,X19) €S

proveniente de una distribucién Normal, y al tratarse de hipétesis simples se usa el

Teorema 1.

a) Para este inciso se buscara la region critica mas poderosa para.

:]'[0:0-2 = 1 vs }[1:0-2 = 2.
Con A definida como:

_ L(O ’ O-Ozlxl 1 X2 5y xlO)

A=
L(O , 0'12|x1 1 XD ) e, xlo)

Siendo 0,* = 1y 0;% = 2, por el Ejemplo 14 se sabe qué.



£0,0%x; % o 130) = (210%) 26 MO 1_[11<_m><x)

Entonces A queda:

10

(Zn(l)) 2e 2(1)2 GE0) 1321 Teen ey (i)
212 (xi—0)?
(2r(2)) 29 2(2) ' T2 1 T ooy (x)
(2m) S TR
 (m)se Bl

-5
A=c¢e Zzllolxl Zilgl xi? (E)

4

3 = eZx(i) (E)‘5
4

3= B (=) @)‘5

5

eZ}leiz(—%) <k;conk,=k (%) =
211013612( 1) < kl =

In (eZilglJCiz(_%)) <In(k,) =



1
In <e2331xi2(‘1)) <k, conk, = In(k)) =

10

Sre(-er -

i=1
10

inz > ky(—4) =
i=1
10

inz > k3 con k3 = ky(—4)

i=1

Entonces tenemos que.

10
Cy'= {(xl ,x2 ) ...,xlo) . le'z Z kg}
i=1

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = «

10
P(Exiz >ks| 0= 1) = 0.05

i=1

10
1—1P><in2<k3| o2 = 1>=0.05

i=1

10
P(in2<k3| o = 1>=1—0.05

i=1

Pero sabemos que las x;~N(0,0?%), por el Apéndice C.64. ademas como

0% = 1 bajo H, cierta se tiene que.

x;~N(0,1) Vi



Por el Apéndice C.61. sabemos que.
x;2~x2(1) Vi

Y por el Apéndice C.62. se tiene.

10

> x~x*(10)

i=1

Entonces k3 es la constante tal que cumpla con:

10 10
P(Z x> <ks| o®= 1) =1-0.05 con in2~)(2(10)
i=1 i=1
10
IP(E x;t < k3) = 0.95

i=1
— 2
k3 =X (10)0.95

Siendo )(2(10)“ la inversa de la funcion de distribucion acumulada de una

x2(10) acumulando « de probabilidad. Buscando valores en la tabla D.26. de la

Chi cuadrada en el Apéndice D.
ks = 18.3070

Por lo que la region de rechazo mas poderosa de tamaifio 0.05 es.



10
CY: {(xl er ) ---;xlo) : z xl'z 2 183070}

i=1
b) Para este inciso se buscara la region critica mas poderosa para.
Hy: 0= 1vs Hy:0% = 4.
Con A definida como:

1= L(O ) O-Ozlxl y X2 5y xlO)

B L(0,01%|x1, X5, ) X10)

Siendo 0y* = 1y 0,2 = 4, por el Ejemplo 14 se sabe qué.

10
10 _L 10 S
L(O0,0%|x;,%5,...,%X10) = 2ma?) 2 e 267 2= (x170) HH(—oo,oo)(xi)
i=1
Entonces A queda:

10 1
5 =5y 2 (x—0)?
. (2m(1)) 2e 20 [1i21 [0y (1)
- 10

100 1 w10 0,02
(2m(4)) Ze Z@= T 1 ()

1
(2m) Se 2T %’

(87t)_5e_ézl121 xit

-5
1 1
1= e pTlmtg Tl g (E)

8




A= ezglxiz(_%) (1>_5

Como tenemos que A < k.

eZ?ﬁlxiz(—%) (1)_5 < k =
4
e2331xi2(‘£3;) <k G)S =

10 ,2(_3
In (emei (_§)> <inlk;) =

3

In (ezgglxiz(_g)) <k, con ky = In(k,) =

10

3
Yxi(d) <k =
. 8
=1
10

Sxzn( ) =

i=1
10

> % 2 ks con ks = ks (—g)

i=1

Entonces tenemos que.

10
CY= {(xl ,x2 ) ---;xlo) : zxiz = k3}
i=1

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.



P(Rechazar H, | H cierta) = a

10
P 2xi22k3| g?=1]=0.05

i=1

10
1—P<in2<k3| 0% = 1>=0.05

i=1
10

P le-2<k3| o=1|=1-005
i=1
Como se llegd a la misma region critica del primer inciso sabemos que.

ks = 18.3070

Por lo que la region de rechazo mas poderosa de tamafio 0.05 es.

10
Cyr=10x1, %3, e, Xqp) * le-z > 18.3070
i=1
c) Para este inciso se buscara la region critica mas poderosa para.

Hy: 0% < 1 vs Hy: 0> 1.

Usando el Ejemplo 13, se tiene que la region critica mas poderosa de tamafio

a para las hipotesis.

}[0: 0-2 S 0-02 vs }[1:0-2 > 0-02



Es.

n

X — 7] z
( 0o ) > XZ(n)l—a}

Entonces sustituyendo los valores de n, 8, gy y a.

10
X — 0 2 2
Cr=10x1,x2, .., X10) ¢ Z( 1 ) > X (10)1—-0.05
i=1

10
Cy= {(x1 » X2, ---;x10) : Z xiz > X2(10)0.95}

i=1

Cy= {(x1 ) X2 5 ey X10)

=1

Buscando valores en la tabla D.26. de la Chi cuadrada del Apéndice D.

2 —
X% (10y005 = 183070

Por lo que la region de rechazo mas poderosa de tamafio 0.05 es.

10
Cr= {(xl )Xo ) ey X10) le-z > 18.3070}

i=1

Ejercicio 12: Prueba Exponencial lll. Sea (x; , X5, ..., X,,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:
fe, (xil 0) = 0x;° (g (x) Vi

Muestre que la mejor region critica para la hipotesis.



Ho:0=1vs Hi:0 = 2.

Es.

CY': {(xl ,x2 ) ...,xn) H Hxl 2 k}
i=1

Solucién:

Se buscara la region critica mas poderosa para.

Hy:0=1vs H:0 = 2.

Con A definida como:

CLQxy %, e, X))
L(2|x1,X5 )y Xy)

Obtenemos la funcién de méaxima verosimilitud.

Lo, %) = | | FCa10)
i=1

n

L(O|x1,%5, .0, %) = Hxie‘lll(o'l) (x;)
i=1

n
L6l 32, x) = 07| [0 | [10n G0
i=1

A 1

i=1



n 0-1 n
£ 3 =0 ([ ) [ st

Entonces A queda:

T ) T T (0
zn(H;lzl xi)z_l | Ieo,1) (x;)
1= 1" (T2 x)°
2n(H?=1 xi)l

=)
2 ?':1 X;

Como tenemos que A < k.

wallch
<kl(- =

1 N\ 0"
T <k (E) <kyconk; =k (E) =

1

<k =
n —= "1
i=1%i

n

[ [==%

X =5 =
k

i=1 1

n

1
HxiZkz conk2=k— =
1

i=1



Entonces tenemos que.

n
Cy=13(x1,%5, 00, Xp) ¢ | |xi >k,
i=1

Entonces la region critica mas poderosa si es la que pedia mostrar el problema.

Ejercicio 13: Prueba Poisson Il. Sea (x;,X;,..,X10) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:

—Gexi

fxi(xil 9) = TH{O.l.---}(xi) Vi

l
Muestre que la mejor region critica para la hipoétesis.
Hy:0 = 01vs Hy;:0 = 0.5.

Es.

10
CY'= (xl y X2 ,...,xlo) : le >3
i=1

Y determine el nivel de significancia de esta prueba.

Solucién:

Con base en el Ejercicio 10 b), la region critica mas poderosa de tamafio « es.



n
CY: (xl » X2, "-an) : le > k
i=1
Donde k es la constante tal que cumpla con:

n n
1-a =]P<in<k| 9=90> con Exi~Poi(n90)

i=1 =1
k—1
e‘"go(nﬁo)x
=1—-a
x!
x=0

Sustituyendo los valores que nos da el problema se tiene.

10
i=1

Si k = 3 entonces la region critica mas poderosa es la que pide el problema.

Para encontrar el nivel de significancia de la prueba se tiene que cumplir.

10 10
1-a =P in <3| 8=01] con in ~P0i(10(0.1))
i=1 i=1
3—1
e 1000 (10(0.1))*
z x! =1-
x=0
2
e—l(l)x
R
x!
x=0

e 1(1)° e (1) e'(1)?
o T T T

1-«a



e (1+1+5>:1_a

5
e‘l(—>=1—a
2
5
a=1—e‘1(—)
2

a = 0.0830139

Ejercicio 14: Prueba Normal Il. Sea (xl,xz,...,x4) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

_(xi—6)*

e 24
fre(xi] 6,4) =

J2m(4)

[ ooy (X)) Vi

Para la siguiente hipotesis.
Ho:0 = 12 vs H;: 0 + 12.
Se tiene como regidn de rechazo.
Cy={(xy, x5, ., x4) ¢ | X — 12| > 1.645}
a) ¢Cual es el nivel de significancia de esta prueba?

b) Encuentre la funcién potencia.

c) ¢Cudl es la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, si 8 = 11?

d) Grafique la funcién potencia para valores enteros de {6 | 8 < 6 < 16}.

Solucién:



Tenemos (xl,xz,...,x4) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N(6, 4) Vi.
a) Para este inciso hay que obtener el error tipo I.

a = IP(Rechazar H,, | H cierta )
a=P(x—12| > 1.645| 6 =12)
a=1-P(lx —12]| <1645| 0 =12)
a=1-P(-1.645<xk—12<1645]| 6 =12)

a=1-(P(x—12<1645| 0 =12)—P(x —12<-1645| 0 = 12))

Bajo H, cierta se tiene que 8 = 12, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 12 y varianza 4, por lo que x se distribuye Normal con

media 12 y varianza 4/4. Y estandarizando esta Normal sabemos que

xX—12

V1

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

a=1-(P(x—12<1645) —P(x — 12 < -1.645 ))
a=1—P(x—12 <1.645) + P(X — 12 < —1.645)
a = 1— ¢(1.645) + Pp(—1.645)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en las tablas D.24. y D.25. de la Normal en el Apéndice D.

a=1— ¢(1.645) + ¢p(-1.645)
a =1 — 0.9505 + 0.0495

a = 0.099



b) Para este inciso hay que obtener la funcién potencia.

My (6,) = P(RechazarH, | 6 = 6,) con G, €O
II,(0y) = P(|x — 12| > 1.645| 6 = 6,)
I,(0y) =1-P(|Jx —12| < 1.645| 6 =6, )
Iy (6p) =1-P(-1645<x—12<1645| 6 =6,)
My(0) =1—(P(x—12<1.645| 6 =12) —P(x — 12 < —1.645| 0 = 6,))
My(By) =1-(P(x<13645| 0 =12) —P(X¥ < 10355 | 8 = 6,))

Como 8 = 6,,, y podemos asumir que la muestra se distribuye Normal con

media 6, y varianza 4, por lo que X se distribuye Normal con media 8, y varianza

3_6—90

- N(0,1). Para mas detalles

4/ 4 Y estandarizando esta Normal sabemos que

consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

My(By) =1-(P(¥x <13.645| 6 =12) —P(X¥ < 10355 | 6 = 6,))
My(6) =1-(P(x— 0y <13645— 0y | 6 =12) —P(x — 0y < 10355 — 6, | 6 =6, ))
Iy (6y) =1-P(x—60, <13.645—60,| 0 =12)+P(x—6,<10355—6y| 8 =6,)
My (6y) = 1— ¢p(13.645—-6, |0 = 6y) + $p(10.355-6, |6 = 6,)
II,(0,) = 1— ¢(13.645 — 6,) + ¢$(10.355 — 6,)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1). Y siendo

esta Ultima expresion la funcién potencia.

c) Para este inciso hay que sacar el error tipo Il.

f = P(No Rechazar H, | H,, Falsa )
B =P(|x — 12| > 1.6451 | 6 = 11)



Pero esto es equivalente a evaluar la funcion potencia en 8 = 11, entonces.

B = IIy(11)
B = 1— ¢(13.645 —11) + ¢(10.355 — 11)

B = 1— ¢(2.645) + ¢p(—0.645)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en las tablas D.24. y D.25. de la Normal en el Apéndice D.

B =1— ¢(2.645) + ¢p(-0.645)
B =1— 09959 + 0.2578
B = 0.2619

d) Para este inciso hay graficar la funcion potencia con los valores dados.

Agrupando los datos en una tabla.

0o 11y (6y)

8 1— $(13.645 — 8) + $H(10.355 — 8)
9 1— (13.645 —9) + h(10.355 — 9)
10 1— ¢(13.645 — 10) + ¢(10.355 — 10)
11 1— ¢(13.645 — 11) + ¢(10.355 — 11)
12 1— ¢(13.645 — 12) + ¢(10.355 — 12)
13 1— $(13.645 — 13) + (10.355 — 13)
14 1— ¢(13.645 — 14) + ¢(10.355 — 14)
15 1— (13.645 — 15) + (10.355 — 15)
16 1— (13.645 — 16) + (10.355 — 16)

Tabla 9.



Obteniendo los valores en las funciones.

6o 11y (6,)

8 1— ¢(5.645) + p(2.355)
9 1— ¢(4.645) + p(1.355)
10 1— ¢(3.645) + $(0.355)
11 1— P(2.645) + Pp(—0.645)
12 1— (1.645) + H(—1.645)
13 1— ¢(0.645) + Pp(—2.645)
14 1— ¢(=0.355) + p(—3.645)
15 1— ¢(—1.355) + p(—4.645)
16 1— H(—2.355) + H(—5.645)

Tabla 10.

Buscando los valores en las tablas D.24. y D.25. de la Normal del Apéndice D.

0o 11y (6,)

8 1—1 +0.9906

9 1— 1+09131
10 1— 1+ 0.6406
11 1 — 0.9959 + 0.2578
12 1 — 0.9505 + 0.0495
13 1— 0.7422 + 0.0040
14 1— 0.3669 + 0
15 1— 0.09014+0
16 1— 0.0096 + 0

Tabla 11.

Obteniendo los valores y graficando.



0o I1,(6¢)

8 0.9906
9 0.9131
10 0.6406
11 0.2619
12 0.099
13 0.5318
14 0.6331
15 0.9099
16 0.9904
Tabla 12.

HY(QO)

| | | | | | | | — 6o
8 9 10 11 12 13 14 15 16

Figura 9.

Ejercicio 15: Funcion Potencia. Sea (x;) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con funcién de distribucioén:
fe, (xil 0) = 0x;° (g (x) Vi

Donde 8 € © == {6 | 8 > 0}.



a) Encontrar la funcion potencia y el tamafio de la prueba si se tiene una region

critica.

Y: {Rechazar H, si x; = 0.5}

Para la hipotesis.

Ho:0<1vs H;:0>1.

b) Encontrar la prueba méas potente de tamafio «, para.

Hy:0=2vs H;:0 = 1.

c) Existe la prueba uniformemente mas potente para.

}[O:HSOUS .7'[19>0

Y si es asi. ¢Cual es?

Solucién:

a) Para este inciso hay que obtener la funcién potencia y después el error de

tipo | o tamafio de la prueba.

I1,(68,) = P(RechazarH,| 8 =6,) con 8, €6
Hy(eo) = IP)(xl = 0.5 | 9 = 90)

Como 6 = 6,, entonces se tiene una funcién de distribucion definida para x;

siendo esta.



fr, (X1 65) = 90x190_1ﬂ(o,1)(x1)
Entonces.

IT,(8y) = P(x; = 0.5)
1
IT,(6,) = J90x190_1dx1
0.5
90x190—1+1

90_1+1

1
I, (6,) =

0.5

My (6y) = x,%

0.5
HY(BO) ES 190 - 0560
HY(BO) =1- 0560

Siendo esta ultima la funcién potencia, ahora para encontrar el tamafio de la

prueba la evaluamos cuando 8, = 0.

a = P(Rechazar H, | H, cierta )

a = I1,(0)
a=1-—0.5°
a=1—1

a=20



b) Para este inciso al tratarse de hipétesis simples se usa el Teorema 1.

Con A definida como:

_ L(8o]x1)
B L(01]x1)
_L(2]xy)
T L(1xy)

A

Obtenemos la funcién de maxima verosimilitud.

1
@) = | [ real o)
i=1

1
£@1x) = | 62071060
i=1

L(O|x,) = 99516_1]1(0,1) (x1)

Entonces A queda:

A
1,1y (%1)
2x,1
A==
X1
2x4t
1=
1
A = le

Como tenemos que A < k.



xlﬁklconk1=5 =

x1 < kyq
Entonces tenemos que.

Cr={(x1) : x4 <k}
Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) =
Px; <ki|60=2)=a«

Como 8 = 2, entonces se tiene una funcién de distribucion definida para x;

siendo esta.

f, (11 2) = 22127 g4y (1)

fr, (11 2) = 23411y (x1)
Entonces.

[P(xl < kl) =
kq

f 2xdx; = «a

0



2x12 k1
=
2
0
ky
il =a
0
k12 — 0=«
k12 =Qa

ki =Va
Entonces la region critica queda definida como.
Cr= {(X1) PXp S \/E}
Por lo que la prueba mas potente de tamafio « es.
Y: { Rechazar H si x; < \/E}
c) Para este inciso se buscara la region critica mas poderosa para.
Hp:0 <0 wvs Hi:0 > 0.
Definiendo la prueba ¥ como.

Y:{ Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:



Sup L(0]x1)
9 600
Sup L(6]x1)
Beo

A= A(x) =

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcién L(8]x,) pero restringida ya que 6 € @, pero en este espacio
6 < 0 pero esto genera una contradiccion ya que de la manera en que estéa definida

la densidad de x; se tiene que cumplir 8 > 0. Entonces no es posible definir la

prueba por lo que no existe prueba uniformemente mas potente para.

Hp:0 <0 vs Hi:0 > 0.

Ejercicio 16: Prueba Normal lll. Sea (xy,x,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida donde x;~N (8, a*) Vi, con o conocido.

Determinar la férmula para establecer el tamafio de la muestra, dada la hipétesis y

midiendo los errores tipo | y II.
Hy:0 = 0y vs Hy: 0 < 0,.
Solucién:
Para este ejercicio primero definiremos la region critica mas potente de tamafio
alfa para esta prueba. Usando la primer parte del Ejemplo 12, se sabe que la

muestra normal pertenece a la familia exponencial, por lo que se puede usar el

Teorema 3.

Entonces el estadistico t(x; , X, , ..., X,) €S.



n

n
t(xy, Xy, ey Xp) = Z d(x;) = Z X;
i=1

i=1

Analizando el comportamiento de c¢(8), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.

0 ad /6
55°® =55 (5)
d 1
30 =5

Entonces tenemos que.
J () >0 VOeO
50 c(60) €

Por lo tanto ¢ (@) es una funcion monotona creciente en 6. Y por el inciso (iv)

del Teorema 3, se tiene.

Cy: {(xl y X2, ...,xn) : in < k}
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.



Pero sabemos que las x;~N (68, %) y por el Apéndice C.60. conocemos que

2

2
X~N (0,%) ademas como 8 = 0, bajo H, cierta, entonces X~N (00,%).

Entonces k es la constante tal que cumpla con:

) =a con X~N| 0y,—
n

P@sk>=a

n

S| =

IP’(JES

Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

x_ - 90
~N(0,1)
0-2
n
Entonces.
_ k
IP(X—@OS— —90)=C{
n
_ k
]P) X — 60 < Z - 90 —q
gz o2
n n
k
x—0, — —b X—0
P 20 <Xz 5 = a con 20 ~N(0,1)
o —_ o
7 Vn 7



Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).

0 = (g
Vn

Siendo {, la inversa de la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

o
_90=€a\/_ﬁ

o
=(q—=+1 06
n

Jn
k = {,\/no + nb,

S|Ix 3|

Teniendo una regién de rechazo.

C]/': {(xl JxZ ] "';xn) : z Xl S (a\/EO' + Tl@o}
i=1

1

Cy= {(x1 y Xy ey X)) in < %(Cax/ﬁa + n@o)}

n .

=1

o
CY'= {(xl ,xZ,...,xn) X < (a_n+60}

\/_

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafo « es.



o

Vn

Y: { Rechazar Hy si X < {,—+ 90}.
Ahora como ya tenemos la region critica mas poderosa de tamafio «,

supongamos que existe un 8; en el espacio 6, y obtengamos el error tipo Il, con

este elemento.

P(Rechazar H,, | H, falsa) <
o

¢H+%|9=9JS3

P&sg

Pero sabemos que las x;~N (6, %) y por el Apéndice C.60. conocemos que

2 2

X~N (9,0—) ademéas como 6 = 0, bajo H, falsa, entonces x~N (91,0—).
n n

IP)( <<— 9><,3 _~N9—2
X < + < con X ,
a — 0 1 n
IP( < éa + 0 ) < ﬂ
x —
Vn 0
Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

f—@l

~N(0,1)
0—2
n

Entonces.

P(f—&@é@§%+9m—%)ﬁﬂ



_ —+6,—6
o G ,
P < Vn <p
o’ o’
n n
o
_ —+0,—0 _
x_g Za 0 1 —
P L Vn < f con ~N(0,1)
a? a* o
n n n
o
(a——=+06p— 06,
o2
n

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).

o
—+6,—0
(a\/ﬁ 0 1<{
o’ —oF
n

Siendo Zﬁ la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1)
acumulando S de probabilidad. Entonces.
-0, <

o
(a =

v %

91S(5\/_—Za\/_

eo—els%(cﬁ—ca)
V(6 — 6,) = 0({s — {y)

a(3p = o)

Vr s o)



()
6~ 0,)°

Siendo esta ultima la férmula para establecer el tamafio de muestra dada la
hipotesis.

Ejercicio 17: Familia Exponencial. Si x~I'(a,f), demostrar que si a es

conocido, entonces esta distribucion pertenece a la familia exponencial.

Solucion:

Baxa—le—ﬁx

fxlaf) = 5

I [0,00) (X)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicién 23 de este

modo.
[l ap) =B ;(oc) [0,y ()€ ~F%
fodap)y =4 Jrc<_o;)“[o.m><x)e'ﬁx = a(B)b(x)ec I
Donde.
a(B) = p“
xa—l
b(x) = @H[O,m) (x)
c(B) =-P

d(x) =x



Por lo que si pertenece a la familia exponencial.

Ejercicio 18: Contraste de tecnologias. Se introduce una nueva tecnologia en un
proceso de produccion, para lograr que el costo promedio de un determinado
producto disminuya. El costo se sabe se distribuye normalmente y segun la
tecnologia vieja, el costo promedio era de $25 y la desviacion tipica para ambas

tecnologias es de 7. Se sabe que la region critica es de la forma.

Cy={(x1,Xp, ., X49) : X < 24}

a) Determine el valor de .
b) Sielerror de tipo I, del inciso anterior es demasiado grande y ahora se decide
Rechazar H |, con un riesgo de a* = a — 0.1487, obtenga la region critica

correspondiente a este nivel de significacion.
Solucién:

Primero hay que plantear las hipétesis, como la muestra es normal con la

desviacién conocida y de tamafio 49, podemos obtener la varianza, es decir

x;~N(0,7%) Viy la hipétesis es sobre el valor de la media quedando asi.

.7'[0:9 < 25 vs .7'[1:9 > 25.

a) Para este inciso hay que sacar el error tipo I.

a = IP(Rechazar H,, | H, cierta )
a=P(<24| 8 =25)



Bajo H,, cierta se tiene que 6 = 25, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 25 y varianza 49, por lo que x se distribuye Normal

con media 25 y varianza 49/49. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—25

Vi

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

a =P(x — 25 < 24 — 25)
a=P(x—-25<-1)

@ =p(-1)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.24. de la Normal del Apéndice D.

a=¢(-1)

a = 0.1587

b) Para este inciso hay que encontrar una nueva regién critica para un nuevo

a* = a — 0.1487.

Como a = 0.1587 entonces a* = 0.1587 — 0.1487 = 0.01, entonces

definiendo la regién critica seria.
Cyz {(xl ,xz ) ...,X49) X < k}
Y se tiene que cumplir.

0.01 = P(Rechazar Hy | H cierta)
001=PE<k| 6=25)



Bajo H,, cierta se tiene que 6 = 25, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 25 y varianza 49, por lo que x se distribuye Normal

con media 25 y varianza 49/49. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—25

Vi

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

0.01 = P(X — 25 < k — 25)
0.01 = ¢(k — 25)

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).

k —25={p01

Buscando valores en la tabla D.24. de la Normal del Apéndice D.

k —25=-232
k =—232+25
k = 22.68

Ejercicio 19: TV's. Se plantea que menos del 50% de los hogares de la ciudad
Obregodn tienen un televisor de marca V. Un investigador selecciona una muestra
aleatoria de 64 hogares, obteniendo una proporcién muestral de hogares marca V
igual a 0.6. ¢Es cierta la afirmacion que se hace con un nivel de significacion de
0.05?

Solucioén:



Primero hay que plantear las hipotesis, como estamos hablando de una
proporcion entonces la muestra es Bernoulli y de tamafio 64, es decir x;~Ber(60) Vi

y la hipétesis es sobre el valor de la media quedando asi.
Hp:0 <05 vs Hy:0 > 0.5.

Por como estan definidas las hipotesis podemos usar el Teorema 3, entonces

se tiene que.
f(x]0) = 6%(1—6) " Ig(x)

Poniendo la distribucion como familia exponencial de la Definicién 23 de este

modo.

F(x] 0) = €9 en(=0)""9] 01 (0)
f(x|6) = exm(e)e(l_x)ln(l_e)H{o,l}(x)
f(x|0) = exln(@)eln(l—@)e—xln(l—e)H{Oll}(x)
f(x| ) = ex(ln(e)—ln(l—e))eln(l—@)H{O,l}(x)
F(x] ) = (1 — )l (x)exWn(®)~in(1-6)
f(x]6) = (1 = )y (x)e IO =n0=0) = g(§)h(x)e @4

Donde.

a(d) =(1-06)

b(x) = Iy 13(x)

c(8) =In(0) —In(1—06)
d(x) =x



Entonces se puede construir el estadistico t(x1 y Xy ey X)),

64 64
t(Xy , X5, o) Xgq) = Z d(x;) = Z Xi
i=1 i=1

Analizando el comportamiento de c¢(8), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.

9 ?
%C(Q) = %(ln(H) - lTl(l - 9))
0 1 1
20 =5 =gV

9]

(9)_1+ 1
0 T 9

Entonces tenemos que.

0
— A4
690(9)>0 6eO

Por lo tanto ¢(@) es una funcion mono6tona creciente en 8. Y por el inciso (i)

del Teorema 3, se tiene.

64
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.



64
P(Exi>k| 0=00>=a

i=1
64
1 Kk
P —in>— 1 6=05 | =005
64 L 64
i=

k
IP’(:?>— | 9=0.5>=0.05
64

Como la muestra es Bernoulli, y por el Apéndice A.1.2. tenemos que E(x) = 6
y V(x)=0(1—06), y como H, es cierta 68 = 0.5 entonces E(x) =60, vy
V(x) = 0.5(1 — 0.5), por lo que se recurrira al Apéndice C.82. que es el teorema del

l[imite central, teniendo asi.

Entonces.

ok

[P’( >—>=005
64

1—[P)<3_CS6£>=005



Pero ya tenemos la distribucién de X, entonces por el Apéndice C.64. podemos
estandarizar la normal.

x—05 gz 05

= 0.95
0.25 0.25
64 64

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1)

64

0.25
64

— — 0.5
——5095

Buscando valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D

k
X _os
64 = 1.65
0.25
64
0.25
_05=165 |—
k
=165 |— 405



0.25
k=64 165 |—+ 0.5
64

k =386

Teniendo una regién de rechazo.

64
Cr=190x1,%2, ., Xg4) * 2 x; > 38.6

=1

64
c ( ) 12 >38.6
=301, Xy, e, Xea) 2 — ) X; > —
Y 1 2 64 64, y 1 64

1=

Cr={(x1,%5, ., Xgq) : X > 0.6433}

Siendo esta la regidén critica mas poderosa de tamafio 0.05. Ahora usando los

datos obtenidos de la muestra que decia que la proporcién obtenida es de 0.6,

contrastando con la prueba se tiene.

0.6 > 0.6433

Como esto no pasa ya que es una contradiccion, asi que no se rechaza H,

es decir se acepta que menos del 50% de los hogares de la ciudad Obregdn tienen

un televisor de marca V con un nivel de significancia de 0.05.

Ejercicio 20: Salario trabajadores. Se desea conocer el salario medio de los

trabajadores de una fabrica. Para ello se selecciona una muestra aleatoria de 8

trabajadores, los resultados obtenidos de la muestra fueron los siguientes.

(130,125,135,123,141, 122,131, 140)



Suponiendo que el salario se distribuye normalmente con media 6 y varianza

o?,digasi 02 < 46, con un nivel de significacién de 0.05.

Solucién:

Para este problema primero hay que plantear nuestras hipotesis, dada que la
muestra es normal con media desconocida, es decir x;~N(6,0%) Vi siendo ¢*

desconocida y la hipotesis es sobre el valor de la varianza quedando asi.

Hy: 0% = 46 vs Hy: 0% < 46.

Siendo en este caso H; la hipétesis de interés. Usando la primer parte del

Ejemplo 15, se tenia.

_ n . %)2
LG = Ry B
e

oo’ < ky
nO'OZ

Para algin k; dado, y como se observa es posible encontrar k, y k5 de tal

modo que cumpla la misma condicion, esto es.

= D B
= e no? <k, ©

nO'OZ

Yie (g — x)? <

: , 2z — %) >

2

ks ks

nO-O nO-O

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero por la

definicion de este problema A se define como.



T
((27-[0'02)_%6 20'0221=1(xl X)

. 2 -5

1= I — —, si 0p° > 0
= (enor) 2e w0

1, si 0y < 02

Entonces por la definicion A de se tiene que cumplir también que g,* > o2

esto es.

1 n
0p° > ZZ(xi —-%)? =
i=1

TlO'()2

1>

Y por como estan definidas k, y k3, tenemosque k, <1 A k3 =1, porlo

que solo nos quedamos con la desigualdad para k5, quedando.

noy” £

1 n
Z(xi -x)2<k, =
=1
n
1 =\ 2
Fz("i —xX)*<nk, =
0 =
n
1 =\ 2
O_—OZZ(xi —x)* < k4 con k, = nk,
i=1

Entonces tenemos que.

n

1
= {20 ) t— ) (= 0 < Ky

S



Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H cierta) = a

n
1
P(—zz(xi—f)zﬁk“ 02=002>=a
0p” 4
=1
1/ 1 -
n_
[P’( (—z)z(xi—f)zﬁk“ 02=002>=a
n—1 0-0 —
i=

1
]P(—z(n—l)SZSk4| azzaoz)za
0o

Pero sabemos que las x;~N(68,0?%), por el Apéndice C.63. ademas como
. . . 1

0% = a,° bajo H{, cierta se tiene que — (n—1)S*~x%(n — 1). Entonces k, es la
0

constante tal que cumpla con:
1 2 1 2 2
P(E(n— 1)S? < k4> = con (- DS~ (n— 1)
1 2
]P(—Z(n— 1)S? < k4) —a
0o
1 2
]P(—Z(n— 1)S? < k4) —a
0o

— a2
k4 =X (n-1Da

Siendo )(Z(n)a la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una

)(2 (n) acumulando a de probabilidad. Teniendo una regién de rechazo.



n

1 _
CY: (xl » X2, '--an) : 0_02 Z(‘xl - x)z < Xz(n_l)a
i=1

n
1 : : 1
J— | — . — Y 2 — 2
CY_ {(xl y X2, ---:xn) : n—12 (xl x) = n—1 (X (n—l)a)}
=1

2

_ . 52 < 9o 2
CY_ (xl » X2, "'an) : = X (n-Da

n—1

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

2

Y: H -SZ < % 2
:{ Rechazar H si < X tm=a (-

n—1
Teniendo la prueba mas potente solo es sustituir los valores, asi.

. 2 46 2
Y:{Rechazar Hy si §° < EX (8_1)0,05}

o2 46 2
Y:] Rechazar H, si $* < 7)( (7)0.05
Buscando valores en la tabla D.26. de la Chi Cuadrada del Apéndice D.
) 46
Y: { Rechazar H, si §* < - (2.1673)}
Y:{ Rechazar H,, si S? < 14.242257}

Siendo esta la region critica mas poderosa de tamafio 0.05. Ahora usando los
datos obtenidos de la muestra hay que obtener el valor de S? para contrastarlo con

la prueba.



2 1 C =\ 2
$t=g ) (= D)
i=1

8 8
, 1 1
S = a1 Xi— §in

i=1 i=1

L
7

=1

2
1
(xi - (5 (130 + 125 + 135 + 123 + 141 + 122 + 131 + 140)))

8 2
§2 — ;Z (xi — <é (1047)))

i=1
8
2 _ 1 o 2
S = - (x; —130.875)
i=1

1
§*= = ((130 — 130.875)* + (125 — 130.875)* + (135 — 130.875)?

+ (123 — 130.875)% + (141 — 130.875)% + (122 — 130.875)*
+ (131 — 130.875)? + (140 — 130.875)?)
1
S = ;((—0.875)2 + (-5.875)% + (4.175)* + (-7.875)%* + (10.125)*
+ (-8.875)% + (0.125)* + (9.125)?)
1
S = ;(0.765625 + 34.515625 + 17.015625 + 62.015625 + 102.515625
+ 78.765625 + 0.015625 + 83.265625)
1
S§? = = (378.875)
S§% = 54.125

Contrastando con la prueba.

54.125 < 14.242257



Como esto no pasa ya que es una contradiccion, por lo que no se rechaza H,
es decir se rechaza H;, que era nuestra hipétesis de interés concluyendo que se

rechaza que o* < 46 con un nivel de significancia de 0.05.

Nota: El lector podria intentar resolver el mismo problema mediante el valor P y

contrastar ambos procedimientos.

Ejercicio 21: Prueba Normal IV. Sea (x;,X,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

_(xi—6)*
20°

, e
fe(x:1 0,0°) =

——— (o) (%) Vi
Vamg?

Considere la siguiente hipétesis.
:]'[0:9 == 90 vs }[1:8 > 60.
a) Sio? es conocida, muestre que la prueba.

o

Vn

Y: {Rechazar Hysix > {_g + 90}

Es una prueba de tamafio «.

b) Muestre que la prueba del inciso anterior puede ser derivada por medio de

una razon de verosimilitud y que es la prueba uniformemente mas potente.

Solucién:



Para este problema hay que ver que nuestra muestra es Normal con varianza

conocida.

a) Para este inciso es equivalente a la ultima parte del Ejemplo 12, entonces.

o
Y: {Rechazar Hysix > {(_g—=+ 90}
Vn

Es una prueba de tamafio a.

b) Para este inciso hay que obtener el cociente A, por el Ejemplo 14 se tiene.

n 1 n N ,
Sup (ZHJZ)_EQ_FZizl(xl 9)
_Beog

A

n 1 n —
Sup (zﬂUZ)_Ee_WZizl(xl 9)2

Oeo
Considerando Unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(6, o2 |x; , x5, ..., X,,) pero esto es equivalente a obtener los

estimador de maxima verosimilitud para 6 ya que 8 € @ y no tiene restriccion alguna

para su rango. Entonces por él Apéndice B.2.5. se tiene que:

EMV(@)=0=xXx

Sustituyendo se tiene que.

n L n A 2
SupL(@, O-lel y X2, ...,xn) = (2]‘[0‘2)_56_20-2 Zl=1(‘xl 9)

Oeo



Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcién L£(6,0%|x;,x,,...,X,) pero restringida ya que 0 € 60,
entonces hay que analizar los posibles casos para este espacio, como el maximo
general es 0, y el espacio paramétrico @, esta en funcién de 8,,, entonces se tienen

2 casos:

i. 6,%0

D)

Si el caso (ii) pasara entonces 6 € 0 y esto resultaria que el maximo en el
espacio 6, también fuera 6, haciendo al cociente 1, mientras que el caso (i) el

méaximo para 6 se alcanza cuando 8 = 6, teniendo asi.

1
2 (2n02)_%e_ﬁzgl=1(x‘_6°)z, si 0y < 9
Sup L(8,0°%|x1, %3, ., Xp) = no_ Loy (xi-8)"
€0, (2mo?) ze 2072V g > B

Generando que A se comporte.

1 n
(ZnO.Z)—ge—ﬁZiﬂ(xi_eo)z

" T on — 2 si 00 <6
(27.[02)—53—?2#1(%-9)

1, 51902§

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 8, < 8 y como tenemos que A < k.

n L n i 2
(27’[0’2)_56_202 2ie1(xi—6p)

n 1 on A\ —
(ZNGZ)—Ee—mZm(XL 9)



n 1 n - 2
2)—56 ZO-ZZL=1(xl 6o)

(2mo
— — =<k =
(2m0?) 26 207 i i TY’
o 77 it (xi=60)?
<k =

1 —
e-mﬂél(xi—x )?

1

—_——_yn — 2 L n _=)\2
e ZO-ZZLzl(xl 90) +20-221:1(xl X) S k =

_1
e 20%

—2—;(2<xi —00)* = > (xi = f)Z) <in(k) =
1 n n
ZT‘_Z(Z(XL' —X)* - Z(Xi - 90)2> <lIn(k) =
i=1 i=1
<Z(Xi —X)*— Z(Xi — 90)2> <In(k)20* =
i=1 i=1

Y02y (=00 S ky con ky = In(k)(~20%) =
i=1 i=1

(Z?=1(xi—90)2—2?:1(9%—97)2) < k =

n n

Z(Xiz —2x;X + fz) - Z(Xiz —2x;00 + 902) <k =
' i=1

=1

n'__n'n_z_n'_n'nz
lez Zxel+Zx (lez 2902x1+290>gk1 =

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i
n n n n
inz—ZJ_chi+nf2—in2+2902xi—n902Sk1 =
i=1 i=1 i=1 i=1
n n
_(m — n
—2X (E)Z x; + nx’ + 20, (E)in —nby’ <k, =
i=1 i=1

—2XnX + nX: +20gnx —nby" < k; =
—2nX% +nX’ +20gnX —nby° <k; =
—nX> + 20onx — n@oz < k1 =

—n(* -200x+0¢") <k, =



—Tl(f — 90)2 < k1 =

k
(f_eo)z 2 __1 =
n

k
(x —69)* =k, con k, = -1 s
n

% — 00l =k, =

|X — 0y = k3 con ks = \/k_z

Recordando cdmo se definié A se tiene que cumplir también que 8, < 0 esto

€s.

Op<x =
0<x—6y, =
X =6yl =%x—6, =
X—0yp=2k; =
>k;+60, =

X
X =k, con ky =k;+ 6,
Entonces tenemos que.
Cr={(0x1,%5, 0, X)) X = ky}
Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = «
P(f2k4| 9:90)=a



Pero sabemos que las x;~N (68, %) y por el Apéndice C.60. conocemos que

2 2
X~N (9,%) ademas como 6 = 6, bajo H, cierta, entonces X~N (90,%).

Entonces k, es la constante tal que cumpla con:

o2
P(x >k, ) =a con X~N (90,7>
1— IP)(J_C < k4) =a

Px<k,)=1—«

Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

X_HO

~N(0,1)
0-2
n

Entonces.

P(f—90<k4—90)=1—0{

xX—0 k,—0
P 0 4 ol _g,

o2 0?2

n n
x—0 k,—0 X —

P 0«2 % |=1-a con N(0,1)

n



Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1).

k,—0
%zg_a

Vn

Siendo {, la inversa de la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1)

acumulando a de probabilidad.

o
k4 _90=f1—a\/_ﬁ
Y Ay
4_1—(1\/5 0

Teniendo una region de rechazo.

o

ﬁ+90}

C={ G ) 172 00
Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

o
Y: { Rechazar Hy si X = {;_,—+ 90}.

Vn

Probando que si puede ser derivada por medio de una razén de verosimilitud.

Ejercicio 22: Prueba Uniforme I. Sea (x;,x,,...,X,;) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

1 -
fr; (i1 0,0) = EH[O,Q] (x;) Vi



Y sea (y1,Y2,..,Yn) la muestra ordenada de menor a mayor. Para la

siguiente hipétesis.
}[0: 9 = 90 s :]'[1: 9 * 90.

Se usa la siguiente prueba.
1
Y: {Rechazar Hosiy, < Hoan}

a) Encuentre la funcién potencia de esta prueba.

b) Pruebe que esta prueba es la prueba uniformemente mas potente.
Solucién:
Para este problema hay que ver que nuestra muestra es Uniforme.

a) Para este inciso necesitamos sacar la funcidn potencia de la prueba,

teniendo.
I1,,(6) = P(Rechazar Hy, | 6 = 6) con B €O
1
Por el Ejemplo 9, se sabe la densidad de y,,, entonces.

nyn—l
L 08) = Q—nH[Oﬂ] )

Entonces.



n-—1

1 ny
I1,(0) = IP’()’n < fpan| 6 = 9) con f,(y| 0) = Wﬁ[o,e](ﬁ
900!%
n-—1
m@= | 2y
0
1
900m

1,(0) = — j n-1q
Y o y y

0
1
n yn 906(71
Ty () =il 7
0

1 1\"
(o) o)

n

0, " an

I, (0) = on

n

o =3

Siendo esta la funcién potencia de 6.

b) Para este inciso hay que probar que es la prueba uniformemente mas
potente, entonces usando la Definicion 18 y la Definicion 19 para encontrar

la prueba mas potente. Entonces.
Y:{ Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:



Sup L(O]|xy,%x5 , e, Xpy)
_ 0¢ @0

A=A ,%5, .00, X)) =
( 1 2 n) Sup£(9|x1 ,xz,...,xn)
feo

Por el Apéndice B.2.7. se tiene.

n
L6132 5) = 0 = 07 | [ 1go9x0)
i=1
n
L6132, 5) = O | [T G
i=1

Asi.

Sup (0)™" H?=1 H[o,e] (x;)

_66@0

A=
Sup (0) " [Ti=; Tjo,0) (x1)

Beo

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion L(6, o2 |x; , x5, ..., X,,) pero esto es equivalente a obtener los

estimador de maxima verosimilitud para 6 ya que 8¢ @ y no tiene restriccion alguna

para su rango. Entonces por él Apéndice B.2.7. se tiene que:
EMV(0) =0 =x4) =y,

Sustituyendo se tiene que.

Beo

n
$up L0112, ) = On) ™" | [ Bogy )
i=1



Como se tiene el producto de indicadoras y por definicion del maximo muestral
x; < y, Vi entonces todas las indicadoras siempre tienen sentido y son 1,

quedando asi.

Sup L(O]x1 , %5, e, %) = ) ™"
feod

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcién L(8|x; , x, , ..., X, ) pero restringida ya que 6 € 0, pero en
este espacio 8 solo puede tomar un valor y es el de 6, hay que analizar los posibles
casos para este espacio, como el maximo general es 9, y el espacio paramétrico

0, esta en funcién de 8,, entonces por tricotomia se tienen 3 casos:

i. 6,<0
i. 0,>0
ii. 6,=0

Si el caso (iii) pasara entonces 0 € 0, lo que implicaria que el maximo en el
espacio @, también fuera 6, haciendo al cociente 1, mientras que en los casos (i) y

(ii) el maximo se alcanza cuando 8 = 6, teniendo asi.

S

‘
B0)™ | | o0, (x) si 0 <0
Ji.=ig
n
eSug L(lel y X2, ...,xn) = < (90)—11 H[O,QO] (xl), si 60 > g
€0y 11
l;"l
(yn)_n H[o,yn] (xi) ) si By = 2]

\ i=1



Analizando estos casos, en el caso que 8, < 0, por como esta definida la
funcién se tiene un producto de indicadoras, pero recordando que 0 = Vn, €N ese
producto existe ]I[O'go](yn), la cual seria O haciendo todo el producto O, en los otros

dos casos como x; < y,, Vi entonces todas las indicadoras siempre tienen sentido

y son 1, quedando asi.

0, si 90 < é
Sup L(lel y X2, ...,xn) = (90)—71’ si 90 > é
6 ~
O™ sif=0
Generando que A se comporte.
( o, si B, <0
(6p)™" ~
A= , si B > 0
| (yn)_n °
k 1, si 90 = é

El caso en el que el cociente es 1y 0 es trivial por lo que solo tomamos el caso

en el que 8, > 6 y como tenemos que 1 < k.

9 -n

(6o) <k o
)™

9 b (1
(—0> <k =
Yn

Yn\"

—) <

(90) sk =
y—n<k% =
5. S



1

)’n S k1 con k1 = kﬁeo
Entonces tenemos que.
Cr={(x1,%2, 0, Xp) * ¥ < ky}

Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H cierta) =
Plyn<ki| 0= 6p) =a

Por el Ejemplo 9, se sabe la densidad de y,,, entonces.

n-1

£018) = =Ty )

Asi.
ny‘n—l
Py, <ki| 8 =0y) =a con f,(y| 0y) = ?H[o,eo](w
0
ny™”
j oo dy =«
0
k1
i yn_ldy =
0,"
0
— = —
6, \ n 0




1

5o ()" =0 =«

) -
0,) ¢

kq 1
_— n
0,
1
kl == 900(71

Teniendo una region de rechazo.
1
Cy= {(Xl ,Xz ) ...,xn) : yTl S Qodn}
Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.
1
Y: { Rechazar H, si y, < Qoan}.

Ejercicio 23: Prueba Normal V. Un caso especial de la familia normal se da cuando
la media y la varianza estan relacionadas, considere (x; ,X5, ..., X;;) una muestra
aleatoria independiente e idénticamente distribuida donde x;~N(6,af) Vi, si
nosotros estamos interesados en probar dicha relacion independientemente del
valor de 6 estaremos encarando algunos problemas. Si 6 es desconocido,

encuentre la razén de verosimilitud de la prueba.
:]'[O:Cl: 1 vs :]'[1:61:)&1.

Solucioén:



Para este ejercicio hay que obtener la razon de verosimilitud para esta prueba.
Al tener el otro parametro desconocido no es posible usar el Teorema 3, entonces
se usara el cociente de verosimilitud generalizado de la Definicion 18 y la Definicion

19 para encontrar la prueba méas potente. Entonces.

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:

Sup L(O,alx;,%Xy, ., Xy)

6,a €0

Sup L(8,alxy,%y, .., Xy)
f,a€e0

A =/1(X1 » X ;---;xn) =

Primero obtenemos la funcion de méaxima verosimilitud.

n
L(OB,alxy, Xy, .0, Xy) = Hf(xi| 6,a)
i=1

n _(xi—6)*
e 2a0

h V2maf

L(O,alxy , Xy, .0, Xy) = T o) (1)

- 3 0 -7ag %6’
£6,alxy %y o) = | [ma0) 2e T 1, (x0)
i=1

1 n
L(B,alxy,xy, .., xy) = (27tc¢6?)_Ee_ngl(xi_g)2 1_[ [(_oo,00) (1)

i=1

Entonces A queda:



Sup L(6,alx;,%xy, .., Xp)
1= 0,a €0,

Sup L(Q, alxl ﬂxZ ) ---:xn)
B,aeo

n 1 n L
s, ey B IO 1)
A=t

n 1 n o
esaufgj @(Znae)‘ie‘mz"ﬂ(’” oy || e (N € 7))

n —1 n - —
[lim1 Icwo) (x;) Sup (2mab) 2ze 2a0 T (xi=0)*
1= 0,a€0,

n 1 n L
[Ty Iy () Sup (2ma) ze zap 2 (im0)
B,ae0®

no__Losn (x—0)?
Sup (2maf) 2e zagZi=1(xib)

1= 6,a €0

1w o
Sup (2maf) 2e zad Li=1 (Xm0

6,aeo6
Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcién £(8, a|x, , x, , ..., X,,) pero esto es equivalente a obtener los

estimador de maxima verosimilitud para 8 y a ya que 8, a € @ y no tiene restriccion

alguna para su rango, entonces.

EMV(8,a) = QAZ%%{ln(L(H, alxy , xz, .., xn))}

EMV(8,a) = Max | In (1_[ f(xi| 6, a))}
,a € 11

( n _(xi_g)z

e 2a0
EMV(O,a) = M In —_—
( ! ) 9,a%%< 1 1 \/277:(18
1=

H(—oo,oo) (xl)

\

- 1 2
EMV(6,a) = Max {ln( |(2na9)‘%e‘_zaz<"f‘9) H(_Oo,oo)(xi)>}
’ i=1

n 1 on 2 L
EMV(6,a) = Max {ln <(2na9)‘ie‘mzi=1@‘i‘9) 1_[ H(_oo,m)(xi)>}
’ i=1



n n
_ n 1 2 .
EMV(0,a) = 91}{110% —Eln(2na6) - mZ(xl 0)? + In (H H(_oo,oo)(xl)>}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 y o2 y crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

(2 namat) - — oy + ([ |1 -0
55| ~3nnad) -2 > =0 +in| | [1com@ ) =0 @
i=1 i=1
n n
0 2 in(znad - 6)* +1 I =0 (2
—| -2 inGma )—Zagzl(xi )2+ In 1_[ @) )| =0 @
i= i=

Trabajando con (1) se tiene.

5} n 1 | s
38 —Eln(27ra9) - EZ(JQ —0)*+1In (D H(_oo,oo)(xi)> =0
9 d 1 -
5 <—gln(2ﬂa9)) - %<EZ(M —0)? ) + —ln (1_[ [(—cn,e0) (xl)>
T (5 NN SN ) P
amaf ¢ ﬂ;@ xi +;xi @(ﬁ) -
- (sta o0+ S (- >)
——+< Gz(xl 9)+Z(xl—9)2




QZ(xl 9)+Z(x—9)2( )—

i=1

(1N ) Y 07 (=) | =
n\ a8 L +_ X 2002
i=1 =1
n n
=) 4= (= 0) | = 1
an L Y _ & B
i=1 1=1
n n n
2 Z —ze LZ( —6)? =1
— X; ‘ + 7. X;
i=1 =1 =1
n n
= h )+ Y (- ) =1
an 4 A a—_— 0L

Trabajando con (2) se tiene.

0 n 1 - =

— [ —_—_— JR— 2 . e
Sal =3 In(2mab) Py Z(xl 6)* + ln<|._1| I (0,00 (xl)> 0
d
%<——ln(2na9)> - —(m BZ(xl — 92 ) + —ln (H I o, w)(xl)>

(3)



a3 ) oo
(D))o
ey =0 () <o
i(xi —6)? = nba
= %i i —6) ©

Igualando (3) con (4) se tiene.

2Xx—20=0
2xX = 20
0 =x

0=x

Sustituyendo 0 en (4), se tiene.



n

= %Z(xi —x)*

i=1

n
.
= — X: — X
nxda "
=1

Q

QD

Entonces.

EMV(6,a) = (0,Q)

1% _
(x,%;(xi —x)z)

Sustituyendo se tiene que.

A\ "5 —;Znﬂ(xi_’é)z
Sup L(QJ alxl ;XZ ) -.-;xn) = (Zﬂae) 28 2&6 =
B,a€06
Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(6, a|x, , x, , ..., x,,) pero restringida ya que 6, a € 0, pero

en este espacio solo vive un solo valor para a, teniendo que maximizar respecto a

6 cuando a = 1, entonces partiendo de la ecuacion (3).

n
1
— _ L 2 —
2xX — 26 +_n9 iil(xl ) =a
1 n
- 1 gz
2X — 260 +n9 izél(xl 6)?=1

n
_ 1
2X — 20 + @;(xiz —2x;0 + 92) =1

n
_ 1
2X — 20 + @;(xiz —2x;0 + 92) =1



no .

= i=1
2

2x—29+—2xl —2x+——1
—29+—le +60=1

Solucionando esta ecuacién cuadratica para 8, se tiene que.

—1+\/(1) —4(1)( i 1x2)

2(1)
—14+ [1+ iZ’? x;?
—_ n 1=1""1

2

9 =

9 =



Como 8 igual conforma parte de la varianza de la normal se debe cumplir que

af > 0 perocomo a = 1 entonces 8 > 0; en el estimador como la parte de la raiz

es una suma de puros elementos positivos y la suma serd mayor que 1, entonces

no podemos tomar la solucién donde la raiz es negativa ya que esto implicaria que

6 < 0, por lo que.

Sustituyendo se tiene que.

2
Z?zl(xi-(-%t %+%Z?=1 xiz>>

2(1)(—%+\/%+%2{':1 xi2>

|
N3

1
Sup L(O,alxy,%y, ., xy) = | 2m(1) _E+

6,a€e0

Generando que A se comporte.

( 2
1 |1 1qy
Z?_1<xi—<—;+ /;+;Zi=1xiz>>
n —
1 11 , ’ 2(1)<—§+ ﬁ%ZI‘:Mﬁ)
2m(1) —E+ Z+7_12?=1xi e

Z?:l(xi_a)z

N
Il

PR
(ane) 2e 230
\ 1, sia=1

El caso en que es 1 es trivial, por lo que la razén de verosimilitud es.



A

n
2 1, [1,1en .,
1 1 n 2 2<_§+ Z+ﬁzi=1xi>

z - T (x—x)?
- 1 o =1\
(2m B, G — 0)2 7 ) Pe il
nx <=1t

2
(st
n
(__+\/1 Lo x-Z) 5 2(—%+\/%)
2

2tn
1=

1

(1 ?1(.7(1' _.')2)2)_E n Zl 1(xi—x)?
n =

2 (xi—x)?

1.1 2 .
— - n 2 TZ
2 i \/4 i=1%i 2<_%+ %+%Z?=1xi2)
/1 == 1 e
ﬁ n (xl - x)z

N3

2
Z?=l<xi_( 1 _+ Zl 1Xi ))
n
2




Ejercicio 24: Prueba Normal VI. Sea (x;,X5,...,Xp5) Una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcién de distribucién:

_(xi—6)*

e 24)
fui(x:] 6,4) =

Vi

Considere la siguiente hipotesis.
Hp:0 =0vs Hi:0 > 0.
Encuentre la funcién potencia de la prueba.
Y: {Rechazar H, si X = 0.6}
Solucion:
Para este ejercicio vemos que la muestra es de tamafio 25 siendo normal con
media desconocida y varianza 4, entonces hay que obtener la funcion potencia para

la prueba.

11, (68,) = P(Rechazar H, | 8 = 68;) con 6,€ 0

Pero sabemos que las x;~N(6,4) y por el Apéndice C.60. conocemos que

— 4 L, — 4
X~N (9,;) ademéas como 6 = 6, entonces X~N (90,2—5). Entonces

I1,(6,) = P(% = 0.6)



Por el Apéndice C.64. se sabe qué.

X—QO

4
25

~N(0,1)

Entonces.
IM,(8y) =1—P(x <0.6)
x_ - 90 06 - 80
Hy'(eo) =1- [P <
4 4
f_go 06_90 f_go
I,(6y) =1—P < con ~N(0,1)
4 4 4

06 - 90

My(8y) = 1— ¢ | >
5

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucién acumulada de una N(0,1). Y esta ultima

la funcion potencia.

Ejercicio 25: Prueba Bernoulli V. Sea (x;,X5,...,Xs) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

fe,(xi] 0) = 0711 — 0) il 3 () Vi



Donde 6 € © == {0]| 0 < 6 < 1}y considere la prueba de hipétesis:
}[0: 9 = 0.5 vs }[1: 9 < 0.5.

Considere la prueba.
5
Y': {Rechazar H, si 2 x <k

i=1

a) Muestre que esta es la prueba uniformemente mas potente.

b) Encuentre el nivel de significancia cuando k = 1.

c) Encuentre el nivel de significancia cuando k = 0.

Solucién:
Primero hay que ver que la muestra es Bernoulli.

a) Para este inciso se retoma la primer parte del Ejercicio 19 ya que se sabe la

distribucion Bernoulli pertenece a la familia exponencial, entonces.
5 5

t(x1,%Xy, e, Xs) = E d(x;) = in

i=1

i=1

Analizando el comportamiento de c¢(@), utilizando el criterio de la primera

derivada para ver si es creciente o decreciente.

0 B 0
%6(9) = %(ln(e) —In(1 - 6))



0 1

1
3@ =g 1Y

d (9 _1+ 1
30D =513

Entonces tenemos que.
g (6)>0V0eO
69 (o €

Por lo tanto ¢ (@) es una funcion mondtona creciente en 6. Y por el inciso (iii)

del Teorema 3, se tiene.

5
CY= {(xl y X2, ---,XS) : ZXi < k}
i=1

Es la region de rechazo para la prueba Y con k de tal modo que cumple.
5
]P(ingkl 9=0.5>=a
i=1

Generando la prueba.

5
Y: {Rechazar H si Z x; < k}

i=1
De modo que la prueba si es la uniformemente mas potente.

b) Sik = 1 entonces la prueba queda definida como.



5
Y: {Rechazar H si in < 1}

i=1
Obteniendo el error de tipo I.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a

5
1
]P’(insﬂ 9=E)=a

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

, 1 : :
2_,x;~Bin(5,0) ademds como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

5 . 1
i=1 Xi ~Bin (5, ;)

5
1
P inS1 = con in'VBin(S,E)

i=1 i=1

Buscando valores en la tabla D.1. de la Binomial del Apéndice D.

a = 0.188

c) Sik = 0 entonces la prueba queda definida como.



5
Y: {Rechazar H si z x; < O}

i=1
Obteniendo el error de tipo I.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a

5
1
P(insm 9=E)=a

i=1

Pero sabemos que las x;~Ber(6) y por el Apéndice C.1. conocemos que

, 1 : :
2_,x;~Bin(5,0) ademds como 6 =- bajo H, cierta, entonces
2

5 . 1
i=1 Xi ~Bin (5, ;)

5

5
1
P inSO = con in'VBin(S,E)

i=1 i=1

Buscando valores en la tabla D.1. de la Binomial del Apéndice D.

a = 0.031



Ejercicio 26: Prueba Uniforme Il. Sea (x;,x,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida donde x;~Unif (8,0 + 1) Vi, considere

la hipotesis.

Hy:0 =0 vs Hy: 0 > 0.

Y sean Y; y Y5 dos pruebas.

Y;: {Rechazar H, si x; > 0.95}
Y5: {Rechazar Hy, si x; + x, > k}

a) Encuentre el valor de k que hace que ambas pruebas tengan el mismo

tamanfo.

b) Encuentre la funcién potencia de cada prueba.

Solucién:

a) Primero hay que encontrar el tamafio de la prueba Y7, después buscar el

k que hace que tengan el mismo tamafio.

Para el tamafio de 1] .

P(Rechazar H,, | H, cierta) = «
P(x; >095| 80=0)=a

Pero sabemos que las x;~Unif(0,6 + 1) ademas como 6 = 0 bajo H,

cierta, entonces x;~Unif(0,1).

P(x1 > 0.95) = a con x1~Unif(0,1)



0.95
1
J 1dx = «
0.95
1
X =
0.95
1-095=q«
a = 0.05

Ahora para la prueba ¥, hay que obtener un k tal que su tamafio sea 0.05.

P(Rechazar H, | H|, cierta) = 0.05
P(x; +x,| 8 =0)=0.05

Pero sabemos que las x;~Unif (6,6 + 1) y por el Apéndice C.70. conocemos
que x; + x,~Trian(20,260 + 2,260 + 1) (también se puede buscar la k analizando
la region donde la suma x; + X, tiene sentido y despejando k de una integral doble)
ademas como 8 = 0 bajo H, cierta, entonces x; + x,~Trian(0,2,1), siendo y =

X1 + Xx5.

2 (-0 2-y)
f(y10,2,1) = =0 ((1 0 Ijon(@) + Iy (y) + mﬂ(m] (}’)>

f102,1) = ylpy () +1iy(y) + 2 — W O)
f10,2,1) = yliu@) + 2 — )y a»)

Entonces.



P(x1 + x3 > k) = 0.05 con x1 + x;~Trian(0,2,1)
P(xq + x3; > k) =0.05
1-P(x1+x3 <k)=0.05

P(x; +x; < k) =0.95

Al ser una probabilidad acumulada y para la distribucidon triangular hay dos

casos, analicemos cuanta probabilidad se acumula en el intervalo [0,1].

1
PO<x1+x,<1) = j Vo) + 2 =W ()dy
0

1

IP(OSx1+x2S1)=jydy
0

y? 1
PO<x;+x,<1) =2
2

0

12 02

]P)(OS.Xl +XZS1):?—?

1
PO<x +x <D =7

Al ser menor que 0.95 se concluye que k debe estar en el intervalo (1,2].

k
Py + 2, < k) = f Vo) + 2 = Pl n@)dy
0

1 k
P +x, <10 = [ ydy+ [@ =y
0 1
211 2\ | k
]P(x1+x2<k)=L +<2y—£)
2 0 2 1




2 2 2 2
1 z 1
P(x1 + x3 Sk)=§+<2k_k7)_<2_§)
1 2
P(x1 +X2Sk)=§+<2k_k7>_<;)

2

IP(x1+x2Sk)=—1+2k—k7

Teniendo asi.

P(x1 +x2 < k)=0.95
kz
—1+2k—7=0.95

2
—7+2k—1.95=0

Solucionando esta ecuacién cuadréatica para k, se tiene que.

-2 i\/(Z)Z - 4(— %) (—1.95)
ke = 1
2(~3)
. —2 +,/4 - 2(1.95)
—1
k=2++4-39
k=2++01

Como k esta definido en el intervalo (1,2] no puede ser mayor que 2, entonces.



k=2-+01
k = 1.683772

Definiendo las pruebas.

Y;: {Rechazar H, si x; > 0.95}
Y,: {Rechazar H, si x; + x, > 1.683772}

Que cumplen que son del mismo tamafio.

b) Ahora hay que obtener la funcion potencia para cada una de las pruebas.

Para ;.

IT,(8,) = P(Rechazar H, | 8 = 6,) con 6, € O
II,(8y) =P(x; >095| 0 =6,)

Pero sabemos que las x;~Unif (6,0 + 1) ademas como 6 = 6, entonces

X1~Unif(90, 90 + 1)

IT,(8,) = P(x; > 0.95)

I, (6,) = fmﬂ[90,00+1](x)dx
0.95 0 0
@) = [ 11,5,
0.95

Siendo esta ultima la funcion potencia.



Para ¥,.

I1,(0,) = P(Rechazar H,, | 0 = 6,) con 6, € O
Iy (6y) = P(x; + x, > 1.683772| 8 = 6,)

Pero sabemos que las x;~Unif (6,6 + 1) y por el Apéndice C.70. conocemos
que Xy + x,~Trian(20,260 + 2,20 + 1) ademas como 6 = 6,, entonces

X1 + x2~T‘rian(290, 290 + 2,290 + 1), siendo y=Xq + Xy.

2 —20 200 +2—
(] 260,260 + 2,20, + 1) = ( (v = 200) @8, Y)

26y +2 =200\ @8, + 1= 20y 1120020+ (Y) + Ig, 413 (V) + mﬂ(200+1,200+2] (}0)

(y —26,) (260 +2-y)
1 H[260,260+1)(J’) + H{290+1}(J’) + - 1

2
f(y]260,26, + 2,26, + 1) = E( [(260+1,260+2] (y)>

f(]260,260 + 2,200+ 1) = (y — 290)]1[260,260+1)(Y) + H{290+1}(}’) + (260 +2— J’)H(290+1,290+2] o)
f1260,200 + 2,200 + 1) = (¥ — 200)129,20,+11 (V) + (200 + 2 — ¥) (26, +1,20,+21 V)

Entonces.
T, (08,y) = P(x; + x, > 1.683772)
Iy (6,) = f (r — 20020, 20,+11(V) + (200 + 2 — ¥) (29, +1,20,+21 (V)Y
1.683772

Siendo esta ultima la funcién potencia.

Ejercicio 27: Prueba Normal VII. Sea (x;,x,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

_(xi—6)*
20°

e
fr(xil 8,0%) = Vi

Vamg?



Considere la siguiente hipotesis.
:]'[0: 0 = 90 s :]'[1: 0 + 90.

a) Sio? es desconocida, muestre que la prueba.

Y: {Rechazar Hysi|lx — 0y >—

\/— (n 1)(1——)}
Es una prueba de tamafio a.

b) Muestre que la prueba del inciso anterior puede ser derivada por medio de

una razén de verosimilitud y que es la prueba uniformemente mas potente.
Solucién:

a) Para este inciso hay que obtener el error tipo 1 de la prueba.

P(Rechazar H,, | H, cierta) = a

(lx—90|>\/_ (n-)(1- )| 9=90)=
Pl < Ztuapgloli-00> Tta gl 0=0) =
P (az _ 6, < —\/%t(n_l)(l_%) | 6= 90) 4P (az — 6, > \/—%t(n_l)(l_%) | 6= 90> e

Vn(x — 6,) Vn(x — 6,)
P(% < ~tp(-g)| 0= 90> ( < ° > tn(a-8) | € = 90> =a

Pero sabemos que las x;~N(0,0%) ademas como 6 = 6, entonces

x;~N(0,,0%) y por el Ejemplo 14. se tiene.



V(X — 6,)

~t(n — 1)

Entonces.

Vn(x — 6,) Vn(x — 6,)
P <TO < _t(n—l)(l—%)> + P <TO > t(n—l)(l—%)) =«

Usando la simetria de la distribucién t Student.

Vn(x — 6p) V(X — 6o) _
1-P (T < t(n—l)(l—%)) + P <T > t(n—l)(l—%)) =a

V(X — 6y) Vn(x — 6)
1-P (% < t(n—l)(l—%)) +1-P (% < t(n—l)(l—%)) =«
Vn(X — 69) _
2—2P (T < t(n—l)(l—%)) =a
a
2-2 (1 - E) =a
2-24+a=a

a=a

Por lo que la prueba si es de tamafio «.

b) Para este inciso hay que obtener el cociente A. Usando la primer parte del

Ejemplo 14, se tenia.

x—0
LI



% — 6ol
o

Vn

%(n —1)s?

n—1

> k,

Pero por la definicion de este problema A se define como.

f 2z —ﬁz;lzl(xi_eo)z
(ZT[ (Tll ?:1(361- - 90)2)) ’ e 2(52i=1(xi—90) )
A= n 1 n N2 ’ si 90 + 0
(Zn?)_ie‘ﬁﬁm(xi—e)
k 1, si 90 = 9

Recordando cémo se definié A se tiene que cumplir también que 6, # 0 esto

es, pero de aqui se derivan dos casos.

i. 6,<0
i. 0,>0

Partiendo del primer caso.



Partiendo del segundo caso.

Op>x =
0>7—90 =

X — 6l = —(x—6y) =

—Vn(x — 6,) -
S
MS—IQ} =)
S
.f_eo
i

Entonces tenemos que.

Gr=90c1, %2, 00, %) {@ > k4} U {@ < —k4}

1)

Vnl¥ — 8, }

Cy= {(x1 y X9 ey X))t ————— =k,

Vn(x — 6,)
S

Cy= {(x1 y Xy ey X))

S



Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H, | H, cierta) = a
x —
ST

([T RE00 ) 5 g)

p <\/5(f —6o) < <ﬁ(9?5— )

Zk4|8=60>=

Pero sabemos que las x;~N(0,0%) ademas como 6 =6, entonces

x;~N(0,,0%) y por el Ejemplo 14. se tiene.

V(% — 6,)

S ~t(n — 1)

Entonces.

. («z(fs— ) _ _k4> i (ﬁ(fs— 6,) _ k4> _,

Usando la simetria de la distribucién t Student.

1-[@(@3@)+P(‘nx %) )

1_}}»(\/5(9_55— HO)Sk4>+1— (\/_(xS 90) )



2—2P<@Sk4>=a

2<1_P<Mgk4>>=a

x—0
\/E(f_eo) a
P(TSlQ})—l—E
k4=t

n-0(1-%)

Siendo t ), la inversa de la funcion de distribucion acumulada de una t(n)

acumulando a de probabilidad. Teniendo una region de rechazo.

2

Vn|% — 6,

Cr= {(x1»x2»-- Xn) ¢ |X — 6, >\/— (n— 1)(1__)}

Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.

Y:{Rechazar Hy si |[Xx— 0y = —

\r ‘- 1>(1——)}

Ejercicio 28: Prueba Normal VIll. Sea (x;,x,,...,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

_)?

e 20?2

\V2mo?

f;Ci(xil 0) 02) = ]I(_oo,oo)(xi) Vl



Considere la siguiente hipotesis.
:]'[0: 0-2 = 0-02 s }[1: 0-2 = 0-12 > 0-02.

Considere la prueba.

n

Y': {Rechazar H, si 2 x> >k

i=1

Muestre que es la prueba uniformemente mas potente y que el valor de k

puede ser determinado explicitamente para un valor dado de «a.
Solucién:

Al tratarse de hipotesis simples se usa el Teorema 1, con A definida como:

J L(0,00%]|%1, X2,y Xp)

—L(0,042|x1 , Xy s ey X))

Por el Ejemplo 14 se sabe qué.

n
no_ 1 sn ()2
L(0,0%x;,%5,...,%,) = (2m0?*) 2e 207221 (*i70) HH(_OO,OO)(XL')
i=1

Entonces A queda:



L (xj—0)?

)
_ (277:0-02) ze 200 ?:1 H(—oo,oo)(xi)

n __1 yn i—0)2
(2moy?) 2e 20,721 (070 [T Teoe) (1)

1 Z‘n
(2may?) ze 200777
= T
(2mo,2) ze 2027
n
1 1 2\ 3
1= e—wzzﬁ1xi2+w2£1xiz 01
= —
0
n
1 11 2\ 2
1= 2 31 12<o. 2_012) i
G 2
0
n
1 11 2\ 7
1= ezt i2<o._1z_0.02) 01
O- 2
0
Como tenemos que A < k.
n
1 n .Z(L_ 1 ) o 2\ 2
2 4i=1"1 0-12 0-02 12 S k =
0o
n
lyn .2<L_ 1) 12\ 2
2 &i=171 0-12 0-02 S k - =
0o
n
1en 2( 1 1) 5.2\ 2
Iyn y2( L _ A
28517 \or? 00?) < ky con ky = k[ — =
%

Lo xt( e 2)
o’ o) <k =

len x.Z(L_L)
In <e2 =1 \e? g )S Inky) =

1an 1 1

In (eE s (0_12_0_02)) <k, con k,=In(ky) =



n

1 1
Sil o)<k =
i=1 01 %0

ixﬂ (i—i) > ky(2) =

012  0¢p?

Zn:xlz (———) > k3 con k3 = ky(2)

i=1

Pero se tenia por hipétesis g,* > 0,°. De modo que.

> 0y =
1 1
—<— >
09> 01?
0 1 1
0'12 0'02

Asi.

n

>
Y x 2
i=1 e

L_
O' 0'0
n
k
inz > k4 con k3 == 3 T

Siendo la regién critica.

n
— . 2
CY'— (xl ,xz ,...,xn) . le 2 k4_
i=1

Y por la condicién (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.



P(Rechazar H, | H, cierta) = a

n
P(z.Xi22k4| O-2= 0-02>=a

i=1

n
1—[P<in2<k4| 0% = 002>=a

i=1

n
[P’(in2<k4| 0% = 002>= -a

i=1

n
1 k
[P’(—Zin2<;"2| 0% = 0'02>=1—a
0o 0o

i=1
(Z <—|O‘ 002>=1—a

Pero sabemos que las x;~N(0,0%), por el Apéndice C.64. ademas como

0% = 0,° bajo H, cierta se tiene que.

x;2
——~N(0,1) Vi
0o

Por el Apéndice C.61. sabemos que.

xi2 2 ,
0—02“’)( (1) Vi

Y por el Apéndice C.62. se tiene.



Entonces k, es la constante tal que cumpla con:

n
2
x.
Z <— | 02 = 0y | =1-a con z—lz~)(2(n)
0o
i=1
z—<— =1-a

ks

o2 X ma-w

Siendo )(Z(n)a la inversa de la funcién de distribucion acumulada de una

2 (n) acumulando a de probabilidad.

— 2
ks = 00" X" (mya-a

Teniendo una regién de rechazo.

CY': (xl » X2, an) : zxiz = O-OZXZ(TL)(l—a)

i=1
Por lo que la prueba uniformemente mas potente de tamafio « es.
n
. : 2 2,2
Y':{ Rechazar H, si in = 00X ) (-a)

i=1

Ejercicio 29: Prueba Beta. Sea (x;) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~Bet(8, 1) Vi, considere la hipotesis.



Ho:0<1vs H;:0>1.
Considere la prueba.
Y': {Rechazar H, si x; > 0.5}

Encuentre el tamafio de esta prueba y bosqueje su funcién potencia.

Solucion:

Primero se obtendra la funcién potencia y se graficara, después se evaluara

en 8 = 1 para obtener el tamafio de la prueba.

I1,,(68,) = P(Rechazar H, | 8 = 68;) con 6,€ 0

Pero sabemos que las x;~Bet(f,1) ademas como 6 = 6,, entonces

X1~Bet(90, 1)

I1,(8,) = P(x; > 0.5)

(0.0]

Ty (6o) = j

0.5

Bo—1(1 _ ~\1-1
B(90’1)x0 (1 —2x)"p(x)dx

1
x90—1

HY(QO) = Ojs‘mdx



me = | = dx
Oo— _ _
0.5 J, et @ =)' at
1y (6,) _x
y\Uo) = T g _
e J, tOotdr
1y (8y) = j T dx
t90—1+1
0.5
Op—1+1
L 61
M6 = [ dx
t
0.5 ——
0, 0
F o1
o) = | g dx
0.5 ?Z;'—'ZZ;
Mo = | —dx
0.5 9_0

1

1y (89) = 6, f X001 dx

0.5
Bp—1+1 1
I, (8,) = Qom .
x00 | 1
Iy (6,) = 909_
0 10.5
1
Iy (8,) = x%
0.5

Iy (8y) = 190 — 0.5%



,(6,) = 1 —0.5%

Siendo esta ultima la funcidn potencia, graficandola.

Iy (8)

05 H

Figura 10.

Ahora hay que obtener el tamafio de la prueba.

P(Rechazar H, | H cierta) = a
P(x; >05|6=1)=«a
(1) =a
1—-05'=a«a
a =205

Ejercicio 30: Prueba mas potente. Considere la siguiente hipoétesis.



:]'[0:9 :90 s :]'[1:9 :91.

Donde 6 es el parametro de cierta distribucion f (x| 8) y asuma que existe una

prueba Y* de tamafio a con region de rechazo C*, pruebe que si.

fL(Qllxl,xz,...,xn) sz(Qllxl,xz,...,xn)
c* C

Para cualquier otra prueba de tamafio a con regiéon de rechazo C, entonces

Y™ es la prueba uniformemente mas potente.
Solucién:

Sea Y otra prueba de tamafio a con region de rechazo C # C* tal que
I1,(6,) = ]P((x1 ,Xo ey Xn) €EC| O = 90) = a. Entonces por la Definicién 17

tenemos que demostrar que I1y+(0,) = I1,,(6;). para que Y* sea la prueba

uniformemente mas potente.

Iy-(0,) = Iy (6,) &
]P((x1 ,Xo e, Xp) €ECY| O = 91) > IP’((x1 ,Xo e, Xp) €EC| O = 91) =

n

| ﬂmwozjfbvu&)@
1 c oi=1

cr i=

fﬂ%%ﬂpmwdzfﬂwﬂxpm%)

c* Cc



Pero por hipdtesis esto ya se cumple, entonces Y es la prueba uniformemente

mas potente.

Ejercicio 31: Prueba Binomial. Sea x; una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida con funcion de densidad:

2
fx(x]2,0) = (x> 0*(1 - Q)Z_x]l{o,m}(x)

Considere la prueba de hipotesis:

Hy: 0 = 0.75 vs H;:0 = 0.5.
Considere la prueba.

Y': {Rechazar H si A < 2.5}

a) Encuentre la region de rechazo de dicha prueba.
b) Encuentre el tamafio de los errores 1 y II.

Solucion:

Primero hay que ver nuestra muestra es Binomial.

a) Al tratarse de hipdtesis simples se usa el Teorema 1, entonces A queda

como.

_ L£(0.75]x)
~ £(05]x;)



A (le) 0.75%1(1 — 0.75)* %111 3(x1)
(le) 0.5%1(1 — 0.5)% 1l 1 (1)

0.75%1(0.25)*™*1
~0.5%1(0.5)2 ™

0.75%10.252
"~ 0.520.25%1

1= (0.75)x1 (0.25)
~\0.25 0.5
0.75\*1 /0.25
1=(z) (55)
0.25 0.5
A = 3%10.52
A =3%1(0.25)

2

2

Como se defini6 A < 2.5, entonces.

3%1(0.25) < 2.5

2.5
3x1 < —
0.25

3*1 < 10
x,1In(3) < In(10)

In(10)
In(3)

X1 < 2.09590327

X, <

Teniendo una region de rechazo.

Cy={(x1) : x4 < 2.0959032}

b) Para este inciso hay que obtener el error tipo | y Il de la prueba.



a = P(Rechazar H,, | H cierta )
a = P(x; <2.0959032| 8 =0.75)

Bajo H, cierta se tiene que 8 = 0.75, y podemos asumir que la muestra se

X1~ Bin(2,0.75), entonces.

a = P(x; < 2.0959032) con x;~ Bin(2,0.75)

2.0959032 )
0! - Z (x) 0.75x(1 - 0.75)2_xH{0’1’2}(X)
x=0
2
2
a = Z (x> 0.75%(0.25)*7*

Para el error tipo .

f = IP(No Rechazar H,, | H Falsa )
B = P(x; >2.0959032 | 6 = 0.5)

Bajo H|, falsa se tiene que 8 = 0.5, y podemos asumir que la muestra se

X1~ Bin(2,0.5), entonces.

B = P(x; = 2.0959032) con x;~ Bin(2,0.5)

[00]

p= >y (i)o.sxm—o.s)z-xn{o_l_z}(x)

X=2.0959032

B=0



Ejercicio 32: Accidentes Automovilisticos Il. Asuma que en cierta ciudad se ha
observado histéricamente que los accidentes de automoviles sigues una
distribucion Poisson con una media igual a 3 accidentes al afio, si el afio pasado se

observaron 6 accidentes, ¢Es estadisticamente correcto suponer que la tasa de
accidentes automovilisticos ha aumentado con un a@ = 0.05?, ¢Y si fueran 7

accidentes?

Solucion:

Tenemos (x;) una muestra aleatoria independiente e idénticamente
distribuida donde x; ~Poi(8), como nos interesa saber si la taza ha aumentado o

no, plantearemos la hipétesis con eso, donde la hipétesis de interés seria H;

entonces.

}[O:HSSVS }[18>3

Construiremos la prueba uniformemente mas potente de tamafio «, para esta

hipétesis y propondremos a =0.05.

Una prueba Y debe ser definida ast:

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:



Sup L(0]x1)

6eo
A=2Ax) = 2
(1) Sup L(0]x4)
Beo
Por el Ejercicio 3 se tiene.
Sup e~ 9%
_ 0¢€ @0
Supe~90*1
Beo

Considerando unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(8|x;) pero esto es equivalente a obtener el estimador de
maxima verosimilitud para 6, ya que 8 € @ y no tiene restriccion alguna para su

rango. Entonces por él Apéndice B.1.5. se tiene que:

EMV(@)=0=%x

Sustituyendo se tiene que.

Sup L(O|x,) = e=09x1
6eo

Considerando Unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al

maximizar la funcion L(08|x; , x, , ..., X1000) PEro restringida ya que 6 € 0, pero en
este espacio 8 se maximiza cuando 8 = 3 y este debe ser diferente al supremo

general 8 entonces el maximo se alcanza cuando 8 = 3 teniendo asi.

Sup L(O|x;) = e7*(3)™

95@0



Generando que A se comporte.

-3 X
e 3)°1 ~
O T
A= e—00x1
1, si 6 <3

El caso en el que el cociente es 1 es trivial por lo que solo tomamos el caso en

el que 8 < 3y como tenemos que A < k.

-3 X
e 3)*1
A(—A)Sk =
e~-96x1
-3 X
e 3)*1
O
e *x*1
_ 3\*1
eX—3 (:) <k =
X
X1
1 3
e1Zi= %3 — | <k =
~\'1
1 i=1Xi
3\*1
ex1‘3(—> <k
X1

Entonces queremos encontrar un k que cumpla esa condicién, pero ya no es

X
. . ;L. . - 3 1 .
posible despejar un estadistico conocido de e*173 (—x ) , entonces si lo vemos
1

como una funcion de x; ,a fin de analizar esta funcion buscaremos su rango,

podemos encontrar el maximo, derivando e igualando a 0.

a(e (@) )=
0x, ¢ Xq B



i)ax1 X1
X1
3 —

e*173¢™ (x_l) In (i> +x1ﬁ<_3) e (xl)ex1—3 =0

X1 3 \x;2
x (i) 3 xlz -3 xln( )

eX1 3" \x1/ | In <—) —<—) +e ' T \wi/eX173 = ¢

X4 3 \x;2

3\ X1 3 3\ X1
o 2 () )+ Q)=
X1 X1 X1
3 3 X1 3 3 X1 3 X1
o (B () ) e
X1 X1 X1 X1
3\*1 3
g¥173 (—) In (—) =0
X1 X1

Para que este producto sea 0, se debe cumplir que alguno de sus miembros

sea 0, pero para el primer miembro e*1~3 nunca toma el valor de 0, entonces

. . 3 \*1 _
analizando el segundo miembro (—) tampoco se hace 0, solo el tercer miembro
X1

puede ser 0, es decir.



3
In (—) =0 <
X1

3
— =1yaque In(1) =0
X1

x1=3

Entonces su maximo se da cuando x; = 3 evaluando en la funcion tenemos

encontramos el maximo valor que puede tomar.

533 (§> (1) = 1

3

—3 (3"t :
Entonces estamos buscando un k de tal modo que e*173 (X—) <k, si
1

graficamos la funciébn como se muestra en la Figura S1.3, tenemos.

X1
Figura 11.

Entonces es mas practico trabajar con estas desigualdades, pero recordando

como se definié A se tiene que cumplir también que 6 > 3 esto es.



~

6>3 =
x; >3

Y por como estan definidas k; y k,, tenemos que k; <3 A k, = 3, porlo

que solo nos quedamos con la desigualdad para k;, quedando.
x, =k,
Entonces tenemos que.
Cr={(x1) : x1 = k3}
Y por la condicion (i) del Teorema 1 tenemos que se debe cumplir.

P(Rechazar H,, | H, cierta) =
P(x; =2k, | 6 =3) =0.05

Como se tiene que 8 = 3 bajo H, cierta, entonces x; ~Poi(3). Por lo que k;

es la constante tal que cumpla con:

P(x; = k,) = 0.05 con x;~Poi(3)
1-— ]P)(Xl < kz) = 0.05

kp—1

e 33%
S g
x!

Buscando valores en la tabla D.23. de la Poisson del Apéndice D.




k2:7

Entonces la prueba uniformemente mas potente es.

Y: { Rechazar H, si x; = 7}.

Teniendo la prueba construida, analizamos la muestra que se obtuvo un

promedio de 6 accidentes. Entonces el valor no cae dentro de la region critica de la

prueba, ya que 6 < 7, por lo que no se rechaza H,.

~ La tasa de accidentes automovilisticos no ha aumentado con un nivel de

significancia del 5%.

En el otro caso cuando son 7 accidentes, el valor cae dentro de la region critica

de la prueba, ya que 7 = 7, por lo que se rechaza H, y no se rechaza H;.

~ La tasa de accidentes automovilisticos ha aumentado con un nivel de

significancia del 5%.

Ejercicio 33: Frecuencia Cardiaca. Suponga que la frecuencia de latidos por
minuto de una persona se distribuye Normal con media de 90 latidos por minuto y
desviacion tipica de 12, a una persona le da un ataque al corazén si su frecuencia
de latidos por minuto sobrepasa los 90. Se analiza el pulso de 33 pacientes y se

establecen las siguientes pruebas.

i. Y;:{NoRechazar H,si X < 93.3}.
ii. Y5:{Rechazar H,si X > 94.1}.

iii.  Y3:{No Rechazar H, si X < 94.8}.



a) Si se tolera un error de tipo | de hasta 0.06, determine las pruebas que
satisfacen dicho error.

b) Obtenga la nueva region critica si el tamafio de muestra es de 47 y un error
de tipo | de 0.06.

Solucion:

Primero hay que plantear bien nuestros datos, como nos dice que la frecuencia

es Normal con varianza conocida y se tomo6 una muestra de 33 pacientes, entonces,

tenemos (x; ,X,, ..., X33) una muestra aleatoria independiente e idénticamente
distribuida donde x;~N(6, 122) Vi, como el evento de interés es saber si

sobrepasa los 90 latidos o no, se plantean las siguientes hipétesis, siendo H; la

hipotesis relevante.

Hp:0 <90vs Hy: 0 > 90.

a) Para este inciso hay que sacar el error tipo I, para cada prueba y contrastarlo
contra 0.06.

Para Y;, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

a = IP(Rechazar H,, | H, cierta )
a=DP((x < 933)°| 6§ =90)

a=P(> 933| 6 =90)

Bajo H, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se

distribuye Normal con media 90 y varianza 144, por lo que X se distribuye Normal



con media 90 y varianza 144/33. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

~ N(0,1). Para mas detalles consultar el Apéndice C.60. y C.64., entonces.

a=1— P(<933|0=90)

X — 90 93.3 - 90
a=1—P < | & =90

J144/33 \/144/33

X — 90 93.3 -90

a=1—P 12/ < 12/ |9=90
V33 V33
93.3 — 90
a=1 12—|9=90
e

a=1—¢(1.5797)

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

a=1—¢(1.5797)
a=1—0.9429

a = 0.0571 < 0.06

Entonces la prueba Y] si satisface el error de 0.06.

Para ¥,.

a = P(Rechazar H, | H, cierta )



a=P(> 941 6 =90)

Bajo H|, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 144, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 144/33. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

~ N(0,1), entonces.

a=1—P(x <9416 =90)

X — 90 94.1 — 90
a=1—P < | 8 =90

\/144/33 \/144/33

X — 90 94.1 — 90

a =1 12/ < 12/ 6 =90
V33 V33
94.1 — 90
a=1 ¢ 12—|9=90
ez

a=1—¢(1.9627)

Siendo ¢ (x) la funcion de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

a=1—¢(1.9627)
a=1-—0.9750

a = 0.025 < 0.06

Entonces la prueba ¥, si satisface el error de 0.06.



Para Y3, como la prueba estd definida para No Rechazar se saca el

complemento de esta region critica.

a = P(Rechazar H,, | H cierta )
a=P((Xx < 948)| 8 =90)
a=P(x> 948| 8 =90)

Bajo H|, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 144, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 144/33. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

~ N(0,1), entonces.

a=1—P(x< 9486 =90)

X—90  948-90
a=1—P < | 6 =90

\/144/33 - \/144/33

X —90 94.8 — 90

a =1 <1 6 =90
V33 V33
94.8 — 90
/33

a=1—¢(2.2978)

Siendo ¢ (x) la funcién de distribucion acumulada de una N(0,1), buscando

valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.



a=1—¢(2.2978)
a =1—0.9893

a = 0.0107 < 0.06

Entonces la prueba Y3 si satisface el error de 0.06.

b) Para este inciso hay que obtener la nueva regioén critica para un a dado.
Como el estadistico de prueba es x tenemos la region critica
Cy={(x1,%5, .., Xx47) : X >k}

Como a = 0.06 se buscara dicha region. Y sustituyendo los valores dados.

P(Rechazar H, | H, cierta) = «
P(x> k| 8 =90) =0.06

Bajo H|, cierta se tiene que 8 = 90, y podemos asumir que la muestra se
distribuye Normal con media 90 y varianza 144, por lo que X se distribuye Normal

con media 90 y varianza 144/47. Y estandarizando esta Normal sabemos que

X—90

~ N(0,1), entonces.

006=1— P(x<k|6=90)



X—9 -9
0.94 = ]P/x 0 < k=90 | 6 =90

\ \/144/47 - \/144/47

X—90 k—90

094= P oy 312/ |6 =90

Va7 V47

k —90

V47

k=90 ) _ o4
12 )

/4-7
k —90
12/ = (o4

47

Buscando valores en la tabla D.25. de la Normal del Apéndice D.

k —-90
12/
Va7
12

k —90 = 1.56 (—)
V47
12

k =156 (—) +90
V47

k = 92.73059

= 1.56

Teniendo una region de rechazo.

Cr={(x1, x5, ., X47) + X > 92.73059}

Siendo esta la region critica mas poderosa de tamafio 0.06.



Nota: El lector podria intentar resolver el mismo problema mediante el valor P y

contrastar ambos procedimientos.

Ejercicio 34: Prueba Normal IX. Sea (xl,xz,...,xn) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

_(xi—6)?
2072

e
fxi(xil 6,0%) = Vi

Vamg? O

Considere la siguiente hipétesis.
.7'[0: 9 = 90 vs .7'[1: 8 < 80.

a) Si 0% es una constante conocida, obtenga la prueba uniformemente mas

potente de tamafo «.

b) Se sabe que la duracion de las laptops N se distribuye Normal, con
desviacion tipica de 10.5 afios y media desconocida, se plantea que la
duracion es mayor o igual a 7 afios. Mediante un muestreo aleatorio simple

se seleccionan 28 laptops N, siendo la media muestral igual a 6 afios. ¢Es

cierto el planteamiento con un @ = 0.08?
Solucion:

a) Usando la primer parte del ejercicio 16 se tiene que la prueba uniformemente

mas potente de tamafio a es.

o

Vn

Y: { Rechazar Hy si X < {,—+ 90}.



b) Planteando las hipétesis se tiene una muestra de tamafio 28, entonces,

tenemos (x;,X,,..,Xpg) una muestra aleatoria independiente e

idénticamente distribuida donde x;~N(6, 10.5%) Vi.
}[0:927178 }[1:9< 7.

Usando la prueba del primer inciso y el alfa de 0.08 se tiene.

10.5
Y: { Rechazar :]'[0 si X < 60.08_ + 7}

28

Buscando valores en la tabla D.24. de la Normal del Apéndice D.

10.5
Y: { Rechazar H si ¥ < (—1.4)—+ 7}

V28

Y: { Rechazar H|, si X < 4.22196}.

Teniendo la prueba construida, analizamos la muestra que se obtuvo una

media muestral de 6 afios. Entonces el valor no cae dentro de la regidn critica de la

prueba, ya que 6 > 4.22196, por lo que no se rechaza H,.

~ La duracién de las laptops N es mayor o igual a 7 aflos con un nivel de

significancia del 8%.

Ejercicio 35: Prueba Gamma. Sea (x;,X5,..,X,) una muestra aleatoria

independiente e idénticamente distribuida con funcion de distribucion:

a-1 _— .
Bx; " e Fxi

I'(a)

fxi(xil a, ,8) = H[O,OO)(xi) Vi



Considere la siguiente hipotesis.

7‘[0:0(=a’0 VS 7‘[‘1:0!?&0!0.

Obtenga la prueba estadistica por cociente de verosimilitudes para esta

hipotesis.

Solucién:

Para este ejercicio hay que obtener la razon de verosimilitud para esta prueba.
Al tener el otro parametro desconocido no es posible usar el Teorema 3, entonces
se usara el cociente de verosimilitud generalizado de la Definicion 18 y la Definicion

19 para encontrar la prueba mas potente. Entonces.

Y: { Rechazar H,, si A < k}

Con A definida como:

Sup L(a,B|x1,%x5, ., Xpn)
a,feod,

Sup L(a,B|x1,%5, ., Xp)
afeo

A=A(xy, x5, .00, x) =

Primero obtenemos la funcién de maxima verosimilitud.

L@ Bl %) = | [ fCal )
i=1

a-1,-Bx;

= B%x;" e
L(“:lel » X2, "'ixn) = 1_1[ F((I) H[O,oo)(xi)
1=




a n n

(ARSI o
£ Bl s n) = (zs) e P H | [ g ()

i=1

Entonces A queda:

Sup L(a,B|xy,%x5, ., %)
_a,P€E0d,

Sup L(a,B|xq1,%5, ) Xp)
apeo6

B* ;
Sup <F(Of) e 'BZL 1Xi l_[ —1xla 1H[O,m)(xi)

a,f e

B\ o
Sup (m) e P Li=a%i H?:lxia_lﬂ[O.OO)(xi)

a,pBeo6

I[[()oo)(xl) Sup (F% )>ne BYiqxi [T, x5!

A=

a

. '8_> -BY xi " a—1
“[0'°°>("l)a§e”£’@(r<a) et iz

Sup ([Z_) —[5’21 1len xlal

_a,Pe0vg

Su (—) e BLiixi [0 x,%1
a,[i’zf@ F(CZ) Hl_l '

Considerando Unicamente el denominador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(a, f|x; , X5 , ..., X5,) pero esto es equivalente a obtener los
estimador de maxima verosimilitud para a y § ya que a, f € O y no tiene restriccion

alguna para su rango, entonces por el Apéndice B.2.3 caso iii) se tiene que.

EMV(a, ) = (&, B) ~ Xy Y
y J— enzn ln(xl) f - 6%2?21 ln(xl)



Siendo Y = 0.577215664901532860606 la constante de Euler- Mascheroni,

sustituyendo se tiene que.

n

g
Su’p L(a;ﬂlxl sz ,-..,xn) = — e_BZ?zlxil_[xia—l
apeo I'(a) ]

Considerando unicamente el numerador, es posible obtener el supremo al
maximizar la funcion L(a, B|x; , X, , ..., X,,) pero restringida ya que a, 8 € 0, pero
en este espacio solo vive un solo valor para «, teniendo que maximizar respecto a

f cuando «a = «a, entonces por el Apéndice B.2.3 caso i) se tiene que.

a
EMV(B) = =
X
Sustituyendo se tiene que.
aoao n n
X _Zoyn .
Sup L, Blxy, %y, 0, %) = | == e fz‘=1xll_[xi“0‘1
a,Beb, F(ao) i=1
Generando que A se comporte.
([ g% n
X e_%z‘?:lxi n o1
I'(ap) =1
A= 4 NED y si d * (043
L “BYT  x; a-
<r(&) e |
\ 1, si = (043

El caso en que es 1 es trivial, por lo que la razén de verosimilitud es.



ay%o
x Zl 1Xi
L n an—
F(a0)> i=1 xi 0 1

X —

'Y 7
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Conclusiones

Este trabajo significo un logro mas que pude cumplir, ya que me permitio
elaborar esta tesina con todo cuidado conjuntando una serie de ejercicios y teoria
relacionada a una materia que me fascina, todo esto para que el alumno pueda
explotar este material al maximo y poder satisfacer su busqueda de conocimiento al

buscar temas relacionados a las pruebas de hipotesis.

Por conforme se presentan los tépicos y ejercicios se refuerzan las ideas de
que el alumno serd capaz de tener un razonamiento analitico, siendo capaz de
plantear, buscar, estudiar, formular y aplicar modelos matematicos, dando
informacion de valor para el desarrollo y planeacion de toma de decisiones en el

campo laboral y no se quede todo el conocimiento como algo meramente tedrico.

Para responder la pregunta de investigacion, siendo que cuando se escribieron
estas conclusiones los alumnos no cuentan con los “Apuntes y Ejercicios Resueltos
de pruebas de Hipoétesis”, no se puede dar alguna conclusién cuantitativa a la
pregunta inicial, sin embargo, la tesina se disefié de tal forma que contiene un
amplio repertorio de ejemplos que se realizan desde el planteamiento del problema,
su resolucion y como concluir estos problemas, por lo que la tesina cuenta con
amplias probabilidades de que les sera de bastante utilidad a los alumnos de

actuaria permitiéndoles un éptimo y complementario aprendizaje de estos temas.

Esta tesina fue pensada en un apoyo para el estudiante de las futuras
generaciones, dejando pie para profundizar a mayor detalle los temas vistos
ampliando asi el temario propuesto y poder incluir ejercicios de mayor complejidad.

También es un agradecimiento a la Universidad Nacional Autonoma de México
por todo el apoyo desinteresado, bondadoso y dedicado que me brindo a lo largo

de mis estudios de la licenciatura de Actuaria, ya que en este tiempo creci como



persona y estudiante, permitiéndome llegar a donde ahora estoy y poderme llamar

a mi mismo un profesionista.



Apéndice A

Funciones de Distribucioén

A.1l. Distribuciones Discretas
A.1.1. Uniforme Discreta

Si x se distribuye como una Uniforme Discreta de parametro 0 € N, es decir

x~UD(@), cuya funcion de distribucion es:

1
fx(x] 0) = 5]1(1,2,...,9)(96)

Con media o esperanza:

0+1
E(x) = —5—
Con Varianza:
2 —
V(x) = )

Con Generadora de Momentos:

6
M) =y et

x=1



A.1.2. Bernoulli

Si x se distribuye como una Bernoulli de pardametro 0< 6 <1, es decir

x~Ber(6), cuya funcién de distribucién es:

fe(x] ) = 67(1 — 6)"*l55(x)
Con media o esperanza:
E(x)=86
Con Varianza:
V(x)=60(1-0)
Con Generadora de Momentos:
M,(t) = (1 —0) + Bet
A.1.3. Binomial

Si x se distribuye como una Binomial de parametros 0< 8 <1yn € N, es decir

x~Bin(n, ), cuya funcion de distribucion es:
n X n—x
felxlm,6) = () 6% (1= 0)" I, )
Con media o esperanza:

E(x) =nb



Con Varianza:
V(ix) =nl(1—0)
Con Generadora de Momentos:
M) = (1= 6) + fet)”
A.1.4. Geométrica

Si x se distribuye como una Geométrica de parametro 0< 8 <1, es decir

x~Geo(6), cuya funcién de distribucion es:

felx|0) = 60(1— 9)x_1H{1,2,...}(x)

Con media o esperanza:

EO) =+
)
Con Varianza:
Vi) = 1—6
92
Con Generadora de Momentos:
Bet

MO = T =0 = gyet



A.1.5. Binomial Negativa

Si x se distribuye como una Binomial Negativa de parametros 0< 0 <1y

r € N, es decir x~BN(r, 0), cuya funcién de distribucion es:

fadrey = ("1 a0, 400

Con media o esperanza:

£ T
x) = ]
Con Varianza:
r(1—0)
V(ix) = 72

Con Generadora de Momentos:

M, (t) = Oe’ '
(0 = 1—(1—0)et
A.1.6. Poisson

Si x se distribuye como una Poisson de parametro 6 > 0, es decir x~Poi(8),

cuya funcion de distribucion es:

-0pnx

fe(x] 6) = Iios,..3(%)

x!



Con media o esperanza:
E(x)=86
Con Varianza:
V(x) =206
Con Generadora de Momentos:
My () = ee(et—1)
A.1.7. Hipergeomeétrica

Si x se distribuye como una Hipergeométrica de parametros N,M,K € N, es

decir x~HG(N, M, K), cuya funcién de distribucion es:

GIGE
fx(x| N,M,K) = %H{O,L...,K}(x)
(k)
Con M—(N—-K)<x<M
Con media o esperanza:
KM
EO =y

Con Varianza:

Vo) = (KM) ((N —M)(N - K))

N N(N —1)



Con Generadora de Momentos:

("=K) R (1= M,—K,N —K — M + 1,et)

()

M, (t) =

Siendo ,F;(a, b, c,d) la serie hipergeométrica tal que:

['(b—a)'(c)(—d)™
I'W)I'(c—a)

,Fi(a,b,c,d) =

Con I'(a) = f t* te~tdt
0



A.2. Distribuciones Continuas

A.2.1. Beta

Si x se distribuye como una Beta de parametros «a,f8 > 0, es decir

x~Bet(a, ), cuya funcion de distribucion es:

1 1 1
FG @) = Gt (1= 0 o ()
Con B(a,p) = Il:'((ccxr)—-rl‘-(ﬁﬁ)) = f t* 11 —t)F1dt
0

Con media o esperanza:

a
Con Varianza:
_ ap
V) = B ar B+ D

Con Generadora de Momentos:

X(t)_l-l_i(naf;:r)::'



A.2.2. Cauchy

Si x se distribuye como una Cauchy de parametros —o < 8 < oy g >0, es

decir x~Cauch(6, o), cuya funcién de distribucién es:

fx(xl 9' O-) = H(—oo,oo)(x)

1
no (14 (229
o
Con media o esperanza:
No existe
Con Varianza:
No existe
Con Generadora de Momentos:

No existe

A.2.3. Chi Cuadrada

Si x se distribuye como una Chi cuadrada de parametro 8 > 0 o de 8 grados

de libertad si 8 € N, es decir x~x?2(8), cuya funcién de distribucién es:

X e 2
fx (x| 0) = ———F5 T} (%)
22

°(2)

6 x
> 1



Con media o esperanza:

E(x)=86

Con Varianza:

V(x) =260

Con Generadora de Momentos:

N D

Mx(8) = (1 - Zt)

A.2.4. Doble Exponencial

Si x se distribuye como Doble Exponencial de parametros —oo < § < oy g >

0, es decir x~DobExp(8, d), cuya funcién de distribucion es:

_|x—6]
e o
fx(xl 91 O-) = 20 H(—oo,oo)(x)
Con media o esperanza:
E(x)=86
Con Varianza:
V(x) = 20?

Con Generadora de Momentos:



th
A.2.5. Exponencial

Si x se distribuye como una Exponencial de parametro 8 > 0, es decir

x~exp(0), cuya funcion de distribucion es:

f:(x18) = 6™ T (x)

Con media o esperanza:

1
Con Varianza:
V) = —
92
Con Generadora de Momentos:
0
M, (t) = -

A26.F

Si x se distribuye como una F de parametros v{,Vv, > 0, es decir

x~F(vq,V,), cuya funcién de distribucién es:



<

[ (YLt v (B)-1 (Vs 2
et

)0+ ()0

Con media o esperanza:

fr(x| vy, v5) =

E(x)

Uy — 2

Con Varianza:

2

(%) V1+vy—2
v =2(22)
(x) vy —2/ v1(vy—4)

Con Generadora de Momentos:

No existe

A.2.7. Gamma

Si x se distribuye como una Gamma de pardmetros a,f > 0, es decir

x~TI'(a, B), cuya funcién de distribucion es:

ﬁaxa—le—ﬁx

I'(a)

(x| a,B) = [[,00) (%)

Con media o esperanza:

=K



Con Varianza:

a
B
Con Generadora de Momentos:
a

A.2.8. Logistica

Si x se distribuye como una Logistica de parametros —o < 8 < w0y

0, es decir x~Logis(8, ), cuya funcién de distribucién es:

_(x-86)

e B
fx(xl 0, ﬁ) = 2 H(—oo,oo)(x)

_(x=6)
[3<1+e B )

Con media o esperanza:

E(x)=86
Con Varianza:
m2R°
V(x) = f

Con Generadora de Momentos:

g >



M,(t) = e T(1 - BHHI'(1 + Bt)
A.2.9. Lognormal

Si x se distribuye como una Lognormal de parametros —c0o < 8 < ooy o2 >

0, es decir x~LnN(8, d?), cuya funcion de distribucion es:

(In (x)-6)*
T 207

e
fx (x| 6,0%) =

x (_27_[0_2 H[O,oo) (x)

Con media o esperanza:

Con Varianza:
V(x) = e(20+20%) _ o(20+0?)
Con Generadora de Momentos:

No existe



A.2.10. Normal

Si x se distribuye como una Normal de pardmetros —o < 8 < w0y 0% >

0, es decir x~N(8,0?), cuya funcién de distribucién es:

_(x—-6)?
202

e
fi(x]6,0%) = Wﬂ(_“'“)(x)

Con media o esperanza:

E(x)=86
Con Varianza:

V(x) = o?

Con Generadora de Momentos:

o2t?
My (t) = e<9t+ 2 )
A.2.11. Pareto

Si x se distribuye como una Pareto de parametros a,f > 0, es decir

x~Par(a, ), cuya funcion de distribucion es:

Bak
filx|a,B) = Wﬂ[a,oo)(x)

Con media o esperanza:



E(x) = ,ﬂ
Con Varianza:
Voo = PE
B-12(B-2)
Con Generadora de Momentos:
No existe

A.2.12. t Student

Si x se distribuye como una t Student de parametro 8 > 0 o de 0 grados de

libertad si 8 € N, es decir x~t(@), cuya funcion de distribucion es:

fr(x] ) = ﬂ) (e e0) (X)

0 x2 ( 2
e (3)(1+(5))
Con media o esperanza:
E(x)=0

Con Varianza:



Con Generadora de Momentos:

No existe

A.2.13. Uniforme

Si x se distribuye como una Uniforme de pardmetros —o < a < ff < o, es

decir x~Unif(a, ), cuya funcion de distribucion es:

1
filxla, B) = mﬂ[a,ﬁ](x)

Con media o esperanza:

EQ) =2 er p
Con Varianza:
V0o = @
Con Generadora de Momentos:
eBt — pat

M, (t) = m



A.2.14. Weibull

Si x se distribuye como una Weibull de parametros a, 8 > 0, es decir

x~W(a, ), cuya funcién de distribucion es:
-1 . —axB
felxl @, B) = afxFle” " . (x)
Con media o esperanza:
_1 1
EX) =« ﬁl“(l +E>

Con Varianza:

o=(ro)-(1(+5) )

Con Generadora de Momentos:
No Aplica

A.2.15. Triangular

Si x se distribuye como una Triangular de parametros —co < a < [ < o y

a <y <P, esdecir x~Trian(a, ,y), cuya funcion de distribucion es:

A aBy) = —— D 10+ By )
R (R AN R A O R e



Con media o esperanza:

Con Varianza:

a?+B° +y:—af—ay - By

Ve = 18

Con Generadora de Momentos:

2(B-1e” - B-we + - ae)

My (t) =
© B—-—ay—aPB -t

A.2.16. Gamma Inversa

Si x se distribuye como una Gamma Inversa de pardmetros @, § > 0, es decir
x~TYa, B), cuya funcién de distribucion es:
a+1 1
'8‘7‘ (l) e_ﬁ(i)

X
I'(a)

fe(x] @, B) = Io.e0) (%)

Con media o esperanza:

=

E(x) =

K
I
(U

Con Varianza:



ﬁZ

VO = oD@ -2

Con Generadora de Momentos:

No existe

A.2.17. Chi Cuadrada Inversa

Si x se distribuye como una Chi cuadrada Inversa de parametro 8 > 0 o de

6 grados de libertad si 6 € N, es decir x~)(2_1(9), cuya funcion de distribucion

es:

e 2x
fx] 0) = T ()
r(z)z
Con media o esperanza:
1

Con Varianza:

v . 2

O =—220-9

Con Generadora de Momentos:

No existe en R



A.2.18. Chi Cuadrada Inversa Escalada

Si x se distribuye como una Chi cuadrada Inversa de parametros 8 > 0 o de

6 grados de libertad si 8 € Ny a2 > 0, es decir x~x2 esc(8,2), cuya funcién

de distribucion es:

1 <g>+1 9 2 <§> o2
(%) T) e =
fx (x| 8,0%) = 0 H[O.w)(x)
r(z)
Con media o esperanza:
Oc?
E(x) = 57
Con Varianza:
Vix) = 20%g*
WO =G-2r0-»

Con Generadora de Momentos:

No existe en R



A.2.19. t Student no estandarizada

Si x se distribuye como una t Student no estandarizada de parametros 6 >

0 o de 6 grados de libertad si 8 € N, —0o < u < ooy 0? > 0 es decir x~t(6, u, 0?),

cuya funcion de distribucion es:

r()

fx(xl 9' K, 0-2) = E) H(—oo,oo) (x)

vazr () (Hg(ﬂ))( 2

2 o2

Con media o esperanza:

ExX)=pu
Con Varianza:

026

V=53

Con Generadora de Momentos:

No existe



Apéndice B

Estimadores de Maxima Verosimilitud

Al aplicar el método de maxima verosimilitud no es posible obtener el
estimador explicito para todas las distribuciones sin necesidad de tener que recurrir
a métodos numéricos. Por lo que solo se mostraran aquellos Estimadores de

Maxima Verosimilitud (EMV) que se puedan obtener de forma explicita.

Suponga se tienen n observaciones de una muestra aleatoria independiente e
idénticamente distribuida (x; , x5 , ..., X, ), €l método consiste primero en encontrar

la funcién de densidad conjunta de estas observaciones usando el hecho de que

son independientes e idénticamente distribuidas.
fx1 ,xz,...,xn(xl 1 X 5 es X | B) = fxl(xl |1 6) - fxz (x2 ] 60) - fxn(xn | 6)

Al ya conocer los valores de la muestra (x;,x,, ..., X,) se puede ver esta

funcion como una funcién de @ siendo esta la funcién de verosimilitud.

['(glxl » X2, an) = Hf(xll 0)

Para encontrar el estimador de maxima verosimilitud de 6 (EMV(8)) hay que
encontrar con que valor de 8 € @(siendo @ el espacio paramétrico de los posibles

valores que puede tomar 8) se maxima L(6|x;,x,,...,X,), como la funcion

logaritmo es una funcion creciente a menudo se suele usar para suavizar la funcién



y sea mas facil encontrar este maximo ya que bajo esta transformacion preserva se
preserva.

EMV(Q) = IGVIEaéC{L(Ql-X1 » X2, ---:xn)} <

EMV(6) = Max{In(L(B|x1, %2, .., Xn))}

1.1. Distribuciones Discretas

1.1.1. Bernoulli

Sea (x;,%5,...,X,) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~Ber(8) Vi, Entonces.

EMV(Q) = Ig\/lgéc{ln(ﬁ(elxl » X2, 'xn))}

EMV () = Igleaéu In (Hf(xll 9))}

n

EMV(6) = Max {ln <r 651 — 9)1—xi11{0,1}(xl-))}

i=1

n
EMV(0) = Max {ln <92i=1xi(1 — )Tk H H{O,l}(xi)>}
=

EMV(0) = Igdeaéc {Z Xi ln@ + (TL — z Xi> In1—06)+ lTl(._l ]I{o_l}(xl-)>}

i=1 i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

6 e igualar a 0 para encontrar el maximo.



66_9 Z x; In(0) + (n — z xi> In(1—06)+ ln( H{O,l}(xl-)) =0

i=1 i=1

n n

9 9 (T
30 (Z X; ln(9)> + 28 ((n — Z xi> In(1— 9)) + 28 In (1:[ H{O,l}(xi)> =0

i=1 i=1

%ixiﬂ-liQ(n—ixi)(—l)_*_O:O

i=1 i=1

n n
52, =T (",
. xl—1_9<n xl)

i=1

Entonces.



1.1.2. Binomial

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~Bin(m, @) Vi, para esta distribucién al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. m conociday 6 desconocida.
ii. 6 conociday m desconocida.

iii. my 0 desconocidas.

Solo trabajaremos con el caso (i) ya que los casos (ii) y (iii) es imposible

obtener un estimador para m de forma explicita. Entonces.

EMV(0) = g/lgg{ln(ﬁ(m, Olx1,%2, ., Xn))}

EMV () = Max {ln (u foulm, 9))}

EMV(6) = Max {ln <]_[ (3)o"a- H)m‘xiﬂ{o,l,...,m}(xi)>}

i=1

n
EMV(0) = Max {ln <92i=1xi(1 — Q)rm R Xi 1_[ (::) H{O,l,...,m}(xi))}

i=1

EMV(0) = Igleaéc {Zn: x; In(0) + <nm - zn: xi) In(1-6)+In (ﬁ (?) Io1,., m}(%‘))}

i=1 i=1 i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

6 e igualar a 0 para encontrar el maximo.

% Zn: x; In(6) + (nm - i xl-) n(1-6)+In (ﬁ (:) Io,1,..m} (xi)> =0

i=1 i=1 i=1



| @
-~
iD=

R

Y

N>
\\___,/
//’_‘\\

S

m— i xl) In(1- 9)) + —ln <1_[ (n:) Io1,., m}(xi)> =0

i=1 =1

1% 1 =
Ein+1_9(nm—in>(—1)+0=0

=1
n n
1 1
5> (m- Y )
i=1 i=1
n n
1-60) ) x;= (nm — xl>
n n n
le- —Bin = nmb — Hle
i=1 i=1 =1
n
nmb = ) x;
2
n
1
0 = —Z X
nm 4
i=1
~ X
0 =—
m
Entonces.
EMV(0) =0 = X
m



1.1.3. Geométrica

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~Geo(60) Vi, Entonces.

EMV(0) = lygg{ln(ﬁ(mﬁ /X2 5 s X)) }

EMV(6) = Max {ln (H Flx,] 9))}
EMV(0) = Iglgg{ln (ﬂ 01— 9)xi_1]1{1,z,...}(xi)>}
i=1

EMV(0) = Max {ln (9"(1 — iz u H{l,z,...}(%))}

n

EMV(O) = 1(\9/1% {nln(B) + (Z X; — n) In1—06)+In (1:1[ H{l_z,_,_}(xi)>}

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 e igualar a 0 para encontrar el maximo.

=1

n n
0
20 nin(0) + (2 X; — n) In1—0)+ ln( H{l,Z,...}(xi)) =0
i=1

9 9 9 -
% (nln(H)) + % ((Z X; — Tl) lTl(l — 9)) + 6_9 In (D H{Lz,_"}(xl-)> =0

i=1

g+ﬁ<2xi—n>(—1)+o=o

i=1

n
Tl_ 1
9‘1—9(2’“" ")

i=1



Entonces.

EMV(6)

Il

D)

Il
K| =

1.1.4. Binomial Negativa

Sea (x;,X,,...,X,) Una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~BN(r, 8) Vi, para esta distribucion al tener dos
parametros se nos presentan 3 casos:

i. 1 conociday 6 desconocida.
ii. 6 conociday r desconocida.

iii. 7y 0 desconocidas.

Solo trabajaremos con el caso (i) ya que los casos (ii) y (iii) es imposible
obtener un estimador para m de forma explicita. Entonces.



EMV(O) = Igleaéc{ln(l:(r, Olx1,%x2, .., xn))}

EMV(0) = Max {ln( flx|, 9))}
Beod H
EMV(0) = Max {ln (H (T ;ixl )9 (1—60)* I, }(xl)>}

i=1
nr n Xi—n z T'+xl—2
EMV(6) = Max {ln (9 (1—§)*ix H (x217) H{l,z,...}(xi))}
N . +x,—2
EMV(6) = Max {nrln(e) + < xX; — n) In1-6)+ ln( T Iy, ,__.}(xl-)>}
> (1037 )

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 e igualar a 0 para encontrar el maximo.

<nrln(6) + <zn: xX; — ) In1-6)+1In (ﬁ (7" ;lc-x_lz 2) H{1,2,...}(xi)>> =0

i=1 i=1

) o ([~ 0 = =2
= (nrln®) + <<2 >ln(1 - 9)) + %ln< (r :x_ ) )H{l,z,,,,}(xi)> ~0
i=1 :

i=1

nr+1zn: (-D+0=0
g T1oe\LM TV TO=

i=1
n
nr 1
7_1—9<in n)
i=1
n
(1—9)nr=9< xl-—n)
2

nr—HnrzHin—Hn

i=1



n
9<zxi+nr—n>=nr

i=1
n

6 zxi+n(r—1) =nr
i=1

-1

n
0 =nr Exi+n(r—1)
i=1

~ r
0 =—
(x+ (@ —1)
Entonces.
EMV(0) =0 = r
X+ (r—1)
1.1.5. Poisson

Sea (x;,X,,...,X,) Una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~Poi(8) Vi, Entonces.

EMV (6) = Max{In(LB]x1,%2 , ., X))

EMV (6) = Max {ln <H f(xi 9))}

e 99"
EMV(@)_g/z%{ln<ﬂ = H{O'Lm}(xi)>}

i=1

n
_ Tie1X 1
EMV(8) =1g1€ag)c{ln(e nogei=1 | |x_ﬂﬂ{°'1""}(xi)>}

i=1




EMV () = Max { —n6 + z x; n@)+In (Hi' H{O,l,,_.}(xl-)>}

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 e igualar a 0 para encontrar el maximo.

n n

0 1

% —nb + zl X; ln(@) + In (| | X_L'H{Ol}(xl)> =0
i=

i=1

n a n
—( no) + - z (n(0) | + =1 (ﬂ%ﬁ{o,l,_,_}(xi)> —0

i=1 i=1

1 n
—n+52xi+0=0
i=1

Entonces.

EMV(O)=0=%



1.2. Distribuciones Continuas
1.2.1. Doble Exponencial

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~DobExp(6, d) Vi, para esta distribucion al tener

dos pardmetros se nos presentan 3 casos:

i. o conociday 6 desconocida.
ii. 6 conociday o desconocida.

iii. oy 68 desconocidas.
Caso (i):

EMV(O) = Igleaéc{ln(ﬁ(@, alx1,x2, .., %n))}

EMV(6) = Iglgg{ln <H f(xil 6, a))}

n _|xi_9|
e o
EMV () = Max {ln <ﬂ o I—o0,00) (M))}

i=1

K ;=6
EMV(0) = Max {ln (D(ZO_)_le_TH(—oo,oo)(xi)>}

EMV () = Max {ln ((20)-"e‘%2?=1"‘i‘9' H (H(_oo,oo)(xi))>}

l

n n
1
EMV(6) = Max {—nln(Za) —~ E;m — 0| +In Qj I —co,00) (xi)>}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 e igualar a 0 para encontrar el maximo.



5 " n n
% —nln(20) — EZLXL — 0|+ In (1_[ H(_oo,oo)(xl-)> =0
i=1 =1

d
50 —nln(20)) ——( lel 9|> +—ln (1_[ I (= o000y (X; ))

1 9
O—EZ%W-—QHO—O
i=

n

1
_EZ sgn(x; —0) =0

i=1
n

z sgn(x; —0) =0

i=1

Siendo sgn(x; — @) la funcién signo definida de tal modo:

1, six >0
sgn(x): {—1, six <0
0, six=20

Proponemos tres conjuntos tales que:

A:{Xl'l xl—9>0} =
A:{xi| xl>9}

B:{xl-| xl—9<0} =
A:{xi| Xl<6}

C:{x;| x; =6}



Notamos que la unién de A, B y C genera toda la muestra, ademas A,By C

son disjuntos entre si. Entonces retomando lo que teniamos.

n

Z sgn(x; —0) =0

i=1

sgn(x; —68) =0
AUBUC

Z sgn(x; —0) + ZB: sgn(x; — 0) + ZC: sgn(x; —0) =0

A

Por como estan definidos los conjuntos la suma sobre A nos daria puros 1, la

suma sobre B puros -1 y sobre C puros 0, entonces al ser estos conjuntos

numerables podemos obtener la cardinalidad de cada uno de ellos, quedando:

#A(1) + #B(-1) + #C(0) =0
#A = #B

Para lograr la igualdad se deberia tener la misma cardinalidad para A y para
B, entonces para encontrar el punto maximo y como se definen estos conjuntos se

debe esperar que alo mas = elementos de la muestra sean mayores a 0 ara a
2

lo més g elementos restantes menores a 6. Si acomodamos la muestra con

estadisticos de orden asi:

X(l) S X(Z) S'"S x(n_k) S'"S x(n—l) S X(n)

Con Xy = Min{Xy ,Xp , ., Xn} ¥ X(ny = Max{X; , Xz, ..., Xp}



Podemos notar que la mediana de la muestra satisface las condiciones

deseadas para el estimador de 8, con dos casos:

l.  nimpar.

. n par.

Para el caso (I) por la definicion de mediana se cumple lo siguiente:

Mediana(X1,X2 , ..., Xp) = x(n_ﬂ)
2

Si esto pasa existen n — 1 elementos de la muestra que cumplen:

< < . n—1 n+3

Xy < Xm+1y S Xy con =1, .., | = , o, N

(i) = X(ni1y < X(j) Y =

Y si tomamos a 8 = Mediana(x; , X, , ..., X,) Seria cuando nuestra funcion

de verosimilitud se maximice ya que #A =~ #B. Asi.

é - Mediana(x1 y X2, ...,xn)

Para el caso (Il) por la definicion de mediana se cumple lo siguiente:

(1 +*an)

Mediana(X1,X3 , ..., Xp) =

Si esto pasa existen n elementos de la muestra que cumplen:



=-41
] )
y J >

() * %10

2

NS

X(i) < < X(j) con i=1,..,

Y si tomamos a @ = Mediana(x; ,X, , ..., X;) Seria cuando nuestra funcion

de verosimilitud se maximice ya que #A =~ #B. Asi.
0 = Mediana(xy , %5 , ..., X)
Conjuntado todo lo anterior podemos concluir que.
EMV(0) = 0 = Mediana(x1,X , ..., Xn)
Caso (ii):
EMV(0) = IC\T/I%{ln(L(H,a|x1 , X2 5 e, X))}

1 n n
EMV(0) = Max {—nln(ZO') - 5;|xi — 6l +1In (D L on.om) (xg)}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

o e igualar a 0 para encontrar el maximo.

n n
9 1
—| —ninGao) - me — 9]+ In (1_[ n(_oo,oo)(xi)> —0
=1 1=1
9 9 (1% 9 &
%(—nln(ZO')) — %<E;|xl - 9') + %ln <1:1[ H(_oo,oo)(X'i)> =0

n
n 1
‘%@)‘Z"‘f‘g'(‘;)” =0
=



n
Sia-a)-»
i=1
n
lei—9|=na
i=1
n
S o
o=—) |x;—
nia "
=1
n
. 1
6==—) |x;— 0|

Entonces.
n
1
EMV(0) = & = %Zm -y
i=1

Caso (iii):

Para este Ultimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para 8 y o

respectivamente.

EMV(O,0) = ellgch@{ln(ﬁ(e, alx1,x2, ., %Xn))}



n n
1
EMV(0,0) = g%—%x@ {—nln(Za) - E;m —0|+In (g ]I(_oo,oo)(xl-)>}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

6 y o y crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

n n
0 1
% —nln(Za) - Ezlxl — 9' +In (1_[ H(—oo,oo)(xi)) =0
i=1 =1
n n
0 1
3 —nln(20) — E_lei —0|+1n (1_[ H(_oo,oo)(xi)> =0
i=1 =1

Pero de los casos (i) y (ii) sabemos que:

0 = Mediana(xy , X5 , ..., Xy)
n
. 1
= —Z|xi — 0|
n ]
i=1

Pero como los estimadores no pueden estar en funcion de los parametros ya

que son desconocidos, sustituyendo el estimador de 6 en & se tiene.

Entonces.



n
~ 1
EMV(8,0) = (8,5) = <Mediana(x1 X s e X)) ,Echi — Mediana(x; , %, , ...,xn)|>
i=1

1.2.2. Exponencial

Sea (x;,X,,...,X,) Una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~exp(0) Vi, Entonces.

EMV(Q) = Ig\/lgéc{ln(ﬁ(elxl » X2 'xn))}

EMV(0) = Max {ln H f(xil 9))}

n
=1

EMV(0) = Igleag)c {ln( :He_ex"]l[o,oo)(xi)»

=1

n
EMV(0) = Igleaéc {ln <9ne‘92?=1xi 1_1[ I0,00) (xl-)>}
1=

EMV(0) = Max {nln(@) iy ; x; + In (1:1[ 0,000 (x@)}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

6 e igualar a 0 para encontrar el maximo.

n n
0
FT nln(0) — 6 Z x; +In (1_[ H[Om)(xi)> =0
i=1 i=1
9 ? [ ~ 9 =
% (nln(@)) - % (9 z Xi> + % In (g H[o_oo)(xi)> =0

i=1

—le-+0=0

n
=1

| S



=1
n -1
0=n (Z xl-)
i=1
~ 1
9 = =
X
Entonces.
EMV(0) =0 = !
X
1.2.3. Gamma
Sea (x;,x%5,...,X,) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~I'(a, §) Vi, para esta distribucion al tener dos
parametros se nos presentan 3 casos:

i. aconociday f desconocida.

ii. [ conociday a desconocida.

iii. ayf desconocidas.

Caso (i):

EMV(B) = %gg{ln(ﬁ(%ﬁlxl 1 X2 5 we0s Xn))}



EMV(B) = Max {ln (Hf(xil a, B))}

nopa O B
EMV(B) = Max{ln(l_['g xlr(a) H[o,oo)(xl')>}

i=1
n

n

EMV (B) =%gg{ln<(lf({m) e Pl :iixia_l[[[o,oo)(xi)>}

i=1

EMV(B) = May {ln <(F€a)n) e P | xi“‘lﬂ[o,m>(xi)>}

i=1

n

EMV(P) = Max {anln(ﬁ) —nln(T'(a)) — B ; x; +In (H xia_l]l[O,oo)(xi)>}

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
p e igualar a 0 para encontrar el maximo.

a n n
—| anin(B) —nln(T(a)) =B ) x; + ln( x; % Mg, (xl-)) =0
7 2oL

([ N o (TT us
(anln(ﬁ)) - (nln(F(a))) a8 (ﬁ ; xl-) + a8 In (D x;% [, 00) (xl-)> —

n

an
F—O—in+0=0

=1

~-



=
Il
R

Entonces.

RIIK

EMV(B) =P =

Para los otros dos casos es necesaria una aproximacion a la funcion Digamma

I , . .
Y(a) = % una buena aproximacion usando la constante de Euler-Mascheroni

(v) es.
Y(a)~In(a—vy)
Teniendo asi.
Caso (ii):
EMV (@) = Jygg{ln(L(a,m;cl , X2 e X))}

EMV(a) = Io\{[% anln(f) —nin(l'(a)) — p Z x;+1In (1_[ xi“‘lﬂ[olm)(xi)»

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

a e igualar a 0 para encontrar el maximo.

i anln(B) — nln(T'(a)) — ﬂz x; +In (1_[ x; % Mg, (xi)> =0

da _
=1



a-1

9 (anln(ﬁ)) -2 (nln(F(a))) - —( z xl> + Zin ((ﬂ

i=1 i=1

aa <anln(ﬁ) —nln(T(a)) — B Z x; +In <(1—[ )

n))

a-1 n

) ]_[H[Om)ocl)

nln(B) — n——0+Zln(x)—0

I'(@)

i In(B) — nT) n 2 In(x;) = 0

—n— + Z(ln(xl) + ln(ﬁ)) =0

—nm+ z In(Bx;) =0
—n¥(a) + z In(Bx;) =0
(@) = ) n(Bx)

n
1
W(@) == In(fx)
i=1
Usando la aproximacion de la funcion W(a).

na—y) == n(x)

n(a—y) == In(x)

>_0



1 on
a — Y ~ eﬁzi=1 ln(ﬁxl)

1

a ~ en2?=1 ln(ﬁxi) +y

1on
G ~ eni=1MBx) +y
Entonces.

1an '
EMV((Z) T eﬁzi:1ln(ﬁx1) + Y
Caso (iii):

Para este Ultimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para a 'y

respectivamente.

EMV(a,B) = al\/é%%{ln(ﬁ(a,ﬁ|x1 , X2 5 e, X))}

EMV(a,B) = Max { anln(B) —nin(T(@) —B ) x;+In ( xi> I0,00) (x) }
1) e ([) [T

=

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
a y By crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

n n a-1 n

9,

EP anin(B) — nin(T'(a)) — ﬁz x; + In <(| | xi> | | I[0,00) (xi)> =0
i=1 ‘

i=1

n

% anln(B) — nin(T(a)) — ,Biznlxi + In ((1_[ xl-)al 1_[ I[o.00) (xl-)> =0

i=1



Pero de los casos (i) y (ii) sabemos que:

Pero como los estimadores no pueden estar en funcién de los parametros ya

que son desconocidos, sustituyendo el estimador de [ la segunda igualdad se tiene

1
Tl

n(a—vy) = %Z (ln (a) + In(x; ))

i=1

n(la—vy) = —(nln Z In(x; ))

l=

z In(x;)

i=1

In(a—vy)—In (g) ~ %z In(x;)

i=1

n
a— 1
In Y~ —z In(x;)
n i=1

n <x(a 12 ) z In(x;)

Ha—y)  Lsrime
(04

n(a—v) =

IIM3

S

3|'—‘

n(a—vy) = ln(%)+

S

RIK



1¢en
©(a —y) ~ aenZi= 0D

1

n .

xa — aenzi= M) & gy

— lzn ln(x) —
a(x—en =1 ‘)zxy

Xy
a =~ T
¥ — en2iz1in(xd)
5 Xy
a =~ -~

Sustituyendo este valor en B se tiene.

A~ 1 Xy
:8 ~ % 1T on
5 Y
B~ Tom

Siendo Y = 0.577215664901532860606 la constante de Euler- Mascheroni,

entonces.

~ D fy Y
v = @)~ (e L)
X — eﬁzi=1 In(xp X — eﬁzi=1 In(xp)



1.2.4. Lognormal

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~LnN(8, 0%) Vi, para esta distribucion al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. o conociday 0 desconocida.
ii. @ conociday o? desconocida.

iii. o%y 0 desconocidas.
Caso (i):

EMV(0) = ygg{ln(ﬁw, 0%|x1,%2, ., Xn))}

EMV () = Max {ln (H f(xi| 6, 02)>}

n_Un(x)—0)*
(0 = ax{in| | |e S DU
EMV = Max _ o i

n 1 ,
EMV(0) = Max {m (H(Zﬂaz)‘%(xi)‘le‘ﬁan Sl (P (xi)>}
i=1
n 1 on 2 L
EMV(0) = Iaylea(g)c {ln <(2n02)_73_ﬁzi=1(ln (=0 n(xi)_l[[[o,oo) (xi)>}
i=1
n 1 <& n )
EMV(0) = 1(‘9/1%6 {—Eln(ZTFUZ) — ﬁ;(ln (x) —60)?* +In (D(xi) 1]][0,00)(951'))}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

6 e igualar a 0 para encontrar el maximo.



0 n 1 . -

% <—Eln(27wz) - 27‘22(1" (x) — 6)* + In (H(xi)lﬂ[o,oo) 0&))) =0
i=1 i=1

(—g In(2ma?) > (2 - Z(ln (x;) — 0)* ) + —ln <1_[(x) Mooy (x4 ))

n

1 <0
— =) sgn (x) =02 +0=0
g i=1

Q
c1:a|°J

n

— 2> ) - ) (1) = 0

n

;Z(zn(xl) ~6)=0

Z(zn(xl) —6)=0

Entonces.



In(x;)

>
:IH
INgE

EMV(0) =60 =

Caso (ii):
EMV(c?) = (Iftgl%{ln(L(Q, 02|x1,%2, ., Xn))}

EMV(0?) = %Cew(f) {—gln@naz) — %Z(ln (x)—0)+In (H(xi)‘lll[om)(xi)»
i=1 i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

o’ e igualar a 0 para encontrar el maximo.

0 n 1 - -
— | S in(en®) - ;Z(ln () — 0)2 + In <1_[(xi)_111[07m) (xl-)> =0
i=1 i=1
d n
ﬁ<—gln(2na > 352 <—2 2Z(ln (x) — 6) )+—<ln (H(X) Moy () )) =

() - Z(ln (x)) — 6)? (—i)+o_o

4n2

n

—iﬁ (In (x;) — 6)? (2%4) =0

20 £
=1

2—2 —n+Z(ln (x;) —9)2( ) =0
-n+ i(ln (x;) — 0)? (%) =
ian () -6 () =n



n

E(Zn (x;) — 0)* = no*

i=1

n
% = iZ(ln (x;) — 6)?
n 4 '
1=1
n
o7 = iZ(ln (x;) — 6)?
n 4 '
1=1
Entonces.
5y =3 2 2N () — 62
EMV(0?) = 02 = n;(ln (x;) — 0)

Caso (iii):

Para este Gltimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para 0 y o

respectivamente.
EMV(8,0?) = 6’Mzax@{ln(L(B, 02|x1,%X2 , e, Xn))}
,0% €

EMV(6,0?) = gl\élzagc@ {—gln@naz) - %E(In (x) — 9)2 + In (ﬂ(xi)‘lll[o‘m) (xl-)>}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
0 y o2 y crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

d( n X ;
50 —;ln(chfz) - 2%‘ZZ:U” (x;) —0)* +In (U(xi)lﬂ[o.w) (xi)>

Il
o



0 n 1 - -
|~ inon) - EZ(ln (%) — )% + in (len[o.w) <xi>> =0

Pero de los casos (i) y (ii) sabemos que:
n
~ 1
6 = Hz In(x;)
i=1
n
=2 1 2
7 = ) (In () ~6)
=1

Pero como los estimadores no pueden estar en funcién de los parametros ya

que son desconocidos, sustituyendo el estimador de 8 en o2 se tiene.

n
o = %Z(ln (x) — 8)°
i=1

Entonces.

2
EMV(0,0%) = (0,0?) = %Z ln(xi),%z (ln (x) — (%Z ln(xl-))>
i=1 1 i=1

=



1.2.5. Normal

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~N(6, 0*) Vi, para esta distribucion al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. o conociday 0 desconocida.
ii. @ conociday o? desconocida.

iii. o%y 0 desconocidas.
Caso (i):

EMV(0) = ygg{ln(ﬁw, 0%|x1,%2, ., Xn))}

EMV () = Max {ln (H f(xi| 6, 02)>}

( n _(xl-—G)Z

e 207
EM = Max « —— T o (X
V() = Mazyin| | 11 Vzror oD
i=

\

< n 1 2
EMV(0) = Yax {m <A.—[(2”02)‘%e‘ﬁ(’”_9) H(-m,m>(xi)>}

i=1

n 1 ¢n 2 L
EMV(H) - yeag {ln ((anZ)—Ee_ﬁzi=1(xi_9) 1_[ H(—oo_oo) (xl)>}

i=1

_ . n 2 _Ln Y - .
EMV(@)_zy%{ _In(2ma?) 202;(’“‘ 0) +ln<1:1[]1(_m_m)(xl))}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

0 e igualar a 0 para encontrar el maximo.



d n 1 . =

— | —— 2y _ . — 2 . —
| —5inGret) - — Z(x 0)2 + In <|._1| H(oo_oo)(xl)> 0
[ n (1 v

%<—Eln(2naz)> _ %<27221(xi —0) ) + —ln (ﬂ Iy (xl)>

1w« 0

=1

~ 57 ) (i =)D = 0

i

%Z<

Entonces.

EMV(@)=0=x%x



Caso (ii):
EMV(c?) = (Iftgl%{ln(L(Q, 02|x1,%X2, ., Xn))}

n n
n 1
EMV(0c?) = 4\4% —Eln(ZTL'O'Z) - Tﬂz(xi —60)?*+1In (1_1[ H(_oo,oo)(xi)>}
i= i=

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

o’ e igualar a 0 para encontrar el maximo.

% —gln(ZT[O'Z) - %an:(xi —0)*+In (i{ H(_w,w)(xi)> =0
%(_gmm) 2 ( zz(xl—m ) agin[ Jrcomten) o
(~z7) 0=

n

e (2))-

i=1

n

“n+ Z(xi — ) (%) ~ 0

=07 () -
zn:(xi — 0)% = no*



n

0’ = %Z(xi — 0)?

i=1
n

— 1

o7 = 52(% — )
i=1

Entonces.

n

1
2y — —— . — )2
EMV(G)_GZ_niil(xl 0)

Caso (iii):

Para este Gltimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para 0 y o

respectivamente.
EMV(8,0?) = 6’Mzax@{ln(L(B, 02|x1,%X2 , e, Xn))}
,0% €

n n
2y — _n 2y _ L 02 .
EMV(9,0%) = Max |- In(2n0?) 2JZZ(xl ) +ln<gﬂ(_m)(xl))}

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
0 y o2 y crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

0 n , 1 Y , =
@ —Eln(ZTEO' ) — ZTC'ZZ(xi —0)+In | | ]I(_oo_oo)(xi) =0
i=1 i=1



n n
0 n 1
— — — 2 — — § — 2 . —_—
302\ 73 In(2mo?) - ._El (x;—0)*+In (I_J H(oo_oo)(xl)> 0

Pero de los casos (i) y (ii) sabemos que:
6=x

n
Py 1 2
7= (=)
i=1

Pero como los estimadores no pueden estar en funcién de los parametros ya

que son desconocidos, sustituyendo el estimador de 8 en o2 se tiene.

Entonces.

2y = (0 o2) = —ln Y
EMV(Q,O')—(Q,O‘)—(X,nZ(xl x))



1.2.6. Pareto

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m. a.i.i.d.) donde x;~Par(a, ) Vi, para esta distribucion al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. aconociday ff desconocida.
ii. B conociday a desconocida.

iii. ayp desconocidas.
Caso (i):

EMV(B) = %gg{ln(ﬁ(a, Blx1,%2, ., x0))}

EMV(B) = Max {ln( _[f(xll a, ﬁ))}

L BaP
EMV([?)=1[\;/IEc%c<ln r 'Bﬁﬂ aoo)(xl)>}

i=1

EMV (B) = Max{ln r(xi)*ﬁ*“ﬁaﬁﬂ[am)(xQ)}
.=j‘

EMV(B) = Max {ln ((ﬁ af)" H(xi)‘(ﬁ g0 (X

EMV(6) = Mag {nln(ﬁ) +nBln@) — (B +1) Z In(x,) + In (F ) (xl-)>}

i=1 i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

[ e igualar a 0 para encontrar el maximo.



9 - .
5 (nln(ﬁ) +nBin(a) — (B +1) Zl In(x,) + In (1:1[ Lo (xl-)>> — 0

9 9 9 - 9 -
F (nin(B)) + F (nBin(a)) — F ((ﬁ +1) ; ln(xl-)> + 9B (ln (1:1[ H[a,oo)(xi)>> =0

n

5 +nln(a) — Z In(x;)+0=0

% = Zl In(x;) — nin(a)

n=p <Z In(x;) - nln(a))

B=n (Z In(x;) — nln(a))
B=n (z In(x;) - z ln(a))
L=n (Z(ln(xi) — ln(a)))

i=1

p=n(Y )

i=1

Entonces.



Caso (ii):

Para este caso a es desconocido y ademas el parametro vive dentro de la

indicadora por lo que no sera posible derivar la funcion para encontrar su maximo,
entonces para este caso se analizara la funcion de verosimilitud y no el logaritmo

de esta.
EMV(“) = Meaéc{‘[’(aiﬁlxl » X2, ---;xn)}
a

EMV(“) = ]yeag {(Baﬁ)n D(xl)_(ﬁ-"l)ﬁ[a,oo) (xl)}

EMV (@) = Max {B” <1_[(xi)‘(ﬁ+“> afr | ] [0 (xi)}

i=1

Como f3 es conocido, a, B > 0y ademas a < x; Vi por como esta definido
su dominio, los primeros factores solo dependen de [ y son estrictamente positivos
por lo que se podrian tomar como constantes, ahora pasando al producto de
indicadoras vemos que el minimo valor que la muestra puede tomar es el de «,

entonces si garantizamos que el minimo muestral este contenido en el intervalo,

esto es equivalente a que todos los valores muestrales se encuentren ahi debido a

que Xy < x; Vi, es decir.

n

1_[ Ty (1) = Taer) (X))

i=1



Entonces vemos que la funcién nos quedaria como un polinomio de grado fn
y que toma valores en 0< & < X4y ya que si X,y < « la indicadora se haria 0 y por

ende el producto de ellas, entonces la funcion solo toma sentido en ese intervalo, y

como vemos que es una funcion polinomial es creciente en el intervalo [0, ),

teniendo asi.

EMV(@) = Iygg{paﬁnﬂ[a.w (@)}

n
Siendo p = " H(xi)_(ﬁﬂ) una constante conocida.
i=1

Si graficamos esta funcion, que se puede ver en la Figura A2.1, tenemos lo
siguiente:

L(a)

palr

T (04
Figura B.1. X

Entonces podemos ver que la funcion se maximiza cuando @ = x4,, entonces

& = Xy, teniendo asf:



Caso (iii):

Para este Ultimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para a y

respectivamente, es decir que necesitamos maximizar la funcion de verosimilitud

multivariada para dar con estos estimadores.

EMV(a,p) = aﬂ%ch@{ll(a,ﬁ |21, %2 5 00y X0}

Por el caso (ii) sabemos que

EMV(a’ ﬂ) = a%%x@ {Bn <1_[(xl)_(ﬁ+1)> aﬁn]l[a,oo)(x(l))}

i=1

Para maximizar esta funcibn vemos que no nos es posible derivarla
directamente por el problema del parametro dentro de la indicadora, entonces la

maximizaremos utilizando multiplicadores de Lagrange quedando de tal modo.

n
EMV(a,p) = al\/é%% {ﬁ" <1_[(xi)‘(ﬁ+1)> afm sa a < xg }
’ i=1

Siendo que los multiplicadores de Lagrange se definen para una funcién
f(xqy,%5,...,x,) con v restricciones g;(x; ,X3 , ..., X,) =0, i =1,..,v, parala

funcion f(x;,x,, ..., xy). El extremo para ella seria definido por:

v
v f(xl,xz,...,xn)—ZAigi(xl,xz,...,xn) =0
i=1



Entonces en este caso nuestra funcién es de dos variables y solo tenemos una
restriccion, pero hay que ponerla en las condiciones necesarias para los

multiplicadores, entonces:

a = Xy

OSx(l)—a

Tomando la igualdad y remplazando tenemos.

EMV(a,B) = Max, {ﬁn (Q(xi)_(ﬁ+1)> afm sa. (xy—a)=0

Entonces.

n 1
AN l_l(xi)‘(ﬁ“) afn — Z Ai(x(l) — a) =0
i=1 i=1

Vi g" l_[(xi)‘(ﬁ“) afm — 11(35(1) — CZ) =0
i=1

AW ﬁ(xi)‘(ﬁ“) aft | =V (Al (x(l) — a))
i=1
( % (ﬁ" <1ii[(xi)—(ﬁ+1))aﬁn>' % <ﬁn <1:[(xi)—(ﬁ+1)) aﬁﬂ)) - (aa_a (A - a)),%(/ll(xm - a)))
(ﬁ” <ﬁ(xi)_(ﬁ+1)>ﬁnaﬁn_1,%(ﬁ" <ﬁ(xi)_(ﬁ+1)> aﬁ”)) = (—1,,0)

Generando el sistema de ecuaciones y respetando que se cumplan las

restricciones se tiene.



n
F (l_l(xi)‘(ﬁ“)) Bnafrt = -3,
i=1
n
0
— | gn n(xi)—(ﬁﬂ) afr | =o
ap .
=1
Xq) —a= 0
De la ecuacién (3) vemos que.
a = X(l)

Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2).

9 - n
o o)

De la ecuacién (4) vemos que.

L =-p" <1_[(xi)_(ﬁ+1)>ﬁn(x(l))ﬁn_l
i=1

Trabajando ahora con la ecuacion (5) se tiene que.

9 - n
(o)

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)



n -(B+1)
% <ﬁn (1_[ xi) eﬁnln (X(l))> =0

=1

n -(B+1) 5 5 n —-(B+1)
n nin (x4 nin (xy) n . =
B (HJ@) %(eﬂ (<)))+eﬁ (())aﬁ<’8 (Hn) >—0

i=1

n -(B+1)
p" (1_[ xi) eBnin(xw) nln(x(l)) +

i=1

5 n -(B+1) n -(B+1) 5
e Pnin (x(1)) ’3”% ((1_[ xi) ) + (1_[ Xi> % B") |=0

i=1 i=1

n -(p+1)
B (1_[ xl-) eh nin(x(;)) nln(x(l)) +

i=1

n -(B+1)
0 n -(B+1) 0
Bnln (x 1 ) n___ ln((“i:lxi) ) . — (R =
eBrin (xc) Baﬁ(e )+<1_[x> 358 | =0

n -(p+1)
B" (1_[ xl-) eh nin(x(;)) nln(x(l)) +

i=1

n -(B+1)
e,Bnln (x(l)) (ﬁn % (eln((l_[{;l xi)'(ﬁ+ ))) n (1_[ Xi> nﬁn1> =0

i=1

n -(p+1)
4 (1_[ xi) ef ) nin(xy) +

i=1



n -(B+1)
0 n
ePrin (x(1)) ﬁ”ﬁ(e—(ﬁ‘ﬂ)ln(ni:lxi)) + (1_[ xl.) nf™ ' |=o0

i=1
n -(B+1)
p" (1_[ xl-> eBnin(xw) nln(x(l)) +
=1
n n -(B+1)
eﬁnln (x(l)) ﬁne—(ﬁ+1)ln(n?=1 xi) —In (1_[ xi) + (1_[ xl-) nﬁn—l
i=1 i=1
=0

n -(B+1)
B" (1_[ xi) (Xu))ﬁn nin(xqy) +

i=1

(x)” ( (1) ( i )) (1) ﬁ> B
(ﬁ xi)(ﬁﬂ) (x(l))ﬁn (ﬁ” nin(xq)) — Bln (ﬁ xl-) + nﬁ“) =0

n -(B+1) n
(1_[ xi> (x(l))ﬁnﬁ” (nln(x(l)) —In (1_[ xl-) + nﬁ‘1> =0

Entonces dada esta factorizacién este producto serd 0 cuando alguno de los

dos miembros sea 0, teniendo asi.

(ﬁ xi>(ﬁ+l) (xe) "B =0} U {nln(x(l)) —In (ﬁ xi> +npt = 0}

i=1 i=1

Para la primera parte analicemos los dominios de f,ny las x; de tal modo

que.



4

n

l

[unN

a,B,n>0 A O<a<sx Vi =

">0 A 0<a<xg =

X;>0 A fn>0 A f+1>0 =

—-(B+1)

(1

=1

Entonces este p

>0 A (x) " >0 A pr>0 o

n -(B+1)
(1_[ xi) (x) "B > 0

i=1

roducto nunca podra ser 0, por lo que la GUnica manera en que

sea 0 es que el segundo miembro sea 0, es decir.

n

nln(xqy) — In (1_[ xi> +nBt=0

i=1

% — In (ﬁ xi) — nln(x))

i=1

In(x;) — nln(x(l))

SE
I
M=

~
I
=

3

n=_4 In(x;) — nin(xqy)

-1

B=n In(x;) — nln(x(l))



B=n (z": In(x;) - i ln(x(l))>_1

p=n(Sn())

i=1

Entonces ya se logré una igualdad para a y 3, que no esta en términos de 1,

y solo de la muestra por lo que esos son nuestros extremos y por ende nuestros

estimadores, entonces.

Asi.



1.2.7. Uniforme

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~Unif (a, ) Vi, para esta distribucion al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. aconociday ff desconocida.
ii. B conociday a desconocida.

iii. ayp desconocidas.
Caso (i):

Para este caso § es desconocido y ademas el parametro vive dentro de la
indicadora por lo que no seré posible derivar la funcion para encontrar su maximo,
entonces para este caso se analizara la funcion de verosimilitud y no el logaritmo

de esta.

EMV(B) = %/[%c{ﬁ(a,ﬁwl , X2 5 e, X))}

1=

f(xil “»ﬁ)}
1

n

1
EMV(B) = 1[‘{1% {rm liap) (xi)}

i=1

EMV(B) = Max {(ﬁ —a)™" H Tiap (xi)}

Como a es conocido, «, 8 > 0 y ademas a < x; < [ Vi por como esta
definido su dominio, el producto de indicadoras vemos que el maximo valor que la

muestra puede tomar es el de 3, entonces si garantizamos que el maximo muestral



este contenido en el intervalo, esto es equivalente a que todos los valores

muestrales se encuentren ahi debido a que x; < x,, Vi, es decir.

n
1_[ IPRICORRIPYIC
i=1

Entonces vemos que la funcion nos quedaria como el reciproco de un

polinomio de grado n y que toma valores en X, < [ ya que si [ < X la

indicadora se haria 0 y por ende el producto de ellas, entonces la funcion toma

sentido en ese intervalo, y como a < 8 vemos que f — a >0 entonces es una

funcién decreciente en el intervalo (@, ), pero como esta definida después de X ny»

y @ < X, entonces es decreciente en el intervalo [x(n), oo), teniendo asi.
EMV(B) = Max{(B — &)™ lia (X))

Si graficamos esta funcidn, que se puede ver en la Figura A2.2, tenemos lo
siguiente:

L(B)

1

B —a)

Xm)
Figura B.2.



Entonces podemaos ver que la funcién se maximiza cuando f§ = Xy, €Nntonces

P

B = X, teniendo asi:

—~

EMV(B) = B = X
Caso (ii):

Para este caso a es desconocido y ademas el parametro vive dentro de la

indicadora por lo que no seré posible derivar la funcion para encontrar su maximo,
entonces para este caso se analizara la funcion de verosimilitud y no el logaritmo

de esta.
EMV (@) = Max{L(a, B|x1,%X2 , ..., Xn)}

EMV(a) = 10\{4% {(ﬁ —a)™" U I 1 (xz)}

Como f es conocido, @, > 0y ademéas a < x; < [ Vi por como esta
definido su dominio, el producto de indicadoras vemos que el minimo valor que la
muestra puede tomar es el de «, entonces si garantizamos que el minimo muestral
este contenido en el intervalo, esto es equivalente a que todos los valores

muestrales se encuentren ahi debido a que x(;; < x; Vi, es decir.

n
H“[a,m(xi) = liap1(xa))
i=1

Entonces vemos que la funcion nos quedaria como el reciproco de un
polinomio de grado n y que toma valores en a < X3, ya que si x4, < a la

indicadora se haria 0 y por ende el producto de ellas, entonces la funcién toma



sentido en ese intervalo, y como @ < f§ vemos que [ — a >0 entonces es una

funcion creciente en el intervalo (—oo, ), pero como esta definida antes de x,, y

Xy = [ entonces es creciente en el intervalo (—oo, x(l)], teniendo asi.

EMV(a) = yg(g)c{(ﬂ — @) Mgz (X))}

Si graficamos esta funcion, que se puede ver en la Figura A2.3, tenemos lo

siguiente:
L(a)

B—an

X
Figura B.3.

Entonces podemos ver que la funcion se maximiza cuando @ = x,,, entonces

@ = X, teniendo asi:



Caso (iii):

Para este Ultimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para a y
respectivamente, es decir que necesitamos maximizar la funcion de verosimilitud

multivariada para dar con estos estimadores.
EMV(a, p) = Max {L(a,Blx1, Xz, ... xn)}
a,f e

EMV(a, B) = a%ch@ {(ﬁ —a)™ g liop (xi)}

Comoa, S >0yademas a < x; < [ Vipor como esta definido su dominio,
para el producto de indicadoras vemos que el minimo valor que la muestra puede
tomar es el de a, y maximo es [§ entonces si garantizamos que el minimo y maximo
muestrales estén contenidos en el intervalo, esto es equivalente a que todos los

valores muestrales se encuentren ahi debido a que Xx(;; < x; < X, Vi, es decir.

n
n IPPICORR PV CEILIPIC
i=1

Entonces remplazando en la funcién.
EMV(a, B) = Max (B — &)™ liap1 (X))l (X))}

Para maximizar esta funcibn vemos que no nos es posible derivarla
directamente por el problema de los parametros dentro de la indicadora, entonces

la maximizaremos utilizando multiplicadores de Lagrange quedando de tal modo.

EMV(a,B) = al\%c%{(ﬁ —) ™ sa a<xy A Xm < B}



Entonces en este caso nuestra funcion es de dos variables y tenemos dos
restricciones, pero hay que ponerlas en las condiciones necesarias para los

multiplicadores, entonces:

a<xy AN Xpn<P

0<xp—a A 0=<f—xum
Tomando la igualdad y remplazando tenemos.

EMV(a,f) = Max{(B—a)™" sa (x—a)=0 A (f—xw)=0}

Entonces.

V(G- —imi =0

\ ((ﬁ —a)" - (Al(x(l) —a)+4,(8 - x(n)))) =0
V(B - @)™ = V(2 (xey — @) + (8 - x0))

d 5} d d
(a((ﬂ —0™Mg5 (B~ am) = (5 (M1(xcy — @) + 18 = %)) 35 (Mxw = @) + 28 - xm)))

(-nB - (-1),nB - = (-4, 4,)
(B — =™, —n(B — )" "*V) = (=21, 4,)

Generando el sistema de ecuaciones y respetando que se cumplan las

restricciones se tiene.



n(f —a) " =3, )

—n(f —a)y~ ™ =1, (2)
Xy —a=0 3)
B—Xxu =0 (4)

De la ecuacion (3) y (4) vemos que.
a=xqp AN B =xy

Sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2).
—(n+1)
n(xm = xw) = —A ©

—(n+1)
(X — X(1)) =4, (6)

De la ecuacion (5) y (6) vemos que.

—(n+1)
A = —n(Xm) — X)) o

—(n+1)
Ay = (X — X)) n+1

Entonces ya se logr6 una igualdad para a y 3, que no esta en términos de 1,

ni A,, y solo de la muestra por lo que esos son nuestros extremos y por ende

nuestros estimadores, entonces.

Asi.



EMV(a,B) = (@ B) = (x1), X))
1.2.8. Weibull

Sea (x;,X,,...,X,) Una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~W(a, ) Vi, para esta distribucién al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. aconociday f desconocida.
ii. [ conociday a desconocida.

iii. ayf desconocidas.

Solo trabajaremos con el caso (ii) ya que los casos (i) y (iii) es imposible

obtener un estimador para § de forma explicita. Entonces.
EMV () = Mag{ln(!i(a,ﬂxl , X2 s X))}
ae
n
EMV(q) = Iygg)c{ln <H flal B))}
1=

n
EMV(a) = Max iln (1_[ apxfte e Ty, (xi))}

i=1

EMV(a) = Iygg)c{ln (aB)re~aZiaxl Hxiﬁ‘lﬂ[o,m)(xi))}

i=1
n n
EMV (@) = Max {nln(aﬁ) —a Yy xP+ ln< xiﬁ‘lﬂ[o,oo)(xi)»

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

a e igualar a 0 para encontrar el maximo.



9 " T s
£ nln(a,B)—ochi +1In Hxi Ty (X)) | | =0

i=1 i=1

n n
0 0 0
% (nln(aﬂ)) — % (d z Xlﬂ> + % In (A | Xiﬁ_l]l[o‘oo) (XL)> =0

i=1 i=1

Entonces.



1.2.9. Gamma Inversa

Sea (x1,x,, ...,xn) una muestra aleatoria independiente e idénticamente

distribuida (m.a.i.i.d.) donde x;~I'~*(a, B) Vi, para esta distribucion al tener dos

parémetros se nos presentan 3 casos:

i. aconociday ff desconocida.
ii. B conociday a desconocida.

iii. ayp desconocidas.

Caso (i):

EMV(B) = %gg{ln(ﬁ(a, Blx1,%2, ., x0))}

EMV(B) = Max {ln (ll:l[f(xil a, ﬁ))}
arl a+1 —,8(1,)
LB ) e v

EMV(B)=IﬁVIgéc In 1_[ (x‘)

i=1

F(a) [[[0,00) (xl)

n n

a _gyn Nr—1/1 a+1
EMV () =I[§4gg{ln<<%> e Pial) 11 (;) H[o,oo)(xz)>}

i=1

an _gyn (L S 1,71
EMV(ﬂ) = 1[\;/[';15 {ln <<Fl[(ga)n>e .le_l(xl-) || (x_l> H[O,oo)(xi)>}

i=1

EMV(B) = Ma {anln(ﬁ) — nln(T(@)) - 32 (xl) ; ln< n ( xl )a+1 - (xi)»

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de

[ e igualar a 0 para encontrar el maximo.



% anin(B) - nin(T'(a)) - ﬁi (xi) +In (ﬁ (;l)(m M[0,00) (xi)) =0

o~

i=1 i=1
l In(r (1 al (2 a+1]1 =0
7 (anln(®) = o7 (n(P(@)) - 7 ﬁzl(;) a5 1_1[(;) 0 () | =
n
oY —q0=
B e Xi

=1
n -1
p=an()
= an —
e X
=1
n -1
peen(3
= an —
e X
=1

Entonces.
-1

EMV(B) = = an <Z xl>
=1 l

Para los otros dos casos es necesaria una aproximacion a la funcion Digamma

Y(a) = —, una buena aproximacion usando la constante de Euler-Mascheroni

(Y) es.

Y(a) = In(a —v)



Teniendo asi.

Caso (ii):

EMV(a) = Max{ln(L(a,ﬁ|x1 , X2 5 e, X))}

EMV (@) = Max Janln(B) — nin(T'(@)) - Bz +ln<ﬂ (;)a H[O,w)(xi)>}

i=1

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
a e igualar a 0 para encontrar el maximo.

aa_a anln(B) — nin(T'(a)) — B i xi +In (ﬁ (xii)a_l I 0,00 (xl-)) =0

i=1

n a-1 n
9
| antn(p) = nin(r(@) - ,BZ +in << %) | u[olm)(xi)> —0
—(anln(ﬁ)) - —(nln(l"(a))) ( Z%) Zin (( xl) HH[OOO)(xL)> —0

r
—n F((Z)) + z(ln(l) —In(x;) + ln(,b’)) =0

F()

In(x; )) =0



Entonces.



Caso (iii):

Para este Ultimo caso se debe encontrar el vector de estimadores para a y

respectivamente.

EMV(a, ) = al\%%x@{ln(ﬁ(a,ﬁlh ) X2 5 0es X))}

n 1 n 1 a-1 n
EMV(a, ) = Max {anln(B) —nin(T(@) —B ) —+1In ( (—)) I0,00(X1)
a.ﬁe@{ ;xi ( | \x; 1:1[ [0,c)

=

Para maximizar esta funcion vemos que nos es posible derivarla respecto de
a y By crear un sistema de ecuaciones igualado a 0, para encontrar el punto

maximo.

n n a-1 n
0 1 1
2 anm@_nm(ma))_ﬁzﬁm((ﬂ;) HH[Om)(xi))

i=1 °

% anin(B) — nin(T(a)) — B i xi +In ((ﬁ %)“1 ﬁ Io.0) (xl-)) =0

i=1

Pero de los casos (i) y (ii) sabemos que:

Pero como los estimadores no pueden estar en funcion de los parametros ya

que son desconocidos, sustituyendo el estimador de f§ la segunda igualdad se tiene.



) - ln(xi)>

- zn: In(x;)

= |

n
i=1
n
i=1

In (ln(a) + In(n) — ln(
ii
=i

n
=1

l

— | &

In(a —vy) =

)

1
Xi

(nln(a) + nin(n) — nin (

1

n(a—y) =~

n
1
- —z In(x;)
n 3
=1

)
)

l

n
z :
. x.
i=1

n(a—v) = In(a) + In(n) — ln(

Zn: In(x;)

1
n

l

n(a—v)—In(a) = In(n) — ln(
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n
1 1 1on
o T ()
a — — — rae n
( Y) n (Z Xi>

i=1

n
1
Y 1) | a - genZimime o y i
n\&ix; n
i=

~

n 1 n
§ (1 (2 1) b, mm)) Y (z 1)
n\ &~ X; n\ &-X;
i=1 =1
X( n 1
o~ n Li=1 xl)
- 1 1 lZn_ In(x;)
n( ?:1x_l,)_e noE
X( n 1
G~ n Li=1 xl)
! 1 —L3R In(x;)
m(Zhig) —e

2

Sustituyendo este valor en ,é se tiene.

o\ R (Chy)
pon(Yr) T
c i ( ?:1x_i)_e 7 Zi=1 In(x)

y

1 (z 1 )- o~ Zi: In(x)
i=1 xl

Siendo Y = 0.577215664901532860606 la constante de Euler- Mascheroni,

entonces.

2 ?=1xli) y

1(en 1 “Lyn e’ 1(en 1 —2 3 InCx)
) e o)

EMV(a,B) = (@, B) =



Apéndice C

Transformaciones Conocidas

C.1. Relacion Bernoulli-Binomial

Sea (x;,%y,..,X,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~Ber(60) Vi, y sea.

Y=Z.Xi

n
=1
Entonces.
Y~Bin(n, 0)
C.2. Relacion Binomial-Bernoulli
Si x~Bin(1, 8), entonces.
x~Ber(60)
C.3. Relacion Binomial-Binomial

Sea (x;,%5,..,X,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~Bin(n;, 8) Vi, y sea.



Entonces.

n
Y~Bin (Z n;, 9)

i=1
C.4. Relacion Geométrica-Binomial Negativa

Sea (x;,x,,..,Xx,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~Geo(60) Vi, y sea.

Y=Z.Xi

n
=1
Entonces.
Y~BN(n, 6)
C.5. Relacion Binomial Negativa-Geométrica
Six~BN(1, 8), entonces.

x~Geo(0)



C.6. Relacion Geométrica-Geomeétrica

Sea (xl ,X5 , ...,Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~Geo(6;) Vi, y sea.
Y = x4y = Min{x; , x5, ..., %}

Entonces.

Y~Geo (1 - ﬁ(l - Hi))

C.7. Relacion Exponencial-Geométrica
Sea x~exp(0), y sea.
Y = [x]
Donde |x] es la funcién piso definida de tal manera:
|x] = Max{meZ | m < x}
Entonces.

Y~Ge0(1 — e_e)



C.8. Relacion Hipergeométrica-Bernoulli

Six~HG(N, M, 1), entonces.

M
X~Ber (E)
C.9. Relacion Beta-Beta
Sea x~Bet(a, ), y sea.
Y=1-x
Entonces.
Y~Bet(B, a)
C.10. Relacion Beta-F
Sea x~Bet (%, g) y sea.
Entonces.

Y~F(a,B)



C.11. Relacion Beta-Exponencial

Sea x~Bet(a, 1), y sea.

Y = —-In(x)

Entonces.

Y~exp(a)

C.12. Relacion Beta-Uniforme

Si x~Bet(1,1), entonces.

x~Unif(0,1)

C.13. Relacion Gamma-Beta

Sea (x,x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~T'(a;, 0) Vi, y sea.

Entonces.

Y~Bet(a1, az)



C.14. Relaciéon Chi Cuadrada-Beta

Sea (x;,x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~x?(0;) Vi, y sea.

X1 + X,

Entonces.

C.15. Relacion Uniforme-Beta

Sea x~Unif(0,1), « >0y sea.

Entonces.
Y~Bet(a, 1)
C.16. Relacion Cauchy-t Student
Si x~Cauch(0,1), entonces.

x~t(1)



C.17. Relacion Cauchy-t Student no estandarizada

Si x~Cauch(6, o), entonces.

x~t(1,0,0%)

C.18. Relacion Normal-Cauchy

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~N(0,1) Vi, y sea.

Entonces.

Y ~cCauch(0,1)

C.19. Relacion Uniforme-Cauchy

Sea x~Unif(0,1), y sea.

Entonces.

Y~Cauch(0,1)



C.20. Relacién Chi Cuadrada-Gamma

Si x~x?2(0), entonces.

01
(3
2 2

C.21. Relacion Chi Cuadrada-Exponencial

Si x~x?(2), entonces.

G
X~exp 5
C.22. Relacion Chi Cuadrada-Chi Cuadrada Inversa Escalada

Sea x~x2(0),y sea.

Entonces.

Y~)(2_1esc(9, 1)



C.23. Relacién Chi Cuadrada-Chi Cuadrada Inversa

Sea x~x?2(0),y sea.

K| =

Entonces.
Y~x*"(6)
C.24. Relacion Uniforme-Chi Cuadrada
Sea x~Unif(0,1), y sea.
Y = =2Iin(x)
Entonces.
Y~x*(2)
C.25. Relacion Doble Exponencial-Chi Cuadrada

Sea (x;,x,,..,Xx,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~DobExp(8, 0) Vi, y sea.

n

Y=22|xl-—9|
o

i=1



Entonces.
Y~x?*(2n)
C.26. Relacion Normal-Chi Cuadrada |

Sea (xl ,X5 , ..., Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~N(6, 0?%) Vi, y sea.

n

1 )2

Y =FZ(5X1 —X)
i=1

Entonces.
Y~x*(n—1)
C.27. Relacion Doble Exponencial-Doble Exponencial
Sea x~DobExp(0,0), f € R,a >0y sea.
Y=ax+p
Entonces.

Y~DobExp(ab + B, ao)



C.28. Relacion Doble Exponencial-Exponencial
Sea x~DobExp(6,0), y sea.
Y =|x—06]

Entonces.

1
Y~exp <—)
()
C.29. Relacion Exponencial-Doble Exponencial |

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~exp(0) Vi, y sea.
Y - x1 - xZ
Entonces.

1
o ()
obExp 5

C.30. Relacion Normal-Doble Exponencial

Sea (x;,x,,...,X,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~N(0,1) Vi, y sea.

Y == xle - X3x4



Entonces.

Y ~DobExp(0,1)

C.31. Relacion Doble Exponencial-F

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~DobExp(0,0) Vi, y sea.

_ |2, — 6]
|x, — 0]
Entonces.
Y~F(2,2)

C.32. Relacion Uniforme-Doble Exponencial

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~Unif(0,1) Vi, y sea.

Entonces.

Y ~DobExp(0,1)



C.33. Relacion Exponencial, Bernoulli-Doble Exponencial

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde x; ~exp(0),

X,~Ber G) y sea.
Y == x1 (ZXZ - 1)
Entonces.

1
Y ~DobE 0,—
-

C.34. Relacion Exponencial-Doble Exponencial I

Sea (x;,x,) \variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~exp(0;) Vi, y sea.
Y =0,x; —0,x,
Entonces.
Y ~DobExp(0,1)
C.35. Relacion Exponencial, Normal-Doble Exponencial

Sea (x , x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde x; ~exp(1),

x,~N(0,1),0 e R,0 >0y sea.



Y=0+o0,2x:x,
Entonces.
Y~DobExp (0, 0)
C.36. Relacion Exponencial-Exponencial |
Sea x~exp(0), a >0y sea.
Y =ax

Entonces.

0
Y ~exp (—)
a
C.37. Relacion Exponencial-Exponencial Il

Sea (x;,xy,...,Xx,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~exp(6;) Vi, y sea.
Y = x4y = Min{xy, x5, ..., Xp}

Entonces.

n
Y~exp ( 9i>
i=1



C.38. Relacion Exponencial-Gamma

Sea (xl ,X5 , ...,Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~exp(0) Vi, y sea.

n
Y = 2 X;
i=1
Entonces.
Y~T'(n,0)

C.39. Relacion Exponencial-Logistica |

Sea x~exp(1),0 e R,0 >0y sea.

e—x
Y=6 —Jln(l_e_x)

Entonces.
Y~Logis(0,0)
C.40. Relacion Exponencial-Logistica ll

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~exp(1) Vi,8 e R,0 >0y sea.



Entonces.

Y~Logis(8, o)

C.41. Relacion Exponencial-Pareto

Sea x~exp(0),a >0y sea.

Y = ae

Entonces.

Y~Par(a,6)

C.42. Relacion Pareto-Exponencial

Sea x~Par(1,0),y sea.

Y = In(x)

Entonces.

Y~exp(0)



C.43. Relacion Exponencial-Beta

Sea x~exp(0), y sea.

Entonces.
Y~Bet(0,1)
C.44. Relacion Exponencial-Weibull
Sea x~exp(0), entonces
x~w(6,1)
C.45. Relacion Exponencial, Gamma-Pareto

Sea (x4, x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde x; ~exp(0),

x,~I (n, %) y sea.

Entonces.

Y~Par(1,n)



C.46. Relacion Chi Cuadrada-F

Sea (x;,x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~x?(0;) Vi, y sea.

-
D
N——r

B
0,
Entonces.

Y~F(91' 92)

C.47. Relacion Gamma-F

Sea (x;,x,) \variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

xi~T'(a;, ;) Vi, y sea.

_ afix
aqB2x;

Entonces.

Y~FQ2aq,2a,)



C.48. Relaciéon F-Beta

Sea x~F(vq,v,), y sea.
v (v)
1\v,
727
14+v (—)
1\v,

Entonces.

C.49. Relacion F-F

Sea x~F(v4,v,), Y sea.

Entonces.
Y""F(vz, vl)
C.50. Relaciéon t Student-F

Sea x~t(6), y sea.



Entonces.

Y~F(1,0)

C.51. Relacion Gamma-Gamma Inversa

Seax~T'(a, B),y sea.

KRlm

Entonces.

Y~[‘_1(a, ,8)

C.52. Relacion Logistica-Logistica

Sea x~Logis(8,0),a e R, >0y sea.

Y=a+ px

Entonces.

Y~Logis(a + (0, o)



C.53. Relacion Uniforme-Logistica

Sea x~Unif(0,1),0 e R,0 > 0y sea.

Y =0+ c(n(x) — In(1 — x))

Entonces.

Y~Logis(0,0)

C.54. Relacion Normal-Lognormal

Seax~N(6,0?),y sea.

Entonces.

Y~LnN(8,0?)

C.55. Relacion Lognormal-Normal

Sea x~LnN(6,0?),y sea.

Y = In(x)

Entonces.

Y~N(0O,0?)



C.56. Relacion Lognormal-Lognormal |

Sea (xl,xz,...,xn) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~LnN(0;,0;%) Vi, y sea.

Entonces.

C.57. Relacion Lognormal-Lognormal Il

Sea x~LnN(6,0%),a >0y sea.

Y =ax

Entonces.

Y~ILnN(O + In(a),oc?)

C.58. Relacion Lognormal-Lognormal 1l

Sea x~LnN(8,0?),y sea.



Entonces.
Y~LnN(—0,0%)
C.59. Relacion Lognormal-Lognormal IV
Sea x~LnN(6,0%), a #0y sea.
Y =x¢
Entonces.
Y~LnN(a8, a%c?)
C.60. Relacion Normal-Normal |

Sea (xy,x5,...,Xx,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~N(6;, Uiz), a;, B; € RVi,y sea.

n
Y = z a; + ,Bl-xl-
i=1

Entonces.

n n
Y~N (2 a; + B0;, z ,31'201'2)
i=1

i=1



C.61. Relaciéon Normal-Chi Cuadrada Il

Sea x~N(0,1), y sea.

Entonces.
Y~x?(1)
C.62. Relacion Chi Cuadrada-Chi Cuadrada

Sea (xy,xy,...,Xx,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde

x;~x2(0;) Vi, y sea.

Y=in

n
=1

Entonces.

-

i=1



C.63. Relaciéon Normal-Chi Cuadrada lll

Sea (xl ,X5 , ...,Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~N (0, 0?) Vi, y sea.
1
Y = ; (Tl - 1)52

Donde.

2 1 o )2
> =n—1z(xi_x)
i=1

Entonces.
Y~x?(n—1)
C.64. Relacion Normal-Normal I

Seax~N(0,0?),y sea.

Y_x—@_x—@
R

Entonces.

Y~N(0,1)



C.65. Relacion Normal, Chi Cuadrada-t Student

Sea (x; ,x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde x;~N(0,1),

x,~x%(0) y sea.

X
Yy = =
X2
0
Entonces.
Y~t(0)

C.66. Relacion Normal, Chi Cuadrada-t Student no estandarizada

Sea (x, , x,) variables aleatorias independientes (v.a.i.) donde x;~N(0,1),

x,~x2%(0), a e Ry sea.

Entonces.

Y~t(0,a,1)



C.67. Relaciéon t Student-t Student no estandarizada

Seax~t(0),ueR,o >0y sea.

Y=u+ox

Entonces.

Y~t(6,u,0%)

C.68. Relacion t Student no estandarizada-t Student

Seax~t(0,u,0%),y sea.

Entonces.
Y~t(0)
C.69. Relacion Uniforme-Exponencial
Sea x~Unif(0,1), 8 > 0y sea.
Y = —lln(x)
0

Entonces.



Y~exp(0)
C.70. Relacion Uniforme-Triangular

Sea (x; , x,) variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(v.a.i.i.d.) donde x;~Unif(0,0 + 1) Vi, y sea.
Y =x; +x,
Entonces.
Y~Trian(20,20 + 2,260 + 1)
C.71. Relacion Uniforme-Weibull
Sea x~Unif(0,1), a, f > 0y sea.
Y = a(—In(x))?
Entonces.
Y~w(a, B)
C.72. Relacion Gamma-Gamma

Seax~I'(a,B), 6 >0y sea.



Entonces.

C.73. Relacion Gamma Inversa-Gamma Inversa

Seax~I'"!(a,B), 5§ >0y sea.

Entonces.
Y~Ta,6B)

C.74. Relacion Gamma Inversa-Chi Cuadrada Inversa
Seax~I'! (a, %) entonces
2—1
x~y° (Qa)
C.75. Relacion Gamma Inversa-Chi Cuadrada Inversa Escalada
Sea x~T! (%,%) entonces

x~y2 lesc (a l)
‘a



C.76. Relacion Chi Cuadrada Inversa Escalada-Chi Cuadrada

Inversa |

-1 1
Seax~x? esc (9, 5), entonces

x~x%"' ()
C.77. Relacion Chi Cuadrada Inversa Escalada-Gamma Inversa

-1
Seax~y? esc(8,0?), entonces

- 0 Oo*
x 2’ 2

C.78. Relacion Chi Cuadrada Inversa Escalada-Chi Cuadrada

Inversa ll

Sea x~x2 'esc(6,0?), y sea.

Entonces.

Y~x2"(6)



C.79. Relacion Gamma Inversa-Gamma Inversa

Sea x~y2 'esc(8,5?%),8 >0y sea.

Entonces.
Y~)(2_lesc(9, §0?)
C.80. Relacion Maximo Muestral

Sea (x;,%5,..,X,) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~f (x;| 8) Vi, y sea.
Y = x) = Max{xy,xy, ..., X}
Entonces.

£, 6) = n(F.(y10))" f(y] )

Con.

y
F.(y]6) = f £.(x] 0)dx



C.81. Relaciéon Minimo Muestral

Sea (xl ,X5 , ...,Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~f (x;| 8) Vi, y sea.
Y = x4y = Min{x; , x5, ..., %}
Entonces.

£,16) =n(1-FE®0)" f(y6)

Con.

y
F.(y] ) = f £ (x] 0)dx

C.82. Teorema del Limite Central

Sea (x;,x,,..,Xx,) variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~f (x;| 8) Vi, con una media constante 6 y una

varianza estricta positiva, conocida y finita o%. Y sea.

,_E=0 _Xiix—nf

O-/\/E O'ﬁ

Entonces cuando n es lo “suficientemente” grande o tiende al infinito.

Y~N(0,1)



C.83. Relacidon Poisson-Poisson

Sea (xl ,X5 , ...,Xy) variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas (v.a.i.i.d.) donde x;~Poi(0) Vi, y sea.

Y=2xi

n
=1
Entonces.

Y~Poi(nB)



Apéndice D

Tablas de Probabilidad Acumulada

D.1. Tabla Binomial (5,0)

0

0.01 | 0.05 | 0.1 02 | 025 | 03 0.4 0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.951 | 0.774 |1 0.590 | 0.328 | 0.237 | 0.168 | 0.078 | 0.031

0.010

0.002

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.999 | 0.977 1 0.919 | 0.737 | 0.633 | 0.528 | 0.337 | 0.188

0.087

0.031

0.016

0.007

0.000

0.000

0.000

1.000 | 0.999 ] 0.991 | 0.942 | 0.896 | 0.837 | 0.683 | 0.500

0.317

0.163

0.104

0.058

0.009

0.001

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.984 | 0.969 | 0.913 | 0.813

0.663

0.472

0.367

0.263

0.081

0.023

0.001

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.990 | 0.969

0.922

0.832

0.763

0.672

0.410

0.226

0.049

v (D w N |k O X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

Tabla D.1.

D.2. Tabla Binomial (6,0)

0

0.01 | 0.05 | 0.1 02 | 025 | 03 0.4 0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.941 ) 0.735 ] 0.531 | 0.262 | 0.178 | 0.118 | 0.047 | 0.016

0.004

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.999 | 0.967 | 0.886 | 0.655 | 0.534 | 0.420 | 0.233 | 0.109

0.041

0.011

0.005

0.002

0.000

0.000

0.000

1.000 | 0.998 | 0.984 | 0.901 | 0.831 | 0.744 | 0.544 | 0.344

0.179

0.070

0.038

0.017

0.001

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.983 | 0.962 | 0.930 | 0.821 | 0.656

0.456

0.256

0.169

0.099

0.016

0.002

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.995 | 0.989 | 0.959 | 0.891

0.767

0.580

0.466

0.345

0.114

0.033

0.001

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.984

0.953

0.882

0.822

0.738

0.469

0.265

0.059

o |t [d (W N |k |O (X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

Tabla D.2.




D.3. Tabla Binomial (7,0)

0

0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.932 | 0.698 | 0.478 | 0.210 | 0.133 | 0.082 | 0.028 | 0.008

0.002

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.998 | 0.956 | 0.850 | 0.577 | 0.445 | 0.329 | 0.159 | 0.063

0.019

0.004

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000 | 0.996 | 0.974 | 0.852 | 0.756 | 0.647 | 0.420 | 0.227

0.096

0.029

0.013

0.005

0.000

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.967 | 0.929 | 0.874 | 0.710 | 0.500

0.290

0.126

0.071

0.033

0.003

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.987 | 0.971 | 0.904 | 0.773

0.580

0.353

0.244

0.148

0.026

0.004

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.981 | 0.938

0.841

0.671

0.555

0.423

0.150

0.044

0.002

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.992

0.972

0.918

0.867

0.790

0.522

0.302

0.068

N o (o[ [w N[k o [X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

Tabla D.3.

D.4. Tabla Binomial (8,0)

0

0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.923 | 0.663 | 0.430 | 0.168 | 0.100 | 0.058 | 0.017 | 0.004

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.997 | 0.943 | 0.813 | 0.503 | 0.367 | 0.255 | 0.106 | 0.035

0.009

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000 | 0.994 | 0.962 | 0.797 | 0.679 | 0.552 | 0.315 | 0.145

0.050

0.011

0.004

0.001

0.000

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.944 | 0.886 | 0.806 | 0.594 | 0.363

0.174

0.058

0.027

0.010

0.000

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.990 | 0.973 | 0.942 | 0.826 | 0.637

0.406

0.194

0.114

0.056

0.005

0.000

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.989 | 0.950 | 0.855

0.685

0.448

0.321

0.203

0.038

0.006

0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.991 | 0.965

0.894

0.745

0.633

0.497

0.187

0.057

0.003

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996

0.983

0.942

0.900

0.832

0.570

0.337

0.077

o0 N |o [ D |w N [k [0 |X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

Tabla D.4.




D.5. Tabla Binomial (9, 0)

0

0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99

0.914 | 0.630 | 0.387 | 0.134 | 0.075 | 0.040 | 0.010 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

0.997 | 0.929 | 0.775 | 0.436 | 0.300 | 0.196 | 0.071 | 0.020 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 0.992 | 0.947 | 0.738 | 0.601 | 0.463 | 0.232 | 0.090 | 0.025 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.914 | 0.834 | 0.730 | 0.483 | 0.254 | 0.099 | 0.025 | 0.010 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.980 | 0.951 | 0.901 | 0.733 | 0.500 | 0.267 | 0.099 | 0.049 | 0.020 | 0.001 | 0.000 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.990 | 0.975 | 0.901 | 0.746 | 0.517 | 0.270 | 0.166 | 0.086 | 0.008 | 0.001 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.975 | 0.910 | 0.768 | 0.537 | 0.399 | 0.262 | 0.053 | 0.008 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.980 | 0.929 | 0.804 | 0.700 | 0.564 | 0.225 | 0.071 | 0.003

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.960 | 0.925 | 0.866 | 0.613 | 0.370 | 0.086

O (0 ([N (oo | | W [N [k |O |X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.5.

D.6. Tabla Binomial (10, 0)

0

0.01 | 0.05 | 0.1 0.2 | 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 | 075 | 0.8 0.9 | 0.95 | 0.99

0.904 | 0.599 | 0.349 | 0.107 | 0.056 | 0.028 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

0.996 | 0.914 | 0.736 | 0.376 | 0.244 | 0.149 | 0.046 | 0.011 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 0.988 | 0.930 | 0.678 | 0.526 | 0.383 | 0.167 | 0.055 | 0.012 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.879 | 0.776 | 0.650 | 0.382 | 0.172 | 0.055 | 0.011 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.967 | 0.922 | 0.850 | 0.633 | 0.377 | 0.166 | 0.047 | 0.020 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.980 | 0.953 | 0.834 | 0.623 | 0.367 | 0.150 | 0.078 | 0.033 | 0.002 | 0.000 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.989 | 0.945 | 0.828 | 0.618 | 0.350 | 0.224 | 0.121 | 0.013 | 0.001 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.988 | 0.945 | 0.833 | 0.617 | 0.474 | 0.322 | 0.070 | 0.012 | 0.000

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.989 | 0.954 | 0.851 | 0.756 | 0.624 | 0.264 | 0.086 | 0.004

O |0 ([N | [t |d [w N [k |O (X

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.972 | 0.944 | 0.893 | 0.651 | 0.401 | 0.096

=
o

1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.6.




D.7. Tabla Binomial (11,80)

0

0.01

0.05

0.1

0.2

0.25

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.895

0.569

0.314

0.086

0.042

0.020

0.004

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.995

0.898

0.697

0.322

0.197

0.113

0.030

0.006

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

0.985

0.910

0.617

0.455

0.313

0.119

0.033

0.006

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

0.998

0.981

0.839

0.713

0.570

0.296

0.113

0.029

0.004

0.001

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

0.997

0.950

0.885

0.790

0.533

0.274

0.099

0.022

0.008

0.002

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

0.988

0.966

0.922

0.753

0.500

0.247

0.078

0.034

0.012

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

0.998

0.992

0.978

0.901

0.726

0.467

0.210

0.115

0.050

0.003

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.999

0.996

0.971

0.887

0.704

0.430

0.287

0.161

0.019

0.002

0.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.999

0.994

0.967

0.881

0.687

0.545

0.383

0.090

0.015

0.000

O (0 ([N (oo | | W [N [k |O |X

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.999

0.994

0.970

0.887

0.803

0.678

0.303

0.102

0.005

=
o

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.996

0.980

0.958

0.914

0.686

0.431

0.105

[EEN
[EEN

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

D.8. Tabla Binomial (12,80)

Tabla D.7.

0

0.01

0.05

0.1

0.2

0.25

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.75

0.8

0.9

0.95

0.99

0.886

0.540

0.282

0.069

0.032

0.014

0.002

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.994

0.882

0.659

0.275

0.158

0.085

0.020

0.003

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

0.980

0.889

0.558

0.391

0.253

0.083

0.019

0.003

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

0.998

0.974

0.795

0.649

0.493

0.225

0.073

0.015

0.002

0.000

0.000

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

0.996

0.927

0.842

0.724

0.438

0.194

0.057

0.009

0.003

0.001

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

0.999

0.981

0.946

0.882

0.665

0.387

0.158

0.039

0.014

0.004

0.000

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

0.996

0.986

0.961

0.842

0.613

0.335

0.118

0.054

0.019

0.001

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

0.999

0.997

0.991

0.943

0.806

0.562

0.276

0.158

0.073

0.004

0.000

0.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.998

0.985

0.927

0.775

0.507

0.351

0.205

0.026

0.002

0.000

© [0 [N (o | [p W (N |k O |X

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.997

0.981

0.917

0.747

0.609

0.442

0.111

0.020

0.000

=
o

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.997

0.980

0.915

0.842

0.725

0.341

0.118

0.006

[EEN
[EEN

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

0.998

0.986

0.968

0.931

0.718

0.460

0.114

[N
N

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

1.000

Tabla D.8.
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D.9. Tabla Binomial (13,80)

0
X 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 0.99
0 0.878 | 0.513 | 0.254 | 0.055 | 0.024 | 0.010 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.993 | 0.865 | 0.621 | 0.234 | 0.127 | 0.064 | 0.013 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 1.000 | 0.975 | 0.866 | 0.502 | 0.333 | 0.202 | 0.058 | 0.011 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.997 | 0.966 | 0.747 | 0.584 | 0.421 | 0.169 | 0.046 | 0.008 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.901 | 0.794 | 0.654 | 0.353 | 0.133 | 0.032 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.970 | 0.920 | 0.835 | 0.574 | 0.291 | 0.098 | 0.018 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.976 | 0.938 | 0.771 | 0.500 | 0.229 | 0.062 | 0.024 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.982 | 0.902 | 0.709 | 0.426 | 0.165 | 0.080 | 0.030 | 0.001 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.968 | 0.867 | 0.647 | 0.346 | 0.206 | 0.099 | 0.006 | 0.000 | 0.000
9 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.954 | 0.831 | 0.579 | 0.416 | 0.253 | 0.034 | 0.003 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.942 | 0.798 | 0.667 | 0.498 | 0.134 | 0.025 | 0.000
11 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.987 | 0.936 | 0.873 | 0.766 | 0.379 | 0.135 | 0.007
12 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.990 | 0.976 | 0.945 | 0.746 | 0.487 | 0.122
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.9.




D.10. Tabla Binomial (14, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.869 | 0.488 | 0.229 | 0.044 | 0.018 | 0.007 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.992 | 0.847 | 0.585 | 0.198 | 0.101 | 0.047 | 0.008 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 1.000 | 0.970 | 0.842 | 0.448 | 0.281 | 0.161 | 0.040 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.996 | 0.956 | 0.698 | 0.521 | 0.355 | 0.124 | 0.029 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.870 | 0.742 | 0.584 | 0.279 | 0.090 | 0.018 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.956 | 0.888 | 0.781 | 0.486 | 0.212 | 0.058 | 0.008 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.988 | 0.962 | 0.907 | 0.692 | 0.395 | 0.150 | 0.031 | 0.010 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.969 | 0.850 | 0.605 | 0.308 | 0.093 | 0.038 | 0.012 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.992 | 0.942 | 0.788 | 0.514 | 0.219 | 0.112 | 0.044 | 0.001 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.982 | 0.910 | 0.721 | 0.416 | 0.258 | 0.130 | 0.009 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.971 | 0.876 | 0.645 | 0.479 | 0.302 | 0.044 | 0.004 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.960 | 0.839 | 0.719 | 0.552 | 0.158 | 0.030 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.953 | 0.899 | 0.802 | 0.415 | 0.153 | 0.008
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.993 | 0.982 | 0.956 | 0.771 | 0.512 | 0.131
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.10.
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D.11. Tabla Binomial (15, 0)

0
X 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 0.99
0 0.860 | 0.463 | 0.206 | 0.035 | 0.013 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.990 | 0.829 | 0.549 | 0.167 | 0.080 | 0.035 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 1.000 | 0.964 | 0.816 | 0.398 | 0.236 | 0.127 | 0.027 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.995 | 0.944 | 0.648 | 0.461 | 0.297 | 0.091 | 0.018 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.836 | 0.686 | 0.515 | 0.217 | 0.059 | 0.009 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.939 | 0.852 | 0.722 | 0.403 | 0.151 | 0.034 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.982 | 0.943 | 0.869 | 0.610 | 0.304 | 0.095 | 0.015 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.983 | 0.950 | 0.787 | 0.500 | 0.213 | 0.050 | 0.017 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.985 | 0.905 | 0.696 | 0.390 | 0.131 | 0.057 | 0.018 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.966 | 0.849 | 0.597 | 0.278 | 0.148 | 0.061 | 0.002 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.991 | 0.941 | 0.783 | 0.485 | 0.314 | 0.164 | 0.013 | 0.001 | 0.000
11 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.982 | 0.909 | 0.703 | 0.539 | 0.352 | 0.056 | 0.005 | 0.000
12 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.973 | 0.873 | 0.764 | 0.602 | 0.184 | 0.036 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.965 | 0.920 | 0.833 | 0.451 | 0.171 | 0.010
14 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.987 | 0.965 | 0.794 | 0.537 | 0.140
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.11.




D.12. Tabla Binomial (16, 0)

0
X 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 0.99
0 0.851 | 0.440 | 0.185 | 0.028 | 0.010 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.989 | 0.811 | 0.515 | 0.141 | 0.063 | 0.026 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.957 | 0.789 | 0.352 | 0.197 | 0.099 | 0.018 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.993 | 0.932 | 0.598 | 0.405 | 0.246 | 0.065 | 0.011 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.999 | 0.983 | 0.798 | 0.630 | 0.450 | 0.167 | 0.038 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.918 | 0.810 | 0.660 | 0.329 | 0.105 | 0.019 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.973 | 0.920 | 0.825 | 0.527 | 0.227 | 0.058 | 0.007 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.973 | 0.926 | 0.716 | 0.402 | 0.142 | 0.026 | 0.007 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.993 | 0.974 | 0.858 | 0.598 | 0.284 | 0.074 | 0.027 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.993 | 0.942 | 0.773 | 0.473 | 0.175 | 0.080 | 0.027 | 0.001 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.981 | 0.895 | 0.671 | 0.340 | 0.190 | 0.082 | 0.003 | 0.000 | 0.000
11 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.962 | 0.833 | 0.550 | 0.370 | 0.202 | 0.017 | 0.001 | 0.000
12 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.935 | 0.754 | 0.595 | 0.402 | 0.068 | 0.007 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.982 | 0.901 | 0.803 | 0.648 | 0.211 | 0.043 | 0.001
14 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.974 | 0.937 | 0.859 | 0.485 | 0.189 | 0.011
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.990 | 0.972 | 0.815 | 0.560 | 0.149
16 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.12.
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D.13. Tabla Binomial (17, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.843 | 0.418 | 0.167 | 0.023 | 0.008 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.988 | 0.792 | 0.482 | 0.118 | 0.050 | 0.019 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.950 | 0.762 | 0.310 | 0.164 | 0.077 | 0.012 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.991 | 0.917 | 0.549 | 0.353 | 0.202 | 0.046 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.999 | 0.978 | 0.758 | 0.574 | 0.389 | 0.126 | 0.025 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.894 | 0.765 | 0.597 | 0.264 | 0.072 | 0.011 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.962 | 0.893 | 0.775 | 0.448 | 0.166 | 0.035 | 0.003 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.989 | 0.960 | 0.895 | 0.641 | 0.315 | 0.092 | 0.013 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.988 | 0.960 | 0.801 | 0.500 | 0.199 | 0.040 | 0.012 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.987 | 0.908 | 0.685 | 0.359 | 0.105 | 0.040 | 0.011 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.965 | 0.834 | 0.552 | 0.225 | 0.107 | 0.038 | 0.001 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.928 | 0.736 | 0.403 | 0.235 | 0.106 | 0.005 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.975 | 0.874 | 0.611 | 0.426 | 0.242 | 0.022 | 0.001 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.954 | 0.798 | 0.647 | 0.451 | 0.083 | 0.009 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.988 | 0.923 | 0.836 | 0.690 | 0.238 | 0.050 | 0.001
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.981 | 0.950 | 0.882 | 0.518 | 0.208 | 0.012
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.992 | 0.977 | 0.833 | 0.582 | 0.157
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.13.




D.14. Tabla Binomial (18, 0)

0
X 0.01 0.05 0.1 0.2 0.25 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 0.99
0 0.835 | 0.397 | 0.150 | 0.018 | 0.006 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.986 | 0.774 | 0.450 | 0.099 | 0.039 | 0.014 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.942 | 0.734 | 0.271 | 0.135 | 0.060 | 0.008 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.989 | 0.902 | 0.501 | 0.306 | 0.165 | 0.033 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.998 | 0.972 | 0.716 | 0.519 | 0.333 | 0.094 | 0.015 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.867 | 0.717 | 0.534 | 0.209 | 0.048 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.949 | 0.861 | 0.722 | 0.374 | 0.119 | 0.020 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.984 | 0.943 | 0.859 | 0.563 | 0.240 | 0.058 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.981 | 0.940 | 0.737 | 0.407 | 0.135 | 0.021 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.995 | 0.979 | 0.865 | 0.593 | 0.263 | 0.060 | 0.019 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.942 | 0.760 | 0.437 | 0.141 | 0.057 | 0.016 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.980 | 0.881 | 0.626 | 0.278 | 0.139 | 0.051 | 0.001 | 0.000 | 0.000
12 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.952 | 0.791 | 0.466 | 0.283 | 0.133 | 0.006 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.985 | 0.906 | 0.667 | 0.481 | 0.284 | 0.028 | 0.002 | 0.000
14 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.967 | 0.835 | 0.694 | 0.499 | 0.098 | 0.011 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.940 | 0.865 | 0.729 | 0.266 | 0.058 | 0.001
16 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.986 | 0.961 | 0.901 | 0.550 | 0.226 | 0.014
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.994 | 0.982 | 0.850 | 0.603 | 0.165
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.14.
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D.15. Tabla Binomial (19, 9)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.826 | 0.377 | 0.135 | 0.014 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.985 | 0.755 | 0.420 | 0.083 | 0.031 | 0.010 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.933 | 0.705 | 0.237 | 0.111 | 0.046 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.987 | 0.885 | 0.455 | 0.263 | 0.133 | 0.023 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.998 | 0.965 | 0.673 | 0.465 | 0.282 | 0.070 | 0.010 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.837 | 0.668 | 0.474 | 0.163 | 0.032 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.932 | 0.825 | 0.666 | 0.308 | 0.084 | 0.012 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.977 | 0.923 | 0.818 | 0.488 | 0.180 | 0.035 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.971 | 0.916 | 0.667 | 0.324 | 0.088 | 0.011 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.991 | 0.967 | 0.814 | 0.500 | 0.186 | 0.033 | 0.009 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.989 | 0.912 | 0.676 | 0.333 | 0.084 | 0.029 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.965 | 0.820 | 0.512 | 0.182 | 0.077 | 0.023 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.988 | 0.916 | 0.692 | 0.334 | 0.175 | 0.068 | 0.002 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.968 | 0.837 | 0.526 | 0.332 | 0.163 | 0.009 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.990 | 0.930 | 0.718 | 0.535 | 0.327 | 0.035 | 0.002 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.977 | 0.867 | 0.737 | 0.545 | 0.115 | 0.013 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.954 | 0.889 | 0.763 | 0.295 | 0.067 | 0.001
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.990 | 0.969 | 0.917 | 0.580 | 0.245 | 0.015
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.986 | 0.865 | 0.623 | 0.174
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.15.




D.16. Tabla Binomial (20, 9)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.818 | 0.358 | 0.122 | 0.012 | 0.003 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.983 | 0.736 | 0.392 | 0.069 | 0.024 | 0.008 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.925 | 0.677 | 0.206 | 0.091 | 0.035 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.984 | 0.867 | 0.411 | 0.225 | 0.107 | 0.016 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.997 | 0.957 | 0.630 | 0.415 | 0.238 | 0.051 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 1.000 | 0.989 | 0.804 | 0.617 | 0.416 | 0.126 | 0.021 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.913 | 0.786 | 0.608 | 0.250 | 0.058 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.968 | 0.898 | 0.772 | 0.416 | 0.132 | 0.021 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.990 | 0.959 | 0.887 | 0.596 | 0.252 | 0.057 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.986 | 0.952 | 0.755 | 0.412 | 0.128 | 0.017 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.983 | 0.872 | 0.588 | 0.245 | 0.048 | 0.014 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.995 | 0.943 | 0.748 | 0.404 | 0.113 | 0.041 | 0.010 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.979 | 0.868 | 0.584 | 0.228 | 0.102 | 0.032 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.942 | 0.750 | 0.392 | 0.214 | 0.087 | 0.002 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.979 | 0.874 | 0.584 | 0.383 | 0.196 | 0.011 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.949 | 0.762 | 0.585 | 0.370 | 0.043 | 0.003 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.984 | 0.893 | 0.775 | 0.589 | 0.133 | 0.016 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.965 | 0.909 | 0.794 | 0.323 | 0.075 | 0.001
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.976 | 0.931 | 0.608 | 0.264 | 0.017
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.988 | 0.878 | 0.642 | 0.182
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.16.




D.17. Tabla Binomial (21, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.810 | 0.341 | 0.109 | 0.009 | 0.002 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.981 | 0.717 | 0.365 | 0.058 | 0.019 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.915 | 0.648 | 0.179 | 0.075 | 0.027 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.981 | 0.848 | 0.370 | 0.192 | 0.086 | 0.011 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.997 | 0.948 | 0.586 | 0.367 | 0.198 | 0.037 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 1.000 | 0.986 | 0.769 | 0.567 | 0.363 | 0.096 | 0.013 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.891 | 0.744 | 0.551 | 0.200 | 0.039 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.957 | 0.870 | 0.723 | 0.350 | 0.095 | 0.012 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.986 | 0.944 | 0.852 | 0.524 | 0.192 | 0.035 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.979 | 0.932 | 0.691 | 0.332 | 0.085 | 0.009 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.974 | 0.826 | 0.500 | 0.174 | 0.026 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.991 | 0.915 | 0.668 | 0.309 | 0.068 | 0.021 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.965 | 0.808 | 0.476 | 0.148 | 0.056 | 0.014 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.988 | 0.905 | 0.650 | 0.277 | 0.130 | 0.043 | 0.001 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.961 | 0.800 | 0.449 | 0.256 | 0.109 | 0.003 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.904 | 0.637 | 0.433 | 0.231 | 0.014 | 0.000 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.963 | 0.802 | 0.633 | 0.414 | 0.052 | 0.003 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.914 | 0.808 | 0.630 | 0.152 | 0.019 | 0.000
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.973 | 0.925 | 0.821 | 0.352 | 0.085 | 0.001
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.981 | 0.942 | 0.635 | 0.283 | 0.019
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.991 | 0.891 | 0.659 | 0.190
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.17.




D.18. Tabla Binomial (22, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.802 | 0.324 | 0.098 | 0.007 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.980 | 0.698 | 0.339 | 0.048 | 0.015 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.999 | 0.905 | 0.620 | 0.154 | 0.061 | 0.021 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.978 | 0.828 | 0.332 | 0.162 | 0.068 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.996 | 0.938 | 0.543 | 0.323 | 0.165 | 0.027 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 0.999 | 0.982 | 0.733 | 0.517 | 0.313 | 0.072 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.867 | 0.699 | 0.494 | 0.158 | 0.026 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.944 | 0.838 | 0.671 | 0.290 | 0.067 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.980 | 0.925 | 0.814 | 0.454 | 0.143 | 0.021 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.970 | 0.908 | 0.624 | 0.262 | 0.055 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.990 | 0.961 | 0.772 | 0.416 | 0.121 | 0.014 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.986 | 0.879 | 0.584 | 0.228 | 0.039 | 0.010 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.945 | 0.738 | 0.376 | 0.092 | 0.030 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.979 | 0.857 | 0.546 | 0.186 | 0.075 | 0.020 | 0.000 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.933 | 0.710 | 0.329 | 0.162 | 0.056 | 0.001 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.974 | 0.842 | 0.506 | 0.301 | 0.133 | 0.004 | 0.000 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.992 | 0.928 | 0.687 | 0.483 | 0.267 | 0.018 | 0.001 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.973 | 0.835 | 0.677 | 0.457 | 0.062 | 0.004 | 0.000
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.992 | 0.932 | 0.838 | 0.668 | 0.172 | 0.022 | 0.000
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.979 | 0.939 | 0.846 | 0.380 | 0.095 | 0.001
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.985 | 0.952 | 0.661 | 0.302 | 0.020
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.993 | 0.902 | 0.676 | 0.198
22 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.18.




D.19. Tabla Binomial (23, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.794 | 0.307 | 0.089 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.978 | 0.679 | 0.315 | 0.040 | 0.012 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.998 | 0.895 | 0.592 | 0.133 | 0.049 | 0.016 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.974 | 0.807 | 0.297 | 0.137 | 0.054 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.995 | 0.927 | 0.501 | 0.283 | 0.136 | 0.019 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 0.999 | 0.977 | 0.695 | 0.468 | 0.269 | 0.054 | 0.005 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.840 | 0.654 | 0.440 | 0.124 | 0.017 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.928 | 0.804 | 0.618 | 0.237 | 0.047 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.973 | 0.904 | 0.771 | 0.388 | 0.105 | 0.013 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.959 | 0.880 | 0.556 | 0.202 | 0.035 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.985 | 0.945 | 0.713 | 0.339 | 0.081 | 0.007 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.995 | 0.979 | 0.836 | 0.500 | 0.164 | 0.021 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.993 | 0.919 | 0.661 | 0.287 | 0.055 | 0.015 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.965 | 0.798 | 0.444 | 0.120 | 0.041 | 0.009 | 0.000 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.895 | 0.612 | 0.229 | 0.096 | 0.027 | 0.000 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.953 | 0.763 | 0.382 | 0.196 | 0.072 | 0.001 | 0.000 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.983 | 0.876 | 0.560 | 0.346 | 0.160 | 0.006 | 0.000 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.946 | 0.731 | 0.532 | 0.305 | 0.023 | 0.001 | 0.000
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.981 | 0.864 | 0.717 | 0.499 | 0.073 | 0.005 | 0.000
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995 | 0.946 | 0.863 | 0.703 | 0.193 | 0.026 | 0.000
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.984 | 0.951 | 0.867 | 0.408 | 0.105 | 0.002
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.988 | 0.960 | 0.685 | 0.321 | 0.022
22 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.911 | 0.693 | 0.206
23 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.19.




D.20. Tabla Binomial (24, 9)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.786 | 0.292 | 0.080 | 0.005 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.976 | 0.661 | 0.292 | 0.033 | 0.009 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.998 | 0.884 | 0.564 | 0.115 | 0.040 | 0.012 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.970 | 0.786 | 0.264 | 0.115 | 0.042 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.994 | 0.915 | 0.460 | 0.247 | 0.111 | 0.013 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 0.999 | 0.972 | 0.656 | 0.422 | 0.229 | 0.040 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.811 | 0.607 | 0.389 | 0.096 | 0.011 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.911 | 0.766 | 0.565 | 0.192 | 0.032 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.964 | 0.879 | 0.725 | 0.328 | 0.076 | 0.008 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.987 | 0.945 | 0.847 | 0.489 | 0.154 | 0.022 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.979 | 0.926 | 0.650 | 0.271 | 0.053 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.993 | 0.969 | 0.787 | 0.419 | 0.114 | 0.012 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.988 | 0.886 | 0.581 | 0.213 | 0.031 | 0.007 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.947 | 0.729 | 0.350 | 0.074 | 0.021 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.978 | 0.846 | 0.511 | 0.153 | 0.055 | 0.013 | 0.000 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.992 | 0.924 | 0.672 | 0.275 ] 0.121 | 0.036 | 0.000 | 0.000 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.968 | 0.808 | 0.435 | 0.234 | 0.089 | 0.002 | 0.000 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.904 | 0.611 | 0.393 | 0.189 | 0.007 | 0.000 | 0.000
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.960 | 0.771 | 0.578 | 0.344 | 0.028 | 0.001 | 0.000
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.987 | 0.889 | 0.753 | 0.540 | 0.085 | 0.006 | 0.000
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.958 | 0.885 | 0.736 | 0.214 | 0.030 | 0.000
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.988 | 0.960 | 0.885 | 0.436 | 0.116 | 0.002
22 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.991 | 0.967 | 0.708 | 0.339 | 0.024
23 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.995 | 0.920 | 0.708 | 0.214
24 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.20.




D.21. Tabla Binomial (25, 0)

0
X 0.01 | 0.05 0.1 0.2 0.25 | 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 0.8 0.9 0.95 | 0.99
0 0.778 | 0.277 | 0.072 | 0.004 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.974 | 0.642 | 0.271 | 0.027 | 0.007 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.998 | 0.873 | 0.537 | 0.098 | 0.032 | 0.009 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3 1.000 | 0.966 | 0.764 | 0.234 | 0.096 | 0.033 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
4 1.000 | 0.993 | 0.902 | 0.421 | 0.214 | 0.090 | 0.009 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
5 1.000 | 0.999 | 0.967 | 0.617 | 0.378 | 0.193 | 0.029 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
6 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.780 | 0.561 | 0.341 | 0.074 | 0.007 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
7 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.891 | 0.727 | 0.512 | 0.154 | 0.022 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
8 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.953 | 0.851 | 0.677 | 0.274 | 0.054 | 0.004 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
9 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.983 | 0.929 | 0.811 | 0.425 | 0.115 | 0.013 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
10 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.970 | 0.902 | 0.586 | 0.212 | 0.034 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
11 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.989 | 0.956 | 0.732 | 0.345 | 0.078 | 0.006 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.983 | 0.846 | 0.500 | 0.154 | 0.017 | 0.003 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.922 | 0.655 | 0.268 | 0.044 | 0.011 | 0.002 | 0.000 | 0.000 | 0.000
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.966 | 0.788 | 0.414 | 0.098 | 0.030 | 0.006 | 0.000 | 0.000 | 0.000
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.987 | 0.885 | 0.575 | 0.189 | 0.071 | 0.017 | 0.000 | 0.000 | 0.000
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.996 | 0.946 | 0.726 | 0.323 | 0.149 | 0.047 | 0.000 | 0.000 | 0.000
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.978 | 0.846 | 0.488 | 0.273 | 0.109 | 0.002 | 0.000 | 0.000
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.993 | 0.926 | 0.659 | 0.439 | 0.220 | 0.009 | 0.000 | 0.000
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.971 | 0.807 | 0.622 | 0.383 | 0.033 | 0.001 | 0.000
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.910 | 0.786 | 0.579 | 0.098 | 0.007 | 0.000
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.967 | 0.904 | 0.766 | 0.236 | 0.034 | 0.000
22 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.991 | 0.968 | 0.902 | 0.463 | 0.127 | 0.002
23 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.993 | 0.973 | 0.729 | 0.358 | 0.026
24 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.928 | 0.723 | 0.222
25 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.21.




D.22. Tabla Poisson () con 0<606 <1

X 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0 0.905 | 0.819 | 0.741 | 0.670 | 0.607 | 0.549 | 0.497 | 0.449 | 0.407 | 0.368

1 0.995 | 0.982 | 0.963 | 0.938 | 0.910 | 0.878 | 0.844 | 0.809 | 0.772 | 0.736

2 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.992 | 0.986 | 0.977 | 0.966 | 0.953 | 0.937 | 0.920

3 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.997 | 0.994 | 0.991 | 0.987 | 0.981

4 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.999 | 0.998 | 0.996

5 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999

6 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

Tabla D.22.
D.23. Tabla Poisson (8) con 6 > 1

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20
0 0.135 | 0.050 | 0.018 | 0.007 | 0.002 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
1 0.406 | 0.199 | 0.092 | 0.040 | 0.017 | 0.007 | 0.003 | 0.001 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
2 0.677 | 0.423 | 0.238 | 0.125 | 0.062 | 0.030 | 0.014 | 0.006 | 0.003 | 0.001 | 0.000 | 0.000
3 0.857 | 0.647 | 0.433 | 0.265 | 0.151 | 0.082 | 0.042 | 0.021 | 0.010 | 0.002 | 0.000 | 0.000
4 0.947 | 0.815 | 0.629 | 0.440 | 0.285 | 0.173 | 0.100 | 0.055 | 0.029 | 0.008 | 0.001 | 0.000
5 0.983 | 0.916 | 0.785 | 0.616 | 0.446 | 0.301 | 0.191 | 0.116 | 0.067 | 0.020 | 0.003 | 0.000
6 0.995 | 0.966 | 0.889 | 0.762 | 0.606 | 0.450 | 0.313 | 0.207 | 0.130 | 0.046 | 0.008 | 0.000
7 0.999 | 0.988 | 0.949 | 0.867 | 0.744 | 0.599 | 0.453 | 0.324 | 0.220 | 0.090 | 0.018 | 0.001
8 1.000 | 0.996 | 0.979 | 0.932 | 0.847 | 0.729 | 0.593 | 0.456 | 0.333 | 0.155 | 0.037 | 0.002
9 1.000 | 0.999 | 0.992 | 0.968 | 0.916 | 0.830 | 0.717 | 0.587 | 0.458 | 0.242 | 0.070 | 0.005
10 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.986 | 0.957 | 0.901 | 0.816 | 0.706 | 0.583 | 0.347 | 0.118 | 0.011
11 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.995 | 0.980 | 0.947 | 0.888 | 0.803 | 0.697 | 0.462 | 0.185 | 0.021
12 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.991 | 0.973 | 0.936 | 0.876 | 0.792 | 0.576 | 0.268 | 0.039
13 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.987 | 0.966 | 0.926 | 0.864 | 0.682 | 0.363 | 0.066
14 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.983 | 0.959 | 0.917 | 0.772 | 0.466 | 0.105
15 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.992 | 0.978 | 0.951 | 0.844 | 0.568 | 0.157
16 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.996 | 0.989 | 0.973 | 0.899 | 0.664 | 0.221
17 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.995 | 0.986 | 0.937 | 0.749 | 0.297
18 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.998 | 0.993 | 0.963 | 0.819 | 0.381
19 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.997 | 0.979 | 0.875 | 0.470

Tabla D.23.1.




D.24.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20
20 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.988 | 0.917 | 0.559
21 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.994 | 0.947 | 0.644
22 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.967 | 0.721
23 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.981 | 0.787
24 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.989 | 0.843
25 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.994 | 0.888
26 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997 | 0.922
27 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.998 | 0.948
28 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999 | 0.966
29 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.978
30 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.987
31 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.992
32 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.995
33 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.997
34 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
35 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.999
36 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
Tabla D.23.2.

Tabla Normal (0,1) Negativa

X 0.09 0.08 0.07 0.06 0.05 0.04 0.03 0.02 0.01 0.00
-5 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.9 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.8 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.7 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.6 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.5 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.4 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.3 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.2 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4.1 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-4 |1 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-3.9 |0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
-3.8 |0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001
-3.7 |0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0001

Tabla D.24.1.




0.09

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.00

-3.6

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0002

0.0002

-3.5

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

0.0002

-3.4

0.0002

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

0.0003

-3.3

0.0003

0.0004

0.0004

0.0004

0.0004

0.0004

0.0004

0.0005

0.0005

0.0005

-3.2

0.0005

0.0005

0.0005

0.0006

0.0006

0.0006

0.0006

0.0006

0.0007

0.0007

-3.1

0.0007

0.0007

0.0008

0.0008

0.0008

0.0008

0.0009

0.0009

0.0009

0.0010

0.0010

0.0010

0.0011

0.0011

0.0011

0.0012

0.0012

0.0013

0.0013

0.0013

-2.9

0.0014

0.0014

0.0015

0.0015

0.0016

0.0016

0.0017

0.0018

0.0018

0.0019

-2.8

0.0019

0.0020

0.0021

0.0021

0.0022

0.0023

0.0023

0.0024

0.0025

0.0026

-2.7

0.0026

0.0027

0.0028

0.0029

0.0030

0.0031

0.0032

0.0033

0.0034

0.0035

-2.6

0.0036

0.0037

0.0038

0.0039

0.0040

0.0041

0.0043

0.0044

0.0045

0.0047

-2.5

0.0048

0.0049

0.0051
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0.0059
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0.0075

0.0078

0.0080

0.0082

-2.3

0.0084

0.0087

0.0089

0.0091

0.0094

0.0096

0.0099

0.0102

0.0104

0.0107

-2.2

0.0110

0.0113

0.0116

0.0119

0.0122

0.0125

0.0129

0.0132

0.0136

0.0139

-2.1

0.0143

0.0146

0.0150

0.0154

0.0158

0.0162

0.0166

0.0170

0.0174

0.0179

0.0183

0.0188

0.0192

0.0197

0.0202

0.0207

0.0212

0.0217

0.0222

0.0228

-1.9

0.0233

0.0239

0.0244

0.0250

0.0256

0.0262

0.0268

0.0274

0.0281

0.0287

-1.8

0.0294

0.0301

0.0307

0.0314

0.0322

0.0329

0.0336

0.0344

0.0351

0.0359

-1.7

0.0367

0.0375

0.0384

0.0392

0.0401

0.0409

0.0418

0.0427

0.0436

0.0446

-1.6

0.0455

0.0465

0.0475

0.0485

0.0495

0.0505

0.0516

0.0526

0.0537

0.0548

-1.5

0.0559

0.0571

0.0582

0.0594

0.0606

0.0618

0.0630

0.0643

0.0655

0.0668

-1.4

0.0681

0.0694

0.0708

0.0721

0.0735

0.0749

0.0764

0.0778

0.0793

0.0808

-1.3

0.0823

0.0838

0.0853

0.0869

0.0885

0.0901

0.0918

0.0934

0.0951

0.0968

-1.2

0.0985

0.1003

0.1020

0.1038

0.1056

0.1075

0.1093

0.1112

0.1131

0.1151

-1.1

0.1170

0.1190

0.1210

0.1230

0.1251

0.1271

0.1292

0.1314

0.1335

0.1357

0.1379

0.1401

0.1423

0.1446

0.1469

0.1492

0.1515

0.1539

0.1562

0.1587

-0.9

0.1611

0.1635

0.1660

0.1685

0.1711

0.1736

0.1762

0.1788

0.1814

0.1841

-0.8

0.1867

0.1894

0.1922

0.1949

0.1977

0.2005

0.2033

0.2061

0.2090

0.2119

-0.7

0.2148

0.2177

0.2206

0.2236

0.2266

0.2296

0.2327

0.2358

0.2389

0.2420

-0.6

0.2451

0.2483

0.2514

0.2546

0.2578

0.2611

0.2643

0.2676

0.2709

0.2743

-0.5

0.2776

0.2810

0.2843

0.2877

0.2912

0.2946

0.2981

0.3015

0.3050

0.3085

-0.4

0.3121

0.3156

0.3192

0.3228

0.3264

0.3300

0.3336

0.3372

0.3409

0.3446

-0.3

0.3483

0.3520

0.3557

0.3594

0.3632

0.3669

0.3707

0.3745

0.3783

0.3821

-0.2

0.3859

0.3897

0.3936

0.3974

0.4013

0.4052

0.4090

0.4129

0.4168

0.4207

-0.1

0.4247

0.4286

0.4325

0.4364

0.4404

0.4443

0.4483

0.4522

0.4562

0.4602

0.4641

0.4681

0.4721

0.4761

0.4801

0.4840

0.4880

0.4920

0.4960

0.5000
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D.25. Tabla Normal (0,1) Positiva

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 0.5279] 0.5319 | 0.5359
0.1 [0.5398|0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 [0.5793|0.5832|0.5871|0.5910| 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 [0.6179|0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 ]0.6554|0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 [0.6915 |0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 [0.7257|0.7291|0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 [0.7580|0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 |0.7881|0.7910|0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 [0.8159|0.8186 |0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389

1 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 |0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 ]0.8849|0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 [0.9032 |0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 ]0.9192|0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 [0.9332|0.9345]|0.9357|0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 |0.9452|0.9463 | 0.9474 |0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 ]0.9554|0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 [0.9641 |0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 ]0.9713|0.9719|0.9726 |0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767

2 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 |0.9821|0.9826|0.9830|0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 |0.9861 |0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 ]0.9893]0.9896|0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 |0.9918|0.9920|0.9922|0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 |0.9938]0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 |0.9953|0.9955|0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 |0.9965 |0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 |0.9974]0.9975]0.9976|0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 |0.9981]0.9982|0.9982|0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986

3 0.9987 |1 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 |0.9990|0.9991|0.9991|0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 |0.9993]0.9993]0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 |0.9995|0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 |0.9997]0.9997]0.9997|0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
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D.26. Tabla Chi Cuadrada con @ grados de libertad

Probabilidad Acumulada

0.005

0.01

0.025

0.05

0.10

0.90

0.95

0.975

0.99

0.995

0.0000

0.0002

0.0010

0.0039

0.0158

2.7055

3.8415

5.0239

6.6349

7.8794

0.0100

0.0201

0.0506

0.1026

0.2107

4.6052

5.9915

7.3778

9.2103

10.5966

0.0717

0.1148

0.2158

0.3518

0.5844

6.2514

7.8147

9.3484

11.3449

12.8382

0.2070

0.2971

0.4844

0.7107

1.0636
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0.5543
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16.8119
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1.3444
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4.6009

5.2293

6.2621

7.2609

8.5468

22.3071

24.9958

27.4884

30.5779

32.8013
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Probabilidad Acumulada

°) 0.005 0.01 0.025 0.05 0.10 0.90 0.95 0.975 0.99 0.995

16 5.1422 | 5.8122 | 6.9077 | 7.9616 | 9.3122 23.5418 26.2962 28.8454 31.9999 34.2672
17 5.6972 | 6.4078 | 7.5642 | 8.6718 | 10.0852 | 24.7690 27.5871 30.1910 33.4087 35.7185
18 6.2648 | 7.0149 | 8.2307 | 9.3905 | 10.8649 | 25.9894 28.8693 31.5264 34.8053 37.1565
19 6.8440 | 7.6327 | 8.9065 | 10.1170 | 11.6509 | 27.2036 30.1435 32.8523 36.1909 38.5823
20 7.4338 | 8.2604 | 9.5908 | 10.8508 | 12.4426 | 28.4120 31.4104 34.1696 37.5662 39.9968
21 8.0337 | 8.8972 | 10.2829 | 11.5913 | 13.2396 | 29.6151 32.6706 35.4789 38.9322 41.4011
22 8.6427 | 9.5425 | 10.9823 | 12.3380 | 14.0415 | 30.8133 33.9244 36.7807 40.2894 42.7957
23 9.2604 | 10.1957 | 11.6886 | 13.0905 | 14.8480 | 32.0069 35.1725 38.0756 41.6384 44.1813
24 9.8862 | 10.8564 | 12.4012 | 13.8484 | 15.6587 | 33.1962 36.4150 39.3641 42.9798 45.5585
25 10.5197 | 11.5240 | 13.1197 | 14.6114 | 16.4734 | 34.3816 37.6525 40.6465 44.3141 46.9279
26 11.1602 | 12.1981 | 13.8439 | 15.3792 | 17.2919 | 35.5632 38.8851 41.9232 45.6417 48.2899
27 11.8076 | 12.8785 | 14.5734 | 16.1514 | 18.1139 | 36.7412 40.1133 43.1945 46.9629 49.6449
28 12.4613 | 13.5647 | 15.3079 | 16.9279 | 18.9392 | 37.9159 41.3371 44.4608 48.2782 50.9934
29 13.1211 | 14.2565 | 16.0471 | 17.7084 | 19.7677 | 39.0875 42.5570 45.7223 49.5879 52.3356
30 13.7867 | 14.9535 | 16.7908 | 18.4927 | 20.5992 | 40.2560 43.7730 46.9792 50.8922 53.6720
31 14.4578 | 15.6555 | 17.5387 | 19.2806 | 21.4336 | 41.4217 44.9853 48.2319 52.1914 55.0027
32 15.1340 | 16.3622 | 18.2908 | 20.0719 | 22.2706 | 42.5847 46.1943 49.4804 53.4858 56.3281
33 15.8153 | 17.0735 | 19.0467 | 20.8665 | 23.1102 | 43.7452 47.3999 50.7251 54.7755 57.6484
34 16.5013 | 17.7891 | 19.8063 | 21.6643 | 23.9523 | 44.9032 48.6024 51.9660 56.0609 58.9639
35 17.1918 | 18.5089 | 20.5694 | 22.4650 | 24.7967 | 46.0588 49.8018 53.2033 57.3421 60.2748
36 17.8867 | 19.2327 | 21.3359 | 23.2686 | 25.6433 | 47.2122 50.9985 54.4373 58.6192 61.5812
37 18.5858 | 19.9602 | 22.1056 | 24.0749 | 26.4921 | 48.3634 52.1923 55.6680 59.8925 62.8833
38 19.2889 | 20.6914 | 22.8785 | 24.8839 | 27.3430 | 49.5126 53.3835 56.8955 61.1621 64.1814
39 19.9959 | 21.4262 | 23.6543 | 25.6954 | 28.1958 | 50.6598 54.5722 58.1201 62.4281 65.4756
40 20.7065 | 22.1643 | 24.4330 | 26.5093 | 29.0505 | 51.8051 55.7585 59.3417 63.6907 66.7660
50 27.9907 | 29.7067 | 32.3574 | 34.7643 | 37.6886 | 63.1671 67.5048 71.4202 76.1539 79.4900
60 35.5345 | 37.4849 | 40.4817 | 43.1880 | 46.4589 | 74.3970 79.0819 83.2977 88.3794 91.9517
70 43.2752 | 45.4417 | 48.7576 | 51.7393 | 55.3289 | 85.5270 90.5312 95.0232 | 100.4252 | 104.2149
80 51.1719 | 53.5401 | 57.1532 | 60.3915 | 64.2778 | 96.5782 | 101.8795 | 106.6286 | 112.3288 | 116.3211
90 59.1963 | 61.7541 | 65.6466 | 69.1260 | 73.2911 | 107.5650 | 113.1453 | 118.1359 | 124.1163 | 128.2989
100 | 67.3276 | 70.0649 | 74.2219 | 77.9295 | 82.3581 | 118.4980 | 124.3421 | 129.5612 | 135.8067 | 140.1695

Tabla D.26.2.




D.27. Tablat Student con @ grados de libertad

Probabilidad Acumulada

(0] 0.75 0.8 0.9 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995 0.9999
1 1.000 1.376 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 636.619 3183.099
2 0.816 1.061 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599 70.700
3 0.765 0.978 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924 22.204
4 0.741 0.941 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610 13.034
5 0.727 0.920 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869 9.678
6 0.718 0.906 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959 8.025
7 0.711 0.896 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408 7.063
8 0.706 | 0.889 | 1.397 | 1.860 | 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041 6.442
9 0.703 0.883 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781 6.010
10 0.700 0.879 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4,144 4.587 5.694
11 0.697 0.876 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437 5.453
12 | 0695 | 0.873 | 1.356 | 1.782 | 2.179 2.681 3.055 3.930 4318 5.263
13 0.694 0.870 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221 5.111
14 0.692 0.868 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140 4.985
15 0.691 0.866 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073 4.880
16 0.690 0.865 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015 4.791
17 0.689 0.863 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965 4.714
18 0.688 0.862 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922 4.648
19 | 0688 | 0.861 | 1.328 | 1.729 | 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883 4.590
20 | 0.687 | 0.860 | 1.325 | 1.725 | 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850 4.539
21 0.686 0.859 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819 4.493
22 0.686 0.858 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792 4.452
23 0.685 0.858 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768 4.415
24 0.685 0.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745 4.382
25 0.684 0.856 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725 4.352
26 0.684 0.856 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707 4.324
27 0.684 0.855 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690 4.299
28 0.683 0.855 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674 4.275
29 | 0.683 | 0.854 | 1.311 | 1.699 | 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659 4.254
30 0.683 0.854 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646 4.234
31 | 0.682 | 0.853 | 1.309 | 1.696 | 2.040 2.453 2.744 3.375 3.633 4.216
32 | 0682 | 0.853 | 1.309 | 1.694 | 2.037 2.449 2.738 3.365 3.622 4.198
33 0.682 0.853 1.308 1.692 2.035 2.445 2.733 3.356 3.611 4.182
34 | 0682 | 0.852 | 1.307 | 1.691 | 2.032 2.441 2.728 3.348 3.601 4.167
35 0.682 0.852 1.306 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340 3.591 4.153
Tabla D.27.1.
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Probabilidad Acumulada

0 0.75 0.8 0.9 095 | 0975 0.99 0.995 0.999 0.9995 0.9999
36 0.681 0.852 1.306 1.688 2.028 2.434 2.719 3.333 3.582 4.140
37 0.681 0.851 1.305 1.687 2.026 2.431 2.715 3.326 3.574 4,127
38 0.681 0.851 1.304 1.686 2.024 2.429 2.712 3.319 3.566 4.116
39 0.681 0.851 1.304 1.685 2.023 2.426 2.708 3.313 3.558 4,105
40 0.681 0.851 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551 4.094
50 0.679 0.849 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 3.496 4.014
60 0.679 0.848 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.232 3.460 3.962
70 0.678 0.847 1.294 1.667 1.994 2.381 2.648 3.211 3.435 3.926
80 0.678 0.846 1.292 1.664 1.990 2.374 2.639 3.195 3.416 3.899
90 0.677 0.846 1.291 1.662 1.987 2.368 2.632 3.183 3.402 3.878
100 0.677 0.845 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 3.390 3.862
125 0.676 0.845 1.288 1.657 1.979 2.357 2.616 3.157 3.370 3.832
200 0.676 0.843 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 3.340 3.789
S 0.674 0.842 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.719
Tabla D.27.2.
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