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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resumen de la tesis

La tesis que proponemos tiene tres ejes principales: el primero es la presentacion
del espacio de medidas complejas, asi como su caracterizacioén a través del espacio
de funciones de variacion acotada normalizado; el segundo eje aborda el teorema de
Radon-Nikodym, tanto su prueba como sus consecuencias; y el tercero se corresponde
con la nocién de derivacion de medidas complejas, ora su utilidad para extender resul-
tados clasicos en el marco de la integral de Lebesgue, ora como herramienta para el
célculo de la derivada de Radon-Nikodym.

Presentamos un desglose por seccion de los temas discutidos.

§ 1.2 Motivamos la definicion de la derivada de Radon-Nikodym.

§ 1.3 Abordamos la intuicién detras del concepto de la derivada de una medida com-
pleja.

§ 2.1 Formalizamos la definicién de medida compleja en un espacio medible X, ademds
de la variacion total asociada a tales medidas; después probamos que el conjunto
de medidas complejas, M(X), puede ser dotado con la estructura de espacio de
Banach.

§ 2.2 Exponemos las nociones de medida absoliitamente continua y medidas mutua-
mente sigulares. Luego presentamos a la familia de subespacios M, (X) (medi-
das absolutamente continuas con respecto a ().

§ 3.1 Planteamos la definicién de funcién absoliitamente continua y funcién de variacion
acotada; luego mostramos que el conjunto de estas funciones conforma resp. los
espacios vectoriales AC y BVN. Por ultimo mostramos algunas relaciones entre
estos dos espacios.
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§ 4.1 Probamos el freorema de representacion polar y el teorema de descomposicion
de Hahn-Jordan. Ademas definimos la integral con respecto a una medida com-

pleja.

§ 4.2 Demostramos el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, asi como el teorema de
Radon-Nikodym.

§ 4.3 Discutimos algunas consecuencias del teorema de Radon-Nikodym, entre ellas
destaca la clasificacion de M, (X) a través del espacio L' (u) .

§ 4.4 Exponemos el teorema de la dualidad [P — L4, mas ain planteamos una dis-
cusion sobre la equivalencia entre el teorema de Radon-Nikodym, el teorema de
la dualidad L? — L? y el teorema de representacion de Riesz.

§ 5.1 Exploramos un hipotético teorema tipo fundamental del célculo en el marco de
la integral de Lebesgue.

§ 5.2 Definimos la derivada simétrica de una medida compleja.

§ 5.3 Establecemos la funcion maximal de Hardy-Littlewood y mostramos la relacién
de ésta con la derivada de Radon-Nikodym.

§ 5.4 Discutimos una aproximacién numérica de la derivada de Radon-Nikodym para
el espacio de medida R"”; ademds mostramos que la derivada de una medida
compleja es un concepto con independencia geométrica.

§ 5.5 Desarrollamos aplicaciones del trabajo previo: el teorema fundamental del cdlculo
para integrales de Lebesgue, el teorema de diferenciacion de funciones mondtonas,
una clasificacién de M(R) por medio de BVN.

§ 5.6 Probamos el teorema de cambio de variable para integrales de Lebesgue.

1.2 Introduccion al teorema de Radon-Nikodym

Hacia finales del siglo XIX la comunidad matemética resolvié construir una teoria
de integracién que aventajara los inconvenientes inmanentes con la integral de Rie-
mann (e.g. pasos al limite bajo el signo de integral mas alla de convergencia uniforme,
tratar con integrales de funciones no acotadas o bien con funciones “patolégicamente”
discontinuas, etc.) y asi mismo preservara la intuicion detrds del calculo de areas; estas
investigaciones conllevaron a la ubérrima Teoria de la Medida y consubstancial a ésta,
la integral de Lebesgue (para una discusion histérica ver [Jahnke, 2003, cap. IX]).

Esta generalizacién de la integral (en cuanto a integrales propias se refiere) devino
en un par de preguntas fundamentales: dada f : [a,b] — R integrable, se entiende por
integral indefinida de f al mapeo F definido como x — f[a‘x] fdm.

(i) ¢(Podemos caracterizar a las funciones que aparecen como integrales indefinidas?
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(i1) ¢Se valida la ecuacién: %F = f c¢.s. ? Més adn, dada la funcién g : (a,b) —» R
derivable con derivada integrable, ;se satisface [|, ; §'dm = g(b) —g(a)?

Se tiene respuestas satisfactorias a ambas preguntas: la primera corresponde a un
caso particular de uno los resultados mas representativos de la Teoria de 1a Medida, el
teorema de Radon-Nikodym; la segunda se encuentra en la formulacion del teorema
fundamental del célculo en el marco de la integral de Lebesgue. Expondremos en la
presente seccidn la naturaleza del teorema de Radon-Nikodym; ya bien, convenimos en
que la pregunta (ii) la retomaremos hasta el capitulo 5 (conviene advertir desde ahora
que con respecto a la dltima parte de esta pregunta, es en general falsa la proposicién).

Nota 1.1. La pareja (X,.#) designa espacio medible con o-dlgebra .#, y si en la
discusion .#Z se sobreentiende usaremos la forma corta X; mdas atn la letra X serd
reservada para denotar un genérico espacio medible, o bien un espacio de medida. En
particular R”, visto como espacio medible, supone la ¢-dlgebra de Borel 4, salvo
cuando hagamos explicito que trabajamos con la o-dlgebra de Lebesgue .£; ya bien
en ambos casos la medida m hace referencia a la medida de Lebesgue.

Con el fin de motivar el tema consideremos M™ (X) el espacio de medidas posi-
tivas en X, es decir el conjunto de funciones it : .# — [0,+o0] que son c-aditivas y
mapean el vacio al cero; nos proponemos a investigar su estructura y para ello nos asi-
mos del siguiente corolario del teorema de la convergencia mondtona que extrajimos
de [Rudin, 2006, § 1.2].

Proposicion 1.1. Sea p una medida positiva en X, y sea f una funcion medible y no
negativa,; considérese el mapeo

En—>/fdu.
E

Entonces [y es una medida positiva en X.

Nota 1.2. Como caso particular de la primera afirmacidn, si f es la funcién carac-
teristica de A para algin A € ., i.e. f = 14, escribimos a la medida asociada como

Ha.

Nota 1.3. Los espacios vectoriales los supondremos sobre el campo C, excepto claro
si se dice explicitamente otra cosa; luego dependiendo de cual estructura queramos en-
fatizar, el espacio de Lebesgue LP (X, ., i) serd abreviado como L?(X), L (1) o bien
L? si en la discusion es fijo el espacio de medida.

Observamos que larestriccion f > 0 asegura la positividad de la medida pi, sin em-
bargo si se supone que f € L' (i) se extiende facilmente al resultado analogo: el mapeo
Uy es o-aditivo (este simple pero importante resultado lo probamos en la proposicién
2.2, mas por ahora no interviene en la discusién). En virtud de este reconocimiento se
da fundamento a la siguiente definicién.
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Definicién 1.1. Dada la medida positiva 4 en X y dada f € L!(u), considérese el
mapeo

A —C
E»—>/Efd/.1. (1.1)

Se dice entonces que A es la integral indefinida de f con respecto a i y se denota
dA
como: A = iy, dA = fdu o también de forma sugestiva, f = d—; ala funcioén f se le

conoce como la derivada de Radon-Nikodym asociada a tal integral indefinida.

Notamos la condicién necesaria: 1(A) =0 = A(A) = 0; esta es una indicacién
de la relacién entre dos medidas, el concepto de medida absolutamente continua y en
cierto sentido su contraparte medidas singulares; estas nociones las presentamos for-
malmente en la definicién 2.5.

Antes de continuar en nuestra exposicion, requerimos introducir mds notacién.
Dado el espacio X, la expresién Sp(X) o de forma corta Sp, refiere al espacio de
funciones simples, es decir funciones medibles cuyo rango es un conjunto finito de C;
esta definicion equivale a la siguiente: sea s € Sp, entonces existe una sucesion finita
de conjuntos medibles y disjuntos (4;), y ciertos o; € C tales que

n
s=Y aila,. (1.2)
i=1

La expresion (1.2) se le conoce como representacion estandar de s. Si para todo
indice i se cumple que L (A;) es finita, entonces se dice que s es una funcion escalén,
en cuyo caso lo indicaremos como Sp(ut). Es facil ver que tanto Sp como Sp() son
espacios vectoriales.

Incluso en esta parte liminar de nuestra presentacion, podemos figurar el cardcter
de la derivada de Radon-Nikodym en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 1.1. Probaremos la siguiente afirmacién: en un espacio discreto cualquier
medida es derivable con respecto a la medida de conteo.

Dado el espacio medible (N , QZ(N)), consideremos las medidas positivas u y #,
donde # es la medida de conteo. Sea A € Z(N) tal que A = (a;); como el espacio es

discreto se verifica
u(A) = Y ().
1

Definimos al mapeo f como x — U ({x}) Acontece por la definicion de integral

Afd#zoiuprs(ai)#({ai}), (1.3)
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donde el supremo se toma sobre todas las funciones en Sp menores o iguales a f; ya
bien por la construccién de f se cumple

OilgngS(ai)#({ai}) =) fla) =) n({ai}) = u(A). (1.4)

sESp
Asi pues de (1.3) y (1.4) concluimos

du
f="
d#
Este argumento no s6lo prueba la existencia de la derivada de Radon-Nikodym,
sino nos ensefla explicitamente cudl es.
d

El siguiente ejemplo propone mostrar el perfil de la derivada de Radon-Nikodym
en un contexto que nos es familiar.

Ejemplo 1.2. Sea m la medida de Lebesgue en [0, 4o0), y sea i una medida positiva
tal que verifica du = %d’"’ donde la funcion Z—i es continua; entonces la aplicacién

f:]0,00) = R tal que x — p([0,x)) es diferenciable y se cumple
df du
Uy = 2 ),

dx"’ dm
En efecto, sea i > 0 (para 2 < 0 es andlogo), por construccion se valida
fotn) —fx)  p(O0x+A) —p((0.x)  p(Cox+r) 1 du
— = = - —dam.
h h h h Jixx+h dm

Por el teorema del valor medio para integrales se tiene que existe &, € [x,x+ A] tal que

! du 1 du du
Z au, _Llau PN/
h Jlxxtn) dmdm h dm(éh)m([x’x—i_ D dm(éh)

Asi pues, dada la continuidad de j—f‘n se concluye

oy FEh) — () _ dy
A

(x).

Por lo tanto la derivada de Radon-Nikodym coincide en este caso con la derivada
usual de R.
O

A la luz del ejemplo 1.1 cabe la heuristica: si toda medida positiva fuera la inte-
gral indefinida con respecto a una cierta 4 medida, entonces habriamos clasificado el
espacio M™(X) en términos de integrales indefinidas (con respecto a 1) de funciones
medibles no negativas; no obstante los siguiente contraejemplos muestran que esto no
es en general posible: ora porque falla la existencia de la derivada, ora porque se pierde
unicidad.
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Ejemplo 1.3. Consideremos al espacio medible R, y sea d, la medida de Dirac (también
llamada medida puntual de masa). Supongamos que u es la integral indefinida para
cierta funcién medible f con respecto de &, es decir se valida la ecuacién

du = £ds,. (1.5)

Probaremos que u = k&,, donde k es una constante que depende tinicamente de x; en
otras palabras, p satisface la ecuacién (1.5) si y s6lo si ¢t es un mdltiplo escalar de 0.

Sea E € Ay sea (E,) particién de éste. Por definicion de integral se cumple

w(Ee) = [ ras - 5 L85

Luego por tratarse de la medida de Dirac, esta suma se reduce a

0 six¢E
8e(Ey) = xCE
Oilslgpf;S(x) (En) {f(x) sixeE.
seSp

Por lo tanto
= ()8

Ahora bien nos preguntamos por la posible solucién (o soluciones) de la ecuacién
do; = fdu, (1.6)

donde f es una funcién medible por determinar. Es inmediato ver que el lado derecho
de (1.6) es de hecho &, ello implica que f(x) # 0. Supongamos inicialmente que
f € Sp, luego existe una sucesién finita de conjuntos medibles y disjuntos (A;) y ciertos
nimeros complejos (@;) que validan la descomposicién f =Y, ot;14,; por definicién de
integral impropia, para todo E € % se cumple

[ fau=Yanane) = s(E). (1.7)

Como (A;) es una particién de X, existe un unico A; elemento de la sucesién tal que
X € Ay; asi pues al evaluar en la ecuacién (1.7): E = {x} y E = A; con i # k, inferimos
que

(xku({x}) =1, Oll'[.,L(Ai) =0.

Por lo tanto u se trata esencialmente de la medida de Dirac, mientras que f no es tnica
mas es superflua en relacién a la integral indefinida. En particular concluimos que la
medida de Dirac no se expresa como una integral indefinida con respecto a la medida
de Lebesgue.

O

En el siguiente ejemplo se muestra que la unicidad se puede perder para medidas
“patologicas”, i.e. medidas que no son o-finitas ni regulares.
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Ejemplo 1.4. Sea X un conjunto no vacio y consideremos la o-dlgebra trivial . =
{0,X}; en este espacio medible definimos la medida positiva v como

v:.J —[0,00]
0—0
X > oo,

Es notorio que esta o-dlgebra no es o-finita ni regular. Por construccién se satis-
face, para cualesquiera f y g funciones medibles no nulas

0 SiE=0,
/Efdv_/Eng_{ © SIE=X.
Es decir vy = V,.
g

El teorema de Radon-Nikodym precisa condiciones para garantizar que existe un
unica derivada de Radon-Nikodym, en otras palabras nos ensefia el reciproco de la
proposicién 1.1 y serd la trama del capitulo 4.

No obstante que podriamos explorar en la direccion de medidas positivas para trazar
una variante del teorema de Radon-Nikodym, esta hipotética presentacion seria innece-
sariamente restrictiva pues descartariamos de nuestras consideraciones a las funciones
integrables que no son exclusivamente positivas, i.e. suprimiriamos la estructura de
espacio vectorial inmanente de esta familia de funciones; a esta objecion se abren dos
caminos: las medidas con signo (que toman valores en los reales extendidos) o bien
su homologo finito, las medidas reales (cuyo codominio es R), ora bien de forma un
tanto mas general, las medidas con valores en C y que son conocidas como medidas
complejas; aunque ambas teorias son muy ricas y no equivalentes entre si, elegimos las
medidas complejas pues la estructura del campo nos sera requerida en el capitulo 5 al
tratar con ciertos limites de cocientes.

1.3 Heuristica de la derivada de medidas complejas

Podemos ir mds lejos con el ejemplo 1.2 y discutir la extension de éste a R"; para
precisar esta idea supondremos un resultado bésico de la medida de Lebesgue y cuya
prueba se puede encuentrar en [Rudin, 2006, cap. 2].

Proposicion 1.2. Sea T : R" — R" un operador lineal, entonces para cualquier E
elemento de la c-dlgebra de Lebesgue £, se satisface

m(T(E)) = |detT| m(E). (1.8)

Nota 1.4. Emplearemos la notacién bx, r) para designar la bola abierta con centro en x
y radio r, ademds de la expresién (no ortodoxa) B(r) := m(b[x,r)); ésta no causa con-
flicto porque la medida de la bola no depende del punto x y la dimensién del espacio
es fija. Si precisamos indicar que la bola es cerrada, lo haremos mediante la variante
blx,r].
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La ecuacién (1.8) nos induce a conjeturar: dada f : R* — R", f € €', puesto que
f puede ser localmente aproximada por una transformacién afin, cabe esperar que se
valide la ecuacién

lim m(f(b[x, r))
N0 B(}’)

Por cuanto del ejemplo 1.2, presumimos que el mapeo det f* coincide con ser la
derivada de Radon-Nikodym asociada a cierta integral indefinida con respecto de m.
Este argumento intuitivo serd formalizado en las proposiciones 5.6 y 5.10, pero nos
gustaria resaltar la figura de derivada que impera en el lado izquierdo de (1.9): este es
el caracter de la derivada de medidas complejas (cf. definicién 5.4).

= |det f(x)]. (1.9)



Capitulo 2

Espacio de medidas complejas

2.1 Medidas complejas

Nuestro primer objetivo en este capitulo se sitia en formalizar la definicién de
medida compleja; de manera heuristica podemos indicar que estas medidas se cor-
responden con la nocién fisica de medir pero permitiendo tomar valores en C (en
contraste con la familiaridad de las mediciones con valores en R™); si bien podria
parecer a primera vista esta perspectiva “demasiada abstracta”, podemos citar como
paradigma de estas medidas las que provienen de integrales indefinidas de funciones
en L' (proposicién 2.2). Ademds, fuera del contexto propio del Analisis, las medidas
complejas desempefian un papel fundamental en la Fisica, particularmente en descrip-
ciones ondulatorias (como ejemplo de esta afirmacién, en [Cohen, 2012] el autor ex-
plota la naturaleza de las medidas complejas en aras de establecer una légica interna a
la mecénica cudntica). Por dltimo sefialamos que las medidas positivas finitas (e.g. las
medidas de probabilidad) son un caso particular de medidas complejas.

La intuicién de medir dicta que, para que una C-funcién u se le considere una me-
dida compleja en X, es necesario que ésta sea o-aditiva; asi pues consideremos (A,)
una sucesion de conjuntos medibles y disjuntos, luego tal u debe satisfacer (indepen-
dientemente del 6rden de los términos de la sucesion) la ecuacion

u |_|An = Z” (An) .

Esta condicién de independencia en el 6rden equivale a que bajo reordenaciones, la
serie converge a un Unico valor; esta premisa se satisface precisamente cuando la serie
converge absolutamente tal como sefala el teorema de reordenaciones de Riemann.
Estas observaciones se condensan en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. Sea (A,) una sucesion de conjuntos medibles y disjuntos; considérese

9
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la funcion p : M — C tal que

u <|_|An> =Y 1(A). 2.1)

Entonces la serie Y, Il (An) converge absolutamente.

Demostracién. Dado que Y, it (A,) converge absolutamente si y s6lo si la parte real
e imaginaria }, Re it (A,) y ¥, Smu (A,) convergen absolutamente, el problema pro-
cede a probar que Y, Re i (A,) converge absolutamente, pues los argumentos para la
parte imaginaria son analogos.

Considérse las siguientes sucesiones

y de igual forma

Entonces se valida
Reu <|_|A:{> =) Reu (A)), y también Rep <|_|An> =) Reu(4,).

Observamos que, correspondientemente a cada desigualdad, la parte izquierda es un
nimeros real (no extendido), luego las series respectivas son convergentes; ello que
implica que, en relacién a la ecuacidn (2.1), dichas series de términos positivos y neg-
ativos convergen, lo cual sucede si y sélo si la convergencia es absoluta.

|

Definicion 2.1. Por una descomposicion de un conjunto A € .#, se entiende una
sucesion (A,) de conjuntos medibles y disjuntos que tienen por unién a A, es decir
L, An = A.

El mapeo v : .# — C se dice que es una medida compleja si para cualquier A € .Z
y una descomposicién (A4,) del mismo (y por tanto toda descomposicién) se valida la

ecuacion
v(A)=Y v(Ay).
n
Si el codominio de v es R se dice que ésta es una medida real.

Nota 2.1. Es fécil confundir el término particion por descomposicion, mas no son
sinénimos: se considera que particién aplica dinicamente cuando (A,) es una sucesién
finita (ya bien en la caso de que v sea una medida positiva, se pide adicionalmente que
dichos conjuntos tengan v-medida finita).
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A razén de este paralaje convenimos en que toda funcién simple con respecto a una
medida compleja v es de hecho una funcién escaldn, es decir s € Sp(Vv) si y sélo si
existe una particién (A;) de X tal que f =Y | 014, donde o; € C.

Es usual en muchos libros que se agregue como hipdtesis de ser medida compleja
las condiciones: (@) = 0 o la conclusién de la proposicién 2.1: la primera es reitera-
tiva pues basta ver que

p(X) =uXU0) =pnX)+u@),

y como i(X) € C, se sigue la afirmacién (misma que no aplica para medidas posi-
tivas pues podria ser tal mapeo identicamente constante con valor o); por cuanto a
la segunda no resulta conveniente pues ocasionalmente argumentaremos que cierto
mapeo es medida mostrando que éste es contablemente aditivo, y no adicionalmente
mostrando que éste es independiente del érden de la sucesion.

La siguiente proposicidon nos muestra una familia de ejemplos de medidas comple-
jas: medidas que provienen de integrales indefinidas.

Proposicion 2.2. Dada p una medida positiva en X, y dada f € L' (u), considérese el
mapeo

v.:.# —C
E'—>/fdu.
E

Luego v es una medida compleja.

Demostracion. La prueba se reduce a mostrar que v es o-aditivo, es decir que la
siguiente ecuacion se valida

8- f e e e

pero ello se sigue de la linealidad de la integral asi como del teorema de la convergencia
dominada aplicado a la sucesién Zﬁ:l f1Eg,.
|

Definicién 2.2. Dada p medida positiva y v medida compleja en X; se dice que v
es derivable en el sentido de Radon-Nikodym con respecto a p si existe una tnica
f € L'(u) tal que v se expresa como la integral indefinida de f con respecto a i, es
decir si satisface para cualquier £ € .#

V(E) = /E zm 2.2)

Queremos enfatizar la diferencia entre las definiciones 1.1 y 2.2: aquella expresa
que cierta funcién medible es la derivada de Radon-Nikodym asociada a una inte-
gral indefinida; en contraste esta definicién pone el énfasis en la posible validez de la
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ecuacion (2.2) que supone una medida compleja con respecto de una positiva; como
vimos en los ejemplos 1.3 y 1.4 dicha condicién puede fallar: ora porque no existe tal
funcién ora porque no es tnica. Si bien podriamos extender la definicién 2.2 en el caso
que u también sea medida compleja (toda vez que hayamos establecido formalmente
la integral con respecto a una medida compleja), no requeriremos hacerlo pues no abor-
daremos un ejemplo no trivial de este fendmeno.

Es fécil ver que el conjunto de medidas complejas es un subespacio vectorial de
C con las operaciones puntuales, es decir

(avi+W)(E):=avi(E)+Wn(E), Ec.#, acC. (2.3)
Esta oberservacion se condensa en la siguiente definicion.

Definicion 2.3. Al conjunto de medias complejas en X con la estructura de espacio
vectorial indicada en (2.3) se le conoce como el espacio de medidas complejas en
X, y se denota como M(X), o incluso por M si el espacio medible se sobreentiende
en la discusién. De la misma manera al conjunto de medidas reales en X se nombra
como el espacio de medidas reales, ya bien para diferenciarlo emplearemos la no-
tacion Mg (X).

Observamos que los elementos del espacio Mg (X) que toman dnicamente valores
positivos estdn en correspondencia, via una homotecia, con las medidas de probabili-

1
dad: dada p € Mg(X), la medida fi := mes) u es una medida de probabilidad en X.
Tenemos el siguiente resultado basico de convergencia de la medida cuya prueba la
omitimos pues es esencialmente la misma que en el caso de medidas positivas.

Proposicion 2.3. Dada v medida compleja y dada (A,) una sucesion creciente de
conjuntos medibles tales que | JA,, = A, entonces:

lirrlnv(An) =Vv(A).

Similarmente dada (Bp)nen es una sucesion decreciente de conjuntos medibles tales
que (B, = B, entonces:

lirr,nv(Bn) =v(B).

En ciernes del préximo teorema conviene tener presente el siguiente resultado, y
cuya demostracién se puede encontrar en [Rudin, 2006, cap. II].

Teorema 2.1. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto Hausdorff segundo
numerable, y sea | una medida positiva de Borel sobre X tal que es finita en com-
pactos, entonces U es regular y o-finita.
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Asociado a las medidas complejas, consideremos el siguiente mapeo: dada (A,)
descomposicién de A € ., definimos

|V|: ot — [0,00]

A sup) | [V(A,)], (2.4)
(An) n

donde sup,, indica que el supremo es tomado sobre todas las descomposiciones del
conjunto A. El siguiente teorema expone el caracter de este mapeo.

Teorema 2.2. Sea v una medida compleja, entonces |v| es una medida positiva finita.

Demostraciéon. Sean A,B € .# tales que, A C B, entonces |V|(A) < |v|(B); ello se
sigue al aplicar la definicién y de la siguiente observacién: dada (A,) una descom-
posicién de A, la sucesién (B —A,A,) es una descomposicién para B; en consecuencia
a esta afirmacion, si |v|(B) es finito, también lo es |V|(A).

Sea (b,) una sucesion de ndmeros reales tal que 0 < b,, < |v|(A,); por la propiedad
£
de ser supremo se tiene que para toda o > 0 existe una descomposicion (A,;); de A,
que satisface la desigualdad

[V|(An) — o _Z|v nj)| 0 bien: b, — SZ‘V(A"1)|'
J
Asi, sumando sobre 7z se llega a

Yhn—e< ¥ V)| < [vI(A).
n n,j

Luego tomando el sup sobre cada b, y haciendo € — 0 se obtiene
LIVIA) < |vI(4). (2.5)

Por otro lado, sea B; una descomposicién de A, por la o-aditividad aplicada a la de-
scomposicién (A, NBj), de B; se sigue

Y IvB)I =Y [ vAnB)[ <) [v(ANB) <Y [vI(A,
J joon n,j n
y por la arbitrariedad de la particién B; se cumple
vi(A <Z\V| (2.6)
de las ecuaciones (2.5) y (2.6) se obtiene que |v| es una medida positiva.
Adun falta probar que es finita: el argumento es por contradiccidn, la idea es con-

struir una sucesién decreciente de conjuntos medibles tales que la norma de sus medi-
das tiende a infinito.
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Supéngase que |V|(X) no es finita, entonces para toda N € N existe (X,) descom-
posicion de X tal que
Y Iv(X,)| > N. (.7)
n

Sea A; = X, por el supuesto en la ecuacion (2.7) exite B C Ay con la propiedad
[V(B)| = [v(A1)[+2;

si |v|(B) = e entonces se define A, := B, en caso contrario se cumple que |V|(A| —B) =
ooy se define a A, := A — B; por construccion se verifica

[V(A2)| = [V(A1) = V(B)| = [V(B)| - [v(A1)| > 2.

Es claro que se pudo poner en lugar de 2 cualquier otro nimero, en particular el asoci-
ado al indice n, por cuanto queda definida recursivamente la sucesién decreciente (A,)
que satisface |V(A,)| > n, de modo que para A = (A, se cumple -via la proposicién
2.3- que

v(A) =limv(A,). (2.8)

Ello es un absurdo pues por el lado izquierdo de (2.8) se infiere que |V(A)| es un nimero
finito, mientras que por el lado derecho acontece que es infinito.
[ |

Corolario. Dada 1 medida compleja en el espacio medible (R",B), se cumple que
|| es regular.

Demostracién. Basta aplicar el teorema 2.1 a la medida positiva |t|.
[ ]

Definicion 2.4. Dada v medida compleja, a 1a medida positiva asociada |v| se le llama
variacién total; luego v se dice que es una medida regular en tanto que |v| lo sea.

Uno de nuestros objetivos en la tesis es estudiar la estructura de M((X); como vimos
éste es un espacio vectorial, este hecho aunuado al siguiente resultado nos permite con-
cluir que M(X) tiene estructura de un espacio de Banach, es decir un espacio vectorial
normado y completo.

Proposicion 2.4. El espacio M(X) tiene estructura de espacio de Banach, cuya norma
viene dada por la asignacion

Ivil:=[v](X), veMX).

Demostracién. Primero probaremos que dicha asignacién es en efecto una norma.
Dadas A, vy, v, € M(X) y dada a € C, se cumple

laevi]| = lavi|(X) = sup}_ laevi (Xa)| = sup }_[exl|vi (X))

=lafsup}. [vi(Xa)|= |a| [vi[(X) = |ex| [|vi]].
n
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Luego se verifica la desigualdad del tridngulo.

Vi +vall = [vi+w2|(X) =supZ\(V1+Vz I—SupZIVl )+ V2 (Xa)|

< SUPZ|V1 )|+ SUPZI\’z =il +llva]|.

Esto prueba que el mapeo || || es una seminorma; se afirma ahora que éste es no
degenerado: supéngase que existe A € M(X) no identicamente cero cuya seminorma
es cero, es decir A verifica la siguiente igualdad

=[All =|Al(X —sule/l (2.9)

Por el supuesto que A es no nula existe A € .# tal que A(A) # 0, pero el conjunto
{A,X \ A} forma una particién de X, en consecuencia

SUPZM )= [A(A)[+]A(X\A)[ >0,

lo que es una contradiccién con (2.9). Por tanto || || es una norma.

Ahora se probard que M es completo. Sea (V,) una sucesién de Cauchy en M, se
afirma que para cualquier A € ./ existe el siguiente limite

limv,(A).
n

Dado € > 0, por la hipétesis de ser (v,) una sucesién de Cauchy existe N € N tal que
para cualesquiera k,m > N, se cumple

€ > [[Vi = Vnl| = [Vie = Vin| (X) = [(Vie = Vi) (X) | = [Vi(X) = Vin(X));
luego por ser C un espacio métrico completo, el limite lim, v,,(X) existe, mas atin
[Vi(A) = Vin(A)] < [Vie = V| (A) < [Vie = V| (X) <&,

donde la segunda desigualdad se sigue de la monotonia de |v|, y nuevamente por la
completitud de C se tiene que esta justificada la asignacién

V(A) = li,Iann(A).

Es claro ademds que v(0) = 0. Dada (A;); una descomposicién de A, se cumple que
para m, k suficientemente grandes y para todo € > 0

<

[Vi(A) = vin(A)| = ’ka(Ai) —Vm(4)

£
E )
y también

Vin(A) — V(A)] < %
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Haciendo k — oo acontece

€
<§,

Y V(A) ~ V()

por cuanto se verifica

<

ZV(A,»)—V(A) +|vn(A) —v(A)| < €.

T V(A — vild)

Es decir, v es o-aditiva.
[ |

Nota 2.2. Hacemos notar que si A es una medida positiva finita en X, por definicién
de variacién total se sigue que [A| = A, i.e. al asociar a A su variacién total, ésta queda
invariante; en particular se cumple ||A|| = A(X).

2.2 Subespacios de M(X)

Toda vez que hemos establecido que M(X) tiene estructura de espacio de Banach,
nos dirigimos a exhibir algunos de sus subespacios.

Definicion 2.5. Considérese X y sean u medida positiva, A, A1, A, medidas positivas
o complejas. Se dice que A es absolutamente continua con respecto a i y se denota
como: A < U si paratoda E € . se valida la implicacién

W(E)=0 = A(E)=0.

A las medidas A1, A, se les llama mituamente singulares ya bien a 4; se le dice
que es sigular con respecto a A, y viceversa, y se representa como A; L A, si existen
E,F €¢ #,ENF=0,EUF =X tales que se cumple

M(E)=2(F)=0.
Esta dltima condicién se puede reformular diciendo que A; estd concentrada en
X —E y A; estd concentradaen X — F.

Ejemplo 2.1. Sea A C R un subconjunto contable de R, y sea f : R — C una funcién
con las siguientes condiciones: f [g\a=0y ran(f) forma una sucesién de términos
absolutamente sumables. Definimos el mapeo u : 4 — C como

uwE):=Y fl), Ec®.

x€ENA

Observamos que el mapeo U estd bien definido pues la serie es absolitamente sumable,
lo cual equivale a ser invariante bajo reordenaciones; mds atin por la convergencia

absoluta se verifica
Y =Y Y f.

x€ (u,-E,—) NA i x€E;NA
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Ello implica que u es o-aditiva, por cuanto concluimos que p es una medida compleja.
Notamos ademds que esta conclusion sigue siendo valida si f toma valores positivos
posiblemente extendidos, es decir si se tiene que codom(f) = [0,0], en cuyo caso
U es una medida positiva (no necesariamente finita e incluso si existe xo € A tal que
f(xo) = oo, entonces U no es ni siquiera o-finita).

Se mostrard ahora que { y m son miituamente singulares. Se observa que el con-
junto {A,R\ A} forma una descomposicién de R, luego por construccion se satisface

m(A) = (R\A) = 0.

Esta tltima afirmacién se verifica en particular si para xo € A, se define f(xp) =1y
f(x) =0 para x # xy (medida de Dirac); o bien si consideramos el caso de medidas
positivas y se tiene f(x) = 1 para toda x € A (medida de conteo). En conclusién la
medida de Dirac (o una combinacién lineal de éstas) y la medida de conteo concen-
trada en A corresponden a medidas singulares con respecto a la medida de Lebesgue.
En el ejemplo 5.1 expondremos otra medida positiva que es singular con respecto a la
medida de Lebesgue, pero con la propiedad de que no estd concentrada en un conjunto
contable.

Podemos generalizar la construccién pasada para medidas positivas a través de la
definicién de suma sobre conjuntos no numerables.

SeaA CRysea f:A— [0,00], definimos

Zf(x) = sup{Zf(x) :F CA, Fes ﬁnito}.

XEA xeF

Es facil ver que si A =Ry f =1, entonces U es de hecho la medida de conteo #
en R; notamos ademads que # no es o-finita en este espacio medible, no obstante que se
cumple m < #. Ahora bien, para cualquier s € Sp([O, 1]) no nula acontece

/ s = oo. (2.10)
0.1]

Por el teorema de la convergencia mondtona se deriva que la ecuacién (2.10) es védlida
para cualquier funcién medible positiva no nula definida en [0, 1]. En conclusién, la
medida de Lebesgue no es derivable con respecto a la medida de conteo pese a que se
satisface m < #.

0

El siguiente lema condensa las principales propiedades “aritméticas” de la definicién
2.5.

Lema 2.1. Dado X, sea (A,) una sucesion de medidas complejas y |t medida positiva;
se tiene las siguientes implicaciones:

(i) Si A, < U para todon € Ny Y, A, es medida, entonces ¥, A, < L.
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(ii) SiAy < yAy L pentonces Ay 1 As.
(iii) SiA < puyA L u, entonces A =0.
(iv) A < siysolosi|A] < .
(v) Sid <€ Ay y Ay < U entonces Ay < L.
(vi) Si A < U, para cualquier o, € C se cumple (0A) < lL..
(vii) Si Ay L w paratodon € NyY, A, es medida, entonces ¥, A, L L.
Demostracién.

(i) Dado E € .# tal que u(E) =0, por hip6tesis se sigue que para toda n, A,(E) =0,
luego
ZM(E ) =0.
n

Aunque en general es falso que ¥, A,, es una medida compleja (basta considerar
una sucesion de medidas de Dirac), si se tiene al menos que este resultado es
valido para una suma finita.

(i) Sea E,F € . ajenos tales que A»(F) = p(E) = 0, luego, por ser A; absoluta-
mente continua con respecto a i se tiene A (E) = 0, es decir E, F satisfacen las
condiciones donde A1, A, son miituamente singulares.

(iii) La hipdtesis y el inciso anterior implican que A | A de donde A = 0.

(iv) Supéngase que u(E) =0y sea (E,) una descomposicién de E, entonces u(E,) =
0y como A < u, A(E,) = 0 para toda n; por tanto Y |A(E,)| = O entonces
|A|(E) = 0. El regreso es trivial.

(v, vi) Se sigue de la definicion.

(vii) Sean A,, B, € ./ tales que A, N B, = 0 y se cumple que u estd concentrada
en A, mientras que A, estd concentrada en B,; luego considérese A = J, A, y
B =, Bn, es facil ver que X = AU B, por lo tanto u estd concentrada en A y
¥, An estéd concentrada en B.
|

Nota 2.3. Debido al inciso (iii) del lema precedente, se interpreta a las relaciones -
absolutamente continua y mituamente singular-, como condiciones opuestas.

El siguiente lema nos ensefia una caracterizacion de la continuidad absoluta entre
medidas, y serd invocado en la prueba del teorema de Radon-Nikodym.

Lema 2.2. Considérese | una medida positiva y A una medida compleja en X, las
siguientes proposiciones son equivalentes.

(i) A es absolutamente continua con respecto a U, es decir A < L.



2.2. SUBESPACIOS DE M(X) 19
(ii) Paratodo € > 0 existe 8 > 0 tal que para cualquier E € M que satisface L(E) <
0 implica que |A(E)| < €.
Demostracion.
(ii = i) SeaE € . tal que u(E) = 0; dado € > 0, por hipétesis existe & > 0 que satisface
UE)<d = |A(E)| <e.
y por la arbitrariedad de € se concluye A(E) = 0.

(1=-1ii) La prueba es por contradiccién. Supodngase que (ii) es falso, entonces existe
e£>0y (E,) € .#N tal que u(E,) < 27" pero |A(E,)| > &, ya bien esta tltima
desigualdad implica que |A|(E,) > €. Se define

A= JE, A=A,
i=n n=1

Asi pues

i=n i=n i=n

Por construccion se verifica
Apn DApy1 D-ovy
luego por la monotonia de la medida se cumple
H(A) = Timp(A,) = 0.

Por otro lado
IA](4) = lim |A](4,) > lim| 4| (E,) > e,
n n

es decir £(A) =0y |A|(A) # 0, en otras palabras no se cumple || < U pero
ello contradice el lema 2.1 inciso (iv).
|

Corolario. Dada f € L' (u) entonces para todo € > 0 existe § > 0 tal que | JE fd/.L| <
€ siempre que W(E) < 0.

Demostracion. Basta considerar la medida [, fdu, E € .4, notar que ésta es absolu-

tamente continua con respecto a i y aplicar el lema 2.2.
|

Es interesante reparar en que la condicién entre dos medidas que satisfacen ser ab-
solutamente continuas cada una respecto a la otra (es decir dadas p y A medidas com-
plejas tales que verifican A < u y también y < A) establece una relacién de equiva-
lencia en M(X) (la transitividad se deriva del inciso (v) del lema 2.1); esta observacién
se condensa en la siguiente definicion.
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Definicion 2.6. Dadas u, A medidas complejas o positivas en X, se dice que éstas son
mutuamente continuas si: 4 K A y A < L.

Ejemplo 2.2. Considérse (N, #(N)), y sea A € (0,). Se define u, la medida de
Poisson con pardmetro A como

eI
w@) =Y S acom)
jea J

Es facil ver que se validan las siguientes equivalencias

e A
mA)=0s) —— =05A=0x#A)=0;

jea J

por tanto la medida de conteo es equivalente a la medida de Poisson.
O

Proposicién 2.5. Sea u € M(X), considérese M (X) = {v € M(X) : v < u}; se
afirma que éste es un subespacio cerrado de M(X).

Demostracién. Acontece de los incisos (i) y (vi) del lema 2.1 que M, (X) es cerrado
bajo la suma y la accidén del campo; falta demostrar que éste es cerrado con respecto a
la norma.

Sea A € M tal que dist(4, M) = 0, luego para todo £ > 0 existe Ay € M, tal que
Ao — A|| < €; dado A € . tal que u(A) = 0, se sigue

[A(A)] < [A(A) = o(A)|+[A0(A)] < A — Ao|(A) <e.

Por tanto A < u, es decir A € M.
[ |

Definicion 2.7. Dado u € M(X), al conjunto {v € M(X) : v < u} se le conoce como el
espacio de medidas absolutamente continuas respecto a (1, y se denota por M, (X).

Una consecuencia que derivaremos del teorema de Radon-Nikodym es la clasifi-
cacién del espacio My (X) en términos de L'(u) (teorema 4.6); a razén de ello no
le dedicaremos especial atencién a esta familia de subespacios salvo por la siguiente
proposicion.

Proposicion 2.6. Sean 1, v, y A € M(X) tales que las medidas [t y A son mutuamente
continuas, y las medidas |L, v mutamente singulares, entonces

(i) My =M.
(iii) L=() = L=(v).

Demostracion.
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(1) Se sigue del inciso (v) del lema 2.1 y la proposicién 2.5.
(i1) Es consecuencia de los incisos (ii) y (iii) del lema 2.1.

(iii) El espacio L () depende de la medida u tan sélo en la relacién que ésta deter-
mina el ideal de los conjuntos nulos; en consecuencia si [ y V son equivalentes,
entonces los ideales respectivos son iguales, y por lo tanto L= (u) = L=(v).

Observamos que el inciso (i) de la proposicién 2.6 sugiere partir el estudio de M(X)
en clases de equivalencia inducida por la relacién -medidas mituamente equivalentes-.
Por otro lado el inciso (ii) nos ensefia que en M(X) existe una nocién de ortogonalidad,
pese a no postular que trata de un espacio Hilbert.



Capitulo 3

Espacio de funciones de
variacion acotada

3.1 Dos familias de funciones

El objetivo de este capitulo es introducir el conjunto de funciones de variacion aco-
tada; esta familia de funciones desempefia un papel fundamental en distintas dreas
del Analisis, incluyendo la teoria de series de Fourier, la rectificacion de curvas y por
supuesto la teoria de integracion; de hecho con maquinaria basica (el lema del sol na-
ciente) en [Riesz and Nagy, 1956] se caracteriza a estas funciones como aquellas que
tienen derivada (finita) salvo quiza en un conjunto nulo (cf. corolario de teorema 5.7).
Ya bien el intefes en nuestra exposicion por este espacio de funciones radica en clasi-
ficar a M(R) (¢f: teorema 5.7).

En la siguiente definicién presentamos dos clases de funciones: las funciones ab-
solitamente continuas y las funciones de variacién acotada. Tendremos que esperar
hasta el final del capitulo para explorar las relaciones entre estas dos nociones (cf.
proposicién 3.3).

Definiciéon 3.1. Dado I = [a,b] un intervalo, la funcién f : I — C se dice que es abso-
lutamente continua en / si para cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que

-

(i) < 8= Y 1F0w) — Flx)| <&,
i=1

i=1

donde [x1,y1], [x2,¥2],- -, [*n,yn] son intervalos disjuntos en I.
Dada la funcién F : I — C, sea
'@(aax):(t07t17"'7tn+l)a (31)

22
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una sucesion creciente y finita de puntos en el subintervalo (a,x), al mapeo

Vil — [0,00]
x> sup Y |F(tip1) —F(t;)| (3.2)
P(ax)i=0

se le conoce como variacion de F en I; mds ain el supremo sobre &(a,b) en la
ecuacion (3.2) se le llama variacion total de F' y se denota como V (F,a,b); si éste
es finito (i.e. si Vp(b) < ) se dice entonces que F tiene variacién acotada en /. El
conjunto de funciones de variacién acotada en I se donota como BV (I).

Nota 3.1. Si el dominio de F es R, la definicién de absolutamente continua aplica sin
mds; ya bien para cualquier intervalo compacto I = [a, D] estd especificada la funcién
VF [[a,)» luego notamos que Vi es creciente por lo que estén precisados los limites
lim,_, 1+ VF; en virtud de ello extendemos estas definiciones para dominios no acota-
dos haciendo Vi (4e0) := lim,_, +o VF(x), en cuyo caso abreviamos la notacién: BV :=
BV (R); como consecuencia de esto queda definido el conjunto de funciones de variacién
acotada normalizado

NBV :={F € BV : F es continua por la derecha y Vp(—o0) = 0}.

Es inmediato ver que si F € BV, se verifica F}, € BV(I) para cualquier intervalo I;
el reciproco de esta obervacion es falso: basta considerar F = id; mas si F € BV (I)
entonces la extensién F de F a R definida por

F(x)=F(a)six<ayF(x)=F(b)six>b,

satiface F € BV, razén por la cual no se pierde generalidad al concentrar el discurso en
el espacio BV.

Observamos que la suma en la ecuacién (3.2) aumenta (propiamente no decrece) si
se agregan mds puntos #; a & (a,x) en la asociacién (3.1); luego en caso de que a 6 b
son finitos y (a,b) C Dom F podemos suponer que &?(a,x) verifica siempre que f) = a
y correspondientemente #,.1 = x; acontece de ello que la variacién de F satisface ser
aditiva en intervalos, es decir para todo x € (a,b) se valida:

V(F,a,b) =V (F,a,x)+V(F,x,b). (3.3)

La ecuacion (3.3) sugiere una correpondencia con M+ ((a,b)) (i.e. medidas positivas
finitas), no obstante deberemos esperar hasta la seccién 5.5 para desarrollar esta per-
spectiva.

Las definiciones anteriores se extienden de manera directa cuando el codominio
es un espacio de Banach, mds adn si éste tiene dimensién finita los enunciados y
las pruebas son, salvo notacion, las mismas que derivaremos para C, por esta razén
no se pierde generalidad al concentrarnos en el caso complejo; conviene agregar que
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para dimensién infinita, aunque el discurso es analogo, se requiere un mayor cuidado
(ver [Lang, 1993, cap. 10 ]).

Si bien las definiciones precedentes son bastante técnicas, la proposicion 3.1 nos
ayudard con la intuicién; antes de exponerla conviene recordar la nocién de medida
continua.

Definicién 3.2. Sea (X,.#) un espacio medible (no vacio) tal que {x} € .#, para
toda x € X; se dice que la medida compleja o positiva i en X es continua si verifica
1 ({x}) = 0 para cualquier x.

Ejemplo 3.1. Es fécil ver que para cualquier i medida positiva en (N, Z(N )) distinta
de la medida nula, se cumple que i no es continua.

Por otro lado consideremos al espacio M(R); es facil ver que m es una medida
continua, en contraste con , (0 de forma més general una combinacién lineal de éstas).
Si bien m y &, son medidas singulares entre si, en el ejemplo 5.1 expondremos otra
medida singular con respecto a la medida de Lebesgue, pero con la propiedad de que

ésta es continua.
O

Proposicién 3.1. Dado (R*, %), sean m, i medidas positivas, donde m es la re-
striccion de la medida de Lebesgue; considérese el mapeo f definido como x — [([0,x]);
se afirma que

(i) U es continua siy sélo si f es continua.

(ii) u <K< msiysolosif es absolutamente continua.

Demostracion.

(i) La condicién necesaria y suficiente se concluye de la siguiente igualdad: sea
x € R y sea (a,) una sucesién de términos positivos tal que a,, — 0, luego

’f(x) _f(x"_an)‘ = |[.L([0,x]) _“<[07x+an}>| = ’H((%Han]) ’7
y por monotonia de la medida se concluye el resultado.

(i1) Supodngase que U es absolutamente continua con respecto am, sea€ >0yn € N;
por el lema 2.2 existe 8 > 0 tal que i ([a,b]) < £ siempre que m([a,b]) < 8. Con-
sidérese [x1,y1], [x2,¥2],- .-, [xn,yn) intervalos disjuntos tales que m([x;,y;]) < &,
donde 1 <i < n; por la definicién de f se cumple

-

Il
—_

-

FOn) = )] = Y m (i) < ng —e.

1

Esto implica que f es absolutamente continua.
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Supéngase ahora que f es absolutamente continua en el intervalo /; supéngase
ademds que se verifica m(E) < €, para algin E C I y € > 0 dado; por la regu-
laridad de la medida de Lebesgue, existe A C R tal que es una unién finita de
intervalos abiertos que cubren a E y satisface m(E) < m(A) < €. Considérese
entonces

A= (xlayl) - (xz,yz) u...u (Xn,yn)~

Por cuanto para § = € se verifica m([x;,y;]) < 8, donde 1 <i < n. Luego por la
continuidad absoluta de f se sigue

n

Z’f(yl flxi \—Zu x,,y,):,u(A)<e.

i=1

Asi pues por el lema 2.2 se concluye y < m.
|

Incluimos a modo de ejemplo unas observaciones que resultaran de suma impor-
tancia.

®

(ii)

Ejemplo 3.2.

Si F : R — R es creciente y acotada, entonces F' € BV, pues se cumple por la
definicion de variacién

Vi (x) = F(x) — F(—oo).

En particular, si f € BV y sea I := (a,b) intervalo (quizd impropio), como Vy es
creciente, entonces su variacién total en / viene dada por: V(f,a,b) = Vy(b) —
Vf(a).

SiF,G € BV,y a,b € C entonces aF + bG € BV esto se sigue de la relacién

Vap+bc(x) = sup i | (ClF +bG) (l‘,’) — (aF +bG) ([1;1)‘

P(ax)i=0
<la| sup 2| (F) (i)l + 16l swp ¥ 1(G) () — (G) (1),
P(ax)i= P(ax)i=0

En otras palabras BV es un C-espacio vectorial, por cuanto NBV lo es tam-
biefi; mas atin haciendo ajustes menores en la prueba podemos afirmar que se
cumple el andlogo para las funciones absolutamente continuas, explicitamente:
el conjunto de funciones absolutamente continuas sobre R (o bien sobre un in-
tervalo /) tienen estructura de espacio vectorial sobre C, mismo que se denotara
como AC (resp. AC(I)).

Esta observacion tiene como consecuencia la caracterizacion

fEAC = Ref,Imf e AC (3.4)
F € BV & ReF, 3mF € BY, (3.5)

que se sigue de las desigualdades: |ReF|, |SmF| < |F| < |ReF|+|3mF]|; ello
conlleva a unificar las consideraciones sobre el codominio real y complejo.
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(iii) Si g:I — R es diferenciable en el intervalo acotado I = (a,b) y ademds g’ estd
acotada, entonces g € BV (I) NAC(I) pues por el teorema del valor medio para
algdn &; € (1;,1;+1) se sigue

n n
V(g.a,b) = sup Y |g(tiy1)—g(ti)| = sup Y |g'(&)|[tiv1 —1i]
P(a.b) =0 P(ab) =0

< sup ¢/ (1)|(b—a).
rel

(iv) Considérese la funcién

70,1 >R
xsin(%) six#0,
X
0 six=0.
Sea Py, = (n(Z(NilHl)’ 7r(213+1)""’%> con N > 1, entonces

N
Eé‘f(n(Z(i-i—zl)—i—l)) ’f(n(2i2+1))’ B

lo que implica que f ¢ BV ([0,1]).

2 2
‘n(Z(i—I—l)—&-])Jrn(Zi—&-])

1M

(v) Supéngase que f : [a,b] — R es una funcién Lipschitz continua cuya constante
de Lipschitz es C > 0, es decir f satisface que para todo x, y € [a, b], se verifica:
|f(x) = f(y)| < Clx— y|; probaremos que f € AC([a,b]).

Dados [x1,y1], [x2,32],. .-, [*n,yn] intervalos disjuntos en [a,b], entonces para
todo € > 0 se cumple

fi) = f)] <CY lyvi—xil <e,

1 i=1

-

]

para cualesquiera intervalos tales que
n
Z lyi —xi| < €/C:=6.
i=1

O

De los incisos (i) y (ii) del ejemplo 3.2 inferimos que la diferencia entre dos fun-
ciones crecientes y acotadas es una funcién de variacion acotada, luego es natural pre-
guntarse sobre el reciproco: ;dada una funcién de variacién acotada, ésta se puede
expresar como la diferencia entre dos funciones crecientes y acotadas? La siguiente
proposicién resulve afirmativamente esta cuestion, pero requerimos antes de un lema.

Lema 3.1. Dada F : R — R de variacion acotada:
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(i) Las funciones Vg + F, y Vg — F son crecientes.

(ii)
(iii)
()

Si F es absolutamente continua, entonces Vi, Vg +F, y Vi — F también lo son.
Vi (—o0) = 0.

Si F es continua por la derecha, también lo es V.

Demostracion.

®

(ii)

Sean x,y € R tales que x < y. Dado € > 0, por definicién de variacién existe
P(—o0,x) =x9 < x] < --» < xy41 =x con la propiedad

;}‘F(xiﬂ) —F(x;)| > Vp(x) —€.

Mais aun se verifica también por definicién
N
Vr(y) 2 ) IF (xi1) = F(xi) |+ |[F (y) = F (x)].
i=0

Entonces se valida la desigualdad

N
Ve(y) £F(y) = ;)|F(xi+l) —F(x;)| +[F(y) = F(x)| = (F(y) = F (x)) £ F (x)
> Vr(x) —e+F(x).

Dada la arbitrariedad de €, se concluye Vr(y) £ F(y) > Vr(x) £ F(x), es decir
ambas funciones son crecientes.

En virtud de que AC es un espacio vectorial, la prueba se reduce a mostrar que

Vg € AC.

Para cualquier intervalo (a,b) se satisface

M
Ve(b)—Vr(a)= sup Y |F(xjs1)—F(x;)l. (3.6)
P(a,b) j=0

Luego por la hipdtesis de continuidad absoluta, el lado derecho de (3.6) se puede
hacer arbitrariamente pequefio escogiendo a b suficientemente cercano de a, en
otras palabras: dado € > 0, sea § asociada a dicho € y a una sucesién disjunta de
intervalos (aj,by), ..., (an,by) tales que YN (b; — a;) < 8, se verifica

Vi (bi) —Vr (a,-) <E&;

1=

lo que concluye (ii).
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(iii) Dado € > 0y x € R, elfjase xp < x; < --- < ay4 tal que

(iv)

;)’F(xiﬂ) —F(x;)| > Ve (x)—e.

Por definicién se cumple

=z

VF(X)f‘/F(X()) Z ’F(xi+1)fF(xi)|.
i=0

Luego para y < xg se tiene Vg (y) < €, por cuanto V(—e) = 0.

Sea o := inf)\ V(1) — Vi (x), dado € > 0, elfjase § > 0 que satisface para todo
he(0,0),

max{|F(x—|—h) —F(x)|, Vr(x+h) _EQEVF@} <

&~ m

Luego considérese xo = x < x1 < --- < xy4+1 = x+ h tal que

>, 3 3
Y F(isn) = Fa)| = 3 (Ve(r+h) = Ve(x) > S
i=0
por construccién se cumple
u 3 3 e
Xit1) —r(Xj)| = -0 — X1)—r{xp)| = 06— —.
[P i) = F)| 2 S = [Fn) — Flxo) | 2 a3

1

Andlogamente se cumple para cierto typ = x <1t; < -+ < ty+1 = X1

a.

W

(Vr(x1) = Vr(x)) >

1w

M
Y |F(tj41) = F(1)] >
=0

Por lo tanto

o> (Ve(eth) = InVE(0) + (Ve () = Vi () = Ve (e ) ~ Ve ()

Ms

2
J

o— —E.

NSRS}
=

N
0|F<rj+1> —F(1;)| +; |F (xi1) = F(x)| >

Ello que implica que € > a y por lo tanto o = 0; esta condicion sucede precisa-
mente cuando Vr es continua por la derecha.
|

Nota 3.2. A la representacién de F como la expresién: §(Vp +F) — 5(Vp — F) se
le llama la descomposicion de Jordan de la funcién F, y a los términos %(Vp +

F), %(VF — F) se les dice respectivamente la variacién positiva y la variacion nega-
tivade F.
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Proposicion 3.2. Una condicion necesaria y suficiente para que una funcion F : R —
R sea de variacion acotada es que se exprese como la diferencia entre dos funciones
crecientes y acotadas.

Demostracion. La condicién suficiente se sigue de los incisos (i) y (ii) del ejemplo 3.2.
Luego por el lema 3.1 se tiene que F = (Vg + F) — (V# — F), donde cada miembro
es una funcién creciente; en consecuencia basta probar que éstos son acotados.

Dados x,y € R tal que x < y, por ser Vp & F creciente se cumple
Ve (x) £F(x) < VE(y) £F(y),
lo que es equivalente a
|F(y) = F(x)] < Vr(y) = Vr(x);
mas aun dado que F € BV, se verifica
VE(Y) = Vi (x) < Vi (o) = Vi (—o0) <o

Se infiere entonces que F y por tanto Vg & F son funciones acotadas.
|

Corolario. Si F € BV entonces para todo x € R estdn definidos los limites laterales:
limp  F(t), lim, »~ F(t), asi como limy 100 F (x).

Demostracién. Basta descomponer a F como la diferencia entre dos funciones cre-
cientes F' = F| — I, y notar que sendos limites estdn definidos para F;.
|

Ejemplo 3.3. A pesar de la proposicion 3.2 podria parecer todavia arcana la intuicién
detrds del concepto de funcidn de variacion acotada (pues su definicién es muy técnica),
mas para atemperar esta situacién motivaremos esta nocién en términos geométricos.

Sea f : [a,b] — R, considéramos a la grifica de f como un conjunto en C, es-
pecificamente: Graph := {t+if(t) : € [a,b]}; una poligonal a Graph es una unién
finita de segmentos que unen al punto ;. +if () con el punto 1 +if (tx+1), 0 <k <N,
donde a =1y < t] < --- < tyy1 = b; luego la longitud de Graphf, denotada como
L(Graph f), se define como el supremo sobre las longitudes de todas las poligonales.

Sea F(t) =t +if(z), aplicando las definiciones anteriores obtenemos que
L(Graph,) =V (F,a,b)
Luego si V(F,a,b) es finita, se dice la que curva es rectificable.

El concepto de variacién acotada extiende la nocién de longitud de una curva (en el
marco de la geometria elemental) en casos que no se garantiza la suavidad de la misma.
O
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En el inciso (ii) del lema 3.1 probamos que si F' € AC entonces Vi € BV; una
cuestion relacionada es si se valida F' € BV, en otras palabras si AC C BV; la respuesta
es en general negativa, es facil ver que se cumple: id € AC pero id no es de variacion
acotada en RR; sin embargo la siguiente proposicién encuentra condiciones que aseguran
F € BV. El enunciado reciproco BV C AC sera tratado en la proposicion 5.9.

Proposicion 3.3. Si F es de absolutamente continua en el intervalo compacto [a,b],
entonces F tiene variacion acotada en dicho intervalo.

Demostracién. Sea & la correspondiente a la hipétesis F € AC([a,b]) para & = 1,

luego dada N € N tal que % < 8, considérese la particién regular de [a,b] de didmetro

ﬁ, es decir

Nlrh 4 b—a
bl = —i, —(+1)].
b= L |75 55

Luego para todo indice i la sucesién xp = b%i <xp < < Xyl = bN;”(i—i- 1) satis-

face leylzo |F (xi+1) — F(x;)| < 1, de donde al tomar supremo sobre tales sucesiones se

verifica b 5
—a.b—a .
N oW (i+1) <1

Luego como la variacion es una funcién aditiva en intervalos se concluye

V(F,

V(F,a,b) <N.



Capitulo 4

Teorema de Radon-Nikodym

4.1 Resultados previos

Uno de los resultados mds representativos de la Teoria de la Medida lo constituye
el teorema que le da titulo a este capitulo, y que como hemos adelantado establece
condiciones necesarias y suficientes para que una medida v se pueda representar como
una integral indefinida de Lebesgue con respecto a una medida positiva u, es decir
condiciones que validen la ecuacién v(E) = [ fdu para una dnica f € L' (i) y para
cualquier conjunto medible E.

El objetivo de este capitulo es presentar la demostracion del teorema de Radon-
Nikodym, asi como algunas de sus consecuencias; para este fin precisamos de un par
de lemas asi como de una definicion elemental: la integral con respecto a una medida
compleja; para este fin decidimos urdir nuestra exposicion con la perspectiva de la
integral de Bochner y no a través de una presentacion tradicional por medio de la
descomposicion de Hahn-Jordan para medidas con signo; ello acarred que la prueba
fuera un tanto mas larga, sin embargo este paralaje nos permite profundizar con mejores
herramientas en el espacio M(X).

Lema 4.1 (Promedio cerrado). Sea y medida positiva finita en X, f € L'(X), ySC C
un subconjunto cerrado, considérese la media

|
Ap(f) ::@/Efdu, Ee.#, uE)>0.

Supdngase que se satisface Ap(f) € S para todo E € M con medida positiva, entonces
f(x)eSecs.

Demostracion. Es claro que basta considerar el caso S C C; sea a € S¢, como S¢ es
abierto entonces existe r > 0 tal que D[a;r) C S¢, mds atin, dado que S es la unién
contable de tales discos, el teorema se reduce a mostrar que E = f~!(Dla,r)) tiene
medida cero. Supdngase entonces lo contrario i.e. (E) > 0, luego se verifica

AE(f)—oc|=u(1m’_/E(f—a)du’ Sﬁ/}gb‘—(ﬂduﬁﬁ/}grdugn

31
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Por cuanto Ag(f) € S¢, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto p(E) = 0.

Corolario. Sea f € L'(u) con u medida positiva y finita, dado r € (0,0), si

’Afdu’ <ru(A), Ae,

entonces |f(x)| < rc.s.

Demostraciéon. Considérese b[0,r] = {z € C: |z| < r}, éste conjunto es cerrado y se
cumple

1
m/Afdu ebl0,r], Ac.#, u(A)>0.

Por el lema 4.1 se verifica la relacién | f(x)| < r salvo quizéd en un conjunto nulo, y
ello se da precisamente cuando f(x) € b[0,7] c.s.
]

Definicién 4.1. Dada v € M(X), sea s € Sp(|V|) tal que tiene representacién estandar
s=Y1 ;14 donde {A1,As,...,A,} esuna particién de X en conjuntos de |v|-medida
finita. Se define la integral de s funcién escalén con respecto a la medida compleja v,

como "
/ sdv:=Y a;v(A)).
X i=1

Notamos que esta integral se puede interpretar como un funcional lineal en el es-
pacio Sp(|v|), mismo que (en este contexto, no confundir con la notacién de integral
indefinida) se denotard por dv, es decir

dv:Sp(lv|) = C. 4.1)
Esta observacion es el punto de partida del siguiente teorema.

Teorema 4.1 (Representacién polar). Dada v € M(X) no nula, existe una vnica fun-
dv

cion h € L'(|v|) tal que |h| = 1y satisface h = IR

Demostracion. La existencia y unicidad de i se consiguen del siguiente argumento:
sea s € Sp(|v|), por definicién se satisface

/sdv
X

n

ZOQV(A,’)

1

<Y laul V(4] < Yl VI (4)

i
= [ 1slav < sty Ixllizgu,

donde la ultima desiguladad se sigue de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz con
la funcién lx; por tanto dv es un funcional continuo actuando en el espacio Sp(|V|),
mds atin como Sp(|v|) es denso en L*(|v|), por el teorema de extension de homomor-
fismos lineales se sigue que dv puede ser extendido a un tinico funcional en L?(|v|), y
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se emplea la misma notacién dv para tal extension.

Dado que L?(|v|) es un espacio de Hilbert, por el teorema de representacién de
Riesz existe un tnico 4 € L*(|v|) tal que

dv =hd|v|. 4.2)
En consecuencia para f € L?(|v|) se tiene
av(s) = [ fhv.
Nétese ademds que L2(|v|) C L!(|v|) por cuanto se verifica que h € L'(|v|).

Resta probar que |h| = 1. Sea r > 0y sea S, = {x € X :|h(x)| <r}, nbtese que
S, € M, dada (A,) una descomposicién de S,, se cumple

Y =Y | [ 1av| =L [ 1andvl| <X [ 14, midlv)
n n X n X n X

< Yorivi(An) = rlv((s,),

por lo cual se valida
VI(S,) < rlvI(Sr)-

Si r < 1 necesariamente |v|(S,) = 0 pero se supuso que v es no nula, en consecuencia
basta considerar el caso |h(x)| > 1 para toda x € X salvo quizd en un conjunto nulo;
luego la demostracién se reduce a probar que || < 1 c.s.

Sea A € ., de la definicidn de h se sigue

‘/ 1Ahd‘V| ‘/ lAdV
X X

y por el corolario del lema 4.1 se concluye la demostracion. |

=[v(a)l < |v[(4),

Nota 4.1. El nombre de representacion polar viene de la analogia con la representacién
polar en C.

Definicién 4.2. Dada v € M(X) y f € L'(X); en virtud de la descomposicién po-
lar expresada en la ecuacion (4.2), se define la integral f con respecto a la medida

compleja v como
/fdv ::/fhd|v|.
X X

El desarrollo de la integral a través de la descomposicon polar tiene el inconveniente
de basarse en pruebas no contructivas (el teorema de representacion de Riesz), lo que
imposibilita el cdlculo concreto de una integral con respecto a una medida compleja;
sin embargo el teorema de descomposicién de Hahn-Jordan nos permite reducir tal
problema a un par de integrales con respecto de medidas positivas finitas (cf. ecuacién

(4.5)).
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Teorema 4.2 (Descomposiciéon de Hahn-Jordan). Sea v una medida real en X, con-
sidérese

vt 1\v|+v), v*:%(M—v). 4.3)

:E(

(i) La expresion v =vT — v~ es una descomposicion de v como la diferencia de
dos medidas positivas mutuamente singulares.

(ii) Si v = A1 — Ay donde Ay, Ay son medidas positivas mutuamente singulares, i.e.
si se tiene otra descomposicion, entonces

V+§7L], v < A

Demostracién. Es ficil ver que v, v~ son medidas positivas (el caso v~ se sigue
por la definicién de |v|), luego basta demostrar que son mutuamente singulares i.e. que
existen A, B € ./ tales que X = ALIB y se satisface para cualquier E € .#

v (E)=v(ANE), v =-v(BNE).

Por el teorema de representacién polar se sigue que existe 7 € L' (v) tal que || = 1

y se cumple
dv =hd|v|; 4.4)

en consecuencia h es una funcioén real c.s. (y por lo tanto en todos lados redefiniendo
en un conjunto nulo), asi mismo / toma tinicamente los valores 1 y — 1; sea entonces

A={xeX|h(x)=1}, B={xeX|h(x)=-1}.

Dado que
1 h enA

5(1+h) { 0 enB,

se tiene de (4.4) que para cualquier E € .4

v+(E):/Ed<;(v+|v|)) :/E%(lJrh)dM
:/ElAhd|v\:/Emdv:v(EﬂA).

Luego como V(E) = V(ENA)+V(ENB) = v (E)— v~ (E) y cada uno de los
sumandos es finito, se concluye: v- = —v(BNE). Esto prueba (i).

Para (ii) basta observar que v < A; luego
vi(E)=Vv(ENA) < M(ENA) < 4(E).

El argumento es andlogo para v—.
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Nota 4.2. A las medidas v, v~ expresadas en (4.3) se les llama respectivamente
variacion positiva y variacion negativa de v; luego a la representacion v = vt — v~
se le conoce como la descomposicion de Jordan de la medida v y en virtud del inciso
(ii) del teorema 4.2 acontece la propiedad de ser ptima.

Consideremos p una medida compleja en X; dada la identificacién de R? con
C como espacios vectoriales, sabemos que a 4 podemos descomponerla como g =
Reu +iSmu, donde Re p y Im u son medidas reales en X, por cuanto el teorema 4.2
implica que u puede ser escrita como

p=Reu" —Reu +iSmut —iSmpu~, 4.5)

de forma tal que cada sumando es una medida positiva finita; ello conlleva a que gran
parte de la teoria de medidas complejas, e incluso medidas que toman valores en espa-
cios vectoriales de dimension finita, se reduce a consideraciones sobre medidas posi-
tivas finitas, no obstante en el capitulo 5 explotaremos el hecho de tener medidas con
valores en C.

4.2 Enunciado y prueba del teorema

La siguiente proposicion es por muchos autores el teorema de Radon-Nikodym pues
corresponde a la parte no trivial de las condiciones necesarias y suficientes para que
una medida compleja o positiva se exprese como una integral indefinida (con respecto
de una medida positiva dada). La idea de la demostracion sigue el patrén de generalizar
casos: primero se supone que se tienen medidas positivas finitas, luego se extiende a
medidas o-finitas y por ultimo se aborda el caso complejo.

Teorema 4.3 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Considérese |1 y A medidas positivas o-
finitas, y v una medida compleja en X.

(i) Existe un vnico par de medidas o-finitas Age, As en M tales que
A:Afac‘f')vm Afac<<.u7 ASLI-L (4-6)
El resultado andlogo se tiene para v, es decir

V=Vee+Vs, Vee<U, Vgl .7

(ii) Existe una unica funcion medible h que satisface
dAge = hdp. (4.8)
Si A se supone finita, entonces h € L' (1).
(iii) Existe una vinica f € L'(u) tal que

dVa = fdu. 4.9)
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Demostracion. Para probar (i) y (ii) se supondrd inicialmente que u, A son medidas
positivas finitas.

Definase @ := A + U, luego @ es una medida positiva finita en X lo que implica la
contencién L' (@) D L*(¢); ademés f € L'(A)NL' () siy sélo si f € L' (@) pues se
verifica

/deq):/xfdl—i-/xfdu. (4.10)

Dada f € L?(¢), se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[sr|= [0 = [iao— [Iireap= ([ 10a0) otxnt

Luego el mapeo
f— / fda
X

es un funcional continuo en L?(¢@); por el teorema de representacién de Riesz existe un
tinico g € L*(¢) que satisface

/delz/xfgd(p. “4.11)

La ecuacion (4.11) se cumple en particular para f = 1g con E € . tal que ¢(E) >0
(nétese que esto se puede suponer debido a que si ¢(E) = 0 paratoda E € . entonces
U, A =0y el teorema se valida trivialmente), luego el lado izquierdo de (4.11) es A(E)
y como 0 < A < ¢ se obtiene

0<A(E) < o(E),

o bien de manera equivalente

1
ogmegd(pgl. 4.12)

Por el lema del promedio cerrado (4.1) se satisface g(x) € [0,1] c.s., ya bien sin
pérdida de generalidad se puede suponer que 0 < g(x) < I para todo x € X ya que esto
no afecta la integral (4.12). Por cuanto de las ecuaciones (4.11) y (4.10), se valida

Ja-orar= [ fedp- [ fear— [ fean+ [ fedu- [ reda:

ello implica que
/(l—g)fdlszgdu. (4.13)
X X

En virtud de esto se parte a X como

A={xeX:0<gx)<1}, B={xeX:gx) =1}
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Se definen las siguientes medidas sobre X
Aac(E)=A(ANE), A(E)=A(BNE); E€ ..

Es claro que estas medidas satisfacen: A = Aye + A, Age L Ay; sisetomaa f = Igen
(4.13) se obtiene

[ =g twar= [ (1-g)ar=0= [ du—nu().
X B B
en consecuencia A; 1 .

Sea E € ./; luego como L' (¢) D L4(¢) para todo g > 1, entonces el mapeo f =
(14 g+---+g") 1 verifica que f € L' (¢); asi pues de (4.13) se deriva

Ja-orgrtgtar= [ (1-g*)ar= [ o(l+g+-+g)du. @14
E E E

Por construccidn, para toda x € B se tiene 1 — g"(x) = 0, mds atn por tratarse de
una serie geométrica, para cualquier x € A acontece

g”+1 (x) =0,

donde la convergencia es mondtona decreciente. En virtud de ello se validan las
hipétesis del siguiente corolario del teorema de la convergencia mondtona:

Sea (f,) : X — [0,00] una sucesién de funciones medibles tales que

A>H>f>>0, f, — f(x) puntualmente, y f; € L' (u).

Entonces f € L!(u) y se cumple lim [y f,du = [y fdu (para su prueba basta consid-
n—soo

erar g, = f1 — fp ydado que 0 < g1 < gp < --- < f] — f basta aplicar el teorema de la
convergencia monotona).

Por ello se infiere que, para cualquier E € .#
/(1—g"+1)dx — Aac(E). (4.15)
E
Por otro lado la sucesién monétona de funciones: g(1+ g+ -+ g"), converge

puntualmente a una funcién % (por el criterio de la serie geométrica), e invocando
nuevamente el teorema de la convergencia monétona, se cumple

/Eg(1+g+--~+g")du—>/Ehdu. (4.16)
Luego de las ecuaciones (4.14), (4.15) y (4.16) se sigue

Awe(E) = /;hdu, Ecu. (4.17)
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En particular si en la ecuacién (4.17) se hace E = X, se obtiene que
helL'(w), (4.18)

ya que Aq(X) < oo. Esto concluye la existencia de la derivada de Radon-Nikodym en
el supuesto que las medidas 1, A son positivas y finitas. Toda vez que hayamos estable-
cido la existencia de la derivada de Radon-Nikodym para las disposiciones: -y ¢-finita
y A finita-, o bien -y o-finita y v compleja-, se puede observar que el argumento dado
en la deduccién de (4.18) aplica sin mds (sin embargo éste no vélido el caso en que A
sea o-finita, en general sdlo se puede afirmar que % es una funcién medible).

Considérese ahora el caso: | y A son o-finitas; por hipitesis X se expresa como
una unién numerable de conjuntos disjuntos cuya medida con respecto a U es finita,
y al mismo tiempo X es una unién numerable de conjuntos disjuntos cuya medida
con respecto a A es finita; tomando sus intersecciones se garantiza que existe (X))
descomposicién de X con la propiedad

B(Xn), A(Xp) < oo

Sean pu" = px,, A" = Ax, (esta notacion se explica en la nota 1.2); por el argumento
dado en la deduccién de (4.17), para toda n € N se tiene que existen A, &, tales que

AL, dA" =dA! +h,du". 4.19)
Por construccion se tiene
XN\ X,) = / hydu™ = 0;
Jx\x,
lo cual nos permite asumir que
h(X\ X,) =0,
por cuanto la siguiente funcién toma sélo valores reales positivos (y no asi valores

extendidos)
h:=Y hy.
n

Se afirma que el siguiente mapeo
As = Z Al
n

es una medida positiva o-finita; dada (E,) una sucesion de conjuntos medibles y dis-
juntos, en virtud de la proposcion 2.1 se verifica

w(UE) = LA (LJE) = T () = £ () = £ ().

mds adn de la ecuacién (4.19) se cumple que A, es una medida o-finita.
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Estos razonamientos, aunado a la conclusion del lema 2.1 inciso (vii), prueban la
existencia de (4.6) y (4.8); la unicidad de la funcién & acontece del lema bdsico: si
Jgfdpu =0para f € L' () y para toda E € .4 entonces f =0 c.s.

Se probard ahora la tnicidad de esta descomposicién, para ello invocaremos repeti-
damente varios de los incisos del lema 2.1 que serdn referidos utilizando el niimero
correspondiente.

Sean A/, A] un par de medidas que satisfacen A, + A, = A,. + A{ = A, entonces
Moo= Ao = As—Al;
dado (i) (vi) y (vii) se sigue
(A =A) Ly (Age—Aac) <,
pero ello implica que
(e = Aac)s (A= A) <ty (Age = Aac)s (A= AQ) L p;
luego de (iii) se sigue A}, — A,e = A; — A = 0, y en conclusién
A= Dy Al = As.

Se observa ademds que los argumentos de unicidad valen igual para el caso com-
plejo, asi para terminar la partes (i) y (ii) del teorema, nos falta probar la validez de
(4.7), pero ello se deriva a través la descomposicién de Hahn-Jordan: dada la descom-
posicién de v como v = Rev + 3Imv, por el teorema 4.2 se cumple

vyt _vy- + oy -
V= Ve, ~ Ve + vSm vSm’
luego se satisfacen las condiciones del caso positivo en sendas medidas positivas, asi

pues se verifica

_ oyt oy _y- + + oy _y-
V= vEReacJ'_v‘.Res V?Rem. vaes_FvSmac—"_vSmx vSmac vSms'

Separando las partes que son absolutamente continuas y singulares respectivamente, y
nuevamente del lema 2.1 incisos (i) y (ii) se concluye la unicidad de la descomposicién
dicha en (4.7).

Por tltimo se probara (iii); por la parte (ii) de la prueba se puede afirmar que existe
una tnica p € L' (i, R) tal que
d|Vac| = pdu.
Por el teorema 4.1 acaece que existe g € L' (|v,.|) tal que

dVae = gd|Vae| = pgdu;

yabien si f := pg, entonces dv,. = fdU, lo que concluye la validez de (4.9).
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Nota 4.3. A la expresiéon v = v, + V, se le conoce como la descomposicion de
Lebesgue de v relativa a u.

Con respecto a la notacién empleada en el teorema 4.3, en el caso en que A no sea
una medida positiva finita falla la conclusién € L' (X) (es fécil ver que / es integrable
si y sélo si A es finita); no obstante podemos afirmar que & satisface ser localmente
L' (X), ello significa que para toda n € N se verifica Jx, hdp < oo.

Queremos hacer notar que en la demostracién que presentamos del teorema de
Lebesgue-Radon-Nikodym, para probar la existencia de la derivada de Radon-Nikodym
invocamos al teorema de representacion de Riesz (mismo que es no constructivo); a
razén de este argumento a la demostracion se le conoce como la prueba de von Neu-
mann. La prueba de von Neumann tiene el inconveniente de ser no constructiva, luego
yace el problema de buscar una identificacién (en términos de funciones familiares)
o bien un algoritmo para aproximar a la derivada de Radon-Nikodym (como el que se
presenta en el ejemplo 1.1); no obstante que en el capitulo 5 resolveremos esta cuestién
para el importante ejemplo X = R” (teorema 5.4), desconocemos si existe un resultado
analogo para el caso general. Esta importante discusién serd ampleada al final del
capitulo.

Teorema 4.4 (Radon-Nikodym). Dado el espacio de medida X con | medida positiva
o-finita, y dado el mapeo v : M — C, los siguientes son equivalentes.

(i) Existe f € L' () tal que v(E) = [ fdu
(ii) v € M(X) y satisface v < L.

Demostracién. La implicacién (i) = (ii) se probé en la proposicién 2.2, mientras que
la proposicién (ii) = (i) se corresponde con el teorema 4.3.
[ ]

Nota 4.4. Conviene recordar otras dos equivalencias presentadas corresp. en el inciso
(iv) del lema 2.1 y en el lema 2.2.

En el ejemplo 1.3 podemos apreciar que la falla de una derivada de Radon-Nikodym
puede ser explicada, a la luz del teorema 4.4, como razén de que la medida de Dirac
es singular con respecto a la medida de Lebesgue; mas atin el ejemplo 2.1 nos permite
advertir que este teorema es 6ptimo en el sentido que no se generaliza (o al menos no
de forma simple) para medidas que no satisfacen ser o- finitas.

4.3 Corolarios

La siguiente proposicién es un resultado previo al importante teorema 4.6.

Teorema 4.5. Sea p una medida positiva c-finita en X y sea f € L'(1), entonces

er = 11F 1z -
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Luego el mapeo
L'(p) — M(X)
f= g,
es un monomorfismo isométrico.

Demostraciéon. Sea (X;) una descomposicién de X; notamos que se valida
gl = |00 =sup ¥ | [ rau| <sup ¥ [ 171du.
X kX X)) & Xk
Luego por el teorema de la convergencia mondétona se satisface

X [, Wlau =1l

Por tanto ||ps|| < ||f||L1 - Entonces basta probar la desigualdad contraria i.e. || f||11(,) <
1A Nzt () > 0.

Dado € > 0, como f € L! existe A € .# de p-medida finita que cumple
g —e= [ 1f1du —e < [ 17ldu=Y [ Iflan. @20
i i
donde (A;) es una descomposicién arbitraria de A.

Por otro lado, el teorema de Egorov garantiza la existencia de una sucesion cre-
ciente de funciones escal6n (k) que converge uniformemente a f en A \ Z, donde Z es
un conjunto de medida arbitariamente pequea; ello implica que para cualquier € > 0
y f representante de f, si x € A\ Z se verifica

[F(x) = k()] <

€

— 421
H(A) “2D

siempre que n sea suficientemente grande.

Dada (A;) particién de A y dada k,, fija que satisface la ecuacién (4.21), se define la
funcién escalén s = Y, a; 1L (4;), a; € C, como

si= | Y 1a, | (ko
i
Por construccion se verifica

Z/\fldu Z/ (ISI+ ) w= Z/ |s|du+€. (4.22)
Mas ain

¥ [, lau=YElaln) =X |

1

/ sdu’ . (4.23)
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Pero de (4.21) y de la definicion de py, se sigue
L[ sau|<x

i
Ademds de la positividad de la medida | 7| acontece

2 lurl(Ad) < gl (X). (4.25)

//;_fdu’+s§2|uf|(A,-)+s. (4.24)

Asi pues de las desigualdades (4.20) a la (4.25) se concluye

1Ay < Il (X)-

Por tltimo, es claro que el mapeo f — Ly es un morfismo lineal entre estos espa-
cios, mas del hecho que se preserva la norma, es decir que es una isometria, se deriva

que es monomorfismo.
|

Corolario. Sea p una medida positiva -finita en X y sea f € L' (1), se cumple
dlus| = [fldu.

Demostracion. Sea A € .# y (A,) una descomposicién del mismo; considérese A
como subespacio medible de X; por el teorema 4.5 se satisface

lagl(an) = [ 11an.

Este resultado se extiende por linealidad para las funciones escaldn, es decir se verifica

/A(Zn:a”lf‘")d"uf‘:/A(Zn:anlfln>|f|dﬂ~

Ya bien el caso general

Lsdiusl= [ elsldu, g eL'(ug),

se sigue del teorema de la convergencia dominada.
|

Teorema 4.6. Sea | una medida o- finita en (X,.#), entonces los espacios L' (1) y
My (X) son isométricamente isomorfos.

Demostracién. Se sigue del teorema 4.5 que f +— 1y es monomorfismo isométrico, y

del teorema 4.3 que éste es epimorfismo.
|

Presentamos la siguiente proposicién que tiene como corolario una condicién nece-
saria en la equivalencia de medidas.
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Proposicion 4.1. Considérese |1, A medidas postivas en X tal que [l es G-finita; sea
ademds v € M(X); supongase que estas medidas satisfacen

dv
dv=—dA
V=t

dA
dA = —d

du H

Entonces se cumple
v\ (di
o= () (@)

Demostraciéon. Por hipétesis acontece v < A y también A < u; luego del lema 2.1
inciso (v) se sigue v < U, ademads se satisfacen las hipétesis del teorema 4.3, por cuanto
se valida la ecuacién dv = Z—Zdu. Por otro lado se verifica para h = 14

dv av\ (dA
nav= | nan=[n(53) (55) ¢
/x /X dx X (d?t) (du) H
Por linealidad se valida la ecuacién para & funcién escalén, y por el teorema de conver-
gencia dominada se extiende atin mas para 4 € L'(v). Por la unicidad de la derivada

de Radon-Nikodym se concluye el resultado.
|

Corolario. Si u, A € M(X) son mutuamente continuas, entonces

dA du B}
<du> (dl) =1 c.s.conrespectoa L 6 A.

La proposicién 4.1 tiene la reminiscencia de la regla de la cadena, mas aun es facil
probar que bajo las hipétesis Uy, tr < Uz, &, € C, acontece
dla d d
(o + B i) _ ot gt

dys U3 U3

Pese a lo sugerente de estos resultados, la analogia con respecto al operador derivada
no es directa, exponemos la siguiente razén: la multiplicacién puntual no convierte a
L' en un dlgebra, por ejemplo consideremos el espacio X = (0, 1] con la c-dlgebra de
Borel; se prueba sin dificultad que la funcién f definida como x — x~ /2, satisface ser
integrable, sin embargo f> no lo es. En virtud de ello carece de sentido una regla de
Leibniz vista como derivacién en un 4lgebra. Si bien podriamos seguir explorando esta
idea bajo la convolucidn, esta discusion va mds alla del objetivo de la tesis.

4.4 Dualidad en espacios de Lebesgue

Los espacios de Lebesgue, o también llamados espacios L?, ocupan un lugar desta-
cado en el andlisis; en esta seccién expondremos un resultado icénico para esta familia
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de espacios: el teorema de dualidad LP — L1; este teorema nos muestra que en condi-
ciones generales los espacios L7(u) y (L”(u))*, donde p € (1,o0) y g es su exponente
conjugado, son isométricamente isomorfos, mas atn si se fortalecen las hipdtesis se
puede extender parcialmente este resultado para p = 1.

Nuestra demostracion del teorema de dualidad L? — L? se puede entender como una
aplicacién del teorema de Radon-Nikodym, no obstante como veremos en el ejemplo
4.2 estos dos teoremas son de hecho equivalentes.

En virtud de la descomposicién de Hahn-Jordan (teorema 4.2) no perdemos gener-
alidad si restringimos nuestras consideraciones (por el momento) a medidas positivas.

La siguiente definicién la incluimos porque aliviard la notacién en un par pruebas.

Definicion 4.3. Dada f funcién medible, se define la funcion signo de f como

|ff8‘ si f(x) #0,
sgn f 1=
0 sif(x)=0;
Es facil convencerse de que sgn f es una funcion medible; luego se verifica

[ = (sgn f)|f]. (4.26)
A la expresién (sgn f)|f]| se le llama descomposicion polar de f.

La siguiente proposiciéon nos muestra que, para f € L”(u), g € L9(u) el mapeo
g [ fgdu es un funcional lineal continuo, pero de hecho nos dice mucho mds. Para
facilitar la lectura conviene recordar la siguiente definicion.

Definicion 4.4. Dada y medida positiva en X; si para toda E € ./ tal que U(E) = oo
existe F € . que satisface: F C Ey 0 < u(F) < oo, se dice que i es una medida
semiinfinita.

Nota 4.5. Es claro que toda medida o-finita es de hecho una medida semiinfinita, y
ademads la contencion es propia: basta ver que la medida de conteo # en R es semiin-
finta pero no es o-finita (cf. ejemplo 2.1).

Proposicion 4.2. Dada | es una medida positiva en X, sea p € (1,00) y q su exponente
dual, considérese

(s LP () x L (u) —C
(f.8) /X fadu. 4.27)

i) Setiene que (, ), es una forma sesquilineal continua tal que los niicleos izquierdo
q I q q q
y derecho son triviales; mds atin si la medida |l es o-finita, se cumple lo propio
para p =1, o0,
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(ii) Si 1 < g < oo, el mapeo

WLl (L)
g (&

es un morfismo antilinear isométrico tal que

lelus = 1 ehull=sup (| [ eauillr =1). 29

Si U es semiinfinita, el resultado sigue siendo vdlido también para q = oo.

Demostracion. Sean fi, f» € L?; g1, g2 € L?; o, B € C; de la linealidad de la integral
se verifica

(fi+ fr. Bo1+82) = [ (afi+ 12)(Bar+ g2) i
= af(fi,s1) +alfi,g)+B(f, 81)+ (f2. &),

por tanto (, ), es un mapeo sesquilinear, es decir lineal en la primera entrada y antilin-
eal en la segunda; mas adn de la monotonia de la integral y de la desigualdad de Holder
se sigue

[(f> &ul < /8l < I f1]ze [lgllza- (4.29)

En consecuencia (, ), es una forma sesquilinear continua; en particular si se fijaa f o
a g en la ecuacidn (4.27), acontece, correspondientemente, un funcional en L” o en LY.

Ahora bien para probar que los nicleos de tal forma son triviales basta argumentar
para alguno de ellos pues cambiando p por ¢ en el mapeo (, ), se obtiene el resultado
andlogo.

Considérese f € LP ortogonal a LY, i.e. para cualquier g € L9, f satisface

(f,8)u=0. (4.30)

Ello implica que para cualquier s € Sp(i) funcién escalén tal que s € L7, se cumple
(f, s)u = 0; luego por linealidad de la integral se sigue f [4=0 c.s. paratoda A € .#
que tenga medida finita. Por hipétesis se verifica que {x € X : | f(x)|? # 0} es o-finito,
i.e. existe (X,) descomposicion de éste tal que para toda n, X,, tiene medida finita. Por
cuanto del teorema de la convergencia monétona aplicado a (f1x, ), se tiene que f =0
c.s.; ademds dado que las funciones escalén son densas en LY, se concluye que si f
satisface (4.30), entonces f = 0 c.s. El argumento: -las funciones escalén son densas
en L9-, es vélido aun para g = 1, pero deja de funcionar si g = c; mas si y es o-finita,
para cualquier f € L™ acontece que, para A € . de medida finita, f14 € L' (1) y apli-
cando el mismo razonamiento se corrobora que f14 = 0 c.s., luego por la hipétesis de
ser [l o-finita, se deriva que f = 0 c.s. también en este caso. Ello concluye el inciso (i)
de la prueba.



46 CAPITULO 4. TEOREMA DE RADON-NIKODYM

Dada g € L%, g # 0, la condicién de igualdad en la desigualdad de Holder sugiere
considerar la siguiente funcién
_lgl"'sgng
= =
IgllZ

f 4.31)

Notese que si g = 1 la ecuacién (4.31) se reduce a f = sgn g, en cuyo caso se valida
£ llz= = [Isgn gl|z= = 1; ademds se infiere que [y fgdp = [|g][,1-

Por construccion se cumple

Jx gl=VPdu ~ Jxlgldu _

A1 = =
T el el
Entonces
L gl _ gl7du
gl > [ rgau= [ 80 san ggan = ST ey )
Jx x gl Il

Por definicién de norma en (LP)*, se tiene la igualdad precisamente en el supremo de
las f € L? tales que || f||rr = 1. Asi de (4.29) y (4.32) se concluye (4.28).

Por ultimo supdngase que U es semiinfinita y considérese g € L. Sea € > 0, y sea
A:={xeX:|g(x)| > |lglle= — €}; por construccién se cumple f1(A) > 0.

En virtud de que u es semiinfinita existe B C A tal que 0 < p(B) < oo. Definase
_ lpsgng

1= ")

, es inmediato ver que || f||,1 = 1. Asf pues

1
el —e < g [ eldi = [ f2du < gl

La dltima desigualdad se convierte en igualdad tomando el supremo sobre las f € L!
tales que || f||z» = 1; como &€ es arbitrario, se concluye (4.28) y con ésta el inciso (ii)
de la proposicion.

[ |

El siguiente resultado es un reciproco parcial del pasado, mismo que serd ampleado
en el teorema 4.7.

Lema 4.2. Sea u una medida positiva semiinfinita en X y sean p € [1,00] y q su ex-
ponente conjugado; supdngase que se verifica: para g funcion medible, si f € Sp(u)
implica fg € L' (1) y ademds el escalar

o) =sup{ | [ reau] e sp(u)» Il =11},

es finito, entonces g € LY(1) y My(g) = ||g]|ra-
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Demostracion. Primero notamos que si f es una funcién medible y acotada que se
anula en el complemento de un conjunto E € .# de medida finita y ademas || f||z» = 1,
entonces

|| fzau| <my(e). 433)

En efecto: dado que p(E) < oo entonces existe, para cualquier ¢, una sucesién (f,) €
Sp(u)N tal que | f,| < |f] (en particular éstas se anulan fuera de E también) y f, — f c.s.
De la desigualdad |f,| < ||f||z~1£ y dado que 1£g € L' se deriva |f,g| < || f||~|1£g]
ademads satisfacen las hipdtesis del teorema de la convergencia dominada, en conse-
cuencia

| [ rgau| = tim| [ fizan| <m0
X n—e| Jx
Supdngase ahora que g < oo; dado € > 0 considérese el conjunto
A={xeX:|glx)|>e};
se probaré que (L(A) < co.
El argumento es por reduccién al absurdo: supéngase que U(A) = ooy sea N € N;
luego por la hipdtesis de ser semiinfinita existe B C A tal que N < (B) < . Con-

sidérese primero el caso g = 1: se cumple 1 € Sp(i), y ademds se satisface € 1 <
|g 1|, por cuanto

eu(®) = [ elndu < [ lglaldu <Mi(g) <= (.34)

pero el lado izquierdo de (4.34) puede ser arbitrariamente grande lo que contradice el
hecho que M| (g) es finito.

1
Ahora supéngase que 1 < g < oo, sea f = u(B) ?1gsgn g, donde § es una funcién
escalén tal que gl < g < glp + €lp; por la definicién de f se verifica que || f|r = 1,
por tanto

1 -1 1 / / _
eW(B)? = en(B) " S LB lgldu < | fadu

y nuevamente el lado izquierdo se puede hacer arbitrariamente grande mientras que el
lado derecho estd acotado: contradiccion.

De estos argumentos se desprende que el conjunto

S, ={xeX:g(x)#0}

es o-finito: basta considerar la sucesién de conjuntos tal que el n-ésimo término viene
dado por: A, = {x € X : |g(x)| > 1}, en otras palabras: S, =J,A, y para todan € N
se verifica: [1(A,) < oo. Sea (gnk)nk € Sp(H) tal que para toda n se cumple (g )x —
gly, de manera creciente cuando k — oo, luego g, — g puntualmente y ademads |g,| <
|¢|- Dada g una funcién escalén tal que gla, < g < gla, + %1 A,» considérese

£ = |gn|? " 'sgn &
n — _
lgnll"
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nétese que

» Jxlgl e VPdu [ylglfdu
Hf”LP - ( 71) - q =1
g]|\e— 1P llgll7a

y por el lema de Fatou aplicado a g, se sigue

lgllze < liminf |galzs < liminf/ funl dpt < liminf/ gl dut
X X

< liminf/ fugdu < My(g),
X

en donde la tltima desigualdad se deriva de (4.33). Por tanto g € LY y por la desigual-
dad de Holder se concluye ademds M,(g) < |/g||,. Esto completa la prueba para el caso
q < oo.

Por ultimo supdngase que g = oo; dado € > 0, considérse el conjunto
A={xeX:|glx)| > M.(g)+e€}.

Se afirma que A es nulo: supéngase lo contrario i.e. 0 < t(A), luego existe B C A tal
que 0 < p(B) < oo, dada f = u(B)~'1zsgn g (con g definida como arriba), de nuevo
se verifica que || f||;1 = 1, entonces

1
/ngdﬂZM/BBW#ZMw(g)‘F&

pero esto contradice (4.33). Por tanto ||g||z= < M.(g) y por la desigualdad de Holder
se tiene Mw(g) < ||g]| -
[ ]

El siguiente teorema completa la afirmacién hecha al inicio de la seccién: en condi-
ciones generales los espacios (L?)* y L7 con p € [1,0) son isométricamente isomorfos.

Teorema 4.7 (Dualidad L? — L?). Dada [t una medida positiva en X y dado p € (1,00)
Y g su exponente conjugado, se afirma que el mapeo

L () — (L (u))"
g <',g>u,

donde (-,8)u(f) = [x fgdu, es un isomorfismo isométrico. Si ademds | se supone
O- finita, se verifica la misma conclusion para p = 1.

Demostracién. Supdngase inicialmente que la medida u es finita; nétese que en virtud
de la proposicion 4.2 basta demostrar que tal morfismo es de hecho sobreyectivo, es
decir que para cualquier A € (LP(u))" existe un g € L7() tal que se satisface

M= | fadu, ferrw). 35)
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Considérese el mapeo

v:H# —C
E— A(lg).

Se probard que v € M: dada (E,) descomposicién de E, luego 1z =Y ; 1g, donde la
convergencia de la serie es con respecto a la norma L? i.e.

o 1/p
n %0
IEERVATES DY 1E,.||Lp:u< U Ei) )
i=1

i=n+1 i=n+1

0o 1 .
luego (U,-:,Z 11 E,-) /p — 0, cuando n — o por el supuesto que  es finita. Dado que A
es lineal y continua, entonces

v(l_l,-E,-) :k(lu,‘E,’) =2 (’f 15[.) +A ( i 1E;> =2 (i 1E5> .
i=1 i=1

i=n+1

En consecuencia v es una medida compleja. Si ademés p(E) = 0 se infiere que 1z =0
como elemento de L?, por lo cual V(E) =0 i.e. v < u; por el teorema de Radon-
Nokodym existe g € L' () tal que dv = gdu, dicho de otra forma se satisface (4.35),
para f € Sp(u); adicionalmente es fécil ver que

| sdu| <121 1£l:

por tanto se verifican las condiciones del lema 4.2, lo que establece dos cosas: g €
L2, |\gllze = ||A]l, y como Sp(ut) es denso en L? dicho funcional se puede extender
de manera isométrica a L”, es decir se tiene (4.35) para toda f € L”. Esto prueba el
teorema para medidas positivas finitas.

Supéngase ahora que p es o-finita y sea (E,) € .#" una sucesién creciente de
conjuntos de medida finita que cubren a X; nétese que a través de los morfismos de in-
clusién se puede identificar a los espacios L?(E,), L4(E,) con subespacios correspon-
dientes a L”(X), L1(X) de funciones que se anulan en el complemento de E,; el argu-
mento anterior para {1 finita muestra que para n € N arbitraria, existe una g, € L(E,)

tal que A(f) = [, fendpt, f € LP(E,), y ademds
lgnllze = I Tor(g,) 1| < 1A

Como g, es inica médulo el ideal de conjuntos nulos relativo a [, entonces g, = gm [E,

cuando n < m, asi mediante el limite puntual queda definida la funcién medible g, es
decir

&n — &

Por el teorema de la convergencia mondtona se verifica

gllze = lim [gn[|za < [|A]]-
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Mids adn por el teorema de la convergencia dominada se tiene que flg, — f en la
norma L?; por tanto

M) =timA(f1,) =lim [ f1g,gdu= [ fean.
n n X X
Esto prueba el caso en la medida u es o-finita.

Por dltimo sea pt es una medida positiva, de la hipétesis f € LP(X) se sigue que el
conjunto

freX|fx)#0},

es o-finito. Por otro lado, para cualquier subconjunto o-finito £ C X existe una Unica
ge € L1(E) tal que se verifica (4.35) y ||ge||lze < ||A||. Se observa ademds que para
toda F € . tal que es o- finita y ademds E C F C X, se satisface

8E = &F {E C.S.
por cuanto ||gg||ze < ||lgF|Le-

Sea
M = sup{||ggl||re : E C X, con E de medida o-finita}.

Por construccién M < ||A||. Elijase una sucesién (E,) tal que ||gg, |le — M, nétese
ademads que el conjunto

F:=|JE,,
n

es o-finito, luego ||gg, [|lz¢ < ||grF||¢ para todo n € N, por cuanto se infiere que M =
1gF|lza-

Sea ahora A D F tal que es o-finito, se verifica

et < [ 1gtelvdu+ [ lgtapitdu <t = [ [glrdp:
A A A F
(nétese que aqui se utiliza la condicion g < eo) por tanto gl = 0y entonces g4 = gr

c.s. Luego el conjunto
A=FU{xeX|f(x)#0}

es o-finito. En conclusion se verifica la ecuacion
2 = [ Fondu = [ fordu

y haciendo g := g se satisface (4.35) en el caso general.

Corolario. Para cualquier p € (1,00), el espacio LP (X) es reflexivo.
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En la discusidn de la dualidad en espacios L hemos relegado el caso p = oo, es decir
;serda L' — (L™)* es isomorfismo? Nuevamente por la proposicion 4.2 esta pregunta se
reduce a determinar si la forma sesquilinear encontrada es sobreyectiva; para estudiar
esta cuestion presentamos el siguiente teorema que da una condicién necesaria.

Teorema 4.8. DadoV espacio vectorial normado sobre C, si V* es separable entonces
V es separable.

Demostracion. Como V* es separable existe A C V* tal que es denso y numerable,
luego sea (f;); una enumeracién de A y considérese

n

F={feV'|f= Z%’fi, oy con parte real e imaginaria racional y f; € A};
i

se observa que F es numerable pues es una unién numerable de conjuntos numerables;
sea entonces (f,), una enumeracién de éste, se puede suponer ademds que F no con-
tiene al funcional 0, ya bien esta condicion es equivalente a que ||f,|| > 0 para toda
neN.

Por la definicién de norma de V* existe para cada n € N y para cualquier € > 0

xp €V tal que ||x,|| =1y || full — € < |fuxals

en particular esto es valido para € = L"%“

iente sucesion (x,) € VN

, entonces se contruye recursivamente la sigu-

[xall = 1y ([ £all < 2| fuxnl- (4.36)

Considérese entonces

n
Y={xeV|x= Z 0;x;, o; con partes racionales y x; € (x,)n}-

1

Se observa que Y es numerable, se afirma que ademds es densoen V i.e. ¥ =V.
La prueba se hard por contradiccidn, asi supéngase que existe z € V tal que z ¢ Y, ello
equivale a la condicién

dist(z,Y) > 0.

Es claro que z # 0. Se define el mapeo

f:YeCz—C
m+Az— A.

Es notorio que f es un funcional lineal que satisface f(Y) =0, f(z) = 1 y dado que se
cumple para cualquiery €Y y B € C

dist(z,Y) < ||lz— Byl
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. . o
se deriva en particular para § = — %

|aldist(z,Y) < [loz+]].
Por cuanto se cumple la desigualdad

oz + ||

lfy+oaz)|=|al < dist(z7)

Es decir, f es continuo en Y y por el teorema de Hahn-Banach existe una extension
feV*talque f(Y) =0, f(z) = 1. En suma acontece que para cualquier & > 0 existe
m € N tal que

|zl <1(F = Fn) @1+ ozl < NF = Funll 2]+ 1 fonl ]
€

<o 2| finXm >

< 3||Z||HZH+ | finXm| N1zl

mas por densidad de (f,) y por (4.36) se satisface

€ € ~ € ~
Sy 12l 2 x| 2]l < 2 4 2[(f = f) Com) Izl < 5 + 201 = fnll 2]l
3]|z]] 3 3
€ €
< -4+2—|z]|=¢
3 3l

En consequencia |f(z)| = 0, y en particular |f(z)| = 0, lo que contradice la con-
struccién de f. Por lo tanto (x,,) es densoen V.
|

Ejemplo 4.1. En este ejemplo probaremos que /! no es isomorfo a (I°)*, es decir que
existen funcionales en [* que no se expresan como Y, ,g, donde f € °y g € I'; para
este fin demostraremos que si p € (0,0) entonces [? es separable mientras que [ no
lo es, de manera que, de existir tal isomorfismo entonces / LPEN (I°)* seria separable,
lo que contradecirfa el teorema anterior. La demostracién de que /' es separable la
prodriamos haber omitido pues bastaba notar que podemos dar una base de Schauder,
sin embargo decidimos incluirla por considerarla ilustrativa.

(i) Si 0 < p < o entonces [? es separable.
Sea M C Sp(#) tal que M es conjunto de las sucesiones de la forma: (11,12, ...,M%,0,0,...)

donde 1, € Q@ iQ; es claro que M es contable. Se afirma que M es denso en /7.
Sea (xi)x en [P, entonces para € > 0 existe n € N de modo que

nétese que esto no se garantiza en el caso p = . Luego, por la densidad de
Q en R se tiene que para cada x; existe un racional 1) tal que

€ £
|x — M| < —= o equivalentemente |x; — M|’ < —.

J2n 2n
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Asi
n » ep
Z P —me]? < 5
k=1
Entonces siy = (11,...,M,0,...) se satisface
n oo
x—yl” = Z e — el ” + Z e |P < €75
k=1 k=n+1
por lo cual
Hx _y” <E,

mostrandose asi que M es denso en [?, por cuanto [” es separable.

(ii) Dada (x,(("))n c (I°)N, ie. (x,((">) € [~ para cada n, se define recursivamente (z;)
como
0si |(x,(<k))| >1,
(z) =
2 si |(x,(ck))| <1.

Es claro que (zx) € [* ya bien para todo n se verifica || (x,(c")) —(z)|l> =1, es

decir (z) ¢ (x,((n)), por tanto no existe un conjunto numerable denso en [*.

Como consecuente de este ejemplo obtenemos que el teorema 4.8 da una condicion
necesaria pero no suficiente: en efecto /! es separable mientras que (I!)* <+ I no lo
es.

d

Nos proponemos ahora presentar las ideas que justifican la afirmacién hecha al prin-
cipio de la seccion: el teorema de dualidad L” — L? y el teorema de Radon-Nikodym
son proposiciones equivalentes.

Ejemplo 4.2. Supongamos el teorema de la dualidad LP — L9 es decir: dada y una
medida positiva o-finita en X, p € [1,00) y @ € (L(u))*, entonces existe una tnica
g € Li(u) tal que

oUf) = [ fzdu, feU(n). @37)

Luego consideremos pt, v medidas positivas finitas en X, afirmamos que se tiene la
descomposicion de Lebesgue: v = v, + vy donde v, < 1y vy L u de modo que se
cumple la relacién dv,. = hd para una unica funcién medible 7 .

Primero observamos que ¢ + v es una medida positiva y finita, mds aln si f €
L'(1+v) entonces f € L'(v). Luego el morfismo lineal

ALY (u+v)—=cC
f'—>/xfdv
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es un funcional continuo en L' (i 4 v): en efecto, se sigue de la desigualdad

20 =] [ rav|< [1nav < [ iridu+ [ irav= [ if1awey)
= ”fHL‘(u-&-v)‘

Por el teorema de la dualidad L? — L9 existe una tnica g € L™ (i + v) tal que

/fdv:/fgd(quv), feLl'(u+v). (4.38)
X X

Dado que (i + V)(X) < oo, se satisface 1x € L' (u + V) y de (4.38) podemos inferir
que la funcién medible g es real y no negativa. Tenemos ademas de la siguiente equiv-
alencia

/};dVZ/);gd(.u-l-V):./);gduﬁ-/xgdvf@/;{(]—g)dv:'/};gdu’

de donde deducimos que 0 < g <1 c.s. conrespectoa [ty a v.

Definimos
E={xeX:glx)=1}.

Es claro que E es medible, luego al evaluar f = 1 en la ecuacién (4.38) derivamos
que U(E) = 0; esta observacién se puede reformular como sigue: dada la particién
X =EU(X\E), por construccién se cumple i(E) =0, vg(X \ E) =0, es decir vg L u.

Estas estimaciones se sintetizan en la ecuacion

f(l—g)dV=/;fgdu,

X\E

de donde apreciamos que en el subespacio medible inducido X /E se valida la relacién

dvx\p = % du, lo que muestra la existencia y unicidad de la derivada de Radon-

Nikodym; ademds obtenemos que
V="V4+Vs
donde v, = IX\E v, y la parte singular es vy = V.

Podriamos extender este ejemplo para incluir medidas complejas tan s6lo adap-
tando la prueba del teorema 4.3.
O

El teorema de representacion de Riesz establece que los espacios de Hilbert son
autoduales; la demostracion “usual” de dicho teorema (por ejemplo la que se ex-
pone en [Folland, 1999, § 5.5]) explota dos propiedades inherentes de los espacios de
Hilbert: la completitud como espacio métrico y la nocién geométrica de complemento
ortogonal, i.e. dado un subespacio cerrado M, se verifica que el subespacio cerrado
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M* le es complementario (observamos que dicha nocién no se tiene en espacios de
Banach arbitrarios). Es interesante notar que el caso particular de p = 2 del teorema
de dualidad L? — L4 se corresponde con el teorema de representacion de Riesz (de he-
cho algunos autores se refieren al teorema de la dualidad L” — L? como el teorema de
Riesz para LP), aunque esta variante del teorema de Riesz esta limitada al contexto a
los espacios de Lebesgue; ya bien esta restriccion es superflua para espacios de Hilbert
separables, pues como sabemos €stos son isométricamente isomorfos a 12 [O’Searcoid,
2012, § 12.3].

El teorema de representacion de Riesz fue la clave para garantizar la existencia de
la derivada de Radon-Nikodym en la demostracién 4.3; mds atn en el argumento que
presentamos del teorema 4.7, para mostrar la existencia de una funcién en L? que rep-
resente a un funcional actuando en L” invocamos al teorema de Radon-Nikodym. La
unicidad en todos estos razonamientos fue establecida con propiedades elementales de
la integral.

Es posible proyectar otra disposicién de la equivalencia entre el teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodym y el teorema de dualidad L” — L?: si contamos con una prueba al-
ternativa del teorema de Radon-Nikodym que no haga uso del teorema del teorema
de representacion de Riesz, entonces tendriamos como corolario el teorema de repre-
sentacion de Riesz; una prueba que satisface estas especulaciones se puede encontrar
por ejemplo en [Halmos, 1950, § 31].

A estas circunnavegaciones sumamos que para cualquier espacio de medida Q,
donde Q2 C R" es un subconjunto abierto, es conocida una prueba geométrica del teo-
rema de la dualidad L” — L7 basada en argumentos de convexidad uniforme y varia-
cionales (y por supuesto independiente del teorema de Radon-Nikodym); dicha de-
mostracién se puede encontrar en [Adams and Fournier, 2003, p. 47].

Por lo tanto para subespacios medibles de R” concluimos: el teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodym, el teorema de la dualidad L” — L7 y el teorema de representacion de
Riesz son proposiciones equivalentes entre si. No obstante una inspeccién de las de-
mostraciones citadas nos ensefia que ninguna de éstas es computable, es decir ninguna
de éstas nos permite establecer un algoritmo para calcular la derivada de Radon-Nikodym
f para una medida compleja u absolutamente continua con respecto a la medida de
Lebesgue m; sin embargo en el teorema 5.4 resolveremos esta cuestion.



Capitulo 5

Derivacion de Medidas
Complejas

5.1 Teorema fundamental del calculo

El teorema fundamental de calculo que se presenta en los cursos elementales consta
de dos afirmaciones y formula una relacion entre integrales y derivadas; de manera
heuristica se dice que éstas son operaciones inversas. Especificamente el resultado es
el siguiente:

Sea f : [a,b] — R una funcién Riemann integrable.

(i) Si f es continua en ¢ € [a,b] entonces la funcién F(x) = [ f()drt es diferencia-
ble en ese punto y se cumple

F'(c) = £(0).

(ii) Si f = g para alguna funcién diferenciable entonces se verifica la siguiente
igualdad

[ s = o)~ (@)

Este resultado parcial suele distinguirse del otro nombrandolo el teorema de Bar-
Tow.

En este capitulo establecermos el teorema andlogo para integrales de Lebesgue;
conviene advertir desde ahora que el desarrollo de éste es mas delicado, ello lo pode-
mos advertir si proyectamos una version heuristica.

Conjetura. Sea f : [a,b] — R una funcién medible.

(i") La funcién F(x) = [, , fdm es diferenciable salvo quizd en un conjunto nulo y

se cumple
F'=f cus. 6.1

56



5.1. TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 57

(i) Si f =g c.s. para alguna funcién diferenciable tal que g’ € L', entonces se
verifica la siguiente igualdad

, am=8(0) —g(a). 5.2)

Como veremos en el teorema 5.5, la primera parte de nuestra conjetura (i’) es en
efecto correcta, sin embargo la segunda parte es falsa como lo muestra el siguiente
ejemplo. Antes de presentarlo conviene recordar una proposicién bdsica sobre medidas
positivas en R y cuya demostracion se puede encontrar en [Folland, 1999, §1.5].

Teorema 5.1. Considérese (R, %), sean F, G : R — R funciones crecientes y continuas
por la derecha, entonces existe una inica medida regular u* tal que para cualesquiera
a,b € R se verifica u* ((a,b]) = F (b) — F(a) ; ademds n* = p% siy sélo so F — G es
constante.

De manera reciproca, si |l es una medida positiva regular, la funcion

pn((0,x]) six>0
F(x)= 0 six=0
—u((0,x]) six<0

es creciente, continua por la derecha y se valida p = u* .

Ejemplo 5.1. Vamos a discutir brevemente algunas caracteristicas de la funcién cono-
cida con el nombre pintoresco de escalera del diablo (o también llamada funcion de
Cantor).

Sea (0,) una sucesion de reales tal que 1 = 8 > & > & > ---, §, — 0; asociada
a ésta construiremos recursivamente la siguiente familia de conjuntos: sea Eg = [0, 1],
luego E,,+1 se define como la unién de todos los intervalos que se forman removiendo
de cada parte conexa de E, (notamos que hay 2" de tales intervalos) un segmento
centrado y abierto de longitud tal que los dos intervalos restantes tengan longitudes
27718, 1 (por ejemplo si &, = (2/3)" obtenemos la construccién cldsica del conjunto
de Cantor); es fdcil convencerse de que se satisface: Eg D E; D ---, y ademds m(E,) =
0,,; consideremos entonces al conjunto limite

E=(\E.
n

Notamos que E es nulo con respecto a la medida de Lebesgue; adicionalmente algunas
caracteristicas topoldgicas faciles de probar son que E es un conjunto compacto, denso
en ninguna parte y perfecto (i.e. contiene a sus puntos de acumulacién).

Subordinada a la familia (E,), definimos la sucesién de funciones

8n = 8;1_11E,1 y fn(x) = ‘/[(J ]gndm~
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Observamos que para cada n se cumple
/ § g dm=0, f(l / 5 g dm=1.

Por costruccién tenemos ademds que f;, es monotona creciente, mas aiin toma un valor
constante en cada conexo del complemento de E, (pues vista a f,, como medida, en es-
tos intervalos no se estd sumando nada); en contraparte, si / es uno de los 2" intervalos
que componen a E,, se verifica la igualdad

/g,,Hdm n+1/ dm=2(8_') (27" 1811) = /g,,dm (5.3)
1 INE, 1
Luego si x € [0,1]\ E,,, como E,,+| C E,, entonces x ¢ E, . Se infiere de (5.3) que

Jnr1(x) = fu(x), RS [Oal]\E"'

Por cuanto f, y f,+1 difieren en dos intervalos de longitud menor a 27", es decir
|1 (¥) = fu(x)] < /[O ] 81— guldm < 27" x€EE,
X

Por lo tanto (f,) converge uniformemente a una funcién continua y monétona cre-
ciente ¢ (llamada escalera del diablo) tal que c(0) = 0, c(1) = 1 lo que implica que
c e L'([0,1]), y como c es constante en [0, 1]\ E entonces ¢’ existe en tal conjunto y
¢’ =0 c.s. No obstante

/ ¢ dm # (1) —c(0).
0.1

Del teorema 5.1 se garantiza que existe una unica medida positiva U, (referida
como la medida de Cantor) tal que u.((a,b]) = c(b) — c(a) para cualesquiera a, b €
[0,1]. En suma: de la ecuacién (5.3), del hecho que E, estd formado por 2" intervalos
disjuntos y de la continuidad por abajo de la medida, concluimos que p.(E) = 1, lo
implica que U no es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue;
mds ain U L m, yaque [0,1] = EU([0,1]\E) y m(E) =0, u.([0,1]\ E) = 0, esto
ultimo se sigue invocando nuevamente la continuidad por abajo de la medida.

O

En contraparte de la escalera del diablo, conviene recordar lo que aprendimos del
ejemplo 1.2: existe una familia de funciones medibles, cuya continuidad es “no pa-
tologica”, tales que verifican la ecuacion (5.2); ello implica que nuestra biisqueda de
condiciones necesarias y suficientes tiene sentido. Ya bien si f es continua en todos
lados tenemos la siguiente proposicion.

Lema 5.1. Sea f : R" — C tal que f es continua en b|x,ry), luego

1 -
tim =5 | U= rldn=0 (5.4)
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Demostracién. Nétese que |f — f(x)| es una funcién continua en bx,ry), luego para
cualquier € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(y) — f(x)| < € siempre que y € b[x,8). Sea
0 < r < &, por la monotonia de la integral se cumple

1 1
0 S W\/b[xfr) |f—f(x)|dm S %A[X7r)£dm:£.

Lo que concluye la ecuacién (5.4). |

Supongamos que se tienen las condiciones (ii’) de nuestra conjetura y para cierta
funcién positiva f : [a,b] — R se valida el teorema de Barrow, ya bien sin perdida de
generalidad fijamos a = 0y f(0) = 0; entonces se verifica

fldm= f(x). (5.5)
(0,4]

Por el teorema 2.2, la expresion de la izquiera de (5.5) es una medida real en el espa-
cio medible ([Qb),@), misma que si se denota por u verifica la condicién u < m;
esta observacion contrasta con la medida de Cantor (ejemplo 5.1); por cuanto, de la
proposicién 3.1, derivamos que una condicidn necesaria para que se valide la ecuacién
(5.2) es que f sea absolutamente continua en el intervalo [a,b]; como veremos en el
teorema 5.8 ésta es también una condicion suficiente.

Nota 5.1. A lo largo de la tesis hemos sido cuidados en privilegiar en R” a la o-
dlgebra de Borel %, contrario a la usanza anticuada de normalizar el discurso con
la o-dlgebra de Lebesgue ., pues como sabemos son inconsistentes las composi-
ciones de morfismos topoldgicos y los morfismos de medida, ademds de otros in-
convenientes que plantea la completacién (ver [Simon, 2015, p. 210] para una dis-
cusion de este punto); sin embargo hacemos notar que si se tiene un mapeo continuo
F :U — R" donde U C R" abierto, entonces para toda bola b[x,r) contenida en U se
cumple F (blx,r)) € £ pues b[x,r) es o-compacto, condicion que se preserva bajo
continuidad.

Otra observacion que podemos derivar del ejemplo 5.1 es que la escalera del diablo
mapea un conjunto nulo en uno de medida positiva; ello motiva la siguiente condicién
necesaria.

Proposicion 5.1. Sea E € £ un conjunto nulo que es al menos numerable; considérese
un mapeo T : E — R" que satisface

IT) =T

“ms“p{ Iy

: para todo x € E cuando y — x} < oo,

Se afirma que m(T (E)) = 0.
Demostracion. Dados k, p € N, se define la familia de conjuntos

Fip={x€E:|T(y)—T(x)| <kly—x|, paratodoy € blx,1/p)NE}.
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Notese que E = Uy pen Fr,p. luego basta probar que para F := Fy ., donde ko, po
son arbitrarios, se cumple m(T(F)) = 0.

Por construccién m(F) = 0; luego por la regularidad de la medida de Lebesgue,
para toda € > 0 existe una sucesion de bolas abiertas (b;) = (blx;,r;)), donde x; €
F, y ri <1/po, tales que F C U;b; y se cumple m(|J; b;) < €; luego si x € FNb; entonces
|x; — x| < r;. En consecuencia

T (x;) — T (x)| < kolxi — x| < kors;

es decir T (F Nb;) C b[T (x;),kor;). Por tanto

) C Ub ). kori).

Pero la medida de esta unién estd mayorada por
Zm( ), kor; ) :kSZm(b

En virtud de que la medida de Lebesgue es completa se concluye que T(F) es
medible y su medida es cero.
[ |

Corolario. Sea U C R" abierto, y sea T : U — R" diferenciable en todos lados, en-
tonces T mapea conjuntos £ -nulos en conjuntos £ -nulos.

5.2 Derivada simétrica

Consideremos la nocién de derivada en la forma expresada por la ecuacién (5.1); nos
gustaria extender a R” el sentido de los limites

. f[a,erh] fdm— f[a,x] fdm . f[a,erh] fdm— f[(wc] fdm
lim , lim .
AN h 1,0 h

En R estas relaciones nos invitan a plantear la definicion de derivada derecha y derivada
izquierda de la medida my; podemos columbrar ademds que si ambas derivadas exis-
ten y son iguales, obtendriamos una definicion de derivada de medidas absolutamente
continuas con respecto a la medida de Lebesgue; sin embargo esta heuristica, por la
dependencia en el 6rden de R, no parece tener una generalizacién natural en R"; mas
prometedor es tomar como punto de partida la derivada simétrica

. f[a,x+h] fdm— f[a?xfh] fdm . fx h,x+h) fdm
lim = lim

h—0 2h h—0 2h (5.6)

Ahora bien podemos suponer sin pérdida de generalidad que 2 > 0 y que f es in-
tegrable en el intervalo I = [x — h,x + k], o de manera general que f sea localmente
integrable (definicién 5.1). Apreciamos que el numerador de (5.6) es una medida
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real, al denotarla por u := my, bosquejamos una nocién de derivada para medidas
absolitamente continuas con respecto a la medida m:

im & 5.7

I—x m(I )
No obstante falta formalizar la expresiéon I — x; por ejemplo podemos interpretar a
I como una cubo, una celda o una bola en R”, sendas centradas en x, y que, corre-
spondientemente, su longitud, didmetro y radio tienden a cero; luego de esta disyuntiva
inicial demostrar que la teoria es equivalente con cualquier otra eleccién dentro de
una familia de conjuntos que tenga una propiedad de contraccion adecuada (definicién
5.7). Resalta en este punto la dificultad que existe en querer amplear a espacios medi-
bles generales la primera parte del teorema fundamental del cdlculo: estos deben contar
a priori con una nocién geométrica de familia de conjuntos contraibles que sea com-
patible con la idea de una “aproximacién estable” en algin sentido (una discusion de
este tema se encuentra en [Bruckner, 1971]).

Nota 5.2. Sea f: X — R una funcién medible y sea a € R; abreviaremos la notacion
del conjunto {x € X : f(x) > a} por la expresiéon Z,f.

Definicion 5.1. Sea X tanto un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto,
como también un espacio de medida con la o-dlgebra de Borel y una medida positiva
A. Dadas f, g : X — C funciones medibles, se dice que g es localmente integrable si
para todo K C X conjunto precompacto se cumple

/ gl dA < oo.
K

Por otro lado, se dice que f es débil L' (1) y se denota como L. (1), si para cualquier
a € (0,0) se satisface

M Zalf]) < oo (5.8)

Se denota al conjunto de las funciones localmente integrables como Llloc(/'L), y al
de las funciones débilmente integrables como L. (1).

Es facil ver que L. (1), LL(1) son espacios lineales; ademds por definicién L' (1) C

Ll .(1); més atn se verifica L' (A) C LL(1): basta notar que dada f € L' y a un real
positivo, entonces

S|

A(Dalf]

Ufla < [ 1flar =1y

La contencién en ambos casos es propia: dada la funcién
f:(0,1) =R

x> —
X
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luego f ¢ L! pero claramente para cualquier precompacto V C (0, 1) se cumple [, fdm <
oo; ademads el conjunto

.@af:{xE(O,l):%>a}, acR,

tiene medida finita.

Lanocion de LllOC (1) la encontramos en nuestra exposicién del teorema de Lebesgue-
Radon-Nikodym en el supuesto en que ambas medidas son positivas y o-finitas; es-
pecificamente: si it es una medida positiva o-finita en R” que es ademas absolitamente
continua con respecto a m, entonces la derivada de Radén-Nikodym (teorema 4.3) f
satisface estar en Ll .(m).

Definicién 5.2. Sea f € Ll .(m), x € R" y r > 0; definimos la media de f en b[x,r)
como

!
AW = gos /b L (5.9)

El siguiente lema es ampliamente utilizado en el contexto de las ecuaciones difer-
enciales parciales.

Lema 5.2. Si f € L}, la funcion
A:RTxR"—C,
(r,x) = Arf(x),
es continua.

Demostraciéon. Sean (r,) € (]RJ’)N y (x,) € (RN tales que r, — ro y x, — xo, en-

tonces 1y, ) — lp[x,.r,) donde la convergencia es puntual en R" \ db[ry, xo), ya bien
Lpfeyra) = Lblxg,re) CON convergencia c.s., ademds podemos suponer que esta sucesion
de funciones estd dominada por 1, 11y es decir 1 b[xn,rn)| < p[xg,rg+1)» basta tomar

un n suficientemente grande.

Considérese la sucesion f 1, ), luego ésta verifica las hipotesis del teorema de
la convergencia dominada, asi

lim fdm:/ fdm. (5.10)
n«,rn> b[XOJO)

n—o Jp[x

Por cuanto A es continua en r y x; mds atn se tiene trivialmente la convergencia (con
respecto a ambas variables) de la sucesion
1 1
m(b[xn,r,,)) - m(b[xo,ro)) '
Por lo tanto de (5.10) y (5.11) se concluye

(.11

A(rnaxn) - A(r(),xo).
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Es natural estimar el limite cuando r — 0 en la ecuacion (5.9); esta cuestion la ex-
ploraremos pero en forma de una condicidon mds fuerte. Para ello debemos recordar que
si F € L'(m) entonces es indeterminada la expresién F(x) en un punto particular; sin
embargo justificaremos que en el sentido de la media podemos darle una interpretacion
a esta expresion: dada F € L] _(m), considérese f1, f> € [F], es decir elementos de la
misma clase de equivalencia; supéngase que existe a, § € C tales que

1 1
lim—/ —ot|ldm=0, limi/ _Bldm=0. 512
N0 B(r) Jofw,r) 1fi | P B0 Jojer) |f>—B] (5.12)
Entonces

1
li —/ —at|dm =0. 5.13
PO B(r) Joter) o aldm G149

En efecto, observamos que
fh-—a~fh—B~fi—a, (5.14)

pues si acaso el conjunto en el que son distintas estas funciones se incrementa por un
elemento y m es continua. Luego la equivalencia (5.14) se mantiene cuando se toman a
ambos lados valores absolutos divididos sobre el mismo escalar, por cuanto para » > 0
suficientemente pequefio se verifica

1 | |
B(r) /b[m lfo—al= B /h[x,r) =Bl = m/b[w) Ifi —al.

Por continuidad (lema 5.2) se concluye (5.13)

Definicién 5.3. Sea F € L] (m); a la asignacién

Zri={xeR"| il‘i\I{%B(lr)~/b[x,r) |f—f(x)|dm =0, para alguna f € [F]|}, (5.15)

se le conoce como el conjunto de Lebesgue de la funcion F.

No obstante que .Z en principio podria ser vacio, tenemos la siguiente proposicién
que nos anticipa la importancia del conjunto de Lebesgue.

Proposicién 5.2. Supdngase que s # 0y sea x € £, entonces

limA,f(x) = £ (2). (5.16)

Demostracion. Notamos que
li Ar - < i Ar - =0.
imA, f(x) = £(x) & limA, (f - /(%))
Ademads

0 < lim
™0 B(r)

. 1
/b ) am| < lim s /b = el dm.

Luego por la hipétesis x € .Z, se concluye el resultado.
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Si en la ecuacién (5.9) identificamos a la integral con la medida m/, entonces ésta
puede reescribirse como
my (b[x, r))
A f(x) = ———5-;
() m(b[x,r))

esta expresion se corresponde con la relacién (5.7) cuando interpretamos I como bx, r),
asi I — x se interpreta como » — 0. Notamos ademds que my < m; en la siguiente
definicién no consideramos a priori tal restriccion.

Definicion 5.4. Dada p € M(R) y dada r > 0, se define la expresién

(Qru) (x) = “(?();)r)) (5.17)
Considérese
ZLu = {x € R" | existe el limite }1{1(1) (Ort)(x)} (5.18)
Luego la asignacién con dominio %),
(Dp)(x) := lim (Ort) (), (5.19)

se le llama la derivada simétrica de u en x.

5.3 Funcion maximal de Hardy-Littlewood

Las siguientes funciones son indicadas para el andlisis de la derivada simétrica;
fueron sugeridas por una técnica general para controlar los comportamientos limites
de una familia de operadores: a traves de una funcidn que la mayore de forma apropi-
ada.

Definicién 5.5. Sea f € L] ., el mapeo

Hf :R" = [0,0] (5.20)
x = supA,|f](x)

r>0

define a la funciéon maximal de Hardy-Littlewood asociada a f.

Por otro lado para u € M(RR"), se define la asignacién

Mu :R" = [0, 0] (5.21)
X sglg{Qr\ul(x)}

se le conoce como funciéon maximal de la medida p.

De la definicién de la funciéon maximal de Hardy-Littlewood podemos ver que las

siguientes propiedades se satisfacen: dadas f,g € LllOC y a € C entonces
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)]
(i)
(iii)

0<Hf <.
H(f+g) <Hf+Hg.

H(af) = |a|Hf.

Esta observacién unida a la proposicién siguiente nos permite concluir que H es un
operador semilineal actuando en el espacio de funciones medibles; mas atin podemos
refinar en cuanto al dominio y codominio de H (cf. corolario de la proposicién 5.5).

Proposicién 5.3. Dada f € L}y dada p € M entonces

(i)
(ii)

loc

La funcion H f es medible.

La funcion ML es semicontinua inferiormente, y por tanto medible.

Demostracion.

®

(ii)

Se sigue de notar que para cualquier a € R, se cumple la relacion

H) " ((a,%) = J @AD" ((a,00)). (5.22)

r>0

Luego por el lema 5.2 cada uno de los miembros de la parte derecha de (5.22) es
un conjunto abierto, por lo que la parte izquiera es también un abierto; como los
intervalos (a,e0) forman una base de la topologia, se sigue que H f es continua y
por lo tanto medible.

Sea a € R, basta probar que el conjunto Z,Mu es abierto. Primero se nota que
si a < 0 entonces Z,Mu = R", por ello los tinicos casos no triviales a considerar
sona >0y Z,Mu #0.

Dado x € 9,Mu, existe r > 0 tal que para algin ¢ > a se cumple

b

pl(bkn) 5.23)
m(blx,r))

mds adn existe 0 > 0 tal que
a(r+6)" <r't. (5.24)

Seay € b[x,8) y z € blx,r), entonces |z —y| < |z— x|+ |x—y| < r+ 8, asi pues
b[x,r) C bly,r+9). (5.25)

Luego de (5.24) se tiene

am(bly,r+8)) <t (rJ:(S)nm(b[y,rJr 5)). (5.26)
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Ademas por geometria elemental se cumple

m(blx, ) :< r ) (5.27)

m(bly,r+8)) )
Entonces "
’
t <r—|—6> m(bly,r+8)) =tm(b[x,r)); (5.28)
mas de (5.23) y (5.25) se verifica
tm(blx,r)) = |u|(blx,r)) < |u|(bly,r+86)). (5.29)

Concatenando (5.26), (5.28) y (5.29) se obtiene
am(b[y,r—i— 5)) < |u|(h[y,r+ 5));

en consecuencia b[x,8) C Z,Mu, por cuanto el conjunto Z,MU es abierto.
[ |

Ejemplo 5.2. Sean f,g: R — R tales que f(x) = |x|* con o >0y g = 1jo ;) es claro

que f,g € L] .(m), luego

Hf(x) =su {1 /X+rt|adt} su { ! (x+ )a}
x) = — = x+7r)% s =co.
r>g 2r Jx—r r>g a+1

Por otro lado

1 .
5 six>1,

X+
Hg(x):sup{l/ 1[0,1](x)dt}: 1 si0<x<1,

r>0 28 Je—r

ﬁ SixSO.

Nétese que g € L' (m) pero Hg ¢ L' (m); no obstante Hg € L, (m): dado a > 0 entonces
am(PyHg|) =am({x e R : |Hg(x)| > a}) < e

En contraparte f ¢ L' (m) y Hf ¢ L. (m).
O

d
Proposicion 5.4. Dada 1 € M tal que u < m, entonces M = H f donde f = d—u
m

Demostracion. Por definicion de la funciéon maximal de la medida u se tiene

Mus) = supl @} o) = sgg{B(lr)wub[x, r>>} |

Luego por el corolario al teorema 4.5 esta expresion se reescribe como

1
fgg{B(r) /b[m |f|dm} ’

lo que corresponde a la definicién de H f(x).
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Dada u € M(R"), como consecuencia de la descomposicion de Lebesgue podemos
concentrar nuestro andlisis de la funcién maximal a las partes i, y U5, donde u,. < m
y Us L m, es decir estudiar por separado las funciones M, y Ms; en primer caso,
por el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, se satisface d,. = f dm, entonces por
la proposicion 5.4 ello equivale al estudio de la funcién H f.

5.4 Independencia geométrica de la derivada

El siguiente lema utiliza una fuerte intuicién geométrica del espacio R” y lo podemos
interpretar de la siguiente forma: si se tiene que (localmente) una familia finita de bolas
cubren a un conjunto medible dado, entonces podemos extraer una subfamilia disjunta
que, via una homotecia, funcione como cubierta de la mismo; el enunciado analogo
con cubos se le conoce como el teorema de la cubierta de Vitali.

Lema 5.3 (Cubierta de Vitali para bolas). Dado W = Uf-ilb[xi,ri) es decir W es
una union finita de bolas con el conjunto de indices {1,...,N}, entonces existe S C
{1,...,N} tal que

(i) Las bolas b|x;,r;) con i € S son disjuntas.
(ii) W C Uiesb[xi,3ri).
(i) m(W) < 3"Ycsm(b[x;,ry)).

Demostracién. Se puede afirmar que la familia de bolas b[x;, r;) estd ordenada de man-
eraque ry > ry > -+ > ry; la construccion de S serd recursiva: sea i = 1 y considérese
las bolas que no intersectan a b[x;, ,7;, ), si acaso hay una sea b[x;,,r;,) la primera de
éstas; luego si existe atn alguna bola que no intersecte a bx;,,r;,) se define a b[x;,, ri,)
como la primera de esta subfamilia, etc. Este proceso se continua hasta que ya no
existan bolas disjuntas a alguna b[x; ,r; ); sea entonces S = {ij,i2,...,is} y por con-
struccidn (i) se cumple.

Se afirma que si alguna bola bfx;,7;) con j € {1,...,N} intersecta a bfx;;, ;) con
ij € S, entonces b[x;,r;) C b[xij,3rij). Basta ver que si y € blxj,r;j), como r; < Tijs
entonces

Iy —xi;| < [y—x;]+ |xj —x;;| <rj+2r; <3r;

esdeciry € b[x,-j, 3r,-j), esto prueba (ii).

Por ltimo, como m(b[x,Sr)) = 3"m(b[x, r)), entonces de (i) y (ii) se concluye
(iii).
|

Recordemos que nuestro acometido es estudiar la funcién Dy a través de una
funcién que la domina, en este caso MU, sin embargo podria resultar vacuo este in-
tento si por ejemplo Mu = o c.s.; el siguiente teorema excluye esta posibilidad, de
hecho nos dice mucho mas.
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Proposicion 5.5. Sea p € M(R") y dado a > 0 un real positivo, entonces
3”
m(PaMu) < ;”NH (5.30)

Demostracion. Por la proposicion 5.3 se deriva que el mapeo My es semicontinuo
inferiormente, lo cual implica que Z,Mu es abierto; ademds se puede suponer que es
distinto del vacio pues en caso contrario la ecuacion (5.30) se cumple trivialmente. Sea
K C 9,Mu un conjunto compacto, luego para cualquier x € K existe r > 0 tal que

| (b[x,r)) > am((b[x, r))

Por otro lado, dada la compacidad de K existe una familia finita de bolas que lo
cubre, y por el lema 5.3 existe una subfamilia {b[x;,r|),- - ,b[xs,7s) } de bolas disjuntas
tales que

m(K) <3" im(b[xi,ri)) <

i=1 i

n

] (bl ) < ]

2|9
-

Il
_

Como la medida u es regular (corolario del teorema 2.2) se obtiene (5.30) tomando el

supremo sobre todos los compactos K C Z,M L.
|

Corolario. EIl mapeo
H : L'(m) = Li,c(m)
f=Hf
es un operador sublineal acotado.

Demostracion. Basta probar que H es acotado. Considérese la medida m y con ellala

funcion maximal Mm; por la proposicion 5.5 se tiene que Mm ¢ estd acotada en b[0, 1);

luego por la proposicion 5.4 se sigue que Mmy = H f, lo cual concluye la afirmacion.
[ |

Teorema 5.2. Dada f € Llloc’ entonces £y = R" salvo quizd en un conjunto nulo.

Demostracion. Definase

Af(x) 1= timsup (AL — £(3)]) (x):
™0

Luego para cualquier x € R” se satisface
0 < liminf (41f — f()) (x) < Af (x);
r

por cuanto la prueba se reduce a mostrar la afirmacién: Af =0 c.s., mds atin dado
que R" = U,en b[xn, 7] para cierta sucesién de bolas, basta probar éste para alguna
genérica b.
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Sea a >0y k € N, dado que €(b) es denso en L!(b), existe g € €(b) tal que
|f —gll,1 < + donde f = f [4; sea entonces

h:=f—g.

Por el lema 5.1 se tiene
Ag=0. (5.31)

Notese ademds que

1
(A =h)) () < s [ irhdm + (o)

lo que implica
Ah < Hh+ |h|. (5.32)

Como A, |f — f(x)| <Ar|lg—g(x)| +Ar|h— h(x)| se sigue de (5.31) y (5.32)
Af <Hh+ |h|. (5.33)
Por otro lado sea x € 2»,Af, entonces
2a < (Af)(x) < (HR)(x) + |h(x)].

Ello implica que se satisface al menos una de estas afirmaciones: a < (H h) (x) o bien
a < |h(x)], es decir )
DrgAf C DaHRU Dylhl; (5.34)

denotando a E(a,k) := 9,HhU Z,|h|, se cumple
m(E(a,k)) <m(Z.Hh) +m(Dalh|).
Por la proposicién 5.5 y el teorema 4.5 se verifica
3"
m(Z,Hh) < ;||hHL.;
m4s aun se satisface trivialmente

m(@alnl) < et

1
Por otro lado |||, < > entonces

(5.35)

En suma acontece B
DraAf C(\E(ak).
k

Sin embargo de (5.35) concluimos que la medida de la interseccién es cero, es decir
DraAf estd contenido en un conjunto nulo, y por construccién es un conjunto medible,
por lo que m(Z,A f) = 0 para cualquier a € R, por lo tanto Af =0 c.s.

|



70 CAPITULO 5. DERIVACION DE MEDIDAS COMPLEJAS

Nota 5.3. Supondremos en los sucesivo que .y = R"; ello acorta los enunciados y no
quita generalidad.

En el siguiente ejemplo invocaremos la definicién de densidad métrica de un con-
junto Lebesgue-medible.

Definicion 5.6. Considérese (R",.¥); dado x € R”, si el limite siguiente existe

— im m(E Nblx, r))
plx):= }\0 m(b[x, r))

entonces a su valor se le refiere como la densidad métrica de E en x.

Ejemplo 5.3. En este ejemplo mostraremos una pequefia aplicacion de los temas dis-
cutidos que es quiza sorprendente a primera vista, pues nos arroja luz de la estructura de
los conjuntos de Lebesgue; la heuristica que planteamos es la siguiente: dado E € .
entonces localmente los puntos de E estan o bien “concentrados” o por el contrario
éstos estan “dispersos”, y en ese sentido la estructura local de E es cercana a la de un
intervalo, ya bien se asemejan al conjunto de Cantor. Formalmente tenemos la sigu-
iente afirmacién: dado E € .%, se define ¢(E) := {x € E | p(x) = 1}, entonces se
verifica

m(E\ ¢(E)) =0.

En efecto al aplicar la proposicién 5.2 y el teorema 5.2 a la funcién 1g, acontece
paratodo x € R

' m(Eﬂb[x,r)) ' 1
e . = 0 /,,[”) lpdm =15 (x).

Luego 1g = lp\4(g) + Lo(). por cuanto se satisface m(E \ ¢(E)) = 0; ademds se
cumple que p(x) toma tinicamente los valores 0y 1.

El corolario de esta afirmacién es que no existe un conjunto medible E tal que para
cualquier n-celda I y para cualquier &, se verifica

m(ENI)
8<W<1—8

En vista de ello cristalizamos nuestra intuicién: los puntos de E o estdn concentra-
dos o bien estan dispersos, excluyendo la posibilidad de un caso intermedio.
O
Proposicién 5.6. Sea u € M tal que du = fdm con f € L' (m), entonces

Du=f cs. (5.36)
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Demostracion. La relacion du = fdm implica que para todo conjunto medible E se
satisface (L (E) = [ f dm, en particular para b[x, r); luego para x € R" por la proposicién
5.2 se verifica

~ lim ! i HBRD))
)= %%/b[mfdm*}{% By MW

Luego por el teorema 5.2 se concluye (5.36).
|

Este resultado nos permite bosquejar una aproximacién numérica de la derivada de
Radon-Nikodym en el espacio de medida (R”, %, m). Consideremos y € M tal que

U < m, el algoritmo que proponemos para aproximar a f = d—‘u es el siguiente: se
m
efectda el calculo 1iII(1) (Qru) (x) para una cantidad suficiente de x € R", luego con estos
r—

valores se genera una funcién continua que los interpole; ya bien por el teorema de
Lusin, ésta aproxima a f salvo posiblemente en un conjunto de medida arbitrariamente
pequena.

En nuestra presentacion de la derivada de medidas complejas encontramos un me-
andro de posibilidades al bosquejar la nocion familia que aproxima, entendida ésta en
el sentido de cristalizar la expresién E, — x, ya que ésta nos faculta a precisar el limite

lim PHEx)
E,—x m(Ex)

Esta cuestion es consubstancial a la pregunta ;hay alguna razén a priori para desar-
rollar la teorfa con bolas y no con otro tipo de familias de conjuntos (redes, politopos,
filtros...)? Quizd es velada una propiedad del espacio que subyace en estos argumentos:
usar conjuntos geométricos nos permite un control sobre el cardinal de la familia, en
cuanto que se extrae una sucesion de ésta. El teorema 5.3 nos ensefia que dicha eleccién
geométrica es irrelevante, mas para exponerlo requerimos de la siguiente definicion.

Definicion 5.7. Sea x € R”, se dice que la sucesién de conjuntos medibles (E;) se
contraen agradablemente a x si

(i) Existe (b(x,r;)), tal que ri \ Oy E; C b(x,r;).
(i) Existe a > 0 que satisface am(b(x,r;)) < m(E;), para todo i € N.

Notamos que no requerimos postular que x € E; para alguna i € N, ni siquiera que
exista una relaci6n entre las sucesiones que se contraen agradablemente (E}), (E?) a
dos puntos distintos x1, x,. Observamos ademds que de la familia de n-cubos, o de
manera mas general, de las n-celdas con la propiedad de que la proporcién entre sus
aristas sea fija, se puede extraer una sucesién que se contrae agradablemente: basta
elegir una sucesion de n-celdas inscritas en una sucesion de bolas que se contraen a un
punto.
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Teorema 5.3. Sea f € L' y sea x € R", dada (E;) una sucesion de conjuntos que se
contraen agradablemente a x, entonces

Demostraciéon. Por ser (E;) una sucesién que se contrae agradablemente a x existe
a > 0 (independiente de i ) y una sucesién b; = b(x, r;) que satisface

E; C b;,
a < 1
m(E,) - B,"

Por cuanto

a 1
0= g /E,- f=rldm< g | 1= f0)ldm.

Por el teorema 5.2 se concluye la afirmacion.
[ |

La proposicién 5.6 sugiere la pregunta: ;qué pasa con Dy cuando u L m? El
siguiente teorema corresponde a esta situacion.

Proposicion 5.7. Sea (E;) una sucesion de conjuntos medibles que se contraen agrad-
ablemente a x € R"; sea ademds |1 € M(R") tal que L L m, entonces

Jim (50
i—o0 m(E,)

=0 c.s. [m]. (5.37)

Demostracion. Se puede suponer que m(E;) # 0 para todo i € N, luego el teorema de
descomposiciéon de Hahn-Jordan (teorema 4.2) muestra que es suficiente probar (5.37)
bajo la hipétesis adicional: g medida positiva finita. Por definicién de (E;) se cumple
para cierto a > 0 las desigualdades

am(bx,r)) < m(E;) < m(blx,r;)),

mads ello equivale a
au(E) _  pE) _ p(blr)
m(E;) — m(b[x7 ri)) - m(b[x, ri))

Por lo cual se verifica (5.37) siempre que

(Du)(x) =0.

Se define
(D) () =lim [ sup (Q,u)(x)]. (5.38)
= Lo<r<1/i
Se afirma que Dy es una funcién medible: basta ver que la cantidad entre corchetes
forma una sucesion decreciente, y como supg.,..,; @i es una funcion semicontinua
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inferiormente (basta imitiar la prueba dada a la proposicién 5.3) se concluye la afir-
macion.

Sean a, € > 0, dado que u L m se infiere que p estd concentrado en un conjunto
de medida cero (con respecto a m), mas atin como U es una medida finita en R", u
es una medida regular, ello implica que existe K C R compacto tal que m(K) =0y

u(K) > [lul —e.

Definase la medida ; (E) := u(KNE), E € 2y considérese U, := 1 — UU;; luego
Itz || < € y parax € R\ K se cumple:

(D) (x) = (Duz) (x) < (Muz) (x).

Por cuanto
Da(DU) C KU Z,(Mus).

Por la proposicién 5.5 se sigue
_ 3" 3"
m(Za(Dp)) < —|lpal| < =
a a
por lo tanto Dy =0 c.s. [m].

Teorema 5.4. Supongase que para cada x € R estd asociada la sucesion de conjuntos
que se contraen agradablemente (Ei (x)) y sea i € M tal que tiene, con respecto a m,
la descomposicion de Lebesgue dit = fdm+ d s, entonces

. M(Ei(x)) _ .
llgg m = f(x); (5.39)
en particular Lt 1 m si 'y solo si (Du)(x) =0 c.s. [m].

Demostracion. De las proposiciones 5.6 y 5.7 se sigue

lim M = f(x); lim= M =0.

i m(E;(x)) ime  m(Ei(x))
En virtud de ello se concluye (5.39).

5.5 Aplicaciones
El siguiente teorema es la primera parte de nuestra anunciada proyeccién de un teo-
rema tipo fundamental del cdlculo para integrales de Lebesgue.

Teorema 5.5 (Fundamental del célculo I para integrales de Lebesgue). Sea f € L'(R),
se define

F(x)z/_xmfdm

entonces F' = f c.s.
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Demostracién. Considérese (,,) una sucesion de reales positivos que converge a cero,
luego por el teorema 5.3 se sigue que salvo quiza un conjunto nulo se verifica

Fj(x) = lim,, e w

F (%) = timy oo PO i, (L) f, o fdm= £(2).

= llmnﬁm i f[x’x_’_hn] fdm = f('x)v

n

Es decir la derivada izquierda y derecha de F en x existen y son iguales entre si, y por
el teorema 5.2 se concluye F' = f c.s.
|

Toda vez hecho este avance que postulamos al inicio del capitulo, nuestra diana
ahora es establecer la segunda parte del teorema fundamental del cdlculo para inte-
grales de Lebesgue, para ello requerimos los siguientes resultados.

Nota 5.4. Sea F : R — R continua por la derecha (resp. continua por la izquiera), fi-
jamos la notacién F(x+) := li\mF(t) (y resp. F(x—) := li/r‘nF(t)).
IN\X t/x

Teorema 5.6 (Diferenciacion de funciones monétonas). Sea F : R — R una funcion
mondtona 'y sea G(x) := F(x+)

(i) El conjunto de discontinuidades de F es contable.
(ii) F y G son diferenciables c.s. y F' = G’ salvo quizd en un conjunto nulo.

Demostracion. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que F' es creciente (pues

el caso decreciente se reduce a invertir el signo), luego la familia de intervalos (F (x—), F (x+))
con x € R son disjuntos (en los puntos de continuidad estos intervalos son vacios).
Luego para N € N, se cumple

U (Fax=).F(x+)) € (F(-N),F(N)),

[x|<N

por cuanto se deriva

Y (Fx+)—F(x—)) =sup{ }_ (F(x+)—F(x—)) | F es finito }

[x|<N xeF
< F(N)=F(=N)) <.

Ello que implica que {x € (—N,N) | F(x+) # F(x—)} es contable, por cuanto se con-
cluye la primera afirmacioén.

Ahora bien se observa que (i) implica G = F c.s., ademas G es creciente y continua
por la derecha, luego por el teorema 5.1 se sigue que existe una tnica medida positiva
Uc tal que

uG((xx+h))  sih>0,
G<x+h>—G<x>:{ u§E<x+h,x}§ sih <0,
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Luego para cada N € N se tiene que [ 1|y y] es una medida compleja, por cuanto
satisface las hipétesis del teorema 5.4 con respecto a la sucesiéon de conjuntos que
se contrae agradablemente {(x —1/i,x] y (x,x+1/i] : i € N}; asf la funcién derivada
G [[-~,n) existe salvo posiblemente en un conjunto nulo y por el teorema de la conver-
gencia dominada se verifica la misma conclusion para G, i.e. se garantiza la existencia
de la funcién derivada G'.

Para terminar la prueba se demostrard que si H := G — F, acontece que H’ existe y
es igual a cero c.s. Sea (x;) una enumeracion de los puntos en los cuales H # 0, luego
H(x;) > 0y ademds Y. |<ny H(xi) < e (por la misma razén que en el argumento
aplicado arriba) para cualquien N € N. Sea §; la medida de masa puntual en x;, se
define p := Y; H(x;)d;; luego u 1;_n ] es una medida compleja singular con respecto
am, y por el teorema 5.4 se infiere H' [|_y 5= 0, por lo que H’ existe y H' = 0 c.s.

]

Corolario. Dada F € BV entonces el conjunto de discontinuidades de F es contable,
mds aiin si G(x) := F(x+), se tiene que F' y G’ existen y son iguales salvo quizd en un
conjunto nulo.

Demostracion. Por la proposicién 3.2 se sigue que F se descompone como la difer-
encia entre dos funciones crecientes, luego del teorema 5.6 se concluye la afirmacidn.
[ |

El teorema 5.6 se entiende en este contexto como una aplicacion del teorema 5.4,
ya bien es un resultado central para el Andlisis Real; una discusiéon del tema se en-
cuentra en [Riesz and Nagy, 1956, cap. I], donde ademds se deriva el teorema 5.6 con
métodos elementales, mds aln a partir de éste se prueba la primera parte del teorema
fundamental del célculo en el marco de las integrales de Lebesgue (teorema 5.5): una
perspectiva substancialmente distinta de la que hemos desarrollado en la tesis.

El siguiente teorema se entiende como una aplicacioén del pasado; figura entre los
resultados mas importantes de la tesis.

Teorema 5.7. Sea |t € M(R), se define F : R — C tal que x — p((—oo,x]), entonces
F € NBV. De forma inversa, si F € NBV, existe una tinica medida compleja u*" que
satisface F (x) = pf ((—eo,x]), en cuyo caso |u*'| = u'r.

Por lo tanto los espacios M{(R) y NBV son isométricamente isomorfos.

Demostracion. Considérese la descomposicién de Hahn-Jordan expresada como g =
[,ll+ -y + i(/.LZ+ — U, ), donde ,uf son medidas positivas finitas; luego sendas fun-
ciones FjjE (x) := uf((—oo,x)) son crecientes y continuas por la derecha, ademés se
satisface Fji(—oo) =0y Fji(m) = [,Lji(]R) < oo, por cuanto se infiere F = F;" — F|” +
i(F2+ —F, ) € NBV, yaque NBV es un espacio vectorial.

Por otro lado, dada F € NBV, F = F| +iF,, de la proposicién 3.2 se sigue F =
F," —F +i(F,” — F,), donde las funciones F ji son crecientes y via la redefinicion
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G} (x) = Fji (x+) se garantiza que G} es continua por la derecha. Por el teorema 5.1
acontece que Gf estd en correspondencia con una medida positiva ,uji, asi F(x) =

“F ((—007)5])’ donde ,UF = I'L]+ - .ul_ + l(“;_ - MZ_)

Falta demostrar || = u'7. Se define G(x) := |u”'|((—oo, x]), nétese que G(—oo) =
0. Sea el intervalo I = [a, b], luego

[F(b) = F(a)| = |u" (=0, b]) — u" ((—oo, a])| = |u" ((a, b])|
1u"|((a, b)) = G(b) — G(a).

Entonces para cualquier sucesion Z2(—eo, x) = xp < --- < Xy4+] = X, se cumple

IN

N N
Z(,)|F(xi+1) —F ()| < Y I (bei, %))

i=0

Esta desigualdad se valida cuando se toma supremo sobre & (—oo, x), por tanto

N
sup Z |F (xit1) — F(xi)| = Vr(x) < G(x).
P(—o0,x) i=0

Por cuanto se obtiene Vi < G.

Por otro lado de la definicién de variacidn se tiene

" (1)| = |F(b) = F(a)| <V (b) = Vr(a) = u'F ().

Como uf, u¥¥ son medidas regulares, para cualquier conjunto medible E se verifica
|uF (E)| < uYr (E), asi pues para (E;) descomposicién de E se cumple

lu"|(E —supZ\u |<§u1;ZuVF =" (E).
El i=1

Ello implica la validez de G < Vg y por tanto G = VF, lo que concluye la afirmacién
uf|=p'r
|

Nota 5.5. Dada F € NBV, emplearemos la notacién u” para indicar la medida asociada
que es descrita en el teorema 5.7.

Proposicion 5.8. Dada F € NBV entonces F' € L' (m); ademds se verifica que u* 1. m
siy sélo si F' =0 c.s., y por el contrario se cumple n¥ < m precisamente cuando
F(x)=[*_F'dm.

Demostracién. El corolario del teorema 5.6 garantiza la existencia de F’ c.s., por

cuanto no se pierde generalidad si se supone que F’(x) estd definido para todo x € R;
luego por el teorema 5.7 se sigue que, parah >0y E, = (x—h,x+h)

vy Flx+h)—F(x—h)  pf(E)
Fix) = lim 2h = En

Asf pues de los teoremas 5.4 y 4.3 se concluye la prueba.
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Proposicion 5.9. Dada F € NBV, una condicion necesaria y suficiente para que F €
AC es que valide u* < m.

Demostracién. Si se supone u < m, luego la continuidad absoluta de F se concluye
de aplicar el inciso (ii) de la proposicién 3.1 a las partes real e imaginaria de la descom-
posicién de Hahn-Jordan de uf'.

Se probard ahora la condicién necesaria. Sea E € £ tal que m(E) = 0; dadas €
y & en la definicién de absolutamente continua (respecto a F), por la regularidad de
uf existe una sucesion de abiertos Uy D U, O -+ D E que satisface uf (U;) — uf (E),
ademds se puede suponer que m(U;) < 8. Dado que U; se expresa como una union

disjunta de intervalos (a ]]‘, blj‘) paracada N € N se veriﬁca

N
" ((df, b5))| < Z (d)| <e.

M=

k=1

Luego cuando N — oo se tiene |uf (U;)| < €, y por tanto u' (E) = 0, lo que concluye
/JF < m.
|

Corolario. Dada f € L'(m), la funcién F (x) = [*., f dm satisface estar en NBV NAC
y satisface f = F' c.s. De forma reciproca si F € NBV NAC, se sigue que F' existe
salvo quizd en un conjunto nulo, F' € L' (m) y se verifica F (x) = [*_ F'dm.

Demostracion. La condicion necesaria se sigue de notar que F € NBV por el teorema
5.7, adem4s del teorema de Radon-Nikodym y de la proposicién 5.9 se verifica que
F e AC.

Ahora bien la condicién suficiente se obtiene de observar que si F € NBV, entonces

F’ € L' (m) por la proposicién 5.8; por dltimo invocando la proposicién 5.9 y el teorema
de Lebesgue-Radon-Nikodym se concluye la afimacién.

|

Este dltimo corolario es esencialmente el teorema de Barrow, sin embargo escrito
en esta forma es vago el reconocimiento, por ello lo reformulamos para intervalos
acotados en donde, via la proposicion 3.3, se satisface automdticamente la hipétesis de
variacion acotada.

Teorema 5.8 (Fundamental del cdlculo II para integrales de Lebesgue). Sea I = [a,b]
un intervalo acotado y sea f : 1 — C, los siguientes son equivalentes.

(i) La funcion f es absolutamente continua en I.

(ii) La funcion f es diferenciable salvo quizd en un conjunto nulo, f' € L'(I) y se
cumple
X
- / F'dm.
a

Demostracion.
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= ii) Sea F tal que F(x) := f(x) — f(a), y considérese la extensién F' de F a todo R
definida por: F(x) =0six <ay F(x) = f(b) si x > b; luego por la proposicion
3.3 se satisface F € NBV y por el corolario a la proposicion 5.5 se concluye (ii).

= ii) Sea f la extensién de f definida por f(x) = 0 para todo x € R\ [a,b]; luego
f € L' (m), por cuanto del corolario a la proposicién 5.9 se deriva que f € AC,

pero ello implica que f € AC.
|

A manera de digresiéon nos gustaria reflexionar sobre un figurativo teorema tipo
fundamental del célculo para espacios medibles generales: el inconveniente de tal
hipotética proposicion correspondientemente a la primera parte del teorema fundamen-
tal del cdlculo, se inicia en dotar a los espacios medibles con nociones geométricas de
conjuntos elementales que aproximen en medida: esta es la naturaleza de la cubierta
de Vitali (lema 5.3). Por cuanto a la segunda parte del teorema fundamental es una
cuestién mds complicada pues a priori se requiere que el espacio tenga un célculo
diferencial y que éste sea compatible con la medida, quiza en la forma de los grupos de
Haar; desconocemos si hay un tratamiento al respecto; no obstante en estos argumen-
tos subyace el prejucio de que la integral de Lebesgue es la perspectiva adecuada para
generalizar el teorema de Barrow, es decir, el explorar ideas que conecten al algebra
conmutativa y los problemas de medicidn lato sensu; pero ;jes acaso que existe otra
integral que extienda a la de Riemann y que acepte de forma mads robusta un teorema
tipo fundamental del cdlculo? La respuesta es si, la integral de Henstock-Kurzweil, sin
embargo no nos ocuparemos de ella pues rebasa el objetivo de nuestra tesis.

5.6 Teorema de cambio de variable

Toda vez que hemos demostrado el teorema fundamental del cdlculo en el marco de
las integrales de Lebesgue, nuestra nueva diana serd otro resultado clasico del calculo
elemental: el feorema de cambio de variable; nuestro primer paso en esta direccion es
el siguiente lema de conjuntos invariantes bajo mapeos continuos.

Lema 5.4. Sea F : b[0,1] — R" continua tal que para cualquier € € (0,1) y cualquier
x € db[0,1) se verifica
|F(x)—x| <e. (5.40)

Entonces b[0,1—¢€) C F(b[0,1)).

Demostracion. La prueba es por reduccién al absurdo. Supéngase que existe a €
b[0,1 —¢) tal que a ¢ F(b[0,1)); luego por (5.40) para todo x € 9b[0,1) se sigue
1 — & < |F(x)|, en consequencia a ¢ F(db[0,1)) y por tanto a ¢ F(b[0,1]). Como
consecuencia a estas obervaciones se deriva que el mapeo

G : b[0,1] = b0, 1]
a—F(x)

Xy ——
la—F(x)]
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es continuo. Luego para x € db[0, 1) se cumple
x-(a—F(x))=x-a+x-(x—F(x))—1<la|+e—1<0.

Ello implica que x- G(x) < 0, ya bien x # G(x); mas atin si x € [0, 1) entonces x # G(x)
ya que G(x) € db[0,1). En virtud de ello G no tiene puntos fijos, lo que contradice el
teorema del punto fijo de Brouwer.

|

La siguiente proposicion formaliza la heuristica planteada en la seccién 1.3.

Proposicion 5.10. Sea U C R" abierto y sea F : U — R" un mapeo continuo y difer-
enciable en un punto xq, entonces

lim = |detF'(xo)|- (5.41)

™0 B(r)
Demostracion. Debido a la invarianza bajo translaciones de la medida de Lebesgue,

se puede asumir sin pérdida de generalidad que xo =0y F(xp) = 0.

Hay dos casos a distinguir: F’(0) es invertible o bien no lo es; sup6ngase inicial-
mente el primero de éstos, luego sea

G:U—R!

x— (F'(0))

F(x).
Por construccién se verifica G'(0) = Id; luego basta probar que

lim "(CGOD)
N0 B(V) ’

pues por la proposicion 1.2 se tiene

m(F(b[O, r))) :m<F’(O)G(b[07r))) = |detF’(O)|m(G(b[0, r))).

Por la diferenciabilidad de G, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si x € [0, §) entonces

(5.42)

|G(x) — x| < €]x]|. (5.43)
Se afirma que para r € (0, 6) se valida
b[0,(1—¢€)r) C G(b[0,r)) C b[0,(1+€)r). (5.44)

La primera contencidn se tiene de aplicar el lema 5.4 a b[0,r) (ello en virtud de que se
verifica |G(x) — x| < €r); la segunda se sigue de (5.43) ya que |G(x)| < (1 +¢€)|x|.

Por ultimo de (5.44) se deriva

(1 —8)” <
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lo que concluye (5.42).

Ahora bien si F’(0) no es invertible, entonces la imagen de este operador tiene
medida cero en R”, luego por la regularidad de la medida m, dado € > 0 existe n > 0
tal que para Ey, definido como

ET] = U b[xan)7
xeF'(0) (b[0.1))

se cumple m(Ey) < €. Nétese ademds que si se aplica una homotecia de razén r al
conjunto Ey acontece

m( U b[x,rn)) <er'.
xeF'(0) (b[0.1))

Por la diferenciabilidad de F en el origen, existe 6 > 0 tal que para cualquier x €
b[0,0) se satisface

|F(x) = F'(0)(x)| < mx|.
Sir € (0,6) entonces F (b[0,r)) C Ep,; luego como m(Ey,) < &r", se deriva
m(F(b[0,r))) < er". (5.45)

Dado que 7" = m(b[0,r)) /m(b[0,1)), entonces de la desigualdad (5.45) se sigue
F (b0
m(F(b0.r)
N0 B(r)

Por lo tanto se verifica la ecuacion (5.41).
[ |

Teorema 5.9 (Cambio de variable para integrales de Lebesgue). Dados los subcon-
juntos X, U de R" tales que X es Lebesgue medible, U es abierto, X C U, y dada
G : U — R" continua, inyectiva y diferenciable en X con la propiedad

m(G(U\X)) =0, (5.46)

entonces para cualquier f € L' (m) se satisface
/ fdm:/(foG)|detG’|dm. (5.47)
G(X) X

Demostracién. En virtud del corolario de la proposicién 5.1 se puede asumir que X
tiene medida positiva. La demostracién se parte en los siguientes tres pasos.

(i) SIE€e L yE CU,entonces G(E) € .Z.

(ii) Paratodo E € .Z se verifica

m(G(ENX)) :./XIE|detG’|dm.
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(iii) Para todo A € . se cumple
/ 1Adm:/(leG)\detG'\dm.
G(X) X

Para probar (i) se mostrard que G(E) se expresa como la unién de un conjunto nulo
y un conjunto Fi. Sean Ey, E; C U, E = EyUE] tales que Ej es un conjunto de medida
cero y E1 un conjunto Fg. De la ecuacién (5.46) y de la completitud de la o-dlgebra de
Lebesgue acontece G(Eo \ X) € %, y ademds m(G(Eo \ X)) = 0; luego por el corolario
de la proposicion 5.1 se tiene que G(EgNX) € £ y en este caso también se cumple
m(G(Eo nx )) = 0. En virtud de que G es inyectiva se verifica la igualdad

G(Ey) =G((Eo\X)U(EyNX)) = G(Eg\X) UG(EyNX).

Por cuanto G(Ey) € %, més ain m(G(Ey)) = 0. Por otro lado existe una sucesion (C;)
de conjuntos cerrados tales que E; = |J; C;, ya bien cada C; es un conjunto 6-compacto
pues C; = Uen (Ci N b[O,kD; ello que implica que E; es un conjunto o-compacto y
por la continuidad de G se infiere que G(E]) es un conjunto 6-compacto, lo que valida
G(Ey) € Z. Porlo tanto G(E) = G(EgUE) = G(Ep) UG(E) € .Z, y se concluye (i).

Se probard ahora (ii). Por el teorema de invarianza del dominio (se recuerda el
enunciado: dada f: V — R" donde V C R" es abierto, y f continua e inyectiva, acon-
tece que f(V) es abierto) se sigue que G(U) es abierto. Luego para k € N se define la
sucesion

Ue = (GU)Nblx,k)).

xeU

Asociada a esta familia de abiertos, se define la sucesion de conjuntos de medida finita
Xi := X NU, y con ella se define también la sucesion de funciones

My - L — [0700]
E —m(G(ENXy)).

Se afirma que para toda k € N el mapeo L es una medida positiva finita: es claro por
construccién que L mapea el vacio al cero y que es acotada; la o-aditividad se sigue
en virtud de la inyectividad de G

(Ui E) = m(G((LiE) NXy)) =m(G(U; (EinXy))) = m(U; (G(EiNXk))).

Por el corolario de la proposicién 5.1 se deriva que L < m, luego por el teorema
de Lebesgue-Radon-Nikodym se verifica du; = fidm, donde f; € L'(m); més atin se
satisfacen las hipétesis de la proposicion 5.6, lo que implica que Dy existe salvo quiza
en un conjunto nulo, f; = Dy, y para cualquier E € £ se cumple

e (E) = /E D dm. (5.48)
Se mostrard ahora que para todo x € X; se valida

(D) (x) = |det G’ (x)]. (5.49)
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Por construccién se satisface Uy \ X C U \ X. Luego de la inyectividad de G, y de la
hipétesis (5.46) se sigue que para cualquier conjunto E € .Z

m(G(ENUy)) =m(G(EN (U \ X)) U(ENXk)))
=m(G(EN(U\Xk))) +m(G(ENXy)) = we(E).
Ello implica que se puede reemplazar a X; por Uy en la definicién de ;. Ahora bien sea

X0 € X, luego como Uy, es abierto existe b[xp, r) tal que b[xg,r) C Uy; por construccion
se verifica la igualdad

1 (blxo, 7)) _ m(G(blxo,r)))
B(r) B(r) '

Luego aplicando la proposicién 5.10 se obtiene (5.49), ello aunado a la ecuacidn (5.48)
permite derivar

m(G(ENXy)) = /X 12| det G| dm. (5.50)
k

Asi pues al aplicar el teorema de la convergencia monétona cuando k — oo, se obtiene
la parte (ii) de la prueba.

Por dltimo se demostrard el inciso (iii). Sea A un boreliano, es ficil ver que
lg-1(4) = 14 ©G; dado que 14 es una funcién Borel-medible y G es continua se infiere

que 15-1(4) es Borel medible, y por tanto G~ !(A) € . Ademis por la inyectividad de
G se verifica
G(G 1 (A)NX) =ANG(X). (5.51)

La ecuacién (5.51) aunado al inciso (ii), implican que para toda A € & se verifica
/ Ladm = m(G(G™'(A)NX)) :/ Lo |detGdm.  (552)
G(X) X

Finalmente si N € .Z es un conjunto nulo, entonces existe un boreliano A que
contiene a N y que también tiene medida cero; luego de (5.52) se sigue que (14 o
G)|detG'| =0 c.s. Como 0 < 1y < 14 se infiere que con respecto a (5.52) ambas in-
tegrales se anulan si A es reemplazado por N; en virtud de que un conjunto Lebesgue-
medible se descompone con la unién disjunta de un boreliano con un conjunto nulo, se
satisface (5.52) para cualquier conjunto A Lebesgue-medible, lo que completa la parte
(iii) de la prueba.

Dada f € L' (m), la validez de (5.47) se sigue del inciso (iii) al aplicar el teorema
de la convergencia dominada a una sucesién de funciones escalén que converge pun-
tualmente a f.

[ |
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