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Resumen

Uno de los temas de interés de la F́ısica Estad́ıstica de sistemas alejados del
equilibrio corresponde al movimiento de part́ıculas activas o autopropulsadas. Estas
part́ıculas se hallan intŕınsecamente en situaciones alejadas del equilibrio y son capa-
ces de absorber enerǵıa de su medio ambiente para usarla en su beneficio disipándola
para trasladarse. Los procesos f́ısicos y qúımicos que dan origen al movimiento ac-
tivo son muy complejos, sin embargo, su descripción puede simplificarse a escalas
de tiempo intermedias suficientemente grandes, en comparación de las escalas de
tiempo involucradas en los procesos microscópicos de dichos organismos para trasla-
darse. Por ejemplo, el espermatozoide cuyo tiempo en el que su flagelo da una vuelta
completa es del orden de 0.01 s [1] y el tiempo que transcurre para trasladarse una
longitud equivalente a la longitud de su propia cabeza es de 0.086 s [2, 3]. Otros
ejemplos de materia activa son los ciliados, los mastigóforos, las células germinales,
las larvas invertebradas, los rot́ıferos, entre otros. En general son organismos cuya
longitud es menor a 0.5 mm y viven en un medio acuoso [4].

En esta tesis se estudiará el movimiento activo helicoidal en tres dimensiones
desde la perspectiva de las ecuaciones de Frenet-Serret en su forma matricial de-
terminadas por la curvatura y la torsión. Estas últimas variables son obtenidas de
procesos estocásticos de Ornstein–Uhlenbeck que describen la evolución de la triada
de vectores ortonormales tangente, normal y binormal. Usando el vector tangente
se puede trazar numéricamente la trayectoria de una part́ıcula activa. Finalmente
con ayuda de la teoŕıa de matrices aleatorias y los números cuaternionicos se anali-
zarán los eigenvectores y eigenvalores para diseñar un método, o un algoritmo, para
construir de manera alternativa matrices con las caracteŕısticas que describen las
ecuaciones de Frenet-Serret y aśı lograr simular trayectorias con mayor eficiencia
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computacional. Esto sugiere una conexión entre las matrices aleatorias de rotación
y el movimiento helicoidal activo.

La estructura de esta tesis está conformada por cuatro caṕıtulos. Se empieza por
una breve introducción en el caṕıtulo 1, donde se mencionan aspectos importantes
sobre el movimiento helicoidal, justificando la elección de usar las ecuaciones de
Frenet-Serret, que describen cualquier curva en tres dimensiones, y el proceso es-
tocástico de Ornstein-Uhlenbeck para determinar las variables necesarias para usar
dichas ecuaciones. Adicionalmente se introduce el tema de las matrices aleatorias y
números cuaterniónicos, explicando algunas caracteŕısticas y como están relaciona-
das con el movimiento helicoidal. En el caṕıtulo 2 se desarrollan los aspectos teóricos
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, las ecuaciones de Frenet-Serret, y se abordan los
temas de las matrices aleatorias y cuaterniones para hacer la conexión entre estos
temas más adelante. En el caṕıtulo 3 se construyen las matrices de rotación deri-
vadas de las ecuaciones de Frenet-Serret, se analizan sus propiedades estad́ısticas a
partir de los eigenvalores y eigenvectores, y se propone un método para construirlas
de manera alternativa utilizando los cuaterniones. Finalmente en el caṕıtulo 4 se
describen las conclusiones de los resultados obtenidos como la eficiencia del algorit-
mo construido, se discuten los resultados del análisis de los eigenvectores asociados
al eje de rotación de las matrices que se denotan como eigenejes, al igual que sus
eigenfases, es decir los ángulos de rotación asociados y con ello obtener una conexión
entre las matrices aleatorias y el movimiento activo helicoidal.
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1
CAṔITULO

Introducción

Las propiedades de part́ıculas autopropulsadas han recibido atención en estos
últimos años ya que tienen una gran variedad de aplicaciones, desde la medicina para
dirigir con eficacia un medicamento, o transportar materia gracias a la manipulación
de las propiedades de difusión [5, 6]. Para observar y obtener estas aplicaciones se han
estudiado diferentes modelos estocásticos como el movimiento browniano activo o
Run-and-Tumble que son caminatas usuales en la naturaleza hechas por organismos.
Otro movimiento que pueden exhibir y es usual encontrar en la naturaleza es el
helicoidal [4] que a diferencia de los otros dos anteriores se puede estudiar en dos y
tres dimensiones.

El movimiento helicoidal está presente en diferentes organismos microscópicos
cuya longitud vaŕıa entre 5 a 500 µm. Muchos son los factores que dan origen a este
movimiento, como en el caso de los Loxodes o Paramecios cuya asimetŕıa corporal no
les permiten trasladarse en una linea recta, por lo que tienden a hacer ćırculos, para
compensar esto combinan un movimiento en otro eje para poder trasladarse [7]. Otro
tipo de organismos que nadan en medios con un bajo número de Reynolds como el
E. Coli o espermatozoides tienen flagelos que rotan, lo que da origen a que puedan
auto-propulsarse a lo largo de trayectorias helicoidales [8]. Este tipo de mecanismos
son susceptibles a las señales biológicas que reciben de los mismos organismo [1], lo
que hace que la trayectoria descrita sea una hélice deformada.

Uno de los experimentos que exhiben trayectorias helicoidales es el de Ting-Wei
Su, Liang Xue y Aydogan Ozcan en la referencia [9], donde se observan las diferen-
tes trayectorias encontradas en espermatozoides. En todas se muestran un patrón
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de hélices con fluctuaciones o desviaciones que interrumpen los ciclos, es decir las
vueltas que dan alrededor del eje helicoidal, sin embargo eventualmente recuperan su
dirección preferencial con su movimiento helicoidal. Otro ejemplo más artificial son
las esferas Janus en peróxido de hidrógeno. En el art́ıculo donde participa Andrew
I. Campbell en [10], se observan trayectorias de estas part́ıculas bajo una fuerza
gravitacional, tanto teóricamente como experimentalmente se presenta estas hélices
a lo largo del movimiento donde hay irregularidades al principio del mismo y luego
se estabilizan.

El movimiento helicoidal se describe como una rotación entorno a un eje de tras-
lación, esta trayectoria que describe una part́ıcula se le puede caracterizar por una
curvatura y una torsión, que interpretativamente miden que tan alejada es de una
recta la trayectoria y que tan alejado es su movimiento de un plano, respectiva-
mente. Esta torsión y curvatura están determinadas por su velocidad traslacional y
su velocidad angular de la part́ıcula en ausencia de fluctuaciones [11]. Sin embargo
en la naturaleza están presentes fluctuaciones que podemos modelar con procesos
estocásticos, lo que culmina en una caminata helicoidal estocástica.

Las ecuaciones de Frenet-Serret son tres ecuaciones diferenciales acopladas que
describen la dinámica de tres vectores ortonormales caracteŕısticos de cualquier cur-
va, de los cuales se puede obtener la trayectoria de cualquier part́ıcula, pues usa
como parámetros la curvatura y la torsión. En particular describen un movimiento
helicoidal cuando estos parámetros son constantes. Por otro lado, originalmente el
proceso estocástico de Ornstein-Uhlenbeck es un modelo que describe la dinámica
aleatoria de la velocidad del movimiento difuso de una part́ıcula, donde existe una
fricción de esta con el medio [12]. No obstante se puede usar este proceso para des-
cribir caracteŕısticas de la trayectoria de algunos organismos, como la curvatura y
la torsión. Este proceso tiene las particularidades que su promedio decae exponen-
cialmente en el tiempo, al igual que su varianza y correlación. Esto nos sugiere que
usando este proceso para modelar la curvatura y la torsión deberán existir valores
caracteŕısticos de la curvatura y la torsión promedio. Cabe mencionar este proceso
incluye el ruido térmico, que al integrarlo obtenemos el proceso de Wiener o mejor
conocido como el movimiento browniano. Tanto el proceso de Ornstein-Uhlenbeck,
como el proceso de Wiener son gaussianos es decir que la distribución de los posibles
valores obtenidos del proceso en cada instante de tiempo es una distribución normal.

Una forma de resolver las ecuaciones de Frenet-Serret es usando su forma discreta
[13] que consiste en que la triada de vectores ortonormales está determinada por la
multiplicación de matrices cuyas entradas son la curvatura y la torsión, determinadas
por los procesos de Ornstein-Uhlenbeck, de modo que se tienen matrices con entradas
aleatorias, las cuales pueden ser analizadas desde el punto de vista de la teoŕıa de
matrices aleatorias o RMT por sus siglas en inglés. Otro aspecto de estas matrices
es que son rotaciones. Por otro lado los números cuaterniónicos unitarios, es decir
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números que son una extensión de los números complejos con norma unitaria, están
relacionados con las matrices de rotación, de tal modo que se puede sustituir la
multiplicación de matrices por la multiplicación de cuaterniones y aśı obtener de
manera más eficiente las trayectorias descritas por las ecuaciones de Frenet-Serret.

La teoŕıa de las matrices aleatorias analiza matrices cuyas entradas son aleatorias
con una distribución definida, mediante sus eigenvalores y eigenvectores inducidos
por la distribución de sus entradas. Muchos sistemas complejos se modelan con
estas matrices, uno de los ejemplos más usuales es modelar núcleos pesados, donde
los eigenvalores son enerǵıas asociadas a un hamiltoniano aleatorio con propiedades
de simetŕıa dadas por el problema. Otra aplicación en el área matemática es que
se puede modelar las fluctuaciones de las propiedades de los ceros no reales de la
función zeta de Riemann [14].

Como se mencionó en el párrafo anterior, se pueden modelar hamiltonianos en
forma de matrices hermitianas aleatorias que podemos dividir en tres conjuntos: los
ensambles gaussianos unitarios (GUE), los ensambles gaussianos ortogonales (GOE)
y los ensambles gaussianos simpléctico (GSE). Una de las particularidades de estas
matrices es que la distribución de sus eigenvalores se puede ver como un semićırculo,
que recibe de nombre la distribución de Wigner [15]. Otra caracteŕıstica es que su
distribución de espaciamiento de eigenvalores ordenados de mayor a menor, es la dis-
tribución de ”Wigner surmise”. Por último también se puede estudiar la distribución
del eigenvalor más grande que esta asociada a la distribución de Tracy-Widom [16].
Estas distribuciones son consecuencia de la construcción de las matrices aleatorias,
es decir sus entradas son independientes. Un ejemplo del uso que se le da a la teoŕıa
de matrices aleatorias es estudiar las matrices de correlación para series de tiempo
de dos sectores de la industria aparentemente independientes, como lo que se hace
en el articulo de V. Plerou y colaboradores [17]. Donde se encuentra que el 2 % de
los eigenvalores más grandes muestra desviaciones de las predicciones de la teoŕıa de
matrices aleatorias y se estudian los otros aspectos de las propiedades universales
del GOE. Lo que demuestra que los sectores están correlacionados de alguna forma.

Con estas ideas, podemos pensar en los ensambles circulares reales o en sus siglas
en inglés CRE, que son matrices aleatorias unitarias con entradas reales, es decir
son rotaciones aleatorias, además que es el tipo de operador utilizado para describir
el movimiento helicoidal. El objetivo de este trabajo es encontrar una forma de
construir un subconjunto de matrices del CRE asociadas a trayectorias helicoidales
estocásticas y aśı encontrar una conexión entre matrices aleatorias y el movimiento
activo en tres dimensiones.
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2
CAṔITULO

Marco Teórico

En primer lugar se presentan brevemente los temas subyacentes para el desarro-
llo de esta tesis. Primeramente se describirán algunos detalles del proceso de Orns-
tein–Uhlenbeck que ayudarán a generar los valores de curvatura y torsión necesarios
para usar las ecuaciones de Frenet-Serret. También se discutirá en este caṕıtulo las
ecuaciones de Frenet-Serret, exhibiendo algunas de sus propiedades y explicando la
interpretación geométrica de las mismas. Adicionalmente se introducirán conceptos
de las matrices aleatorias aśı como sus propiedades estad́ısticas de los eigenvalores.
Se usarán estos conceptos más adelante ya que existen matrices asociadas a opera-
dores particulares como lo son las rotaciones que a su vez están relacionadas con los
cuaterniones, estos últimos números de cuatro dimensiones serán de gran utilidad
para el desarrollo de este trabajo.

2.1. Proceso estocástico de
Ornstein–Uhlenbeck

Como se mencionó en la Introducción, el proceso fue propuesto para modelar la
velocidad del movimiento difuso de una part́ıcula, además es un proceso markoviano,
gaussiano y estacionario. En este trabajo consideraremos este proceso estocástico
para modelar la curvatura y la torsión, que son propiedades de las trayectorias en
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tres dimensiones, se discutirá en la siguiente sección que solo hace falta conocer estas
dos variables para generar la dinámica de part́ıculas u organismos que se mueven de
manera helicoidal.

El proceso, o cadena de Markov, se formula en términos de probabilidades con-
dicionales. Dada una sucesión de variables aleatorias X1, X2, . . . Suponemos que la
probabilidad que Xn+1 tome un valor alrededor de x solo depende de la medición
anterior Xn = xn. Esta propiedad se puede resumir en la igualdad

P (Xn+1 = x|X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) = P (Xn+1 = x|Xn = xn). (2.1.1)

Un proceso estocástico X1, X2, . . . es gaussiano si la distribución de probabilidad
conjunta de sus valores medidos x1, x2, . . . es gaussiana. Y un proceso estacionario
es un proceso estocástico cuya distribución de probabilidad en tiempos largos tiene
una distribución fija.

La ecuación diferencial estocástica que describe el proceso de Ornstein–Uhlenbeck
en la forma de Langevin es

dXt

dt
= −γ(Xt − µ0) + ξ(t), (2.1.2)

donde ξ(t) es un ruido blanco gaussiano con promedio cero 〈ξ(t)〉 = 0 y covarianza
〈ξ(t)ξ(s)〉 = 2Γδ(t−s) con Γ constante (próximamente se va integrar numéricamente
para hacer simulaciones).

Podemos dar una solución anaĺıtica de Xt, ya que es una ecuación de primer
orden lineal no homogénea, dada por

Xt = x0e
−γt + µ0(1− e−γt) +

∫ t

0
ξ(s)e−γ(t−s)ds, (2.1.3)

donde x0 es la condición inicial y µ0 es el termino promedio donde amortigua el
proceso estocástico Xt. Esto último lo podemos justificar si calculamos el promedio
〈Xt〉 (figura 2.1),

〈Xt〉 =
〈
x0e
−γt + µ0(1− e−γt) +

∫ t

0
ξ(s)e−γ(t−s)ds

〉
, (2.1.4)

〈Xt〉 = x0e
−γt + µ0(1− e−γt) +

∫ t

0
〈ξ(s)〉e−γ(t−s)ds, (2.1.5)

〈Xt〉 = x0e
−γt + µ0(1− e−γt), (2.1.6)

entonces calculando el ĺımite cuando el tiempo tiende a infinito o a tiempos largos
obtenemos que el valor promedio está dado por

ĺım
t→∞
〈Xt〉 = µ0. (2.1.7)
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Figura 2.1: Ejemplo de 100 trayectorias del proceso de Ornstein–Uhlenbeck con con-
dición inicial en x0 = −10, constantes γ = 0.1 y Γ = 2 y valor de amortiguamiento
µ0 = 20. La sombra azul representa tres veces el error 3σ del promedio que describe
la linea azul.

Por otro lado comprobamos que es un proceso cuya correlación decae exponen-
cialmente calculando 〈Xt, Xs〉 con s < t

〈Xt, Xs〉 =
〈(
Xs − 〈Xs〉

)(
Xt − 〈Xt〉

)〉
,

〈Xt, Xs〉 = Γ
γ
e−γ(t−s). (2.1.8)

Con ayuda de la forma de Langevin (2.1.2), podemos deducir la ecuación de
Fokker-Planck [18]. Para ello usaremos que la solución (2.1.3) donde Xt está asociada
a una densidad de probabilidad P (x, t) que nos da la probabilidad P (x, t)dx de medir
Xt en un intervalo x ≤ Xt ≤ x+ dx. Podemos determinar P (x, t) como el promedio
de la distribución de Dirac sobre una infinidad de trayectorias independientes:

P (x, t) = 〈δ(x−Xt)〉ξ. (2.1.9)

Si derivamos con respecto al tiempo y representamos a la delta de Dirac como una
transformada de Fourier podemos escribirlo como

∂

∂t
P (x, t) =

〈
d

dt

1√
2π

∫ ∞
−∞

eik(x−Xt)dk
〉
ξ
, (2.1.10)

∂

∂t
P (x, t) =

〈 1√
2π

∫ ∞
−∞

eik(x−Xt)(−ik)dXt

dt
dk
〉
ξ
, (2.1.11)

(2.1.12)
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reescribiendo el factor eik(x−Xt)(−ik) como una derivada parcial − ∂
∂x
eik(x−Xt) pode-

mos derivar la solución de la ecuación de Langevin

∂

∂t
P (x, t) =

〈 1√
2π

∫ ∞
−∞
− ∂

∂x

(
eik(x−Xt)

)
(−γ(Xt − µ0) + ξ(t))dk

〉
ξ
, (2.1.13)

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x

〈 1√
2π

∫ ∞
−∞

eik(x−Xt)(−γ(Xt − µ0) + ξ(t))dk
〉
ξ
, (2.1.14)

observamos que la integral 1√
2π
∫∞
−∞ e

ik(x−Xt) es la delta de Dirac δ(x−Xt)

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x

〈
δ(x−Xt)(−γ(Xt − µ0) + ξ(t))

〉
ξ
, (2.1.15)

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
〈δ(x−Xt)(−γ(Xt − µ0))〉ξ −

∂

∂x
〈δ(x−Xt)ξ(t)〉ξ. (2.1.16)

La ecuación (2.1.16) es el promedio respecto al ruido blanco y se reescribe como

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
〈δ(x−Xt)〉ξ(−γ(x− µ0))− ∂

∂x
〈δ(x−Xt)ξ(t)〉ξ. (2.1.17)

El promedio con respecto al ruido blanco de la delta de Dirac es P (x, t), entonces

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
((−γ(x− µ0))P (x, t))− ∂

∂x
〈δ(x−Xt)ξ(t)〉ξ. (2.1.18)

El último término se calcula usando el teorema de Novikov [19]

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ = −Γ ∂

∂x
P (x, t). (2.1.19)

El cálculo para obtener la ecuación (2.1.19) se encuentra en el apéndice A. Aśı
terminamos de escribir la ecuación (2.1.18) sustituyendo el último termino con la
ecuación (2.1.19)

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
((−γ(x− µ0))P (x, t)) + ∂

∂x
Γ ∂

∂x
P (x, t), (2.1.20)

por comodidad escribimos P (x, t) = P , entonces tenemos la ecuación de Fokker-
Planck del proceso de Ornstein–Uhlenbeck

∂P

∂t
= ∂

∂x
(γ(x− µ0)P ) + Γ∂

2P

∂x2 . (2.1.21)

Nos damos cuenta que es una ecuación diferencial parcial parabólica con condi-
ción inicial P (x, 0) = δ(x− x0) que escribimos como

∂P

∂t
= Γ∂

2P

∂x2 + γ(x− µ0)∂P
∂x

+ γP. (2.1.22)
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Como tenemos condiciones de frontera tal que la distribución decae lo suficiente-
mente rápido en infinito resolvemos la ecuación diferencial parcial usando la trans-
formada de Fourier donde F [P (x, t)] = P(k, t) = P , entonces la solución de la
ecuación (2.1.22) es

P(k, t) = 1√
2π

exp
[
−Γk2

2γ
(
1− e−2γt

)]
exp

[
−ik

(
µ0 + (x0 − µ0)e−2γt

)]
, (2.1.23)

los detalles se encuentran en el apéndice B.

Para obtener la función de densidad de probabilidad usamos la transformada
inversa de Fourier y hacemos un cambio de variable por comodidad, donde a =
µ0 +(x0−µ0)e−2γt y 1

4µ = Γ
2γ (1− e−2γt) entonces µ = γ

2Γ(1−e−2γt) , con esto escribimos

P(k, t) =
√

2µ√
2π
√

2π
(

1√
2µe

−k2/4µ
)(

1√
2π
, e−ika

)
, (2.1.24)

aplicamos la transformada inversa de Fourier

P (x, t) =
√
µ

π

(√
2πF−1

[
1√
2µe

−k2/4µ 1√
2π
e−ika

])
, (2.1.25)

P (x, t) =
√
µ

π

(
e−µx

2 ∗ δ(x− a)
)

(2.1.26)

P (x, t) =
√
µ

π

(
e−µ(x−a)2)

, (2.1.27)

sustituyendo a y µ por los valores anteriores obtenemos la solución de la ecuación
de Fokker-Planck (2.2)

P (x, t) =
√

γ

2πΓ (1− e−2γt) exp
[
− γ

2Γ
(x− (µ0 + (x0 − µ0)e−γt))2

(1− e−2γt)

]
. (2.1.28)

Si hacemos µ0 = 0, obtenemos

P (x, t) =
√

γ

2πΓ (1− e−2γt) exp
[
− γ

2Γ
(x− x0e

−γt)2

(1− e−2γt)

]
, (2.1.29)

que es el resultado obtenido en el libro del Dr. Hannes Risken [18].

Observamos que para todo tiempo es una distribución gaussiana (figura 2.2), en
particular cuando es estacionaria en el ĺımite

ĺım
t→∞

P (x, t) =
√

γ

2πΓ exp
[
− γ

2Γ (x− µ0)2
]
, (2.1.30)

Nos damos cuenta que su promedio es x0 y varianza Γ
γ

que es exactamente lo que
obtenemos en la ecuación (2.1.7) y cuando s = t en la ecuación (2.1.8), respectiva-
mente.

8



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

Figura 2.2: Ejemplo de la distribución obtenida de la ecuación de Fokker-Planck
usando la ecuación (2.1.28) del proceso de Ornstein–Uhlenbeck con condición inicial
en x0 = −10, constantes γ = 0.1 y Γ = 2 y valor de amortiguamiento µ0 = 20. Se
observan diferentes tiempos.

2.2. Ecuaciones de Frenet-Serret

Para el propósito de este trabajo es importante estudiar las ecuaciones diferen-
ciales de Frenet-Serret ya que ayudan a describir la trayectoria ~r(t) de organismos
que tienen una dinámica en tres dimensiones mediante la evolución de la triada de
vectores unitarios tangente T̂ , normal N̂ y binormal B̂ que son una base ortonormal
caracteŕıstica de la curva que genera cualquier part́ıcula puntual.

La definición del vector unitario tangente T̂ (t) es la dirección de la derivada de
la posición, es decir la dirección de la velocidad que escribimos como

T̂ (t) =
d~r
dt∥∥∥d~r
dt

∥∥∥ = ~v(t)
‖~v(t)‖ = ~v(t)

v
, (2.2.1)

también si derivamos el vector tangente y lo dividimos entre su norma obtenemos
el vector normal N̂(t) sin embargo no lo podemos interpretar directamente como la
dirección de la aceleración ya que esta se compone de una aceleración tangencial y
normal

N̂(t) =
dT̂
dt∥∥∥dT̂
dt

∥∥∥ . (2.2.2)

9
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Por otro lado el vector binormal B̂ debe ser ortonormal a los vectores tangente y
normal, por lo que está definido como

B̂(t) = T̂ (t)× N̂(t). (2.2.3)

La función κ :=
∥∥∥dT̂
ds

∥∥∥ esta definida como la curvatura y se interpreta como un
número que describe que tan alejada es una curva de una recta. La variable s es el
arco de longitud propia de la curva ~r(t) dada por

s(t) =
∫ t

0

∥∥∥∥∥ ddt′~r(t′)
∥∥∥∥∥ dt′. (2.2.4)

Entonces la ecuación (2.2.2) la reescribimos como

N̂(t) =
dT̂
dt∥∥∥dT̂
dt

∥∥∥ , (2.2.5)

N̂(t) =
dT̂
dt∥∥∥dT̂

ds
ds
dt

∥∥∥ , (2.2.6)

N̂(t) =
dT̂
dt

κv
. (2.2.7)

(2.2.8)

De esta última expresión obtenemos la primera ecuación de Frenet-Serret

dT̂

dt
= vκN̂. (2.2.9)

Para deducir la siguiente ecuación de Frenet-Serret expandimos la derivada del
vector normal en términos de la triada {T̂ , N̂ , B̂}

dN̂

dt
=
(
dN̂

dt
· T̂
)
T̂ +

�
��

�
��*

0(
dN̂

dt
· N̂

)
N̂ +

(
dN̂

dt
· B̂
)
B̂, (2.2.10)

dN̂

dt
= −

(
dT̂

dt
· N̂

)
T̂ +

(
dN̂

dt
· B̂
)
B̂, (2.2.11)

dN̂

dt
= −vκT̂ +

(
dN̂

dt
· B̂
)
B̂. (2.2.12)

La función τ := 1
v

(
dN̂
dt
· B̂
)

se conoce como la torsión y se interpreta como la medida
de que tan alejado es el movimiento de un plano, con esta definición obtenemos la
siguiente ecuación de Frenet-Serret

dN̂

dt
= −vκT̂ + vτB̂. (2.2.13)

10
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Para la derivada del vector binormal hacemos la misma expansión para obtener
la tercera ecuación de Frenet-Serret

dB̂

dt
=
(
dB̂

dt
· T̂
)
T̂ +

(
dB̂

dt
· N̂

)
N̂ +

�
�
�
�
��>

0(
dB̂

dt
· B̂
)
B̂, (2.2.14)

dB̂

dt
= −

�
��

�
��
�*0(

dT̂

dt
· B̂
)
T̂ −

(
dN̂

dt
· B̂
)
N̂ , (2.2.15)

dB̂

dt
= −vτN̂ . (2.2.16)

Las tres expresiones (2.2.9), (2.2.13) y (2.2.16) son las tres ecuaciones diferen-
ciales acopladas de Frenet-Serret dependientes del tiempo [20]

dT̂

dt
= vκN̂, (2.2.17a)

dN̂

dt
= −vκT̂ + vτB̂ (2.2.17b)

dB̂

dt
= −vτN̂ . (2.2.17c)

Podemos obtener una expresión explicita de la curvatura κ y la torsión τ en
términos de vectores conocidos de la curva que describe cualquier part́ıcula puntual
en tres dimensiones, para ello recordemos que la aceleración la podemos calcular
derivando la norma de la velocidad v = ‖~v(t)‖ multiplicada por T̂ , ya que ambos son
dependientes del parámetro temporal, y considerando la ecuación (2.2.1) y (2.2.2)

~a(t) = d

dt
(vT̂ ) = T̂

dv

dt
+ v

dT̂

dt
= T̂

dv

dt
+ vN̂

∥∥∥∥∥dT̂dt
∥∥∥∥∥ , (2.2.18)

con esto despejamos el vector normal y tener una expresión para B̂ en términos
de la velocidad y la aceleración. Usando la ecuación (2.2.3) y nuevamente (2.2.1),
obtenemos que

B̂ = T̂ ×

~a(t)− dv
dt
T̂

v
∥∥∥dT̂
dt

∥∥∥
 , (2.2.19)

B̂ = 1
v
∥∥∥dT̂
dt

∥∥∥
(
T̂ × ~a(t)

)
, (2.2.20)

B̂ = 1
v2
∥∥∥dT̂
dt

∥∥∥ (~v(t)× ~a(t)) . (2.2.21)

11
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Si recordamos que la norma del producto se puede calcular como

‖~v(t)× ~a(t)‖ =
√

(~v(t) · ~v(t))(~a(t) · ~a(t))− (~v(t) · ~a(t))2 = v2
∥∥∥∥∥dT̂dt

∥∥∥∥∥ , (2.2.22)

entonces el vector Binormal B̂ lo reescribimos como

B̂ = ~v(t)× ~a(t)
‖~v(t)× ~a(t)‖ . (2.2.23)

Por otro lado se desarrollamos el producto vectorial con la ecuación (2.2.17a)

~v(t)× ~a(t) = T̂ v ×
(
T̂
dv

dt
+ vN̂

∥∥∥∥∥dT̂dt
∥∥∥∥∥
)

= T̂ v × vN̂
∥∥∥∥∥dT̂dt

∥∥∥∥∥ , (2.2.24)

= v3κ(T̂ × N̂) = v3κB̂. (2.2.25)

Entonces tenemos una expresión en términos de la velocidad y la aceleración para
la curvatura

κ = ‖~v(t)× ~a(t)‖
v3 . (2.2.26)

Finalmente se puede también obtener una expresión para la torsión si deriva-
mos la aceleración y considerando la ecuación (2.2.17a) que nos da la curvatura en
términos de la derivada de la tangente y la normal. También usaremos la ecuación
(2.2.17b) para sustituir la derivada del vector normal

d

dt
~a(t) = T̂

d2v

dt2
+ dv

dt

dT̂

dt
+ N̂

d

dt
(v2κ) + v2κ

dN̂

dt
, (2.2.27)

d

dt
~a(t) = T̂

d2v

dt2
+ dv

dt
v2κN̂ + N̂

d

dt
(v2κ) + v2κ(−vκT̂ + vτB̂), (2.2.28)

d

dt
~a(t) =

(
d2v

dt2
− v3k2

)
T̂ +

(
dv

dt
v2κ+ d

dt
(v2κ)

)
N̂ + v3κτB̂. (2.2.29)

Como se puede notar la derivada de la aceleración tiene la triada de vectores tangen-
te, normal y binormal por lo que podemos hacer el producto escalar con el producto
vectorial entre la velocidad y la aceleración, es decir

(~v(t)× ~a(t)) ·
(
d

dt
~a(t)

)
= v6κ2τ, (2.2.30)

usando la ecuación (2.2.26) podemos obtener la torsión en términos de la velocidad,
la aceleración y la derivada de la aceleración

τ =
(~v(t)× ~a(t)) ·

(
d
dt
~a(t)

)
‖~v(t)× ~a(t)‖2 . (2.2.31)
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Por último podemos obtener el vector de Darboux ~ω, que es la rotación ins-
tantánea de la triada de vectores {T̂ , N̂ , B̂} entorno al vector ~ω, con velocidad
angular ‖~ω‖ [21]. Consideramos una part́ıcula que viaja según una trayectoria des-
crita por ~r(t), cualquier rotación que sufra esta part́ıcula en terminos del marco de
referencia de Frenet-Serret estará descrita por la siguiente combinación lineal [22]

~ω = ω1T̂ + ω2N̂ + ω3B̂. (2.2.32)

Recordando la definición de velocidad angular

d

dt
~r(t) = ~ω ×~r(t), (2.2.33)

lo aplicamos para cada vector del sistema de referencia de Frenet-Serret [23]

dT̂

dt
= ~ω × T̂ = ω3N̂ − ω2B̂, (2.2.34a)

dN̂

dt
= ~ω × N̂ = −ω3T̂ + ω1B̂, (2.2.34b)

dB̂

dt
= ~ω × B̂ = ω2T̂ − ω1N̂ , (2.2.34c)

con ello comparamos las ecuaciones (2.2.17) y notar que la curvatura y la torsión
son componentes del vector velocidad angular, además que ω2 = 0 significa que las
rotaciones instantáneas solo suceden en el plano generado por el vector tangente T̂
y binormal B̂. Por lo que obtenemos que el vector de Darboux es

~ω = vκB̂ + vτ T̂ . (2.2.35)

Si derivamos el vector de Darboux con la curvatura κ y la torsión τ constantes,
obtenemos que es cero, lo que nos indica que la velocidad angular neta es constante
en todo momento, más aún con estas suposiciones, pensando que la magnitud de la
velocidad es constante y considerando la ecuación (2.2.17a) obtenemos la relación
usual entre la velocidad tangencial y la velocidad angular

d

dt
~v(t) = d

dt
(~ω ×~r), (2.2.36)

v
dT̂

dt
= ~ω × ~v(t), (2.2.37)

v2κN̂ = ~ω × ~v(t). (2.2.38)

La norma de esta última ecuación es un resultado reportado en el art́ıculo de Frie-
drich [11], es decir que para una curvatura constante siempre podemos escribirla
como

κ = ‖~ω × ~v(t)‖
v2 . (2.2.39)
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Figura 2.3: Ejemplo de la solución de las ecuaciones de Frenet-Serret que genera una
hélice (ver apéndice C). El vector verde indica el vector tangente T̂ , en vector rojo
el norma N̂ y el morado el binormal B̂. Con κ = τ = 3

18 m
−1 y v = 50 m.

Un caso particular es para una torsión y curvatura constantes. Las ecuaciones de
Frenet-Serret describen hélices (ver figura 2.3), un ejemplo de ello es si consideramos
el problema del ciclotrón con una componente de la velocidad en el eje Z constante.
La demostración de este ejemplo está en el apéndice C. El problema que trataremos
en esta tesis es el caso donde hay fluctuaciones de esta constante y para ello se
utilizará el proceso antes mencionado en la sección 2.1, el proceso de Ornstein-
Uhlenbeck debido a sus propiedades estad́ısticas.

2.3. Matrices Aleatorias

Las matrices aleatorias son aquellas cuyas entradas corresponden a una variable
aleatoria determinada por una distribución de probabilidad dada, sus eigenvalores
tienen propiedades estad́ısticas bien definidas de acuerdo al ensamble del que se trate.
Un ejemplo de los más estudiados es el ensamble gaussiano, cuya caracteŕıstica es
que son matrices hermitianas cuyas entradas pueden ser números reales, complejos o
cuaterniones, estos últimos son una extensión de los números complejos, se componen
de un número real y tres números imaginarios, se discutirá más adelante en la sección
2.4. Históricamente estas matrices se usaron para describir los niveles energéticos de
núcleos pesados y también describen sistemas cuánticos con simetŕıas temporales o
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rotacionales. Estas caracteŕısticas se pueden definir de manera formal.

El ensamble gaussiano ortogonal (GOE, del inglés Gaussian Orthogonal Ensam-
ble) se define como el conjunto de matrices reales simétricas que cumplen:

1. La probabilidad P (H)dH que la matriz H pertenece al elemento de volumen

dH =
∏
k≤j

dHkj, (2.3.1)

es invariante ante transformaciones reales ortogonales W :

P (H ′)dH ′ = P (H)dH, (2.3.2)

donde H ′ = W THW y W TW = WW T = I, donde W es una matriz real
ortogonal.

2. La función de densidad de probabilidad P (H) es el producto de funciones
fkj de probabilidad de cada entrada de Hkj, las cuales dependen de una sola
variable:

P (H) =
∏
k≤j

fkj(Hkj), (2.3.3)

dicho de otro modo que los elementos Hkj, para k ≤ j son estad́ısticamente
independientes.

Podemos interpretarlo como el conjunto hamiltonianos que son invariantes a la
inversión temporal y rotaciones.

El ensamble gaussiano simpléctico (GSE, del inglés Gaussian Symplectic Ensam-
ble) se define como el conjunto de matrices cuaterniónicas auto-duales hermitianas,
esto quiere decir que las entradas de esta matriz son números cuaternionicos, una
extención de los complejos que tienen una parte real y tres partes imaginarias. Por
otro lado que sean auto-duales hermitianas nos referimos a que las matrices tienen
su parte real simétrica y su parte imaginaria antisimétrica, que cumplen:

1. La probabilidad P (H)dH que la matriz H pertenece al elemento de volumen

dH =
∏
k≤j

dH
(0)
kj

3∏
λ=1

∏
k<j

dH
(λ)
kj , (2.3.4)

donde λ = 0, 1, 2, 3 denotan a las unidades reales e imaginarias i, j y k, res-
pectivamente, es invariante ante transformaciones simplécticas W tal que:

P (H ′)dH ′ = P (H)dH, (2.3.5)
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donde H ′ = WRHW y WRW = WWR = I, en este caso se denota a WR

como la matriz transpuesta conjugada de W .

2. La función de densidad de probabilidad P (H) es el producto de funciones
fkj de probabilidad de cada entrada de Hkj, las cuales dependen de una sola
variable:

P (H) =
∏
k≤j

f
(0)
kj (H(0)

kj )
3∏

λ=1

∏
k<j

f
(λ)
kj (H(λ)

kj ), (2.3.6)

Este tipo de hamiltonianos son invariantes ante la inversión temporal, en este
caso no se obtiene la invarianza rotacional.

El ensamble gaussiano unitario (GUE, del inglés Gaussian Unitary Ensamble) se
define como el conjunto de matrices complejas hermitianas, que cumplen:

1. La probabilidad P (H)dH que la matriz H pertenece al elemento de volumen

dH =
∏
k≤j

dH
(0)
kj

∏
k<j

dH
(1)
kj , (2.3.7)

es invariante ante transformaciones unitarias complejas U :

P (H ′)dH ′ = P (H)dH, (2.3.8)

donde H ′ = U (−1)HU , donde U es una matriz unitaria.

2. La función de densidad de probabilidad P (H) es el producto de funciones
fkj de probabilidad de cada entrada de Hkj, las cuales dependen de una sola
variable:

P (H) =
∏
k≤j

f
(0)
kj (H(0)

kj )
∏
k<j

f
(1)
kj (H(1)

kj ), (2.3.9)

Este tipo de hamiltonianos no son invariantes ante rotaciones ni inversión tem-
poral.

Dadas estas definiciones se puede especificar la función de densidad de probabi-
lidad P (H) con el teorema de Porter y Rosenweig [24] donde para los tres casos se
escribe [14]

P (H) = exp(−a tr(H2) + b tr(H) + c), (2.3.10)

donde a es un real positivo y b y c son reales. Se nombran como ensambles Gaussianos
ya que su distribución tiene la forma de una distribución normal. A partir de la
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ecuación (2.3.10) [25] podemos definir de otra forma los ensambles Gaussianos con
los elementos de sus respectivas matrices.

Una matriz hermitiana de N ×N pertenece al ensamble gaussiano ortogonal si
los elementos de la diagonal tienen una distribución normal con promedio µ = 0 y
varianza σ2 = 1, N(0, 1), y los elementos triangulares superiores una distribución
normal N(0, 1

2). De modo que la función de densidad de probabilidad es

P (HGOE) =
N∏
k=1

1√
2π
e−

H2
kk
2

∏
1≤k<j≤N

1√
π
e−H

2
kj = AN

N∏
k,j=1

e−
1
2H

2
kj (2.3.11)

P (HGOE) = AN exp
(
−1

2 tr(H2
GOE)

)
. (2.3.12)

Una matriz hermitiana de N × N pertenece al ensamble gaussiano unitario si
sus elementos de la diagonal son reales con distribución normal N(0, 1√

2), mientras
que los elementos triangulares superiores tienen una distribución normal en su parte
real N(0, 1

2) e imaginaria N(0, 1
2). Denotaremos un número complejo aleatorio como

N(0, 1
2)+iN(0, 1

2) donde se escribe su distribución en su parte real e imaginaria. Esta
notación es útil para obtener la distribución de la norma de un número complejo
aleatorio con densidades de probabilidad independientes entre sus componentes. Con
esto la función de densidad de probabilidad es

P (HGUE) =
N∏
k=1

1√
π
e−H

2
kk

∏
1≤k<j≤N

2
π
e−2|Hkj |2 = AN

N∏
k,j=1

e−|Hkj |
2
, (2.3.13)

P (HGUE) = AN exp
(
− tr(H2

GUE)
)
. (2.3.14)

Para definir el último ensamble, vale la pena mencionar que las matrices de
cuaterniones se pueden ver como matrices de N × N cuyas entradas son matrices
de 2× 2 de la forma [

z w
−w̄ z̄

]
, (2.3.15)

donde z y w son números complejos. Esta matriz de 2× 2 es un cuaternio de forma
matricial cuya base está dada por matrices complejas que se escriben como

e0 =
[
1 0
0 1

]
, e1 =

[
i 0
0 −i

]
, e2 =

[
0 1
−1 0

]
, e3 =

[
0 i
i 0

]
, (2.3.16)

entonces cualquier cuaternio q se puede escribir en términos de estas matrices de la
forma q = c0e0 + c1e1 + c2e2 + c3e3, con ci reales e i = 0, 1, 2, 3. También podemos
definir su forma dual o su conjugado q̄

q̄ = c0e0 − c1e1 − c2e2 − c3e3, (2.3.17)
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

con esta definición el conjugado de la forma matricial de un cuaternio es[
z̄ −w
w̄ z

]
. (2.3.18)

Para construir una matriz hermitiana podemos considerar que los elementos de
la matriz (2.3.18) también son matrices z y w con elementos zkj y wkj con ello z̄ y
w̄ son las matrices cuyos elementos son conjugados z̄kj y w̄kj respectivamente.

Con esto podemos dar la definición alterna para una matriz hermitiana de N×N
que pertenece al ensamble gaussiano simpléctico. Los elementos de cada diagonal zjj
de los cuaterniones deben ser reales, estos deben ser de distribución normal N(0, 1

2),
mientras que los elementos triangulares superiores de la forma zkj = ukj + ivkj y
wkj = u′kj + iv′kj tienen una distribución normal de la forma N(0, 1

2
√

2) + iN(0, 1
2
√

2).
De esta forma podemos dar la función de densidad de probabilidad para este caso,
que es

P (HGSE) =
N∏
k=1

√
2
π
e−2z2

kk

∏
1≤k<j≤N

4
π
e−4|zkj |2

∏
1≤k<j≤N

4
π
e−4|wkj |2 (2.3.19)

= AN
N∏

k,j=1
e−2|zkj |2

N∏
k,j=1

e−2|wkj |2 , (2.3.20)

P (HGSE) = AN exp
(
−2 tr(H2

GSE)
)
. (2.3.21)

Se puede notar que la función de densidad de probabilidad de las ecuaciones
(2.3.12), (2.3.14) y (2.3.21) son perfectamente equivalentes a las primeras definicio-
nes (2.3.3),(2.3.9) y (2.3.6), respectivamente, mostradas anteriormente junto con la
distribución obtenida del teorema de Porter y Rosenweig (2.3.10).

Al estar considerando matrices hermitianas sabemos que sus eigenvalores existen
y son reales, por lo que podemos preguntarnos sobre cual serán las propiedades es-
tad́ısticas de estos, que se obtienen de la función de densidad de probabilidad P (H).
La densidad de probabilidad conjunta de los eigenvalores se calcula para cada en-
samble utilizando la propiedad de que las matrices hermitianas son diagonalizables,
por lo tanto su traza es la suma de sus eigenvalores, y usando la expresión obtenida
del teorema de Porter y Rosenweig (2.3.10) en términos de los eigenvalores y otros
parámetros. Los detalles de estos cálculos están en la referencia [14]. Se obtiene la
expresión

PNβ(λ1, . . . , λN) = CNβ exp
−1

2β
N∑
j=1

λ2
j

 ∏
1≤k<j≤N

|λk − λj|β, (2.3.22)
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CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

que dependiendo de β se obtiene la distribución para cada ensamble, donde N es la
dimensión de la matriz y β = 1 se refiere al ensamble Gaussiano ortogonal, β = 2 si
es unitario y β = 4 para el simpléctico.

Con la densidad de probabilidad conjunta (2.3.22) se puede calcular la distribu-
ción marginal

σN(λ) = N
∫ ∞
−∞
· · ·

∫ ∞
−∞

PNβ(λ, λ2, . . . , λN)dλ2 · · · dλN , (2.3.23)

para matrices muy grandes se puede hacer una analoǵıa con un gas de N part́ıculas
con interacciones de pares coulombianas en un medio con una densidad de carga,
mejor conocido como un gas logaŕıtmico.

Para describir esta analoǵıa recordemos ensamble canónico que es el formalismo
de la f́ısica estad́ıstica aplicado a un sistema de N part́ıculas que se mueven en
un dominio Ω a una temperatura T . Se obtiene que la función de densidad de
probabilidad para el evento de part́ıculas en as posiciones ~r1, . . . , ~rN es

P (~r1, . . . , ~rN) = 1
Zn
e−βU(~r1,...,~rN ), (2.3.24)

donde U(~r1, . . . , ~rN) es la engŕıa potencial total del sistema, β := 1
kBT

(kB es la
constante de Boltzmann) y ZN es una constante de normalización.

Para un potencial logaŕıtmico coulombiano de enerǵıa U , se puede calcular pen-
sando que las part́ıculas se mueven en un plano. El potencial electrostático Φ en el
punto ~r debido a la carga ~r′, es obtenida de la solución de la ecuación de Poisson
[25]

∇2
~rΦ(~r, ~r′) = −2πδ(~r − ~r′), (2.3.25)

Φ(~r, ~r′) = − log(|~r − ~r′|/l), (2.3.26)

donde l es una longitud arbitraria, por simplicidad usaremos l = 1.

Este sistema se compone de N part́ıculas con carga q. Si solo estuvieran las
part́ıculas cargadas, estas se repeleŕıan entre ellas hasta la frontera, para evitar
esto se puede utilizar una densidad de carga externa de −qρb(~r) de tal modo que∫

Ω ρb(~r)d~r = N . La enerǵıa potencial total U es la suma de la enerǵıa electrostática
de la interacción entre part́ıculas

U1 := −q2 ∑
1≤k<j≤N

log|~rk − ~rj|, (2.3.27)

las part́ıculas y la densidad de carga externa −qρb(~r)

U2 = q2
N∑
k=1

V (~rk) (2.3.28)
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

donde
V (~rk) :=

∫
Ω

log|~rk − ~r|ρb(~r)d~r, (2.3.29)

y la interacción la densidad de carga externa −qρb(~r), consigo misma

U3 = −q
2

2

∫
Ω
d~r′ρb(~r′)

∫
Ω
d~rρb(~r) log|~r′ − ~r| = −q

2

2

∫
Ω
ρb(~r′)V (~r′)d~r′ (2.3.30)

Como U = U1+U2+U3 entonces podemos sustituirlo en la ecuación del ensamble
canónico (2.3.24), por lo tanto la densidad de probabilidad de un gas logaŕıtmico es

P (~r1, . . . , ~rN) = e−βU3
N∏
k=1

e−βq
2V (~rk) ∏

1≤k<j≤N
|~rk − ~rj|βq

2
. (2.3.31)

Si comparamos la densidad de probabilidad de un gas logaŕıtmico (2.3.31) y la
densidad de probabilidad de los eigenvalores de las matrices hermitianas (2.3.22)
podemos observar que el potencial V (~rk) que genera la densidad de carga externa
−qρb(~r), debe ser armónico, de la forma x2

2 +C, entonces la posición de las part́ıculas
cargadas externas corresponde idénticamente a la localización de los eigenvalores,
más aun la densidad de carga −qρb(y) = −qσN(y) está dada por la ecuación integral

x2

2 + C =
∫ ∞
−∞

σN(y) log|x− y|dy, (2.3.32)

los detalles de esta analoǵıa se pueden consultar en la referencia [25], donde el
resultado es la distribución semi-circular de Wigner (ver figura 2.4)

σN(λ) = 2
π

1√
2Nβ

√
1− λ2

2Nβ , (2.3.33)

en el dominio |λ| <
√

2Nβ.

El ensamble gaussiano tiene otras propiedades estad́ısticas de los eigenvalores que
valen la pena mencionar como la distribución de espaciamiento donde si tenemos
una matriz de dimensión N y ordenamos los eigenvalores λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ . . . ≤ λN
podemos obtener densidad de probabilidad de la cantidad λk − λj donde k > j a
esto se le conoce como la distribución de Wigner surmise. Por último el eigenvalor
más grande también tiene la distribución de Tracy-Widom asociada [26].

En la teoŕıa de matrices aleatorias no solo están involucrados los hamiltonia-
nos, si no que se puede extender a matrices unitarias y ortogonales en general que
denotaremos como S cuyos eigenvalores son de la forma eiθj , donde denotaremos
estos ángulos θj como eigenfases que pueden tener un valor en el intervalo [0, 2π].
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(a) GOE (b) GUE

(c) GSE

Figura 2.4: Distribuciones del los eigenvalores de 1000 matrices pertenecientes a los
ensambles gaussianos de 300× 300 con la distribución circular normalizada.

A este conjunto se le conoce como ensamble circular. El ensamble que se tratará en
esta tesis será el ensamble real circular o en sus siglas en inglés CRE que se pueden
interpretar como rotaciones reales en tres dimensiones. Más adelante en el siguiente
capitulo se dará detalles como construir estas matrices en términos de la curvatu-
ra y torsión estocástica de tal manera que describa la dinámica de una part́ıcula
helicoidal.

2.4. Cuaterniones de Rotaciones

En secciones anteriores se ha expuesto caracteŕısticas de las matrices aleatorias y
de las ecuaciones de Frenet-Serret. En el siguiente caṕıtulo se desarrollará la conexión
y para ello hay que mencionar a los cuaterniones como una representación de las
rotaciones en tres dimensiones. Por la sección anterior sabemos que un cuaternión
se puede escribir de forma matricial, sin embargo la forma usual de estos números
cuaterniónicos es

q = c0 + ic1 + jc2 + kc3, (2.4.1)
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donde c0, c1, c2, c3 son números reales. También se puede escribir un cuaternión como

q = q0 + q, (2.4.2)
donde q = ic1 + jc2 + kc3 que también se puede escribir en forma ordenada como
q = (c1, c2, c3) que corresponde a la parte imaginaria con i, j y k que cumplen con
la siguientes operaciones

i2 = j2 = k2 = ijk = −1. (2.4.3)

Los cuaterniones pueden sumarse y multiplicarse. Si p = a0 + ia1 + ja2 + ka3 y
q = b0 + ib1 + jb2 + kb3 son cuaternione, estas operaciones se definen como:

1. Suma

p+ q = (a0 + b0) + i(a1 + b1) + j(a2 + b2) + k(a3 + b3); (2.4.4)

2. Multiplicación

pq = (a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3) + i(a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2)
+j(a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1) + k(a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0). (2.4.5)

Otra manera de ver a los cuaterniones es en su forma polar, al igual que los
números complejos, este es obtenido con la norma |q|2 = c2

0 + c2
1 + c2

2 + c2
3 y la norma

de la parte imaginaria cuaterniónica o un cuaternio puro |q|2 = c2
1 + c2

2 + c2
3, en este

caso es
q = |q|

(
cos θ + q

|q|
sin θ

)
. (2.4.6)

El ángulo θ se mide desde el cuaternio q hasta el eje de la componente real en el
espacio de los cuaternios. Esta última representación será de ayuda para ver que estos
números son una excelente representación de las rotaciones en tres dimensiones. Se
define la rotación de cuaterniones como la función

ρp(q) = pqp−1, (2.4.7)

que indica que rota q con respecto a p, donde p−1 es el inverso del cuaternión p
expresado como p−1 = p̄

|p| . Como la función ρp(q) también es un cuaternión, esta se
puede representar como la matriz

ρp(·)↔

1
|p|2


|p|2 0 0 0
0 a2 + b2 − c2 − d2 2(bc− ad) 2(bd+ ac)
0 2(bc+ ad) a2 + c2 − b2 − d2 2(cd− ab)
0 2(bd− ac) 2(cd+ ab) a2 + d2 − b2 − c2

(·) (2.4.8)
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(los detalles del calculo están en la referencia [27]). En este caso el cuaternión de
la rotación p = a + ib + jc + kd. Si restringimos el mapeo a solo el subespacio de
los cuaterniones puros q, es decir los que no tienen parte real, es equivalente a la
matriz de rotación de la fórmula de Euler-Rodrigues, donde a2 +b2 +c2 +d2 = 1 [28],
ya que si evaluamos la rotación de cuaterniones con un cuaternion puro ρp(q) esta
será otro cuaternión puro [27]. Que los coeficientes cumplan la condición anterior es
equivalente a que el cuaternión p sea unitario. También es posible escoger coeficientes
para p que describan expĺıcitamente el eje y ángulo de rotación u = (ux, uy, uz) y θ,
respectivamente, es decir

a = cos θ2 , (2.4.9a)

b = ux sin θ2 , (2.4.9b)

c = uy sin θ2 , (2.4.9c)

d = uz sin θ2 . (2.4.9d)

Esto permite dar una relación entre un cuaternion unitario p con una matriz de
rotación que denotaremos con R

p =
(

cos θ2 + u sin θ2

)
↔

R =

 cθ + u2
x (1− cθ) uxuy (1− cθ)− uzsθ uxuz (1− cθ) + uysθ

uyux (1− cθ) + uzsθ cθ + u2
y (1− cθ) uyuz (1− cθ)− uxsθ

uzux (1− cθ)− uysθ uzuy (1− cθ) + uxsθ cθ + u2
z (1− cθ)

 .
(2.4.10)

Por comodidad en la matriz denotaremos a las funciones trigonométricas como cθ =
cos θ y sθ = sin θ [29, 30].

Se puede usar esta representación para multiplicar de forma más simple las ma-
trices de rotación. Si componemos dos rotaciones en su forma de cuaterniones, donde
p y p′ son unitarios se obtiene que

ρp′ ◦ ρp(q) = ρp′(pqp̄) = p′pqp̄p̄′, (2.4.11)

donde el cuaternion resultante del producto p′p es equivalente a multiplicar las dos
matrices de rotación asociadas R′R. En el siguiente caṕıtulo se darán detalles usando
que el producto de cuaterniones se puede ver como

p′p = (p′0p0 − p′ · p) + (p0p′ + p′0p + p′ × p), (2.4.12)

donde el primer termino p′0p0−p′ ·p es la parte real y el segundo termino p0p′+p′0p+
p′ × p es la parte imaginaria en notación ordenada donde se ha usado el producto
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vectorial y escalar usuales. Se puede notar que el producto de cuaterniones no es
conmutativo. Usando esta operación se puede obtener de manera iterada los nuevos
ángulos y ejes de rotación de manera más eficiente y generar matrices de rotación,
producto de otras matrices. Es decir que con cuaterniones se pueden generar matrices
aleatorias de Frenet-Serret pertenecientes al ensamble de las matrices aleatorias
circulares ortogonales reales o en sus siglas en inglés CRE, que se mencionó en la
sección anterior.
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3
CAṔITULO

Análisis de Trayectorias Helicoidales
Estocásticas

Este capitulo usará todos los temas anteriores para desarrollar el algoritmo y
la conexión que se propone entre matrices aleatorias y las ecuaciones de Frenet-
Serret. Se exhibirá que las ecuaciones de Frenet-Serret tienen una solución general
en términos de una matriz de rotación R determinada por la curvatura y la torsión,
la cual si se reescribe en su forma numérica es el producto de otras rotaciones Rn, las
cuales se pueden tratar anaĺıticamente. Posteriormente con el resultado de analizar
las rotaciones Rn podemos usar los cuaterniones para reemplazar las matrices Rn

y reducir las operaciones para generar las matrices de rotación R con ayuda de la
formula Euler-Rodrigues. Por último se analiza algunos aspectos estad́ısticos de las
eigenfases y eigenejes de las matrices R.

3.1. Las Ecuaciones Estocásticas de
Frenet-Serret

Como se menciona en el caṕıtulo anterior el movimiento helicoidal puede ser
descrito por las ecuaciones de Frenet-Serret donde la curvatura y la torsión son
constantes a lo largo de la trayectoria ~r(t). Queremos usar como base esta observa-
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ción para estudiar el movimiento helicoidal de part́ıculas activas. Muchos organismos
se mueven a lo largo de trayectorias aproximadamente helicoidales salvo por un rui-
do térmico que se puede modelar a partir de procesos estocásticos. Como se ve en las
ecuaciones del apéndice C, el efecto esperado es que tanto el radio como la distancia
entre cada espira se vea alterado aleatoriamente conforme evoluciona la caminata
de la part́ıcula helicoidal.

Recordemos que la posición de una part́ıcula está dada por

d~r
dt

= vT̂ (3.1.1)

donde v es la rapidez de nado, o la rapidez de la part́ıcula activa que consideraremos
constante por simplicidad. La dirección de nado, dada por T̂ se puede obtener en
cada instante de tiempo a partir de las ecuaciones de Frenet-Serret. Como se vio
en la sección 2.2. Las ecuaciones de Frenet-Serret dependen de la curvatura κ(t) y
al torsión τ(t) que en este caso serán estocásticas y determinadas por el proceso
de Ornstein–Uhlenbeck ya que es estacionario, gaussiano y de correlación decre-
ciente exponencialmente. Para ello estos procesos están descritos por las siguiente
ecuaciones

dκ

dt
= −γκ(κ− 〈κ〉) + ξκ(t), (3.1.2)

dτ

dt
= −γτ (τ − 〈τ〉) + ξτ (t), (3.1.3)

donde τ y κ es la torsión y la curvatura respectivamente con unidades del inverso
de la longitud, los términos 〈τ〉 y 〈κ〉 son los valores promedio y las ξκ, ξτ son dos
ruidos blancos. Integrando con el método de Euler obtenemos la curvatura κn y la
torsión τn en forma discreta [31]

κn+1 = κn − γκ∆t(κn − 〈κ〉) +
√

2Dκ∆t∆W, (3.1.4)

τn+1 = τn − γτ∆t(τn − 〈τ〉) +
√

2Dτ∆t∆W. (3.1.5)

En este caso aparecen las constantes Dκ y Dτ que tienen que ver con las fluctuaciones
térmicas, fenómenos internos de la célula y del mismo medio [1]. Y ∆W es el proceso
de Wiener que es un número aleatorio con promedio 0 y varianza 1.

Para hacer las simulaciones las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.5) las escribiremos de
forma adimensional dividiendo las dos ecuaciones entre el promedio de la curvatura
〈κ〉 y definiendo el parámetro temporal adimensional como ∆t′ = γκ∆t. Obtenemos
los procesos de Ornstein–Uhlenbeck adimensionales

κ′n+1 = κ′n −∆t′(κ′n − 1) +
√

2D′κ∆t′∆W, (3.1.6)

τ ′n+1 = τ ′n − γ∆t′(τ ′n − 〈ζ〉) +
√

2D′τ∆t′∆W, (3.1.7)
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donde

κ′n+1 = κn+1

〈κ〉
, D′κ = Dκ

γκ〈κ〉2
, γ = γτ

γκ
,

τ ′n+1 = τn+1

〈κ〉
, D′τ = Dτ

γκ〈κ〉2
, 〈ζ〉 = 〈τ〉

〈κ〉
.

Por otro lado la solución de la ecuación (3.1.1) con el método de Euler

~rn+1 = ~rn + ∆tvT̂ , (3.1.8)

la podemos escribir de forma adimensional si la multiplicamos por el promedio de la
curvatura 〈κ〉 y usando el párametro temporal adimensional ∆t′ = γκ∆t obtenemos

~r′n+1 = ~r′n + ∆t′v′T̂ , (3.1.9)

donde

~r′n = ~rn〈κ〉, v′ =
〈κ〉v
γκ

.

Para resolver las ecuaciones estocásticas de Frenet-Serret, es decir las ecuaciones
de Frenet-Serret (2.2.17) con las variables de curvatura κ(t) y torsión τ(t) determi-
nadas por los procesos de Ornstein–Uhlenbeck, las escribimos en su forma matricial

d

dt

 T̂N̂
B̂

 = v

 0 κ(t) 0
−κ(t) 0 τ(t)

0 −τ(t) 0


 T̂N̂
B̂

 , (3.1.10)

cuya solución formal corresponde al de un sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias  T̂N̂

B̂

 = exp
(∫ t

0
Ω dt′

) T̂0

N̂0

B̂0

 , Ω = v

 0 κ(t′) 0
−κ(t′) 0 τ(t′)

0 −τ(t′) 0

 , (3.1.11)

en este caso la integral sobre la matriz Ω indica que integramos en cada entrada de
la matriz, y la exponencial evaluada en la nueva matriz es evaluarla en la serie de
Taylor de la función exponencial. De esta forma discrteziamos la triada de ecuaciones
integrando de tn a tn + ∆t, entonces la integral de la matriz Ω la escribimos como

∫ tn+∆t

tn
Ω dt′ ≈ Ωn∆t, (3.1.12)
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Figura 3.1: Gráfica del análisis de 5000 radios determinados por la ecuación r0 =
κ

κ2+τ2 obtenida en el apéndice C en función del tiempo t utilizando los procesos
estocásticos para la curvatura (3.1.6) y la torsión (3.1.7). La curva negra es el pro-
medio 〈r0〉 = 〈κ〉

〈κ〉2+〈τ〉2 en cada instante de tiempo. La franja roja representa la ráız
del desplazamiento cuadrático medio (o sus siglas en inglés RMSD). Y la linea roja
oscura representa el promedio de 5000 radios. Los parámetros adimensionales para
esta simulación fueron: 〈ζ〉 = 3.0, γ = 1.0 y D′κ = D′τ = 1.0, con condiciones iniciales
κ′0 = τ ′0 = 0.01.

y con ello escribimos las ecuaciones de Frenet-Serret en su forma discreta usando la
exponencial a segundo orden para conservar la unitariedad de las rotaciones [13] T̂N̂

B̂


n+1

= Rn

 T̂N̂
B̂


n

, Rn = exp
(

Ωn∆t
)
≈

1 + 1
2Ωn∆t

1− 1
2Ωn∆t , (3.1.13)

donde

Ωn = v

 0 κn 0
−κn 0 τn

0 −τn 0

 . (3.1.14)

En el apéndice C analizamon las ecuaciones de Frenet-Serret en el caso donde
la torsión y la curvatura son constantes, como consecuencia de esto se puede dar
una expresión para el radio de las hélices que describe una part́ıcula r0 = κ

κ2+τ2

y con ello utilizar los valores del proceso de Ornstein–Uhlenbeck de las ecuaciones
(3.1.6) y (3.1.7) para medir el radio que tendrán las hélices descritas por el proceso
estocástico de Frenet-Serret en cada paso de tiempo, como se ve en la figura 3.1
donde se realizan 5000 trayectorias en las que se midió el radio que forman las
hélices.
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Por otro lado se puede demostrar que la matriz Rn, en la ecuación (3.1.13) es
una rotación debido a que se evalúa una matriz antisimétrica en la exponencial [32],
entonces sus eigenvalores son de la forma de {1, e−iθ, eiθ} [33]. De la teoŕıa de grupos
sabemos que al multiplicar rotaciones el producto seguirá perteneciendo al conjunto
de rotaciones.

Como vemos en la figura 3.2 (a) los eigenvalores de la matriz Rn = ∏n
i=0Ri no

son unitarios debido a que las matrices Rn son la exponencial a primer orden, es
decir

Rn = exp
(

Ωn∆t
)
≈ 1 + Ωn∆t, (3.1.15)

por otro lado la figura 3.2 (b) los eigenvalores de la matriz Rn = ∏n
i=0Ri son

unitarios debido a que se usa la exponencial a segundo orden, dando aśı una mejor
aproximación a Rn = exp

(
Ωn∆t

)
.

(a) (b)

Figura 3.2: En ambas imágenes se muestran los eigenvalores de la matriz Rn =∏n
i=0Ri en el plano complejo. La matriz Rn es el resultado de multiplicar desde R0

hasta R30000. Los parámetros adimensionales para esta simulación fueron: 〈ζ〉 = 3.0,
γ = 1.0 y D′κ = D′τ = 1.0, con condiciones iniciales κ′0 = τ ′0 = 0.01. (a) Son los
eigenvalores en el tiempo 50.0 s con la aproximación a primer orden de Rn de la
ecuación (3.1.16) donde no se conserva la unitariedad de los eigenvalores. (b) Los
eigenvalores en el tiempo 50.0 s con aproximación a segundo orden de Rn de la
ecuación (3.1.16) donde se conserva la unitaredad de los eigenvalores.

Finalmente la ecuación (3.1.13) se puede escribir de tal manera que solo se re-
quiera de la triada de vectores inicial, y la triada n-ésima se determine por las
demás matrices de rotación que dependen de la curvatura y torsión en el tiempo tn.
Adicionalmente usaremos la curvatura y torsión adimensionales de las ecuaciones
(3.1.6) y (3.1.7), junto con el parametro temporal ∆t′ = γκ∆t y velocidad v′ = 〈κ〉v

γκ
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Figura 3.3: Trayectoria helicoidal generada con las ecuaciones discretizadas de
Frenet-Serret (3.1.16) con constantes adimensionales: 〈ζ〉 = 3.0, γ = 1.0 y D′κ =
D′τ = 1.0.

adimensional. T̂N̂
B̂


n

= Rn−1Rn−2 · · ·R1R0

 T̂N̂
B̂


0

, Rn =
1 + 1

2Ωn∆t′

1− 1
2Ωn∆t′ , (3.1.16)

donde

Ωn = v′

 0 κ′n 0
−κ′n 0 τ ′n

0 −τ ′n 0

 . (3.1.17)

La rotación enésima es el resultado de multiplicar n-matrices de rotación y aplicar
la condición inicial. Como el producto de rotaciones da como resultado otra rotación
sabemos la forma de sus eigenvalores, entonces podemos estudiar la distribución de
eigenfases y eigenejes de la matriz Rn = ∏n

i=0Ri, además de preguntarnos sobre
como generar rotaciones aleatorias que describan las trayectorias de las ecuaciones de
Frenet-Serret como se ve en la figura 3.3, que se generó usando la ecuación (3.1.16), es
decir calculando el producto de matrices para obtener la triada de vectores {T̂ , N̂ , B̂}
y usando la ecuación (3.1.9).
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3.2. Ángulos y ejes de rotación
asociados a Rn

En el campo de las matrices aleatorias, es común encontrar la distribución de
los eigenvalores de los ensambles gausianos o sus eigenfases en los ensambles circu-
lares. Las matrices Rn que se generan en la ecuación (3.1.13) son rotaciones de 3
dimensiones por lo que sus eigenvalores son de la forma {1, e−iθ, eiθ} [33], donde la
interpretación geométrica de estos es que el valor 1 está asociado al eigenvector que
es el eje de rotación, el cual denotaremos como eigeneje, y la eigenfase θ al ángulo
que rota cualquier vector al rededor de dicho eje. En general todas las matrices de
rotación tienen estas dos propiedades, por lo que en esta sección se analizará co-
mo construir matrices de rotación inducidas por los procesos estocásticos (3.1.2) y
(3.1.3) que se obtiene de las ecuaciones de Frenet-Serret. Para ello escribiremos la
matriz Rn de la ecuación (3.1.13) forma explicita, es decir:

Rn =
1 + 1

2Ωn∆t
1− 1

2Ωn∆t ≈ 1 + Ωn∆t+ Ω2
n

∆t2
2 (3.2.1)

=


1− κ2

nv
2
a∆t2
2 κnva∆t κnτnv2

a∆t2
2

−κnva∆t 1− κ2
n+τ2

n

2 v2
a∆t2 τnva∆t

κnτnv2
a∆t2

2 −τnva∆t 1− τ2
nv

2
a∆t2
2

 (3.2.2)

Utilizando la ecuación (3.2.2) podemos calcular los eigenvalores, considerando
que ∆tm ≈ 0 para m ≥ 3. Obtenemos que el polinomio caracteŕıstico es

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− κ2

nv
2
a∆t2
2 − λ κnva∆t κnτnv2

a∆t2
2

−κnva∆t 1− κ2
n+τ2

n

2 v2
a∆t2 − λ τnva∆t

κnτnv2
a∆t2

2 −τnva∆t 1− τ2
nv

2
a∆t2
2 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3.2.3)

0 = λ3 + λ2((κ2
n + τ 2

n)v2
a∆t2 − 3) + λ(3− (κ2

n + τ 2
n)v2

a∆t2)− 1. (3.2.4)

Dado que una de las ráıces del polinomio es λ(1)
n = 1 (el sub́ındice n denotará que

pertenece a la n-ésima matriz Rn y el súper ı́ndice se usará para diferenciar los
eigenvalores) entonces se puede factorizar

0 = (λ2 + λ((κ2
n + τ 2

n)v2
a∆t2 − 2) + 1)(λ− 1), (3.2.5)

usando la formula general para polinomios de grado 2, podemos obtener los eigen-
valores restantes

λ(2,3)
n = 1− (κ2

n + τ 2
n)

2 v2
a∆t2 ± iva∆t

√
κ2
n + τ 2

n, (3.2.6)
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de aqúı se puede obtener las eigenfases calculando su argumento, de modo que

θn = arctan
 2va∆t

√
κ2
n + τ 2

n

2− v2
a∆t2(κ2

n + τ 2
n)

 , (3.2.7)

θn = −arctan
 2va∆t

√
κ2
n + τ 2

n

2− v2
a∆t2(κ2

n + τ 2
n)

 . (3.2.8)

Si hacemos la serie de Taylor de la función dentro del arcotangente donde x =
∆t
√
κ2
n + τ 2

n y recordando la hipótesis que va∆tm ≈ 0 para m ≥ 3 podemos observar
que

2va∆t
√
κ2
n + τ 2

n

2− v2
a∆t2(κ2

n + τ 2
n) ≈ va∆t

√
κ2
n + τ 2

n, (3.2.9)

entonces el ángulo se puede escribir como

θn = arctan
(
va∆t

√
κ2
n + τ 2

n

)
, (3.2.10)

θn = −arctan
(
va∆t

√
κ2
n + τ 2

n

)
, (3.2.11)

del mismo modo sabemos que la función arcotangente es la identidad para angulos
pequeños, entonces del mismo modo usando la serie de Taylor se puede justificar
que la eigenfase de cada Rn es

θn = va∆t
√
κ2
n + τ 2

n, (3.2.12)

θn = −va∆t
√
κ2
n + τ 2

n. (3.2.13)

Si comparamos la forma explicita de las eigenfases (3.2.12) con el vector de Darboux
(2.2.35), podemos notar que el ángulo de rotación en cada paso está determinado
por la magnitud del vector de Darbox en cada paso

θn = ∆t ‖ωn‖ , (3.2.14)
θn = −∆t ‖ωn‖ . (3.2.15)

Podemos observar que el vector de Darboux efectivamente es una velocidad angular.

Dado que se conocen los eigenvalores de las matrices Rn, se puede calcular del
eigeneje, para ello se usa el eigenvalor λ(1)

n = 1 en la ecuación (3.2.3) y resolver el
siguiente sistema de ecuaciones

−κ
2
nv

2
a∆t2
2 x+ va∆tκny + κnτnv

2
a∆t2

2 z =0, (3.2.16)

−va∆tκnx−
κ2
n + τ 2

n

2 v2
a∆t2y + va∆tτnz =0, (3.2.17)

κnτnv
2
a∆t2

2 x− va∆tτny −
τ 2
nv

2
a∆t2
2 z =0, (3.2.18)
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el cual se puede reducir a

−κnva∆tx+ 2y + τnva∆tz =0, (3.2.19)

−κnva∆tx−
κ2
n + τ 2

n

2 v2
a∆t2y + τnva∆tz =0, (3.2.20)

resolviendo se obtiene que

x = τ

κ
z0, (3.2.21)

y = 0, (3.2.22)
z = z0, (3.2.23)

este vector podemos escogerlo unitario si hacemos que z0 = κn√
τ2
n+κ2

n

, esto nos deja
como eigeneje

un = (uxn, uyn, uzn) =
 τn√

τ 2
n + κ2

n

, 0, κn√
τ 2
n + κ2

n

 , (3.2.24)

de rotación para cualquier matriz Rn. Del mismo modo que las eigenfases se pueden
escribir en términos de la norma del vector de Darboux (2.2.35), obteniendo

un = va
‖ωn‖

(τn, 0, κn) . (3.2.25)

Este resultado es consistente ya que al ser un eje de rotación en un plano y estar
relacionado con la velocidad angular determinada por el vector de Darboux que a
su vez está en un plano determinado por la base de la triada de Frenet-Serret.

Como se puede observar el ángulo (3.2.12) y el eje de rotación (3.2.24) son
estocásticos, dependientes de la distribución de κ y τ que está bien caracterizada ya
que es un proceso de Ornstein–Uhlenbeck.

3.3. Matrices Aleatorias de
Frenet-Serret

Ya que tenemos una expresión para de los ángulos θn y ejes de rotación un, dado
por (3.2.13) y (3.2.24) respectivamente, de cada matriz Rn, se pueden construir los
ángulos de rotación ψn y ejes wn de las matrices asociadas a la matrices Rn, dadas
por

Rn =
n∏
i=0

Ri, (3.3.1)
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utilizando los cuaterniones unitarios que están asociados a las matrices de rotación
en tres dimensiones que se construyen con un eje unitario ~v = (vx, vy, vz) y un ángulo
φ de rotación arbitrarios

P = cos
(
φ

2

)
+ (vxi+ vyj + vzk) sin

(
φ

2

)
, (3.3.2)

como se hab́ıa visto en el caṕıtulo anterior. Escribimos el cuaternión P como un par
ordenado

P =
(

cos
(
φ

2

)
, ~v sin

(
φ

2

))
, (3.3.3)

y lo multiplicamos por el cuaternión Q con eje unitario ~v′ = (v′x, v′y, v′z) y ángulo de
rotación φ′ con la ecuación (2.4.12) para obtener otra rotación

QP =
(

cos
(
φ′

2

)
, ~v′sin

(
φ′

2

))(
cos

(
φ

2

)
, ~v sin

(
φ

2

))
, (3.3.4)

QP =
 cos

(
φ′

2

)
cos

(
φ

2

)
− (~v′ · ~v) sin

(
φ′

2

)
sin

(
φ

2

)
, cos

(
φ′

2

)
sin

(
φ

2

)
~v+

+ cos
(
φ

2

)
sin

(
φ′

2

)
~v′ + sin

(
φ′

2

)
sin

(
φ

2

)
~v′ × ~v

. (3.3.5)

El cuaternión QP debe poder escribirse como (3.3.2), es decir en términos de un
ángulo y un vector unitario dependiente de los ángulos y ejes de P y Q.

Si identificamos a Q como una matriz Rn y a P como una matriz Rn−1 de la
ecuación (3.3.1), podemos reescribir a φ′ como la eigenfase θn, y a ~v′ como el eigeneje
un que son componentes de la rotación en el tiempo n∆t′ (se puede interpretar
como rotaciones infinitesimales); sustituir a φ como el ángulo de rotación ψn−1 y a
~v como el eje de rotación wn−1 que describen la dinámica de la triada de vectores
de Frenet-Serret desde la condición inicial hasta el tiempo n∆t′; de tal manera que
podemos obtener la siguiente expresión recursiva para obtener todos los ángulos
y ejes de rotación que se generan por las ecuaciones de Frenet-Serret estocásticas,
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dicha expresión escrita como:

ψn = 2arcos
[
cos

(
θn
2

)
cos

(
ψn−1

2

)
− sin

(
θn
2

)
sin

(
ψn−1

2

)
(un · wn−1)

]
, (3.3.6)

wxn =
 cos

(
θn
2

)
sin

(
ψn−1

2

)
wxn−1 + cos

(
ψn−1

2

)
sin

(
θn
2

)
uxn+

− (wyn−1u
z
n) sin

(
ψn−1

2

)
sin

(
θn
2

) csc
(
ψn
2

)
, (3.3.7)

wyn =
 cos

(
θn
2

)
sin

(
ψn−1

2

)
wyn−1 +

(
uznw

x
n−1 − wzn−1u

x
n

)
×

× sin
(
ψn−1

2

)
sin

(
θn
2

) csc
(
ψn
2

)
, (3.3.8)

wzn =
 cos

(
θn
2

)
sin

(
ψn−1

2

)
wzn−1 + cos

(
ψn−1

2

)
sin

(
θn
2

)
uzn+

+ (wyn−1u
x
n) sin

(
ψn−1

2

)
sin

(
θn
2

) csc
(
ψn
2

)
. (3.3.9)

Utilizando estos ángulos ψn y ejes wn, que son parte del cuaternion QP de ro-
tación, construimos las matrices Rn del ensamble de cada paso de la trayectoria
de las ecuaciones Frenet-Serret con la matriz de rotación para un eje y ángulo ar-
bitrario. Recordemos que la función sinψn y cosψn se escribirán como sψn y cψn
respectivamente, cψn + (wxn)2 (1− cψn) wxnw

y
n (1− cψn)− wznsψn

wynw
x
n (1− cψn) + wznsψn cψn + (wyn)2 (1− cψn)

wznw
x
n (1− cψn)− wynsψn wznw

y
n (1− cψn) + wxnsψn

wxnw
z
n (1− cψn) + wynsψn

wynw
z
n (1− cψn)− wxnsψn

cψn + (wzn)2 (1− cψn)

 .
(3.3.10)

El proceso de construir está matriz nos proporciona un algoritmo para crear matrices
aleatorias Rn dependientes de las anteriores para describir la dinámica de la triada
de vectores tangente T̂ , normal N̂ y binormal B̂, cuya descripción nos permite
conocer las trayectorias que se obtienen de las ecuaciones de Frenet-Serret de manera
discreta.

Como se ha mencionado anteriormente cada matriz Rn representada por (3.3.10)
está asociada a eigenfases ψn y eigenejes wn = (wxn, wyn, wzn) los cuales son dif́ıciles
de calcular anaĺıticamente al igual que sus propiedades estad́ısticas sin embargo se
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pueden hacer simulaciones numéricas con el método de los cuaterniones con menor
tiempo de cálculo computacional. También obtenemos una nueva forma de generar
matrices aleatorias del grupo SO(3).

En las figuras 3.4 se muestran la distribución de las componentes wxn, wyn y wzn
de eigenejes wn aśı como su representación en la esfera unitaria. Notamos que los
ejes de rotación se concentran en dos polos caracteŕısticos en diferentes momentos,
estas acumulaciones se intercambian a lo largo del tiempo hasta que se distribuye
uniformemente en la esfera unitaria, la razón de ello es que los eigenejes están de-
terminados por la función sen(x) y cos(x), los detalles de esto están en el apéndice
D. Similarmente sucede con las distribuciones de las eigenfases. En las figuras 3.5
podemos notar que los ángulos de rotación se concentran cerca del 0 hasta llegar
a π en poco tiempo, comparado con el tiempo que tardan los eigenejes en cambiar
de polo, finalmente empiezan a tener una distribución tal que las eigenfases más
probables son las más grandes.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.4: Cada imagen está compuesta por cuatro imágenes que en orden de
izquierda a derecha y de arriba a abajo, la primera imagen representa el histograma a
la entrada del eigeneje wxn, la segunda imagen la entrada wyn, la tercera la componente
wzn y la última imagen la representación de un ensamble de ejes de rotación en
la esfera unitaria en un tiempo dado. Los parámetros adimensionales para esta
simulación fueron: 〈ζ〉 = 3.0, γ = 1.0 y D′κ = D′τ = 1.0, con condiciones iniciales
κ′0 = τ ′0 = 0.01. (a) Son los eigenejes en el tiempo 1.0. (b) Son los eigenejes en el
tiempo 3.6. (c) Son los eigenejes en el tiempo 5.7. (d) Son los eigenejes en el tiempo
30.0. Para cada simulación se hicieron 9000 realizaciones.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.5: Cada imagen está compuesta por cuatro imágenes que en orden de
izquierda a derecha y de arriba a abajo, la primera imagen representa los eigenvalores
en el plano complejo asociados a las eigenfases ψn, −ψn y el eigenvalor 1, la segunda
imagen el histograma de la parte real, la tercera el histograma la parte imaginaria
y la última imagen el histograma de eigenfases ψn, −ψn en un tiempo dado. Los
parámetros adimensionales para esta simulación fueron: 〈ζ〉 = 3.0, γ = 1.0 y D′κ =
D′τ = 1.0, con condiciones iniciales κ′0 = τ ′0 = 0.01. (a) Son los eigenvalores en el
tiempo 0.6. (b) Son los eigenvalores en el tiempo 0.8. (c) son los eigenvalores en
el tiempo 1.0. (d) Son los eigenvalores en el tiempo 5.0. Para cada simulación se
hicieron 9000 realizaciones.
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CAṔITULO

Conclusiones

Se estableció una conexión entre la teoŕıa de matrices aleatorias y las ecuaciones
estocásticas de Frenet-Serret a través de las propiedades estad́ısticas de la curvatura
y la torsión, adicionalmente usando la relación que existe entre los cuaterniones
unitarios y las rotaciones se logró diseñar e implementar un algoritmo eficiente para
generar matrices aleatorias pertenecientes al grupo SO(3) que describen la dinámica
de la triada inicial de vectores tangente, normal y binormal, con ellos se logra simular
movimiento activo helicoidal.

Utilizando el algoritmo para generar matrices aleatorias con cuaterniones, y con
ello trazar una trayectoria helicoidal, se obtuvo un tiempo de computo promedio de
74.415 ms, en contraste al método usual de multiplicar matrices, como se describe en
la ecuación (3.1.16) donde se obtuvo un tiempo de computo promedio de 427.519 ms,
los tiempos fueron medidos con la paqueteŕıa BenchmarkTools de Julia. En ambos
casos se hicieron 20000 pasos de tiempo para generar la trayectoria de la figura 3.3
con los mismos parámetros. Para corroborar que el nuevo método es correcto se
replicaron los resultados de las figuras 3.4 y 3.5 que muestran los eigenejes wn y
eigenfases ψn de las matrices Rn.

El algoritmo o programa realizado para calcular matrices que describen la tra-
yectoria de una part́ıcula helicoidal, también proporciona un método para generar
matrices aleatorias que pertenecen al ensamble real circular o en sus siglas en inglés
CRE, pero no tiene una distribución uniforme en sus eigenfases por lo que podemos
decir que es un subconjunto del CRE que puede modelar la trayectoria helicoidal de
una part́ıcula activa.
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Al tratarse de una serie de tiempo de matrices aleatorias Rn podemos obtener
caracteŕısticas a partir de sus eigenvectores wn y eigenfases ψn que a su vez son
también series de tiempo.

En el caso de los eigenejes podemos calcular numéricamente el coseno del ángulo
que hay entre un eigeneje de referencia wn0 y un eigeneje en cualquier otro instante de
tiempo wn donde n0 < n. Los resultados los podemos interpretar con lo explicado
en el apéndice D. En el caso donde la curvatura y la torsión son determinadas y
constantes obtenemos que el eigeneje oscila entre

(
1√
2 , 0,

1√
2

)
y −

(
1√
2 , 0,

1√
2

)
por lo

que el coseno del ángulo entre el primer vector y los demás oscilara entre 1 y −1
pues son paralelos y antiparalelos. Sin embargo cuando la constante de difusión D′κ
y D′τ son valores lo suficientemente grandes, el coseno del ángulo entre los eigenejes
es cero en promedio, como se observa en la figura 4.1(b), es decir tienden a ser
perpendiculares entre ellos. Por otro lado cundo la constante de difusión cada vez
es menor se recuperan las oscilaciones entre 1 y −1, es decir se vuelve cada vez más
determinista. Si la constante de decaimiento γ crece, la oscilación entre ejes paralelos
y antiparalelos decrece en menor tiempo, por el contrario, cuando la constante de
amortiguamiento tiene valores más cercanos al cero, este decaimiento es más rápido
(ver figura 4.1(a)).

En caso de las eigenfases podemos obtener la covarianza que hay entre un ángulo
de rotación fijo ψn0 y otro ψn de la misma manera como se escogieron los eigenejes.
Este cálculo nos muestra que tan correlacionadas están las variables linealmente don-
de si es positiva es una correlación positiva y negativa una negativa, es decir si una
variable aumenta la otra disminuye. En la figura 4.1 (d) podemos notar que mien-
tras crece la constante de difusión, la correlación entre una eigenfase y las siguientes
decaen más rápido, hasta que en promedio no hay correlación alguna entre ellas.
Los resultados de fijar la constantes de difusión y se vaŕıa la contante de amortigua-
miento son similares (ver figura 4.1(c)), si decrece la constante de amortiguamiento,
hay un decaimiento de la correlación hasta ser cercano a cero, por otro lado si crece
la constante de amortiguamiento no hay un decaimiento y en todo momento la co-
rrelación es cercana a cero. Esto sugiere que no existe relación alguna dependencia
entre los ángulos en la serie de tiempo.

Como se explica en el apéndice D las oscilaciones que se describen en las figu-
ras 3.5 y 3.4 se deben a la construcción de los ejes y ángulos de rotación con los
cuaterniones, sin embargo son rotaciones equivalentes al método convencional de
multiplicar matrices generadas por la curvatura y la torsión como se hace notar en
el apéndice antes mencionado. Esto nos da una conexión con un subconjunto de
las matrices aleatorias CRE, más aun una relación entre el movimiento helicoidal
activo y las matrices aleatorias. Esto puede desarrollarse a más pues las matrices
de Frenet-Serret ya que pueden generalizarse a más dimensiones, lo que puede per-
mitir generar trayectorias helicoidales en otras dimensiones, sin embargo se tendŕıa
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que emplear otro método además de los cuaterniones ya que ese solo sirve para tres
dimensiones. Por otro lado, con la disminución de tiempo de calculo computacional
se podŕıa simular un ensamble de materia activa helicoidal con interacción.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.1: Las gráficas (a) y (b) es el promedio del coseno del ángulo que hay entre
un eigeneje de referencia, en este caso el primero w1, y cualquier otro en otro instante
de tiempo adelante wn. Las gráficas (c) y (d) es la covarianza normalizada entre la
eigenfase en el segundo 1 ψ1000 y en cualquier otro instante de tiempo ψn. En las
gráficas (a) y (c) se vaŕıa el parámetro de amortiguamiento γ, y en las gráficas (b) y
(d) se vaŕıa las constantes de difusión D′κ y D′τ . Los parámetros adiemnsionales para
estas medidas fueron: 〈ζ〉 = 3.0, κ′0 = τ ′0 = 1.0, con valores fijos de D′κ = D′τ = 1.0
para las gráficas (a) y (c), y valores fijos de γ = 1.0 para las gráficas (b) y (d). Para
cada gráfica se hicieron 500 realizaciones.
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APÉNDICE

Cálculo de la expresión 〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ

El Teorema de Novikov que establece que para cualquier proceso estocástico
gaussiano con promedio cero y para cualquier funcional del proceso gaussiano se
tiene que[19]

〈ξ(t)F [ξ(t)]〉ξ =
∫ t

0
〈ξ(t)ξ(s)〉ξ

〈
δF
δξ(s)

〉
ξ
ds. (A.0.1)

Para nuestro caso sabemos que la covarianza del ruido blanco es 〈ξ(s)ξ(s)〉 = 2Γδ(t−
s) además que en la derivada funcional podemos usar la regla de la cadena, entonces

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ =
∫ t

0
〈ξ(t)ξ(s)〉ξ

〈
δ

δξ(s)δ(x−Xt)
〉
ξ
ds, (A.0.2)

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ =
∫ t

0
2Γδ(t− s)

〈
δXt

δξ(s)
δ

δXt

δ(x−Xt)
〉
ξ
ds, (A.0.3)

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ = Γ
〈
δXt

δξ(s)
δ

δXt

δ(x−Xt)
∣∣∣∣
s=t

〉
ξ
, (A.0.4)

Para justificar el paso anterior es necesario considerar la siguiente integral donde
a ≤ x0 ≤ b y por las propiedades de la integral puede escribirse como la suma de
dos integrales∫ b

a
f(x)δ(x− x0)dx =

∫ x0

a
f(x)δ(x− x0)dx+

∫ b

x0
f(x)δ(x− x0)dx. (A.0.5)

Del primer termino de la parte izquierda de la igualdad tenemos que es igual a
f(x0) pues x0 está entre a y b. Estrictamente pasaŕıa lo mismo con los términos de
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APÉNDICE A. CÁLCULO DE LA EXPRESIÓN 〈ξ(T )δ(X −XT )〉ξ

la parte derecha de la igualdad pues x0 pertenece al intervalo [a, x0] y del mismo
modo pertenece a [x0, b] por lo que tendŕıamos la siguiente igualdad

f(x0) = f(x0) + f(x0), (A.0.6)

claramente esto no es correcto, para arreglar esto, podemos definir lo siguiente si
x0 = a o x0 = b ∫ b

a
f(x)δ(x− x0)dx = 1

2f(x0), (A.0.7)

si lo definimos aśı hay consistencia en la ecuación (A.0.6).

Continuando con la ecuación (A.0.4) hay que calcular la derivada funcional de
Xt con respecto a ξ(s) evaluada en t

δXt

δξ(s)

∣∣∣∣
s=t

= δ

δξ(s)

(
x0e
−γt + µ0(1− e−γt) +

∫ t

0
ξ(s)e−γ(t−s)ds

)
, (A.0.8)

δXt

δξ(s)

∣∣∣∣
s=t

= e−γ(t−t) = 1, (A.0.9)

con este resultado y recordando la expresión para la función de densidad de proba-
bilidad (2.1.9) reescribimos la ecuación (A.0.4) haciendo notar que − ∂

∂x
δ(x−Xt) =

∂
∂Xt

δ(x−Xt),

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ = Γ
〈

δ

δXt

δ(x−Xt)
〉
ξ
, (A.0.10)

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ = −Γ ∂

∂x

〈
δ(x−Xt)

〉
ξ
, (A.0.11)

〈ξ(t)δ(x−Xt)〉ξ = −Γ ∂

∂x
P (x, t). (A.0.12)
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APÉNDICE

Solución de la ecuación de Fokker-
Planck para el proceso de Orns-
tein–Uhlenbeck

La ecuación (2.1.22) puede verse en el espacio de Fourier como
∂P
∂t

= Γ(ik)2P + F
[
γ(x− µ0)∂P

∂x

]
+ γP , (B.0.1)

∂P
∂t

= −Γk2P + γ√
2π
F
[
(x− µ0)

]
∗ F

[
∂P

∂x

]
+ γP , (B.0.2)

∂P
∂t

= −Γk2P + γ√
2π

[
i
√

2πδ′(k)− µ0
√

2πδ(k)
]
∗
[
ikP

]
+ γP , (B.0.3)

∂P
∂t

= −Γk2P + γ
[
iδ′(k)− µ0δ(k)

]
∗
[
ikP

]
+ γP , (B.0.4)

∂P
∂t

= −Γk2P + γ
[
iδ′(k) ∗ ikP − µ0δ(k) ∗ ikP

]
+ γP , (B.0.5)

∂P
∂t

= −Γk2P + γ
[
− ∂

∂k
(kP)− µ0ikP

]
+ γP , (B.0.6)

∂P
∂t

= −Γk2P − γP − γk ∂
∂k
P − γµ0ikP + γP , (B.0.7)

∂P
∂t

= −Γk2P − γk ∂
∂k
P − γµ0ikP , (B.0.8)

se obtiene una ecuación diferencial parcial de primer orden que se puede resolver por
el método de las caracteŕısticas pues tenemos que la condición inicial en el espacio
de Fourier es P(k, 0) = 1√

2πe
−ix0k, para mayor comodidad se puede escribir de esta

44



APÉNDICE B. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE FOKKER-PLANCK
PARA EL PROCESO DE ORNSTEIN–UHLENBECK

forma
∂P
∂t

+ γk
∂

∂k
P = −(Γk2P + γµ0ikP). (B.0.9)

El método consiste en pensar que hay una curva caracteŕıstica descrita por un
parámetro s con las funciones k(s),t(s) y P(s) y una superficie parametrizada por s
y τ que es solución de la ecuación diferencial parcial, con las funciones k(s, τ),t(s, τ)
y P(s, τ). La curva caracteŕıstica puede escribirse como las condiciones iniciales, es
decir que

k(s, 0) = k(s) = s, (B.0.10)
t(s, 0) = t(s) = 0, (B.0.11)

P(s, 0) = P(s) = 1√
2π
e−ix0s. (B.0.12)

Con esto sabemos que la solución depende también de los nuevos parámetros P =
P(k(s, τ), t(s, τ)), por lo que podemos calcular la derivada total de la función P con
respecto a τ

dP
dτ

= ∂P
∂k

dk

dτ
+ ∂P

∂t

dt

dτ
. (B.0.13)

Si comparamos la ecuación anterior con la ecuación (B.0.9) podemos escribir el
siguiente sistema de ecuaciones que se conoce como ecuaciones de Lagrange-Charpit

dk

dτ
= γk, (B.0.14)

dt

dτ
= 1, (B.0.15)

dP
dτ

= −(Γk2 + γµ0ik)P , (B.0.16)

las cuales podemos escribir de la forma

dP
−(Γk2 + γµ0ik)P = dk

γk
= dt

1 , (B.0.17)

el teorema del método de Lagrange-Charpit nos asegura que las soluciones de es-
tas ecuaciones Φ(P , k, t) y Ψ(P , k, t) son constantes, forman parte de una función
arbitraria que es solución de la ecuación diferencial parcial f(Φ,Ψ) = 0 [34, 35].
Entonces resolviendo la primera igualdad (primer y segundo termino) y la segunda
igualdad (segundo y tercer termino), se obtiene que

C1 = Φ(P , k, t) = P exp
(

Γk2

2γ + iµ0k

)
, (B.0.18)

C2 = Ψ(P , k, t) = k exp(−γt). (B.0.19)
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

Como la función solución f(Φ,Ψ) = 0 es arbitraria se puede escribir como Φ−g(Ψ) =
0, entonces sustituyendo

P exp
(

Γk2

2γ + iµ0k

)
− g(ke−γt) = 0, (B.0.20)

P(k, t) = exp
(
−
[Γk2

2γ + iµ0k
])
g(ke−γt), (B.0.21)

se puede usar la condición inicial P(k, 0) = 1√
2πe
−ix0k para saber quien es g,

P(k, 0) = exp
(
−
[Γk2

2γ + iµ0k
])
g(k) = 1√

2π
e−ix0k, (B.0.22)

entonces la función g es

g(k) = 1√
2π

exp
(

Γk2

2γ + iµ0k − ix0k

)
, (B.0.23)

g(ke−γt) = 1√
2π

exp
(

Γk2e−γ2t

2γ + iµ0ke
−γt − ix0ke

−γt
)
, (B.0.24)

por tanto la solución de la ecuación diferencial parcial en el espacio de Fourier (B.0.9)
es

P(k, t) = 1√
2π

exp
[
−Γk2

2γ
(
1− e−2γt

)]
exp

[
−ik

(
µ0 + (x0 − µ0)e−2γt

)]
. (B.0.25)
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APÉNDICE

Solución de las ecuaciones de Frenet-
Serret para hélices

Se pueden obtener la ecuación paramétrica de la curva ~r(t) descrita por las
ecuaciones de Frenet-Serret (2.2.17) con curvatura κ y torsión τ constantes, por
simplicidad se puede escoger la velocidad v constante.

Derivando dos veces la ecuación (2.2.17a), obtenemos

d3T̂

dt3
= vκ

d2N̂

dt2
. (C.0.1)

Por otro lado si derivamos la ecuación (2.2.17b) tenemos una expresión para la
segunda derivada del vector normal

d2N̂

dt2
= −vκdT̂

dt
+ vτ

dB̂

dt
. (C.0.2)

La derivada del vector binormal se puede sustituir de la ecuación (2.2.17c) para
obtener una ecuación en términos de los vectores normal y tangente

d2N̂

dt2
= −vκdT̂

dt
− v2τ 2N̂ , (C.0.3)

pero de la ecuación (2.2.17a) sabemos que el vector normal está relacionado con la
derivada del vector tangente, entonces obtenemos que

d2N̂

dt2
= −vκdT̂

dt
− vτ 2

κ

dT̂

dt
. (C.0.4)
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

Con ello podemos sustituir la ecuación (C.0.4) en la ecuación (C.0.1) para obtener
una ecuación diferencial de la tangente

d3T̂

dt3
= −v2(κ2 + τ 2)dT̂

dt
, (C.0.5)

y recordando que la derivada de la posición es la magnitud de la velocidad por la
tangente

d

dt
~r = vT̂ , (C.0.6)

entonces escribiendo como v2(κ2+τ 2) = 1
c2 podemos obtener una ecuación diferencial

para ~r escrita como
d4

dt4
~r + 1

c2
d2

dt2
~r = 0, (C.0.7)

cuya solución está dada por

~r(t) = A + Bt+ C cos
(
t

c

)
+ D sin

(
t

c

)
, (C.0.8)

donde A, B,C y D son constantes determinadas por las condiciones iniciales. Pode-
mos escogerlas de modo que

~r(0) = (r0, 0, 0), (C.0.9)
d

dt
~r(0) =

(
0, r0

c
, h
)
, (C.0.10)

d2

dt2
~r(0) =

(
−r0

c2 , 0, 0
)
, (C.0.11)

d3

dt3
~r(0) =

(
0,−r0

c3 , 0
)
, (C.0.12)

aśı tenemos que la curva son hélices descritas por

~r(t) =
(
r0 cos

(
t

c

)
, r0 sin

(
t

c

)
, ht

)
. (C.0.13)

De la ecuación (C.0.13) se puede notar que el radio es r0 = κ
κ2+τ2 , la distancia

que separa a cada espira es h = τ
κ2+τ2 y el ángulo de la hélice es θ0 = tan−1

(
h
r0

)
.

Esto permite definir un sistema de referencia con respecto al eje como

R = ~r + r0N̂ , (C.0.14)
h1 = sin θ0T̂ + cos θ0B̂, (C.0.15)
h2 = −N̂ , (C.0.16)
h3 = h1 × h2. (C.0.17)

Con este nuevo sistema y de la ecuación (C.0.13) se puede notar que para curvatura
y torsión constantes las ecuaciones de Frenet-Serret modelan hélices[11].
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APÉNDICE

Eigenfases y eigenejes de las matrices
Rn con curvatura y torsión constantes

Podemos identificar a Rn = R(t) como la matriz descrita en la ecuación (3.1.11)

R(t) = exp
(∫ t

0
Ω dt′

)
, Ω = va

 0 κ(t′) 0
−κ(t′) 0 τ(t′)

0 −τ(t′) 0

 . (D.0.1)

Si suponemos que la curvatura y la torsión son constantes e iguales (por simplicidad)
κ(t′) = τ(t′) = κo podemos observar que la exponencial de la matriz resultante de
integrar Ω se puede reescribir como

R(t) = exp

vaκot
 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0


 (D.0.2)

=


cos2

(
vaκot√

2

)
sin(
√

2vaκot)√
2 sin2

(
vaκot√

2

)
− sin(

√
2vaκot)√

2 cos(
√

2vaκot) sin(
√

2vaκot)√
2

sin2
(
vaκot√

2

)
− sin(

√
2vaκot)√

2 cos2
(
vaκot√

2

)
 , (D.0.3)
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

con ello tenemos una expresión que se puede usar para obtener las eigenfases y
eigenejes en cada instante de tiempo. Para ello se calcula el polinomio caracteŕıstico

0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos2

(
vaκot√

2

)
− λ sin(

√
2vaκot)√

2 sin2
(
vaκot√

2

)
− sin(

√
2vaκot)√

2 cos(
√

2vaκot)− λ sin(
√

2vaκot)√
2

sin2
(
vaκot√

2

)
− sin(

√
2vaκot)√

2 cos2
(
vaκot√

2

)
− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (D.0.4)

= −λ3 + λ2(2 cos(
√

2vaκot) + 1)− λ(2 cos(
√

2vaκot) + 1) + 1 (D.0.5)
= (λ− 1)(−λ2 + 2λ cos(

√
2vaκot)− 1), (D.0.6)

Nuevamente se obtiene que una ráız de este polinomio es el eigenvalor λ = 1 cuyo
eigenvector corresponde al eigeneje. Para obtener los eigenvalores restantes usamos
la formula general para polinomios de grado 2, obtenemos que

λ = cos(
√

2vaκot)∓ i sin(
√

2vaκot) = e±i
√

2vaκot, (D.0.7)

y con ello se obtiene una expresión para las enigenfases o ángulos de rotación en
cada instante de tiempo:

ψ(t) =
√

2vaκot. (D.0.8)

Por otro lado usando el eigenvalor λ = 1 podemos calcular los eigenejes resol-
viendo el siguiente sistema de ecuaciones

− sin2
(
vaκot√

2

)
x+ sin(

√
2vaκot)√
2

y + sin2
(
vaκot√

2

)
z =0, (D.0.9)

−sin(
√

2vaκot)√
2

x− 2 sin2
(
vaκot√

2

)
y + sin(

√
2vaκot)√
2

z =0, (D.0.10)

sin2
(
vaκot√

2

)
x− sin(

√
2vaκot)√
2

y − sin2
(
vaκot√

2

)
z =0, (D.0.11)

se obtiene que

x = z0, (D.0.12)
y = 0, (D.0.13)
z = z0, (D.0.14)

y este último vector se puede escoger como unitario, lo que nos deja como eigeneje

w(t) =
(

1√
2
, 0, 1√

2

)
, (D.0.15)

notemos que el signo del mismo puede variar, esto es importante para interpretar
algunos resultados.
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APÉNDICE D. EIGENFASES Y EIGENEJES DE LAS MATRICES RN

CON CURVATURA Y TORSIÓN CONSTANTES

Figura D.1: La gráfica azul son las eigenfases determinadas por el algoritmo descrito
en la sección 3.3 y la gráfica naranja son las eigenfases determinadas por la ecuación
(D.0.8). Para esta simulación se usaron los parametros de curvatura y torsión como
κo = 3.0 m−1 y la rapidez de nado como va = 1.0 ms−1.

Con las eigenfases determinadas por (D.0.8) podemos deducir que la función
es del tipo sierra. Como se ve en la figura D.1 hay cierta diferencia importante
entre el experimento computacional (linea azul) y el obtenido anaĺıticamente (linea
naranja) como el contradominio de las eigenfases, en el caso computacional es el
intervalo [0, 2π] esto tiene sentido pues en el algoritmo discutido en la sección 3.3
se utiliza la función 2arccos(x) cuyo contradominio es justamente [0, 2π]. Por otro
lado las eigenfases descritas en (D.0.8) se obtuvieron con la función arctan2(x) cuyo
contradominio es (−π, π], es decir es el valor principal del argumento de un complejo.

Sucede de manera similar con los eigenejes determinados por (D.0.15), a pesar
que es una constante en el tiempo, las simulaciones muestran que este eje oscila como
una onda cuadrada con periodicidad 2π como se ve en la figura D.2 (a), debido a que
los eigenejes se determinan con las funciones sen(x) y cos(x). A pesar de que cambia
el eje (linea azul), también cambia el sentido en el que se rota como se muestra en la
figura D.3 lo que hace que el tratamiento teórico y numérico sean equivalentes. Por
otro lado se puede obtener el promedio del coseno del ángulo entre un eigeneje de
referencia como el inicial y otro en cualquier otro instante en el tiempo (ver figura D.2
(b)) vemos que cuándo es determinista y constante esencialmente solo hay un eje,
esto se ve reflejado en la misma gráfica donde solo puede haber dos resultados, que
sean paralelos o antiparalelos. Estos resultados nos dan una intuición para obtener
más información del caso en el que la curvatura y la torsión son estocásticas.
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Movimiento Helicoidal: Una descripción de matrices aleatorias

(a) (b)

Figura D.2: La gráfica azul son los eigenejes determinadas por el algoritmo descrito
en la sección 3.3 y la gráfica naranja son los eigenejes determinadas por la ecuación
(D.0.15). En la imagen (a) es la serie de tiempo de los eigenejes y en la imagen (b)
es el ángulo ente el eje del paso 1 al paso n en función del tiempo o pasos. Para esta
simulación se usaron los parametros de curvatura y torsión como κo = 3.0 m−1 y la
rapidez de nado como va = 1.0 ms−1.

x

y

z

w(t)

−w(t)

3
2π

1
2π

Figura D.3: El eigeneje w(t) de la ecuación (D.0.15) está representado como una
flecha roja sin embargo también se puede escoger como su inverso aditivo y sigue
siendo eigeneje de la matriz R(t). Pero para que sea la misma rotación debe cambiar
de sentido y ángulo en el que se rota como se ve ejemplifica en la figura, se cambia
de 3

2π a 1
2π respetando la regla de la mano derecha.

52



Bibliograf́ıa

[1] Eric Lauga and Raymond E Goldstein. microswimmers. Phys. Today, 65(9):
30, 2012.

[2] Jim A Mossman, Jack T Pearson, Harry D Moore, and Allan A Pacey. Variation
in mean human sperm length is linked with semen characteristics. Human
Reproduction, 28(1):22–32, 2013.

[3] Clemens Bechinger, Roberto Di Leonardo, Hartmut Löwen, Charles Reichhardt,
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