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Introduccion

* Kk

Entrada: Salida: y
mrata. u Sistema: 2

Figura 1: Sistema Entrada-Salida,

La teoria de control es una rama de la ingenieria que estudia sistemas de tipo entrada-
salida como en la Figura 1, en donde controlar el sistema X significa actuar sobre
¢l para que se comporte de manera deseada, por ejemplo, determinar un control
(entrada) u tal que la salida y, verifique y = ¥4, con y4 un dato prescrito. Cuando
Y. estd descrito por un modelo matemético hablamos de la teoria matematica del
control. Asi 3 puede estar definido por una ecuacion diferencial ordinaria/parcial,

con retraso o estocastica. Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Ecuacién de calor unidimensional

Sean T > 0 y u’ € L*(0, ) consideremos la ecuacion del calor.

( ou
E—AUZh (0,7) x (0,7),
§ u(t,0)=ult,m)=0 tec(0,7), (1)
| w(0,2) =u’(z) z € (0,m).
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Decimos que (1) es controlable a cero si existe un control h € L2((0,T) x (0, 7)), tal
que para todo dato inicial u° se tenga que la solucion u(T') = 0, ver [1, Seccion 2.5].
Una interpretacion fisica de esto es calentar una varilla de longitud 7 internamente,
por ejemplo, como lo que haria un horno de microondas, y el objetivo es conseguir
una fuente de calor h, tal que la distribucion (o temperatura) de calor u sea cero, es

decir, se enfrie, para algtin tiempo 1" > 0 determinado.

Ejemplo 2. The Rocket Car

Consideramos un automaévil de masa unitaria que se mueve de un punto a otro (de ¥
a yr), se desea determinar la manera para que llegue al otro extremo en un tiempo
minimo. Denotemos por y su posiciéon y suponiendo que en los extremos el automovil
se encuentra en reposo, entonces por la segunda ley de Newton y teniendo en cuenta

1

que la fuerza' u es el control, el problema se expresa de la siguiente forma:

minT > 0
Sujeto a:

(') = ult), y(T)=yr,
¢ y(0)=0, ¢(T)
y(0) = yo, |u(®)]

Graficamente esta situacion se puede ilustrar en la siguiente figura.

9

IA
—_ O

\

yr

Yo

Existen diferentes vertientes en la teoria de control, listamos algunas de ellas:

ISuponemos ademés que no existen otras fuerzas fisicas que interfieren en el movimiento del automaovil.
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[0 Controlabilidad: conducir el sistema (X) de una configuracion inicial a una

final (Ejemplo 1).

[ Control é6ptimo: Minimizar o maximizar un funcional que depende de la so-

lucion y del control (Ejemplo 2), ver |2, Capitulo 1].

[0 Estabilizacion: Que las trayectorias (o estado) del sistema decaigan cuando
t — oo de manera determinada (exponencialmente, polinomial, etc. ), ver [3,

Capitulo §|.

[0 Observabilidad: Reconstruir un estado (o salida) a partir de datos parciales,

ver [4].

En todas las vertientes existen problematicas de control donde el tiempo es un dato
importante [1, Capitulo 1]. En particular, el concepto de controlabilidad se encuentra

estrechamente relacionado con el tiempo.

Por otro lado, el diseno 6ptimo u optimizaciéon de forma es una rama del control
6ptimo, en la cual el control es un dominio o forma 2. En concreto, se busca {2* en
una familia de dominios admisibles €2,,, de manera que el funcional J : €, — R

dado, verifique

J(Q) = min J(Q). 2)

QEQad

Como es comin en problemas de optimizacion, la derivada juega un papel importan-
te para determinar condiciones necesarias para los dominios 6ptimos. No obstante,

notemos que 2,4 carece estructura afin normada con lo que no tiene sentido alguno



hablar de la derivada para la aplicacion
J Qad — R,
Q= J(Q).

Mas aun, incluso cuando se pueden escoger distintas topologias para 2,4, en princi-

(3)

pio esto es irrelevante para demostrar la existencia de 2*, de hecho se requieren de
fuertes condiciones geométricas, ver Buttazzo G. [5, Capitulo 5| y Pironneau O. [6,
Capitulo 3|, con lo que se debe debilitar a (2) para, en el mejor de los casos, hablar
de compacidad en €4 y/o convexidad en J.

Sin embargo, existen técnicas que permiten trasformar el funcional (3) a
J € — R,
p = J(p),

donde £ es un espacio normado (preferentemente completo y regular), esto con el

(4)

objetivo de hacer uso del anélisis funcional.
En esta tesis estudiaremos dos trabajos relacionados a la optimizacion de forma.
En primera instancia estudiaremos el diseno de un condensador eléctrico de minima
capacidad. Posteriormente abordaremos el problema principal de este trabajo: estu-
diaremos el siguiente problema de controlabilidad planteado por Chenais D. y Zuazua
E. en [7].
Consideremos la ecuacion de Poisson con f € L?(R") y condiciones Dirichlet

—Au=f en €2,

u =20 sobre 02,

(5)

y un dato preescrito ug € H'(w), para un abierto w CC € dado. Se desea determinar

un dominio 2* tal que la solucion de (5) verifique

UQ* = Uq. (6)

w
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En [8], Chenais D. demuestra la existencia de 2* mediante el problema de optimizacion
m&n J(Q) = |lulw — UdHLz(Q)-

Mientras que Osses A. y Puel J. en [9], muestran un resultado de controlabilidad
para la ecuacion (5) donde el control actiia en la frontera de 2. Recientemente en |7],

Chenais D. y Zuazua E. mostraron que (6) no es posible, pero si una version débil, es

decir, resuelven HUQ — udH < ¢, para cualquier € > 0 dado. A esto se le denomina

w
un problema de controlabilidad aproximada.

La tesis se encuentra estructurada de la siguiente manera:

1. En el Capitulo 1 introducimos brevemente los espacios de funciones k veces
continuamente diferenciables, C*(€2), asf como los conceptos de continuidad en
el sentido de Holder y Lipschitz. Més aun, definimos los espacios de funciones
(Lebesgue) integrables, LP(£2) y el espacio de las funciones prueba, D(£2), asi

como algunos resultados de aproximacion.

2. En el Capitulo 2 se definirdn los espacios de Sobolev, W*?()), espacios en los
que las soluciones de EDP viven naturalmente. Demostramos el teorema de la
traza puesto que sera de vital importancia para probar el problema de control.
También estudiaremos los espacios de Sobolev fraccionarios, necesarios para

generalizar el teorema de la traza.

3. En el Capitulo 3 se tratara la existencia, unicidad y regularidad de las solu-
ciones para ecuaciones diferenciales parciales elipticas de segundo orden. Nos
centraremos en un resultado de regularidad en LP(2) y damos una nueva ver-

sion a la clasica demostracion encontrada en [10]. El objetivo de este capitulo



serd, mostrar que operador de Laplace, —A, resulta ser un isomorfismo entre

W2H(Q) N WEP(Q) y LN(Q).

. En el Capitulo 4 introducimos la teoria de diseno 6ptimo para EDP con va-
lores en la frontera. En particular, estudiaremos el problema de minimizar la
capacidad de un condensador eléctrico en donde ejemplificamos el uso de la téc-
nica «diferenciacion respecto del dominioy. Esto es, la herramienta que permite

transformar la aplicacion (3) en (4).

. Finalmente, en el Capitulo 5, retomaremos el problema (5) y lo trataremos
como un problema de controlabilidad, esto requerira trabajar con una aplicaciéon
del estilo (3), con lo que, mediante la técnica antes mencionada, podremos
demostrar que el problema (6) no es posible, por lo que se debilitard a uno de

controlabilidad aproximada.



Capitulo

Fspacios clasicos de tunciones

* Kk

En este capitulo mostraremos algunos espacios que seran de utilidad para el desarrollo

del problema de control, a estos se les conocen en la literatura como espacios clasicos.

Sea 2 C R" abierto, definimos el espacio de funciones continuas C(£2) como
C(Q) =) = {u Q= R, ues continua}.

Definicion 1. Un multiindice es una n tupla o = (a1, s, ..., q,) donde «; para

i=1,...,n es un entero positivo. Ademds, |o| =Y 1, ;.

Se establece el operador diferencial D® con o un multiindice como

o () ()

Asi, definimos los espacios de funciones k veces diferenciables C*(€2), para k un entero,

de forma recursiva como

Cr(Q) = {u e CF1Q) : D e C(Q), |a] = k}

10



Si © es acotado, entonces 2 es compacto con lo que los espacios C(Q2) y C*(Q) son
espacio de Banach con la norma

Jullesey = llullc = méx { méx| D"uz) .
Sin embargo, esto cambia drasticamente cuando €2 no es acotado o si se considera una
norma di{;erente, por ejemplo, se puede probar que el espacio C([a, b]) con la norma
|ul| = / |u(x)|dx no es completo.
Existen C(Lzriterios de continuidad més restrictivos, como lo es ser Holder continua o

Lipshitz continua.

Definicion 2 (Funciones Holder continuas). Sea a € (0,1]. Una funcion u :  — R

se dice Holder continua si

[u] co.0(q) = sup { ‘u(é)__yl‘bgy)l txF Y€ Q} < 00.

El espacio de todas las funciones Hélder continuas se denota C%%(Q).
Nuevamente, cuando €2 es acotado, podemos considerar la norma
[ullgo.e = llull + [u]coeq)-

Ast, C%?(Q) es un espacio de Banach. En particular, cuando o = 1, se dice que u es

Lipschitz continua, esto da cabida a los siguientes espacios.

Definiciéon 3 (Funciones Lipschitz continuas). Sea u : Q@ C R" — R™, decimos que

u € Lip(2;R™) si u es acotada y globalmente Lipschitz, es decir:

(Acotada) Euxiste una constante Cy > 0 tal que para todo x € Q) se tiene que

[u(@)]| < Co.
11



(Globalmente Lipschitz) FEriste una constante Cy > 0 tal que para todo x,y €

se tiene que

[u(z) = uy)ll < Cillz = yl|

Cuando m = 1, escribimos Lip(2). Mds ain, u estd en Lip(Q2; R™) si y sdlo si todas

las funciones componentes estdin en Lip(£2).

1.1. Espacios de Lebesgue

Nos restringiremos a la medida de Lebesgue [Q2| para  C R"™ medible, y por tanto
las integrales se entenderan con respecto a la misma. Para un estudio mas general
sobre teoria de la medida consultar [11, 12, 13, 14].

Definimos

L(2) = {u : 2 — R : u medible, /Q|u| < oo}.

Desafortunadamente £(€2) con p(u) = / |u(z)|dx no es un espacio normado, pues
existen funciones para las cuales p(u) 2 0 pero u # 0. Sin embargo se pueden
construir clases de equivalencia ~ de forma apropiada de tal manera que el espacio
espacio cociente L'(Q) = L(2)/ ~ es un espacio vectorial normado con la norma

[ull 1) = p(lu]), ver [11, Proposicion 5.5].
Definicion 4. Sea 1 < p < 0o, definimos los espacios vectoriales

LP(Q) = {f . Q) — R medible y | f|” € Ll(Q)}

p
el / u(z)Pde) .

12
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Cuando p = oo tenemos que

L>*(Q) = {u : 2 = R:suplu(x)] < oo c.s. en Q},

zef)

con norma

esssup |u| = inf{C’ >0:|ul <C ecs. en Q}

Teorema 1 (Desigualdad de Young). Sean 1 < p,q < oo tales que 11) —l—é = 1,
entonces
a? bl
ab < — + —.
p q
Demostracion. Ver [13, Teorema 8.4]. |
Teorema 2 (Desigualdad de Holder). Sean p € [1,00] y ¢ tales que
1 1
4= (1.1)
p 9
Entonces para u € LP(Q) y v € L4(Q) se tiene que uv € L1(Q) y
w1y < llull pooyllvll pagq)- (1.2)
Demostracion. Ver [13, Teorema 8.6]. |

Teorema 3 (de Riesz-Fischer). Sea 1 < p < oo, entonces LP(2) es un espacio de

Banach.

Demostracion. Ver |11, Teorema 5.9]. |

Decimos que una sucesion de funciones (uy),>1 converge a u en LP(€)) si y solo si
|un — ul|, — 0, en general, la convergencia puntual y en norma no son equivalentes,

véase la discusion en |15, pag. 247].

13



Definicion 5. Decimos que w estd fuertemente contenido en €2 si: w C ) y se

cumple que w C 2, denotado por w CC .

Figura 2: Descripcion grafica de un conjunto fuertemente contenido.

Definicion 6. Decimos que f es localmente integrable si f € LP(K) para todo K CC

Q. Formalmente es el conjunto definido como

Lp

loc

(Q):={f € L’(K) : VK compacto, K C Q}.

Notemos que si u € L} (£2) esto no implica que u € LP(f2), para ello considérese la
funcion u(x) = 1 definida en €2 = R. Sin embargo, si se tiene la contencion contraria

LX(Q) C L2 (Q).

loc

Definiciéon 7. El soporte de una funcion u : Q@ C R" — R es la cerradura del

conjunto donde la funcidn no es cero, denotado por sop(u). Es decir,

sop(u) = {x € Q: u(x) # 0}.

Definicion 8. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach, R 5 r >0 y xq € X. Denotamos

por B(zg,r) a la bola abierta con centro en xqy y radio r, es decir,

B(xg,r) = {x € X:l|lz—xf < r},

14



y su cerradura, B(xg,7), la bola cerrada, como
B(xzg,r) = {x € X :|lx—af < 7"}.

Definicion 9. El espacio de funciones prueba es el conjunto de funciones conti-

nuamente infinito diferenciables con soporte compacto, denotado por D(SY), es decir
D(Q) = {u e C*(Q) : sop(u) compacto, sop(u) C 2}

El siguiente ejemplo muestra que D(2) no es vacio.

Ejemplo 1. Sea la funciéon ¢ : R — R dada por

(o)
2
o) =4 e LIl pz) <1 (1.3)
0 s |z > 1

Entonces ¢ € D(R™). En efecto, notemos que sop(¢) = B(0, 1), por otro lado si

~1
1=l

||| — 1 con [|z]| < 1 entonces s = —o0o vy p(x) — 0. Para mostrar que es

continuamente diferenciable notemos que

Op(x) —2x; , .
= x) luego, por induccion D% =

P,(x)
(1= =)

para P, un polinomio, cuando ||z|| — 1 para [|z]| < 1 la exponencial decae més

5 P(@),

rapido que el término tal que D%p — 0, esto prueba que las derivadas son

1
(1=l ][*)2Iel

continuas.

Definicion 10. Una sucesion reqularizante (mollifier en inglés) es una sucesion

(Qpn)nzl C D(Q) tal que

1
o020, sop(pn) € B(O, ), /%: I VneN.
Q

15



Fijemos un entero positivo £y 1 < p < oo. Definimos el conjunto

Q. = {:C € Q : dist(z,00) < 6}
1

y escribimos ¢, = ¢ (%) donde ¢ es la funcion (1.3).

Definicion 11. Sea u € L, (), definimos su reqularizacion como

u® = xu en $,

esto es,

u'(x) = /Qsoe(fc — y)uly)dy = /B(O )soe(y)U(fc —y)dy, z€Q.  (14)

Teorema 4 (Propiedades de las sucesiones regularizantes). Sea u¢ la reqularizacion

de u, entonces,
(a) u € C®(Q,).
(b) u¢ — u c.s. en Q2 cuando € — 0.

c) Stu e C(Q), entonces u¢ — u uniformemente sobre subconjuntos compactos
]

de €.
(d) Para 1 <p < oo, siu€ L} () entonces u® — u en LY (£2).
Demostracion. |16, Teorema 6, pag. 630]. |

Teorema 5. D(Q) es denso en LP(§2) para 1 < p < 0.

Demostracion. Ver |17, Proposicion 2.7]. |

16



Corolario 1. Sea u € L*(Q) y suponga que para toda ¢ € D() se tiene que,

entonces u = 0.

Demostracion. Ver |15, Corolario 19.25].

17



Capitulo

Fspacios de Sobolev

* Kk

Decimos que €2 es un dominio si {2 es un conjunto abierto, acotado y conexo de R".
En particular nos interesan aquellos denominados dominios suaves.

Dado z € R"”, escribimos
r=(2,z,), 2 eR" 2= (x1,20,...,20 1)
Consideremos |z| como la norma usual para R", definimos los conjuntos
R} = {3: = (o', 2,) : 2y > O},
Q= {x = (o', x,) 2| < 1,|z| < 1},

Qs+ = QNRY,
Qo = {x = (2/,0); ]2/| < 1}.

Definicion 12. Se dice que Q es de clase C* si para cada x € 0S), existe una vecindad

O de R" y una aplicacion biyectiva n : Q@ — O tal que

neCh@), n'el*0), n(Q:s)=0nQ, n(Q) =0NoK.

A n se le llama carta (o coordenada) local.

18



Definicion 13. Sea (¢,)n>1 una sucesion de funciones en D(S2), decimos que @,, —
@ en D(Q) si existe un compacto K C ) tal que sop(v,) C K y si D%p, — D%p

uniformemente en K para todo o € N".

Definicion 14. Una distribucion es un funcional T : D(Q) — R lineal y continuo,

es decir, T(apy + Bps) = aTp1+ BT ps y st p, — @ en D(Q) entonces T, — Tp.

A partir de ahora denotamos T'p por (T, ¢) y al espacio de distribuciones en 2 se le
denota D'(Q).

Definicion 15. Sea T € D'(2) una distribucidn, entonces la aplicacion
o = (=1)°N(T, D)

define una distribucion, llamada derivada distribucional y denotada por DT

Es decir,

(DT, p) = (=1)*(T, D). (2.1)

Definicion 16 (Convergencia en el sentido de distribuciones). Sea (T},)n>1 C D'(2),

decimos que T, — T en D(Q) si y sdlo si (T, ) — (T, @) para toda p € D(Q).
Lema 1 (Unicidad). La derivada distribucional de T', si existe, es inica casi siempre.

Demostracion. Ver [16, Lema pag. 243|. |

Para un estudio mas detallado en la teorfa de distribuciones consultar [18].

2.1. Espacios de Sobolev

Sea 1 < p < ooy k un entero no negativo.

19



Definicion 17. El espacio de Sobolev W P(Q) consiste en todas las funciones
u € LP(Q) cuyas derivadas distribucionales o débiles D“u se encuentran en LP(S2).
i.e.

WhP(Q) = {u . Q = Rou € LP(Q), D € LX(Q), |a < k} (2.2)

Definicion 18. Dotamos los espacios de Sobolev WHP(Q) con la norma

w|l ey = ( Z HDO‘uHﬁp)p para 1 <p < oo, (2.3)
|of<k
(K P——— Z esssup |D%u(x)| para p= oo. (2.4)
la|<k x€e)

Se puede mostrar que ||ul| g (q) ¥ [|ul[yreq) Son normas para los espacios de Sobolev
correspondientes y ademas W#P(Q) para 1 < p < oo son espacios de Banach [16,
Teorema 2, pag.239|.

Los siguientes espacios de Sobolev son de particular interés.

= Los espacios de Hilbert H*(Q) donde
HM(Q) = W (Q)

y la norma es inducida por el producto escalar

Particularmente para k£ = 1
HY(Q) = {u Q= Riue LXQ), Vue LQ(Q)}

donde el gradiente V = (aa—;‘l, cee (,?T“) se entiende en el sentido débil.

20



= El espacio de funciones que se anulan en la frontera Wéﬁ"’p (Q).
WyP(Q) = {D(Q) bajo la topologia de kap(Q)}’

e u € WiP(Q) si existe una sucesion (uy)p>1 C D(Q) tal que u, — u en

WEP(Q). En particular, HF(Q) = Wi (Q).

Definimos

loc

WEP(Q) = {u € W*P(w) : w compacto, w C Q}

Se tienen los siguientes resultados de aproximacion por funciones suaves.

Teorema 6 (Aproximacion local). Sea u € W*P(Q) y su regularizacion u¢ = o, * u
en (.. Entonces

ut — u en W, P(Q) cuando e — 0.

Demostracion. Ver [16, Teorema 1, pag. 250]. |

Teorema 7 (Aproximacion global). Sea Q acotado y u € W*P(Q) para algin 1 <

p < 0o. Entonces existe una sucesion (u,)p>1 C C°(Q) N W*P(Q) tal que
w, —u  WHP(Q).
Demostracion. Ver |16, Teorema 2, pag. 251]. |

Teorema 8 (Aproximacion hasta la frontera). Sea 1 < p < 0o, Q acotado de clase

C yu € WEP(Q). Entonces existe una sucesion (uy,)n>1 C C®(Q) tal que
u, —u WHEP(Q).
Demostracion. Ver [16, Teorema 3, pag. 252]. |
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El objetivo del siguiente resultado es extender funciones de W*?(Q) a Wk»(R").

Teorema 9 (Operador extension). Suponga 1 < p < oo, Q es acotado y de clase
O, consideremos un conjunto abierto V tal que Q2 CC V entonces existe un operador

lineal

E W (Q) — WhH(R")
tal que, para cada u € WHP(Q),
(1) Eu=wu c.s. en S.
(11) sop(Eu) C V.

(111) Eziste una constante C = C(n,p, 2, V) tal que
[ Eullyrpmey < Cllullprs)-

Llamamos a Eu la extension de u a R"™.

Demostracion. Ver [16, Teorema 1, pag. 254 |

Este resultado se puede generalizar para los espacios W*?(Q) ver [19].

Operador traza

Suponga que u € C(£2), entonces los valores de u sobre la frontera estan bien defini-
dos, sin embargo, las funciones en los espacios de Sobolev pueden no ser continuas, o
incluso solo estar definidas casi por doquier en €2. Més atn, la frontera de un abierto
tiene medida de Lebesgue cero, de esta manera no hay un significado directo para

decir que u € W*P(Q) toma valores en 9.
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Para los objetivos de este trabajo, definimos el espacio

Lp(aﬂ)z{u:8Q—>R; /

uff < oo},
o0

con 1 < p < oo, para un estudio méas detallado ver [20, 21].

Teorema 10 (De la traza). Suponga que 1 < p < oo, Q acotado y de clase C*.

Entonces existe un operador lineal y acotado,
tr: WHP(Q) — LP(09)
tal que

1. Siu€ WH(Q)NO(Q), entonces tr(u) = u o'

2. para cada u € WIP(Q) existe una constante C > 0 que depende de p y Q tal
que

ler (@)l oo0) < Cllwllwioq),
donde a tr(u) se le llama la traza de u sobre OS2.

Demostracion. Si definimos el operador

tr : D(Q) — LP(09Q),
(2.5)
u— tr(u) =ul .
o0
entonces por densidad, este puede ser extendido a un operador lineal continuo de

manera tUnica', que denotaremos de la misma manera,
tr: WHP(Q) — LP(082),

— tr(u) = u| .
u — tr(u) Ul

La densidad es una condicién necesaria para la unicidad, de no ser asi, la extensiéon se sigue por
Hahn-Banach. Ver Teorema de extensiéon continua.
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En efecto, por el Teorema 8, sabemos que D(Q) es denso en WP(2). En consecuen-

cia, basta probar que el operador (2.5) es continuo.

Sea u € CH(Q).
Paso 1. Consideremos primero cuando
Q=R" ={z=(21,...,29-1,2,) € R", 2, > 0},

el caso general se seguird usando una transformacion local. En efecto, suponga-
mos que alededor de 20 € 99, la frontera es plana y se encuentra sobre el plano
{x, = 0}. Ver Figura 3. Entonces existe una bola abierta B con centro en z° y

radio r > 0 tal que
B" :=Bn{x, >0} CQ,
B™ = Bn{x, <0} C R"\Q.

Tomemos B, la bola concéntrica con radio .

7 N
, o ~
Ve =, . .
f/ E/ . \;
/g \ \n 0Q
. |
: >
‘ ]|| T\ I X / }I x =0
v \ N / /
\ e d /
~ B /
~. -~

Figura 3: Descripcion local de 0fQ2.
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Mostremos que

[ull oy < Cp, B ullyyrogs+)- (2.6)
donde I' es la parte de 92 que se queda contenida en B.
Sean la funcion &€ € D(B) tal que 0 < € < 1len By & =1 en B. Asi, se tiene
que sop(éu) C Bt y&u=wuenT. Seax' = (21,...,2,1) € R"! = {z, = 0}.

Por el teorema fundamental del célculo podemos escribir

Su(x',0) = — /000 %%(—ai/’mdt'

Ademaés, para a,b > 0, |a + b’ = 21"% + %’p y por la convexidad de la funcion

h(z) = xP es sencillo mostrar que
la+bf < 2p—1(|a\p + |b\p). (2.7)

De esta manera, usando la desigualdad de Hélder, considerando que

p
ou(z )| |0 ou , ,
P b
con lo que, por (2.7), se tiene que
*O(|€u(a, 1)]) L \P
/ p <
O A )
0 / p
<o [0,
0 85571
_ 0& b ou P
< p—1 / /
< (2r) St 0+ fegt @
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Paso 2.

Integrando sobre I'" obtenemos

cue’, 0)" < (2r)" / / =
r I' JO

<0p.BY) | Ju@r+ '

Bt

p p
dtdx’

9
+ '537“(96’,&

ou |¥

d
ox,, v

+ p — | du |’
<C(p,B") |u(z)]| +Z e dx
+ i=1 !

< Cp, B)|[ullyro(pe):
donde C(p, BY) = (2r)P ' méx{||¢]| . + ||€z, ||} Esto prueba (2.6).

Para el caso general, si alrededor 2¥ la frontera no es plana, podemos considerar
por la regularidad de €2, una funcién que aplane dicha parte. En concreto, para
cada xy € 0f) existe un abierto W, bola abierta B(zg,r) y un diffeomorfismo

¢ : B(xg,7) — W de clase C! tal que

gp(B(a:O,r) N Q> — W {z, > 0},

go(B(:co,r) N 89) =W n{z, = 0}.

Ver Figura 4. De esta manera, por el mismo argumento del paso 1, y regresando

a las coordenadas originales se tiene que

/|u\pdS < CHuHWlp (2.8)

donde I' es un subconjunto de 0f2.
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Figura 4: Transformacion local.

Paso 3. Luego, como 0f2 es compacto, existe una cubierta abierta finita de subconjuntos

['; de 012, tales que
o0 = 1.
i=1

Por el paso 1y 2, para cada I'; C 012, se tiene que

[ull ey < Cllullyreg): (2.9)
Por tanto,
]l 100 / Juf” < Z/ ul” = |UHLP < C(n, p)||ullyprog
Definimos
tr(u) = ‘ ,
r(u) Ul

entonces la estimacion anterior implica que

ler (@)l zoa0) < Cllallwiog) (2.10)
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Paso 4.

donde C no depende de u. Esto prueba el Teorema 10 para u € C*(Q).

Supongamos ahora que u € WH(Q) por densidad sabemos que existe una
sucesion (U, )m>1 € C*(Q) tal que u,, — u en WP(Q) esto es el Terema 8.

Usando la estimacion (2.10) y por como definimos a tr, que

lox () — ()l ogony < Clln — wllyrgay

en consecuencia, (tr(u,,))m>1 es una sucesion de Cauchy en LP(0€), por com-
pletitud, existe un operador tr(u) := limy, o tr(u,) € LP(9S2), notemos que
tr(u) esta bien definido pues de acuerdo a (2.10) no depende la eleccion de la
sucesion (u,,). Ademas es lineal y continuo. Finalmente, si u € W?(Q)NC(Q)
sabemos que las funciones u, tomadas en C*°(Q) convergen uniformemente a u

en subconjuntos compactos de Q, en particular en 9€2. Por tanto, (tr(wm,))m>1

converge uniformemente a u| en 0f2.
o9

Teorema 11 (Traza cero). Suponga que Q0 es acotado y de clase C*, siu € WHP(Q),

entonces

u € Wy P(Q) siy solo si tr(u) =0 sobre 9.

Demostracion. Ver [16, Teorema 2, pag. 259). |

Los teoremas de encaje intuitivamente dicen que si una funcién es lo suficientemente

suave e integrable (en el sentido débil) entonces esto implica mayor regularidad.

Definicion 19. Sea 1 < p < n, el exponente critico de Sobolev p* se define como

p = donde — =———.
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Notemos que p* > p.

Teorema 12 (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg). Suponga que 1 < p < n, entonces se

tiene la siguiente inclusion

WP (R") € LY(R"),
donde q € [p,p*]. Mds aiun, existe una constante C' dependiente de p y n tal que
[ull e gy < CllDU| ey Vu € WP (R™). (2.11)
Demostracion. Ver [22, pag. 162-165]. |

Teorema 13 (Desigualdad de Poincaré). Sea Q un conjunto abierto y acotado de

R", 1 < p < o0. Entonces eziste una constante positiva C' = C(§2,p) tal que
]-7
[ull oy < ClIVUll oy Vu € Wy (9).
Demostracion. Ver |22, pag. 174]. |

Teorema 14 (de Morrey). Sea n < p < oco. Entonces la inclusion

WP(R?) — C%(R") es continua. Ademds, existe una constante C = C(p,n) > 0

tal que
=) < DUl Yu € WHERD),
cona=1— %.
Demostracion. Ver |23, Teorema 5.7.4]. H

Teorema 15 (de Rellich-Kondrashov). Suponga que 2 es abierto, acotado y de clase

C'. Entonces tenemos los siguientes encajes compactos

WP(Q) — LY(Q) para toda q € [1,p*) donde 1% =1i_Lgp<n.

1
p
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WhP(Q) — LY(Q) para toda q € [p,0) sip=mn.

Whr(Q) — C(Q) sip > n.
En particular, la inclusion o« : WHP(Q) — LP(Q) es compacta para todo p y toda n.
Demostracion. Ver |22, Teorema 9.16] |

Definicion 20 (Espacio dual). Sea 1 < p < 0o y q el exponente conjugado de p. El
dual del espacio Wf’p(ﬂ) para m > 1 entero se denota por W=FP(Q).

Los siguientes resultados relacionan a los espacios de Sobolev W*>(Q) con las fun-

ciones Lipschitz .

Teorema 16. Sea u :  C R" — R una funcion medible. Entonces u € Lip()) si
y solo siu € L¥(Q) y Vu € L>®(Q,R™) donde el gradiente de u se entiende en el

sentido distribucional. Por tanto, los conjuntos Lip(Q2) y WH(Q) coinciden.

Demostracion. |16, Teorema 4, pag. 279|. |

Lo anterior se puede generalizar para funciones vectoriales Lip(€2; R™).

Definicion 21. Sea u : Q C R* — R™, decimos que u € Lip®(Q) con k > 1 entero

St
1. Existe una constante C' tal que para todo x € )

lu(z)] < C.

2. D*u es globalmente Lipschitz para todo « tal que 0 < |a| < k — 1.

donde las derivadas son en el sentido distribucional.
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En consecuencia, se tiene la siguiente relacion
Lip"(R™; R") = W*>(R"; R").
Més atn, Lip"(€; R™) dotado de las operaciones habituales y de la norma

|ull, = esssup |D%u(z)], (2.12)

0<|a|<k,z€
constituye un espacio de Banach para cada k > 1, consecuencia de la relacion ante-

rior.

2.2. Espacios de Sobolev Fraccionarios

El objetivo de esta seccion es estudiar los espacios H*(£2), para s un ntimero real, esto
pues son los espacios naturales para hablar sobre las trazas de funciones en espacios

de Sobolev. En su totalidad lo expuesto aqui se basa en |17, 24].

Definicién 22 (Espacio de Schwartz).

S(R") := {gp e C*[R") : ||¢ll, < 0o para todo ¢ € NO},
donde
¢
Il = sup (1+127)2 3 ID%(a)] (2.13)
rzeR”? la|<t

es llamado el espacio de funciones de Schwartz o de funciones de decaimiento rapido.

A diferencia de D(2), S(2) es un espacio metrizable, esto es, que aunque la topologia
no sea inducida directamente por la norma se pueden encontrar funciones que resultan

ser métricas, ver [18, Capitulo 2] y [17, pag. 39] .
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Definiciéon 23 (Transformada de Fourier en S(R")).
Sea ¢ € S(R™), entonces

B(6) = (F)(€) = (2m) 2 / e " p(x)dz, €€ R, (2.14)

n

es llamada la transformada de Fourier de ¢, y

pE) = (Flo)) = @0 [ o), EeRY (215)

es llamada la transformada de Fourier inversa de .

Denotamos por S'(R") al espacio dual de S(R™), a sus elementos se les llama distri-
buciones temperadas. Mas atn, T € S'(R") si y solo si existen nameros: ¢ > 0, £ € Ny

tal que [Tp| < c||¢]|,, ver [17, Teorema 2.48].

La idea es caracterizar a los espacios H*(R") mediante la transformada de Fourier,

para esto requerimos de los siguientes resultados.
Teorema 17. Para k > 1 entero, se tienen las siguientes inclusiones

S(R") c H*R") c L*(R") ¢ S'(R"). (2.16)
Mds aiin, S(R™) es denso en H¥(R™).
Demostracion. Ver [17, Teorema 3.3]. |
Introducimos los espacios L? con peso.
Definicion 24. Sea w una funcion positiva y continua en R", entonces

LA(R", w) = {u e LL (R") : wu € LQ(R”)}.
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En particular, los pesos de interés especial son
9 s/2
wy(z) = <1 + |z > seR,xz e R". (2.17)

Proposicion 1. El espacio L*(R", w,) es un espacio de Hilbert con el producto es-

calar {(wu, wsv) r2wny. Mds ain,

S(R™) c L*(R",w,) C S'(R") (2.18)
y se tiene que tanto S(R™) como D(R™) son densos en L*(R"™, wy).
Demostracion. Ver |17, Proposicion 3.10] |

Teorema 18. Sea k € Ny. La transformada Fourier F y su inversa F ' generan
aplicaciones unitarias de H*(R") en L2(R™, wy) y de L*(R",wy,) en H*(R"), respec-

tivamente. Mds atn,
FIH*R")] = F'[HMR")] = L*(R", wy,). (2.19)
Demostracion. Ver |17, Teorema 3.11]. |
Maés atn, en virtud de (2.19) se tiene que
H*(R") = FIL*(R",wy)] = F L (R, wy)], (2.20)

es decir, podemos definir al espacio H¥(R") como la imagen de L?(R", w;,) bajo la
transformada de Fourier, y esta relacion no depende de la elecciéon de k, de hecho se

tiene para toda s real.

Demostracion. Ver |24, Teorema 4.2.3] |
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Sea () abierto, definimos
H?(Q) = {u c L*(Q) : existe g € H*(R") tal que glg = u}

La importancia de los espacios de Sobolev fraccionarios para este trabajo es caracteri-
zar el rango del operador traza. Si € es de clase C™, los operadores traza’ se definen,

respectivamente, para 1 < p < 0o como

tr: WHP(Q) — LP(00) y para k > 2, tr, = tr 82 L WRP(Q) — LP(09).
v

donde v es el vector normal de 0f).
Teorema 19. Sea 2 un dominio acotado de clase C°.

(1) Sea s > 5, entonces la aplicacion traza tr : H*(2) — H*2(09) es una aplica-

cion lineal y continua. Ademds,

tr[H*(Q)] = H* 2 (99). (2.21)

(1) Sea s > 3, entonces la traza de & denotado por tr, : H*(€2) — H*2(09) es

una aplicacion lineal y continua. Ademds,

tr, [H3(Q)] = H*2(89). (2.22)
Demostracion. Ver |17, Teorema 4.24]. |
En particular,
» Paras=1
H?(09) = tr[HY(Q)]. (2.23)

2En comparaciéon con el Teorema 10, las hipotesis son més generales, ver [19, Teorema 5.22| para su
demostracion.
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» Para s =2

H?(0Q) = tr[H?(Q)). (2.24)
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Capitulo

Fcuaciones Diferenciales Elipticas

de Segundo Orden

* Kk

En este capitulo introducimos algunos conceptos de ecuaciones diferenciales parciales
elipticas de segundo orden, en particular nos enfocamos en la teorfa de regularidad

para soluciones débiles.

Una ecuacion diferencial parcial (EDP) es una relacion de la forma
F(z,u,uyy, .. Uy, - ) =0 para 4,5 =1,2,...,n, (3.1)

donde F' es una funcion de variables independientes x; , de una funcién desconocida

u y de sus derivadas.

Definicion 25. Se dice que u es solucion fuerte de la EDP si después de sustituirla

en (3.1) se satisface la relacion puntualmente.
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Definicion 26. Una EDP Lineal de orden k se puede escribir de la siguiente forma

Lu = Z ao(x) D% = f(x) (3.2)

| <k

en donde a L = E|a|§k aq(x)D* se le denomina operador diferencial.

En particular, consideraremos operadores diferenciales que tienen forma divergencia,

es decir: ( : )8 )
=L O(aij(x g u ou
Lu=— ; o + ; bi(x) 7o+ c(z)u. (3.3)

Definicion 27. Un operador diferencial L es (uniformemente) eliptico si existe una
constante 6 > 0 tal que
n n
ZZCLU(I)&SJ > (9”5”2 C.5. en Q, Vf e R".
i=1 j=1
Ejemplo 1. El operador de Laplace, defnido como

es eliptico.

La ecuacion (3.2) es una EDP Eliptica si L es un operador eliptico. Mas ain, podemos
considerar condiciones de frontera tipo Dirchlet.

Lu=f en(,

u=>0 sobre 0f).

(3.4)

En esta tesis estudiaremos el caso méas simple entre las ecuaciones elipticas, esto es,
cuando L es el operador de Laplace con condiciones tipo Dirichlet.

—Au=f en (),

u=20 sobre 0f).

(3.5)
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Notemos que una soluciéon fuerte para (3.5) es una funcion u € C?*(Q) N C(Q).
Supongamos que u es solucion fuerte (3.5), multiplicando por ¢ € D(£2) e integramos

sobre €} se tiene que

_/£2¢Audx:/£2f¢dx. (3.6)

Recordando la siguiente identidad vectorial
(—Au)p = —div(Vuyp) + Vu - Vi

entonces la ecuacion (3.6) se puede escribir como

— / div(Vuyp)dz + / Vu - Vpdr = / fedx. (3.7)

Q ) )
Luego, por el teorema de la divergencia y considerando que ¢ es de soporte compacto,

0
/ div(Vup)dz = —ugod:c = 0.
Q o0 OV
Por tanto la ecuacion (3.7) se reduce a
/ Vu-Vodr = / fedx Yo e D(Q) (3.8)
0 0

y notemos que no es necesario considerar a u € C?(2). Basta tomar u € H(Q) y si
requerimos afiadir la condicién de frontera, entonces es razonable considerar Hg (),
més atn por densidad, la ecuacion se cumple para toda ¢ € Hg(€2). Con lo que a

u € Hy(9),

/ Vu - Vudr = / fvdz Vv € Hy(Q). (39)
0 0

se le denomina solucion débil de (3.5).

Definicion 28. Un operador lineal T': X — Y con X,Y espacios de Banach se dice
que es acotado inferiormente si existe una constante C > 0 tal que

IT2lly > Cllally, Va € X.
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Teorema 20 (de operadores acotados). Sean X, Y espacios de Banach, yT : X =Y
un operador lineal acotado, entonces T' estd acotado inferiormente st y solo si T es

inyectivo y tiene rango, R(T), cerrado.
Demostracion. Ver |25, Teorema 2.5 |

Teorema 21 (de representacion de Riesz). Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert y
F : H — R un funcional lineal y acotado. Entonces existe un unico elemento v € H
tal que

F(u) = (u,v), VYue H.

Demostracion. Ver |26, Teorema 1.4.4]. |

Teorema 22 (Lax-Milgram). Suponga que B : H x H — R es una forma bilineal,

donde H un espacio de Hilbert tal que

(i) B es continua, es decir, existe una constante o > 0 tal que

|[B(u, v)| < [lullllv]] Yu,v e H.

(1) B es coerciva, es decir, existe una constante 5 > 0 tal que

B(u,u) > B|lul|” Yu e H.

Y sea F(v) = (f,v) un funcional acotado en H, es decir, existe una constante C' > 0

tal que |f(v)| < C||v|| para toda v € H. Entonces existe una dnica v € H tal que

B(u,v) = (f,v) Yve H. (3.10)
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Demostracion. 1. Para cada u € H fija, la aplicacion v — B(u,v) es un funcional
lineal y acotado en H, entonces por el Teorema de representacion de Riesz 21

existe un tnico w € H tal que

B(u,v) = (w,v) Yv e H,

2. Definamos Au = w de tal manera que B(u,v) = (Au,v), entonces A: H — H
es un operador lineal y acotado.

En efecto, para a,b € Ry x,y € H se tiene que

(A(az + by),v) = Blaz + by, v)
= aB(z,v) + bB(y, v)
— a(Az,v) + b(Ay, v)
= (aAz + bAy,v)

y por ser B acotado, entonces A es acotado, es decir,

1Aull® = (Au, Au) = B(u, Au) < allu]||Au|| = ||Au|| < allu]l Vu € H.

3. A es un operador inyectivo y R(A) es cerrado en H.
En efecto, por el Teorema 20 basta probar que A es inferiormente acotado, pero

esto es consecuencia de la coercividad de B,

Bllull* < Blu,u) = (Au,u) < [|[Aul[lull = Bllull < || Aul.

4. Se tiene que R(A) = H.
Como R(A) es cerrado entonces H = R(A) @ R(A)*, argumentemos por con-

tradiccion, si R(A) = H no fuera cierto, esto implica que existe un elemento
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we Hw#0ywe R(A)T, sin embargo se tiene que
Blw|? < B(w,w) = (Aw,w) =0 = w =0
lo que contradice la hipotesis sobre w. Por tanto R(A)* = {0}.

5. Por Teorema de representacion de Riesz 21 para algin w € H, se tiene que
(f,v) = (w,v), YveH.

Luego por ser A un operador inyectivo, cuyo rango R coincide con ser H po-

demos encontrar u € H tal que Au = w, entonces
B(u,v) = (Au,v) = (w,v) = (f,v) Vv e H,
esto prueba (3.10).

6. Para la unicidad, sea u y u tal que satisfacen (3.10) esto implica que
B(u—u,v) =0, YveH,

haciendo v = u—a y por coercividad §||u — || < B(u—1u,u—u) = 0, entonces
u—u=0.

Teorema 23 (Teorema de existencia y unicidad). Sea € abierto, acotado de R™ y

f € L3(Q) una funcion dada. Entonces existe una tinica solucién para el problema

u € Hy(9),

(3.11)
/ Vu - Vudr = / fvdz Vv € Hi(Q).
0 0
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Demostracion. Basta probar las hipotesis del Teorema 22, para

B(u,v):/QVu-Vvdx, F(v):/gfvdx, H=Hy(Q).

1. B(u,v) es coerciva y acotada.

En efecto, B(u,v) es bilineal, para a,b € Ry x,y € R,
B(az + by,v) = / V(ax + by) - Vudr = aB(z,v) + bB(y,v)
Q

de manera analoga se prueba que B(u,v) también es lineal en v, mas atn,

B(u,v) claramente es simétrica. Ademaés, por la desigualdad de Holder

1/2 1/2
< : < 2 ) = X on
Bl < [ (V9o < ([ 19u?) ([ 1908) " = gl

Por la desigualdad de Poincaré (Teorema 13), la coercividad es inmediata ya

que

Blu,u) / VP ds = [[ul 2 0

2. F(v) es acotada.

En efecto, por la desigualdad de Holder

|F(v)] S/Qlfl\v\da;g (/Q‘f‘zyﬂ(/ﬂlvlgym
< (/Q\J““P)W{(/QW)l/?Jr (/QWU‘Q)W}

2
< Ol

Por tanto se prueba que existe una tnica u € H}(Q) tal que satisface (3.11). |

Los siguientes resultados muestran que si los datos Q y f en (3.5) son suficientemente

regulares, entonces las soluciones heredan dicha regularidad.
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Teorema 24. Sea f € L*(Q) yu € HZ(Q) solucion (débil) del problema

—Au=f en €2,
u=>0 sobre 0f).

Mads avin, suponga que S es de clase C?. Entonces
u € H*(Q)

y eziste una C'= C(2) > 0 tal que

lll ey < C (11 zxy + Nl )
Demostracion. Ver [16, Teorema 4, pag. 3.17]. |

Teorema 25. Sean m un entero no negativo, f € H™(Q) y u € H}(Q) es una

solucion (débil) del problema

—Au=f en €2,
u=>0 sobre 0f).

Mads avin, suponga que Q2 es de clase C"™ 2. Entonces
u € H™?(Q)

y eziste una constante C'= C(£2) > 0 tal que

el mssay < C (1 lamey + Nl 2y )
Demostracion. Ver [16, Teorema 5, pag. 323]. |
Teorema 26. Sean f € C®(Q) yu € H}(Q) una solucion (débil) del problema

—Au=f en 1,
u=>0 sobre 0f).
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Mads ain, suponga que ) es de clase C™. Entonces

u € C(Q).
Demostracion. Ver [16, Teorema 6, pag. 326]. |
Definicion 29. Una funcion u € C*(2) se llama armdnica en 2 si Au =0 en .

Teorema 27 (Principio del maximo). Sea Q un conjunto acotado y abierto de R?

conu € CHQ)NC(Q) armdnica en Q. Entonces se tiene que:

1. (Principio Fuerte del Mdximo) Entonces

mMax u = maxu.
Q 90

2. (Principio Débil del Mdazimo) Mds ain, si§ es conexo y existe un punto xg € €2
tal que

u(zg) = max u,

entonces u es constante en €.

Demostracion. Ver |16, Teorema 4, pag. 27|. |

Teorema 28. Sea €2 es conexo, entonces para el problema

—Au=0 en €,
u=0 sobre 01,

(3.12)

se tiene que u =0 en €.

Demostracion. Por el principio del méaximo tenemos que u < 0, por otro lado consi-

deremos u(z) = —u(x) donde u es solucion del problema.

(3.13)



de nuevo tenemos que u < 0, entonces u > 0. Por tanto u = 0 en ). |

3.1. Regularidad en L”

Sean 1 < p < oo, Q C R™ abierto y acotado, y f € LP(Q), consideremos ahora el

siguiente problema

—Au=f QQ,
u=0 0Of.

(3.14)

El objetivo de esta seccion es demostrar que para el problema de arriba se tiene que
u e WH(Q)NW,7(Q),
y esto permitira caracterizar al operador
—AWE(Q) N WP (Q) = LP(Q).

Teorema 29. Sea 0 un dominio de clase CY1 con v C 0. Sea u € W?P(Q),con
1 < p < oo, una solucion fuerte de —Au = f en Q yu =0 sobre 7y, en el sentido de

WLP(Q). Entonces para cualquier w CC Q U7y, se tiene que

lllyasey < C (el ey + 1 o) (3.15)
Demostracion. Ver |10, Teorema 9.13]. |

En particular, cuando w = 9€2 entonces en el teorema anterior podemos considerar a

w = Q y se obtiene una estimacion global en W2?(Q), esto consecuencia de Q C €.

Lema 2. Sea Q acotado de clase CY', y consideremos el operador —A. Entonces
existe una constante C' independiente de u tal que para 1 < p < 00, se tiene
]‘)
lullyesg) < CllAUl L) Yu € WHP(Q) N WP(Q). (3.16)
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Demostracion. Por contradiccion, si (3.16) no fuera cierto entonces existe una suce-

sion (ug)e=1 C W22(Q) N W, (Q) tal que

[ukllyrniq) > Kl Aukl o(q)-

Uk

Sea Uy = , entonces lo anterior se puede escribir como

[ ”WZP(Q)

1 _
- [ AU o)

si definimos fy = Ay, se tiene que [ fi|| 1) — 0 cuando k& — co. Entonces existe
una subsucesion (que denotamos de la misma manera), tal que f, — f en LP(Q) y
por la compacidad de los encajes W2P(Q2) — WHP(Q) — LP(Q)) también se tiene que

iy — u en LP(2). Luego considerando la estimacion (3.15) tomando w = ), se tiene

que
1= HakHWlp(Q) < O<||ﬂk”Lp(Q) + ||kaLp(Q)>v (3-17)
y como || fgl[ () — 0 podemos decir que
1
Jukll, 0 > o> 0, (3.18)

para k suficientemente grande. Por otro lado, si multiplicamos a (3.14) por g € D(2)
e integramos sobre €2, se tiene después de hacer integracion por partes y considerando

que iy — w en WhHp

(2),
/Vﬂng = / frg — [ VuVg=0.
Q Q Q

k—o0

Esto implica que u es solucion de
—Au=0 €,
u=0 09,
luego por principio del maximo se puede concluir que © = 0 en €2, lo que contradice
(3.18). |
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Teorema 30 (Regularidad LP). Sea Q un conjunto acotado, abierto y de clase C?

de R" y f € LP(Q) con 1 < p < 00, entonces el problema Dirichlet.

—Au=f en Q,
u=0 sobre 01,

(3.19)

tiene una tnica solucion débil u € W2P(Q) N W, (Q).

Demostracion. Por el Teorema de Lax-Milgram, existe una tnica solucion u € H}(£2)
y por el Teorema 24, se tiene que u € H?(), en consecuencia para p = 2 es claro
que

u € H*(Q) N Hi(Q).

Tomando esto como punto de partida, se tienen los siguientes casos:

1. Seal <p<2.
Consideremos f,, = o, * f, la regularizacion de f, tomando en cuenta que
fm — fen LP(Q) vy L*(Q) — LP(Q) de forma continua. Entonces, para cada

m € N ju,, es la solucion del problema

Ay, = fin Q
Uy, = 0 ofl.

(3.20)

multiplicando por la funcion prueba |Au,|["~" a (3.20) e integrando, se tiene

que, usando la desigualdad de Holder,

_/|Aum|p:_/|Aum’pIAum:/fm|Aum|p1
0 0 Q
1/q
= fm p /Aum (P=1)g )
Il (] 120 )
1

como o = 7%1, v q¢(p — 1) = p, lo anterior se puede escribir como

1Al < ol o I Dtmll ey
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Por otro lado, por la estimacion del Lema 2 y la desigualdad anterior se tiene

[mllyyzni) < 1AW o) < Il fmll o) (3.21)

esto es, la sucesion (uy,,) es acotada en W2P(Q) con lo que podemos extraer
una subsucesion, que denotamos de la misma manera, tal que u,, — u en

W22(Q) N W, P(Q) con lo que, en el sentido distribucional,

—/Aumgp$/Vum-Vg0:/fmg0—> Vu-Vgpz/fgp.
Q Q Q m—eo Jo Q

con lo que concluimos que
—Au=f cs.en Q, u=0 sobre 9.

Caso 2. Consideremos co > p > 2.

Recordemos al exponente critico de Sobolev

2 1 1 1
e donde, —=-——.
n— 2 2 2 n

2 =

Con esto, basta probar que el Teorema 30 es valido para p = 2* puesto que
p > 2.
Puesto que Au € L* (), por desigualdad de Gagliardo 12,

[D%ul| 2 () < Cllullypeer ) V]| <2, (3.22)
esto implica que
ue WX (Q) N W, ().

. . . . J
De esta manera, si trabajamos iterativamente sobre 2*, se puede probar que
. A J .
para algin j adecuado, 2* > n. Por tanto, usando el Teorema 15, se tiene que

u € C(£2) y que, por densidad,

u € W(Q) N W, (Q).
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En particular, con lo anterior se ha probado el siguiente resultado.

Teorema 31. Sea Q de clase C?, el Laplaciano definido como
—AWE(Q) N W, P(Q) = LP(Q)

es un isomorfismo.
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Capitulo

Diseno optimo
* Kk

En este capitulo introduciremos resultados necesarios para entender el problema de
control desde la perspectiva del diseno 6ptimo, el ejemplo al final de este capitulo sera

el modelo base a trabajar.

Sea 2 C R" un dominio con frontera regular y consideremos, para distintos dominios

2, a ¢ solucion de

Alp()) = f en

(4.1)
B(p(2)) =g en0Q,

donde f y g son funciones dadas en 2 y 9€), respectivamente. Denotamos
para todo = € Q, ¢(Q) = (2, ).
Ademaés consideremos el funcional de costo

7(9) = / O(() e, (42)

donde A, B, C son operadores diferenciales (posiblemente lineales). Las ecuaciones en

(4.1) pueden ser usadas en conjunto, por ejemplo, si ¢(€2) es solucion de la ecuacion de
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Laplace con condiciones Dirichlet. Entonces un problema de diseno éptimo consiste
en resolver un problema de optimizacion del estilo

min J(Q) = J(), (4.3)

QEQad

donde Q* es referido como dominio 6ptimo y 2,4 el conjunto de dominios admisibles.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Optimizaciéon de una boquilla de manguera La velocidad u(z) en
un punto x de un fluido como el agua, con velocidad moderada, puede ser aproximada
por la ecuacion u(z) = Vy(z) para todo x € Q donde ¢ es la solucion de Ap = 0
en 2y ) es la region ocupada por el fluido. Entonces el fluido en una boquilla €2 con

una presion de chorro ¢r, — ¢r, se obtiene resolviendo

)
Ap=0 Q
=0 T
v ’ (4.4)
=0 Iy
0
% _ T,

donde I'; son la entrada y salida de la boquilla y T',, son las paredes laterales (ver
Figura 5). Si es de interés disefiar una boquilla de manera que la velocidad del fluido
se aproxime a una velocidad ug prescrita localmente, por ejemplo, en una region D

tal que D CC (2. Entonces esto es equivalente a resolver

2
i B = [ 9], =l

donde ¢ es la solucion de (4.4), y el conjunto de dominios admisibles se define como

Qua ={D : D cC Q; con 'y, I'; fijos}.
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Figura 5: Imagen tomada de O. Pironneau. Optimal Shape Design for Elliptic Sys-
tems.

Supongamos la existencia de un dominio 6ptimo, observemos que estos problemas

requieren estudiar aplicaciones del estilo

J: Qad — R
(4.5)
Q— J(Q)

y como es usual, la derivada es una condicién necesaria para determinar un dominio
6ptimo. La primera dificultad que se presenta es la carencia de estructura de espacio
afin (o normado) para 2,4. Sin embargo, en |27], Simon J. y Murat F. estudiaron una
técnica llamada "diferenciacion respecto al dominio”, que como su nombre lo dice,
permite derivar a (4.5), cuya idea es la siguiente:

Consideremos €2y € (2,4 fijo v sea u : R” — R" un campo vectorial lo suficientemente

regular, con lo que podemos definir un nuevo dominio, denotado por €2y + u, como

(I +u)() = {x +u(z):x € Qo} = Q) + u. (4.6)

De esta manera, {2+ u no es mas que la deformacion del dominio inicial €2y. Més atn

para campos vectoriales suficientemente pequenos, I + u es una familia de difeomor-
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fismos. Llamamos a €y + u la variacion de €)y. Basta entonces considerar un espacio
adecuado &, tal que para cada u € &, se verifique 2y +u € 2,4 y en consecuencia, la

aplicacion (4.5) se convierte en

J € =R,
u— J(u).

(4.7)

De esta manera, para resolver (4.3) se pueden usar técnicas variacionales. En la li-
teratura a esta técnica también se le conoce como el método de los mapeos, ver |6,

Capitulo §|.

Definicion 30. Consideremos un operador F' : E — F' con E, F' espacios de Banach.
Se dice que F' es (Fréchet) diferenciable en o € E si existe un operador lineal y

acotado F' : B — F tal que para todo h en un entorno de 0 se verifica
F(xg+ h) = F(xo) + F'(zo)h + o(h),

donde
o(h)

17 &
A F'(xg) se le llama la derivada de F en xy.

— 0 cuando ||h|z — 0.

Definicion 31. Consideremos un operador F : E — F', con E,F espacios de Ba-

nach. Se dice que F es Gateaux diferenciable en xq si el limite

DF(zo, h) — lim L0 1) = Flzo)

t—0 t ’

cont € R,

existe, cuando DF (xg,-) es lineal (en general no), puede ser expresada como
DF(xg,h) = F.(zo)h con lo que al operador lineal y acotado Fj(xy) se le llama la

derivada de Gateauz.
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En general la derivada de Gateux y Fréchet no son equivalentes, sin embargo, se tiene

el siguiente resultado local.

Teorema 32. Si la derivada de Gdteaur Fy,(x) existe en una vecindad Oy, del punto
zo, y FL(x) es una funcion continua en O, entonces la derivada de Fréchet F'(x)

existe en xqy y coincide con la deriwada de Gateauw.

Demostracion. Ver |28, Teorema 1, pag. 270]. |

4.1. Derivada local de una funcién en un conjunto

variable

Sea €2 un abierto de R", estamos interesados en la diferenciabilidad en el origen de la
aplicacion
2 LipF (R R") — W™P(Q 4 u),
(4.8)
u— z(u).
para u de norma suficientemente pequena. Esta aplicacion realmente se en traduce
estudiar a z(u), una funcion definida en un abierto Q4-u, para cada u € Lip" (R"; R").

Esto es, una funcion definida en un conjunto variable.

Notemos que una relaciéon de este tipo no puede ser derivable respecto a u en la

forma habitual debido a que su dominio varia con u. Por ello, estudiaremos la dife-

renciabilidad de sus restricciones a determinados conjuntos w, denotadas por z| , en
w

los cuales esté definida z(u) para todo u de norma ||u||, suficientemente pequena. A

partir de estas restricciones, sera posible definir "la derivada local en el origen” para
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dicha aplicacion, en todo 2. Dado w CC €2, tomemos u de norma suficientemente

pequena para cada w CC €2 4 u. Denotamos por I a la funcién identidad en R".

Definicion 32. Sea k > m > 1 y 1 < p < oo. Decimos que la aplicacion (4.8) es
localmente derivable en el origen si, para cada abierto w CC 2, la correspondiente

aplicacion

B(0,€) C Lip"(R™;R") — W™P(w),
(4.9)

urr z(u)| = zy(u)

w

es Fréchet diferenciable en el origen. Donde la derivada en direccion u es denotada
por

d
2 (u) = &zw(O + tu)

Donde #'(u) de Lip"(R™; R™) a W™P(w), es una aplicacion lineal y continua.

K Vw CC (2. (4.10)
t—

Los resultados citados en la demostracion del siguiente teorema se encuentran en en

el Apéndice B.

Teorema 33 (Existencia de la derivada local). Sea k > m >1y1l <p < oo yla

aplicacion (4.8). St la aplicacion
B(0,¢) C Lip"(R™:R") — W™P(Q),
(0, ¢) ( ) (©2) (11)
ur> z(u) o (I + u)

es derwwable en 0, i.e. se verifica que
z(u)o (I +u) =2(0) 4+ 2(u) + o(u) en W™P(Q),

donde u — Z(u) es lineal y continua, con derivada en direccion u dada por Z(u).

Entonces, la aplicacion (4.9) es derivable en 0 con derivada en direccion u dada por
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2'(u) tal que
z(u) = 2(0) + 2/ (u) + o(u) en W™ 1P (w).
Mads an,

2 (u) = 2(u) —u- Vz(0). (4.12)

Demostracion. Sea w CC () y consideremos tres abiertos wi,ws y ws tales que

w CC wy CC wp CC w3 CC {1 9

Sea la funcion ¢ € C*°(R"™) definida como

1 T € wi,
0 z € R"\ws.

p(r) =

Para u € Lip"(R";R") de norma suficientemente pequena, escribamos

wz(u)  en €,
0 en R™\ ).

fu) =

Notemos que f(u) € W™P(R"), i.e. extendimos z(u) de © a R" mediante .

Luego por la Proposicion 3 y el hecho que ¢ € C™THR™), la aplicacion

B(0, ¢) C LipF(R™ R") — W™>®(R"),
(0,€) ( ) (R™) (4.13)
ur o (I +u)

es derivable en 0.

Por otro lado, de la hipotesis (4.11) y como la funcion (4.13) es derivable, entonces
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tanto ¢ como z(u) son derivables en el origen, en consecuencia su producto también,
es decir, la aplicacion
B(0,¢) C Lip"(R™;R") — W™P(Q),
ur (¢pz(u)) o (I 4 u)

es derivable en 0.

Para ||u||, suficientemente pequena, se tiene que:
(pz(u)) o (I +u) =0 en R"\ws.
Luego, la aplicacion.
B(0,€) C Lip*(R™ R") — W™P(R"),
(0,€) C Liph( ( "
u— f(u)o (I +u)

es derivable en 0.
Después, aplicando la Proposicion 4 a la funcion (4.14), restringiendo a w y teniendo
en cuenta que f(u)| = z(u) y obtenemos que la funcion (4.9) es derivable en 0.

w

Finalmente, por (4.14) y de la Proposicion 4 se deduce que también

fl(u) = f(u) —u-Vf0). (4.15)

Entonces, tomando en cuenta la definicion de f, la ecuacion (4.15) restringida a w

podemos concluir que la ecuacion (4.12) es cierta. |
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El caso de las distribuciones
Sea f € W™P(Q +u) y u € Lip"(R;R") con |jul| < Ldonde 1l —k <m <0y
p € (1,00). Se define la distribucién transportada f o (I +u) € W™P(Q) por

< fo(l+u), \1;>

= <f,\11 o(I+u)™! Jac((]+u)_1)>

B(Q),B'(2)
B(Q+u),B'(Q+u)

para toda ¥ € (W™P(Q))’, donde B = W™? B = (W™P)" y <-, ->B’B/ denota un
producto de dualidad entre B y B’. Cabe notar que esta definicién tiene sentido. En
efecto, por el Lema 7, (I +u)~' € Lip"(R™;R"), y por tanto, ¥ o (I 4+ u)~! Jac(I +
u)~te (Wm™P(Q+u)).

Por otro lado, para el caso en que fo (I +u) con f € L'(2 + u), la definicion tiene

la siguiente modificacion.

<fo(l—|—u),\I/>

_ -1 -1 0
_ < £.0 o (I + )"  Jac((I + ) )>L1(Q+u)7mmw YU € L2(Q).

LH(Q),L>(Q)

Un caso limite. Cuando m = 0, p = 1y k > 2, el Teorema 33 es cierto si se

sustituye en (4.9) W, "1(Q) por el dual, (C}(Q)), de C1(Q). Es decir, para cada

loc

abierto w CC (2 se tiene que la aplicacion,

B(0,€) C Lip"(R";R") = (C}(@))
(4.16)
u— z(u)

w

es derivable en 0.
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4.2. Diferenciacién de un problema de contorno

Usualmente z es la solucién de un problema de contorno del estilo (4.1) definido en

Q2 + u. Por ejemplo, sea z la soluciéon de

—Az=0 en Q+u,
z=0 sobre ).

(4.17)

Entonces, por el Capitulo 3, sabemos que z(u) € H}(Q + u), para cada u fijo. En
la seccion anterior, estudiamos la derivabilidad de la soluciéon z, la cual varia con w.
Ahora, estudiaremos la relacion que tiene la derivada, z’(u) con respecto a la ecuacion
que satisface z(u) en {24 u y la correspondiente en 0S2 + u. Entonces, suponiendo la

existencia de la derivada local en el origen de z(u), tenemos los siguientes resultados.

Teorema 34 ( Derivada de una ecuacion en Q+u). Consideremos la aplicacion (4.8)
conk>m>1yp e[l oo)y Supongamos que la funcion (4.11) es derivable en el

origen. Sean f € D'(R™) y una aplicacion lineal y continua

AWM (w) — D' (w),
z(u) = Az(u) = f, Vw C R".

Ademds, z(u) satisface que
Az(u)=f en Q+4wu, e, enD(Q+u). (4.18)
Entonces la derivada local en el origen de (4.8) ,2'(u) , verifica
AZ(u)y=0 en Q+u. (4.19)

Demostracion. Sea w CC 2. Por el Teorema 33 la aplicacion (4.9) es derivable en

0 en W™ 12(w). Por otro lado, el operador A restringido a W™ 1(w) es Frechét
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derivable en todo punto, es decir, la aplicacion z — (Az, p) es deribable para cada
¢ € D(w), en el sentido distribucional, mas atn, coincide con su derivada (por ser A

un operador lineal). Por tanto, la aplicacion

B(0,¢) C Lip"(R™; R") — D'(w),

u— (Ao z,)(u)
es derivable en 0. Ademas,
D(Ao 2,)(0) = ADz,(0) = A2'(u) en w.
Dado que f es independiente de u, obtenemos
AZ'(u) =0 en w.
Finalmente, como w es arbitrario queda demostrado el teorema. |

Teorema 35 (Derivada de una ecuacion en 0 + u ). Sea u € Lip"(R™;R™) tal que

|ul|, es suficientemente pequena, de manera que
(a) z(u) € WH(Q +u) conk > 1,
(b) la funcion (4.11) es derivable en el origen con m =p =1,
(c) Q es un dominio de clase Lip!,
(d) se verifica que z(0) € W2(Q),
y se tiene la condicion de contorno

z(u) =0 sobre 0+ u. (4.20)

60



Entonces, para cada w CC €2, la funcion (4.11) definida como

- k/mon. on 1w
B(0,¢) C Lip"(R"; R") — L (w), (4.21)
U —r Zw(u)

es derivable en 0. En consecuencia, la funcion u — z(u) es localmente derivable en

el origen y su derivada, en la direccion u, z'(u) verifica

2 (u) € WHH(Q) (4.22)
’ 0z(0
Z(u) = —(u-v) g(y) sobre 02 (i.e. L1(09)), (4.23)

donde v es el vector unitario exterior a €). Ademds,
Zu) +u-Vz(0)=0 sobre 0Q (ie. L'(0Q)). (4.24)

Demostracion. Por las hipotesis (a) y (b), aplicando el Teorema 33 se obtiene que la

funcion (4.21) es derivable en 0, mas atn, se tiene que
Z'(u) = #(u) —u- Vz(0) para toda u € Lip"(R";R") y w CC Q. (4.25)

La hipotesis (a) tiene perfecto sentido, sabemos por el Teorema 10, que tr(z(u)) se
encuentra en L'(92+u). Asi, de (b), se tiene que 2(u) € W1(Q) con lo que la traza
estd bien definida, de (4.20) se tiene que z(u) o (I + u) = 0 sobre 2 y derivando de

ambos lados se obtiene que
Z(u) =0 sobre Of.
Por (d) tenemos que Vz(0) € WH(Q) y usando la relacion (4.25) se tiene que

WH(Q) 32 (w) = 2(u) —u- Vz(0).
~— ——
EWL(Q) EWL(Q)
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Esto prueba (4.22) y en consecuencia, tiene sentido hablar de las trazas de 2'(u), 2(u)
v Vz(u) para cada u € Lip*(R™; R") con lo que por la linealidad del operador traza
tr(2'(u)) = tr(2(u)) — tr(u - Vz(u)).

0

En particular, esto implica que
Z'(u) = —u - V2(0) sobre 09.

Por otro lado, z(0) es constante sobre 02 y en consecuencia, posee derivada propor-

cional al vector normal, es decir:

02(0)
0)=v-(v- 0)=v- :
Vz20)=v-(v-Vz(0) =v 50
Finalmente, sustituyendo la expresion en (4.24), obtenemos (4.23). H

Teorema 36 (Variacion de las parciales). Supongamos que
(a) se tiene la aplicacion (4.8) conk>m>1yl<p<ooy
(b) la aplicacion

B(0) C Lip"(R"; R") — W™(Q),

(4.26)
ur z(u)o (I + u)
es derivable en 0.
Entonces la aplicacion
B.(0) C Lip"(R™;R") — W™ 1P(Q),

62



es derivable en 0, con derivada denotada por 82 (u).

Es decir, se verifica que

0z(u)

0z(0) N Oz
8%-

m—1,p
o, 8xi(u>+9(u) en W ().

o(l+u)=

Demostracion. Gracias al Lema 9,

8z(u) d (w) o (I 4 u)) ,
— <1 < .
oo+ ;le M (u o 0<i<d,  (4.28)

donde
t[a(IJFU)z}l
a.fl?j

Fijando 7, por el Lema 10 se tiene que la aplicacion

[Mj(u)] =

> [Mij(u)]

es derivable en 0, y como k > m restringiendo a {2 se tiene que la aplicacion

B.(0) C Lip"(R™;R") — W™ 1>(Q; R")

(4.29)
u = [Mi;(u)]
es derivable en 0. Por otro lado, usando (b), la aplicacion
B.(0) < Lip"(R™; R") = W=1o2(0; R"),
A(z(u) o (I +u)) (4.30)

U —

8$k

es derivable en 0. Por tanto, (4.27) es una consecuencia directa de la derivabilidad en

0 de (4.29) y (4.30). n
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En la demostracion del Teorema 36 s6lo se prob¢ la existencia de la derivada %, sin

embargo esta se puede calcular. En efecto, como
0z\', \ Oz 02(0)
(8:1:) (u) = <axi)(“) _“'V( O, >

02'(u) _ 9%(u) _ O(u-V(2(0)))

Ox; ox; 0w

/ /
() = -

0z 0% ou

Ademas,

Entonces,

Variacion del funcional de costo.

Para concluir con esta seccion, falta determinar como se relaciona la derivada local de
z(u) con el funcional asociado (4.2). Para los objetivos de este trabajo consideraremos
funcionales de la siguiente forma
J(u) = F(z(u))dz. (4.31)
Q+4u
Estamos interesados en determinar derivabilidad de J(u) en el origen. Recordemos
que z(u) es la solucion de un problema de contorno. Por ejemplo, sea z solucion de

(4.17), podemos considerar el funcional

J(u) = /Q+ V2 (u)|*da.

Donde F(z(u)) = |Vz(u)|*. El cual se encuentra bien definido, pues z(u) € HZ ().
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Teorema 37 (Variacion de la integral). Supongamos que Q es de clase Lip' y para

k > 2 se tiene que

1. la aplicacion

k(R RN 1,1
B.(0) C Lip"(R"; R") — WH(Q), (4.32)
u— z(u)o (I +u)

es derivable en 0, con derivada en la direccion u denotada por Z(u),

2. el operador F : Whl(w) — LY(w), para todo w CC €, restringido a L'(w) es

dif erenciable en el origen con derivada denotada por DF (z(u)),
3. F(2(0)) € Whi(Q).

Entonces la aplicacion u — J(u) es diferenciable en R y su derivada en la direccion

u estd dada por

/QD.F(Z(U))Z’(u)d:U + /89 u - vF(2(0))dS.

Demostracion. Ver |29, Teorema 3.3]. |
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4.3. Aplicacion: condensador eléctrico de minima

capacidad

Un condensador o capacitor eléctrico es un dispositivo pasivo que tienen la caracteris-
tica de almacenar energia en forma de campo eléctrico, resultado de una separacion
de la carga eléctrica. Constituido por un par de superficies conductoras paralelas
(laminas o placas) las cuales estan separadas por un material dieléctrico o aislante.
Las placas sometidas a un diferencial de potencial adquieren una determinada carga
eléctrica (positiva en una de ellas y negativa en la otra), siendo nula la variacion de
carga total.

Consideremos un conjunto abierto y acotado € de R? cuya forma es de una corona, es
decir, existen dos conjuntos abiertos y acotados €21 y €2y tales que 3 CC €y de esta
manera = Qy— Q; , con lo que ; representan las placas conductoras del capacitor

(Ver Figura 6).

- ~

******

Figura 6: Forma geométrica del dominio
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() es el material dieléctrico y la diferencia de potencial es y. Entonces se puede deducir

que y es solucion de
(

Ay=0 en
§ y=0 sobre Ty, (4.33)

y=1 sobre TI}.

\

Mas atn, la capacidad eléctrica del condensador esta dada por

C(Q) = /Q (Vy(z) [ da. (4.34)

Consideremos entonces el problema de determinar un condensador eléctrico de minima

capacidad. Esto es,
min {C(Q) : Q0,21 C R tal que Q = Q\2y, como en la Figura 6}. (4.35)

Para la prueba de la existencia de un minimo véase [8]. Por tanto, asumiremos que el

problema tiene solucion, lo que estudiaremos en esta seccion es estudiar la derivabi-

lidad en el origen de C(£2).

Primero recordemos algunos resultados sobre la regularidad de la solucion de (4.33).
Sean abiertos Oy, Oy de R? tales que ; CC O; CC Oy CC Qg v una funcién de corte
@ € C*(R") donde ¢ = 1 en Oy ¢ = 0 en R3\Os, con la que podemos construir
una funcion g € C*°(R") tal que:
1 s1 x€ Fl,
g(x) = (4.36)
0 si zely.
Esto permite reescribir el problema (4.33), como
Ay =20 en Q,
y=g(x) sobre S
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Por [10, Teorema 8.9, Corolario 8.11] y los resultados de regularidad en |10, Seccion
9.5], existe una tnica solucion de (4.33), y en caso particular que €2 es de clase Lip?

se tiene que

y € C(Q) NW?2(Q)  conl<p< oo.

Para cada u € Lip*(R™;R") tal que |jul|, sea suficientemente pequefia, el abierto
Q) + u es de forma anular y es de nuevo de clase Lip?.

Escribamos
y(u) = y(2+u) donde y(0) =y, C(u)=C(Q+u), donde C(0) = C(2).

La siguiente definiciéon y resultado seran importantes para aplicar lo visto en la seccion

anterior.

Definicion 33. Sea V un espacio vectorial y M C 'V un subespacio, decimos que M

es una variedad lineal si este se puede escribir para algin v € V como:
M=v+A={v+a:a€ A}, (4.37)
donde A es un subespacio vectorial de V al cual se le llama subespacio director.

Teorema 38 (de la Funcion Implicita). Sean E, F' y G espacios de Banach, U C E,

V C F conjuntos abiertos y una funcion
F:UxV =G

de clase C"™(U x V') para m > 1. Suponga que para algin (xo,y0) € U X V,

OF
a—y(ﬂfoayo) P =G
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es un isomorfismo. Entonces existen vecindades Uy de xo y Wy de F(zo,y0) y una

unica funcion de clase C™

g:UyxWy—=V
tal que para todo (x,w) € Uy x Wy
F(z,g(z,w)) = w.
Demostracion. Ver [30, Teorema 2.5.7] |

Claramente (4.35) es un problema de disefio 6ptimo, en donde la aplicacion a estudiar
es 2 € Qg — C(Q) € R.. Notemos que, por la regularidad de la solucion y, es
adecuado tomar £& = Lin(R";R”), con lo que las deformaciones para un 2 € €,y

fijo, quedan definidas, para todo u € B(0,¢) C Lip?(R"; R"), como
Q+u= {x—|—u(:t) X € Q}

De esta manera, por el Teorema 33, para que la derivada local de y(u) exista, entonces

debemos probar el siguiente resultado.

Lema 3 (Variacion Total del Potencial). Para 1 < p < 00, la aplicacion

B(0,¢) C Lip*(R"; R") — W*P(Q),

u— y(u) o (I 4 u)
es derivable en 0. Ademds, su derivada denotada por y(u) verifica que
Ay(u) = A(u-Vy(0)) en Q,

y(u) € W*P(Q) N Hy(Q).
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Demostracion. 1. Ecuacion satisfecha por y(u) o (I + u).
Consideremos a V>? el subespacio de 2P (2) definido como

VAP = W2P(Q) N Wol’p(Q) y el conjunto
W2 = {v e W*P(Q):v=0enTy,v=1en Fl}.

Luego, tomando gy como la restriccion de una funcion de la forma (4.36) a
— : . : 2
Q), que por densidad se encuentra también en W2P(Q), en consecuencia W;™"

representa una variedad lineal, i.e.
WEP = go + V2P
Por otro lado, sea la aplicacion
F : B(0,¢) C Lip*(R";R") x V2 — LF(Q)

definida por

B 0 ov  Jgy
Flu, v) ”;_1 Mij() (Min(a)( ot o ). (4.38)
donde t
8(I—|—u)z -1
Ml =[S

Para u € Lip?(R";R") de norma ||ul|, suficientemente pequefia, el potencial

eléctrico asociado a € 4 u verifica que
y(u) € CF(Q+u) N WP (Q + u)
y es soluciéon del problema

)
Ay(u) =0 en Q+u,
{ y(u) =0 sobre Tg+u,

y(u) =1 sobre TI'i+ u.

\
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cuyo equivalente fijo es

( (Ay(u))o (I +u)=0 en

§ ywo(l+u)=0 sobre T, (4.39)
| y(wo(I+u)=1 sobre I

Como consecuencia de (4.39), y(u) o (I +u) € W7, es decir, podemos escribir
y(u) o (I +u) =gy + 2z(u) Vz(u) € VAP (4.40)

Luego, anteriormente por el Teorema 36 se habia presentado la variacion de
las derivadas parciales, si recordamos, el operador de Laplace son las segundas

derivadas parciales, en consecuencia retomando (4.28), se tiene que por el Lema

9
oy Z My () 2000 © ()

O
O0z; Oxy,

0<i<d. (4.41)

Luego, por el Lema 7 podemos reescribir a (4.41) como

axz (Z My () 28 ;xil i u))) (I +u)". (4.42)
Volviendo a aplicar el Lema 9 a (4.12) resulta que usando (4.42) y (4.40),
T e 0 = g (o4 0)
:ZMU (kzd;Mm )5, () (I +u)))
_]; Mij(u ( M (u )a%(y(u) o (I+u)))
- Z My () (M) (o -+ 2(0) )
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Por tanto,

(Ay(u)) o (I +u) = F(u, 2(u)) (4.43)
y por (4.39) se deduce
F(u, z(u)) = 0.
para cada u € Lip?(R”; R") en un entorno de 0.

. Aplicacion del Teorema de la Funcion Implicita.

Por la observacion del Lema 8, se tiene que la aplicacion

B(0,¢) C Lip?(R™; R") — Lip'(R"; R™"),

w = [Mij(u)]

es de clase C'(B(0,€)) v su derivada en direccion u se denota por —'Jac(u).

Ademas F es afin con respecto a v, por tanto, F' es clase C'! en un entorno de

(0, 2(0)).

Luego, como

F(0,2(0)) =0
y n
OF 0 0
5, (0,2(0)) = %;1 Mis (0) 5 (Mir0)52) = &, (4.44)

que por el Teorema 31 se tiene que A es un isomorfismo entre W27P(Q)HW01 (Q)
y LP(Q). En consecuencia por el Teorema 38 se tiene que existen vecindades
O, de 0 en Lip? (R™;R™) y Oy de 2(0) en VAP y una aplicaciéon continuamente
diferenciable,

g: 01— Vf’p
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tal que g(u) = z(u) para todo u € Oy y F(u, g(u)) = 0 para todo
(u,v) € O x Oq. Por tanto, z(u) es diferenciable, entonces y(u) o (I + u) es

derivable en 0, cuya derivada se denotaba por y(u), ver Figura 7.

Lip*(R™; R")

Figura 7: Aplicacion del TFL.

3. Ecuaciones que verifica y(u).
Aplicando la regla a de la cadena a la relacion F(u, g(u)) el Teorema 38 también

implica que

Por un lado, aplicando el Lema 10 se tiene

d
g 0?uy, Oy(0) Ouy, 0%y (0)
A 90Uk TYV) N — Ay - ,
du j;1<ax§ ory | o, aa:jaxk> (- Vy(0))

De aqui y por (4.44) se obtiene

g(u) = —(A) A Vy(0)) = Ay(u) = —A(u- Vy(0)).
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Finalmente, como y(u) o (I + u) es constante sobre I'y y I'y se tiene que
y(u) € Hy(2).
u

Maés aun, el teorema anterior no solo muestra que y(u) tiene derivada local en el
origen, si no que también ejemplifica el Teorema 34 con A = —A. Mientras que el

siguiente resultado es lo equivalente al Teorema 35.

Lema 4 (Derivada local). Dados 1 < p < oo y un abierto w CC 2, la aplicacion

B.(0) C Lip?(R";R") = C™®(w) N W?P(w) — W (w), (4.45)

u e y(u)| (4.46)

es derivable en 0. En consecuencia u +— y(u) es localmente derivable en 0. Ademds

la derivada local, denotada por y'(u) verifica

y'(u) € C=(Q)NIWH(Q),

Ay'(u)=0 enQ, (4.47)
y'(u)=—(u-v) 81/6(;)) sobre S, (4.48)

Demostracion. Por Lema 3 y el Teorema 33 con £ = m = 2, se obtiene la derivabili-

dad de (4.45), ademés, y'(u) verifica
Y (u) = y(u) —u- Vy(0) Vu e Lip*(R";R"). (4.49)
Por otra parte, el Teorema 34 implica que

Ay (u)=0 en Q,
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con lo que se tiene (4.47) y ademas que y'(u) € C*(2) por ser armonica.
Finalmente, tomando en cuenta la igualdad (4.49) y el hecho que 5(u) € H{ se tiene
que

y'(u) = —u - Vy(0) sobre 9.

Luego, como y(0) es constante sobre la frontera de €2, entonces su gradiente es pro-

porcional al vector normal, con lo que se obtiene (4.48). |

Finalmente se tiene que C(u) es derivable en el origen y se da una expresion para su

derivada. Es decir, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 39 (Derivabilidad de la capacidad). La aplicacion

B(0,¢) C Lip*(R";R") — R

(4.50)
u— C(u)
es derivable en 0. Ademds, su derivada en direccion u estd dada por
dy(0)|”
C'(u) = — / u-v
(u) » (u-v)|=5,
Demostracion. Ver |31, Teorema 3.7]. |

Si ademas suponemos que [€2| = 1 para todo Q € .4, entonces C'(€y, u) = 0 para
un €2y construido a partir de una sucesion minimizante (€2,,),>1 y para 0 € Qqq se

tiene que C(§2y) < C(Q), ver [31, pag. 22].
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Capitulo

Control de la ecuacion de Poisson

* Kk

Sea w C R™ un abierto, conexo y regular.

—Au=f, en ()
u=0  sobre O0f),

donde €2 es un abierto a determinar tal que w CC 2. Ademas,
1. se tiene f € L?(R").
2. se conoce un dato prescrito ug € H'(w). Es decir,

—Aug = f en w.

Con lo que formulamos la siguiente pregunta:

;Existe un dominio € tal que wu solucion de (5.1) satisface que u| = wuy? En

w
caso de ser cierto. jEs €2 tinico?
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5.1. Relacion con la literatura existente

D. Chenais en [8], demostro la existencia de un dominio 6ptimo para (5.1), planteando

el problema como uno de optimizacion, es decir:

y se desarrollan los siguientes pasos:

1. Restringir Uy = {QQ C R" : w CC Q} a aquellos conjuntos que cumplan cierta

propiedad de regularidad. Es decir, © debe ser de clase Lip! al menos.

2. Adecuar la topologia débil de L? en el conjunto de funciones caracteristicas yq

para cada {2 € U,y de tal manera que se tenga compacidad.
3. Finalmente, probar la continuidad de J en U,q4. Por tanto, el minimo se alcanza.

Por consiguiente, asumiremos la existencia de al menos un dominio 6ptimo.

Por otro lado, Puel J. y Osses A. |9] demuestran un problema de controlabilidad
para (5.1) de la siguiente forma: sea el conjunto I'y C 92 donde los valores de u sobre
I'y son desconocidos y tomando en cuenta que se conocen ciertas mediciones de la
solucion en LP(S) donde S C € es una superficie de codimension uno (una curva para
n = 2 o una superficie para n = 3); la idea es entonces recuperar los valores sobre I'y.

Esto es, un problema inverso. Matematicamente esto quiere decir que si para toda
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v e LP(I'y) se tiene que

p

—Au=f en €,
§ u=0 sobre OQ\I, (5.2)

| u=v sobre I.

Entonces (5.2) representa un problema de control en la frontera, con lo que se busca

v tal que dado ug € LP(S) se tenga que, para todo € > 0,

< €.

L7(S)

o=
S

Claramente si € = 0 se tendria control exacto, sin embargo, el problema de control
exacto, en general no tiene solucion, debido al efecto regularizante del operador —A,
por ejemplo, si f = 0 la solucién u es analitica en Q, v € C*(Q2), en cambio uy
solo es tomada en LP(S). Es decir, estamos buscando un control en un espacio muy
grande, cuando a lo que aspiramos acercarnos se encuentra en espacio muy pequeno.
Como es usual en los problemas de control aproximado, se demostr6 que el conjunto

de estados alcanzables
{uto)

es denso en LP(9), ver [9, Teorema 2.1].

JivE Lp(FO)}

Mas recientemente, Chenais D. y Zuazua E., en [7], abordaron el problema (5.1)
como uno de controlabilidad, esto es, de determinar un control €2 tal que para u solu-
cion de (3.14), se tenga que u = ug en w. Asi, el objetivo de este capitulo es mostrar
que la solucion de este problema de control se basa en usar las técnicas vistas en el
Capitulo 4.

Primero definamos concretamente el conjunto de dominios (o controles) admisibles
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Q.4 como:

Qad:{QCRanCCQ}

de esta manera, podemos considerar los siguientes problemas de controlabilidad:

Controlabilidad Exacta ;Existe un dominio Q* € €, tal que

= Uq ?
w

UQ*

Controlabilidad Aproximada Sea € > 0, jexiste un dominio 2} € €, tal que

<e 7

Qx| —Ud|| >

w

Unicidad

El siguiente ejemplo muestra que el dominio 6ptimo {2 para el problema en cuestion

no es Uunico.
Ejemplo 1. Funciones propias del Laplaciano

Sea Q = (0,1)*y u(x1, 2) = sin(mx;) sin(mas), claramente y es solucién del problema

—Au=21%u en Q,

u=>0 en Of).

(5.3)

Asi, dado un subconjunto abierto w C €2, con
f =sin(mxy) sin(wxy) v ug = sin(mxy) sin(mzs),

entonces 2 provee de una soluciéon a nuestro problema. Sin embargo, podemos cons-

truir diferentes dominios donde las extensiones naturales de u y f resuelven el pro-

blema (5.3), consecuencia de la imparidad de la funcion seno.
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€2

u1(£171, 1?2)
Tt 1=t :
i :
—u (71, T9) i |
! |
L S -
! ! L1
ul(—l‘h —372) Ul(il?l, —562)

Figura 8: Posibles extensiones del problema Dirichlet.

Por ejemplo, si consideramos « y f como

_ —Uu Qa
u =
0 c.o.c,
y
= _f Qa
f pu—
0 c.o.c,

entonces estas satisfacen (5.3) con Q = (—1,1) x (0, 1).

Controlabilidad local

La falta de unicidad permite establecer el problema desde un enfoque local, esto
es, consideremos un dominio fijo €2y para el cual el problema (5.1) tiene la soluciéon
correspondiente ug. Entonces,resolvemos la siguiente cuestion: si para wug cerca de ug,

existe un dominio € cerca de € tal que se tenga controlabilidad exacta o aproximada
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seglin sea el caso. Es decir,
s ||lug — wol|| < e= 30" || — Q| < e

bajo alguna norma y sentido adecuado en el caso de los dominios.

Para adaptar el problema (5.1) a las técnicas de diseno 6ptimo vistas en el capitulo

anterior, requerimos las siguientes hipotesis.

» Consideremos € de clase W?™ asi todos los demés dominios serdn perturba-

ciones de este.

= Consideremos 7 C W2>(R" R"), 7 = {I +60:0¢ @}, donde © es una ve-
cindad del origen en W2°°(R" R") y 101200 (g gy < 1/2.

Para cada 6 € ©, la variacion de los dominios estara definida como
Q0+9:{x+9(x):x€§20}. (5.4)
Sea ug € H}(Qo + 6) la solucion del problema

—Aug=f en Qy+06,
ug = 0  sobre 00y + 6.

(5.5)

Denotamos por €2y a ¢ + 0 y por I'y a 080y + 6. Cabe notar que para simplificar
notacion, por ug nos referimos a la u(#) del Capitulo 4.

Como es usual en problemas de control, la controlabilidad se reduce a estudiar el
conjunto de estados alcanzables R(©), que en este caso son las restricciones de las

soluciones a los problemas elipticos (5.5) en w. Esto es,

:96@}.

R(@) = {UQ
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En principio, los elementos de R(©) solo satisfacen que
—Aug = f en w;

sin embargo, para poder describir de manera tinica a R(©) debemos tomar en cuenta
también el valor en la frontera de las soluciones restringidas a w. Por tanto, estudiar

R(O) equivalente a estudiar el conjunto de trazas alcanzables definido como
10 €0,
ow

—Au=f en w,

Ra(e) = { Up

En efecto, u pertenece a R(©) si y solo si

(5.6)
u=2z sobre Ow,

para algin z € Ry(0). Denotemos por ug la solucion del problema correspondiente

(5.5) cuando € = 0 y zy su valor sobre dw.

Cuando # varia en O, necesariamente ug se encuentra cerca de ug, en consecuen-
cia zg también estaréd cerca de zy, con lo que es natural hacerse la pregunta si cuando
0 varfa en ©, zg cubre una bola de H %(&u) con centro zy o si cubre al menos un
subconjunto denso de dicha bola. Estos son los problemas de controlabilidad (local)
exacta y aproximada, respectivamente, que mencinabamos antes.

Para hacer méas preciso el estudio de estos problemas, consideremos la aplicacion A

definida como

A6 — H?(dw),

0 — zg = tra,(ug).
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Notemos que zp = A(0) y el rango de A, definido como
R(A) = {2z € HY*(Qw) : zp = tra,(ug), para algin § € O},

no es mas que Ry(0), en consecuencia nos interesa estudiar el rango de A. De esta

manera, los conceptos de controlabilidad quedan expresados como:

Controlabilidad Exacta .
;Existe una vecindad N de zp en H2(dw) tal que N C R(A)?

o)

Controlabilidad Aproximada .
; Existe una vecindad A de zy en Hz(w) tal que la interseccion NN R(A) es

un subconjunto denso de N7

Efecto regularizante del operador de Laplace

Por ser A una aplicacion fuertemente no lineal es natural linealizar el problema y
utilizar el Teorema de la Funcion Implicita (TFI) para obtener resultados locales.
Denotemos por dA(0) la derivada de Fréchet en el origen de A y notemos que se

tendria control exacto si:

(%) dA(0) fuera un isomorfismo entre W2 (R" R") y Hz(dw).
En efecto, por el TFI (Teorema 38) se sigue que existe una vecindad Wy de

A(0) en Hz(dw) tal que N C R(A(0)).

(*) dA(0) fuera un operador suprayectivo.
En efecto, por ser dA(0) un operador lineal suprayectivo en particular implica

que ker dA(0) = {0} y por tanto, dA(0) es un isomorfismo, con lo que las
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hipotesis del Teorema 38 se satisfacen y existe una vecindad N' C H'?(0w) de

A(0) contenida en A(N), ver [30, Colorario 2.5.8].

Sin embargo, el efecto regularizante hace que ninguna de las dos situaciones sea posi-
ble, pues el supuesto sobre la sobreyectividad de dA(0) no es realista. En efecto, para
cualquier § € W>°(R" R"), la regularidad de A(f) = z4 depende de la regularidad
de la funcién f en alguna vecindad de dw, por ejemplo, si f € L? entonces la ug se
encuentra en H?(w) y por tanto zy estaria en H3?(dw), ver Teorema 19. Por otro
lado, si f es analitica, entonces zy también analitica si el dominio w lo es, lo mismo
puede ser dicho para el operador linealizado dA(0), claramente si no se puede aspirar
a ser suprayectivo, menos a ser un isomorfismo. Como consecuencia, en el mejor de
los casos podemos aspirar a que N NR(A) sea un subconjunto denso de N, por ello
solo se discutird el control aproximado, esto equivalente a mostrar la densidad del
rango del operador dA(0) en H'/?(dw), no obstante esto no es suficiente para poder
ocupar el TFI y decir algo sobre el problema no lineal, para ese caso lo que se hace
es discretizar el problema no lineal, con lo que el problema se plantea en espacios
de dimension finita y la densidad del rango del operador linealizado si implica su

sobreyectividad y permite usar el TFI. Ver |7].

5.2. Densidad del rango de dA(0)

Mostrar que el rango del operador linealizado es denso en H'/ 2(Ow) es equivalente a
probar un resultado de continuacion tnica para la solucion del sistema adjunto, conse-
cuencia de teorema de Hahn-Banach. Por simplicidad nos restringiremos al subespacio
L*(0w) de H'?(Ow), de esta esta manera adaptaremos el argumento del Teorema 2.1

descrito en [9].
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Observemos que el operador A estd constituido por la composicion de los siguien-

tes operadores

G:0 — Hi(Q),

0 — Up,
try,, : H&(Qg) — LQ(&U),
up > tra(ug) = 29.

De esta manera, A = try, oG. Por lo visto en el capitulo anterior, para u(f) = wuy

solucion de (5.5) se tiene que considerar su variacion local y total, esto es, param > 1,
u(0) € H™(S)y) y verifica que

u(@)o (I +6)=u(0)+u(d)+o0(f) en H"(Q),
u'(0) € H™(Qy) y verifica que
Para cada O CC Qp, u(0) = u(0) +u'(0) +0(f) en H™(O).

Mas atn, tenemos que.

Lema 5. Sea m > 1 un entero, si u(0) existe en H™(Sy),entonces existe u'(0) en

H™Y(Qq). Mds azin,
u'(0) = u(f) —0-Vu(0) cp.tp en . (5.7)

Demostracion. Basta adaptar el Teorema 33 con p = 2. |
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Concretamente A es la composicion de las apliaciones

QI—>’LL9 > Ug

9

ow

w
con lo que es natural trabajar con la derivada local uy. También, por esta tiene sentido
que uy, sea un elemento de H'(€)y) y en consecuencia, por el Lema 5, 1y se encuentra
en H?(Qp). La regularidad de uy depende de la regularidad de f para el problema
(5.5), sin embargo podemos ser més flexibles y pedir que f € H(R"), veamos el

siguiente resultado.
Lema 6. Si f estd en H'(R"), entonces 1y estd en H*(€).

Demostracion. La demostracion es semejante al Lema 3 daremos aqui una idea de la
adaptacion.
Basta considerar la funcion G(u,0) = F(u,u(f)) — f o (I 4+ 0), donde F es (4.38),

més atn se puede mostrar que u(f) satisface

GO, u(@) =0 con G(0,u(0))=0.
De esta manera para probar que G es de clase C1, necesariamente f € H'(R"). M
Proposicién 2. Suponga que f estd en H(R") y sea

G : W**(R",R") — H'(w),

(9'—)719

w

La aplicacion G es diferenciable en el origen y se tiene que




donde uy es la solucion unica del problema

—Auy, =0 en o,
0 ’ (5.8)

u@z—%(@-n) en T,

Mads ain, el operador A es diferenciable en el origen y

Demostracion. Por el Lema 6, la aplicacion 6 — u(f) es localmente diferenciable
en el origen, esto prueba que G es diferenciable en el origen, y la existencia de u/(#).
Finalmente, para la derivabilidad de A, tomando en cuenta que la traza es una apli-

cacion lineal

dA(0) - 8 = d(tra., oG)(0,8) = tr(G(0), G'(0))
= %traw (u(O) + tu;(e)) ‘
— %(ze + ttr(u;,w»)

= tro,(u'()).

t=0

t=0

Finalmente, por el Teorema 34 y Teorema 35 se sigue que u'() es solucion de (5.8). W

Teorema 40. Sea u solucion de —Au = 0 en . Supdngase que para un conjunto

abierto O de R"

(a) T' = O NI es una variedad de clase C* de dimension n — 1, |I'| > 0 y

% =0 =wu sobre I'. Entonces, u =0 en Q. Mds aun, el conjunto
0
N:{xEF:a—Z(:U):O—u(:J:)}

tiene medida (n-1) dimensional cero.
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Demostracion. Ver [32, Teorema 2.1]

Para simplificar la notacion, escribamos €2 en lugar de €2 y I' en vez de T'.

Teorema 41. Supongamos que existe un conjunto no vacio de I' tal que % £ 0.

Entonces R(dA(0)) es denso en L*(Ow).

Demostracion. Para mostrar la densidad basta probar que R(dA(0))* = {0}, esto

es, dado g € L*(0w) tal que

Vw € R(dA(0)) / gw = 0,
ow

entonces g = 0.

(5.9)

Por definicion Yw € R(dA(0)) = {«/(0) : 6 € W2°(R",R")}, de esta manera (5.9)

es equivalente a
vH € W2 (R",R") / guy = 0.
ow
Definamos el sistema adjunto para ¢ € H*(§2) como

—Ap=9g®dg,, en L
p=20 sobre T,

donde dg,, es la medida de Dirac y g ® dg, € [H'(Qp)]’ esta definido por

(9 ® 0ow, V) [ ( Q) HI Q) = / gu, Yv € HY(Q).
Ow

Probemos la siguiente afirmacion: si ¢ = 0, entonces g = 0.

De (5.10) y (5.11) se tiene que

V@ - W2’%(Rn,Rn) . <—Ag0,Ul(9)>[H1(Q)]/7H1(Q) = / gu'(ﬁ) = 0.

ow

Tomando en cuenta que

'Esto es una consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, ver [22, Corolario 1.8]
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(%) /() € HY(Q), Au'(0) € L*(2) de tal manera que a( ) e H3(09).
(%) Ap € [HYQ)] v ¢ es suave para alguna vecindad de T'.

Luego, usando integracion por partes y el teorema de la divergencia,

/QgpAug —/Agpu /Vgp Vvu'(6 /diV(QOVu’(H))

(Agp, u9>[H1(Q)]’ HL(Q)™

/Vgo Vu'(6 /dlv( "0V )

B ou'(0) Oy
_ /ng oS / u(9)5dsS.

HoE (), HE ()

—~
@
S~
S
>
—

Por otro lado, por (5.12) se sabe que (A, u'(0)) (71 (0,1 (0,) = 0, ademés Au'(0) = 0
en {2, haciendo integracion por partes en segundo sumando del lado derecho y como

¢ = 0 sobre I'; en consecuencia,

890 / 2

) =0 Vo (R, R"™
o) € W2 (R",R"),
y usando la identidad (5.8) sobre T,

0y Ou(0)
T aV aV

(9 - u) =0 V0e W22(R",R"). (5.13)

Mas atin, A = {0 -v : § € W»*} es denso en L*(T') por el Corolario 1, es decir

A+ = {0}, en consecuencia de (5.13) se tiene que

Oy 0u(0)

W oy =0 sobrel.
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Como se asumi6 que % # (0 sobre el conjunto abierto v C I'y, se tiene que

< g—f =0 sobre 7, (5.14)
=20 sobre I,

En particular,
p
—Ap =0 en Q\w,

{ g—f =0 sobre 7, (5.15)

| ¢ = 0 sobre I'.
Tomando en cuenta que w es simplemente conexo y aplicando el Teorema 40 se deduce
que

=0 en OQ\w.

Considerando que ¢ € H'(Q) y su traza sobre Ow es un operador continuo. Por tanto,

—Ap =0 w,
i (5.16)
=0 Ow,
que por el principio del maximo, v = 0 en w.
Con lo que ¢ = 0 en () y finalmente g = 0, con lo que se muestra lo deseado. |
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Conclusiones

* Kk

En este trabajo no estudiamos la discretizacion del problema no lineal considerado, sin
embargo se puede mencionar que en [7] se demuestra que bajo ese marco de dimension
finita el problema linealizado es exactamente controlable, mas atn, la demostracion
se basa en probar un nuevo principio de continuacion unica. Mas tarde, en [1] los
mismos autores tratan el problema en concreto para dos dimensiones con un enfoque
totalmente numérico.

Controlar una EDP mediante su dominio de referencia ha sido aplicado no sélo para
el caso eliptico como se ha mostrado en este trabajo. En [33] se plantea el problema
para la ecuacion del calor y la ecuacion de ondas. Sin embargo, a diferencia del caso
estacionario, se debe considerar la variable temporal en el dominio de control, es decir,
se busca determinar un dominio éptimo €2(t) que puede o no depender de ¢, tal que
Yo() = Ya- En el mismo articulo se prueba que para el caso parabolico el problema
linealizado es aproximadamente controlable, mientras que, para el caso hiperboélico,
tanto el problema como su equivalente linealizado son exactamente controlables.
Por otro lado, en particular referente a la técnica de diferenciacion respecto del do-
minio, ha sido anteriormente usada en problemas de control, por ejemplo en [34] J.

Ortega y E. Zuazua consideran el problema de control aproximado en la frontera para
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la ecuacion de calor con la restriccion siguiente: dado un dato y; € L?(£2), se busca un
control A tal que la solucion satisfaga no solo [|y(T', h) — y1[ 12y < € sino que también
Joy(z,t) = [y, es decir, que la masa total de la solucion y(z,t) sea constante a lo
largo de una trayectoria. Por los mismos autores, en [35], se estudia la estabilizacion
del sistema de placas termoelésticas. A partir de las propiedades espectrales de un
problema eliptico cuyo dominio es deformado se puede estudiar la estabilizacion del
sistema en cuestion. Por tltimo J. Ortega et. al. en [36] estudian un problema inverso
de identificaciéon de un cuerpo rigido sumergido en un fluido gobernado por el sistema
de Boussinesq.

Finalmente, referente a la optimizacion de forma, cabe mencionar el trabajo de E.
Trélat, C. Zhang y E. Zuazua en [37| donde se plantea un problema de optimizacion
donde el estado es la soluciéon de la ecuacion de calor. En concreto, se muestra para
T > 0, cualquier yo € L*(D) y f € L*(D) con D C R" llamada la region de disefio,
y considerando cualquier valor prescrito z € H} (D), el problema

T
mf J'(Q) = l/ / ly(z,t) — 2(2)|” + |Vy(x, t) — V()| dadt, (5.17)
QEOL{Y T 0 w

donde OY ={Q C D:w CQ:#Q < N}, #Q es el nimero de componentes conexas
de 2, w es fijo y Q es el control (donde la ecuacion del calor evoluciona), entonces este
problema tiene al menos un minimo, mas aun 7' representa un parametro, con lo que
también se analiza el comportamiento asintotico de las soluciones de (5.17) cuando

T — 0. .
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Apéndice

~

Algebras de Banach

* Kk

Las algebras de Banach son la rama del analisis funcional dedicado al estudio de ope-
radores a través de su estructura algebraica. Para un estudio mas profundo consultar

[25, 38, 39].

Definicién 34 (Algebra). Un dlgebra unitaria A es un espacio vectorial real que

gunto con la operacion (o aplicacion)

AxA — A

(2, y) = ay,
satisface: para todo v,y,z € Ay a € R:
1. (Asociatividad ) (zy)z = x(yz),
2. (Distributividad) x(y + z) = xy + xz,
3. (Asociatividad con la multiplicacion por escalar) (ax)y = z(ay),

4. (Elemento identidad) existe un tnico e € A tal que e # 0 y se tiene que

xe = ex = x, llamado identidad.
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Definicion 35. Un dlgebra de Banach es un dlgebra donde A es un espacio de
Banach donde se cumple que ||zy|| < ||z||||ly|| para toda x,y € A y ademds el elemento

identidad cumple que ||e|| = 1.

De esta manera, un algebra de Banach estudia espacios normados donde la multipli-
cacion es una aplicacion continua, ademas cabe notar que un algebra de Banach no

tiene por qué ser conmutativa.

Teorema 42. Sea ) acotado y Lipschitz, sip > 1ykp >nop=1yk > n entonces
existe una constante C = C(n, k,p, Q) tal que, para toda u,v € WFP(Q), el producto

uv definido puntualmente c.s. en Q, uv € W*P(Q) y satisface

HUUHWk,p(Q) < CHUHW’“P(Q)HUHW]”’(Q)

En particular W*P(Q) es un dlgebra de Banach conmutativa y unitaria, donde la

unidad es la funcion constante u(x) = 1.

Demostracion. Ver |19, Teorema 4.39]. |

Notemos WH>(R";R") y Lip*(R";R") coinciden (por el Teorema 16), por tanto,
usando el teorema anterior se tiene que Lip®(R"; R") es también un &lgebra de Ba-

nach.
Definicion 36. Sean x,y elementos del dlgebra A. Entonces

1. y es llamado elemento inverso derecho (izquierdo) de x si xy = e (yx =e¢e). Si

y es ambos, entonces y es el inverso de x.

2. Un elemento de A para el cual existe al menos un inverso (derecho, izquierdo)

es llamado elemento invertible (derecho invertible, izquierdo invertible).
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3. Cuando un elmento = es invertible, su inverso es unico y se denota por z !,

4. El conjunto de todos los elementos invertibles de A se denota por inv(A).
Los elementos invertibles por la derecha (izquierda) se denotan por inv,(A)

e inv;(A) respectivamente. Por tanto,
inv(A) = inv,(A) Ninv;(A).

|1/n

Teorema 43. Para T en un dlgebra de Banach, la sucesion ||T"| converge a un

nimero denotado por p(T), donde para todo natural n, p(T) < HT”Hl/n < |||
Demostracion. Ver |38, Proposicion 13.12]. |
Teorema 44. Si p(T) < 1, entonces e—T es invertible, (e—T)™ ' = e+T+T?*+---.

Demostracion. Ver |38, Teorema 13.20]. |

El teorema anterior es valido si p(7") es sustituido por ||T]| ( ver [40, Teorema 7.3-1]),
en particular cuando A es un espacio de Banach 6 A = B(X) con X un espacio de

Banach'.

Teorema 45. La aplicacion

H :inv(A) — inv(A)

(A.1)

!

es diferenciable, con derivada H'(x)h = x~ ha™,
Demostracion. Ver |38, demostracion del Teorema 13.21]. |

1Revisar las notas de analisis namerico complejo de Sheehan Olver, Leccion 15.
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Apéndice

Diferenciacion de funciones

compuestas

* % %
Denotemos por I la funcion identidad en R", es decir, I(x) = z para todo z € R™.

Lema 7 (Invertibilidad). Sea u € Lip"(R™;R") tal que ||ju|| < 3.
Entonces la aplicacion

u— I +u (B.1)

es invertible. Mds aun,

(I +u)"' =TI+ para alguna v € Lip"(R™; R")

|vll, < Ckllull, para alguna constante positiva C.

Demostracion. En efecto, como

11— (I —u)l, = [Jull, <1,
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entonces, por el Teorema 44, I + u es invertible. Por otro lado,

(T+u) =) ()" =T+> (—1)u"

n=0

Escribiendo > _ (—=1)"u" =u Y, _,(—1)"u""!, se tiene que

uZ(_l)nun—l Z(_l)nun—l

n=1
esto es, [|v|, < C|lu|l,. Finalmente. como u es una contraccion por ser Lipshitz,

entonces v € Lip*(R", R"). |

< Jlully
k

1
< ull, Y oot~ 2l
k n=1

Notacién: Por [a;;] nos referimos a una matriz cuadrada de tamafio n X n, esto es
una matriz de entradas a;; con 1 <<¢,j5 < n.

Recordemos que la derivada de una funcion vectorial u : R” — R" con v = (uy, uo, . . . , Uy,)
con u; : R" — R, es llamada el Jacobiano de u y es el determinante de la matriz de

las derivadas parciales de orden uno de sus funciones coordenadas u;, esto es,

Jac(u) =

aui] . (B.2)

&Uj

det [

Lema 8. Sea k> 1, si k > 1 la aplicacion
Lip*(R"R") — Lip* ' (R"),
u— Jac(I + u)
y para k=1,
Lip' (R"; R") — L*(R"),
u— Jac(l + u)

es derivable en 0. Mas ain, su derivada en el origen y direccion u estd dada por:

oJac(l + u)
ou

(0) - u = divu. (B.3)
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Equivalentemente, se verifica la ecuacion
Jac(I+u) = Jac(I)+divuto(u) = 1+divuto(u) en Lip"  (R™)(L>(R™) para k=1).
Demostracion. Ver [31, Lema 2.2.]. |

Lema 9. Sea u € Lip"(R";R") con k > 1 y |jul|, < 1y f e WH(R"), entonces

I—I—u)j

Vio(l+u)= [‘9( 5, }_1V(fo(l+u)) (B.4)

Demostracion. Sea (f,)n>1 una sucesion regularizante, tal que f,, — f en WHL(R™),
de esta manera, para cada n fijo se tiene que f,, o (I +u) € WH*(R"), entonces por

la regla de la cadena,

oI +u

Vit (4 u) =[2G (9 h) o 0

Finalmente por densidad y consecuencia del encaje W1H(R") < WHL(R") el resul-

tado se sigue. |

Lema 10. Sea k > 1. La aplicacion

F : B(0,¢) C Lip*(R"; R") — Lip" ' (R",R™"),

t _ B.5)
O +u);1-1 (
u— F(u) = {—( T )‘7}
j
es deriwable en 0y su derivada es
¢ 8u t
dF(0) -u=— “| = —"Jac(u). (B.6)

FEquivalentemente, se verifica que

F(u) =1—"Jac(u)+6(u) en Lip" }(R",R™™).
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t
Demostracion. Escribamos G(u) = [“ﬁ;‘”}, claramente G es continuamente dife-
J

renciable y dF(0;u) = "(Jacu).

Por el Teorema 45, dH(e) - a = —a y teniendo en cuenta que F' coincide ser la

composicion de H o G donde H es (A.1), entonces d(H o F)(0;u) = —'(Jacu) W

1

Corolario 2 (Estimacion para el Jacobiano). Para u € Lip'(R%;R") con ||ul|, < 3,

existe una constante C' > 0 tal que verifica que

|Jac(I + u ) < C + o(u). (B.7)

)7 e e

Demostracion. En efecto, si ||ul|, < 3 se verifica

2
para algiin v € Lip'(R";R"): (I +u) ' =T +v) v ||, < Cillul,.
Luego, por el Lemma 8

Jac(I +v) =1+ divo + o(v) en L=(R")

de esta forma se verifica que, consierando que ||divul|,, < M]||v||; consecuencia de

que las derivadas de v son Lipschitz,

HJac(I +u)_1HLoo(Rn) = [Jac(l + v)| oo @y
< 14 Mlfv]]; + o(v)

< C + o(u)

donde C =1+ M||v||;. |

99



Continuidad y diferenciabilidad de v — f o (I + u)
Lema 11. Sea f € LP(R") con 1 < p < oo, la aplicacion
Lip'(R"; R") — LP(R"),
ur— fo(l+u)
es continua en (.

Demostracion. Por densidad de D(R™) en LP(R™) consideremos una funcion

¢ € D(R") proxima a f y para toda u € Lip' (R"; R") escribamos

foll+u)=f=({-p)ol+u)=(f=p)+poll+u) ¢ (B.8)

En efecto, si ||lu||, es suficientemente pequefia se tiene que I +u € Lip' (R"; R™), por

la desigualdad de Holder, haciendo 7 = (I + u)(z) y consecuencia del Corolario 2

I = pye = ([ 1= pye 1+ w@par) ™
=( (F = QP Jac(l + ) tar )’
(uJacf+u Mg 15 = Pl
< (C+olu )
Por tanto,
7 =)o (4 )l < {C+ 0w 11 = el gaey (B.9)

Para cada x € R"”, escribimos
(o (I +u)@) = (o) = [ Seo T+ ru))ir
::A(v@ou+7mx@-m@my
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de donde

(oo (4 0)@) — 9] <l ([ 10700 0+ ra)@)F)’
Haciendo y = (I + 7u)(z), por Fubini y la desigualdad de Holder, se tiene que
I o (I +u) — o7 @n
<l [ [ 10900 1+ ru) @i
<ol [ [ 1T d0clr + 7o)ty

< Julf sup [[96( + 7)oy V0 o gz
ST

Por tanto, por el Corolario 2

lo(z + ) = @l porey < llull = (C + 0 (W) IV @l gy (B.10)

De esta manera usando las estimaciones (B.9) y (B.10), podemos acotar a (B.8) de

la siguiente manera

1 o (7 +1w) = Fll sy < {C+0w) }IIF = @l
11 = Pl + (B.11)

1/p
lull o { O+ o) } V0l gz

En consecuencia, existe una constante I > 0 tal que

[fo(l+u)— fHLp(Rn) < IC(Hf - SOHLP(R") + HUHLooHVSDHLp(Rn;Rn))

Como f es proxima a ¢ y eligiendo u tal que ||ul| 1~ (gn) Sea suficientemente pequeiia

entonces el segundo miembro de (B.11) se puede hacer tan pequenio como se desee. W
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El lema anterior puede ser generalizado al caso en que f € W™P(R") conm > 1y
u € Lip"(R™;R™) con k > sup{1,m}. Més ain, la aplicacion u — f o (I +u) no solo
es continua en 0, sino en todo punto de Lip"(R™; R") [27, Lema 4.4, pag IV.9]. Sea
f € WHP(R™). Si aproximamos a f por funciones ¢ € D(R") y tomando el limite en
(B.11), entonces para cada u € Lip' (R”; R") suficientemente pequefio (en norma), se

tiene que

1f o (T +u) = fllony < Cllullp IV Fll 2o n e (B.12)

Lema 12. Sea f € W™P(R™) con m > 1 entero y 1 < p < oo con k > 1 entero. Si

la aplicacion
Lip"(R™;R") — W™ 'P(R"),
ur— fo(l+u)

. .-, . . /
es derivable en 0, entonces también lo es cuando se restringe a Lip® (R™;R™) con

kK > k.

Lema 13. Sea f € W™P(R™) con m > 1 entero, 1 < p < oo y k entero tal que

k > 1. Supongamos que la aplicacion

Lip! (R's R") — L/(R"),
ur— G(u) = fo(l+u)

es derivable en 0 con derivada denotada por G'(0;-). Si G restringida o Lip®(R"™; R")
y con valores en W™ LP(R") es también derivable en 0, entonces su derivada vuelve a
ser G'(0;-), es decir, para toda u € Lip"(R™;R") con |jul|, suficientemente pequeria,

se verifica:

fol4+u)=f+G0;))+0) en W P(R".
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Lema 14. Sea la aplicacion
G : Lip™ (R R") — W™ LP(R™)
y supongamos que m > 2, entonces las siguientes son equivalentes:
(i) La aplicacion G es derivable en 0.
(i1) La aplicacion

F:Lip" (R R") — W2/ (R R,
u— F(u) = (G(u), VG(u))

es derwable en 0.
Demostracion. Ver |31, Lema 2.10]. |

Proposicion 3. Sea f € W™P(R"™) con m > 1 entero, 1 < p < oo y k un entero tal

que k > sup{l,m — 1}. La aplicacion

Lip"(R"; R") — W™ 'P(R"),

u— fo(l+u)

es deriwable en 0 y su derivada en 0 para toda direccion u es:

Of o (I +u)

o (0)-u=Vf-u VucLip"(R";R"). (B.13)

Equivalentemente, para toda u € Lip"(R™;R") tal que |ul|, es suficientemente pe-
quena, se verifica:

fol+u)=f+Vf-u+0(u).
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Demostracion. La idea sera usar un argumento de induccion sobre m y k

Caso: m = 1,k = 1 Supongase que f € D(R") y sea u € Lip'(R"; R") con u # 0
Para cada x € R" podemos escribir

(Fo (I +u)(o) = @) = u@)VFa) = [ {0+ 7)) = ru()V s

= [ {wre U+ - Vi)

Por la desigualdad de Hoélder y Fubini,

I(f o (I +u)) = f—uV

Lp Rn

< [ @r / IV f o (I + ru)(x) - V f(a)drd
<sﬂ1£)|u /Rn/ IV fo(Il+7u)(z)— Vf(x)|drdx

1
< sup |u(5z:)\p/ IV fo(l+1u)(z)— Vf(x)|dedr.
R™ 0 Jrr

Por tanto,

(70 4+ ) = F =V fllgaey < Nl gy S0P V5 0 (14 70) = V| aga

Por hipotesis f € WIP(R™), entonces V f € LP(R";R"), de esta manera podemos
elegir una sucesion ¢y € D(R™; R"), similar a (B.11),

H Hle ([+u) - f —U- VfHLP(R")

< sup [|[Vfo(l+7u)—V[lLgm

0<r<1

< OV = @l + Il a0 6l ooz )

Tomando k — oo y ||u||; — 0, se tiene

H Hluf ([+u)_f_uvf”LP(R")_>O
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Sea ahora f € W1P(R"), considerando un argumento precedente, conduce a la de-
sigualdad vélida para u € Lip' (R";R") y u # 0,
1

el

< O (J[ull o)1V Lo ) = 0 cuando [fuf, = 0.

[f ol +u)=f—=u- Vg

En consecuencia la Proposiciéon 3 es cierta param =1y k = 1.

Caso general Por el Lema 12, basta probarlo para k = sup{1,m — 1}. La idea es
usar el Lema 14 con G(u) = f o (I + u) con la hipotesis de induccion sobre m.
Entonces, supongase cierta la Proposicion 3 para k = sup{1,m — 1}, para un m < 1
y sea f € W™ HLP(R").

Dado que V f € W™P(R™) por el Lema 12 la aplicacion

Lip™(R"; R") — W™ M(R"; R"),
u— Vfo(l+u)

es derivable en 0. Recordando que en el Lema 9 se tiene la igualdad

Vfo(l+u)= {W}_l V(fo(l+u)). (B.14)

Entonces por el argumento anterior sabemos que el miembro izquierdo es derivable
en 0, y el primer producto del miembro derecho también lo es, por el Lema 10,
implicando asi que la aplicacion V(f o (I + u)) también es derivable en 0. Por otro

lado, por hipotesis de induccion tenemos que f € WP(R™), por lo que la aplicacion

Lip™ (R";R") — W™ 'P(R"),
u— V(fo(l+u))
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es derivable en 0 con derivada en direccion u dada por u-V f. En consecuencia usando

el Lema 14, la aplicacion
Lip™(R"; R") — W™ P (R"; R"),
wrs (fo(l+u),V(fo(l+u))

es derivable en 0. Por el Lema 13 esto es equivalente a derivabilidad en 0 de la

aplicacion
Lip"(R™; R") — W"™P(R"),
u— fo(l+u)

Mas atin, su derivada en la direccion v es u- V f, con lo que se prueba lo deseado. W

Generalizacién: f depende de u

Proposicion 4. Sea la funcion f : Lip"(R™;R") — W™P(R") con k > m > 1y

p € [1,00) tal que la aplicacion

Lip*(R"; R") — W™P(R"),

(B.15)
u— f(u)o (I +u)
es derivable en 0, con derivada en direccion u dada por:
0 I -
T () = fw).
Entonces, la aplicacion
Lip*(R™ R") — W™ 1 #(R"),
(B.16)

u— f(u)
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es derivable en 0 con derivada en direccion u dada por:

0f (u)

5. (0) u= f'(u) = f(u) —u- Vf(0).

Equivalentemente, para cada v € Lip*(R™;R") con |ul|, suficientemente pequena,

eziste f(u) € W™P(R") siendo la aplicacion u — f(u) lineal y continua que verifica

Fu) o (I+u)=f(0)+ f(u) +0(u) en W™P(R™).

Entonces, para tales u existe f'(u) € WM 1P(R"™) siendo la aplicacion u — f'(u)

lineal y continua tal que verifica

f(u) = f(0) + f'(u) + O(u) en W™ HP(R").

Ademds se tiene

f'(u) = f(u) —u- V£(0).

Demostracion. Caso m = 1. Sea k > 1. Para u € Lip"(R";R") consideremos la

funcién descrita por

X(u) = f(u) = f(0) = f(u) +u-Vf(0).

Notemos que x(u) € LP(R"). Por otro lado, haciendo el cambio de variable x =

(I + u)(7), usando la desigualdad de Holder y por el Corolario 2 se tiene que:

I oy = [ wmx@mmf

(I + w)(P)P Jac(I + u)df) :

(B.17)

1

(.
OUmIAwuumw)ﬂumoou+umm@@
(

C+o(u ) | x (u )O(I+u)|lLP(R")

IN
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y recordemos que o(u) es tal que

o(u)
lly

— 0 cuando |[Jul|; = 0.

Escribamos:
x(u) o (I +u)
= f(u) o (I +u) — £(0) o (I +u) — f(u)o (I +u)+
wo(l+u)-Vf(0)o(I+u)
= f(w)o (I +w)—(0) = f(0) = (F(0) o (I +w)—F(0) —u- V(1))
— (fw) o (T+w)—f(u)) +uo (I +u)- (V(0) o (I+u)-Vf(0))
+(uo (I+u) —u)- Vf(0).

(B.18)

Notemos que los primeros dos sumandos pueden hacerse tan pequenos como se desee
por la Proposicion 3 y por la hipotesis (B.15), respectivamente. De esta manera basta
acotar el sumando restante de (B.18) en LP(R"). En efecto, concretamente se tiene

que por (B.15)

o ) o (74 w) = £(0) ~ fw)

— 0 cuando ||ul|, = 0 (B.19)

[l Lr(R™)

Luego, como f(0) € WIP(R") y gracias a la Proposcion 3, f(0) es derivable en 0 con
derivada u - V £(0), i.e

HquHf( Jo (I +u)— f(0) —u-Vf(O)| g — 0 cuando [juf, =0  (B.20)

Por otro lado, como f(u) € W'P(R") podemos utilizar la cota (B.12), mas ain,

tomando en cuenta que tanto V como f son operadores lineales (L£.) y continuos,
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por la norma del operador se tiene que

|fw o (1 4+w) - f(u

< CHUHLoo(Rn;Rn) V f(u)

Lr(R™) Lr(R™Rn)

< Ol oo g gy f(”)me<Rn>

< Cllull e | f] ol

L.(Lip" (R™R"); WP (R™))
Como V f(0) € LP(R"), por el Lema 11, se tiene la continuidad en 0. Entonces, por
la desigualdad de Holder,

Huo (I +u)- (Vf() (I—i—u)—Vf(O))

[lell, Lr(R")

< fluo (I+u)l\iép” i IV (0) o (I +u) = VF(0)|l pomny = 0 cuando [Juf[, — 0.
k
(B.21)

Por tltimo, para u € Lip"(R™; R") usando (B.12) y considerando que V es un ope-

rador continuo
w0 (1 + ) =l e ey < Nl e [ V0l ooy < Clllull )% (B22)
Obtenemos también que,

Tall- H T lwo (I +u)—u)- Vf(0)|L,ge — 0 cuando [Juf|, — 0. (B.23)
z

Por tanto, por las estimaciones de (B.19) a (B.23), se verifica que
T H —rlIx(w) o (I +w)| pogny = O cuando ||ull, — 0, (B.24)
k

lo cual llevado a (B.17), prueba la proposicion para m = 1.
Caso general: Basta utilizar un argumento anélogo al de la demostracion para la

Proposicion 3, aplicando el Lema 14 con G(u) = f(u), [27, Lema 4.6, pag. IV.19]. W
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