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l. Resumen

En este trabajo se presenta la aplicacion la metodologia de funciones base para el desarrollo e
implementacion de parametrizaciones de procesos microfisicos que tienen lugar en el interior de
las nubes calientes: crecimiento de gotas por condensacion, colision-coalescencia y sedimentacion
gravitacional. De manera general, la metodologia de funciones base representa un hibrido entre
los modelos parametrizados tradicionales y la microfisica explicita. Al calcular la evolucion de los
parametros de las funciones de distribucion involucradas a partir de los cambios en los momentos
totales, este tipo de modelos permite la variacion de la totalidad de los parametros, sin necesidad
de fijar ninguno para cerrar el sistema de ecuaciones, como es el caso de la distribucion gamma en
esquemas de dos momentos. Ademas, al contar con todos los parametros actualizados permite un
seguimiento adecuado del espectro de gotas en lugar de momentos especificos representativos de
variables fisicas. También, en el marco de esta metodologia, no hay necesidad de una divisién
artificial del espectro de gotas, por lo que los términos gotas de nubes y gotas de lluvia pierden
significado, ya que s6lo hay “gotas”. Adicionalmente, se aplic6 la metodologia de Machine
Learning en el desarrollo de un modelo parametrizado de colisién-coalescencia, permitiendo una
mayor precision en los resultados y un menor costo computacional. La parametrizacién del proceso
de sedimentacion establece el marco dinamico para la metodologia de funciones base. Todas las
parametrizaciones fueron comparadas con modelos explicitos, dando resultados con un alto grado
de precisidn, por lo que es posible la integracion de un modelo de nubes basado en funciones base
con modelos numéricos climaticos y regionales, ya que las condiciones iniciales que emplea son
las mismas que deben ser utilizadas en parametrizaciones microfisicas tradicionales actualmente

en uso.



Il1. Abstract

In the present work, the application of the base functions methodology for the development and
implementation of parametrizations of microphysical processes that take place inside warm clouds
is presented: droplet growth by condensation, collision-coalescence and gravitational
sedimentation. In general, the base functions methodology represents a hybrid between traditional
parameterized models and explicit microphysics. By calculating the evolution of the parameters
of the distribution functions involved from the tendencies of the total moments, this type of model
allows the variation of all the distribution parameters, without the need to set any parameter fixed
in order to close the system of equations, such as the case of the gamma distribution in traditional
two-moment schemes. In addition, having all the updated parameters allows an adequate
monitoring of the spectrum of drops instead of specific moments representative of physical
variables. Also, within the framework of this methodology, there is no need for an artificial
division of the droplet spectrum, so the terms cloud droplets and raindrops lose meaning, since
there are only "droplets”. Additionally, Machine Learning methodology was applied in the
development of a parameterized collision-coalescence model, allowing greater precision in the
results and a lower computational cost. The parameterization of the sedimentation process
establishes the dynamic framework for the base functions methodology. All the parameterizations
were compared with explicit models, giving results with a high degree of precision, so it is possible
to integrate a cloud model based on base functions with climate and regional numerical models,
since the initial conditions used are the same that should be used in traditional microphysical

parameterizations currently in use.
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1. Introduccion

En la actualidad, los productos de los modelos numéricos para el pronéstico del tiempo son un
instrumento fundamental para los pronosticadores, investigadores, tomadores de decisiones y
usuarios en forma general, debido a los procesos fisicos que contemplan, el nivel de exactitud
alcanzado y la informacion que brindan. Ademas, dichos modelos constituyen una herramienta de
vital importancia para la investigacion del comportamiento de la atmosfera en todas las escalas
(microescala, mesoescala, escala sindptica y escala global). Esto ha llevado a la formacion a nivel
mundial de cientificos y especialistas dedicados a su investigacion y desarrollo, con el objetivo de
obtener una mejor calidad del pronostico y un mayor entendimiento del comportamiento de la

atmosfera.

Uno de los procesos méas estudiados en el &mbito de modelacién numérica del tiempo son los
mecanismos de formacion de la precipitacion. La modelacion conduce a una mejor comprension
de los procesos fisicos que dan inicio a la formacidn de nubes y precipitacion, pero en muchos
casos la demanda de recursos computacionales para resolver numéricamente los sistemas de
ecuaciones fisico-matematicas que caracterizan la dinamica de la atmodsfera es muy exigente, por
lo que se recurre a la parametrizacion de dichos procesos. Los modelos parametrizados representan
una simplificacion de estos sistemas de ecuaciones y, por lo tanto, de lo que ocurre realmente en
la atmosfera. Esto introduce numerosos factores de error debido a la simplificacion de estos
procesos. Por ello requieren menos recursos de computo para su resolucion, lo que es fundamental
para realizar pronosticos del estado de la atmdsfera en tiempo y con un grado de exactitud
adecuado. Recientemente y debido a la necesidad de representar cada vez mejor los procesos de
formacion de nubes y precipitacion, se ha hecho un esfuerzo considerable en desarrollar
parametrizaciones cada vez mas precisas y complejas de procesos en escalas cada vez menores
(microescala y mesoescala) como parte de los Modelos de Circulacion General (MCG)
(Grabowski, 2003, 2006; Grabowski & Smolarkiewicz, 1999; F. Tao et al., 2009; W. Tao &
Moncrieff, 2009).

1.1. Procesos para la formacién de nubes y precipitacion
Basandonos en los rangos de temperaturas, el estado de agregacion del agua y los mecanismos que
originan la precipitacion en el interior de las nubes, la lluvia puede ser clasificada como “célida”

y “fria”, definiéndose la primera como aquella que no incluye la presencia de la fase solida del

1



agua en el desarrollo de la precipitacion. Sin embargo, las nubes pueden tener ambos procesos de
formacion de lluvia actuando de manera simultanea (nubes mixtas). En esta investigacion sélo se
trataran los procesos microfisicos responsables del desarrollo del espectro de gotas en nubes
liquidas que se deben tener en cuenta en una parametrizacion, los cuales se enumeran a

continuacion (Khain et al., 2015):

e Condensacién: Crecimiento de las gotas por la difusion de vapor de agua sobre la
superficie. Este proceso es vital en el desarrollo inicial del espectro de gotas.

e Colision-coalescencia: Este se basa fundamentalmente en la diferencia de masas (y por lo

tanto de velocidad de caida) entre las gotitas de nube y las gotas de lluvia.

e Sedimentacién gravitacional: Las gotas caen debido a la fuerza de gravedad con una

velocidad terminal correspondiente con su tamafio y masa.

1.2. Parametrizacion de los procesos de formacion de lluvia en nubes liquidas

De manera general, existen dos enfoques fundamentales para simular los fendmenos microfisicos
que ocurren en el interior de una nube liquida. El mas exacto se basa en la evolucion temporal de
la distribucion de gotas por tamafios (DSD por sus siglas en inglés). Este enfoque (comUnmente
conocido como bin o método explicito), tiene como objetivo calcular de la forma mas precisa
posible los distintos procesos microfisicos, separando el espectro de gotas y colocandolo en una
rejilla previamente disefiada (usualmente en funcién del radio o la masa de las gotas), compuesta
por puntos de rejilla 0 bins. Las gotas en esta rejilla son sometidas a la influencia de distintos
procesos como son la adveccion, el crecimiento de gotas por condensacion, colision-coalescencia,
sedimentacion, etc., resolviendo de forma explicita las ecuaciones microfisicas correspondientes.
Por ello, no es necesario un conocimiento previo de la forma que toma la DSD. Las ecuaciones
usadas en esquemas de microfisica explicita no estan restringidas a situaciones meteorologicas
especificas, por lo que una gran ventaja de este tipo de modelos es su portabilidad, ya que el mismo
esquema puede ser usado sin modificarse en un amplio rango de simulaciones de fenémenos
atmosféricos. Este enfoque es extremadamente preciso, pero su formulacion es altamente
compleja, por lo que su costo computacional es elevado. Por estas razones, este enfoque es

raramente usado en la prediccion numeérica del tiempo en forma operativa. Ejemplos de este tipo



de modelos son los desarrollados por (Berry, 1967; Berry & Reinhardt, 1974a; Bott, 1998; Khain
etal., 2010).

El segundo enfoque (comunmente conocido como bulk), representa de forma general las
propiedades microfisicas de las nubes empleando una descripcion matematica de las DSD. El
primero de estos esquemas fue desarrollado por (Kessler, 1969), empleando una manera simple
pero efectiva de representar el proceso de autoconversion. Este tipo de esquemas son
computacionalmente eficientes, principalmente porque no se encuentran enfocados en el desarrollo
de la DSD, sino en la evolucion de un conjunto de momentos estadisticos representativos.
Normalmente se emplean uno o dos momentos, tales como (Cohard & Pinty, 2000; Lim & Hong,
2010; Morrison et al., 2009; G. Thompson et al., 2008), y méas recientemente se ha extendido su
uso a 3 momentos (Huang, 2014; Milbrandt & Yau, 2005a). La principal desventaja de este tipo
de enfoque es que las ecuaciones para resolver las tendencias del momento p-ésimo incluyen
momentos de un orden superior, por lo que el sistema de ecuaciones no esta cerrado (Seifert &
Beheng, 2001). Esto se evita empleando parametros predefinidos para las distribuciones que
describen la DSD, que normalmente toman la forma de distribuciones de tipo exponencial, gamma
o log-normal. Ademas, en este enfoque, el espectro de gotas comdnmente se separa de forma
artificial en categorias, tales como gotas de nube y lluvia, con un umbral de clasificacion que varia
entre 20 um (Khairoutdinov & Kogan, 2000; Wood & Blossey, 2005) y 40 um de radio (Beheng,
2010; Cohard & Pinty, 2000).

Con el objetivo de evitar estas y otras limitaciones, es posible usar un tercer tipo de
parametrizacion. Este enfoque simula el enfoque explicito al describir la evolucion de la DSD a
través de una combinacion lineal de funciones base (Clark, 1976; Clark & Hall, 1983). En este
esquema, se resuelve un sistema de ecuaciones para calcular las tendencias de los parametros de
las distribuciones, describiendo de esta forma su evolucion debido a los procesos de condensacion
y colisidn-coalescencia. Como el proceso de integracion abarca todo el dominio, entonces no es
necesario separar de forma artificial el espectro de gotas (los términos gotas de nube y gotas de
lluvia pierden significado), y es posible resolver un sistema de ecuaciones determinado sin
necesidad de mantener constante ningin parametro de la distribucion. Otra de las ventajas de este
enfoque es su independencia de un tipo de kernel de colision especifico, como es comin en el

enfoque bulk, donde, con el objetivo de obtener expresiones analiticas, se usa frecuentemente un



kernel de tipo polinomial (Long, 1974) . Sin embargo, el no contar con una formulacion para el
proceso de sedimentacion gravitacional de gotas, y por ende carecer de un marco dinamico,
constituye una gran desventaja respecto a otros métodos microfisicos. Otra limitante de la
formulacién de funciones base radica en que las tendencias totales de los momentos de las
distribuciones involucradas deben ser calculadas para actualizar los valores de los parametros de
las DSD, lo que conlleva a la resolucién de un nimero de integrales proporcional a la cantidad de
funciones de distribucion empleadas. Dichas integrales deben resueltas numéricamente para cada
parametro y paso de tiempo, o ser calculadas previamente y almacenadas en tablas de busqueda
que deben ser consultadas cada vez que sea requerido por la parametrizacion, lo cual es costoso
computacionalmente e inexacto debido a la naturaleza de los métodos de interpolacion empleados

en las tablas de busqueda.

Una alternativa viable para la solucion de esta limitante es la aplicacién de la metodologia de
Machine Learning (ML) para simular los resultados de las tendencias de los momentos totales de
las funciones de distribucion. Aplicando este enfoque, se podrian emplear varias redes neuronales
(NN por sus siglas en inglés) para replicar el calculo de las integrales que se encuentran incluidas
en la formulacion del esquema de funciones base, acelerando la resolucién de las integrales sin

sacrificar la precision de los resultados.

1.3. Planteamiento del problema de investigacion

De lo expuesto anteriormente, se puede concluir que el método de funciones base presenta ventajas
en su formulacién que le permiten superar las limitaciones de los métodos de microfisica bulk
respecto al célculo de la evolucion y comportamiento de las distribuciones de gotas producto de
los procesos de condensacion y colision-coalescencia. Por ello se plantea como problema de

investigacion la siguiente pregunta:

¢La metodologia de funciones base representa una alternativa viable y precisa para

parametrizar los procesos microfisicos que ocurren en las nubes liquidas?

1.4. Hipotesis de investigacion
En base al problema de investigacion planteado, surge la siguiente hipotesis:

Mediante un anlisis detallado de la formulacion de los procesos microfisicos de condensacion,

colisién-coalescencia y sedimentacion gravitacional de gotas, empleando la metodologia de



funciones base, se lograra una representacion integral y precisa de las nubes liquidas, superando

las limitaciones de los esquemas parametrizados tradicionales.
Asi, el Objetivo General del presente estudio es:
Objetivo General:

Analizar y evaluar la metodologia de funciones base para su uso en esquemas microfisicos de

nubes liquidas, a partir de su comparacion con un esquema explicito.

Para alcanzar dicho objetivo, se proponen las siguientes metas especificas:

Asimilar la metodologia de funciones base aplicada a los procesos microfisicos en nubes

liquidas.

e Implementar la formulacion de los procesos de condensacion y colision-coalescencia, y
evaluar sus resultados a través de la comparacion con un método explicito.

e Desarrollar un marco dinamico basado en la metodologia de funciones base, formulando
un esquema parametrizado para el proceso de sedimentacion gravitacional de gotas.

e Actualizar la formulacién del proceso de colisidn coalescencia, aplicando la metodologia

de Machine Learning.

1.5. Estructura de la tesis

El presente trabajo de tesis esta estructurado como se muestra a continuacion: el Capitulo 2 aborda
el marco teorico y estado del arte de la rama de microfisica de nubes calientes; el Capitulo 3
describe el desarrollo, formulacion e implementacion de la metodologia de funciones base para los
procesos de condensacidn, colision-coalescencia y sedimentacion gravitacional de gotas; en el
Capitulo 4 se exponen y analizan los resultados obtenidos de los diferentes modelos
parametrizados desarrollados, estableciendo su precision, ventajas y desventajas; en el Capitulo 5
se obtienen algunas conclusiones producto del analisis de los resultados; mientras que el Capitulo

6 incluye la bibliografia empleada para elaborar el trabajo de tesis.



2. Marco teorico y estado del arte

En este capitulo se expondra el marco tedrico en el que se basan las parametrizaciones microfisicas,
enfocandose en los procesos de condensacidn, colision-coalescencia y sedimentacion gravitacional
de gotas. Se abordaran las bases, técnicas y caracteristicas de las parametrizaciones de nubes

liquidas.

2.1. Microfisica explicita: modelo bin y método de los momentos

La ecuacion cinética para la evolucion de la distribucion f, (m) correspondiente al hidrometeoro
k empleada en los modelos de microfisica explicita puede ser expresada de la siguiente forma
(Khain et al., 2015):

Opfi | dpufk | 0pvfk | p(w-Velm)fi _ (m) N (ﬂ) n (m) n (m)
at ax ay az 8t Jnuct 5t J cond 8t Jqys 8t Jf/m

(%)col o aixj (K%)

donde u, v y w son las componentes de la velocidad del viento, V; es la velocidad terminal que
depende de la masa de la particula, el tipo de hidrometeoro y la densidad del aire p. Los términos
del miembro derecho de la ecuacion corresponden a las tasas de produccion de los distintos
procesos microfisicos tales como nucleacién, condensacion, evaporacion, congelacion, fusion,
colisién y coalescencia, etc. El ultimo término corresponde a la mezcla turbulenta, empleando el
coeficiente de turbulencia K. El presente trabajo abarca los procesos de condensacion, colision-

coalescencia y sedimentacion gravitacional de gotas, por lo que la ecuacion anterior se reduce a

los siguientes términos:

(1)

ul ol () (0

Para calcular la evolucion de la distribucion segun la ecuacion (1), se emplean principalmente dos
esquemas. Ellos son el modelo microfisico tipo bin (BM por sus siglas en inglés) y el método

microfisico de los momentos (MMM) respectivamente.



2.1.1. Modelo microfisico tipo bin

A través de este método, la distribucion f; (m) es definida por una rejilla de masa logaritmica que
contiene un cierto nimero de secciones (0 bins) (Berry, 1967). Uno de los parametros mas
importantes para la construccién de la malla es la razon m;,,/m; = a = const (Berry &
Reinhardt, 1974a), donde la mayoria de los modelos de este tipo lo considera a = 2, dependiendo
del problema a solucionar y al numero de secciones deseadas. La gran ventaja que presenta este
disefio de rejilla es que su resolucién es mayor para las particulas més pequefias, y disminuye de
manera gradual a medida que se incrementa la masa de la particula. La concentracién de las gotas
N y el contenido de agua liquida (masa) LWC, pueden ser calculados integrando los momentos de

orden 0y 1 de la distribucién en funcién de la masa:
mp mn
N = f f(m)dm; LWC = f mf(m)dm (2)
mo mo

Ademas, es conveniente definir otra distribucion g(In r) siguiendo la siguiente normalizacion para

una mejor representacion en rejillas logaritmicas (Berry & Reinhardt, 1974a):

Inr,
LWC = f g(nr)dnr 3
Inrg
siendo r el radio equivalente de la esfera de masa m. Las funciones de la distribucion f(m) y
g(nr) se relacionan de la forma g(Inr) = 3m?f(m) (Berry, 1967). La representacion en

diferencias finitas de dicha relacion queda expresada como (Berry & Reinhardt, 1974a):
G; = g(Inry) = 3m? f(m;) (4)

donde i es un numero entero que representa la seccion o bin correspondiente. Entonces la

representacion en diferencias finitas de la ecuacion (3) en una rejilla logaritmica equidistante

1
. . , i = 1
significaria que Inr =Inr,, —Inr; =In"# =Inas = glna = const. Por lo tanto, la

ri

concentracion y el contenido de agua liquida pueden ser expresados sencillamente como N; =

glna% y LWC; = gln a G; respectivamente. La concentracion total y la masa total pueden ser

calculadas como la suma de sus valores correspondientes en todas las secciones:



1 G, 1
N=§lnaZE;M=§lnaZGi (5)
L

i
Esta forma de representar la distribucion de manera discreta en una rejilla de masa es facil de
incorporar a simulaciones numeéricas. La ecuacién (5) relaciona Unicamente la concentracion
numeérica y la masa presente en las secciones de la rejilla. Asi, aplicando lo anterior a la ecuacion
(1), la ecuacidn cinética para la distribucién en una rejilla de masa puede ser representada por un
sistema de ecuaciones para los valores de la distribucion en la seccién i-ésima (Khain et al., 2015):
9pfix + opw — Ve(m))fir _ <5fi,k> 4 (%) ©)
Jat 0z 6t /cona 8t /ol

La caracteristica fundamental en este tipo de esquemas explicitos es la masa de la gota. Realmente,

gotas de la misma masa poseen diferentes caracteristicas tales como densidad, salinidad, etc., por
lo que deberian ser categorizadas por otros parametros. Sin embargo, el enfoque tipico empleado
en modelos de nube es promediar los valores de dichos pardmetros para las particulas ubicadas en
determinada seccion de la rejilla. Con esta simplificacion, todos los pardmetros de las particulas
tales como densidad o radio equivalente pueden ser expresados a través de la masa empleando
relaciones empiricas (Pruppacher & Klett, 2010). Por lo tanto, la distribucion de un hidrometeoro
determinado se considera unidimensional, dependiendo Unicamente de la masa de la particula o
gota, siendo el nimero total de ecuaciones para las distribuciones igual al nimero de secciones en
que esta dividida la rejilla multiplicado por la cantidad de hidrometeoros de diferentes clases.
Asimismo, es posible transformar la distribucion por masa de las gotas en funcién del radio y el
logaritmo del radio, de acuerdo a las siguientes expresiones (Berry, 1967), considerando que las

distribuciones estadisticas son diferenciales exactas por definicion:
(m)=o—f@) (7
flm) =—f(r (7a)
1
fm)=—f(nx)  (7b)

1
fm)=o—f(nr)  (7c)

Ademés, es conveniente definir la funcion de densidad de masa g(Inr) en funcion de la
distribucion (Berry, 1967):



g(nr) =mf(nr) (8)

La ventaja de este método es su sencillez, ya que puede ser facilmente modificado para afadir
nuevas caracteristicas, tipos de hidrometeoros o nuevos parametros para las gotas y particulas que
componen una nube. Ademas, permite la utilizacion de cualquier tipo de kernel de colision, ya sea
polinomial o de otro tipo. Estas ventajas explican la amplia implementacion de diferentes tipos de
parametrizaciones de microfisica explicita tipo bin en modelos a escala de nube, asi como en
modelos regionales y de mesoescala como el Weather Reasearch and Forecasting (WRF) (Khain
& Lynn, 2009), Goddard Cumulus Ensemble (GCE) (Li et al., 2009a, 2009b; Zhou et al., 2007),

entre otros.

2.1.2. Método de los momentos

En el método de los momentos (MMM), el eje de masa es separado en categorias, de tal manera
que las fronteras de cada una forman una rejilla logaritmica equidistante. En cada categoria la
distribucion es caracterizada por un determinado nimero de momentos de la distribucion, por
ejemplo, contenido de agua y concentracion numérica (Feingold et al., 1988; Tzivion et al., 1987).
Por lo tanto, las ecuaciones para cada categoria no son formuladas para la distribucién, sino para
sus momentos estadisticos, que son definidos a partir de una distribucién en funcién de la masa
como:

Mit1

M® = f mP f(m)dm 9)

mi

por lo que el momento de orden cero Mi(o) representa la concentracion numérica para la i-ésima
3

seccion, el momento de orden 1 Mi(l) esta relacionado con la masa, y el momento de orden 3 M;
es proporcional a la reflectividad. Si la funcién de distribucion que describe el DSD es dependiente
del radio, el orden de los momentos representativos son 0, 3 y 6, correspondientes a concentracion,
masa y reflectividad, respectivamente. Para calcular estas integrales, es necesario realizar cierto
numero de suposiciones sobre el comportamiento de la distribucidn dentro de cada categoria: son
consideradas continuas y se asume que presentan una relacion lineal con la masa. Varios autores
han resuelto sistemas de ecuaciones para calcular la concentracion y masa de acuerdo a los
momentos de la distribucion para cada categoria (Jung et al., 2010; Saleeby & Cotton, 2004; Teller

& Levin, 2008; Tzivion et al., 1987; Yin et al., 2000). La forma de las ecuaciones es similar a la

9



ecuacion (6). Para calcular la concentracion y masa de un hidrometeoro determinado, el MMM
emplea un esquema numérico analogo al método de los trapecios para resolver las integrales

expresadas en la ecuacion (2).

El nimero de ecuaciones en el método de los momentos es igual al producto del numero de
hidrometeoros, el nimero de categorias y el nimero de momentos estadisticos calculados en cada
categoria. EIl MMM usualmente resuelve dos ecuaciones para los momentos en cada categoria, por
lo que opera con el doble de variables que el método bin. Con el objetivo de simplificar las
operaciones, normalmente se emplea un kernel de colision hidrodindmico (Hall, 1980; Low & List,
1982a, 1982b).

La metodologia del MMM ha sido empleada en el estudio de nubes orograficas (Jung et al., 2010)
y conveccion tropical profunda (Min et al., 2012), entre otros (Carneiro et al., 2018; Harrington et
al., 2021; Jiang et al., 2021; Shen et al., 2020).

2.2. Esquemas parametrizados tipo bulk
En esta seccidn se presentaran los avances recientes respecto a los esquemas de parametrizacion

microfisica tipo bulk.

2.2.1. Sistema de ecuaciones para los momentos estadisticos de las funciones de
distribucion

Al multiplicar la ecuacion (1) por mP e integrar sobre la masa, se obtiene el sistema de

ecuaciones para el momento p-ésimo de la distribucion por masa para el meteoro i, Mi(p) =

fooo mP f(m)dm:

opM” 0 (w-7)MP  (su® , (M o)
at 0z ot ot
cond col

= 1 f .
donde I/tf,f) = me”f(m)vt,k(m)dm es la velocidad terminal ponderada por el momento p-

ésimo del DSD. El significado fisico de la ecuacion (10) es similar a la ecuacién (1), pero las
razones de cambio debido a los procesos microfisicos estan formulados para los momentos
estadisticos del DSD. La cantidad de ecuaciones de (10) es igual al nUmero de momentos
empleados multiplicado por el nimero de clases de hidrometeoros considerados en el esquema

parametrizado. Por lo tanto, el nimero de ecuaciones en un esquema bulk tipico es al menos un
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orden de magnitud menor que en un esquema explicito, lo que lo hace ideal para su uso en modelo

de prondstico numérico.

Los esquemas bulk actuales son mas complejos que aquellos desarrollados hace una década. Las
parametrizaciones mas recientes incluyen mas tipos de hidrometeoros y emplean mas momentos
para describir la DSD. Se puede apreciar la evolucion al comparar el nimero de variables
microfisicas empleadas en las distintas parametrizaciones, las cuales varian desde 2 en el esquema
desarrollado en (Kessler, 1969) hasta 17 en (Loftus et al., 2014) y 18 en (Milbrandt & Yau, 2005b,
2006).

2.2.2. Aproximacion de las distribuciones por tamafios empleando funciones maestras

Los hidrometeoros liquidos usualmente se describen empleando distribuciones de gotas por
tamafo (DSD). Inicialmente, Marshall y Palmer caracterizaron las DSD utilizando distribuciones
exponenciales basadas en el didmetro de las gotas (Marshall & Palmer, 1948), sin embargo, la
inmensa mayoria de los esquemas tipo bulk usan la distribucion gamma como funcién maestra
para aproximar las distribuciones de los distintos hidrometeoros. Esta distribucion tiene la forma
siguiente (Seifert & Beheng, 2001):

f(m) = Nom”e‘lm“ (11)

donde N, es el intercepto, v es el parametro de forma, A es la pendiente o el pardmetro de escala,
y u es el parametro de dispersion. Los parametros v y u determinan la forma de la distribucion
para una masa muy pequefia (parametro de forma inicial) y para masas muy grandes (parametro
de forma final), respectivamente. En algunos casos se emplea como variable independiente el radio
r o el diametro efectivo D en lugar de la masa. En estos, casos la distribucion puede expresarse
como (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010; Schoenberg Ferrier, 1994):

f(D) = N,DV e~*'D* (12)
En el caso de una relacion uno a uno entre el radio y la masa, asi como para particulas esfericas,
se pueden convertir facilmente las respectivas distribuciones. Usando la relacion m = %npD3
(siendo p la densidad del hidrometeoro), se pueden obtener las siguientes relaciones entre los
, . 1 v+l 1 H
pardmetros de las ecuaciones (11) y (12): Ny = 3N, (gﬂp) , vV =3v+2,1 =21 (g np) y
u' = 3u (Khain et al., 2015).
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La distribucién gamma presentada en la ecuacion (11) es igual a cero en m = 0, tiene un maximo
y posteriormente tiende a cero cuando m — . Ya que las distribuciones de gotas observadas
tienen como regla dos modos, el primero corresponde a gotas de nube con radios menores a 20 —
25 um y centrado en r~10 — 15 um, y el segundo corresponde gotas de lluvia con radios tan
grandes como 3-4 mm en algunas ocasiones (Pruppacher & Klett, 2010). Entonces las
distribuciones por tamafio que incluyen gotas de nube y lluvia no pueden caracterizadas por una
sola distribucidn. Para evitar este tipo de situaciones, todos los esquemas tipo bulk, sin excepcion,
hacen una distincion arbitraria entre gotas de nube, descritas usualmente por una distribucion
gamma, y gotas de lluvia, caracterizadas normalmente, aunque no exclusivamente, por una
distribucion exponencial. En consecuencia, las particulas en estado liquido son representadas por

dos tipos de hidrometeoros: gotitas de nube y gotas de lluvia.

Dicha clasificacion estad argumentada con bases fisicas, ya que el proceso de colisién produce un
modo de gotas de nube separado de las gotas de Iluvia, con un minimo bien acentuado separando
ambos modos, usualmente localizados entre los radios de 25 a 60 um. Es aceptado que el radio
que separa ambos modos es igual a 30 um. Diversos andlisis de datos observacionales han
mostrado que la forma de los espectros de particulas en las nubes evoluciona en el tiempo y la
altura, de tal forma que todos los parametros de las distribuciones deben cambiar para preservar la
aproximacion a los espectros, y que estos cambios estan relacionados entre si (Dooley, 2008;
Tampieri & Tomasi, 1976). Estrictamente hablando, para determinar cuatro parametros en la
expresion (11) de una distribucion gamma, se requiere la solucion de cuatro ecuaciones, por lo que
deberian ser usados esquemas tipo bulk de cuatro momentos. Sin embargo, los esquemas recientes
no usan mas de tres momentos, por lo que, en esquemas de uno, dos y tres momentos, hay 3, 2 y
1 parametros respectivamente que deben ser fijados previamente o calculados empleando

relaciones semiempiricas adicionales (Khain et al., 2015; Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010).

A pesar del amplio uso de la distribucion gamma en parametrizaciones microfisicas, mediciones
de lluvia basadas en las DSD han demostrado que las distribuciones log-normales poseen un mejor
ajuste basado en el error cuadratico medio (MSE por sus siglas en inglés) a los datos observados,
que las distribuciones gamma o exponenciales (Feingold & Levin, 1986). Este tipo de distribucion
estadistica ha sido utilizada en parametrizaciones microfisicas de nubes liquidas con buenos
resultados (Clark, 1976; Clark & Hall, 1983; Feingold et al., 1998; Huang, 2014).
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2.2.3. Técnicas empleadas para mejorar el comportamiento de los esquemas tipo bulk

Se emplean tres enfoques fundamentales para mejorar la aproximacion de las distribuciones a
partir de funciones en esquemas de parametrizacion tipo bulk. EI primero de ellos es ampliamente
usado en esquemas de doble momento, e involucra la implementacion de relaciones entre los
distintos parametros de las funciones estadisticas empleadas. Dichas relaciones han sido aplicadas
en esquemas microfisicos, y fueron obtenidas de simulaciones empleando esquemas microfisicos
explicitos. Por ejemplo, se ha usado la relacion entre N, y la razén de mezcla de agua de lluvia
para describir la DSD de la lluvia (G. Thompson et al., 2004). No6tese que el empleo de estas
relaciones entre parametros de la misma distribucion mantiene un solo modo en la misma. Sin
embargo, se han hallado espectros bimodales de gotas en observaciones realizadas en nubes tipo
estratocimulo (Korolev, 1994, 1995), y en diversas simulaciones numeéricas realizadas (Magaritz
et al., 2009, 2010). Por lo tanto, la caracterizacion de los espectros de gotas a partir de DSD con
un solo modo no representa de forma adecuada la estructura microfisica de las nubes y los procesos

microfisicos asociados.

El segundo enfoque consiste en implementar modos adicionales en las distribuciones empleadas.
Ejemplo de ello es la implementacion de un tercer modo adicional para la llovizna, localizado entre
los modos correspondientes al agua de nube y agua de lluvia, en el modelo RAMS (Saleeby &
Cotton, 2004). La implementacion de este tercer modo ha dado como resultado la demora del
proceso de formacion de lluvia y ha conducido a mejoras importantes al ser implementados en
simulaciones de nubes tipo estratocumulo y ser comparados con datos observacionales (Sant et al.,
2013). El tercer enfoque consiste en la utilizacion de esquemas de tres momentos, permitiendo de
esta forma el calculo de tres parametros en las ecuaciones (9) a (11). Esta variante ha sido aplicada
en diversas parametrizaciones (Loftus et al., 2014; Milbrandt & Yau, 2006; Rodriguez-Geno &
Alfonso, 2021b).

2.3. Representacion de los procesos microfisicos en modelos explicitos y parametrizaciones
tipo bulk

En las secciones anteriores mostramos que mientras que, en los esquemas explicitos las DSD estan

representadas por valores en un conjunto de puntos en una rejilla de masa o radio, las

parametrizaciones tipo bulk utilizan un conjunto de momentos del DSD. Ambos enfoques son

legitimos, ya que, de acuerdo con consideraciones teoricas, la DSD se puede representar
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completamente por un namero infinito de puntos, o por la serie de Gram-Charlier en la que los
coeficientes se calculan utilizando un niumero infinito de momentos del DSD (Cramér, 1999). Se
cree que la precision de la aproximacion de PSD aumenta en proporcion al nimero de secciones o
el numero de momentos. Es razonable esperar que para obtener la misma precisién en la
representacion de cualquier DSD, el nimero de momentos debe ser menor que el nimero de
secciones, ya que los momentos describen la mayoria caracteristicas importantes de la DSD, a
saber, el momento cero es la concentracion de particulas, el primer momento es la masa media, el
segundo momento central caracteriza el ancho de PSD, el tercer momento central describe el
asimetria de PSD, el cuarto momento central caracteriza la longitud de la cola de la distribucion y
nitidez del maximo del DSD, y asi sucesivamente. Aqui los momentos centrales son los momentos
calculados con respecto al valor medio de distribucion. Entonces surge la pregunta de cuantas
secciones y cuantos momentos debe utilizarse para obtener una precision similar en la descripcion

del DSD y los procesos microfisicos.

Esta seccion describe brevemente la representacion de los principales procesos microfisicos en
esquemas parametrizados explicitos y bulk. Significativamente, las tasas de todos los procesos
microfisicos dependen grandemente del tamafio de las gotas. La utilizacion de los momentos del
DSD, es decir, cantidades integradas sobre todo el rango de tamafios, conduce a cierta pérdida de

sensibilidad de las tasas de cambio al tamafio de particula.

2.3.1. Crecimiento de gotas por condensacion

Después del proceso de nucleacion, las gotas recién formadas contindian su crecimiento a través
de la difusion de vapor de agua sobre su superficie, lo cual constituye un proceso microfisico
esencial en las etapas iniciales de formacién de la lluvia. El proceso de condensacién de vapor de
agua sobre las gotas es un proceso relativamente lento en comparacion con la colision-
coalescencia, y determina en gran medida el tiempo de vida de las nubes. El crecimiento de gotas
por difusion del vapor de agua esta relacionado con la liberacion del calor latente de condensacion,
el cual representa la fuente principal de flotabilidad en las nubes. Un sondeo troposférico tipico
presenta una estratificacion estable respecto a la adiabéatica seca; por lo tanto, la inestabilidad
convectiva seria imposible sin la liberacion del calor latente de condensacion. Calculos respecto
al balance de calor latente y sensible empleando modelos microfisicos explicitos han demostrado

que el calor liberado por condensacion sobre las gotas el principal mecanismo responsable de la
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flotabilidad y la creacidn de corrientes ascendentes en nubes convectivas (Khain & Lynn, 2009;
W. K. Tao et al., 2012). La tasa de crecimiento de las gotas por condensacién es controlada por la
sobresaturacion, la cual depende de la velocidad vertical y la tasa de absorcion de vapor de agua
por las gotas de nube.

2.3.1.1. Representacion de la condensacion en microfisica explicita

El crecimiento de gotas por condensacion se calcula a través de las ecuaciones clasicas de difusion
de vapor (Pruppacher & Kilett, 2010). En los esquemas explicitos modernos, la ecuacion de
difusion de vapor es resuelta en conjunto con la formulacion de la sobresaturacion, por lo que

dicho valor varia a medida que evoluciona el proceso de difusion.

El problema numérico mas serio que sobresale en modelos explicitos con una cantidad limitada de
bins, es el ensanchamiento artificial del espectro que ocurre al resolver las ecuaciones de difusion
de vapor en una rejilla de masa invariable. Dicho problema se asemeja a la dispersion espacial al
emplear esquemas de diferencias finitas. En cada subproceso de difusién de vapor, es necesario
interpolar la DSD a la rejilla de masa. En el transcurso de esta interpolacién, algunas gotas se
transfieren a secciones correspondientes a masas mayores a aquellas que resultarian de una
solucién explicita de la ecuacién de crecimiento por difusion de vapor. Eventualmente, este
proceso acelera de manera artificial la formacion de gotas de lluvia. Algunos esquemas con una
alta influencia de este proceso, resultan en una formacion acelerada de Iluvia en niveles bajos de
la atmosfera, incluso en nubes que se desarrollan en un ambiente con una alta concentracion de
aerosoles (Kovetz & Olund, 1969). Este efecto se ha reducido en versiones recientes de los
modelos explicitos para condensacion, proponiendo métodos de interpolacion que conservan los
momentos estadisticos de las DSD, disminuyendo sustancialmente el ensanchamiento artificial del

espectro y estableciendo una relacion entre la altura y la amplitud de las DSD (Khain et al., 2008).

Otra manera de evitar el ensanchamiento artificial del espectro por condensacion es emplear
rejillas moviles para representar las DSD. En este método, la masa correspondiente al centro de
cada seccion de rejilla se incrementa de acuerdo con la ecuacién de difusion de vapor. Como este
método no requiere interpolacion, la descripcion del proceso de condensacion es muy precisa. Este
tipo de esquemas son ampliamente usados en modelos de parcela Lagrangianos (Magaritz et al.,
2010; Pinsky et al., 2008; Pinsky & Khain, 2002)
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2.3.1.2. Representacion de la condensacion en esquemas bulk

La mayoria de los esquemas tipo bulk no emplean una formulacion explicita para el crecimiento
de gotas por condensacion. En su lugar, usualmente se aplica la hipétesis de ajuste de saturacion,
segun la cual la sobresaturacion sobre agua es forzada a un valor de 0 al final de cada paso temporal
en el modelo (Straka, 2009; W.-K. Tao et al., 1989). El procedimiento tipico para el ajuste de
sobresaturacion es el siguiente. Después del subproceso de adveccion, se calculan nuevos valores
de temperatura T y razon de mezcla g. La razon de mezcla se compara con el valor de saturacion
qs(T). Si g > q4(T) (hay sobresaturacion), se realiza un proceso iterativo simple en el cual se
reduce q y se incrementa T, por lo que al final del procedimiento g,ew = qs(Thew)- A
continuacion, la diferencia g — g, Se afiade al contenido de agua liquida y los parametros de la
distribucion empleada se actualizan empleando la concentracion de gotas obtenida como resultado
del proceso de nucleacion y el nuevo contenido de agua liquida. NoGtese que, en corrientes
convectivas ascendentes, la sobresaturacion nunca llega a cero, e incluso puede alcanzar varios
puntos porcentuales como consecuencia del incremento en la velocidad vertical y la disminucion
de la concentracién de gotas por colisién-coalescencia (Khain et al., 2012; Prabha et al., 2011). La
aplicacion del ajuste de sobresaturacion bajo esas condiciones conlleva a la sobrestimacién de la
masa condensada en la gota y del calor latente liberado en cada paso temporal, y por lo tanto trae
como consecuencia una sobrestimacion de la velocidad vertical y la tasa de lluvia convectiva.
Ademas, la sobresaturacion en nubes convectivas ascendentes en un ambiente limpio es mayor
que en nubes contaminadas. El ajuste de saturacién que elimina la sobresaturacion afecta la

sensibilidad de los esquemas tipo bulk a los efectos de los aerosoles.

Una manera de mejorar los resultados de las parametrizaciones tipo bulk es evitar el procedimiento
de ajuste de saturacion (Chen & Liu, 2004). Sin embargo, no todos los modelos microfisicos
emplean este procedimiento. En el modelo RAMS, por ejemplo, se resuelve directamente la
ecuacién de difusién de vapor, por lo que la sobresaturacion no se fuerza a un valor de cero al final
de cada paso temporal, conllevando a una mejor representacion de la condensacion y liberacion de
calor latente, especialmente en nubes convectivas profundas. Ademas, otros procedimientos como
la aplicacion de un esquema linealizado para el célculo de la sobresaturacion ha permitido la
prediccién de la sobresaturacion en el interior de las nubes, asi como una mejor representacion de
la difusion de vapor en el crecimiento de los hidrometeoros bajo un esquema de dos momentos
(Phillips, Donner, et al., 2007).
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2.3.2. Desarrollo del espectro de gotas por colision-coalescencia
La colision-coalescencia de gotas es uno de los procesos méas importantes para el desarrollo del

espectro y formacion de lluvia.

2.3.2.1. Colision-coalescencia en microfisica explicita
La evolucion del espectro de gotas f(m) debido a colisiones entre gotas liquidas, sin considerar
el rompimiento de las mismas, es descrita por la ecuacion estocastica de colision-coalescencia

(SCE por sus siglas en inglés) (Pruppacher & Klett, 2010):

m/2 ©

T f fm)f(m —m)K(m —m',m)dm’ — f fm)f(m")K(m, m")dm’ (13)
0 0

dt

La primera integral del miembro derecho de la ecuacion describe la tasa de generacién de gotas de
masa m por coalescencia con gotas de masa m' y m —m/', mientras que la segunda integral
describe la disminucion en la concentracion de gotas con masa m. El kernel de colision K, (m, m')

es el kernel hidrodinamico, el cual se define como:
T
Kg(mhmz) = 4 (D, + DZ)ZE(m1:m2)|Vt1 — Vil (14)

donde E (m,, m,) representa la eficiencia de coleccion entre dos gotas de masa m; y m,. En todos
los esquemas de microfisica explicita las colisiones son calculadas resolviendo la ecuacion (13).
El kernel de colision K, (m, m") depende de la masa de la gota colectora, y por lo tanto, del tamafio.
Este kernel de colision se basa en la diferencia de velocidades de caida que ocurre con la
disminucion de la densidad del aire. Se ha demostrado que un incremento en la diferencia de las
velocidades terminales conduce a un aumento en la eficiencia de colision. Como consecuencia de
ello, para algunos pares de gotas, el kernel de colision a una altitud de 5 a 6 km es el doble que en

la superficie.

Existen varios métodos para resolver el SCE (Khain et al., 2000; Straka, 2009), siendo uno de los
mas conocidos es desarrollado en (Bott, 1998). Estos métodos son bastante precisos y estan en
concordancia con soluciones analiticas conocidas (Feingold et al., 1988; Golovin, 1963). Como la
ecuacion (13) es resuelta de manera explicita para todo el espectro, sin separarlo en gotas de nube
y lluvia, los problemas relacionados con la autoconversion, acrecién, y otros procesos

relacionados, no son considerados.
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2.3.2.2. Colision-coalescencia en parametrizaciones bulk
La colision de particulas en el interior de las nubes contempla varios subprocesos que se analizan

de manera diferenciada. Estos son:

e Autocoleccidn (sc): Se refiere a las colisiones entre particulas pertenecientes a la misma
clase de hidrometeoros que dan como resultado particulas del mismo tipo.

e Autoconversion (aut): Es el proceso en que dos gotitas de nube colisionan, creando una
gota de lluvia.

e Acrecion (acc): Contempla la colisidn de gotas de lluvia con gotitas de nube, conduciendo

a un crecimiento de las gotas de lluvia.

Para describir las tasas de produccion correspondientes a los procesos microfisicos mencionados,

se calcula la evolucion de los momentos de la distribucion usando la ecuacion (13) (Beheng, 2010):

*

oM@ "

< ot > T j f f)fm")K(m',m")(m")Pdm" dm' (15a)
a m'=0om! =m*—m’

aM® T

< - > =— f f FmMHfmHK@m',m")(m")Pdm" dm' (15b)
acc m'=0m'' =m*

* * !

m m-m

oM® 1
< 3% > =3 f f fMHf(m")K@m',m")[(m' + m")P — 2(m")P]dm" dm'’ (15¢)

m/=0m'"'=0

Las ecuaciones (15a) y (15b) representan los momentos de las distribuciones de las gotas de nube
y lluvia correspondientes a la integral de pérdida de la SCE, mientras que la ecuacion (15c)
representa la integral de ganancia, reflejando la tasa de produccion de gotas de lluvia (Khain et al.,
2015).
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Figura 1: Representacion esquemdtica del espectro de gotas separado en gotas de nube y lluvia, y definicion de los subprocesos

de colision-coalescencia.

La formulacion del término de autoconversiéon de forma analitica ha demostrado ser una tarea
dificil en el marco de las parametrizaciones tipo bulk. Sin embargo, los términos concernientes a
la acrecion y autocoleccion son relativamente sencillos de formular. La primera parametrizacion
empirica del proceso de autoconversiéon proponia que la tasa de produccién de agua de lluvia
producto de la colisién de gotas es directamente proporcional a la razén de mezcla de las gotas de
nube (q.) (Kessler, 1969).

oM\ gy _ (k(q: — qcr),Siqc > q
(), == e T e stle = e (16)

En la ecuacion (16), g. vy q, son los contenidos de agua de nube y de lluvia respectivamente,
mientras que k y q.,- son pardmetros del modelo que deben ser calibrados con el objetivo de simular
la formacion de la precipitacion de diferentes tipos de nubes. El valor umbral g, normalmente
tiene valores que varian en un rango entre 0.5y 1 gem™3, mientras que k = 1073s~1 (Straka,

2009). A pesar del hecho de que esta formulacion no considera la forma del espectro de gotas, es

19



ampliamente usada en parametrizaciones tipo bulk (Lin et al., 1983; Reisner et al., 1998). Por ello,
la ecuacidn (16) predice tasas de produccion de gotas de lluvia similares cuando los contenidos de
agua de nube son los mismos, incluso si los espectros de gotas son diferentes. Sin embargo, varios
estudios han demostrado que la formacién de lluvia depende enormemente de los parametros de
la distribucion, incluso teniendo los mismos contenidos de agua (Khain et al., 2015; Straka, 2009).
Una de las mayores ventajas de la parametrizacion de Kessler es su sencillez y féacil
implementacion en cualquier tipo de simulacion, pero precisamente por eso no guarda relacion
alguna con la solucion de la SCE. Especificamente, este esquema asume incorrectamente que la
eficiencia de coleccion es independiente del tamafio de las gotas. Por ello se han realizado estudios
para mejorar este enfoque; por ejemplo se ha generalizado la ecuacion (16) para tener en cuenta
de manera explicita la concentracién de gotas y la dispersion relativa del espectro de gotas de nube
(Liu et al., 2006).

En la mayoria de los esquemas de doble momento, la autoconversion es calculada a partir de la
formulacion expresada en (Berry & Reinhardt, 1974b). En dicho trabajo se obtuvo una
parametrizacion al analizar cierto nimero de soluciones numéricas de la ecuacion (13), empleando
las eficiencias de colision calculadas en (Hocking & Jonas, 1970); sin embargo, estos valores no
son considerados precisos. Los valores de eficiencia de colision calculados en ese estudio difieren
significativamente de aquellos reportados por otros investigadores (Pinsky et al., 2001; Wang et
al., 2005). Ademas, el rango de condiciones empleando en (Berry & Reinhardt, 1974b) fue muy
estricto. De hecho, tomaron el espectro inicial de gotas en la forma de una distribucién gamma, el
radio promedio fue establecido entre de 10 um a 18 um, y el contenido de agua liquida establecido
en 1 gm™3. El tiempo At en que el radio alcanza los 50 um fue calculado durante las
simulaciones. La tasa de autoconversion fue establecida como la razon entre el contenido de agua
de lluvia y At,,;. Ademas, el proceso de autoconversién calculado de esta forma no discrimina

entre acrecion y autoconversion como tal (Beheng & Doms, 1986).

Ya que dicha parametrizacion estd basada en pocas simulaciones y empleando un solo valor de
contenido de agua liquida, los autores recomiendan tener cuidado con posibles extrapolaciones de
sus resultados (Berry & Reinhardt, 1974b), sin embargo, en la actualidad existen mas de 10
parametrizaciones de este tipo (Gilmore & Straka, 2008). Estos esquemas difieren del original en

cuestiones relacionadas con la forma del espectro inicial de gotas y en el uso de diferentes
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definiciones de la escala de tiempo caracteristica para la formacion de las primeras gotas de lluvia
(Cohard & Pinty, 2000; Milbrandt & Yau, 2005a, 2005b). A pesar del hecho de que la mayor parte
de las formulaciones desarrolladas para el proceso de autoconversion son aplicables solamente a
la etapa inicial de formacion de gotas de lluvia, los resultados de las mismas difieren en varios
ordenes de magnitud (Gilmore & Straka, 2008). Esto es consecuencia de la naturaleza
intrinsecamente no lineal de la SCE, donde las tasas dependen de la forma del espectro, su

evolucion en el tiempo y del contenido de agua.

Solo Seifert y Beheng han desarrollado un esquema que aborda la produccion de gotas de lluvia
cuando estas superan los 80 um de didmetro (Seifert & Beheng, 2001). Con el objetivo de
contemplar la evolucion en el tiempo del proceso de autoconversion y empleando un kernel de
colisién mas realista, estos investigadores introdujeron funciones universales que varian con la
fraccion de masa de las gotas de lluvia respecto al contenido de agua liquida total. Dichas funciones
universales fueron obtenidas a través de comparaciones con la solucion exacta de la SCE
empleando un tipo especifico de kernel polinomial, conocido como kernel de Long (Long, 1974).
En caso de emplear otros tipos de kernel, las expresiones de las funciones universales deben ser

reformuladas.

2.3.3. Sedimentacién gravitacional de gotas

La sedimentacion gravitacional de gotas influye grandemente en la estructura microfisica de las
nubes, ya que determina la clasificacion de los hidrometeoros respecto a su tamafio (size sorting)
en la direccion vertical, afectando otros procesos como la colision-coalescencia y el crecimiento
de gotas por condensacion. Ademas, tambien determina la cantidad de precipitacion que llega a la

superficie.

2.3.3.1. Sedimentacién en microfisica explicita
La sedimentacion de gotas en modelos explicitos es calculada de la siguiente forma, de acuerdo a
la distribucion empleada:

Ofik _ Vi ik (@fix
ot 0z

(17)

donde f; . es la DSD del hidrometeoro k, perteneciente a la seccion de rejilla (bin) i. En modelos

explicitos, la velocidad de caida de las gotas V,;,(z) depende normalmente del tipo de
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hidrometeoro, la masa de las gotas y la densidad del aire (altura). En algunos casos, la velocidad
de caida también se relaciona con la composicion de las particulas y la rugosidad de la superficie
de la particula (Benmoshe et al., 2012; Phillips et al., 2014, 2015; Phillips, Khain, et al., 2007). La
clasificacion por tamafios se simula automaticamente ya que gotas de diferentes masas y tamafios
caen con distintas velocidades terminales. Ademas, la viscosidad artificial producto del uso de
esquemas de diferencias finitas para aproximar la ecuacion (17) puede conducir al hecho de que

un numero muy pequefio de particulas de gran tamafio sedimenten muy rapido a la superficie.

2.3.3.2. Sedimentacién en modelos bulk
La sedimentacion en parametrizaciones bulk no se realiza de manera explicita para gotas
individuales, sino que se calcula en base a los momentos de la DSD. Este proceso es descrito por

la siguiente ecuacion:

oM® th(p)M(P)
at 0z

(18)

donde V" = — [ mP f (m)V,(m)dm es la velocidad terminal ponderada. Dicha velocidad cambia

en dependencia del orden del momento empleado. En el caso de esquemas de un momento, la
sedimentacion se calcula para el momento de orden 1 de la DSD, por lo que se utiliza la velocidad
terminal ponderada por la masa. EI empleo de la ecuacion (18) significa que, por ejemplo, para
gotas con velocidades terminales entre 0.5 m/s y 10 m/s, la velocidad terminal ponderada por la
masa equivale a 3 m/s. Evidentemente, este enfoque no reproduce de manera adecuada la
distribucion vertical de las gotas en nubes reales, donde las gotas de mayor tamafio sedimentan
mas rapidamente que las gotas pequefias. Es posible obtener mejores resultados empleando un
esquema parametrizado de dos momentos, donde se emplean dos versiones de la ecuacion (18),

una ponderada por la concentracion numeérica de gotas y otra por la masa.

Notese que, en caso de una velocidad terminal constante, la ecuacion (18) representa la ecuacion
..M — oM . - =
de adveccion 5 = -V, = la cual posee la solucion analitica M(z,t) = M(z — V,t,0). De

acuerdo a esta solucion, el perfil vertical inicial se traslada hacia abajo en la vertical, sin cambiar

la forma del DSD. Nétese también que la velocidad terminal ponderada por la masa debe ser mayor
que aquella ponderada por la concentracion (Vt(l) > Z(O)). Esta desigualdad es evidencia de que

las particulas mas pequefias caen mas lentamente que las grandes. Esta diferencia entre las
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velocidades terminales ponderadas por momentos de distinto orden representa un problema, ya
que segun esta formulacion puede existir masa en areas de la nube donde las concentraciones son
despreciables, mientras que, en puntos mas altos en la nube, pueden existir valores de
concentracion con un valor de masa muy cercano a cero. Por lo tanto, los radios medios de las
gotas pueden resultar extremadamente largos o extremadamente pequefios. En estos casos, el valor
del radio se modifica artificialmente para obtener valores mas razonables, al recalcularlo usando

el contenido de agua liquida y el nuevo tamafio de las gotas.

Para reducir el nimero de estas situaciones desfavorables, la ecuacidn (23) puede ser resuelta
empleando un método de diferencias finitas upstream-in-space, con la consiguiente difusividad
numérica asociada (Kato, 1995). ElI empleo de esquemas numéricos difusivos incrementa el
solapamiento de los perfiles verticales de los momentos calculados, resultando en valores mas
razonables de los valores de radio medio de las gotas. Al mismo tiempo, el radio medio es
dependiente de la difusividad del esquema numérico empleado, la cual es determinada por el paso
temporal, la resolucion vertical y la velocidad terminal, lo cual es una desventaja obvia de dichos
esquemas de integracion. Este cambio artificial del tamafio de las gotas (y concentracion) durante
el calculo de la sedimentacion puede afectar dramaticamente el comportamiento de otros procesos

microfisicos.

Con el objetivo de mejorar la representacion del proceso de sedimentacion en esquemas bulk, se
han realizado varios estudios comparando los resultados de sedimentacion obtenidos de esquemas
de 1, 2 y 3 momentos con aquellos resultantes de modelos explicitos (Milbrandt & McTaggart-
Cowan, 2010; Milbrandt & Yau, 2005a, 2005b; Rodriguez-Gen6 & Alfonso, 2021b). Incluso se
ha incluido el célculo de la reflectividad (momento de orden 2 en base a la masa) en algunos
esquemas de 3 momentos. En (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010), por ejemplo, se simularon
los procesos de sedimentacion y clasificacion de gotas por tamafios (size sorting), en una nube
ubicada inicialmente entre 6500 m y 8000 m. El contenido de agua liquida fue 0.5 g m~3, mientras
que se consideré una concentracion inicial de 3LWC~1. La formulacién del esquema de un
momento asume que N; o, = 8- 10° m~* y v = 0 para la distribucién gamma empleada, mientras
que la formulacion del esquema de dos momentos solo asume que v = 0, mientras que otros
parametros son determinados a partir de los momentos estadisticos calculados. En el esquema de

3 momentos, todos los parametros de la distribucion gamma son determinados por los tres
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momentos empleados, por lo que no se requiere ninguna asuncion previa para cerrar el sistema de
ecuaciones. Los perfiles de los momentos de orden 0, 1 y 2 respecto a la masa, en conjunto con el
radio medio de la distribucion, fueron calculados resolviendo la ecuacion (18) aplicando un

esquema de diferencias finitas difusivo similar al esquema upstream-in-space.

El andlisis de los resultados de (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010) arroja que los perfiles
verticales obtenidos de esquema de 1 momento difiere draméaticamente de la solucion de referencia
explicita. El esquema de un momento no es capaz de representar el efecto de clasificacion por
tamanfos, ya que los radios medios de las gotas no son realistas, siendo muy pequefios y no
muestran dependencia alguna con la altura. A pesar de que los perfiles obtenidos por el esquema
de 2 momentos son mas realistas, que aquellos del esquema de 1 momento, la clasificacion por
tamafos es muy marcada en comparacion con el esquema explicito. Las simulaciones mostraron
que los errores en el esquema de 2 momentos dependen del conjunto de momentos estadisticos
considerados, mientras que el empleo de esquemas de 3 momentos reduce considerablemente
dichos errores. De acuerdo a estos resultados, se propuso el empleo de esquemas de 3 momentos
en los cuales la ecuacion de reflectividad es usada, sumada a las ecuaciones para concentracion y
contenido de agua liquida (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010; Milbrandt & Yau, 2005b). Estas

conclusiones fueron corroboradas en (Loftus & Cotton, 2014).

Ademas, en (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010) se propone un enfoque para mejorar el calculo
del proceso de sedimentacion en esquemas de 2 momentos, al parametrizar parametros de la
distribucion gamma en funcion de la razén de los dos momentos empleados en la formulacion. Los
valores del parametro de forma recomendados para el célculo de la velocidad terminal difieren de
los usados en el resto de las parametrizaciones tipo bulk. Nétese que todas las simulaciones fueron

realizadas empleando un esquema numeérico difusivo.

En el modelo RAMS se emplea un método que emula la microfisica explicita, donde la DSD toma
la forma de una distribucion gamma y es discretizada en secciones antes del célculo de la
sedimentacion en cada paso temporal del modelo (Cotton et al., 2003; Feingold et al., 1998).
Después de calculada la sedimentacion, se emplean los valores actualizados de masa y
concentracion en cada punto de rejilla para restaurar los valores de los parametros de la
distribucion gamma. Este tipo de esquemas son mas costosos computacionalmente que los

esquemas bulk tradicionales, por lo que se recurre al empleo de tablas de blasqueda para calcular
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las distancias que caen las gotas pertenecientes a cada seccion de la rejilla. Es ampliamente
aceptado que este tipo de esquemas producen resultados mas cercanos a los modelos de referencia

que simplemente calcular la ecuacién (18).

Sin embargo, investigaciones desarrolladas por Morrison mostraron que la distribucion vertical de
los momentos obtenidos de modelos que emulan la microfisica explicita son similares a los de
métodos bulk (Morrison, 2012). Morrison concluye que es posible mejorar la representacion del
proceso de sedimentacion solamente en esquemas de 2 0 3 momentos, en los que los efectos del
cambio de la DSD producto de la sedimentacion sean considerados, tales como (Milbrandt &
McTaggart-Cowan, 2010; Milbrandt & Yau, 2005b; Wacker & Liipkes, 2008). Estos efectos deben
ser considerados en todas las parametrizaciones donde se incluya el célculo de la sedimentacion,
independiente del enfoque o metodologia aplicada. N6tese que el cambio en la forma de la DSD
producto de la sedimentacion esta incluido de manera automatica en la formulacion de los

esquemas explicitos.
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3. Metodologia de investigacion

En este capitulo se abordara con detalle la formulacion y derivacion de la parametrizacion basa en
funciones base empleada para los procesos de condensacion, colision-coalescencia y
sedimentacion. Ademas, se explicaran los modelos de microfisica explicita usados, asi como la
metodologia de comparacion desarrollada, ademas de las condiciones iniciales y parametros

empleados en las simulaciones.

3.1. Formulacion y metodologia de funciones base

La principal suposicion de este enfoque parametrizado es que el espectro de gotas puede ser
aproximado por una serie de funciones de distribucién. Por lo tanto, la distribucion que caracteriza
la evolucion de este espectro estara dada por una combinacion lineal de distribuciones como se

muestra a continuacion:

1
Fry =) filr) (19)
i=1

Donde f;(r) es un miembro individual del conjunto de distribuciones considerado, e | es el nUmero
total de distribuciones que integran el conjunto. Cabe destacar que, en cualquier conjunto de
distribuciones considerado, todos sus miembros deben ser del mismo tipo de distribucion. Para la
parametrizacion propuesta, segun se describe en (Clark, 1976), se emplea la distribucion log-

normal, definida como:

fir) = el-(nr-p?/(20%)] (20)

\2mor

donde uy o? representan la media y la varianza de Inr respectivamente. Considerando que la
funcién de distribucion empleada es dependiente del radio de las gotas en lugar de la masa,

entonces el momento total de orden p puede ser calculado como (Straka, 2009)

NR? = foorpf(r)dr (21)
0

Podemos obtener la siguiente férmula analitica para los momentos de la distribucion (Clark, 1976)
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RP = ePht 0" (22)

Combinando las ecuaciones (19), (21) y (22) el momento total de orden p de una combinacion

lineal de distribuciones log-normales es (Clark & Hall, 1983)
I I
"% "y pii+5p?0?
NRP = ZNL-RL = ZNie i+zP7oi (23)
i=1 i=1

Donde el subindice i indica cada uno de los miembros individuales del conjunto. Si derivamos (23)
respecto al tiempo, obtenemos las tendencias de los momentos totales de una serie de

distribuciones log-normales

1

ONRP — (dInN; Ou; p?doc;?
= » N;RP -t Pt ——— 24
ot Z“(at TP T2 @4

i=1
Las que pueden ser descompuestas en un sistema de ecuaciones de la forma
AX=F (25)
Siendo X un vector representando las tendencias de los parametros de las distribuciones

X7 - dlnN;, dlnN, 0InN; 0u, du, O, do?; do?, do? 26
| et 7 At 'Y ot ot at’ ot at ' at ' ot (26)

La matriz de coeficientes A de orden v (I = v/3) queda definida como

a;; = NjR-1/(NRVT)
iu1 = (= DNRFY/(NRD) @)
1., — =
Qjjy21 = E(l - 1)2NjR]l_1/(NRl_1)

Siendoi = 1,2,...,vyj = 1,2, ..., 1. El vector independiente F estara compuesto por las tendencias

de los momentos totales correspondientes

FT = dinN 0InNR dInNRV-1 ’8
I ot (28)

Tanto A como F son normalizados con el objetivo de lograr una mejor estabilidad numeérica en la

solucion del sistema de ecuaciones, y también independizandolos de las unidades de las funciones
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de distribucion. La actualizacion de los pardmetros de la distribucion se efectia de acuerdo al

esquema en diferencias finitas que se presenta a continuacion (Clark & Hall, 1983)

dlnNf

NIt = Nfe ot (29q)
out
W = b+ A (29b)
ot
a(a?);

(?)i* = (62 + TM (29¢)

3.2. Célculo de las tendencias de los momentos totales de la distribucién
El modelo siguiente incluye la influencia de los procesos de condensacion, colision-coalescencia
y sedimentaciéon en la evolucion de la DSD, sin considerar los efectos relacionados con la

turbulencia. Los procesos microfisicos estan descritos en la siguiente ecuacion:

d d d d
a_of o I (30)
dt atcond atcoal atsed

Donde f(r) es la distribucion log-normal definida en (20), que describe el nimero de gotas por
centimetro cubico. EI primer término del miembro derecho de (30) representa el cambio en la
distribucion producto del proceso de condensacion de vapor de agua sobre la superficie de las
gotas. El segundo término indica los cambios debido a la colision y coalescencia de gotas de

distintos tamarfios y el ultimo término representa el proceso de sedimentacion gravitacional.

3.2.1. Formulacién del proceso de condensacion
Los cambios en la distribucion segun la teoria de condensacion estan dados por (Clark, 1976)

G ™) OO

Donde el crecimiento de una gota individual se calcula de la forma siguiente

dr_ kS
dt  r+1

(32)

Siendo S la sobresaturacion porcentual, | el coeficiente de condensacion formulado por (Chodes et

al., 1974) dependiente de un coeficiente de acomodamiento de 0.033; y k representando el
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coeficiente de difusividad del vapor de agua, con un valor constante de 0.98 um?s~1 (Clark, 1974).
Multiplicando (31) por r? e integrando en el intervalo r € [0, o], podemos calcular las tendencias
del momento total por condensacion como

dNRP ot
T pkSx; (33)

Considerando

(0]

p_ f rP f(r)dr

4
Xl _r._l_l (3)

0

Normalizando (33), es posible obtener el vector de tendencias de los momentos totales para el
proceso de condensacion

dlnNﬁ_ 1 dNRP
dt  NRP dt

(35)

Para reducir la carga computacional que conlleva la resolucion numérica de (35), se emplea la

siguiente formula recursiva
1Y = NRp=T — [P~ (36)

3.2.1.1. Esquema de integracion numérica para condensacion
Con el objetivo de resolver numéricamente la ecuacion (34), se aplica un método de cuadratura

basado en el ajuste polinomial de la solucion de la integral. Consideremos una integral de la forma

A= f+ooyfl-(lnr)dlnr (37)

Y al aplicar el siguiente cambio de variable

_(nr—w)

X Vio, (38)

Obtenemos una expresion equivalente a la integral (37)

A—&fm —x*q 39
—\/E_wy(x)e x (39
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Donde, considerando una distribucion lognormal, la funcién y (x) queda definida como

ep\/io'ixi"'ﬂi

y(x;) = RGP (40)

Evaluando (40) en los 9 puntos
x, =(k—-5)4 (41)

Considerando A = 0.58 (Clark, 1976), entonces la solucion numérica de (39) es

A=Ni

4
z WG (v + vo-i) + WGsys (42)
k=1

Siendo WG, los pesos correspondientes a esta cuadratura basada en un ajuste polinomial

lagrangiano de orden 8.

3.2.1.2. Modelo explicito de condensacion

Para obtener una solucién de referencia para la parametrizacion de condensacion, se aplicé un
modelo conservativo respecto a la masa (Kovetz & Olund, 1969; Ogura & Takahashi, 1973).
Este método fue seleccionado por la precision en sus resultados y por la sencillez en el proceso
de implementacion para nuestros propdsitos de comparacion. Al generar una rejilla similar a la

empleada en (Berry, 1967):
1 = 120=D/Glo) (43)

Es posible someter a un proceso de crecimiento por condensacion a cada punto de la malla,
empleando la ecuacion de crecimiento por difusion de vapor sobre la superficie de las gotas

representadas (32). Aplicando diferencias finitas y reorganizando (32) obtenemos

kS
() = () + (r T l)At (44)

Donde r'(]) representa el radio del punto de rejilla J en el siguiente paso de tiempo. A continuacion,

calculamos el cambio de la funcion de distribucion en cada nodo de la forma siguiente
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FO =Y RUIIY  (45)

J'=1
Definiendo R(J,]') como
r'3 _ 13
Jr 11
I(ﬁ; formt, <t <7}
=1
RU.J) = {r3 —r'3 (46)
’ J+1 "
|73 —3 forr? <r'3, <rdy
170
k 0; otherwise

3.2.1.3. Condiciones iniciales para la parametrizacion de condensacion

Para las simulaciones realizadas, fue utilizada una combinacién lineal de dos distribuciones de tipo
log-normal, con el objetivo de alcanzar un nivel de precisién adecuado, imposible de lograr con
una sola funcion de distribucién. Tanto el modelo explicito como la parametrizacion del proceso

de condensacion explicado en las secciones, emplearon las siguientes condiciones iniciales:
N; =190 cm™3
N, =10 cm™3
7 =6um

n, =15um

Siendo d el coeficiente de dispersion de las funciones de distribucion. La sobresaturacion se
mantuvo en S=0.3435%, mientras que la temperatura y presién se consideraron constantes con
valores de T=283.15 K y P=850 mb respectivamente. Se simularon un total de 500 s con un paso

temporal de At = 0.25 s.

3.2.2. Tendencias de los momentos totales por colision-coalescencia
El término relacionado con los efectos del proceso de colision-coalescencia de gotas sigue la
formulacion de la KCE (Berry, 1967)
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0 m/2 o
A f(m —m)f (m)HK(m—m'|mydm’ — fo fm)f (mHK(mImHdm'  (47)

ot coal 0

Con K(m|m") representando el kernel de coleccion hidrodinamico, al cual se le afiadio el céalculo
de la eficiencia de colision de las gotas (Hall, 1980), deslindando este modelo parametrizado de

otras formulaciones tradicionales como el kernel polinomial de (Long, 1974).
K@r|r) =n(r +r)2E@,r)Vr(r) — Ve ()| (48)

Donde Vi (r) representa la velocidad terminal de una gota de radio r y E indica la eficiencia de
coleccion. Para calcular la tendencia momento total de la distribucion, reformulamos (47) en
funcion de los momentos estadisticos de las distribuciones de gotas (P. D. Thompson, 1968) y en

funcién del radio

d];f_p = % fo ) fo Oon(rl,rZ)K(rler) flr)f(ry)drdr, (49)
Donde
FP(r,my) = (0 + )P —rf —1f (50)
K(rilry) = m(ry + 1) 2E (11, 1) Ve (1) — Ve (1) (5D

Esta formulacion de las tendencias totales de los momentos de las distribuciones involucradas debe
ser calculadas para actualizar los valores de los parametros de las DSD, lo que conlleva a la
resoluciéon de un numero de integrales proporcional a la cantidad de funciones de distribucién
empleadas. Dichas integrales (49) deben resueltas numéricamente para cada parametro y paso de
tiempo, o ser calculadas previamente y almacenadas en tablas de busqueda que deben ser
consultadas cada vez que sea requerido por la parametrizacion, lo cual es costoso
computacionalmente e inexacto debido a la naturaleza de los metodos de interpolacion empleados

en las tablas de busqueda.

Una alternativa viable para la solucion de esta limitante es la aplicacion de la metodologia de
Machine Learning (ML) para simular los resultados de las tendencias de los momentos totales de
las funciones de distribucion. Aplicando este enfoque, se podrian emplear varias redes neuronales
(NN por sus siglas en inglés) para replicar el célculo de las integrales que se encuentran incluidas

en la formulacion del esquema de funciones base, acelerando la resolucién de las integrales sin

32



sacrificar la precision de los resultados. En la siguiente seccion se explicara detalladamente la
metodologia de ML aplicada al calculo de las tendencias totales de los momentos expresada en
(49).

3.2.2.1. Machine Learning y Redes Neuronales

Recientemente, se han aplicado varias metodologias de ML a la solucion de problemas
relacionados con la modelacion numérica del tiempo, tanto en simulaciones climaticas como a
menor escala. Las técnicas de ML pueden ser definidas como un conjunto de métodos analiticos
que permiten a un sistema descubrir por si mismo patrones, tendencias y relaciones en los datos
suministrados. En particular, las redes neuronales (NN) constituyen una herramienta poderosa para
resolver problemas complejos de ajustes no lineales, y pueden ser empleadas para ajustar formas
funcionales de datos complejos, tales como la solucion de la KCE. Recientemente, las NN han
sido usadas redes neuronales multicapa (DNN por sus siglas en inglés), también conocidas como
redes neuronales profundas, para realizar el posprocesamiento de los pronosticos numéricos con
el objetivo de aumentar su precision (Sanders, 2018), mientras que el &ambito de parametrizacion
de fendmenos meteoroldgicos a escala inferior a la resolucion de la malla, dichas DNN han sido
empleadas con éxito en modelos climaticos (Brenowitz & Bretherton, 2018; Rasp et al., 2018). En
microfisica de nubes, estas redes se han utilizado para parametrizar el proceso de autoconversion
(Alfonso & Zamora, 2021; Sobhani et al., 2018) con buenos resultados, ya que la parametrizacion
basada en redes neuronales simularon los valores de referencia con mayor precision que los
enfoques tipo bulk. Ademas, se han desarrollado parametrizaciones parciales del proceso de
colisién-coalescencia, por ejemplo (Seifert & Rasp, 2020), donde se desarroll6 una
parametrizacion basada en ML que incluye los procesos de autoconversion y acrecion,
describiendo el DSD a traves de una distribucion gamma y estableciendo un estudio comparativo
que revelo las ventajas y limitaciones del empleo de la metodologia de ML en microfisica de nubes.

3.2.2.2. Arquitectura de las Redes Neuronales

Los problemas a solucionar con ML se pueden clasificar en tres categorias: aprendizaje
supervisado, no supervisado y reforzado. En el aprendizaje supervisado, existe un conocimiento
previo de los valores de salida a simular (y,) para un conjunto determinado de valores de entrada
(%)), siendo k=1,2,...,n, donde n representa el nimero de valores de entrada. El objetivo es

encontrar la funcién f (%) de tal manera que al emplear nuevos datos X, f aproxime de manera
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correcta la solucién. El conjunto de datos {X, Vi } k = 1,2, ...,n se denomina Conjunto de Datos
de Entrenamiento (CDE). Para evaluar la habilidad de la NN para reproducir de manera correcta

los datos de salida, el CDE se divide en datos de entrenamiento y datos de prueba.

La base de las DNN son las neuronas artificiales. Una neurona toma los datos de entrada, los
procesa y los guia a una funcion de activacion a(z), que devuelve el valor de salida activado (Fig.
2). La Figura 3 muestra una representacion grafica de una DNN. El valor de activacion de una

neurona i en la capa | se representa como a! y se calcula de la siguiente forma

a% = o*(zil ) (51)
m;—1
2l = b+ z wial? (52)

En (52), b} es la desviacion (bias), Wifj es el valor de ponderacion, m;_, es el nUmero de neuronas
en lacapal-1,y o(z) es la funcion de activacion. Por lo tanto, una NN puede ser interpretada como
una funcién que depende de los valores de entrada X, los pesos w y las desviaciones b, 0 sea,

37(55, w, b), y su entrenamiento consiste en la optimizacion de los pesos y las desviaciones con el
objetivo de minimizar la funcidn de error (también llamada “loss function”) para un conjunto de
datos determinado. Usualmente, la funcién de error es el error cuadratico medio. Por ello, se

necesita un algoritmo que minimice

— - 1 Yy 5 2
C(W.B) =5 > |7 W.B) - 5l (53)
k

34



o(z;)

Figura 2: Representacion esquemdtica de una neurona artificial.

El algoritmo propuesto para minimizar la funcion de error (53) es la regularizacion bayesiana, la
cual actualiza los pesos y las desviaciones de acuerdo a la optimizacion de Levenberg-Marquardt.
Se emplea un mecanismo de propagacion hacia atras para calcular el jacobiano de la eficiencia
respecto a los pesos y desviaciones (Dan Foresee & Hagan, 1997; MacKay, 1992). La DNN fue
desarrollada usando MATLAB, y estd compuesta por una capa de entrada (input), tres capas
intermedias (hidden layers) con 20 neuronas cada una y una capa de salida (output) con una sola

neurona (Fig. 3).
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Figura 3: Representacion esquemadtica de la arquitectura de la Red Neuronal disefiada. La Red Neuronal recibe 6 datos de entrada,

los procesa a través de las capas intermedias, y devuelve un solo valor de tendencia del momento del orden correspondiente.

3.2.2.3. Creacion de las bases de datos de entrenamiento y validacién

El procedimiento para entrenar la NN consiste en alimentar la red con 6 datos de entrada (input)
correspondientes a los parametros de las funciones de distribucién lognormales empleadas en la
formulacion de la parametrizacién correspondientes a las tendencias de los momentos totales de
orden p como objetivo de entrenamiento. La relacion entre los pardmetros de entrada y las
tendencias de los momentos totales es obtenida al resolver numéricamente (49). El algoritmo de
entrenamiento procesa estos datos con el objetivo de establecer relaciones estadisticas entre los
datos de entrada y objetivo. Este proceso se repite hasta que se cubran todos los datos de
entrenamiento. La NN entrenada resultante deberia ser capaz de estimar las tendencias totales de
los momentos, dado un conjunto de parametros de entrada que se encuentre incluido dentro del
rango de los datos de entrenamiento. La Fig. 4 muestra una representacion esquematica de la NN

entrenada, incluyendo los datos de entrada y salida.
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Figura 4: Datos de entrada y salida de la red neuronal entrenada. Los datos de entrada son los 6 paradmetros de las distribuciones

incluidas en la parametrizacion necesarios para calcular la ecuacion (45) (N4, i1, 1, N2, Uy y 02), mientras que los datos de salida

. dNRP
son las tendencias de los momentos totales de orden p ( " )

Para generar las bases de datos de entrenamiento y validacion se emplearon 100000 espectros de
gotas derivados de las variables de entrada, incluyendo un amplio rango de pardmetros (N;, y; ,
o1, Ny, U, Y 05), los cuales se muestran en la Fig. 5. Dichos parametros se utilizan en el calculo de
las tendencias de los momentos de (49) y para entrenar la DNN. Se entrenaron 5 redes neuronales,
correspondientes a cada uno de los érdenes de los momentos calculados (momentos de orden 0 a
5). Se emplearon las mismas variables de entrada (parametros) para entrenar todas las redes,
variando solamente el orden de la tendencia del momento a simular. Las variables fisicas
relacionadas con los pardmetros de entrada se representan en la Fig. 6, para una mejor comprension
de las nubes y espectros de gotas utilizados en el entrenamiento de las redes. Las bases de datos
de entrenamiento y validacion fueron generadas aleatoriamente siguiendo una distribucion
uniforme. La media y desviacion estandar de los parametros de entrada se muestran en la Tabla 1,

asi como los rangos definidos para cada variable.

Tabla 1: Descripcion estadistica de las variables de entrada incluidas en las bases de datos de entrenamiento y validacion.

Variable Valor medio Desviacion Estandar  Rango

Concentracion (N) 250.80 144.13 [1.00; 500.00]
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Parametro p -7.00 0.58 [-8.00; -6.00]

Parametro o 0.20 0.06 [0.10; 0.30]

N '..a - .'; ..'
Tyl

Tpe¥ %,

-8 -7.5 -7 -6.5 -6 0.1 0.156 0.2 0.25 0.3

-8 -7.5 -7 6.5 -6 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Parametro 4, Parametro o,

Figura 5: Grdfico de dispersion de los pardmetros de entrada de las distribuciones lognormales empleadas para calcular las
tendencias de los momentos totales. Los pardmetros correspondientes a la funcion f; se muestran en la primera fila, mientras

que los correspondientes a f, se muestran en la segunda fila. Se muestran 1 de cada 100 del nimero total de datos.

La Fig. 6 muestra que, dentro del rango de los datos de entrenamiento (concentracion entre 1 cm ™3
y 500 cm™3), encontramos valores de contenido de agua liquida (LWC) entre 1071° gcm™3 y
10~* g cm™3, con la mayoria de los datos concentrados entre los rangos de 1078 g cm™3y 107>
g cm™3. Dichos valores cubren un rango suficientemente amplio de LWC para representar de
manera adecuada la estructura y contenido de las nubes calientes en el marco de la presente

parametrizacion de colision-coalescencia (Rodriguez-Gené & Alfonso, 2021a).
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Figura 6: Grdfico de dispersion del contenido de agua liquida (LWC) obtenido de los pardmetros de entrada de f; (izquierda) y f,

(derecha) vs concentracion (N). Los contenidos de agua liquida fueron obtenidos del momento estadistico de orden 3 usando los

pardmetros mostrados en la Fig. 5, empleando la ecuacion (22). Se muestran 1 de cada 100 del numero de datos totales.

3.2.24.

Entrenamiento y validacion de las redes neuronales

Del total de datos disponibles, el 80% fue empleado en entrenar la DNN, mientras que el 20%

restante es usado para la validacion de las redes entrenadas. Las tendencias totales de los momentos

fueron calculadas a partir de la ecuacion (49), empleando un esquema de integracion trapezoidal

sobre una rejilla logaritmica equidistante definida entre los rangos de 1 ym < r < 10* um. Los

datos resultantes de la solucion de esta ecuacién se denominan datos objetivo (target) (Rodriguez-

Geno6 & Alfonso, 2021a). Los valores medios y desviaciones estandar de las tendencias de los

momentos totales se muestran en la Tabla 2.
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Tabla 2: Descripcion estadistica de las tendencias de los momentos totales por colision-coalescencia. Los datos fueron calculados

a partir de la ecuacion (45), con los parametros de entrada de las distribuciones como datos de entrada.

Orden del Momento Total Valor Medio Desviacion Estandar
MO -0.0021 0.0014
M1 -0.0015 0.0011
M2 -0.0009 0.0006
M3 0.0000 0.0000
M4 0.0011 0.0007
M5 0.0024 0.0016

Tanto los datos de entrada como objetivo fueron normalizados al sustraer la media y dividir entre

la desviacién estandar, como se muestra a continuacion

X—X
Xnorm = . (54)

Dichos valores requieren normalizacion para facilitar el calculo del algoritmo de optimizacion.
Todos los nodos en cada capa de la red usan el MSE como funcién de error. El procedimiento de
entrenamiento de las redes consiste en enviar un grupo de datos a través de la red neuronal, calcular
el error incurrido en el pronostico y los gradientes de la funcion de error a través de las capas que
integran la red, para actualizar los pesos y las desviaciones. Este algoritmo se repite sobre todos
los datos de entrenamiento hasta que el indice de rendimiento empleado (en este caso el MSE) sea
lo suficientemente pequefio o se complete un nimero de ciclos predeterminado (cada ciclo también
se conoce como “epoch”). En este caso, se establecid un numero maximo de 1000 ciclos de

entrenamiento sobre los datos, y un valore de MSE minimo de 10~7 para la funcion de gradiente.

Se entrenaron 5 redes, una para orden de los momentos estadisticos empleados en la formulacion
de la parametrizacion (de orden 0 a 5). Para entrenar la red se emple6 una variante del proceso
conocida como entrenamiento en cascada (cascade-forward neural network training). La principal

diferencia con los procesos de entrenamiento usuales consiste en que este método incluye
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conexiones entre la capa de entrada y cada una de las capas internas de la red, asi como que cada
capa se conecta a cada una de las anteriores. Al igual que los procedimientos de entrenamiento
tradicionales, una red entrenada con el método de cascada es capaz de aprender cualquier relacion
entre los datos de entrada y objetivo, dado el suficiente nimero de neuronas en cada capa. Las
tendencias para los momentos totales de orden 3 no fueron calculadas, debido a que el proceso de
colisién-coalescencia es conservativo respecto a la masa, y por lo tanto la solucion de la ecuacion

(49) es 0 para el momento del orden correspondiente (Rodriguez-Gen6 & Alfonso, 2021a).

La Fig. 7 muestra los registros de entrenamiento de las redes para las tendencias de los momentos
totales obtenidas de la ecuacion (49). La velocidad de convergencia es similar en todos los casos,
ya que todas las redes convergieron al alcanzar el maximo numero de ciclos (iteraciones) de
entrenamiento. Esto ocurre porgue los valores de la funcion de gradiente nunca alcanzaron el
umbral definido para la funcion de error, por lo que el algoritmo de entrenamiento continud
refinando los datos hasta que se completaron 1000 ciclos de entrenamiento. A pesar de ello, se
logré un rendimiento adecuado en el entrenamiento de las redes, con un MSE del orden de 10~*
para todos los 6rdenes de las tendencias de los momentos totales involucrados, como se muestra
en la Tabla 3.

Tabla 3: Mejor rendimiento obtenido en el proceso de entrenamiento de las redes neuronales. Los datos mostrados corresponden

a las tendencias obtenidas de las NN entrenadas, con datos de entrada y salida tomados de la base da datos de validacion. La

medida de rendimiento empleada es el Error Cuadrdtico Medio (MSE).

Orden del Momento Total Mejor Rendimiento (MSE)
MO 2.59e-04
M1 3.49e-04
M2 2.68e-04
M4 1.80e-04
M5 2.05e-04
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Figura 7: Registros de rendimiento de las tendencias de los momentos totales de orden 0 a 5. Los datos mostrados corresponden
a las tendencias obtenidas de las NN entrenadas, con datos de entrada y salida tomados de la base da datos de validacion. La
medida de rendimiento empleada es el Error Cuadrdtico Medio (MSE). El registro de rendimiento del momento de orden 3 no se

muestra porque el proceso de colision-coalescencia es conservativo respecto a la masa.

La Fig. 8 muestra los graficos de regresion de las redes neuronales entrenadas. La comparacion se
establecio entre los valores de salida de las NN entrenadas y aquellos que integran la base de datos
de validacion obtenida de la solucién de la ecuacion (49). En la figura se aprecian pequefias
desviaciones respecto a la solucion, sin embargo, existe un buen ajuste a los datos de validacion
en todos los momentos calculados, presentando un coeficiente de correlacion entre 0.9998 y
0.9999 en todos los casos analizados. Los rangos de los ejes de las gréaficas varian porque los datos
graficados no se encuentran normalizados, por lo que existen diferentes rangos para diferentes

tendencias de los momentos.
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Figura 8: Grdficos de regresion de las 5 redes neuronales entrenadas. Los datos mostrados corresponden a las tendencias
obtenidas de las NN entrenadas, con datos de entrada y salida tomados de la base da datos de validacion. El grdfico de regresion

del momento de orden 3 no se muestra porque el proceso de colision-coalescencia es conservativo respecto a la masa.

Se realizaron un nimero de experimentos sin normalizar los datos de entrenamiento, sin embargo,
los MSE obtenidos fueron de al menos un orden de magnitud mayor, por lo que no se muestran en

el presente trabajo producto de la baja precisién en los resultados obtenidos.

3.2.2.5. Modelo explicito de colision-coalescencia

Para calcular la evolucidn del espectro de gotas de manera mas precisa, se empleé un método de
flujo para la solucion numerica de la KCE (Bott, 1998). Este esquema es conservativo respecto a
la masa y muy eficiente computacionalmente. Se basa en la integracion numérica de la KCE que,

reescrita de una manera mas conveniente, queda expresada como se muestra a continuacion:
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dng; 2 fn(xc, K (xc, x")n(x', t)dx" — fn(x, K (x, xIn(x’, t)dx’ (55)

X0 X0

donde n(x, t) es la distribucion de gotas al tiempoty K(x., x") representa el kernel de coleccion
que describe la tasa a la que una gota de masa x, = x — x' es atrapada por una gota de masa x’,
formando una gota de masa x. En la ecuacién (55), x, representa la masa de la gota més pequefa
involucrada en el proceso de coleccién, y x; = x/2 (Bott, 1998). Con el objetivo de simplicar los

calculos, se empled la funcién de densidad de masa g(y, t)

gy, t)dy = xn(x,t)dx (56)

1
n(xt) = 35900) (57)

Donde y = Inry r representan el radio de una gota de masa x. Sustituyendo (56) en (55), es posible

obtener la KCE en base a la funcion de densidad de masa (Bott, 1998)

V1 o
dg(,t) x? Nt g Koy o,
22 = [ 2900 0K0 290,04y = [ 90,0722 g0 0y (58)
xZx x
Yo Yo

La primera integral del miembro derecho de (58) representa la ganancia de gotas de masa x debido
a la colisién-coalescencia de dos gotas de menor tamafio, mientras que la segunda integral
representa la pérdida de gotas de masa x, al ser capturadas por gotas de mayor tamarfio. Para la
solucién numérica de (58) se emplea una rejilla logaritmica equidistante construida de la siguiente

forma:
X1 = AXp, k=12, .. m (59)

estructurando la rejilla por las y de manera equidistante, Ay, = Ay = In /3. N6tese que m es el
total de puntos de la malla.

3.2.2.6. Condiciones iniciales para la parametrizacién de colision-coalescencia
Para comprobar la efectividad de la parametrizacion de colision-coalescencia desarrollada, se
simularon un total de t =900s (15 minutos) para ambos modelos. Los parametros de las

distribuciones iniciales se muestran en la Tabla 4, siguiendo la configuracion de (Clark, 1976).
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Tabla 4: Parametros iniciales de las funciones de distribucion del modelo parametrizado. Cada distribucion es caracterizada por

un pardmetro de concentracion (N), un valor esperado ([) y la desviacion estdndar (0).

Parametro f1 f2
N 190 cm™3 10 cm?
VI -7.1505 -6.5219
o 0.1980 0.1980

El espectro inicial del modelo explicito es calculado a partir de estos pardmetros, con el objetivo
de asegurar las mismas condiciones iniciales al momento de la comparacion. Para su integracion,
se define una rejilla logaritmica equidistante, cubriendo un dominio entre 0.25um <r < 2.6 x
10* um de radio. Se usaron las ecuaciones (56) y (57) para compatibilizar las salidas de ambos
modelos, mientras que las cantidades totales del modelo de referencia son integradas directamente
de DSD calculado.

3.2.3. Tendencias de los momentos totales por sedimentacion

Los cambios sobre la distribucion producto de la sedimentacion gravitacional de las gotas fue
tomado de (Milbrandt & Yau, 2005a). En dicho articulo se calculan las tendencias del momento
total de la distribucion en funcion de la velocidad terminal ponderada por el momento total,
empleando una distribucién gamma. Esta forma de parametrizar el proceso de sedimentacion fue
reformulado para su uso con distribuciones log-normales (Huang, 2014), quedando los cambios

en el momento p-ésimo de la distribucion de la siguiente forma:

ONR? _ 0(NRP 1)
ot 0z

(59)

Con ¥, representando la velocidad terminal ponderada por los momentos, definida como (Straka,
2009)

v Jy rPVe(r)f (r)dr
P [Pref(rydr

(60)

Con el objetivo de resolver de forma analitica la ecuacion (60), se asume una forma de ley de

potencias para velocidad terminal siguiendo (Ziemer & Wacker, 2014)
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Vr(r) = aDF
a =1300 cm*Fs~t  (61)
g =05

Usando la ecuacion (61), es posible obtener una solucion analitica de (60) en la forma (Ziemer et
al., 2014)

_ NRP+B
NRP

(62)

Las tendencias de los momentos son calculadas aplicando un esquema de diferencias finitas

centradas en una rejilla vertical previamente definida, como se muestra en la siguiente ecuacion

INEP _ (NFP )Ly — (VR )L,

Jat 2Az (63)

Para el proceso de sedimentacion gravitacional, se realiz6 una modificacion al esquema original
de la parametrizacion (Clark, 1976), en la cual no se calculan la evolucion de los parametros de
las funciones de distribucion, sino los pardmetros actualizados segun la relacion (Ziemer &
Wacker, 2014)

N = NR? (64)

=1 (N_ﬁ>_§] X): —l<] <@>_El X) 65
M—nNﬁ 2n(), U= IlN@ Zn() (65)

1
o = JIn(X) (a - §w/1n(X)) (66)

Considerando X = NR? NRZ/(NR1)?; (X = NR? NR¢/(NR3)2); X > 1 (Huang, 2014; Ziemer
& Wacker, 2014). Esta relacion directa entre los parametros de las distribuciones log-normales y
sus momentos permitira un calculo preciso de la evolucion de cada distribucion por el proceso de
sedimentacion gravitacional de gotas. Para el calculo discretizado se genera una rejilla vertical de
10km de extensién, con un dz=50m, lo cual es resultado de la aplicacién del criterio de Courant-

Friedrichs-Levy para garantizar la estabilidad numérica del modelo. En dicha rejilla se calculan de
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manera independiente la evolucion de los momentos segun la ecuacion (63) con el objetivo de
comparar las tendencias obtenidas por un método de diferencias finitas y las obtenidas a partir de

la evolucidn de los parametros de la distribucion de la parametrizacion.

3.2.3.1. Modelo explicito de sedimentacion
Con el objetivo de determinar de manera precisa la evolucién del espectro de gotas por

sedimentacion, se calcula la siguiente ecuacion explicita de sedimentacion:

of (z,t,1)
ot

a(f(z, t,r)) _

+ V(1) Fp

0 (67)

Con la velocidad terminal calculada segun (61) y f(r) definida en la ecuacion (20). Esta forma
de la ecuacién espectral con sedimentacién como el Gnico proceso a resolver puede ser calculada
basados en una rejilla similar a (59). En nuestro caso particular, se definié una rejilla de 400 puntos
en el rango de 1 um < r < 10* wm. Los momentos estadisticos que serviran de referencia a los
resultados de la parametrizacién son calculados a través de la integracion numeérica

correspondiente de la ecuacion (67).

3.2.3.2. Condiciones iniciales de la parametrizacion de sedimentacién

El dominio de simulacion seré tratado como una columna vertical de 10 km de altura, dividida en
puntos de rejilla con una resolucién vertical de 50 m. Se simulara un total de 900 s con un paso
temporal de 0.1 s, asegurando asi la estabilidad numérica de la solucion. El esquema de
discretizacion empleado es el método de foward-in-time y upstream-in-space, y se aplica tanto a
la parametrizacion de sedimentacién como a la solucién de referencia. Inicialmente, se considera
una nube ubicada entre 8 km < z < 9.75 km. Esta nube es compuesta por un espectro inicial de
gotas en cada puno de rejilla. Las condiciones iniciales variaran de acuerdo a los tres experimentos

que se explican a continuacion.

e Condiciones Iniciales con una distribucion (IC-1): Se considera solo una funcion de
distribucion, con las condiciones iniciales siguientes: N; = 200 cm™3, R; = 89 um.

e Condiciones Iniciales con dos distribuciones (IC-2): Se considera una combinacién lineal
de dos funciones de distribucién con las condiciones iniciales siguientes: N; =
120cm™ 3R, =60 umy N, =80 cm™3; R, = 131 um.

47



e Condiciones Iniciales con dos distribuciones (IC-3): Se considera una combinacién lineal
de tres funciones de distribucion, con las condiciones iniciales siguientes: N; =
120cm™3;R; = 60 um; N, = 50cm™3; R, = 120 um 'y N3 = 30 cm™3; R; = 150 um.

Se emplea un coeficiente de dispersion de cod = 0.2 para todas las funciones de distribucién. Los
espectros iniciales correspondientes a cada experimento se ilustran en la Fig. 9. Se calcula un
méaximo de tres funciones de distribucion ya que es posible alcanzar una descripcion mas detallada
del espectro de gotas con un mayor nimero de funciones de densidad que lo describan. Se
considera que este numero de distribuciones en la combinacion lineal es un compromiso adecuado

entre la precision de los resultados y el costo computacional del modelo parametrizado.

6 T T T 7 T
— |C_1
—— L] IC_2
. I -
5l c-3| |
4+ i
o?.—.
=z
21 i
1 Ll -
0 , |
10 500 1100
rlpum]
Figura 9: Espectro inicial de gotas para las tres condiciones iniciales.
3.2.3.3. Disefio de experimentos de la parametrizacion de sedimentacion

Con el objetivo de determinar la precision del método en el calculo de la solucidn explicita, se

empleara una configuracion basada en el conjunto de momentos de orden 0, 1y 2. En estos casos,
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se establece la comparacion entre los resultados de la parametrizacion y la solucion de referencia
utilizando las mismas condiciones iniciales (el mismo namero de distribuciones), a la que se le

Ilamara la solucion explicita equivalente.

Se lleva a cabo un segundo conjunto de experimentos con condiciones iniciales idénticas, pero
usando un conjunto de momentos adicional en la formulacion de la parametrizacion (momentos
de orden 0, 3 y 6). Dicho experimento tiene como objetivo determinar la habilidad de la
parametrizacion al reproducir un espectro complejo de gotas (el cual consta de una combinacion
lineal de tres distribuciones y serd denominado la solucion explicita compleja). Ademas, se
realizara un analisis de los errores en el célculo de la evolucidn de los momentos, para determinar

cual conjunto de momentos reproduce mejor la solucién compleja del espectro.

3.3. Numero de condicion del sistema de ecuaciones

En el campo de analisis numeérico, el niamero de condicion de una funcion mide cuanto puede
cambiar el resultado de la misma debido a un pequefio cambio en el argumento. Es usado para
medir cuén sensible es una funcion a posibles cambios o errores en los valores de entrada, y cuanto

error se transmite a los resultados.

El nimero de condicion es una aplicacion de la derivacion, y es formalmente definido como el
valor del cambio relativo asint6tico en el peor de los casos en los resultados para un cambio relativo
en la entrada. EI nimero de condicion se aplica usualmente en problemas de algebra lineal, caso
en el cual las derivadas se encuentran muy bien definidas, pero los errores pueden provenir de

diferentes fuentes, y por lo tanto pueden ser calculados a partir de la geometria de la matriz.

Un problema con un niumero de condicion bajo, se dice que esta bien condicionado, mientras que
un problema con un namero de condicién alto se conoce como mal condicionado. En lenguaje
comun, un problema mal condicionado es aquel que, para un pequefio cambio en los valores de
entrada (las variables independientes), ocurre un gran cambio en los resultados (variable
dependiente). Esto significa que la solucion correcta de u problema mal condicionado es dificil de
encontrar. Sin embargo, el nimero de condicion no brinda un valor exacto de la inexactitud del
problema. Generalmente solo brinda un estimado méaximo, cuyo valor depende de la norma

seleccionada.
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Por ejemplo, el nimero de condicién asociado con la ecuacion lineal Ax = b da un limite sobre
cuan inexacta sera la solucion x después de la aproximacion. Considere que esto es antes de que
se tengan en cuenta los efectos del error de redondeo; el condicionamiento es una propiedad de la
matriz, no el algoritmo o la precision de punto flotante de la computadora utilizada para resolver
el sistema correspondiente. En particular, uno deberia pensar en el nimero de condicion como
(muy aproximadamente) la tasa a la que la solucion x cambiara con respecto a un cambio en b. Por
lo tanto, si el nimero de condicion es grande, incluso un error pequefio en el vector independiente
b puede causar un error grande en x. Por otro lado, si el nimero de condicion es pequefio, entonces
el error en x no sera mucho mayor que el error en b. El nimero de condicion se define con mayor

precisién como la relacion méaxima entre el error relativo en x y el error relativo en b.

Sea e el error en b. Suponiendo que A es una matriz no singular, el error en la solucién A=1b es

A~ Le. Larazon del error relativo en la solucidn al error relativo en b es

A ell /llell _ llA”"ell lIbll
IA=DI/ 1Bl el IA=*Bl

El valor mé&ximo (para b y e distinto de cero) se ve entonces como el producto de las dos normas

del operador de la siguiente manera:

s {IIA"leII Il }_max {IIA"leII}max {IIA"lbII}
“PZ0L llell 114~ bl 0L el *Z0L bl

= max {IIA‘leII}max {IIA‘lxII}
e#0 L Jlell XFOL x|l

— -1
= [lA7* Il All
Esta misma definicion es empleada para cualquier norma consistente, es decir, una que satisfaga

la siguiente condicion:
k() = lIAHAll = [[A7 Al = 1

Cuando el nimero de condicion es exactamente uno (lo que solo puede suceder si A es un multiplo
escalar de una isometria lineal), entonces un algoritmo de solucion puede encontrar (en principio,
es decir, si el algoritmo no introduce errores propios) una aproximacion de la solucion cuya
precision no es peor que la de los datos. Sin embargo, esto no significa que el algoritmo convergera

rapidamente a esta solucion, solo que no divergira arbitrariamente debido a la inexactitud en los
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datos de origen, siempre que el error hacia adelante introducido por el algoritmo no diverja también
porque de acumulacién de errores de redondeo intermedios. EI nimero de condicion también
puede ser infinito, pero esto implica que el problema estd mal planteado (no posee una solucion
Unica y bien definida para cada eleccion de datos; es decir, la matriz no es invertible) y ningun
algoritmo puede ser espera encontrar una solucion confiable. La definicion del ndmero de

condicion depende de la eleccidn de la norma, como se ilustra a continuacion.

Si ||||es la norma definida en el espacio de secuencia sumable al cuadrado L? (que coincide con la
distancia habitual en un espacio euclidiano estdndar y generalmente se denota como ||-]|,),

entonces

Donde 0,4, (A) Y dmin (A) son los valores singulares maximo y minimo de A respectivamente.

Por eso:

e Si A esnormal, entonces

:Amax(A)
Amin(A)
Donde A0 (A) Y Apmin(4A) son los valores propios maximo y minimo de A

k(A)

respectivamente.

e Si A es una matriz unitaria, entonces k(4) = 1.

El nimero de condicidn con respecto a L? surge con tanta frecuencia en el algebra lineal numérica
que se le da un nombre, el nUmero de condicién de una matriz, el cual serd usado como base en el

analisis de la estabilidad numérica del sistema de ecuaciones de la parametrizacion desarrollada.

Si el numero de condicion no es mucho mayor que 1, la matriz estd bien acondicionada, lo que
significa que su inversa se puede calcular con buena precision. Si el numero de condicion es muy
grande, se dice que la matriz estd mal acondicionada. Practicamente, tal matriz es casi singular, y
el calculo de su inversa, o la solucion de un sistema lineal de ecuaciones, es propenso a grandes

errores numeéricos. Una matriz que no es invertible tiene un nimero de condicion igual a infinito.
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4. Resultados y discusion

En el capitulo anterior se describio la metodologia de funciones base (Clark, 1976) aplicada al
desarrollo de parametrizaciones para los procesos de condensacion, colision-coalescencia y
sedimentacion gravitacional de gotas. En este capitulo se muestran los resultados de las
simulaciones realizadas con dichas parametrizaciones, se compararan sus resultados con aquellos
obtenidos de los modelos explicitos correspondientes y se analizaran los mismos. La evaluacion
de los esquemas parametrizados tendra como objetivo comprobar cuan eficientes y acertados son
los resultados de las simulaciones realizadas para calcular la evolucion de las distribuciones de
gotas en el tiempo de acuerdo a los diferentes procesos microfisicos analizados que tienen lugar
en el interior de las nubes calientes. Todos los procesos son simulados de manera cero-dimensional
(exceptuando la sedimentacion) para ver su evolucion temporal. En las siguientes secciones se
mostraran los resultados de las parametrizaciones de cada uno de los procesos mencionados, asi

como su comparacion con los modelos de referencia.

4.1. Resultados de la parametrizacién de condensacion

Los resultados obtenidos de la parametrizacion del crecimiento del espectro de gotas por
condensacion muestran que los calculos son conservativos respecto a la concentracion numérica
de gotas, como se muestra en la Fig. 10. Debido al enfoque matematico de esta parametrizacion,
en la que se calcula la evolucién de los parametros de la distribucién en lugar de la evolucién de
los momentos o magnitudes representativas de magnitudes fisicas tales como el contenido de agua
liquida o reflectividad, trae como consecuencia que los valores individuales de dichas cantidades
no poseen ningun significado fisico. Es la combinacion lineal de dichos componentes lo que
representan los procesos fisicos que se procura simular, y por lo tanto deben ser interpretados de
esa manera, en particular cuando tratamos con magnitudes no conservativas tales como la
concentracion numeérica. Esta interpretacion de la parametrizaciéon sera aplicada a todos los

resultados presentados en el presente trabajo.
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Figura 10: Evolucion de la concentracion producto de la parametrizacion del proceso de condensacion.

En el caso de la concentracion, podemos apreciar el cambio de los miembros individuales de la
serie, pero la concentracion total permanece constante. En cuanto a la masa, la Fig. 11 muestra un
incremento de la misma, lo que es consistente con el proceso simulado. Con magnitudes
conservativas como la masa, la interpretacion de los resultados se hace mucho mas clara,
apreciandose un incremento mas acelerado de las gotas mas pequefias, lo que evidencia su

proporcionalidad inversa con el radio de las gotas.
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Figura 11: Contenido de agua liquida producto de la parametrizacion de condensacion.

La evolucion de la funcion de densidad de masa se muestra en la Fig. 12. La parametrizacion
muestra un incremento en la masa correspondiente con lo graficado en la Fig. 11, y desarrolla un
espectro con poca dispersion, ilustrando el incremento en el radio medio de las gotas y la
disminucion en la variedad de tamafios de las mismas, mientras que el modelo explicito muestra
un espectro con un radio medio igual al de la parametrizacion, con una dispersién similar. Es
conocido que el modelo explicito empleado (Kovetz & Olund, 1969; Ogura & Takahashi, 1973)
introduce una dispersion artificial del espectro, pero esta caracteristica no limita en manera alguna
la veracidad de los resultados obtenidos, ya que al emplearse una combinacion lineal de dos
distribuciones log-normales, el caracter dispersivo del modelo explicito facilita el célculo de la
evolucion de las gotas debido al proceso de condensacion en las zonas donde ambas distribuciones
se solapan, mitigando las posibles distorsiones e inestabilidades introducidas por el algoritmo

numérico para el calculo de las integrales correspondientes (Khain et al., 2015).
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Figura 12: Funcion de densidad de masa producto de la parametrizacion de condensacion.

4.2. Resultados de la parametrizacién de colision-coalescencia

El resultado directo de la parametrizacion de colision-coalescencia son los parametros actualizados
en cada paso temporal para cada una de las funciones de distribucion incluidas (N;, @y , 01, No, Uy
y o0,). Las cantidades totales (bulk) tales como radio medio o contenido de agua liquida son
calculadas a partir de dichos parametros. Ademas, al integrar las funciones de distribucién
correspondientes sobre una rejilla de masa o radio, es posible obtener el espectro total de gotas en

cada paso de tiempo empleando los parametros de las distribuciones.

4.2.1. Comparacion de los espectros de gotas de la parametrizacion de colision-coalescencia
La Fig. 13 muestra una comparacion entre la funcion de densidad de masa derivada de la
parametrizacion de colision-coalescencia y la solucién de referencia del modelo explicito, para

tres instantes de tiempo seleccionados (300 s, 600 s y 900 s).
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Figura 13: Espectro de densidad de masa del modelo parametrizado (P-DNN) y el modelo explicito (KCE). Los tiempos
representados son 300 s (primera fila), 600 s (segunda fila) y 900 s (tercera fila). La ecuacion (56) fue empleada para transformar

el espectro de concentracion de gotas del modelo parametrizado a un espectro de densidad de masa.

Transcurridos 300 s (primera fila de la Fig. 13) se aprecia un desarrollo lento del espectro de gotas,
con una clara transferencia de masa de la distribucion f; a f,. El espectro obtenido de la
parametrizacion muestra un buen ajuste con la solucion de referencia, mostrando una ligera
sobrestimacion de la masa maxima en el segundo modo del espectro. El radio medio de las
distribuciones es bien representado por la parametrizacion. Transcurridos 600 s 'y 900 s (segunda
y tercera fila de la Fig. 13, respectivamente), se observa el desarrollo de un tercer modo en el
espectro del modelo explicito, el cual es reproducido por la parametrizacion como un segundo
modo mas amplio que simula de manera correcta el radio medio y la distribucion de la masa. El
modelo parametrizado es incapaz de reproducir la generacidn de un tercer modo en el espectro,
debido a que cuenta con sélo dos funciones de distribucidn en su formulacion. Esta limitante puede

ser superada al introducir una tercera funcion de distribucién a la combinacién lineal, lo cual es
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posible en el marco de la metodologia de funciones base. Sin embargo, esto conllevaria el calculo
de las tendencias de tres momentos adicionales a los ya establecidos, con el consiguiente
entrenamiento de las redes neuronales correspondientes, y el incremento en el costo computacional
de la parametrizacion. El primero modo del espectro es simulado de manera adecuada en los dos
altimos tiempos mencionados. En la figura se aprecia un incremento en el radio medio producto
del proceso de colision-coalescencia de las gotas. Este resultado es el esperado y esta en
concordancia con investigaciones previas en la materia, y con la teoria y observaciones del proceso

microfisico en estudio.

La Fig. 14 muestra una comparacion entre el espectro de concentracion numérica de gotas derivado
de la parametrizacion y aquél obtenido del modelo explicito, para tres tiempos determinados. Se
observa un ajuste bastante bueno entre ambas soluciones, con los resultados de la parametrizacion
subestimando ligeramente la solucién de referencia. Como el proceso de colision-coalescencia
disminuye la concentracion numérica de gotas, no se aprecia un incremento en el nimero de gotas
en el segundo modo de las distribuciones. Sin embargo, se observa un incremento en el radio
medio, que es consistente con la transferencia de masa representada en la Fig. 13, y el consiguiente

crecimiento del tamafio de las gotas de mayor radio, al capturar a las mas pequefias.
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Figura 14: Espectro de concentracion numérica de gotas del modelo parametrizado (P-DNN) y el modelo explicito (KCE). Los
tiempos representados son 300 s (primera fila), 600 s (segunda fila) y 900 s (tercera fila). La ecuacion (57) fue empleada para

transformar el espectro de densidad de masa del modelo explicito a un espectro de concentracion numérica de gotas.

4.2.2. Comparacion de las cantidades totales de la parametrizacion de colisién-coalescencia
La Fig. 15 muestra una comparacion entre dos cantidades bulk principales (concentracién total de
gotas y radio medio) obtenidas del modelo parametrizado y el modelo explicito. Los valores de
concentracion y radio medio de la solucién de referencia fueron obtenidos al integrar el espectro
d de concentracién numérica de gotas para el momento estadistico del orden correspondiente
(orden 0O para la concentracién y orden 1 para el radio medio). Como era de esperar, La
concentracion numérica de gotas disminuye en el tiempo, debido a la coalescencia de gotas,
variando desde un valor inicial de 200 gotas/cm3 hasta 160 gotas/cm? en el modelo explicito.
La concentracién predicha por el modelo parametrizado subestima la solucion de referencia en la

mayoria de la simulacién, con diferencias que alcanzan 10 gotas/cm3 transcurridos 900 s. Los
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resultados del radio medio muestran un comportamiento similar, con un crecimiento en el tamafio
de las gotas consistente con la disminucion en la concentracién numérica. Sin embargo, las
diferencias son pequefias, siendo 0.5 um el error maximo incurrido. Ademas, de manera general
los resultados muestran un ajuste adecuado a la solucion de referencia, lo que permitiria la
inclusion de esta parametrizacion en un modelo numérico del tiempo. Esta concordancia entre los
valores de concentracion numeérica de gotas y radio medio de las mismas apunta a la conservacion
de la masa en el modelo parametrizado, una condicion obligatoria en el proceso de colision-

coalescencia.
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Figura 15: Comparacion de los valores de concentracion numérica de gotas (primera fila) y radio medio (segunda fila) con la
solucion de referencia. Los valores de concentracion y radio medio del modelo explicito fueron obtenidos al integrar el espectro
de concentracion numérica para el momento estadistico del orden correspondiente (0 para concentracion y 1 para radio medio).

Los datos se muestran cada 60 s.
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La Fig. 16 muestra la evolucion de la concentracion numeérica de gotas y el contenido de agua
liquida (masa) para las funciones de distribucion individuales (f; v f>), asi como los valores totales
de dichas variables (calculados como f; + f,). Respecto a la concentracion, se aprecia una
disminucion en los valores de f;, mientras que se incrementa ligeramente en f, producto de la
colisién-coalescencia de gotas de todos los tamafios. Sin embargo, se observa una disminucion en
el valor total de concentracion (el Unico parametro con sentido fisico en la formulacién de la
parametrizacion), lo cual concuerda con la teoria y observaciones realizadas de proceso

microfisico parametrizado.

El contenido de agua liquida (calculado a partir del momento de orden 3 en el modelo
parametrizado) se muestra para verificar que la masa se conserva bajo el marco de esta
parametrizacion. Efectivamente, el valor de masa total se mantiene invariable durante toda la
simulacion, con un valor de 6.1739 x 1077 g cm™3, con una transferencia de masa proporcional
entre ambas funciones de distribucion. Este comportamiento es consistente con las tendencias
nulas del momento de orden 3 al momento de entrenar las redes neuronales para el calculo de las

tendencias de los momentos totales de las distribuciones, explicadas en el capitulo anterior.
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Figura 16: Evolucion de la concentracion numérica de gotas (izquierda) y el contenido de agua liquida (derecha) de las

distribuciones individuales que conforman el modelo parametrizado.

4.2.3. Errores en el calculo de los momentos totales por colision-coalescencia

Adicionalmente al analisis de los resultados tradicionales de un modelo parametrizado (mostrados
en las secciones anteriores), se realizd un andlisis de los errores incurridos en el calculo de los
momentos totales simulados, con el objetivo de profundizar determinar la precision de las redes
neuronales entrenadas. Es importante determinar de manera adecuada la precision en el calculo de
los momentos, ya que de ellos dependen los valores de los pardmetros actualizados y de las
cantidades totales calculadas en la parametrizacion, tales como concentracion de gotas y contenido
de agua liquida. EI error porcentual medio en el célculo de cada momento total se encuentra
resumido en la Tabla 5. El error porcentual es calculado relativo a los momentos integrados del
modelo explicito. Los datos mostrados fueron calculados al obtener el valor medio de los errores

incurridos durante toda la simulacion. Lo momentos del modelo explicito fueron calculado al
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integrar el espectro de concentracion numérica de gotas empleando la ecuacion (21), mientras que
los momentos totales del modelo parametrizado fueron calculados empleando los pardametros
actualizados para alimentar la ecuacion (23). La Tabla 5 refleja que se alcanzé un nivel de precision
razonable, con un error maximo de 3.3479 %, correspondiente al momento de orden 0. Sin
embargo, los datos muestran que los momentos totales de orden 0 a 2 son normalmente
subestimados, mientras que los de orden 4 y 5 se sobrestiman ligeramente. Estos resultados
explican la subestimacion en los valores de concentracion total mostrados en la Fig. 15.

Tabla 5: Errores porcentuales medios en el cdlculo de los momentos totales. El error porcentual es tomado en referencia al modelo

explicito. Los datos mostrados fueron calculados al calcular el valor medio de los errores porcentuales incurridos durante toda la

simulacion.

Orden del Momento Total Error Porcentual Medio
MO -3.3479
M1 -2.6437
M2 -1.4969
M3 0
M4 1.1249
M5 0.7205

La Fig. 17 muestra la evolucion temporal del error porcentual de los momentos totales de las
distribuciones durante toda la simulacién. Los errores porcentuales son calculados tomando el
modelo explicito como referencia. El error porcentual del momento de orden 3 es cero durante
toda la simulacion, debido a que el proceso de colision-coalescencia no afecta la masa. En la figura
se aprecia que los momentos totales de orden 0 a 2 sobrestiman ligeramente la solucion de
referencia en los primeros 300 s de simulacion, mientras que los subestiman durante el resto de la
simulacion, alcanzando un valor absoluto méximo de 8 %. Los momentos totales de orden 4 y 5
muestran un comportamiento inverso, subestimando la solucién de referencia en el primer tercio
de la simulacién, y sobrestimandola durante el resto del experimento, con un error maximo
absoluto de 4 %. De manera general, estos resultados indican una precision adecuada del modelo
parametrizado, ya que nunca se rebasa el umbral de 10 % de error. Sin embargo, se recomienda la
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realizacion de un andlisis mas profundo sobre este tema, con el objetivo de mejorar la precision

del modelo parametrizado.
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Figura 17: Evolucion temporal de los errores porcentuales correspondientes a los momentos totales predichos por el modelo

parametrizado. El error porcentual es calculado tomando el modelo explicito como referencia.

4.3. Resultados de la parametrizacion de sedimentacion

El resultado directo de la parametrizacion del proceso de sedimentacion gravitacional de gotas no
son las cantidades totales tales como concentracion o contenido de agua liquida, sino la evolucion
de los parametros de las funciones de distribucion que conforman la combinacion lineal. A través
de la evolucidn de dichos parametros podemos determinar la forma del espectro de gotas para cada

punto de rejilla, al integrar las funciones de distribucidn correspondientes.
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4.3.1. Comparacion de los espectros de gotas con la solucién de referencia correspondiente
La Fig. 18 muestra una comparacion entre los espectros de gotas derivados de la parametrizacion
y aquellos obtenidos de la solucion de referencia correspondiente en tres tiempos seleccionados.
Los resultados se muestran para una altura de 8 km debido a su representatividad de los perfiles
verticales del espectro de gotas. En la figura se aprecia que existe un excelente ajuste entre los
resultados del modelo parametrizado y la solucién de referencia correspondiente en todos los
tiempos mostrados. Se observa una disminucion en el radio medio de las gotas, ya que las gotas
maés grandes sedimentan mas rapidamente que las pequefias, alcanzando una altura menor a 8 km
en los instantes de tiempo seleccionados. Transcurridos 300 s y 600 s, el radio medio es
ligeramente menor que su valor inicial, ya que las gotas méas pequefias estan alcanzando este nivel
vertical. Ademas, se observa un estrechamiento del espectro con el tiempo, siendo particularmente
evidente en la solucién con una sola distribucion (primera fila de la Fig. 18), producto de la
reduccién en la dispersion de los valores de radio medio. Este resultado es consistente con

investigaciones previas y con la teoria de sedimentacion gravitacional de gotas.
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Figura 18: Evolucion del espectro de gotas para IC-1 (primera fila), IC-2 (segunda fila) e IC-3 (tercera fila) a una altura de 8 km. La
comparacion se establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) usando los momentos My — M; — M, y la solucion

de referencia correspondiente (lineas gruesas).

4.3.2. Comparacion de los perfiles verticales de las cantidades totales con la solucion de
referencia correspondiente
En esta seccion se muestra la distribucion de los perfiles verticales de las cantidades bulk
fundamentales (concentracion, contenido de agua liquida, radio medio y reflectividad),
correspondientes a cada una de las tres condiciones iniciales empleadas, asi como su comparacion
con las mismas variables obtenidas del modelo explicito correspondiente. Las cantidades totales
del modelo parametrizado no se obtienen directamente (excepto concentracion), sino que son
calculadas a partir de los momentos totales correspondientes (23) usando los pardmetros de cada

distribucion.

La Fig. 19 muestra como evolucionan los momentos de las distribuciones empleando I1C-1. Todos

los valores alcanzan una altura de 5 km, y por debajo de la misma todos los valores son muy
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cercanos a cero, con excepcion del radio medio. Los resultados muestran una buena precision,
especialmente la concentracion y el contenido de agua liquida, los cuales muestran diferencias
minimas con la solucién de referencia correspondiente para todos los tiempos y alturas. Este no es
el caso para el radio medio, el cual sobrestima ligeramente la solucion de referencia, aunque si
reproduce de manera adecuada la forma y alturas del perfil vertical. El efecto de clasificacion por
tamafos se encuentra bien representado en el modelo parametrizado, evidenciado por el
incremento en los valores de radio medio de las gotas confirme disminuye la altura y se avanza en
el tiempo. Un caso totalmente distinto es la reflectividad (Z), la cual se encuentra bien representada
en la forma y alturas de los perfiles verticales, pero sobrestima claramente la escala de los valores
de la solucién de referencia correspondiente. Esto ocurre debido a la combinacion de momentos
empleada (My — M; — M,), la cual no incluye el momento de orden 6, por lo que este debe ser
diagnosticado. Este resultado es consistente con los reflejados en (Milbrandt & McTaggart-Cowan,
2010), los cuales resaltan que si un momento estadistico diagnosticado cae fuera del rango de los
momentos predichos, es normalmente sobrestimado. Por ello se puede afirmar que dentro del
marco de la parametrizacion desarrollada, una formulacion basada en una sola funcion de
distribucion con la combinacion de momentos seleccionada no seria la adecuada para representar

la reflectividad.
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Figura 19: Perfiles verticales de concentracion (N), contenido de agua liquida (LWC), reflectividad (Z) y radio medio (R) usando IC-
1. La comparacion se establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) empleando los momentos My — My — M, y la

solucion de referencia correspondiente (lineas gruesas).

Los resultados para IC-2 se muestran en la Fig. 20. Es posible apreciar que los resultados del
modelo parametrizado son muy similares a la solucion de referencia correspondiente.
Particularmente, los valores de radio medio y reflectividad muestran una mejora sustancial en su
nivel de precisidn en comparacién con los resultados empleando 1C-1 con la misma combinacion
de momentos, lo que conduce a la conclusion de que este modelo parametrizado hibrido es apto
para reproducir de manera adecuada las cantidades totales con un alto grado de precision.
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Figura 20: Igual a la Figura 19 pero empleando IC-2.

Ademas de los resultados previamente analizados, se realizd un experimento adicional con una
combinacion lineal de tres funciones de distribucion (IC-3), usando los momentos My — M; — M,
en la formulacién del modelo parametrizado. Los resultados obtenidos fueron ligeramente mas
precisos que los obtenidos con IC-2, pero reflejan un comportamiento muy semejante. Debido a la

similitud entre los resultados, estos no son mostrados en el presente trabajo.

4.3.3. Comparacion de los espectros de gotas con la solucién de referencia compleja

Para obtener los siguientes resultados, el modelo explicito fue inicializado con una combinacion
lineal de tres funciones de distribucion, con el objetivo de establecer la efectividad del modelo
parametrizado para representar la evolucién de un espectro de gotas complejo, los cuales
usualmente se encuentran en los fendmenos naturales. Se emplearon las mismas condiciones
iniciales para homogenizar la comparacion. Ademas, se emplearon dos combinaciones distintas de

momentos estadisticos en la parametrizacién (Mo — M; — My y My — M3 — Mg).

68



En la Fig. 21 se puede observar que, al usar IC-1, el espectro con un solo modo es mas ancho que
la solucion de referencia compleja, lo que indica un intento por parte del modelo parametrizado de
reproducir un espectro de gotas bimodal. El espectro se vuelve mas estrecho transcurridos 900 s
de simulacidn, debido al efecto de clasificacion por tamafios. Una descripcion mas precisa de la
solucion de referencia correspondiente se alcanza al emplear IC-2 e 1C-3, siendo este ultimo el

mas preciso, aunque las diferencias son despreciables.
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Figura 21: Evolucion del espectro de gotas para IC-1 (primera fila), IC-2 (segunda fila) e IC-3 (tercera fila). La comparacion se
establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) empleando los momentos My, — M3 — Mg y la solucidn de referencia

correspondiente (lineas gruesas).

En la Fig. 22 se observa un comportamiento similar al descrito anteriormente, Sin embargo, el
empleo de la combinacion de momentos My — Ms;— My resulta en mayores valores de
concentracion y radio medio al inicializar el modelo con IC-1, lo que indica una sobrestimacion

de las cantidades bulk fundamentales. Ademas, el modelo parametrizado genera espectros de gotas
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mas estrechos desde el inicio de la simulacion, por lo tanto, el modelo con una sola distribucion
empleando los momentos My — M3 — Mg no es la mejor opcion para reproducir un espectro de
gotas complejo. Sin embargo, al inicializar el modelo parametrizado con IC-2 e IC-3, la precision
mejora de manera sustancial, por lo que el empleo de un modelo parametrizado formulado en base
a una combinacién lineal de dos o tres funciones de distribucion es adecuado para representar
espectros de gotas complejos. Este resultado representa un logro importante, ya que los métodos
bulk tradicionales normalmente representan de manera adecuada un conjunto limitado de
momentos estadisticos de las distribuciones, pero no son precisos al reproducir la forma espectral

de la solucién de referencia.
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Figura 22: Igual a la Figura 21, pero empleando los momentos My — M3 — M.
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4.3.4. Comparacion de los perfiles verticales de las cantidades totales con la solucion de
referencia compleja

En esta seccidn se establece una comparacion entre las cantidades bulk obtenidas del modelo

parametrizado y las obtenidas de la solucién de referencia compleja. Se emplean las condiciones

iniciales IC-1, IC-2 e IC-3, asi como las combinaciones de momentos My — M; — M, Y My — M3 —

M.

En la Fig. 23 es posible observar que, mientras los valores de concentracion son muy precisos, el
resto de las cantidades bulk son sobrestimadas. En los casos de contenido de agua liquida y
reflectividad, este fendmeno es producto de la combinacion de momentos empleada en el
experimento (My— M; — M;). Este efecto es acentuado en el céalculo de la reflectividad, con
valores que superan en mas del doble a los de la solucion de referencia compleja, aungue las alturas

de los perfiles estan pronosticadas de manera adecuada.
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Figura 23: Perfiles verticales de concentracion (N), contenido de agua liquida (LWC), reflectividad (Z) y radio medio (R) empleando
IC-1. La comparacion se establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) usando My — M; — M, y la solucidn de

referencia compleja (lineas gruesas).

Este no es el caso cuando usamos IC-1 con los momentos My — M3 — Mg (Fig. 24), donde el
contenido de agua liquida y los valores de reflectividad son pronosticados correctamente. Sin
embargo, la concentracion se sobrestima ligeramente, y se mantienen los errores en el célculo del
radio medio. Estos errores son causados al intentar reproducir un espectro complejo con una

parametrizacion de una sola funcion de distribucion.
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Figura 24: Igual a la Figura 23, pero usando los momentos My — Mz — M.

Al inicializar el modelo parametrizado con IC-2 y empleando M, — M; — M, (Fig. 25), se obtiene
una mejora generalizada en los resultados de los momentos pronosticados y diagnosticados. Los
valores de reflectividad y radio medio en particular, muestran un alto grado de ajuste a la solucién
de referencia compleja. En el caso de la reflectividad, la inclusion de una funcion de distribucion
adicional es critica para la mejoria en su diagnéstico. Lo mismo aplica para el radio medio, la cual
es una variable fundamental en este modelo parametrizado, al ser la variable independiente en la
definicion de la distribucion log-normal empleada. A pesar de ello, esta Gltima variable sigue

siendo ligeramente sobrestimada por el modelo parametrizado.
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Figura 25: Perfiles verticales de concentracion (N), contenido de agua liquida (LWC), reflectividad (Z) y radio medio (R) empleando
IC-2. La comparacion se establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) usando My — My — M, y la solucion de

referencia compleja (lineas gruesas).

En la Fig. 26 se observa el caso contrario en el comportamiento del radio medio de las gotas. Se
aprecia que al inicializar el modelo con IC-2 empleando los momentos M, — M; — Mg Se
sobrestima la solucion de referencia compleja en casi tres veces su valor. El resto de las variables

mostradas reproducen la solucion de referencia compleja de manera adecuada.
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Figura 26: Igual a la Figura 25, pero usando los momentos My — Mz — M.

La Fig. 27 reafirma los resultados mostrados previamente, con la diferencia que el valor
pronosticado del radio medio ya no sobrestima la solucién de referencia correspondiente. Ademas,
se observa una ligera, aunque generalizada, mejoria en el comportamiento del resto de las variables
analizadas. La figura correspondiente al experimento usando IC-3 y los momentos My, — M5 — M,

ha sido omitida debido a su similitud con la Fig. 26.
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Figura 27: Perfiles verticales de concentracion (N), contenido de agua liquida (LWC), reflectividad (Z) y radio medio (R) empleando
IC-3. La comparacion se establece entre el modelo parametrizado (lineas delgadas) usando My — My — M, y la solucion de

referencia compleja (lineas gruesas).

Los resultados analizados en esta seccién demuestran que es posible reproducir un espectro de
gotas complejo empleando el modelo parametrizado propuesto, con un alto grado de precision.
Los mejores resultados fueron obtenidos con un niumero similar de funciones de distribucion en el
modelo parametrizado y en el modelo explicito para tres funciones de distribucion. Sin embargo,
al emplear una parametrizacion que incluye dos funciones de distribucion se obtuvieron resultados
satisfactorios con una precision razonable, y la consiguiente disminucion del costo computacional

del modelo desarrollado.

4.3.5. Errores en el calculo de los momentos totales por sedimentacion
Las Figuras 28, 29 y 30 muestran los errores normalizados en el célculo de los momentos

estadisticos de las distribuciones, al usar el modelo parametrizado con dos combinaciones de
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momentos diferentes (M, — M; — M, Y My — M3 — M), inicializando el modelo con IC-1, IC-2 e

IC-3. Se emplea la solucion de referencia compleja para el calculo de los errores.

En la Fig. 28 se aprecia que existe un buen ajuste entre los momentos calculados por la
parametrizacion y la referencia, especialmente en la parte mas alta del dominio de simulacion. Sin
embargo, dichos errores se incrementan en los alrededores de las regiones con alto gradiente,
producto de la rapida variacion de los momentos de la solucién de referencia compleja. En estas
zonas los momentos tienden a ser sobrestimados. Se observa una clara distincion entre las
simulaciones realizadas con diferentes combinaciones de momentos. Los errores en las
simulaciones con los momentos M, — M3 — M, se encuentran mas distribuidos en la vertical
debido a la mayor velocidad terminal de los momentos involucrados, mientras que los errores de
las simulaciones con los momentos My, — M; — M, Se encuentran mas concentrados en area. Las
graficas demuestran que existe un mayor error en los momentos a partir del orden 3 al usar M, —
M; — M, (lo cual es consistente con su formulacion), especialmente en el momento de orden 6.

Esto se traduce en un pronostico deficiente de la reflectividad, como se muestra en la Fig. 23.

En las simulaciones empleando los momentos My, — M3 — Mg los errores normalizados estan mas
distribuidos espacialmente, lo que implica que la region de alto gradiente es mas amplia al usar
estos momentos. Sin embargo, los momentos de orden 3 y 6 son pronosticados correctamente. De
manera general, los errores normalizados tienden a aumentar mientras nos trasladamos a menores
alturas en el dominio de simulacion. Sin embargo, como los valores son muy cercanos a cero en
esa zona, estos errores no son representativos de un problema en la formulacion y desarrollo de la
parametrizacion de sedimentacion, sino que simplemente son amplificados por el algoritmo de
normalizacion. La combinacion de momentos M, — M; — Mg muestra la mayor precision al
emplear una sola distribucion en la parametrizacion, lo que reafirma los resultados mostrados en
la Fig. 24.
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Figura 28: Errores normalizados de los momentos totales calculados empleando IC-1. La primera fila corresponde a las

simulaciones con los momentos My — M, — M,, mientras que la segunda fila corresponde a las simulaciones con los momentos

My — M; — M,

El mismo andlisis es aplicable a las Figuras 29 y 30, con la clara distincion de que los momentos
calculados son reproducidos con mayor precision a medida que se afiaden mas funciones de
distribucion al modelo parametrizado. Ademas, la dispersion vertical de los errores es mas
homogénea, limitando la disparidad entre los resultados que emplean diferentes combinaciones de
momentos en su formulacion. Los graficos muestran que, al agregar mas distribuciones, los
resultados empleando los momentos M, — M; — M, Se convierten en mas precisos que la
formulacion con los momentos M, — M3 — Mg, aunque las discrepancias son lo suficientemente

pequefias como para no representar una diferencia préctica en su uso, dadas las condiciones de las

simulaciones presentadas.
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Figura 29: Igual a la Figura 28, pero usando IC-2.

El incremento de los errores normalizados en el calculo de los momentos de orden superior a 3 se
mantienen en las simulaciones empleando IC-2 y My, — M, — M, (Fig. 29); sin embargo, estas
discrepancias desaparecen al emplear 1C-3. Adicionalmente, las simulaciones inicializadas con IC-
3 (Fig. 30) muestran que los errores normalizados para todos los momentos son cercanos a cero en

casi todo el dominio vertical, excepto en las regiones de alto gradiente.
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Figura 30: Igual a la Figura 28, pero usando IC-3.

4.4. Perspectivas de acoplamiento de los diferentes procesos microfisicos en el marco de la
metodologia de funciones base

En el presente trabajo se exponen las parametrizaciones y resultados de los procesos de

condensacion, colision-coalescencia y sedimentacion gravitacional como moédulos separados. Sin

embargo, se realizd de manera satisfactoria (y a modo de prueba) un acoplamiento entre los

modulos de condensacion y colision-coalescencia. Dichos resultados no fueron mostrados ya que

escapan del objetivo del presente trabajo, y pueden ser encontrados en (Clark, 1976).

4.4.1. Estabilidad numérica del sistema de ecuaciones
Al intentar el acoplamiento del modulo de sedimentacion con el resto de los procesos, se
encuentran grandes inestabilidades la solucion del sistema de ecuaciones definido en (25). Esto es
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producto de la misma naturaleza del sistema, el cual posee por definicion un nimero de condicion

muy grande (del orden de 10*), como se muestra en la Figura 31.

x10%

Numero de Condicion

5 I 1 1 I | | | !
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Tiempo (s)

Figura 31: Evolucion en el tiempo del numero de condicion del sistema de ecuaciones (25), en la solucion del proceso de colision-
coalescencia.

En la Figura 35 se muestra el orden de magnitud del nimero de condicion del sistema de
ecuaciones (25) durante toda la simulacién del proceso de colision-coalescencia. Se aprecia que, a
pesar de que disminuye de manera continua, siempre mantiene un orden de magnitud afuera de los
limites de un comportamiento estable. A pesar de este hecho, como los cambios en el vector
independiente que contiene las tendencias de los momentos totales (F) son lo suficientemente
pequefios, esta inestabilidad intrinseca no afecta la solucion al acoplar los procesos de

condensacion y colision-coalescencia, ni ambos por separado.

Sin embargo, al intentar acoplar los modulos de condensacion y colision-coalescencia con el
proceso de sedimentacion, los fuertes gradientes que provoca la introduccion de una dimension
espacial en el modelo son lo suficientemente grandes como para propagarse, incrementarse, e

inestabilizar la solucion del modelo a tal punto que es imposible obtener una solucion numérica.

81



1015,

1010

Numero de Condicién

105_

0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3
Tiempo (s)

Figura 32: Evolucion temporal del numero de condicion durante el acoplamiento de los proceso de colision-coalescencia y
sedimentacion.

Como se observa en la Figura 32, al acoplar los médulos de colision-coalescencia y sedimentacion,
se inestabiliza la solucién del sistema de ecuaciones, con el niamero de condicion alcanzando
valores del orden de 108. Por ello, podemos concluir que ambos mddulos no son compatibles
bajo la presente formulacion, necesitando mas trabajo de investigacion para acoplarlos de manera

satisfactoria.

4.4.2. Sobre el acoplamiento

Para solucionar el problema de la inestabilidad intrinseca en la construccion del sistema de
ecuaciones, Clark y Hall abordaron el problema desde un punto de vista matematico, empleando
un proceso de minimizacion de los errores incurridos, empleando el método de minimizadores de
Lagrange (Clark & Hall, 1983). Con dicha metodologia se logro eliminar la necesidad de
solucionar el sistema de ecuaciones, sustituyéndolo por un problema de minimizacion del error
numérico incurrido en el calculo de los parametros. Sin embargo, no fue incluido el proceso de
sedimentacion de gotas, limitando su uso al proceso de colision-coalescencia. Dicha metodologia
es compatible con las nuevas herramientas disponibles de Machine Learning. En particular, la
aplicacion de redes neuronales es especialmente adecuada para problemas de minimizacion de
funciones no lineales. Por ello, se recomienda expandir los enfoques del presente estudio, para
incluir la aplicacion de ML a la parametrizacion basada en la metodologia de minimizadores de

Lagrange.
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Bajo diferentes condiciones, Feingold logro unificar la filosofia de modelacion expuesta en (Clark,
1976) con el proceso de sedimentacion de gotas. Dado que tanto los espectros de gotas de nubes
como de gotas de lluvia son descritos completamente con la combinacion lineal de funciones base,
el proceso de sedimentacion consiste en dividir el espectro en secciones individuales y dejar que
cada seccion caiga a la velocidad terminal adecuada (Feingold et al., 1998). La division del
espectro en secciones requiere el calculo de funciones de error para funciones de base lognormal.
Dado que estos deben calcularse en cada punto de la malla y en cada paso de tiempo, el calculo es
muy costoso. En la propuesta de Feingold, se realiza la division del espectro en secciones a priori,
para un rango de tamafos de gota promedio y parametros de las distribuciones, resultados que se
almacenan en tablas de busqueda. Una vez realizado, es posible emplear un esquema advectivo

simple, monotono y conservador (Feingold et al., 1998).

Otra posibilidad de aplicacion del médulo de sedimentacion de gotas desarrollado en el marco de
microfisica de nubes es el caso inverso al propuesto por Feingold. Dicha parametrizacion es
compatible con modelos explicitos de colision-coalescencia, ofreciendo un marco dinamico

preciso a los modelos tipo bin.
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5. Conclusiones

Se desarrollaron e implementaron tres parametrizaciones basadas en la metodologia de funciones
base expresada por primera vez en (Clark, 1976) para la mayoria de los procesos microfisicos que
ocurren en el interior de las nubes calientes: condensacion, colisién-coalescencia y sedimentacion
gravitacional de gotas. Dichas parametrizaciones tienen como factor comdn el uso de una
combinacion lineal de funciones de distribucién log-normales, las cuales mostraron un grado

razonable de precision al ser comparadas con los resultados de modelos de microfisica explicita.

En el caso de crecimiento de gotas por difusion de vapor de agua (condensacion), la
parametrizacion desarrollada sigui6 fielmente los principios de la formulacién de (Clark, 1976),
mostrando resultados prometedores al compararse con el modelo explicito desarrollado en (Kovetz
& Olund, 1969) y perfeccionado en (Ogura & Takahashi, 1973). Este modelo parametrizado
permite el crecimiento de gotas por condensacién de manera continua, reflejando de manera
adecuada la importancia de este proceso en las fases iniciales de formacion de nubes y

precipitacion.

En el caso de la parametrizacion del proceso de colision-coalescencia, se desarrollé un modelo
hibrido entre la microfisica explicita y bulk, basado en la combinacion lineal de funciones base,
con todos los parametros de las distribuciones calculados a partir de las tendencias totales de los
momentos de las distribuciones log-normales empleadas, sin usar ningun parametro fijo a priori,
y empleando un mecanismo de control de la eficiencia de colision de las gotas (Hall, 1980). Las
tendencias de los momentos totales fueron calculadas aplicando la metodologia de Machine
Learning, al entrenar y usar activamente 5 redes neuronales incluidas en la implementacion del
modelo parametrizado. Se realizd un experimento para determinar el comportamiento del modelo
basado en ML en las etapas iniciales de formacion de las nubes. Los resultados de la simulacion
mostraron buena precision al ser comparados con el modelo explicito desarrollado en (Bott, 1998),
tanto para los espectros de gotas como para las cantidades microfisicas totales. Las tendencias de
los momentos totales de las distribuciones fueron pronosticadas correctamente al usar un modelo
basado en redes neuronales, las cuales mejoraron la precision del modelo parametrizado, asi como
disminuyeron el costo computacional de la formulacién original para el proceso de colision-
coalescencia. El analisis del error porcentual incurrido en el calculo de los momentos mostr6 una

precision razonable, ya que nunca se alcanzd el umbral de 10 % de error absoluto en toda la
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simulacion. Sin embargo, se recomienda entrenar las redes neuronales empleadas considerando
una resolucion mayor para los valores de los parametros de entrenamiento, asi como incluir un
mayor rango de valores de los pardmetros de las distribuciones que describan un mayor nimero
de posibles combinaciones que pueden estar presentes en las nubes calientes. Ademas, el uso de
ML elimino el requisito de la formulacion original de integrar numéricamente las tendencias de
los momentos totales en cada paso de tiempo, o el uso de tablas de busqueda que reducen la
precision de la parametrizacion por los algoritmos de interpolacion que emplean usualmente.
También, este modelo parametrizado es independiente del kernel de colision empleado, siendo
posible usar un kernel polinomial o uno dindmico de manera indistinta, estructuralmente hablando,
ya que existen consideraciones fisicas realistas que determinan el mejor tipo de kernel a emplear

en dependencia de las aplicaciones y fendmenos objetivo de simulacién.

Ademas, se desarroll6 e implementd una parametrizacién para el proceso de sedimentacion
gravitacional de gotas, basada en la misma metodologia de funciones base, con todos los
parametros de las distribuciones calculados a partir de la evolucion de un conjunto de tres
momentos predeterminados por lo que no se admite ningn parametro fijo. Se realizaron dos
grupos de experimentos con las mismas condiciones iniciales y un namero creciente de funciones
de distribucion hasta alcanzar un maximo de tres (los métodos bulk tradicionales usualmente
incluyen hasta dos funciones de distribucion truncadas). El primer grupo de experimentos incluy6
los momentos My — M; — M, , con el objetivo de determinar la precision de la parametrizacion
para reproducir una solucion de referencia equivalente (con el mismo numero de funciones de
distribucion). La principal ventaja observada en el uso de varias funciones de distribucion fue una
mejor descripcion de la forma del espectro de gotas, con una marcada tendencia a adoptar una
forma bimodal, y la flexibilidad de adaptar el modelo parametrizado para describir los resultados
obtenidos a partir de observaciones o campafias de recoleccion de datos, a través de una
combinacion lineal de funciones de distribucion. Los resultados mostraron un buen desempefio
con la solucidon explicita, demostrando la precision de la parametrizacion. A pesar del creciente
numero de momentos calculados, esta parametrizacion permite el calculo preciso de la evolucion
de cualquier espectro de gotas (por sedimentacion), a través de la evolucion de sus parametros, de

una forma mas eficiente que resolviendo un modelo espectral.

85



El segundo grupo de experimentos compard las soluciones del modelo parametrizado usando dos
combinaciones diferentes de momentos en su formulacion (M, — M; — M, y My — M3 — M), con
una solucion de referencia compleja (inicializada con tres funciones de distribucion en todos los
casos), con el objetivo de determinar la habilidad de la parametrizacion para reproducir espectros
de gotas complejos. Adicionalmente, se llevo a cabo un estudio comparativo para determinar cuél
combinacion de momentos se comporta mejor dentro del marco de esta parametrizacion. El Gnico
estudio previo de este tipo fue desarrollado en (Milbrandt & McTaggart-Cowan, 2010), y no es
aplicable a la presente parametrizacion, sino a esquemas parametrizados tradicionales. Los mejore
resultados fueron obtenidos usando la combinacion de momentos M, — M; — M, en un modelo
parametrizado que incluya tres funciones de distribucion para describir el espectro de gotas. Sin
embargo, las diferencias de esta combinacion con un modelo que emplee los momentos My, — M; —
M, Y dos funciones de distribucion fueron lo suficientemente pequefias como para no representar
una diferencia practica en su uso. La excepcion a esta conclusion es para el calculo del radio medio
de las gotas, el cual es calculado de manera muy precisa al usar la combinacion de momentos M, —
M; — M, Y tres funciones de distribucion. La principal importancia de esta parametrizacién de
sedimentacion es que establece un marco dinamico para la metodologia de funciones base de
manera general. Estos resultados pueden encontrarse publicados en (Rodriguez-Gené & Alfonso,
2021b).

De manera general, la metodologia de funciones base representa un hibrido entre los modelos
parametrizados tradicionales y la microfisica explicita. Al calcular la evolucion de los parametros
de las funciones de distribucion involucradas a partir de los cambios en los momentos totales, este
tipo de modelos permite la variacion de la totalidad de los parametros, sin necesidad de fijar
ninguno para cerrar el sistema de ecuaciones, como es el caso de la distribucion gamma en
esquemas de dos momentos. Ademas, al contar con todos los pardmetros actualizados permite un
seguimiento adecuado del espectro de gotas en lugar de momentos especificos representativos de
variables fisicas. También, en el marco de esta metodologia, no hay necesidad de una division
artificial del espectro de gotas, por lo que los términos gotas de nubes y gotas de lluvia pierden
significado, ya que solo hay “gotas”. Con el objetivo de desarrollar un modelo completo de nubes
calientes, se recomienda extender la metodologia de ML aplicada al proceso de colision-
coalescencia (Rodriguez-Geno & Alfonso, 2021a)a los procesos de condensacion y sedimentacion

gravitacional de gotas, siguiendo la metodologia de funciones base, lo cual seré objetivo de futuras
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investigaciones. Un modelo de nubes de este tipo podria ser implementado en modelos numéricos
climaticos y regionales, ya que las condiciones iniciales que emplea son las mismas que deben ser

utilizadas en parametrizaciones microfisicas tradicionales actualmente en uso.
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