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Resumen

En este trabajo se recopilan algunas de las bases de la teoria que describe a los sis-
temas fisicos llamados billares. La principal motivacion del estudio de dichos modelos
es la descripcion del caos clasico y su contraparte cuantica. Se implementa un cédigo
computacional en el lenguaje Julia, que permite graficar las trayectorias de particulas
puntuales, asi como calcular el méximo exponente de Lyapunov en billares circula-
res, elipticos, de Sinai y en estadios de Bunimovich. Ademés, con el fin de visualizar
las regiones caoticas en estos sistemas, se calculan secciones de Poincaré utilizando
las coordenadas de Poincaré-Birkhoff. Finalmente, se presenta una revision sobre el
concepto cuantico de caos y su relacion con los billares cuanticos. Con esta intencion,
se desarrollan algunos aspectos del principio de correspondencia, que nos permite re-
cuperar los calculos clasicos dentro de la descripcion cuéntica. Asi, se introduce el
concepto de cicatriz cuantica, el cual relaciona los autoestados del sistema cuantico
con las orbitas periddicas inestables en billares clasicos. De esta forma, este trabajo
pretende ser una introduccion al concepto de caos a la vez que motiva la extension

de las nociones desarrolladas hacia la investigacion de frontera.
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Abstract

This work collects some foundations of the theory for the description of physical
systems known as billiards. The main motivation for studying such models is the
description of classical chaos and its quantum counterpart. A computer code is im-
plemented from scratch using the Julia language, which allows to plot point particle
trajectories and to compute the maximal Lyapunov exponent for circular, elliptical
and Sinai billiards as well for Bunimovich stadia. Furthermore, Poincaré sections in
Poincaré—Birkhoff coordinates are employed with the purpose of exhibiting chaotic
regions in these systems. Lastly, a review of the concept of quantum chaos and its
relation with quantum billiards is presented as well. The correspondence principle
allows to recover classical computations within the framework of quantum mecha-
nics, providing a connection between quantum eigenstates. The concept of quantum
scar is introduced. Hence, this work aims to serve as an introduction to the concept of
chaos whilst motivating an extension of the notions that were outlined here towards

frontier research.
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Introduccion

El concepto de caos es usado ampliamente desde hace mucho tiempo en la comu-
nidad cientifica e incluso en la vida cotidiana. Es un tema ampliamente estudiado,
habiendo diversas revistas especializadas en publicaciones sobre este tema [1, pp. 19,
20]. En este sentido, es innegable la relevancia de la teoria del caos hoy en dia.

En los anos 60 del siglo pasado, Edward Lorenz prob6 un modelo para la atmos-
fera en el cual encontré una alta sensibilidad a las condiciones iniciales, llevandolo a

concluir la impredecibilidad del clima [2]. Asi, en palabras de Lorenz [3]

«Caos es cuando el presente determina el futuro pero el presente aproxi-

mado no determina aproximadamente el futuro.»

El trabajo de Lorenz fue un parteaguas para el estudio de los sistemas no—lineales.
En los anos posteriores, las investigaciones se enfocaron en identificar aquellos siste-
mas que mostraban ser cadticos a la vez que se desarrollaban métodos para caracteri-
zar el caos. Un aspecto importante de estos estudios recae en encontrar las llamadas
rutas al caos, que son las formas en las que (al variar algin parametro) los sistemas
no lineales pasan de un comportamiento simple o regular a uno caético [4, p. 750].
Generalmente, los sistemas cadticos pueden dividirse en dos grupos: los disipativos
(con presencia de friccion) y los conservativos (la energia es una constante de movi-
miento) [5], p. 15]. En este trabajo nos limitaremos a estudiar la dinamica de sistemas
conservativos.

De entre todos los modelos a estudiar los que nos atanen son los billares en dos
dimensiones, los cuales consisten en particulas que evolucionan bajo la acciéon de

un potencial y que realizan colisiones con una frontera bien definida. Los billares

XI



INTRODUCCION XI1

Figura 1: Representacion en el plano de una particula teniendo una colisiéon con un
obstaculo de un billar.

son sistemas conservativos muy simplificados, que en funciéon de ciertos parametros
pueden exhibir un comportamiento cadtico, en el sentido de sensibilidad exponencial
a las condiciones iniciales. De entre los sistemas Hamiltonianos, los billares son los
més estudiados desde un punto de vista matemético, y ademas se les conocen varias
propiedades analiticas [6, p. 56].

Motivados por la simplicidad de estos modelos se implementaré una herramienta
numérica que nos permita caracterizar a los billares que presentan una dindmica ca6-
tica, aprovechando la extensa literatura existente para dicha finalidad. Se replicaran
diversas técnicas con el objetivo de que al lector hispanohablante le sea instructivo el
presente escrito.

El estudio de la dinamica en billares no es una labor tinicamente tedrica o compu-
tacional. Desde hace anos se han realizado diversos experimentos que buscan respal-
dar las investigaciones en este tema [7] [8]. El hecho de ser simples no convierte a
los billares en modelos de poca utilidad, sino todo lo contrario, pues el estudio de
billares ha tenido aplicaciones précticas en la 6ptica y acustica, ademéas de que han
sido fundamentales para el entendimiento de lo que se suele llamar caos cuantico [9]
[10] [11].

Una de las motivaciones de este trabajo es indagar en la teoria que permita la
descripcion de la mecanica cuantica en billares. Una evidencia muy interesante sobre

la correspondencia entre la mecanica clasica y cuantica se encuentra en las cicatrices
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cuanticas, las cuales fueron descritas por primera vez en billares [12].

En este trabajo se presentan conceptos con los que se desarrolla un c6digo compu-
tacional en el lenguaje Julia, que permite construir billares bidimensionales y estudiar
la evolucion de particulas en ellos, ademés, como una herramienta para cuantificar
el caos se calcula el maximo exponente de Lyapunov. A su vez, se calculan secciones
de Poincaré las cuales nos permiten visualizar el espacio de posiciones y momentos
(espacio fase). Al final de esta tesis se encuentra el codigo escrito en el lenguaje Julia
con el que se hicieron los calculos aqui presentados, con la intenciéon de que le sea
sencillo al interesado replicarlos.

Se espera que este trabajo resulte instructivo para el lector que busca familiarizarse
con algunos de los conceptos bésicos de la teoria del caos, pues con esa intencion los
billares seran el hilo conductor para una descripciéon fundamental del caos tanto en

sistemas clasicos como cuéanticos.



Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Caos

El tema central a tratar en este trabajo es la descripcion de la dindmica de un
sistema particular: los billares. El aspecto que més nos interesa de dicha dindmica
es el caos. En términos modernos, la palabra “caos” denota un estado de desorden e
irregularidad [I3, pp. 20-21], sin embargo, estas son medidas subjetivas; por lo cual
no sirven para dar una definicién correcta de caos.

Con la intencién de dar un tratamiento adecuado al problema es importante des-
cribir y delimitar formalmente este concepto central, asi que, en lo sucesivo nos refe-

riremos al caos determinista simplemente como caos.

1.1.1. Caos determinista

Decimos que un sistema fisico dependiente del tiempo es determinista si es posi-
ble calcular su comportamiento a futuro dada una condicién inicial [I}, p. 20]. Algunos
sistemas no-lineales tienen la propiedad de separar trayectorias cercanas a un ritmo
exponencial en una region acotada del espacio fase [13], pp. 23-24]. Nos referiremos al
surgimiento de estas separaciones como irregularidades. Asi, se asocia un compor-
tamiento regular a un sistema integrable [0, p. 56|

Cuando se presenta un comportamiento irregular en sistemas dinamicos al apli-
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car una evoluciéon temporal determinista, sin ningtn tipo de ruido o estocasticidad
externaﬂ se dice que se tiene caos determinista [14, p. 24|. Este sentido determinista
del movimiento irregular o cadtico es generado por sistemas no-lineales, cuyas leyes
de movimiento pueden determinar la evolucién temporal del sistema conociendo al
menos su estado inicial. Cabe resaltar que la no-linealidad es una condicién necesaria
mas no suficiente para generar movimiento caotico [14, p. 16].

Asi, esta casi imposibilidad de que la informacién sobre el futuro de la dinamica
esté a nuestro alcance puede ser caracterizada por un término unificador, caos. De
esta forma, una de las caracteristicas mas importantes sobre los sistemas cadticos es
que el futuro distante y remoto se vuelve, esencialmente, independiente del estado

presente, de forma que sb6lo puede describirse en promedio en términos probabilisticos

15, p. 49].

1.1.2. Sistemas Hamiltonianos

Los billares no son sistemas Hamiltonianos, para analizarlos hay que separar la
dinamica: la evolucién continua y las discontinuidades que generan las paredes. Antes
de trabajar con las colisiones hay que mencionar las generalidades de una particula
libre, que es el potencial que se considerd para este escrito.

Sea H(p, q,t) un Hamiltoniano donde ¢ = (¢1,....,q9p) vy P = (p1, ..., pp) sean la
coordenada y momento canénico, respectivamente. Se tiene un sistema Hamiltoniano
con D grados de libertad, cuando la dinamica se puede derivar a partir de las ecua-

ciones de Hamilton, dadas por

OH . OH

—— G=—, i=1,2,...D 1.1

pi =

Estas ecuaciones generan trayectorias p(t), q(t) en el espacio fase de dimension
2-D. Nos referiremos a dichas trayectorias como érbitas.

Para un sistema de dos grados de libertad se puede escribir el Hamiltoniano

'Por ruido nos referimos a los agentes externos que afectan los aspectos de la dinamica que se
estudia, de forma similar, cuando dichos agentes externos inducen aleatoriedad nos referimos a la
estocasticidad externa.
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1
H(pe,py, 6 @) = 5~ (0% +12) + V(g ay)
Para los fines de este trabajo, nos interesa la evoluciéon de una particula libre,
lo que significa que se toma V(¢,,q,) = 0. Asi, la dinamica de este sistema queda

determinada por

oV P
p 90, q (1.2)
ov P
= =0, g, == 1.3
Dy dq, » Qy m (1.3)

Sistemas Integrables

Para un nimero D de grados de libertad de un sistema y s el niimero de constantes
de movimiento, si s = D se dice entonces que el sistema es integrable. Se sigue que un
sistema no integrable es aquel con menos constantes de movimiento independientes
que grados de libertad, es decir, s < D. Asi, cuando un sistema Hamiltoniano es
integrable sus ecuaciones de movimiento pueden ser resueltas por cuadraturas. La
nociéon de una cuadratura es la aplicaciéon de operaciones basicas como la adicién, la
multiplicacion, el calculo de funciones inversas y la resolucion de integrales de camino
[16, p. 36], lo cual nos lleva a una soluciéon exacta para las ecuaciones de movimiento.
La presencia de caos determinista se relaciona con la falta de integrabilidad en un

sistema fisico.

1.1.3. Particula libre

Sea Q0 C Q el conjunto de estados (g, p) en los cuales la dinamica de la particula
que evoluciona esta definida para todo tiempo —oo < t < oco. Asi, se obtiene un grupo

de transformaciones para un tiempo continuo t € R

00 (1.4)
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el cual resulta ser el flujo del sistema [15, p. 26]. Luego, se tiene que
' =1 (1.5a)

T = Pl o P” (1.5b)

para todo t,7 € R. Cualquier trayectoria dada por el flujo ®* es una curva continua
en ).

En términos generales, el Hamiltoniano produce un flujo en el espacio fase [14]
p. 25| que corresponde con el de un fluido incompresible, pues la evolucion temporal
de un sistema Hamiltoniano conserva el volumen del espacio fase (como consecuencia
del teorema de Liouville) [16, pp. 31, 39]. Los billares tienen un flujo Hamiltoniano
al que llamaremos flujo del billar .

Con la intenciéon de establecer el problema de la dinamica de un billar, considérese
que la trayectoria en el espacio fase al tiempo ¢ para una particula esta dada por I'(¢).
Ahora bien, consideramos un sistema cuya evolucion es continua y que tiene dimension
2-D, esto resulta en un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas cuya solucion

ofrece la evoluciéon temporal del sistema
f‘(t) = F(I'(¢t)) (1.6)

A partir de integrar este conjunto de ecuaciones acopladas se obtiene una expresion

para la evolucion temporal del sistema

I(t) = ©(T(0)) (1.7)

Con esto tenemos una forma de escribir la evoluciéon continua en el espacio fase

para una particula libre con condicién inicial I'(0).
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1.1.4. Orbitas periodicas

Las 6rbitas describen trayectorias de un mapeo, pueden ser continuas, discretas,
finitas o infinitas [16], p. 10|. Para estudiar las trayectorias periodicas vamos a suponer

un sistema dindmico y continuo en el tiempo, tal que esté gobernado por la ecuacion

q(t) = Alt)q(?) (1.8)

con A(t) una matriz D x D periddica

A(t+T) = A(t)

y donde el periodo es T'. La principal solucion ®(¢,y) de (1.8)) es una matriz cuyas
columnas son soluciones linealmente independientes de la misma, ademas para algin
tiempo ¢y se tiene que ®(ty,tg) = I. La evolucion del sistema a partir de un tiempo

dado ty esta dada por
q(t +to) = ®(t,t0)q(to)

La estabilidad de la solucion para q(t + ty) estda dada por los autovalores de la

llamada matriz de monodromia o matriz de estabilidad, que se define como

M(ty) = ®(to + T to) (1.9)

y describe la evolucion durante un periodo 7' [I7, p. 191-192].

Vemos que esta matriz mapea un conjunto particular de la solucién fundamental
q(t) al tiempo t; en sus valores al tiempo ¢y + 7, esto es justo lo que se conoce
como mapeo de Poincaré (que se describe formalmente en la siguiente seccion). Lo
anterior permite estudiar la estabilidad de la solucion periodica g, (). Dicho estudio se
conduce al considerar los eigenvalores pp de M que suelen llamarse los multiplicadores
de Floquet.

En sistemas caodticos las 6rbitas periddicas son densas en todas partes, es decir, en
cualquier punto donde se lance una trayectoria hay infinitas érbitas periodicas cerca-

nas; son de medida cero pues no hay garantia que cualquier elecciéon de condiciones
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iniciales nos dé una orbita periddica y, ademaés, la mayoria son de periodo muy largo.
En el momento que una orbita se cierra en si misma, la matriz de estabilidad adquie-
re nuevas y utiles propiedades. En general, la matriz de estabilidad para un periodo
dependera del sitio donde comienza la 6rbita; sin embargo, sus valores propios son los

mismos sin importar en qué parte de la érbita se inicia la trayectoria [18].

1.1.5. Secciones de Poincaré

Visualizar la dinamica de un sistema Hamiltoniano es casi siempre dificil. Para
D grados de libertad el espacio fase es de dimensioén 2D debido al par momento p y
posicion q. Asi, analizar la dindmica de un sistema con dos grados de libertad implica
estudiar un hiperespacio fase de cuatro dimensiones. Para lidiar con ello, supongamos
que nuestro sistema de dos dimensiones conserva la energia. Lo cual implica que
una de las componentes del momento lineal p = (p,,p,) queda determinada por
la otra componente y por la energia mecéanica del sistema. De esta forma, para un
Hamiltoniano que coincide con la energia, en el caso de una particula que evoluciona

bajo un potencial V' tenemos que

ity
2m

E + V(e ay)

Asi, reducimos el problema de visualizar cuatro componentes a sbélo tres. Ahora
bien, si fijamos una componente de la posicion, digamos ¢, = 0, la del momento queda

determinada por

py = \/2mE — p2 — 2mV (g,,0) (1.10)

para valores positivos o negativos de p,. Consideramos p, > 0 para asignarle
univocamente puntos del espacio fase con los del mapeo.

Entonces generamos un plano ¢, = 0 al que se le llama seccién de Poincaré Qgp
[16, p. 61]. Esta identifica con un punto cada interseccién de la trayectoria con el
plano generado, como se esquematiza en la figura [I.1} Dicho esto, se puede definir la

seccion de Poincaré como



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 7

Px

-
-

Ax

Figura 1.1: Una trayectoria en el espacio fase que interseca con una superficie de
energia constante. El plano (region sombreada) seria una superficie de Poincaré.

Qsp ={(q,p) €R*|q, =0, H(q,p) = E} (1.11)

Ademas, se define al mapeo de Poincaré P, como la funcién que identifica dos
puntos del espacio fase consecutivos en una seccion de Poincaré. Asi que, por ejem-
plo, se tiene que para una orbita periddica de periodo n y de condiciones inicia-

les (q(0),p(0)) € Qgp, al aplicar n veces un mapeo de Poincaré se cumple que

P"(q(0),p(0)) = (q(0),p(0)).

1.1.6. Exponentes de Lyapunov

El exponente de Lyapunov A\ para un mapeo en una dimensiéon mide el ritmo de
crecimiento exponencial de la divergencia de dos condiciones iniciales infinitesimal-
mente cercanas [19 p. 55]. El crecimiento exponencial de una perturbacion puede ser
indicador de una dindmica caética [16], p. 87| [20, p. 6].

Los exponentes de Lyapunov son autovalores de una matriz y poseen multiplicidad

m, de forma que en sistemas erg(’)dicosﬂ se satisface que

2En el apéndice |A| se presenta el concepto de ergodicidad. Clasicamente en un sistema ergodico
las trayectorias exploran de forma uniforme la totalidad del espacio fase disponible [21].
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AW > A2 > > Am) (1.12)

y todos tienen valores constantes en casi todas partes, lo que implica que no hay
dependencia de las condiciones iniciales. A este conjunto de exponentes se le conoce
como el Espectro de Lyapunov y, por convencion, A(M) es llamado el maximo exponente
de Lyapunov (MEL). Ahora bien, A®) > 0 es un indicador de crecimiento exponencial
v A® < 0 es lo contrario, de forma que A*) = 0 indica que no hay ni expansion ni
contracciéon a ritmo exponencial en la separacion entre trayectorias. Se dice enton-
ces que un exponente de Lyapunov positivo corresponde a perturbaciones inestables
mientras que el caso negativo a perturbaciones estables [15, pp. 41,42| [22] p. 480].

En un caso de dos dimensiones, para casi todo punto del espacio el Espectro de
Lyapunov es simétrico alrededor del cero; esto quiere decir que hay un exponente (de
multiplicidad doble) que es idénticamente cero y otros dos de igual valor absoluto
pero de signos opuestos [15, p. 45]. De esta forma, para el caso en dos dimensiones,
basta con conocer el MEL para poder escribir todo el espectro.

Los exponentes de Lyapunov son indicadores de caos determinista y dado que la
dindmica de los billares es también determinista [I5], p. 48], resulta necesario desarro-
llar este concepto. Por ello, en las siguientes secciones se describird una metodologia
numérica, asi como una definiciéon apropiada para el calculo del MEL en el sistema
que es de nuestro interés.

Motivados por el concepto de exponente de Lyapunov, en lo sucesivo, nos referi-
remos al caos como la alta sensibilidad a las condiciones iniciales que generan una

inestabilidad exponencial.

1.2. Dinadmica de billares

Un billar es un sistema fisico que consiste en un conjunto de fronteras {9V;},, bien
definidas con las que una particula que evoluciona en el espacio, bajo la accién de un
potencial, puede colisionar [I5, p. 19]. En general, se considera que dichas colisiones

son especulares, es decir, que siguen la ley de reflexion para haces de luz donde el
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angulo de incidencia es igual al reflejado. Ademaés, se considera que tanto la masa
como la velocidad de la particula son de magnitud unitaria |23 pp. 1-2]. De esta
forma el momento lineal de las particulas dentro de los billares tienen norma uno. En
lo sucesivo, restringiremos este estudio a billares de dos dimensiones, es decir, una
particula sometida a un potencial bidimensional y las fronteras son curvas en el plano.

Las trayectorias en un billar dibujan rectas entre cada obstaculo; de aqui surge un
concepto tutil para la dindmica de estos sistemas. Se le llama caustica a una curva
dentro de un billar bidimensional de forma que si un segmento de la trayectoria de una
particula en el billar es tangente a esta curva, entonces también lo es cada segmento
reflejado [23], p. 73]. Estas curvas envolventes permiten recuperar informacion de las

fronteras del billar.

1.2.1. Billares circulares

La disposiciéon de las fronteras determina el tipo de billar; por ello hay varios
billares en dos dimensiones que pueden ser estudiados. En este trabajo abordaremos
cuatro de los billares mas usuales. Primero comenzamos por el billar circular, cuya
tnica frontera es una circunferencia, de esta forma, queda parametrizada totalmente
por el radio r. Un aspecto importante sobre los billares circulares son sus orbitas
periodicas, para el circulo se puede hacer un elemental analisis geométrico como el
de la figura[l.2] donde la longitud de cada rebote equivale a 2r sen (6/2). Para que la
trayectoria se cierre en si misma, es decir, que complete un periodo, se requiere pedir

la condicién

NO = 27T, (1.13)

donde N es un nimero entero asociado al nimero de rebotes que la particula hace
antes de completar un periodo y 7' es el niimero de revoluciones que ésta da antes
de regresar al mismo punto en el espacio fase [24]. Si L denota la longitud de camino

total de la 6rbita periddica, entonces se debe cumplir que



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 10

Figura 1.2: Una trayectoria para una particula que evoluciona dentro de un billar
circular de radio r.

L(N,T T

% = 2N sen (W) (1.14)
Asi, la ecuacion es la longitud total de una familia de 6rbitas periddicas en

el billar circular, de forma que estos conjuntos de trayectorias se pueden etiquetar por

la pareja de parametros (N, T') [24]. Conociendo el niumero de rebotes y cuantos ciclos

le toma a la orbita cerrarse en si misma, es suficiente para describir dicha familia de

orbitas T-periddicas debido a la alta simetria de la circunferencia. En particular, se

dice que esta es una simetria racional, en el sentido que si 6 no es un multiplo racional

de 7, entonces nuestra érbita no es cerrada [23, p. 21].

1.2.2. Billares elipticos

Por otra parte, estan los billares elipticos, los cuales consisten en una frontera
delimitada por una elipse que queda parametrizada totalmente por las magnitudes del
eje mayor a y el eje menor b. En este caso no hay una forma analitica de parametrizar la
longitud media de camino; por ello resulta importante la extension de esta magnitud
por medio de la teoria de la medida, concepto que se presenta en el apéndice [A]
Los billares elipticos son sistemas integrables [23, p. 53|, asi que sus trayectorias se
consideran regulares.

Se sabe que el camino que un particula sigue dentro de un billar eliptico siempre

genera una curva caustica. Dicha curva es una seccién conica confocal de la elipse



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 11

20

I (b) Frontera y parametros del estadio de Bu-

nimovich.
(a) Fronteras de un billar de Sinai.

Figura 1.3: Parametros del billar de Sinai y del estadio de Bunimovich.

original [25], o circunferencia para el caso de excentricidad cero.

1.2.3. Billar de Sinai

Un comportamiento hiperbolico se refiere a la existencia de direcciones hacia las
cuales un mapeo se expande y se contrae, es decir, direcciones estables e inestables [23]
p. 137]. Yakov G. Sinai descubri6 los primeros ejemplos de billares con una dinamica
hiperbodlica [20] a los que llamo billares dispersivos. Un aspecto importante es que se
sabe que bajo ciertas condiciones esta clase de billares son ergodicos, es decir, que
los tnicos subconjuntos del espacio fase que son invariantes ante el mapeo de billar
tienen medida cero o uno [23] p. 137].

En su version finita y més simple, el billar de Sinai consiste en una frontera
cuadrada con un circulo en el centro [I6, p. 87]. En ese sentido, es posible construir
este sistema usando tres pardmetros: la longitud de lado cuadrado L, el centro c y el
radio 7 del disco, tal y como se esquematiza en la figura [1.34]

Se sabe que los billares de Sinai son ca6ticos. Dicho comportamiento se debe a la
curvatura negativa del obstéculo [6, p. 58] o dispersor, que en este caso es el disco
central. Es sencillo visualizar esto al tomar en cuenta que cada que ocurre una colisién

de trayectorias paralelas, éstas se separan cada vez mas |27, p. 12].
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1.2.4. Estadio de Bunimovich

El estadio de Bunimovich es probablemente el billar més popular en la literatura
de fisica y matemaéticas [23, p. 139]. Es un billar cuyas fronteras se componen de
dos semicirculos idénticos y dos segmentos de recta paralelos [28]. A diferencia del
billar de Sinai, se construye un billar de Bunimovich usando sé6lo dos parametros: la
longitud del segmento de recta 2¢ y el radio de cada semicirculo r, tal y como se
muestra en la figura [1.3b|

El estadio de Bunimovich es caotico al igual que el billar de Sinai, pero el me-
canismo que induce este comportamiento es un tanto méas sutil en este caso [6l p.
58]. Al igual que el billar de Sinai, se sabe que el estadio de Bunimovich es ergodico
[29], propiedad que toma relevancia cuando se busca cuantificar el caos mediante el

exponente de Lyapunov.

1.3. Calculo numérico del maximo exponente de Lya-
punov en billares

La dinamica de un billar implica que una particula que evoluciona libremente
puede colisionar con la frontera o algin obstéaculo, lo cual genera una transformacion
discontinua en la trayectoria del espacio fase. Por ello hay que usar un marco de tra-
bajo para esta dinamica. Hace varias décadas que se desarroll6 un algoritmo numérico
para el céalculo del espectro de Lyapunov en sistemas Hamiltonianos no integrables
[30], dicho método es conocido como el algoritmo de Benettin. Tomando esto como
base Dellago, Posch y Hoover [31], [32], extendieron esta metodologia a la descripcion
de sistemas hamiltonianos con particulas que colisionan. Este marco de trabajo es
adecuado para la formulacion de los billares [9]. Es importante plantear el problema
de la dinamica de un billar y para ello se describira la evolucion de una particula libre

para después extenderla al caso de una particula en un billar.
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1.3.1. Evoluciéon discontinua

Trabajaremos con el caso més simple para la evoluciéon de una particula, aquel
donde ésta evoluciona en el espacio de forma libre y sin el efecto de fuerzas externas,
es decir, con un potencial constante. Si denotamos por q = (¢, q,) a los puntos del

plano, el momento lineal para una particula libre esta dado por
p =mq =muv

Entonces, el estado de una particula en movimiento a cualquier tiempo esta dado
por su posiciéon q y por el vector unitario de momento lineal p. Asi, el espacio fase

del sistema resulta

Q=1{(q,p)},

A su vez, se etiquetara como I' = (g, p)' a los puntos del espacio fase, donde f
denota la operacion de transponer matrices. Llamaremos I''(7;) a un punto del espacio
fase inmediatamente después de ocurrida la i-ésima colision durante la evolucién, a un
tiempo discreto 7;. Lo anterior se ilustra en la figura[I.4] Entonces, es claro ver que la
evolucion de una particula en un billar consiste en una sucesiva aplicacion de transfor-
maciones continuas y discontinuas en el tiempo para la trayectoria en el espacio fase.
Por ello, es necesario describir la transformacion que genera dichas discontinuidades.
Entonces, consideremos el conjunto de 2-D ecuaciones diferenciales ordinarias

con condicién inicial T'(0). Ademaés, se toma en cuenta la transformacion

I’ = M(D(r;)) (1.15)

la cual es aplicada a tiempos discretos {11, 72, 73, ...} [32, p. 1487]. Con esto se tiene
que en los lapsos 7,11 — 7; la trayectoria en el espacio fase queda determinada por
, lo cual implica la aplicacion del flujo continuo ®¢. Asi, al tomar en cuenta las
discontinuidades a los tiempos {7;} y la evolucién completa en el espacio fase se puede

escribir como
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Figura 1.4: Representacion en el espacio fase de una discontinuidad generada por una
colisién con un obstaculo del billar.

Ft)=Mod ™ oMod™ ™-1o...0Mo®™T(0) (1.16)

con N+1 el niimero total de colisiones en toda la evolucion y o denotando composicion

funcional.

1.3.2. Vector tangente

Para el calculo del exponente de Lyapunov es relevante analizar la evolucion de la
separacion entre dos condiciones iniciales. Para ello se tomaran dos trayectorias en el
espacio fase infinitesimalmente separadas. Consideremos una como la trayectoria de
referencia I'(t) y a otra trayectoria perturbada I';(¢) a la que llamaremos trayectoria

satélite. Ambas trayectorias estan relacionadas por un pardmetro s que satisface

lfm T, (t) = T(t)

s—0

El vector tangente asociado queda determinado por
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ST(1) = lim L) =T

s—0 S

(1.17)

Por tanto, se hara referencia al vector 0I'(f) como un vector infinitesimal que
separa orbitas vecinas y que describe la evolucion temporal de una perturbaciéon
infinitesimal [32, p. 1486]. La evolucion del vector tangente permitird analizar la
separacion de dos trayectorias, sin necesidad de evolucionar dos condiciones iniciales

como tal.

1.3.3. El maximo exponente de Lyapunov en billares

Para calcular el maximo exponente de Lyapunov se evolucionara el vector que

cuantifica la separacién entre trayectorias. Con esto en mente, se puede linealizar

(1.6) para obtener

. OF
6T = D(F) - 0T = - - 6T (1.18)

donde D(F) es la matriz jacobiana del sistema. En analogia con (1.6), se puede
obtener la ecuacion de movimiento de 0I'(¢) si se integra ([1.18). De esta forma se

tendria que

6T(t) = L' - 6T(0) (1.19)

Aqui, la transformacion L es el propagador de dT'(0) durante un tiempo ¢, el cual
se aplica de forma continua. La aplicacion del propagador en un intervalo 75 — 7 se

puede escribir formalmente como [32, p. 1487|

LT — ef:lz DIr(n]ar (1'20)

Ahora denotemos por S a la transformacion discontinua del vector tangente co-

rrespondiente a M, es decir,

fT' =S - 6T (1.21)
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Asi, mediante ([1.19)) y (1.21)) se puede obtener la evolucion completa para el vector

tangente

T(t)=SoL"™oSoL™ ™1o...080L™"odl(0) (1.22)

El hecho de que ([1.22)) represente la evolucion de la separacion entre dos condi-
ciones iniciales infinitesimalmente cercanas, motiva a definir al méximo exponente de

Lyapunov como [32] p. 1486|

16T
A(L(0), 0T(0)) = Jtm, 2Iny oy

(1.23)
Para toda 0I'(0) dentro de una componente ergodica del espacio fase el valor de
A no depende de las condiciones iniciales [9, p. 3]. Como ya se menciond, el billar de

Sinai y el de Bunimovich son ergddicos, por lo cual podemos explotar la independencia

de la condicion inicial al calcular el MEL.

1.4. Calculo numérico del maximo exponente de Lya-
punov promedio

Consideramos una particula con condiciéon inicial I'(0) = I'y que evoluciona du-
rante un tiempo ¢y, durante el cual ocurren N colisiones. Asi, entre cada colisién hay
un tiempo de evolucion 7,1 — 7; para la particula libre, entonces el tiempo total de
evolucion Ty consta de intervalos discretos de la forma {71, 79, ..., Ty }, de manera que

puede escribirse como

N
Ty =Y Ar (1.24)

De acuerdo a la manera en que hemos definido al maximo exponente de Lyapunov

en (|1.23)), expresemos esta magnitud como

1
ATy, 6T) = ]\}er(l)o T—Nln

0Ty

ol

(1.25)
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Tomamos |[0T'g| = 1, haciendo la renormalizacion pertinente para el vector tan-
gente después de cada colision, tal y como se detalla en la secciéon [1.4.1] Con esto
expresamos el méaximo exponente de Lyapunov asociado a la transformacion de la

i-ésima colision ocurrida en el lapso A, = 7; — 7,1 como

Ai = |0 (73)] (1.26)

ATZ'

dondei =1,2,3,..., N con N un numero grande que representa el nimero de colisiones
en la evolucion. De esta manera, el maximo exponente de Lyapunov promediado en

el tiempo resulta ser

1 3 In joT ()| ’iﬁ”” (1.27)

>~
I

=

Al tomar A7 = A7, y con esto podemos aproximar el MEL como

A Zln|51" )| = Zln|51" 7i)| (1.28)

En el apéndice [E| se muestra numéricamente que la ecuacion ((1.27) no es una
expresion adecuada para el calculo del maximo exponente de Lyapunov. Por esta

razon, en lo sucesivo, cada vez que refiramos al MEL promedio se usara la expresion

([T.29).

1.4.1. Renormalizacién del vector tangente

El paso final en la metodologia del calculo del MEL es aprovechar la libertad que
tenemos en la dindmica debido a que ahora ésta es lineal y s6lo nos interesa la tasa de
crecimiento. Ademas, dado que el espacio fase de los billares que estamos revisando no
es mixtoﬂ aprovechamos el hecho de que el exponente de Lyapunov es independiente
de la separacion inicial |0I'(0)|. Para evitar desbordamiento numérico a la hora de

aplicar (|1.22)) se renormalizara la condicién inicial cada que ocurra una colisién, tal
)

3Un espacio fase mixto es aquel donde las regiones de dindmica cadtica y regular coexisten [9, p.
2].



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 18

)
[?',71

Figura 1.5: Evolucién de la perturbacion en el espacio fase. Después de cada paso 7
se renormaliza 0", para que tome el valor de la nueva condicion inicial 6T'(0). Figura
adaptada de [16], p. 91].

y como se ilustra en la figura[I.5]

1.4.2. Colisiones

La propagacion en el tiempo para una particula en el espacio tangente, es decir,
para el vector de desviacion, dado un potencial de particula libre esta dado por ((C.5)),

lo que puede escribirse en términos de las condiciones iniciales dg(0) y dp(0) como

Irxo t - Ioxo

ST (t) = 5T (0) (1.29)
O2x2 Ioxo

A tiempos discretos, la ecuacion ((1.29)) es interrumpida por colisiones con las
fronteras ocasionando que el vector de la perturbacion cambie de forma discontinua.
Etiquetemos con una tilde a los estados asociados a la particula un instante después
de sufrir una colisién. Entonces, la ecuacion ((C.11]) representa el estado del vector de
desplazamiento cuando ocurre una colision con una superficie plana, lo cual esta dado

por
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Figura 1.6: Descripcion geométrica de la colision de una particula puntual con una
superficie curva. Adaptado de la figura 1 en [31].

e dq — 2(0g -n)n
dp —2(ép-n)n

lo que significa que tanto las componentes del momento como las de la posicién se
reflejan en la superficie, donde n es el vector normal de la frontera en el punto donde
ocurre la colision. Esta ecuacion se deriva en el apéndice

Para el caso de una colisién con una superficie curva se tiene la ecuacion ((C.16]),
que viene dada por
ST — dq — 2(0q -n)n

dp—200p-n)n—2[(p-m)n+ (p-n)in]

cuya construcciéon es un tanto mas compleja, donde dn es la separacion entre los
vectores normales del punto de colision de la particula de referencia y la satélite.

Para este caso, se introduce la curvatura v, como la razén de cambio entre la
orientacion del vector tangente y el crecimiento de la separaciéon desde el punto de
la colision. Dicha curvatura, por ejemplo, toma valores 7, = +1/r dependiendo si la
colision toma lugar dentro o fuera de un circulo de radio r. Ademaés, se introducen
los vectores unitarios e y €', los cuales son ortogonales a p y p’ respectivamente, lo
cual se observa en la figura [I.6]

De la figura se tiene que el angulo de incidencia y el angulo reflejado se ven

alterados por dm, por lo que se espera que la transformacion para el momento lineal



CAPITULO 1. ANTECEDENTES 20

Figura 1.7: Descripcion geométrica de la evolucion de las componentes del vector de
la perturbacion 0T = (6q, dp)'. Adaptado de la figura 2 en [31].

cambie siguiendo la relaciéon

op — 0p’ — 2om |p|e’ (1.30)

Ademas, 0s representa el desplazamiento sobre la superficie, que se calcula como

_oq-e
08 = cos(¢)

Considerando que dn = 7,0s, se puede escribir el vector de desplazamiento a

(1.31)

partir de la colisiéon con una superficie curva (C.16)) como

0q —2(6qg-n)n
5T — q-200g-n) (1.32)
0p — 2(0p - n)n — 2y, 5L |ple’

donde ¢ es el angulo de incidencia. Usando la ecuacion ((1.32)) para las colisiones y
(C.5) para la propagacion en el espacio del vector tangente, es posible calcular la

evolucion de esta cantidad en un billar.
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1.4.3. Dos vias para el calculo del maximo exponente de Lya-

punov

Ademés de lo ya presentado, es posible calcular el espectro de Lyapunov resol-
viendo un problema de eigenvalores, para esto consideremos el caso de un mapeo M
donde T’y es la condicién inicial y T'; la i-ésima orbita correspondiente. Si tomamos

un desplazamiento infinitesimal desde I'y en la direccién de un vector tangente 0T,

la evolucion de dicho vector de desviacion esta dada por

6Ty = S [M'(Ty)] - 6Ty (1.33)

donde S [M Z(I‘Z)] es la matriz jacobiana del sistema. Para una evolucion de IV 6rbitas

tenemos que el vector tangente esta dado por

6Ty =8 [M"Y(Ty)] - 6T, (1.34)

Denotamos a la direccion del crecimiento de la perturbacion de la condicion inicial

como

) 6T
6T, =
07 |ory|

De acuerdo a la definicion (|1.23]) para el méximo exponente de Lyapunov, podemos

desarrollar en términos de la matriz jacobiana del sistema

T
A(ro,aro)—tilgloo—]vl ||55I'j;v|| (1.35)
— lfm —1n)5 (MY (1)) - 5r0) (1.36)

ty—oo t N

Llamemos a la ecuacion (1.35)) la via razon de cambio. Asi, conociendo el vector de
desviacion a cada intervalo de tiempo podemos calcular el exponente de Lyapunov.

Consideremos una N muy grande que nos permita aproximar que
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A(Fo, (S]A._‘()) ~ /_\tN (F07 5f‘0)

= tiln D [MY(Ty)] - 61|
N
— ‘D MY (T)] - 51| (1.37)
2

donde el tltimo término denota la norma de matrices que se calcula como

|M| = (maximo autovalor de MM )'/? (1.38)

Sea

A(Tg) = 60y - {D [M™(Ty)|} D [M™(Ty)] - 6T = 6T} 0T, (1.39)

por el teorema espectral, tenemos que A(T'y) es una matriz hermitiana con auto-
valores reales y no negativos, cuyos autovectores pueden tomarse reales. Ahora bien,
denotamos por A;;, al méximo autovalor de A(T'y), asi que, de ([1.37) podemos ex-

presar al maximo exponente como

- 1
/\tN (Fo) = Eln (Alth) (140)

La ecuacién ([1.40) seria la via de autovalores para calcular el exponente de Lya-

punov.

1.5. Calculos numéricos

La implementaciéon numérica de la dinamica de una particula en un billar se haréa
utilizando el lenguaje Julia. Una de las motivaciones de elegir este lenguaje es que en
los tdltimos anos éste ha sido utilizado en miltiples centros de investigacion debido

a sus diversas bondades [33]. Actualmente, existe una libreria llamada DynamicalBi-
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lliards desarrollada en este lenguaje [34]. Este trabajo no se enfocaréa en presentar una
alternativa a dicha biblioteca, mas bien se buscara construir desde cero un algoritmo
que permita evolucionar y representar graficamente particulas en billares, asi como
estudiar otras propiedades en el marco de la descripcion del caos en billares. Como
guia para el desarrollo de trayectorias en un billar sirvié como base el trabajo de

Datseris [35], desarrollos posteriores a eso pueden encontrarse en el apéndice .



Capitulo 2

Resultados

2.1. Evolucién de particulas dentro de un billar

Una vez desarrollada la teoria que describe la dinamica de un billar, se busca
implementar una herramienta numérica que permita evolucionar las trayectorias de
las particulas en diferentes billares. Esto se realizdé numéricamente en el lenguaje Julia
y el codigo se encuentra en el apéndice [Gl En la primera parte de este capitulo se
muestran algunas trayectorias para los billares antes mencionados, dadas distintas

condiciones iniciales.

(a) En azul (3,1), en naranja (5,1) y en verde (b) En azul (8,1), en naranja (9,2) y en verde
(7,2). (11,1).

Figura 2.1: Familias de orbitas periodicas (N, T') para el billar circular.

24
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(a) Dos trayectorias independientes entre si. (b) Dos trayectorias cercanas e independien-
tes entre si.

Figura 2.2: Trayectorias regulares del billar circular.

2.1.1. Billar circular

Se grafican algunas trayectorias que generan familias de o6rbitas periodicas (N, T)
de acuerdo a la discusion de la seccion [1.2] recordando que N es el namero de coli-
siones en cada ciclo y T' el nimero de revoluciones que se completan antes de cerrar
una orbita. La simetria rotacional y la generacion de érbitas poligonales sugieren un
comportamiento bastante regular en los billares circulares y es justo este aspecto de la
dinamica lo que se busca estudiar. Para ello se considera el caso de una circunferencia
dentro de la cual se evolucionan dos diferentes condiciones iniciales, tal y como se
muestra en la figura [2.2a] Las condiciones iniciales se encuentran en el punto maés
bajo del billar, indicadas por una flecha. De forma caracteristica, ambas evoluciones
se destacan por generar ciusticas que se observan como circulos concéntricos en el
limite de N tendiendo infinito.

En el caso de la ﬁgura se tiene un particula que describe una trayectoria (color
naranja) en un billar circular para un &ngulo inicial de 7/5, después se evoluciona
otra particula pero para la condicion inicial 7/5 — 0.01, sin embargo, esta trayectoria
(color azul) resulta ser una orbita de periodo muy largo pues toma muchas colisiones

en cerrarse, tal y como se discutié en la seccion
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Figura 2.3: a) Elipse con parametros a = 0.5 y b = 0.45, b) elipse con parametros
a=05yb=0.3.

Figura 2.4: Par de trayectorias independientes entre si en un billar de elipse con
diferencia de dngulo inicial de 0.005 radianes.

2.1.2. Billar eliptico

Si partimos del caso de una frontera circular y modificamos ligeramente la ex-
centricidad de la curva, la evoluciéon de las condiciones iniciales puede cambiar, tal y
como se observa en la figura|2.3| Para el billar de elipse las familias de 6rbitas pueden
no sélo generar la caustica de una elipse concéntrica, sino que se puede tener una
curva envolvente en forma de hipérbola.

De evolucionar pares de particulas en el billar se observa un comportamiento
regular para esta frontera. En la figura [2.4] se muestra el caso de dos condiciones
inicialmente cercanas, para un caso se genera una oOrbita que cierra luego de cuatro
colisiones, para la otra se genera una trayectoria regular pero que no cierra en la

primeras colisiones.
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(a) Dos trayectorias independientes en un bi- (b) Par de trayectorias independientes entre
llar de Sinai. si dentro de un billar de Sinai, con diferencia
de angulo inicial de 0.01 radianes.

Figura 2.5: Trayectorias en un billar de Sinai.
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(a) Dos trayectorias en un billar de Sinai con- (b) Las mismas dos trayectorias en un billar
siderando 40 colisiones. de Sinai considerando 150 colisiones.

Figura 2.6: Otras trayectorias en un billar de Sinai.

2.1.3. Billar de Sinai

Se considera una frontera cuadrada de longitud unitaria con un disco centrado, de
forma que el inico parametro que vamos a considerar es el radio de la circunferencia.
En general, se observa una distribucién en todo el espacio al evolucionar cualquier
condicion inicial, como se muestra en la figura[2.5a] El disco en este billar acttia como
un dispersor de las trayectorias, asi que cualquier trayectoria que no interactué con
este disco se espera que sea regular, debido a la simetria de la frontera cuadrada, sin
embargo, en ciertos casos estas familias de dérbitas periédicas pueden ser inestables

ante pequenas perturbaciones, como se observa en la figura [2.5b
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(a) Una trayectoria que pareciera ser periodi- (b) Las mismas dos trayectorias en un estadio
ca acompainiada de otra con condicién inicial de Bunimovich considerando 150 colisiones.
ligeramente distinta, para un estadio de Bu-

nimovich considerando 40 colisiones.

Figura 2.7: Trayectorias en el estadio de Bunimovich.

En el billar de Sinai se pueden encontrar érbitas periddicas donde la particula
evoluciona cuando se consideran pocas colisiones. Sin embargo, la dindmica irregular
e inestable de este billar se observa al considerar una evolucion temporal mas grande
puesto que al final las particulas terminan colisionando de manera uniforme con todas
las paredes, ya sea por las propiedades dispersoras del disco central, o bien, por el
ruido numeérico inherente a un modelo computacional como este. El comportamiento
a tiempos largos se puede ejemplificar en la figura[2.6] pues para un pequefio nimero
de colisiones pareciera haber regiones regulares que resultan no serlo cuando N se

aumenta.

2.1.4. Billar de Bunimovich

El estadio de Bunimovich consta de fronteras tanto curvas como rectas, lo cual
genera una situaciéon de dispersion anéloga al billar de Sinai. Evolucionar particulas en
este billar genera oOrbitas irregulares que visitan uniformemente el espacio accesible.
Salvo por las colisiones completamente perpendiculares a los segmentos rectos del
billar, no hay orbitas que se mantengan peridédicamente estables, debido al ruido
numérico. Se tiene que las trayectorias son muy inestables alrededor de este tipo de
orbitas, como se observa en la figura 2.7

Una vez que discutimos la regularidad de las trayectorias en el espacio de configu-
raciones para diferentes billares, resulta intuitivo preguntarse como esta relacionada

esta dindamica con el concepto de caos; para ello se calcula el maximo exponente de
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Lyapunov en los billares de trayectorias irregulares. Antes de eso, se analizara y calcu-
laran las secciones de Poincaré generadas por el mapeo de billar que se ha presentado
con anterioridad. Esto con la intencion de visualizar la regularidad de las trayectorias

en el espacio fase.

2.2. Espacio de Colisiones

2.2.1. Coordenadas de Poincaré—Birkhoff

Las coordenadas de frontera, también llamadas coordenadas de Poincaré—
Birkhoff [14, p.60] [36] |27, p. 9], son aquellas que reducen la naturaleza continua de
un billar a un mapeo, considerando los puntos donde ocurren las colisiones y cierta
componente de la velocidad. Estas coordenadas son dos: £ y sen (¢,) [37, p. 1]. El
primer parametro es la longitud de arco del obstaculo en cuestion, mientras que el
otro nos da la velocidad tangencial en el punto de colisién, pero dado que estamos
en el caso de rapidez unitaria basta calcular sen (¢,), donde ¢, es el angulo entre el
vector de velocidad y el vector normal al obstéculo, medido a partir del vector normal.

A continuacion se presentan las secciones de Poincaré que se calcularon para los
cuatro tipos de billares que se han mencionado en este escrito. En todos los casos se

observa una concordancia con la literatura [27, pp. 10 - 12] [38], p. 812| [14], pp. 63-64].

2.2.2. Billar circular

Para el espacio de colisiones en las coordenadas de Poincaré-Birkhoff se muestra
la evolucion independiente de 1500 particulas con condiciones iniciales aleatorias con-
siderando 200 colisiones en cada caso, donde cada punto representa una colisiéon y las
200 colisiones de una condicién inicial tienen el mismo color; tal y como se ve en la
figura 2.8 Las condiciones aleatorias se generan indicando un punto en la frontera y
un angulo cuya magnitud se escala de forma aleatoria. Después de que se evolucionan
las 200 colisiones, el punto final sobre la frontera sera el punto de inicio de la siguiente

particula a la cual, nuevamente se le da una orientacion aleatoria. De esta forma se
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Figura 2.8: Espacio de colisiones para el billar circular.

induce aleatoriedad en cada evolucion. Este proceso se repite en todos los billares
subsecuentes.

Aqui, £ es el parametro de longitud de arco y ¢, el angulo entre el vector de
velocidad y la normal al obstéculo. Este espacio de colisiones muestra una familia de
rectas horizontales que indican que la velocidad tangencial no cambia a lo largo de las
colisiones con los bordes, debido a que el angulo de incidencia permanece constante
a lo largo de cada evolucion, siendo la tinica variable para cada caso la posiciéon en
la frontera donde ocurre la colisién. El hecho de que algunas rectas se vean maéas
punteadas que otras hace referencia a la simetria racional de la circunferencia. Dado
el par que identifica cada familia (N,T") es posible recuperar una idea sobre N en

cada familia de orbitas periddicas.

2.2.3. Billar eliptico

Para el caso del billar de elipse se compara el espacio de colisiones para dos billares
diferentes generados por distintos valores del eje mayor a y el eje menor b, pues a
diferencia del caso circular, el angulo de incidencia si es funcién de la curvatura en
el punto de la colisién. Para ambos billares se consider6 la evoluciéon independiente
de 2000 particulas con condiciones iniciales aleatorias considerando 250 colisiones en
cada caso, tal y como se ve en la figura[2.9] Se observa que conforme la elipse aumenta

su excentricidad respecto a la de la circunferencia, la familia de curvas en el espacio de



CAPITULO 2. RESULTADOS 31

0.25 1 0.25 A

0.00 1 0.00 -

sen(g)
sen(g)

—0.25 A —0.25 1

—0.50 A —0.50 4

—0.75 A —=0.75 1

—1.00 A —1.00 1

T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.5 10 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 10 15 2.0 2.5

(a) (b)

Figura 2.9: Espacio de colisiones del billar eliptico para dos distintos valores del eje
mayor a y menor b, donde cada punto representa una colisiéon. Los parametros en la
figura a) son a = 0.4 y b = 0.3; mientras que para la figura b) los parametros son
a=04yb=0.2

colisiones se deforma, dando lugar a dos tipos de orbitas: aquellas que se distribuyen
de manera no uniforme en casi todo punto de la frontera y las que sélo colisionan con
ciertas regiones de la frontera, lo que genera regiones acotadas para la evoluciéon de

la particula.

2.2.4. Billar de Sinai y estadio de Bunimovich

Para construir el parametro £ en los siguientes billares se hizo una divisiéon para
cada segmento de las fronteras. Con el billar de Sinai se separaron cuatro secciones que
corresponden a cada lado del cuadrado, mientras que la taltima seccion esté asociada al
perimetro del disco, como se observa en la figura Para el estadio de Bunimovich
se sigue una logica similar, se tiene una secciéon que representa el perimetro de la
circunferencia completa y dos secciones asociadas a cada segmento recto del billar,
como se observa en la figura 2.10b] En ambos casos, el parametro de longitud de arco
es simplemente la unién de los perimetros de las fronteras.

Tanto para el billar circular como para el eliptico se observan curvas suaves en
la seccion de Poincaré. Es un aspecto destacable sobre dos billares que sabemos que

no tienen una dinamica caética. El hecho de que el billar de Sinai y el estadio de
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Figura 2.10: Espacio de colisiones para el billar de Sinai con los parametros L = 1y
b= 0.2 y el estadio de Bunimovich con los parametros 2¢ = 2 y r = 1.5. Cada punto
representa una colision.

Bunimovich tengan una imagen del espacio de colisiones sin este tipo de curvas,
sugiere ser un indicador de billares caoticos.

En el espacio de colisiones para el billar de Sinai se muestra la ausencia de familia
de curvas como se ve en la figura Asi, vemos que hay un comportamiento
irregular para este billar. Por otro lado, el espacio de colisiones para el estadio de
Bunimovich resulta ser muy similar al caso del billar de Sinai, siendo que no aparecen
familias de curvas en dicho mapeo, tal y como se muestra en la figura No
tenemos orbitas perioddicas y, por tanto, lo asociamos a un comportamiento irregular.
En ambos casos se observan dos regiones localizadas como lineas rectas que se deben a
condiciones iniciales que mantienen a la particula rebotando hasta que colisionan con
alguna frontera que hace que se comience a dispersar, cubriendo de forma aleatoria
la frontera del billar.

Esta manera de llenar el espacio de colisiones hace resaltar que visualizar la
seccion de Poincaré de un billar sirve para determinar si la dindmica es cadtica. Resta
discutir si con so6lo analizar la seccion de Poincaré en un billar es suficiente para

etiquetar a la dinamica como caobtica.
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Figura 2.11: Maximo exponente de Lyapunov promedio en funciéon de la longitud del
segmento recto de un estadio de Bunimovich, para unos segmentos de circunferencia
de radio fijo r = 1.0. En a) se encuentra el resultado obtenido por Hansen y Cvitanovic
[39], mientras que en b) se hace un calculo idéntico utilizando la herramienta numérica
desarrollada para este trabajo. El parametro a es idéntico al parametro £.

2.3. Maximo exponente de Lyapunov

2.3.1. Verificacion de resultados numéricos

Con el codigo que se presenta en este trabajo es posible calcular el maximo expo-
nente de Lyapunov. Para corroborar que se obtienen resultados concordantes con los
ya existentes se calculd el MEL promedio para el estadio de Bunimovich, para esto
se utilizaron los mismos pardmetros que en el trabajo de Hansen y Cvitanovic [39].
Se fijo el radio de los segmentos de circunferencia y se varié la longitud del segmento
recto del estadio 2¢. Con esto se calcularon 1,000 trayectorias diferentes al azar para
2,000 colisiones en cada caso.

En la figura2.1Ta]se muestra una curva cuyo valor méaximo es alcanzado en ¢ = 0.5
[39, p. 4]. El célculo que se realiz6 en este trabajo replica dicho valor méximo para
este parametro, el cual se identifica con una linea vertical naranja en la figura [2.115]
Con esto se observa que efectivamente el codigo computacional desarrollado replica

los resultados esperados.
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2.3.2. Dos vias para el maximo exponente de Lyapunov pro-

medio

Dando seguimiento a la misma idea, se calculé el maximo exponente de Lyapunov
usando la via de razéon de cambio y la via de autovalores. Para el célculo promedio
del MEL usando ambas vias se evolucionaron 100 particulas que colisionaron 2500
veces. Se vari6 el radio del disco central en el caso del billar de Sinai y el largo de la
seccion recta en el billar de Bunimovich. En la figura se tiene en azul el maximo
exponente Lyapunov calculado usando la ecuacion de la via razéon de cambio ([1.35)),
mientras que en naranja se uso la ecuacién de la via de autovalores (1.40). Para el
caso de las mismas trayectorias se observa que, en promedio, el maximo exponente
de Lyapunov resulta tener el mismo valor calculado por cualquiera de las dos vias.
La precision entre ambos métodos es de cuatro cifras significativas, lo cual hace la
diferencia de los valores imperceptible. Este es un resultado esperado, debido a que
no se utilizé ninguna aproximacion de por medio.

Cabe destacar que la via de autovalores puede resultar 1til cuando se trabaja en
billares de dimensiéon mayor, pues de esta forma se puede obtener de forma directa el
espectro de Lyapunov completo.

En este punto, observamos que el billar de Sinai y el estadio de Bunimovich tienen
un MEL promedio positivo asociado a su dinamica, por ello, concluimos que estos
billares son cadticos; lo cual coincide con la literatura [6, p. 57]. Esto altimo en adiciéon
con las secciones de Poincaré presentadas en la secciéon anterior, sugieren una relacion
entre la presencia de curvas suaves en el espacio de colisiones y el MEL asociado al
billar.

Por una parte se corrobor6 la dindmica cadtica que caracteriza al billar de Sinai y
al estadio de Bunimovich mediante el MEL, por otra parte, se tienen a las secciones
de Poincaré como herramientas para determinar si un sistema es cadtico en alguna

region dada.
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Figura 2.12: Méximo exponente de Lyapunov calculado de formas diferentes usando
la via de razon de cambio y la de autovalores. Los resultados coinciden y no es posible
distinguirlos en la grafica. En la figura a) se hace el calculo para el billar de Sinai
donde el parametro que se varia es el radio del disco central r, mientras que en b) se
calcula para el estadio de Bunimovich donde el pardmetro que se varia es la longitud
del segmento recto /.



Capitulo 3

Revision de caos cuantico en billares

y trabajo a futuro

En esta seccién se hace una revision general de los conceptos, definiciones y pro-
piedades que nos permitan extender el concepto de caos a los sistemas cuanticos. Se
presentara la construccion de un billar cuéntico, se desarrollara el principio de corres-
pondencia que motiva el uso del limite semicléasico (A — 0) y se revisara el fendbmeno
de cicatrizacion en dichos sistemas. Finalmente, se haran conclusiones sobre el pre-
sente escrito y las posibilidades de extender el trabajo aqui realizado para futuras

investigaciones.

3.1. Caos en sistemas cuanticos

Es natural querer extender la idea de los sistemas clasicos a los cuanticos. Dicha
motivacion es debida en gran parte al principio de correspondencia, el cual justifica
el uso de expresiones clasicas en la teoria cuantica y una interpretacion fisica de la
mecanica cudntica a partir de conceptos cléasicos [40, p. 125]. Surge la necesidad de
definir el concepto de caos para los fenomenos cuénticos. En ese rubro, Berry [4]]
propone un cambio de nombre para los estudios de esta naturaleza: caologia cudntica.
Asi, por caologia cuantica entendemos al estudio de fendmenos semiclasicos asociados

a sistemas cuya contraparte clasica exhibe caos.

36
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Para los fines practicos de este trabajo y en concordancia con cierta parte del uso
comun de la terminologia [37, p. 5] |16, p. 105] definimos al caos cuantico como:
el campo de la fisica que estudia la mecénica cuintica de sistemas que clasicamente
son cadticos. A pesar de esto, todos los sistemas cuéanticos pueden ser formalmente

analizados sin hacer referencia a un analogo clasico.

3.2. Billares cuanticos

Se define un billar cuéntico plano como un pozo de potencial bidimensional, que
consta de una regiéon V C R? donde la posicién de las paredes que la rodean queda
especificada por una curva cerrada 9). Asi, las soluciones estacionarias deben satis-
facer la ecuacion de Schrodinger en el interior del pozo y deben anularse en el borde
[42, p. 5].

Se busca la solucion de la ecuacién de Schrodinger cuyo Hamiltoniano esta dado

por

H=-V?+V(r)

donde el potencial se puede escribir como

0 reVy
V(r)=

o0 otro caso
Expresamos la energia en términos del namero de onda k = v2mFE/h, asi que
fijamos la unidades como h%/2m = 1, de forma que F = k*. Entonces, tenemos que

las soluciones estacionarias satisfacen la ecuacién de Helmholtz

(V2 + E*)y(r) = 0

con condicién de Dirichlet a la frontera ¢|s, = 0. En este sentido, hay dos grupos
de métodos para resolver la ecuacion de Helmholtz [37, pp. 77, 79]; los métodos por

diagonalizacion de la base y los métodos por funciéon de Green, pero en este escrito
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no se hace méas mencion sobre estos métodos.

3.3. El principio de correspondencia

Se puede establecer el principio de correspondencia como: la mecdnica cudntica
recupera a la mecdnica cldsica en tanto que la accion se haga grande en comparacion
a la constante de Planck h [18, p. 555]. La motivacion de esta seccion es mostrar que
este principio es equivalente a demandar que para el caso de grandes cantidades de
energia y 6rbitas grandes los calculos cuanticos deben coincidir con los clasicos.

Este principio es fundamental para dar validez a la llamada aproximacion semi-
clasica, por ello, se desarrollan algunos elementos de la teoria que respalden la validez
de este principio. Para esto, en las siguientes secciones se seguirda un desarrollo de
conceptos tal y como lo hace Heller [I§], acerca de la dindmica de paquetes de onda

localizados.

3.3.1. Aproximaciéon semiclasica

Se busca llegar a una expresion para la probabilidad semiclésica que coincida con
el algebra exacta de la mecanica cuantica, para ello se describird una cuantizacion
semiclasica de sistemas integrables que describe un grado de libertad, para ilustrar
de forma general la idea de esta aproximacion. Un camino para conseguir esto [18] es
representando los estados mediante diagramas en los cuales consideramos el traslape
de la posiciéon y el momento, pues construyendo diagramas del espacio fase se puede
dilucidar una forma de construir una probabilidad semiclasica. Se busca que las am-
plitudes semicléasicas formadas de esta manera correspondan perfectamente con los
resultados de la mecanica cuéntica.

Se usan los paquetes de onda para representar una trayectoria y su inmediata
vecindad en el espacio fase, para el limite semiclasico. Usualmente se dice que son el
analogo de las trayectorias clésicas [I8, p. 551].

Por amplitud cuantica v, (¢q) = (q|¢n,;(q)) se hace referencia al traslape entre

dos estados, cada uno con valor definido en una variable canénica y valor indefinido
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Figura 3.1: Diagrama en el espacio fase para el estado no normalizable |¢'). Dado que
su posicion esta definida tiene momento indefinido.

pA

Figura 3.2: Traslape de los estados |¢') y |p').

para su variable conjugada. Por ejemplo, al definir la energia F,,; se indefine el tiempo
o el angulo, o bien, definir la posicién ¢ e indefinir el momento lineal p. Asi, las
densidades clasicas en el espacio fase ) funcionan como los analogos de los estados

cuanticos.

Representacion de estados mediante diagramas

Consideramos un estado no normalizable |¢’) en €2, por convencion, para represen-
tar dicho estado graficamente se considera que la regiéon que representa este estado
tiene ancho h; mientras que cada punto es de magnitud 1/h. El hecho que los estados
no sean normalizables refleja el hecho de que tengamos una banda de largo infinito,
pues un estado normalizable deberia mostrar una banda de area finita. Entonces, al
tomar el limite semiclasico la representacion se convierte en una funcion delta 6(¢' —q)
en €2, tal y como se observa en la figura Para el caso de la representacion del mo-
mento |p’) en el espacio fase se tiene un caso analogo, pero aqui la region se extiende
a lo largo del eje q. Asi, representamos graficamente el traslape | (¢'|p’) |* de dichos

estados como se muestra en la figura [3.2]
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Figura 3.3: Diagrama en el espacio fase para un autoestado de un potencial ligado
V(q).

Ahora bien, para estados normalizables tales como los autoestados de la energia
|¥n;) queremos que el area del diagrama sea h, asi que, por normalizacién se pide
que los valores dentro de la region sean 1/h. En la figura se tiene un estado
propio [t,,;) de un Hamiltoniano tipico H = % + V(q), de manera que los bordes
de la region sombreada corresponden al estado H(j,p) = E(nh) correspondiente a la
accion j = nh, mientras que el estado H(j,p) = E((n+ 1)h) corresponde a la accion

j=(n+1)/h [18]. Asi, la diferencia entre estas dos acciones es

Aj=(n+1)h—nh=h (3.1)

El ancho de la curva en la figura [3.3] varia, por lo cual, si denotamos como
d = d(q,p) a la funcién del ancho de la curva en cierto punto y desarrollando las

coordenadas de dngulo accion, se tiene que
dE =|VH| -d=(dE/dj)dj = vh

donde |V H| es la norma del gradiente del Hamiltoniano, que resulta

(o, 0 NI oV p\| _ [[oV\® p?
'VH'—’(a—qH@H)\—Ka—m)\‘ﬂa—q) G
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Figura 3.4: Traslape | (q|1)) |* de los diagramas mostrados con anterioridad. Figura
modificada de [I8] p. 557].

Asi se tiene que
vh

d= ——
[VH|
Ahora bien, con lo anterior podemos analizar el traslape entre el estado [,,) ¥ |q),
como se muestra en la figura[3.4] El area de la interseccion dada por el paralelogramo

mostrado en la figura se calcularia como A = 2(hc¢/2) = he. Por lo tanto, podemos

escribir que

hd v
cosd |V H|cost
1
V1+tan?0

facil ver que tan @ = dp/dq. De aqui se puede escribir

A=

Ahora bien, considerando que cosf = , v de acuerdo al diagrama es

cosf = ! = 1 __ P
P @ G
dg dE p*) \ 9q
y por tanto
A h?vm
p

La contribucion del traslape entre ambos es entonces vm/p. Esta magnitud, de
acuerdo a la ecuacion (F.4) desarrollada en el apéndice [F| es precisamente la proba-

bilidad clasica al coincidir con el determinante de Van Vleck
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Op _ OPFy(z,j) _vm

dqg  0x0j P

Ahora bien, se puede calcular la amplitud semiclasica como

amplitud cuantica ~ Z(probabilidad clasica)l/2etfase (3.2)
Lo anterior nos deja una funciéon de onda normalizada dada por

1/2

vm oi [ PG )da! /1 (3.3)

p(J, )

Yo, (2) =Y

la cual representa un autoestado normalizado, que coincide con el resultado estandar
de aplicar el método WKB [43], p. 318|. Esta es justo la correspondencia que queriamos

verificar.

3.4. Cicatrices cuanticas

Décadas atras, Berry [44] conjetur6 que las autofunciones de sistemas cuéanticos
cuyo analogo clésico es cadtico deberian parecerse localmente a una superposicion de

ondas planas. Con esto, la funcién de onda es modelada como

P(r) = Z cisen (k;r + ¢;) (3.4)

donde k; son vectores de onda uniformemente distribuidos en todas las direcciones con
una magnitud fija k, ¢; son fases aleatorias uniformemente distribuidas y ¢; son coefi-
cientes aleatorios uniformemente distribuidos en el intervalo (—1, 1) y normalizados
de forma que [, |¢]*dr =1 [37, p. 101].

El espectro de un billar cuantico consiste en un ntimero infinito de valores propios
positivos. Las funciones propias asociadas 1,19, 43, ..., pueden ser normalizadas y
constituyen un conjunto ortonormal completo para las funciones de cuadrado inte-
grable, donde cada funcién es infinitamente diferenciable en los puntos interiores. El

conjunto de puntos donde cada autofuncion 1; se anula es llamado el conjunto nodal,
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Figura 3.5: Patrones de lineas nodales numéricamente reconstruidos de resolver la
ecuacion de onda para una placa. Figura de [45 p. 2119].

sl

Figura 3.6: Curvas nodales |¢)(x,y) = 0| para un cuadrante del billar de Bunimovich
para una funciéon propia de valor k dado. La orientacion de las curvas se aprecia
aleatoria. Figura de [40].

el cual consiste de curvas infinitamente diferenciables en el interior de V. Cuando m
curvas nodales se cruzan en un punto, lo hacen formando angulos iguales 7/m [42,
pp. 5-6].

Visualmente, estas curvas tienen las mismas caracteristicas que las famosas lineas
nodales de Chladni, que son patrones que se forman por particulas de arena que se
quedan fijas en los nodos de los modos resonantes de una placa vibrando [45], p. 2113],
tal y como se observan en la figura Este experimento es precursor en el estudio
de varios campos como la actistica y la sismologia, pero también resulta relevante en
los billares cuanticos.

Para el problema de un billar de Bunimovich cuéantico, McDonald y Kaufman [46]
abordaron la soluciéon de la ecuacién de Helmholtz de forma numérica, como se ve en
la figura Inspirado por este trabajo, Heller [12] bautiza estas huellas generadas
por las curvas nodales como cicatrices cuanticas.

Asi, de acuerdo a Heller [I8] p. 636] se establece la siguiente definicion: Un estado

propio cuantico de un sistema que es cldsicamente cadtico tiene una cicatriz de una
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Figura 3.7: Cicatrices de la funciéon de onda del estadio de Bunimovich, asociadas a
las orbitas periodicas clasicas presentes en el equivalente clasico, de acuerdo a King

I10].

orbita periddica inestable si su densidad en las variedades clasicas, cerca de la érbita
periddica, difiere de forma significativa de la densidad estadisticamente esperada.
Desde hace tiempo hasta la actualidad se han realizado estudios sobre la cicatri-
zacion de autoestados en billares, incluso en problemas que involucran al computo
cuantico [I0]. Se ha encontrado una clara correspondencia entre los billares cuanticos
y clasicos, en el sentido de que estas cicatrices sugieren que las orbitas periddicas
presentes en los billares clasicos no son independientes del todo en la descripcion de
su analogo cuéntico, como se observa por ejemplo en la figura Evidentemente,
el fenémeno de auto estados cicatrizados no es exclusivo de billares. Por ejemplo, re-
cientemente se hall6 que todos los estados propios del modelo de Dicke cadtico estan
cicatrizados [47], dicho modelo representa la interaccion entre dtomos y fotones, en

contraste con la estructura simplificada de un billar.

3.5. Conclusiones y trabajo a futuro

Si bien, los billares llevan décadas de ser estudiados ampliamente, no dejan de ser

bastante ilustrativos para la comprension del concepto de caos, en el sentido del cre-
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cimiento exponencial de la separaciéon entre trayectorias inicialmente muy cercanas.
En este escrito se trabajé con un formalismo para la descripcion de billares clasicos
en dos dimensiones, con la intenciéon de que al lector le sea sencillo replicar las cons-
trucciones analiticas y seguir la construccion numérica. Estos sistemas acotados son
una gran manera de mostrar que los exponentes de Lyapunov son herramientas fun-
damentales para la cuantificacion del caos. Asi mismo, se presentaron las coordenadas
de Poincaré-Birkhoff y las secciones de Poincaré como alternativas cualitativas para
visualizar aspectos fundamentales de la dindmica de los billares en un espacio fase de
més de 3 dimensiones. Todo lo desarrollado en este rubro puede ser trabajado para
ser extendido a otros sistemas clasicos, pues los billares clasicos son conocidos por
su nobleza, en el sentido de ser modelos donde es sencillo desarrollar el estudio de la
dindmica cadtica.

Ademés de este desarrollo, se ha presentado una revision cualitativa acerca de los
billares cuanticos. Se discutié la construccion bajo las leyes de la mecéanica cuantica
y se mostro la validez del principio de correspondencia en términos de orbitas, el
cual nos da la libertad de desarrollar una teoria semiclasica de los billares que esté
en perfecta concordancia con el dlgebra y los resultados de la mecénica cuantica. En
ese sentido, uno de los aspectos mas interesantes de estos sistemas son las cicatrices
cuanticas, pues tener un fenémeno que sugiere una relacion entre la dinamica clasica
y cuantica via 6rbitas peridédicas es una puerta abierta para el estudio de propiedades
fisicas aun inexploradas.

Queda claro que este trabajo sirve también como motivacion para explorar temas
més profundos de la fisica. Asi, queda como trabajo a futuro la descripcién de bi-
llares cuanticos en términos de la resolucion directa de la ecuacion de Helmholtz, o
bien, mediante la propagacion de paquetes Gaussianos en el limite de una dindmica
semiclasica. Ademas, el estudio de la cicatrizacion de autoestados de billares es una
gran oportunidad de contrastar este comportamiento con otros sistemas cuénticos
més complejos. Dado que el concepto de caos cuantico es de amplio interés para la
comunidad cientifica activa, las ideas que se acaban de presentar pueden ser una gran

oportunidad de lidiar con este problema tanto analitico y numérico como conceptual.



Apéndice A
La medida y ergodicidad

En términos generales, un atractor es un conjunto invariante hacia el cual todas las
orbitas cercanas convergen [48], p. 201]. En términos de la dinamica, se dice que cuando
un conjunto de varias condiciones iniciales son atraidas hacia un tipo particular de
movimiento entonces se tiene un atractor |22, p. 186]. Este concepto es importante
cuando se habla de estabilidad y regularidad en las trayectorias.

Para los sistemas fisicos que nos interesan en este trabajo se va a tratar con
medidas de probabilidad p para regiones acotadas R, las cuales asignan nimeros
no negativos a cualquier subconjunto de R e identifican el nimero 1 a R, es decir,
u(R) = 1. Ahora supongamos el caso de un atractor cadtico asociado a un mapeo
en una dimensiéon y que ademas se tiene un pozo de atracciéon B. Se define como
cuenca de atraccion a la cerradura del conjunto de condiciones iniciales cuyas érbitas
se aproximan al atractor cuando la evolucion temporal tiende a infinito [49]. Es decir,
el conjunto de las condiciones iniciales que generan trayectorias cadticas.

Ahora bien, dado un intervalo S, denotemos por u(S, ) a la fraccion de tiempo
durante el cual una 6rbita originada por alguna condicion inicial I'y en B se mantiene
en el intervalo S en el limite en que la longitud de dicha 6rbita tiende a infinito. Si
(S, o) toma el mismo valor para cada Iy en la cuenca de atraccion, salvo por un
conjunto de Lebesgue de condiciones iniciales de medida cero, entonces decimos que
1(S,To) es la medida natural de S [19, pp. 54, 55|. Este concepto es de utilidad en

sistemas fisicos como los billares, que caracteristicamente tienen asociada una medida

46
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natural. Al hablar de medida surge naturalmente un concepto usualmente estudiado
en sistemas fisicos como los billares, la ergodicidad.

Se dice que un sistema es ergodico si casi toda trayectoria cruza de forma ar-
bitrariamente cercana a todo punto energéticamente permitido del espacio fase, es
decir, que lo llena. A pesar de esto, la ergodicidad no garantiza decaimiento de co-
rrelaciones en el limite de tiempos largos, lo cuél es una condicién necesaria para los
sistemas mezclados [14, p. 28|. El mezclado estadistico se interpreta usualmente como
una independencia asintética del futuro distante respecto al presente [15, p. 302| que

es la misma nocién de caos determinista que se dio con anterioridad.



Apéndice B
Matriz de estabilidad

Consideramos que ® es una matriz jacobiana [20] p. 7]. Asi, para un espacio fase

de dos dimensiones x y p se tiene que

Op\ _(Op\ (9 (¥
or’ x_ ox’ o op' ) ., \0x' ),

y ademaés

donde m,; son las componentes de la matriz de estabilidad bidimensional. Con esto,

se puede deducir que

op’

9
(aT?)p/ - (B.1b)

Asi las cosas, se propone la expresion para dicha matriz, de la forma

(@) = (B.1a)

48
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(7). (55), ®2

®(p,x) = or ox
&), ),
donde se puede ver que
0p = m110p’ + mi2da’ (B.3a)
3q = ma10p’ + mada’ (B.3b)

Esta expresion general nos ayudara a calcular los flujos del billar, tanto para el

caso de evolucion continua como para el caso de las discontinuidades.



Apéndice C

Evolucién continua y por colisiones

C.1. Evolucion libre

Resulta 1til escribir las érbitas de una evoluciéon bidimensional en el espacio fase

¢ (t)

r(t) = at)) _ | ()
p(1) Pa(t)

py(t)

con q y p son los vectores de posiciéon y momento respectivamente. Debido a que el
potencial presente es el de una particula libre las ecuaciones de movimiento quedan
dadas por
P rrm = (1) = (P (C.1)
p 0
pues el primer elemento se identifica directamente con la velocidad de la particula,
mientras que el segundo nos dice que no hay cambios en el momento lineal pues es

una particula libre. Para obtener explicitamente una forma de calcular la propagacion

calculamos la derivada de (C.1)) de forma que

50
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oOF
D) =—
(L) = 51
mdqg, mdg, mOop, mOIp,
Opy Opy Opy Opy
= | mdq, madq, mOIp, mOip,
0 0 0 0
0 0 0 0
00 1/m O
00 0 1/m
= (C.2)
00 0 0
00 0 0
Como consideramos particulas de masa unitaria reducimos la expresion a
0 I
D(F) _ 2x2 2x2 (C3)
02><2 02><2

Recordando que se establecié que la propagacion de una particula libre esta de-

terminada por la ecuacion (1.20)), la desarrollamos como

L7+ T — ef:ii“ DIT(t")dt’]
=P ) =T p + (Ti1 — 73)D

B Loxe At -Ioxo ()

02><2 H2><2
con AT = 71;,1 — 7;. Asi, le aplicamos este propagador al vector tangente, de forma
que obtenemos una expresion para evolucionar de forma libre en el espacio al vector
que cuantifica la desviacion entre la particula de referencia y la particula satélite, lo

anterior esta dado por



APENDICE C. EVOLUCION CONTINUA Y POR COLISIONES 52

Loxo AT -Ioxo oq

LA7(0T) =
0252 D32 op
0q+ At-0
_ [ p (C.5)
op
C.2. Evolucion discontinua
La perturbacion generada en una discontinuidad vendria dada por
OM ; oM ;
o = L\ .6T 2| F(@) - F(M(I))| dt. C.6
5| o |G| F) - o) ()

donde dt.(I",0I") = t;(I" + 6I') — ¢;(I") es el tiempo de retardo [32, p. 1487|, que
es el tiempo entre la colisiéon de la particula de referencia y la satélite. Debido a
que la particula de referencia y la particula satélite no colisionan al mismo tiempo, es
importante considerar el retardo que hay entre una colisién y la subsecuente. Entonces,
la ecuaciéon se obtiene de una aproximacion lineal en el tiempo para el espacio
fase. Este es el punto de partida para calcular la matriz jacobiana asociada a cada

tipo de colisién en un billar: planas y curvas.

C.2.1. Colisién con una superficie plana

Ahora bien, para la reflexion después de la colision tenemos que el mapeo M no

modifica la posicion de la particula, pero si lo hace con su direcciéon mediante la Ley
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de Reflexion. Esto se expresa como

I = M(T)
-5
_ 1 (C.7)
p—2(p-n)n

donde m es el vector unitario perpendicular a la superficie en el punto de la colisién,
q' v p’ denotando la posicion y el momento lineal un instante después de ocurrir la
colision y donde se toma en cuenta que ¢’ = q, pues la colision no genera un despla-
zamiento instantéaneo en la particula. Queremos ver la evoluciéon de la perturbacion

dada en la ecuacion (C.6), para esto calculamos la derivada del mapeo que no es mas

que la matriz Jacobiana, que vendria dada en general por

oq 0q
IM _(0q op
or | op oy
dq Op
H2><2 02><2

=11 0p op (C.8)
dq Op

donde tomamos en cuenta que el punto de colision q’ es totalmente independiente
de la direccion de incidencia. Asi, la matriz Jacobiana depende tinicamente de como
varia p’ debido a una reflexiéon especular.

Ahora bien, para el caso de una colisiéon con una superficie plana, tenemos que el
vector normal a la superficie es independiente del punto de colision, y en general es

independiente de la direccién de incidencia, por lo cual se obtiene que

oM B Loy 0252

= = (C.9)
or 0252 [H2><2 —2n n]
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El tiempo de retardo se calcula con cinematica elemental, pues simplemente se
divide la separacion perpendicular entre la trayectoria de referencia y la satélite en el
instante de la colision, entre la proyeccion normal de la velocidad [27, p. 29|

(dg; - m)

O ) (C.10)

Con esto, sustituimos (C.1)), (C.7)), (C.9) y (C.10) en (C.6]), de forma que se obtiene

dq — 2(0q -
s — (097 20a - nn (C.11)
p —2(0p-n)n

que es la propagacion de una perturbacion al reflejarse en una superficie plana.

C.2.2. C(Colisién con una superficie curva

Para desarrollar este caso notemos que las mismas ecuaciones satisfacen el sistema,
pues seguimos hablando de una particula libre. La tinica ecuacion que cambia es ((C.9)),
debido a que el vector normal n es ahora una funciéon del punto de colision. De esta

forma tendriamos que

8M_ Iryo Ooxeo

—_— = 12
or A B (C )
donde
op’
A:_:
oq
0
15} on on
=0—-2{n + —p| +(p-n)—

{ ﬁg 9q” (p )8q
=2np+(p-n)l ]8_71, (C.13)
= P+~ (P 2x2 dq :

/
B= _1_opn (C.14)

~op
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aqui el operador B corresponde a la reflexion especular en el punto de colision, tal y
como ocurria en el caso de la superficie plana. On/0q es la matriz de las derivadas

del vector normal n con respecto a la posicion del punto de colisién. Al sustituir en

la ecuacion (C.6)) se tiene que

5q, — 2(5q, -
s [ 09 (g, - m)n (C.15)
Aébq, + Bép

donde dq, = dq + (p/m)dT, es el vector de la diferencia entre el punto de colision
de la particula de referencia y la particula satélite, considerando la curvatura de la
superficie que vive en el espacio de configuraciones. De forma exacta tendriamos
, dq — 2(0q -n)n
T = (C.16)
p—20p-n)n—2[(p-dn)n+ (p-n)in]
donde on = On/dq - iq, es la variacion de n debida al desplazamiento dq,. Notese

que para una superficie plana dn = 0 se recupera la ecuacion ((C.11)).



Apéndice D

Distancias al punto de colisién

D.1. Distancia a una pared

El problema consiste en considerar que la recta formada por la evolucién libre de
una particula y el segmento de recta de una pared se intersecan. Nos interesa conocer
la separacion entre la posicion de la particula y el punto de dicha interseccion. Esto
se representa de forma esquemaética en la figura [D.I} Aqui tenemos una particula con
posicion g y velocidad v, ademas, la pared (segmento de recta) tiene un punto de
inicio p, y hay un vector normal a este obstaculo que se denota por n.

Denotemos a la magnitud del segmento de recta gB como r y a gA como d. Con
esto se busca calcular d. Sea el vector de la diferencia A = pg — g, tenemos entonces
que

r = |Alsen («)
A su vez, se tiene que

r |Alsen(a)

=B " sen(d)

Ahora bien, notando que

f=n/2—10

a=7/2—-w

56
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Figura D.1: Esquema: Una particula en la posicién q y con velocidad v colisiona con
una frontera plana.

se puede reescribir d como

_ |Alcos (w)
4= sen ()

Expresado en términos del producto interno obtenemos

g=Po—da-n (D.2)

v-n

que es la ecuaciéon para la distancia recorrida por una particula hasta colisionar con
una pared plana. Vale la pena notar estamos suponiendo una velocidad de magnitud

unitaria y por ello la distancia es igual al tiempo recorrido.

D.2. Distancia a una circunferencia

Para establecer el problema es 1til revisar la figura [D.2] Asi, definimos un circulo

de radio r centrado en el punto ¢ = (¢,, ¢,) dado por la ecuaciéon



APENDICE D. DISTANCIAS AL PUNTO DE COLISION 58

v

Figura D.2: Esquema: Una particula en la posiciéon g con velocidad v colisiona con
una circunferencia.

(=)’ +(y—c) =17

Ademaés, dada una particula en una posicion g = (g, o) y el vector de velocidad

de ésta v = (1 — xo, %1 — Yo), podemos escribir las ecuaciones de movimiento como

z(t) = (21 — @)t + xo (D.3)

y(t) = (y1 — yo)t + 1o (D.4)

el parametro t resultara ser el tiempo de evolucion, el cual tiene el mismo valor que
la distancia de recorrido hasta el punto de colision.

Ahora bien, nos interesa la interseccion de la circunferencia con la recta generada
por el vector velocidad, por ello sustituimos en la ecuacion de la circunferencia

de forma que obtenemos

[(z1 — o)t + 2o — C:c]2 + [(y1 — o)t +yo — Cy]2 =r?

Desarrollando y agrupando términos se obtiene una ecuacién cuadratica para el

tiempo

A’ + Bt+C =0
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donde los coeficientes pueden escribirse en términos del vector velocidad, el vector

posiciéon de la particula y el del centro de la circunferencia como

A= (1 —20) '+ (1 —w)=v-v=1 (D.5)
B =2(a1 — 20)(x0 — ) + 201 — ) — ) =2 (g—c) (D)
C=(r0-c)+W—c) =" =(g—c)-(g—¢) =1 (D.7)

De aqui notamos que B < 0 cuando el vector de velocidad apunta hacia el centro
de la circunferencia y C' > 0 cuando la particula se encuentra fuera del disco.
Por tanto, el tiempo t en el que la particula evoluciona de forma libre antes de

colisionar con la circunferencia esta dado por

t = % (—B + \/M) (D.8)

Resulta necesario considerar el discriminante A = B? — 4C' en la ecuacion (D.8)).
Si A < 0 entonces no hay soluciones reales, lo que significa que la trayectoria de la
particula no cruza con la circunferencia. Si A = 0 entonces hay una solucién real y
tendriamos que la trayectoria es tangente a la circunferencia. Ademés, si A > 0 hay
dos soluciones para t y entonces la recta asociada al vector velocidad es secante a la
circunferencia, lo cual garantiza que habra una colision.

Finalmente, si se tiene una particula que colisiona con la parte externa del disco
entonces se elige como el punto de interseccion aquel que ocurre al menor tiempo (o el
maés cercano). En estas condiciones siempre se tiene que B < 0, entonces la solucion de
menor magnitud es aquella con la parte negativa de la raiz en el discriminante. Para
el caso de colisiones dentro de la circunferencia, basta escoger el punto de interseccion
cuyo vector normal a la superficie apunte en sentido opuesto al vector velocidad. Para

el analisis de la geometria eliptica se utiliza como base el método desarrollado en [35].
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Maximo exponente de Lyapunov

promedio

En la seccion se presentd una expresion para el calculo del maximo exponente
de Lyapunov promedio. De aqui surgi6 la inquietud de si es posible calcular el méximo
exponente de Lyapunov considerando el tiempo entre cada colision en lugar del tiempo
promedio de evolucién. Para responder a esto, se calculé el MEL promedio para el
billar de Sinai y el estadio de Bunimovich de ambas maneras. De forma similar a
como se hizo en la seccion se usa la herramienta desarrollada en este trabajo para
calcular el MEL para comparar ambas expresiones: la primera, a la que llamaremos
A1 es aquella donde tomamos el promedio temporal igual para todas las érbitas, es

decir, usando la ecuacion ((1.28), dada por

1 N
=y 2 AT ()

mientras que Ag representa el calculo considerando cada fracciéon de tiempo 7;, es

decir, utilizando la ecuacion ([1.27)), expresada como

N

1 Emjer(n)]
ey 3t

=1

La idea es aumentar y disminuir la velocidad de la particula en el billar, para esto

60
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(a) Billar de Sinai donde el parametro que se (b) Estadio de Bunimovich donde el parame-
varia es el radio del disco central 7. tro que se varia es la longitud del segmento
recto /.

Figura E.1: Maximo exponente de Lyapunov promedio calculado con dos expresiones
diferentes.

se cambiaron las dimensiones de cada billar modificando el valor de sus parametros
en varios 6rdenes de magnitud. La figura es la grafica del MEL promedio para
los diferentes 6rdenes de magnitud de los pardmetros en cada billar, cuyos ejes estan
escalados para ser contrastados en una misma figura. En todos los casos, el calculo
se realizé para una evolucion de 1500 colisiones y cada exponente se promedié sobre
100 condiciones iniciales distintas.

En la figura se observa que el MEL que se promedi6é usando el tiempo total de
evolucién A\; mantiene su magnitud en un valor constante sin importar las dimensio-
nes del billar, mientras que la expresion que depende del tiempo de evolucién entre
colisiones )\, se aleja cada vez més de este valor constante conforme las dimensiones
del billar se reducen. Asi, nos convencemos de que la forma adecuada de calcular el
MEL promedio es usando el tiempo total promedio, lo cual tiene concordancia con
la definicién del exponente de Lyapunov dada para tiempos que tienden a infinito.
Si bien, esta respuesta resulta ser trivial conceptualmente, es una interesante forma
de ver que la metodologia utilizada para calcular el MEL corresponde con lo que la

teoria demanda.
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Construccion de la probabilidad

semiclasica

Como ejemplo, se trabaja con la probabilidad de la posicién para un sistema dada
una determinada accion. Consideramos un estado cuyo valor inicial denotamos por
un subindice ¢ y por f se denota un estado posterior, entonces la densidad clasica del
espacio fase, expresando una accién j dada, es 6(j;(ps,qr) — j); mientras que a una
posicion definida ¢ le corresponde §(qy —¢;). La motivacion es calcular la distribucion
de probabilidad de ¢ dado que tenemos la accién j del sistema.

Se puede construir una forma de calcular probabilidad clasica P;(q), de forma que

esté dada por
-1
(F.1)

Pi(q) = /5(% —qi)0(jr(ps.xy) — J) dpsdgr = Z ‘g_;

La tltima igualdad en es un determinante de Van Vleck. En este caso es un
determinante de n X n, con n el nimero de coordenadas. El determinante de Van

Vleck se puede representar como [50, p. 39| [51, p. 3]

&j &j
b s [P d )] 9q,0q;  0qi0q
V(g q',t) = (—1)"det [W} = (—1)"det P (F.2)

dq;0q;  0q;0q;



APENDICE F. CONSTRUCCION DE LA PROBABILIDAD SEMICLASICA 63

donde ¢; representa una coordenada paralela al momento, mientras que las otras
(n — 1) coordenadas ¢; son perpendiculares a él. Para un tiempo suficientemente
corto (¢ = ¢'), cada componente puede representarse como

Op; _ azj
3%‘ 36];'3%

Asi, puede escribirse una aproximacion para la funcién de onda semiclasica dada
por

3])‘ /2
Uy (2) = (zlin,) = Y \a—q? elffvoede (F.3)
)z

donde j = (n + 1/2)h para el movimiento ligado a una dimension.
Se puede expresar la derivada dp/dq en términos de la funcion generadora Fy(x, j)

de la transformacién canoénica

(7,6) = (p,7)

la cual estéd dado por
ap  PR(x,j)
dq  0x0j

donde p = 0F,/0x. De las ecuaciones de Hamilton en coordenadas de dngulo acciéon

0°Fy(q,j) _ 0(0F/9q) _0Op(j,q) _ Op(j,0)OE _ 1,  mw

000j 0 o ~ oE o i g Y
con = v. Lo anterior nos deja una funcién de onda normalizada dada por
~ v [ ot
Un, () =Y sl B (F.5)
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Codigo

FH A A R R R R R R R
#= Cddigo utilizado para la tesis "Caos en Billares" por Adan Gonzdalez Andrade. =#
FHEHE A A R R R R R R

# LIBRERIAS
FHES A AR R R R R A R R R R R R R R R
using PyPlot
#= Usamos PyPlot para la representacién grafica (dibujar trayectorias, delimitar
obstédculos y representar los mapeos de colisiones). =#
import PyPlot: plot, arrow
#= La importacién explicita nos permite modificar y redefinir las funciones. =#
using StaticArrays
#= Generamos "arreglos estdticos" que serdn estructuras y tipos. Asi tenemos control
de las propiedades de cada objeto, sus caracteristicas particulares y compartidas. =#
using LinearAlgebra: dot, normalize, norm, eigen, cross
#= Usaremos la funcidén producto punto, normalizacidén, norma. =#
FHEHE A A R R R R R R R
# DEFINICIONES
S A AR R R R R R R R R R R R R R R
const SV = SVector{2,Float64d}
#= Se define un arreglo estdtico (SV) tipo vector de dos entradas (por ser billar 2D). =#
#=
Se usan estructuras (struct) para organizar la forma en que se compone cada frontera
y elemento del billar.
=#
abstract type ParticulaPuntual end
#= Se define un tipo (type) para las particulas, del cual pueden desprenderse estructuras
(subtipos) dependiendo el potencial en el que evolucionen. =#

mutable struct Particula <: ParticulaPuntual

64
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#= La estructura Particula es del tipo ParticulaPuntual=#
pos::SV
vel::SV
#= La posicion y velocidad de la particula se define como un vector 2D =#
end
Particula (x0, y0, ¢0) = Particula(SV(x0, y0), SV(cos (¢0), sin(¢0)))
#= La funcion Particula tiene por entrada la posicién inicial y el angulo inicial.
Esta informacidén se recupera con un par de vectores estdticos, uno para la posicidén (x,Vy)
y otro para las proyecciones del angulo ¢. =#
abstract type Obstaculo end
#= Asi como definimos un tipo para las particulas, lo hacemos con los obstaculos.
Aqui trataremos el caso de paredes planas, curvas y discos. =#
FHEFEE R E AR R A R R R R R
struct Pared <: Obstaculo
#= Las paredes son del tipo Obstaculo. Es una recta con un punto inicial y uno final
y un vector normal que indica la cara que se considera que sufre las colisiones. =#
p0::SV #Punto de inicio.
pf::SV #Punto final.
normal::SV #Vector normal a la superficie de la pared.
end
struct Disco <: Obstaculo
#= Se considera que las colisiones ocurren por fuera de la frontera. =#
c::8V #Centro del disco.
r::Float64 #Radio del disco.
end
struct Elipse <: Obstaculo
#= Se considera que las colisiones ocurren dentro de la frontera. =#
c::SV #Centro.
a::Float64 #Eje mayor.
b::Float64 #Eje menor.
end
struct SemiElipse <: Obstaculo
c::8V #Centro.
a::Float64 #Eje mayor.
b::Float64 #Eje menor.
0::3V #0Orientacidén de la media elipse. Puede ser [1,0] o [-1,0].
end
#= Asi, podemos ver a un billar como una tupla de obstdculos y sus subtipos. =#
const Billar = NTuple{N, Obstaculo} where N
R
# DINAMICA DE LA PARTICULA LIBRE EN UN BILLAR
FHE A R R R R
#= La idea es generar funciones de Unico nombre pero que a partir del tipo de obstéaculo
hagan el cédlculo correspondiente, para el estado actual de la particula. =#

AR R R R A A R R R R R
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# COLISIONES
@inline nocolision() = (Inf, SV(0.0, 0.0))
#= Se llama esta funcidén cuando no habrd colisidén con el obstdculo dado. Se etiqueta por
un tiempo infinito y una posicidén en el origen de coordenadas. =#
#H###f#4#4#HE Pared Plana ########4#4H
#= Para saber si una particula puede colisionar con una pared verificamos que la direccidn
de ésta sea opuesta a la del vector normal a la superficie (en caso contrario descartamos
dicha pared), con esto calculamos el tiempo que la particula evolucionard antes de
colisionar y usando cinemdtica calculamos la posicidén final donde ocurre la colisidén. =#
FHE A R R R R R R
@inline function colision(p::Particula, w::Pared)
#= Esta funcidn evalta si dado el estado actual de la particula y dada cierta pared, habra
o0 no una colisidén. En caso de haberla, devuelve el tiempo de evolucidén y el punto de
colisidén. =#
n = vecnormal (w, p.pos)
#= Llamamos al valor del vector normal de la pared que se analiza. =#
direccion = dot(p.vel, n)
#= Un valor positivo significa que la particula no se dirige hacia este obstaculo, si
da igual a cero quiere decir que la particula se mueve de forma paralela a la pared. =#
if direccion > 0.0
return nocolision() # No habra colisidén con esta pared.
else
t = dot(w.p0 - p.pos, n)/direccion
#= Tiempo de evolucidén hasta el punto de colisidén. Ecuacidén D.2.=#

return t, p.pos + t * p.vel

#= Devuleve el tiempo de trayecto y la posicion final de la particula. =#
end
end
vecnormal (w: :Pared, pos) = w.normal
#= Para las paredes el vector normal ya estd dado al definir. Sélo lo invocamos. =#

#H#HHHHHHFEE Disco HEHHHFFHHHAS
#= Para verificar si una particula colisiona o no con el disco se analiza el angulo
entre el vector de velocidad y el vector posicidén del centro de la circunferencia. Ademés
queremos el tiempo (o la distancia para evolucidén unitaria) que le toma a la particula
colisionar con el disco. =#
FHE A A S R R R R R R R R R R
@inline function colision(p::Particula, d::Disco)

sentido = dot (p.vel, vecnormal (d, p.pos))

sentido > 0.0 && return nocolision()
#= En este caso la particula no se dirige hacia el disco. =#

qc = p.pos - d.c

w
Il

2xdot (p.vel, qgc)

C = dot(gc, gc) - d.r*d.r
A = BxB - 4+C
A

< 0.0 && return nocolision() #Caso donde no hay dos intersecciones (no secante).
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t = (-B - sqgrt(QA))/2
#= Ecuacidén D.8. Tiempo mas corto. =#

return t, p.pos + t x p.vel

#= Devuleve el tiempo de trayecto y la posicion final de la particula. =#
end
vecnormal (d::Disco, pos) = normalize(pos - d.c)
#= Vector normal a la posicidén actual de la particulo respecto al centro del disco. =#

#HAHHHHHHHESF Elipse #####HHHH44H
#= Para verificar si una particula colisiona o no con la elipse se analiza el angulo
entre el vector de velocidad y el vector posicién del centro de la curva. Ademas
queremos el tiempo (o la distancia para evolucidn unitaria) que le toma a la particula
colisionar con el disco. Para los célculos de la elipse se usa de base el algoritmo
desarrollado en [35] que se muestra a continuacidn. =#
R
function vecnormal (e::Elipse, pos) #Vector normal a la superficie.
Xor Yo = POS
h, k = e.c
return normalize (SV(-(xo-h)/(e.a*xe.a), —(yo—-k)/(e.b*xe.b)))
end
function colision(p::Particula, e::Elipse)
#= Se busca la distancia més corta al punto de colisidén de una particula con una elipse. =#
a =-¢e.a; b =-¢e.b

pc = p.pos - e.cC

pn = p.vel[2]/p.vel[l]

Y = pcl2] - pxpcll]

denom = axaxuxpu + bxb

A? = denom - 1)

A = sqrt (A?); fl = —axaxu*; £2 = bxbx)
I1 = SV(fl + axbxA, f2 + axbxuxA)/denom
I2

SV(fl - axbxA, f2 - axbxuxA)/denom

dl = norm(pc - Il); d2 = norm(pc - I2)

return dl > d2 ? (dl, Il1 4+ e.c) : (d2, I2 + e.c)
end
#HEHHHHHHHHS Semi-elipse ####H#fHHHSHE
#= Para verificar si una particula colisiona o no con la mitad de una elipse se hace
un tratamiento andlogo al caso del billar eliptico completo. Con la adicidén de que
aqui se trata por casos la regidén de colisidn. Se considera una evolucidn dentro de
la elipse. =#
FhES A A AR R R R R R R R R R R R
function vecnormal (s::SemiElipse, pos)

X9, Yo = pos

h, k = s.c

return normalize (SV(-(xo-h)/(s.a*xs.a), —(yo-k)/(s.b*s.b)))
end

function colision(p::Particula, s::SemiElipse)
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=
Il

den
AZ
A =
ima
A =
Il
I2
d1
#P
if
# T

s.a; b = s.b
= p.pos - s.cC
p.vel[2]/p.vel[l]

pcl2] - prpcll]

om = axaxuxpu + bxb

= denom - P

sgrt (complex (A?)); £l = —axaxu*p; £2 = bxbx
g(A) != 0 && return nocolision|()

real (A)

= SV(fl + axb*A, f2 + axbxuxA)/denom

SV(fl - a*b*A, £2 - axbxu*A)/denom

= norm(pc - Il); d2 = norm(pc - I2)

rimero se analiza la orientacidén de la elipse.

s.o[l] < 0 # i.e. elipse abierta por el lado izquierdo.

omamos la distancia mds lejana (donde se supone que seria la colisidn).

if dl > d2 && (I1[1] > 0) # Punto de colisidén a la derecha del centro.
return (dl, Il + s.c)

elseif dl > d2 && (I1[1] < 0)
return nocolision()

elseif d2 > dl && (I2[1] > 0) # Punto de colisidén a la derecha del centro.
return (d2, I2 + s.c)

elseif d2 > dl && (I2[1] < 0)
return nocolision()

end

#HEHEHHE

elseif s.o[l] > 0 # i.e. elipse abierta por el lado derecho.

# Tomamos la distancia més lejana (donde se supone que seria la colisidn).

end

end

if d1 > d2 && (I1[1] < 0)
# Punto de colisidén a la izgquierda del centro.
return (dl, Il + s.c)

elseif dl > d2 && (I1[1] > 0)
return nocolision()

elseif d2 > dl && (I2[1] < 0)
# E1 punto de colisidén a la derecha del centro.
return (d2, I2 + s.c)

elseif d2 > dl && (I2[1] > 0)
return nocolision()

end

FH A A R R R
# EVOLUCION

FEE A R R R R R

#= Ahora se hace una funcidén que evalue todas las posibles colisiones en cada obstéaculo.

Sin embargo, solo se considerarda a aquella que tome el menor tiempo en ocurrir.
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Por ejemplo, en el billar de Sinai una misma trayectoria podria colisionar con
un disco y con una pared, pero la verdadera colisidén es la que ocurre primero. =#
FHE A R R R R R R R 4
function colision_verdadera (p::ParticulaPuntual, br)
j, tevol, pc = 0, Inf, SV(0.0, 0.0)
#= j es un contador, tevol es el tiempo de evolucidén y pc es el punto de colisidn. =#
for i in eachindex (br)
t, ¢ = colision(p, br[i])
#= Se evalta la colisidén en cada obstéculo del billar. =#
if t < tevol
#= Se descartan las evaluaciones que tengan tiempos infinitos (funcién nocolision).

Cada que haya una colisidén que ocurra a un tiempo méds pequefio que el anterior, sera

el candidato a ser la colisidén verdadera. =#
Jj =1
tevol = t
pc = c
end
end

return j, tevol, pc
#= Se devuelve el numero que etiqueta al obstdculo donde ocurre la colsidn,
el tiempo de evolucidn antes de la colisidén y el punto donde ocurre ésta. =#
end
FHE A A R R R R R R R R

#= Teniendo la informacién de la nueva colisidén simplemente trasladamos nuestra particula

al punto de colisdén. =#
FEEHF AR A AR A R R A R R R R
propagar! (p::Particula, pos, t) = (p.pos = pos)

FHEH A A A A R A R A A R A R R A R R R R R A R R R R
#= Una vez que se traslada la particula al punto de colisidn, calculamos el vector normal
a dicho punto del obstédculo y actualizamos el vector de velocidad haciendo una reflexidn
especular. =#
AR R R R A A R R R R A
function r_especular! (p::ParticulaPuntual, o::0Obstaculo)

n = vecnormal (0, p.pos)

p.vel = p.vel - 2xdot(n, p.vel)*n # Ley de Reflexidn.

global i_normal = n

#= Se genera una variable global que almacena el vector normal en esta colisidén. =#

end

FhEH A A AR R AR AR R R R R R
#= Funcidén "maestra" que invoca las anteriores funciones para evolucionar la particula. =#

FHEH AR A A A A R A A R R A R R R A R R R R A R R A R
@inline function evolucionar! (p::ParticulaPuntual, br)

i::Int, tmin::Float64, pc::SV = colision_verdadera(p, br) # Escogemos la colisiodn.

if tmin != Inf # Nos aseguramos de que exista al menos una colisidn.

propagar! (p, pc, tmin) # La particula se traslada.
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r_especular! (p, br[i]) # La particula se refleja especularmente.

end

return i, tmin, p.pos, p.vel
#= La colisidén ocurre con el obstéaculo i, toma un tiempo tmin en ocurrir, se localiza en
p.pos y la reflexidén modifica la direccidén como p.vel. =#
end
BRI A AR R R R A R R R R
#= Funcidén que evoluciona a una particula con condiciones iniciales dada a lo largo de N
colisiones dentro de un billar determinado. =#
FHE A A R S R

function evolucion! (p::ParticulaPuntual, br, N::Int)

t = [0.0]; iobstaculo = zeros(0); xt = [p.pos[l]]; vyt = [p.pos[2]]; c = 0;
vxt = [p.vel[l]]; vyt = [p.vel[2]]; nx = zeros(0); ny = zeros(0);
#= Se almacenan las condiciones iniciales para luego evolucionar. =#

while ¢ < N
posprev = p.pos; velprev = p.vel
i, tevol = evolucionar! (p, br)
Xs, ys = p.pos
vxs, vys = p.vel
nxs, nys = i_normal
push! (t, tevol); push! (iobstaculo , 1i);
append! (xt, xs); append! (yt, ys);
append! (vxt, vxs); append! (vyt, vys);
append! (nx, nxs); append! (ny, nys);
c +=1
end
return xt, yt, vxt, vyt, t, nx, ny, iobstaculo
#= Devolvemos la posicidén, la velocidad, el tiempo de evolucidén y el vector normal
en el punto de colisidén para cada trayectoria. =#
end
FHEHHE AR A R R R R R
#= Se definen las funciones que generan los billares utilizados en este trabajo. =#
#HEFEE A AR R R R R R R A R R
#= Billar de elipse (o circunferencia para a=b) en funcidén del radio de semicirculo r y
mitad de longitud de segmento de recta ¢. =#
function BElipse(c,a,b)
Semilzquierda = SemiElipse(c, a, b, [1,0]
SemiDerecha = SemiElipse(c, a, b, [-1,0])
return (Semilzquierda, SemiDerecha)
end
#= Billar de Sinai para un disco centrado y una caja cuadrada. =#
function BSinai (1, r)
X, vy, r =1, 1, r

p0 = [0.0,y]; pf = [0.0, 0.0]; n = [1,0.0]

pared_izqg = Pared(p0, pf, n) #Pared izquierda.
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p0 = [x,0.0]; pf = [x, y]; n = [-1,0.0]
pared_der = Pared(p0, pf, n) #Pared derecha.
p0 = [x,y]l; pf = [0.0, y]; n = [0.0,-1]
pared_sup = Pared(p0, pf, n) #Pared superior.
p0 = [0.0,0.0]; pf = [x, 0.0]; n = [0.0,1]
pared_inf = Pared(p0, pf, n) #Pared inferior.
disco = Disco([x/2, y/2]1, r) #Disco centrado.
return (pared_inf, pared_der, pared_sup, pared_izqg, disco)
end
##4
#= Billar de Bunimovich en funcién del radio de semicirculo r y mitad de longitud de
segmento de recta ¢. =#
function BBunimovich (¢, r)
pareda = Pared([r,2*r],[r + 2%¢,2xr], [0.0,-11])
paredf = Pared([r,0.0],[r + 2%¢,0.0],[0.0,1]
circuloA = SemiElipse([r, r], r, ¥, [1,0]
circuloB = SemiElipse([r + 2%¢, r]l, r, r, [-1,0])
return (paredf, circuloB, pareda, circulod)
end
#HEFFE A AR R A R R R R R R R R R
#= FUNCIONES GENERADORAS DE FRONTERAS =#
FHE A R R R R R R R 4
#=
Para graficar las fronteras de los billares.
=#
const COLORBORDE = (0,0,0) #Fronteras en color negro.
const BORDE = 2.0 # Grosor del borde.
function plot (d::Disco)
facecolor = (COLORBORDE..., 0.5)
circlel = PyPlot.plt.Circle(d.c, d.r,
edgecolor = COLORBORDE, facecolor = facecolor, lw = BORDE)
PyPlot.gca () .add_artist (circlel)
end
function plot (w::Pared)
PyPlot.plot ([w.pO[1l],w.pf[1]], [w.p0[2],w.pf[2]];
color=COLORBORDE, lw = BORDE)
end
function plot (e::Elipse)
facecolor = (COLORBORDE..., 0.5)
elipsel = PyPlot.matplotlib.patches.Ellipse(e.c, 2e.a,2e.b,
edgecolor = COLORBORDE, fill = false, lw = BORDE)
# False para circulo sin relleno.
PyPlot.gca () .add_artist (elipsel)
end

function plot (s::SemiElipse)
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if s.o[l] < 0 # i.e. abierta por el lado izquierdo.

facecolor = (COLORBORDE..., 0.5)

semiarcd = matplotlib.patches.Arc(s.c, s.ax*2,s.b*2,angle=0.0,

thetal=-90, theta2=90,

edgecolor = COLORBORDE, fill = false, lw = BORDE)

# False para arco sin relleno.

PyPlot.gca () .add_artist (semiarcd)

elseif s.o[l] > 0 #i.e. abierta por el lado derecho.
facecolor = (COLORBORDE..., 0.5)
semiarci = matplotlib.patches.Arc(s.c, s.ax*2,s.bx2,angle=0,
thetal=90, theta2=270,
edgecolor = COLORBORDE, fill = false, lw = BORDE)

# False para arco sin relleno
PyPlot.gca () .add_artist (semiarci)
end
end
function plot (Br::Billar)
# Se grafica una tupla de fronteras.
end

for front € Br; plot (front);

gca () .set_aspect ("equal") # Para evitar que se presenten deformaciones.
end

function plot (p::ParticulaPuntual)

# Se dibuja una flecha que representa a
v0 =
arrow (

# xAumentar el pardmetro zorder en caso

(p.pos[l],p.pos[2],0.02xp.vel[1],0.
vO[1l],v0([2],v0[3],v0[4],width = O.

la particula en el plano.
02xp.vel[2])
008, color = zorder =

COLORBORDE, 3)

de que la flecha aparezca capas detrés.

end

FHEF AR A A A R A R R R A R R R R A R A R R A R A R
#= MAXIMO EXPONENTE DE LYAPUNOV =#

FHE A R R R R R R R

# Construimos la funcidén que propaga al vector tangente.

function propagador (dgi , dpi, Ati)

dgi = transpose (dqgi)

dpi = transpose (dpi)

Li = vcat(dgi + (Ati * dpi) , dpi) # Propagador ecuacién C.5.
return Li

end
FHEHEE A A R R R R R R R R
#= Se crea una funcidén que calcule vr (curvatura) para cada obstdculo y lo almacene
en la misma etiqueta que el numero de obstdaculo del billar. =#
FHEFF AR A A A R R A R R R R R A A R A R R A R R A R
function ~r (historia, br)
ipared = historia[8]
#= Se analizan todas las paredes con las que hubo colisidén durante la evolucidn. =#

curvatura = zeros (0)



APENDICE G. CODIGO 73

for j in eachindex (ipared)
if br[ipared[]j]] isa Pared
# ¢Este elemento corresponde a una Pared del billar?
append! (curvatura,0)
elseif br[ipared[j]] isa Disco
# ¢Este elemento corresponde a un Disco del billar?
append! (curvatura, 1/br[ipared[j]].r)
# v =1/r > 0, porque la particula estéd fuera del disco.
elseif br[ipared[]j]] isa SemiElipse # Supondremos a=b
append! (curvatura, -1/ (br[ipared[j]l]l.a)) # Estamos dentro de las elipses
end
end
return curvatura
#= Devuelve un arreglo con las curvaturas de cada obstdculo con el que hubo colisidén. =#
end
FHE A A R S
FHE A R R R R
#= Una funcidén que evoluciona al vector tangente de forma discontinua, dada una
i-ésima colisidén con el i-ésimo obstéculo. =#
FRES S A A AR R R R R R R R R R R R
function offsetp(6l'i, 7vi , n, e, ef, cosphi) # En alusidén al vector offset primado.
dgi = 6I'i[1,:]
dpi = 6li[2,:]
#= Etiquetamos al dg y dp del actual vector de desviacidén. =#
6I'g = dgi - 2xdot (dgi,n) *n
6I'p = dpi - 2xdot (dpi,n)*n — 2x7vix (dot(dgi,e) / cosphi)x*ef
#= Ecuacidén 1.32. Donde es claro que se toma |p| = 1. =#
6I'g = transpose (0'q)
6I'p = transpose (6I'p)
return vcat (6I'g , 6I'p)
end
AR R R R R A R R R R A
#= Se define al vector tangente inicial. El exponente de Lyapunov es independiente de las
condiciones iniciales, asi que tomamos un vector arbitrario pero de norma unitaria. =#
FHE A A R S A R S R R A R R R R R R R
0Cgg = veat ([1 0] , [0 0])
FHEH A A R R R R R R R R R
#= Se construye una funcidén que calcule y devuelva cada estado del vector tangente a lo
largo de la evolucidén. E1l vector tangente inicial se propaga de forma continua, luego
al sufrir una colisidén se propaga de forma discontinua, luego este vector se almacena.
Asi, el vector que sufre la discontinuidad se renormaliza y se almacena como el nuevo
vector inicial dindmico. Este proceso se repite para todas las colisiones. =#
FE A A R R R R R
# VIA RAZON DE CAMBIO -> 1

# VIA AUTOVALORES -> 2
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FhEH A A A A A AR R R R R R R R R
#HHH
function 0I't (offset0, historia , br, via::Int)
dl'gp = offset0 # Vector inicial dinéamico.
dl'_mags = zeros (0)
curvaturas = 7r (historia , br)
for j in 1: (size(historia[l]) [1]1-1)
#= Revisamos cada colisién de una particula que fue evolucionada. =#
offset_actual = propagador (dl'g[1,:],dlg[2,:],historial[5] [j+1])
#= Hacemos la propagacion continua. Tomamos el Arj+1 porque hasta que se da la segunda
posicién hay un Ar. =#
vnormal = vcat (historial[6][j],historial7][]j])
# Se invoca el vector normal de esta colisidn
p0 = vcat (historia[3][]j],historial4]1[3j])
# p antes de colisionar.
p_c = vcat (historia[3][j+1],historia[4][j+1])
# p después de colisionar.
cosang = -dot (vnormal, p0)
# Coseno del angulo de incidencia (signos opuestos entre p y n).
ei = vcat (-p0[2] , pO[1l]
ef = vcat (-p_c[2], p_cl[1l])
# Vectores normales a p y p'.
dl'c = offsetp(offset_actual, curvaturas[j], vnormal, ei, ef, cosang)
# Se realiza la evolucidén discontinua del vector tangente.
if via ==
append! (d'_mags, norm(dl'c))
# Se almacena la norma del vector tangente.
elseif via ==
append! (d_mags, last (eigen (transpose (dl'c)+xdl'c) .values))
#= Se almacena el madximo autovalor del producto del vector tangente con su transpuesta.
Ecuacién 1.39.=#
end
dl'g = dl'c / norm(dl'c)
# Este es el nuevo vector inicial ya normalizado.
end
return dl'_mags
end
FHEFEE A A R R R R
#= Funcidén que calcula el maximo exponente de Lyapunov para un billar mediante la via
razédn de cambio, dada una particula de referencia inicial, un primer vector de desviaciédn
inicial y un numero dado de colisiones a evaluar. =#
FHE A A A R S R A R R R R R R R
function M\ (part, offsetinicial, br, N, via::Int)
historial = evolucion! (part, br, N)

historial_ oI' = é6I't (offsetinicial, historial, br, via)
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#= Si via = 1 se almacenan las normas del vector tangente, si via = 2 se almacenan
los maximos autovalores. =#

AtTOT = 0

for i in 2: (size(historiall[5])[1] - 1)

ALTOT += historial[5][i]

# Se calcula el tiempo total de evolucién de la particula.

end

if via ==

Lyapunov = (1/AtTOT) = (sum(log. (historial_¢I'))) # Ecuacioén 1.35.

elseif via ==

Lyapunov = 1/(2 * AtTOT) x sum(log. (historial_6I')) #Ecuacién 1.40.

end

return Lyapunov
end
FHEFF A A A R R A R A R R A R R A R R A R
#HEHEEEH
#= Funcidén que calcula el maximo exponente de Lyapunov para un billar considerando cada
intervalo de tiempo entre colisiones en lugar de un tiempo total de evolucidén. Esto para
una particula de referencia inicial, un primer vector de desviacion inicial,
y un numero dado de colisiones a evaluar. =#
function A2 (part, offsetinicial, br, N)

historial = evolucion! (part, br, N)

historial 0I' = 6Tt (offsetinicial, historial, br,1)

Al = zeros (0)

for i in 2:(size (historiall[5])[1] - 1)

append! (Ai , (1/historial[5][i]) = log. (historial_oT'[i-1]))

end

Lyapunov = (1/(N-1) x (sum(Ai)))

return Lyapunov
end
#HEHE
FHEFEE A A A R R R R R
#= COORDENADAS DE POINCARE-BIRKHOFF =#
FHAA A A A R A A A R A A R R R R A R R R R A R
#= Funcidén que convierte de coordenadas en el espacio de configuraciones a las
de Poincaré-Birkhoff. =#
function coordenadasPB(posx, posy, velx, vely, o::0bstaculo)

pos = vcat (posx,posy)

vel = vcat (velx,vely)

n = vecnormal (o, pos)

v3d= [velx,vely,0]

n3d= [n[1],n[2],0]

seny = cross (v3d,n3d) [3]

# Por definicién del producto cruz: AxB = |A||B|senyp, con |A|[B|] = 1.

£ = arco(posx, posy, o) # Funcién especial para cada obstaculo.
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return £, seny
end
#HE#
# Pared plana
#HH4#
function arco(gx, qy , o::Pared)
pos = vcat (gx, qy)
¢ = norm(pos — 0.p0)
return ¢
end
#H4#
# Disco
#HH#
function arco(gx,qy , o::Disco)
pos = vcat (gx,qy)
R = (pos - o.c)/o.r
if R[2] > O
# Caso en el que la colisidén ocurrid en el ler o 2do cuadrante
r = acos (clamp(R[1],-1,1)
else
# Caso en el que la colisidén ocurrid en el 3er o 4o cuadranOOte
r = 7 + acos (-clamp(R[1],-1,1))
end
return rxo.r
end
#HH#
# Semicircunferencia

#HHH

# Llamamos a esta funcidén para los cdlculos de curvatura en elipses.

function arco(gx,qy,o::SemiElipse)
pos = vcat (gx,qy)
R = (pos - o.c)/o.a
if R[2] > O
# Caso en el que la colisidn ocurrid en el ler o 2do cuadrante
r = acos(clamp (R[1],-1,1)
else
# Caso en el que la colisidén ocurrid en el 3er o 4o cuadrante
r = 71 + acos(-clamp(R[1],-1,1))
end
return r*o.a
end
#HE#
# Elipse
#HH4#

using QuadGK

76
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#Llamamos a esta funcidén para los cdlculos de curvatura en elipses.
function arco(gx,qy,o::Elipse)

h = o.c[1]

k = o0.cl2]

#Se analiza por cuadrantes

if gx == h+o.a
6 =20

elseif gx == h-o.a
0 = pi

elseif qy > k
6 = acos((gx-h)/o.a)
elseif qy < k
6 = 2xpi - acos((gx-h)/o.a)
end
f(t) = sgrt(o.a”2*sin(t) "2 + o.b"2xcos(t) "2)
return rc = quadgk(f,0,60)[1] # Radio de curvatura
end

#HEHEEE R

# Funcién para llenar los ejes de un mapeo en coordenadas de Birkhoff (&,sen(y)).

# mapeo: resultante de hacer cambio de variables #
##4
# Billar de Sinai
#H4
function mapeoPBBS (gx, gy, vx, vy, 1lobstaculo, billar::Billar)
radio = billar([5].r
£Sinai = [0, 1, 2, 3, 4, 4 + 2xm*radio]
N = size (iobstaculo) [1]
xi , sphi = zeros(0) , zeros(0)
for j in 1:N
# gl[j+1] la posicidén de la i-esima colisidn.
append! (xi, coordenadasPB(gx[j+1],qy[j+1],vx[j+1],vy[j+1],
billar[iobstaculo[j]])[1] + &Sinai[Int (iobstaculo[jl)])
# A la longitud de arco se le suma.
append! (sphi ,coordenadasPB(gx[j+1],qy[j+1],vx[j+1],vy[j+1],
billar[iobstaculo[j]l]) [2])
end
return xi, sphi
end
##4
# Billar Circular
##4
function mapeoPBBC (gx, qy, vx, vy, ilobstaculo, billar::Billar)
radio = billar[l].a
(Circular = [0, pixradio, 2*pi*radio]

N = size(iobstaculo) [1]

7
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xi , sphi = zeros(0) , zeros(0)
for j in 1:N
# gl[j+1] la posicidén de la i-esima colisidn.
append! (xi, coordenadasPB(gx[J+1],qy[j+1],vx[j+1],vy[J+1],
billar[iobstaculo[j]1])[1])
# A la longitud de arco se le suma.
append! (sphi ,coordenadasPB (gx[j+1],qy[j+1],vx[Jj+1],vy[j+1],
billar[iobstaculo[3j]]) [2])
end
return xi, sphi
end
##H#
# Estadio de Bunimovich
##4
function mapeoPBBB (gx, gy, vx, vy, iobstaculo, billar::Billar,¢,r)
£Bunimovich = [2%pixr, 0, 2%pixr + 2x1,0]
N = size(iobstaculo) [1] # Numero de colisiones
xi , sphi = zeros(0) , zeros(0)
# Arreglos para devolver el punto de colisidn
for j in 1:N
append! (xi, coordenadasPB(gx[]j+1],qy[j+1],vx[j+1],vy[J+1],
billar[iobstaculo[j]]) [1] + &Bunimovich[Int (iobstaculo[j])])
append! (sphi ,coordenadasPB (gx[j+1],qy[j+1],vx[Jj+1],vy[j+1],
billar[iobstaculo[j]l])[2])
end
return xi, sphi
end
##4
# Billar Eliptico
#H4
function mapeoPBBE (gx, qy, vx, vy, 1lobstaculo, billar::Billar)
billar[l].a

ra

rb = billar[1l].b
obs = Elipse(billar[l].c,ra,rb)
N = size (iobstaculo) [1]
xi , sphi = zeros(0) , zeros(0)
for j in 1:N
# glj+1] la posicidén de la i-esima colisidn.
append! (xi, coordenadasPB(qgqx[j+1],qy[j+1],vx[j+1],vy[j+1],o0bs) [1]
# A la longitud de arco se le suma.
append! (sphi ,coordenadasPB(gx[j+1],qy[J+1],vx[J+1],vy[J+1],
obs) [2])
end
return xi, sphi

end
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