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RESUMEN 

Las cadenas de Markov en tiempo discreto (CMTD) son una herramienta de modelación matemática con 

amplia relevancia en las ciencias biológicas ya que permiten modelar los fenómenos naturales de forma 

precisa. En particular, para la ecología cuenta con una gran gama de aplicaciones, las cuales ofrecen 

información relevante acerca del comportamiento de los sistemas biológicos que se analizan, enfocándose 

en el conjunto de condiciones en las que se pueden encontrar. A pesar de ello, en pocos documentos se 

describe a detalle el procedimiento para resolver e interpretar los resultados de las CMTD aplicadas a la 

ecología, además de que no es tan difundido a nivel licenciatura. 

En la ecología las CMTD se han utilizado para estudiar la dinámica de sequías, cobertura y uso de suelo, 

sucesión ecológica, distribución y crecimiento de poblaciones, secuencias de cortejo y cópula, dinámica del 

transporte de polen, dispersión de enfermedades, restauración ecológica, patrones florales, dinámica de 

vegetación, entre otros. Los cuales pueden ser de gran utilidad para proponer planes de manejo de 

ecosistemas y/o especies. 

El presente escrito aborda a profundidad el vínculo entre la ecología, la programación y las matemáticas 

con el fin de presentar de una forma sencilla el procedimiento que conlleva la aplicación de las CMTD. 

Adicionalmente y como medio de difusión se diseñó, elaboró y desarrolló un blog educativo referente a las 

CMTD con la finalidad de captar la atención del público interesado en utilizar esta herramienta de 

modelación y vincularlos a este documento. Por lo que fue necesario consultar libros, artículos y 

publicaciones que explican los fundamentos matemáticos de las CMTD, su programación e interpretación 

de resultados.  

Se desarrollaron tres aplicaciones en ecología: i) blanqueamiento de una población de coral, ii) presencia 

de micorriza y plaga tras haber administrado agroquímicos y iii) sucesión ecológica secundaria. Cabe 

resaltar que las dos primeras son aplicaciones para las cuales no se encontraron trabajos similares, mientras 

que la tercera es una aplicación común. Dentro de cada una de estas aplicaciones se incluyen las rutinas de 

cálculo e interpretación de resultados. Por último, se añadieron capturas de pantalla de la versión final del 

blog educativo. 

Se realizó el análisis y síntesis de la información necesaria para poder plantear, aplicar e interpretar cadenas 

de Markov en tiempo discreto. Mientras que el blog educativo representa una opción eficaz para difundir 

esta información y familiarizar al lector con el modelo, además de enlazar al presente escrito, facilitando el 

proceso de enseñanza-aprendizaje de CMTD, particularmente para aplicaciones en la rama de la ecología. 
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INTRODUCCIÓN 

La implementación de las matemáticas es crucial para el avance en la investigación de las ciencias naturales, 

sociales y de la salud, al permitir abstraer, modelar y simular fenómenos de forma precisa con el propósito 

de mejorar la calidad de vida del ser humano. Es gracias a las matemáticas que la economía mundial existe, 

son vitales para el diseño de equipo médico y creación de vacunas, para la construcción de ciudades, 

planeación de servicios públicos, distribución de recursos, además de ser esenciales para la administración 

de cualquier gobierno, entre otra infinidad de aplicaciones. En palabras de Roger Bacon: “Las matemáticas 

son la puerta y llave de la ciencia”. Incluso durante la pandemia ocasionada por el COVID-19 las 

matemáticas juegan un papel clave para hacerle frente a la problemática global a través del desarrollo de 

modelos matemáticos que previenen catastróficas consecuencias. 

Los modelos matemáticos son abstracciones que permiten analizar, describir, explicar y simular fenómenos 

en términos matemáticos (de Torres., 2015). En particular, los modelos matemáticos pueden ser dinámicos 

o estáticos: dinámicos cuando el sistema a estudiar cambia a lo largo del tiempo, por ejemplo, los modelos 

de crecimiento poblacional; o estáticos, en los casos donde el comportamiento del sistema no depende del 

tiempo (Confalone, 2008), como la fórmula del volumen de un lago. De acuerdo con Urquía y Martín 

(2013), un modelo dinámico es discreto cuando el dominio temporal toma valores dentro del conjunto de 

números naturales, como el crecimiento poblacional de una especie, en contraste con un modelo dinámico 

continuo cuyo dominio temporal puede tomar valores dentro del conjunto de los números reales o un 

intervalo de él, como la cantidad de carbono 14 para el cálculo de la edad de los fósiles. Atendiendo al tipo 

de resultados se distinguen a los modelos determinísticos y estocásticos: determinísticos si conocidos los 

datos iniciales el resultado es totalmente predecible, es decir, a cada conjunto de datos de entrada le 

corresponde invariablemente un único valor de salida; mientras que para los modelos estocásticos se pueden 

obtener diversos resultados procedentes de datos iniciales idénticos porque están sometidos a las leyes 

aleatorias y consideran probabilidades de sucesos como parte integral del modelo (González, 2003). 

En la ecología, los modelos estocásticos son los más convenientes, puesto que los fenómenos naturales son 

tan variables que es difícil crear modelos que permitan realizar predicciones precisas (Caballero y Barrera, 

2004). Un ejemplo de modelo estocástico en tiempo discreto de amplia relevancia para la ecología y en 

general para las ciencias, son las cadenas de Markov, ya que en muchas ocasiones lo que interesa conocer 

es el comportamiento que tendrá un determinado sistema a largo plazo, partiendo del supuesto que los 

sucesos subsecuentes únicamente son dependientes del estado actual del sistema en cuestión y no del pasado 

que le precede.  

Las cadenas de Markov pueden ser de dos tipos según el conjunto de números que considera para el tiempo:  
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1. Discretas; el tiempo y el espacio están conformados por valores contenidos en el conjunto de 

números naturales (0, 1, 2, 3…). 

2. Continuas; el tiempo y el espacio están dados por valores pertenecientes al conjunto de números 

racionales (
1

2
,

1

3
,

1

4
,

1

5
...). 

Esta diferencia, aunque aparenta ser sencilla de comprender, conlleva un aumento en la complejidad de la 

resolución del modelo, como menciona Tamir (1998, p. 133): los modelos discretos usualmente son más 

sencillos para análisis numéricos en contraste con los modelos continuos y las cadenas de Markov son un 

claro ejemplo. Es por esta razón que se abordan las cadenas de Markov en tiempo discreto, como primer 

paso hacia el aprendizaje y comprensión de esta herramienta de modelación.  

Para cumplir con esta meta, fue necesaria la consulta de bibliografía y textos especializados en el 

planteamiento, simulación e interpretación de los resultados que arrojan las CMTD, lo que hizo posible 

condensar los conceptos e ideas clave para el aprendizaje de CMTD y traducirlos a un lenguaje menos 

complejo. 

A pesar de la inmensa cantidad de aplicaciones que tiene esta herramienta de modelación en la actualidad, 

es poco conocida a nivel licenciatura lo que sesga el alcance que pueden tener las investigaciones que se 

producen cada ciclo escolar. Por lo que se analizará el fundamento teórico de las cadenas de Markov en 

tiempo discreto aplicadas a la ecología y su resolución mediante GNU-Octave, un software de uso libre, 

con la finalidad de facilitar el aprendizaje de la aplicación de esta herramienta de modelación. Teniendo 

como valor agregado el desarrollo de un blog educativo enfocado al tema. 

El primer capítulo de este documento abarca los fundamentos matemáticos y las bases que sustentan el 

modelo, así como las propiedades que lo caracterizan. Además, presenta las entidades elementales para su 

resolución.  

En el segundo capítulo, se aborda la información necesaria para la resolución e interpretación, así como la 

descripción de GNU-Octave que es el software de uso libre seleccionado para ejemplificar las aplicaciones.  

Finalmente, en el tercer capítulo se presentan las ventajas y características que hacen al blog, un medio 

eficiente para compartir el contenido de este trabajo. Describiendo la importancia de dar un enfoque de 

enseñanza-aprendizaje a una herramienta TIC (Tecnologías de la Información y Comunicación) tan 

popular. 

 



  

4 
 

CAPÍTULO I 

Cadenas de Markov en tiempo discreto (CMTD) 
 

1.1  Conceptos fundamentales. 

Los procesos de Markov fueron propuestos por el ruso Andrey Andreyevich Markov en 1906, se definen 

como sucesiones de variables aleatorias1 que toman valores en un conjunto finito de estados llamado E, 

donde E={E1, E2, E3, …, Er} siendo r ≥ 2. El estado de un sistema se ve determinado por las variables de 

estado que se definen como las variables cuantitativas y/o cualitativas que influyen en la decisión entre un 

estado y otro, además, describen los procesos que tienen lugar en el interior del sistema (Pérez y Escobar, 

2011; Zaballa, 2017, p. 60). 

Esta herramienta de modelación tiene aplicaciones en política (Vásquez, 2016; Hierro y Guijarro, 2006; 

Buzai, 2001), medicina (Ocaña, 2009; Albornoz et al., 2006), economía (Viñamagua, 2017; Hernández y 

Venegas, 2012; Barceló et al., 2010), entre otras. En biología y ecología, se ha utilizado para estudiar la 

dinámica de sequías para un sitio en particular (Yeh y Hsu, 2019), la transmisión del dengue (Delgado y 

Marrero, 2018), frecuencia alélica para un locus determinado (García, 2018), cobertura y uso de suelo 

(Reyes y de la Cruz, 2017; Palomeque et al., 2017; Peña, 2007), velocidad y dirección del viento 

(Gongadze, 2016), concentración bacteriana en un río (Zambrano, 2015), la producción de plantas in vitro 

(Sánchez et al., 2015) , dinámica de macromoléculas (Da et al., 2014), sucesión ecológica (Kribeche, 2014; 

Korotkov et al., 2001), desarrollo de metástasis (Newton et al., 2012), evolución de poblaciones del virus 

de la influenza (Thi, 2011), las secuencias de cortejo y cópula para C. apicicornis (Muñoz, 2011), dinámica 

del transporte de polen por murciélagos (Perlaza, 2010), distribución de Psidium guajava (Cabrera, 2010), 

dinámica para enfermedades de vida silvestre (Zipkin et al., 2010), la dinámica de una flota atunera en el 

Océano Pacífico Oriental (Solana et al., 2009), restauración ecológica (Tucker y Anand, 2004), variación 

filogenética en mamíferos (Hwang y Green, 2004), efecto de botes turísticos sobre una población de 

delfines (Lusseau, 2003), patrones florales de una especie de bromelias (Pico y Chaparo, 2003), dinámica 

de vegetación (Balzter, 2000), dinámica de tipos de parches en selvas tropicales (Álvarez y García, 1992), 

el comportamiento sexual de la Avoceta (Pueyo, 1988), entre otros. Todas estas aplicaciones demuestran 

la gran y diversa utilidad que tiene esta herramienta de modelación para la ecología y la biología, al permitir 

modelar fenómenos naturales de forma precisa con la finalidad de predecir las condiciones del sistema al 

                                                           
1 Variable aleatoria: Variables cuyos valores corresponden a resultados relacionados con una probabilidad 

(Quintana, 1996) 
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permanecer en las mismas condiciones actuales. Además, justifica la importancia de incluir a las CMTD 

como una herramienta básica del biólogo investigador. 

Un proceso de Markov con más de un estado se define como cadena de Markov (Prada, 2013). Las cadenas 

de Markov en tiempo discreto (CMTD), son sucesiones de estados donde las condiciones actuales 

determinan el futuro del sistema, sin importar la historia que le precede. Constituyen una herramienta de 

modelación estocástica cuya interpretación permite predecir el comportamiento de un sistema en el tiempo, 

y se emplean para modelar fenómenos en los cuales la evolución del sistema en el tiempo o en el espacio  

depende del estado actual sin afectar las probabilidades de pasar a otro, con la condición de que t ∈ ℕ, (Bai, 

et al., 2016, p.1; Prada, 2013; Ortega, 2011), es decir, cumple la propiedad markoviana2 de memoria 

“limitada” ya que no se toma en cuenta el pasado del sistema (Vargas, 2014; Yazlle, 2008) y es 

matemáticamente expresada de la siguiente forma:  

𝑝(𝑋𝑛+1 = 𝑗 | 𝑋0 = 𝑖0,  𝑋1 = 𝑖1, … , 𝑋𝑛 = 𝑖𝑛) = 𝑝(𝑋𝑛+1 = 𝑗 | 𝑋𝑛 = 𝑖𝑛) ∀ 𝑛 ∈ ℕ  

Esta expresión matemática se resume en el siguiente enunciado: La probabilidad de que en un futuro el 

sistema pertenezca al estado j dado que en el presente pertenece al estado i es igual a la probabilidad de que 

en un futuro el sistema pertenezca al mismo estado j dado que a lo largo de toda su historia haya pertenecido 

a determinados estados. Por lo que las condiciones actuales imperan a la hora de predecir el futuro del 

sistema. 

 

1.2 Vector de estado y matriz de transición. 

Para hallar la solución de una CMTD se requieren dos entidades fundamentales: el vector de estado inicial 

y la matriz de transición. En primera instancia se describirá al vector de estado (v) o vector de 

probabilidades, que se refiere a todos los probables vectores de estado que puede presentar el sistema en un 

tiempo n determinado. Posteriormente se definirá lo que es un vector de estado inicial (v0) y sus 

características. Finalmente, se describirá la matriz de transición (M) con sus respectivas propiedades.  

 

                                                           
2 Propiedad markoviana: La probabilidad del siguiente suceso depende solamente del suceso inmediato anterior 

(Bañuelos, 2013). 
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1.2.1 Vector de estado.  

También llamado “vector de probabilidad” describe las condiciones en las que se encuentra el sistema y 

permite calcular la probabilidad o proporción de cambio del sistema para dos o más sucesos posteriores.  

Además, hace posible encontrar las probabilidades estacionarias del modelo para determinar en qué estado 

se puede encontrar el sistema en largos periodos de tiempo (Ossa, 2013, p. 562).   

A partir de esta entidad se obtiene la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado i en el instante 

n. Se dice que el sistema está en el estado i si 𝑋𝒏 ∈ 𝐸𝑖 ∴  𝑋𝑛 = 𝑖 por lo que 𝑝(𝑋𝑛 ∈ 𝐸𝑖) = 𝑝(𝑋𝑛 = 𝑖). Es 

decir, que los valores contenidos dentro del vector conforman un conjunto de números que encaja con las 

características particulares de cada estado. 

El vector de estado es un vector de probabilidades que se presenta de la siguiente manera: 

 

𝑣 = [𝑣11 𝑣12 … 𝑣1𝑟] 

Donde v representa al vector de estado mientras que cada uno de los elementos contenidos dentro del vector 

representa la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado En, cumpliendo la siguiente condición: 

0≤v1j≤1, ∀𝑗 = 2, 3, …, r. Además de que se verifica la siguiente sumatoria debido a que cada estado (𝑣1𝑗) 

forma parte del conjunto de estados. 

∑ 𝑣1𝑗

𝑟

𝑗=1

= 1 

1.2.1.1 Vector de estado inicial. 
 

Para obtener el vector de estado desde el tiempo uno hasta el tiempo n, es necesario contar con un vector 

de estado inicial (v0). Que define las condiciones actuales del sistema, es decir, de aquellas que dependerán 

a futuro. Puede estar dado en probabilidades, proporciones o inclusive número de individuos. 

 

𝑣0  =  [ 𝑣11  𝑣12 ⋯  𝑣1𝑟  ] 

E1 E… E2 Er 

E1 E2 Er 
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En este vector inicial, v11 corresponde a la probabilidad o proporción del sistema que se encuentra ocupando 

el estado uno (E1), v12 define la probabilidad o proporción que ocupa el estado dos (E2) y v1r la probabilidad 

o proporción que ocupa el estado r (Er).  

A cada suceso elemental se le asigna una probabilidad o proporción de ocurrencia v(Ei) donde 𝑣(𝐸𝑖) =

𝑣𝑖, 0 ≤ 𝑣𝑖 ≤ 1, ∀𝑖= 1, 2, … , 𝑟. Con la condición de que: 

∑ 𝑝1𝑗

𝑟

𝑗=1

= 1 

A diferencia del vector de estado, este vector es determinado a partir del análisis de las condiciones iniciales 

del sistema, mientras que el primero es resultado de las operaciones que implica el modelo. 

 

1.2.2 Matriz de probabilidades de transición. 

Es una matriz cuadrada que agrupa todas las probabilidades de que el sistema pase de un estado i a otro j 

(pij) en un tiempo determinado. En la que las filas i de la matriz corresponden al conjunto de estados iniciales 

que puede ocupar el sistema; las columnas j a los estados sucesores correspondientes, es decir, las columnas 

de la matriz corresponden al estado sucesor (n+1) y las filas al estado inicial (n), donde 0 ≤ 𝑝𝑖𝑗 ≤ 1, ∀𝑝𝑖𝑗 >

0, además de que la suma de todos los elementos de cada fila es igual a uno (Figura 1) (González, M., 2003, 

p. 90; Navas y Quesada, 2003, p. 27). La probabilidad de pasar de un estado i a otro j se define como la 

probabilidad de transición y contiene las probabilidades que existen de pasar de un estado inicial a cualquier 

otro 𝑝𝑖𝑗 = 𝑝(𝑋1 = 𝑗|𝑋0 = 𝑖) (Ortega, s/f; Del Valle, s/f; Grinstead y Snell, 1997, p. 406).                           

 
Figura 1 Matriz de probabilidades de transición para un sistema determinado con r estados posibles.                         

p11 = probabilidad de permanecer en el estado E1 al cabo de un paso en el tiempo, es decir, de n a n+1.                      

p12 = probabilidad de pasar del estado E1 al estado E2 en un paso en el tiempo.                                                            

p21 = probabilidad de transitar del estado E2 al estado E1 en un paso en el tiempo. 
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1.3 Clasificación de estados de una CMTD. 

Definir la cantidad de estados, así como sus posibles interacciones es de vital importancia para la 

clasificación de estados y posteriormente comprender la dinámica de transición del sistema. Por lo que se 

introduce a la teoría de grafos la cual consiste en un lenguaje formalizado, apto para la descripción de las 

redes y sus características, donde se representa a los sistemas (estados) como nodos y las interacciones 

(transiciones) existentes como vértices (Herrero, 2000).  La razón por la cual se incluye esta información 

es a raíz de que la matriz de transición es similar a un grafo cuya transición está orientada (con dirección 

definida), este grafo lleva por nombre diagrama de transición de estados (Peña, 2014; Aguilera, 2009).  

Un grafo G = (V, A) se define mediante dos conjuntos de símbolos: nodos o vértices (V) y las aristas o 

arcos (A). El conjunto de vértices 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛}, a su vez, son el conjunto finito de estados y los arcos 

A = {vi,vj} son el conjunto formado por dos subconjuntos de dos elementos de V, que corresponden a la 

probabilidad de transitar de un estado i a otro j, sí y sólo sí pij ≠ 0 mostrando las interacciones posibles para 

el sistema. De lo contrario, si pij = 0 significaría que no es posible transitar del estado i al j. En un grafo 

dirigido, los arcos se representan por flechas que determinan el flujo que posee (Alonso, 2008). Cuando un 

arco termina en el mismo estado en el que empieza, es decir vi = vj, se tiene un bucle, que se puede interpretar 

como la probabilidad de que el sistema permanezca en ese mismo estado. 

De acuerdo con González (2003), los estados del conjunto E para una CMTD se pueden clasificar en cinco 

tipos: i) periódico, corresponde a un estado donde pii = 0, y sólo se puede regresar al estado i al transcurrir 

un determinado tiempo, ii) aperiódico, un estado con pii ≠ 0, significa que puede permanecer en dicho estado 

al paso del tiempo, iii) recurrente, cuando pertenece a una clase ergódica* y  es periódico, iv) ergódico, 

cuando está contenido en una clase ergódica y es un estado aperiódico, y v) absorbente, es un estado del 

que el sistema no puede salir una vez que entra a él (Figura 2). Los tipos de estados existentes se presentan 

en el siguiente dígrafo:  

                                                           
* Clase ergódica: Sus estados están conectados entre sí, además de que, si el sistema entra en ella, no hay forma de 

salir (González, M., 2003).  
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1.3.1 Cadena de Markov irreducible. 

Atendiendo al tipo de estados que contiene y las conexiones existentes, se pueden identificar distintas 

clases. Una clase de estados para una CMTD consiste en el subconjunto de todos los estados que están 

comunicados entre sí, es decir, que dos clases C1 y C2 están comunicados si tienen un estado k en común, 

lo que significa que cualquier estado de C1 es accesible desde cualquier estado de C2 y viceversa (González, 

2003). En caso de que la clase C1 no pueda ser alcanzada desde C2 y viceversa, se dice que el conjunto de 

estados es cerrado.  

Por otro lado, si cada estado puede ser alcanzado desde cualquier otro, además de que el único conjunto 

cerrado es el total, la cadena corresponde a una cadena irreducible (Facultad de estudios a distancia, 2015, 

Barceló et al., s/f). En caso contrario, la cadena puede ser reducible si existe más de un conjunto de estados 

cerrado. Ejemplos de cadenas de Markov reducibles e irreducibles son presentados a continuación (Figura 

3):   

Figura 2 Diagrama de transición con seis nodos (estados) y nueve arcos (probabilidad de transición).                

E1 y E2 = Estados periódicos. E3 = Estado aperiódico. E4 = Estado recurrente. E5 = Estado ergódico.                   

E6 = Estado absorbente. 
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Las cadenas de Markov irreducibles y recurrentes son de gran relevancia ya que permiten obtener el vector 

de estado estacionario cuya interpretación predice las probabilidades de encontrar al sistema en un 

determinado estado tras haber pasado un largo periodo de tiempo, lo cual juega un rol clave en el análisis 

de las cadenas de Markov (Torres, 2016; Williamson, 2012), porque proporciona a los tomadores de 

decisiones información valiosa acerca de las consecuencias que tendrá permitir al sistema mantener las 

mismas condiciones que se presentan actualmente, fundamentando la necesidad de tomar medidas que 

solucionen el problema. Además, si el espacio de estados E es finito y corresponden a estados aperiódicos, 

entonces existe una única distribución estacionaria (Guerberoff, 2010; Puerto, 2010; Domínguez, 2000). 

 

 

1.4 Vector de estado estacionario. 

En ocasiones lo que interesa es conocer el comportamiento del sistema cuando ha pasado un largo intervalo 

de tiempo, aumentando el número n de transiciones acercándose al límite. Cuando el vector de estado 

resultante se mantiene constante o cambia muy poco, se dice que el comportamiento del sistema se ha 

estabilizado, alcanzando el vector de estado estacionario (𝜋), también llamado vector de estado estable o 

distribución estacionaria de una CMTD (Bañuelos, 2013; Lozano, 2012). Dicho vector permite obtener las 

probabilidades de ocupar cierto estado después de un largo periodo de tiempo y se presenta de la siguiente 

forma: 

 

Figura 3. Diagrama de transición para una cadena de Markov irreducible (izquierda) en la que el 

conjunto cerrado está compuesto por todos los estados, y reducible (derecha) donde el estado 1, 2 y 3 

conforman una clase y el estado 4, otra. 
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𝝅 =  [ 𝑝11  𝑝12 ⋯  𝑝1𝑟 ] 

De la misma forma que en el vector de estado inicial, la suma de cada uno de los elementos que conforman 

el vector de estado estacionario debe ser igual a 1. 

 

Una vez que se tiene toda la información fundamental, se procede a la aplicación de CMTD, implementando 

la matriz de transición y el vector de estado inicial para dar inicio al análisis del comportamiento del sistema 

en cuestión, el cual es detallado en el siguiente capítulo. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

E1 E… E2 Er 



  

12 
 

CAPÍTULO II 

Resolución de CMTD y su modelación con GNU-Octave 
 

2.1 Predicción del comportamiento de un sistema a través del tiempo usando CMTD. 

Una ventaja de las CMTD es la posibilidad de modelar sistemas complejos de forma sencilla, ya que está 

completamente determinada por el conjunto finito de estados, sus probabilidades de transición (matriz de 

transición) y su distribución inicial (vector de estado inicial) (MIT, s/f). No obstante, se requiere conocer 

los fundamentos e ideas principales acerca del planteamiento e interpretación del modelo, lo que en 

ocasiones llega a abrumar a los lectores con poca experiencia o interés en estos temas.  

Hallar la solución a una CMTD requiere la multiplicación de un vector fila, por una matriz cuadrada. Esto 

se resume de la siguiente manera, donde se obtiene el vector de estado en el tiempo uno (v1), a partir de la 

multiplicación de la matriz de transición (M), por el vector de estado inicial (v0). 

 

2.1.1 Estado de un sistema en el tiempo n. 

A partir del vector de probabilidad inicial se puede predecir el comportamiento de un sistema, multiplicando 

por la matriz de transición tantas veces como pasos en el tiempo se requieran analizar. Es decir, que el 

vector de estado en el tiempo uno (v1), es resultado del producto de la matriz de transición (M) y el vector 

de estado inicial (v0), para el vector de estado en el tiempo dos, únicamente es necesario obtener el producto 

de la matriz de transición y el vector de estado en el tiempo uno. De esta forma se aprecia la cadena de 

operaciones que caracteriza a esta herramienta de modelación obteniendo predicciones a corto y largo plazo. 

 

[ 𝑝11(1) 𝑝12(1) ⋯ 𝑝1𝑟(1) ] = [ 𝑝11(0) 𝑝12(0) ⋯ 𝑝1𝑟(0) ]  ∙  [

𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22

⋯ 𝑝1𝑟

⋯ 𝑝2𝑟… …
𝑝𝑟1 𝑝𝑟2

… …
⋯ 𝑝𝑟𝑟

]  

 

Este patrón de multiplicación se repite para cualquier tiempo n durante toda la secuencia de eventos y se 

resume en la siguiente expresión:   

vn = v0 · M n 

M 

v1 v0 
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Donde el vector en la etapa n (vn) es igual al producto del vector inicial por la matriz de transición elevada 

al valor de tiempo n que se quiere predecir. A partir de lo que se puede deducir que la evolución de la 

cadena depende de la matriz de transición (González, M., 2003). Lo cual toma sentido al saber que la matriz 

de transición contiene las posibles interacciones entre estados. 

Cabe resaltar que para poder obtener el producto de un vector y una matriz es necesario que ambos sean 

conformables entre sí, es decir, que el número de columnas j del vector debe ser igual al número de filas i 

de la matriz de transición.  

 

2.1.2 Estado estacionario para CMTD. 

Cabe resaltar el hecho de que el comportamiento asintótico de las CMTD, es decir, el vector de estado 

estacionario (𝜋) es independiente del vector de estado inicial (González, 2003). Para obtener el vector de 

estado estacionario se realiza el siguiente procedimiento: 

a) Determinar la dimensión mxn que presenta la matriz de transición (M) en cuestión. La cifra 

obtenida constará de un único valor dado que m=n, es decir, es una matriz cuadrada. 

𝑴 = [       ]  𝒅𝒐𝒏𝒅𝒆 𝒎 = 𝒏  

 

b) Restar a la matriz de transición M, el producto de la matriz identidad (𝐼) y el escalar determinado 

en el paso anterior (𝑚). El resultado de esta operación se denotará por la letra A. 

𝑨 = 𝑴 − 𝑰𝒎 

 

c) Se añade la condición de normalización a la matriz A intercambiando todos los valores de la última 

columna por el número 1. 

𝐴𝑖𝑛 = 1 

 

d) Generar un vector fila llamado b con el mismo número de columnas que A. Cada uno de los 

elementos de este vector tendrá el valor 0 a excepción del último valor que será 1. 

 

e) Multiplicar el vector fila b por la inversa de la matriz A. 

𝝅 = 𝒃 ∗ 𝑨−𝟏 
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2.1.3 Representación gráfica de una CMTD. 

Con el fin de visualizar el comportamiento asintótico de una CMTD es posible elaborar gráficas en las que 

el eje horizontal representa a los pasos en el tiempo, mientras que el eje vertical corresponde a la 

probabilidad de ocurrencia para cada uno de los estados. En el caso de este trabajo, se usa el software GNU-

Octave que es de uso libre y cuenta con una amplia lista de funciones que facilitan las operaciones y 

aplicaciones de modelos. Dentro de sus funciones básicas se encuentra el elaborar distintos tipos de gráficas 

las cuales son de gran importancia durante la interpretación de resultados. Por lo que a continuación se 

muestra el código pertinente para proyectar gráficas que corresponden al modelo de CMTD (Figura 4): 

 

Es prudente mencionar que para cada estado se debe de definir el color y el tamaño del marcador con el 

que se dibujará la línea que recorre, además de la leyenda que tendrá asignada. Esto significa que la línea 

de comando: plot (x, pp(1,:), “r+; Estado 1;”, “linewidth”, 2) especifica que para el estado 1 se utilizará el 

color rojo y cruces como simbología. Para conocer a mayor profundidad los diferentes formatos de gráficas 

que contiene GNU-Octave, los creadores del software proporcionan la siguiente página: 

https://octave.org/doc/v4.0.0/Two_002dDimensional-Plots.html 

Figura 4. Código de programación para elaborar una gráfica del modelo de cadenas de Markov en tiempo 

discreto. 
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Modelar las cadenas de Markov a largo plazo suele ser laborioso y exigir largos lapsos de tiempo, por lo 

que se han desarrollado software que permiten realizar esta tarea de forma rápida y precisa como es el caso 

de GNU-Octave, que por ser de uso libre se eligió sobre MATLAB, abriendo la posibilidad de que cualquier 

profesor o alumno pueda acceder a él. 

 

2.2 GNU-Octave. 

Este software es un lenguaje de alto nivel destinado para el cálculo numérico, el cual provee una interfaz 

en la cual se utilizan una serie de comandos para realizar las operaciones deseadas (Hernández, 2007, p. 4). 

Octave es la alternativa de uso libre de MATLAB, ya que es parte del proyecto GNU cuyo fin es generar 

software de uso libre, apoyado en una comunidad de desarrolladores sin fines de lucro, por lo que cuenta 

con herramientas para la solución de un gran número de problemas numéricos (Gómez, et al. 2010). Para 

este software todos los elementos introducidos en la ventana de comandos son matrices (Horacio, 2010, p. 

3), inclusive una cifra es considerada una matriz de dimensión 1x1, es decir, un escalar. En este sentido, 

GNU-Octave es adecuado para trabajar con CMTD ya que esta herramienta de modelación se basa en 

operaciones matriciales.  

Cuenta con una amplia biblioteca de funciones predefinidas que abarcan operaciones y modelos 

comúnmente empleados, además de brindar la alternativa de generar funciones definidas por el usuario con 

extensión *.m, abarcando numerosos campos de la ciencia (Higuera, 2016; Valiente, 2006). De acuerdo 

con Borell y Rodríguez (2008), una función es una tarea independiente, una unidad de programa que recibe 

datos de entrada y devuelve otros de salida tras haber recibido algún tratamiento, que permiten simplificar 

programas complicados de Octave mediante funciones simples (Eaton et al., 2018). Estas funciones se 

invocan con el nombre de la función, seguido del argumento de la función entre paréntesis (Long, 2005, p. 

6).  

Aun cuando GNU-Octave facilita en gran medida la programación de modelos, exige conocimiento básico 

acerca del uso de comandos y funciones dentro de un software matemático, llegando a generar desinterés 

por parte de los alumnos. 
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2.2.1 Modelación de CMTD utilizando GNU-Octave. 

Este software brinda dos opciones de uso: i) Interfaz de línea de comandos (CLI), consiste en una consola 

de texto en la que el usuario puede teclear una serie de comandos (Lawrence y Verzani, 2012) y ii) Interfaz 

gráfica de usuario (GUI) que de acuerdo con Wang (2011) emplea un display gráfico basado en pixeles y 

un puntero como cursor, además de un teclado que facilita la interacción con el usuario. CLI es 

principalmente utilizado por aquellos que conocen los comandos y tienen cierto conocimiento acerca de 

lenguajes de programación. Por otro lado, la GUI es para aquellas personas que carecen de experiencia, por 

lo que requieren de íconos que faciliten el acceso a funciones ya programadas que permite una interacción 

más enfocada al interés de los usuarios. En este sentido, se pretende hacer uso de la GUI, con el fin de 

facilitar el acercamiento a GNU-Octave. 

Al ejecutar la GUI del programa por primera ocasión se pueden observar cuatro ventanas (Figura 5):   

 

 

1) Ventana de comandos (comand window) Muestra un mensaje que corrobora la gratuidad del software, 

enlaces a información adicional, a un sitio donde se hacen contribuciones y otro orientado a solución de 

errores. Es en esta ventana donde se introducen comúnmente los comandos y se asignan las variables 

requeridas para cumplir el propósito de cada usuario. Además de la ventana de comandos, en la parte baja 

Figura 5. Ventana principal de GNU-Octave, donde se resalta la ventana de comandos (recuadro azul), el explorador 

de archivos (recuadro rojo), el espacio de trabajo (recuadro amarillo), historial de comandos (recuadro morado). 

Dentro de la ventana de comandos se señalan las pestañas de Ventana de comandos, Editor y Documentación 

(flechas rosadas) y la línea de comandos (flecha verde).  
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de la pantalla se ubican dos pestañas adicionales: i) Editor: Permite crear scripts, archivos que contienen 

cualquier secuencia de comandos sin la necesidad de teclear nuevamente toda la rutina de cálculo en caso 

de un error o interés por modificar alguna línea de comando, asimismo otorga la oportunidad de generar 

funciones donde frecuentemente se introducen rutinas de cálculo que describen modelos matemáticos, una 

vez guardada la función como archivo *.m se puede invocar desde la ventana de comandos únicamente 

escribiendo el nombre de la función y los valores de entrada para las variables correspondientes a la función 

o también desde el mismo editor existe el botón “Save file and run” que correrá la secuencia de comandos, 

mostrando el resultado de correr la secuencia en la ventana de comandos, y ii) Documentación, incluye el 

manual actualizado del software, describe el programa, da una introducción y brinda información necesaria 

para poder manipular el programa.  

2) Explorador de archivos (file browser), se encuentra del lado izquierdo de la pantalla, en esta ventana 

se define el directorio a partir del cual el programa carga las funciones archivadas, además de conjunto de 

datos, variables, gráficas, entre otros. Cabe recalcar la importancia de que el directorio donde se guardan 

los scripts creados en el editor debe de coincidir con el directorio fijado en la ventana de explorador de 

archivos para poder invocar las secuencias de comandos correctamente.  

3) Espacio de trabajo (workspace), está ubicado debajo del explorador de archivos y almacena las 

variables introducidas a lo largo del tiempo que se usa el programa, las cuales se perderán al cerrar el 

programa. Estas variables se pueden renombrar, eliminar, llevar al editor, mostrar el contenido y elaborar 

gráficas con ellas. 

4) Historial de comandos (command history), que archiva cada línea de comandos introducida, a diferencia 

de la ventana de espacio de trabajo no se vaciará aun cuando se cierre el programa. 

 

En particular para las CMTD, Marzolla (2008) desarrolló un paquete que lleva por título queueing, cuyo 

comando se expresa como dtmc. Cabe resaltar que para que el software pueda acceder a este comando es 

necesario descargar el paquete Queueing ubicado en este link (https://octave.sourceforge.io/queueing/) y 

cargarlo mediante el comando –pkg load queueing-, así mismo se puede verificar si el programa ya cuenta 

con el paquete a través del comando –pkg list-. Una vez cargado, no es necesario repetir el comando a 

menos que se finalice el programa y se vuelva a inicializar al abrir una nueva ventana.  

https://href.li/?https://octave.sourceforge.io/queueing/
https://octave.sourceforge.io/queueing/
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De existir un error al cargar el paquete, el software mostrará un mensaje en la ventana de comandos 

describiendo el problema, de otro modo, aparecerá otra línea de comando en blanco (Figura 6).  

 

Con el propósito de modelar el estado del sistema para un tiempo n determinado, se requiere definir tres 

variables que son: i) matriz de transición (M), ii) paso en el tiempo por predecir (n), y iii) vector de estado 

inicial (v0), por lo que el comando a introducir presenta el formato -dtmc (M, n, v0)-. En caso de querer 

hallar el estado estacionario para cierto sistema, únicamente es necesario definir la matriz de transición, por 

lo que el comando es el siguiente: -dtmc(M)-. 

Procesar todo este cúmulo de información puede complicar el aprendizaje del modelo cuando el lector no 

tiene experiencia en el uso de herramientas informáticas, por lo que se desarrolló un blog educativo que 

aborda los fundamentos y propiedades en los que se basan las CMTD de forma concisa y a manera de 

introducción para este escrito. De este modo, se favorece la consulta de este documento y se promueve el 

proceso de enseñanza-aprendizaje de las CMTD, explotando la capacidad de las tecnologías de la 

información y la comunicación (TIC). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 6. Comando para cargar el paquete Queueing que contiene la función dtmc 
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CAPÍTULO III 

Uso de las tecnologías de la información y la comunicación (TIC) 

para la enseñanza de modelos matemáticos 
 

3.1 TIC en la educación. 

La Comisión Económica para América Latina y el Caribe (2003) (citado por Yáñez y Villatoro, 2005, p. 7) 

define a las TIC (Tecnologías de la Información y la Comunicación) como sistemas tecnológicos mediante 

los que se recibe, manipula y procesa información que facilitan la comunicación entre dos o más 

interlocutores, además de que son herramientas fundamentales para facilitar el acceso al conocimiento. 

Permiten nuevas formas de acceder, generar y transmitir conocimientos (Cabero et al., 2007, p.16), ya que 

han fungido como apoyo a la realización de actividades a distancia (Ruíz et al., 2004, p. 9). Por otro lado, 

ha reducido la deserción escolar y modificado los métodos de enseñanza-aprendizaje inclusive a nivel de 

educación superior (Gutiérrez et al., 2016; Katz, 2009, p. 21).  

De acuerdo con Hernández y Bautista (2017) es evidente que el uso de las TIC es más popular como 

herramientas de ocio, debido a que la mayoría de los alumnos las utilizan para actividades que no son de 

carácter educativo, lo que resalta la falta de cultura académica en el país (Lozano, 2016). No obstante, en 

la actualidad el uso de las TIC es inmenso, lo que hace inapelable la necesidad de que sean incluidas en el 

ámbito educativo. Para México según López y Flores (s/f), existen evidencias de un uso amplio de las TIC 

en la educación superior.  

Es por esto, que se hace difícil concebir a una institución educativa en este siglo que no contemple la 

implementación de las TIC (Ponce, 2016), aunque su integración en la educación implica tener en cuenta 

la relación que se debe de establecer entre el uso de nuevos medios y estrategias docentes (Barreto e Iriate, 

2017, p. 16). En virtud de ello, Castro et al. (2007) mencionan que la incursión de las TIC en la educación 

no conlleva la desaparición del docente como actor principal de los procesos de enseñanza y aprendizaje, 

en cambio, sí exige al profesor una mayor competencia pedagógica y un mayor grado de motivación. En 

particular, para la educación matemática las TIC son un medio que permite crear nuevos ambientes de 

aprendizaje mediante la utilización de imágenes, gráficas, hojas de cálculo, entre otros y de esta forma 

facilitar el proceso de enseñanza-aprendizaje (Elias, 2013), donde la intensidad y frecuencia de uso son los 

factores que ejercen mayor influencia (López, 2007).  

Es importante resaltar que la implementación de las TIC en el sistema educativo requiere que se transforme 

el método organizativo de la enseñanza, es decir, la secuencia didáctica que se implementa en clase y 

controlar la cronología de la información que se proporciona, además de modificar la práctica docente, con 
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el objetivo de contribuir a la construcción de conocimiento, aprovechando la fuerte afinidad que tienen los 

estudiantes con las TIC. De esta manera es posible que los alumnos accedan a un proceso de aprendizaje 

más rico y funcional, al remodelar el uso de tecnologías con un propósito de innovación pedagógica 

(Moreno y Trigo, 2017). Esto implica, una modificación en el papel que desempeña el alumno y el docente 

dentro del aula. 

En cuanto al alumno, se convierte en el punto de partida para la construcción de su propio conocimiento 

puesto que es quien da pauta a la evolución del curso, además, debe llegar a ser un usuario inteligente y 

crítico de la información, motivado por un mayor uso de tecnologías, así como un efecto sobre las actitudes, 

lo que enriquece el aprendizaje y desecha el método memorístico (Velasco, 2017; Cortés, 2013). 

Por otro lado, el docente debe de poseer aptitudes necesarias para convertirse en un asesor, orientador, 

facilitador y mediador del proceso enseñanza-aprendizaje a través de la alfabetización digital que consiste 

en la habilidad de evaluar y hacer un uso adecuado y eficiente de las tecnologías informáticas en el entorno 

de la educación (Ávila, 2017), además de ser capaz de generar una metodología renovada, correspondiente 

a las condiciones de nuestro tiempo (Velasco, 2017; Pérez et al., 2018).  

Es así como actualmente las TIC son imprescindibles para cumplir los objetivos de aprendizaje planteados, 

motivando a los alumnos a participar y a construir su propio conocimiento, por lo que han abierto un nuevo 

horizonte hacia un uso formativo.  

De acuerdo con Pérez et al. (2018) dentro de las TIC que son implementadas en la educación se encuentran 

herramientas que permiten diversificar las metodologías activas, inclusivas e interactivas como blogs, e-

books, redes sociales, soporte de video, pizarras virtuales, proyectores, computadoras, material didáctico 

para la red, entre otros. Particularmente, los blogs educativos son una potente herramienta TIC (Hernández 

y Olmos, 2011), dado que permite la interacción entre alumnos y profesores, acceso en cualquier horario, 

entre otras ventajas que son detalladas a continuación.    

 

 

3.2 Edublog como herramienta de apoyo al proceso de enseñanza-aprendizaje. 

Los blogs o bitácoras son un formato de publicación en línea, se pueden definir como una herramienta que 

permite la gestión de contenidos, la publicación y comunicación de información (Marcos et al., 2013). Los 

blogs han sido incorporados rápidamente en los entornos educacionales debido a su facilidad de uso, el bajo 

coste, la posibilidad de organizar la información, la interactividad y la posibilidad de acceder al blog desde 
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cualquier sitio, en cualquier momento, dando origen a los edublogs que se caracterizan por ser un blog de 

índole educativa (Iglesias y Rubio, 2011, p. 1; Checa, 2014, p. 1).  Son empleados como material 

instruccional, para recrear saberes, experiencias y conocimientos al poder plasmar información relevante 

que no se encuentra tan fácilmente en libros y artículos, además de facilitar la difusión de información y la 

innovación educativa (Marcos et al., 2013; Villalobos, 2015, p. 118), por lo que son un recurso ampliamente 

utilizado en el ámbito de la educación superior adecuándose a la madurez intelectual de los estudiantes 

(Chávez y Grisolía, 2008, p. 2). 

Harasim (2000) y Cabero et al. (2007) (citado por Jiguan, 2012, p. 35) presentan un listado acerca de las 

ventajas que tienen los edublogs para el proceso de la enseñanza: 

 Permiten introducir la instrucción participativa. 

 Permite compartir conocimiento personal y de la red. 

 Publicar materiales de manera inmediata. 

 Dar instrucciones y orientar a los educandos. 

 Acercarse a los estudiantes de nuevas maneras. 

 El contenido del temario se puede organizar por temas y de forma secuencial. 

Así mismo, Maeztu (2014, p. 18) señala las desventajas del uso de un edublog:  

 Su estructura cronológica y secuencial puede suponer un obstáculo, problema que se resuelve 

implementando diferentes pestañas de navegación para cada apartado del tema. 

 En ciertas ocasiones requiere un esfuerzo extra, cuando debe de actualizarse en un determinado 

tiempo. 

 

En este sentido, se diseñó y desarrolló un edublog enfocado a la enseñanza-aprendizaje de la modelación 

de cadenas de Markov en tiempo discreto aplicadas a la ecología por medio de GNU-Octave, añadiendo 

ejemplos de aplicación e interpretación para familiarizar al lector con esta herramienta de modelación, 

proporcionando un panorama general acerca de las CMTD y vinculando al público a este trabajo que aborda 

con mayor profundidad este tema. 
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PROBLEMA DE INVESTIGACIÓN 

Las cadenas de Markov son de gran utilidad para modelar fenómenos naturales en los que el futuro del 

sistema depende únicamente de las condiciones actuales lo que permite elaborar propuestas sobre planes 

de manejo y conservación para sitios y especies amenazadas. A pesar de ello, las CMTD no son tan 

difundidas, lo que sesga la amplia variedad de aplicaciones que esta herramienta de modelación puede 

abarcar. Además de que cierta porción de los estudiantes suele evadir las cuestiones matemáticas e 

informáticas. 

 

 

OBJETIVO GENERAL 

Desarrollar los fundamentos matemáticos, el proceso de programación y la interpretación biológica de las 

cadenas de Markov en tiempo discreto con el fin de generar un vínculo entre la ecología, la estadística y la 

informática que facilite la aplicación e interpretación de esta herramienta de modelación, teniendo como 

valor agregado la implementación de un prototipo de edublog de aprendizaje para captar el interés de los 

estudiantes y vincularlos a este trabajo, explotando la fuerte afinidad que los estudiantes tienen por las TIC. 

 

 

OBJETIVOS PARTICULARES 

Buscar, analizar y depurar información obtenida referente a cadenas de Markov para comprender su 

fundamento matemático y las aplicaciones en ecología, con el propósito de condensar los elementos e ideas 

más relevantes para su facilitar su aprendizaje. 

Generar una rutina de cálculo utilizando un software de cálculo numérico para la aplicación de cadenas de 

Markov en tiempo discreto, dirigida a los alumnos interesados en utilizar esta herramienta de modelación. 

Elaborar ejemplos de cadenas de Markov en tiempo discreto aplicados a la ecología, brindando información 

detallada acerca del planteamiento, programación informática y la interpretación biológica de los 

resultados, permitiendo que los lectores repliquen los ejemplos adquiriendo experiencia personal y 

posteriormente sean capaces de desarrollar sus propias aplicaciones de CMTD.   

Diseñar y plasmar un blog educativo de apoyo al proceso de enseñanza-aprendizaje sobre la aplicación de 

cadenas de Markov en ecología, resultado de la discriminación de información realizada, que vincule a los 

lectores a este trabajo y los familiarice con esta herramienta de modelación. 
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JUSTIFICACIÓN 

Las cadenas de Markov son herramientas de suma importancia para la toma de decisiones, ya que predicen 

el comportamiento de un sistema a través del tiempo. No obstante, son poco conocidas, además de que el 

uso de lenguaje matemático, la programación e interpretación de modelos presenta cierta dificultad para 

investigadores y estudiantes que buscan adentrarse en el campo de la ecología matemática. Por lo que 

resulta relevante la elaboración de un documento acerca de cadenas de Markov en el que se plasme un 

análisis y síntesis del tema, aplicaciones en ecología y programación, en términos digeribles para lectores 

poco familiarizados con las CMTD.  

 

 

MÉTODO 

Acorde con el objetivo de la presente tesis la búsqueda de información se tuvo que concentrar en tres temas 

principales: i) fundamentos matemáticos, ii) programación del modelo y iii) aplicaciones. Como punto de 

partida, se realizó una búsqueda exhaustiva de textos donde se aborda la simbología utilizada ampliamente 

en textos de matemáticas, así como libros de álgebra lineal que contienen información acerca de operaciones 

con matrices y fundamentos que serán importantes en lecturas más avanzadas. De esta forma es posible 

iniciar la consulta de textos especializados acerca de los aspectos matemáticos principales para la resolución 

e interpretación de distintas aplicaciones que tienen las cadenas de Markov en tiempo discreto en la 

ecología. De modo que fue necesario empezar por documentos que proporcionan ejemplos de CMTD, en 

los que se enfatizan las bases que rigen el planteamiento del modelo, sin abordar con profundidad 

expresiones y ecuaciones matemáticas que puedan confundir a los lectores poco experimentados en textos 

de esta índole.  

Posteriormente, al tener una idea clara de las propiedades en las que se basan las CMTD, las fórmulas 

matemáticas cobran sentido ya que son el reflejo de los fundamentos de esta herramienta de modelación. 

De tal forma que, al finalizar, el lector es capaz de comprender aplicaciones de CMTD en diferentes ramas 

de la ciencia, desde su planteamiento hasta la interpretación de resultados. Toda esta información fue 

consultada a través de la visita a bibliotecas, aunado a la búsqueda de documentos, artículos y páginas en 

línea.  

Al contar con este cúmulo de textos especializados en CMTD fue posible discriminar las fuentes más 

valiosas, las cuales tuvieron un gran aporte para la síntesis de información y redacción del contenido de 

esta tesis, además de la elección de los temas que fueron incluidos en el edublog. Este escrito parte de la 
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premisa de que el lector debe adquirir conocimiento acerca del proceso de abstracción que formulan las 

CMTD para posteriormente abordar las ecuaciones matemáticas que dotan a estas premisas el razonamiento 

lógico matemático que se requiere para sustentar un modelo matemático válido y aplicable al mundo real. 

Permitiendo que el lector pase a través de un proceso similar al que atravesó el autor del modelo en cuestión 

con el fin de que el aprendizaje sea vivencial y el conocimiento que se va construyendo sea sólido.  

Para poder procesar los ejemplos se requirió un software matemático que permitiera realizar los cálculos 

de forma rápida y eficiente. Por lo que se realizó una búsqueda sobre programas que fueran capaces y 

adecuados para la resolución de CMTD. Los principales softwares hallados en la red fueron GNU-Octave, 

MATLAB y Mathematica. Se eligió GNU-Octave (https://www.gnu.org/software/octave/) sobre los otros 

debido a que su uso es gratuito, haciendo posible que cualquier persona con acceso a un equipo de cómputo 

y conexión a la red sea capaz de replicar los ejemplos aquí planteados, pretendiendo extender el alcance 

que tendrá este trabajo ya que, de acuerdo con datos de la INEGI, en 2019 44.3% de los hogares en México 

cuenta con una computadora, mientras que alrededor de 56.4% tiene conexión a internet. Así mismo, la 

UIT (Unión Internacional de Telecomunicaciones) registró que para el año 2018 cerca del 51.2% tiene 

conexión a internet, por lo que gran parte de la población sería capaz de repetir los ejemplos. 

En consecuencia, se procedió a investigar las funciones y comandos básicos empleados en informática, ya 

que son esenciales para comprender cada rutina de programación. Por consiguiente, se consultaron textos 

de informática que explican a grandes rasgos, cada uno de los comandos que son utilizados durante la 

simulación de modelos matemáticos y su utilidad. Fue así como se procedió a consultar manuales, sitios 

web y artículos científicos que contienen información pertinente al uso de los comandos y funciones que 

posee GNU-Octave (Versión 5.0.1), así como la paquetería correspondiente a la simulación de cadenas de 

Markov (Queueing). En este sentido, se adquirieron los conocimientos necesarios para elaborar rutinas de 

programación que permitieron el desarrollo de los ejemplos aquí planteados y la comprensión de cada línea 

de comando. 

Después, se aplicaron los conocimientos adquiridos a través de la revisión de la literatura del modelo, al 

crear ejemplos de CMTD en ecología. Cabe resaltar que se buscó realizar nuevas aplicaciones con el 

propósito de incrementar el aporte. En cada uno de los ejemplos se aborda con detalle el planteamiento de 

cada elemento, la unidad de tiempo a considerar, además de los comandos necesarios para la simulación 

mediante GNU-Octave y la interpretación biológica de los resultados. 

Finalmente, para el desarrollo del blog se eligió Wordpress ya que este sistema de gestión de contenidos, 

además de ser de uso libre, contiene una gran variedad de plantillas prediseñadas para la creación de blogs 

lo que facilita la gestión de contenido y la elaboración de un sitio visualmente atractivo. Por ello fue 
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necesario indagar acerca de las herramientas que este sistema ofrece además de invertir tiempo para 

interactuar con el sistema y conocer a profundidad sus funciones. A partir de la información analizada 

acerca de CMTD se seleccionaron las ideas clave que fueron plasmadas dentro del sitio web. De esta forma, 

se diseñó y elaboró un blog educativo en Wordpress enfocado a la enseñanza-aprendizaje del modelo 

(https://cadenasdemarkovecologia.wordpress.com) con el fin de brindar las ideas y conceptos de mayor 

importancia en la abstracción de fenómenos naturales que se asemejen a las características que presentan 

las cadenas de Markov, dando introducción a este trabajo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://cadenasdemarkovecologia.wordpress.com/
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RESULTADOS 

Al consultar la bibliografía, así como artículos científicos y documentos en línea referente a la aplicación 

de cadenas de Markov en tiempo discreto se halló una gran variedad de fuentes que proporcionan las 

propiedades y fundamentos de esta herramienta de modelación. Particularmente, hubo libros que facilitaron 

el aprendizaje de CMTD al utilizar un lenguaje menos especializado, evitando fastidiar al lector poco 

experimentado dentro del área de las matemáticas y la programación, como es el caso de González (2003) 

que aborda los fundamentos matemáticos a gran detalle proponiendo ejercicios y presentando el código de 

programación para simular fenómenos naturales. Otro recurso de gran valor fue el libro redactado por Tamir 

(1998) que en su primer capítulo presenta ejemplos sencillos de CMTD sin mencionar ninguna ecuación, 

lo que resulta valioso ya que está enfocado a que el lector comprenda cómo esta herramienta de modelación 

se acopla a eventos cotidianos y se familiarice con su aplicación. Así mismo, Navas y Quesada (2003) 

aportan toda la información necesaria para aplicar e interpretar CMTD en genética de forma resumida. A 

diferencia de esos trabajos, en este escrito se pretende condensar los tres temas centrales para la aplicación 

de CMTD en ecología que son: i) fundamentos matemáticos, ii) programación del modelo y iii) aplicaciones 

e interpretación biológica.  

Para la programación de las aplicaciones de CMTD en GNU-Octave se consultaron manuales y guías 

referentes a este software. Dos de las fuentes de información más importantes fueron: i) la página oficial 

del software donde se explica la utilidad de los comandos y funciones correspondientes a esta herramienta 

de modelación y ii) el documento escrito por Marzolla (2008) que describe el paquete “Queueing” y explica 

las funciones correspondientes a la aplicación de CMTD. Además, se hallaron otros documentos con 

información relevante como es el caso de Eaton et al. (2018), Gómez et al. (2010), Higuera (2016), Horacio 

(2010) y Valiente (2006) que incluyen las bases teóricas sobre el uso de las funciones y comandos del 

software.  No obstante, en ninguna de las referencias proporcionan una guía para interpretar los resultados 

ni mencionan el significado de los comandos que se utilizan, por lo que las rutinas de programación aquí 

presentadas son un valioso aporte para aprender a aplicar esta herramienta de modelación mediante GNU-

Octave, que a diferencia de las demás referencias se explica a detalle cada línea de comando, su función e 

interpretación. 

En cuanto al diseño y desarrollo del blog se enfocó principalmente en la familiarización con las 

herramientas que proporciona Wordpress, haciendo click en cada una de las funciones que presenta con el 

objetivo de comprender el propósito que tiene, además de las oportunidades y opciones que proporciona. 

Afortunadamente el sitio es muy amigable puesto que proporciona plantillas prediseñadas, además de que 

permite realizar cambios sencillos que resultan relevantes para el diseño del blog, incrementando el 
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atractivo del sitio y consecuentemente el interés por parte del lector. Al final de la sección de “resultados” 

se muestran las capturas de pantalla de cada una de las 13 páginas de las que consta el edublog, cuyo 

propósito radica en familiarizar al lector con el modelo y la forma en que se adecúa a fenómenos naturales, 

además de dirigir al lector a esta tesis para obtener más información acerca de las CMTD. 

De esta forma, el presente escrito logra condensar información que resultó relevante a la hora de aprender 

a programar, aplicar e interpretar CMTD en ecología lo que se ve reflejado en el siguiente diagrama (Figura 

7): 

 
Figura 7. Diagrama global del presente escrito donde se plasma el vínculo desarrollado entre los tres principales 

temas 

 

 

 

CMTD

OctaveEcología

Tesis desarrollada 

en este escrito 
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Referente a las rutinas de programación necesarias para la aplicación de las CMTD corresponden a la 

obtención del vector de estado para el tiempo n, vector de estado estacionario y los gráficos del 

comportamiento del sistema a través del tiempo. Cada una de estas rutinas es implementada en los ejemplos 

que aquí se desarrollan mencionando a detalle la función de los comandos. 

Como valor agregado, a continuación, se proporciona la rutina de programación para obtener el vector de 

estado para el tiempo n (Figura 8), ya que, si bien GNU-Octave incluye un comando específico para esta 

herramienta de modelación, no permite conocer las líneas de comando que los desarrolladores de GNU-

Octave definieron para obtener el vector de estado para el tiempo n de una CMTD. 

 

El código de programación anterior define las condiciones que debe de cumplir la matriz de transición y el 

vector de estado para proceder con la operación. Es importante recalcar que la carpeta que contiene a la 

función debe de permanecer abierto en el explorador de archivos. Para invocar a la función “Markov”, 

únicamente es necesario introducir el nombre de la función y los argumentos de entrada ya definidos: 

Markov (A, v, n), donde “A” corresponde a la matriz de transición, “v” al vector de estado inicial y “n” al 

número de pasos que se quiere simular. El resultado de aplicar la función se ve reflejado en la variable “C” 

representando el vector que se pretende obtener. Cabe resaltar que para replicar los ejemplos aquí 

Figura 8. Código de programación para la función de CMTD en el editor de GNU-Octave. 
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planteados no es necesario introducir las líneas de comandos de color verde encerradas entre paréntesis, ya 

que estas se incluyen únicamente para brindar una guía al aprender a programar y permita al lector 

comprender el significado de cada línea de comandos. No obstante, son de alto valor ya que en ninguna 

fuente consultada se explica cada comando a detalle. 

A continuación, se presentan tres distintas aplicaciones que las CMTD tienen para la ecología. Mediante el 

comando del software y haciendo uso de la función generada por el usuario. Además, se adiciona la 

interpretación biológica de los resultados.  

 

 

Caso 1. Blanqueamiento de coral. 

Los corales son organismos que habitan aguas tropicales y subtropicales someras, compuestos 

principalmente por pólipos, formando estructuras calcáreas, que además presentan simbiosis con 

dinoflagelados llamados zooxantelas los cuales le brindan la coloración, conformando así uno de los 

ecosistemas marinos más biodiversos y productivos (Food and Agricultur Org., 2016; Álvarez, 2015; 

Cifuentes y Cupul, 2014; Hernández et al., 2010). De acuerdo con Torruco y González (2010), Edwards y 

Gómez (2007), su relevancia radica en el hecho de proporcionar alimento, protección y refugio para una 

gran variedad de especies marinas, protección ante la erosión natural de la costa por el oleaje, materia prima 

para construcción, compuestos químicos para medicinas, atractivo turístico, fijación de nitrógeno, control 

de bióxido de carbono, además de constituir una importante fuente de alimento y sustento cientos de 

millones de personas. A pesar de todos estos beneficios que proporcionan los corales, según Gil et al. 

(2009), durante las últimas cuatro décadas se han registrado grandes cambios y súbitos cambios en el medio 

marino que ponen en riesgo a estos organismos. Uno de los impactos más graves que ocasionan estos 

cambios es el proceso llamado “blanqueamiento”, ocasionado principalmente por el sobrecalentamiento del 

agua, la contaminación, el exceso de turbidez y la exposición al aire (Carballo et al., 2010). Es así como el 

blanqueamiento del coral es una respuesta fisiológica a las perturbaciones ocasionado por la degradación y 

pérdida de zooxantelas en los tejidos (Westmacott et al., 2000).  

Por lo que en este caso se analizará el comportamiento de una población de corales que se encuentran bajo 

el efecto del blanqueamiento mediante las CMTD. Para ello, se determina que el conjunto de estados está 

conformado por cuatro elementos: 1) Saludable (Sa), 2) Vulnerable (Vu), 3) Crítico (Cr) y 4) Sin vida (Sv). 

Por lo tanto, las variables que definen a los estados es la proporción del coral que presenta blanqueamiento. 



  

30 
 

El objetivo de este primer caso es predecir las consecuencias que tendrían las condiciones hostiles para la 

vida del coral, considerando el número de individuos que se encuentran en cada uno de los estados para los 

que se determinó la probabilidad de transición. Debido al lapso en que se llevan a cabo los procesos de 

blanqueamiento y recuperación del coral, se considera como unidad de tiempo el paso de diez años para 

cada evento (Edwards y Gómez, 2007). 

En torno al objetivo de este análisis, el vector inicial (v0) corresponde a la población inicial de corales que 

está compuesta por 500 organismos, de los cuales 285 se encuentran saludables, 120 en estado vulnerable, 

80 en estado crítico y 15 sin vida. Es importante tener en consideración que, de acuerdo con los criterios 

del modelo, el vector de estado inicial debe ser expresado en decimales y que la suma de cada uno de los 

elementos debe ser igual a 1. Por lo que el vector de estado inicial para este caso es el siguiente: 

 

Tras haber realizado el estudio hipotético de la población de coral en una región determinada, se obtuvieron 

las probabilidades de transición entre estados al comparar la cantidad de individuos que ocupan cada estado 

por área, del año 2015 con las mediciones obtenidas en el año 2005. Los valores correspondientes a cada 

transición entre estados se resumen en la matriz de transición (M). Esta matriz luce de la siguiente forma: 
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Donde el valor 0.58 corresponde a la probabilidad de que la planta permanezca saludable al cabo de un 

paso en el tiempo, 0.21 es la probabilidad de que el coral pase de estar saludable a vulnerable después de 

un paso en el tiempo, 0.12 es la probabilidad de que el coral pase de estado vulnerable a crítico. Es de esta 

manera como se realiza la lectura de la matriz de transición. 

Por lo tanto, el esquema global de la aplicación es el siguiente (Figura 9): 

De esta forma se comprueba que la dinámica del sistema corresponde a un grafo irreducible por lo que 

resulta posible calcular el comportamiento a largo plazo contando con cuatro estados aperiódicos. 

Para hallar el vector de estado para el tiempo 1, 2, 3 y 5 mediante el software GNU-Octave es necesario 

introducir los siguientes comandos en los que se introduce la matriz de transición M y el vector de estado 

inicial v0.  Para ello existe un comando correspondiente a cadenas de Markov en tiempo discreto que lleva 

por nombre dtmc. Para acceder a dicho comando es necesario descargar el paquete queueing ubicado en la 

biblioteca oficial del software y cargarlo mediante el comando -pkg load queueing-. También es posible 

verificar si el programa ya cuenta con el paquete a través del comando -pkg list-. 

Al correr el siguiente script en la ventana del editor del programa (figura 10), el software arroja los vectores 

de estados correspondientes en la ventana de comandos como se muestra debajo (figura 11). 

Figura 10. Código de programación en el editor de GNU-Octave para el ejemplo de blanqueamiento de coral. 

Figura 9. Diagrama de transición correspondiente al caso de blanqueamiento de coral. 
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El código de programación que se muestra en la figura 10, escrito en el editor, también se puede teclear 

directamente en la ventana de comandos. Sin embargo, para poder incluir las anotaciones de color verde es 

necesario ingresar el código desde el editor. Al presionar el botón “Save file and run” en la ventana de 

comandos se mostrarán los valores resultantes de la variable de salida para cada tiempo definido. Los 

vectores para el año 2025, 2035, 2045 y 2065 se presentan a continuación (Figura 11) 

 

Al momento de interpretar los resultados es necesario regresar las proporciones a valores reales a través de 

la regla de tres, por lo que se debe de multiplicar cada valor por 500 (población total) y dividirlo entre 1. 

Esto se puede realizar de forma muy sencilla al modificar las líneas de comandos correspondientes a cada 

vector que se quiere predecir (Figura 12). 

No obstante, al tratarse de probabilidades es apropiado el uso de proporciones. En consecuencia, para los 

siguientes casos se continuará omitiendo la regla de tres en la rutina de comandos igual que en la Figura 

10. 

En la siguiente tabla se muestra la cantidad de organismos saludables, vulnerables, en estado crítico y sin 

vida que habrá para el año 2025, 2035, 2045 y 2065: 

Figura 12. Vectores de estado para el tiempo 1, 2, 3 y 5 multiplicados por 500 con el fin de regresar las proporciones 

a valores reales expresados en número de corales.  

Figura 11. Valores que arroja GNU-Octave al correr el script titulado “Coral”. Se observa el vector de estado para el 

tiempo 2025 (v1), 2035 (v2), 2045 (v3) y 2065 (v5). 
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Tabla 1                                                                                                                                                                                

Número de corales en estado saludable, vulnerable, crítico y sin vida por año, calculado mediante CMTD. 

Año Saludables Vulnerables Estado crítico Sin vida 

2025 191 98 122 89 

2035 146 78 116 160 

2045 125 63 99 212 

2065 114 47 71 268 

 

De acuerdo a los resultados obtenidos es evidente que si el arrecife de coral en cuestión continua con las 

condiciones actuales, progresivamente disminuirá el número de individuos saludables lo que será 

gravemente perjudicial para el arrecife. El número de individuos vulnerables y en estado crítico decrecen 

ya que la mayoría de ellos no se recuperará y consecuentemente pasarán a formar parte de los organismos 

sin vida. 

Por otro lado, es posible obtener el vector de estado estacionario con el siguiente comando. Nuevamente, 

es necesario regresar las proporciones a valores reales multiplicando cada valor por 500 y dividiendo el 

resultado entre 1. Para obtener el vector de estado estacionario (Figura 13), en la ventana de comandos se 

introduce el comando “dtmc(M)” para lo que es necesario cargar el paquete queueing, además de haber 

definido previamente los valores contenidos en la matriz “M”. 

 

La interpretación de este vector (Figura 13) indica que, a largo plazo, habrá aproximadamente 114 corales 

saludables, 40 vulnerables, 53 en estado crítico y 293 sin vida. Bajo esta premisa es posible realizar 

modificaciones e implementar planes de manejo enfocados a la conservación de las poblaciones coralinas 

con el fin de reducir la cantidad de corales sin vida. 

Para concluir con este proceso de análisis mediante CMTD, se recurrió una forma práctica y de gran utilidad 

para plasmar el comportamiento que tiene el sistema a lo largo del tiempo de manera visual, la cual es 

elaborar una gráfica donde el eje de las x corresponde a la probabilidad de ocurrencia de cada estado y el 

eje de las y al paso del tiempo. Para poder construir dicha gráfica es necesario introducir el código que se 

Figura 13. Vector de estado estacionario para el caso de blanqueamiento de coral, obtenido a través del comando 

perteneciente a GNU-Octave, específico para CMTD. 
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presenta a continuación (figura 14). Posterior al código se muestra la gráfica que construye GNU-Octave a 

partir del código de programación (figura 15). 

 

 

Figura 15. Representación gráfica del comportamiento de la población de corales que se encuentra bajo el efecto de 

blanqueamiento. 

Figura 14. Código de programación para elaborar la gráfica correspondiente al caso de blanqueamiento de coral. 
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Al contar con este cúmulo de información obtenido a través del análisis del blanqueamiento de una 

población de corales mediante CMTD se puede deducir que a largo plazo se pierde más de la mitad (0.5869) 

de los corales, mientras que los individuos saludables, vulnerables y en estado crítico decrecen ya que la 

mayoría pierde la vida, lo que podría tener serias consecuencias en el sistema arrecifal y consecuentemente 

sobre los organismos que dependen de éste y las actividades socioeconómicas que se llevan a cabo en el 

sitio. En este sentido, esta información podría ser útil para justificar planes de conservación para el área de 

estudio. 

 

 

Caso 2. Efecto de agroquímicos sobre la presencia de micorrizas y plagas. 

Las micorrizas son asociaciones simbióticas entre algunos hongos del suelo (Zigomicetos) y la raíz de la 

mayoría de las plantas (cerca del 90%), en la cual el hongo facilita la absorción de fósforo (P) contenido en 

el suelo, protege de patógenos, desecación y efectos tóxicos de metales pesados a la planta, mientras que la 

planta aporta los carbohidratos necesarios para el desarrollo del hongo, además de otros compuestos 

orgánicos básicos que no puede sintetizar (Trujillo, 2013; Álvarez y Naranjo, 2003). De acuerdo con 

Fernández et al. (2011) y Guerra (2008), el uso intensivo de productos químicos en las prácticas agrícolas, 

sobre todo plaguicidas y fertilizantes, puede afectar los niveles de colonización de raíces, reducir la 

diversidad y el potencial de las micorrizas arbusculares. En este caso se analiza el comportamiento que 

tendrá la presencia de micorrizas y plagas con una especie de planta en particular al suministrar 

determinadas sustancias químicas, recurriendo a las CMTD. En este experimento hipotético, se definen 

cuatro estados distintos: 1) con plaga y con micorriza (PM), 2) sin plaga y con micorriza (NM), 3) con 

plaga y sin micorriza (PN), y 4) sin plaga y sin micorriza (NN). De esta forma es notable que las variables 

de estado corresponden a la presencia o ausencia de plagas y micorrizas. 

El objetivo de este caso es: predecir cuál será el comportamiento a futuro de la población de plantas si 

continúan suministrando las mismas sustancias químicas de forma continua. Como la transición entre 

estados se da en un lapso de tiempo corto, se considera como unidad de tiempo el paso de un mes. 
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Como primer punto se determinó que el vector inicial (v0), es decir, la población inicial de plantas es de 

300 organismos, de las cuales 80 tienen plaga y micorriza, 100 sin plaga y con micorriza, 70 con plaga y 

sin micorriza y 50 no tienen plaga ni micorriza. Cabe señalar que para que el vector en cuestión sea un 

vector de estado inicial de acuerdo con los criterios de las CMTD, debe ser expresado en decimales y que 

la suma de todos los valores debe ser igual a 1. Por lo que es necesario emplear la regla de tres, multiplicando 

individualmente cada valor de los cuatro estados por 1 y dividiendo el resultado entre 300. En consecuencia, 

el vector de estado inicial para el caso 2 es el siguiente:  

 

 

 

Por otro lado, al cabo del tiempo de estudio se obtuvieron las probabilidades de transición entre estados 

para construir la matriz de transición (M) la cual refleja la dinámica de cambio que presenta el sistema en 

un paso en el tiempo. Dicha matriz muestra a continuación: 

 

 

 

 

 

 

Donde el valor 0.22 corresponde a la probabilidad de que las plantas permanezcan con plaga y micorrizas 

al cabo de un paso en el tiempo; 0.23 es la probabilidad de que las plantas tengan plaga y micorriza para 

después de un paso en el tiempo no tener plaga, pero sí micorriza; 0.47 corresponde la probabilidad de que 

las plantas tengan plaga y micorriza y posteriormente tenga plaga, pero no micorriza. De esta forma se 

realiza la lectura de los valores de transición entre estados. 
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Atendiendo a las probabilidades de transición que presenta el sistema, el esquema global de la aplicación 

se puede observar en la Figura 16. 

 

Para obtener el vector de estado correspondiente al tiempo 1, 3, 5 y 10 mediante el software GNU-Octave, 

para esto es necesario introducir los siguientes comandos en los que se introduce la matriz de transición M y 

el vector de estado inicial v0.  Posteriormente se hace uso del comando correspondiente a cadenas de 

Markov en tiempo discreto que lleva por nombre dtmc. Este procedimiento se presenta en la Figura 17. 

 

Figura 17. Código de programación en el editor de GNU-Octave para el ejemplo de presencia de plagas y micorriza. 

Figura 16. Diagrama de transición correspondiente al caso de presencia de plagas y micorrizas. PM = Con plaga y 

micorriza. NM = Sin plaga, con micorriza. PN = Con plaga, sin micorriza. NN = Sin plaga ni micorriza. 
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Al correr el script en la ventana del editor del programa, el software arroja los siguientes resultados en la 

ventana de comandos (Figura 18). 

 

 

Con el propósito de interpretar los resultados, es necesario regresar las proporciones a valores reales por lo 

que se debe de multiplicar cada valor por 300 y dividirlo entre 1 (regla de tres), para obtener el número de 

individuos que representa cada proporción, lo que permite tener una visión más clara del comportamiento 

que presenta la población. Esta operación se puede incluir en la rutina de cálculo de la Figura 17 al modificar 

las líneas de comandos que corresponden a los vectores de estado en el tiempo que se quiere predecir tal y 

como se muestra en la Figura 19. 

 

 

 

Figura 18. Valores que arroja GNU-Octave al correr el script titulado “PlagaYMicorriza”. Se observa el vector de 

estado para uno (v1), tres (v3), cinco (v5) y diez meses (v10). 

Figura 19. Vectores de estado para el tiempo 1, 3, 5 y 10 multiplicados por 300 para regresar de proporciones a 

valores reales expresados en número de plantas. 
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Al realizar las operaciones señaladas en la Figura 19 se obtienen los siguientes resultados: 

Tabla 2.                                                                                                                                                                   

Número de plantas con plaga y micorriza (PM), sin plaga con micorriza (NM), con plaga y sin micorriza (PN) y sin 

plaga ni micorriza (NN), calculado mediante CMTD. 

MES PM NM PN NN 

1 42 72 115 71 

3 36 66 124 74 

5 36 66 124 74 

10 36 66 124 74 

 

Como se puede observar en la tabla anterior, con el paso del tiempo la población de plantas se estabiliza. 

La mayor cantidad de individuo se encuentra sin micorriza y con plaga, lo que da un indicio de que los 

agroquímicos que se administran podrían estar obstaculizando la asociación entre la raíz de la planta y las 

micorrizas, además de no ser efectivos para erradicar la plaga. 

Por otra parte, es posible obtener el vector de estado estacionario con el siguiente comando, cuyos valores 

deben de ser transformados a unidades reales del mismo modo que en los vectores anteriores (Figura 20). 

 

La interpretación de este vector indica que, a largo plazo, aproximadamente habrá: 36 plantas con plaga y 

micorriza; 66 sin plaga y con micorriza; 124 con plaga, sin micorriza; y 74 sin plaga ni micorriza. 

Para finalizar, se elabora la gráfica correspondiente a los valores de probabilidad de ocurrencia de cada 

estado respecto al paso del tiempo. Para poder construir la gráfica es necesario introducir el código que se 

presenta a continuación (Figura 21). Posterior al código se presenta la gráfica que construye GNU-Octave 

a partir del código de programación introducido (Figura 22). 

Figura 20. Vector de estado estacionario para el caso de presencia de plagas y micorrizas, obtenido a través del 

comando perteneciente a GNU-Octave, específico para CMTD. 
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En respuesta a ello, el software arroja el siguiente gráfico: 

Figura 22. Representación gráfica del comportamiento de una población de plantas, atendiendo a la presencia o 

ausencia de plagas y micorrizas. 

Figura 21. Código de programación para elaborar la gráfica correspondiente al caso de presencia de 

plagas y micorrizas. 
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Al analizar los gráficos es evidente que los estados del sistema tienden rápidamente a la asíntota. Cabe 

resaltar que aun cuando esto sucede, es posible obtener información acerca de cómo se comportará el 

sistema a largo plazo.  

De esta forma, resulta evidente que los agroquímicos no son eficientes para reducir el número de plantas 

plagadas, además de que repercuten negativamente en la formación de vínculos entre raíces y micorrizas. 

Esta aseveración surge a partir de que las plantas sin plaga y con micorriza (NM), además de las plantas 

con plaga y micorriza (PM) disminuyen. Mientras que las plantas sin plaga ni micorriza (NN) y las plantas 

con presencia de plaga y ausencia de micorriza (PN) aumentan. 

 

 

Caso 3. Sucesión ecológica.  

De acuerdo con López et al. (2006), la sucesión ecológica es el proceso dinámico que modifica los 

ecosistemas y desarrolla la estabilidad en el transcurso del tiempo. En general, se distinguen dos tipos de 

sucesión ecológica: i) sucesión primaria, tiene lugar en sitios que no cuentan con presencia de vegetación, 

tras haber ocurrido algún disturbio demasiado intenso como dunas de arena, erupciones volcánicas o el 

derretimiento de un glaciar que deja expuesto el sustrato (Ferriol, 2016), ii) sucesión secundaria, es el 

desarrollo de un ecosistema en sitios que sufrieron disturbios menores, ocasionando que no desaparezca la 

totalidad de los organismos presentes, como los incendios, inundaciones, vientos fuertes o pastoreo 

intensivo (Gliessman, 2002; Valverde et al., 2005). Un ejemplo común y de gran importancia para la 

sucesión ecológica son los incendios, que dan paso a un proceso de sucesión secundaria, partiendo desde 

pequeñas herbáceas, hasta alcanzar el punto clímax del ecosistema, después de transcurrir 

aproximadamente 150 años (Rodríguez D., 2009; Khan academy). 

Es así como las CMTD son un modelo aplicable a la sucesión ecológica (Piñol y Martínez, 2006), ya que 

no importa la historia que le precede al sistema. Por ejemplo, si el terreno presenta una predominancia de 

vegetación arbustiva, no importa cuántas ocasiones se haya incendiado en su pasado, puede volver a 

suscitarse un incendio o transitar a otro estado contiguo. La importancia de elaborar estudios como este 

recae en poder predecir el futuro que le depara al sistema en caso de no haber una modificación en los 

programas de reforestación o control de incendios, que conlleven un decremento sobre las tasas de 

mortalidad y la frecuencia de incendios. 
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El ejemplo consiste en 10 ha de terreno, compuesto por: terreno recién quemado, vegetación herbácea 

predominante, vegetación arbustiva predominante y vegetación arbórea predominante. Con un intervalo de 

muestreo de diez años, tomando como condiciones iniciales (v0) las presentes en el 2010. Por lo que se 

plantean cuatro estados que puede ocupar el sistema: E1 = Terreno recién quemado, E2 = Vegetación 

herbácea predominante, E3 = Vegetación arbustiva predominante y E4 = Vegetación arbórea predominante.  

Las variables de estado para este ejemplo son las especies de vegetación que habitan el sitio pues definen 

la estructura de la comunidad vegetal dentro del ecosistema. 

De acuerdo con el objetivo del ejemplo, el vector de estado no contiene probabilidades, puesto que estamos 

hablando de un sitio que se evalúa por área. Debido a esto, los valores contenidos en el vector de estado 

refieren a la proporción que cada tipo de vegetación ocupa en el tiempo n, en contraste con el total de área 

que abarca el sitio de muestreo en cuestión. El vector de estado inicial, para este caso, se representa de la 

siguiente forma:  

 

Por otra parte, a partir de datos acerca de cambios en la vegetación presente en el sitio desde el año 2000 al 

2010 se obtuvieron las probabilidades de transitar de un estado a otro, por lo que cada paso de tiempo 

corresponde a un intervalo de diez años. La matriz de transición para este caso consta de cuatro filas y 

cuatro columnas, conteniendo todas las probabilidades de tránsito entre estados.  

 

Donde la probabilidad de que el terreno recién quemado E1 pase a terreno predominado por estrato herbáceo 

E2 es de 0.9, la probabilidad de pasar de terreno predominado por estrato herbáceo E2 a uno predominado 
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por estrato arbustivo E3 es de 0.2, y la probabilidad de permanecer como terreno predominado por estrato 

arbóreo (E4) es igual a 0.8. 

Para construir este elemento, se calculó la proporción de terreno que permaneció en un determinado estado 

o que paso a cualquier otro. De esta manera, es posible conocer la proporción de terreno que cambiará a un 

estado específico en el futuro o que permanecerá en el mismo que presentó inicialmente, al cabo de diez 

años transcurridos. 

Atendiendo a las probabilidades de transición obtenidas, el esquema global de la aplicación se representa 

de la siguiente forma (Figura 23):  

 

Por lo tanto, el sistema contiene cuatro estados aperiódicos, debido a que únicamente consta de una clase 

fuertemente conexa. En consecuencia, es prudente obtener el vector de estado estacionario ya que la 

dinámica de transición del sistema no tiene ninguna clase ergódica. 

Para simular la CMTD de sucesión ecológica se tiene que realizar la siguiente rutina de cálculo, definiendo 

el vector de estado inicial y la matriz de transición (Figura 24). 

 

 

Figura 23. Diagrama de transición correspondiente al caso de sucesión ecológica tras un incendio. 

Figura 24. Código de programación en el editor de GNU-Octave para el caso de sucesión ecológica. 
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El código de programación que se muestra en la Figura 24, escrito en el editor, también se puede teclear 

directamente en la ventana de comandos. Sin embargo, para poder incluir las anotaciones de color verde es 

necesario ingresar el código desde el editor. Al presionar el botón “Save file and run” en la ventana de 

comandos se mostrarán los valores resultantes de la variable de salida para cada tiempo definido, es decir, 

para los años 2020, 2110 y 2210 (Figura 25). 

 

 

Para transformar las proporciones en hectáreas es necesario aplicar una regla de tres multiplicando cada 

vector por 10 y dividiéndolo entre 1. El resultado de estas operaciones se agrupa en la Tabla 3. 

Tabla 3.                                                                                                                                                              

Hectáreas ocupadas por terreno recién quemado, vegetación herbácea, arbustiva y arbórea, calculadas mediante 

CMTD. 

AÑO Terreno recién 

quemado 

Vegetación 

herbácea 

Vegetación 

arbustiva 

Vegetación 

arbórea 

2020 1.371 2.385 2.346 3.898 

2110 1.2926 3.8852 1.9131 2.9091 

2210 1.2903 3.8709 1.9358 2.903 

 

 

Figura 25. Valores que arroja GNU-Octave al correr el script de sucesión ecológica. Se observa el vector de estado 

para el tiempo 1 (p1), para el tiempo 10 (p10) y el tiempo 100 (p100). 
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Por otro lado, para encontrar el vector de estado estacionario es necesario ejecutar el comando siguiente: 

 

 

A partir del vector de estado estacionario obtenido (Figura 26), es posible interpretar el comportamiento 

asintótico del sistema en el que se observa que el terreno recién quemado permanecerá alrededor de 1.2903 

ha, 3.871 ha de vegetación herbácea, 1.9355 ha de vegetación arbustiva predominante y 2.9032 ha de 

vegetación arbórea. Bajo esta premisa es posible realizar modificaciones e implementar planes de manejo 

sobre la intensidad y frecuencia de incendios forestales con el fin de reducir la cantidad de terreno recién 

quemado. 

Como material adicional se agrega el código de programación necesario para elaborar la gráfica 

correspondiente a este caso mediante GNU-Octave (Figura 27). 

Figura 26. Vector de estado estacionario para el caso de sucesión ecológica obtenido a través del comando de GNU-

Octave, específico para CMTD. 

Figura 27. Código de programación para elaborar la gráfica correspondiente al caso de sucesión ecológica planteado. 
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El código de programación anterior arroja un gráfico en el que se observa el comportamiento de cada estado 

a lo largo del tiempo con su respectiva asíntota (figura 28). 

 

 

Tras haber llevado a cabo este análisis, es posible identificar que el sitio en cuestión se encuentra en riesgo 

de perder el equilibrio ya que, de acuerdo con la herramienta de modelación la vegetación arbórea 

disminuirá, lo que podría conllevar efectos negativos sobre las especies con las que interactúa, al exponer 

el suelo ante la radiación solar, aumentar la temperatura del sitio, entre otros daños colaterales.  Por otro 

lado, la vegetación herbácea y el terreno recién quemado incrementan debido a que presentan una relación 

directamente proporcional. Por último, la vegetación arbustiva también disminuye lo que comprobaría, 

junto con la vegetación arbórea, que el sistema aparenta estar en decaimiento.  

Esta información provee los fundamentos necesarios para proponer planes de manejo que permitan el 

restablecimiento del equilibrio en el ecosistema a través de proyectos de reforestación y cuidado del sitio. 

 

 

Figura 28. Gráfica donde se observa el comportamiento de cada estado a través del tiempo para el caso de sucesión 

ecológica. 
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Blog educativo.  

La idea de construir este sitio surge a partir de explotar el uso cotidiano del internet por parte de los 

estudiantes e investigadores, así como el estrecho lazo que tienen las generaciones actuales con el uso de 

dispositivos celulares y computadoras. Este sitio fue titulado “Cadenas de Markov en tiempo discreto 

aplicadas a la ecología” con la siguiente dirección URL: https://cadenasdemarkovecologia.wordpress.com. 

El cual cuenta con 13 páginas incluyendo la página de bienvenida y la de referencias. 

El blog pretende introducir al lector en las ideas fundamentales para la comprensión de las CMTD, su 

programación e interpretación. Además, aborda la herramienta de modelación proporcionando tres 

ejemplos prácticos aplicados a la ecología: nivel del agua de un lago, uso de suelo y alimento que consume 

una especie de venado, omitiendo las fórmulas matemáticas que podrían abrumar al lector. No obstante, 

debido a que el tema central del blog son las CMTD, se añade una sección especial en la que se incluyen 

fórmulas correspondientes a esta herramienta de modelación. Posteriormente, se presenta un ejemplo de 

aplicación (uso de suelo) describiendo a detalle los pasos a seguir para su planteamiento, resolución 

mediante GNU-Octave y la interpretación de los resultados. Finalmente se incluye una sección en la que se 

vincula al lector a esta tesis aclarando que se aborda con mayor profundidad cada tema abarcado dentro del 

blog. Cabe destacar que dentro del sitio se presenta el orden en el que se recomienda abordar el edublog 

partiendo de los conceptos básicos hasta llegar a la aplicación real en ecología de CMTD.   

Para desarrollar el blog se recurrió al diseño instruccional ADDIE cuyas siglas refieren a las etapas sobre 

las que se debe basar la persona que desea elaborar un sitio en la red que esté enfocado al aprendizaje de 

un tema en específico. Estas etapas son: Análisis, Diseño, Desarrollo, Implementación y Evaluación. Cabe 

mencionar que la etapa de Evaluación no está contemplada en este trabajo. Sin embargo, existe una 

autoevaluación implícita en el momento que el lector replica el ejemplo planteado en el edublog. En este 

sentido, se determinaron tres temas principales: i) explicación de las bases de las CMTD y las fórmulas que 

involucra, ii) aplicaciones en ecología y iii) programación en GNU-Octave e interpretación biológica de 

resultados.  

La diferencia principal entre el presente escrito y el edublog desarrollado radica en la profundidad con la 

que se abordan estos temas, hecho que se aclara en el edublog aspirando a que el lector acuda a este 

documento con el interés de obtener información más detallada que brinde soporte a su investigación. 

A continuación, se presentan imágenes de las páginas incluidas en el blog, describiendo su contenido. 

https://cadenasdemarkovecologia.wordpress.com/
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La Figura 29 muestra la página principal del sitio que contiene la bienvenida, una breve descripción del 

contenido, así como el orden que se sugiere seguir y su propósito. 

 

En la Figura 30 se puede observar la sección llamada ¿Qué son y para qué sirven? donde se responde a 

estas preguntas de forma clara y concisa, de este modo el lector va generando un marco conceptual. 

 

Figura 29. Página principal del blog “Cadenas de Markov en tiempo discreto aplicadas a la ecología”. 

Figura 30. Sección “¿Qué son y para qué sirven?” contenida en el blog. 
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Posteriormente, la sección Conceptos básicos (Figura 31) enlista y define los conceptos fundamentales 

para comprender la información que sigue, estos conceptos son: conjunto de estados para un determinado 

sistema, estado de un sistema y variables aleatorias. Así el lector puede explotar al máximo el conocimiento 

que se puede construir a partir del material compartido en el blog. 

 

Enseguida a la sección Conceptos básicos, se encuentra la sección Aplicando los conceptos (Figura 32). 

En este apartado se muestran los conceptos anteriormente planteados ubicados en Conceptos básicos 

mediante un ejemplo basado en un caso práctico como es la recolección de semillas que presentan distinta 

forma y color. 

 

Figura 31. Sección “Conceptos básicos” ubicada en el blog. 

Figura 32. Sección “Aplicando los conceptos” ubicada en el blog. 
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Una vez que el lector ha revisado la parte introductoria del blog, se presentan tres casos aplicados a la 

ecología para los que el modelo se ajusta (Figura 33). En el primer caso se estudia el comportamiento del 

nivel de un lago para el cual se fijan tres estados distintos: lleno, casi seco y seco. En el segundo caso, se 

plantea un estudio acerca del uso de suelo para el cual se determina que existen cuatro estados distintos: 

bosque, áreas de cultivo, asfalto y pastizales. Finalmente, para el tercer caso se considera un estudio 

enfocado al patrón que presenta una población de venados al alimentarse. 

 

En la sección llamada Fundamentos matemáticos se muestran las expresiones y fórmulas matemáticas 

implicadas en la aplicación de las CMTD (Figura 34). Es por ello que se divide en dos subtemas, que son: 

1) Propiedades del modelo. Matriz de transición y vector de estado, y 2) Resolución e interpretación.  

Figura 33. Sección “Aplicaciones” que contiene tres casos de ecología a los que se ajusta el modelo. 

Figura 34. Sección “Fundamentos matemáticos” la cual contiene dos subtemas. 
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Con el fin de condensar toda la información presentada en las secciones anteriores, se incluye una página 

que contiene una aplicación real de la herramienta de modelación elaborada por Paredes et al. (2017) en la 

que se analiza la dinámica de cambio de uso de suelo en el parque nacional Zoquiapan, ubicado en el Estado 

de México. Además, se proporciona la rutina de cálculo necesaria para replicar el ejemplo y su 

correspondiente interpretación biológica de los resultados (Figura 35). 

 

Finalmente, la sección de créditos y referencias alude a las personas que colaboraron en el desarrollo del 

sitio y la gestión del contenido, así como literatura que puede servir de apoyo teniendo como primera 

referencia esta tesis (Figura 36). 

 

Figura 35. Sección “Ejemplo de simulación en GNU-Octave” ubicada en el blog educativo. 

Figura 36. Sección “Créditos y referencias” ubicada en el blog educativo. 
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DISCUSIÓN 

Las cadenas de Markov en tiempo discreto (CMTD) como modelo estocástico para sistemas biológicos, 

permite realizar múltiples aplicaciones en sistemática, ciencias ambientales, genética, ecología, entre otros. 

Sin embargo, el proceso de aprender a plantear, resolver e interpretar CMTD es, en muchas ocasiones 

difícil, debido a que cierta proporción de los alumnos presenta ansiedad matemática, caracterizada por 

sensaciones de preocupación, tensión, nervios, irritabilidad, impaciencia, confusión, miedo y bloqueo 

mental (Eccius et al., 2017; Pérez y Castro, 2011 citado por Delgado, et al., 2017). Este síntoma tiene como 

repercusión sobre los alumnos el incremento del rechazo a las matemáticas y entorpece la tarea de difundir 

la inmensa utilidad y variedad de modelos matemáticos aplicados en ecología. De acuerdo con Carvajal 

(2015), la programación y el modelado de fenómenos biológicos podría ser apoyo para la problemática de 

integrar conocimientos matemáticos y biológicos.  

Se desarrolló la rutina de cálculo correspondiente a la aplicación de las CMTD en ecología. De esta forma, 

se facilita que el alumno comprenda la función que tiene cada línea de comando y de esta forma sea capaz 

de plantear y resolver distintas aplicaciones de CMTD por medio de GNU-Octave. Navas y Quesada (2003), 

así como Navas (2009), realizaron trabajos similares pero que están enfocados a la genética, además de que 

hacen uso de Mathematica que, a pesar de ser un software confiable, no es de uso libre, por lo que se 

excluye al sector de la población que no cuenta con el programa o no tiene los recursos suficientes para 

adquirirlo. Así mismo, en todo momento se presenta la información en un lenguaje amigable enfocado 

principalmente para aquel lector que no suele abordar documentos con tantos tecnicismos, a diferencia de 

otros trabajos donde se obvia que el alumno posee el manejo del lenguaje matemático. 

En cuanto al uso de GNU-Octave, no se hallaron trabajos enfocados a la enseñanza del modelo. Una fuente 

de información se encuentra en la página oficial del software, donde se brinda la rutina de cálculo 

correspondiente al modelo de cadenas de Markov en tiempo discreto para obtener el vector de estado para 

el tiempo n, el vector de estado estacionario y la gráfica del comportamiento del sistema. Sin embargo, en 

ningún momento se menciona de dónde provienen los datos, qué significan, qué utilidad tiene cada línea 

de programación, para qué sirven los comandos, ni la interpretación de los resultados. Mientras que en el 

presente escrito tanto como en el blog educativo sí se muestran y definen estos aspectos. 

El caso de blanqueamiento de coral y el de presencia de plagas y micorriza, constituyen nuevas aplicaciones 

a las cuales se ajusta el modelo. Esto resulta relevante, debido a que sienta las pautas para estos casos en 

específico. Para la elección de los casos planteados se procuró escoger aplicaciones en ecología que 

cumplen con la propiedad markoviana donde las condiciones actuales determinan el futuro del sistema, 
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además de que los objetos centrales de cada caso son elementos cruciales para el mantenimiento del 

ecosistema en cuestión. 

La elaboración del blog educativo amplía la repercusión que tendrá este escrito en la comunidad científica, 

ya que vincula directamente a este documento, explota el potencial y alcance del internet a nivel 

internacional, además de aprovechar la afinidad y necesidad de los estudiantes por el uso de la tecnología. 

A través de la búsqueda en la red únicamente se halló un blog enfocado en las CMTD, elaborado por Torres 

(2011), donde se abordan aplicaciones en economía. El aporte del blog desarrollado como parte de este 

trabajo radica en que se presentan ejemplos sencillos de ecología para los cuales se ajusta la herramienta de 

modelación, aborda los conceptos e ideas clave, además de que proporciona la rutina de programación, 

añadiendo la interpretación biológica de los resultados. 

La resolución de las CMTD exige un alto grado de conocimiento matemático y requiere que se conozca a 

detalle el planteamiento del modelo, la determinación de los estados y sus interacciones, además de la 

programación y la interpretación de los resultados. Esto ocasiona que la elaboración de documentos que 

lleven de la mano a los lectores a través de un proceso matemático complejo, paso a paso, hasta alcanzar el 

análisis de los datos obtenidos, sea vital para la formación de investigadores y profesionistas deseosos de 

poder aplicar de forma efectiva un modelo matemático. 

El presente escrito funge como manual enfocado a la enseñanza-aprendizaje de las CMTD aplicadas a la 

ecología y su programación en GNU-Octave, para los profesores, estudiantes y personas con interés en su 

implementación. En este sentido, el blog es un medio de difusión eficiente para que esta información sea 

compartida, además de impedir que la única forma de acceder a este trabajo sea ubicando el documento en 

la biblioteca digital. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

54 
 

CONCLUSIONES 

Se consiguió desarrollar e implementar las rutinas de cálculo en GNU-Octave que son esenciales durante 

el análisis de fenómenos a los que se ajustan las CMTD. En cada una de estas rutinas se expone la función 

de las líneas de comando con la finalidad de que el lector sea capaz de elaborar sus propias rutinas. 

Desempeñando el papel de manual para resolver aplicaciones de CMTD por medio de GNU-Octave, así 

como para la interpretación biológica de los resultados. 

Las aplicaciones en ecología propuestas arrojan datos importantes acerca del futuro de los sistemas que se 

analizan, además de que son ejemplos replicables con el objetivo de incentivar al lector a utilizar GNU-

Octave ya que explica detalladamente el procedimiento para programar la herramienta de modelación 

facilitando la etapa de aprendizaje donde se requiere utilizar un software matemático. Aunado a ello, la 

interpretación biológica tiene un valor muy importante para el aprendizaje de las CMTD y poder explotar 

al máximo el análisis que permite realizar esta herramienta de modelación. 

El blog educativo fomenta la divulgación del conocimiento adquirido acerca de las CMTD, su aplicación, 

programación e interpretación de resultados para aquellas personas que no están familiarizados con textos 

especializados y pretenden acudir a las CMTD.  

Así mismo, el blog representa una TIC enfocada al aprendizaje de la herramienta de modelación donde se 

plasma de forma resumida las ideas centrales que consolidan a las CMTD, con la finalidad de captar la 

atención de los lectores y vincularlos directamente al presente escrito enfatizando que se amplía la 

información expuesta en el blog. Que a diferencia de la literatura relacionada con este tema, condensa los 

tres aspectos principales para la aplicación de las CMTD de forma concisa: i) abstracción del fenómeno, ii) 

programación en un software matemático e iii) interpretación biológica de resultados. 

Esta tesis constituye un análisis, discriminación y síntesis de la información necesaria para poder aplicar, 

programar e interpretar cadenas de Markov en tiempo discreto. Mientras que el blog educativo representa 

un medio óptimo para difundir la información y familiarizar al lector con el modelo, además de vincularlo 

al presente escrito, facilitando el proceso de enseñanza-aprendizaje de CMTD, particularmente en ecología. 

De esta forma se logra generar y explicar el vínculo que existe entre la ecología, la estadística y la 

informática, promoviendo el uso de esta herramienta de modelación por parte de la comunidad académica. 
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