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Resumen

En el analisis estructural de vigas sobre apoyos eldsticos existen diversas investigaciones
que explican el comportamiento de las vigas cuando se encuentran apoyadas totalmente
o parcialmente sobre una masa de suelo deformable, algunos modelos que ayudan a la
solucién de vigas sobre apoyos elasticos idealizan la masa de suelo donde se encuentra des-
plantada la viga como una serie de resortes a lo largo del claro de ésta, entre los modelos
que utilizan resortes para la solucion del problema también conocido como cimentacion
eldstica, se encuentran el modelo de Winkler, que historicamente es el primer modelo que
dio solucién a dicho problema y que ha dado pauta a investigaciones mas amplias al res-
pecto, el modelo de Winkler a pesar de ser simple y considerar los resortes independientes
uno con otro, es capaz de otorgar soluciones con gran aproximacién a la solucién exacta,
el modelo de Winkler considera la deformacién unicamente dentro del area que ocupa la
viga y nunca fuera de ella, el parametro que se considera para la aplicacion del modelo
es la constante de proporcionalidad de los resortes, que para este caso es la rigidez que
mantienen los resortes ante cargas aplicadas sobre estos.

Otro modelo utilizado en el analisis de vigas sobre apoyos elasticos es el de Pasternak,
éste es un modelo de dos parametros, que es considerado una mejora al de Winkler; por
la consideracién de una capa de interaccion entre la superficie de contacto de la viga y
los resortes, es decir; los resortes en este modelo no se encuentran actuando de manera
independiente, esta capa provoca que los resortes mantengan relacion y efecto uno con otro,
como sucede en realidad en el suelo. Los asentamientos que se producen en la cimentacién
también afectan a las estructuras cercanas a esta, o al suelo contiguo si es el caso, por lo
que la consideracién de la capa de interaccién en los resortes mejora la aproximacion a la
solucion otorgada con ayuda de este modelo. El modelo de Pasternak al igual que el de
Winkler considera la constante de proporcionalidad de los resortes, sin embargo, Pasternak
adiciona un parametro extra, la interacciéon que mantienen los resortes mediante la capa
de contacto con la estructura de cimentacion.

Los modelos como el de Winkler y el de Pasternak suponen que la respuesta del suelo a las
cargas externas son proporcionales a los desplazamientos en el punto donde se encuentra
la reaccién, esta suposicién fue propuesta por primera vez por Emil Winkler en 1867,
autor del modelo de Winkler. La aplicacién de los modelos que utilizan resortes no es la
unica forma de solucién que existe, otro método de solucién que considera el suelo como
un sélido continuo, elastico e isotrépico es el método de los elementos finitos, un método
numérico que se ha utilizado para dar solucion a ecuaciones diferenciales muy complejas
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y en la actualidad es muy utilizado en diversos campos de la ciencia e ingenieria; con
esté método la proximidad a la solucién exacta tiende a ser mucho mayor si es aplicado
correctamente.

El método de los elementos finitos, aplicado a las cimentaciones elasticas, determina el
comportamiento del suelo ante la presencia de cargas que son transmitidas mediante la
estructura de cimentacién, sustituyendo la solucién exacta, que en diversas ocasiones es
practicamente imposible de obtener del sistema de ecuaciones diferenciales, por una solu-
cién discreta y discontinua, por lo tanto, aproximada. Para ello se realiza el proceso de
discretizacion del problema, es decir, el suelo se divide en elementos finitos o pequenos
elementos interconectados entre si mediante puntos llamados nodos. Es un método que
requiere un mayor numero de elementos en el problema para que la solucién aproximada
sea mayor.

Los métodos mencionados para el andlisis son capaces de ofrecer una aproximacion tan
amplia que incluso el margen de error podria ser considerado despreciable, para que eso sea
posible se debe mantener un niimero considerable de elementos finitos o resortes (segin
sea el caso). Por otro lado es importante aclarar que al incluir una mayor cantidad de
elementos, mayor sera la complejidad del problema a resolver.

El presente trabajo tiene la finalidad de demostrar la aplicacién del anélisis estructural, en
conjunto con el modelo de Winkler, y comparando las soluciones obtenidas con la solucién
exacta.
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Abstract

In the structural analysis of beams on elastic supports there are several investigations
that explain the behavior of the beams when they are fully or partially supported on a
deformable soil mass, some models that help the solution of beams on elastic supports
idealize the soil mass where the beam is deployed as a series of springs along the span
of it, among the models that use springs for the solution of the problem also known as
elastic segmentation, are the Winkler model, which historically is the first model that
gave a solution to this problem and has given rise to more extensive research in this
regard, Winkler’s model, despite being simple and considering the springs independent of
each other, is able to provide solutions with great approximation to the exact solution,
Winkler’s model considers the deformation only within the area occupied by the beam
and never outside it, the parameter considered for the application of the model is the
constant of proportionality of the springs, which in this case is the stiffness maintained by
the springs under loads applied on them.

Another model used in the analysis of beams on elastic supports is that of Pasternak,
this is a two-parameter model, which is considered an improvement to that of Winkler; by
the consideration of an interaction layer between the contact surface of the beam and the
springs, i.e.; the springs in this model are not acting independently, this layer causes the
springs to maintain a relationship and effect with each other, as actually happens in the
soil. The settlements that occur in the foundation also affect the structures close to it, or
the adjacent soil if it is the case, so the consideration of the interaction layer in the springs
improves the approximation to the solution given with the help of this model. Pasternak’s
model, like Winkler’s, considers the constant of proportionality of the springs; however,
Pasternak adds an extra parameter, the interaction that the springs maintain through the
contact layer with the foundation structure.

Models such as Winkler’s and Pasternak’s assume that the response of the soil to external
loads are proportional to the displacements at the point where the reaction is found, this
assumption was first proposed by Emil Winkler in 1867, author of Winkler’s model. The
application of models using springs is not the only form of solution that exists, another
solution method that considers the soil as a continuous, elastic and isotropic solid is the
finite element method, a numerical method that has been used to solve very complex diffe-
rential equations and is currently widely used in various fields of science and engineering;
with this method the proximity to the exact solution tends to be much greater if it is
applied correctly.

XV



The finite element method, applied to elastic foundations, determines the behavior of the
soil in the presence of loads that are transmitted through the foundation structure, repla-
cing the exact solution, which in several occasions is practically impossible to obtain from
the system of differential equations, by a discrete and discontinuous solution, therefore,
approximate. For this purpose, the process of discretization of the problem is performed,
i.e., the soil is divided into finite elements or small elements interconnected by points called
nodes. It is a method that requires a larger number of elements in the problem so that the
approximate solution is larger.

The methods mentioned for the analysis are capable of offering such a wide approximation
that even the margin of error could be considered negligible, for that to be possible a
considerable number of finite elements or springs (as the case may be) must be maintained.
On the other hand, it is important to clarify that by including a greater number of elements,
the greater the complexity of the problem to be solved.

The purpose of this work is to demonstrate the application of structural analysis, in
conjunction with the Winkler model, and comparing the solutions obtained with the exact
solution.
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Capitulo 1

Introduccion

El andlisis estructural de vigas sobre apoyos elasticos es un problema que combina los
principios de la ingenieria estructural con la ingenieria geotécnica, para este analisis es
necesario conocer algunas caracteristicas de la masa de suelo de desplante asi como el
comportamiento del elemento estructural. A este tipo de andlisis se le conoce como inter-
accién suelo-estructura [40].

La interaccién suelo-estructura es el estudio del comportamiento de la interfaz entre la
estructura de cimentacion y la masa de suelo, dicho estudio tiene como objetivo encontrar
la configuracion de deformacion y los elementos mecénicos tanto de la estructura como de
la masa suelo, debido a las cargas que se transmiten a la estructura de cimentacion por
medio de la superestructura, la interaccién consiste en obtener un sistema de fuerzas que
aplicadas de manera simultanea a la estructura y al suelo se produzcan desplazamientos
iguales entre los dos elementos [17, 31, 40], para que esto suceda se debe cumplir con
las condiciones de equilibrio y continuidad de las ecuaciones fundamentales del analisis
estructural.

1.1. Teoria de vigas sobre apoyos elasticos

La teoria de vigas sobre apoyos elasticos considera que las reacciones de suelo donde
se encuentra apoyada la viga son proporcionales a los desplazamientos del punto al que
corresponden a lo largo del claro de la viga. Esta suposicion fue propuesta por primera
vez en 1867 por Emil Winkler [33], con este supuesto fue propuesto el primer modelo
que dio soluciéon al problema de las cimentaciones elasticas y fue la base de investigaciones
posteriores como es el caso de H. Zimmermann en 1888, M. Hetenyi en 1946, P.L. Pasternak
en 1954, entre otros[11, 23].

El objetivo de la interaccién suelo-estructura es realizar un analisis en la estructura de
cimentacién considerando el efecto de la masa de suelo de desplante y cargas externas.
En las cimentaciones sobre suelos compresibles surgen deformaciones o asentamientos de
manera inevitable, debido a las cargas que se encuentran actuando sobre ésta, la presencia



de asentamientos depende del tipo de suelo y la geometria de la cimentacion; prever
estos asentamientos es gran importancia, ya que se producen efectos que pueden danar la
superestructura, tales como son momentos flexionantes y momentos de torsién [40].

El suelo responde a las cargas externas que se presentan en él, esta respuesta es el médulo
de reaccién del suelo kg, dicho moédulo se obtiene a partir de métodos especiales, como por
ejemplo el método de Terzaghi [5, 36], el médulo de reaccién del suelo varia de acuerdo al
tipo de suelo [17].

Se muestra en la figura 1.1 una viga sobre apoyos elasticos en la cual, cada uno de los
resortes representa la reaccién del suelo en ese punto (Modelo de Winkler).
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Figura 1.1: Viga sobre apoyos elasticos

El modelo de Winkler a pesar de ser simple mantiene buena aproximacion a la solucién
exacta, sin embargo, este considera a los resortes independientes uno con otro, lo que
significa que el modelo no considera la continuidad del suelo, para el modelo los efectos
de deformacién solo existen dentro del drea que ocupa la cimentacion, una de las compli-
caciones que puede presentar al utilizar un modelo donde se sustituye la masa de suelo
por una serie de resortes, es encontrar las reacciones que cada uno de éstos representa, las
vigas con un mayor nimero de resortes incrementa su grado de indeterminacion estatica
o hiperestaticidad.

Otro modelo que hace uso de resortes en el analisis es el modelo de Pasternak, esté consi-
dera que los resortes no trabajan de manera independiente uno con otro y existe una capa
en la superficie de contacto con la estructura de cimentacion, lo que provoca un efecto
continuo en todos los resortes, por lo que dichos efectos en el suelo no solo se presentan
dentro del drea de carga, ahora también existen fuera de ella [3, 23].

Inicialmente el estudio de vigas sobre apoyos eldsticos estuvo dirigido a la aplicacion en
vias de ferrocarriles, sin embargo, la teoria tiene diversas aplicaciones en diversos campos
de la ingenieria, en este caso la aplicacién es en vigas sobre un medio elastico, como un
método de solucién aproximado, ya que el suelo por naturaleza mantiene caracteristicas y
propiedades que son mas complejas de lo que la teorfa mantiene [40].

Existen otras soluciones que consideran al suelo como un sélido continuo, se obtienen a
partir de la aplicacion de métodos numéricos, como es el caso del método de los elementos
finitos, este método se trato por primera vez en el libro The Finite Element Method, escrito
por el profesor O. C. Zienkiewicz, aunque se sabe que existen trabajos mas antiguos del



método escritos por R. Courant [41], el método es capaz de otorgar una soluciéon discreta y
discontinua, con una aproximacion mayor a la solucién exacta si se considera una cantidad
suficiente en el andlisis [6].

1.2. Analisis de vigas

En el analisis de vigas sobre apoyos eldsticos, la viga a analizar se encuentra dentro de la
teorias de vigas, dichas teorias se utilizan para explicar la cineméatica de la deformacion
de las vigas; la teoria de vigas es parte de la mecanica de materiales, que permite obtener
esfuerzos y deformaciones de estas.

Para realizar el analisis de la viga se recurre a las teorias que simplifican el problema de
éstas, es posible aplicar la teoria de vigas tradicional, él cual histéricamente es el primer
modelo de vigas importante y que considera unicamente un campo de desplazamiento, la
teoria fue inicialmente propuesta en parte por Leonhard P. Euler en conjunto con Jacob
y Daniel Bernoulli [25, 30]. Por otro lado si la configuracién de la viga que se analiza lo
requiere, es necesario aplicar otra teoria que mejor se ajuste, la teoria de vigas de Stephen
P. Timoshenko, que considera una deformacion angular por cortante cuando la viga es
peraltada [10]. Para el anélisis de vigas se debe aplicar la teorfa que mejor se adapte a la
configuracion de éstas.

Las teorias que se aplican en el andlisis de las vigas, ya sea que la viga se encuentre
sobre apoyos elasticos, apoyos simples o empotres son de gran utilidad para explicar su
comportamiento, para poder elegir la teoria que mejor se adapte al analisis se requiere
conocer la relacion entre largo del claro y el peralte.

Considerando que en la estatica el nimero de apoyos es igual a nimero de reacciones,
las vigas pueden ser isostaticas 6 hiperestaticas. Pero en el caso de las vigas sobre apoyos
elasticos con frecuencia de trata de vigas hiperestaticas, ya que los modelos utilizados en
el andlisis, requiere el uso de diversos resortes.

La solucién de los ejemplos que se muestran en el capitulo 5 utilizan uno de los métodos
energéticos con mayor frecuencia en el analisis estructural, el segundo teorema de Cas-
tigliano publicado en 1879, que utiliza la energia de deformacion complementaria para
obtener la deflexion v en cualquier punto a lo largo del claro de la viga, en este caso los
resortes [15]. El segundo teorema de Castigliano, que utiliza la energia de deformacién
para conocer la deflexién en cualquier punto requiere la ecuacion de momento flexionan-
te y fuerza cortante de cada una de las secciones que se obtienen de la viga [8], para la
obtencion de las ecuaciones se utiliza el método de cortes y secciones.

Utilizando los principios de la estatica, métodos del andlisis estructural y los modelos
que idealizan la masa de suelo, asi como métodos mas avanzados como el método de los
elementos finitos, es posible dar solucién al problema que representa las vigas sobre apoyos
elasticos [40].



1.3. Objetivo

Realizar el analisis para dar solucién al problema de las cimentaciones elasticas utilizando
modelos que simplifican al mismo, el problema se ha investigado durante un largo tiempo
por diversos autores, que han aportado distintos supuestos, estas investigaciones tienen el
objetivo de ayudar a brindar solucién al problema.

Para realizar el andlisis se utilizara como herramienta principa analisis estructural y los mo-
delos que utilizan resortes; el uso del programa Finite Element Analysis Program (FEAP),
herramienta auxiliar en la aplicacion del método de los elementos finitos, serdn de gran
importancia para demostrar las soluciones y como ajustarse a la solucion exacta

El presente trabajo va dirigido a estudiantes de ingenieria civil de octavo y noveno semestre
interesados en el drea de las estructuras ya que requiere de conocimiento pleno de las
asignaturas de estatica, comportamiento de materiales, mecanica de materiales, analisis
estructural, mecanica de suelos y cimentaciones.

1.4. Justificacion

En la actualidad se vuelve cada vez mas comun utilizar las computadoras como herra-
mienta auxiliar en la solucién de problemas complejos en la ingenieria, en el caso de la
ingenieria estructural las computadoras han sido de gran ayuda en soluciéon de problemas
de mayor magnitud.

La presente tesis busca aplicar el andlisis estructural con apoyo de tecnologia compu-
tacional en la solucién de problemas que involucran apoyos elasticos y que por lo tanto la
solucion puede llegar a ser compleja, por la gran cantidad de datos a trabajar en el analisis
y lograr una correcta comparacién de resultados.

Se busca acercar e incentivar a estudiantes de nivel licenciatura a hacer uso de herramientas
computacionales en el andlisis estructural y profundizar en el método de los elementos
finitos, mejorando su desempeno académico y en su futuro laboral.

1.5. Estructura de la tesis
A continuacién se da una descripcion general del contenido de la tesis.

= Capitulo 2. En este capitulo se tratan las dos de las teorfas que simplifican el pro-
blema de vigas y buscan explicar la cinematica de la deformacion que las vigas
presentan.

= Capitulo 3. Para el analisis de vigas sobre apoyos eldsticos se hace uso de modelos
que idealizan la masa de suelo, donde el elemento estructural se encuentra totalmente
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apoyado en dicha masa de suelo, en éste capitulo se dan a conocer algunos modelos
que son de gran utilidad para darle soluciéon al problema de la cimentacién elastica.

= Capitulo 4. Se presentan ejemplos de aplicacion utilizando métodos del analisis es-
tructural y modelos que ayudan a la solucion, ademas de la aplicacion del método
de los elementos finitos y comparar los resultados obtenidos.

= Capitulo 5. Las conclusiones alcanzadas a partir de los resultados obtenidos de los
ejemplos de solucién.






Capitulo 2

Teoria de vigas

En el estudio de vigas prismaticas existen algunas teorias que tienen como objetivo explicar
la cinematica de la deformacién de éstas, este capitulo contiene dos teorias que se han
estudiado durante mucho tiempo, de las cuales una de ellas se basa en un campo de
desplazamiento, mientras que la otra en un campo de desplazamiento y deformacién por
fuerza cortante, las teorias a tratar en este capitulo son:

= Teoria de vigas de Euler-Bernoulli

= Teoria de vigas de Timoshenko

Una viga es un elemento estructural que se somete a cargas externas que actiian perpen-
dicularmente a su eje longitudinal, cuando fuerzas o momentos externos actian sobre la
viga se generan esfuerzos y deformaciones en ésta, para determinarlos se requiere prime-
ramente obtener las fuerzas internas y los momentos internos que se ejercen en la seccién
transversal de la viga. Se supone una viga simplemente apoyada (figura 2.1) de la cual se
pueden obtener sus reacciones con ayuda de las ecuaciones fundamentales de la estatica,
sumatoria de fuerzas (X F') y sumatoria de momentos (XM,).

Y
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A
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Figura 2.1: Viga simplemente apoyada

La teoria de vigas es parte de la mecanica de materiales, que permite obtener elementos
mecanicos que existen en las vigas, teniendo en cuenta que las vigas son solidos deforma-
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bles, en ellas presenta un cambio en su configuracién al encontrarse sometidas a fuerzas
externas.

2.1. Euler-Bernoulli

La teoria tiene sus inicios aproximadamente en el siglo XVIII, histéricamente fue el pri-
mer modelo de vigas importante, cuyos trabajos fueron iniciados por Leonhard Euler en
conjunto con Jacob y Daniel Bernoulli, para este estudio se consideré un espacio tridi-
mensional, en el cual el eje coordenado = atraviesa el centroide de la seccion transversal
y al mismo tiempo coincide con su eje longitudinal, mientras el eje coordenado y y el eje
coordenado z coinciden con los momentos de inercia principales [y e Iz como se muestra
en la figura 2.2

Y,

>T

N

Figura 2.2: Ejes coordenados en la viga

En la teoria se realizan algunas simplificaciones, por las cuales es posible realizar la apro-

ximacion a los esfuerzos y deformaciones, que las vigas presentan al encontrarse sometidas

a fuerzas externas, esta teoria se desarrolla unicamente en el campo de desplazamien-

tos verticales. Una viga se encuentra dentro de la teoria de Euler-Bernoulli si la relacién
. L

largo-peralte es mayor o igual a 10 (3 > 10) [39].

Las hipdtesis que se toman en cuenta para la formulacién de la teoria, en la cual se
considera flexién simple de la viga en el plano coordenado mostrado en la figura 2.2 son:

= Material con un comportamiento eldstico-lineal, homogéneo e isétropo, que cumple
con la ley de Hooke.



= Desplazamiento vertical v y giro # en cada punto de la viga depende z.

= La fibra neutra solo muestra desplazamiento vertical y giro, es decir, no se presenta
tensiéon o compresion alguna, como se muestra en la figura 2.3.

» Las deformaciones por cortante son minimas y se consideran despreciables.

= La seccion transversal permanece plana y perpendicular al eje neutro de la viga, aun
cuando la deformacion esté presente como se muestra en la figura 2.4.

Esfuerzos de compresién

o2
Esfuerzos de tension

Figura 2.3: Esfuerzos de tension y compresion

Figura 2.4: Deformacién plana y perpendicular al eje neutro

Las cargas que actuan sobre la viga provocan flexién en la misma, lo que deforma el eje
longitudinal en una curva.



Figura 2.5: Viga tipo cantiléver

La figura 2.5 muestra la curva de flexioén que presenta la viga sometida a una carga puntual,
se consideran dos puntos (n; y ng) sobre la curva de flexién y estos puntos se encuentran
a una distancia x y dx respectivamente, posteriormente se trazan dos rectas normales en
dichos puntos hasta la de intersecciéon de ambas rectas, a este punto se le conoce como
origen O (figura 2.6), la recta On, se denomina radio de curvatura p, del calculo diferencial
se sabe que la curvatura s de una circunferencia es igual el reciproco del radio de curvatura,
por lo tanto es la misma en todos los puntos [9] y el producto del radio de curvatura p y
df es igual al segmento de arco ds.

Figura 2.6: Analisis de viga flexionada
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(2.1)

| =

pdf = ds (2.2)

El angulo df que se forma entre las rectas normales y 6 es el angulo de rotacién que sufre
la seccion transversal a través de la curva, el segmento de arco ds es la distancia entre las
normales, al ser un anélisis de pequenas deformaciones se considera que ds es casi plana
por lo es casi igual a la proyeccién plana dz (ds = dz), de donde se obtiene.

1 do

H:;—%

(2.3)

La curvatura y el radio de curvatura se encuentran en funcién de z a lo largo de su eje,
es decir, la curvatura k depende de z; la convencion de signos de la curvatura se define
a partir de los ejes coordenados, donde céncava hacia arriba es positiva y céncava hacia
abajo es negativa, como se muestra en la figura 2.7.

(+) (=)

Curvatura Curvatura

positiva negativa

Figura 2.7: Convencion de signos para la curvatura

Cuando a una viga se le aplica una carga, su eje longitudinal recto sufre una deformacién
curva, en donde existe un desplazamiento vertical (también llamada deflexién v) como se
muestra en la figura 2.8,
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Figura 2.8: Curva de deflexion

De la ecuacién 2.3 se sabe que curvatura es el reciproco del radio de curvatura, de acuerdo
con el céalculo diferencial la pendiente de la curva de deflexién, es la primera derivada
dv

del desplazamiento con respecto a la distancia ( 52 ), se aprecia de la figura 2.6 que la

pendiente es igual a la tangente del dngulo de rotacién 6 de donde resulta,

= 24
tanf o (2.4)

Es importante saber que las ecuaciones 2.3 y 2.4 se encuentran basadas en las conside-
raciones geométricas, por lo que es aplicable cualquier viga sin importar el material del
que se encuentre compuesta. Al ser un andlisis de pequenas deformaciones, las curvas de
deflexion son extremadamente pequenas y casi planas. Dado que 6 es muy pequeno se
aproxima la ecuacion 2.4,

0 ~ tan = Z—U (2.5)

T

si se sustituye la ecuacion 2.5 en la ecuacion 2.3 se tiene:

L a
p  dr  da?

(2.6)
Las deformaciones longitudinales en una viga se pueden determinar analizando la curva-
tura de ésta, para determinar dichas deformaciones se considera una secciéon de la viga
con una distancia Ly (figura 2.9), sobre la cudl se aplican momentos flexionantes y se
trazan dos lineas rectas (mn y pq), que después de la deformacién deben seguir planas y
perpendiculares al eje longitudinal.
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Figura 2.9: Deformacion de un elemento diferencial producido por momentos flexionantes

Como resultado de la deformacién por flexién las fibras del lado concavo se acortan,
mientras que del lado convexo de alargan, por consecuencia las fibras del lado céncavo
sufren reduccion y las que se encuentran del lado convexo sufren alargamiento, la linea s753
es el eje neutro de la viga, en este tltimo no se tiene cambio alguno, solo desplazamiento
vertical; las secciones transversales mn y pq de la viga deformada se cortan del lado concavo
y se forma el angulo df, estas lineas extienden hasta el punto de interseccién llamado origen
O, la longitud del origen hasta la superficie neutra es el radio de curvatura p y recordando
que pdf = dx, la longitud Ly de la linea gh después de la flexion es:

Lo=(p—y)df =dx — %dw (2.7)

Como la longitud original de la linea gh es igual a dz, se deduce que el alargamiento es
Lo —dx 6 —%daz,

Lo—dr = —Ydu (2.8)
p
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La deformacion ¢, es igual al alargamiento dividido entre la longitud dx, por lo tanto la
relacién deformacion-curvatura esta dada como:

P

La ecuacién 2.9 muestra que las deformaciones longitudinales en la viga son proporcionales
a la curvatura y éstas varian linealmente con la distancia desde la superficie neutra, sin
importar la forma que tome el diagrama esfuerzo-deformacién del material que compone
la viga [8].

La ley constitutiva es la relacion que tienen los esfuerzos con las deformaciones, para el
caso de los materiales estructurales, se sabe que presentan la propiedad de elasticidad y se
aplica la ley de Hooke [28]. Dicha ley que relaciona los esfuerzos con la deformacién que
se establecio experimentalmente, toma como hecho que el material debe ser homogéneo e
isétropo [38].

La gran mayoria de los materiales estructurales tiene una region inicial sobre el diagrama
esfuerzo-deformacion, en donde el material se comporta de forma tanto lineal como elastica,
dicho diagrama parte desde el origen O, en este punto no existe ningin esfuerzo y por ende
ninguna deformacion, en el eje de las abscisas se encuentra la deformacion ¢ y en el eje
de las ordenadas el esfuerzo o, cuando un material se comporta elasticamente y a su vez
presenta una relacion lineal entre el esfuerzo y la deformacion, se dice que es linealmente
eldstico (figura 2.10). Por lo que se puede expresar de la siguiente forma,

oA

&

¥

Figura 2.10: Comportamiento linealmente elastico

o= Ee (2.10)

donde E es el médulo de elasticidad del material y es la pendiente de la region eldstica de
los materiales, su valor depende del material con el que se este trabajando. La ecuacion
2.10 se conoce comunmente como ley de Hooke, nombrada asi en honor al cientifico inglés
Robert Hooke [1635-1703], quien dedico gran parte de su vida al estudio de las propiedades
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elasticas de los materiales [30]; la ecuacién 2.10 se aplica para esfuerzos de tensién y
compresion simples, la relacién esfuerzo-deformaciéon mas comun dentro de la ingenieria
es la ecuacion para un material linealmente elastico, para dichos materiales se sustituye la
ecuacion 2.9 en la ecuaciéon 2.10 y se tiene:

E
o, = Fe, = _EY_ —FEry (2.11)
P

Se considera el momento resultante de los esfuerzos o, que actiian sobre la seccién trans-
versal (figura 2.11), la fuerza o,dA con respecto al elemento dA es igual a la diferencial
de momento dM, por lo que se tiene,

o2
Figura 2.11: Distribucion de esfuerzos en una viga de material linealmente eléstico.
Para obtener la primera ecuacion de la estéatica, se considera un elemento diferencial dA

que se encuentra en la seccion transversal de la viga y este se ubica a una distancia y del
eje neutro, por lo tanto el esfuerzo o,.

dM = —o,ydA (2.12)

Se integra la ecuacién 2.12 y se obtiene,

M = —/ o.ydA (2.13)
A

Como los elementos de la viga se encuentran trabajando a tensién y compresién se puede
utilizar el diagrama esfuerzo-deformacién para determinar los esfuerzos o, a partir de la
deformacion. La relacion esfuerzo-deformacion es comtinmente utilizada en materiales con
un comportamiento eldstico-lineal, para ello se tiene la ecuacion 2.11

o, = —Eky (2.14)
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la ecuacién 2.14 demuestra que los esfuerzos normales que actian sobre la seccion trans-
versal varian linealmente con la distancia y desde la superficie neutra. Sustituyendo la
ecuacion 2.14 en la ecuacion 2.13 se tiene,

M = E/{/WA (2.15)

Recordando que [y?dA se encuentra dado como momento de inercia I de la seccién
transversal [12] y considerando la convencién de signos de la curvatura, la ecuacién se
simplifica.

M = kEI (2.16)

Considerando que el radio de curvatura es el reciproco de la curvatura se tiene:

(2.17)

zl=

La ecuacién momento-curvatura 2.17 muestra que la curvatura es directamente propor-
cional al momento flexionante M e inversamente proporcional a la rigidez a la flexiéon ET

[13].

Para mantener el sentido y direccién que las fuerzas y momentos toman es necesario
establecer la convencién de signos (figura 2.12)

M M
(+) > < (=)
V V V V

Figura 2.12: Convencién de signos para la fuerza cortante V' y el momento flexionante M

La carga ¢, la fuerza de cortante V' y el momento flexionante M mantienen una relacién
entre si, estas relaciones son de gran utilidad cuando se analizan dichas condiciones a lo
largo de la viga. Para demostrar la relacién se considera un elemento diferencial (figura
2.13) en la cual se toma la convencién positiva presentada en figura 2.12.
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M VVVVVVVY M +dM

V V+dv

da:‘

Figura 2.13: Elemento diferencial

Para la obtener la relacion entre la carga y fuerza cortante se realiza X F,,

V—-(V+dV)—qdx=0

del analisis anterior se obtiene,

av
— = 2.18
dx 1 ( )
En la ecuacién 2.18 se muestra la relacién de la fuerza cortante con la carga, por lo tanto
al variar la fuerza cortante V' con respecto de x es igual a —g. Ahora se procede a realizar
> M, sobre el mismo elemento diferencial obteniendo,

dx
—M — qdx (?> —(V+dV)de + M +dM =0
Los productos diferenciales por ser insignificantes en comparacion con los demés términos
presentes se desprecian, finalmente se obtiene la ecuacién 2.19 la cual muestra la razon de
variaciéon del momento flexionante M con respecto de x que es igual a la fuerza cortante

v,

dM
@ _y 2.19
I (2.19)

En las ecuaciones 2.18 y 2.19 se muestra la relacién existente entre la carga ¢, fuerza
cortante V' y momento flexionante M en la viga.

Ahora se igualan las ecuaciones 2.6 y 2.17 se obtiene la ecuacion 2.20, ésta es la ecuacion
diferencial de segundo orden, que al darle soluciéon se obtiene la ecuacion de la curva
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elastica y con dicha ecuaciéon es posible obtener la deflexiéon v en cualquier punto de la
viga.

dQUB
dx?

EI—2 =M (2.20)

La rigidez a la flexién E'I puede ser constante o variable y dependera de la configuracién
la viga que se encuentre analizando; si la rigidez a la flexion ET es constante se trata de
una viga prismaéatica compuesta de un solo material.

Otras formas de la ecuacion 2.20 se obtienen derivando y empleando la relacion que man-
tienen la carga ¢, la fuerza cortante V' y el momento flexionante M son:

d d2UB d3’UB dM
— | ET =FEI = — = 2.21
dx < dx? ) dx3 dx v (221)
d2 d2UB d4UB dV

Otro concepto importante dentro de la teoria de Euler-Bernoulli es la energia de defor-
macién, en la que se introduce el concepto de trabajo U, considerando que el material de
la viga se comporta de forma linealmente elastica, éste debe cumplir con la ley de Hooke,
las deflexiones y giros; se deben considerar pequenas deformaciones. Se supone una viga
sometida a dos momentos M, (figura 2.14).

| L |
| |

Figura 2.14: Viga sometida a momentos M
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Figura 2.15: Trabajo para una viga

El trabajo para una viga sometida a dos momentos esta dado por la ecuacién 2.23 (figura
2.15).

U= (2.23)

Se sabe que la curva de deflexién es un segmento circular con una curvatura s, definida
en la ecuacién momento-curvatura 2.17 y el dngulo formado por la deflexién (figura 2.14),

se encuentra dado por 0 = %, considerando valores absolutos [8] se tiene,

ML
0=—— 2.24
Sustituyendo la ecuacién 2.24 en la ecuacién 2.23 se tiene,
_ ML (2.25)
- 2EI '

La ecuacion 2.25 expresa la energia de deformacion en términos de M, si el momento
flexionante varfa a lo largo de la viga entonces se debe obtener la energia de deformaciéon
con ayuda de un elemento diferencial (figura 2.16), donde ahora la longitud es dz,

Se consideran valores absolutos y la energia de deformacién dU almacenada en el elemento
se define como,
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Figura 2.16: Elemento diferencial sometido a momentos

dU = —da (2.26)

Se integra la ecuacién 2.26 y se expresa la energia de deformacién almacenada (ecuacién
2.27 ) y se obtiene la energia de deformacién de la viga.

M2

2.1.1. Cimentacion elastica

Las vigas sobre medios elasticos se basan en el concepto de la reaccion de fuerzas del suelo
donde se encuentra apoyada la viga y estas reacciones son proporcionales a la deflexién
en el punto de interés, al determinar la ecuacion diferencial que gobierna al modelo del
problema de vigas antes mencionado es posible darle soluciéon al mismo, este concepto
fue introducido por Emil Winkler en 1867, quien fue el primer investigador en formular y
resolver el problema de viga sobre cimientos deformables, éste modelo desarrollo las bases
del andlisis de rieles de ferrocarril [11].

La propuesta de E. Winkler fue la base del trabajo de H. Zimmerman en el anélisis
de vias de ferrocarriles publicado en 1888, inicialmente estos estudios fueron orientados
principalmente al suelo como un apoyo, sin embargo, es posible aplicar esta teoria a otros
campos de ingenierfa. En el concepto de medio elastico como apoyo se observa un suelo
que sostiene un durmiente con vias de tren, cuando éste pasa por la via se observa un una
deformacion en el durmiente y en el suelo que lo sostiene, una vez que termina su trayecto
vuelve a su estado original; por lo anterior se llega a la conclusién que el suelo es un medio
eldstico y con la aplicacién de una fuerza considerable se presenta una deformacion [33].

El estudio de las vigas apoyadas sobre medios elasticos ha llevado a distintos autores e
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investigadores a idealizar el suelo de desplante del elemento estructural como una serie
de resortes, dichas cimentaciones se definen como una viga desplantada sobre un medio
continuo al que se le transmiten las cargas de la superestructura.

P

= = - - =

Figura 2.17: Viga apoyada sobre cimentacion elastica

Se supone una viga apoyada totalmente sobre un suelo eldstico y continuo (figura 2.17),
que se deforma por accion de la carga aplicada en ésta, la respuesta del suelo continuo es
en cada punto de la viga proporcional a la deflexion, con esta hipdtesis se entiende que la
reaccién en cualquier punto de la viga se expresa como,

q=—ksv (2.28)

donde k; es el médulo de reaccion del suelo, v es la deflexion que presenta la viga y ¢ es la
reaccion del suelo, esta hipotesis a pesar de ser simple otorga buenos resultados en muchos
casos. Sustituyendo la ecuacién 2.22 en la ecuacion 2.28 resulta,

4
E]% = —kyw (2.29)

d4
E]d—x?i Y ho=0 (2.30)

dividiendo todo entre la rigidez a la flexién EI se obtiene la ecuacién 2.31 que es conocida
como la ecuacién diferencial de la cimentacién elastica [11, 33].

dv ko

— 2.31
dx4+E[ 0 (2:31)

Para darle solucion al problema de las cimentaciones eldsticas se utilizan algunos modelos
como son el ya mencionado modelo de Winkler y el de Pasternak, éste ultimo es un modelo
de dos pardmetros que propone una mejora al de Winkler.

En las cimentaciones elasticas se tiene que k es la constante de proporcionalidad de los
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resortes o también conocida como elastica de muelle que se obtiene a partir del médulo de
reaccion del suelo ks, el conocer estos parametros son de gran importancia para la solucién
de los modelos que implican resortes y se encuentran relacionadas como,

k= kb (2.32)

donde, b es la base de la seccion transversal de la viga y el médulo de reaccién de suelo kg
obtiene su valor a partir del tipo de suelo. La elastica de muelle o constante de proporcio-
nalidad k£ no depende unicamente del tipo de suelo si no también de la configuracién de
la viga.

Para la obtencion de la deflexion de la viga utilizando la teoria de Euler-Bernoulli es posi-
ble aplicar el segundo teorema de Castigliano, publicado en 1879 por Alberto Castigliano,
quien fue un ingeniero y matematico italiano de ferrocarriles, reconocido por la publicacién
del teorema que dice: "La primera derivada parcial de la energia complementaria de defor-
macion de la estructura respecto a una de las acciones aplicadas es iqual al desplazamiento
a lo largo de esta accion” [21, 14, 15].

o OU
B~ op

(2.33)

Un apoyo elastico es un elemento que brinda soporte a la estructura y tiene una constante
de proporcionalidad que permite una ligera deflexion, esto considerando que el resorte es
elastico lineal; la deflexion v se puede obtener aplicando el segundo teorema de Castigliano.

2.2. Timoshenko

La teoria de vigas de Timoshenko o también conocida como teoria de vigas gruesas o
peraltadas fue formulada por el ingeniero Ucraniano-Estadounidense Stephen Prokéfievich
Timoshenko, profesor emérito de mecénica para ingenieros de la Universidad de Stanford
[8], quien establecié la teoria como un modelo matemadtico utilizado para describir la
deformacion transversal que existe en las vigas, esta teoria fue postulada aproximadamente
en 1920.

Timoshenko propuso anadir la deformaciéon producida por el efecto de la fuerza cortante, en
el andlisis de las vigas la teoria se desarrolla en un campo de desplazamiento y deformacién
angular por fuerza cortante, en gran medida se considera que la teoria es una mejora en
la teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

Las vigas de Timoshenko se caracterizan principalmente por que son vigas gruesas o pe-
raltadas, por lo que la deformacién angular debida a la fuerza cortante es un factor de
mayor relevancia y el desplazamiento vertical v se ve afectado por dicha deformacion y
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que provoca un giro adicional [18, 22, 25].

Una viga entra en la teoria de Timoshenko si la relacion largo-peralte es menor a 10
(£ < 10) [39].

Las hipdtesis que se toman en cuenta para la formulacion de teoria son:

Material con un comportamiento elastico lineal, homogéneo e isétropo cumpliendo
con la ley de Hooke.

= Desplazamiento vertical v en cada punto de la viga depende x.

» Deformacién transversal depende del médulo de cortante G.

» La seccién transversal permanece plana pero no necesariamente perpendicular al eje
neutro de la viga después de la deformacién como se muestra en la figura 2.18

= Supone le presencia de fuerzas de cortante en la seccion transversal 7, # 0

Figura 2.18: Deformacion plana pero no perpendicular al eje neutro

Las ecuaciones de equilibrio en la teoria de Timoshenko se expresan de igual forma que
en la teorfa de Euler-Bernoulli (ecuaciones 2.18 y 2.19). El giro ¢ se encuentra presente y
es consecuencia de la suma del giro por deflexion y la deformacion por cortante o también
llamada deformacion angular, es decir, se agrega un giro adicional a 6 y por lo tanto ¢ # 6.
De igual forma ésta teoria se encuentra bajo el criterio de pequenas deformaciones.

El concepto de las deformaciones angulares que ha sido incluido en esta teoria, parte
del hecho de que las deformaciones suceden en consecuencia de la presencia de la fuerza
cortante V' y esta a su vez se produce una deflexién adicional [10].
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Figura 2.19: Curvatura de las secciones transversales debido a deformaciones por cortante

Considere un elemento diferencial sometido unicamente a fuerzas de cortante, que provocan
la presencia deformaciones en dicho elemento (figura 2.20),

V \
%
N === m n <=:::_‘3\Tys—
m
4 1%
dx | o
dx

Figura 2.20: Deformacién por cortante

La pendiente de la curva de deflexién debida tinicamente a la fuerza cortante es aproxi-
madamente igual a la deformacion angular del eje neutro, la deflexién debida tinicamente
por cortante vg esta dada como,

dvs %
— T f— 2- 4
dr T GAg (2.34)

De donde Al es el esfuerzo cortante medio obtenido de la division de la fuerza cortante y
el area de cortante Ag y G es el médulo de cortante, el cual es una propiedad del material
y se encuentra dado como,

E
G = 0T (2.35)

donde v es la relacion de Poisson y E el médulo de elasticidad del material, por lo que
el modulo de cortante G no es una propiedad elastica independiente del material ya que
para su obtencién es necesario conocer previamente la relacion de Poisson y el médulo de
elasticidad E. La relacion de Poisson se define como el cociente de la deformacion lateral
y la deformacion axial,
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L deformaci(.ﬁfl late'ral (2.36)
deformacion axial

El cortante V' es una funcién continua que se puede diferenciar con respecto de z, en el
caso de que exista una carga continua ¢ (ecuacién 2.18), por lo tanto la deflexién producida
por la fuerza cortante es,

d?v, 1 dv _ q

d? ~ GA dr GA

(2.37)

La deflexién en vigas de Timoshenko vy es la suma de la deflexién obtenida en la teoria de
Euler-bernoulli (ecuacién 2.20) y la deflexién debido a fuerzas de cortante (ecuacion 2.37)
es decir,

Pvp  dPvg  dPug
= 2.
dax? da? + da? (2.38)

d?*vp M q
2 - EI GA (2.39)

La diferencia de manera general entre la teoria de vigas de Euler-Bernoulli y Timoshenko
como se muestra en la seccién 2.1 y 2.2, es principalmente la deformacion angular debido
a la presencia de fuerzas de cortante (fig. 2.21).

Timoshenko

Euler-Bernoulli

Figura 2.21: Comparacién de la teoria de vigas de Euler-Bernoulli y Timoshenko

Al igual que en la teoria de Euler-Bernoulli, en esta teoria existe el concepto de energia
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de deformacion, pero ahora sera por cortante, la energia se puede obtener de manera muy
sencilla a partir del elemento diferencial mostrado en la figura 2.20 se aprecia que el trabajo
realizado por la fuerza cortante V' es igual a la energia de deformacion dU almacenada en
el elemento, esta dada como,

_ Vs
)

du, da (2.40)

Se sustituye la ecuacion 2.34 en la ecuacion 2.40, de donde se obtiene,

V2

dUs = 2G Ag

dx (2.41)

Ahora se procede a integrar la ecuacion 2.41, de donde finalmente se obtiene la ecuacion
2.42, que representa la energia de deformacion por cortante, la cual se suma a la energia
de deformacién de la viga,

VQ
U, = / QGAde (2.42)

De la suma de la energia de deformacion se obtiene la ecuacién que se aplica y se adapta
a la teoria de vigas de Timoshenko, en dicha ecuacion se considera no solo el momento
flexionante, ahora se agrega el efecto de la fuerza cortante.

Ur = Ug + Ug (2.43)
M2 V2

2.2.1. Cimentacion elastica

En el diseno de las vigas apoyadas sobre un medio elastico se pueden tener algunas situa-
ciones en donde el elemento estructural, por su configuracién se encuentre dentro de la
teoria de vigas de Timoshenko, esto se puede confirmar si la relacion largo-peralte asi lo
indica.

Las vigas apoyadas sobre medios elasticos, como se menciona con anterioridad se basa en
el concepto de reacciones del suelo, donde estas son proporcionales a la deflexion de la

26



viga en el punto donde dicha reaccién se encuentre.

Se plantea el problema de una viga apoyada sobre un medio eldstico (en este caso una
serie de resortes) de seccién transversal constante y sujeta a cargas verticales que actian
a lo largo del claro de la viga (figura 2.22). Al actuar las cargas sobre la viga, se produce
una distribucién de presiones y de acuerdo al supuesto de E. Winkler donde las reacciones
son proporcionales a la deflexién en el punto donde se encuentre. También se supone que
el suelo o medio de desplante no es capaz de soportar fuerzas de tensién [11, 19],

Y4 q

mvvvv Hmmvvvvvvm

T 3333

TIz23<
R
|

A

L

Figura 2.22: Cimentacion eléstica

Para el analisis se toma un elemento diferencial (figura 2.23) de la viga, el elemento sera de
gran ayuda para realizar el andlisis y obtener la ecuaciéon que gobierna a las cimentaciones
TS

elasticas.
M
v
dx

Figura 2.23: Elemento diferencial de una cimentacion elastica

q
SRR

M +dM

V+dV
k

Se hace la sumatoria de fuerzas en el eje y (XF),) considerando la convencién de signos
establecida,

V —(V+dV)+ kvde — qgdx =0
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de donde se obtiene,

dV
— = kv — 2.45
dx vT4a ( )

De la ecuacién 2.19 se conoce la relacion que existe entre el momento y la fuerza cortante,
de lo cual se deduce que la ecuacion 2.45 se puede escribir de la siguiente forma.

d>*M
o kv —q (2.46)

Sustituyendo la ecuacion diferencial de segundo orden 2.20, considerando un momento
negativo, en la ecuacién 2.46 se obtiene:

d*v

Finalmente se obtiene la ecuacion diferencial 2.47, que es conocida como la ecuacién di-
ferencial ordinaria de la cimentacién elastica, considerando la parte de la viga donde no
existe una carga distribuida (¢ = 0), hace que la ecuacién tome la siguiente forma [11, 19],

4
E]% = kv (2.48)

Dividiendo la ecuacion 2.48 entre la rigidez a la flexiéon FI y en términos positivos se
obtiene,

d*v kv

U 9.49
di T Bl (2.49)

Para la solucion de los problemas de la cimentacion elastica es suficiente aplicar la ecuacién
2.49, ya que a partir de esta se puede obtener la soluciéon a los casos que impliquen una
carga distribuida ¢ agregando la integral correspondiente.
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Capitulo 3

Apoyos elasticos

En el estudio de los apoyos elasticos se encuentran diversos modelos que son de gran
ayuda para aproximar una solucion al problema de las cimentaciones elasticas, entre dichos
modelos encontramos dos que con ayuda del anélisis estructural es posible darle solucién,
dichas soluciones son aproximaciones a la solucion exacta.

Por otro lado se sabe que el suelo de desplante de la cimentacién en realidad es un medio
elastico y continuo, al cual se le transmiten las cargas por medio de la superestructura, las
acciones transmitidas son las que dan lugar a las deformaciones o asentamientos. Se atri-
buye la representacion continua al suelo a partir del trabajo presentado por el matematico
Joseph Boussinessq [2].

La continuidad del suelo se muestra cuando las deformaciones producidas en la cimenta-
cién analizada afecta a las estructuras cercanas, aun estando fuera del area de carga. El
comportamiento eldstico del suelo esta dentro de la teorfa de la elasticidad [29, 32] y anali-
zar el suelo como un medio continuo provoca que obtener la solucién requiera la aplicacién
de un método mas especifico, la solucion puede aproximarse con ayuda del método de los
elementos finitos (MEF).

Los modelos que se presentan en este capitulo son:

s Modelo de Winkler
s Modelo de Pasternak

» Modelo eldstico continuo

Durante el anélisis de las cimentaciones elasticas o vigas sobre apoyos elasticos se pueden
presentar deformaciones en el suelo que se traducen en asentamientos, estos surgen cuando
dicha cimentacién se encuentra sujeta cargas externas, la presencia de asentamientos es
inevitable, por lo que esto ha llevado a que algunos autores e investigadores tengan que
idealizar el suelo como una serie de resortes elasticos, para poder comprenderlos de mejor
forma [31].
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Los resortes por naturaleza tienen una constante proporcionalidad que también es llamada
elastica del muelle k£, obtener el valor de k£ no es una tarea sencilla, ya que éste no solo
depende del tipo de suelo, si no también del drea de la cimentaciéon y la carga, k representa
rigidez del resorte a la deformaciéon y resistencia a las fuerzas que se le aplican, en el
analisis estructural de vigas sobre apoyos eldsticos, la constante de proporcionalidad se
obtiene a partir del modulo de reaccion del suelo kg, la constante de proporcionalidad &
es directamente proporcional al médulo de reaccién del suelo k, y la base de la seccién
transversal de la viga B [19], es decir,

k=ksxB (3.1)

La transmision de cargas al suelo por medio de la superestructura provoca una distribucién
de esfuerzos en éste, cuya resultante tiene como respuesta el equilibrio de las fuerzas
aplicadas, esto no depende tunicamente de las propiedades del suelo donde se encuentra el
desplante, si no también de las cargas presentadas; un incremento de cargas produce en el
suelo una mayor deformacion.

La deformacién en el suelo es una curva continua, y en cambio la solucién que el anélisis
estructural otorga es una aproximacién, que se realiza cuando se sustituye la masa de
suelo continua por una serie de resortes, es importante saber que mientras mayor sea la
cantidad de resortes que se incluyan en la sustitucién, mayor sera la aproximacién a la
deformacion real.

q
oo
g D
T I3

Figura 3.1: Elemento diferencial sobre resortes

El analisis de vigas sobre apoyos elasticos se basa en el concepto de reacciéon de fuerzas
sobre el suelo de desplante, las cuales son proporcionales a cualquier punto de la defle-
xién presente en la viga, en un elemento diferencial los elementos mecanicos, momento
flexionante y fuerza cortante seran positivos de acuerdo a la figura 3.1.
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Modédulo de reaccién del suelo &,

El valor de la constante de proporcionalidad k& de los resortes es directamente proporcional
al médulo de reaccion del suelo kg, v éste a su vez se asocia con la carga transmitida al
suelo mediante una placa ¢, que genera el asentamiento v; el médulo de reaccién del suelo
se define como la relacién entre la carga capaz de generar un asentamiento en el drea
de interés, dicho modulo es un parametro que describe la rigidez del suelo y su valor se
determina con base en el asentamiento (ecuacién 3.2).

by = —— (3.2)

El médulo de reacciéon del suelo kg se puede determinar mediante el método de Terzagui o
con ayuda de software especializados como PLAXIS 6 DSettlement, el médulo ks varia de
acuerdo al tipo de suelo, es decir, no es constante y aunque los asentamientos del suelo no
siempre ocurren de inmediato, este valor se mantiene, existen dos tipos de asentamientos:

1 Asentamientos eldsticos o inmediatos.

1= Asentamientos plasticos por consolidacion a corto y a largo plazo.

Antes de realizar el analisis es necesario conocer el previamente el tipo de suelo y se debe
considerar que el modulo de reaccién del suelo ks no es tnico y tampoco es constante,
éste siempre sera diferente para los distintos tipos de suelo. Los modelos que pretenden
idealizar la masa de suelo como una serie de resortes utilizan este modulo para obtener la
constante de proporcionalidad: actualmente existen algunos valores obtenidos previamente
presentados en el trabajo del Ingeniero Joseph Bowles en 1997 [17], se muestran en la tabla
3.1.
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Tipo de Moédulo de

suelo reaccion k, (kN/m?)
Arena suelta 4800-16000
Arena media 9600-80000
densa,
Arena densa 64000-128000
Arena

arcillosa media densa 32000-48000

Arena limosa
media densa

24000-48000

Suelo
Arcilloso
qa < 200 KPa 12000-24000
200<qga < 800 KPa 24000-48000
ga >800 KPa >48000

Tabla 3.1: Intervalos del Modulo de reaccién

Existen otros valores para el médulo de reaccién del suelo segin Terzaghi y Barkan [40]
para diferentes tipos de suelo.

Moédulo de reaccién del suelo k,
Arenas (T'/m?)

Tipo de arena Suelta Media Densa
Seca o humeda | 555-1940 | 1940-9697 | 9697-33246
Saturada 832 2494 9697

Tabla 3.2: Intervalos del Modulo de reacciéon

El médulo de reaccion del suelo kg es de gran importancia, ya que gracias a €l es posible
conocer el valor que se le otorga a las constantes de proporcionalidad de los resortes en caso
de que el modelo utilizado para el analisis lo requiera, con este valor se puede aproximar
la rigidez que presentan los resortes, si el valor de la constante de proporcionalidad &
llega a ser muy elevado provocard una rigidez alta en el resorte y por consecuencia el
asentamiento serd muy pequeno e incluso de ser demasiado elevado el asentamiento puede
no presentarse, por lo que es necesario obtener correctamente el valor de k.

3.1. Modelo de Winkler

El modelo de Winkler presentado en 1867, nombrado asi en honor a Emil Winkler, Inge-
niero Civil Alemén, quien fue el primero en resolver el problema de la cimentacion elastica,
fue presidente de ingenieria de puentes y ferrocarriles en el instituto politécnico de Praga
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[30]; el modelo supone que la presién de contacto en cualquier punto es proporcional al
asentamiento presentado en el suelo, cada uno de estos puntos representa un apoyo en
andlisis estructural pero al mismo tiempo la deflexién de la viga [3, 31].

En el modelo de Winkler idealiza la masa de suelo donde se encuentra desplantada la viga
y es sustituida por una serie de resortes que actian de manera independiente uno con
otro, es decir, se simula una viga apoyada sobre una serie de resortes como se muestra en
la figura 3.2 [24, 16]

) L il
B o o A

e ,

) L '

Figura 3.2: Idealizacion del suelo por una serie de resortes, de acuerdo con el Modelo de
Winkler

El modelo considera que la carga aplicada es directamente proporcional a la constante de
proporcionalidad k y la deflexion v como se muestra en la ecuacion 3.3, el comportamiento
de los resortes donde se tiene una carga reduce el tamano del resorte y opone una resistencia
a las fuerzas externas aplicas [7], la reduccion de los resortes representa la deflexién de la
viga y su vez representa la deformacién en el suelo.

q= kv (3.3)

De la ecuacién anterior es posible, obtener la deflexion v y se tiene,

S

Donde:

1 ¢ es la carga o la presion de contacto
1= p es la deflexién

15 k es la constante de proporcionalidad
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La constante de proporcionalidad obtenida a partir del modulo de reaccién del suelo,
representa una carga que al ser aplicada sobre una superficie, produce un asentamiento,
dicha constante en el modelo de Winkler es el tinico parametro necesario para obtener la
deformacion del suelo.

El modelo de Winkler ésta basado en tres supuestos [31].

= La carga aplicada al suelo s6lo produce asentamientos en el area de la viga y ningin
efecto fuera de ella.

= El suelo puede resistir esfuerzos de tensién asi como de compresion

= El tamano y geometria de la cimentacion no afectan al asentamiento producido.

Aunque los supuestos no siempre son precisos, por que en realidad las cargas que producen
asentamientos si afectan al suelo fuera del drea de carga, el suelo resiste muy poco a la
tension y los asentamientos no solo dependen de la carga si no también influye la geometria
y tamano de la estructura [31].

El suelo al ser un medio continuo tiene una deformacion que se presenta en forma de una
curva exacta, al hacer una sustitucion del suelo por resortes independientes cada uno,
la deformacién serd realizada por una serie de puntos, como una solucion discreta, pero
existe la posibilidad de error, si es que esta sustitucion carece de elementos resorte, para
que la aproximacién obtenida por el modelo sea mas aproximada a la solucién exacta,
requiere que la serie de resortes por la cual se ha sustituido el suelo contenga una cantidad
considerable, de lo contrario el error en la curva puede ser alto.

Este modelo es simple y muy practico, pero tiene sus limitaciones, su aplicacion se restringe
a rocas en donde los asentamientos producidos por la presencia de cargas externas no tiene
mucha relevancia e incluso llegan a ser tan pequenas que se consideran despreciables, de
acuerdo con los supuestos del modelo, dicha deformacién en el suelo sélo sucede dentro
del drea de carga como se muestra en la figura 3.3 [1, 4, 35]

q

B AL

Figura 3.3: Deformacién del area cargada

Otra de las limitaciones con la aplicacion del modelo es la determinacion de la constante de
proporcionalidad &k de los resortes, como se ha mencionado anteriormente la obtencién de
este requiere de la aplicacién herramientas especializadas. El modelo idealiza los resortes
trabajando de manera independiente, lo que puede representar una limitacion, ya que en
realidad se trata de un medio continuo.
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3.2. Modelo de Pasternak

El modelo de Pasternak propuesto en 1954 por Peter Leont’evich Pasternak, Ingeniero
Civil Ruso, que basado en el modelo de Winkler, desarrollé una mejora en el mismo,
esta versién propone que la serie de resortes por la cual se ha sustituido la masa de
suelo se encuentren interactuando uno con otro. Este modelo también se conoce como un
modelo de dos parametros, por que considera otro término ademés de la constante de
proporcionalidad k, el segundo parametro es el médulo de la capa de cortante Gp, dicho
parametro representa fisicamente la interaccién que tienen los resortes debido a la accién
de corte e influye en el asentamiento [3, 20, 23, 37| hace al modelo més realista comparado
con el modelo de un parametro.

Capa de cortante
con un médulo Gy

Sl ol ol s il i ol il
/

Estrato rigido

Figura 3.4: Capa de cortante del modelo de Pasternak

El pardametro mostrado en la figura 3.4 que se encuentra en la superficie del suelo es el
modulo de la capa de cortante Gp, este representa una interaccion entre los resortes en
la superficie de contacto con el elemento estructural, este médulo y la constante de pro-
porcionalidad en conjunto conforman al modelo de Pasternak (modelo de dos pardmetros)
(3, 5].

La relacion carga y deflexién en éste modelo se encuentra dado como:

q=kv— G,V (3.5)
Donde:

1 ¢ es la carga o la presion de contacto.

1= p es la deflexién presentada en el punto de interés.
1= k es la constante de proporcionalidad.

1= (¢p es el médulo de la capa de cortante.

1w V2 es el operador de Laplace.
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El operador diferencial de Laplace esta definido como:

0? 0? 0?
2
~ a2 T ap T (3.6)

La forma mas general del modelo de Pasternak es la siguiente:

d*v
q = kv — Gp@ (37)

La respuesta del material a la fuerza cortante esta dada por el médulo de capa de cortante
Gp y aunque dicho mddulo se encuentra relacionado con el médulo de cortante G (seccién
2.2), no es igual; las unidades son la diferencia principal, por un lado el médulo de cortante
G se encuentra en kN/m? mientras que G, en kN/m, Gp es el resultado de el médulo G
por la profundidad efectiva P, a la que se encuentra cortando el suelo [20] (ecuacién 3.8).

Gp=Gx*P, (3.8)

Aunque en realidad no existe mucha informacién al respecto del médulo de la capa de
cortante Gp, la informacién existente afirma que dicho moédulo es un pardmetro de in-
teraccion del suelo, es con este segundo pardmetro que el modelo de Pasternak mejora al
modelo de Winkler. La constante de proporcionalidad £ y moédulo de reaccién del suelo kg
siguen siendo los mismos utilizados en el modelo de Winkler y se obtiene bajo los mismos
criterios.

En el modelo de Pasternak idealiza la masa de suelo como un medio elastico y continuo
que se sustituye por una serie de resortes, donde ahora se incluye la capa de cortante
en el andlisis, como se muestra en la figura 3.4 y al igual que en el modelo de Winkler
para que la solucion tenga una mayor aproximacion se debe de contar con una cantidad
considerable en la serie de resortes, mientras mayor sea la cantidad de resortes mayor sera
aproximacion a la solucién exacta[37, 34].

La diferencia principal entre el modelo de Winkler y el de Pasternak es la consideracion de
un segundo parametro ”Gp”, los resortes se encuentran conectados a una capa isotrépica
e incompresible con una deformacién por cortante. Pasternak al ser un modelo de dos
parametros, se considera una mejora en el modelo de Winkler adicionando la interaccién
de los resortes con la capa de cortante y con ello consiguiendo una mayor aproximacién al
problema de las cimentaciones elésticas.
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Figura 3.5: Modelo de Pasternak

El modelo de Pasternak se considera uno de los modelos de dos parametros con mayor
aproximacién cuando se trata de que tan cercano es la realidad de las cimentaciones
elasticas, pero también la solucion es mas compleja si se compara con el de Winkler, que
es un modelo de un parametro.

3.3. Modelo elastico continuo

Para el analisis del problema de la cimentacién elastica cuando se considera el suelo como
un medio continuo y elastico, se deben tener consideraciones previas, en este modelo no
se idealiza la masa de suelo como una serie de resortes, como es el caso de los modelos
de Winkler y Pasternak, para este modelo la masa de suelo se mantiene continua como
se muestra en la figura 3.6 y se comporta como un material elastico respetando la ley de
Hooke, la masa de suelo al que se le transfieren las cargas tendra deformaciones de manera
inevitable que dependen del area de carga, tipo de carga, magnitud de la carga y tipo de
suelo[4].

Masa de suelo
continua

Figura 3.6: Viga apoyada sobre un suelo continuo

El andlisis de la cimentacion elastica como medio continuo se considera como un sélido
deformable, por lo que es posible realizar el andlisis aplicando el método de los elementos
finitos o por sus siglas en inglés FEA (Finite Element Analysis), con frecuencia se recurre al
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uso de software especializados para darle solucién a problemas mas complejos, los software
mas comunes que se encuentran son ABAQUS FEA, FEAP 8.5, ANSYS, NASTRAN, entre
otros. El uso y la aplicacién de este tipo de software puede ser de gran ayuda en la solucién
del problema de vigas sobre apoyos eldsticos.

Para darle solucién al problema se realiza un proceso de discretizacién en el sélido [6], el
suelo se modela con elementos sélidos de material elastico, homogéneo e isotrépico con
deformacion plana, la interaccién con la superestructura y el suelo se considera sin friccién
y Unicamente trabaja a compresién [4], se realiza una malla en el suelo de interés, ésta
puede contener elementos triangulo o rectangulo, el tipo de elemento depende tinicamente
de quien realice el andlisis, dicha malla (figura 3.7) ayudard a obtener la solucién del
problema.

Figura 3.7: Malla de elementos finitos para analizar un medio continuo

El analisis de vigas apoyadas sobre un medio continuo elastico representa un problema mas
complejo, sin embargo, el resultado que arroja este analisis con el método de los elementos
finitos se considera la una solucién mas aceptable por su gran aproximacién a la solucién
exacta.

La diferencia que mas destaca en el modelo eldstico continuo si se compara con algin otro
donde se idealiza el suelo de apoyo como una superficie de resortes, es la deformacion que se
tiene en el mismo, en el caso de los modelos con resortes, la constante de proporcionalidad
k y el médulo de reacciéon del suelo ”k,” mantienen un valor que depende del tipo de
suelo, es decir, el resorte tendra una rigidez constante, pero cuando hablamos de un medio
continuo se tiene una rigidez en todo el suelo de apoyo.

Los modelos donde se idealizan resortes a pesar de que son simples y practicos al otorgar
una solucién con gran aproximacion, como es el caso del modelo de Winkler, que aunque
es un modelo de un parametro, es de gran ayuda para darle soluciéon al problema de la
cimentacién elastica, sin embargo, no es tan conveniente su aplicacién de manera estricta
ya que dichos modelos no consideran la continuidad del suelo.

Este método es considerado uno de los mejores para analizar el suelo como apoyo, sin
embargo, no significa que el método no sea aplicable en cualquier otra rama de la inge-
nierfa, actualmente es uno de los métodos mas utilizados para solucionar distintos tipos
de problemas.
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Capitulo 4

Solucion numeérica

En éste capitulo se presentan algunos problemas de vigas sobre apoyos elasticos, a los
cuales se les ha dado solucién utilizando el modelo de Winkler y aplicando las teorias de
vigas presentadas en el capitulo 2. Parte de los ejemplos mostrados se solucionaron con
ayuda del software Wolfram Mathematica versiéon 12, debido a su capacidad de trabajo
con distintas variables, gran memoria de operacién y la creacién de gréaficos, otros ejemplos
se han solucionado con ayuda de Finite Element Analysis Program (FEAP), desarrollado
en la Universidad de California en Berkeley el por Prof. R. L. Taylor, [26] [27]

Los ejemplos tienen la finalidad de mostrar la deformaciéon que presentan las vigas en
cada caso. Es necesario mencionar que las soluciones mostradas son aproximaciones y los
problemas mostrados suponen la presencia una carga que ha provocado un asentamiento
elastico en el suelo, un ejemplo son los durmientes en una via férrea que se deforma al
pasar el ferrocarril y una vez terminado trayecto la vuelve a su estado original [33].

Los ejemplos de aplicacién se solucionaron con la convencion de signos mostrada en la
figura 4.1, todos los ejemplos presentes se pueden revisar a detalle y de manera completa
en el Anexo A.

q
Ll

N5

Vv Vv

T I3 T

Figura 4.1: Convencion de signos
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4.1. Solucién numérica aplicando la teoria de vigas
de Euler-Bernoulli

Los ejemplos mostrados han sido solucionados aplicando el modelo de Winkler y la teoria
de vigas de Euler-Bernoulli, asi como el segundo teorema de Castigliano para dicha teoria,
el segundo teorema de Castigliano (ecuacién 4.1) mostrado en la seccién 2.1 es de gran
utilidad para encontrar la deflexién en el punto de interés,

L oU. 1 L[
T 9P T 2E1

M (x))*dx (4.1)

Considere una viga sobre apoyada sobre una serie de resortes (figura 4.2),

YN

R1 RQ R3 R4

A
A

L

Figura 4.2: Viga apoyada sobre una serie de resortes

de acuerdo al modelo de Winkler la reacciéon de cada apoyo se encuentra relacionada con
la deflexion en ese punto, como se muestra en la figura 4.2,

v, = 102
2Tk
e~ 13
3 k
e — T4
Tk

Para poder aplicar el segundo teorema de Castigliano es necesario conocer previamente la
energia complementaria, ésta se encuentra en funcion de la distancia y de las reacciones que
se encuentran a lo largo del claro de la viga, las ecuaciones de los momentos flexionantes
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necesarios para calcular la energia complementaria, que se puede obtener con el método
de cortes y secciones, para el ejemplo mostrado en la figura 4.2 la energia complementaria
se obtiene de la siguiente forma:

L
1 (3 ) 1 [% ) 1 [t )
[M(ZL‘,R4)] dl‘—}—m % [M(I,R4,R3)] de‘—}—m 23[][M(ZE,R4,R3,R2)] dx

(4.2)

Ahora que se tiene la energia complementaria es posible aplicar el segundo teorema de
Castigliano para obtener cada una de las deflexiones que corresponde a cada resorte,

ou,
oR2
ou,
oR3
ou,
oRt

Si se iguala cada deflexién v obtenida mediante el segundo teorema de Castigliano con el
modelo de Winkler se obtiene un sistema de ecuaciones que al darle solucién se obtienen
las reacciones de los resortes.

4.1.1. Primer ejemplo de aplicacion: Viga sobre apoyos elasticos
con carga puntual al centro del claro

Se tiene, una viga apoyada sobre una masa de suelo la cual ya ha sido sustituida por una
serie de resortes, aplicando el modelo de Winkler para aproximar una solucién, se han
incluido diez elementos resorte para este ejemplo.
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Figura 4.3: Primer caso

Para que se pueda apreciar como la solucién se mayor aproximacion si se incluye un
mayor niumero de resortes, se dara solucién al mismo problema presentado en la figura 4.3
incrementando los resortes, comenzando con tres hasta llegar a diez.

Primer ejemplo con tres resortes

En este primer ejemplo se solucionara a detalle para mostrar el procedimiento, para el
resto de los ejemplos solo serd mostrado el problema y solucién.

Se procede a la obtencion de las reacciones utilizando las ecuaciones fundamentales de la
estdtica XM y X F}, hay que destacar que al ser una viga con tres apoyos se tiene una viga
hiperestatica.

yna P

—— — — —— T
Ry %RQ %Rg
B )
| L |
Figura 4.4: Primer caso con tres resortes
Se aplica X,
Ri+Ry—P+R3=0 (4.3)

Para este caso, existen reacciones que son simétricas,

» B3 =Ry
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Entonces se obtiene la reaccién,

- Rl — P;RQ

Se Procede a realizar un corte al centro del claro de la viga para obtener la ecuaciéon de
momento,

Y4

|
L ¢

Figura 4.5: Corte 1 que va de 0 <z < %

N~

8

Mediante el corte y XM se obtiene la ecuacion de momento,

M(z) = - (4.4)

Sustituyendo la ecuacién de momento 4.4 en la ecuacion 4.1 y al ser un corte simétrico se
tiene,

oU.
= = 2
OR,

(Y

1 [7(P—Ry, \° ;
2F1 J, 2 T
Se soluciona y se tiene,

L3(P — R2)

Recordando el modelo de Winkler en la ecuacién 3.4, donde ahora la carga ¢(z) es susti-
tuida por la reaccion del resorte Ry se tiene

B
K

v =

(4.6)

Igualando la deflexién obtenida por el teorema de Castigliano (ecuacion 4.5) con el modelo
de Winkler (ecuacion 4.6) se obtiene:
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R, L3P - R2)
% T mET (1)

La ecuacién 4.7 es una ecuacién de primer orden que al solucionar se obtiene la reaccién

R27

kL3P

R = REI T kL

Conociendo la reacciéon Rs se sustituye el valor de ésta en la ecuacion 4.3 para asi obtener
las reacciones Ry y R3 que por simetria son iguales.

24EIP

Ri=Ry= —— "~
! T USET + kL3

Se tienen los siguientes datos del problema,

B =0.20m

= H=030m

ks = 10,000 K N/m3

k=ksx B

E. = 14,000+/250kg/cm? = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

_ BxHS3
= I = 555

= L=20m
= P=100 N
u E]:EC*]Z

Con los valores obtenidos a partir de la sustituciéon de los datos en las variables, se obtiene
la grafica mostrada en la figura 4.6 la cual representa la deformacién de la viga con tres
resortes.
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Figura 4.6: Deformacién para la viga con tres resortes para el primer caso

Primer ejemplo con cuatro resortes

Para realizar una aproximacién mas cercana a la solucion exacta se agrega un resorte mas
al problema, se tiene una viga apoyada sobre cuatro resortes,

Yyn P

———— ——
3" " I i

e N

| L |

Figura 4.7: Primer caso con cuatro resortes

Al darle solucién se obtiene,
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-10 -5 ; 5 10
-5.x1076 |
~0.000010 f
~0.000015 f
~0.000020 f
-0.000025 f

-0.000030 -

Figura 4.8: Deformacion para la viga con cuatro resortes para el primer caso

La figura 4.8 muestra la deformacion de la viga con cuatro resortes, con un resorte extra
se puede notar el cambio que ésta sufre.

Conforme se agregan resortes a la viga la deformacién tendra un mayor cambio.

Primer ejemplo con cinco resortes

Se continua agregado un quinto resorte a la viga, este nuevo apoyo dard un cambio mas
notorio y una forma diferente

ya P
e e e et ——>7
SR S U R v
I’ L ti

Figura 4.9: Primer caso con cinco resortes

Al solucionar la viga con cinco resortes se tiene,
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Figura 4.10: Deformacién para la viga con cinco resortes para el primer caso

La figura 4.10 muestra como cambia la deformacion de la viga con cinco resortes.

Se puede ver claramente como va tomando otra forma la grafica, esto debido al incremento
en el nimero de resortes.

Primer ejemplo con seis resortes

Se tiene un sexto resorte en el problema.

Yyna P
Zn Zn 2R Fm ZR ?7
I‘ L ti

Figura 4.11: Primer caso con seis resortes
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Figura 4.12: Deformacion para la viga con seis resortes para el primer caso

La figura 4.12 muestra la deformacién que la viga con seis resortes tiene.

Primer ejemplo con siete resortes

YN P
------------------------------------------------------------- >

T T 2 O

I‘ L ti

Figura 4.13: Primer caso con siete resortes
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Viga con siete resortes

— % : ) —
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-0.000010 -

~0.000015 -

Figura 4.14: Deformacién para la viga con siete resortes para el primer caso

Finalmente en la figura 4.14 se muestra la deformacién que estas la viga con 7 resortes
tendra.

Primer ejemplo con ocho resortes

YN P
e e e ———>2x
T Tn Tn Tn Tn Tn Tndn
|4 3 ’I

Figura 4.15: Primer caso con ocho resortes

La figura 4.16 muestra la deformacién que tiene la viga con ocho resortes,
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Figura 4.16: Deformacion para la viga con ocho resortes para el primer caso

Primer ejemplo con nueve resortes

Yna P

e —————————— =] >
e AT 2 AT AT A A

I‘ L ti

Figura 4.17: Primer caso con nueve resortes

La figura 4.18 muestra la deformacién que presenta la viga con nueve resortes,

50



-10 10

-5.x1076

-0.000010

0.000015 -

-0.000020 ~

Figura 4.18: Deformacién para la viga con nueve resortes para el primer caso

Primer ejemplo con diez resortes

yan P
—_— >
?Rl %22 %RS %%4 %25 %RG %R7 %RS %%9 %10
I‘ L ’I

Figura 4.19: Primer caso con diez resortes

La figura 4.20 muestra la deformacion que la viga con diez resortes presenta,
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Figura 4.20: Deformaciéon para la viga con diez resortes para el primer caso

El modelo de Winkler tiene una buena aproximacién con la solucién exacta, mientras
mayor sea el nimero de resortes, mayor sera la aproximacion, por otro lado se debe debe
tener en cuenta que mientras mayor sea el niimero de resortes mayor seran las reacciones
que se deben obtener.

Comparativa de las soluciones obtenidas con la solucion exacta.

La funcién para comparar el método aproximado aplicado con la soluciéon exacta fue
otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].
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Grafica comparativa

Solucién exacta

— Solucién con tres resortes
— Solucioén con cuatro resortes
— Solucioén con cinco resortes
Solucién con seis resortes
— Solucion con siete resortes
— Solucién con ocho resortes
— Solucién con nueve resortes

Solucioén con diez resortes

Figura 4.21: Comparacién de graficas obtenidas con la solucién exacta

4.1.2. Segundo ejemplo de aplicaciéon: Viga sobre apoyos elasti-
cos con carga repartida.

En la 4.22 se presenta el siguiente problema, una viga con una carga repartida apoyada
sobre los resortes, el ejemplo tendra incremento de tres a diez resortes.
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Figura 4.22: Segundo caso

El problema mostrado tendra un incremento en el nimero de resortes con la intencion de
mostrar como sera la aproximacién a la solucién exacta, de igual forma la intencién es
mostrar la diferencia entre la deformacién presentada en la seccion 4.1.1 donde se tiene
una carga puntual al centro a el ejemplo actual, donde se tiene una carga distribuida a lo
largo de claro.

Esta carga distribuida a lo largo del claro provocara deformaciones en los resortes de tal
manera que trabajaran diferente a los presentados anteriormente,

Cuando el incremento de los elementos resorte se efectué la obtenciéon de las reacciones
serd mas compleja puesto que las vigas son hiperesaticas y tiene tantas reacciones como
apoyos, aunque los apoyos son resortes, si el modulo de reaccion ”k” llega a tener valores
muy elevados éstos se pueden llegar a comportar como apoyos fijos, de ser asi los apo-
yos o elementos resorte no permiten el desplazamiento que se necesita para obtener la
deformacion del suelo, por lo que entonces la idealizacion del suelo deja de ser funcional.

Los datos a trabajar en el segundo ejemplo son los siguientes:

= B=0.20m

H =0.30 m

ks = 10,000 KN/m3

k=k;xB

E. = 14,0004/250kg/cm? = 221, 359.44kg/cm?* = 21,707,945, 522.8 N/m?

__ BxH?
- L=

= L=30m
= ¢ =100 N/m
» EI=E,*1,
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Segundo ejemplo con tres resortes

Se tiene el siguiente ejemplo,

YA
q
V V V V V VP VP 7V VPV 7 7 7V 7 V 7V P P 9 P 77 VP 9 Y9 9Yy9vVYYYY
————————————————————————————————————————————————————————————— >
=i %Rg =P
I‘ L ti

Figura 4.23: Segundo caso con tres resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con tres resortes, figura 4.24, como se pue-
de observar, esta deformacién con tres resortes tiene un error de aproximacién bastante
elevado y es necesario anadir un mayor numero de resortes.

Figura 4.24: Deformacion para la viga con tres resortes para el segundo caso

Se continua con el problema agregando mas elementos resorte a la viga, si se observa
correctamente la deformacion en los extremos es mayor a la del primer ejemplo con tres
resortes, es decir, los extremos resienten mas la carga distribuida si lo comparamos con
una carga puntual.
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Segundo ejemplo con cuatro resortes

Se tiene una viga con cuatro resortes en la cual, la deformacién esperada sera mas apro-
ximada que con tres elementos resorte.

Yyn
q
¥V VVV VYV VYV VYV VYV 9 99y 97 99999v9v9v99 599 Y9YYYy
e >
? Ry %32 %33 ?R4
I‘ L ti

Figura 4.25: Segundo caso con cuatro resortes

La figura 4.26muestra como es la deformacion de la viga con cuatro resortes,

5 10 15 20 25 30

-0.0001

-0.0003

-0.0004

-0.0005

Figura 4.26: Deformacion para la viga con cuatro resortes para el segundo caso

Conforme se agrega un mayor nimero de elementos resorte, las vigas comienzan a mostrar
una deformacién mas detallada, esto ya que cada resorte es un punto de deflexion en la
viga.

Segundo ejemplo con cinco resortes

Ahora se consideran cinco resortes en la viga.
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Figura 4.27: Segundo caso con cinco resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con cinco resortes (figura 4.28), ahora con el
resorte adicional se puede apreciar un cambio en la deformacién.

~0.0001 -

Figura 4.28: Deformaciéon de la viga con cinco resortes para el segundo caso

Este resorte extra otorga mas detalle en la deformacion que la viga sufre al encontrarse
apoyada totalmente en el suelo.

Segundo ejemplo con seis resortes

Se tiene,
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Figura 4.29: Segundo caso con seis resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con seis resortes, figura 4.30

-0.00005
-0.00010
-0.00015
-0.00020
-0.00025

-0.00030

30

Figura 4.30: Deformaciéon para la viga con seis resortes para el segundo caso

Segundo ejemplo con siete resortes

Se tiene,
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Figura 4.31: Segundo caso con siete resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con siete resortes, figura 4.32

-0.00005

-0.00010,

-0.00015

-0.00020

-0.00025
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Figura 4.32: Deformacién para la viga con siete resortes para el segundo caso

Segundo ejemplo con ocho resortes

Se tiene,
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Figura 4.33: Segundo caso con ocho resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con ocho resortes, figura 4.34

-0.00005
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-0.00015
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Figura 4.34: Deformaciéon para la viga con ocho resortes para el segundo caso

Segundo ejemplo con nueve resortes

Se tiene,
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Figura 4.35: Segundo caso con nueve resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con nueve resortes, figura 4.36

-0.00005

-0.00010

-0.00015

-0.00020

Figura 4.36: Deformaciéon para la viga con nueve resortes para el segundo caso

Segundo ejemplo con diez resortes

Ahora se tiene el caso con diez resortes en el cual se puede apreciar que la viga comienza
a mostrar una deformacion mas cercana a la real,
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Figura 4.37: Segundo caso con diez resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con diez resortes, figura 4.38

-0.00005

-0.00010

-0.00015

Figura 4.38: Deformaciéon para la viga con diez resortes para el segundo caso

Comparacion de las soluciones obtenidas y la solucién exacta.

La funcién para realizar la comparacién del método aproximado aplicado con la solucién
exacta fue otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].
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Soluciéon exacta

Viga con tres resortes

8 — Viga con cuatro resortes

— Viga con cinco resortes
Viga con seis resortes

— Viga con siete resortes

— Viga con ocho resortes

— Viga con nueve resortes

Viga con diez resortes

Figura 4.39: Comparacién de graficas obtenidas con la solucion exacta

4.1.3. Tercer ejemplo de aplicaciéon: Viga empotrada sobre apo-
yos elasticos con carga repartida.

Se tiene el siguiente problema, una viga con empotre y apoyada sobre cinco resortes con
una carga repartida en el claro, al igual que los ejemplos anteriores se dara solucion y
se incrementa el nimero de resortes con la intencién de mostrar como se vuelve mejor la
aproximacion.

Yn
\ VVY VYVY VVYVY VY VYVY YVYVY VY
e ————>Z
le
) L

Figura 4.40: Tercer caso
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Los datos para darle solucién al tercer ejemplo son los siguientes:

= B=0.20m

» H=0.30m

» ky = 10,000 K N/m?
s L=k, xB

s E. = 14,000,/250kg/cm? = 221,359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

BxH3
= L=

» L=5m
= ¢ =200 N/m
u E[:EC*IZ

Tercer ejemplo con un resorte

El primer caso del tercer ejemplo con un resorte en un extremo de la viga

Y 4

7

Figura 4.41: Tercer caso con un resorte

Se tiene la deformacién de la viga con un resorte,
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-0.00010 -

-0.00015 -

Figura 4.42: Deformacién con un resorte para el tercer caso

Tercer ejemplo con dos resortes

Tercer ejemplo con dos resortes.

(YN

L

Figura 4.43: Tercer caso con dos resortes

Se tiene la deformacién de la viga con dos resortes,
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Figura 4.44: Deformacién con dos resortes para el tercer caso

Tercer ejemplo con tres resortes

Tercer ejemplo con tres resortes.

Yna

L

Figura 4.45: Tercer caso con tres resortes

Se tiene la deformacién de la viga con tres resortes,
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-0.00002;
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-0.000109
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Figura 4.46: Deformacién con tres resortes para el tercer caso

Tercer ejemplo con cuatro resortes

Tercer ejemplo con cuatro resortes.

(T

Figura 4.47: Tercer caso con cuatro resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cuatro resortes,
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Figura 4.48: Deformacién con cuatro resortes para el tercer caso

Tercer ejemplo con cinco resortes

Tercer ejemplo con cinco resortes.

Yna

Figura 4.49: Tercer caso con cinco resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cinco resortes,
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-0.00002 -

-0.00004 -

-0.00006 -

-0.00008 -

Figura 4.50: Deformacién con cinco resortes para el tercer caso

Comparativa de las soluciones obtenidas y la solucién exacta.

La funcién para comparar el método aproximado aplicado con la soluciéon exacta fue
otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].

-0.00005 -

Solucién exacta

— Solucién con un resorte
— Solucién con dos resortes
— Solucién con tres resortes
-0.00015 -

Solucién con cuatro resortes

— Solucién con cinco resortes

Figura 4.51: Comparacién de gréaficas obtenidas con la solucién exacta
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4.1.4. Cuarto ejemplo de aplicacion: Viga empotrada sobre apo-
yos elasticos con carga puntual al final del claro.

Se tiene el siguiente problema, una viga con empotre y apoyada sobre cinco resortes con
una carga puntual al final del claro, al igual que los ejemplos anteriores se dara solucién y
se incrementa el nimero de resortes con la intencién de mostrar como se vuelve mejor la
aproximacion.

YA

Figura 4.52: Cuarto caso

Los datos para darle solucién al cuarto ejemplo son los siguientes:

= B=020m

H=030m

ky = 10,000 KN/m?

k=ksx B

E, = 14,000+/250kg/cm?2 = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

__ BxH3
" L=

= L=10m
= P=100 N
u E[:EC*IZ

Cuarto ejemplo con un resorte

El primer caso del tercer ejemplo con un resorte en un extremo de la viga
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Figura 4.53: Cuarto caso con un resorte

Se tiene la deformacién de la viga con un resorte,

-0.00001

-0.00002

-0.00003

-0.00004

Figura 4.54: Deformaciéon con un resorte para el cuarto caso

Cuarto ejemplo con dos resortes

Cuarto ejemplo con dos resortes.
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Figura 4.55: Cuarto caso con dos resortes

Se tiene la deformacion de la viga con dos resortes,

~0.00001
~0.00002
~0.00003
~0.00004

-0.00005 -

Figura 4.56: Deformacion con dos resortes para el cuarto caso

Cuarto ejemplo con tres resortes

Cuarto ejemplo con tres resortes.
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Figura 4.57: Cuarto caso con tres resortes

Se tiene la deformacién de la viga con tres resortes,

~0.00001 ~
-0.00002}
-0.00003}

-0.00004}

Figura 4.58: Deformacién con tres resortes para el cuarto caso

Cuarto ejemplo con cuatro resortes

Cuarto ejemplo con cuatro resortes.
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Figura 4.59: Cuarto caso con cuatro resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cuatro resortes,

~0.00001
~0.00002 -
~0.00003 -

~0.00004

Figura 4.60: Deformacién con cuatro resortes para el cuarto caso

Cuarto ejemplo con cinco resortes

Cuarto ejemplo con cinco resortes.
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Figura 4.61: Cuarto caso con cinco resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cinco resortes,

~0.00001 |-
~0.00002
~0.00003 |-

~0.00004¢

Figura 4.62: Deformacién con cinco resortes para el cuarto caso

Comparacion de las soluciones obtenidas y la solucion exacta.

La funcién para comparar el método aproximado aplicado con la soluciéon exacta fue
otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].
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Grafica comparativa

~0.00001 -

-0.00002 -

t Solucion exacta
-0.00003 -

Solucién con un resorte
— Solucién con dos resortes
— Solucién con tres resortes
-0.00005¢

Solucién con cuatro resortes

— Solucidn con cinco resortes

Figura 4.63: Comparaciéon de graficas obtenidas con la solucién exacta

4.2. Solucién numérica aplicando la teoria de vigas
de Timoshenko

Los ejemplos mostrados fueron solucionados para la teoria de vigas de Timoshenko aplican-
do el modelo de Winkler, asi como el segundo teorema de Castigliano para dicha teoria,
el segundo teorema de Castigliano mostrado en la seccion 2.1 es de gran utilidad para
encontrar la deflexién en el punto de interés,

ouU, 1 [t ) 1 [r )
V=55 T onT i [M(z)] dx+2G—A i [V ()] dx (4.8)

Considere una viga sobre apoyada sobre una serie de resortes (figura 4.64),
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Figura 4.64: Viga apoyada sobre una serie de resortes

Para poder aplicar el teorema es necesario conocer previamente la energia complementaria,
ésta se encuentra en funcién de la distancia y de las reacciones que se encuentran a lo largo
del claro, los momentos flexionantes necesarios para calcular la energia complementaria se
pueden obtener con el método de cortes y secciones, para el ejemplo mostrado en la figura
4.2 la energia complementaria queda de la siguiente forma:

U= 5 é[M( Ro)fd + g[V( R — QF’L[M( Ry, Ry))%d
“ToEL ), T g, PR T oy [, W T A

1 % 1 L 1 L

i 2 L 9 )
+2GA L [V (2, Ry, R3)] dm—i_ZEI QSL[M($,R47R3;R2)] dm+—2GA 25[V($,R4,R3,R4)] dx

(4.9)

Conociendo la energia complementaria es posible aplicar el segundo teorema de Casti-
gliano.

4.2.1. Quinto ejemplo de aplicacién: Viga sobre apoyos elasticos
con carga puntual al centro del claro

Se tiene el siguiente problema, una viga apoyada sobre una masa de suelo la cual ya ha
sido sustituida por elementos resorte, aplicando em modelo de Winkler, para aproximar
una solucion a la solucion exacta, se han incluido diez elementos resorte para este ejemplo.
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Figura 4.65: Quinto caso

Para demostrar que la solucién sera mas aproximada si se incluye un mayor nimero de
resortes, se dard solucién al mismo problema presentado en la figura 4.3 incrementando
los resortes, comenzando con tres y terminando en diez.

Quinto ejemplo con tres resortes

Este primer ejemplo se solucionara completamente para demostrar el procedimiento, para
los otros ejemplos solo sera mostrado el problema y solucion.

Se procede a la obtencion de las reacciones utilizando las ecuaciones fundamentales de la
estdtica XM y X F,, hay que destacar que al ser una viga con tres apoyos se tiene una viga
hiperestatica.

Y P
————————————————————————————————————————————————————————————— —>
IR " 3h
B )
| L |

Figura 4.66: Quinto caso con tres resortes

Para este caso, existen reacciones que son simétricas
u R3 _= Rl

Se Procede a realizar un corte al centro del claro de la viga para obtener la ecuacién de
momento,
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Figura 4.67: Corte 1 que vade 0 <z < %

Mediante el corte y XM se obtiene la ecuaciéon de momento,

M(z) = x (4.10)

Sustituyendo la ecuacion 4.10 en la ecuacién 4.1 y al simétrica y el corte se encuentra al
centro del claro se tiene,

1/5 P—R, 2d
2F1 J, oY)

Se resuelve la operacion y se tiene,

ou,
= =2
IR,

v

L3(P — R2)

Recordando el modelo de Winkler en la ecuacién 3.4, donde ahora la carga ¢(x) es susti-
tuida por la reaccién del suelo Rs se tiene

e

; (4.12)

v =

Igualando la deflexion presentada en la ecuacion 4.5 con el modelo de Winkler en la
ecuacion 4.6 se obtiene,

R,  L*(P— R2)
Lk 48EI (4.13)
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La ecuacién 4.13 obtenida a partir de la igualdad antes realizada da como resultado una
ecuacion con una incégnita Rs, al darle soluciéon obtenemos la reaccion Ry

kL3P

27 A8ET + kL?

Teniendo la reaccion R; se aplica nuevamente Y F, para la obtencion de los valores de I2;
vy R3, se sabe que Ry = Ry por lo que obtiene,

24EIP

=T = o7 T+ kL3

Se otorgan los siguientes valores a las variables,

B =0.80m

H=120m

ks = 10,000 K N/m?

k=ksxB

E, = 14,000+/250kg /cm? = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

__ BxH?
= L=

= L=60m

= P=100 N
s FI=FE_ %1,
= v=10.35

. G = s
» A=BxH

Con los datos obtenidos a partir de la sustitucién de valores en las variables, se obtiene la
grafica mostrada en la figura 4.68 la cual representa la deformacion que la viga con tres
resortes.
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Figura 4.68: Deformacién para la viga con tres resortes para el quinto caso

Quinto ejemplo con cuatro resortes

Para realizar una aproximacion mas cercana a la deformacién real se agrega un resorte
mas al problema, se tiene una viga apoyada sobre 4 resortes,

Yyna P
e — —
3" - I i
e .
| L |

Figura 4.69: Quinto caso con cuatro resortes
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Figura 4.70: Deformacion para la viga con cuatro resortes para el quinto caso

Quinto ejemplo con cinco resortes

Yyna P
e ————— — ] >
SR S sU R O v
I‘ L ti

Figura 4.71: Quinto caso con cinco resortes
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Figura 4.72: Deformaciéon para la viga con cinco resortes para el quinto caso

La figura 4.72 muestra la deformacién que tendra la viga con cinco resortes, la deformacion
mostrada comienza a realizar una aproximacién mas cerna a la deformacion real que esta
tendra.

Quinto ejemplo con seis resortes

Yyna P
Zn Zn 2R Fm ZR ?7
I‘ L ti

Figura 4.73: Quinto caso con seis resortes
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Figura 4.74: Deformacion para la viga con seis resortes para el quinto caso

La figura 4.74 muestra la deformacién que la viga con seis resortes tiene.

Quinto ejemplo con siete resortes

YN P
------------------------------------------------------------- >

T T 2 O

I‘ L ti

Figura 4.75: Quinto caso con siete resortes
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Viga con siete resortes

L

N

-30

P

30

~5.x1078

Figura 4.76: Deformacion para la viga con siete resortes para el quinto caso

Finalmente en la figura 4.76 se muestra la deformacién que estas la viga con 7 resortes
tendra.

Quinto ejemplo con ocho resortes

yan P
e e e e e i ———>7
Tr Tw Tn Tn 2w Tw Tnn
I’ L ti

Figura 4.77: Quinto caso con ocho resortes

La figura 4.78 muestra la deformacién que tiene la viga con ocho resortes,
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Figura 4.78: Deformacion para la viga con ocho resortes para el quinto caso

Quinto ejemplo con nueve resortes

Yna P

e —————————— =] >
e AT 2 AT AT A A

I‘ L ti

Figura 4.79: Quinto caso con nueve resortes

La figura 4.80 muestra la deformacién que presenta la viga con nueve resortes,

86



Figura 4.80: Deformacién para la viga con nueve resortes para el quinto caso

Quinto ejemplo con diez resortes

—>&1

L|

L

Figura 4.81: Quinto caso con diez resortes

'|

La figura 4.82 muestra la deformacion que la viga con diez resortes presenta,
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Figura 4.82: Deformacion para la viga con diez resortes para el quinto caso

Comparacion de las soluciones obtenidas y la solucién exacta.

La funcién utilizada para comparar el método aproximado aplicado con la solucién exacta
fue otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].

Grafica comparativa

Solucién exacta

Solucién con tres resortes

Solucién con cuatro resortes

Solucién con cinco resortes

Solucién con seis resortes

Solucién con siete resortes

-0.000012

= Solucién con ocho resortes
— Solucién con nueve resortes
Solucién con diez resortes

Figura 4.83: Comparacién de gréficas obtenidas con la solucién exacta
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4.2.2. Sexto ejemplo de aplicacion: Viga sobre apoyos elasticos
con carga repartida.

En la figura 4.84 se presenta el siguiente problema, una viga con una carga repartida
apoyada sobre los resortes, el ejemplo tendra incremento de tres a diez resortes.

Yyna q
VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVVVYVYVVVYVYVYVYVYVY
e —e—] —>
|A L|
) L |

Figura 4.84: Sexto caso

El problema mostrado tendré un incremento en el niimero de resortes con la intencién de
mostrar como serd la aproximacién a la solucién exacta, de igual forma la intencién es
mostrar la diferencia entre la deformacién presentada en la seccion 4.2.1 donde se tiene
una carga puntual al centro a el ejemplo actual, donde se tiene una carga distribuida a lo
largo de claro.

Esta carga distribuida a lo largo del claro provoca deformaciones en los resortes de tal
manera que los mismos trabajaran diferente a los presentados anteriormente,

Cuando el incremento de los elementos resorte se efectie la obtenciéon de las reacciones
sera mas compleja puesto que el grado de hiperestaticidad de la viga aumenta, por lo
que tiene tantas reacciones como apoyos, aunque los apoyos son resortes, si el modulo de
reaccion "k” llega a tener valores muy elevados estos se pueden llegar a comportar como
apoyos fijos, de ser asi los apoyos o elementos resorte no permiten el desplazamiento que
se necesita para obtener la deformacion del suelo, por lo que entonces la idealizacion del
suelo deja de ser funcional.

Los valores que se trabajardan en el segundo ejemplo son los siguientes:

B =0.80m

H=120m

ky = 120,000 K N/m?

s k=k,xB

E, = 14,000+/250kg /cm? = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?
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], — BxH®

= L=10m

= ¢ =250 N/m
n FI=FE, %1,
= v=10,35

. G = B
» A=BxH

Sexto ejemplo con tres resortes

Se tiene el siguiente ejemplo,

yn
q
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Figura 4.85: Sexto caso con tres resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con tres resortes, figura 4.86, como se pue-
de observar, esta deformacion con tres resortes tiene un error de aproximaciéon bastante
elevado y es necesario anadir un mayor numero de resortes.
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Figura 4.86: Deformacion para la viga con tres resortes para el sexto caso

Se contintia con el problema agregando mas elementos resorte a la viga, si se observa
correctamente la deformacion en los extremos es mayor a la del primer ejemplo con tres
resortes, es decir, extremos resienten mas la carga distribuida si lo comparamos con una
carga puntual.

Sexto ejemplo con cuatro resortes

Se tiene una viga con cuatro resortes en la cual, la deformacién esperada serda mas apro-
ximada que con tres elementos resorte,

7

Y 4

Figura 4.87: Sexto caso con cuatro resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con cuatro resortes, figura 4.88
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Figura 4.88: Deformacién para la viga con cuatro resortes para el sexto caso

Conforme se van agregando mas elementos resorte las vigas comienzan a mostrar una
forma mejor en la deformacion.

Sexto ejemplo con cinco resortes

Se tiene,
ya
q
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Figura 4.89: Sexto caso con cinco resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con cinco resortes, figura 4.90
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Figura 4.90: Deformacién para la viga con cinco resortes para el sexto caso

Sexto ejemplo con seis resortes

Se tiene,
yan
q
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e >
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Figura 4.91: Sexto caso con seis resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con seis resortes, figura 4.92
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Figura 4.92: Deformacién para la viga con seis resortes para el sexto caso

Sexto ejemplo con siete resortes

Se tiene,

Figura 4.93: Sexto caso con siete resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con siete resortes, figura 4.94
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Figura 4.94: Deformacion para la viga con siete resortes para el sexto caso

Sexto ejemplo con ocho resortes

Se tiene,

\AA A

F VYVVYVYVYVYY

F VVVVVVVVVVYVYYVYY
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Ry % Rs Rg
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Figura 4.95: Sexto caso con ocho resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con ocho resortes, figura 4.96
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Figura 4.96: Deformaciéon para la viga con ocho resortes para el sexto caso

Sexto ejemplo con nueve resortes

Se tiene,
Yyna
q
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Figura 4.97: Sexto caso con nueve resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con nueve resortes, figura 4.98
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-1.x1078

LI B I

-1.5x1078

—2.x1078
-25x1078
-3.x1078

-35x1078

B s B e e B B B B

Figura 4.98: Deformacion para la viga con nueve resortes para el sexto caso

Sexto ejemplo con diez resortes

Ahora se tiene el caso con diez resortes en el cual se puede apreciar que la viga comienza
a mostrar una deformacion mas cercana a la real,

yan
q
V VVVVVV VY 7V V V V Y P 9 7 77 9 7 9 99m 9V ¢Y Y YYYYY
e >
%31 Ro 3 Ry 5 s Rz Rs %39 Ry
|A L|

L

Figura 4.99: Sexto caso con diez resortes

Se tiene la siguiente deformacién de la viga con diez resortes, figura 4.100
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-5.x1079 F

T

T

-1.x1078

-1.5x1078
-2.x1078

—25x1078 [

-3.x1078 |

Figura 4.100: Deformacion para la viga con diez resortes para el sexto caso

Comparacion de las soluciones obtenidas y la solucién exacta.

La funcién para comparar el método aproximado aplicado con la soluciéon exacta fue
otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].

5.x1078

Solucién exacta

“1.x1077
— Viga con tres resortes

— Viga con cuatro resortes
5x10~7 — Viga con cinco resortes
Viga con seis resortes
— Viga con siete resortes
— Viga con ocho resortes

— Viga con nueve resortes

Viga con diez resortes

Figura 4.101: Comparacion de graficas obtenidas con la solucién exacta
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4.2.3. Séptimo ejemplo de aplicacion: Viga empotrada sobre apo-
yos elasticos con carga repartida.

Se tiene el siguiente problema, una viga con empotre y apoyada sobre cinco resortes con
una carga repartida en el claro, al igual que los ejemplos anteriores se dara solucion y
se incrementa el nimero de resortes con la intencién de mostrar como se vuelve mejor la
aproximacion.

Yyna

A A A 4 vyvy A A A 4 A A 4 A A A 4 A A A 4 A A 4
e e et >

e

|‘ L Ll

Figura 4.102: Séptimo caso

Los datos para darle soluciéon al tercer ejemplo son los siguientes:

B =0.80m

H=120m

ks = 10,000 K N/m?

k=ksxB

E, = 14,000+/250kg /cm?2 = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

_ BxH?3
n =5

= L=10m

= ¢ =100 N/m
n Bl =FE.%x1,
= v =0.35

. G:ﬁ

» A=BxH
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Séptimo ejemplo con un resorte

El séptimo caso del tercer ejemplo con un resorte en un extremo de la viga

Yn
q
YVVY VVY VY YVYN VVYyY vYvYy VY
e — - ] —> X
Rlﬁ R2
|4 g

Figura 4.103: Séptimo caso con un resorte

Se tiene la deformacién de la viga con un resorte,

~5.x1076
~0.000010
~0.000015
~0.000020

-0.000025F

Figura 4.104: Deformacién con un resorte para el séptimo caso

Séptimo ejemplo con dos resortes

Séptimo ejemplo con dos resortes.
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Figura 4.105: Séptimo caso con dos resortes

Se tiene la deformacién de la viga con dos resortes,

~5.x10~6 —
~0.000010 —
~0.000015 —

~0.000020

Figura 4.106: Deformacion con dos resortes para el séptimo caso

Séptimo ejemplo con tres resortes

Séptimo ejemplo con tres resortes.
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q
YyVVYY \A A 4 \A 4 A y VYVVYYVY VVY A y
-_-— E—>1
R, R Rs3 R4
B >
| L

Figura 4.107: Séptimo caso con tres resortes

Se tiene la deformacién de la viga con tres resortes,

_5.x1078 |-
~0.000010 -
~0.000015 -

~0.000020 -

Figura 4.108: Deformacion con tres resortes para el séptimo caso

Séptimo ejemplo con cuatro resortes

Séptimo ejemplo con cuatro resortes.
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L

Figura 4.109: Séptimo caso con cuatro resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cuatro resortes,

—5.x107% |
~0.000010 -

-0.000015 -

Figura 4.110: Séptimo caso con cuatro resortes para el séptimo caso

Séptimo ejemplo con cinco resortes

Séptimo ejemplo con cinco resortes.
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q
YVYVVY \A A 4 A\ A 4 A y \A A 4 VVYVY A y
T S T e ] L s
Ry Ro R3 Ry Rs Rg
|< >

Figura 4.111: Séptimo caso con cinco resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cinco resortes,

—5.x107% |
~0.000010 -

-0.000015 -

Figura 4.112: Deformacién con cinco resortes para el séptimo caso

Comparacion de las soluciones obtenidas y la solucion exacta.

La funcion utilizada para comparar el método aproximado aplicado con la solucién exacta
fue otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].
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-5.x1078 |

-0.000010 -

L Solucién exacta
-0.000015 -

Solucién con un resorte
[ — Solucién con dos resortes

-0.000020

— Solucién con tres resortes

-0.000025 Y Solucién con cuatro resortes

= Solucién con cuatro resortes

Figura 4.113: Comparacion de graficas obtenidas con la soluciéon exacta

4.2.4. Octavo ejemplo de aplicacién: Viga empotrada sobre apo-
yos elasticos con carga puntual al final del claro.

Se tiene el siguiente problema, una viga con empotre y apoyada sobre cinco resortes con
una carga puntual al final del claro, al igual que los ejemplos anteriores se dara solucién y
se incrementa el nimero de resortes con la intencién de mostrar como se vuelve mejor la
aproximacion.

YA

A 4

L
Figura 4.114: Octavo caso
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Los datos para darle solucién al octavo ejemplo son los siguientes:

B =0.80m

H=120m

ks = 10,000 K N/m3

s k=k,xB

E. = 14,000+/250kg/cm? = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945,522.8 N/m?

BxH?3
~ L=

= L=10m

= P=100 N
» Il =FE. %1,
= v=10.35

" G:2(1E£y)
» A=BxH

Octavo ejemplo con un resorte

El primer caso del tercer ejemplo con un resorte en un extremo de la viga

N

Figura 4.115: Octavo caso con un resorte

Se tiene la deformacién de la viga con un resorte,
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Figura 4.116: Deformacion con un resorte para el octavo caso

Octavo ejemplo con dos resortes

Cuarto ejemplo con dos resortes.

YA

Ry

A
A 4

L

Figura 4.117: Octavo caso con dos resortes

Se tiene la deformacién de la viga con dos resortes,
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—1.x10_6;
—2.x10_6;
—3.x10_6;
—4.x10_6;

-5.x1076 |-

-6.x1076 %

Figura 4.118: Deformacion con dos resortes para el octavo caso

Octavo ejemplo con tres resortes

Cuarto ejemplo con tres resortes.

A
A 4

L

Figura 4.119: Octavo caso con tres resortes

Se tiene la deformacién de la viga con tres resortes,
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Figura 4.120: Deformacion con tres resortes para el octavo caso

Octavo ejemplo con cuatro resortes

Cuarto ejemplo con cuatro resortes.

YA

A
A 4

L

Figura 4.121: Octavo caso con cuatro resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cuatro resortes,
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—1.x10_6;
—2.x10_6;
—3.x10_6;
—4.x10_6;

-5.x1076 |

Figura 4.122: Octavo caso con cuatro resortes para el octavo caso

Octavo ejemplo con cinco resortes

Cuarto ejemplo con cinco resortes.

A
A 4

Figura 4.123: Octavo caso con cinco resortes

Se tiene la deformacién de la viga con cinco resortes,
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—1.x10_6;
—2.x’]0_6;
—3.x10_6;
—4.x10_6;

-5.x1078 L

Figura 4.124: Deformacion con cinco resortes para el octavo caso

Comparativa de las soluciones obtenidas y la solucién exacta.

La funcién para poder hacer la comparacién del método aproximado aplicado con la solu-
cién exacta fue otorgada por M. Hetényi en 1946 [11].

Gréfica comparativa

-1.x1076

-2.x1076

-3.x1076

6 Solucién exacta
-4.x10

— Solucién con un resorte
-5.x1076 .
— Solucién con dos resortes
—6.x1076 — Solucién con tres resortes

Solucién con cuatro resortes

= Solucién con cinco resortes

Figura 4.125: Comparacion de graficas obtenidas con la solucién exacta
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4.3. Analisis elastico y continuo

Ahora se presenta la solucién al problema de las cimentaciones eldsticas considerando al
suelo como un medio eldstico y continuo, el problema se solucioné con apoyo del Soft-
ware FEAP 8.5 (Finite Element Analysis Program), la deformacién que se encuentra es
considerablemente mucho méas cercana a la solucién exacta.

4.3.1. Noveno ejemplo de aplicacion: Viga apoyada sobre una
masa de suelo continua con carga puntual al centro del
claro.

Se tiene el siguiente caso,

Figura 4.126: Noveno caso

donde se ha discretizado la masa de suelo sélida en una malla formada por elementos
triangulo de primer orden, los datos utilizados para la solucién son:

ks = 10,000 K N/m?

L=30m

P =100 N

E, = 14,000+/250kg/cm?2 = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?

v = 0,30
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Time = 0.00E+00

Figura 4.127: Malla para el noveno caso

La deformacion que presenta este método es la siguiente,

Figura 4.128: Deformacién para el noveno caso
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4.3.2. Décimo ejemplo de aplicacion: Viga apoyada sobre una
masa de suelo continua con carga repartida.

Se tiene el siguiente caso,

VYV V VYV YV VV V VYV 9V V9V V9V VY VYV 9V999YYVYVYYVYVYYVYYYN

o S,

Figura 4.129: Décimo caso

donde se ha discretizado la masa de suelo sélida en una malla formada por elementos
triangulo de primer orden, los datos utilizados para la solucién son:

ky = 10,000 K N/m?

s L=10m

¢ =100 N/m

E, = 14,000,/250kg /cm? = 221, 359.44kg/cm? = 21,707,945, 522.8 N/m?
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Time = 0.00E+00

Figura 4.130: Malla para el Décimo caso

La deformacion que presenta este método es la siguiente,

Time = 0.00E+00

Figura 4.131: Deformacién para el décimo caso
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4.4. Solucién de los ejemplos de aplicaciéon uno y dos
con FEAP

Se ha dado solucion a los ejemplos de aplicacion uno y dos con ayuda del Software FEAP,
utilizando el modelo de Winkler.
4.4.1. Primer caso solucionado con FEAP

EL primer problema, viga con una carga puntual al centro del claro fue solucionado con
FEAP.

Los datos utilizados para la solucién son:
» k, =10,000 KN/m?
= L=10m

= P=1000 N

Figura 4.132: Modelado de la viga con FEAP
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Figura 4.133: Deformacion para la solucién con FEAP

4.4.2. Segundo caso solucionado con FEAP

EL segundo problema, viga con una carga repartida fue solucionado con ayuda de FEAP.

Los datos utilizados para la solucién son:

=k, = 10,000 KN/m3

s L=10m

= ¢ =100 N/m
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Figura 4.135: Deformacion para la soluciéon con FEAP

118



Capitulo 5

Conclusiones

El analisis de vigas sobre apoyos elasticos, también conocidas como cimentaciones elasti-
cas, es un problema que por todas caracteristicas y factores presentes resulta ser no tan
simple, una vez que se obtiene la ecuacién diferencial que gobierna a este problema es
posible darle solucién, sin embargo, en muchos casos la ecuacién diferencial no puede
ser solucionada de manera analitica, por lo que dicha solucién requiere la aplicacion de
métodos numéricos, como por ejemplo el método de los elementos finitos, el cual es un
método numérico que tiene diversas aplicaciones en la ingenieria estructural, pero también
en diversos campos de la ingenieria y la ciencia.

Emil Winkler, Ingeniero Civil Alemén, quien fue el primero en darle solucién al problema
de las cimentaciones elasticas, donde presenta una teoria para vigas apoyadas sobre medios
elasticos en la que considera que las reacciones del suelo sobre la viga son proporcionales
a los desplazamientos del punto correspondiente a lo largo de la viga. Esta propuesta dio
inicio a otras investigaciones, como en el caso del trabajo de H. Zimmermann sobre el
anélisis de vias de ferrocarriles [1888].

Con la propuesta del modelo Winkler en 1867, otros investigadores basados en su trabajo
llegaron a realizar otros modelos y métodos de analisis, como es el caso de P. L. Pasternak
en 1954, quien presenté un modelo de dos parametros para darle solucién al problema de
las vigas sobre apoyos elasticos.

Aunque el modelo de Winkler considera iinicamente la constante de proporcionalidad k de
los resortes, lo cual lo convierte en un modelo de un parametro y en este modelo los resortes
actian de manera independiente uno con otro, siendo asi reacciones independientes, es un
modelo perfectamente funcional, si se consideran minimo de 5 a 7 resortes; en el caso de
la soluciéon aplicando el método de los elementos finitos, considero que es una herramienta
de gran utilidad y con mayor precision a pesar de ser soluciones discretas. Ambos métodos
otorgan soluciones aproximadas y dependen de la cantidad de resortes y/o elementos que
se consideren en el analisis.

En el caso del modelo de Pasternak, que es una mejora en el modelo de Winkler se considera
un segundo parametro, este parametro es el médulo Gp, que representa la interaccion de
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los resortes y las superficie de contacto de la viga, es decir, los resortes ahora si mantienen
una relacién entre ellos, por que se puede considerar una mayor aproximacion al problema
real.

Los modelos con resortes otorgan soluciones aproximadas a la solucién exacta, la aproxima-
cion depende de la cantidad de resortes que se consideren cuando se realiza la sustitucion
del suelo. Las soluciones que otorgan los modelos que utilizan resortes resultan de gran
utilidad para darle solucién a dichas vigas.

Las soluciones que se obtienen con ayuda del andlisis estructural y aplicando los modelos
antes mencionados son bastante ttiles para entender el comportamiento que las vigas
presentan e incluso con dicha solucién se puede disenar el armado del acero de refuerzo de
estas si asi se requiere, sin embargo, para que la solucién pueda ser considerada c¢orrecta”se
debe incluir una cantidad considerable de resortes al momento de realizar la sustitucién
del suelo, de lo contrario la solucién obtenida puede mantener un rango de error alto, por
lo que dicha solucion deja de ser 1til.

La solucion a los ejemplos mostrados en el capitulo 4, en los casos donde se idealiza la
masa de suelo continua tiene una gran aproximacién a la solucion exacta y se demostrd
solucionando el mismo problema con un resorte mas que el anterior, con una cantidad que
se puede considerar alta de resortes, la solucion tiende a ser mucho mas detallada, pero
darle solucién llegd a ser mas complejo, ya que cada resorte que se incluia en el problema
es un apoyo mas en el andlisis, por lo que la viga se convertia en hiperestatica, el grado de
hiperestaticidad incrementaba de acuerdo a la cantidad de apoyos, que a su vez estas son
reacciones, mientras mayor sea el nimero de resortes mayor seran las reacciones y mas
reacciones significa mejor detalle en la curva de deformacién, pero por otro lado al ser de
un alto grado de hiperestaticidad las ecuaciones fundamentales de la estatica dejan de ser
suficientes y se debe recurrir a otras herramientas.

En el caso del estudio de vigas prismaticas existen dos teorias que se utilizan para explicar
la cinemética de la deformacién de estas, ambas teorias son de gran utilidad para dicha
finalidad, sin embargo, de acuerdo a la configuraciéon de la viga, esta puede ser aplicable a
una teoria u otra, esto se define por la relacion largo-peralte de las vigas. En el caso de la
teoria de vigas de Euler-Bernoulli, la relacién es mayor o igual a 10 ( % > 10), mientras que
para la teorfa de vigas de Timoshenko la relacién largo-peralte es menor a 10 (£ < 10).

La diferencia entre las teorias de vigas mencionadas es la consideracion de la deforma-
cion angular o por cortante en la teoria de vigas de Timoshenko, esto no quiere decir que
en la teoria de Euler-Bernoulli no exista la deformacion angular, en realidad esta defor-
macion llega a ser tan minima que se considera despreciable. Ambas teorias explican el
comportamiento de las vigas, pero deben ser aplicadas en sus respectivos casos.

La presente tesis contribuye principalmente en los ejemplos de solucién y en las graficas,
ya que las soluciones que existen actualmente se direccionan tnicamente a obtener las
ecuaciones de las funciones, ademéas de no existir una comparacién de soluciones aproxi-
madas con la solucién exacta; por lo que las gréaficas presentadas y la aplicacion del método
utilizado en esta tesis serd de gran apoyo en futuras investigaciones, ya que incluso los
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resortes se han considerado en cimentaciones profundas.

Para concluir, la solucién obtenida con los modelos que utilizan resortes son de gran
utilidad para aproximar la solucion exacta, recomiendo considerar una cantidad minima
de 5 a 7 resortes, con la intencién de estimar la deformacién; la cantidad final utilizada
en el andlisis sera unicamente decision y criterio del analista, considerando los limites que
la tecnologia otorga y la situacién. La solucién se puede considerar una solucion discreta
ya que los puntos que representan los resortes definen con mayor amplitud la curva de
deformacion.
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Anexo A

Soluciéon numérica de vigas sobre
apoyos elasticos

A continuacién se muestran la solucion a detalle de los ejemplos mostrados en el capitulo
4, algunos ejemplos han sido solucionados con apoyo del Software Wolfram Mathematica
version 12. El Software se utiliza en distintas dreas de la ciencia e ingenieria, originalmente
este software fue creado por el cientifico Stephen Wolfram quien se encuentra a cargo de
un grupo de programadores y matematicos que lo desarrollan en Wolfram Research.

Otros ejemplos se han solucionado con ayuda del Software Finite Element Analysis Pro-
gram ver. 8.5 (FEAP 8.5), programa desarrollado en la Universidad de Berkeley, Califor-
nia.

A.1. Soluciéon numérica de vigas con la teoria de vigas
de Euler-Bernoulli

Se muestra la solucién mediante el uso de Mathematica ver. 12, los ejemplos mostrados se
encuentran resueltos unicamente para la teoria de vigas de Euler-Bernoulli.

A.1.1. Ejemplo 1: Viga sobre apoyos elasticos con carga puntual
al centro del claro, aplicando la teoria de Euler-Bernoulli

Este primer ejemplo se solucioné en diversas ocasiones cambiando las condiciones de apoyo,
éste ejemplo muestra las soluciones del problema de 3 a 10 resortes de apoyo. Los resortes
de fueron agregados de uno en uno, demostrando que la solucién con mayor cantidad de
resortes tiene mayor aproximacion.
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(*VIGA CON TRES RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 20 /P-R2
In[* ]:= D[Z* *X|"*2dx], RZ]
2% EI Jo 2

L3 (P-R2)

Out[*]= —
48 EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE OBTIENE LA REACCION R2x)

solve[{- ((L*> (P-R2)) / (48EI)) = - (R2/k) }, {R2}]

})

kL3P
o {{R2s —
48 EI + k L3

kLip

mrj= R2 = ——

48 EI + k L3
kL3P

Out[~ ]=

48 EI + k L3

(+SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Ysx)
(*POR SIMETRIA R3=R1x)
(*R1+R2-P+R1=0%)

mni-}= Solve[{R1 +R2 + -P +R1 == @}, {R1}]

J)

24 EIP
out[*]= {{Rl -
48 EI + k L?

24 EIP

mrj= Rl = ——

48 EI + k L3
24EIP

out[r] ———————

48 EI + k L3

m-1= R3 = R1

24EIP
outfe]r ——m—
48 EI + k L?

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 | 3 _RESORTES_P.nb

inf-}= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)
B =0.20(*m*)
H=10.30 (xmx)
ks = 10000000 (xN/m"3x*)

Ec = 21707945522.8 (*xN/m"2x)

Iz

(B*HA3) /12 (*m™ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L =20 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)
outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

out1= 10 000 000

ouf- - 2.17079 x 108

outf-]- ©.00045

outf-]= 2. X 10°
outf-]- 20

outf-]- 100

ouf - 9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

mn-1= gl = ListLinePlot[{{-L/2, -R1/k}, {0, -R2/Kk}, {L/2, -R3/Kk}},
AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange -» All]
g2 = ListPlot[{{-L/2, -R1/k}, {0, -R2/k}, {L/2, -R3/k}},
PlotStyle -» PointSize[0.02],
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



3 RESORTES_P.nb | 3

-0.00001

-0.00002

Out[* ]=
-0.00003
m1= -R1/k
-R2/k
-R3/k

ouf- - —7.11784 x 1077

ouf]= —0.0000485764

ou - ~7.11784 x 1077

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



(*VIGA CON 4 RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 5. (P-2R2 1 2, P-2R2 L
D[Z* -J. ((—]*X)AZdlx+ J (( )*X+R2 [x——])"Zdlx,RZ]
2% EI Jo 2 2xEI ; 2 3

3 503p  L3R2
L® (P -2R2) St
outf-]= 2 | - +
162 EI 2EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE OBTIENE LA REACCION R2x)

3 _5L3P+L3R2
L® (P -2R2) . 216 27

Inf* J-= 501ve[{2 - = - %}: {RZ}]

162 EI 2EI

23k L3P

out[*J= {{RZ -

})

8(81EI+5kL3)

(*POR SIMETRIA R4=R1, R3=R2%)

23kL3p
mrj= R2 =
8 (81EI+5kL3)
23k L3P
Out[* J=

8 (81EI +5kL?)

n-1= R3 = R2

23k L3P

Out[* J=
8 (81EI +5kL?)

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)

(*POR SIMETRIA R4=R1, R3=R2%)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



2 | 4 _RESORTES_P.nb

(#2R1+2R2-P=0%)

Inf* J:=
Solve[{2R1+2R2+-P == 0}, {R1}]

})

3 (108 EI—kL3) ]

outf+]= {{Rl -
8 <81EI+5kL3)

3 (168EI-kL?) P
nf- 1= R1

8 (81EI+5kL?)
R4 = R1
3 (1esEI-kL3) P

Out[* ]=
8 (81E1+5kL3)

3 (168EI-kL?) P

Out[* J=
8 (81EI+5kL?)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

Out[ J=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Outf~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)

ks = 10000000 (xN/m"3x)

Ec

Iz

21707945522.8 (xN/m"2x)

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)

L =20 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

8.2
0.3

10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045
2.x10°

20

100

9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
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- gl = ListLinePlot[{{-E, —R1/k}, {- s —R2/k}, {E, -R3/k}, {E, —R4/k}},

O

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

s _Rz/k}, {E, —R3/k}, {E, _R4/k}},

g2 = ListPlot [{{- p -

, -R1/ k}, {-

N |
-

PlotStyle - PointSize[0.02],

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

T

5.x107®

T

-10 -5

(&
-
o

T

T

-5.x107®

T

-0.000010

T

Out[* J=

T

-0.000015

T T

T

-0.000020

T

-0.000025

T

T

-0.000030

T
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(*VIGA CON 5 RESORTES=*)

(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L L
1 (*((P-2R2-R3 1  (?((P-2R2-R3 L
np = D[Z* J ((—)*X)AZdlx+ j (( ]*x+R2 (x——]]"zdlx , RZ]
2+EI Jo 2 2%EL Jt 2 4

L3> (P-2R2-R3) L3 (—18P+24R2+18R3)]
- +

outf-]= 2

384 EI 1536 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

In[* ]:=

L L
1 “(P-2R2-R3 1 *(P-2R2-R3 L
D[z* J ([—)*x)"zdlx+ j [( ]*x+Rz (x-—])"Zdlx s R3]
2+EI Jo 2 24E1 L 2 4

L*> (P-2R2-R3) L3 (14P+18R2+14R3)]

outfr]= 2 | - +

768 EI 1536 EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2 Y R3x)

+

Inf* J-= Solve[
384 EI 1536 EI

{ [ L3 (P-2R2-R3) L3(—18P+24R2+18R3)] R2
2 |-

+ - }, (R2, R3}]

L3> (P-2R2-R3) L3 (-14P +18R2+ 14R3) R3
768 EI 1536 EI

4224 ETk L3P (3672 EI kL +7k*L®) P

outf+ J= {{RZ - ,R3 > }}
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L® 147456 EI% + 9216 ET k L3 + 7 k2 L®
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4224 EIk L3P

nf-1= R2 =
147456 EI%? + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®
(3072 EIkL3+7Kk? L") P
R3 =
147456 EI2 + 9216 ET k L3 + 7 k? L®
4224 EI kL3P
out[* ]=

147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k? L®

(3072 ET kL3 +7Kk? L6) ]

Out[~ ]=

147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=*)
(*POR SIMETRIA R5 ES IGUAL A R1 Y R2 ES IGUAL A R4x)

(#2R1+2R2+R3-P=0+)

In[* ]:=
Solve[{2R1 +2R2+ -P +R3 == 0}, {R1}]

1152 (64 EI?P-EI kL3 P)

outf* = {{Rl -

})

147456 EI2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®

1152 (54 EI?P - EI kL3 P)

mrj= R1 =
147456 EI2 + 9216 EI k L3 + 7 k? L®

1152 (64 EI?P-EI kL3 P)

Out[~ ]=

147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®

mr- = R5 = R1
R4 = R2

1152 (64 EI?P-EI kL3 P)

Out[~ ]=
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®

4224EI kL3P

Out[* J=
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®
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(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

20 (*m=*)
100 (*xN=x)

U -
n

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

0.27

0.3

10 000 000
2.17079455228" x~10
0.00045"

2.7 %76

20

100
9.768575485259999" »"6

1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)

L L

gl = ListLinePlot[{{—;, -R1/k}, {_Z’ -Rz/k}, (@, -R3/k}, {E, —R4/k}, {L, -R5/k}},

2
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange » All]

g2 = ListPlot[{{—%, —R1/k}, {-E, -Rz/k}, {0, -R3 / Kk}, {:'—l —R4/k}, {§ —R5/k}},

PlotStyle - PointSize[0.02],

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange -» All]

Show[gl, g2]
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-0.00001

Out[* ]=
-0.00002

In[e ]:=

R1/k

R2 / k

R3/k

R4 / k

R5/ k

ouf- - -2.66469 x 107°
ouf - ©.0000101678
ouf - ©.0000349937

ouf-]- 0.0000101678

ouf - -2.66469 x 107°
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(*VIGA CON 6 RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L

D[z* 1/ (2*EI))J (((P-2R2-2R3) /2) *Xx) ~2dx +
(%]

2L

1/ (2*EI))J: (((P-2R2-2R3) /2) +x+R2 (x-L/5))"2dx +

(1/ (2+EI)) J:L(((P—ZRZ—ZR3) /2) *x+R2 (x-L/5) +R3 (x- (2L) /5))~2dx|, Rz]

3 3L3p  213R2 3L3R3 3
L® (P-2R2-2R3) “ 950 t T1zs T i L® (-108 P +96 (R2+2R3))
outfr]= 2 | - + +
750 EI 2EI 24000 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3%)

In[* ]:=

2L

L
1 s/ /P-2R2-2R3 1 s ((P-2R2-2R3 L
D[Z* J([—)*X)AZdlx+ j [(—]*xmz (x-—]]f\2d1x+
2 % EI Jo 2 2+EI Jt 2 5

L

1 2 (P-2R2-2R3 L 2L
L[(—]*xm (x--)+R3 (x——))"Zdlx , R3]
2% EI JX 2 5 5
5

3 7L3P  3L3R2  14L3R3 3
L® (P-2R2-2R3) 3 YT Y Tam L® (-216 P+ 192 (R2+2R3))
Out[ ]= 2 |- + +
750 EI 2EI 24000 EI
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(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2 Y R3x)

Solve [

{2(-((®(P-2R2-2R3)) / (750 EI)) + (- ((3L°P) /25@) + (2L°R2) /125 + (3L>R3) /125) /

(2EI) + (L3 (-108 P + 96 (R2+2R3))) / (24000 EI)) == - (R2/k),
2 (- ((*(P-2R2-2R3)) / (750 EI)) + (- ((7L°P) /375) + (3L>R2) /125+ (14 L°R3) /375) /
(2EI) + (L3 (-216 P +192 (R2+2R3))) / (24000 EI)) = - (R3/k)}, {R2, R3}]
3k (-8875EIL>+6kL®) P 44250 EI kL3 +91k2L%) P
outf+ = {{RZ - ( ) s R3- < ) }}
8 (140625 EI® + 14625 ET k L° + 19k L®) 8 (140625 EI® + 14625 ET k L> + 19 k* L°)

3k (-8875EI L3+6kL6) P

nj= R2 = =
8 (140625 EI® +14625EI kL3 + 19 k? L®)
(44 250 EI k L3 + 91 k? LG) P
R3 =
8 (149 625 EI? + 14625 EI k L3 + 19 k? L5)
3k (-8875EIL’+6kL®) P
Out[*]= —

8 (149625 EI%+14625EI kL3 + 19 k? L6)

(44250 EI kL3 +91 k> L6) P

Out[~ ]=

8 (140625 EI* + 14625 ET k L + 19 k* L°)
In[* ]-=

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=*)
(*POR SIMETRIA R6=R1, R5=R2 Y R3=R4 x)

R5 = R2

R4 = R3

3k (—8875EIL3+6kL6) P

Out[*]= —
8 (140625 EI* + 14625 ET k L* + 19 k? L5)

(44250 ET k L? +91k*L®) P

Out[~ ]=
8 (149625 EI%+14625EI kL3 + 19 k2 LG)
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Inf* J:=
Solve[{2R1+2R2+2R3-P == 0}, {R1}]

Out[+]= {{Rl -

3 (187 500 EI2P - 4125 EI k L3 P + k? L® P)

3 (187500 EI?P-4125EIk L3P+ k2 L® P)

8 (140625 EI%+14625EI kL3 + 19 k? L6> }}

1= R1

8 (140 625 EI% +14625EI k L3 + 19 k2 LG)
R6 = R1

3 (187 500 EI2P - 4125 EI k L3P + k2 L® P)
Out[ J=

8 (140625 EI®?+14625EIkL?+19Kk? L®)

3 (187 500 EI?P - 4125EI k L3P + k2 L® P)
Out[ J=

8 (140625 EI” + 14625 ET k L + 19 k* L°)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)
= 20 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2

outf-1= 0.3

ouf-- 10000 000

our - 2.17079 x 10*°
outf-]- 0.00045

our - 2. x 10°

outf-]= 20

outf-]- 100

ouf - 9.76858 x 10°
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In[* :=

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_%, _Rz/k}, {_%, —R3/k}, {%, —R4/k},

{i—;, -R5/ k}, {E, -R6/ k}}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

s —R1/k}, {-3—L, -Rz/k}, {-L, -R3/k}, {L, —R4/k}, {3—L, —R5/k},

g2 = ListPlot [{{- i ” ”

N |

L
{—, -R6 / k}}, PlotStyle —» PointSize[0.02], AxesOrigin » {@, @}, PlotRange - All]
2

Show[gl, g2]

-5.x107®

-0.000010

Out[ J=

-0.000015

-0.000020
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(*VIGA CON 7 RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

In[* ]:=

L
1 s/ /P-2R2-2R3-R4
D[Z* J (( )*X)A2d1x+
2 % EI Jo 2

~N

L

=

P-2R2-2R3-R4 L
(( )*X+R2(X——))’\2dlx+
2 6

1 J‘
2% EI Jt
3

L

1 2 (P-2R2-2R3-R4 L 2L
j (( )*X+R2(x——)+R3(x——))"2dlx,Rz]
24 EI J2 2 6 6

L> (P-2R2-2R3-R4) L> (-18P +24R2+18 (2R3 +R4))
outfr]= 2 | - + +

1296 EI 5184 EI

—3L3(—P+R2+2R3+R4)2+3L(L(R2+2R3)+%L(—P+R4))2

648 EI (-P + R4)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x%)
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Inf* J:=

L
1 s/ /P-2R2-2R3-R4
D[Z* J (( )*x]"2dlx+
2 % EI Jo 2

N

L

>

P-2R2-2R3-R4 L
(( ]*x+R2(x——))"2dlx+

2 6

1 J‘
2% EI Jt
6

L

1 *((P-2R2-2R3-R4 L 2L
J;L(( )*X+R2(x——)+R3(x——)]"2dlx,RS]
2% EI JX 2 6 6

L>(P-2R2-2R3-R4) L3 (-28P+36R2+28 (2R3 +R4))
outf-]= 2 | - + 4
1296 EI 5184 EI

-6L3<—P+R2+2R3+R4)2+6L<L(R2+2R3>+§L(—P+R4))2

648 EI (-P + R4)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

L

1 s/ (P-2R2-2R3-R4
In[* J:= D[Z* *X|2"2dX+
2% EI Jo 2

2L

1 s ((P-2R2-2R3-R4 L
J (( )*X+R2(X——))"2d]x+
2+EI Jt 2 6

1 ?((P-2R2-2R3-R4 L 2L
j(( ]*x+R2(x-—)+R3(x-—))A2d1x,R4]
<

2xEI 2 6 6

L3 (P-2R2-2R3-R4) L3 (-14P+18R2+14 (2R3 +R4))
Ouf[jzz - + +

2592 EI 5184 EI

—3L3(—P+R2+2R3+R4)2+§L(L(R2+2R3)+%L(—P+R4)>2

648 EI (~P + R4)

-L® (-P+R2+2R3+R4)>+ (L (R2+2R3) +§L (—P+R4))3

648 EI (P +R4)?2

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2, R3 Y R4x)
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Inf* J:=

L3 (P-2R2-2R3-R4) L®>(-18P+24R2+18 (2R3 +R4))

501ve[{2 - + +
1296 EI 5184 EI
-3L% (-P+R2+2R3+R4)2+3L (L (R2+2R3) +§L (—P+R4))2 R2
648 EI (-P + R4) Tk’

L>(P-2R2-2R3-R4) L3 (-28P+36R2+28 (2R3 +R4))

- + +
1296 EI 5184 EI

-6L> (-P+R2+2R3+R4)2+6L (L (R2+2R3) +§L (—P+R4))2 R3

648 EI (~P + R4) ok’

L>(P-2R2-2R3-R4) L3 (-14P+18R2+14 (2R3 +R4))
- + +

2592 EI 5184 EI

-313 (—P+R2+2R3+R4)2+§L (L (R2 + 2R3) +§L(-P+R4))2

648 EI (-P +R4)

-L® (-P+R2+2R3+R4)>+ (L (R2 +2R3) +%L (—P+R4))3 R4
= }, {(R2, R3, R4}]
k

648 EI (-P +R4)?

11664 EIk L> (936 EI-kL?) P

outfJ= {{RZ - )
544195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L°®

29808 EI k L® (648 EI +k L?) P
R3 -

B
544195584 EI® + 56687040 EI2 k L® + 890352 EI k? L® + 13 k3 L°
(11 337408 EI*k L3 + 40176 EI k* L® + 13 k3 L9) P

)

544195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k2 L® + 13 k® L°®

(*POR SIMETRIA R6=R2 Y R5=R3 %)
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11664 EI k L3 (936 EI -k L3) P

nr = R2 =
544195584 EI% + 56687040 EI? k L + 890352 ET k? L% + 13 k3 L°®
29808 EI k L3 (648 EI + k L3) P
R3 =
544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 890352 ET k? L% + 13 k3 L®
(11 337408 EI2k L3 + 40176 EI k? L® + 13 k3 L9) P
R4 =
544195584 EI> + 56687040 EI2 k L3 + 890352 EI k? L® + 13 k3 L®
R6 = R2
R5 = R3

11664 EI k L3 (936 EI - k L3) >

Out[~ ]=
544195584 EI% + 56687040 EI2k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L°

29808 EI k L3 (648 EI + k L3) P

Out[ J=
544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L°

(11337408 EI?k L3 +40176 EI k? L® + 13 k3 L9) P

Out[ J=
544195584 EI® + 56687040 EI2 k L® + 80352 ET k% L® + 13 k3 L°

11664 EI k L3 (936 EI -k L3) p

Out[* J=
544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 ET k2 L% + 13 k® L®

29808 EI k L3 (648 EI +k L3) p

Out[+]=

544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 ET k2 L% + 13 k® L°®

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R7=R1x)

i - Solve[{2R1+2R2+2R3 + -P + R4 == 0}, {R1}]

1944 (139 968 EI>P - 3888 EI2k L3P + EI k? L® P)

out[*]= JL{Rl -

J)

544195584 EI3 + 56687040 EI2k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L°

1944 (139968 EI>P -3888 EI2k L3P + EI k2 L® P)

mr- = R1 =
544195584 EI® + 56687040 EI2 k L3 + 890352 EI k2 L + 13 k3 L®
R7 = R1
1944 (139 968 EI®P - 3888 EI2k L3P + EI k? L® P)
Out[ J=

544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 ET k2 L® + 13 k® L®

1944 (139 968 EI®P - 3888 EI2k L3P + EI k? L® P)

Outf+]=

544195584 EI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 ET k? L% + 13 k® L®
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)
= 20 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2

outf-1= 0.3

ouf-- 10000 000

our - 2.17079 x 10*°
outf-]- 0.00045

our - 2. x 10°

outf-]= 20

outf-]- 100

ouf - 9.76858 x 10°
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA=x)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_E, _Rz/k}, {_

L
(5 on
6

g2 = ListPlot [{{-

2

5/ k}, {E, -R6/ k}, {E, -R7 7/ k}}, AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange - All]

3 2

N |
w|r

, -R1/ k}, {-

s -Rz/k}, {-

o |r

2, -R3/ k},

{0, -R4 / k}, {E, —R5/k}, {g, -Rs/k}, {E, —R7/k}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2, PlotRange -» All, PlotLabel -» "Viga con siete resortes”]

Viga con siete resortes

Out[+]=

-5.x107®

-0.000010

-0.000015

10
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(*VIGA CON 8 RESORTES=)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 (:((P-2R2-2R3-2R4 2
D[Z* -J.[( )*X] dx +
2EI Jo 2

1 > ((P-2R2-2R3-2R4 Ly)2
ﬁ (( ]*X+R2(X——)) dx +

2 EI 2 7
1 > ((P-2R2-2R3-2R4 L 2L))2

j [( ]*X+R2(X——)+R3 (X——)) dx +
2EI J 2 7 7
1 ;((P-2R2-2R3-2R4 L 2L 3L))2

j (( ]*x+R2 (x——]+R3 (x——)+R4 (x——)) dx ,RZ]
2EI J* 2 7 7 7

L> (P-2R2-2R3-2R4)
2058 EI

+

Out[ J= 2

L> (-18P+4 (6R2+9 (R3+R4)))

L3 (-156 P + 96 (R2 + 2R3 + 3R4))
.

+

65856 EI 8232 EI

L3 (24(—P+R2+2(R3+R4))2—6(3P—2(R2+2R3+3R4))2)J

8232 EI (P-2R4)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

1 ;((P-2R2-2R3-2R4 2
Inf* J:= D[Z* —J- [( )*X] dx +
2EI Jeo 2

1 (>/(P-2R2-2R3-2R4 Ly)2
j [( ]*X+R2(X——)) dx +
2EI Jt 2

1
2EI.J-2

1
2EIJ\3

L> (P-2R2-2R3-2R4)

- \.lw

“((P-2R2-2R3-2R4 L 2L))?2
(( ]*X+R2(X——)+R3(X——)) dx +
2

L

P-2R2-2R3-2R4 L 2L 3Ly)2
[( ]*X+R2(X——)+R3 (x——)+R4(x-—]) dx
2 7

~

+

Out[~ ]= 2
2058 EI

L3 (-28P+4 (9R2+14 (R3+R4)))
.
8232 EI

L3 (-312P +192 (R2+ 2R3 + 3R4))
.

65856 EI
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4))?-12 (3P-2 (R2+2R3+3R4))2)J

8232 EI (P-2R4)
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(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

1 :((P-2R2-2R3-2R4 2
J-(( )*X] dx +
2EI Jo 2

Inf* J:= D[Z* [

1 (> ((P-2R2-2R3-2R4 Ly)2
J (( ]*X+R2(X——)) dx +
2€1 Jt 2

1 37—L P-2R2-2R3-2R4 L 2L))2
J; (( ]*X+R2(X——)+R3 (X——)) dx +
2EI -

z 2 7 7
1 ;((P-2R2-2R3-2R4 L 2L 3Ly))2

j(( ]*x+R2(x——)+R3 [x——)+R4(x——)) d1x,R4]
2E1 J% 2 7 7 7

L3 (P-2R2-2R3-2R4)

+

Out[* J= 2
2058 EI

L3 (-28P+4 (9R2+14 (R3+R4)))

+

L3 (-468P +288 (R2+ 2R3 +3R4))
N

65856 EI 8232 EI

L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4))?-18 (3P-2 (R2+2R3+3R4))?)

+

8232 EI (P-2R4)
L> (8 (-P+R2+2 (R3+R4))%+ (3P-2 (R2+2R3+3R4))?)

4116 EI (P - 2 R4)?

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2, R3 Y R4x)
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L3 (P-2R2-2R3-2R4)

+

Inf+ J:= Solve[{ 2
2058 EI

L3> (-156P+96 (R2+2R3+3R4)) L3> (-18P+4 (6R2+9 (R3+R4)))

+ +
65856 EI 8232 EI
L®> (24 (-P+R2+2 (R3+R4))?-6 (3P-2 (R2+2R3+3R4))?) R2
8232 EI (P - 2R4) ] T
L3 (P-2R2-2R3-2R4) L3 (-312P+192 (R2+2R3+3R4))
2 [_ 2058 EI i 65856 EI !
L3> (-28P+4 (9R2+14 (R3+R4)))
8232 EI '
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4))?-12 (3P-2 (R2+2R3+3R4))?) R3
8232 EI (P - 2R4) ] T

L3 (P-2R2-2R3-2R4) L3 (-468P +288 (R2+2R3+3R4))
- + +
2058 EI 65856 EI

L3 (-28P+4 (9R2+14 (R3+R4)))
+
8232 EI
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4))?-18 (3P -2 (R2+ 2R3 +3R4))?)

+

8232 EI (P -2R4)

L> (8 (-P+R2+2 (R3+R4))>+ (3P-2 (R2+2R3+3R4))?) R4
-?}, {(R2, R3, R4}]

4116 EI (P - 2R4)?
9kL3 (168238@7 EI?P-26754EI kL3P +2k?L® P)

out[J= R2 - )
H 8 (1989 547389 EI3 + 158826150 EI% k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

3kL>(-92472114EI*P - 74431 EI kL’ P+ 24 k* L°P)
R3 —» -

B
8 (1@89 547389 EI3 + 158826150 EI% k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

352594053 EI’k L3P - 1238916 EI k?L°P-341Kk3L°P

)

8 (1989 547389 EI3 + 158826150 EI% k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)
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In[* ]:=

Out[* ]=

Out[ J=

Out[~ ]=

In[* ]:=

Out[ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Inf* J:=

Out[+]=

9kL3 (16823807 EI?P-26754EI kL3P +2k? LS P)

"= 8 (1089547389 EI’ + 158826150 EI* k L + 320019 EI k? L® + 71 k* L°)
3kL® (-92472114EI*P - 74431 EIk L>P + 24 k> L°P)

"= 8 (1089547389 EI® + 158826150 EI” k L> + 320019 ET k® L® + 71 k* L?)

e -352594053 EI2k L3P - 1238916 EIk?LSP - 341Kk3L° P

8 (1 089547389 EI> + 158826150 EI2 k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 |_9)

9kL3 (16823807 EI?P-26754EI kL3P +2k?L® P)

8 (1@89 547389 EI3 + 158826150 EI% k L + 320019 EI k2 L® + 71 k3 L9)

3kL3 (-92472114 EI?P - 74431 EI kL3P + 24 k? L5P>

8 (1089 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

-352594053 EI?k L3P -1238916 EI k?L®P-341k>L°P

8 (1@89 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Ys)
(*POR SIMETRIA R8=R1, R7=R2, R6=R3 Y R5=R4 %)

R7
R6

R2
R3

9kL3 (16823807 EI?P-26754EI kL3P +2k?L® P)

8 (1089 547389 EI3 + 158826150 EI’ k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

3kL3 (-92472114 EI?P - 74431 EI kL3P + 24 k? L5P>

8 (1089547389 EI® + 158826150 EI% k L3 + 320019 EI k2 L® + 71 k3 L9)

-352594053 EI?k L3P -1238916 EI k?L®P-341k>L°P

8 (1@89 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

Solve[{2R1+2R2+2R3 +2R4-P = 0}, {R1}]

3 <1452729852 EI®P-48706686 EI?k L>P + 19551 EI k? L® P - k3 L° P)

(e~ })

8 (1089 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k2 L® + 71 k3 L9)
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In[* ]:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Out[* ]=

Out[* ]=

Out[* J=

Out[ J=

Out[ ]=

3(1452729852EI3P—48706686EIsz3P+19551EIk2L5P—k3L9P)

R1

8(1089547389EI3+158826150EIZkL3+320019EIk2L5+71k3Lﬂ

R8 = R1

3(1452729852EI3P—48706686EI2kL3P+19551EIk2L6P—k3L9P)

8(1089547389EI3+158826159512kL3+320019EIk2L6+71k3Lﬂ

3(1452729852EI3P—48706686E12kL3P+19551EIk2LGP—k3L9P)

8(1089547389EI3+15882615@EIZkL3+320919E1k2L6+71k3Lﬂ

(*DATOS DEL PROBLEMA=x)
B =0.20(*m%*)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (xN/m"3x*)

Ec

21707 945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

20 (*m=x)
100 (*N=)

o
n

EI = Ec * Iz (*N*m"2x)

0.2
0.3

10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

20

100

9.76858 x 10°
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i}~ (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
gl = ListLinePlot[

{{-2, —R1/k}, {-%, -Rz/k}, {- i—:, -Ra/k}, {- i, -R4/k}, {i, —R5/k},

{i—:: -R6 / k}, {%, -R7/ k}, {E, -R8/ k}}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange —>A11]

s —R1/k}, {-E, -Rz/k}, {-E, -R3/k}, {-L, —R4/k},

g2 = ListPlot [{{- ”

ST o

{i, -R5 / K}, {31—: -R6 / k}, {% -R7 / k}, {E -r8 /k}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

gl,
82]

-5.x107®

-0.000010

Out[ J=
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(*VIGA CON 9 RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 (L((P-2R2-2R3-2R4-R5 2
D[Z* J (( ]*x) dx +
[’} 2

1 (;((P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
ﬁ[( ]*X+R2(X——)) dx +
:

2EI 2 8
1 SS—L P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L))2

j (( ]*X+R2(X——)+R3(X——)) dx +
2EI % 2 8 8
1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L

j [( ]*X+R2(X——)+R3(X——)+R4(X—
2EI BTL 2 8 8

L3> (P-2R2-2R3-2R4 -R5)

+

ouf-]= 2 |-
3072 EI

L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)
31 (-2P+R2+2R3+3R4+2R5)%- 2 L% (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)’

+

1536 EI (- P + R5)

—3L3(—P+R2+2R3+2R4+R5)2+3L(L(R2+2R3)+§L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x%)
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1 ;((P-2R2-2R3-2R4-R5 2
D[Z* —J- (( ]*x) dx +
] 2

1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
ﬁ[( ]*X+R2(X——)) dx +
2EI J;

2 8
1 (> ((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L\)2
J [( ]*x+R2 [x——)+R3 (x——)] dx +
2E1 Jt 2 8 8
1 (;((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L))2
j(( ]*x+R2 (x——)+R3 [x——)+R4(x——]) dlx,Ra]
2E1 J2 2 8 8 8
L3> (P-2R2-2R3-2R4-R5)
outfr]= 2 | — +
3072 EI

L> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P+2 (R3 +R4) +R5)

L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

.
6144 EI (P +2 (R3 +R4) +R5)?2

6 L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?

.
1536 EI (- P + R5)

—6L3(—P+R2+2R3+2R4+R5)2+6L(L(R2+2R3)+§L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (~P + 2 R4 + R5)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)
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1 ;((P-2R2-2R3-2R4-R5 2
D[Z* —J- (( ]*x) dx +
] 2

1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
ﬁ[( ]*X+R2(X——)) dx +
8

2 EI 2 8
1 (> ((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L\)2
J [( ]*x+R2 [x——)+R3 (x——)] dx +
2E1 Jt 2 8 8
1 (;((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L))2
j (( ]*x+R2 (x——)+R3 [x——)+R4 (x——]) dx ,R4]
2E1 J2 2 8 8 8
L3> (P-2R2-2R3-2R4-R5)
outfr]= 2 | — +
3072 EI

L> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P+2 (R3 +R4) +R5)

L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

.
6144 EI (P +2 (R3 +R4) +R5)?2

93 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?

.
1536 EI (- P + R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)*+9L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (~P + 2 R4 + R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5)>3

768 EI (-P + 2 R4 + R5)?2

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)
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1 ;((P-2R2-2R3-2R4-R5 2
D[Z* —J- (( ]*x) dx +
] 2

1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
J[( ]*X+R2(X——)) dx +
2EI 5 2

1 (> ((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L\)2
JL [( ]*x+R2 [x——)+R3 (x——)] dx +

2 EI 2 8 8
1 (t((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3Ly)2
j (( ]*x+R2 (x——)+R3 [x——)+R4 (x——]) dx ,RS]
21 J2 2 8 8 8
L3 (P-2R2-2R3-2R4 -R5)
outfr]= 2 | — +
6144 EI

L> (-3 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P+2 (R3+R4) +R5)
L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)%+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+
12288 EI (-P+2 (R3+R4) +R5)?

6 L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?

1536 EI (- P + R5)

L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)3—%L3(—3P+2R2+4R3+6R4+3R5)3

+

1536 EI (-P + R5)?

—3L3(—P+R2+2R3+2R4+R5)2+§

L(L(R2+2R3)+§L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%+ (L (R2+2R3) +§L <—P+2R4+R5))3

1536 EI (-P +2R4 + R5)?2

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2, R3, R4 Y R5«%)

L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)
Inf+ J:= Solve[{ 2 |- +
3072 EI1

L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)

313 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%Lg‘ (-3P+2R2+4R3+6R4 +3R5)?2

+
1536 EI (-P +R5)
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-3L% (-P+R2+2R3+2R4+R5)*+3L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2R4 +R5)

R2 5 L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)

-— - +

k 3072 EI

L*> (-6 (P-2 (R2+R3 +R4) -R5)%?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)
L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

6144 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)?2

6L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4 +3R5)?2

+

1536 EI (- P + R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)*+6L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2R4 +R5)

R3 L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)

- — - +

k 3072 EI

L?> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)
L*> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)3)

+

6144 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)?2

93 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4 +3R5)?2

+

1536 EI (-P + R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%>+9L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 +R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)>+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3

768 EI (-P + 2 R4 + R5) 2

R4 L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)

-— - +

k 6144 EI

L> (-3 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)
L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+
12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)?2
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6L3 (-2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?2

1536 EI (-P +R5)

L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)3—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)3

+

1536 EI (-P + R5)2

-313 (—P+R2+2R3+2R4+R5)2+§L(L (R2 + 2R3) +%L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

-L® (-P+R2+2R3+2R4+R5)>+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3

1536 EI (-P + 2R4 + R5) 2

RS
-—}, (R2, R3, R4, R5}]
k
our = {{R2> (55296 ETk L* (6160384 EI> - 12288 ET k L* + k* L®) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?),
R3 - (73728 EIk L® (8650752 EI* + 1600 EI k L> -3 k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 ET k* L° + 97 k* L*?),
R4 - (3072 EI k L® (276037632 EI” + 835584 ET k L> + 173k L®) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?),
R5 > ( (463856467968 EI° k L* + 2203582464 EI* k* L° + 1069056 ET k° L° + 97 k* L*?) P) /
(22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L* +
6610747392 EI* k* L°® + 1781760 ET k* L + 97 k* L*?) } }
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Inf* :=

R2= (55296 EIkL® (6160384 EI* - 12288 EI k L* + k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?)

R3 = (73728 EIkL> (8650752 EI* + 1600 EIk L> - 3k*L°) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?)

R4 = (3072EIkL’ (276037632 EI’ + 835584 ETk L> + 173 k*L°?) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI’ k L + 6610747392 EI” k* L® + 1781760 EL k° L° + 97 k* L'?)

R5 = ((463856467968 EI’ k L® + 2203582464 EI” k? L® + 1069056 EL k> L + 97 k* L*?) P) /

(22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L +

6610747392 EI* k* L® + 1781760 EI k* L + 97 k* L*?)

55296 EI k L3 (6 160384 EI2 - 12288 EI k L3 + k? LG) P
Out[ J=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI° k L3 + 6610747392 EI2 k% L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?

73728 EI k L? (8650752 EI% + 1600 EI k L3 - 3 k2 L6) P
Out[ J=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI* k L® + 6610747392 EI? k? L® + 1781760 EI k3 L® + 97 k* L*?

3072 EI k L3 (276 037632 EI2 + 835584 EI k L + 173 k? L6) ]
Out[* ]=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI* k L® + 6610747392 EI? k? L® + 1781760 EI k3 L® + 97 k* L*?

(463856467968 EI® k L> + 2203582464 EI* k* L® + 1069056 EI k> L° + 97 k* L*?) P
Out[~ ]=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI3 k L3 + 6610747392 EI? k? L® + 1781760 EI k3 L° + 97 k* L*?

(*POR SIMETRIA R9=R1, R8=R2, R7=R3 Y R6=R4 )

Inf* J:=
R8 = R2
R7 = R3
R6 = R4

55296 EI k L3 (6 160384 EI2 - 12288 EI k L3 + k? LG) P
Out[* J=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI° k L3 + 6610747392 EI2 k? L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?

73728 EI k L? (8650752 EI% + 1600 EI k L3 - 3 k2 L6) P
Out[~ ]=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI* k L3 + 6610747392 EI? k? L® + 1781760 EI k3 L® + 97 k* L*?

3072 EI k L3 (276 037632 EI2 + 835584 EI k L + 173 k? L6) P
Out[~ ]=

22265110462 464 EI* + 3246995275776 EI3 k L3 + 6610747392 EI? k? L® + 1781760 EI k3 L° + 97 k* L*?

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=*)
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Inf* J:=
Solve[{2R1+2R2+2R3 +2R4A+R5-P == 0}, {R1}]

1

outf )= {{R1 ~ — (P- (147456 ETk L’ (8650752 EI* + 1600 ET k L’ - 3k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
2

3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 EL k> L® + 97 k* L*?) -
(110592 ETk L* (6160384 EI* - 12288 ET k L* + k* L®) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI k L’ + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 ET k* L + 97 k* L*?) -
(6144 ET k L (276037632 EI* + 835584 ETk > + 173 k* L®) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI° k L’ + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 ET k* L + 97 k* L*?) -
( (463856467968 EI° k L* + 2203582464 EI* k* L® + 1069056 EI k* L° + 97 k* L*?) P) /
(22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L* +

6610747392 EI2k* L%+ 1781760 EI k> L° + 97 k* L12> ) }}

mr- = R1 =

N | =

(P- (147456 EI k L* (8650752 EI” + 1600 EL k L> - 3k L®) P) / (22265110462464 EI* +

3246995275776 EI’k L + 6610747392 EI” k* L® + 1781760 ET k* L° + 97 k* L'?) -
(116592 ETk L® (6160384 EI” - 12288 EI k L® + k? L°) P) / (22265110462464 EI* +

3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 EI k* L° + 97 k* L*?) -
(6144 EI k L (276037632 EI” + 835584 EL k L® + 173 k* L°) P) / (22265110462464 EI* +

3246995275776 EI’ k L® + 6610747392 EI” k* L® + 1781760 EL k* L° + 97 k* L*?) -
((463856467968 EI° k L + 2203582464 EI° k* L® + 1069056 EL k> L° + 97 k* L*?) P) /

(22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L +
6610747392 EI* k® L°® + 1781760 EL k° L° + 97 k* L*?) )

1
our )= — (P - (147456 ET k L (8650752 EI? + 1600 ET k L* - 3k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
2

3246995275776 EI’ k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 ET k> L + 97 k* L*?) -
(116592 ET k L* (6160384 EI* - 12288 ET k L + k* L®) P) / (22265110462464 EI* +

3246995275776 ETI° k L + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 EL k* L° + 97 k* L*?) -
(6144 ET k L (276037632 EI* + 835584 ETk L> + 173 k* L®) P) / (22265110462464 ET* +

3246995275776 ETI’ k L’ + 6610747392 EI* k* L® + 1781760 EL k* L° + 97 k* L*?) -
((463856467968 EI° k L* + 2203582464 EI* k* L® + 1069056 EI k* L° + 97 k* L*?) P) /

(22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L +
6610747392 EI* k? L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) )
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Inf* J:=

Out[ J=

In[* ]:=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Outf~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=
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R9 = R1

1
— (P- (147456 EI k L* (8650752 EI° + 1608 EL k L* - 3k* L®) P) / (22265110462464 EI* +
2

3246995275776 EI* k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 ET k* L° + 97 k* L*?) -
(116592 ET k L° (6160384 EI* - 12288 ET k L + k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 EI* k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 ET k* L + 97 k* L*?) -
(6144 ET k L* (276037632 EI* + 835584 ET k L> + 173 k* L°) P) / (22265110462464 EI* +
3246995275776 ET* k L* + 6610747392 EI* k® L® + 1781760 ET k* L + 97 k* L*?) -
( (463856467968 EI° k L* + 2203582464 EI* k* L® + 1069056 EI k* L° + 97 k* L*?) P) /
(22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L +
6610747392 EI° k® L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) )

(*DATOS DEL PROBLEMA=x)
B = 0.20 (*mx*)
H=0.30 (xmx*)

ks = 10000000 (xN/m"3x)
Ec = 21707 945522.8 (xN/m"2x)
Iz = (B+H"3) /12 (xm™4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"2x)

L = 20 (*m*)
P = 100 (*Nx)

EI = ECc * IZ (*N*m"2%)

0.2
0.3
10000000

2.17079 x 10'°

0.00045

2. x10°
20
100

9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
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= 81 = ListLinePlot[

Out[* ]=

{{-E, —R1/k}, {-38—", -Rz/k}, {- 2?", -Ra/k}, {- s, -R4/k}, {0, -R5 / k}, {%, -Rs/k},

{zs—l', —R7/k}, {38—", —R8/k}, {2, _R9/k}}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange —>A11]

s —R1/k}, {-ﬂ, —R2/k}, {-ﬂ, -R3/k}, {-g, —R4/k},

g2 = ListPlot [{{- -

ST I

L 2L 3L L
{0, -R5 / k}, {g, -R6 / k}, {?, -R7/ k}, {?, -R8/ k}, {;, -R9/ k}}
PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
Show [

gl,
82]

10

-0.000010

-0.000020
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(*VIGA CON 10 RESORTES=*)

(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 :((P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
D[Z* J (( )*x) dx +
0 2

1 (% (P-2R2-2R3-2R4-2R5 L))?
j [( ]*X+R2(X——)) dx +
2E1 Jt 2 9

3L
9

1 P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L)\)\2
J;L(( ]*X+R2(X——)+R3[X——)) dx +

2EI 2 9 9
1 AS—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 L L 3L))\2 1
j [( ]*X+R2(X——)+R3[X——)+R4(X——]J dx + —

2EI Z—L 2 9 9 9 2EI
E P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4Ly)2

j (( )*X+R2(X——)+R3{X——]+R4(X——)+R5(X——]]
L 2 9 9 9 9
dlx],RZ]

L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-204P+96 (R2+2R3+3R4+4R5))
- + +

4374 EI 139968 EI

outf-]= 2

L*> (-24 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+6 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)
+

17496 EI (P - 2 R5)
L (-24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3 +R4 +R5))
L* (24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-6 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

17496 EI (P - 2 (R4 + R5))

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)
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1 5 P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
In[* J:= D[Z* —J (( ]*X) dx +
2EI Jeo 2

1 ZQ—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 Ly)2
J: [( )*x+R2(x——)) dx +
9

2EI 2 9
1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L))2
J (( )*X+R2(X——)+R3 (X——)] dx +
2EI J2 2 9 9
1 AQ—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L)\)\2 1
j (( )*X+R2(X——)+R3 [X——)+R4(X——]) dx + —
2EI J2 2 9 9 9 2EI
E P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4Ly)\2
j([ )*X+R2 (X——)+R3 [X——]+R4 (X——)+R5 (X——])
b 2 9 9 9 9
dlx],RS]
L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-408P +192 (R2+2R3+3R4+4R5))
oufej= 2 | - + +

4374 EI 139968 EI

(L> (-48 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+12 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)%)) /
(17496 ET (P-2R5)) + (L> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))%)) /

(17496 EI (P-2 (R3+R4+R5))) +
(L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))%)) /

(8748 EI (P-2 (R3+R4+R5))?) +
(L (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%-12 (3P -2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)) /

(17496 EI (P-2 (R4 +R5)))

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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1 :; P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
In[* J:= D[Z* —J (( ]*X) dx +
0

Out[~ ]=

2EI 2

))Za“

)*X+R2 (X—

o | r

2EI

1 J‘ZQ—L[(P—ZRZ—ZRB—ZR4—2R5
: 2

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L))2
J (( )*X+R2(X——)+R3 (X——)] dx +
2EI ZB—L 2 9 9
1 L—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3Ly)\2 1
j (( )*X+R2(X——)+R3 [X——)+R4(X——]) dx + —
2EI J& 2 9 9 9 2EI
E P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4L\\2
j([ )*X+R2 (X——)+R3 [X——]+R4 (X——)+R5 (X——])
b 2 9 9 9 9
dlx],R4]
L> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L® (-612P +288 (R2+2R3+3R4+4R5))
2 |- + +
4374 EI 139968 EI

L* (-72 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2R5)
L* (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3 + R4 +R5))
L*> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

8748 EI (P-2 (R3+R4+R5))2
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P -2 (R4 +R5))
L® (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

8748 EI (P -2 (R4 +R5))?2

(*DERIVADA CON RESPECO DE R5%)
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1 5 P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
In[* J:= D[Z* —J (( ]*X) dx +
2EI Jeo 2

))2dlx+

L 2L))\2
—)+R3 (X——)) dx +
9 9

]*X+R2 (X—

o | r

2EI

1 J‘ZQ—L[(P—ZRZ—ZRB—ZR4—2R5
: 2

3L
9

1 J ((P-2R2—2R3—2R4—2R5
2EI JZ 2

]*X+R2 (X—
1 AQ—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L)\)\2 1

j (( ]*X+R2[X——)+R3[X——)+R4(X——]) dx + —
2EI Z—L 2 9 9 9 2EI

E P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4Ly)\2
j (( )*X+R2(X——)+R3[X——)+R4(X——)+R5(X——])
¢ 2 9 9 9 9

dlx], RS]

L> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-816P +384 (R2+2R3+3R4+4R5))
- + +

4374 EI 139968 EI

Out[~ ]= 2

L* (-96 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2 R5)
L (-8 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)>+ (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)>)

+

8748 EI (P - 2 R5)?
L® (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3+R4 +R5))
L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

8748 EI (P-2 (R3+R4+R5))2
L> (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P -2 (R4 +R5))
L*> (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

8748 EI (P -2 (R4 +R5))?2

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=)
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES R2, R3, R4 Y R5%)

L3> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-204P +96 (R2+2R3+3R4+4R5))
Inf+J= 501ve[{2 - + +
4374 EI 139968 EI

L> (-24 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+6 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+
17496 EI (P - 2 R5)
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L?> (-24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%+6 (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)

+

17496 EI (P - 2 (R3 + R4 +R5))

L® (24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))”-6 (3P -2 (R2+2R3+3 (R4 +R5)))?) R2
17496 EI (P - 2 (R4 + R5)) = -
L> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-408P +192 (R2+2R3 +3R4 +4R5))
) 4374 EI ' 139968 EI *

L®> (-48 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+12 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

17496 EI (P - 2R5)
L®> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3 +R4 + R5))
L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)

+

8748 EI (P -2 (R3 + R4 +R5))?
L> (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))2-12 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4 +R5)))?) R3

17496 EI (P -2 (R4 +R5)) k

L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-612P+288 (R2+2R3 +3R4+4R5))
+

+

4374 E1 139968 EI

L> (-72 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)?+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2R5)
L?> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+6 (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)

+
17496 EI (P - 2 (R3 + R4 +R5))

L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 + R4 +R5))?)

+

8748 EI (P-2 (R3+R4 +R5))?
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P - 2 (R4 +R5))

L*> (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?) R4
8748 EI (P-2 (R4 +R5))? T
L>(P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-816P +384 (R2+2R3 +3R4+4R5))
) 4374 EI ' 139968 EI '

L*> (-96 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2R5)
L> (-8 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)>+ (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)3)

+

8748 EI (P - 2R5)2
L®> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+
17496 EI (P - 2 (R3 + R4 +R5))
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L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)

+
8748 EI (P -2 (R3 +R4 +R5))?2

L®> (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P - 2 (R4 +R5))
L*> (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

8748 EI (P - 2 (R4 +R5) )2
RS
-?}, {(R2, R3, R4, R5}]

outf- - {{RZ% - ((9kL> (-277780490613 EI’ P + 679181598 EI° k L P - 91854 ETk* L°P+ 2k’ L°P) ) /

(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L’ +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k® L° + 265 k* L*?) ) ),
R3 - (9k L’ (527666706018 EI° P - 241805655 EI* k L> P - 209952 EIk* L°P + 8 K> L°P) ) /
(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI’ k L® +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ),

27 (110008287 EI2k L>P + 4455 EI k> LS P -2 k3 L® P)
R4 -

]
8 (10460 353203 EI%+1937102445EI%k L® + 761076 EI k% L® + 53 k3 L9)

R5 -
- ((-7489612893348 EI’ k L’ P - 36 264470958 EI° k* L° P - 16441866 EI k* L° P - 1273 k* L*? P) /

(8 (22876792454 961 EI*+ 4288744813230 EI kL3 +
11349985437 EI? k2 L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* LlZ) ) }}
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n= R2= - ((9kL® (-277780490613 EI> P + 679181598 EI° k L P - 91854 EIk* L°P+ 2k’ L7 P)) /
(8 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI’ k L +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 EI k® L° + 265 k* L*?) ) )
R3 = (9kL> (527666706018 EI’ P - 241805655 EI°k L> P - 209952 EIk* L°P + 8 k> L°P)) /
(8 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI° k L° +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 EI k® L® + 265 k* L*?) )

27 (110008 287EI2k L3P + 4455 EI k2 LéP-2Kk3L°® P)
R4 =

8 (1e 460353203 EI% + 1937102445 EI2k L3 + 761076 EI k® L% + 53 k3 L9)

R5 = - ((-7489612893348 EI’ k L> P - 36 264470958 EI° k* L° P - 16441866 EL k* L° P - 1273 k* L**P) /
(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET° k L° +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k® L° + 265 k* L'?) ) )

our = - ((9Kk L3 (-277780490613 EI>P + 679181598 EI2k L3P - 91854 EI k2L P+ 2Kk3 L° P))/
(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +
11349985437 EI? k? L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* L12) ))

our = (9k L? (527666706018 EI° P - 241805655 EI* k L> P - 209952 EI k* L°P+ 8k’ L°P) ) /
(8 (22876792454 961 EI*+ 4288744813230 EI° k L3 +
11349985437 EI? k? L® + 3921291 ET k> L° + 265 k* L*?) )

27 (110008287 EI*k L>P + 4455 EI k> L°P - 2k* L° P)

Out[~ ]=
8 (1@460 353203 EI3 +1937102445EI%2k L3 + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

our = - ((-7489612893348 EI* k L P - 36264470958 EI° k? L°P - 16441866 EL k> L° P - 1273 k* L*?P) /
(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI* k L +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ) )

(*POR SIMETRIA R10=R1, R9=R2, R8=R3, R7=R4 Y R5=R6 =)
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Inf* J:=

R9 = R2
R8 = R3
R7 = R4
R6 = R5

our = - ((9kL® (-277780490613 EI° P + 679181598 EI* k L> P - 91854 EI k* L°P+ 2k L°P) ) /
(8 (22876792454 961 EI*+ 4288744813230 EI kL3 +
11349985437 EI? k? L® + 3921291 ET k3 L° + 265 k* L12> ))

our- 1= (9k L> (527666706018 EI° P - 241805655 EI* k L> P - 209952 ETk* L°P+8 K> L°P) ) /
(8 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET° k L +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k° L° + 265 k* L*?) )

27 (110008 287 EI?k L3P +4455EI k?LoP-2k3L° P)

Out[ J=
8 (1@469 353203 EI3 +1937102445EI%2k L3 + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

our = - ((-7489612893348 EI’kL3P-36264470958 EI? k> L®P - 16441866 EI k> L°P - 1273 k* L2 P)/
(8 (22876792454 961 EI*+ 4288744813230 EI%k L3 +
11349985437 EI% k® L® + 3921291 EI k® L® + 265 k* L12) ))

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)

- Solve[{2R1+2R2+2R3 +2R4+2R5-P == 0}, {R1}]

1 27 (110008287E12kL3P+4455 EIK?>LéP-2Kk3L°P
out[* J= {{Rle — |P - +
2 4 (10460353203 EI®+1937102445EI%2k L3 + 761076 EI k®L® + 53 k3 L9)

(9kL> (-277780490613 EI’ P + 679181598 EI°k L P - 91854 ETk* L°P + 2k*>L°P) ) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI’ k L +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k® L® + 265 k* L*?) ) -
(9kL® (527666 706 018 EI° P - 241805655 EI* k L> P - 209952 ETk* L°P + 8 k> L°P) ) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ) +
(-7489612893348 EI* k L’ P - 36264470958 EI* k? L° P - 16441866 ET k> L° P - 1273 k* L** P) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +

11349985437 EI? k2 L® + 3921291 ET k3 L® + 265 k* L“) ) }}
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27 (110008 287 EI’k L3P +4455EI k> L P -2 K3 L® P)

+

1
m-j= Rl= — |P -
2 4 (10460 353203 EI3 + 1937102445 EI*k L3 + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

kL> (-277780490613 EI’ P + 679181598 EI°k L> P - 91854 EIk* L° P+ 2k’ L°P) ) /
4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EL’ k L* +
11349985437 EI’k® L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?)) -
(9kL® (527666706018 EI* P - 241805655 EI* k L> P - 209952 ETk* L°P+ 8 Kk>L°P)) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EL’ k L* +
11349985437 EI’ k® L® + 3921291 EI k* L° + 265 k* L*?) ) +
(-7489612893348 EI’ k L> P - 36264470958 EI” k? L°P - 16441866 EL k* L° P - 1273 k* L*? P) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET’ k L* +

(9
(

11349985437 EI? k? L® + 3921291 ET k3 L® + 265 k* L12) )

R10 =
R1
1 27 (110008287 EI?k L3P +4455EI k? LS P -2Kk3L° P)
ougej= — |P - +
2 4 <10460 353203 FI% +1937102445EI%k L3 + 761076 EI k% L® + 53 k3 L9)

(9k L (-277780490613 EI’ P + 679181598 EI*k L P - 91854 EIk* L°P+ 2Kk’ L°P) ) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI  k L° +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ) -
(9k L (527666706018 EI° P - 241865655 EI* k L> P - 209952 ETk* L°P + 8k’ L°P) ) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI  k L* +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k* L® + 265 k* L*?) ) +
(-7489612893348 EI’ k L> P - 36 264470958 EI° k? L° P - 16441866 ET k* L° P - 1273 k* L** P) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI’ k L® +

11349985437 EI? k% L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* L“) )
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1 27 (110008287EIZkL3P+4455 EIKk?>LéP-2K3 L9P)
ouf-]= — |P = +
2 4 (1@460 353203 FI% +1937102445EI%2k L + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

(9k L (-277780490613 EI’ P + 679181598 EI* k L P - 91854 ETk* L°P+ 2K’ L°P) ) /
(4 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI* k L® +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ) -
(9kL® (527666706018 EI’ P - 241805655 EI” k L> P - 209952 ET k* L°P + 8 k> L°P) ) /
(4 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 ET’ k L +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k* L® + 265 k* L*?) ) +
(-7489612893348 EI’ k L’ P - 36 264470958 EI* k? L° P - 16441866 ET k* L° P - 1273 k* L' P) /
(4 (22876792454961 ET* + 4288744813230 ET  k L® +

11349985437 EI? k? L% + 3921291 EI k3 L® + 265 k* L12) )

7= (*DATOS DEL PROBLEMA=*)
B = 0.20 (*mx*)
H=0.30 (xmx*)
ks = 10000000 (*N/m"3*)

Ec = 21707945522.8 (*N/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L = 20 (*m*)
P = 100 (*Nx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

ouf-1= 10 000 000

our - 2.17079 x 10°
ouf-]- ©.00045

outf ]= 2. X 10°

outf 1= 20

outr 1= 100

our - 9.76858 x 10°
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA=x)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_%, _Rz/k}, {_%, —R3/k},

{-%, -Ra /k}, {-%, -R5 / Kk}, {%, -R6 / k}, {2, -R7 / K}, {%, ~R8 / k},

{%: -R9 / k}, {2, -R10/ k}}, AxesOrigin -» {@, 0}, PlotRange —>A11]
g2 = ListPlot[{{—E, -R1/k}, {—%, -R2/k}, {- %, 83 /k}, {_E, ~ra /i),

{—i, -RS / k}, {% -R6 / k}, {E -R7 / k}, {% ~R8 / k}, {% ~R9 / Kk}, {2 -r10/k}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g1,
g2]

Outf* J= —0.000010
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A.1.2. Ejemplo 2: Viga sobre apoyos elasticos con carga repar-
tida

, aplicando la teoria de Euler-Bernoulli

173



Inf* J:=
(*VIGA CON TRES RESORTES=*)
(#SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=x)
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 s((q*L-R2 q*X"2
D[z* J. ——— | *x- ————|"2dx ,Rz]
2EI Jo 2 2

5Lq  L3R2
- +
384 48

EI

Out[~ ]=

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRA LA REACCION R2x)

5L L3R2
+
384 a8

1= Solve[{_T %} (R2} |

5kl*q
Out[+]= {{R2 - 8PH;EI+|(L3>}}

5kL%q
nf = R2 = —————
8 (48 EI + k L?)
5kl*q
out[* ]=

8 (4SEI+|<L3)

m-1= (*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R3=R1x)
(#*R1+R2-P+R1=0+*)

Solve[{2*R1+R2-q=+L = @}, {R1}]

J)

3 (128EILq+kL*q)

out[*]= {{Rl -
16 (48 EI +k L3)

In[* ]:=

3 (128EILq+kL*q)
R1 =

16 (48 EI +k L3)

3 (128EILq+kL*q)

Out[~ ]=
16 (48 EI +k L?)
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n-1= R3 = R1

3 (128EILq+kL*q)

Out[~ ]=
16 (48 EI +k L3)
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Inf* J:=

Outf+]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Out[* J=

Out[ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[* J=

Out[+]=

Out[~ ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

21707945522.8 (xN/m"2x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q = 100 (*Nx*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)
0.2

0.3
10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

30

100
9.76858 x 10°
8.2

0.3

12 000 000 000
19928032768

0.00045
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA CON 3 RESORTES%*)

L
g3 = ListLinePlot[{{e, -R1/Kk}, {—, -R2/ k}, {L, -R3/ k}}, AxesOrigin - {@, 0},
2
PlotRange - All, PlotStyle - Green, PlotLegends » {"Viga con tres r‘esor‘tes"}]
L
g4 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {—, -R2/ k}, {L, -R3/ k}},
2

PlotStyle - Green, AxesOrigin - {@, 0}, PlotRange - All]

Show [

g3,
g4]

5 10 15 20 25 30

-0.0002 |-

—-0.0004
outf+J= I Viga con tres resortes

-0.0006

-0.0008 |-
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1= (*VIGA CON CUATRO RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 (;((q*L-2R2 q*X"2)\2
D[Z* j — | *x- ——| ax +
2EI Jo 2 2

1 (s((q*L-2R2 q*Xx"2 Ly 2
J u )*x——————+R2(x——” dx,R4
2EI Jt 2 2 3

_|-4_q+2L3R2 _13L4q+L3R2
108 81 972 27
outf+]= 2 +
2EI 2EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRA LA REACCION R2x)

Lq  213R2 131%°q  L2R2
“Tes T a1 T2 T R2
Inf J:= Solve[{z + = -—}, {R2}]
2EI 2EI
11k L%*q

o {{p2- )

6(81E1+5kLﬂ

11kL%*q

n1= R2 =
6(81EI+5kLﬂ

11k L*q

Out[* ]=
6(81E1+5kLﬂ

(*POR SIMETRIA LAS REACCIONES SON R1=R4 Y R2=R3 x)

mr 7= R3 = R2
11k L%q

Out[ J=
6 (81EI +5kL3)

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(#2R1+2R2-P=0%)

- Solve[{2R1+2R2+-q*L = @}, {R1}]

243EILq+4klL%q
o {{R14> 6 (81EI+5kL?) }}
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243EILq+4kL%q
n1= Rl =

6(81EI+5kL3)
R4 = R1

243EILq+4klL%q

Out[*]=

6(81EI+5|<L3)

243EILq+4kl%q

Out[ ]=

6(81EI+5|<L3)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxH”3) /12 (*m"4x)
outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

ou - 10 000 000

ou - 2.17079 x 10%°
outf - ©.00045

outf']= 2. X 10°

outf-]- 30

outr - 100

ou - 9.76858 x 10°

outf-]= 0.2

outf-]- 0.3

our- - 12 000 000 000
our- = 19928032768

outf-]- 0.00045

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA CON 4 RESORTES)
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- g5 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {s, —R2/k}, {23—“, —R3/k}, (L, —R4/k}},

AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange » All, PlotStyle - Red,

PlotLegends - {"Viga con cuatro resor‘tes"}]

g6 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {Z?L, -R3/k}, (w, —R4/k}},

PlotStyle - Red, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

85,
g6]

-0.0001

-0.0002

outf = —— Viga con cuatro resortes

-0.0003
-0.0004

-0.0005

-0.0001

-0.0002

Out[ J=

-0.0003

-0.0004

-0.0005
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(*VIGA CON CINCO RESORTES=%*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L
1 “77qxL-2R2-R3 q*x"2
In[* ]:= D[Z* —_— | X - — | "2dXx +
2+EI Jo 2 2

L
1 2r(q*L-2R2-R3 q*X"2 L
[((EE2R) 22 () r2a| ]
2 xEI 2 2 4

L
a4

111%q 1>R2  3L3R3 3
768 " 32 © 1m L>(-260Lq+320 (2R2+R3))
+

2EI 122880 EI

outf-]= 2

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

L
1 “//q*L-2R2-R3 q*x"2
ofan | A [[(AheRRER | aex) g,
2+EI Jo 2 2

L
1 2/r/q*xL-2R2-R3 q* X2 L
(B2 e 12 (2] w3
2 % EI 2 2 4

L
r
67L%q 313R2  7L3R3 3
e " s " 3 L3 (-130Lq+160 (2R2+R3))
outfr]= 2 +
2EI 122880 EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRA LAS REACCIONES R2 Y R3x)

11L4q+L3R2+3L3R3 3
68 T 32 Y T8 L7 (-260Lq+320 (2R2+R3)) R2
+

2EI 122880 EI k

Infe J:= 501ve[{2

67L°q 3L°R2 . 7L3R3

- + L3 (-130Lq+160 (2R2 +R3)) R3
2 6144 128 384 e — }, (R2, R3}]
2 EI 122 880 EI k
2k(1368EIL4+kL7)q -15360EI kL*g-13k?*L7 q
outf+J= {{R2a ,R3 > - }}
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L® 8 (147456 EI% +9216 EI k L3 + 7 k? L6)
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2k (1368EIL*+kL’) q
= R2

147456 EI? + 9216 EI k L3 + 7 k? L®
-15360EI kL*q-13k*L7q

R3
8 (147456 EI% + 9216 EI kL3 +7k? L5)

2k (1368EIL*+kL7)q

Out[~ ]=
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k? L®
-15360EI kL*q-13k?*L7 q
Out[*]= —
8 (147456 EI%+ 9216 EIkL?+7k? LG)
(*POR SIMETRIA R5=R1 Y R4=R2x)
mj= R4 = R2

2k (1368EIL*+kL’) q

Out[~ ]=
147456 EI%2 + 9216 EI k L3 + 7 k2 L®

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)

= Solve[{2R1+2R2+-q*L+R3 = 0}, {R1}]

1179648 EI%? L q+14592EI kL*q+11k?*L7 q

out[* = {{Rl -
16 (147456 EI%2+9216EI kL3 +7Kk? L6>

L 1179648 EI’Lq+14592EI kL*q+11k%L7 q
nf-]= Rl =

16 (147456 EI* + 9216 EI k L* + 7 k* L°)
R5 = R1
1179648 EI*Lq+14592EIkL*q+11k?>L7 q

Out[* ]=
16 (147456 EI%2+9216EI kL3 +7Kk? L6)

1179648 EI*Lq+14592EIkL*q+11k?>L7 q

Out[ J=
16 (147456 EI%+9216EI kL3 +7Kk? LG)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q =100 (*N=*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxH”3) /12 (*m"4x)
outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

ou - 10 000 000

ou - 2.17079 x 10%°
outf - ©.00045

outf']= 2. X 10°

outf-]- 30

outr - 100

ou - 9.76858 x 10°

outf-]= 0.2

outf-]- 0.3

our- - 12 000 000 000
our- = 19928032768

outf-]- 0.00045

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
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- g7 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {2, —R2/k}, {2, —R3/k}, {34—L, —R4/k}, (L, -R5/k}},

AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange » All, PlotStyle - Blue,

PlotLegends -» {"Viga con cinco r‘esor‘tes“}]

g8 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, —R2/k}, {E, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (w, —R5/k}},

PlotStyle - Blue, AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g7,
g8]

5 10 15 20 25 30

-0.0001 |

-0.0002

outf*J= — Viga con cinco resortes

-0.0003 |

-0.0004 |

-0.0001 |
-0.0002
Out[ J= r

-0.0003 |

-0.0004 |
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(*VIGA CON SEIS RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 (;((q*L-2R2-2R3 q*x"2\2
D[Z* J- *X - ——| dx +
(2]

2EI 2 2

1 X((q*xL-2R2-2R3 q*x"2 Ly)2
J (( )*X——+R2{X——)) dx +
2EI JE 2 2 5

1 >((q*L-2R2-2R3 q*Xx"2 L 2Ly)2
L(( )*x——+R2(x——)+R3(x——)) dlx,RZ]
2EI Ji 2 2 5 5

31L%q  213R2 313R3 3 3
T 3750 T T1m T 1z L> (-850 Lq+2000 (R2+R3)) L° (-3700Lq+ 6000 (R2+2R3))

outfc]= 2 + +

2EI 750000 EI 1500000 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3=%)

1 (;((q*L-2R2-2R3 q*x~2)\2
Inf* J:= D[Z* —j (( ]*X——) dx +
(*]

2EI 2 2

1 X((q*L-2R2-2R3 q*X"2 Ly)2
ﬁ [( )*X——+R2{X——)) dx +
;

2 EI 2 2 5
1 ;((q*L-2R2-2R3 q*Xx"2 L 2Ly)2

J (( )*x——+R2 [x——)+R3 (x——)) dx ,R3]
2EI J 2 2 5 5

191%q 313R2 14 L3R3
5 " Tmee T T1s T 378 L3 (-850 Lqg+2000 (R2+R3)) L3 (-7400Lq+12000 (R2 + 2R3))
Out[* ]= + +

2EI 750000 EI 1500000 EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRA LAS REACCIONES R2 Y R3x)
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Solve[
31L1°q  213R2  3L3R3
{2 ~ 3750 125 T Tias . L3 (-850Lq+2000 (R2 +R3)) . L3 (-3700L q + 6000 (R2 + 2R3)) N
2EI 750000 EI 1500000 EI
R2
-
k
19L%q  313R2  1413R3
5 “Isee T 125 T T37s L3 (-850 L q+2000 (R2 +R3)) L3 (-7400Lq+ 12000 (R2 + 2R3))
+ + ==
2EI 750000 EI 1500000 EI
R3

- ?}, (R2, R3}]

k (21750 EI L*+43kL’) q -34875EIkL*q-37k*L7q

Outf+]= {{RZ% , R3 > - }}

10 (140 625 EI% +14625EI k L3 + 19 k? L6) 10 (140 625 EI% +14625EI k L3 + 19 k? L6)

k (21750 EIL*+43kL’) q
nf- 1= R2

10 (140625 EI® +14625EI kL3 +19k? L6)

5 -34875EIkL*q-37k*Lq
R

10 (140 625 EI% + 14625 EI k L3 + 19 k? LG)

k (21750 EI L*+43kL’) q

Out[~ ]=

10 (140 625 EI2 +14625EI k L + 19 k2 L6)

-34875EIkL*q-37k?>L7 g

Out[*]= —
10 (140 625 EI% + 14625 EI k L> + 19 k? L6)

(» AL SER SIMETRICA, LAS REACCIONES SON R1=R6, R2=R5 Y R3=R4x)

nf-1= R5 = R2
R4 = R3

k (21750 EI L* +43k L7) q

Out[ J=
10 (149 625 EI% +14625EI k L3 + 19 k? L5)

-34875EIkL*q-37k*L7q

Out[*]= —
10 (140625EI% + 14625 ET k L* + 19k* L°)
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(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)

Solve[{2R1+2R2+2R3-q+L = 0}, {R1}]

3 (46875 EI°Lq+1100EIk L*q+ k* L7 q)

out[J= R1 -
[ H 2 <140625EIZ+14625EIkL3+19k2L6> }}

3 (46875EI’Lq+1100EIk L*q+k*L’ q)
mnf- = R1

2 (140 625 EI% +14625EI k L3 + 19 k? L6)
R6 = R1
3 (46875EI°Lq+1100EIk L*q+k* L7 q)

Out[ J=
2 (140625 EI%+14625EI k L3 + 19 k2 L6)

3 (46875EI°Lq+1100EIk L*q+k* L7 q)

Out[~ ]=
2 (140625 EI%+14625EI k L3 + 19 k? L6)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)
B =0.20 (*xmx)
H=0.30 (xmx)

ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxH”3) /12 (*m"4x)
outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

ou - 10 000 000

ou - 2.17079 x 10%°
outf - ©.00045

outf']= 2. X 10°

outf-]- 30

outr - 100

ou - 9.76858 x 10°
outf-]= 0.2

outf-]- 0.3

our- - 12 000 000 000
our- = 19928032768

outf-]- 0.00045
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA CON 6 RESORTES=x)

g9 = ListLinePlot[{{e, -R1/Kk}, {E, _Rz/k}, {ZS—L, —R3/k},

{35—L, -R4/k}, {%, —R5/k}, (w, -Rs/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Yellow, PlotLegends » {"Viga con seis r‘esor‘tes"}]

glo = Listplot[{{a, -R1/k}, {E, —R2/k}, {ZS—L, -Ra/k}, {35—L, -R4/k}, {%, —R5/k},

{L, -R6/ k}}, PlotStyle - Yellow, AxesOrigin - {@, 0}, PlotRange » All]

Show[g9, g10]

-0.00005 [

-0.00010 |

-0.00015 - . .
outf+J= F Viga con seis resortes

-0.00020 |

-0.00025 |

-0.00030 [

-0.00005 [

-0.00010 |

-0.00015 -
Outf* |= [

-0.00020 [

-0.00025 [

-0.00030 |-
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(*VIGA CON SIETE RESORTES=%*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

L

1 s//q*L-2R2-2R3-R4 q* X2
D[Z* -J.(( ]*X——)"Zd]x+
2+ EI Jo 2 2

1L

1 J‘T((q*L—ZRZ—ZRB—M) q*XxX"2
*X- ———

L

6

L
+R2 (X——)J"Zdlx+

2xEI 2 2 6

1 g q*L-2R2-2R3-R4 q#*Xx"2 L 2L
J (( )*x——+R2(x——)+R3(x——])"2dlx,RZ]
2 %« EI 13—L 2 2 6 6

L3 (-216 L q+240 (2R2+2R3+R4))
311040 EI

out[*]= 2

+

+

L3 (-1040Lq+60 (24 (R2+2R3) +30R4)) L3 (-800Lq+60 (24R2+18 (2R3+R4)))
311040 EI 311040 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)

L

1 s//q%L-2R2-2R3-R4 q* X2
Infe J:= D[Z* *X - — | *"2dx +
2% EI Jo 2 2

I

L

1 qxL-2R2-2R3-R4 q*XxX"2 L
J [( )*x——+R2(x——))"2d1x+
2*xEI % 2 2 6

L

1 2rq%xL-2R2-2R3-R4 q*x"2 L 2L
J (( )*x——+R2(x——)+R3(x——])"2dlx,R3]
2+ EI JI 2 6 6

“|

L3 (-210Lq+240 (2R2+ 2R3 +R4))

Outf* ]= 2 +

311040 EI

+

L3 (-2080Lq+60 (48 (R2+2R3) +60R4)) L3 (-1230Lq+60 (36R2+28 (2R3 +R4)))
311040 EI 311040 EI
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1= (*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)

L

1 s (q*L-2R2-2R3-R4 q* X2
D[Z* J-(( ]*x——)"Zdlx+
2+EI Jo 2 2

I

L

“|

q*L-2R2-2R3-R4 q#*XxX"2 L
(( )*x——+R2(x——))"2d1x+
2

2 6

1 J‘
2% EI Jt
6

L

1 2rq%xL-2R2-2R3-R4 q*x"2 L 2L
#X - —— +R2 [x- —| +R3 |x- — || ~24ax ,R4]
2% EI JL 2 2

L3 (-105Lq+120 (2R2+ 2R3 +R4))
outfr]= 2

+

311040 EI

+

L3 (-1305Lq+60 (30 (R2+2R3) +38R4)) L3 (-615Lq+60 (18R2+14 (2R3 +R4)))
311040 EI 311040 EI

(*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER=*)
(*SE ENCUENTRAN R2, R3 y R4x)

In[* ]:==

+ +

L3 (-210Lq+240 (2R2+2R3+R4)) L3 (-1040L q+60 (24 (R2+2R3) +30R4))
Solve[{z

311040 EI 311040 EI
L3 (-800L q + 60 (24R2 + 18 (2R3 +R4))) R2
311040 EI Tk’

+ +

[L3 (-210Lq+240 (2R2+2R3+R4)) L3 (-2080L q+60 (48 (R2+2R3) + 60 R4))
2

311040 EI 311040 EI
L3 (-1230L q+ 60 (36R2 + 28 (2R3 +R4))) R3
311040 EI Tk’

L3 (-165Lq+120 (2R2+2R3 +R4)) L3 (-1305Lq+ 60 (30 (R2+2R3) + 38R4))
2 + N
311040 EI 311040 EI

i~ }, (R2, R3, R4}]

L®> (-615Lq+60 (18R2+14 (2R3 +R4))) R4
311040 EI

kL* (172160640 EI* + 309 744 ET k L* + 59 k* L®) q
Outf+]= {{RZ -

)
24 (544195584 EI° + 56687040 EI’ k L* + 89352 ET k* L® + 13 k> L)

kL* (147806208 EI* + 199260 ET k L> + 25 k* L®) q
R3 -

3
12 (544 195584 FI% + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L9)

-170061120EI?k L* q- 225504 ETI k? L’ q- 53 k> L% q
R4 - -

24 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 ET k% L® + 13 k3 L9) }}
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In[* ]:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

In[* ]:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

In[* ]:=

Out[~ ]=

In[* ]:=

Out[~ ]=

Out[* ]=

kL* (172160640 EI? + 309744 EI k L* + 59 k? L®) q

"= 24 (544195584 EI* + 56687040 EI* k L + 89352 ET k* L® + 13 k* L?)
kL* (147806208 EI* + 199260 EI k L + 25 k* L®) q

" 12 (544195584 EI* + 56 687040 EI” k L* + 89352 ET k® L® + 13 k* L°)

e -170061120EI%> k L* q- 225504 EI kL7 q-53k3* L q

24 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 80352 EI k? L% + 13 k3 L9)

kL* (172160640 EI> + 309 744 ET k L® + 59 k?* L®) q

24 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L + 13 k3 L9)

kL* (147806208 EI* + 199260 EI k L® + 25 k* L®) q

12 (544195584 EI®+ 56687040 EI2k L® + 89352 EI k? L® + 13 k3 L9)

-170061120EI? k L* q - 225504 ET k> L7 q-53k3 L% q

24 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 890352 EI k% L® + 13 k3 L9)

(*POR SIMETRIA R6=R2 Y R5=R3 %)

R6 = R2
R5 = R3

kL* (172160640 EI* + 309 744 ET k L* + 59 k* L®) q

24 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L® + 13 k3 L9)

kL* (147806208 EI* + 199260 EI k L* + 25 k* L®) q

12 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 89352 EI k? L + 13 k3 L9)

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R7=R1x)

Solve[{2R1+2R2+2R3+-q#L +R4 = 0}, {R1}]

13060694016 EI® L q+ 254881728 EI2k L* q + 286416 EIk* L7 q+41k3*L¥q

R1 -
H 48 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 80352 EI k® L® + 13 k3 L9)

13060694016 EI> L q + 254881728 EI?k L* q + 286416 EIk* L7 q +41 k3 L% q

R1

48 (544195584 EI® + 56 687040 EI” k L® + 80352 EI k? L® + 13k L°)
R7 = R1
13060694016 EI® L q+ 254881728 EI k L* q + 286416 EIk* L7 q+41k*L¥q

48 (544 195584 EI3 + 56687040 EI2 k L3 + 80352 EI k? L® + 13 k3 L9)

13060694016 EI® L q+ 254881728 EI?k L* q + 286416 EI k> L7 q+41k3*L¥q

48 (544195584 EI®+ 56687040 EI%kL> + 80352 EI k?L®+13k? L9)
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Inf+ J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[* ]=

Out[ J=

Out[* J=

Out[* ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[* J=

Out[+]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (+N/m"3x)

Ec

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

21707945522.8 (xN/m"2x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=%*)

k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 30 (*xmx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3*)

Ec

19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)
0.2

0.3
10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

30

100
9.76858 x 10°
8.2

0.3

12 000 000 000
19928032768

0.00045
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA=x)

o - g1l = ListLinePlot[{{e, -R1/Kk}, {E, -R2/k}, {26—L, -R3/k},

{Z—L, —R4/k}, {%, -Rs/k}, {Z—L, -Rs/k}, (w, —R7/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Black, PlotLegends » {"Viga con siete r'esor'tes"}]
L 2L 3L 4L
gl2 = Llstplot[{{e, -R1/Kk}, {E’ -R2/ k}, {?, -R3/ k}, {?, ~R4 / k}, {?, -R5/ k},

5L
{?, -R6 / k}, (L, -R7/ k}}, PlotStyle - Black, AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]
Show [

gl1,
g12]

5 10 15 20 25 30

-0.00005
-0.00010 |-
ouf'l= _g 000151 — Viga con siete resortes

-0.00020 |

-0.00025

5 10 15 20 25 30

~0.00005 |-
-0.00010 f .
Oul'J= _0.00015 |
-0.00020 |-
L]
-0.00025 [ R .
[ [ ] [ )
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(*VIGA CON OCHO RESORTES=*)
(*SE APLICA EL SEGUNDO TEOREMA DE CASTIGLIANO=)
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 (>((q*L-2R2-2R3-2R4 q*X"2)\2
Inf* J:= D[Z* -J.(( )*X— ) dx +
(”]

2EI 2 2

1 27—L q*L-2R2-2R3-2R4 q*XxX"2 Ly)2
j [( )*x——+R2(x——)) dx +
2EI ; 2 2 7

3L
7

1 q*L-2R2-2R3-2R4 q*XxX"2 L 2L))?2
j (( )*X——+R2(X——)+R3[x——)) dx +
2EI J& 2

1 % q*xL-2R2-2R3-2R4 q*X"2 L 2L 3L\)\2
j(( )*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——))

2EI J» 2 2 7 7 7
dlx], Rz]
L3 (-1750 L q+ 3920 (R2+R3+R4)) L3 (-10220Lq+11760 (R2+2R3 +3R4))
out+}= 2 + +
4033680 EI 8067360 EI

L3 (-9380Lq+1960 (6 (R2+2R3) +15R4)) L> (-6860Lq+1960 (6R2+9 (R3+R4)))
+

4033680 EI 4033680 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)

1 (>((q*L-2R2-2R3-2R4 q*X"2)2
Inf* J:= D[Z* J-(( )*x— ) dx +
2EI Jo 2 2

1 27—L gqxL-2R2-2R3-2R4 q*Xx"2 Ly)2
J: [( )*X——+R2(X——)) dx +
7

2EI 2 2 7
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4 q%X"2 L 2Ly)2

j (( )*X——+R2(X——)+R3(X——)) dx +
2EI J& 2 2 7 7

1 E q*xL-2R2-2R3-2R4 q*X"2 L 2L 3L\)\2
J;[( )*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——)]

2EI TL 2 2 7 7 7
dlx], Ra]
L3 (-1750L q + 3920 (R2 + R3 + R4)) L3 (-20440 L q+ 23520 (R2+2R3+3R4))
outfc]= 2 + +
4033680EI 8067360 EI

L3 (-18760 L q+1960 (12 (R2+2R3) +30R4)) L® (-10570Lq+1960 (9R2 +14 (R3+R4)))

+

4033680 EI 4033680 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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1 5 qxL-2R2-2R3-2R4 qx*xXx"2)2
Inf* J:= D[Z* —J (( )*X— ) dx +
2EI Jeo 2 2

1 27—L qxL-2R2-2R3-2R4 q#*XxX"2 Ly))2
J: [( )*x——+R2(x——)) dx +
7

2 EI 2 2 7
1 >//q*L-2R2-2R3-2R4 q*x"2 L 2L))\2
*X-————+R2 |X-—| +R3 [x- — dx +

2E1 J& 2 2 7 7

1 (;((q*L-2R2-2R3-2R4 q*x"2 L 2L 3LY)2
j(( )*x——+R2(x——)+R3[x——)+R4(x——)]

2EI J* 2 2 7 7 7
dlx],R4]

L3> (-1750Lq+ 3920 (R2+R3+R4)) L3 (-30660Lq+35280 (R2+2R3+3R4))
2 + N
4033680 EI 8067 360 EI

L3 (-23590L q+1960 (15 (R2+2R3) +38R4)) L3 (-10570L q+ 1960 (9R2 + 14 (R3 +R4)))
+
4033680 EI 4033680 EI
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mf-]= (*SE APLICA EL MODELO DE WINKLER%*)

(*SE ENCUENTRAN R2, R3 y Rdx)
L3 (-1750Lq+3920 (R2+R3+R4)) L3 (-10220Lq+11760 (R2+ 2R3 +3R4))

Solve [{2 + +
4033680 EI 8067 360 EI

L3 (-9380Lq+1960 (6 (R2+2R3) +15R4)) L> (-6860L q+1960 (6R2+9 (R3+R4)))
+ =

4033680EI 4033680 EI

R2 [L3 (-1750L q + 3920 (R2+R3+R4)) L3 (-20440Lq+ 23520 (R2+2R3+3R4))
y 2 + +
k

4033680 EI 8067360 EI
L3 (-18760 L q + 1960 (12 (R2 + 2R3) + 30 R4))

+

4033680 EI
L3 (-10570 L q + 1960 (9 R2 + 14 (R3 + R4))) R3
4033680 EI ok

L3 (-1750L q + 3920 (R2 + R3 +R4)) L3 (-30660 L q+ 35280 (R2+2R3+3R4))
2 +
4033680 EI 8067 360 EI
L3 (-23590L q + 1960 (15 (R2 + 2R3) + 38R4))
+

4033680 EI
L3 (18570 L q + 1960 (9 R2 + 14 (R3 + R4))) R4
-—}, (R2, R3, R4}]
4033680 EI k

k L* (24958395 EI? + 85260 EI k L + 23 k> L®) q

outf]J= {{RZ - >
2 <1089 547389 EI% + 158826150 EI’ k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

k L* (312358095 EI* + 721329 ET k L + 137 k* L®) q

R3 - b
14 (1989 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

-387535806 FI2k L* q- 616371 EI k®>L7 q-143k3>L1q

i

14 (1689 547389 EI% + 158826150 EI% k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)
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Inf* J:=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

In[* ]:=

Out[ J=

Inf* ]:=

Out[~ ]=

(*POR SIMETRIA, LAS REACCIONES SON R1=R8, R2=R7, R3=R6 Y R4=R5%)
kL* (24958395 EI” + 85260 EI k L* + 23 k* L°) q

" 2 (1089547389 EI® + 158826150 EI” k L® + 320019 EI k* L°® + 71 k* L?)
kL* (312358095 EI? + 721329 EI k L + 137 k* L®) q

" 14 (1089547389 EI* + 158826 150 EI” k L® + 320019 EI k* L® + 71 k* L?)

ca -387535806 EI2k L*q-616371EIk?’L’ q-143k3>L1%q

14 (1089 547389 EI3 + 158826150 EI%? k L3 + 320019 EI k2 L® + 71 k3 L9)

k L* (24958395 EI* + 85260 EI k L® + 23 k* L®) q

2 (1089 547389 EI% + 158826150 EI? k L + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

kL* (312358095 EI? + 721329 EI k L + 137 k* L®) q

14 (1089 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

-387535806 EI?k L* q- 616371 EIk*L7q-143k>L1%q

14 (1@89 547389 EI3 + 158826150 EI® k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

R7 = R2
R6 = R3
R5 = R4

k L* (24958395 EI* + 85260 ET k L + 23 k* L®) q

2 (1@89 547389 EI% + 158826150 EI’ k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

kL* (312358095 EI? + 721329 EI k L*> + 137 k* L®) q

14 (1089 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)

-387535806 EI?k L* q- 616371 EIk*L7q-143k*L1%q

14 (1089 547389 EI3 + 158826150 EI’ k L + 320019 EI k% L® + 71 k3 L9)

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
(*POR SIMETRIA R8=R1x)

Solve[{2R1+2R2+2R3+-q*L+2R4 == 0}, {R1}]

1089547389 EI®L q+33882912EI2kL%q+43659EIk?*L7 q+8k*L¥q

{{Rle

1089547389 EI3Lq+33882912EI%2kL*q+43659EIk*L’ q+8k3L¥q

2 (1089547389 EI® + 158826 150 EI* k L® + 320019 EI k? L® + 71 k* L°)

R1 =

2 (1089 547389 EI3 + 158826150 EI% k L3 + 320019 EI k2 L® + 71 k3 L9)

1089547389 EI®L q+33882912EI%2kL*q+43659EIk?>L’ q+8k>L1%q

2 (1089547389 EI® +158826150 EI% k L3 + 320019 EI k2 L® + 71 k® L9)
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7= R8 = R1

1089547389 EI3L q+33882912EI%kL*q+43659EIk?*L7q+8k*L¥q

Out[ J=
2 (1@89 547389 EI® + 158826150 EI? k L3 + 320019 EI k? L® + 71 k3 L9)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)
B =0.20 (*xmx)
H=0.30 (xmx)

ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxH”3) /12 (*m"4x)
outf-]= 0.2

outf-]= 0.3

ou - 10 000 000

ou - 2.17079 x 10%°
outf - ©.00045

outf']= 2. X 10°

outf-]- 30

outr - 100

ou - 9.76858 x 10°
outf-]= 0.2

outf-]- 0.3

our- - 12 000 000 000
our- = 19928032768

outf-]- 0.00045
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(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICAx)

o~ g3 = ListLinePlot[{{e, -R1/Kk}, {;, -Rz/k}, {27—L, -R3/k}, {37—L, -R4/k},

{%, —R5/k}, {57—L, -Rs/k}, {67—L, —R7/k}, (v, —R8/k}}, AxesOrigin - {0, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Magenta, PlotLegends » {"Viga con ocho resor‘tes“}]

gl = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {3 -Rz/k}, {27—L -R3/k}, {37—L —R4/k},

{47—L, —R5/k}, {57—L, —R6/k}, {67—L, —R7/k}, {L, -Rs/k}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g13,
gl4]

-0.00005

-0.00010 )

outf-J= — Viga con ocho resortes

-0.00015 |

-0.00020

-0.00005 |-
-0.00010% o
Outf* = [
~0.00015 |-
-0.00020 [
] ° °
[ ] ) Y [ ]
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(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

Inf* J:=

1 (;((q*L-2R2-2R3-2R4 -R5 q*Xx"2)2
D[Z* -J.[( )*X——) dx +
2EI Jo 2 2

1 ZS—L q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q#*XxX"2 Ly)2
J: (( ]*X——+R2(X——)] dx +
2EI J;

2 2 8
1 (>/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2 L 2Ly)2
j [( ]*X——+R2 (X——]+R3 (X——]) dx +
2EI Ji 2 2 8 8
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2 L 2L 3L
j(( )*X——+R2(X——)+R3[X——]+R4(X——
2E1 J 2 2 8 8 8
dlx],Rz]
3 145Lq
L (7—+4e (2 (R2+R3+R4)+R5)) L3 (-7520Lq+320 (24 (R2+2R3+3R4) +42R5))
outfr]= 2 + +
122880 EI 3932160 EI

L3 (-4640 L q+320 (24R2+18 (2 (R3+R4) +R5)))
3932160 EI

+

L3 (-6560Lq+320 (24R2+6 (8R3+5 (2R4+R5))))

3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3%)
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
2EI Jeo 2 2

1 ZB—L gqxL-2R2-2R3-2R4-R5 q*xXx"2 L2
J: [( ]*x——+R2(x——)) dx +
2EI J:

2 2 8

1 >/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q* X 2 L 2Ly)2
J (( ]*X——+R2 (X——]+R3 (x——]) dx +

2E1 J2 2 2 8 8

1 ~fg((q*L-zkz-zks-zm-ks) q*x"2
* X - —

2 2 8 8 8
dlx], R3]
3 145 L g
L ( ——— +40 (2 (R2+R3 +R4) +R5)) L3 (-15040Lq+ 320 (48 (R2+2R3+3R4) +84R5))
outfr]= 2 +
122880 EI 3932160 EI

L3 (-13120L q+ 320 (48R2+96R3 + 60 (2R4 +R5)))

+
3932160 EI

L3 (-7160Lq+320 (36 R2+28 (2 (R3+R4) +R5)))

3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
2EI Jeo 2 2

1 ZB—L gqxL-2R2-2R3-2R4-R5 q*xXx"2 L2
J: [( ]*x——+R2(x——)) dx +
2EI J:

2 2 8
1 >/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q* X 2 L 2Ly)2
J (( ]*X——+R2 (X——]+R3 (x——]) dx +
2E1 Ji 2 2 8 8
1 ((q*xL-2R2-2R3-2R4-R5 q* X 2 L 2L 3L))2
j(( )*X——+R2(X——J+R3[X——]+R4(X——))
2EI J& 2 2 8 8 8
dlx],R4]
3 145Lq
L ( 229,40 (2 (R2+R3+R4)+R5)) L3 (-22560Lq+320 (72 (R2+2R3+3R4) + 126 R5))
outfr]= 2 + +
122880 EI 3932160 EI

L3 (-16520L q+ 320 (60R2 + 120 R3 + 76 (2R4 + R5) ) )

+

3932160 EI

L3 (-7160Lq+320 (36 R2+28 (2 (R3+R4) +R5)))

3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R5%)
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2EI 2

1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
0

1 J‘ZB—L((q*L—ZRZ—ZR3—2R4—R5
2EI Jt 2

3L
8

1 J~ ((q*L—2R2—2R3—2R4—R5
2EI J& 2

1 ~fg((q*L-zkz-zks-zm-ks) q*x"2
* X - —

2

q*x"2 Ly)2
]*x——+R2 (x——)) ax +
2 8

q*xXx"2 L 2L)\2
]*X——+R2(X——]+R3(x——]) dx +
2 8

2 2 8 8 8
dlx], R5]
3/ 145Lq
L ( L9 20 (2 (R2 +R3 + R4) +R5>) L3 (-13180Lq+ 320 (42 (R2+ 2R3 + 3R4) + 74R5))
outfr]= 2 +
122880 EI 3932160 EI

L® (-8260L q+320 (30R2 +60R3 +38 (2

R4 +R5)))

3932160 EI

+

L3 (-3580Lq+320 (18R2+14 (2 (R3+R4) +R5)))

3932160 EI

(*SE CALCULAN LAS REACCIONES=*)
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Inf+ J:= Solve[

3 145L g
L (_ - +40(2(R2+R3+R4)+R5)) L3 (-7520L q+ 320 (24 (R2+2R3 +3R4) +42R5))

{2 + +
122 880 EI 3932160 EI

L3 (-4640L q+ 320 (24R2 + 18 (2 (R3+R4) +R5)))

+

3932160 EI
L3 (-6560L q+320 (24R2+6 (8R3+5 (2R4+R5)))) R2
3932160 EI Tk’

3 145Lq
L (‘_4 +40 (2 (R2+R3+R4)+R5)) L3 (-15040 L q + 320 (48 (R2 + 2R3 + 3R4) + 84R5))
2 + +

122880 EI 3932160 EI

L3 (-13120L q + 320 (48R2 + 96 R3 + 60 (2R4 +R5)))
+

3932160 EI
L3 (-7160L q + 320 (36 R2 + 28 (2 (R3 + R4) +R5))) R3
3932160 EI Tk’

3 145Lq
L (_ — +40 (2 (R2+R3+R4)+R5)) L®> (-22560 L q+320 (72 (R2+2R3 +3R4) + 126 R5))
2 + +

122880 EI 3932160 EI

L3 (-16520L q + 320 (60 R2 + 120R3 + 76 (2R4 + R5)))

+

3932160 EI
L3 (-7160 L q+ 320 (36 R2 + 28 (2 (R3 + R4) +R5))) R4
3932160 EI Tk’

3 145Lq
L (——8 +20 (2 (R2+R3+R4)+R5)) L3 (-13180Lq+320 (42 (R2+2R3 +3R4) +74R5))
2 + +

122880 EI 3932160 EI

L3 (-8260L q+320 (30R2 + 60R3 + 38 (2R4 +R5)))
+

3932160 EI
L3 (-3580 L q + 320 (18 R2 + 14 (2 (R3 + R4) +R5))) RS
-—}, {(R2, R3, R4, RS}]
3932160 EI k

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



6 | viga_9_resortes.nb

our- = {{R2 > (k (900533846016 EI° L* + 2699034624 EI* k L’ + 957312 ET k* L + 55 k> L) q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L® +
6610747392 EI*k® L° + 1781760 EI k> L + 97 k* L*?) ),
R3 - (k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 EI k* L*° + 187 k> L*) q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L° +
6610747392 E1 k* L®+ 1781760 EI k* L® + 97 k* L?) ),
R4 > - ((-2147148103680 EI° k L* q - 3973054464 EI°k? L’ q - 1007232 EI Kk’ L’ q-49k* L q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 ET* k* L°+ 1781760 EI k* L® + 97 k* L*?) ) ),
R5 > - ((-4638564679680 EI° k L* q - 8257536000 EI* k? L’ q - 2899968 EI k* L'® q - 193 k* L** q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L* +
6610747392 EI* k* L®+ 1781760 EI k* L® + 97 k* L?)) ) } }

n - R2 = (k (900533846016 EI’ L* + 2699034624 EI*k L7 + 957312 ET k* L' + 55 k* L*?) q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L +
6610747392 EI*k® L® + 1781760 EI k> L° + 97 k* L'?) )
R3 = (k (6609954668544 EI’ L* + 15075901440 EI’ k L’ + 3440640 EL k* L™ + 187k’ L) q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L* +
6610747392 EI* k® L® + 1781760 EL k> L° + 97 k* L*?) )
R4 = - ((-2147148103680 EI’ k L* q- 3973054464 EI’ k’ L’ q-1007232EIk* L’ q-49k* L q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI” k? L° + 1781760 EL k’ L® + 97 k* L*?) ) )
RS = - ((-4638564679680 EI’k L* q - 8257536000 EI* k® L" q- 2899968 EL k> L'’ q-193k*L* q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L® +
6610747392 EI*k* L® + 1781760 EI k* L® + 97 k* L*?) ) )

our - (k (990533846016 EI° L* + 2699034624 EI* k L7 + 957312 EI k* L + 55k L) q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET> k L +
6610747392 EI* k® L® + 1781760 EI k> L° + 97 k* L*?) )

our = (k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 ET k* L'° + 187 k> L") q) /
(16 (22265110462464 EI*+ 3246995275776 EI> k L3 +
6610747392 EI* k*> L® + 1781760 EI k® L° + 97 k* L12) )

our - - ((-2147148103680 EI* k L* q - 3973054464 EI* k* L’ q- 1007232 ET k> L' q-49k* L q) /
(4 (22265110462 464 EI*+ 3246995275776 EI> k L3 +
6610747392 EI2 k%> L% + 1781760 EI k3 L° + 97 k* L12) ))

our -~ ( (4638564679680 EI’ k L* q - 8257536000 EI* k* L’ q - 2899968 E1 k* L'® q - 193 k* L q) /
(16 (22265110462464 EI*+ 3246995275776 EI3k L3 +
6610747392 EI2 k?> L% + 1781760 EI k3 L° + 97 k* le) ))
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= R8 = R2
R7 = R3
R6 = R4

our = (k (990533846016 EI° L* + 2699034624 EI* k L7 + 957312 ET k* L + 55 k% L*?) q) /
(4 (22265110462 464 EI*+ 3246995275776 EI® k L3 +
6610747392 EI? k* L%+ 1781760 EI k3 L° + 97 k* L12> )

our- - (k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 ET k* L'° + 187 k> L) q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L° +
6610747392 EI? k* L%+ 1781760 EI k3 L° + 97 k* L12> )

our = - ((-2147148103680 EI’ k L* q - 3973054464 EI* k* L’ q - 1007232 EI K> L' q-49k* L q) /
(4 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET’ k L’ +
6610747392 EI* k? L® + 1781760 ET k> L° + 97 k* L*?) ) )

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
(*POR SIMETRIA R9=R1x)

Inf J:=
Solve[{2R1+2R2+2R3+-q*L+2R4+R5== 0}, {R1}]

1
outt- - {{Rl -~ (Lq- (k (900533846016 EI* L* + 2699034624 EI> k L’ + 957312 EI k* L® + 55 k> L) q) /

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L +
6610747392 EI° k? L®+ 1781760 EI k> L + 97 k* L*?) ) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI° k L’ + 3440640 EI k* L'° + 187k’ L*?) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L +
6610747392 EI°k* L®+ 1781760 ET k> L + 97 k* L*?) ) +
(4638564679680 EI° k L* q - 8257536000 EI” k* L’ q - 2899968 ET k*> L q-193k* L* q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 ET* k* L® + 1781760 ET k> L® + 97 k* L*?) ) +
(-2147148103680 EI> k L* q- 3973054464 EI*k* L’ q- 1007232 EI k> L' q-49k* L¥ q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L +

6610747392 EI* k* L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) ) }}
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mr- = R1 =

N | =

(Lq- (k (900533846016 EI’ L* + 2699034624 EI*k L’ + 957312 EI k* L*® + 55 k> L*?) q) /

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L® +
6610747392 EI* k? L® + 1781760 EL k> L° + 97 k* L*?)) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI’ k L’ + 3440640 EI k* L' + 187 k> L*?) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI* k? L® + 1781760 EL k> L® + 97 k* L*?) ) +
(-4638564679680 EI’ k L* q - 8257536000 EI’ k* L’ q - 2899968 E1 k* L'’ q - 193k* L** q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI k L* +
6610747392 EI* k? L® + 1781760 EL k’ L° + 97 k* L*?)) +
(-2147148103680 EI’ k L* q - 3973054464 EI’ k* L’ q - 1007 232 EI k> L' q - 49k* L** q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI*k® L® + 1781760 EL k* L + 97 k* L*?) ))

1
our)= — (Lq- (k (960533846016 EI” L* + 2699034624 EI* k L’ + 957312 ET k* L' + 55 k> L*?) q) /
2

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 ET* k L° +
6610747392 EI* k* L° + 1781760 EI k° L + 97 k* L)) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 EI k? L'° + 187 k> L*?) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L* +
6610747392 EI* k* L° + 1781760 EI k> L + 97 k* L)) +
(4638564679680 EI” k L* q - 8257536000 EI* k* L’ q - 2899968 E1 k> L*° q- 193 k* L q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L° +
6610747392 EI k? L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) +
(-2147148103680 EI’ k L* q - 3973054464 EI* k* L' q - 1007232 EI K> L' q-49k* L¥ q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L* +
6610747392 EI° k* L® + 1781760 EI k* L® + 97 k* L*?) ) )
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n-1= R9 = R1

1
our )= — (Lq- (k (960533846016 EI* L* + 2699034624 EI* k L’ + 957312 ET k* L*® + 55 k> L*?) q) /
2

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L* +
6610747392 EI k? L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 EI k? L'° + 187 k> L*?) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 I k® L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) +
(4638564679680 EI” k L* q - 8257536000 EI* k* L’ q - 2899968 ET k> L*° q-193k* L q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L° +
6610747392 EI° k? L® + 1781760 EI k* L® + 97 k* L*?) ) +
(-2147148103680 EI’ k L* q - 3973054464 EI*k’ L' q - 1007232 EI k> L' q-49k* LY q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L* +
6610747392 EI° k* L® + 1781760 EI k> L® + 97 k* L*?) ) )

Inf* J:=

N | =

(Lq- (k (900533846016 EI’ L* + 2699034624 EI* k L” + 957312 EI k* L’ + 55 k* L*?) q) /

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI* k? L® + 1781760 EL k> L° + 97 k* L*?) ) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI’ k L’ + 3440640 EI k* L' + 187 k* L*?) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI”k® L® + 1781760 EL k* L® + 97 k* L*?) ) +
(-4638564679680 EI’ k L* q - 8257536000 EI” k* L’ q - 2899968 EI k* L*° q - 193k* L q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L® +
6610747392 EIk® L® + 1781760 EL k* L® + 97 k* L*?) ) +
(-2147148103680 EI’ k L* q - 3973054464 EI’ k* L” q - 1007232 EI k> L' q - 49k* L q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L* +
6610747392 EI*k* L® + 1781760 EI k> L° + 97 k* L*?) ) )
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1
our= — (Lq- (k (960533846016 EI* L* + 2699034624 EI* k L’ + 957312 ET k® L*® + 55 k> L*?) q) /
2

(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L* +
6610747392 EI* k* L° + 1781760 EI k> L + 97 k* L)) -
(k (6609954668544 EI° L* + 15075901440 EI* k L’ + 3440640 ET k? L'° + 187 k> L*) q) /
(8 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI* k L +
6610747392 EI° k? L®+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) +
(4638564679680 EI” k L* q - 8257536000 EI* k* L’ q - 2899968 ET k> L*° q-193k* L q) /
(16 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI° k L° +
6610747392 EI° k* L°+ 1781760 ET k* L® + 97 k* L*?) ) +
(-2147148103680 ET’ k L* q - 3973054464 EI*k’ L' q - 1007232 EI k> L' q-49k* ¥ q) /
(2 (22265110462464 EI* + 3246995275776 EI’ k L* +
6610747392 EI° k* L® + 1781760 EI k> L® + 97 k* L*?) ) )
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Inf* J:=

Outf+]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Out[* J=

Out[ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[* J=

Out[+]=

Out[~ ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

21707945522.8 (xN/m"2x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)

L =30 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (+N/m 2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)
0.2

0.3
10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

30

100
9.76858 x 10°
8.2

0.3

12 000 000 000
19928032768

0.00045

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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o - g15 = ListLinePlot[{{a, -R1/Kk}, {%, —R2/k}, {28—L, -R3/k}, {38—L, -R4/k}, {48—L, —R5/k},

{S?L, —R6/k}, {ss—L, —R7/k}, {%, —R8/k}, (, —R9/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Brown, PlotLegends - {"Viga con nueve resortes"} 1]

gl6 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {s -Rz/k}, {ZS—L -R3/k}, {38—L —R4/k},

{48—L, -R5 / k}, {58—L, -R6 / k}, {GS—L, -R7 /k}, {78—L, -R8 /k}, (L, -R9/k}},

PlotStyle -» Brown, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g15,
g16]

O

-0.00005

:
-0.00010

outf+J= —— [IViga con nueve resortes

-0.00015 |

-0.00020 |
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(*VIGA CON DIEZ RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 (;((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q* X722
Inf* J:= D[Z* -J.(( )*X— ) dx +
2EI Jo 2 2

1 ZQ—L q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q#*Xx"2 Ly)2
JL [( )*x— +R2[x——]) dx +
2EI 5

2 2 9
1 (>((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2 L 2Ly)2 1
j (( )*X— + R2 (X——)+R3(X——]) dx +
2EI JZ 2 2 9 9 2EI
S /(q*xL-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*Xx"2 L 2L 3L))2
j (( )*X——+R2[X——]+R3(X——)+R4(X——])
= 2 2 9 9 9
1 (;((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2
dx + J(( )*x——+
2EI JL 2 2
L 2L 3L 4Ly)2
R2 [x-—]+R3 (x——)+R4(x——)+R5 (x-—)] dx ,Rz]
9 9 9 9
3 110Lq
L= - +8@<R2+R3+R4+R5>) L3 (-7260L q+ 6480 (R2+2R3 +3R4+4R5))
outf*]= 2 +

+

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-6900 L q+1080 (6 (R2+ 2R3 +3R4) + 21R5))

+

4723920 EI
L3 (-4020L q+1080 (6R2+9 (R3+R4A+R5)))

+

4723920 EI

L3 (-5820Lq+1080 (6R2+3 (4R3+5 (R4A+R5))))
4723920 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3%)
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Infe J= D[Z* [(1/ (2 EI)) J.;(((q*L-ZRZ-ZR3—2R4 -2R5) /2) *X- (q*x"2) /2)2dx + (1/ (2EI))
(”]

2L

JL"’ (((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5) /2) *X- (q*X"2) /2+R2 (x-L/9))2dx +

(1/ (2EI)) J:}_L(((q*l.-zkz-zk3-zk4 -2R5) /2) xXx-
(q*x"92) /2+R2 (Xx-L/9) +R3 (x- (2L) /9))%dx +

(1/ (2EI)) J;}_L(((q*L—ZRZ—ZRB—ZR4 —2R5) /2) *X- (q*xX"2) /2+
R2 (x—gL/9) +R3 (x- (2L) /9) +R4 (x- (3L) /9))%dx +

(1/ (2EI)) ﬁi(((q*L—2R2—2R3—2R4 -2R5) /2) *X- (q*X"2) /2+R2 (x-L/9) +

R3 (x- (2L) /9) +R4 (x- (3L) /9) +R5 (x- (4L) /9))2dlx], RS]

110Lq
3

3
L +80 (R2+R3 +R4+R5) L3 (-14520Lq+12960 (R2+ 2R3 +3R4 +4R5))
outf*]= 2 + I

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-13800 L q+ 1080 (12 (R2 + 2R3 + 3R4) + 42R5) )

+

4723920 EI
L3 (-11640 L q+ 1080 (12R2 + 24R3 + 30 (R4 + R5)))

+

4723920 EI

L3 (-6210L q+1080 (9R2+14 (R3 +R4 +R5)))

4723920 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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1 :; qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*xXx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X— ) dx +
2EI Jeo 2 2

L2
+R2 (X——)) dx +

2EI 2 9

1 2//q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*x"~2
1A Jox-
: 2

3L
9

1 q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*Xx"2 L 2L)\\2 1
J;L (( )*X— +R2(X——)+R3(X——]) dx +
o

2 EI 2 2 9 9 2EI
L (q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q % x"2 L 2L 3L))2
j ([ ]*x——+R2{x——]+R3(x——)+R4(x——]]
el 2 2 9 9 9
1 (-((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q* X2
dx + J(( )*x——+
2EI Ji 2 2
L 2L 3L aLy)2
R2 [x——]+R3 (x——)+R4 (x——)+R5 (x-—]] dx ,R4]
9 9 9 9
3 110Lq
L (— + 80 <R2+R3+R4+R5>) L3 (-21780Lq+19440 (R2+2R3+3R4+4R5))
outf*]= 2 + n

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-20700 L q + 1080 (18 (R2 + 2R3 + 3R4) + 63 R5) )

+

4723920 EI
L3 (-14670 L q+ 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)) )

+

4723920 EI

L3 (-6210Lq+ 1080 (9R2+14 (R3+R4 +R5)))

4723920 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R5x)
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1 :; qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*xXx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X— ) dx +
2EI Jeo 2 2

L2
+R2 (X——)) dx +

2EI 2 9

1 2//q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*x"~2
1A Jox-
: 2

3L
9

1 q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*Xx"2 L 2L)\\2 1
J;L (( )*X— +R2(X——)+R3(X——]) dx +
o

2 EI 2 2 9 9 2EI
L (q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q % x"2 L 2L 3L))2
j ([ ]*x——+R2{x——]+R3(x——)+R4(x——]]
el 2 2 9 9 9
1 (-((q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q* X2
dx + J(( )*x——+
2EI Ji 2 2
L 2L 3L aLy)2
R2 [x——]+R3 (x——)+R4 (x——)+R5 (x-—]] dx ,Rs]
9 9 9 9
3 110Lq
L (— + 80 <R2+R3+R4+R5>) L3 (-29040 L q+25920 (R2+2R3+3R4+4R5))
outf*]= 2 + +

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-24210L q+ 1080 (21 (R2+ 2R3 +3R4) + 74R5) )

+

4723920 EI
L3 (-14670 L q+ 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)) )

+

4723920 EI

L3 (-6210Lq+ 1080 (9R2+14 (R3+R4 +R5)))

4723920 EI

(*SE CALCULAN LAS REACCIONES=*)
Inf* J:=

3 110Lq
L ('_+8° (R2+R3+R4+R5)) L3 (-7260 L q + 6480 (R2 + 2R3 + 3 R4 + 4R5))
Solve[{z + +
174 960 EI 9447840 EI

L3 (-6900 L q + 1080 (6 (R2 + 2R3 + 3R4) + 21R5))
4723920 EI

+
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L3 (-4020L q+1080 (6R2+9 (R3+R4 +R5)))

+

4723920 EI
L3 (-5820Lq+1080 (6R2+3 (4R3+5 (R4+R5)))) R2
4723920 EI - k ’

3 110Lq
L (‘ 3 +89(R2+R3+R4+R5)) L3 (-14520L q + 12960 (R2 + 2R3 + 3 R4 + 4R5))
2 + +
174960 EI 9447840 EI

L3 (-13800 L q + 1080 (12 (R2 + 2R3 + 3R4) + 42R5))

4723920 EI
L3 (-11640Lq+ 1080 (12R2 + 24R3 + 30 (R4 +R5)))

+

4723920 EI
L3 (-6210L q + 1080 (9R2 + 14 (R3 + R4 + R5))) R3
4723920 EI Tk’

3 110Lq
L (-_3 +8°(R2+R3+R4+R5)) L3 (-21780L q+19440 (R2+ 2R3 +3 R4 +4R5))
2 + +

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-20700 L q + 1080 (18 (R2 + 2R3 + 3R4) + 63 R5))
+

4723920 EI
L3 (-14670L q + 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)))

4723920 EI
L3 (-6210 L q + 1080 (9 R2 + 14 (R3 + R4 + R5) ) ) R4
4723920 EI Tk’

3 [ 116Lgq
L (‘ 3'+89(R2+R3+R4+R5)) L3 (-29040 L q + 25920 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5) )
2 . .

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-24210L q + 1080 (21 (R2 + 2R3 + 3R4) + 74R5))

+

4723920 EI
L3 (-14670L q + 1080 (15 R2 + 30 R3 + 38 (R4 +R5)))
+
4723920 EI
L® (-6210L q + 1080 (9 R2 + 14 (R3 + R4 +R5))) RS
-—}, {R2, R3, R4, RS}]
4723920 EI k
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outf- = HRZ > (k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI° k L’ + 7860078 EI k* L'° + 601 k> L**) q) /

(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 ET° k L° +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ),
R3 > (k (6956134879995 EI° L* + 25321037886 EI’ k L’ + 8422137 EI k? L*° + 511 k* L*) q) /
(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 ET° k L° +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ),

-4261625379EI2k L*q-1469664EI k?L’ q-107 k3L q
R4 - -

3
18 (10460353203 EI’ + 1937102445 EI* k L* + 761076 EI k* L® + 53 k> L°)
R5 -
- ((-10564956735030 EI’ k L* q - 21681198477 EI°k* L’ q - 7918379 EI k*> L q - 529 k* L’ q) /
(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 ET° k L* +

11349985437 EI? k2 L® + 3921291 ETI k3 L® + 265 k* L“) )) }}

n= R2 = (k (3723885740268 EI’ L* + 17668287486 EI’k L’ + 7860078 EL k* L'° + 601 k> L) q) /
(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 ET° k L* +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k® L° + 265 k* L*?) )

our- - (k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI* k L’ + 7860078 EI k* L'° + 601 k> L**) q) /
(18 (22876792454 961 EI*+4288744813230EI3k L3+
11349985437 EI? k? L® + 3921291 EI k3 L° + 265 k* L“) )

nr= (k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI* kL’ + 7860078 EL k’ L'® + 601 k* L*?) q) /
(18 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI° k L +
11349985437 EI% k? L® + 3921291 EI k3 L° + 265 k* le) )

n - R3 = (k (6956134879995 EI’ L* + 25321037886 EI* k L + 8422137 ET k* L™ + 511 k> L*?) q) /
(18 (22876 792454961 EI* + 4288744813230 EI° k L® +
11349985437 EI% k? L® + 3921291 EI k® L® + 265 k* L*?))

our = (k (6956134879995 EI® L* + 25321037886 EI k L’ + 8422137 ET k* L*® + 511 k? L13) a) /
(18 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI° k L° +
11349985437 EI? k? L® + 3921291 ET k> L° + 265 k* L*?) )
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-4261625379EI2kL*q-1469664EI kL7 q-107k3L¥?q

nj= R4 = -
18 (10460 353203 EI3 +1937102445EI*k L3 + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

-4261625379EI%2k L*q-1469664EI k?>L7 q-107 k3L q

Out[*]= —
18 (10460353203 EI* + 1937102445 ET* k L + 761076 ET k? L + 53 k> L°)

n - R5 = - ((-10564956735030 EI> k L* q - 21681198477 EI*k? L” q - 7910379 EI k’ L' q - 529 k* L** q) /
(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI° k L® +
11349985437 EI2 k* L® + 3921291 EI k3 L° + 265 k* L“) ))

our = - ((-10564 956735030 EI° k L* q - 21681198477 EI* k* L' q - 7910379 EI k> L*° g - 529k* L q) /
(18 (22876792454 961 EI*+ 4288744813230 EI>k L3+
11349985437 EI? k2 L® + 3921291 ET k3 L° + 265 k* L12> ))

In[* ]:=

R9 = R2
R8 = R3
R7 = R4
R6 = R5

our - (k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI’ k L’ + 7860078 E1 k* L'° + 601 k> L*?) q) /
(18 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI* k L +
11349985437 EI* k® L® + 3921291 ET k® L” + 265 k* L*?) )

our - (k (6956134879995 EI® L* + 25321037886 EI* k L’ + 8422137 EI k* L*° + 511 k> L*) q) /
(18 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI° k L° +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k® L + 265 k* L*?) )

-4261625379EI2k L*q-1469664EIk*L7 q-107 k* L q

Out[*]= —
18 (10460 353203 FI%+1937102445EI%k L® + 761076 EI k% L% + 53 k3 L9)

our = - ((-10564956735036 EI° k L* q - 21681198477 EI*k* L’ q- 7918379 EI k> L*® q-529k* L q) /
(18 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI° k L° +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ) )

(*#SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
(#POR SIMETRIA R10=R1x)
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= Solve[{2R1+2R2+2R3+-q*L+2R4+2R5 = 0}, {R1}]

out[* = {{Rl -

N | =

Lg- (k (6956134879995 EI° L* + 25321037886 EI° k L’ + 8422137 EI k* L™ + 511 k> L*?) q) /

(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k> L° + 265 k* L*?) ) -
(k (3723885740268 EI’ L* + 17668287486 EI° k L’ + 7860078 EI k? L'° + 601 k* L*?) q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI* k L +
11349985437 EI? k* L®+ 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ) +

-4261625379EI2k L*q-1469664EIk*L7 q-107k> L% q

+

9 (10460 353203 EI% +1937102445EI%k L3 + 761076 EI k2 L® + 53 k3 L9)

(-10564 956735030 EI° k L* q - 21681198477 EI*k* L' q - 7910379 EI k> L*° - 529k* L q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +

11349985437 EI? k? L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* le) ) }}

1
m= Rl=—|Lq- (k (6956134879995 EI’ L* + 25321037886 EI° k L’ + 8422137 EI k* L' + 511k’ L*) q) /
2

(9 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI* k L +
11349985437 EI’k® L°® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ) -
(k (3723885740268 EI’ L* + 17668287486 EI* k L’ + 7860078 EL k* L'° + 601 k* L**) q) /
(9 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EL’ k L* +
11349985437 EI’ k® L® + 3921291 EI k* L° + 265 k* L*?) ) +

-4261625379EI%°k L*q-1469664 EI k*L7 q-107k3L¥q

+

9 (10 460353203 EI> + 1937102445 EI2k L3 + 761076 EI k? L® + 53 k3 L9)

(-10564956735030 EI’ k L* q - 21681198477 EI*k* L" q - 7910379 EI k’ L' q - 529 k* L* q) /
(9 (22876792454 961 EI* + 4288744813230 EI’ k L +

11349985437 EI? k? L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* L12) )

R10 =
R1
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1
our - — [Lq- (k (6956134879995 EI3L%+25321037886 EI?k L’ + 8422137 EI k* L'® + 511 k3 L13) a) /
2

(9 (22876792454961 ETI* + 4288744813230 ET k L® +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ) -
(k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI° k L’ + 7866078 EI k? L'’ + 601 k* L*?) q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k* L® + 265 k* L*?) ) +

-4261625379EI2k L*q-1469664EIk?L7 q-107 k> L% q

+

9 (1@46@ 353203 EI® +1937102445EI%k L3 + 761076 EI k% L® + 53 k3 L9)

(10564956 735030 EI° k L* q - 21681198477 EI*k* L' q - 7910379 EI k> L q- 529 k* L q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 EI* k L* +

11349985437 EI? k% L® + 3921291 EI k3 L® + 265 k* L“) )

iy

outf- J= Lg- (k (6956134879995 EI° L* + 25321037886 EI*k L’ + 8422137 ET k* L + 511 k°> L) q) /

2
(9 (22876792454961 ETI* + 4288744813230 EI  k L® +
11349985437 EI? k* L® + 3921291 ET k> L® + 265 k* L*?) ) -
(k (3723885740268 EI° L* + 17668287486 EI* k L’ + 7860078 EI k? L'° + 601 k* L*?) q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET k L +
11349985437 EI* k* L® + 3921291 ET k* L° + 265 k* L*?) ) +

4261625379 EI°k L*q-1469664EIk?>L7 q-107 k3L q

+

9 (10460353203 EI®+1937102445EI%k L3 +761076 EI k% L® + 53 k3 L9)

(10564956 735030 EI° k L* q - 21681198477 EI*k* L' q - 7916379 EI k*> L g-529k* L* q) /
(9 (22876792454961 EI* + 4288744813230 ET° k L +

11349985437 EI? k* L% + 3921291 EI k3 L° + 265 k* L12) )
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(*+DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (xN/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=%*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L = 30 (*xmx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

B = 0.20 (*m#)
H=0.30 (xmx)
ks = 12000000000 (*N/m”"3+)

Ec

19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxH”3) /12 (*m™4x)
outf-]= 0.2

outf]= 0.3

ou - 10000 000

our - 2.17079 x 10%°
out/ - ©.00045

outfc]= 2. X 10°

outf-]- 30

outr - 100

ou - 9.76858 x 10°
outf-]= 0.2

outf-]- 0.3

our - 12 000 000 000
our - 19928032768

outf-]- 0.00045
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(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICAx)

o - g17 = ListLinePlot[

{{a, -R1/Kk}, {s, -Rz/k}, {ZQ—L, -R3/k}, {Z—L, -R4/k}, {49—L, -R5/k}, {59—", -Rs/k},

{GQ—L, —R7/k}, {79—L, -Rs/k}, {S?L, —R9/k}, (w, -Rle/k}}, AxesOrigin - {0, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Pink, PlotLegends - {"Viga con diez resor‘tes"}]
L 2L 3L 4L
g18 = Llstplot[{{e, -R1/Kk}, {;, -R2/ k}, {?, -R3/ k}, {?, -R4 / k}, {?, -R5 / k},

{:—L, -Rs/k}, {Z—L, -R7/k}, {%, -Rs/k}, {SQ—L, —R9/k}, {, —R10/k}},

PlotStyle -» Pink, AxesOrigin » {@, 0}, PlotRange - All]

Show[gl7, g18]

-0.00005

outf+J= H Viga con diez resortes
-0.00010

-0.00015

-0.00005 [

Out[ J=
-0.00010

-0.00015
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A.1.3. Ejemplo 3: Viga empotrada sobre apoyos elasticos con
carga repartida, aplicando la teoria de Euler-Bernoulli
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(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON UN RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

Inf* J:=

1 - q*Xx~2
D[ JQ((Rl)*x—-—————)Ade ,R1]
2 xEI Jo 2

4 3
Out[~ ]=
2EI
In[* ]:=
(#SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)
L*q 213R1
-t TS R1
Solve[{— = ——}, {Rl}]
2EI k
3kl*q
outf* J= {{R1—>4—————————7}}
8 (3EI+kL?)
3kl%q
m1= Rl =

8(3E1+kLﬂ
3kl%q

Out[~ ]=

8(3EI+kLﬂ
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =5(*mx)
q = 200 (*N=*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2
outf-1= 0.3
out- - 10 000 000

ouf- - 2.17079 x 108

outf-]- 0.00045
our - 2. x 10°
outfr]= 5

outf-]- 200

ouf - 9.76858 x 10°

inf-j= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA*)
gl = ListLinePlot[{{0®, -R1 / k}, {L, ©}}, AxesOrigin -» {0, 0},

PlotRange - All, PlotStyle -» {Green}, PlotLegends - {"Solucién con un resorte"}]
g2 = ListPlot[{{0@, -R1/ Kk}, {L, ©}}, PlotStyle -» {Green},
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]
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-0.00005

—— Solucién con un resorte

Out[ J=
-0.00010
-0.00015
-0.00005
outf#J=

-0.00010

-0.00015

1_RESORTE.nb | 3

- Clear[gl, g2, k, L, q, EI, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, G, A, B, H, ks, Es, Iz, v, Ec]
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(*VIGA EMPOTRADA CON 2 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1lx)

Inf+ J:=

L

1 2 q*Xx"2 1 - q*Xx~2 L

D[ J ((Rl) X - ———|r2dx+ j((Rl)*x——+R2 (x——])"Zdlx , Rl]
2 xEI Jo 2 2xEI 5 2 2

L*q  L®R1 15L%q  7L*R1 S5L3R2
- — + - + +
64 12 64 12 24
Out[~ ]= +
2EI 2EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L
1 2 q* X 2 1 - q* X 2 L
/n[]:D[ j ((Rl)*x-—]"Zdlx+ ﬁ((Rl)*x——+R2 (x-—])"Zdlx,RZ]
[’ 2 - 2
2

2*EI 2 xEI 2

17Ll%q 5L3R1 L3 R2
-4, 2R TR
192 24 12

2EI

Out[~ ]=

In[* ]-=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

L'q L’R1 151°q  713R1  5L3R2 17L°q  s5L3R1  L3R2
Tes T o T e Tz YT a Rl " * "2 712 R2
SOIVE[{ + = -, = - —}, {R1, RZ}]
2EI 2EI k 2EI k
k (2364 EIL*+11kL7) q 2 (51EIkL*q+2Kk*L7q)
outf+J= {{Rle , R2 > }}
8 (2304 EI” + 864 EI k L> + 7 k* L®) 2304 EI% + 864 ET k L3 + 7 k2 L®

In[* ]-=

k (2304EIL*+11kL’) q

R1
8 (2394 EI® + 864 EI k L3 + 7 k2 LG)

2 (51EIkL*q+2Kk* L7 q)

2304 EI® + 864 EI k L3 + 7 k? L®
k (2304 EIL*+11kL’) q

Out[* ]=
8 (23@4 EI%+864EIkL?+7K? L6)

2 (51EIkL*q+2Kk*L7q)

Out[~ ]=

2304 EI? + 864 EI k L® + 7 k% L®
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[*]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Inf* J:=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =5(*mx)
q = 200 (*N=*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

0.2
0.3

10000 000

2.17079 x 10*°

0.00045

2. x10°
5

200

9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
L
g3 = ListLinePlot[{{O, -R1/k}, {—, -R2/ k}, (L, e}}, AxesOrigin - {0, 0},
2
PlotRange - All, PlotStyle -» {Red}, PlotLegends - {"Solucidén con dos r‘esor‘tes"}]

g4 = Listplot[{{e, -R1/k}, {;, -R2/k}, {L, 03},

PlotStyle -» {Red}, AxesOrigin -» {@, 0}, PlotRange - All]

Show [

g3,
g4]
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-0.00002
-0.00004

-0.00006

outfJ= —— Solucién con dos resortes

-0.00008
-0.00010

-0.00012

-0.00002

-0.00004

—-0.00006
Outf* J=

-0.00008

-0.00010

-0.00012

-0.00005 -

-0.00010

Outl* |=

-0.00015
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mnf-]= (*VIGA EMPOTRADA CON 3 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1lx)

L 2L

1 o q*xA2 1 : q*x~2 L
D[ J((Rl)*x——)"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——)]"2dlx+
2 +EI Jo 2 L 2 3

2 xEI

L

1 q*xA2 L 2L
J; ((Rl) #X- ——— +R2 (x——) +R3 (x——))"Zdlx s Rl]
2% EI J& 2

3 3
3
‘g  212r1 5L%  141°R1 5L3R2 3
"2t Tam " 2es T s T a1 L (-975LQq+60 (38R1+23R2+8R3))
outf* J= + +
2EI 2EI

9720 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

N
-

L
3

1 q*xXx"2 1
inge 1= D[ J ((Rl) *x——]"2d1x+ j
2+EI Jo 2 24E1 Jt

“l

q*xX"2 L
((Rl) * X - — +R2 (X——))"Zdlx+
2 3

1 t q*X"2 L 2L
j ((Rl) #X- ——— 4+R2 (x——) +R3 (x——))"Zdlx s Rz]
24 E1 J2 2 3 3

171%q . 5URL . 2L°R2

o2 a1 s L>(-595Lq+60 (23R1+14R2+5R3))
s

2EI 9720 EI

Out[ J=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)
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L 2L
3

1 q*xx"2 1 3 q*Xx"2 L
j((Rl)*x——)Ade+ j ((Rl)*x——+R2(x——))"2dlx+
2+EI Jo 2 2 EI J: 2

In[* J:= D[

1 t q*Xx~2 L 2L
J ((Rl) #X- ——— 4+R2 (x——] +R3 (x——))"zdlx s R3]
2% EI J2 2 3 3

L3 (-215Lq+60 (8R1+5R2+2R3))

Out[* ]=
9720 EI
In[* ]:=
(*SE ENCUENTRAN LA REACCION*)
Lq  21%R1 5L 14L3R1  5L3R2 3
"2t ;. et s *Tm L3(-975Lq+60 (38R1+23R2 +8R3))
Solve[{ + + =
2EI 2EI 9720 EI1
171*q s5L3R1  2L3R2 3
"5 a1t a1 L3(-595Lq+60 (23R1+14R2+5R3)) R2
+ == -—
2 EI 9720 EI Kk’
L®> (-215Lq+60 (8 R1+5R2 +2R3)) R3
- - —}, (R1, R2, R3}]
9720 EI k
kL* (6377292 EI” + 35964 EI k L® + 41k* L®) q
outf]= {{Rl -

B
24 (2 125764 EI® + 944784 EI?k L® + 10611 EI k2 L® + 13 k3 L9)

kL* (1784592 EI* + 48357 EIk L +59k*L®) g
R2 »

3
12 (2 125764 EI® + 944784 EI? k L + 10611 EI k2 L® + 13 k3 L9)

-282123EI?k L*q-15633EIk?*L7q-25k>L1%q
R3 —» -

6 (2125764 EI®+944784EI%kL3+10611EI KL% +13k3 L9) }}
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kL* (6377292 EI? + 35964 EIk L® + 41k*L®) q

R 24 (2125764 EI* + 944784 EI’ k L* + 10611 EI k® L® + 13 k* L°)
kL* (1784592 EI? + 48357 EI k L> + 59k’ L®) q
"= 12 (2125764 EI* + 944784 EI’ k L + 10611 ET k? L® + 13 k* L°)
- -282123EI%2k L*q-15633EIk*L7q-25k*Lq

6 (2 125764 EI% + 944784 EI? k L3 + 10611 EI k? L® + 13 k3 L9)

kL* (6377292 EI* + 35964 EI k L* + 41k* L°) g
Out[* ]=

24 (2 125764 EI3 + 944784 EI? k L + 10611 EI k? L® + 13 k3 L9)

kL* (1784592 EI*+ 48357 EIk L +59k*L°) g
Out[ J=

+ + +
12 (2125764 EI® + 944784 EI?k L3 + 10611 ET k? L® + 13 k3 L°

-282123EI?k L*q-15633EIk®L' q-25k*L¥q
Out[*]= —

6 (2 125764 EI® + 944784 EI? k L3 + 10611 EI k? L® + 13 k3 L9)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

3 RESORTE.nb | 3
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =5(*mx)
q = 200 (*N=*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2
outf 1= 0.3
outf - 10000 000

ou - 2.17079 x 10°

out/ - ©.00045
outfs]= 2. X 10°
outir]= 5

outl = 200

ouf- - 9.76858 x 10°
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i )- (xFINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
L 2L
g5 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {—, -R2/ k}, {—, -R3/ k}, (w, a}}, AxesOrigin - {@, 0},
3 3

PlotRange - All, PlotStyle -» {Blue}, PlotLegends » {"Solucidén con tres r‘esor‘tes"}]
g6 = ListPlot|{ {0, -R1/k}, E, -R2/ k¢, Z—L, -R3/k¢, {L, O},
3 3

PlotStyle -» {Blue}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange » All]

Show [

85,
g61]

-0.00002 [
-0.00004 |
Outf-J= -0.00006 | —— Solucién con tres resortes

~0.00008 |

~0.00010 [

~0.00012%

~0.00002 |
~0.00004 |
outl- - ~0.00006 |
~0.00008

~0.00010 |

-0.00012%

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON CUATRO RESORTE=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

2L
a4

1 4 q*Xx"2 1
inge 1= D[ J ((Rl) *x——]"Zdlx+ J
2+EI Jo 2 24E1 Jt

“ q*xX"2
((Rl) X ——
2

L
+ R2 (x——))"Zdlx+
a4

1 4 q#*Xx"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3[X——))"2dlx+
2 % EI ZA—L 2 4 4
L

1 q* Xx"2 L 2L 3L
j ((Rl) #X- ——— +R2 (x——) +R3 (x——) +R4 (x——))"zdlx , Rl]
2% EI J2 2 4 4 4

g  L3R1 15L%q  713R1  5L3R2 3
o2 " e " aem t es * 13 L3 (-3908Lq+320 (38R1+23R2+8R3))
Out[ J= + + +
2EI 2EI 122880 EI

L3 (-10500 L q + 320 (74R1 +53R2 + 32R3 + 11 R4))

122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L
4

1 q*xXxX"2 1 4 q*xX"2 L
m[]:D[ j ((Rl)*x——]"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——))"2dlx+
2% EI Jo 2 2 xEI 45 2 4

4 q*X"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——))’\2dlx+
£ 2 4 4

1 t q*x~2 L 2L 3L
J; ((Rl) *X- ——— +R2 (x——) +R3 (x-—)+R4 (x-—))"Zdlx s RZ]
2 +EI J& 2 4 4 4

17L4q+5L3R1 L*R2 3

o5 " 19 " se L3 (-2380Lq+320 (23R1+14R2+5R3))

Out[~ ]= + +
2EI 122880 EI

L3 (-7540 L q+320 (53R1+38R2+23R3 +8R4))

122880 EI
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(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

L
4

1 q*x"2 1 s q*x"2 L
/n//.:D[ J ((Rl)*x——]"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——)]"2dlx+
2 xEI Jo 2 2xEI E 2 4

3L

1 4 q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
2 %« EI 24—L 2 4 4

L

1 q*X"2 L 2L 3L
J;L((Rl) #X- ——— 4+R2 (x——) +R3 [x——) +R4 (x——))"Zdlx s R3]
2+ EI J2t 2 a a a

L3> (-860Lq+320 (8R1+5R2+2R3)) L>(-4580Lq+320 (32R1+23R2+14R3+5R4))
Out[~ ]= +

122880 EI 122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

2L

1 q*x"2 1 s q*x"2 L
/n[]:D[ j((Rl)*x-—)Ade+ j ((Rl)*x-—+R2(x——))"2dlx+
2+EI Jo 2 2+EI J- 2 4

3L

1 4 q*X"2 L 2L
J ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
2 %« EI 24—L 2 4 4
L

1 q*X"2 L 2L 3L
J;L((Rl) #X- ——— 4+R2 (x——) +R3 [x——) +R4 (x——))"Zd]x , R4]
2 %EI J2t 2 4 4 4

L3 (-1620Lq+320 (11R1+8R2+5R3 +2R4))

Out[* ]=

122880 EI
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

L‘_q+|_3£ 15L‘q+7L3R1+5L3R2 3
~ lo24 %6 ~ o2 % 192 L® (-3900Lq+ 320 (38R1 +23R2+8R3))
Solve[{ + + +
2EI 2EI 122880 EI
L3 (-10500L q+320 (74R1+53R2+32R3+11R4)) R1
122880 EI ok’

17L*q 513R1  L3R2 3
"7z T T102 T o6 L7 (-2380Lq+320 (23R1+14R2+5R3))
+

2 EI 122880 EI
L3 (-7540 L q + 320 (53 R1 + 38 R2 + 23 R3 + 8 R4)) R2
122880 EI Tk’
L3 (-860Lq+320 (8R1+5R2+2R3)) L3 (-4580L q+320 (32R1+23R2+14R3+5R4)) R3
+ == - —
122880 EI 122880 EI kK’
L3 (-1620 L q + 320 (11R1+ 8 R2 + 5R3 + 2R4) ) R4
. —}, {R1, R2, R3, R3, R4}]
122 880 EI k

Out[+]= {{Rl -

3k (14495514624 EI° L* + 96927 744 EI* k L7 + 160256 ET k* L** + 51k L*?) q

Bl
16 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI® k L + 157040640 EI2 k? L% + 277248 EI k3 L° + 97 k* L12)

R2 —»
k (3630956544 EI* L* + 81580032 EI? k L7 + 141552 ET k® L'? + 55 k> L*) q

B
2 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI2 k? L® + 277248 EI k3 L° + 97 k* L12)

R3 >
-7700742144EI3k L* q- 336125952 EI2k® L7 q- 633216 EI k® L q-187k* L3 q

8 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI® k L + 157040640 EI2 k? L® + 277248 EI k3 L° + 97 k* L“)
R4 -
-573308928 EI® k L* q-39186432EI2k? L7 q-101664EI k> L q-49k* 13 q

: )

2 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI3 k L + 157040640 EI% k? L® + 277248 EI k3 L°® + 97 k* L12)
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3k (14495514624 EI’ L* + 96927744 EI’ k L7 + 160256 EI k* L' + 51 k> L*?) g

R 16 (21743271936 EI* + 11324620800 EI’ k L* + 157040640 EI* k? L® + 277 248 EI k* L° + 97 k* L*?)
k (3630956544 EI*> L* + 81580032 EI’ k L” + 141552 ET k* L + 55 k> L*?) q
"= 2 (21743271936 EI* + 11324620800 EI* k L* + 157040640 EI* k” L® + 277 248 EI k* L° + 97 k* L*?)
R -7700742144 EI® k L* q- 336125952 EI*k? L7 q- 633216 EI k3 L q- 187 k* L3 q
- 8 (21743271936 EI* + 11324620800 EI* k L* + 157 040 640 EI* k* L°® + 277 248 EI k® L° + 97 k* L*?)
a4 -573308928 EI>k L* q- 39186432 EI?k*L7 q- 101664 EI k® L% q-49k* L3 q
o 2 (21743271936 EI* + 11324620800 EI* k L* + 157040640 EI* k” L® + 277 248 EI k* L + 97 k* L*?)
3k (14495514624 EI° L* + 96927744 EI* k L7 + 160256 EI k* L** + 51 k> L*?) g
outf* J=

16 (21743271936 EI* + 11324620800 EI®k L3+ 157040640 EI2k? L® + 277248 EI k* L° + 97 k* L”)

k (3630956544 EI® L* + 81580032 EI* k L7 + 141552 ET k* L + 55 k> L3} g

Out[~ ]=
2 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI® k L + 157040640 EI2 k? L® + 277248 EI k® L® + 97 k* le)

~-7700742144 EI® k L* q- 336125952 EI? k? L7 q- 633216 ETI k3 L% q - 187 k* L q

Out[*]= —
8 (21743271936 EI* + 11324620800 EI* k L* + 157040640 EI* k* L® + 277 248 EL k> L° + 97 k* L*?)

-573308928 EI* k L* q- 39186432 EI?k®L7 q- 101664 EI k> L% q-49k* L3 q

Out[*]= —
2 (21 743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI2 k? L® + 277248 EI k® L° + 97 k* L12)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =5(*xmx)
q = 200 (*N=*)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2
outf-1= 0.3
out- - 10 000 000

ouf- - 2.17079 x 108

outf-]- 0.00045

outf-]= 2. X 10°
outfr]= 5

outf-]- 200

ouf - 9.76858 x 10°
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

g7 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {%, -R2/k}, {E, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (v, e}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All, PlotStyle - {Yellow},

PlotLegends - {"Solucidén con cuatro r‘esortes"}]
L L 3L
g8 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {Z’ —R2/k}, {;, -R3/ k}, {T’ -R4 / k}, (w, e}},

PlotStyle -» {Yellow}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g7,
g8]

-0.00002

-0.00004

outf*J= H Solucién con cuatro resortes
-0.00006

-0.00008 |-

-0.00010 -

-0.00002
-0.00004
Out[ J=

-0.00006

-0.00008

-0.00010¢
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mnf-]= (*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

L 2L

1 s q*Xx"2 1 s q*X"2

D[ J ((Rl)*x——]"2d1x+ J ((Rl)*x——
2+EI Jo 2 24E1 Jt 2

+R2 (x—

1 s q#*Xx"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——))’\2dlx+
2 % EI ZS—L 2 5 5

L

5

g  201m1 3L%q  1413R1 L3R2 3
“2e " 355 ses © 35 © 5 L?(-4875Lq+500 (38R1+23R2+8R3))
Out[~ ]= + +
2EI 2EI 375000 EI

L3 (-13125Lq+500 (74R1 +53R2 +32R3 +11R4))

+

375000 EI
L3 (-27675Lq+ 61000 (R1+R2+R3+R4+R5) -13500 (R2+2R3 +3R4+4R5))

375000 EI
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5

1 s q*X"2 L 2L 3L
j ((Rl)*X——+R2(x——)+R3[x——)+R4(X——))"2dlx+
2 x EI 35—L 2 5 5 5

1 q*XxX"2 L 2L 3L 4L
j ((Rl)*X-—+R2(X——)+R3[X——)+R4(X-—)+R5[X—
2% EI J& 2 5 5 5

L
) r2ax



2 | 5_RESORTE.nb

Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

2L

s q*XxX"2 L
j ((Rl)*x——+R2(X——))"2dlx+
L 2

> q*xXxX"2
J [(Rl)*x——)"Zdlx+
] 2

D
[ 2% EI 2 xEI 5

B q*X"2 L 2L
J ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
ZS—L 2 5 5

s q#*Xx"2 L 2L 3L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——))’\2dlx+
BS—L 2 5 5 5

2 % EI
1 t q*Xx"2 L 2L 3L 4L
j ((Rl) *X- — +R2 (x——) +R3 (x——)+R4 (x——) +R5 (x——)]"Zdlx ) Rz]
2% EI J 2 5 5 5 5
5

171%q L3Rl 2L3R2 3
- + + L® (-2975Lq+500 (23R1+14R2+5R3))

7500 75 375
Out[ J= + +
2EI 375000 EI
L3 (-9425Lq+ 500 (53R1+38R2+23R3+8R4))
+
375000 EI
1

L3 (-27675Lq-13500 (R1+R2+R3 +R4 +R5) -

375000 EI
10500 (R2 +2R3+3R4+4R5) + 6100 (Lq+10 (R1+R2+R3+R4+R5)))
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

2L

5

1 5 q*Xx"2 1 q*Xx"2 L
D[ J((Rl)*x——)"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——)]"2dlx+
2% EI Jo 2 2xEI E 2 5

3L

s q*X"2 L 2L
J:L ((Rl) #X- ——— 4+R2 (x——) +R3 (x——))"Zdlx+
2 2
5

2 % EI 5 5
&
1 s q*x"2 L 2L 3L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——))"2dlx+
2 % EI BS—L 2 5 5 5

t q*x~2 L 2L 3L 4L
j ((Rl) *X- — +R2 (x——) +R3 (x——) + R4 (x——) +R5 (x——)]"Zdlx ) R3]
i 2

2 xEI 5 5 5 5

5

L3 (-1075Lq+500 (8R1+5R2+2R3)) L3 (-5725Lq+500 (32R1+23R2+14R3 +5R4))

+

375000 EI 375000 EI

+

Out[* ]=

1

375000 EI
7500 (R2+2R3 +3R4+4R5) +6100 (2L q+10 (R1+R2+R3+R4+R5)))

L3 (-27675Lq- 27000 (R1+R2+R3+R4+R5) -
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

2L

5

1 q*Xx"2 1 B q*xX"2 L
D[ J((Rl)*x——]"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——))"2d1x+
2+EI Jo 2 24E1 Jt 2 5

1 s q#*XxX"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2 % EI ZS—L 2 5 5

1 s q*X"2 L 2L 3L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3[X——)+R4(X——))"2dlx+
2 %« EI 35—L 2 5 5 5
L

1 q*Xx"2 L 2L 3L 4L
J;L((Rl) *X- — +R2 (x——) +R3 [x——)+R4 (x——) +R5 (x——)]"Zdlx s R4]
2 xEI J— 2 5 5 5 5

5

L3 (-2025Lq+500 (11R1+8R2+5R3 +2R4))
out[*]= +

375000 EI

1

— 13 (-27675Lq-40500 (R1+R2+R3+R4+R5) -
375000 EI

4500 (R2 +2R3+3R4+4R5) +6100 (3Lq+10 (R1+R2+R3+R4+R5)))

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)

L
5

1 q*XxX"2 1 q*xX"2 L
m[]:D[ j [(Rl)*x——]"Zdlx+ j ((Rl)*x——+R2(x——))"2dlx+
2% EI Jo 2 2 xEI % 2 5

1 s q*Xx"2 L 2L
J;L ((Rl)*x——+R2(X——)+R3 [X——))"Zdlx+
2% EI J= 2 5 5
5
1 s q*Xx"2 L 2L 3L
j ((Rl)*X-—+R2(X——)+R3[X——)+R4(X-—))"2d}x+
2% EI J= 2 5 5 5

1 t q* X 2 L 2L 3L aL
J;L((Rl) *X- — +R2 (x——) +R3 (x——) + R4 (x——) +R5 (x——)]"Zdlx > RS]
2% EI J& 2 5 5 5 5
5

1

oup - ————13 (-27675Lq- 54000 (R1+R2+R3+R4 +R5) -
375000 EI

1500 (R2+ 2R3 +3R4 +4R5) +6100 (4L q+10 (R1+R2+R3+R4+R5)))
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

Lq  20m1 3L%q  141%R1  L’R2 3
20t 35 "5t 3 *t 55 L3 (-4875Lq+500 (38R1+23R2+8R3))
Solve[{ + + +
2EI 2EI 375000 EI

L3 (-13125Lq+500 (74R1 + 53 R2 + 32R3 + 11 R4))

375000 EI
L3 (-27675Lq+ 61000 (R1+R2 +R3 +R4 +R5) - 13500 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5)) R1

+

375000 EI Tk

17L*q L3Rl 2L3R2 3
T — L® (-2975Lq+500 (23R1 +14R2 +5R3))
+

+

2 EI 375000 EI
L3 (-9425L q+500 (53R1 +38R2 + 23 R3 + 8R4))
+
375000 EI
— 13 (-27675Lq-13500 (R1+R2 +R3 + R4 +R5) -
375000 EI
R2
10500 (R2+2R3+3R4+4R5) +6100 (Lq+10 (R1+R2+R3 +R4 +R5))) = - —,
k
L3 (-1075Lq+500 (8R1+5R2+2R3)) L3 (-5725Lq+500 (32R1+23R2+14R3 +5R4))
+ +
375000 EI 375000 EI
— 13 (-27675Lq-27000 (R1+R2 +R3 + R4 +R5) -
375000 EI
R3
7500 (R2+2R3+3R4+4R5) +6100 (2L q+10 (RL+R2+R3 +R4 +R5))) = - —,
k

L3 (-2025Lq+500 (11R1+8R2 +5R3 +2R4)) 1
+

375000 EI 375000 EI
L3 (-27675Lq-40500 (R1+R2 +R3+R4 +R5) - 4500 (R2+2R3 +3R4 +4R5) +

R4
6100 (3Lq+10 (RL+R2+R3 +R4+R5))) = - —,
k

—————13(-27675Lq-54000 (R1+R2 +R3 +R4 +R5) - 1500 (R2+ 2R3 + 3R4 + 4R5) +
375000 EI

RS
6100 (4L q+10 (RL+R2+R3 +R4 +R5))) = - —}, {R1, R2, R3, R4, RS}]
k
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our- = {{R1 - (k (593261718750000 EI* L* + 4661718750000 EI’ k L +
9649687500 EI” k* L'° + 4486560 ET k> L** + 571 k* L*®) q) /
(40 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L> + 1165429687 500 EI° k L® +
2543625000 EI” k° L” + 1335375 ET k* L'? + 181 k° L*®) ),
R2 > (k (217 687500000000 EI* L* + 4476093750000 EI” k L’ + 9557437500 EI* k* L*° +
5729625 ET k* L™ + 821k* L*®) q) /
(20 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k* L® +
2543625000 EI” k> L” + 1335375 ET k* L'? + 181 k> L*®) ),
R3 - (k (70479492187560 EI* L* + 2643468756000 EI° k L’ + 5714859375 EI* k* L*® +
2677500 ET k> L™ + 349 k* L*®) q) /
(10 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k* L® +
2543625000 EI° k> L” + 1335375 ET k* L*? + 181 k° L*®) ),
R4 > - ((-72140625000000 EI* k L* q - 4168335937500 EI° k’ L’ q - 10845562500 EI* k’ L'° g -
5658750 EIk* L' q-731k° L*°q) / (20 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* +
1165429687500 EI° k? L® + 2543625000 EI* k” L° + 1335375 ET k* L*? + 181 k° L**) ) ),
R5 - - ((-10362304 687500 EI* k L* q - 832570312500 EI° k* L’ q - 2889843750 EI* k> L*° q -
2206875 ETk* L' q-361k° L*°q) / (10 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° +
1165429687500 EI° k” L® + 2543625000 EI* k* L° + 1335375 ET k* L™ + 181 k* L") ) ) } }
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Inf* J:=

Out[* J=

Out[ J=

Out[+]=
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R1 = (k (593261718750000 EI* L* + 4661718750000 EI* k L’ +
9649687500 EI* k* L' + 4486500 EL k> L** + 571 k* L'®) q) /
(40 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k’ L°® +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 EL k* L™ + 181 k° L™%) )
R2 = (k (217687 500000000 EI* L* + 4476093750000 EI’ k L” +
9557437500 EI* k® L' + 5729625 ET k* L** + 821 k* L'®) q) /
(20 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687 500 EI” k? L° +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 EL k* L*? + 181 k° L™®) )
R3 = (k (70479492187500 EI* L* + 2643468750000 EI’ k L” +
5714859375 EI” k? L' + 2677500 EI k* L** + 349 k* L'®) q) /
(10 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687 500 EI* k? L° +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 ET k* L' + 181 k° L") )
R4 = - ((-72140625000000 EI* k L* q - 4168335937500 EI° k’ L” q -
10845562500 EI’ k> L'° q - 5658 750 EL k* L’ q - 731 k> L** q) /
(20 (118652343750000 EI® + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687 500 EI” k* L°® +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 ET k* L' + 181 k° L") ) )
R5 = - ((-10362304687500 EI* k L* q - 832570312500 EI* k* L’ q -
2889843750 EI’ k> L’ q- 2206875 E1k* L q-361k° L' q) /
(10 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k* L® +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 ET k* L™ + 181 k° L") ) )

(k (593261718750000 EI* L* + 4661718750000 EI° k L +
9649687500 EI* k® L'® + 4486560 ET k* L** + 571 k* L*®) q) /
(40 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k? L°® +
2543625000 EI* k> L + 1335375 ET k* L*? + 181 k> L*®) )

(k (217687500 000000 EI* L* + 4476093750000 EI° k L +
9557437500 EI* k® L'® + 5729625 ET k* L** + 821 k* L*®) q) /
(20 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687500 EI° k? L°® +
2543625000 EI° k> L° + 1335375 ET k* L*? + 181 k° L*®) )

(k (70479492187500 EI* L* + 2643468750000 ET° k L’ +
5714859375 EI* k? L*° + 2677500 EI k* L** + 349 k* L'®) q) /
(10 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687500 EI° k? L°® +
2543625000 EI* k* L° + 1335375 ET k* L*? + 181 k° L*®) )
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ou - - ((-72140625000000 EI* k L* q - 4168335937500 EI> k* L q -
10845562500 EI* k* L*° q - 5658750 EI k* L' q - 731k° L* q) /
(20 (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687500 EI° k* L° +
2543625000 EI” k> L + 1335375 ET k* L'? + 181 k> L*®) )

our - - ((-10362304 687500 EI* k L* q - 832570312500 EI° k* L q -
2889843750 EI° k> L q- 2206875 EIk* L q-361k° L*°q) /
(1@ (118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L® + 1165429687 500 EI° k? L° +
2543625000 EI” k> L + 1335375 ET k* L'? + 181 k> L*®) )

inj-}= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)
B = 0.20(*m%*)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (xN/m"3x*)

Ec

21707 945522.8 (xN/m"2x)

Iz = (BxH”"3) /12 (*m™4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)
=5 (*mx)
q = 200 (*N=x)

EI = Ec * Iz (*N*m"2x)

outf' 1= 0.2
outf-]= 0.3
outf - 10 000 000

our- - 2.17079 x 10*°

ouf-]= ©.00045

ou = 2. x 10°
outf*]= 5
out[ ]- 200

ouf - 9.76858 x 10°
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

g9 = ListLineplot[{{e, -R1/K}, {E, -Rz/k}, {2?", -R3/k},

{2, -R4/ k}, {%, -R5 / k}, (v, a}}, AxesOrigin - {@, @}, PlotRange —>A11]

gl1o = Listplot[{{e, -R1/K}, {E, -Rz/k}, {ZS—L, —R3/k}, {35—L —R4/k}, {%, —R5/k},

{L, 0}}, PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g9,
gie]

-0.00002

-0.00004

Outf* J=

-0.00006

-0.00008

-0.002

Oull"I= _0.006

-0.008

-0.010
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A.1.4. Ejemplo 4: Viga empotrada sobre apoyos elasticos con
carga puntual al final del claro, aplicando la teoria de
Euler-Bernoulli

253



(*VIGA EMPOTRADA CON 1 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

Inf* J:=

1 L
D[ J(Rl*x—P*x)Ade,Rl]
2 xEI Jo

L3 (P -R1)
Outf¢]= — —————
3EI

Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

Solve[{—l-a(:% = %}, {Rl}]

kL3p }}

out[*]J= {{Rl -5 - —_
3EI-kL3

kL3P

nj= Rl = = ———

3EI-kL3
kL3p

Out[*]= —

3EI-kL3
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)
outf-]= 0.2
outf-1= 0.3

out-1= 10 000 000

ouf- - 2.17079 x 108

outf-]- 0.00045

outf-]= 2. X 10°
outf-]= 10

outf-]- 100
ouf - 9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)

gl = ListLinePlot[{{®, -R1/ k}, {L, ©}}, AxesOrigin -» {@, 0}, PlotRange -» All]
g2 = ListPlot[{{@, -R1/k}, {L, 0}},
PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

gl,
82]
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-0.00001

-0.00002
Outf* J=

-0.00003

-0.00004

—-0.00005
m1= R/ k

outf 1= ©.0000507435

n - Clear[gl, g2, k, L, P, EI, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, G, A, B, H, ks, Es, Iz, v, Ec]
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(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON DOS RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)
Inf* J:=

L

2 L
J ((R1) *x- Px (X)) "2dx+
]

1 L
j ((Rl) #X-P% (X) +R2 (x——)]"Zdlx s Rl]
L 2

o]
2% EI 2 xEI

L> (P-R1) L3 (-14 (P-R1) +5R2)
Out[*]= — +
24 EI 48 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

L

1 L
j ((Rl) #X-P% (X) +R2 (x——)]"Zdlx , Rz]
L 2

/n[].:D[ J ((R1) *X - Px (X)) "2dx+
(%]

2% EI 2 xEI

L3 (5 (-P +R1) +2R2)

Out[~ ]=

48 EI

Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=¥)

Solve[
L3 (P-R1) L3 (-14 (P-R1) +5R2) R1 L3 (5 (-P+R1) +2R2) R2
{_ N = -, = - —}, (R1, RZ}]
24 EI 48 EI k 48 EI k
k (768EIL>+7kL®) P 240EIKkL’P
outf* = {{Rl - , R2 > }}
2304 EI% + 864 ET k L3 + 7 k? L® 2304 EI% + 864 EI k L3 + 7 k2 L®
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Inf* J:=

k (768EIL3+7kL6) P
R1

2304 EI2 + 864 ET k L3 + 7 k2 L®

240 EI kL3P
R2

2304 EI® + 864 EI k L3 + 7 k? L®

k (768EIL3+7kL6) P
Out[~ ]=

2304 EI? + 864 EI k L3 + 7 k? L®

240EI kL3P
Out[* ]=

2304 EI% + 864 EI k L® + 7 k% L®

- (*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
Solve[{R1+R2-P +R3 = @}, {R3}]

144 (16 EI?P-EI kL3 P)

e HRB ” 2304 EI? + 864 EI k L3 + 7 k? LG}}
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[*]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

In[* ]:=

B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)

ks = 10000000 (xN/m"3x)

Ec

Iz

21707945522.8 (xN/m"2x)

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

0.2
0.3

10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

10

100

9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)

2 _RESORTE.nb | 3

L
gl = ListLinePlot[{{O,-—Rl/ K}, {——,-—RZ/ k}, (v, 0}}, AxesOrigin - {@, @}, PlotRange - All]
2

g2 = ListPlot[{{0, -R1/k}, {;, -R2/k}, {L, 01},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g1,
g82]
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-0.00001

-0.00002
out[J=

-0.00003

-0.00004

-0.00005

m1= R/ Kk
R2 / k

out/ - ©.0000476769

ouf - 5.19836 x 107°
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(*VIGA EMPOTRADA CON 3 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

2L

3

1 3 1 L
j((Rl)*x—P(x))Ade+ j ((Rl)*x—P(x)+R2 [x——))"Zdlx+
o 2% EI ; 3

In[* ]:= D[
2% EI

L

1 L 2L
j ((Rl) #X-P (X) +R2 (x-—] +R3 (x——))"zdlx s Rl]
2+EI J=- 3 3

L> (P-R1) L3> (-14 (P-R1) +5R2) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3)
Out[*]= — + +

81EI 162 EI 162 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

3 1
j((Rl)*x—P(x))"Zdlx+ j
o 24EI JL

2L

3

1

L
W.:D[ [(Rl)*x—P(x)+R2 (x—;))"Zdlx+

2% EI

1 L L 2L
j ((Rl) #X-P (x) +R2 (x——) +R3 (x——))"Zdlx s RZ]
24E1 J2 3 3

L3> (5 (-P+R1) +2R2) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
Outf~ ]= +
162 EI 162 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

2L

3

1 L
j ((Rl)*x—P(x)+R2 (x——))"Zdlx+
- 3

m//.:D[ j ((R1) *x-P (x))~2dx +
(”]

2% EI 2 % EI

1 t L 2L
j ((Rl) #X-P (x) +R2 (x——) +R3 (x——))’\Zdlx s R3]
2% EI J2 3 3

L3> (-8P+8R1+5R2+2R3)

Out[ J=
162 EI
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

L3 (P-R1) L3> (-14 (P-R1) +5R2) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3) R1
Solve[{- + + = -,
81EI 162 EI 162 EI k
L3> (5 (-P+R1) +2R2) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3) R2
+ == -
162 EI 162 EI K’
L3 (-8P+8R1+5R2+2R3) R3

e = - ?}, {R1, R2, R3}]

kL3 (708 588 EI% + 10044 EI k L3 + 13 k2 LG) P

Out[~ ]= {{Rl 4 3
2125764 EI3 + 944784 EI?k L® + 10611 ET k? L® + 13 k3 L°

648 k L3 (567 EI?+2EIk L3) P
R2 -

3
2125764 EI3 + 944784 EI?k L® + 10611 EI k? L® + 13 k3 L°
972 EI k L3 (1@8 EI -k L3) p

R3 o }}
2125764 EI% + 944784 EI% k L3 + 10611 EI k? L® + 13 k3 L®

kL3 (708 588 EI2 + 10044 EI k L> + 13 k? L6) P

m-1= R1 =
2125764 EI® + 944784 EI?k L3 + 10611 ET k? L% + 13 k3 L®
648 k L3 (567 EI?+2EIk L3) P
R2 =
2125764 EI% +944784 EI?k L3 + 10611 EI k? L + 13 k3 L®
972 EI k L3 (108 EI-k L3) P
R3 =
2125764 EI% + 944784 EI’> k L® + 10611 EI k? L® + 13 k3 L®
k L3 (708588 EI?+ 10044 EI k L® + 13 k? L%) P
Out[~ ]=

2125764 EI3 + 944784 EI?k L® + 10611 EI k? L® + 13 k3 L°

648 k L3 (567 EI?+2EI kL3) P

Out[* ]=
2125764 EI% + 944784 EI? k L3 + 10611 EI k? L® + 13 k3 L°

972 EIkL> (188 EI-kL?) P

Out[ J=
2125764 EI® + 944784 EI? k L® + 10611 EI k% L® + 13 k3 L°
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[*]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

In[* ]:=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

0.2
0.3

10000 000

2.17079 x 10*°

0.00045

2. x10°
10

100
9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)

gl = ListLinePlot[{{O, -R1/k}, {g, -Rz/k}, {2—“, -R3/k}, (L, a}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange -» All]

g2 = ListPlot[{{O, -R1/k}, {%, —R2/k}, {%, -R3/k}, (v, e}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g1,
g82]
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(*VIGA EMPOTRADA CON 4 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

2

1 g 1 L
Infe J:= D[ J((Rl)*X—P*X)Azd]X+ j((Rl)*X—P*X+R2 (x——])"Zdlx+
2% EI Je 2 % EI 45 4
E
4 L L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3 (X——J)"Zdlx+
2+EI Jt 4 2
- L L 3L
j ((Rl)*x—P*(x) +R2 (x——)+R3 (x——J+R4 (x——])"Zdlx ,Rl]
2+EI J2 4 2 4

L> (P-R1) L3> (-14 (P-R1) +5R2) L3> (-38P+38R1+23R2+8R3)

Out[]= — + +

192 EI 384 EI 384 EI
L (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

+

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)
L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?

1= (*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

2

1 s 1 L
j((Rl)*X—P*X)"Zd]X+ j((Rl)*X—P*X+R2(x——])"Zd]X+
o 2 % EI 45 4

D[ 2 *EI

3L

1 N L L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——)]"2dlx+
2 % EI ; 4 2

L L L 3L
j ((Rl) *X-P*x (x) +R2 (x-—) +R3 (x——) + R4 (x-—])"Zdlx B RZ]
34—L 4 2 4

2 xEI

L> (5 (-P+R1) +2R2) L3> (-23P+23R1+14R2+5R3)
Out[ J= +

384 EI 384 EI
L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)%>+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

+

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)
L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)°)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?2
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

1 d 1 2 L
D[ ~I‘((Rl)*x—P*x)"Zdlx+ j((Rl)*x—P*x+R2 (x——])"Zdlx+
2% EI Je 2% EI 45 4
2
1 4 L L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2 (X——)+R3 (X——)]"2dlx+
2+EI Jt 4 2
t L L 3L
j ((Rl)*x—P*(x) + R2 (x——)+R3 (x——J+R4 [x——])"Zdlx ,R3]
2%EI J2 4 2 4

L3 (-8P+8R1+5R2+2R3) L3 (—3 (-3P+3R1+2R2+R3)%+6 (—4P+4R1+3R2+2R3+R4)2)

Out[~ ]= +

384 EI 384EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?2

Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

2

1 ‘ 1 L
D[ j((Rl)*X—P*X)AZdIX+ j((Rl)*X—P*X+R2 (X——])"Zdlx+
2+EI Jo 2% EI J: 4
E
4 L L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2 (X——)+R3 (x——)]"Zdlx+
2%EI J: 4 2
1 t L L 3L
j ((Rl)*x-P*(x) +R2 (x-—)+R3 (x——)+R4 {x-—])"Zdlx ,R4]
2%EI J 4 2 4
L> (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)2 L* (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)
Out[ J= -
128 EI (-P+R1+R2+R3+R4) 384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?2
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

col [{ L3(P-R1) L3 (-14 (P-R1) +5R2) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3)
olve({ - + + +
192 EI 384 EI 384 EI

L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?3) R1

== ’

384 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)? k

L3 (5 (-P+R1) +2R2) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
+ +

384 EI 384 EI
L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)>+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)3) R2

== 3

384 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4) 2 k

L> (-8P+8R1+5R2+2R3) L?>(-3(-3P+3R1+2R2+R3)>+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)
+ -

384 EI 384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P +R1+R2+R3 +R4)?2
R3 L3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?2

k’ 128EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L*> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)3) R4
== - ?}, {Rl, Rz) R3J R3’ R4}]

384 EI (-P +R1+R2+R3 +R4)?
kL3 (7247757312 EI®P+ 137723904 EI2k L3P + 267264 EIk?>L°P+97 K3 L° P

Out[ J= R1 - b
H 21743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI% k? L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L*?

384k L3 (11 943936 EI3P + 96000 EI2k L3P + 59 EI k2 L® P)
R2 =

21743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI? k% L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L1?

2304 (983 Q40 EI3k L3P -5312EI2k?LoP-7EIK3L® P)
R3 =

J
21743271936 EI* + 11324620800 EI> k L3 + 157040640 EI? k? L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L*?

4608 EI k L3 (135 168 EI%2 - 2496 EI k L® + k2 LG) P
R4 —

21743271936 EI* + 11324620800 EI3 k L3 + 157040640 EI? k? L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L*? }}
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In[* ]:=

Out[* ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[ J=

kL3 (7 247757312 EI3P + 137723904 EI>k L3P + 267264 EI k> L6 P + 97 k3 L® P)

R1 =
21743271936 EI* + 11324620800 EI3 k L3 + 157040640 EI% k* L® + 277 248 EI k3 L% + 97 k* L*?
384 k L3 (11 943936 EI3P + 96000 EI2k L3P + 59 EI k? L® P)
R2 =
21743271936 EI* + 11324620800 EI k L3 + 157040640 EI% k? L® + 277 248 EI k3 L% + 97 k* L*?
2304 (983 Q40 EI*k L3P -5312EI2k?L5P-7EIK3L® P)
R3 =
21743271936 EI* + 11324620800 EI> k L3 + 157040640 EI% k* L + 277248 EI k® L° + 97 k* L*?
4608 EI k L3 (135 168 EI2 - 2496 EI k L3 + k2 L6) P
R4 =

21743271936 EI* + 11324620800 EI> k L3 + 157040640 EI2 k? L® + 277248 EI k® L® + 97 k* L*?

kL3 (7247757312 EI®P+ 137723904 EI2k L3P + 267264 EIk?L°P + 97 k® L° P)

21743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI% k? L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L*?

384k L3 (11 943936 EI3P + 96000 EI2k L3P + 59 EI k2 L® P)

21743271936 EI* + 11324620800 EI3 k L3 + 157040640 EI% k% L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L1?

2304 (983 Q40 EI3k L3P -5312FEI2Kk?LoP-7EIK3L® P)

21743271936 EI* + 11324620800 EI3 k L3 + 157040640 EI% k% L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L1?

4608 EI k L3 (135 168 EI% - 2496 EI k L? + k? L5) P

21743271936 EI* + 11324620800 EI® k L3 + 157040640 EI% k% L® + 277248 EI k3 L® + 97 k* L*?
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[*]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)

ks = 10000000 (xN/m"3x)

Ec

Iz

21707945522.8 (xN/m"2x)

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

0.2
0.3

10000 000
2.17079 x 10%°
0.00045

2. x10°

10

100

9.76858 x 10°

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
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- gl = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {E, —R2/k}, {;, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (L, e}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

g2 = ListPlot[{{a, -R1/k}, {E, -Rz/k}, {2, —R3/k}, {34—L, —R4/k}, (w, a}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [
g1,
82]
k 1 D e oI S Y
2 4 6 8 10
-0.00001

out[~]= —0.00002

-0.00003

-0.00004

m-7= R1/k
R2 / k
R3 / k
R4 / k

ou- = ©0.0000423654

our - ©.0000116741
ouf - —8.18104 x 1077

ou - —1.37302 x10°°
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mnf-]= (*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON CINCO RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

~
w|p

1 5 1
D ((R1) X - P x) ~2dx +
L
2+EI Jo 24 EI JL

L
((Rl) *X-P#%X+R2 (X-—))"Zdlx+
5

3L

5

L 2L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
L 5

2 % EI 5

4L

1 s L 2L 3L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X——)+R3 (X——) +R4 [X——))"Zdlx +
2 xEI BS—L 5 5 5

L

L 2L 3L 4L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (x——)+R3 (x——) +R4 [x-—] +R5 (x——)]"Zdlx B Rl]
% 5 5 5 5

2 xEI

L> (P-R1) L3 (-14 (P-R1) +5R2) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3)
out[*]= — + + +

375 EI 750 EI 750 EI
L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)
L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)%>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)7)

+

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)?2
L> (-12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)2+15 (5P +5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)
L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2+R3 + R4 +R5)?2
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

2L

5

1 s 1 L
~I‘((Rl)*x—P*x)"Zdlx+ j ((Rl)*x—P*x+R2(x——))"2dlx+
o 2 % EI § 5

D[ 2 *EI

L 2L
((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (X——) +R3 (X——))"Zdlx +
5 5

5

L 2L 3L
j ((Rl) *X-Px* (X) +R2 (X——) +R3 (X——) +R4 [X——J)"Zdlx +
L 5

2 % EI 5 5

L

1 L 2L 3L 4L
J;L((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (x——)+R3 (x——) +R4 [x——] +R5 (x——]]"Zdlx B RZ]
2 %xEI J= 5 5 5 5
5

L3 (5 (-P+R1) +2R2) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
outf*J= + n
750 EI 750 EI

(L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)?+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)) /

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)
(750 EI (-P+R1+R2+R3+R4)) - +

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4)?
(L> (-9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+12 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)%)) /
(750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)) -
(L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)%)) /
(75 EI (-P +R1+R2+R3 +R4 +R5)?)
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

L 2L

s 1 : L
J((Rl)*x—P*x)"Zdlx+ j ((Rl)*x—P*x+R2(x——))"2dlx+
] 2 % EI § 5

1

D[ 2 *EI

3L

5

1 L 2L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2 xEI ZS—L 5 5

aL

5

L 2L 3L
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (X——) +R3 (x——) +R4 [X——J)"Zdlx +
EL 5 5 5

2 xEI

L

L 2L 3L aL
j ((Rl) *X-Px (X) +R2 (x——) +R3 (x——) +R4 [x——] +R5 (x——)]"Zdlx s R3]
“S—L 5 5 5 5

2 % EI

L>(-8P+8R1+5R2+2R3) L>(-3(-3P+3R1+2R2+R3)%+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)
out[*]J= + =

750 EI 750 EI (-P +R1+R2+R3+R4)

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

.
750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)?2

L (-6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%+9 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

L (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4+R5)2
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

~
w|p

1

s 1 L
D[ J((Rl)*X—P*X)AZd]X+ j ((Rl)*X—P*X+R2(X-—))"2dlx+
2% EI Jo 2% EI E 5
3L
s L 2L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
2+ EI ZS—L 5 5
aL
s L 2L 3L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——)+R4[X——))"2dlx+
2 % EI 35—L 5 5 5

1 t L 2L 3L 4L
j ((Rl)*x-P*(x) +R2 (x——)+R3 (x-—)+R4 [x-—]+R5 (x——)]"Zdlx ,R4]
2% EI J2 5 5 5 5

L3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)2 L* (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

Out[~ ]= -
250 EI (-P+R1+R2+R3+R4) 750 EI (-P +R1+R2+R3+R4)?2

+

L> (-3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+6 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4 +R5)
L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4 + R5)?2
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)

~
w|p

1 5 1
D ((R1) X - P x) ~2dx +
L
2+EI Jo 24 EI JE

L
((Rl) *X-P%Xx+R2 (X-—))"Zdlx+
5

3L

5

1 L 2L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
2 % EI ZS—L 5 5

aL

5

1 L 2L 3L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X——) +R3 (X——) +R4 [X——))"Zdlx +
2 xEI BS—L 5 5 5

L

1 L 2L 3L 4L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (x-—)+R3 (x-—) +R4 [x-—] +R5 (x——)]"Zdlx B RS]
2 xEI "S—L 5 5 5 5

L> (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?2
Out[* J= -

250 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4+R5)2

In[* ]-=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

L3(P-R1) L3 (-14 (P-R1) +5R2) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3)
Solve[{— + +

375EI 750 EI 750 EI

+

L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

+
750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4) 2

L> (-12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+15 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1 +R2 +R3 + R4 +R5)

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?) R1
750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4 + R5) 2 Sk
L3 (5 (-P+R1) +2R2) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
750 EI ’ 750 EI i

L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)>+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)
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L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?%)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4)2

+

L> (-9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+12 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-
L> (-8P+8R1+5R2+2R3) L>(-3(-3P+3R1+2R2+R3)%+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

P+R1+R2+R3+R4+R5)2

k

+

750 EI

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?3)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)?2

L> (-6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+9 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

+

750 EI

L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

(-P+R1+R2+R3+R4 +R5)

750 EI (-

R3 L3 (-4P+4R1+3R2+2

P+R1+R2+R3+R4 +R5)?2
R3 + R4)?

k’  250EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P +R1 + R2 + R3 + R4) 2

L> (-3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+6 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

+

750 EI

L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

(-P+R1+R2+R3+R4+R5)

750 EI (-

R4 L3 (-5P+5R1+4R2+3

P+R1+R2+R3+R4+R5)2
R3 + 2R4 + R5) 2

k' 250EI (-P+R1+R2+

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)3)

R3 + R4 + R5)

750 EI (-

RS
- }, {R1, R2, R3, R4, RS}]

P+R1+R2+R3+R4 +R5)?2

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



5 RESORTE.nb | 7

our = {{R1 - (kL> (39550781250000 EI*P + 940781250000 EI’ k L* P +
2340562500 EI” k? L°P + 1299000 EI k* L° P + 181 k* L' P) ) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429 687 500 EI° k* L° +
2543625000 EI” k* L® + 1335375 ET k* L*? + 181 k* LY,
R2 > (7560 k L> (3712560000 EI* P + 47531250 EI’ k L> P + 54900 EI* k* L°P + 11 EI K’ L° P) ) /
(118 652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L> + 1165429687500 EI* k* L° +
2543625000 ET” k® L? + 1335375 ET k* L*? + 181 k* L*®),
R3 - - ( (4500 k L* (-3796875000 EI* P + 2625000 EI° k L* P + 43375 ETI* k* L° P+ 13EI K> L’ P) ) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687500 EI° k* L° +
2543625000 EI” k> L” + 1335375 ET k* L'? + 181 k° L*®) ),
R4 - (2250 (3656250000 EI*k L> P - 53062500 EI° k* L°P - 19500 EI* k* L P + 7EL k* L*? P) ) /
(118652343 750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687500 EI” k* L° +
2543625000 EI” k* L + 1335375 ET k* L*? + 181 k° L*®),
R5 - (4500 EI k L* (492187500 EI® - 13500000 EI k L> + 10875 EIk* L° - k> L°) P) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687 560 EI° k* L° +
2543625000 EI” k> L + 1335375 ET k* L'? + 181 k* L*®) } }
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Inf* :=
R1 = (k L3 (39550781 250 000 EI*P + 940781250000 EI*k L3 P +

2340562500 EI k* L°P + 1299000 EI k* L° P + 181 k* L*?P) ) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429687 500 EI’ k’ L° +
2543625000 EI” k® L° + 1335375 EL k* L*? + 181 k° L™®)
R2 = (7500 k L*> (3712500000 EI* P + 47531250 EI° k L> P + 54900 EI* k* L°P + 11 EI kK’ L° P) ) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L’ +
1165429687500 EI° k* L® + 2543625000 EI° k* L° + 1335375 EL k* L' + 181 k® L*)
R3 = - ((4500k L (-3796875000 EI* P + 2625000 EI’ k L’ P + 43375 EI’ k> L° P+ 13 EL K> L°P) ) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L* + 1165429 687 500 EI° k* L° +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 EL k* L' + 181 k° L™) )
R4 = (2250 (3656250000 EI k L° P - 53062500 EI’ k* L° P - 19500 EI’ k’ L P + 7EL k* L*? P)) /
(118652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L +
1165429687500 EI* k® L® + 2543625000 EI” k* L° + 1335375 EL k* L% + 181 k° L")
R5 = (4500 EI k L> (492187500 EI° - 13500000 EI’ k L* + 16875 EI k* L° - k> L°) P) /
(118 652343750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L +
1165429687500 EI° k* L® + 2543625000 EI° k* L° + 1335375 EL k* L' + 181 k® L*)

our = (kL* (39550781250000 EI* P + 940781250000 EI* k L* P +
2340562560 EI* k® L°P + 1299000 ET k> L° P + 181 k* L*?P)) /
(118652343 750000 EI° + 71191406 250000 EI* k L° + 1165429687500 EI° k* L® +
2543625000 EI” k* L° + 1335375 ET k* L + 181 k° L*?)

our = (7500 k L> (3712500000 EI* P + 47531250 EI*k L P+ 54900 EI’ k* L°P + 11 EI K’ L°P) ) /
(118652343750 000 EI° + 71191406250000 EI* k L3 +
1165429687500 EI> k2 L% + 2543625000 EI% k* L° + 1335375 EI k* L2 + 181 k® L*)

our -~ (4500 k L* (-3796875000 EI* P + 2625000 EI° k L> P + 43375 EI*k* L° P+ 13EI K> L°P) ) /
(118652343 750 000 EI° + 71191406 250000 EI* k L3 +
1165429687500 EI® k? L® + 2543625000 EI% k* L° + 1335375 EI k* L2 + 181 k° L*))

our = (2250 (3656250000 EI* k L’ P - 53062500 EI> k* L°P - 19500 EI* k> L° P + 7ELk* L' P)) /
(118652343 750 600 EI° + 71191406250000 EI* k L +
1165429687500 EI> k% L® + 2543625000 EI2 k3 L° + 1335375 EI k* L'? + 181 k° L15)

our - (4500 ET k L* (492187500 EI° - 13500000 EI° k L + 10875 EI k> L° - k* L°) P) /
(118 652343750 000 EI® +71191406250000 EI* k L3 +
1165429687500 EI> k% L® + 2543625000 EI% k> L° + 1335375 EI k* L% + 181 Kk° L15)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.20 (xmx)
H=0.30 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (*m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

outf-]= 0.2

outf-1= 0.3

out-1= 10 000 000

ouf- - 2.17079 x 108

0.00045

Out[*]=

2. x10°

Out[~ ]=

10

Out[~ ]=

100

Out[~ ]=

ouf - 9.76858 x 10°

1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

gl = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {E -Rz/k}, {Z?L —R3/k},

5

L

g2 = ListPlot[{{O, -R1/k}, {;, —R2/k}, {

(v, e}}, PlotStyle » PointSize[@.02], AxesOrigin - {@, @}, PlotRange - A11]

Show[gl, g2]

2L
—, -R3/k
5

b+ {

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

3L
—,-R4/k
5

b {

{2, -R4/ k}, {%, -R5/ k}, L, a}}, AxesOrigin - {@, 0}, PlotRange - All]

4L
5
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—, -R5/ k},
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-0.00001

Oul' 1= _0.00002

-0.00003

m-7= R1/k
R2 / k
R3 / k
R4 / k
R5/k

ou |- ©.0000398505
ou |- ©.0000138529
ou - 6.97747 x 1077
oup = -2.08979 x 107°

ouf-]- -9.57398 x 1077
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A.1.5. Ejemplo 5: Viga sobre apoyos elasticos con carga puntual
al centro del claro, aplicando la teoria de Timoshenko

280



(*VIGA CON TRES RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1lx)

L

L
1 2 /P-R2 1 2P -R2
In[* J:= D[Z* -J. (( )*x)"Zd]X + j ( )"Zdlx N RZ]
2% EI Jo 2 2xGxA Jo 2

L (P-R2) L3 (P-R2)
oufc}= 2 | - -
8AG 96 EI
In[* J:=
L (P-R2) L3 (P-R2) R2
Solve[{z - - - -——-}, {Rz}]
8AG 96 EI k

k(12EIL+AGLﬂF

J)

out[*]= {{RZ -
48 AEIG+12EIkL+AGKkL?

k(12EIL+AGP)P

n = R2 =
48 AEIG+12EIkL+AGkL?

k(12£IL+AGLﬂP

Out[* J=
48 AEIG+12EIkL+AGkL3

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Ys)
(*POR SIMETRIA R3=R1x)
(*R1+R2-P+R1=0%)

o1~ Solve[{R1+R2+-P +R1 = @}, {R1}]

J)

24 AEIGP

Outf]J= {{Rl -
A8 AEIG+12EIkL+AGKkL?

24AEIGP
n1= Rl =
48 AEIG+12EIkL+AGkL3
24 AEIGP
Out[* J=

48AEIG+12EIkL+AGkL?

n-1= R3 = R1
24 AEIGP

Out[~ ]=

48 AEIG+12EIkL+AGKkL3
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Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

Iz

21707945522.8 (xN/m"2x)

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 60 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

G

Ec

2 (1+v)

A=B=xH

0.8

1.

2

10000 000

2.17079 x 10%°

0.1152

8. x 10°

60

100

2.50076 x 10°

0.

25

8.68318 x 10°

0.96

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
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m-= gl = ListLinePlot[{{-L/2, -R1/k}, {@, -R2/k}, {L/2, -R3/k}},
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
g2 = ListPlot[{{-L/2, -R1/k}, {0, -R2/k}, {L/2, -R3/k}}, PlotStyle -» PointSize[0.02],
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

] S T T O S ' S S S S T S T S Y S |

Out[ J=

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



1= (*VIGA CON 4 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L

1 5 (P-2R2 1 3 (P-2R2
p[2+ j ((—]*X]Amm—f ([—))"Zdlx+
2% EI Jo 2 2%xGxA Jo 2

L L
1 (?((P-2R2 L 1 2 ((P-2R2
[ (=) =xere [x- <)) r2ax s —— [[((—=—) +®e| n2ax|. re]
2+EI JL 2 3 2xGxA JL 2

5L3p L3 R2
+
216 27

L(P-2R2) L3 (P-2R2) -
oufrj= 2 | - - +
6AG 162 EI 2EI

(*SE ENCUENTRA R2x)

5L3p L3 R2

R2

L(P-2R2) L3 (P-2R2) - +
Inf* J:= Solve[{z - - § — Z ] =- —}, {RZ}]
6AG 162 EI 2 EI k
k (216EIL+23AGL3) P
out[J= {{RZ - }}

8 (BLAEIG+54EIkL+5AGkL?)

(*POR SIMETRIA R4=R1, R3=R2x)

k (216EIL+23AGL3) P
n1= R2 =

8(81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
R3 = R2

k <216EIL+23AGL3) P
Out[ J=

8 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

k (216 EIL+23AG L3) P

Out[* ]=
8 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(#POR SIMETRIA R4=R1, R3=R2%)
(#2R1+2R2-P=0+*)

i - Solve[{2R1+2R2+ -P == 0}, {R1}]

3 (108AEIG—AGkL3) P

o {{pa- )

8 <81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
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Inf* J:=
3 (108AEIG-AGkL3) P

R1

8(81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
R4 = R1

3 (108AEIG—AGkL3) P
Out[~ ]=

8 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

3 (168AEIG-AGkL?) P

Out[ ]=
8 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Ec

Iz

21707945522.8 (xN/m"2x)

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 60 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

G

Ec

2 (1+v)

A=B=xH

0.8

1.

2

10000 000

2.17079 x 10%°

0.1152

8. x 10°

60

100

2.50076 x 10°

0.

35

8.03998 x 10°

0.96

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
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- gl = ListLinePlot[{{-E, —R1/k}, {- s —R2/k}, {E, -R3/k}, {E, —R4/k}},

O

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

s _Rz/k}, {E, —R3/k}, {E, _R4/k}},

g2 = ListPlot [{{- p -

, -R1/ k}, {-

N |
-

PlotStyle - PointSize[0.02],

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

K““X‘A“l“‘A““lA“‘l“A‘Z
-30 -20 -10 | 10 20 30
-2.x107°
out[* ]= r
-4.x107
-6.x107°
L)
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(*VIGA CON 5 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L L
1 “((P-2R2-R3 1 “((P-2R2-R3 1
o[z [ (=) =) r2axs — [ ([—=—]) r2ax*
2% EI Jo 2 2xGxA Jo 2 2% EI

L

2, (P-2R2-R3 L 1 2, (P-2R2-R3
j ([—]*X+R2 (x——)]"Zdlx —f ([—)+R2]"2d1x , R2]
E 2 4 2xGxA :— 2

L(P-2R2-R3) L3 (P-2R2-R3) L3 (-18P+24R2+18R3)
- - +

8AG 384 EI 1536 EI

Out[~ ]= 2

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

In[* ]:=

L L
1 *((P-2R2-R3 1 *r(P-2R2-R3 1
p[2+ [((F==—] *x)r2axs — [ ([——=—)) ~2ax~
2% EI Jo 2 2xGxA Jo 2 2% EI

2//P-2R2-R3 L 1 2/ /P-2R2-R3
j ((—) * X + R2 (x——)]"Zdlx +—f ((—) +R2)"2d1x s Rs]
£ 2 4 2%GxA Jt 2

1
L(P-2R2-R3) L3 (P-2R2-R3) L3 (-14P+18R2+14R3) L(—R2+;<—P+2R2+R3))

outf}= 2 |- - + +
16 AG 768 EI 1536 EI 8AG

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)
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- + [ —

L(P-2R2-R3) L3 (P-2R2-R3) L3 (-18P +24R2 +18R3) R2
Inf+ J:= 501ve[{2 -
8AG 384 EI 1536 EI k

L(P-2R2-R3) L3 (P-2R2-R3) L3 (-14P+18R2+14R3)
- + +

16 AG 768 EI 1536 EI

L(—R2+§(—P+2R2+R3)) R3

8AG

our - {{R2 > (384 AEIGK (96 EIL+11AGL>) P) / (147456 A EI*G* +
118592 AET* Gk L + 9216 EI? k? L* + 9216 A’ EIG* k L> + 960 AEI G k* L* + 7A? G* k* L®) ,
R3 - ((36864AEI?GkL+9216 EI?k®L? + 3072 A’ EIG* k L + 966 AEI Gk L* + 7A*G* K* L®) P) /
(147456 A EI? G* + 116592 AET? Gk L + 9216 EI* k? L* +
9216 A’ ETG* k L> + 960 AET G k* L* + 7 A G* k* L°) } }

nr- = R2 =
384 AEIGk (96EIL+11AGL3) P

147456 A> EI> G% + 110592 AEI* Gk L + 9216 EI* k® L? + 9216 A2EI G k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A% G® k? L®
R3 =

(36864A EI’GkL +9216 EI?k® L2 +3072A%EIG*k L> + 960 AEI G k2 L* + 7 A2 G2 k? LG) P

147456 A> EI> G% + 110592 AEI? Gk L + 9216 EI? k® L% + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A% G® k? L®
384 AEIGKk (96EI L+11AG L3) P

Out[~ ]=

147456 A> EI2 G2 + 110592 AEI?Gk L + 9216 EI?k? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k? L®

(36864AEIZGk L+9216 EI?k? L% + 3072 A2EI Gk L® + 960 AEI G k? L* + 7 A? G2 k? L6) 2]
Out[~ ]=

147456 A> EI2 G2 + 110592 AEI?Gk L + 9216 EI2k? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k? L®

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=*)
(*POR SIMETRIA R5 ES IGUAL A R1 Y R2 ES IGUAL A R4x)

(#2R1+2R2+R3-P=0x*)

In[* ]:=
Solve[{2R1 +2R2+ -P +R3 == 0}, {R1}]

our = {{R1- (1152 (64 A’EI’G°P-A’EIG*k L>P)) / (147456 A* EI* G’ +
110592 AEI?Gk L + 9216 EI2k® L?2 + 9216 A EI G k L> + 960 AEI G k® L* + 7 A2 G% k? LG)}}
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m-1= R1 =
1152 (64 A’EI’G*P-A%EIG2 kL3 P)

147456 A> EI%> G% + 110592 AEI?Gk L + 9216 EI? k® L% + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A% G® k? L®
1152 (64 A*EI*G*P - A*EIG* k L* P)

Out[*]=

147456 A EI%2 G% + 110592 AEI? Gk L + 9216 EI? k® L? + 9216 A2EIG* k L3 + 960 AEI G k% L* + 7 A2 G2 k? L®

nf-1= R5
R4

R1
R2

1152 (64 A*EI?G*P - A*EI G’k L* P)

Out[~ ]=
147456 A> EI2G? + 110592 AEI?Gk L + 9216 EI2k? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k2 L®

384 AEIGKk (96EIL+11AG L3) P

Out[* ]=
147456 A EI2 G2 + 110592 AEI?Gk L + 9216 EI2k? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k2 L®
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 60 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf- 1= 0.8

our = 1.2

ouf-1- 10 000 000

our - 2.17079 x 10°

outf 1= ©.1152
outf 1= 8. % 10°
out/ 1= 60

outl 1= 100

ouf- - 2.50076 x 10°

Out[ J= 0.35

ouf - 8.03998 x 10°

Out[* ]= 0.96
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= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA*)
gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_E, _Rz/k}, {0, -R3 / Kk}, {E, —R4/k}, {%, _R5/k}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

s -Rz/k}, {0, -R3 / Kk}, {2, —R4/k}, {2, -Rs/k}},

N

g2 = ListPlot [{{-

N |

, -R1/ k}, {-
PlotStyle - PointSize[0.02],
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

XA T S T T S Y S S R R Rt Axxxlxxxxlxxx/

-30

Out[+]=
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1= (*VIGA CON 6 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L

1 5/ (P-2R2-2R3 1 5/ (P-2R2-2R3 1
p[2+ j ((—]*X)Azdm—f ((—)]Azax+
2% EI Jo 2 b

2xGxA 2 2 xEI

2L

2L
s P-2R2-2R3 L 1 y P-2R2-2R3
[ (=) exsra(x- ]| r2ax s —— [ ((———
L 2 L
5 5

)+R2]"2d1x+
5 2xGxA 2

L

1 2 (P-2R2-2R3 L 2L
j ((—)*X+R2 (x——)+R3 (x——))"Zdlx+
2% EI JZ 2

5 5

1 2 (P-2R2-2R3
—f ((—]+R2+R3)"2d1x ,RZ]
2xGxA % 2

3 3L3p  2L3R2 3L3R3 3
L (P-2R2-2R3) L® (P-2R2-2R3) ~ 250 V125 T Tizs L® (-108 P +96 (R2 + 2R3))
outf*]= 2 n N
10AG 750 EI 2EI

24000 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)
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Inf* J:=

L

L
1 *((P-2R2-2R3 1 *r(P-2R2-2R3 1
oz | [[[(F22220) i rzans 2 [ ((2222220) )z,
2% EI Jo 2 2xGxA Jo 2 2 xEI

2L

s ((P-2R2-2R3 L 1 s 1 (P-2R2-2R3

j ((—]*X+R2 (x——])"Zdlx+—J ((—)+R2]"2d1x+
L 2 5 L
5 5

2xGxA 2

1 2 (P-2R2-2R3 L 2L
J:L((—)*X+R2 (x--)+R3 (x——))"Zdlx+
2% EI JX 2 5
5

5
1 2, p_2R2-2R3
(R ) a2, )
2xGxA % 2

L(R2+§ (P-2R2-2R3)) [ (P-2R2-2R3)

Out[ J= 2 |-

5AG 10AG

3 7L3p 3L3R2 14 L3 R3 3
L® (P-2R2-2R3) " 378 + 125 + 375 L® (-216 P +192 (R2 + 2R3))
+ +

750 EI 2EI 24000 EI

1= (*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

L(P-2R2-2R3) L3 (P-2R2-2R3)
Solve[{z - -

10AG 750 EI

+

3L3p  2L3R2  3L3R3

~ s * 15 * 125 L?(-108P +96 (R2+2R3)) R2
+ == - —
2EI 24000 EI K’
1
L(R2+;(P—2R2-2R3)) L(P-2R2-2R3) L3 (P-2R2-2R3)
2 |- - - +
5AG 10AG 750 EI
. L3 (-216 P + 192 (R2 + 2R3)) R3
- - + +
375 125 375 + - - _}’ {RZ, R3}]
2EI 24000 EI k
out[* = {{R2 -

- ((3AGk (-75000 EI* L - 8875AEIGL> + 6AGK L®) P) / (8 (140625 A’ EI*G* + 168 758 AEI° Gk L +
22500 EI* k* L? + 14625 A EI G* k L® + 2400 AEI G k* L* + 19 A G° k* L®) ) ), R3 >
((450000 AEI’ Gk L + 90000 EI* k* L? + 44250 A’ E1 G* k L® + 10050 AEI G k? L* + 91 A G* k* L®) P) /
(8 (140625 A% EI G* + 168 750 AEI* Gk L + 22500 EI* k* L +
14625 A EIG* k L* + 2460 AEIGK* L* + 19 A’ G* k> L®) ) } }
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nf- 1= R2

((3AGk (-75000EI*L - 8875AEIGL>+6AGkL®) P) / (8 (140625A% EI’G* + 168750 AEI° Gk L +
22500 EI” k* L? + 14625 A’ EIG k L* + 2400 AEI G k* L* + 19 A’ G k* L®) ) )

R3 = ((450000AEI*GkL+90000 EI’k®L? +44250 A’ EIG* k L* + 10050 AEI Gk L* + 91 A* G K L°®) P) /

(8 (140625 A% EI*G* + 168750 AEI* Gk L + 22500 EI* k* L* +

14625 A EI G> k L® + 2400 A EI G k% L* + 19 A2 G2 k? LG))

ourj- - ((3AGk (-75000 EI* L - 8875 AEIGL>+6AGKkL®) P) /
(8 (140625 A2EI®G2+ 168750 AEI’Gk L +22500 EIZKk? L2 +
14625 A°EI G> k L3 + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G* k2 L6>)>

our - (450000 AET? Gk L + 90000 EI* k* L? + 44250 A EI G* k L’ + 10050 AEI G k* L* + 91 A G* k> L®) P) /
(8 (140625 A EI? G* + 168 750 AEI* Gk L +

22500 EI% k® L% + 14625 A2 EI G> k L3 + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G® k2 LG) )
In[* ]:=

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R6=R1, R5=R2 Y R3=R4 )

R5 = R2
R4 = R3
our- - ((3AGk (75000 EI’ L - 8875AEIGL> +6AGKL®) P) /

(8 (140625 A2EI?G?+ 168750 AEI’Gk L + 22500 EI? k% L2 +
14625 A°EI G> kL3 + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G% k2 L6> ))

our - ( (450000 AEI? Gk L + 90000 EI* k® L? + 44250 A’ EI G k L + 10050 AEI G k* L* + 91 A* G* k* L®) P) /

(8 (140625 A% EI* G* + 168 750 AEI* Gk L +
22500 EI? k? L% + 14625 A2 EI G> k L® + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G® k2 L))

In[* ]:=
Solve[{2R1+2R2+2R3-P == 0}, {R1}]

our ;= {{R1— (3 (187560 A EI* G* P - 4125 A’ EIG* k L>P - 150 AEIGKk* L* P + A’ G* k* L°P) ) /
(8 (140625 A?EI?G?+ 168750 AEI’Gk L + 22500 EI2 k? L% +
14625A2EIGZkL3+2400AEIGk2L4+19A262k2L6)>}}
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np= Rl= (3 (187500 A* EI* G P - 4125A° EI G k L> P - 156 AEIGk* L*P + A2 G* k* L°P) ) /
(8 (140625 A2EI?G% + 168750 AEI2Gk L + 22500 EI% k2 L2 +
14625 A EIG° k L° + 2400 AEI G k* L* + 19 A G* k* L®) )

R6 =
R1

our - (3 (187500 A EI? G* P - 4125 A2 EIG* k L> P - 150 AEIGK* L* P+ A*G* K* L°P) ) /
(8 (140625 A?EI?G? + 168750 AEI>Gk L +
22500 EI% k? L% + 14625 A2 EI G> k L® + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G® k2 L))

our = (3 (187500 A* ETI? G* P - 4125 A’ EI G* k L> P - 150 AEI G k* L* P + A?G* K* L°P) ) /
(8 (140625 A2EI®G%+ 168750 AEI®GKL +
22500 EI% k® L% + 14625 A2 EI G> k L3 + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G% k2 L"))
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Inf* J:=

Out[* ]=

Out[+]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

(*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (*xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"2x)

L = 60 (xmx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152
8. x 10°

60

100

2.50076 x 10°
0.35
8.03998 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_%, _Rz/k}, {_%, —R3/k}, {%, —R4/k},

{i—;, -R5/ k}, {%; -R6 / k}}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

s —R1/k}, {-3—", —R2/k}, {-L, —R3/k}, {L, —R4/k}, {B—L, -Rs/k},

g2 = Listplot[{{- o 10 10 1e

N |

L
{—, -R6 / k}}, PlotStyle —» PointSize[0.02], AxesOrigin » {@, @}, PlotRange - All]
2

Show [

gl,
g82]

T

Huxuuxu/?

30

T\\“x““x““

-30

Outf~ ]=
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(*VIGA CON 7 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

Inf+ J:=

L L
1 s/ /P-2R2-2R3-R4 1 s/ /P-2R2-2R3-R4
D[Z* J(( J*xJAzdlx+—f (( )]"2d1x+
2 % EI Jo 2 2xGxA Jo 2

2L
1 6 P-2R2-2R3-R4 L
J (( )*X+R2(X——))"2dlx+
2xEI % 2 6

2
6

1 P-2R2-2R3-R4
—J: (( )+R2)"2d1x+
3

2xGxA 2

L

1 2/ (P-2R2-2R3-R4 L 2L
J:L(( J*X+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
s

2 % EI 2 6 6
.
1 ® (P-2R2-2R3-R4
—J. (( )+R2+R3)"2dlx,R2]
2xGxA Z?L 2

L (P-2R2-2R3-R4) L3> (P-2R2-2R3-R4) L3> (-18P +24R2 +18 (2R3 +R4))
outfr]= 2 | - - + +
12AG 1296 EI 5184 EI

—3L3(—P+R2+2R3+R4)2+3L(L(R2+2R3)+§L(—P+R4))2

648 EI (-P + R4)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x%)
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Inf* J:=

L L
1 ¢((P-2R2-2R3-R4 1 ¢((P-2R2-2R3-R4
D[Z* J.(( )*X)"Zdlx+—f [(
) )

2*xEI 2 2xGxA 2

2L

1 s ((P-2R2-2R3-R4 L
-J. [( ]*X+R2(X——))"2d]x+
2+EI Jt 2 6

L

1 P-2R2-2R3-R4
—J‘L (( )+R2)"2d1x+
s

a|R

2xGxA 2

L
1 2 (P-2R2-2R3-R4 L 2L
J (( ]*X+R2(x——)+R3(X——))"2dlx+
2xEI Z?L 2 6 6

L
1 : (P-2R2-2R3-R4
—j (( J+R2+R3)"2dlx,R3]
2xGxA Z?L 2

1
L(Rz+E (P-2R2-2R3-R4)) L (P-2R2-2R3-R4)

outfr]= 2 | -

6AG 12AG

L3 (P-2R2-2R3-R4) L3 (-28P+36R2+28 (2R3 +R4))
+ +

1296 EI 5184 EI

—6L3(—P+R2+2R3+R4)2+6L(L(R2+2R3)+§L(—P+R4))2

648 EI (—P +R4)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)
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Inf* J:=

L L
1 ¢((P-2R2-2R3-R4 1 ¢((P-2R2-2R3-R4
D[Z* J. (( )*X)"Zdlx+—f (( )]"2d1x+
2% EI Jo 2 2xGxA Jo 2

2L

1 s ((P-2R2-2R3-R4 L
-J. (( ]*X+R2(X——))"2d]x+
2+EI Jt 2 6

L

1 P-2R2-2R3-R4
—J‘L (( )+R2)"2d1x+
s

a|R

2xGxA 2
L
1 2 P-2R2-2R3-R4 L 2L
J (( ]*X+R2(x——)+R3(X——))"2dlx+
2 xEI Z?L 2 6 6

L
1 : (P-2R2-2R3-R4
—j (( J+R2+R3)"2dlx,R4]
2xGxA Z?L 2

L (P-2R2-2R3-R4) L3(P—2R2—2R3—R4) L3(—14P+18R2+14(2R3+R4))
outfr]= 2 - + +
24 AG 2592 EI 5184 EI

L(-R2+§ (-P+2R2+2R3+R4) ) L(-R2-R3+§ (-P+2R2+2R3+R4))
+ +

12 AG 12AG

—3L3(—P+R2+2R3+R4)2+§L(L(R2+2R3)+§L(—P+R4)>2

648 EI (-P + R4)

—L3(—P+R2+2R3+R4)3+(L(R2+2R3)+§L(—P+R4))3

648 EI (-P + R4)?

(*SE ENCUENTRA R2, R3 y Rdx)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



4 | 7_RESORTES_P.nb

Inf* J:=

L(P-2R2-2R3-R4) L3 (P-2R2-2R3-R4) L3 (-18P+24R2+18 (2R3 +R4))

501ve[{2 - - + +
12AG 1296 EI 5184 EI
-3L% (-P+R2+2R3+R4)2+3L (L (R2+2R3) +§L (—P+R4))2 R2
648 EI (-P + R4) Tk’

L(R2+§(P—2R2—2R3—R4)) L (P-2R2- 2R3 -R4)
2 |- - -
6AG 12AG

L>(P-2R2-2R3-R4) L3 (-28P+36R2+28 (2R3 +R4))

+ +

1296 EI 5184 EI
-6L> (-P+R2+2R3+R4)?+6L (L (R2+2R3) +%L (—P+R4))2 R3
648 EI (-P + R4) ok’

L(P-2R2-2R3-R4) L3 (P-2R2-2R3-R4) L3 (-14P+18R2+14 (2R3 +R4))
- - + +

24AG 2592 EI 5184 EI

L (-R2+§ (-P+2R2+2R3+R4)) L(-R2-R3+§ (-P+2R2+2R3+R4))
+ +

12AG 12AG

-313 (—P+R2+2R3+R4)2+§L (L (R2 + 2R3) +§L(-P+R4))2

648 EI (-P + R4)

-L® (-P+R2+ 2R3 +R4)>+ (L (R2 +2R3) +§L (—P+R4))3 R4
= }, (R2, R3, R4}]
k

648 EI (-P +R4)?

our = {{R2> - ((11664kL (-7776 A*EI’G*P - 936 A’EI’G’ L’P+ A’EIG k L°P) ) /
(544195584 A’ ET* G* + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AEI’ G Kk* L* +
56687040 A>EI*G> k > + 5038848 EI® k® L + 12317184 A’ ET? G* k* L* +
559872 AEI’G k> L° + 80352 A° EIG* k* L° + 6156 A’ EI G k> L + 13 A G  k* L°) ), R3 -
(1296 AETGk L (139968 AEI* G+ 23328 EI°k L + 14904 A’ EI G* L? + 2700 AEI Gk L* + 23 A>G* k L®)
P) / (544195584 A’ EI’ G’ + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AET> Gk* L? +
56687040 A>EI? G  k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A EI? G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A° EI G  k® L°+ 6156 A’ EI G k> L + 13 A° G* k* L°),
R4 > - ((-136048896 A EI° G° k LP - 60466176 AEI’ Gk* L? P - 11337408 A’ EI’ G’ k L> P -
5038848 EI’k® L P - 6158592 A2 EI*G* k* L* P - 559872 AEI*G K> L° P -
40176 AP EIG’ k* L°P - 6156 A°EIG K’ L' P-13A°G’ K’ L°P) /
(544195584 A’ EI° G’ + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AET’ Gk* L? +

56687040 A EI?G> k L3 + 5038848 EI® k® L + 12317184 A2EI? G? k2 L* +
559872 AEI2Gk>L° + 80352 A°EIGP k? L® + 6156 A2 EI G2 K3 L7 + 13 A3 G2 K3 L9) )11
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(*POR SIMETRIA R6=R2 Y R5=R3 )

-((121664kL (-7776 A’EI’G* P - 936 A’ EI’ G’ L’ P+ A’EIG  k L° P) ) /
(544195584 A> EI* G* + 680244480 A EI’ G k L + 120932352 AEI° G K L +
56687040 A EI G k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A EI G’ k? L® + 6156 A’ EIG* k* L’ + 13 A° G* k° %))
(1296 AEIGk L (139968 AEI’G+23328 EI’k L + 14904 A EIG* L® + 2700 AEIGk L* + 23 A G’ k L®)
P) / (544195584 A% EI® G* + 680244480 A’ EI’ G° k L + 120932352 AEI° Gk* L% +
56687040 A EI*G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI*Gk’L° + 80352 A° EI G k® L® + 6156 A EI G* k° L + 13 A% G° k* L°)
- ((-136048896 A EI* G’k LP - 60466176 AEI’ Gk* L P - 11337408 A’ EI* G’ k L> P -
5038848 EI° k® L>P - 6158592 A’ EI° G k* L* P - 559872 AEI’G k> L° P -
40176 A*EIG’ Kk’ L°P- 6156 A’EIG kK> L’ P-13A*°G* kK> L° P) /
(544195584 A% EI° G* + 680244480 A’ EI’ G° k L + 120932352 AEI’ Gk* L% +

56687040 A EI*G> k L®> + 5038848 EI> k3 L® + 12317184 A’ EI2 G2 k® L* +
559872 AEI’Gk®>L° + 80352 A3EIG  k?L® + 6156 AZEI G2 k3 L7 +13 A3 G2 K3 L9) )

nf-J= R2

R3

R4

R6 = R2
R5 = R3

our = - ( (11664 kL (-7776 A*EI’G*P - 936 A’ EI’G> L’ P+ A’ EIG k L° P) ) /
(544195584 A*EI’G> + 680244480 A2 EI3 G2k L + 120932352 AEI® G k2 L? +

56687040 A EI?G> k L®> + 5038848 EI® k3 L® + 12317184 A2 EI2 G Kk L* +
559872 AEI’Gk>L° + 80352 A°EIG  k? L% + 6156 A2EIG? k3 L7 + 13 A% G° K3 L9) )

our - (1296 AETGK L (139968 AEI® G+ 23328 EI k L + 14904 A EI G* L> + 2700 AEIGk L + 23A’G* k L®) P) /
(544195584 A’ EI° G’ + 680244480 A EI’ G* k L + 120932352 AET> G k* L +

56687040 A EI?G> k L> + 5038848 EI® k3 L® + 12317184 A2 EI2 G® k? L* +
559872 AEI’Gk>L° + 80352 A°EIG> k®> L% + 6156 A2EIG? k3 L7 + 13 A% G° K3 L9)

our = - ((-136048896 A’ EI* G° k LP - 60466176 AET’ Gk L* P -
11337408 A’ EI?G* k L’ P - 5038848 EI* k® L3P - 6158592 A2 EI? G* k2 L* P -
559872 AEI* Gk’ L°P-40176 A’ EI G’ k* L°P - 6156 A’EIG° k> L’ P-13A°G k> L°P) /
(544195584 A EI° G’ + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AET’ Gk* L +

56687040 A EI2G3 k L® + 5038848 EI® k® L + 12317184 A EI%* G k® L% +
559872 AEI’Gk>L°+ 80352 A3 EIG k> L% + 6156 A2EIG? k3 L7 + 13 A% G® K3 L9) )

our =~ ( (11664 Kk L (-7776 A*EI’G*P - 936 A’ EI’G> L’ P+ A’ EIG k L° P) ) /
(544195584 A EI’G> + 680244480 A2 EI3 G2k L + 120932352 AEI® G k2 L? +

56687040 A EI?G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A2 EI2 G% k? L* +
559872 AEI’Gk>L° + 80352 AEIG  k? L% + 6156 A2EIG? k3 L7 + 13 A G° K3 L9) )
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our - (1296 AETGK L (139968 AEI* G + 23328 EI k L + 14904 A’ EI G* L? + 2760 AEI Gk L* + 23 A’G* k L°) P) /
(544195584 A EI° G° + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AET’ G k* L +
56687040 A’ EI? G’ k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI* G* k* L* +
559872 AEI? Gk’ L° + 80352 A EI G° k? L® + 6156 A’ EIG* k* L' + 13 A° G” k° L°)

In[* ]:=

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R7=R1x)

Solve[{2R1+2R2+ 2R3+ -P +R4 == 0}, {R1}]

Out[+]= {{Rl -
1
5 (P- (2592AEIGKL (139968 AEI*G+23328 EI’k L + 14904 A’ EI G* L® + 2700 AEI Gk L* + 23 A* G*
kL®) P) /(544195584 A° EI° G° + 686244480 A> EI” G* k L + 120932352 AET’ G k* L* +
56687040 A’ EI?G> k L® + 5038848 EI® k® L + 12317184 A’ EI* G* k* L* +
559872 AEI*Gk3L® + 80352 A°EIG k® L+ 6156 A EIG° k* L’ + 13 A G* k2 L°) +
(23328kL (-7776 A ET’G* P - 936 A’ EI? G’ L’P+ A’EIG Kk L>P) ) /
(544195584 A’ EI° G + 680244480 A ET° G* k L + 120932352 AET’ G k* L +
56687040 A EI?G> k L® + 5038848 EI® k® L + 12317184 A’ ET? G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L + 80352 A° EI G k? L° + 6156 A’ EI G k° L’ + 13 A° G* k* L®) +
(136048896 A’ EI° G’k LP - 60466176 AEI> Gk? L P - 11337408 A’ EI° G  k L P -
5038848 EI’ k® L P - 6158592 A EI? G* k? L* P - 559872 AEI*Gk3>L° P -
40176 A’ EI G’ k* L°P - 6156 A’EIG* Kk’ L’ P-13A°G K’ L7 P) /
(544195584 A’ EI° G + 680244480 A’ ET° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L +
56687040 A° EI? G  k L> + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A2 ET* G* k? L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A° EI G k? L°+ 6156 A’ EI G k> L’ + 13 A° G* k* L°) ) }}
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1
m-j= Rl = — (P—
2

(2592 AEIGkL (139968 AEI’G+23328 EI’k L + 14904 A EIG* L* + 2700 AEI Gk L® + 23 A G* k L)
P) / (544195584 A% EI’ G + 680244480 A EI> G° k L + 120932352 AEI’ G k* L? +
56687040 A EI>G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI* G* k® L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A’ EIG° k? L° + 6156 A’ EIG° k’ L” + 13A° @G> k° L) +

(23328k L (-7776 A’EI’G*P-936 A’EI’G° L’P + A’EIG k L°P)) /

(544195584 A% EI* G* + 680244480 A’ EI° G° k L + 120932352 AEI’ G k* L* +
56687040 A’ EI>G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A2 EI* G* k* L* +
559872 AEI*Gk’L° +80352A° EIG k* L° + 6156 AEI G k° L' + 13 A G k* L°) +

(-136048896 A EI° G’k LP - 60466176 AEI> Gk® L* P - 11337408 A’ EI’G* k L* P -
5038848 EI° k> L>P - 6158592 A EI? G k* L* P - 559872 AEI’G k> L° P -
40176 A’ EIG Kk’ L°P - 6156 A’EIG k> L’ P-13A° G K> L°P) /

(544195584 A% EI* G* + 680244480 A’ EI° G° k L + 120932352 AEI’ Gk L? +
56687040 A EI’ G  k L> + 5038848 EI® k® L3 + 12317184 A2 EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L + 80352 A’ EI G’ k? L® + 6156 A’ EIG* k* L7 + 13 A° G* k° L%) )

R7 =
R1

1
outfr]= — (P -
2

(2592 AEIGKL (139968 AEI* G+ 23328 EI°k L + 14904 A EI G* L? + 2700 AEI Gk L* + 23 A’ G* k L°)
P) / (544195584 A’ EI’ G’ + 680244480 A EI> G* k L + 120932352 AET> Gk* L +
56687040 A> EI? G  k L> + 5038848 EI° k® L + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352A° EI G’ k® L° + 6156 A’ EIG* k° L7 + 13 A° G k° L®) +

(23328kL (-7776 A EI’G* P - 936 A’EI* G’ L’ P+ A’EIG k L°P) ) /

(544195584 A> EI* G + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L +
56687040 A°EI*G* k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A2 EI* G k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A° EI G’ k* L® + 6156 A’ EIG° k> L7 + 13 A° G* k* L®) +

(136048896 A’ EI° G’k LP - 60466176 AEI> Gk* L P - 11337408 A EI° G  k L> P -
5038848 EI° k® L3P - 6158592 A EI° G k® L* P - 559872 AEI*G k> L° P -
40176 AP EIG’ K> L°P - 6156 A’ EIG k> L' P-13A°G’ K> L°P) /

(544195584 A’ EI® G* + 680244480 A EI> G* k L + 120932352 AEI’ G k* L +
56687040 A> EI?G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI? G* k? L* +
559872 AEI* G k> L° + 80352 A’ EI G k* L° + 6156 A’ EI G” k> L’ + 13 A’ G° k* L°) )
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1
outfr]= — (P—
2

(2592 AEIGk L (139968 AEI* G+ 23328 EI*k L + 14904 A EI G* L? + 2700 AEI Gk L* + 23 A’ G* k L)
P) / (544195584 A’ EI° G’ + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AET> Gk* L +
56687040 A’ EI*G° k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI*G* k* L* +
559872 AEI*G k> L° + 80352 A° EI G k® L® + 6156 A’ EI G* k° L7 + 13 A° G k* L®) +

(23328kL (-7776 A’ EI°G* P - 936 A’EI* G’ L’P+ A’EIG k L°P) ) /
(544195584 A’ EI* G + 680244480 A ET° G* k L + 120932352 AET’ G k* L +
56687040 A’ EI? G  k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 88352 A° EI G° k® L® + 6156 A’ EI G* k° L7 + 13 A° G k* L®) +
(136048896 A’ EI° G’k LP - 60466176 AET> Gk* L P - 11337408 A’ EI° G k L’ P -
5038848 EI’ k® L’ P - 6158592 A EI? G k? L* P - 559872 AEI*G k> L P -
40176 A’ EIG’ k* L°P- 6156 A°EIG K’ L' P-13A°G’ K> L°P) /

(544195584 A> ET* G + 680 244480 A ET° G* k L + 120932352 AET’ G k* L +
56687040 A> EI? G  k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A° EI G  k® L°+ 6156 A EI G k> L' + 13 A° G* k* L°) )

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 60 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152

8. x 10°

60

100
2.50076 x 10°
8.35
8.03998 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA=x)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_E, _Rz/k}, {_

o |r

, —R3/k}, {0, -R4 / k},

{2, -R5/ k}, {;, -R6/ k}, {%, -R7 7/ k}}, AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange - All]

g2 = ListPlot [{{-

N |

, -R1/ k}, {-

w|r

s -Rz/k}, {-E, -R3/k},

{0, -R4 / k}, {E, —R5/k}, {g, -Rs/k}, {E, —R7/k}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2, PlotRange -» All, PlotLabel -» "Viga con siete resortes”]

Viga con siete resortes

/
\

Out[+]=

-5.x107®
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i}~ (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
gl = ListLinePlot[

(-2 msih -2 om0 mesid (o -masid (= Rs /s

2 14 14
{i—:: -R6 / k}, {%, -R7/ k}, {E, -R8/ k}}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange —>A11]

s —R1/k}, {-E, -Rz/k}, {-E, -R3/k}, {-L, —R4/k},

g2 = ListPlot [{{- ”

ST o

{i, -R5 / K}, {31—: -R6 / k}, {% -R7 / k}, {E -r8 /k}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

gl,
82]

Out[ J=
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(*VIGA CON 9 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

D[Z*
1 ;— P-2R2-2R3-2R4-R5 2 1 s (P-2R2-2R3-2R4-R5
N Jox) axe [ ))~2ax «
2EI Jo 2 2xG*xA Jo 2
1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
j(( ]*X+R2(X——)) dx +
2EI % 2 8

) +R2)"2dlx+

2

1 Ji((P-2R2-2R3-2R4-R5
2xGxA §

1 BTL P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L))?2
j (( ]*X+R2(X-—)+R3(X——)) dx +
2EI f 2 8 8

1 %L P-2R2-2R3-2R4-R5
J (( ]+R2+R3]"2dlx+
- 2

1 % P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L))\2
J;L[( ]*X+R2(X——)+R3[X——]+R4(X——]) dx +
2EI J= 2 8 8

1 L (P-2R2-2R3-2R4-R5
J;(( )+R2+R3+R4)"2dlx,R2]

2xGxA 2

8

L (P-2R2-2R3-2R4-R5) L3(P—2R2—2R3—2R4—R5)
outfr]= 2 | — - +
16 AG 3072 EI

L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)

313 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—j’—lL3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?

+

1536 EI (- P + R5)

~31% (-P+R2+2R3+2R4+R5)2+3L (L (R2+2R3) + 2L (-P+2R4+R5))°
2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)
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Inf* J:= D[Z *

L
1 ;— P-2R2-2R3-2R4-R5 2 1 8¢ (P-2R2-2R3-2R4-R5
L Joxf ox e L JJraex s
] ]

2EI 2 2xGxA 2
1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
j(( ]*x+R2(x——)) dx +
2EI % 2 8
1 % P-2R2-2R3-2R4-R5
—J (( )+R2)"2dlx+
2xGxA % 2

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L))2
j (( ]*X+R2(X——)+R3[X——)) dx +
2EI Jt 2 8 8

1 38—L P-2R2-2R3-2R4-R5
j (( )+R2+R3)"2dlx+

2xGxA

: 2
4
1 E P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L)\)\2
j [( ]*X+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——]) dx +
2EI S 2 8 8 8

1 >((P-2R2-2R3-2R4-R5
J:(( )+R2+R3+R4)"2dlx,R3]

2xGxA 2

8

L(R2+§ (P-2R2-2R3-2R4-R5))

outfr]= 2 | - -
8AG

L(P-2R2-2R3-2R4-R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)

- +

16 AG 3072 EI
L* (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)%>+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)
L*> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)3+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)3)

+

6144 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)?2

6L3 (-2P+R2+2R3+3R4+2R5)2- 213 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)>2
2

+

1536 EI (- P + R5)

76L3(7P+R2+2R3+2R4+R5)2+6L(L(R2+2R3)+§L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)
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D[Z*
L
1 (;((P-2R2-2R3-2R4-R5 2 1 s (P-2R2-2R3-2R4-R5
Ll Jox) axe —— [ | ))-2ax «
2EI Jo 2 2xGxA Jo 2
1 (:((P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
J[( ]*x+R2(x——)) dx +
2E1 Jt 2 8
1 ((P-2R2-2R3-2R4-R5
—j(( )+R2)"2dlx+
2xGxA % 2
1 > ((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L))2
j (( ]*X+R2 (X——)+R3 [X——)] dx +
2E1 Jt 2 8 8
1 > /(P-2R2-2R3-2R4-R5
—j (( )+R2+R3)"2dlx+
2xGxA f 2
1 (;((P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L))2
j[( ]*x+R2 (x——)+R3 (x——)+R4(x——]) dx +
2EI Ji 2 8 8 8
1 >((P-2R2-2R3-2R4-R5
—J. (( )+R2+R3+R4)"2dlx ,R4]
2xGxA % 2
L<R2+%(P—2R2—2R3—2R4—R5)) L<R2+R3+%(P—2R2—2R3—2R4—R5))
outfr]= 2 | - - _

8AG 8AG

L(P-2R2-2R3-2R4-R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)

- +

16 AG 3072 EI
L* (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)%>+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)
L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)%+8 (~P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

6144 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)?2

9L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?
+

1536 EI (- P +R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)>+9L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3

768 EI (-P + 2R4 + R5)?2
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(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)

1 (:((P-2R2-2R3-2R4-R5 2 1 $((P-2R2-2R3-2R4-R5
I Jox) e o [l |)zax -
(”] (]

2EI 2 2xGxA 2
1 f P-2R2-2R3-2R4-R5 Ly)2
j(( ]*X+R2(X——)) dx +
2EI % 2 8

) +R2)"2dlx+

2

1 Ji((P-2R2-2R3-2R4-R5
2xGxA §

1 BTL P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L))?2
j (( ]*X+R2(X-—)+R3(X——)) dx +
2EI f 2 8 8

1 J*%L((P-ZR2—2R3—2R4—R5

]+R2+R3]"2dlx+
2

1 % P-2R2-2R3-2R4-R5 L 2L 3L))\2
J;L[( ]*X+R2(X——)+R3[X——]+R4(X——]) dx +
2EI J= 2 8 8

1 P-2R2-2R3-2R4-R5
—J (( )+R2+R3+R4)"2dlx,R5]
2+GxA JE 2
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L (P-2R2-2R3-2R4-R5) L*> (P-2R2-2R3-2R4-R5)
outf}= 2 | - - +
32AG 6144 EI

L(-R2+§ (-P+2R2+2R3+2R4 +RS5)) L(-R2-R3+§ (-P+2R2+2R3+2R4+RS5) )
+ +

16 AG 16 AG

L(—RZ—RB—R4+% (-P+2R2+2R3+2R4+R5))

+

16 AG
L (-3 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)%*+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P+2 (R3 +R4) +R5)
L*> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)%>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

12288 EI (P +2 (R3 +R4) +R5)?2

6L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?

1536 EI (- P + R5)

L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)3—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)3

+

1536 EI (-P + R5)?

_3L3(—P+R2+2R3+2R4+R5)2+§L(L(R2+2R3)+§L(—P+2R4+R5)>2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)?

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

L(P-2R2-2R3-2R4-R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-RS5)
Inf+ J:= Solve[{ 2 |- - +
16 AG 3072 EI1

L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)

313 (-2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%Lz‘ (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)2

+

1536 EI (-P +R5)

-3L% (-P+R2+2R3+2R4+R5)%+3L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2 R2

1536 EI (-P + 2 R4 +R5) k

L (R2+§(P—2R2—2R3—2R4—R5)) L (P-2R2-2R3-2R4 -R5)
2 - - -
8AG 16AG
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L3 (P-2R2-2R3-2R4 -R5)

+
3072 EI

L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)
L> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+
6144 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)?2

6L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)?2

+

1536 EI (- P + R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)*+6L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2 R3

1536 EI (-P + 2 R4 +R5) k

L (R2+§(P—2R2—2R3—2R4—R5)) L (R2+R3+§ (P-2R2-2R3-2R4-R5))
2 |- - -
8AG 8AG

L(P-2R2-2R3-2R4-R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)
- +

16AG 3072 EI
L*> (-6 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+48 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)
L*> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)3)

+

6144 EI (-P +2 (R3 + R4) +R5)?2

93 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—%L3 (-3P+2R2+4R3+6R4 +3R5)?2

+

1536 EI (-P +R5)

-6L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)%>+9L (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 +R5)

-L> (-P+R2+2R3+2R4+R5)>+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3 R4

== E

768 EI (-P + 2R4 + R5) 2 k

L(P-2R2-2R3-2R4-R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-R5)
- - +

32AG 6144 EI

L (-R2+§ (-P+2R2+2R3+2R4+R5)) L(-R2-R3+§ (-P+2R2+2R3+2R4+R5))
+ +

16 AG 16 AG

L (-R2-R3-R4+§ (-P+2R2+2R3+2R4+R5))

+

16 AG
L> (-3 (P-2 (R2+R3+R4) -R5)?+24 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

12288 EI (-P + 2 (R3 + R4) +R5)
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L*> ((P-2 (R2+R3+R4) -R5)>+8 (-P+R2+2 (R3+R4) +R5)?)

+
12288 EI (-P +2 (R3 +R4) +R5)?2

6L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)2—§L3 (-3P+2R2+4R3+6R4 +3R5)?2

1536 EI (- P + R5)

L3 (—2P+R2+2R3+3R4+2R5)3—%Lg‘ (-3P+2R2+4R3+6R4+3R5)3

+

1536 EI (-P + R5)2

-313 (—P+R2+2R3+2R4+R5)2+§L(L (R2 + 2 R3) +§L(—P+2R4+R5))2

1536 EI (-P + 2 R4 + R5)

-L® (-P+R2+2R3+2R4+R5)>+ (L (R2+2R3) +§L (—P+2R4+R5))3

1536 EI (-P + 2R4 + R5)2

_%}, {R2, R3, R4, RS}]
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our = {{R2 > (55296 A>G> k L

(50331648 EI*P + 6160384 AEI’ G L P - 12288 AEI*Gk L°P - 384 EI’ K’ L°P + AEIGK* L®P)) /

(22265110462464 A" EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G’ k L + 10436 776529 280 A EI* G* k? L* +
3246995275776 A*EI3G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI® G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI*G* k3 L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G° k* L8 +
1781760 A" EI G* Kk’ L® + 169056 A’ EI G> k* L'® + 97 A* G* k* L™?)

R3 - (73728 A%G*k (75497472 AEI*GLP + 9437184 EI*k L?P + 8650752 A’ EI° G* L> P +
1130496 AEI’Gk L' P + 1600 A’ EI’ G* k L° P - 576 AEI*GK* L’ P -3A’EIG K’ L°P)) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G’ k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L? +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k3 L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L° + 109056 A> EI G> k* L'® + 97 A* G* k* L*?)

R4 - (3072 (2717908992 A EI* G> k L P + 905969664 A> EI* G k® L* P + 276037632 A* EI’ G* k L’ P +
56623104 AEI*GK> L P +101449728 A EI’ G k> L*P + 6635520 A2 EI° G2 k3 L° P +
835584 A*EI*G* k* L°P + 81792 A’ EI? G’ K* L’ P+ 173 A" EIG* K> L P) ) /

(22265110462464 A" EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G’ k L + 10436 776529 280 A EI* G* k? L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G° k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L° + 169056 A> EI G k* L'® + 97 A*G* k* L™?) ,

R5 > - ((-5566277615616 A’ EI* G’ k L P - 3478923509 760 A” EI* G* k” L* P - 463 856 467 968

A*EI*G* k L3P -521838526464 AEI*Gk? L3P -351516229632 A2 EI*G3 k?L*P -
21743271936 EI*k* L*P-57076088832 A EI> G2 k® L° P - 2203582464 A*EI*G* k* L P -
2491416576 AEI® Gk* L°P-583925760 A EI?G> k3 L’ P- 32735232 A EI2 G2 k* LB P -
1069056 A*EIG* k* L° P - 109056 A’ EI G* k* L' P - 97 A*G* k* L? P) /

(22265110462464 A® EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G* k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L? +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI?G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +
1781760 A*EI G* k* L° + 109056 A’ EI G° k* L*? + 97 A* G* k* L*?) ) } }
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Inf* :=
R2 = (55296 A°G’ kL
(50331648 EI*P+ 6160384 AEI°GL?P - 12288 AEI°Gk L° P - 384 EI’k* L° P+ AEIGK*L?P)) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G  k L + 10436 770529280 A” EI* G* k* L +
3246995275776 A*EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L3 + 1054548688896 A> EI® G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI>G> k3 L7 + 32735232 A2 EI* G2 k* L® +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A®> EI G° k* L™ + 97 A* 6" k* L*?)

R3 = (73728A%G”k (75497472AEI*GLP +9437184EI*kL?P + 8650752 A’ EI°G* L> P +
1130496 AEI’Gk L' P+ 1600 A’ EI’G* k L° P - 576 AEI* Gk L’ P-3A’EIG’ k*L°P)) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A EI* G* k L + 10436 770529280 A” EI* G* k* L +
3246995275776 A*EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L3 + 1054548688896 A> EI® G> k? L* +
21743271936 EI* k* L% + 95126814720 A’ EI> G> k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> EI>G> k3 L7 + 32735232 A2 EI2 G2 k* L8 +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A EI G° k* L™ + 97 A* 6" k* L™?)

R4 = (3072 (2717908992 A’ EI* G’ k L P + 905969664 A” EI* G* k* L? P + 276037632 A’ EI° G* k L> P +
56623104 AEI*G k> L P + 101449728 A>EI’ G k> L* P + 6635520 A2 EI*G* k> L° P +
835584 A" EI’G* k* L°P + 81792 A’ EI’ 6> k° L’ P+ 173 A’ EIG* K> L° P) ) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G’ k L + 10436770529 280 A EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L3 + 1054548688896 A> EI® G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI>G> k3 L7 + 32735232 A2 EI*G* k* L® +
1781760 A* EIG* k* L° + 109056 A EI G° k* L'® + 97 A* 6* k* L*?)

R5 = - ((-5566277615616 A’ EI* G’ k L P - 3478923509760 A> EI* G* k* L* P -
463856467968 A* EI> G* k L3 P - 521838526464 AEI* G k®> L3P - 351516229632 A EI*G> k? L* P -
21743271936 EI* k* L*P - 57076088832 A EI> G2 k® L° P - 2203582464 A* EI?G* K® L P -
2491416576 AEI>Gk* L°P - 583925760 A EI?G> k® L7 P-32735232 A’ EI*G* k* L P -
1069056 A* EIG* k*> L° P - 109056 A* EI G* k* L' P - 97 A* 6* k* L** P) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G> k L + 10436 770529280 A” EI* G* k% L +
3246995275776 A EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EIG> k3 L7 + 32735232 A2 EI2 G2 k* LB +
1781760 A EIG* k* L° + 109056 A> E1 G* k* L™ + 97 A% G* k* L'?) )

outf* J= (55 206 AG> k L
(50331648 EI* P+ 6160384 AEI’ GL*P - 12288 AEI°Gk L>P - 384 EI’k? L°P + AEIGK* L®P) ) /
(22265110462464 A" EI* G* + 38963943309312 A° EI*G> k L + 10436 770529280 A* EI* G* k? L +
3246995275776 A*EI’ G* k L° + 869730877440 AEI* G k* L’ +
1054548688896 A EI° G k* L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI° G* k> L +

6610747392 A*EI*G* k? L® + 2491416576 AEI> G k* L% + 973209600 A EI2 G K3 L7 +
32735232 A% EI? G2 k* L8 + 1781760 A* EI G* k3 L° + 109056 A® EI G3 k* L1® + 97 A* G* k* L”)
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our-j- (73728 A*G* k (75497472 AET*GLP + 9437184 EI*k L P + 8650752 A’ EI*G* L° P +
1130496 AEI’ Gk L* P+ 1600 A’ EI? G’k L°P - 576 AEI* Gk* L’ P-3A’EIG* k* L°P) ) /
(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G” k L + 10436776529 280 A> EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI3G* k L® + 869730877440 AEI* G K3 L3 +
1054548688896 A> EI3 G k? L% + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G2 k3 L° +
6610747392 A*EI* G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A3 EI?G> k> L7 +
32735232 A ET? G* k* L® + 1781760 A* EI G* k° L° + 109056 A* EI G* k* L'® + 97 A% 6* k* L*?)

our - (3072 (2717908992 A° EI* G> k L P + 905969664 A> EI* G* k? L P + 276037632 A* EI’ G* k L* P +
56623104 AEI*GK>L®P + 101449728 A’ EI’ G k> L*P + 6635520 A2 EI° G2 K3 L° P +
835584 A*EI’G* k* L°P + 81792 A EI’ G k> L’ P+ 173 A*EIG* K> L°P) ) /
(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G K* L3 +
1054548688896 A3 EI® G k? L% + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G2 k® L® +
6610747392 A*EI% G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A3 EI2GZ K> L7 +
32735232 A ET? G  k* L® + 1781760 A*EI G* k° L” + 109056 A* EI G* k* L'® + 97 A* 6* k* L*?)

our = - ((-5566277615616 A> EI*G> k L P - 3478923509760 A” EI* G* k* L* P -
463856467968 A*EI> G* k L> P - 521838526464 AEI*Gk®> L> P - 351516229632 A>EI’GP k* L* P -
21743271936 EI*k* L*P-57076088832 A2 EI® G2 k® L° P - 2203582464 A*EI*G* k2 L P -
2491416576 AEI Gk* L° P -583925760 A2 EI*G> k3 L P- 32735232 A2 EI2 G2 Kk* L8P -
1069056 A" EIG* k* L° P - 109056 A’ EI G* k* L' P - 97 A*G* k* L? P) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G> k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI® G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +
1781766 A* EI G* k* L® + 109056 A> EI G° k* L'° + 97 A*G* k* L™?) )

(*POR SIMETRIA R9=R1, R8=R2, R7=R3 Y R6=R4 =)
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Inf* J:=

R8 = R2
R7 = R3
R6 = R4

our = (55296 APG kL
(50331648 EI* P + 6160384 AEI’ GL*P - 12288 AEI°Gk L°P - 384 EI’K* L°P + AEIGK* L®P)) /
(22265110462 464 A*EI*G* +38963943309312 A EI* G  k L + 10436770529280 A2 EI* G* k% L2 +

3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G k> L2 +

1054548688896 A3 EI® G k? L% + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G2 k® L° +
6610747392 A*EI% G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A’ EI2GZ K3 L7 +
32735232 A ET? G* k* L® + 1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A* EI G* k* L'® + 97 A* 6* k* L*?)

our = (73728 A% G? k (75497472 A EI*GLP +9437184EI*k L2P+ 8650752 A2EI*G* L3P +
1130496 AET° Gk L* P+ 1600 A’ EI° G’ k L°P - 576 AET* Gk* L’ P -3 A’ EIG* k* L°P)) /
(22265110462 464 AYEI*G* +38963943309312 A EI*G kL + 10436 770529280 A2 EI* G* k% L2 +

3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G k3 L +

1054548688896 A> EI® G k* L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G> k> L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A’ EI2GZ K3 L7 +
32735232 A ET? G* k* L® + 1781760 A* ETI G* k° L° + 109056 A* ET G> k* L'® + 97 A* 6* k* L*?)

our - (3072 (2717908992 A° EI* G> k L P + 985969664 A> EI* G* k? L P + 276037632 A* EI’ G k L* P +
56623104 AEI*GKk>L>P + 101449728 A*EI’ G k® L*P + 6635520 A2 EI° G° k> L° P +
835584 A*EI’G* k* L°P + 81792 A’ EI’G° k> L' P+ 173 A*EIG* K> L°P) ) /
(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G’ k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L* +

3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G K> L3 +

1054548688896 A3 EI® G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G2 k° L° +
6610747392 A*EI% G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A’ EI2 G2 K> L7 +
32735232 A% EI%G* k* L8+ 1781760 A* EI G* k3 L° + 109056 A% EI G° k* L° + 97 A% G* k* L1?

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
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Inf* J:=

Solve[{2R1+2R2+2R3 +2R4+R5-P == 0}, {R1}]

out[*J= {{Rle
1 33 4 3 2 2 5 2,26
— (P-(116592A°G* kL (50331648 EI*P + 6160384 AEI’GL*P - 12288 AEI* Gk L°P - 384 EI’ K’ L
2

P+AEIGK’L®P)) / (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A EI* G’ k L +

10436770529280 A2 EI* G? k? L? + 3246995275776 A*EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k3
L3 +1054548688896 A> EI® G° k® L% + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI* G2 K® L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A’ EI2 G k3 L7 +
32735232 A ET? G k* L® + 1781760 A*EI G* k° L° + 109056 A* ET G> k* L'® + 97 A* 6* k* L*?) -
(147456 A* G* k (75497472 AET*GLP +9437184EI*k L?P + 8650752 A’ EI* G* L P +
1130496 AET’ Gk L*P + 1600 A’ EI*G° k L° P - 576 AET?GK* L’ P-3AEIG* K* L°P) ) /
(22265110462 464 A* ET* G* + 38963 943309312 A’ EI* G” k L + 10436 770 529 280
A2EI*G% k% L% + 3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G K> L3 +
1054548688896 A> EI® G° k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI® G2 k3 L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A’ EI2 G K3 L7 +
32735232 A ET? G k* L® + 1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A> EI G> k* L'® + 97 A* G* k* L*?) -
(6144 (2717908992 A’ EI* G> k L P + 985969 664 A> EI* G* k? L* P + 276037632 A*EI’ G k L* P +
56623104 AEI*GK> P+ 101449728 A EI’G* k> L*P + 6635520 A2 EI° G2 k> L° P +
835584 A*EI’G* k* L°P + 81792 A’ EI’ G k* L’ P+ 173 A" EIG* K’ L° P) ) /
(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436 770 529 280
A2EI*G% k% L% +3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G k> L +
1054548688896 A> EI® G° k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI® G2 k> L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI> Gk* L® + 973209600 A’ EI2G> K3 L7 +
32735232 A EI? G k* L® + 1781760 A*EI G* k° L° + 109056 A* ET G> k* L'® + 97 A* G* k* L*?) +
(-5566277615616 A’ EI* G> k L P - 3478923509760 A* EI* G* k? L* P - 463 856 467 968
A*EI®G* kL3P -521838526464AEI*Gk3 L3P -351516229632 A3 EI* G2k L*P -
21743271936 EI*k* L*P - 57076088832 A EI> G2 k® L° P - 2203582464 A*EI*G* K2 L P -
2491416576 AEI* Gk* L° P -583925760 A* EI*G> k3 L P - 32735232 A2 EI2 G2 k* L8P -
1069056 A*EIG* k* L° P - 109056 A’ EI G* k* L** P - 97 A* G* k* L P) /
(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G” k L + 10436 770 529 280
AEI*G% k% L% + 3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G K> L3 +
1054548688896 A> EI® G° k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI® G2 k3 L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A’ EI2G> K3 L7 +
32735232 A ET? G k* L® + 1781760 A* EI G* k* L° + 109056 A> EI G> k* L'® + 97 A% 6* k* L*?) ) }}
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m-1= R1 =

1
5 (P- (110592A*G’ k L (50331648 EI* P + 6160384 AEI’GL*P - 12288 AEI’GkL>P-384 EI’ K’ L°P +
AEIGK*L°P)) / (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G’ k L +
10436770529280 A EI* G k? L? + 3246995275776 A* EI> G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L3 +
1054548688896 A3 EI® G> k? L% + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI> G* k> L° +
6610747392 A*EI? G* k* L® + 2491416576 AEI*> G k* L® + 973209600 A EI’G> k> L7 +
32735232 A7 EI? G* k* L® + 1781760 A* E1 G* k® L° + 109056 A” EI G° k* L'® + 97 A% 6* k* L*?) -
(147456 A>G* k (75497472 AEI*GLP + 9437184 EI*k L>P + 8650752 A EI* G* L* P +
1130496 AEI’Gk L* P+ 1600 A’ EI’G° k L° P - 576 AEI’Gk* L’ P-3A’EIG K’ L°P)) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A EI* G> k L + 10436 770529280 A” EI* G* k* L +
3246995275776 A*EI® G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L3 + 1054548 688896 A EI> G> k? L* +
21743271936 EI*k* L% + 95126814720 A2 EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* K L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A EI2G> k® L7 + 32735232 A2 EI2 G2 k* L® +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A® EI G° k* L'® + 97 A* 6" k* L*?) -

(6144 (2717908992 A> EI* G* k L P + 905969 664 A” EI* G* k* L P + 276037632 A’ EI’ G k L* P +
56623104 AEI*G k> L3P + 101449728 A EI’ G k> L*P + 6635520 A2 EI* G2 k3 L° P +
835584 A" EI’G* k* L°P + 81792 A’ EI’ G’ k° L’ P+ 173 A’ EIG* k> L° P) ) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G° k L + 10436770529 280 A EI* G* k* L* +
3246995275776 A EI’ G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548 688 896 A EI> G> k? L* +
21743271936 EI*k* L* + 95126814720 A EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI* G* k* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A EI? G k3 L7 + 32735232 A EI2G* k* L® +
1781760 A* EI G* k* L° + 109056 A®> EI G° k* L + 97 A* 6" k* L*?) +

(-5566277615616 A> EI* G° k L P - 3478923509760 A® EI* G> k* L* P - 463 856 467 968
A*EI®G*k L3P -521838526464 AEI*Gk®>L>P - 351516229632 A%EI®G> k*L*P -
21743271936 EI*k* L*P - 57076088832 A2 EI® G2 k® L° P - 2203582464 A* EI2G* K® L°P -
2491416576 AEI> G k* L° P - 583925760 A EI?G> k® L’ P - 32735232 A2 EI?G* k* L8P -
1069056 A* EIG* k*> L° P - 109056 A’ EI G k* L' P - 97 A* G k* L*? P) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A% EI* G> k L + 10436 770529280 A EI* G* k? L +
3246995275776 A* EI® G* k L + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A3 EI® G> k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI3 G2 k> L° + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> EI? G> k® L7 + 32735232 A EI?G* k* L% +
1781760 A* EI G* k* L° + 109056 A EI G k* L + 97 A* G* k* L'?) )
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1
ou-l= — (P - (11@592A3 G kL
2

(50331648 EI*P + 6160384 AEI’ G L P- 12288 AEI°Gk L°P - 384 EI’ K’ L°P + AEIGK* L®P)) /

(22265110462464 A" EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G’ k L + 10436 776529 280 A” EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI®G* k3 L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A EI? G* k® L7 + 32735232 A2 EI? G k* L8 +
1781760 A* EI G* k* L° + 109 @56 A’ EI G° k* L*? + 97 A* G* k* L*?) -

(147456 A G* k (75497472 AEI*GLP +9437184EI*k L?P + 8650752 A EI* G* L> P +
1130496 AEI’ Gk L* P+ 1600 A EI? G’k L°P - 576 AEI* Gk* L’ P -3 A’EIG* k* L°P) ) /
(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436770529 286 A* EI* G* k* L* +

3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A* EI G* k* L° + 109 @56 A’ EI G° k* L'? + 97 A* G* k* L*?) -

(6144 (2717908992 A% EI* G> k L P + 905969 664 A> EI* G* k* L P + 276037632 A*EI* G* k L* P +
56623104 AEI*GK3 L P +101449728 A EI’ G k> L*P + 6635520 A2 EI° G2 k3 L° P +
835584 A*EI°G* k* L°P + 81792 A’ EI’G° k> L' P+ 173 A*EIG* K L°P) ) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G* k L + 10436770529 286 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L® + 169056 A> EI G° k* L'® + 97 A*G" k* L*?) +

(-5566277615616 A EI* G> k L P - 3478923509760 A* EI* G* k* L* P -

463856467968 A*EI>G* k L>P - 521838526464 AEI* G k> L3P - 351516229632 A EI*G> K2 L*P -
21743271936 EI*k* L*P - 57076088832 A EI®G* k® L° P - 2203582464 A*EI* G* k* L° P -
2491416576 AEI® Gk* L° P -583925760 A EI*G> k> L7 P-32735232 A EI2 G2 k* L8P -

1069056 A" EI G* k’ L° P - 109056 A’ EI G> k* L P - 97 A*G* k* L*?P) /

(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L° + 109056 A> EI G k* L'® + 97 A*G" k* L*?) )
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n-1= R9 = R1
1 3 -3
outfrj- — (P— (110592A G kL
2

(50331648 EI*P + 6160384 AEI’ G L P - 12288 AEI*Gk L°P - 384 EI’K* L°P + AEIGK* L®P) ) /

(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G Kk* L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI*G* k3 L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A EI? G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G k* L8 +
1781760 A* EI G* k® L° + 109 @56 A’ EI G° k* L*? + 97 A* G* k* L*?) -

(147456 A G* k (75497472 AEI*GLP +9437184EI*k L?P + 8650752 A EI* G* L> P +
1130496 AEI° Gk L* P+ 1600 A EI° G’k L°P - 576 AEI*Gk* L’ P -3 AEIG* k* L°P) ) /
(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436770529 286 A* EI* G* k* L* +

3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI° G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L° + 169056 A> EI G° k* L'® + 97 A*G* k* L*?) -

(6144 (2717908992 A’ EI* G’ k L P + 905969 664 A> EI* G* k* L P + 276037632 A*EI* G k L* P +
56623104 AEI*GKk3 L3P +101449728 A3 EI®GP kK L*P + 6635520 A’ EI* G2 K3 L° P +
835584 A*EI’G* k* L°P + 81792 A’ EI’G° k* L P+ 173 A*EIG* K L°P) ) /

(22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G  k L + 10436770529 286 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L + 1054548688896 A> EI° G° k? L +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L® + 169056 A> EI G° k* L'® + 97 A*G" k* L*?) +

(-5566277615616 A’ EI* G> k L P - 3478923509760 A* EI* G* k* L* P -

463856467968 A*EI>G* k L> P - 521838526464 AEI*G k> L>P - 351516229632 A EI*G> k? L*P -
21743271936 EI*k* L*P - 57076088832 A EI*G* k® L° P - 2203582464 A* EI*G* k* L° P -
2491416576 AEI® Gk* L° P - 583925760 A EI*G> k> L’ P-32735232 A EI2 G2 k* L8P -

1069056 A*EI G* k’ L° P - 109056 A’ EI G> k* L' P - 97 A*G* k* L*? P) /

(22265110462 464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G* k L + 10436770529 286 A* ET* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L8 +
1781760 A" EI G* k* L° + 109056 A> EI G° k* L'° + 97 A*G" k* L*?) )
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In[* ]:=
(*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (*xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"2x)

L = 60 (xmx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf-]- 0.8

ouf-]= 1.2

outf-]- 10000 000

our - 2.17079 x 10*°
ouf-]- ©.1152

outl = 8. % 10°

out/ 1= 60

outl 1= 100

our - 2.50076 x 10°
outr 1= 0.35

our - 8.03998 x 10°

outf-]- .96

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



9 _RESORTES_P.nb | 17

i}~ (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
gl = ListLinePlot[

{{§ -R1/k}, {_38—L -R2/k}, {_Z?L -R3/k}, {s -R4/k}, {0, -R5/k}, {g -R6 / k},

{zs—l', —R7/k}, {38—", —R8/k}, {E, -R9 / k}}, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange —>A11]

s —R1/k}, {-ﬂ, -Rz/k}, {-%L, -R3/k}, {-g, —R4/k},

g2 = ListPlot [{{- -

ST o

L 2L 3L L
{0, -R5 / k}, {g, -R6 / k}, {?, -R7/ k}, {?, -R8/ k}, {;, -R9/ k}}
PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
Show [

gl,
82]

30

Out[ J=
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1= (*VIGA CON 10 RESORTES=*)
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 s P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
D[Z* —-J. [( ]*X) dx +
2EI Jo 2

L

1 s((P-2R2-2R3-2R4-2R5
rrea e |)rzax:
]

2xGxA 2
1 (5 ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 LV)?

j (( )*X+R2(X——)) dx +
2E1 Jt 2 9

1 Z—L P-2R2-2R3-2R4-2R5
—J (( ]+R2)"2d1x+
2xGxA s

2
1 Z—L P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L)\2
j [( )*X+R2(X——)+R3 (X——)) dx +
2EI ZS—L 2 9 9

3L
9

1 P-2R2-2R3-2R4-2R5
N
e

]+R2+R3)"2dlx +

2xGxA 2

4L
9

1 P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L)\)\2
J;L(( )*X+R2(X-—)+R3(X——)+R4(X——]) dx +
)

2 EI 2 9 9 9
1 = ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 1
—J- (( ]+R2+R3+R4)"2dlx+
2%GxA J2L 2 2 EI
=((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 41L\)2
j([ )*X+R2 (X——)+R3 (X——]+R4(X——)+R5 (X——])
i 2 9 9 9 9
1 ((P-2R2-2R3-2R4-2R5
d1x+—f (( )+R2+R3+R4+R5)"2d1x ,RZ]
2xGxAJY 2

L(P-2R2-2R3-2R4-2R5)

Out[* ]= 2 |- _
18AG
L> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L>(-204P+96 (R2+2R3+3R4+4R5))
+ +
4374 E1I 139968 EI

L*> (-24 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+6 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2 R5)
L* (-24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3 + R4 + R5))

L* (24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-6 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

17496 EI (P -2 (R4 +R5))
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(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)
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1 :; P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
Inf* J:= D[Z* J (( ]*X) dx +
2EI Jo 2

L
1 °((P-2R2-2R3-2R4-2R5
rrenn e JJrzaxs
]

2xGxA 2
1 (5 ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 LV)?

J [( ]*X+R2(X——)) dx +
2E1 Jt 2 9

] +R2)"2d1x+

2xGxA

1 Z((P-2R2-2R3-2R4-2R5
N 2

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L))?2
j (( ]*x+R2(x——)+R3(X——)) dx +
2 EI L 2 9 9

9

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5
—J (( ]+R2+R3)"2dlx+
2xGxA

2 2
9
1 %/ /P_2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L\)\2
j (( ]*X+R2(X-—)+R3 (X——)+R4(X-—]J dx +
2€1 J2 2 9 9 9
1 % P_2R2-2R3-2R4-2R5 1
_J (( )+R2+R3+R4)"2d1x+
24GA JZ 2 2 EI

=((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4L\)2
J (( )*X+R2(X——)+R3(X——]+R4(X——)+R5(X——])
“ 2 9 9 9 9

1 % P-2R2-2R3-2R4-2R5
dx + J-L((

)+R2+R3+R4+R5)"2d1x , R3]

2xGxA 2

9

L(R2+§ (P-2R2-2R3-2R4-2R5)) | (P_2R2-2R3-2R4-2R5)
outf}= 2 | - - -
9AG 18 AG

L> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-408P +192 (R2+2R3+3R4 +4R5))
+ +

4374 EI 139968 EI
(L> (-48 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+12 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)%)) /

(17496 ET (P-2R5)) + (L> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)) /
(17496 EI (P-2 (R3+R4+R5))) +
(L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))%)) /

(8748 EI (P-2 (R3+R4+R5))?) +
(L (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%-12 (3P -2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)) /

(17496 EI (P-2 (R4 +R5)))
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(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)

1 (:((P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
In[* ]:= D[Z* *X| dX +
2EI Jo 2

1 *((P-2R2-2R3-2R4-2R5
rrema e |)rzax:
]

2xGxA 2
1 (5 ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 Ly)?

j (( ]*X+R2 [x——)) dx +
2E1 Jt 2 9

1 Z—L P-2R2-2R3-2R4-2R5
'ﬁ (( ]+R2)"2d1x+
9

2xGxA

2
1 2 /(P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2Ly)2
j [( ]*X+R2 (X——)+R3 (X——)) dx +
2E1 Ji 2 9 9
1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5
_J (( ]+R2+R3]"2d1x+
2xGxA 2; 2
1 (> ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3Ly)2
j (( ]*x+R2 [x——)+R3 (x——)+R4(x——]) dx +
2E1 J 2 9 9 9
1 ~((P-2R2-2R3-2R4-2R5 1
—J- (( ]+R2+R3+R4)"2dlx+
2+GxA JZ 2 2EI

((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4L)\2
j (( )*X+R2(X——)+R3{X——]+R4(X——)+R5(X——]]
a 9 9 9 9

1 L (P-2R2-2R3-2R4-2R5
dlx+—f (( )+R2+R3+R4+R5)"2d1x,R4]
2xGxAJY 2
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L<R2+% (P-2R2-2R3-2R4-2R5))
outfr]= 2 | - -
9AG

L(R2+R3+§ (P-2R2-2R3-2R4-2R5)) | (P_2R2-2R3-2R4-2R5)

9AG 18AG
L3> (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-612P +288 (R2+2R3+3R4+4R5))
+ +
4374 EI 139968 EI

L*> (-72 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2 R5)
L® (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3 +R4 +R5))
L (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

8748 EI (P-2 (R3+R4+R5))2
L> (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P -2 (R4 +R5))

L* (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

8748 EI (P -2 (R4 +R5))?

(*DERIVADA CON RESPECO DE R5%)
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1 :; P-2R2-2R3-2R4-2R5 2
Inf* J:= D[Z* J (( ]*X) dx +
2EI Jo 2

L
1 °((P-2R2-2R3-2R4-2R5
rrenn e JJrzaxs
]

2xGxA 2
1 (5 ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 LV)?

J [( ]*X+R2 {X——)) dx +
2E1 Jt 2 9

] +R2)"2d1x+

2xGxA

1 Z((P-2R2-2R3-2R4-2R5
N 2

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L))?2
j (( ]*x+R2{x——)+R3(X——)) dx +
2 EI L 2 9 9

9

1 > ((P-2R2-2R3-2R4-2R5
—J (( ]+R2+R3)"2dlx+
2xGxA

2 2
9
1 %/ /P_2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L\)\2
j (( ]*X+R2 {X-—)+R3 (X——)+R4(X-—]J dx +
2€1 J2 2 9 9 9
1 % P_2R2-2R3-2R4-2R5 1
_J (( )+R2+R3+R4)"2d1x+
24GA JZ 2 2 EI

=((P-2R2-2R3-2R4-2R5 L 2L 3L 4L\)2
J (( )*X+R2(X——)+R3(X——]+R4[X——)+R5(X——])
“ 2 9 9 9 9

1 % P-2R2-2R3-2R4-2R5
dx + J-L((

)+R2+R3+R4+R5)"2d1x , RS]

2xGxA 2

9
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L<R2+% (P-2R2-2R3-2R4-2R5)) L(R2+R3+§ (P-2R2-2R3-2R4-2R5) )

outfr]= 2 | - - -
9AG 9AG

1
L<R2+R3+R4+E (P—2R2—2R3—2R4—2R5)) L (P-2R2-2R3-2R4-2R5)

9AG 18AG
L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-816P+384 (R2+2R3+3R4+4R5))

+ +

4374 EI 139968 EI
L> (-96 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2 R5)
L*> (-8 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+ (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

8748 EI (P - 2R5)?
L* (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

17496 EI (P -2 (R3+R4 +R5))
L*> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+

8748 EI (P -2 (R3+R4 +R5))?
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?-18 (3P -2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

+

17496 EI (P -2 (R4 + R5))

L*> (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

8748 EI (P-2 (R4 +R5))?2

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

L(P-2R2-2R3-2R4-2R5)
Inf+ J:= SOlve[{Z - -
18AG

L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-204P +96 (R2+2R3+3R4+4R5))

+ +

4374 EI 139968 EI
L*> (-24 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%>+6 (-3P+2R2+4R3+6R4 +6R5)?)

17496 EI (P - 2 R5)
L> (-24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+6 (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)

+
17496 EI (P -2 (R3 + R4 +R5))

L*> (24 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-6 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?) R2

17496 EI (P - 2 (R4 + R5)) k

L (R2+§(P—2R2—2R3—2R4—2R5)) L (P-2R2-2R3-2R4-2R5)
2 - - -
9AG 18AG
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L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-408P +192 (R2+2R3 +3R4+4R5))

+ +

4374 EI 139968 EI
L?> (-48 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+12 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+

17496 EI (P - 2R5)
L®> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+R5))?)

+
17496 EI (P - 2 (R3 + R4 +R5))

L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 + R4 +R5))?)

+

8748 EI (P -2 (R3 + R4 +R5))?

L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?-12 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?) R3

- 3

17496 EI (P - 2 (R4 +R5)) k

L (R2+§(P—2R2—2R3—2R4—2R5)) L (R2+R3+§ (P-2R2-2R3-2R4-2R5))

2 |- - -
9AG 9AG
L(P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5)
18AG ) 4374 EI '
L®> (-612P +288 (R2+2R3 +3R4 +4R5))
139968 EI '
L> (-72 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)?+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)
17496 EI (P - 2R5) '
L?> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>+6 (-P+2 (R2+R3 +R4+R5))?)
17496 EI (P - 2 (R3 +R4 + R5)) '
L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 +R4 +R5))?)
8748 EI (P -2 (R3 +R4 +R5))?2 '
L® (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))%>-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)
17496 EI (P -2 (R4 +R5)) '
L*> (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?) R4
8748 EI (P-2 (R4 +R5))? Tk
, L(R2+§(P—2R2—2R3—2R4—2R5)) L(R2+R3+§(P—2R2—2R3—2R4—2R5))

9AG 9AG

L (R2+R3+R4+§ (P-2R2-2R3-2R4-2R5)) | (P-2R2-2R3-2R4-2R5)

9AG 18AG
L3 (P-2R2-2R3-2R4-2R5) L3 (-816P+384 (R2+2R3+3R4+4R5))
+

+

4374 EI 139968 EI
L*> (-96 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)%+18 (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+
17496 EI (P - 2 R5)
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L> (-8 (-2P+R2+2R3+3R4+4R5)>+ (-3P+2R2+4R3+6R4+6R5)?)

+
8748 EI (P - 2R5)?

L®> (-48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?+6 (-P+2 (R2+R3+R4+RS5))?)

+

17496 EI (P - 2 (R3 + R4 +R5))
L> (-8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))>+ (-P+2 (R2+R3 + R4 +R5))?)

+
8748 EI (P -2 (R3 + R4 +R5))?

L®> (48 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))?-18 (3P-2 (R2+2R3+3 (R4+R5)))?)

17496 EI (P -2 (R4 +R5))

L3 (8 (-P+R2+2 (R3+R4+R5))3+ (3P-2 (R2+2R3+3(R4+R5)))3)

8748 EI (P -2 (R4 +R5))?2

-%}, {(R2, R3, R4, RS}]
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Outf+]= {{RZ -
(9A?G* Kk L (2259436291848 AEI* GP + 277780490613 A EI° G* L P - 679181598 A ET* G* k L° P -
31886460 AEI?Gk*L®P - 472392 EI* K> L7 P +
91854 AEIG* k* L*P + 1944 AEIGK’ L P-2AG* K> LY P)) /
(8 (22876 792454961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945772188860 A* EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI® G k L + 1757339338104 AEI*G K3 L +
1729445062896 A> EI% G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI® G* k3 L® +
11349985437 A*EI?G* k? L® + 6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A*EI? G> k° L7 +
86447736 A EI° G* k* L® + 3921291 A" ET G* k> L° + 295488 A’ EI G” k* L' + 265 A* 6" k* L™?) ),
R3 > (9A?G’k (4518872583696 AEI* G L P + 562096953744 EI* k L* P + 527 666 706 018 A” EI°
G*L>P+ 60695876610 AEI’ Gk L* P - 241805655 A> EI° G k L° P - 63772920 AEI*G k> L7 P -
944784 EI’ k> L®P - 209952 A’ EIG* k* L° P - 1944 AEIG K LY P+ 8 A G* K> L™ P) ) /
(8 (2187 AEIG+486 EIkL +5AGkL?) (10460353203 A’ EI’ G> + 20920706406 A EI° G* k L +
3099363912 AEI®Gk?L? + 1937102445 A EI* G  k L3 +
114791256 EI® k3 L3 + 312487308 A2 EI2 G> k* L* + 12045996 AEI> G k> L® +
761076 A EI G° k* L° + 53946 A’EIG° k> L7 + 53A° G k* L%) ),
R4 > (27 (1033121304 A EI’ Gk LP + 76527504 AEI’ Gk* L? P + 110008 287 A EI° G’ k L P +
8306226 A’EI*G* k* L* P + 4455 A’ EIG° k* L°P - 972 A EIG K’ L' P-2A° G’ KP L° P) ) /
(8 (10460353203 A*EI’ G* + 20920706406 A EI° G* k L + 3099363912 AET> G k* L +
1937102445 A% EI? G* k L® + 114791256 EI® k L + 312487308 A2 EI? G* k* L* +
12045996 AEI* G k> L° + 761076 A’ EI G° k? L° + 53946 A’ EI G* k° L7 + 53 A°G° k* L°) ),
R5 > - ((-81339706506528 A EI* G> k L P - 45188725836 960 A” EI* G* k* L* P -
7489612893348 A*EI’ G*k L> P - 6025163444928 AEI*G K> L® P -
4793166289908 A’ EI® G> k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696 728 A EI®> G* k® L P - 36 264470958 A* EI? G* k* L° P - 26057615112 AEI* Gk* L°P -
7805805408 A ET*G> k® L’ P - 369174348 A EI*G* k* L8 P - 16441866 A EIG* k*> L° P -
1343790 A’EIG k* L' P - 1273 A*G* k* L'?P) / (8 (2187 AEIG+ 486 EIkL +5AGk L?)
(10460353203 A’ EI’ G* + 20920706 406 A EI° G’ k L + 3099363912 AET’ Gk* L +
1937102445 A2 EI?G* k L® + 114791256 EI® k* L + 312487308 A2 EI? G2 k? L* +
12045996 AEI* Gk> L° + 761076 A’ EIG> k* L® + 53946 A’ EIG* Kk’ L' + 53 A’ G K> L) ) ) } }
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np- R2= (9A*G* kL (2259436291848 AEI*GP +
277780490613 A EI*G* L’ P - 679181598 A’ EI’ G’ k L> P - 31886460 AEI> G k> L° P -
472392EI°K’ L' P + 91854 A’EIG* k* L°P + 1944 AEIG K’ L°P - 2A% G2 k> L' P)) /

(8 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837 316 566 580 A® EI* G k L + 16945772188 860 A” EI* G* k* L +
4288744813230 A*EI®G* k L® + 1757339338104 AEI* G k® L® + 1729445062896 A® EI* G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI° G* k® L° + 11349985437 A* EI* G* k® L® +
6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A> EI*G> k® L7 + 86447736 A EI*G* k* L® +
3921291 A* EIG* k® L° + 295488 A> E1 G* k* L + 265 A% G* k* L'?) )

R3 = (9A%G*k (4518872583696 AEI*GLP + 502096953744 EI* k L? P + 527666 706 018 A> EI> G* L> P +
60695876610 AEI>Gk L*P - 241805655 A2 EI* G° k L° P - 63772920 AEI*’GK? L’ P -
944784 EI* k> L®P - 209952 A EIG* k* L° P - 1944 AEIGK’ L' P+ 8A*G* K> L P) ) /
(8 (2187 AEIG+486EIkL +5AGk L?) (10460353203 A’ EI° G° + 20920706406 A> EI> G k L +
3099363912 AEI*Gk?L? + 1937102445 A3 EI% G> k L + 114791 256 EI® k® L® + 312487 308 A> EI°
G*k*L*+12045996 AEI’ Gk’ L° + 761076 A’ EI G> k* L® + 53946 A’ EI G” k® L” + 53 A° G* k* L?) )
R4 = (27 (1033121304 A’ EI’ G’ KL P +76527504 AEI’ Gk’ L* P + 110008 287 A’ EI’G* k L* P +
8306226 A EI* G k’ L*P+ 4455 A’ EIG k* L°P- 972 A’ EIG* K’ L P-2A G’ K> L°P) ) /

(8 (16460353203 A® EI° G* + 20920706406 A* EI* G k L + 3099363912 AEI° Gk* L% +
1937102445 A EI* G> k L + 114791256 EI® k® L® + 312487308 A EI* G* k* L* +
12045996 AEI* Gk’ L° + 761076 A’ EI G k L® + 53946 A’ EIG* k’ L’ + 53 A° G° k° L) )

R5 = - ((-81339706506528 A> EI* G’ k L P - 45188725836 960 A> EI* G* k* L* P -
7489612893348 A°EI*G* kL>P - 6025163444928 AEI*G k> L* P -
4793166289908 A® EI® G* k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696728 A> EI° G* k® L° P - 36 264470958 A* EI* G k” L° P - 26057615112 AEI*Gk* L°P -
7805805408 A EI’ G k> L’ P - 369174348 A’ EI*G* k* L3 P - 16441866 A*EIG* K> L° P -
1343790 A’ EIG k* L'°P-1273A* G k*L'?P) / (8 (2187 AEIG+486 EIkL+5AGk L?)
(10460353203 A® EI® G° + 20920706 406 A> EI’ G° k L + 3099363912 AEI’ G k% L* +
1937102445 A EI*G> k L® + 114791256 EI® k* L® + 312487308 A EI*G* k> L* +
12045996 AEI* Gk*> L° + 761076 A’ EIG° k? L® + 53946 A’ EIG° k* L7 + 53 A° G k° L%) ) )

our = (9A* Gk L
(2259436291848 AEI* GP + 277780490613 A’ EI° G* L’ P - 679181598 A> EI* G° k L° P - 31886460 A
EI?GK*L®P-472392EI? k> L’ P+ 91854 A EI G k* L* P + 1944 AEIG K’ L7 P - 2A%G* K> LY P) ) /
(8 (22876792454961 A® EI* G* + 50837316 566 580 A> EI* G” k L + 16 945772188860 A” EI* G* k* L* +

4288744813230 A*EI® G* k L® + 1757339338104 AEI*G k> L3 + 1729445062896 A3 EI® G3 k? L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G> k® L° + 11349985437 A*EI* G* k® L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A EI? G> k® L7 + 86447736 A2 EI? G* k* L +

3921291 A*EIG* k* L + 295488 A’ EI G° k* L% + 265 A* 6" k* L*?) )
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our = (9A%G*k (4518872583696 AEI* G L P + 502096953744 EI* k L* P + 527 666 706 018 A> EI° G* L* P +
60695876610 AEI*Gk L* P - 241805655 A2 EI? G k L° P - 63772920 AEI’G kL7 P -
944784 EI* k* L®P - 209952 A EI G* k? L° P - 1944 AEIG K’ L' P+ 8 A G* K> LY P) ) /
(8 (2187 AEIG+486 ETkL+5AGkL>) (10460353203 A° EI’ G* + 20920706 406 A” EI° G* k L +

3099363912 AEI*Gk?*L2+1937102445 A EI?G3 kL3 + 114791256 EI® k3 L® + 312487308 A% EI?
G*Kk*L* +12045996 AEI* Gk® L° + 761076 A’ EI G° k? L® + 53946 A’ EI G* k> L’ + 53 A° G* k° L°) )

our = (27 (1033121304 A EI> G° kL P + 76527504 AEI’ Gk® L> P + 110008 287 A’ EI° G* k L* P +
8306226 A’ EI* G  k* L*P + 4455 A EIGP k* L°P - 972 A’ EIG* K’ L' P-2A° G K> L°P) ) /
(8 (10460353203 A EI* G> + 20920706406 A EI° G’ k L + 3099363912 AET> Gk* L +

1937102445 A3 EI? G  k L® + 114791256 EI® k® L3 + 312487308 A2 EI2 G% k? L* +
12045996 AEI?G k3 L° + 761076 A>EIG> k? L® + 53946 A2 EI G2 k> L7 + 53 A3 G2 Kk L9) )

our = - ( (81339706506 528 A> EI* G* k L P - 45188725836 960 A* EI* G k* L* P -
7489612893348 A*EIG*k L3P - 6025163444928 AEI*GK3 L3P -
4793166289908 A> EI® G> k% L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696728 A2EI* G2 k> L P - 36264470958 A*EI? G* k? L° P - 26057615112 AEI*Gk* L P -
7805805408 A EI* G k3 L7 P - 369174348 A EI?G* k* LB P - 16441866 A*EIG* K> L°P -
1343790 A’EIG k* L' P -1273A*G* k* L*?P) / (8 (2187 AEIG+486 ETk L +5AGk L?)
(10460353203 A> EI* G* + 20920706406 A EI° G’ k L + 3099363912 AET’ Gk* L +
1937102445 A3 EI? G2 k L3 + 114791256 EI® k3 L + 312487308 A2 EI? G2 k2 L* +
12045996 AEI* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k? L° + 53946 A’ EI G* k’ L’ + 53 A’ G Kk L) ) )

(*POR SIMETRIA R10=R1, R9=R2, R8=R3, R7=R4 Y R5=R6 =)
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Inf* J:=

R9 = R2
R8 = R3
R7 = R4
R6 = R5

out[*J= <9 A2G2 kL
(2259436291848 AEI* G P + 277780490613 A” EI° G* L* P - 679181598 A* EI” G* k L° P - 31886 460 A
EI*GKk*L°P-472392EI% Kk’ L' P+ 91854 A’ EIG* k* L® P+ 1944 AEIGK*> L°P-2A?G* K* L™ P) ) /
(8 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G” k L + 16 945772188866 A* EI* G* k* L* +

4288744813230 A*EI*G* k L> + 1757339338104 AEI*G K> L3+ 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI® G k® L° + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L®+ 2050299378 A>EI?G> k® L7 + 86447736 A2 EI? G* k* L2 +

3921291 A*ETG*k® L® + 295488 A’ EI G° k* L'® + 265 A* 6* k* L*?) )

our - (9A*G*k (4518872583696 AEI* G L P + 502096953744 EI* k L* P + 527666 706 018 A* EI> G* L P +
60695876 610 AEI° Gk L* P - 241805655 A2 EI? G k L° P - 63772920 AEI*GKk* L' P -
944784 EI* k> L®P - 209952 A EIG* k* L° P - 1944 AEIG K’ L P+ 8A?G* K’ L*?P) ) /
(8 (2187 AEIG+486 EIkL+5AGkL>) (10460353203 A° EI’ G> + 20920706 406 A” EI° G* k L +

3099363912 AFEI>Gk?®L%+1937102445 A EI?G3 k L3 + 114791256 EI® k3 L® + 312487308 A% EI?
G*k*L*+ 12045996 AEI? Gk’ L® + 761076 A’ EI G* k® L° + 53946 A’EIG* k* L’ + 53 A°G° k° L7) )

our- - (27 (1033121304 A EI’ G* kL P + 76527504 AEI’ Gk* L? P + 110008 287 A’ EI* G  k L’ P +
8306226 A’ EI* G  k* L*P + 4455 A’ EI G’ k* L°P - 972 A’ EIG* K’ L'P-2A° G K> L°P) ) /
(8 (10460353203 A’ EI* G> + 20920706 406 A EI° G* k L + 3099363912 AET’ Gk* L +

1937102445 A EI? G® k L® + 114791256 EI° k® L® + 312487308 A EI* G* k* L* +
12045996 AEI* Gk* L* + 761076 A’ EIG> k* L° + 53946 A’ EI G* k> L’ + 53 A’ G° k° L) )

our - - ( (81339706506 528 A> EI* G* k L P - 45188725836 960 A* EI* G k* L* P -
7489612893348 A*EI’G*k L3P - 6025163444928 AEI*G K3 L3P -
4793166289908 A> EI® G k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696728 A>EI> G> k® L P - 36264470958 A* EI? G* k* L° P - 26057615112 AEI*Gk* L°P -
7805805408 A EI2G> k® L7 P - 369174348 A EI*G* k* L8P - 16441866 A EIG* k> L° P -
1343790 A’EIG k* LP - 1273 A*G* k* L*?P) / (8 (2187 AEIG+486 EIkL +5AGk L?)
(10460353203 A’ EI® G° + 26920706 406 A EI° G’ k L + 3099363912 AEI’ G k* L +
1937102445 A2 EI2 G2 k L® + 114791256 EI® k3 L3 + 312487308 A2 EI2 G* k* L* +
12045996 AEI* G k> L° + 761076 A’ EI G> k* L® + 53946 A’ EI G* k> L + 53 A° G k> L°) ) )

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
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- Solve[{2R1+2R2+2R3 +2R4 +2R5-P == 0}, {R1}]

Out[~ ]= {{

1
R1-> — (P- (27 (1@33121304A2 EI>G?kLP+76527504 AEI>GKk?>L2P + 110008287 A EI?G  k L3P +

2
8306226 A EI*G* k* L*P + 4455 A’ EI G  k* L°P - 972 A’ EIG* K’ L' P-2A° G K> L°P) ) /
(4 (10460353203 A> EI® G* + 20920706 406 A> EI° G° k L + 3699363912 AEI’ G k* L* +
1937102445 A° EI? G2 k L3 + 114791256 EI® k> L® + 312487308 A2 EI? G% k? L* +
12045996 AET* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k> L' + 53 A’ G° k* L°) ) -
(9A?G* kL (2259436291848 AEI* GP + 277780490613 A* EI° G L* P -
679181598 A2 EI2 G2k L°P - 31886460 AEI?Gk?>L® P - 472392 EI* k3L P +
91854 AEIG* k* L*P + 1944 AEIGK’ L P -2A%G* K> LY P) ) /
(4 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316566 580 A’ EI* G k L +
16 945772188860 A2 EI* G2 k? L% + 4288744813230 A*EI* G* k L3 +
1757339338104 AEI* G k3 L3 + 1729445062896 A> EI® G® k2 L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A? EI® G* k® L® + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L% + 2050299378 A>EI?G> k® L7 + 86447736 A2EI? G* k* L® +
3921291 A" ETG* k* L + 295488 A’ ET G° k* L'® + 265 A* G* k* L*?) ) -
(9A?G* k (4518872583696 AEI* G L P + 502096953744 EI* k L* P + 527 666 706 018 A* EI° G*
L>P+ 60695876610 AEI*Gk L*P - 241805655 A2 EI? G k L® P - 63772920 AEI’GKk> L’ P -
944784 EI’ k> L®P - 209952 A’ EIG* k* L° P - 1944 AEIGK* LY P+ 8 A’ G* K* L P) ) /
(4 (2187 AEIG+486EIkL +5AGkL?) (10460353203 A’ ET’ G’ +
20920706406 A EI*G* kL + 3099363912 AEI®Gk?*L2+1937102445 A3 EI2G kL3 +
114791256 EI® k® L3 + 312487308 A2 EI? G* k* L* + 12045996 AEI? G k3 L +
761076 A’ EIG* k? L° + 53946 A EIG Kk’ L’ + 53 A°G° I L%) ) +
(-81339706506528 A> EI* G* k L P - 45188725836 960 A* EI* G* k? L* P -
7489612893348 A*EI’G*k L>P - 6025163444928 AEI*GK3 L3P -
4793166289908 A> EI* G3 k2 L* P - 223154201664 EI* k* L*P -
678760696728 A2EI® G% k*> L° P - 36264470958 A* EI? G* k2 L® P -
26057615112 AEI*Gk* L°P - 7805805408 A EI%>G> k> L7 P - 369174348 A2 EI2 G2 k* LB P -
16441866 A*EI G k> L° P - 1343790 A° EI G° k* L*° P - 1273 A*G* k* L*? P) /
(4 (2187 AEIG+486ET kL +5AGkL>) (10460353203 A’ ET’ G’ +
20920706406 A2 EI*G* kL + 3099363912 AEI®Gk?L2+1937102445 A3 EI2G kL3 +
114791256 EI® k3 L3 + 312487308 A2 EI? G k® L* + 12045996 AEI? G k3 L° +
761076 A’ EI G° k* L°+ 53946 A EIG Kk’ L’ + 53 A° G’ Kk L%) ) ) }}
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n= Rl= — (P- (27 (1033121304A2 EI3G?kLP +76527504 AEI*Gk?>L2P + 110008287 A EI*G> kL3 P +

N | =

8306226 A EI*G” k* L* P+ 4455 A’ EIG k* L°P- 972 A’ EIG* K’ L' P-2A° G’ K> L°P) ) /
(4 (10460353203 A EI’ G + 20920706406 A EI> G° k L + 3099363912 AEI’ Gk* L? +
1937102445 A> EI? G k L® + 114791256 EI® k3 L® + 312487308 A EI* G* k* L* +
12045996 AEI’ G k> L° + 761076 A’ EIG> k* L® + 53946 A’ EIG* k> L’ + 53 A G° k° %) ) -
(9A%G* kL (2259436291848 AEI* GP + 277780490613 A EI*G* L* P -
679181598 A’ EI°G° k L° P - 31886460 AEI*Gk* L°P - 472392 EI’K* L’ P +
91854 A’EIG k* L*P + 1944 AEIGK’ L°P-2A%G* K> L P)) /
(4 (22876792454961 A” EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945772188 860
A’EI*G’k® L% + 4288744813230 A EI*G* k L® + 1757339338104 AEI* G k* L +
1729445062896 A® EI° G° k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G* k> L° +
11349985437 A EI? G* k* L® + 6428310336 AEI* Gk* L° + 2050299378 A EI’G> k3 L7 +
86447736 A EI” G* k* L® + 3921291 A* EI G* k® L° + 295488 A EI G° k* L' + 265 A* G* k* L*?) ) -
(9A?G*k (4518872583696 AEI* GLP + 502096953744 EI* k L? P + 527 666 706018 A’ EI° G* L* P +
60695876 610 AEI° Gk L* P - 241805655 A2 EI* G k L° P - 63772920 AEI’G Kk’ L’ P -
944784 EI’ K’ L°P - 209952 A EIG* k* L° P - 1944 AEIG K’ L' P+ 8A’G* k* L*?P)) /
(4 (2187AEIG+486EIkL+5AGkL>) (10460353203 A EI’ G + 20920706406 A EI’ G° k L +
3099363912 AEI*Gk?L? +1937102445 AEI’G* k L +
114791256 EI® k> L + 312487308 A EI* G k* L* + 12045996 AEI* G k> L +
761076 A’ EI G’ k? L® + 53946 A EIG* k° L’ + 53 A° G k® L°) ) +
(-81339706 506528 A> EI* G> k L P - 45188725836 960 A” EI* G* k* L* P -
7489612893348 A EI* G k L> P - 6025163444928 AEI*GK* L3P -
4793166289908 A® EI* G> k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696 728 A> EI® G* k® L° P - 36 264470958 A* EI* G k’ L° P - 26057615112 AEI*Gk* L° P -
7805805408 A> EI° G  k® L’ P - 369174348 A EI*G* k* L3 P- 16441866 A*EIG k> L° P -
1343790 A’ EIG  k* L'°P-1273A* G k* L' P) / (4 (2187 AEIG+486EIkL+5AGk L)
(10460353203 A®> EI° G* + 20920706406 A> EI> G k L + 3099363912 AEI° Gk* L% +
1937102445 A EI*G> k L3 + 114791256 EI® k® L® + 312487308 A EI* G k* L* +
12045996 AEI*Gk* L° + 761076 A’ EIG° k? L° + 53946 A’ EIG° k> L’ + 53 A° G k° L%) ) )
R10 =
R1
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1
Outfs]= —
(P- (27 (1033121304 AEI’ G k LP + 76527504 AEI’ Gk® L? P + 110008 287 A® EI” G° k L* P + 8306 226
AP EI?G* k*L*P + 4455 A’ EIG Kk L°P - 972 A’ EIG* K L'P-2A° G KPL°P) ) /
(4 (10460353203 A’ EI’ G* + 20920706406 A EI° G* k L + 3099363912 AET> Gk* L +
1937102445 A% EI? G* k L® + 114791256 EI® k> L + 312487308 A2 EI? G* k* L* +
12045996 AEI* Gk* L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k> L’ + 53 A G* k* L°) ) -
(9A?G* kL (2259436291848 AEI*GP + 277780490613 A* EI° G L* P -
679181598 A’ EI° G k L> P - 31886460 AEI*Gk* L® P - 472392 EI’ k> L' P +
91854 A’EIG* k* L*P + 1944 AEIGK’ LP-2A%G* K> LY P)) /
(4 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188860 A* EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI* G k L* + 1757339338104 AEI*G K> L2 +
1729445062896 A> EI% G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI® G* k3 L° +
11349985437 A*EI?G* k? L® + 6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI? G° k® L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* EI G* k° L” + 295488 A® EI G* k* L*® + 265 A* G k* L*?) ) -
(9A?G*k (4518872583696 AEI* G L P + 502096953744 EI* k L* P + 527 666 706 018 A” EI° G* L P +
60695876 610 AEI’ Gk L* P - 241805655 A EI? Gk L° P - 63772920 AEI’GKk* L' P -
944784 EI’ Kk L®P - 209952 A’ EI G* k* L P - 1944 AEIGK® LY P+ 8 A G* K> L™ P) ) /
(4 (2187 AEIG+486 ETkL +5AGkL>) (10460353203 A’ EI’ G* + 20920706406 A° EI° G’ k L +
3099363912 AEI®Gk?*L? + 1937102445 A EI?GP k L3 +
114791256 EI® k3 L3 + 312487308 A2 EI? G* k* L* + 12045996 AEI? G k3 L® +
761076 A EI G° k* L° + 53946 A EIG* k* L’ + 53 A° G K° %) ) +
(-81339706506528 A> EI* G* k L P - 45188725836 960 A* EI* G* k* L* P -
7489612893348 A*EI’G* k L3P - 6025163444928 AEI*G K> L3P -
4793166289908 A* EI® G> k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696728 A EI® G* k® L> P - 36264470958 A*EI* G* k* L° P - 26057615112 AEI*Gk* L°P -
7805805408 A’ EI° G k> L’ P - 369174348 A>EI*G* k* L3P - 16441866 A EI G k> L° P -
1343790 A’EIG k* L P - 1273 A*G* k* L'?P) / (4 (2187 AEIG+486 ETkL +5AGk L?)
(10460353203 A’ EI’ G + 20920706 406 A” EI° G* k L + 3099363912 AET’ G k* L? +
1937102445 A% EI? G* k L® + 114791256 EI® k> L + 312487308 A2 EI? G* k* L* +
12045996 AET* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k° L' + 53 A G* k* L) ) )
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Out[*]= —

(P- (27 (1033121304 AEI’ G k LP + 76527504 AEI’ Gk® L? P + 110008 287 A® EI” G° k L* P + 8306 226
AP EI?G* k*L*P + 4455 A’ EIG Kk L°P - 972 A’ EIG* K L'P-2A° G KPL°P) ) /
(4 (10460353203 A’ EI’ G* + 20920706406 A EI° G* k L + 3099363912 AET> Gk* L +
1937102445 A% EI? G* k L® + 114791256 EI® k> L + 312487308 A2 EI? G* k* L* +
12045996 AEI* Gk* L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k> L’ + 53 A G* k* L°) ) -
(9A?G* kL (2259436291848 AEI*GP + 277780490613 A* EI° G L* P -
679181598 A’ EI° G k L> P - 31886460 AEI*Gk* L® P - 472392 EI’ k> L' P +
91854 A’EIG* k* L*P + 1944 AEIGK’ LP-2A%G* K> LY P)) /
(4 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188860 A* EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI* G k L* + 1757339338104 AEI*G K> L2 +
1729445062896 A> EI% G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI® G* k3 L° +
11349985437 A*EI?G* k? L® + 6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI? G° k® L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* EI G* k° L” + 295488 A® EI G* k* L*® + 265 A* G k* L*?) ) -
(9A?G*k (4518872583696 AEI* G L P + 502096953744 EI* k L* P + 527 666 706 018 A” EI° G* L P +
60695876 610 AEI’ Gk L* P - 241805655 A EI? Gk L° P - 63772920 AEI’GKk* L' P -
944784 EI’ Kk L®P - 209952 A’ EI G* k* L P - 1944 AEIGK® LY P+ 8 A G* K> L™ P) ) /
(4 (2187 AEIG+486 ETkL +5AGkL>) (10460353203 A’ EI’ G* + 20920706406 A° EI° G’ k L +
3099363912 AEI®Gk?*L? + 1937102445 A EI?GP k L3 +
114791256 EI® k3 L3 + 312487308 A2 EI? G* k* L* + 12045996 AEI? G k3 L® +
761076 A EI G° k* L° + 53946 A EIG* k* L’ + 53 A° G K° %) ) +
(-81339706506528 A> EI* G* k L P - 45188725836 960 A* EI* G* k* L* P -
7489612893348 A*EI’G* k L3P - 6025163444928 AEI*G K> L3P -
4793166289908 A* EI® G> k? L* P - 223154201664 EI* k* L* P -
678760696728 A EI® G* k® L> P - 36264470958 A*EI* G* k* L° P - 26057615112 AEI*Gk* L°P -
7805805408 A’ EI° G k> L’ P - 369174348 A>EI*G* k* L3P - 16441866 A EI G k> L° P -
1343790 A’EIG k* L P - 1273 A*G* k* L'?P) / (4 (2187 AEIG+486 ETkL +5AGk L?)
(10460353203 A’ EI’ G + 20920706 406 A” EI° G* k L + 3099363912 AET’ G k* L? +
1937102445 A% EI? G* k L® + 114791256 EI® k> L + 312487308 A2 EI? G* k* L* +
12045996 AET* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k° L' + 53 A G* k* L) ) )

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



18 | 10_RESORTES_P.nb

i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L = 60 (*mx)
P =100 (xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf- 1= 0.8

our = 1.2

ouf-1- 10 000 000

our - 2.17079 x 10°

outf 1= ©.1152
outf 1= 8. % 10°
out/ 1= 60

outl 1= 100

ouf- - 2.50076 x 10°

Out[ J= 0.35

ouf - 8.03998 x 10°

Out[* ]= 0.96
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1= (*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA=x)

gl = ListLinePlot[{{—E, —R1/k}, {_%, _Rz/k}, {_%, —R3/k},

{-%, -Ra /k}, {-%, -R5 / Kk}, {%, -R6 / k}, {2, -R7 / K}, {%, ~R8 / k},

{%: -R9 / k}, {2, -R10/ k}}, AxesOrigin -» {@, 0}, PlotRange —>A11]
g2 = ListPlot[{{—E, -R1/k}, {—%, -R2/k}, {- %, 83 /k}, {_E, ~ra /i),

{—i, -RS / k}, {% -R6 / k}, {E -R7 / k}, {% ~R8 / k}, {% ~R9 / Kk}, {2 -r10/k}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g1,
g2]

Out[* ]=
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A.1.6. Ejemplo 6: Viga sobre apoyos elasticos con carga repar-
tida, aplicando la teoria de Timoshenko

346



(*VIGA CON TRES RESORTES=*)

Inf+ J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 s/(q*L-R2 q* X 2 1 >
D[Z* —_— | X - — | *"2dX + ———
2EI Jo 2 2 2xGxA Jo

L’q LR 5L4CI+L3R2
4 384 48

8
2AG 2EI

(*SE OBTIENE R2%)

_ta LRz 5t%a LR
In[e J:= Solve[{z 8 2 2 = = - }) {RZ}]
2AG 2EI
k (48EIL*+5AGL*) q
Out[+]= {{R29 }}

8 <48AEIG+12EIkL+AGkL3)

In[* ]:=
k (48EIL*+5AGL*) q

R2 =
8 (48AEIG+12EIkL+AGkL3)

k (48EIL>+5AGL*) g

Out[~ ]=
8 (4BAEIG+12ETkL+AGKL?)

In[* ]:=

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
(*POR SIMETRIA R3=R1x)

(*R1+R2-P+R1=0%)

Solve[{2*R1+R2-q=«L == 0}, {R1}]

3 (128AEIGLq+16EIkL*q+AGkL?q)

J)

outf* J= {{Rle
16 (48AEIG+12EIkL+AGKL?)
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Inf* J:=
3 (128AEIGLq+16EIkL’q+AGkL*q)

R1 =
16 (48AEIG+12EIkL+AGkL3)

3 (128AEIGLq+16EIkL*>q+AGkL*q)

Out[~ ]=
16 (48AEIG+12EIkL+AGkL3)

mr 7= R3 = R1
3 (128AEIGLq+16EIkL*q+AGkL"q)

Out[~ ]=

16 (48AEIG+12EIkL+AGkL3)
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
Ec
G = ———
2 (1+v)
A:B*H
outf']= 0.8
our= 1.2

our - 12 000 000 000
our - 19928032768
outf 1= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°
outf-]- 10

outf 1= 250

ou = 2.29571 x 10°
outf-]= ©.35

our - 7.38075 x 10°

outf 1= 0.96

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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L
- gl = ListLinePlot[{{O, -R1/k}, {—, -R2/ k}, {L, -R3/ k}}, AxesOrigin - {0, 0},
2
PlotRange - All, PlotStyle - Green, PlotLegends » {"Viga con tres r‘esor‘tes"}]
L
g2 = Listplot[{{e, ~R1/Kk}, {—, -R2/ k}, {L, -R3/ k}},
2

PlotStyle - Green, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange » All]

Show[gl, g2]

-5.x1078 K

outf*J= i Viga con tres resortes

-1.x107

-15x107"

-5.x1078¢

Out[* ]=

-1.x1077

-1.5x107" |-
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(*VIGA CON CUATRO RESORTES=*)

Inf+ J:=
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 >((q*L-2R2 q*Xx"2)2 1 S((q*L-2R2
D[Z* J — " T ex- —2| ax +—J — = | -qx|~2dx+
2EI Jo 2 2 2%xGxA Jo 2

1 (;((q*L-2R2 q*Xx"2 Ly 2
j[( )*x——+R2(X——)) dx +
2€1 Jt 2 2 3

1 S((q*L-2R2
—j ([—) _q*x+R2]A2d1x s Rz]
2xGxA Jt 2

3

212q  2LR2 L*q  2L%R2 13L%q  L3R2
- = -+ - +
9 3 108 81 972 27
outf*]= 2 + +
2AG 2EI 2EI

(*SE OBTIENE R2x)

212q  2LR2 L*q 213R2 13L%q  L3R2
T T3 “les T a1 T ez T R2
Infe J:= 501ve[{2 + + == ——}, {RZ}]
2AG 2EI 2EI

k (168EIL*+11AGL*) q

J)

outf]= {{RZ -
6 <81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

In[* ]-=

k (18 EIL*+11AGL*) q
R2 =

6(81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

k (168EIL*+11AGL*) q

Out[~ ]=
6 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

(*POR SIMETRIA LAS REACCIONES SON R1=R4 Y R2=R3 x)

nf-1= R3 = R2
k (168EIL*+11AGL*) q

Out[~ ]=

6 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
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(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(#POR SIMETRIA R1=R4 Y R2=R3%)
(#2R1+2R2-P=0+*)

In[* ]:=
Solve[{2R1+2R2+-q*L == 0}, {R1}]

Out[ ]=

243AEIGLq+54EIkL2q+4AGkL%q
{{r2- }
6 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

243AEIGLq+54EIkL2q+4AGkL*q
mrj= R1 =

6(81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
R4 = R1

243AEIGLQq+54EIkL?2q+4AGkL*q
Out[~ ]=

6 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)

243AEIGLq+54EIkL?2q+4AGkL*q

Out[~ ]=
6 (81AEIG+54EIkL+5AGkL3)
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2(%m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
Ec
G = ———
2 (1+v)
A:B*H
outf']= 0.8
our= 1.2

our - 12 000 000 000
our - 19928032768
outf 1= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°
outf-]- 10

outf 1= 250

ou = 2.29571 x 10°
outf-]= ©.35

our - 7.38075 x 10°

outf 1= 0.96

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)
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- g3 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {s, —R2/k}, {23—“, —R3/k}, (L, —R4/k}},

AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange » All, PlotStyle - Red,

PlotLegends - {"Viga con cuatro resor‘tes"}]

g4 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {Z?L, -R3/k}, (w, —R4/k}},

PlotStyle - Red, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g3,
g4]

—2.x1078

-4.x1078

out+J= — Viga con cuatro resortes

-6.x1078

-8.x1078

-2.x1078

-4.x1078

Out[ J=

-6.x1078

-8.x1078
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(*VIGA CON 5 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

Inf+ J:=

D[Z*

L
1 “r(q*L-2R2-R3 q*X"2 1 :— q*L-2R2-R3
j(( )*x— )"2d1x+ f([ ]—q*x)"Zdlx+
2 % EI Jeo 2 2 2xGxA Jo 2

L
1 2/7q%L-2R2-R3 q*x"2 L
j ((—] ax- X% L R2 (x_-))Amx+
2% EI Jt 2 2 4

1 2r(q*L-2R2-R3
—j((—]—q*x+R2)"2dlx,R2]
2xGxA AE 2

111%q  13R2 3L3R3 3
s * 3, " s L (-36Lq+48 (2R2+R3)) L3 (-260Lq+320 (2R2+R3))
outf+}= 2 + +

2EI 384AG 122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=*

In[* ]:=

D[Z*

L
1 “7/q%xL-2R2-R3 q*Xx"2 1 Z((q*L-2R2-R3
j(( )*x— )"2d1x+ J([ ]—q*x)’\Zdlx+
2+ EI Jo 2 2 2%xGxA Jo 2

L
1 2/ /q*L-2R2-R3 q*x"2 L
j ((—] ax- X% Ry (x——))’\Zdlx+

2%EI J 2 2 4
L
1 ((q*L-2R2-R3
—J ([—] —q*x+R2)"2d1x , R3]
2xGxA 45 2
L’a  LR3 67L*q  31%R2  7L°R3 3
) "3 vt T o1z " T128 T T3ma L(-18Lqg+24 (2R2+R3)) L> (-130Lg+160 (2R2+R3))
outf-J= + + +
2AG 2EI 384AG 122 880 EI
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(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

In[+ J:= Solve[

11L*q = L*R2 . 3L3R3 3
{2 “9es " 32 Y 1 +L(—36Lq+48(2R2+R3))+L (-260Lq+ 320 (2R2 +R3)) N _E
== E)
2EI 384AG 122 880 EI k
L’q  LR3 67L°q 3L3R2  713R3
“= Y “emaa " 1z T 3m L (-18Lq+24 (2R2 +R3))
2 + + +
2AG 2EI 384AG

L3 (-130Lq+160 (2R2 +R3))

R3
122880 EI B }’ (R, R3}]
our - {{R2> (2k (13824 AEI*GL? + 1152 EI k L + 1368 A’ EIG* L* + 126 AEI Gk L® + A’G*k L) q) /
(147456 A EI° G* + 110592 AEI* Gk L + 9216 EI* k? L* +
9216 A’EIG* k L* + 968 AEI G k* L* + 7 A G* k* L®), R3 >
(L* (147456 AEI? Gk + 18432 EI° k? L + 15360 A’ EI G* k L* + 2016 AEI Gk L* + 13 A’ G* k* L°) q) /
(8 (147456 A® EI? G* + 110592 AET? Gk L + 9216 EI* k* L? +
9216 A’ EIG* k L* + 960 AEI G k* L* + 7A?G* k* L°) ) } }

n1= R2 =
2k (13824 AEI*GL? + 1152 EI’k L + 1368 A’ EI G* L + 126 AEIGk L° + A2G*k L7) g

147456 A2EI? G® + 110592 AEI’ Gk L + 9216 EI? k® L? + 9216 A EI G k L® + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G* k? L®
R3 = (L® (147456 AEI’Gk + 18432 EI’k* L+ 15360 A’ EI G  k L? + 2016 AEIG k> L* + 13A’G* k* L®) q) /
(8 (147456 A> EI* G* + 110592 AEI’ Gk L +
9216 EI” k* L? + 9216 A’ EIG* k L* + 960 AEI G k* L* + 7 A G* k* L®) )

2Kk (13824 AEI*GL*+ 1152 ETk L® + 1368 A’ EIG* L* + 126 AEIGk L* + A*G*k L) g
Out[ J=

147456 A> EI2 G2 + 110592 AEI? Gk L + 9216 EI2k? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k2 L®

our = (L? (147456 AET? Gk + 18432 EI? k* L + 15360 A’ EI G k L* + 2016 AEI G k? L* + 13 A G* k* L®) q) /
(8 (147456 A EI* G* + 116592 AET* Gk L +
9216 EI’ k? L? + 9216 A’ ET G* k L* + 960 AEI G k* L* + 7 A> G* k* L°) )

(#POR SIMETRIA R5=R1 Y R4=R2%)
n-1= R4 = R2

2k (13824 AEI*GL*+ 1152 Tk L® + 1368 A EI G* L* + 126 AEI Gk L* + A*G*k L) g
Out[~ ]=

147456 A> EI2 G2 + 110592 AEI?Gk L + 9216 EIZk? L? + 9216 A2EI G2 k L3 + 960 AEI G k? L* + 7 A2 G® k2 L®
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(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)

- Solve[{2R1+2R2+-q L +R3 = 0}, {R1}]

our = {{R1—> (1179648 A*EI* G’ L q+ 294912 AEI* Gk L? q + 18432 ET*k* L’ q + 14592 A’ EIG* k L* g +
1632AEIGK* L°q+11A*G*k* L7 q) / (16 (147456 A’ EI’ G* + 110592 AET* Gk L +
9216 EI? k* L? + 9216 A EIG* k L® + 960 AEI G k* L* + 7A*G* K* L®) ) } }

n= R1= (1179648 A’ EI*G* L q + 294912 AEI’ Gk L* q +
18432 EI°k* L’ q + 14592 A EIG° k L* q + 1632AEIGK* L°q+ 11A*G* K’ L” q) /
(16 (147456 A EI* G* + 110592 AEI* Gk L + 9216 EI” k* L? + 9216 A’ EIG* k L +
960 AEIGk*L*+7A%G* k*L°))
R5 =
R1
our = (1179648 A EI? G* L q + 294912 AET* Gk L? g +
18432EI°k* L’ q+ 14592 A EIG* k L* g + 1632 AEIGK* L° q+ 11 A’G* K’ L” q) /
(16 (147456 A> EI* G* + 110592 AET* Gk L + 9216 ET* k* L* +
9216 A’ EI G k L® + 960 AEI G k* L* + 7 A* G* k* L°) )

our = (1179648 A EI? G* L q + 294912 AET? Gk L? g +
18432 EI*k* L° q+ 14592 A EIG* k L* q+ 1632 AEI Gk L g+ 11A’G° k* L' q) /
(16 (147456 A> EI* G* + 110592 AET? Gk L + 9216 ET* k* L* +
9216 A’ EI G k L* + 960 AEI G k* L* + 7 A G* k* L°) )
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (xm 4x)
(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH

ouf-]- 0.8

ouf-]= 1.2

ou - 12 000 000 000
ouf-]= 19928032768
outf-]= ©.1152

outf 1= 9.6 x 10°

outf 1= 10

out[-]= 250

our - 2.29571 x 10°
outf 1= 0.35

our - 7.38075 x 10°

outr 1= 0.96

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
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- g5 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {E, —R2/k}, {;, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (L, -R5/k}},

AxesOrigin -» {0, @}, PlotRange » All, PlotRange - All,

PlotStyle - Blue, PlotLegends - {"Viga con cinco resortes"}]

g6 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {2, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (w, -Rs/k}},

PlotStyle - Blue, AxesOrigin - {0@, 0}, PlotRange -» All]

Show [

85,
g61]

-1.x1078
-2.x1078

-3.x1078

outf*J= — Viga con cinco resortes

-4.x1078
-5.x1078
-6.x1078

-7.x1078

Out[* J=
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1= (*VIGA CON SEIS RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

1 (:((q*L-2R2-2R3
D[Z* —-J.((
2EI Jo 2

q*X”"2
Jox- 20—

2
)d1X+
2

1 Z((q*L-2R2-2R3
—J‘(( ]—q*x)’\Zdlx+
2xGxA Jo 2

1 J-ZS—L((q*L—ZRZ—ZR3)
2E1 Jt 2

q*XxX"2 Ly)2
*X——+R2(X——)) dx +
2 5

R3

1 f%((q*L-zkz-z
2xGxA E 2

1 f[(q*L-zkz-zm)
2E1 J2 2

]—q*X+R2)"2d1X+

q*Xx"2 L
*X - —— +R2 (x——) +R3 (x—
2 5

1 S((q*L-2R2-2R3
—J(( ]-q*x+R2+R3)"2dlx,R2]
2xGxA ?L 2
311%q  213R2  3L3R3
T 375 T 18 T T1as L (-240Lq+600 (R2+R3))
outfr]= 2 + +
2EI 3000AG

L3 (-850 L q+ 2000 (R2 +R3))

L3 (-3700 L q+ 6000 (R2+2R3))

750000 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3=%)

n
1500000 EI
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1 (;((q*L-2R2-2R3
n-j= D|2% | —
2= L

2EI 2

Jox- 20—
2

qx*xx"2)2
) dx +

1 S((q*L-2R2-2R3
—————j “ ]—q*ﬂAde+
(2]

2xGxA 2

q*X"2

1 ~rs—L((q*L-zkz-zks
2E1 Jt 2

)*X—
2

Ly 2
+ R2 (x——)) dx +

1 Z//q*L-2R2-2R3
—J: (( ]—q*X+R2)"2le+
;

2xGxA 2

1 jg((q*L-zkz-zm)
* X - ——m——
2EI J 2 2

5

q*X"2 L
+ R2 (X——) +R3 [X—
5

1 S((q*xL-2R2-2R3
—j(( ]-q*x+R2+R3)"2dlx,R3]
2xGxA ?L 2

21%q 2LR3 191%q

3L3R2
i

14 L3R3

+
25 5 1500 125

L (-240L g+ 600 (R2+R3))

375
+ +

Out[* ]= 2

2AG 2EI

L3 (-850 L q+2000 (R2 +R3))

3000AG

L3 (-7400 L q+ 12000 (R2 + 2R3))

750000 EI

+

1500000 EI
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Inf* J:=
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=%*)

311%q  213R2  3L3R3

- + + L (-240L q+600 (R2 +R3))
Solve[{ 2 3750 125 125 + +
2EI 3000A G
L3 (-850Lq+2000 (R2+R3)) L3 (-3700L q+ 6000 (R2+2R3)) R2
+ == - -
750000 EI 1500000 EI K’
2L2q  2LR3 191°q 313R2  14L3R3
5 -t T, +- 500 " 125 T as +L(—240Lq+600(R2+R3)) .
2AG 2EI 3000 A G

L3 (-850Lq+2000 (R2+R3)) L3 (-7400Lq+12000 (R2 +2R3))
+
750000 EI 1500000 EI

R3
= - ?}, {R2, R3} |

our = {{R2 > (k (225000 AEI* G L* + 45000 EI* k L* + 21750 A EI G* L* + 4950 AEI Gk L° + 43A’G* k L') q) /
(10 (140625 A* EI* G* + 168 750 AEI* G k L + 22500 EI* k® L? +
14625 A EIG* k L* + 2460 AEIGK® L* + 19A* G k* L®) ), R3 >
(L*> (337500 AEI? Gk + 45000 EI° k* L + 34875 A E1 G* k L* + 4950 AEI Gk L* + 37 A’ G* k* L°) q) /
(10 (140625 A EI* G* + 168 750 AEI* Gk L + 22500 EI* k® L* +
14625 A’ EIG* k L* + 2400 AEIGK* L* + 19 A2 G* k> L°®) ) } }

n= R2 = (k (225000 AEI* G L* + 45000 EI’ k L* + 21750 A’ EI G* L* + 4950 AEI Gk L® + 43A*G* k L") q) /
(10 (140625 A EI* G + 168 750 AEI* Gk L + 22500 EI* k* L* +
14625 A EIG* k L* + 2400 AEI G k* L* + 19 A G* k? L°) )
R3 = (L* (337500 AEI’Gk+45000 EI’k’ L + 34875 A EIG k L* + 4950 AEIGk* L> +37A*G* K’ L®) q) /
(10 (140625 A7 EI* G* + 168750 AEI* Gk L + 22500 EI* k* L? +
14625 A EIG* k L* + 2400 AEI G k* L* + 19 A G* K? L°) )

our - (k (225000 AEI* G L* + 45000 EI* k L + 21750 A EI G* L* + 4950 AEIGk L® + 43A°G* k L7) q) /
(10 (140625 A2 EI’G?+ 168750 AEI’GKkL +
22500 EI% k® L% + 14625 A2 EI G> k L3 + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G* k2 LG))

our- = (L* (337500 AEI* Gk + 45000 EI? k* L + 34875 A’ EI G* k L® + 4950 AEI G k* L* + 37 A’ G k* L®) q) /
(10 (140625 A% EI* G* + 168 750 AET* Gk L +
22500 EI? k* L? + 14625 A’ ET G* k L® + 2400 AET G k* L* + 19 A G* k* L°) )

(» AL SER SIMETRICA, LAS REACCIONES SON R1=R6, R2=R5 Y R3=R4x)
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= R5 = R2
R4 = R3

our = (k (225000 AETI* G L* + 45000 EI* k L* + 21750 A EI G* L* + 4950 AEI Gk L° + 43A’G* k L') q) /

(10 (140625 A?EI%G? + 168750 AEI®G kL +
22500 EI% k® L% + 14625 A2 EI G2 k L3 + 2400 AEI G k® L* + 19 A2 G% k2 L6) )

our = (L? (337500 AEI* Gk + 45000 EI? k* L + 34875 A’ EI G k L® + 4958 AEI G k* L* + 37 A G* k* L®) q) /

(10 (140625 A?EI%G? + 168750 AEI2G kL +
22500 EI% k? L% + 14625 A2 EI G2k L® + 2400 AEI G k? L* + 19 A2 G* k2 L®))

(*SE ENCUENTRA R2 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=*)

Solve[{2R1+2R2+2R3-q#L == 0}, {R1}]

our-= {{R1~ (3 (46875 A*EI*G*Lq+ 18750 AEI*GkL*q +
1500 EI° k? L’ q + 1160 A’ EI G* k L* q + 148 AEIGK* L> g+ A*G* K’ L" q) ) /
(2 (140625 A% EI* G* + 168 750 AEI? Gk L + 22500 EI* k* L* + 14625 A ETI G* k L +
2400 AEIG K L* + 19 A G2 k* L°) ) }}

m-1= Rl =
(3 (46875 A EI’G*Lq+ 18750 AEI° Gk L* q + 1560 EI* k? L> q+ 1100 A’ EIG* k L* q + 140 AEIGk* L  q +

A’G*Kk*L7q)) / (2 (140625 A* EI* G* + 168750 AEI* Gk L +
22500 EI’ k? L? + 14625 A’ EIG* k L® + 2400 AEI G k® L* + 19 A G* k* L) )

R6 =
R1

our- (3 (46875 A EI?G* L q+ 18750 AEI* Gk L? g +
1500 EI* k® L> q + 1180 A EIG* k L* q + 140 AEIGK* L q + A’G° K’ L7 q) ) /
(2 (140625 A ET? G* + 168 750 AEI* Gk L + 22500 EI* k® L + 14625 A’ EIG* k L +
2400 AEI Gk L* + 19 A G* k* L°) )

our = (3 (46875 A’ EI?G* L q+ 18750 AEI’Gk L* g +
1560 EI* k* L’ q + 1106 A EI G k L* g+ 140 AEIGK* L° q+ A’ Gk’ L' q) ) /
(2 (140625 A% EI* G* + 168 750 AEI* Gk L + 22500 EI* k* L® + 14625 A EI G k L +
2400 AEI G K L* + 19 A G* k* L°) )
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
Ec
G = ———
2 (1+v)
A:B*H
outf']= 0.8
our= 1.2

our - 12 000 000 000
ouir - 19928032768
outf 1= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°
outf-]- 10

outf - 250

our - 2.29571 x 10°
outf-]= ©.35

our - 7.38075 x 10°

outf 1= 0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

g7 = ListLinePlot[{{e, -R1/Kk}, {E, _Rz/k}, {ZS—L, —R3/k},

{35—L, -R4/k}, {%, —R5/k}, (w, -Rs/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Yellow, PlotLegends » {"Viga con seis r‘esor‘tes"}]

g8 = ListPlot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {%, -R3/k}, {35—", —R4/k}, {%, —R5/k},

{L, -R6/ k}}, PlotStyle - Yellow, AxesOrigin - {@, 0}, PlotRange » All]

Show [

g7,
g8]

-1.x108

-2.x108 F

outf+J= Viga con seis resortes

-3.x108
-4.x108}

5.x108f
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(*VIGA CON 7 RESORTES=*)
(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

L
1 cr(q*L-2R2-2R3-R4 q*X"2
D[Z* J-(( ]*x——)"Zdlx+
2xEI Jo 2 2
1 S((q*xL-2R2-2R3-R4
—J-(( ]—q*x)"Zdlx+
2xGxA Jo 2
L
1 3r/q*xL-2R2-2R3-R4 q*XxX"2 L
j(( )*X——+R2(X——))"2dlx+
2+EI Jt 2 2 6
1 3/(q*L-2R2-2R3-R4
—J(( ]—q*X+R2)"2le+
2xGxA % 2
L
1 r(q*¥L-2R2-2R3-R4 q*Xx"2 L 2L
j(( )*X——+R2(X-—)+R3[X-—))"2dlx+
2% EI Jt 2 2 6 6
L
1 2r(q*L-2R2-2R3-R4
—J([ J—q*x+R2+R3)"2d]x,R2]
2xGxA § 2
L(-99Lq+108 (2R2+2R3+R4)) L3> (-218Lq+240 (2R2+2R3 +R4))
outfr]= 2 + +

1296 AG 311040 EI

L3 (-1040L q+60 (24 (R2+2R3) +30R4)) L3 (-800Lq+60 (24R2+18 (2R3+R4)))

+

311040 EI 311040 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)
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L
1 s/(qxL-2R2-2R3-R4 q*XxX"2
Infe J:= D[Z* J(( ]*x——)"Zdlx+
2% EI Jo 2 2
1 “((q*xL-2R2-2R3-R4
—J-(( ]—q*x]"2d1x+
2xGxA Jo 2
1 3/7qxL-2R2-2R3-R4 q* X 2 L
J-(( )*x——+R2(x——))"2dlx+
2+EI Jt 2 2 6
L
1 */(q*xL-2R2-2R3-R4
—j(( ]—q*X+R2)"2le+
2xGxA E 2
1 2,7qxL-2R2-2R3-R4 q*Xx"2 L 2L
j(( )*X——+R2(X——)+R3[X——J)"2dlx+
2+EI Jt 2 2 6 6
1 2/ 7q*L-2R2-2R3-R4
—j(( ]—q*x+R2+R3)"2dlx,R3]
2xGxA Jt 2
3

L (-54Lq+108 (2R3 +R4))

Out[* ]= 2 +
1296 AG
L(-90Lq+108 (2R2+2R3+R4)) L3> (-210Lq+240 (2R2+2R3 +R4))
+ +
1296 AG 311040 EI

L3 (-2080Lq+60 (48 (R2+2R3) +60R4)) L3 (-1230Lq+60 (36R2+28 (2R3 +R4)))

+

311040 EI 311040 EI
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1= (*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)

L

1 s (q*L-2R2-2R3-R4 q* X2
D[Z* J-(( ]*x——)"Zdlx+
2xEI Jo 2 2
1 S((q*xL-2R2-2R3-R4
—J-(( ]—q*x)"2d1x+
2xGxA Jo 2
L
1 3r/q*L-2R2-2R3-R4 q*XxX"2 L
J-(( )*x——+R2(x——))"2dlx+
2+EI Jt 2 2 6
1 3/(q*L-2R2-2R3-R4
—J(( ]—q*X+R2)"2le+
2xGxA % 2
L
1 *r(q*¥L-2R2-2R3-R4 q*Xx"2 L 2L
j(( )*X——+R2(X——)+R3[X——])"2dlx+
2% EI Jt 2 2 6 6
L
1 2(qxL-2R2-2R3-R4
—J([ J—q*x+R2+R3)"2dlx,R4]
2xGxA ; 2
L’q  LR4
~ 73 vt 713 L (-27Lq+54 (2R3 +R4))
outfr]= 2 + +
2AG 1296 AG

L(-45Lq+54 (2R2+2R3+R4)) L3 (-105Lq+120 (2R2+2R3+R4))

+ +
1296 AG 311040 EI
L3 (-1305Lq+60 (30 (R2+2R3) +38R4)) L3 (-615Lq+60 (18R2+14 (2R3 +R4)))
+
311040 EI 311040 EI

(*SE ENCUENTRAN R2, R3 y Rdx)
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Inf* J:=

L (-99Lq+108 (2R2+2R3+R4)) L3 (-210Lq+240 (2R2+2R3 +R4))
Solve[{z + +
1296 AG 311040 EI

L3 (-1040L q+60 (24 (R2+2R3) +30R4)) L3 (-800Lq+60 (24R2+18 (2R3 +R4)))
+
311040 EI 311040 EI

R2 [L(—54Lq+108(2R3+R4)) L (-99Lq+108 (2R2+ 2R3 +R4))
y 2 + +

k 1296 A G 1296 A G
L3 (-210Lq+240 (2R2+2R3+R4)) L3 (-2080L q+60 (48 (R2+2R3) + 60 R4))

+ +
311040 EI 311040 EI
L3 (-1230L q + 60 (36 R2 + 28 (2R3 + R4))) R3
311040 EI Tk’
Ya  LR4
STt s L(-27La+58 2R3+RA)) L (-451q+54 (2R2+2R3+R4))
+ + +
2AG 1296 A G 1296 A G
L3 (-105Lq+120 (2R2+2R3+R4)) L3 (-1305L g+ 60 (30 (R2 + 2R3) + 38 R4))
+ +
311040 EI 311040 EI
L3 (-615Lq+ 60 (18 R2 + 14 (2R3 +R4))) R4
S — }, {(R2, R3, R4}]
311040 EI k
out[* J= {{RZ%

(kL? (1813985280 A EI® G + 423263232 AEI° Gk L + 172160640 A> EI* G* L® + 20155392 EI° k* L +
44929728 A*EI* Gk L® + 2286 144 AEI? G K* L* +
309744 A EIG k L° + 26784 A EIG* k* L°+ 59 A’ G* Kk L®) q) /

(24 (544195584 A’ EI° G* + 680244480 A> EI° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L? +
56687040 A’ EI%G> k L> + 5038848 EI® k® L + 12317184 A2 EI* G* Kk L* +
559872 AEI’ Gk’ L° + 80352 A EI G’ k? L°® + 6156 A’ EIG° k> L7 + 13A° G* K L%) ),

R3 > (kL? (1451188224 A EI® G* + 272097 792 AEI’ Gk L + 147 806 208 A> EI* G* L* +
10077696 EI° k* L + 29603232 A EI* G* k L® + 1143072 AEI* Gk L* +
199260 A EI G’ k L° + 12420 A’ EIG* k* L°+ 25 A’ G* Kk L®) q) /

(12 (544195584 A’ EI’ G> + 680244480 A EI° G k L + 120932352 AET’ G k* L% +
56687040 A’ EI* G’ k > + 5038848 EI’ k® L + 12317184 A’ ET*G* k* L* +
559872 AEI’ Gk’ L° + 80352 A’ EIG° k? L° + 6156 A’ EIG* k> L’ + 13A° G K° L7} ),

R4 - ((1632586752A% EI> G k L? + 362797056 AEI’ Gk? L® + 170061120 A’ EI* G k L* +
20155392 EI’ k® L* + 39470976 A EI* G k* L° + 2286 144 AEI* G k> L® +
225504 A’EIG° K* L' + 24192 A’ EIG* K> L® + 53 A° G k> L) q) /

(24 (544195584 A’ EI° G* + 680244480 A” EI” G* k L + 120932352 AET’ G k* L* +

56687040 A2 EI2G> k L3 + 5038848 EI® k® L3 + 12317184 A2 EI? G* k2 L* +
559872 AEI’G k> L + 80352 A° EI G’ k* L° + 6156 A’ EIG* k° L + 13A° G k* L°) ) } }
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n1= R2 =
(kL? (1813985280 A” EI° G* + 423263232 AEI’ Gk L + 172160640 A’ EI’ G* L* + 20155392 EI’ k* L? +

44929728 A*EI*’G* k L + 2286 144 AEI’ G k* L* +
309744 A°EIG k L° + 26784 A’ EIG* k* L° + 59 A>G° k* L?) q) /

(24 (544195584 A° EI° G° + 680244480 A EI’ G* k L + 120932352 AEI’ G k* L +
56687040 A EI G k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI’Gk’L° + 80352 A’ EIG’ k* L® + 6156 A EI G k° L’ + 13 A% G° k* L°) )

R3 = (kL? (1451188224 A> EI’ G’ + 272097 792 AEI’ Gk L + 147806208 A> EI* G* L* +

10077696 EI® k* L? + 29603232 A EI°G* k L® + 1143072 AEI* G k> L* +
199260 A’ EIG’ k L° + 12420 A’ EIG* K’ L° + 25 A> G° k* L?) q) /

(12 (544195584 A° EI> G* + 680244480 A’ EI° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L? +
56687040 A EI”G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A’ EI* G* k* L* +
559872 AEI’Gk® L° + 80352 A EI G’ k? L® + 6156 A’ EI G* k* L7 + 13 A G* k* L%) )

R4 = ((1632586752A%EI’G* kL +362797056 AEI’Gk*L> + 170061120 A EI’G> k L* +

20155392 EI® k® L* + 39470976 A EI° G k* L® + 2286 144 AEI’ G k> LE +
225504 A EI G’ k* L7 + 24192 A EIG* k* L® + 53 A° G* k* LY®) q) /

(24 (544195584 A° EI’ G° + 680244480 A EI’ G* k L + 120932352 AEI* G k* L +
56687040 A EI’G° k L> + 5038848 EI’ k® L + 12317184 A’ EI* G k* L* +
559872 AEI’ Gk’ L° + 80352 A’ EI G’ k? L® + 6156 A’ EIG* k* L’ + 13 A° G k° L%) )

our = (kL? (1813985280 A* EI® G* + 423263232 AEI’ Gk L +

172160640 A’ EI’ G> L? + 20155392 EI° k® L + 44929728 A EI° G* k L® +
2286144 AEI’Gk* L* + 309744 P EIG k L* + 26 784 A’ EIG* k* L° + 59 A’ G K* L®) q) /

(24 (544195584 A*EI®G’ + 680244480 A> EI® G2k L + 120932352 AEI3 Gk L% +

56687040 A> EI2G> k L> + 5038848 EI k® L® + 12317184 A2 EI? G2 k® L* +
559872 AEI’Gk>L° + 80352 A EIG  k? L% + 6156 A2EIG? k3 L7 + 13 A% G® K3 L9) )

our-= (K L2 (1451188224 A2EI®G?+ 272097792 AEI3 Gk L +

147806 208 A’ EI* G* L* + 10077 696 EI° k» L* + 29603 232 A> EI* G* k L’ +
1143072 AET?Gk* L* + 199260 A’ EI G k L” + 12420 A’ EIG* k* L°* + 25 A’ G K* L®) q) /

(12 (544195584 APEI®G® + 680244480 A> EI® G2k L + 120932352 AEI3 G Kk? L% +

56687040 A EI?G> k L® + 5038848 EI® k® L + 12317184 A2 EI2 G% k? L* +
559872 AEI’Gk>L°+ 80352 A3 EIG  k? L% + 6156 A2EIG* k3 L7 + 13 A% G° K3 L9) )

our- - ( (1632586752 A EI> G k L® + 362797856 AEI> G k* L +
170061120 A’ EI? G° k L* + 20155392 EI° k® L* + 39470976 A> ET? G* k* L° +
2286144 AEI? G k> L®+ 225504 A’ EI G k* L' + 24192 A’ EIG* kK L® + 53 A° G2 k* L*) q) /
(24 (544195584 A’ EI® G* + 680244480 A> EI° G° k L + 120932352 AET° G k* L% +

56687040 A EI? G  k L® + 5038848 EI® k3 L + 12317184 A2 EI2 G% k? L* +
559872 AEI’Gk>L° + 80352 A3 EIG  k? L% + 6156 A2EIG* k3 L7 + 13 A% G® k3 L9) )

(*POR SIMETRIA R6=R2 Y R5=R3 =)
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in-7= R6 = R2
R5 = R3

our = (kL* (1813985280 A* EI® G* + 423263232 AEI’ Gk L +
172160640 A’ EI? G° L? + 20155392 EI® k? L? + 44929728 A ET? G* k L® +
2286144 AEI’Gk* L* + 309744 P EIG k L* + 26 784 A’ EIG* k* L° + 59 A’ G K* L®) q) /

(24 (544195584 A’ EI® G* + 680244480 A> EI° G° k L + 120932352 AET’ G k* L% +

56687040 A’ EI? G° k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A2 ET* G* k* L* +
559872 AEI*Gk>L° + 80352 A° EI G’ k? L° + 6156 A’ EI G° k> L’ + 13 A° G k* L?) )

our = (K L2 (1451188224 A2EI®G?+272097792 AEI®GKL +

147806208 A EI2G> L2 + 10077696 EI> k* L? + 29603232 A2 EI2 G2 k L3 +
1143072 AET?Gk* L* + 199260 A’ EI G k L” + 12420 A’ EIG* k* L° + 25 A’ G K* L®) q) /

(12 (544195584 APEI®G + 680244480 A> EI® G2k L + 120932352 AEI3 G Kk? L% +

56687040 A EI? G  k L® + 5038848 EI> k3 L + 12317184 A2 EI2 G k? L* +
559872 AEI’Gk3L°+ 80352 A3 EIG  k® L% + 6156 A2EIG* k3 L7 + 13 A3 G° K3 L9) )

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Y=x)
(*POR SIMETRIA R7=R1x)

= Solve[{2R1+2R2+2R3+-q*L+R4 == 0}, {R1}]

outf* = {{R

-

(Lg- (kL? (1451188224 A ET* G* + 272097 792 AEI’ Gk L + 147806 208 A> EI* G° L* + 10077 696

N R B

EI®k?L?+29603232 A>EI?G* k L + 1143072 AEI*GKk? L* +
199260 A° EI G’k L* + 12420 A’ EIG* k* L° + 25 A°G* k* L?) q) /

(6 (544195584 A> EI* G* + 680244480 A EI° G’ k L + 120932352 AEI’ G Kk L* +
56687040 A EI? G  k L® + 5038848 EI® k® L> + 12317184 A2 EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° +80352A° EI G’ k* L° + 6156 A’ EIG° k> L + 13 A° G k* L®) ) -

(kL? (1813985280 A% EI’ G* + 423263232 AEI’ Gk L + 172160640 A> EI*G* L” +
20155392 EI* k® L? + 44929728 A EI? G® k L + 2286 144 AEI? Gk L* +
309744 AP EIG k L° + 26784 A2 EI G k* L° + 59 A G* k* LP) q) /

(12 (544195584 A’ EI’ G* + 686244 480 A EI° G k L + 120932352 AET* Gk L% +
56687040 A’ EI* G° k L® + 5038848 EI’ k® L + 12317184 A> EI* G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L+ 80352A° EI G’ k* L° + 6156 A’EIG° k> L + 13A° G k* L®) ) -

((1632586752 A EI> G* k L” + 362797056 AEI’ Gk L* + 170061120 A EI* G> k L* +
20155392 EI’ k® L* + 39470976 A EI? G k* L® + 2286 144 AEI* G k® L® +
225504 A’ EI G’ k* L7 + 24192 A EI G K° L® + 53A°G° kP LY?) q) /

(24 (544195584 A° EI’ G* + 680244480 A EI° G k L + 120932352 AET> G Kk* L% +
56687040 A> EI? G° k L® + 5038848 EI® k® L + 12317184 A> EI* G* k* L* +
559872 AEI> G k* L° + 89352 A’ EIG* k2 L® + 6156 A2 EI G2 k* L7 + 13 A°G* k> L°) ) ) }}
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m-1= R1 =
1 2 2 £p3 2 3 3 pr2 32 3
- (Lq— (kL (1451188224A EI°G° +272097792AEI°GkL +147806208 A" EI“G” L“ + 10077696 EI
2

kL% +29603232AEI’G° k L® + 1143072 AEI*Gk* L* +
199260 A° EI G’ k L* + 12420 A’ EIG* k* L° + 25 A’ G° K* L®) q) /
(6 (544195584 A% EI* G* + 680244480 A EI’ G k L + 120932352 AEI° Gk L +
56687040 A EI*G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A2 EI* G* k* L* +
559872 AEI’ Gk’ L° + 80352 A’ EI G’ k? L° + 6156 A’ EIG* k> L’ + 13 A G* k* %) ) -
(kL? (1813985280 A” EI’ G* + 423263232 AEI’ Gk L + 172160640 A’ EI* G* L? +
20155392 EI* k’ L? + 44929728 A EI* G k L® + 2286 144 AEI’ G k* L* +
309744 A’ EIG’ k L° + 26784 A EI G* k* L® + 59 A> G° k* L?) q) /
(12 (544195584 A’ EI’ G + 680244480 A EI’ G* k L + 120932352 AEI* G Kk* L +
56687040 A> EI*G> k L® + 5038848 EI° k® L® + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI*Gk’L° + 80352 A’ EIG k* L° + 6156 A’EIG* k’ L” + 13 A’ G’ Kk L)) -
((1632586752 A7 EI’ G* k L® + 362797056 AEI> Gk* L + 170061120 A> EI* 6> k L* +
20155392 EI° k® L* + 39470976 A EI? G* k* L° + 2286 144 AEI’ G k° L® +
225504 A EI G’ k* L7 + 24192 A EIG° k* L® + 53 A° G* k* L) q) /
(24 (544195584 A’ EI° G° + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L +
56687040 A EI*G> k L® + 5038848 EI® k® L® + 12317184 A EI* G* k* L* +
559872 AEI’ Gk’ L + 80352 A EIG’ k® L° + 6156 A’EIG* k° L’ + 13 A’ G° K L°) ))
R7 =
R1
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1
Out[*]= —

(La- (kL® (1451188224 A>EI’G* + 272097792 AEI’ Gk L + 147806 208 A’ EI” G> L* + 10077 696 EI° k*
L2 +29603232 A’ EI*G* k L + 1143072 AETI*GKk* L* +
199260 A°EI G’ k L° + 12420 A’ EI G* k* L®+ 25 A’ G* k* L) q) /

(6 (544195584 A’ EI* G> + 680244480 A EI° G* k L + 120932352 AEI’ G k* L* +
56687040 A’ EI? G  k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI? G* k* L* +
559872 AEI*Gk’L° +88352A° EI G’ k* L°+ 6156 A’ EIG* k> L + 13A° G k* L®) ) -

(kL? (1813985280 A EI® G” + 423263232 AEI’ Gk L + 172160640 A’ EI* G* L* +
20155392 EI® k? L2 + 44929728 A*ET*G* k L + 2286 144 AEI* G k* L* +
309744 AEIG k L° + 26784 A’ EI G* k* L°+ 59 A’ G* k? L) q) /

(12 (544195584 A’ EI° G* + 680244480 A> ET” G* k L + 120932352 AET’ G k* L? +
56687040 A’ EI? G  k L® + 5038848 EI’ k® L + 12317184 A’ ET? G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° +88352A° EI G’ k? L°+ 6156 A’ EIG* k> L’ + 13A° G k* L®) ) -

((1632586752 A% EI> G* k L* + 362797056 AEI’ Gk L* + 176061120 A’ EI* G> k L* +
20155392 EI’ k® L* + 39470976 A EI? G k* L® + 2286 144 AEI? G k> L® +
225504 AEIG  k* L7 + 24192 A EI G2 K> L® + 53 A°G° K L*?) q) /

(24 (544195584 A’ EI° G* + 680244480 A> ET° G* k L + 120932352 AET’ G k* L +
56687040 A’ EI? G  k L> + 5038848 EI° k® L + 12317184 A2 ET? G* k* L* +
559872 AEI*Gk’L° +80352A° EI G k? L°+ 6156 A’ EI G k> L + 13 A° @G> k* L°) ) )

1
Out[*]= —

(La- (kL? (1451188224 A> EI’ G* + 272097 792 AEI’> Gk L + 147 806 208 A’ EI’ G> L* + 10077 696 EI° k?
L2+29603232AEI?G* k L + 1143072 AET?G K> L* +
199260 A°EI G’ k L° + 12420 A’ EI G* k* L®+ 25 A°G* kL) q) /

(6 (544195584 A> EI* G* + 680244480 A EI° G’ k L + 120932352 AEI’ Gk L* +
56687040 A°EI? G  k L> + 5038848 EI° k® L + 12317184 A2 ET* G* k* L* +
559872 AEI’Gk’L° +80352A° EI G’ k* L° + 6156 A’ EIG° k> L7 + 13A° G k* L®) ) -

(kL? (1813985280 A EI’ G* + 423263232 AEI’ Gk L + 172160640 A’ EI*G* L? +
20155392 EI° k? L2 + 44929728 A>EI®G* k L + 2286 144 AEI> G k* L* +
309744 A°EIG k L° + 26784 A EI G k* L°+ 59 A’ G° k2 L®) q) /

(12 (544195584 A’ EI’ G> + 680244480 A EI° G k L + 120932352 AET’ G k* L% +
56687040 A’ EI* G’ k L® + 5038848 EI° k® L + 12317184 A’ EI*G* k* L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A’ EIG° k* L° + 6156 A’EIG* k* L' + 13A°G° k° L°) ) -

((1632586752 A EI> G* k L” + 362797056 AEI’ G k* L* + 176061120 A’ EI* G> k L* +
20155392 EI’ k® L* + 39470976 A EI* G k* L® + 2286 144 AEI* G k> L® +
225504 A’ EIG kP L7 + 24192 A EIG K’ L2+ 53A°G° K L) q) /

(24 (544195584 A’ EI° G* + 680244480 A” EI” G* k L + 120932352 AET’ G k* L* +

56687040 A’ EI*G> k L® + 5038848 EI° k® L® + 12317184 A EI* G* k® L* +
559872 AEI* Gk’ L° + 80352 A’ EIG° k* L® + 6156 A’ EIG* k* L' + 13A°G° Kk L°) ) )
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2(%m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
Ec
G = ———
2 (1+v)
A:B*H
outf']= 0.8
our= 1.2

our - 12 000 000 000
our - 19928032768
outf 1= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°
outf-]- 10

outf 1= 250

ou = 2.29571 x 10°
outf-]= ©.35

our - 7.38075 x 10°

outf 1= 0.96

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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- g9 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {%, —R2/k}, {26—L, —R3/k},

{%, —R4/k}, {%, —R5/k}, {SG—L, -Rs/k}, (, -R7/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Black, PlotLegends » {"Viga con siete r'esor'tes"}]
L 2L 3L 4L
gl1o = LlstPlot[{{O, -R1/K}, {E’ -R2/ k}, {?, -R3/ k}, {?, ~R4 / k}, {?, -R5/ k},

5L
{—, -R6/ k}, {L, -R7/ k}}, PlotStyle - Black, AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]
6

Show [

g9,
g1e]

-1.x1078 |

-2.x 10-8:
outf*J= — Viga con siete resortes

-3.x1078 |

-4.x1078 r

-5.x1078
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(*VIGA CON OCHO RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

Inf* J:=

1 (>(({q*L-2R2-2R3-2R4 q*X"2)2
D[Z* -J.[( )*X— ) dx +
2EI Jo 2 2

1 ﬁ((q*L-zkz-2R3-2R4
o

_— )—q*x]"Zdlx +
2xGxA

2
1 27—L qxL-2R2-2R3-2R4 q*X"2 Ly)2
j (( )*X——+R2(X——)) dx +
2EI ; 2 2 7

1 Z/(q*xL-2R2-2R3-2R4
S
7

_— )—q*X+R2)"2le+
2xGxA

2
1 37—L qxL-2R2-2R3-2R4 q*X"2 L 2L))2
j (( )*X——+R2(X-—)+R3(X——)] dx +
2EI 27—L 2 2 7 7

1 2 //q*xL-2R2-2R3-2R4
—J. (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA JE 2

7

2EI 2 2 7

3L
7

1 jg((q*L-2R2-2R3-2R4
L

)—q*x+R2+R3+R4]"2dlx], Rz]
2

2xGxA >
L3 (-1750 L q+ 3920 (R2 +R3 +R4)) L3 (-10220Lq+11760 (R2+2R3+3R4))

outfr]= 2 4
4033680EIL 8067 360 EI

+

L3 (-9380Lq+1960 (6 (R2+2R3) +15R4)) L3> (-6860Lq+1960 (6R2+9 (R3+R4)))
+ +

4033680 EI 4033680 EI

5Lq 2 2
6 (% -2 (R2+R3+R4)| -6 (Lq-2 (R2+R3+R4))

48AGq

In[* ]:=

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3x)
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 q#*XxX"2 L 2L 3L\)\2
J(( )*x——+R2(x——)+R3[x——)+R4(x——)) dx +
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Inf* J:=

1 (>((q*L-2R2-2R3-2R4 q*X"2)\2
D[Z* J- * X - dx +
[’} 2 2

1 jg((q*L-2R2-2R3-2R4
(]

_— )—q*x]"Zdlx +
2xGxA

2
1 27—L qxL-2R2-2R3-2R4 q*Xx"2 Ly)2
j [( )*X——+R2 (X——)) dx +
2EI ; 2 2 7

1 > /(q*L-2R2-2R3-2R4
J: (( )—q*X+R2)"2le+

2xGxA

2
1 >((q*xL-2R2-2R3-2R4 q* X2 L 2Ly)2
j (( )*X——+R2(X——)+R3(X——)] dx +
2EI JZ 2 2 7 7
1 2 ((q*xL-2R2-2R3-2R4
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA TL 2
1 :((q*L-2R2-2R3-2R4 q*x"2 L 2L 3Ly)2
j(( )*X——+R2(X-—)+R3(X——)+R4(X——)] dx +
2E1 J* 2 2 7 7 7
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4
—J (( )—q*x+R2+R3+R4]"2dlx ,R3]
2xGxA 37—L 2
L (-48Lq+168 (R3+R4))
outfr]= 2 +
1176 AG
L3 (-1750Lq+3920 (R2+R3+R4)) L3 (-20440L q+23520 (R2+2R3+3R4))
+ +
4033680 EI 8067360 EI
L3 (-18760 L q+1960 (12 (R2+2R3) +30R4)) L> (-10570Lq+ 1960 (9R2+14 (R3+R4)))
+ +
4033680 EI 4033680 EI
5Lq 2 2
6 (=2 -2 (R2+R3+R4)| -6 (Lq-2 (R2+R3+R4))

7

48 AGq

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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Inf* J:=

1 (>((q*L-2R2-2R3-2R4 q*X"2)\2
D[Z* J- * X - dx +
[’} 2 2

1 jg((q*L-2R2-2R3-2R4
(]

_— )—q*x]"Zdlx +
2xGxA

2
1 27—L qxL-2R2-2R3-2R4 q*Xx"2 Ly)2
j [( )*X——+R2 (X——)) dx +
2EI ; 2 2 7

1 > /(q*L-2R2-2R3-2R4
J: (( )—q*X+R2)"2le+

2xGxA

2
1 >((q*xL-2R2-2R3-2R4 q* X2 L 2Ly)2
j (( )*X——+R2 (X——)+R3 (X——)] dx +
2EI JZ 2 2 7 7
1 2 ((q*xL-2R2-2R3-2R4
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA TL 2
1 :((q*L-2R2-2R3-2R4 q*x"2 L 2L 3Ly)2
j(( )*X——+R2 (X-—)+R3 (X——)+R4(X——)] dx +
2E1 J* 2 2 7 7 7
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4
—J (( )—q*x+R2+R3+R4]"2dlx ,R4]
2xGxA 37—L 2
21°q  2LR4
~ 2 T 57 L (-48Lq+168 (R3+R4))
outfr]= 2 + +
2AG 1176 AG
L3 (-1750Lq+3920 (R2+R3+R4)) L3 (-30660L q+35280 (R2+2R3+3R4))
+ +
4033680 EI 8067360 EI
L3 (-23590 L q+1960 (15 (R2+2R3) +38R4)) L> (-10570Lq+ 1960 (9R2 +14 (R3+R4)))
+ +
4033680 EI 4033680 EI
5Lq 2 2
6 (=2 -2 (R2+R3+R4)| -6 (Lq-2 (R2+R3+R4))

7

48 AGq

(*SE CALCULAN LAS REACCIONES=*)
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Inf* J:=

L3 (-1750Lq + 3920 (R2+R3+R4)) L3> (-10220Lq+11760 (R2+2R3 +3R4))
Solve[{z + +
4033680 EI 8067 360 EI

L3 (-9380Lq+1960 (6 (R2+2R3) +15R4)) L> (-6860L q+1960 (6R2+9 (R3+R4)))
+ +

4033680 EI 4033680 EI
5Lq 2 2
6(7-2(R2+R3+R4)) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4)) R2
48AGq Kk’

L (-48Lq+168 (R3+R4)) L3 (-1750L q+ 3920 (R2 + R3 +R4))
+ +

1176 AG 4033680 EI

L3 (-20440Lq+23520 (R2+2R3+3R4)) L3 (-18760L q+ 1960 (12 (R2 +2R3) + 30R4))
+ +

8067360 EI 4033680 EI
L3 (-10570L q + 1960 (9R2 + 14 (R3 +R4)))
+

4033680 EI
2
6(“—q-2(R2+R3+R4)) -6 (Lg-2 (R2+R3 +R4))?> R3
7
48AGq Kk’
212q  2LR4 3
|7t T L(-48Lq+168 (R3+R4)) L°(-17501q+3920 (R2+R3+R4))
+ + +
2AG 1176 AG 4033680 EI

L3 (-30660Lq+35280 (R2+2R3+3R4)) L3 (-23590Lq+1960 (15 (R2 +2R3) +38R4))
+ +

8067360 EI 4033680 EI
L3 (-10570L q + 1960 (9R2 + 14 (R3 +R4)))

+

4033680 EI
2
6 (> -2 (R2+R3+R4) ) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4))’ R4
= -—}, (R2, R3, Ra)]
48AGq k
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our - {{R2 > (kL? (266827932 A% EI’ G’ q + 101648 736 AEI’ Gk L q +
24958395 A*EI? G L2 q+7260624EI*k* L? q+ 10890936 A2EI* G k L3 q+
827316 AEI’ Gk’ L q+ 85260 A’ EIG k L° q+ 9996 A’ EIG* k* L° q+23A° G’ k* L% q) ) /
(2 (1689547389 A EI’ G> + 1867 795524 A EI* G* k L + 444713220 AET’ Gk* L% +
158826150 A* EI? G> k L + 25412184 EI° k® L + 45983952 A2 ET? G* k* L* +
2852388 AEI’G K’ L° +320019A° EIG° k% L° + 32634 A’EIG K L7 + 71A° G k* L°) ),
R3 - (kL? (3112992540 A EI° G* q + 889426440 AEI’ Gk L q + 312358095 A EI’G° L* g +
50824368 EI®k® L% q + 97110846 A EI* G k L3 q+ 5791212 AEI’Gk® L% q +
721329 A EIG k L° q + 66444 A’ EIG* k* L°q + 137A° G k* LPq) ) /
(14 (1089547389 A’ EI° G° + 1867795524 A’ EI° G* k L + 444713220 AET’ GK* L +
158826150 A* EI? G> k L + 25412184 EI° k® L + 45983952 A2 ET? G* k* L* +
2852388 AEI’G K’ L° + 320019 A° EIG° k? L® + 32634 A’ EIG K> L7 + 71A° G k* %) ),
R4 > - ((-3735591048 A EI’ G’ k L* q - 889426440 AEI° G k? L® q - 387535806 A’ EI° G k L* q -
50824368 EI kL% q-97110846 A>EI’G*k*L>q- 5791212 AEI*GK3 L q -
616371A°EIG Kk’ L7 q- 64680 A’ EIG° Kk’ L®q-143A°G’ Kk’ L q) /
(14 (1089547389 A> EI® G* + 1867795524 A EI° G* k L + 444713220 AET> G k* L +

158826150 A’ EI2 G  k L® + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI? G2 k2 L* +
2852388 AFEI’Gk3L®+320019A°EIG  k* L% + 32634 AEIG* K3 L7 + 71 A3 G K3 Lg)))}}

(* AL SER SIMETRICA, LAS REACCIONES SON R1=R8, R2=R7, R3=R6 Y R4=R5%)
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n1= R2 =
(kL? (266827932 A> EI’G* q + 101648736 AEI° Gk L q + 24958395 A’ EI* G’ L® q + 7260624 EI* k* L* q +
10890936 A EI?G* k L> q + 827316 AEI’G Kk’ L* q +
85260 A EIG’ kL°q+9996 A’EIG° k*L°q+23A° G k*L®q)) /
(2 (1089547389 A> EI’ G* + 1867795524 A EI’ G* k L + 444713220 AEI* G k* L +
158826150 A EI* G k L® + 25412184 EI° k® L® + 45983952 A EI G* k* L* +
2852388 AEI’Gk’L° +320019 A’ EIG k* L° + 32634 A’ EIG k° L" + 71A°G° Kk° L) )
R3 = (kL? (3112992540 A% EI’G’ q + 889426440 AEI’ Gk L q+ 312358095 A EI’G°’ L? q +
50824368 EI° kL2 q+ 97110846 A2 EI’G*k L3 q+ 5791212 AEI2GKk? L% q +
721329 A°EIG kL° q+ 66444 A EIG* k* L° q+ 137 A° G’ k* L q) ) /
(14 (1089547389 A’ EI’ G> + 1867795524 A’ EI’ G k L + 444713220 AEI’ G k* L? +
158826150 A EI’G> k L® + 25412184 EI® k® L + 45983952 A2 EI* G* k* L* +
2852388 AEI’ Gk’ L® +320019 A’ EIG° k? L® + 32634 A EIG* k* L7 + 71 A° G K° L°) )
R4 = - ((-3735591048 A EI>G” k L” q - 889426440 AEI’Gk® L>q- 387535806 A EI’G k L* q -
50824368 EI® k® L% q - 97110846 A’ EI* G* k® L° q- 5791212 AEI’Gk* L®q -
616371 A°EIG kL’ q- 64680 A’EIG k’ L°q-143A° G’ k* L' q) /
(14 (1089547389 A° EI° G* + 1867795524 A’ EI° G* k L + 444713220 AEI° Gk L% +

158826150 A EI2 G k L3 + 25412184 EI3 k® L3 + 45983952 A2 EI2 G2 k2 L% +
2852388 AEI2Gk3L° +320019A3EIG> k®L® +32634 A2EIG K3 L7 + 71 A3 G2 K3 |.9) ))

our - (kL% (266827932 A2EI>G%> g+ 101648736 AEIGkL g+
q q
24958395 A3 EI%2G3 L2 q+ 7260624 EI* k?> L% q+ 10890936 A2EI%G* k L3 g+
827316 AEI*Gk* L* q+ 85260 A’EIG  k L° q + 9996 A’ EIG* k* L° q+ 23 A° G’ k* L% q) ) /
(2 (1089547389 A>EI’G>+ 1867795524 A2EI3 G2k L + 444713220 AEI® G K% L? +

158826150 A EI?G> k L® + 25412184 EI> k> L3 + 45983952 A2 EI2 G2 k2 L* +
2852388 AFI?Gk>L°+320019A°EIG k> L® + 32634 A2 EIG? K3 L7 + 71 A3 G K3 L9) )

our = (kL? (3112992540 A2 EI® G* q + 889426440 AEI° Gk L q +

312358095 A% EI’G> L2 q+ 50824368 EI° k* L q+ 97110846 A2 EI*G* k L> g +
5791212 AEI’Gk*L*q+721329A°EIG k L° q+ 66444 A’ EI G k* L°q+ 137 A° G k* L% q) ) /

(14 (1089547389 AP EI®G® + 1867795524 A2 EI3 G k L + 444713220 AEI> G k% L2 +

158826150 A EI2G> k L® + 25412184 EI3 k® L3 + 45983952 A2 EI?> G? k2 L* +
2852388 AEI’GKk3L°+320019A°EIG k> L% +32634A2EIG* K3 L7 + 71 A3 G K3 L9) )

our =~ ( (3735591048 A EI° G* k L® q - 889426446 AEI° Gk’ L’ q -
387535806 A* EI*G> k L* q - 50824368 EI® k® L* q- 97110846 A EI* G2 k® L° q -
5791212 AEI’ Gk’ L°q-616371A’EIG kL’ q- 64680 A’EIG Kk’ L* q-143A°G* k> L% q) /
(14 (1089547389 A’ EI* G* + 1867795524 A EI’ G* k L + 444713220 AET> Gk* L +

158826150 A EI2G> k L® + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI2G? k2 L* +
2852388 AEI?Gk>L°+ 320019 A3 EI G  k? L%+ 32634 A2EIG? K3 L7 + 71 A3 G3 K3 L9) ))
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nf-1= R7 = R2
R6 = R3
R5 = R4

our = (kL? (266827932 A% EI° G* q + 101648 736 AEI> Gk L g +
24958395 A2 EI2G> L2 q+ 7260624 EI*k*L?q+ 10890936 A°EIG* k L3 q+
827316 AEI*Gk* L* g+ 85260 A’EIG  k L° q + 9996 A’ EIG* k* L° q+ 23 A° G’ k* L% q) ) /
(2 (1089547389 A° EI° G> + 1867795524 A’ EI° G° k L + 444713220 AEI’ G k* L* +

158826150 A EI2G> k L® + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI?> G® k2 L* +
2852388 AFI?Gk>L°+320019A°EIG k> L% + 32634 A2 EIG? K3 L7 + 71 A° G K3 L9) )

our = (kL? (3112992540 A2 EI® G* q + 889426448 AEI° Gk L q +

312358095 A’ EI? G L2 q+ 50824368 EI° k® L q+ 97110846 A2 EI*G* k L> g +
5791212 AEI’Gk*L*q+721329A°EIG k L° q+ 66444 A’ EIG* k* L°q+ 137 A° G k* L% q) ) /

(14 (1089547389 APEI®G®+1867795524 A2EI3 G2k L + 444713220 AEI> G K% L2 +

158826150 A EI? G  k L3 + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI? G® k® L* +
2852388 AEI’GKk3L°+320019A°EIG k> L® +32634A2EIG* K3 L7 + 71 A3 G K3 L9) )

our = - ( (3735591048 A EI° G* k L* q - 889426448 AET’ Gk’ L’ q -
387535806 A EI*G> k L* q - 50824368 EI® k® L* q - 97110846 A EI* G2 k® L° q -
5791212 AEI’Gk>L°q-616371A’EIG kL’ q- 64680 A°EIG Kk’ L* q-143A° G’ k* L% q) /
(14 (1089547389 A’ EI* G* + 1867795524 A EI’ G* k L + 444713220 AET> Gk* L +

158826150 A EI2G> k L® + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI2G? k2 L* +
2852388 AEI?GKk>L°+320019A%EI G  k? L%+ 32634 A2EIG? K3 L7 + 71 A G3 K3 L9) ))

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R8=R1x)
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mnj= Solve[{2R1+2R2+2R3+-q*L+2R4 == 0}, {R1}]

out[* = {{Rl -
% (Lg- (kL® (266827932A%EI’G* q+ 101648736 AEI° Gk L q + 24958395 A’ EI*G* L? q + 7260624
EI’k®*L%q+10890936 A2 EI*G* k L> q+ 827316 AEI’Gk* L% q+
85260 A’EIG> k L°q+ 9996 AEIG Kk’ L° q+23A° G k* L% q) ) /
(1089547389 A° EI° G + 1867795524 A’ EI° G* k L + 444713220 AET’ G k* L* +
158826150 A EI° G° k L + 25412184 EI° k® L + 45983952 A2 EI* G* k* L* +
2852388 AEI’ Gk’ L° + 320019 A’ EI G  k* L® + 32634 A’ EIG* Kk L7 + 71 A° G K* L®) -
(kL? (3112992540 A% EI° G* q + 889426 440 AET’ Gk L q + 312358095 A’ EI*G* L* g +
50824368 EI° k?L?q+97110846 AEI?G* k L’ q+ 5791212 AEI*’Gk* L q +
721329A°EIG’ kL° q+ 66444 AEIG k* L° q+137A° G Kk* LPq) ) /
(7 (1689547389 A’ EI° G> + 1867795524 A EI° G* k L + 444713220 AET’ G k* L? +
158826150 A* EI? G> k L + 25412184 EI k3 L® + 45983952 A EI% G* k? L* +
2852388 AEI° Gk’ L°+ 320019 A’ EIG k* L® + 32634 A EIG° K° L' + 71 A° G K* L®) ) +
(-3735591048 A EI° G* k L* q - 889426448 AEI’ Gk® L q - 387535806 A’ EI° G  k L* g -
50824368 EI’ k> L*q-97110846 AZEI*G* k*L° q- 5791212 AEI’GKk> L q-
616371A° EIG’ k* L' q- 64680 A’ EIG* k> L®q-143A°G° K’ L q) /
(7 (1689547389 A’ EI’ G> + 1867795524 A> EI° G° k L + 444713220 AET’ G k* L? +
158826150 A’ EI*G> k L + 25412184 EI® k® L + 45983952 A2 EI* G® k? L* +
2852388AEI°GK’ L° + 320019 A EI G’ K* L + 32634 A’EIG* K° L7 + 71A° G L) ) ) |}
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m-1= R1 =
1 2 2 £13 2 3 37232
- (Lq— (kL (266827932A EI°G°q+ 101648736 AEI°Gk L q+24958395A° EI°G° L“ q+ 7260624
2

EI’k’L?q+10890936 A EI’G* k L3 q + 827316 AEI’Gk* L  q +
85260 AEIG° kL°q+9996 AEIG° k*L° q+23A° G’ k* L% q)) /
(1089547389 A EI’ G + 1867795524 A’ EI’ G* k L + 444713220 AEI’ G K* L* +
158826150 A EI*G> k L® + 25412184 EI® k® L® + 45983952 A2 EI* G> k® L* +
2852388 AEI’ Gk’ L® +320019 A’ EI G’ k? L® + 32634 A’ EIG’ kK° L” + 71 A° G K L) -
(kL? (3112992540 A EI> G* q + 889426440 AEI’ Gk L q + 312358095 A’ EI’ G L* q +
50824368 EI° kL q+ 97110846 AEI’ G kL q+ 5791212 AEI’Gk* L% q +
721329 A’ EIG kL° q + 66444 A EIG k* L°q+ 137A° G’ k* L q) ) /
(7 (1089547389 A> EI> G* + 1867795524 A EI* G* k L + 444713220 AEI’ G k* L? +
158826150 A EI’G> k L® + 25412184 EI® k® L + 45983952 A2 EI? G k* L* +
2852388 AEI’Gk>L° +320019 A’ EIG k* L° + 32634 A’ EIG K* L' + 71 A’ G kP L°) ) +
(-3735591048 A EI* G* k L? q - 889426440 AEI’ Gk® L q - 387535806 A EI’ G’ k L* q -
50824368 EI° k® L% q-97110846 A2 EI?G*k*L°q-5791212AEI*GKk3 L q -
616371A°EIG kL’ q- 64680 A’EIG k’L°q-143A°G Kk’ L' q) /
(7 (1089547389 A> EI> G* + 1867795524 A EI’ G k L + 444713220 AEI’ G k* L* +
158826150 A EI* G> k L® + 25412184 EI® k® L® + 45983952 A2 EI* G* k* L* +
2852388 AEI’Gk’L° +320019 A’ EIG k* L° + 32634 A’EIG K’ L' + 71A° G’ K L) ) )

1
our - — (Lq- (kL? (266827932 A EI’ G* q + 101648 736 AEI° Gk L g +
2

24958395 A3 EI%G> L2 q+7260624EI° kL% q+10890936 A°EI’ Gk L3 q+
827316 AEI*Gk* L* g+ 85260 A EIG k L° q+ 9996 A EIG* k* L° q+23A° G k* L% q) ) /
(1089547389 A° EI° G> + 1867795524 A’ EI° G* k L + 444713220 AET’ Gk L* +
158826150 A EI? G> k L3 + 25412184 EI° k® L® + 45983952 A EI% G* k* L* +
2852388 AEI’ Gk’ L° + 320019 A° EI G k* L° + 32634 A EIG° Kk L7 + 71A°G° K L%) -
(kL? (3112992540 A EI’ G* q + 889426440 AEI’ Gk L q + 312358095 A’ EI’° G L g +

50824368 EI’ k* L2 q+ 97110846 A>EI2G* k L3 q+ 5791212 AEI’GK* L* q +
721329A°EIG kL° q+ 66444 A EIG° k* L°q+ 137A° G K* LPq) ) /

(7 (1089547389 A’ EI’ G> + 1867 795524 A* EI° G* k L + 444713220 AET’ GK* L? +
158826150 A* EI? G k L® + 25412184 EI® k® L® + 45983952 A2 EI? G* k? L* +
2852388 AEI’GK’L° +320019A° EI G k* L®+ 32634 AEIG° K L7 + 71A° G K* %) ) +

(3735591048 A EI’ G  k L” q - 889426448 AEI’ Gk* L q - 387535806 A° EI°G k L* q -
50824368 EI’ k® L% q-97110846 AEI*G*k* L° q- 5791212 AEI’GK3 L% q-
616371A°EIG’ k* L q- 64680 A’ EIG° k> L® q-143A°G’ k> L q) /

(7 (1689547389 A’ EI’ G> + 1867 795524 A EI* G* k L + 444713220 AET’ Gk* L% +

158826150 A’ EI*G> k L® + 25412184 EI® k® L + 45983952 A EI* G* k* L* +
2852388 AEI°G K’ L° + 320019 A EIG° k? L° + 32634 A’EIG K L7 + 71A° G k% L°) ) )
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Inf+ J:=
R8 = R1

1
our - — (Lgq- (kL? (266827932 A EI> G* q + 101648736 AEI’ Gk L g +
2

24958395 A3 EI%?G3 L2 q+7260624EI* k* L% q+10890936 A°EI’G kL3 q+
827316 AEI*Gk* L* q+ 85260 A’ EIG> k L° q+ 9996 A EIG* k* L° q+ 23 A° G k* L% q) ) /
(1089547389 A’ EI’ G + 1867795524 A’ EI° G* k L + 444713220 AET’ G k* L* +
158826150 A EI? G> k L + 25412184 EI° k® L® + 45983952 A EI% G* k* L* +
2852388 AEI’ Gk’ L° + 320019 A° EI G k* L° + 32634 A EIG° k* L7 + 71A°G° K L%) -
(kL? (3112992540 A EI® G* q + 889426448 AEI’ Gk L q + 312358095 A’ EI’ G L* g +

50824368 EI’ k?L?q+97110846 AEI’ Gk L3 q+ 5791212 AEI’Gk* L% q +
721329A°EIG’ k L° g+ 66444 A EIG* k* L°q+ 137 A°G’ K* LPq) ) /

(7 (1089547389 A’ EI° G> + 1867 795524 A EI° G* k L + 444713220 AET’ Gk* L% +
158826150 A* EI? G k L® + 25412184 EI® k® L® + 45983952 A2 EI? G* k? L* +
2852388 AEI’ Gk’ L°+320019 A EI G k* L®+ 32634 AEIG° Kk L7 + 71A° G  K° L°) ) +

(3735591048 A EI’ G* k L® q - 889426448 AEI’ Gk® L q - 387535806 A° EI° G k L* g -
50824368 EI* k3 L* q - 97110846 A EI*G* k® L> q- 5791212 AEI®G k3 L8 q -
616371A°EIG’ k* L' q- 64680 A’ EIG* k*> L®q-143A°G’ k> L™ q) /

(7 (1089547389 A’ EI’ G> + 1867 795524 A* EI° G* k L + 444713220 AET’ Gk* L% +

158826150 A EI*G> k L® + 25412184 EI® k® L3 + 45983952 A2 EI?* G2 k2 L* +
2852388 AEI2Gk>L® +320019AEIG k> L%+ 32634 A2 EIG? K3 L7 + 71 A3 G3 K3 L9) ))
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m83x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (xm 4x)
(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH

ouf-]- 0.8

ouf-]= 1.2

ou - 12 000 000 000
ouf-]= 19928032768
outf-]= ©.1152

outf 1= 9.6 x 10°

outf 1= 10

out[-]= 250

our - 2.29571 x 10°
outf 1= 0.35

our - 7.38075 x 10°

outr 1= 0.96

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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o= g1l = ListLinePlot[{{a, -R1/Kk}, {;, —R2/k}, {27—L, -R3/k}, {37—L, -R4/k},

{%, —R5/k}, {57—L, —R6/k}, {67—L, -R7/k}, (, —R8/k}}, AxesOrigin - {@, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Magenta, PlotLegends » {"Viga con ocho resor‘tes“}]

gl2 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {3 -Rz/k}, {27—L -R3/k}, {37—L —R4/k},

{47—L, —R5/k}, {57—L, —R6/k}, {67—L, —R7/k}, {L, —R8/k}},

PlotStyle -» Magenta, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g11,
g12]

-1.x108
—— Viga con ocho resortes

ouf"J= -2.x1078

-3.x1078

-4.x1078 F

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



(*VIGA CON NUEVE RESORTES=%*)

(*DERIVADA CON RESPECO DE R2x)

Inf* J:=

1 (;((q*L-2R2-2R3-2R4 -R5 q*Xx"2)2
D[Z* -J.[( )*X——) dx +

2EI Jo 2 2

1 § q*xL-2R2-2R3-2R4-R5
—J (( )—q*x)"2dlx +
2xGxA Jo 2
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*Xx"2

j (( ]*X——+R2(X——
2€1 Jt 2 2

1 > ((q*L-2R2-2R3-2R4-R5

2*G*AL (( 2

1 >((q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*Xx"2
J;B_L(( 2 ]*x_ 2

2EI

1 J%((q*L-2R2-2R3-2R4—R5
L

2xGxA 2

n
S((q*xL-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2
IN( Jox- 5=
=L 2 2

8

1 Jg((q*L-2R2-2R3-2R4-R5

2xGxA 2

3L
8

L3 (—“54“‘ +40 (2 (R2+R3 +R4) +R5>)

outfr]= 2 4
122880 EI

~6 (L q+2 (R2+R3 +R4) +R5>2+6(—3ﬂ

)—q*X+R2+R3]"2d1X +

L
+R2 [x——) +R3 (x—

2
+2 (R2+R3 +R4) +R5

48AGq

L3 (-7520Lq+320 (24 (R2+2R3 +3R4) +42R5))

3932160 EI
L3 (-4640 L q+320 (24R2+18 (2 (R3+R4) +R5)))

3932160 EI

+

+

L3 (-6560Lq+320 (24R2+6 (8R3+5 (2R4+R5))))

3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R3=x)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

Lﬂzax+

)—q*X+R2)"2le+

2EI

2L

8

) +ra [x-

)—q*x+R2+R3+R4)"2dlx], Rz]

L 2L))\2
+ R2 (X-—) +R3 [X-—]) dx +
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
2EI Jeo 2 2

1 § gqxL-2R2-2R3-2R4-R5
—J.(( )—q*x)"Zdlx +
2xGxA Jo

2
1 ZB—L q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q#*Xx"2 Ly))2
j (( ]*x——+R2 (x——)] dx +
2EI 5 2 2 8

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5
S
:

)—q*X+R2)"2d]X+
2

2xGxA

3L
8

2EI 2 2 8

1 38—L q*L-2R2-2R3-2R4-R5 1
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+ —_—
2xGxA JX 2 2EI

8

t//q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*x"2 L 2L
j([ ]*x——+R2(x——)+R3(x——
el 2 2

8 8

8

1 ; q*xL-2R2-2R3-2R4-R5
J:(( )—q*X+R2+R3+R4)"2d1X,R
= 2

2xGxA

8

3 145Lq
L (-120Lq+192 (2R3 +2R4+R5)) L (— 2 +49<2<R2+R3+R4>+R5>)

) +ra [x-

d

outfr]= 2 +
3072AG 122880 EI

2 3Lg 2
_6 (~Lq+2 (R2+R3+R4) +R5) +6(—T+2(R2+R3+R4)+R5)

+

48 AGq
L3 (-15040 L q + 320 (48 (R2+ 2R3+ 3R4) + 84R5))

3932160 EI
L3 (-13120Lq+320 (48R2+96R3 + 60 (2R4 +R5)))

+

+

3932160 EI

L3 (-7160Lq+320 (36 R2+28 (2 (R3+R4) +R5)))

3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R4x)
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
2EI Jeo 2 2

1 § gqxL-2R2-2R3-2R4-R5
—J.(( )—q*x)"Zdlx +
2xGxA Jo

2
1 ZB—L q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q#*Xx"2 Ly))2
j (( ]*x——+R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2 8

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5
—J: (( )—q*X+R2)"2d]X+
2xGxA :

2
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2 L 2Ly)2
j (( )*X——+R2 (X——]+R3 [X——]) dx +
2EI ZTL 2 2 8 8
1 38—L qxL-2R2-2R3-2R4-R5 1
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+ —_—
2xGxA TL 2 2EI
E q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2 L 2L 3L)\2
j([ ]*X——+R2 [X——)+R3(X——)+R4(X——)] dx +
A 2 2 8 8 8

8

1 J-g((q*L-2R2-2R3-2R4—R5
3L

)—q*x+R2+R3+R4)"2d1x], R4]
2

L (-72Lq+192 (2R4 +R5))

outfr]= 2 +
3072AG
3 1451 q
L (-120Lq+192 (2R3+2R4+R5)) L (— . +40 (2 (R2+R3+R4) +R5)
+ +
3072AG 122880 EI

3Lq

2
—6(—Lq+2(R2+R3+R4)+R5)2+6(— +2 (R2+R3+R4) +R5

48AGq
L3 (-22560 L q+320 (72 (R2+2R3+3R4) + 126 R5) )

+

3932160 EI
L3 (-16520L q+ 320 (60R2 + 120 R3 + 76 (2R4 + R5) ) )

+

3932160 EI

L3 (-7160L q+ 320 (36 R2+28 (2 (R3+R4) +R5)))
3932160 EI

(*DERIVADA CON RESPECO DE R5x)
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1 § qxL-2R2-2R3-2R4 -R5 qx*xx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X——) dx +
2EI Jeo 2 2

1 § gqxL-2R2-2R3-2R4-R5
—J.(( )—q*x)"Zdlx +
2xGxA Jo

2
1 ZB—L q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q#*Xx"2 Ly))2
j (( ]*x——+R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2 8

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-R5
S
:

)—q*X+R2)"2d]X+
2

2xGxA
1 >((q*L-2R2-2R3-2R4-R5 q*X"2 L 2Ly)2

j (( )*X——+R2 (X——]+R3 [X——]) dx +
2EI J 2 2 8

1
)—q*X+R2+R3)"2d1X + —
2EI

1 J‘:—L((q*L—ZRz—ZR3—2R4—R5

2xGxA 2

3
L 2L

+ R2 [X——) +R3 (X——) + R4 (X—
8 8

E qxL-2R2-2R3-2R4-R5 q*Xx"2
JiAl o
it 2 2

8

1 L (qxL-2R2-2R3-2R4-R5
—J:L(( )—q*x+R2+R3+R4)"2d1x,R5]

2%xGxA 2
L?’q  LRs
" 128 T 16 L (-36LQg+96 (2R4+R5))
outfr]= 2 + +
2AG 3072AG

L3 (‘MSqu +20 (2 (R2+R3 +R4) +R5))
+ +

3072AG 122880 EI

L (-60Lq+96 (2R3 +2R4 +R5))

3Lq

2
3 (-Lq+2 (R2+R3+R4) +R5)2+3(— +2(R2+R3+R4)+R5)

+

48AGq
L (-13180L q+ 320 (42 (R2+2R3 +3R4) + 74R5))

+

3932160 EI
L3 (-8260Lq+320 (30R2 +60R3 + 38 (2R4 +R5)))

+

3932160 EI

L3 (-3580Lq+320 (18R2+14 (2 (R3+R4) +R5)))
3932160 EI

(*SE CALCULAN LAS REACCIONES=*)
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L3 (-@M@ (2 (R2 + R3 + R4) +R5))
In[* J:= 501ve[{2 +
122880 EI

2 3Lq 2
-6 (-Lq+2 (R2+R3 +R4) +R5) +6(—T+2 (R2 +R3 + R4) +R5)

+
48AGq

L3 (-7520L q + 320 (24 (R2 + 2R3 + 3R4) +42R5))

3932160 EI
L3 (-4640L q+ 320 (24R2 + 18 (2 (R3 +R4) +R5)))

3932160 EI

+

+

L3 (-6560L q+320 (24R2+6 (8R3+5 (2R4+R5)))) R2
3932160 EI k

1451 q

3
L (-120Lq+192 (2R3+2R4+R5)) L (- +40 (2 (R2 +R3 + R4) +R5))
+

3072AG 122880 EI

2

+

3Lq

2
-6 (-Lq+2 (R2 +R3 +R4) +R5)2+6(—T+2 (R2 + R3 + R4) +R5)

+

48AGq
L3 (-15040L q + 320 (48 (R2 + 2R3 + 3R4) + 84R5))

3932160 EI
L3 (-13120L q + 320 (48R2 + 96 R3 + 60 (2R4 +R5)))

3932160 EI

+

+

L3 (-7160L q+ 320 (36 R2 + 28 (2 (R3 +R4) +R5))) R3

- k)

3932160 EI k

, L (-72Lq+192 (2R4+R5)) L (-120Lq+192 (2R3 + 2R4 +R5))
+ +

3072AG 3072AG

L3 (- 229, 40 (2 (R2+R3 + R4) +R5))

+

122880 EI

2
-6 (-Lq+2 (R2+R3 +R4) +R5)2+6(-#+2 (R2 +R3 + R4) +R5)

+

48AGq
L3 (-22560L q+ 320 (72 (R2 + 2R3 + 3R4) + 126 R5))

+

3932160 EI
L3 (-16520L q + 320 (60 R2 + 120R3 + 76 (2R4 +R5)))

3932160 EI

+
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2

-t e . L (-36Lq+96 (2R4 +R5)) . L (-60Lq+96 (2R3 +2R4 +R5))

L3 (-7160L q + 320 (36 R2 + 28 (2 (R3 +R4) +R5))) R4

3932160 EI k

L’q  LRs

+

2AG 3072AG 3072AG

L3 (- 229, 20 (2 (R2 +R3 + R4) +R5)
8

+

122880 EI

2 3Lq 2
-3 (-Lq+2 (R2 +R3 +R4) +R5) +3(—T+2(R2+R3+R4)+R5)

+

48AGq
L3 (-13180L q+ 320 (42 (R2+ 2R3+ 3R4) +74R5))

+

3932160 EI
L3 (-8260L q+320 (30R2 + 60R3 + 38 (2R4 +R5)))

3932160 EI

+

L3 (-3580Lq+320 (18R2 + 14 (2 (R3+R4) +R5)))

RS
-—}, {R2, R3, R4, Rs}]
3932160 EI k
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outf*]= {{RZ -
(kL? (9740985827328 A’ EI* G’ q + 3826815860736 A’ EI* G’ k L q + 990533846016 A* EI° G* L* q +
391378894848 AEI* Gk L2 q+400891576320 A°EI* G kL3 g+
10871635968 EI* k® L® q + 43656413184 A2 EI® G2 k® L* q + 2699034624 A*EI?G* k L° q +
1259864064 AEI®Gk3 L% q+474218496 A* EI*G> k2 L8 q+ 17252352 A EI2 G2 K3 L7 q +
957312A*EIG' k* L®q+ 60000 A’ EI G’ k> L7 g+ 55 A*G* k> L' q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312A° EI* G> k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L3 + 869730877440 AEI* G k* L + 1054548688896 A> EI° G k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI® G* k® L® + 6610747392 A* ET? G* k* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> EI>G> k® L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L +
1781760 A*EI G* Kk’ L® + 169056 A’ EI G k* L'° + 97 A* G k* L™?) ),

R3 - (kL? (66795331387392A%EI* G’ q + 20873541058 560 A” EI* G* k L q + 6 609 954 668 544
A*EI’G* L2 q+1739461754880 AEI*Gk?> L>q+2244992827392 A% EI®G kL3 q +
43486543872 EI* k® L q+ 195236462592 A> EI® G k® L* q + 15075901440 A* EI*G* k L° q +
5039456256 AEI* G k> L> g+ 2023096320 A EI* G k? L® q + 66797568 A2 EI*G* k> L g +
3440640 A*EIG* k* L% q+ 216960 A’ EI G’ k* L° g+ 187 A*G* I L' q) ) /
(16 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G* k L + 10436 770529 280
A?EI*G*k?* L? + 3246995275776 A*EI’ G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L +
1054548688896 A3 EI® G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI® G2 k3 L® +
6610747392 A*EI? G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A’ EI?GZ K3 L7 +
32735232 A EI?G* k* L® + 1781760 A*EI G* k° L° + 109056 A’ EI G* k* L + 97 A* G* k* L*?) ),
R4 > (L* (20873541058560 A’ EI* G’ k q + 5914169 966 592 A* EI* G* k? L q + 2147 148163 680
A*EI*G* kL2 q+478351982592 AEI*Gk> L2 q+ 642785476608 A*EI* G2 k? L3 q +
10871635968 EI* k* L® q + 53961818112 A EI* G2 k® L* q + 3973054464 A*EI?G* k2 L° q +
1259864064 AEI®Gk*L°q+549715968 A> EI*G> k3 L8 q+ 16367616 A>EI2 G2 k* L7 q +
1007232 A°EIG K’ L q+ 54240 A°EIG k* L° q+49A*G k" LM q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963943309312 A° EI* G> k L + 10436 770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI® G* k L + 869730877440 AEI* G k> L + 1054548688896 A> EI° G° k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI® G* k® L® + 6610747392 A* ET2 G* k* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> ETI?G® k® L7 + 32735232 A2 EI? G k* L +
1781760 A*EIG* Kk’ L® + 169056 A’ EI G k* L'° + 97 A* G k* L™?) ),

R5 > (L* (44530220924928 A’ EI* G’ k g + 13915 694039040 A’ EI* G* k’ L q + 4638 564 679 680
A*EI®G* Kk L2 q+ 1391569403904 AEI*Gk? L q+ 1511157399552 A3 EI* G k* L® g +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2EI* G k3 L* q+ 8257536000 A* EI2 G* k* L° q +
5039456256 AEI° Gk* L q+ 1526464512 A EI’G> k> L® q + 65028096 A2EI® G2 k* L7 q +
2899968 A" EIG* Kk’ L% q+ 219264 A EIG k* L q+193A°G* k* L' q) ) /
(16 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G* k L + 10436 770529 280
AEI*G* kL2 +3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI*G k> L® +
1054548688896 A3 EI® G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI® G2 k3 L° +
6610747392 A*EI% G* k? L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A’ EI? GZ K3 L7 +
32735232 A EI? G  k* L® + 1781760 A*EI G* k° L° + 109056 A’ EI G* k* L™ + 97 A* G* k* L*?) ) } }
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n= R2 = (kL® (9740985827328 A’ EI*G* q + 3826815860736 A EI*G* k L q +
900533846016 A EI> G* L2 q + 391378894848 AEI* Gk? L q + 400891576320 A EI* G  k L3 q +
10871635968 EI* k> L q + 43656413184 A2 EI® Gk’ L* q + 2699034624 A* EI*’G* k L® q +
1259864064 AEI*Gk>L° q+474218496 A3 EI2G3 k® L8 q + 17252352 A2EI? G2 k3 L7 q +
957312 A°EIG k’L° q+ 60000 A’ EIG k’ L° q + 55 A* G Kk’ L™ q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A EI* G> k L + 10436770529 280 A” EI* G* k* L +
3246995275776 A EI3G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI>G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L® +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A® EI G° k* L'® + 97 A* 6* k* L*?) )

R3 = (kL? (66795331387392A° EI*G® q + 20873541058560 A EI* G* k L q + 6609 954 668 544
A*EI*G*L%q+1739461754880 AEI*Gk*L?q+2244992827392 A% EI*G* kL3 q +
43486543872 EI* k3 L3 q + 195236462592 A2 EI® G> k* L* q + 15075901440 A* EI?G* k L° q +
5039456256 AEI*Gk®L° q+2023096320A° EI°G> k’ L° q+ 66797568 A’ EI’G° k> L’ q +
3440640 A®EIG* k* L® q+ 216960 A° EI G’ k* L° q + 187 A*G* k’ L' q) ) /

(16 (22265110462464 A® EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G* k L + 10436 770529280 A” EI* G k% L +
3246995275776 A EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G k® L® + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI>G> k3 L7 + 32735232 A2 EI*G* k* L2 +
1781760 A* EI1 G* k* L° + 109056 A EI G° k* L'® + 97 A* 6" k* L*?) )

R4 = (L* (20873541058560 A% EI* G’ k q + 5914169966592 A EI*G* k* L q +
2147148103680 A* EI®G*k L2 q + 478351982592 AEI*G k3 L2 q +
642785476608 A> EI* G> k* L q + 10871635968 EI* k* L> q + 53961818112 A’ EI° G’ k® L* q +
3973054464 A* EI? G* k? L°q + 1259864064 AEI> Gk* L° q+ 549715968 A3 EI2G3 k3 LS q +
16367616 A’ EI°G* k* L7 q+ 1007232 A*EIG* k* L® q + 54240 A’ EIG k* L q + 49 A’ G* k* L' q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A% EI* G> k L + 10436770529 280 A” EI* G* k* L +
3246995275776 A* EI® G* k L3 + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI> G> k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* K* L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> ET>G*> k® L7 + 32735232 A2 EI?G* k* L2 +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A®> EI G° k* L'® + 97 A* 6* k* L*?) )

R5 = (L? (44530220924928 A>EI* G’ k q + 13915694039040 A’ EI* G° k* L q + 4638 564679 680
A*EI’G* kL2 q+1391569403904 AEI*Gk®>L?q+1511157399552 A EI’G* k* L3 q +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2EI® G k® L* q + 8257536000 A* EI? G* k* L° q +
5039456256 AEI>Gk* L° q+ 1526464512 A EI’G> k> L° q + 65028096 A’ EI’G° k* L” q +
2899968 A*EIG' Kk’ L® q+ 219264 A’ EIG k* L® q+193A%G* k" LM q)) /

(16 (22265110462464 A® EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G  k L + 10436 770529280 A” EI* G k? L +
3246995275776 A EI3 G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI° G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI> G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI*G> k3 L7 + 32735232 A2 EI*G* k* L® +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A®> EI G° k* L'® + 97 A* 6" k* L*?) )
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our- - (kL* (9740985827328 A’ EI* G’ q + 3826815860736 A EI* G’ k L q +
900533846016 A* EI>G* L2 q + 391378894848 AEI* Gk L? q+ 400891576320 A’ EI* G k L3 q +
10871635968 EI* k® L® q + 43656413184 A2 EI® G° k* L* q + 2699034624 A* EI’G* k L° q +
1259864064 AEI>G k3 L° q+474218496 A EI* G k* L8 q+ 17252352 A EI?G* K3 L7 q +
957312 A*EIG' Kk’ L®q+ 60000 A’ EI G’ k* L’ q + 55 A* G* k> L™ q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G> k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L + 1054548688896 A> EI® G° k? L% +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI® G* k® L® + 6610747392 A* EI? G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L® +
1781760 A* EIG* k® L® + 109056 A> EI G° k* L'? + 97 A* G* k* L*?) )

our = (k L* (66 795331387392 A° EI* G> q + 20873541058 560 A EI* G* k L q +
6609954 668544 A*EI® G* L2 q+ 1739461754880 AEI*Gk? L2 q+2244992827392 A°EI®G* k L3 g+
43486543872 EI* k® L3 q + 195236462592 A2 EI® G k? L* q + 15075901440 A* EI*G* k L° q +
5039456256 AEI>Gk?L° q+ 2023096320 A° EI?G° k? L° q + 66797568 AZEI*G* k> L7 q +
3440640 A*EIG*k* L® q+ 216960 A EI G’ k* L° g+ 187 A* G k> L™ q) ) /

(16 (22265110462464 A EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G> k L + 10436 770529 280 A” EI* G k® L% +
3246995275776 A*EI®G* k L + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI° G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +
1781760 A* EI G* k® L® + 109056 A’ EI G° k* L*° + 97 A*G* k* L™?) )

our = (L* (20873541058560 A® EI* G° k q + 5914169 966 592 A> EI* G* k* L q +
2147148103680 A*EI®G*k L> q + 478351982592 AEI* G k3 L2 q+ 642785476608 A>EI° G> k* L3 q +
10871635968 EI* k* L® q + 53961818112 A EI* G2 k® L* q + 3973054464 A*EI*G* k* L® q +
1259864064 AEI>Gk*L° q+ 549715968 A EI*G> k> L®q+ 16367616 A2EIG*k* L7 q +
1007232 A°EIG* Kk’ LP q+ 54240 A’ EIG k* L° q+49A*G* k* LM q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G k L + 10436770529 286 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k® L + 1054548688896 A> EI® G° k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +
1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A’ EI G° k* L'? + 97 A* G* k* L*?) )

our = (L? (44530220924 928 A’ EI* G’ k q + 13915 694039040 A EI* G° k? L q + 4638564679680 A*
EI’G*kL?q+1391569403904 AEI*Gk®>L?q+1511157399552 A* EI* G2 k® L3 q +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2 EI® G k® L* q + 8257536000 A* EI? G* k® L° q +
5039456256 AEI’ Gk* L® q+ 1526464512 AEI* G k® L® q+ 65028096 A°EI* G k* L7 q +
2899968 A" EIG* Kk’ L® q+ 219264 A EIG k* L q+193A° G k* L™ q) ) /

(16 (22265110462464 A" EI* G* + 38 963943309312 A’ EI* G k L + 10436 770529 280 A” EI* G* k* L? +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI® G° k? L% +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k3 L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A’ EI? G® k3 L7 + 32735232 A2 EI* G k* L8 +
1781760 A* EI G* k® L® + 109056 A> EI G° k* L'? + 97 A* G* k* L*?) )
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(#POR SIMETRIA R2=R8, R3=R7 Y R4=R6%)

= R8 = R2
R7 = R3
R6 = R4

our = (kL? (9740985827328 A’ EI* G’ q + 3826815860736 A EI* G’ k L q +

900533846016 A* EI* G* L q + 391378894848 AEI* G k* L? q + 400891576320 A> EI® G  k L3 q +
10871635968 EI* k® L® q + 43656413184 A2 EI® G* k* L* q + 2699034624 A*EI?G* k L° q +
1259864064 AEI>G K3 L° q+474218496 A EI* G k* L8 q+ 17252352 A2 EI?G* K3 L7 q +
957312 A"EIG K’ L® g+ 60000 A’ EIG Kk’ L° g + 55 A G* Kk’ L' q) ) /

(4 (22265110462464 A" EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G* k L + 10436770529 280 A EI* G k* L +

3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k® L + 1054548688896 A> EI® G° k L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +

1781760 A* EI G* k® L® + 109056 A> EI G° k* L'® + 97 A* G* k* L™?) )

our = (kL? (66 795331387392 A EI*G® q + 20873541058 560 A EI*G* k L q +

6609954668544 A* EI® G* L q + 1739461754880 AEI* G k? L? q + 2244992827392 A EI’ G k L3 g+
43486543872 EI* k3 L3 q+ 195236462592 A2 EI® G k* L* q + 15075901440 A*EI’ G* k L° g +
5039456256 AEI’ G k3 L° q+ 2023096320 A3 EI’ G k* L° q+ 66797568 A2EI* G k> L7 g+
3440640 A" EIG*k* L® q+ 216960 A EI G’ k* L° g+ 187 A* G k> L™ q) ) /

(16 (22265110462464 A EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G> k L + 10436 770529 280 A” EI* G* k® L% +

3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L + 1054548688896 A> EI® G° k? L% +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A> EI>G® k® L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +

1781760 A* EI G* k® L® + 109056 A> EI G° k* L*° + 97 A* G* k* L*?) )

our = (L? (2087354105856 A° EI* G k q + 5914169 966 592 A> EI* G* k* L q +

2147148103680 A*EI®G* k L2 q + 478351982592 AEI* G k® L% q + 642785476 608 A’ EI* G> k* L3 q +
10871635968 EI* k* L q + 53961818112 A2 EI> G* k® L* q + 3973054464 A*EI*G* K> L° g +
1259864064 AEI>Gk* L° q + 549715968 A EI?G> k® L® q + 16367616 A EI*G* k* L” q +
1007232 A°EIG* Kk’ L q+ 54240 A’ EIG k* L° q+49A*G* k" LM q) ) /

(4 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A’ EI* G* k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +

3246995275776 A*EI® G* k L + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI® G3 k® L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L® +

1781760 A* EI G* k* L® + 109056 A> EI G° k* L*® + 97 A*G* k* L*?) )

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R9=R1x)
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Inf* J:=
Solve[{2R1+2R2+2R3+-q+L+2R4+R5 == 0}, {R1}]

outf* = {{Rl -
1
5 (La- (kL* (9740985827328 A> EI* G’ q + 3826815860736 A EI* G k L q + 900533846016 A* ET*
G*L2q+391378894848 AEI*GKk? L% q + 400891576320 A3 EI’ G  k L3 q +
10871635968 EI* k> L® q + 43656413184 A2 EI3 G2 k2 L* q+ 2699034624 A*EI%2G* k L° g +
1259864064 AEI’Gk>L° q+474218496 A’ EI? G k? L8 q+ 17252352 A EI?G* k* L7 g +
957312A*EIG K’ L®q+ 60000 A’ EI G’ k> L g+ 55 A*G* kP> L' q) ) /
(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G k L +
10436770529280 A EI* G* k? L + 3246995275776 A* EI> G* k L3 +
869730877440 AEI* G k> L® + 1054548688896 A> EI® G> k? L* +
21743271936 EI* k* L% + 95126814720 A2 EI* G* k3 L° + 6610747392 A* EI2 G* k2 L® +
2491416576 AEI® Gk* L + 973209600 A’ ET2G> k3 L7 + 32735232 A EI?G* k* LB +
1781760 A*EIG* k* L° + 109056 A> EI G> k* L'? + 97 A*G* k* L*?) ) -
(kL? (66795331387392 A> EI* G* q + 20873541058 560 A” EI* G* k L q + 6 609 954 668 544
A*EI’G* L2 q+1739461754880 AEI*Gk? L® q + 2244992827392 A’ EI* G  k L3 q +
43486543872 EI* k® L q + 195236462592 A> EI® G k® L* q + 15075901440 A* EI*G* k L g +
5039456256 AEI* Gk L° q+ 2023096320 A EI’G> k* L° q+ 66797568 A2EI%G> k3> L7 q +
3440640 A"EIG*k* L® q+ 216960 A’ EI G’ k* L g+ 187 A* G k> L' q) ) /
(8 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G k L +
10436770529280 A2 EI* G* k? L% + 3246995275776 A*EI* G* k L3 +
869730877440 AEI* G k> L + 1054548688896 A> EI® G° k2 L% +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI? G* k2 L® +
2491416576 AEI® Gk* L + 973209600 A’ ET?G> k3 L7 + 32735232 A EI?G* k* LB +
1781760 A*EI G* k* L° + 109056 A> EI G k* L'° + 97 A*G* k* L*?) ) -
(L* (20873541058560 A’ EI* G> k q + 5914169 966 592 A* EI* G* k® L q + 2147 148103 680
A*EI®G*k L2 q+478351982592 AEI*Gk> L? q+ 642785476608 A EI*G> k* L3 q +
10871635968 EI* k* L q + 53961818112 A2 EI® G* k® L* q + 3973054464 A*EI* G* k® L° q +
1259864064 AEI’Gk*L° q+ 549715968 A’ EI*G> k® L® q + 16367616 A2 EI*G* k* L” g +
1007232 A% EIG* k* L5 q+ 54240 A’EIG k* L g+ 49A% G k" L' q) ) /
(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G k L +
10436770529280 A EI* G* k? L? + 3246995275776 A*EI* G* k L* +
869730877440 AEI* G k> L + 1054548688896 A> EI® G° k2 L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI? G* k? L® +
2491416576 AEI* G k* L® + 973209600 A> EI%G> k3 L7 + 32735232 A2 EI% G k* L8 +
1781760 A*EIG* k* L° + 109056 A> EI G k* L'? + 97 A*G* k* L™?) ) -
(L* (44530220924928 A’ EI* G’ k q + 13915694 639040 A EI* G* k® L q + 4638 564 679 680
A*EI®G* kL2 q+1391569403904 AEI*G k3> L% q+1511157399552 A3 EI3G3 k® L3 q +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2 EI* G k® L* q+ 8257536000 A* EI2 G* k? L° q +
5039456256 AEI* Gk* L q+ 1526464512 A>EI?G> k® L q+ 65028096 A2EI%G>k* L7 q +
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2899968 A*EIG* k* L® q+ 219264 A°EIG° k* L° g+ 193 A* G k* L' q) ) /
(16 (22265110462 464 A*EI*G*+38963943309312 A>EI*G kL +

10436770529280 A2 EI* G2 k? L% + 3246995275776 A*EI* G* k L3 +

869730877440 AEI* G k> L + 1054548688896 A> EI® G° k2 L* +

21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k2 L® +
2491416576 AEI* G k* L® + 973209600 A> EI%G> k3 L7 + 32735232 A2 EI% G k* L& +

1781760 A* EIG* k* L° + 109056 A> EI G> k* L'° + 97 A* G k* L*?) ) ) H
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m-1= R1 =

1 2 3 o143 2 o4 =2 413 -4
- (Lq— (kL (9740985827328A EI"G q+ 3826815860736 A“EI" G kL q+900533846016 A" EI° G

L2q+391378894848 AEI*Gk?*L? q + 400891576320 A EI° G k L® q +
10871635968 EI* k> L q + 43656413184 A’EI® G k® L* q + 2699034624 A® EI*’G* k L° q +
1259864064 AEI*G k3 L5 q+474218496 A3 EI2 G2 k®L® q + 17252352 A2EI? G k3 L7 q +
957312 A°EIG k*L° q+ 60000 A’ EIG k’ L° q + 55 A*G* Kk’ L' q) ) /
(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38 963943309312 A’ EI* G* k L + 10436 770 529 280
AEI*G* k?* L% + 3246995275776 A EI> G* k L® + 869730877440 AEI* G k> L3 +
1054548688896 A EI® G> k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI3 G k> L° +
6610747392 A EI?G* k* L® + 2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A EI* G> k3 L7 +
32735232 A7 EI G k* L® + 1781760 A* E1 G* k® L° + 109056 A® EI G° k* L + 97 A* 6" k* L*?) ) -
(kL? (66 795331387392 A° EI* G° q + 20873541058 560 A” EI* G* k L q + 6 609 954 668 544
A*EI3G*L2q+1739461754880 AEI* Gk* L2 q+2244992827392 A3 EI3G kL3 q +
43486543872 EI* k3 L3 q + 195236462592 A2 EI> G2 k? L* q + 15075901440 A* EI2G* k L° q +
5039456256 AEI>Gk®L° q+2023096320 A> EI’G> k’ L° q + 66797568 A EI* G k> L’ q +
3440640 A*EIG* k* L° q+ 216960 A’ EIG k’ L° q+ 187 A*G* k* LY q) ) /
(8 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G° k L + 10436 770 529 280
A’EI*G* k*L? + 3246995275776 A EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L* +
1054548688896 A> EI° G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI* G* k> L° +
6610747392 A*EI’ G* k* L® + 2491416576 AEI> Gk* L® + 973209600 A EI’ G k> L +
32735232 A7 EI’ G k* L® + 1781760 A* E1 G* k® L° + 109056 A®> EI G° k* L + 97 A* 6" k* L*?) ) -
(L? (20873541058560 A EI* G° k q + 5914169966 592 A” EI* G* k® L q + 2147 148103 680
A*EI®G* kL% q+478351982592AEI*G k> L% q+ 642785476608 A> EI> G> k* L3 q +
10871635968 EI* k* L3 q + 53961818112 A2EI® G2 k® L* q + 3973054464 A* EI2G* K2 L° q +
1259864064 AEI*Gk* L° q+549715968 A’ EI’G> k® L q + 16367616 A EI* G* k* L” q +
1007232 A*EIG k* L® q+ 54240 A’ EIG k* L q + 49 A% G* k* L' q) ) /
(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38 963943309312 A’ EI* G* k L + 10436 770 529 280
AZEI*G? k? L2 + 3246995275776 A EI>G* k L® + 869730877440 AEI* G K3 L® +
1054548688896 A EI> G> k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI3 G2 k> L° +
6610747392 A* EI2G* k* L® + 2491416576 AEI> G k* L® + 973209600 A EI? G> k3 L7 +
32735232 A7 EI G k* L® + 1781760 A* E1 G* k® L° + 109056 A® EI G° k* L + 97 A* 6" k* L*?) ) -
(L? (44530220924928 A’ EI* G’ k q + 13915694039 040 A’ EI* G* k* L q + 4638 564 679 680
A*EI’G*k L2 q+1391569403904 AEI*Gk®> L% q+1511157399552 A>EI’G* k* L3 q +
43486543872 EI*k* L3 q+ 156732751872 A EI*G* k3 L* q + 8257536000 A* EI’G* k> L° q +
5039456256 AEI>Gk* L q+ 1526464512 A> EI’G> k> L° q + 65028096 A EI*G* k* L q +
2899968 A*EIG' k*L® q+ 219264 A’ EIG k* L° q+ 193A%G* k* L' q) ) /
(16 (22265110462464 A® EI* G* + 38963943309312 A’ EI* G k L + 10436 770 529 280
A’EI*G*k* L%+ 3246995275776 A EI’ G* k L® + 869730877440 AEI* G k° L +
1054548688896 A> EI°> G> k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A’ EI* G* k> L° +
6610747392 A*EI* G* k* L® + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A EI’ G k3 L +
32735232 A7 EI G* k* L® + 1781760 A* EI G* k® L° + 109056 A EI G° k* L'® + 97 A* 6* k* L*?) )
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1
outfr]= — (Lq—
2

(kL? (9740985827328 A’ EI* G’ q + 3826815860736 A® EI* G* k L q + 990533846016 A* EI° G* L* q +
391378894848 AEI*Gk* L% q+ 400891576320 A EI’ G k L3 q +
10871635968 EI* k3 L® q + 43656413184 A2 EI® G° k* L* q + 2699034624 A EI’G* k L° q +
1259864064 AEI®GK3L° q+474218496 A EI*G> k® L® q+ 17252352 A EI’G* k3 L7 q +
957312A"EIG k* L g+ 60000 A’ EIG Kk’ L° g+ 55 A G* Kk’ L™ q) ) /

(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G’ k L + 10436770529 280 A EI* 6> k* L? +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI® G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A’ EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L8 +
1781760 A*EIG* Kk’ L° + 169056 A’ EI G> k* L'° + 97 A* G* k* L*?) ) -

(kL? (66795331387392 A> EI* G* q + 20873541058 560 A” EI* G* k L q + 6 609 954 668 544

A*EI*G*L2q+1739461754880 AEI*Gk? L2 q+2244992827392 A*EI*G kL3 q +
43486543872 EI* k® L q + 195236462592 A> EI® G> k® L* q + 15075901440 A* EI*G* k L° q +
5039456256 AEI’ Gk L° q+ 2023096320 A EI’ G k* L®q+ 66797568 A2 EI*G* k3L q +
3440640 A" EIG*k* L q+216960A° EI G  k* L° q + 187 A*G* K> L™ q) ) /

(8 (22265110462464 A® EI* G* + 38 963943309312 A° EI* G k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI® G* k L + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A% EI® G* k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k3 L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A’ EI? G® k3 L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A*EIG* Kk’ L® + 109056 A’ EI G> k* L'° + 97 A* G k* L*?) ) -

(L* (20873541058560 A> EI* G* k q + 5914169966 592 A” EI* G* k? L q + 2147 148103 680

A EI®G kL q+ 478351982592 AEI*G k> L2 q+ 642785476608 A>EI*G> k? L3 g +
10871635968 EI* k* L® q + 53961818112 A2 EI* G® k® L* q + 3973054464 A* EI*G* k2 L° q +
1259864064 AEI®Gk*L° q+549715968 A> EI*G> k® L® q + 16367616 A>EI’G>k* L" q +
1007232 A°EIG* K’ L® q+ 54240 A’ EIG k* L° q+ 49A* G k* LM q) ) /

(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G> k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI® G* k® L® + 6610747 392 A* ET> G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L® +
1781760 A*EI G* Kk’ L° + 109056 A’ EI G> k* L'® + 97 A* G* k* L™?) ) -

(L? (44530220924928 A’ EI* G k g + 13915694039 040 A> EI* G* k* L q + 4638564 679 680
A*EI*G* kL2 q+ 1391569403904 AEI*Gk® L% q+1511157399552 A* EI3 G2 k? L3 q +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2EI* G k3 L* q+ 8257536000 A* EI? G* k* L° q +
5039456256 AEI’ Gk* L> q+ 1526464512 A°EI*° G k® L° q+ 65028096 A EI*G* k* L q +
2899968 A*EIG Kk’ L®q+ 219264 A’ EIG k* L g+ 193A%G* k* L™ q) ) /

(16 (22265110462464 A* EI* G* + 38963943 309312 A EI* G* k L + 10436 770 529 280
AZEI*G*k? L2 + 3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G K3 L3 +
1054548688896 A> EI® G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G2 k3 L® +

6610747392 A*EI’ G* k? L + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A3 EI? G2 k> L7 +
32735232 A EI? G* k* L® + 1781760 A* EI G* k° L® + 109056 A® EI G* k* L' + 97 A* G* k* L*?) ) )

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



16 | viga_9_resortes.nb

1
outfr]= — (Lq—
2

(kL? (9740985827328 A’ EI* G’ q + 3826815860736 A® EI* G* k L q + 990533846016 A* EI° G* L* q +
391378894848 AEI*Gk* L% q+ 400891576320 A EI’ G k L3 q +
10871635968 EI* k3 L® q + 43656413184 A2 EI® G° k* L* q + 2699034624 A EI’G* k L° q +
1259864064 AEI®GK3L° q+474218496 A EI*G> k® L® q+ 17252352 A EI’G* k3 L7 q +
957312A"EIG k* L g+ 60000 A’ EIG Kk’ L° g+ 55 A G* Kk’ L™ q) ) /

(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G’ k L + 10436770529 280 A EI* 6> k* L? +
3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A> EI® G> k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G* k® L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L° + 973209600 A’ EI? G> k3 L7 + 32735232 A2 EI? G k* L8 +
1781760 A*EIG* Kk’ L° + 169056 A’ EI G> k* L'° + 97 A* G* k* L*?) ) -

(kL? (66795331387392 A> EI* G* q + 20873541058 560 A” EI* G* k L q + 6 609 954 668 544

A*EI*G*L2q+1739461754880 AEI*Gk? L2 q+2244992827392 A*EI*G kL3 q +
43486543872 EI* k® L q + 195236462592 A> EI® G> k® L* q + 15075901440 A* EI*G* k L° q +
5039456256 AEI’ Gk L° q+ 2023096320 A EI’ G k* L®q+ 66797568 A2 EI*G* k3L q +
3440640 A" EIG*k* L q+216960A° EI G  k* L° q + 187 A*G* K> L™ q) ) /

(8 (22265110462464 A® EI* G* + 38 963943309312 A° EI* G k L + 10436770529 280 A* EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI® G* k L + 869730877440 AEI* G k® L® + 1054548688896 A% EI® G* k? L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI* G* k3 L° + 6610747392 A* EI2 G* k? L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A’ EI? G® k3 L7 + 32735232 A2 EI? G* k* L8 +
1781760 A*EIG* Kk’ L® + 109056 A’ EI G> k* L'° + 97 A* G k* L*?) ) -

(L* (20873541058560 A> EI* G* k q + 5914169966 592 A” EI* G* k? L q + 2147 148103 680

A EI®G kL q+ 478351982592 AEI*G k> L2 q+ 642785476608 A>EI*G> k? L3 g +
10871635968 EI* k* L® q + 53961818112 A2 EI* G® k® L* q + 3973054464 A* EI*G* k2 L° q +
1259864064 AEI®Gk*L° q+549715968 A> EI*G> k® L® q + 16367616 A>EI’G>k* L" q +
1007232 A°EIG* K’ L® q+ 54240 A’ EIG k* L° q+ 49A* G k* LM q) ) /

(2 (22265110462464 A* EI* G* + 38963 943309312 A° EI* G> k L + 10436770529 280 A> EI* G* k* L* +
3246995275776 A*EI®G*k L® + 869730877440 AEI* G k* L® + 1054548688896 A> EI° G k* L* +
21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A EI® G* k® L® + 6610747 392 A* ET> G* k* L® +
2491416576 AEI® G k* L® + 973209600 A> EI? G3 k3 L7 + 32735232 A2 EI? G2 k* L® +
1781760 A*EI G* Kk’ L° + 109056 A’ EI G> k* L'® + 97 A* G* k* L™?) ) -

(L? (44530220924928 A’ EI* G k g + 13915694039 040 A> EI* G* k* L q + 4638564 679 680
A*EI*G* kL2 q+ 1391569403904 AEI*Gk® L% q+1511157399552 A* EI3 G2 k? L3 q +
43486543872 EI* k* L3 q+ 156732751872 A2EI* G k3 L* q+ 8257536000 A* EI? G* k* L° q +
5039456256 AEI’ Gk* L> q+ 1526464512 A°EI*° G k® L° q+ 65028096 A EI*G* k* L q +
2899968 A*EIG Kk’ L®q+ 219264 A’ EIG k* L g+ 193A%G* k* L™ q) ) /

(16 (22265110462464 A* EI* G* + 38963943 309312 A EI* G* k L + 10436 770 529 280
AZEI*G*k? L2 + 3246995275776 A*EI®G* k L® + 869730877440 AEI* G K3 L3 +
1054548688896 A> EI® G k? L* + 21743271936 EI* k* L* + 95126814720 A2 EI* G2 k3 L® +

6610747392 A*EI’ G* k? L + 2491416576 AEI® Gk* L® + 973209600 A3 EI? G2 k> L7 +
32735232 A EI? G* k* L® + 1781760 A* EI G* k° L® + 109056 A® EI G* k* L' + 97 A* G* k* L*?) ) )
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)

k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
Ec
G = ———
2 (1+v)
A:B*H
outf']= 0.8
our= 1.2

our - 12 000 000 000
our - 19928032768
outf 1= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°
outf-]- 10

outf 1= 250

ou = 2.29571 x 10°
outf-]= ©.35

our - 7.38075 x 10°

outf 1= 0.96

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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Inf* J:=

gl3 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {E, _Rz/k}, {28—L, —R3/k}, {38—L, —R4/k},

4L 5L 6L 7L
{?, -R5 / k}, {?, -R6 / k}, {?, -R7/ k}, {?, -R8/ k}, (L, -R9 / k}},
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All, PlotRange - All, PlotStyle - Brown,

PlotLegends - {"Viga con nueve resortes"}]
gl = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {5 -R2/ k}, {28—L -R3/ k}, {38—L -R4 / k},

4L 5L 6L 7L
{?, —R5/k}, {?, —R6/k}, {?, —R7/k}, {?, -Rs/k}, (, —R9/k}},
PlotStyle -» Brown, AxesOrigin - {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

813,
gl4]

-5.x10°F
-1.x108 F

-15x1078§

outf+J= —— Viga con nueve resortes

-2.x10°8
—25x1078

-3.x108 |

_35x1078
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q*Xx"2

2
)dlx+

1 :; q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5
N Jx-
[ 2

In[* J:= D[Z* —_—
2EI 2

1 § qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
J.(( )—q*x)"Zdlx+
(2]

2xGxA 2
1 ZQ—L q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2 Ly)2

j (( )*x— + R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
—J (( )—q*X+R2)"2d]X+
2xGxA 2

1 > ((q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*Xx"2 L 2LY)2
J;L (( )*X— + R2 [X——)+R3(X——]) dx +

L
9

2EI 2 2 9 9
3L
- 1

1 q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
JL(( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
o

2xGxA 2 2EI

49—L q*xL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*X"2 L 2L
j ([ ]*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——
i 2 2 9 9

1 49—L qx*L-2R2-2R3-2R4-2R5
—j (( )-q*X+R2+R3+R4)"2d1X+
2%xGxA Z—L 2

dx +

q*X"2

L
+ R2 (x——)+
2

9

1 % qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5
IR Jox-
2EI 2

aL
9

2L 3L 4L\\2
R3[x——]+R4(x——)+R5(x——)) dx +
9 9 9

1 L/ /q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
—J-(( )—q*x+R2+R3+R4+R5)"2d1x,RZ]
2+GxA JY 2

9

3 110 L g
L (*7*80 <R2+R3+R4+R5>) L3 (-7260 L q+6480 (R2+2R3+3R4+4R5))
.

3
+
9447 840 EI

outfr]= 2
174960 EI
L3 (-6900Lq+1080 (6 (R2+2R3 +3R4) +21R5))
4723920 EI
L3> (-4020L q+1080 (6R2+9 (R3+R4 +R5)))

+

+

4723920 EI

2
6 ¥_2(R2+R3+R4+R5> -6 (Lg-2 (R2+R3+R4+R5))2
.

48AGq

L3 (-5820Lq+1080 (6R2+3 (4R3+5 (RA+R5))))
4723920 EI
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1 :; qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*xXx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X— ) dx +
2EI Jeo 2 2

1 § qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
—J.(( )—q*x)"Zdlx+
2xGxA Jo

2
1 ZQ—L q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2 Ly)2
j (( )*x— + R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2 9

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
J (( )—q*X+R2)"2d]X+

2xGxA

= 2
9
1 > ((q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*Xx"2 L 2LY)2
j (( )*X— +R2[X——)+R3(X——]) dx +
2EI ZS—L 2 2 9 9
1 39—L qxL-2R2-2R3-2R4-2R5 1
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA Z—L 2 2EI
49—L qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q#*X"2 L 2L
j ([ ]*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——
= 2 2 9 9

1 49—L q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
dlx+—j (( )-q*X+R2+R3+R4)"2d1X+
2xGxA Z—L 2
1 f q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q#*Xx"2 L
J[( )*x——+R2[x——)+
2EI “S—L 2 2 9
2L 3L 4L\\2
R3 [x——]+R4 (x——)+R5 (x——)) dx +
9 9 9

1 Lt /qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
J-(( )—q*x+R2+R3+R4+R5)"2d1x,R3]

2xGxA 2

9

L (-648 L q+ 1944 (R3 + R4 +R5) )

outfr]= 2 +
17496 AG
3 110Lq
L® |- —5— +80 (RZ+R3+ R4 +R5) L3 (-14520Lq+ 12960 (R2+ 2R3+ 3 R4 +4R5))
+ +
174960 EI 9447 840 EI

L3 (-13800 L q+ 1080 (12 (R2 + 2R3 + 3R4) + 42R5) )

+

4723920 EI
L3 (-11640L q+ 1080 (12R2 + 24R3 + 30 (R4 +R5)))

+

4723920 EI
L3 (-6210L q+1080 (9R2 +14 (R3 +R4 +R5)))

+

4723920 EI

2
6 79ﬂ—2(R2+R3+R4+R5) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4+R5))?2

48 AGq
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1 :; qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*xXx"2)2
In[* J:= D[Z* —J(( )*X— ) dx +
2EI Jeo 2 2

1 § qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
—J.(( )—q*x)"Zdlx+
2xGxA Jo

2
1 ZQ—L q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2 Ly)2
j (( )*x— + R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2 9

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
J (( )—q*X+R2)"2d]X+

2xGxA

= 2
9
1 > ((q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*Xx"2 L 2LY)2
j (( )*X— +R2[X——)+R3(X——]) dx +
2EI ZS—L 2 2 9 9
1 39—L qxL-2R2-2R3-2R4-2R5 1
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA Z—L 2 2EI
49—L qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q#*X"2 L 2L
j ([ ]*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——
= 2 2 9 9

1 49—L q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
dlx+—j (( )-q*X+R2+R3+R4)"2d1X+
2xGxA Z—L 2
1 f q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q#*Xx"2 L
J[( )*x——+R2[x——)+
2EI “S—L 2 2 9
2L 3L 4L\\2
R3 [x——]+R4 (x——)+R5 (x——)) dx +
9 9 9

1 Lt /qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
J-(( )—q*x+R2+R3+R4+R5)"2d1x,R4]

2xGxA 2

9

L (-432Lq+1944 (R4+R5)) L (-648Lq+1944 (R3+R4 +R5))

outfr]= 2 + +
17496 AG 17496 AG
3 110Lq
L® |- —5— +80 (RZ+R3+ R4 +R5) L3 (-21780Lq+19440 (R2+ 2R3 +3 R4 +4R5))
+ +
174960 EI 9447 840 EI

L3 (-20700 L q + 1080 (18 (R2 + 2R3 + 3R4) + 63 R5) )

+

4723920 EI
L3 (-14670 L q+ 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)) )

+

4723920 EI
L3 (-6210L q+1080 (9R2 +14 (R3 +R4 +R5)))

+

4723920 EI

2
6 79ﬂ—2(R2+R3+R4+R5) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4+R5))?2

48 AGq
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1 :; qxL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*xXx"2)2
J(( )*X— ) dx +
[

In[* J:= D[Z* —_—
2EI 2 2

1 § qxL-2R2-2R3-2R4-2R5
J.(( )—q*x)"Zdlx+
(2]

2xGxA 2
1 ZQ—L q*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*x"2 Ly)2

j (( )*x— + R2 (x——)) dx +
2EI 5 2 2 9

1 Z/(q*L-2R2-2R3-2R4-2R5
J (( )—q*X+R2)"2d]X+

2xGxA s 2
1 > ((q*L-2R2-2R3-2R4 - 2R5 q*Xx"2 L 2LY)2
j (( )*X— + R2 [X——)+R3(X——]) dx +
2EI JZ 2 2 9 9
1 39—L q*xL-2R2-2R3-2R4-2R5 1
—J (( )—q*X+R2+R3)"2d1X+
2xGxA Z—L 2 2EI

49—L q*xL-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*X"2 L 2L 3L
j ([ ]*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X——
i 2 2 9 9

1 49—L qx*L-2R2-2R3-2R4-2R5
dlx+—j (( )-q*X+R2+R3+R4)"2d1X+
2xGxA Z—L 2
1 % qx*L-2R2-2R3-2R4 -2R5 q*XxX"2 L
J[( )*x——+R2[x——)+
2EI :—L 2 2 9

2L 3L 4L\\2
R3[x——]+R4(x——)+R5(x——)) dx +
9 9 9

1 J%((q*L—2R2—2R3—2R4—2R5
= 2

S )—q*x+R2+R3+R4+R5)"2d1x,RS]
2xGxA

9

21%q  2LRs
, ot s L (-4320Lq+1944 (RA+R5)) L (-648Lq+1944 (R3+R4 +R5))
Out[~ ]= + +

2AG 17496 AG 17496 AG

+

3 ( 1leLgq
L® |- =5 +80 (R2+R3+R4+R5) L3 (-29040 L q+25920 (R2+2R3+3R4+4R5))

+

174960 EI 9447 840 EI

+

L3 (-24210L q+ 1080 (21 (R2+ 2R3 +3R4) + 74R5) )

+

4723920 EI
L3> (-14670 L q + 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5) ) )
4723920 EI :
L*> (-6210L q+ 1080 (9R2 + 14 (R3+R4 +R5)))
4723920 EI ’

2
6 79ﬂ—2(R2+R3+R4+R5) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4+R5))?2

48 AGq
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(*SE OBTIENEN LAS REACCIONES=*)
In[* ]-=

3 110Lq
L (-_+39 (R2+R3+R4+R5)) L3 (-7260 L q + 6480 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5))
Solve[{z + +
174960 EI 9447840 EI

L3 (-6900 L q + 1080 (6 (R2 + 2R3 + 3R4) + 21R5))

4723920 EI
L3 (-4020L q+1080 (6R2 +9 (R3+R4 +R5)))

+

+

4723920 EI

2
6(7;—q—2(R2+R3+R4+R5)) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4+R5))?2

48AGq
L3 (-5820L q+ 1080 (6R2+3 (4R3+5 (R4 +R5)))) R2
4723920 EI Tk’

3 110Lq
, L (-648Lq+1944 (R3+R4+R5)) L (‘ 3 +80(R2+R3+R4+R5))
+ +
17496 AG 174960 EI

L3 (-14520L q + 12960 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5))

+

9447840 EI
L3 (-13800 L q + 1080 (12 (R2 + 2R3 + 3R4) + 42R5))
4723920 EI
L3 (-11640L q + 1080 (12R2 + 24R3 + 30 (R4 +R5)))
N

+

4723920 EI
L3 (-6210L q+ 1080 (9R2 + 14 (R3 + R4 +R5)))
+

4723920 EI
2

6 (52-2 (R2+R3+R4+R5)) -6 (Lq-2 (R2+R3+R4+RS5))> R3

48AGq Sk
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L (-432Lq+1944 (RA+R5)) L (-648L q+1944 (R3 +R4 +R5))
+ +
17496 AG 17496 AG

3 110L g
L (-_3 +80 (R2+R3+R4+R5)) L3 (-21780 L q + 19440 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5))
+ +

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-20700 L q + 1080 (18 (R2 + 2R3 + 3R4) + 63 R5))
+

4723920 EI
L3 (-14670 L q + 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)))
4723920 EI i
L3 (-6210 L q + 1080 (9R2 + 14 (R3 + R4 +R5)))
4723920 EI '
6(ﬂg'—q—z(R2+R3+R4+R5))2—6(Lq—2(R2+R3+R4+R5))2 R4
48AGq Tk
—ziq+2LgR L (-432Lq+1944 (R4 +R5)) L (-648Lq+1944 (R3 + R4 +R5))
2 + + +
2AG 17496 AG 17496 A G

3 110Lq
L (-_3 +80 (R2+R3+R4+R5)) L3 (-29040 L q + 25920 (R2 + 2R3 + 3 R4 + 4R5))
+ +

174960 EI 9447 840 EI

L3 (-24210L q + 1080 (21 (R2 + 2R3 + 3R4) + 74R5))

+

4723920 EI

L3 (-14670L q + 1080 (15R2 + 30 R3 + 38 (R4 + R5)))
+

4723920 EI

L3 (-6210L q + 1080 (9R2 + 14 (R3 + R4 +R5)))
+
4723920 EI
7Lq 2 2
G(T—Z(R2+R3+R4+R5)) -6 (Lq-2 (R2+R3 +R4 +R5)) RS
= - — }, {(R2, R3, R4, Rs}]
48AGq k
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outf*]= {{RZ -
(kL? (40669853253 264 A> EI* G* q + 22594 362918480 A EI* G’ k L q + 3723885740268 A* EI* G”
L2q+3012581722464AEI*Gk?*L2q+2384960530284 A3 EI’G kL3 q +
111577100832 EI* k® L3 q + 337830666408 A EI> G2 k® L* q + 17668287486 A* EI*G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L> q+ 3813620616 A EI?G> k* L q + 180689940 A2 EI*G* k> L7 q +
7860078 A*EIG* k? L® q+ 644922 A EI G’ k° L7 g+ 601 A*G* k> L' q) ) /
(18 (22876792454 961 A EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945 772188 860
A’ EI*G? k% L2 +4288744813230 A*EI®G* k L3 +1757339338104 AEI*G K3 L3 +
1729445062896 A> EI% G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI® G* k3 L® +
11349985437 A* EI?G* k? L® + 6428310336 AEI’ Gk* L + 2050299378 A* EI? G° k° L7 +
86447736 A EI* G* k* L® + 3921291 A* ET G* k> L° + 295488 A’ EI G” k* L' + 265 A* G* k* L*?) ),
R3 - (kL?(71172243193212A°EI* G’ q + 31632108085872 A EI* G’ k L q + 6956 134879 995
A*EI®G* L2 q+3514678676208 AEI* Gk L> q+ 3417048712980 A’ EI®G> k L3 q +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A2 EI® G* k* L* q + 25321037886 A*EI®G* k L° g +
12971411928 AEI*G k3 L° q + 4410960300 A’ EI* G° k? L° q + 176438412 A2 EI? G* k> L' g +
8422137 A*EIG*k? L% q+ 592434 A EIG’ kK L g+ 511A* G K> LM q) ) /
(18 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945772188 860
A’EI*G*k?* L? + 4288744813230 A*EI’ G* k L® + 1757339338104 AEI*G K> L +
1729445062896 A> EI® G> k® L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI* G2 k3 L® +
11349985437 A*EI? G* k* L® + 6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI? G k3 L7 +
86447736 A EI° G* k* L® + 3921291 A* ET G* k> L + 295488 A’ EI G” k* L' + 265 A* G* k* L*?) ),
R4 > (L® (41841412812 A EI’G* kq+ 6198727824 AEI’ Gk’ L q+4261625379 A’ EI*G’ k L? q +
229582512 EI* k3 L2 q+ 644106492 A2 EI* G* k? L3 q+ 24328188 AEI2G K3 L* g +
1469664 A’EIG Kk’ L° q+ 106920 A EIG* k> L°q+ 107 A*G° K> LPq) ) /
(18 (10460353203 A’ EI° G* + 20920706406 A> EI°> G k L + 3099363912 AEI’ G k* L* +
1937102445 A3 EI? G2 k L3 + 114791256 EI® k® L3 + 312487308 A2 EI2 G2 k? L* +
12045996 AEI* Gk’ L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k> L' + 53 A° G* k* L°) ),
R5 > (L* (101674633133160 A> EI* G’ k q + 33891544 377720 A> EI* G* k? L q + 10564 956 735030
A*EI’G*k L2q+3514678676208 AEI* Gk’ L> q+ 3689017896258 A EI*G> k* L3 g +
111577100832 EI* k* L3 q + 397235141388 A2 EI® G* k® L% q + 21681198477 A*EI?G* k® L° q +
12971411928 AEI*Gk* L° q+ 4047454656 A> EI° G° k> L®q+ 172186884 A2EI*G* k* L g +
7910379 A*EIG* k* L% g+ 592434 A’ EIG° k* L° g + 529 A* G k* L' q) ) /
(18 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945772188 860
A?EI* G k? L? + 4288744813230 A*EI®G* k L® + 1757339338104 AEI*G K> L +
1729445062896 A EI3 G k? L% + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G2 k3 L° +
11349985437 A* EI?G* k? L® + 6428310336 AEI’ Gk* L + 2050299378 A* EI? G° k> L7 +
86447736 A EI° G* k* L® + 3921291 A" E1 G* k° L° + 295488 A’ EI G” k* L*® + 265 A* G* k* L*?) ) } }
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n1= R2 =
(kL? (40669 853253264 A> EI* G q + 22594 362918480 A’ EI* G° k L q + 3723885740268 A* EI° G* L* q +
3012581722464 AEI*Gk*L?q+2384960530284 A2 EI3G kL3 q+
111577100832 EI* k® L3 q + 337830666408 A2 EI> G2 k® L* q + 17668287486 A* EI2G*k L° q +
12971411928 AEI*G k> L° q+ 3813620616 A> EI>G> k* L® q + 180689940 A2 EI’G° k> L” q +
7860078 A*EIG' k*L® q+ 644922 A’ EIG  k’ L7 q + 601 A% G* k* L' q)) /

(18 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837 316 566 580 A> EI* G> k L + 16 945772188860 A” EI* G* k% L* +
4288744813230 A° EI> G* k L® + 1757339338104 AEI* G k> L® + 1729445062896 A> EI> G° k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI® G> k3 L° + 11349985437 A* EI G* k* L® +
6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI’ G k® L7 + 86447736 A EI* G* k* L® +
3921291 A®EIG* k* L° + 295488 A’ EI G k* L'® + 265 A G* k* L*?) )

R3 = (kL?(71172243193212A° EI* G’ q + 31632108085872 A’ EI* G’ k L q + 6 956 134879995
A*EI*G*L2q+3514678676208 AEI*Gk? L% q + 3417048712980 A>EI3G3 k L3 q +
111577100832 EI* k® L3 q + 397235141388 A2EI3 G k® L* q + 25321037886 A* EI’G* k L° q +
12971411928 AEI’G k3 L° q+ 4410960300 A> EI’G> k> L® q + 176438412 A2 EI2G* K3 L7 q +
8422137 A*EIG' k* L® q+ 592434 A° EIG’ k* L° q + 511 A% G* k> L' q) ) /

(18 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837 316 566 580 A> EI* G> k L + 16 945772188860 A EI* G* k% L* +
4288744813230 A*EI>G* kL3 + 1757339338104 AEI* G k> L3 + 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G k3 L° + 11349985437 A*EI’ G* k* L® +
6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI’ G° k® L’ + 86447736 A EI* G* k* L® +
3921291 A* EIG* k® L° + 295488 A’ EI G° k* L'® + 265 A* 6" k* L™?) )

R4 = (L* (41841412812 A% EI’G’ kq+ 6198727824 AEI’ Gk’ L q+ 4261625379 A° EI*G’ kL? q +
229582512 EI’ k® L q+ 644106492 A> EI* G k* L> q + 24328 188 AEI’G k> L* q +
1469664 A’ EIG k*L° q+ 106920 A EIG Kk’ L°q+ 107 A’ G’ kK’ L% q) ) /

(18 (10460353203 A’ EI’ G + 20920706 406 A” EI° G* k L + 3099363912 AEI’Gk* L? +
1937102445 A3 EI%G3 k L3 + 114791 256 EI® k> L® + 312487308 A2 EI® G k* L* +
12045996 AEI* G k* L° + 761076 A’ EI G° k? L® + 53946 A’ EIG* k* L7 + 53 A° G’ k° L°) )

R5 = (L* (101674 633133160 A® EI* G* k q + 33891544377 720 A” EI* G* k* L q + 10 564 956 735030
A*EI*G kL2 q+3514678676208 AEI*Gk> L2 q+ 3689017896258 A EI’ G2 k? L3 q +
111577100832 EI* k* L® q + 397235141388 A2 EI*G* k® L% q + 21681198477 A*EI’ G* K* L° q +
12971411928 AEI>Gk* L5 q+ 4047454656 A> EI?G> k* L°q + 172186884 A EI2 G2 k* L7 q +
7910379 A*EIG* k*> L® q+ 592434 A EIG  k* L° q+ 529 A*G* k* L' q) ) /

(18 (22876 792454961 A® EI* G* + 50837316 566 580 A> EI* G> k L + 16 945772188860 A” EI* G k? L +
4288744813230 A*EIG* kL3 + 1757339338104 AEI* G k> L3 + 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G k3 L° + 11349985437 A*EI’ G* k* L® +
6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI’ G k® L’ + 86447736 A EI* G* k* L® +
3921291 A*EIG*k*L° + 295488 A’ EI G’ k* L*° + 265 A G* k* L*?) )
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our- - (k L? (40669853253264 A> EI* G> q + 22594 362918480 A EI* G k L q +
3723885740268 A*EI®G* L2 q+ 3012581722464 AEI*Gk* L2 q+ 2384960530284 AEI*G kL3 q+
111577100832 EI* k® L q + 337830666408 A> EI> G*> k? L* q + 17668 287486 A* EI2G* k L° q +
12971411928 AEI®G k3 L° q + 3813620616 A> EI*G> k® L® q + 180689940 A’EI*G* k® L" q +
7860078 A*EIG* k? L® q+ 644922 A’ EIG’ k* L° g+ 601 A*G* k* L' q) ) /

(18 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188 860 A” EI* G* k® L? +
4288744813230 A*EI*G* k L> + 1757339338104 AEI*G k> L3+ 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G* k® L® + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*GKk* L® + 2050299378 A EI’G> k® L7 + 86447736 A2EI? G2 k* L® +
3921291 A% EIG*k® L® + 295488 A’ EI G k* L'® + 265 A* G* k* L*?) )

our = (kL? (71172243193212 A’ EI* G’ q + 31632108085872 A EI* G k L q +
6956134879995 A*EI® G* L2 q+ 3514678676 208 AEI* Gk? L2 q+ 3417048712980 A’ EI’G> k L3 q +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A EI® G* k* L* g + 25321037886 A*EI®G* k L° g +
12971411928 AEI*G k3 L° q + 4410960300 A’ EI? G° k? L° q + 176438412 A’ EI*G* k> L7 q +
8422137 A*EIG* k? L% q+ 592434 A’ EI G’ k° L° g+ 511A*G* kK’ LM q) ) /

(18 (22876792454961 A EI* G* + 56837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188 860 A” EI* G* k® L% +
4288744813230 A*EI* G k L® + 1757339338104 AEI* G k® L® + 1729445062896 A> EI° G° k? L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI® G k® L° + 11349985437 A*EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A>EI’ G k® L7 + 86447736 A2 EI? G2 k* L® +
3921291 A* EIG*k® L® + 295488 A’ EI G° k* L'® + 265 A* 6* k* L*?) )

our= (L? (41841412812 AEI’ G kq+ 6198727824 AEI° Gk* L q+ 4261625379 A’ EI*G> k L? q +
229582512 EI* k3 L2 q+ 644106492 A2 EI*G* k? L3 q+ 24328188 AEI2G K3 L* g +
1469664 A’EIG> k* L° q+ 106920 A’EIG* k> L° g+ 107 A*G’ K> L®q) ) /
(18 (16460353203 A’ EI° G* + 20920706406 A> EI” G* k L + 3099363912 AET’ G k* L? +

1937102445 A EI?G> k L + 114791256 EI® k® L3 + 312487308 A2 EI2 G% k? L* +
12045996 AEI’G k3 L° + 761076 A>EIG> k® L® + 53946 A2EIG* k3 L7 + 53 A3 G2 k3 L9) )

our- = (L? (101674633133160 A’ EI* G> k q + 33891544377 720 A* EI* G* k* L q + 16 564 956 735030 A"

EI*G*k L2 q+3514678676208 AEI*Gk®>L? q+ 3689017896258 A* EI*G> k® L3 q +
111577100832 EI* k* L q + 397235141388 A EI® G2 k® L* q + 21681198477 A* EI*G* k® L° q +
12971411928 AEI*Gk* L> q+ 4047454656 A EI° G k3 L° q+ 172186884 A2 EI* G2 k* L” q +
7910379 A" EIG' K’ L% q + 592434 A’EIG k* L7 q + 529 A* G k* L' q) ) /

(18 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A> EI* G> k L + 16 945772188 860 A> EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI*G*k L> + 1757339338104 AEI*G K> L3+ 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A® EI® G* k3 L° + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A EI? G° k® L’ + 86447736 A2 EI? G* k* L® +
3921291 A*ETG* k* L® + 295488 A’ E1 G° k* L'® + 265 A* 6* k* L*?) )

(*POR SIMETRIA R9=R2 R8=R3 R7=R4 R6=R5x)
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n-1= R9 = R2
R8 = R3
R7 = R4
R6 = R5

our = (k L* (4669853253264 A> EI* G> q + 22594 362918480 A EI* G* k L q +
3723885740268 A*EI®G* L2 q+ 3012581722464 AEI*Gk* L% q+2384960530284 A EI’G kL3q+
111577100832 EI* k® L3 q + 337830666408 A EI> G2 k® L* q + 17668287486 A* EI2G* k L° q +
12971411928 AEI*G k> L> q+ 3813620616 A’ EI? G k* L® q + 180689940 A2 EI* G2 k> L” q +
7860078 A*EIG' k? L® q + 644922 A’ EIG’ k> L7 g + 601 A*G* Kk’ L' q) ) /

(18 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188 860 A” EI* G k* L? +
4288744813230 A*EI* G k L® + 1757339338104 AEI* G k> L® + 1729445062896 A> EI°> G° k® L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G* k® L° + 11349985437 A* EI2 G* k? L® +
6428310336 AEI’ Gk* L® + 2050299378 A* EI’ G> k> L + 86447 736 A2 EI* G* k* L8 +
3921291 A*ETG*k® L® + 295488 A’ EI G° k* L'® + 265 A* 6* k* L*?) )

our = (kL? (71172243193212 A’ EI* G’ q + 31632108085872 A EI* G* k L q +
6956134879995 A*EI® G* L2 q + 3514678676208 AEI* G k? L% q + 3417048712980 A>EI* G  k L3 q+
111577100832 EI* k® L3 q + 397235141388 A’ EI® G2 k® L* q + 25321037886 A* EI*G* k L° q +
12971411928 AEI*G k3 L> q+ 4410960300 A’ EI G k* L® q + 176438412 A2 EI* G2 K3 L" q +
8422137 A"EIG K* L% q+ 592434 A°EIG K> L7 q+ 511 A G K’ LY q) ) /

(18 (22876792454961 A EI* G* + 56837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188 860 A” EI* G k* L* +
4288744813230 A*EI*G*k L> + 1757339338104 AEI*G K> L3+ 1729445062896 A> EI® G> k? L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI® G k® L° + 11349985437 A*EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A EI’ G> k® L7 + 86447736 A> EI? G k* LB +
3921291 A*EIG*k* L® + 295488 A’ EI G° k* L'® + 265 A* 6* k* L*?) )

our - (L% (41841412812 A ET’ G* k q + 6198727824 AEI’ Gk® L g+ 4261625379 A’ EI°G k L? q +
229582512 EI* k3 L2 q + 644106492 A2 EI*G* k? L3 q+ 24328188 AEI®G k> L* g +
1469664 A’EIG  k* L°q+ 106920 AEIG* Kk’ L°q+ 107 A°G Kk’ L®q) ) /
(18 (10460353203 A> EI’ G + 20920706 406 A EI° G° k L + 3099363 912 AEI’ Gk L* +

1937102445 A3 EI?G> k L® + 114791256 EI® k> L3 + 312487308 A2 EI2 G% k® L% +
12045996 AEI? G k3 L° + 761076 A*EIG> k? L® + 53946 A2EI G2 K> L7 + 53 A> G° k3 L9) )

our = (L? (101674633133160 A> EI* G* k q + 33891544 377720 A EI* G* k® L q + 10564 956 735630 A*
EI’G*kL?q+3514678676208 AEI*Gk®> L* q+ 3689017896258 A* EI*G> k? L®q +
111577100832 EI* k* L® q + 397235141388 A EI3 G2 k® L% q + 21681198477 A* EI?G* k* L° q +
12971411928 AEI*Gk* L> q+ 4047454656 A’ EI° G k3 L® q+ 172186884 A EI*G* k* L" q +
7910379 A*EIG* Kk L% q+ 592434 A’ EI G’ k* L° g + 529 A% 6* k* LM q) ) /

(18 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316 566 580 A’ EI* G° k L + 16 945772188 860 A” EI* G k* L* +
4288744813230 A*EI*G*k L> + 1757339338104 AEI*G k> L3+ 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A% EI® G* k3 L° + 11349985437 A*EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L®+ 2050299378 A>EI? G k® L7 + 86447736 A2 EI? G* k* LB +
3921291 A* EIG*k® L° + 295488 A’ EI G° k* L*® + 265 A* G* k* L*?) )

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



viga_10_resortes.nb | 15

(*SE ENCUENTRA R1 MEDIANTE SUMATORIA DE FUERZAS EN Yx)
(*POR SIMETRIA R10=R1x)

i - Solve[{2R1+2R2+2R3+-q+L+2R4 +2R5 = 0}, {R1}]

outf]= {{Rl -

1 2 2 3 2 3 2 3 2 ~3 2

" (La- (L* (41841412812 A EI’G kq+ 6198727824 AEI’ Gk L q+ 4261625379 A’ EI*G kL*q +
229582512 EI* k® L2 q+ 644106492 A EI? G2 k® L® q + 24328188 AEI’ G k3 L% q +
1469664 A>EIG> k* L° q + 106920 A’ EIG* k> L° g+ 107 A’ G’ K> L®q) ) /

(9 (10460353203 A’ EI° G° + 20920706 406 A> EI° G’ k L + 3099363912 AEI’ G k* L +
1937102445 A EI* G k L3 + 114791256 EI® k® L® + 312487308 A2 EI? G* k? L* +
12045996 AEI* G k> L° + 761076 A’ EIG> k* L® + 53946 A’ EIG* k> L' + 53 A° G k* L°) ) -

(kL? (71172243193212 A’ EI* G’ q + 31632108085872 A EI*G* k L g +
6956134879995 A*EI® G* L2 q + 3514678676208 AEI* G k® L% q +
3417048712980 A3 EI® G  k L3 q + 111577100832 EI* k> L3 g +
397235141388 A2EI’ G k* L* q+ 25321037886 A* EI?G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L° q + 4410960300 A’ EI? G> k® L® q + 176438412 A EI?G* k3 L7 q +
8422137 A*EIG* k* L® q+ 592434 A°EIG Kk L° g+ 511 A G kP LM q) ) /

(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316566 580 A’ EI* G k L +
16 945772188860 A> EI* G2 k? L® + 4288744813230 A EI®G* k L +
1757339338104 AEI*G k> L® + 1729445062896 A> EI® G> k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G* k3 L° + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A>EI? G k® L7 + 86447736 A2EI? G* k* LB +
3921291 A" EIG*k® L + 295488 A’ EI G k* L'® + 265 A* G* k* L™ ) -

(kL? (40669853253264 A° EI* G* q + 22594362918480 A EI* G’ k L q +
3723885740268 A EI®G* L2 q+ 3012581722464 AEI*Gk*L2q+
2384960530284 AEI’ G2 kL3 q+ 111577100832 EI* k> L3 q +
337830666408 A> EI* G* k® L* q + 17668287486 A* EI*G* k L° q +
12971411928 AEI*G k3 L° q + 3813620616 A EI° G° k® L® q + 180689940 A2 EI*G* k> L7 g +
7860078 A"EIG' k* L®q+ 644922 A’EIG k> L” g+ 601 A G K> L' q) ) /

(9 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316566 580 A’ EI* G k L +
16945772188860 A2 EI* G° k® L* + 4288744813230 A*EI’ G* k L3 +
1757339338104 AEI* G k3 L3 + 1729445062896 A> EI® G k* L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A EI® G* k3 L® + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A>EI’ G k® L7 + 86447736 A2EI? G* k* LB +
3921291 A" EIG* k* L + 295488 A’ EI G k* L'® + 265 A* G* k* L*?) ) -

(L? (101674 633133160 A’ EI* G’ k q + 33891544377720 A EI* G* k* L q +
10564956735030 A*EI®G*k L2 q + 3514678676208 AEI* Gk L*q +
3689017896258 A*EI®G> k* L3 q+ 111577100832 EI*k* L3 q +
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397235141388 A2EI’ G k® L* q+ 21681198477 A*EI?G* k* L q +
12971411928 AEI®Gk* L® q+ 4047454656 A>EI* G k® L®q+ 172186884 A°EI* G k* L' q +
7910379 A*EIG* k* L% q+ 592434 A EIG° k* L7 g+ 529 A* G k* L' q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L +
16 945772188860 A> EI* G k? L® + 4288744813230 A*EI®G* k L +
1757339338104 AEI* G k> L + 1729445062896 A> EI® G® k? L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI® G* k® L® + 11349985437 A* EI? G* k? L® +
6428310336 AEI*Gk* L® + 2050299378 A>EI?G> k3 L7 + 86447736 A2EI? G2 k* L® +

3921291 A*EI G* k* L° + 295488 A> EI G k* L1 + 265 A* G* k* L12) ) ) }}
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mr- = R1 =

N | =

(Lq- (L? (41841412812 A EI’G* k q+ 6198727824 AEI’Gk* L q+4261625379 A’ EI’G kL’ q +

229582512 EI* kL2 q + 644106492 A> EI*G* k* L3 q + 24328188 AEI’G k> L% q +
1469664 A’ EIG’ k* L° q+ 106920 A EIG’ k’ L° q+ 107 A*G’ k> L? q) ) /
(9 (10460353203 A EI° G* + 20920706406 A> EI> G k L + 3099363912 AEI’ Gk* L% +
1937102445 A3 EI’ G k L3 + 114791256 EI® k> L® + 312487308 A2 EI? G° k* L* +
12045996 AEI’Gk* L° + 761076 A’ EI G° k* L® + 53946 A EIG° k* L7 + 53 A° G k° L%) ) -
(kL2 (71172243193212 A EI* G* q + 31632108085 872 A EI* G° k L q + 6956 134 879 995
A*EI®G*L2q+3514678676208 AEI* Gk’ L% q+3417048712980 A>EI3G3 k L3 q +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A EI® G k* L* q + 25321037886 A* EI’G* k L° q +
12971411928 AEI*G k3 L° q + 4410960300 A EI2G> k? L° q + 176438412 A2 EI2 G2 K3 L7 q +
8422137 A*EIG* k* L® q+ 592434 A’ EIG K’ P q+ 511 A% G* kLY q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837 316566 580 A* EI* G° k L + 16 945772188 860
A’EI*G*K® L% +4288744813230 A% EI®G* k L3 + 1757339338104 AEI*G K3 L3 +
1729445062896 A> EI° G k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G* k> L° +
11349985437 A*EI%G* k% L® + 6428310336 AEI> Gk* L + 2050299378 A3 EI2 G2 K3 L7 +
86447736 A’ EI” G* k* L® + 3921291 A* EI G* k® L° + 295488 A’ EI G k* L'® + 265 A® G* k* L™?) ) -
(kL? (40669853253 264 A° EI* G* q + 22594 362918480 A” EI* G* k L q + 3723 885740 268
A*EI®G*L?q+3012581722464AEI*Gk*L?q+2384960530284 AEI*G* kL3 q +
111577100832 EI* k® L* q + 337830666408 A EI> G* k> L* q + 17668 287486 A* EI?G* k L° q +
12971411928 AEI*G k3 L° q + 3813620616 A> EI*G> k* L° q + 180689940 A EIG* k> L q +
7860078 A*EIG' k*L° q+ 644922 A EIG Kk’ L° q+ 601 A% G* k> L' q) ) /
(9 (22876792454961 A” EI* G* + 50837316 566 580 A’ EI* G k L + 16 945772188 860
A’EI*G*K*L?+4288744813230 A% EI®G* k L3 + 1757339338104 AEI*G K3 L3 +
1729445062896 A> EI°> G k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G* k> L° +
11349985437 A*EIG* k? L® + 6428310336 AEI> Gk* L® + 2050299378 A3 EI2 G2 k3 L7 +
86447736 A EI” G* k* L® + 3921291 A EI G* k® L° + 295488 A EI G° k* L' + 265 A* G* k* L*?) ) -
(L? (101674 633133160 A’ EI* G k q + 33891544 377720 A* EI* G* k® L q + 10564 956 735 030
A*EI®G* kL2 q+3514678676208 AEI*G k> L2 q+ 3689017896258 A>EI* G2 k? L3 q +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A2 EI® G* k® L* q + 21681198477 A*EI’G* K L° q +
12971411928 AEI*GKk* L° q +4047454656 A> EI2G> k> L° q + 172186884 A2 EI2 G2 k* L7 q +
7910379 A*EIG* k* L% q + 592434 A’ EI G’ k* L° q+ 529 A G* k* L' q)) /
(9 (22876792454961 A* EI* G* + 50837 316566 580 A’ EI* G> k L +
16 945772188860 A2 EI* G* k? L% + 4288744813230 A*EI3G* k L3 +
1757339338104 AEI* G k® L3 + 1729445062896 A® EI G3 Kk L* +
55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI® G* k® L° + 11349985437 A* EI?G* k* L® +
6428310336 AEI> G k* L® + 2050299378 A’ EI’ G k® L7 + 86447736 A EI* G k* L% +
3921291 A% EIG* k* L° + 295488 A> EI1 G k* L™ + 265 A G* k* L?) ) )

R10 =
R1
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1
our = — (Lgq- (L? (41841412812 A’ EI° Gk q + 6198727824 AEI’ Gk* L q + 4261625379 A EI* G’ k L? q +
2

229582512 EI® k3 L? q + 644106492 A> EI? G k? L® q + 24328 188 AEI* G k> L* g +
1469664 A’EI G  k* L° q+ 106920 A’ EIG* k> L° q+ 107 A*G° K LPq) ) /
(9 (10460353203 A*EI* G* + 20920706406 A EI° G* k L + 3099363912 AET> G k* L +
1937102445 A3 EI? G2 k L3 + 114791256 EI® k® L® + 312487308 A2 EI? G2 Kk L* +
12045996 AEI* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k° L’ + 53 A G* k* L°) ) -
(kL?(71172243193212 A’ EI* G’ q + 31632108085872 A EI* G* k L q + 6 956 134879 995
A EI3 G L2 q+ 3514678676208 AEI* Gk® L% q + 3417048712980 A>EI*G kL3 g +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A’ EI® G2 k® L* q + 25321037886 A EI*G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L° q+ 4410960300 A’ EI° G k* L® q + 176438412 A’ EI*G* K3 L7 q +
8422137 A*EIG* k* L% q+ 592434 A’ EIG K’ L° g+ 511 A°G* K’ LM q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566580 A> EI* G* k L + 16945772188 860 A EI* G* k® L? +
4288744813230 A*EI*G* k L3+ 1757339338104 AEI*G K3 L3 +
1729445062896 A> EI® G> k® L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI* G2 k3 L® +
11349985437 A*EI? G* k* L® + 6428310336 AEI’ G k* L® + 2050299378 A EI? G k3 L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* EI G* k> L° + 295488 A’ EI G° k* L*? + 265 A* G* k* L*?) ) -
(kL? (40669853253264 A> EI* G* q + 22594 362918480 A’ EI* G* k L q + 3723 885 740 268
A*EI*G*L%q+3012581722464 AEI*Gk? L2 q+2384960530284 A*EI*G> k L3 q+
111577100832 EI* k> L® q + 337830666408 A EI> G2 k® L* q + 17668287486 A* EI*G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L° q+ 3813620616 A>EI*G> k? L® q + 180689940 A’ EI’G* k3 L q +
7860078 A*EIG* k? L® q + 644922 A’ EI G’ k° L” g+ 601 A* G k> L' q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A> EI* G° k L + 16 945772188860 A* EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI*G* k L>+ 1757339338104 AEI*G K> L3 +
1729445062896 A EI® G> k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G2 k3 L° +
11349985437 A*EI? G* k* L® + 6428310336 AEI® G k* L® + 2050299378 A* EI? G k3 L7 +
86447736 A> EI° G* k* L® + 3921291 A* EI G* k® L° + 295488 A’ EI G° k* L% + 265 A* 6" k* L*?) ) -
(L* (101674 633133160 A’ EI* G* k q + 33891544 377720 A EI* G* k* L g + 10 564 956 735 030
A*EI*G* kL2 q+3514678676208 AEI* Gk L% q+ 3689017896258 A* EI*G> k® L3 q +
111577100832 EI* k* L® q + 397235141388 A EI® G® k® L* q + 21681198477 A* EI2G* K® L q +
12971411928 AEI*Gk* L> q+ 4047454656 A>EI G k> L®q+ 172186884 A2 EI*G* k* L7 q +
7910379 A*EIG* k* L% q + 592434 A EI G’ k* L° g + 529A* G k* LM q) ) /
(9 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316 566 580 A> EI* G k L + 16 945772188860 A” EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI*G* k L3+ 1757339338104 AEI*G K> L3 +
1729445062896 A EI® G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G2 k3 L° +
11349985437 A*EI2G* k* L® + 6428310336 AEI® Gk* L® + 2050299378 A* EI2 G2 k3 L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* ET G* k’ L” + 295488 A’ EI G” k* L*® + 265 A* G k* L*?) ) )
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1
our = — (Lgq- (L? (41841412812 A’ EI° Gk q + 6198727824 AEI’ Gk* L q + 4261625379 A EI* G’ k L? q +
2

229582512 EI® k3 L? q + 644106492 A> EI? G k? L® q + 24328 188 AEI* G k> L* g +
1469664 A’EI G  k* L° q+ 106920 A’ EIG* k> L° q+ 107 A*G° K LPq) ) /
(9 (10460353203 A*EI* G* + 20920706406 A EI° G* k L + 3099363912 AET> G k* L +
1937102445 A3 EI? G2 k L3 + 114791256 EI® k® L® + 312487308 A2 EI? G2 Kk L* +
12045996 AEI* Gk® L° + 761076 A’ EI G> k* L° + 53946 A’ EI G* k° L’ + 53 A G* k* L°) ) -
(kL?(71172243193212 A’ EI* G’ q + 31632108085872 A EI* G* k L q + 6 956 134879 995
A EI3 G L2 q+ 3514678676208 AEI* Gk® L% q + 3417048712980 A>EI*G kL3 g +
111577100832 EI* k® L® q + 397235141388 A’ EI® G2 k® L* q + 25321037886 A EI*G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L° q+ 4410960300 A’ EI° G k* L® q + 176438412 A’ EI*G* K3 L7 q +
8422137 A*EIG* k* L% q+ 592434 A’ EIG K’ L° g+ 511 A°G* K’ LM q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566580 A> EI* G* k L + 16945772188 860 A EI* G* k® L? +
4288744813230 A*EI*G* k L3+ 1757339338104 AEI*G K3 L3 +
1729445062896 A> EI® G> k® L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A2 EI* G2 k3 L® +
11349985437 A*EI? G* k* L® + 6428310336 AEI’ G k* L® + 2050299378 A EI? G k3 L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* EI G* k> L° + 295488 A’ EI G° k* L*? + 265 A* G* k* L*?) ) -
(kL? (40669853253264 A> EI* G* q + 22594 362918480 A’ EI* G* k L q + 3723 885 740 268
A*EI*G*L%q+3012581722464 AEI*Gk? L2 q+2384960530284 A*EI*G> k L3 q+
111577100832 EI* k> L® q + 337830666408 A EI> G2 k® L* q + 17668287486 A* EI*G* k L° q +
12971411928 AEI* G k3 L° q+ 3813620616 A>EI*G> k? L® q + 180689940 A’ EI’G* k3 L q +
7860078 A*EIG* k? L® q + 644922 A’ EI G’ k° L” g+ 601 A* G k> L' q) ) /
(9 (22876792454 961 A* EI* G* + 50837316 566 580 A> EI* G° k L + 16 945772188860 A* EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI*G* k L>+ 1757339338104 AEI*G K> L3 +
1729445062896 A EI® G> k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G2 k3 L° +
11349985437 A*EI? G* k* L® + 6428310336 AEI® G k* L® + 2050299378 A* EI? G k3 L7 +
86447736 A> EI° G* k* L® + 3921291 A* EI G* k® L° + 295488 A’ EI G° k* L% + 265 A* 6" k* L*?) ) -
(L* (101674 633133160 A’ EI* G* k q + 33891544 377720 A EI* G* k* L g + 10 564 956 735 030
A*EI*G* kL2 q+3514678676208 AEI* Gk L% q+ 3689017896258 A* EI*G> k® L3 q +
111577100832 EI* k* L® q + 397235141388 A EI® G® k® L* q + 21681198477 A* EI2G* K® L q +
12971411928 AEI*Gk* L> q+ 4047454656 A>EI G k> L®q+ 172186884 A2 EI*G* k* L7 q +
7910379 A*EIG* k* L% q + 592434 A EI G’ k* L° g + 529A* G k* LM q) ) /
(9 (22876792454961 A* EI* G* + 56837316 566 580 A> EI* G k L + 16 945772188860 A” EI* G* k* L* +
4288744813230 A*EI*G* k L3+ 1757339338104 AEI*G K> L3 +
1729445062896 A EI® G® k? L* + 55788550416 EI* k* L* + 193710244500 A> EI* G2 k3 L° +
11349985437 A*EI2G* k* L® + 6428310336 AEI® Gk* L® + 2050299378 A* EI2 G2 k3 L7 +
86447736 A EI? G* k* L® + 3921291 A* ET G* k’ L” + 295488 A’ EI G” k* L*® + 265 A* G k* L*?) ) )
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1= (*DATOS DEL PROBLEMA=x)

B=0.8(xmx)
H=1.2 (+m#)
ks = 12000000000 (*N/m"3x)

Ec = 19928032768 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (xm 4x)
(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks * B (*N/m"2x)

L =10 (*xmx)
q = 250 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35
G =Ec/ (2 (1+vV))
A=BxH

outf 1= 0.8

ouf-]= 1.2

outf 1= 12 000 000 000
outf-]= 19928032768
outf-]= ©.1152

outf 1= 9.6 X 10°

outf 1= 10

out]= 250

ou- - 2.29571 x 10°
outf-]= @.35

our - 7.38075 x 10°

outf-]- .96

(*FINALMENTE SE OBTIENE LA GRAFICA«x)
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Inf J:=
gl5 = ListLinePlot[

{{a, -R1/Kk}, {s, -Rz/k}, {ZQ—L, -R3/k}, {Z—L, -R4/k}, {49—L, -R5/k}, {59—", -Rs/k},

{GQ—L, —R7/k}, {79—L, -Rs/k}, {S?L, —R9/k}, (w, -Rle/k}}, AxesOrigin - {0, 0},

PlotRange - All, PlotStyle - Pink, PlotLegends - {"Viga con diez resor‘tes"}]
L 2L 3L 4L
gl6 = Llstplot[{{e, -R1/Kk}, {;, -R2/ k}, {?, -R3/ k}, {?, -R4 / k}, {?, -R5 / k},

{:—L, -Rs/k}, {Z—L, -R7/k}, {%, -Rs/k}, {89—L, —R9/k}, {, —R10/k}},

PlotStyle -» Pink, AxesOrigin » {@, @}, PlotRange - All]

Show [

g15,
g16]

-5.x10°

—1.x10° [

T

outfJ= =1.5x107° 1 Viga con diez resortes

—2.x10 f

—25x10¢

—3.x10 |
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T T

T

-5.x107°

T T

T

-1.x1078

out[*J=
1 i i i 1 i i i 1 i i 1 i i i 1 i i i 1
0 2 4 e 8 10
-5.x109}
~1.x108F
out[J=

- Clear[gl5, gl6, k, L, q, EI, R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7, R8, R9, R10, G, A, B, H, ks, Ec, Iz, v]
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A.1.7. Ejemplo 7: Viga empotrada sobre apoyos elasticos con
carga repartida, aplicando la teoria de Timoshenko

423



(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON UN RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

Inf* J:=

1 - q*Xx~2 1 -
D[ J((Rl)s:x——)"Zd]x+—f(R1—q*x)"2d]x,Rl]
2 xEI Jo 2 2xGxA Jo

L*q  2L13R1
4

+

-L2gq+2LR1
Out[~ ]= +

2AG 2EI

In[* ]:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION*)

2 L*q 213R1

-L2q+2LR1 -t 5

Solve[{ + == -—}, {Rl}]
2AG 2EI 4

3k (4EIL*>+AGLY) q

out[* = {{Rl -
8 <3AEIG+3EIkL+AGkL3)

3k (4EIL>+AGL%) q
n1= Rl =

8(3AEIG+3EIkL+AGkL3)

3k (4EIL*+AGL%) g

Out[* ]=
8 <3AEIG+3EIkL+AGkL3)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf- 1= 0.8

our = 1.2

ouf-1- 10 000 000

our - 2.17079 x 10°

outf 1= ©.1152
outf 1= 8. % 10°
outf 1= 10

outl 1= 100

ouf- - 2.50076 x 10°

Out[ J= 0.35

ouf - 8.03998 x 10°

Out[* ]= 0.96
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m-j7= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
gl = ListLinePlot[{{O®, -R1/k}, {L, ©}}, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange -» All]
g2 = ListPlot[{{@, -R1/Kk}, {L, 0}},
PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]
Show [

g1,
g82]

5.x 1070
~0.000010 |
Out[* ]=

~0.000015 |

~0.000020 |

-0.000025%

in-7= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRﬂFICA*)
gl = ListLinePlot[{{0@, -R1 / k}, {L, ©}}, AxesOrigin -» {0, 0},

PlotRange - All, PlotStyle -» {Green}, PlotLegends - {"Solucién con un resorte"}]
g2 = ListPlot[{{0@, -R1/ k}, {L, ©}}, PlotStyle -» {Green},
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

gl,
82]
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(*VIGA EMPOTRADA CON 2 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1lx)

Inf+ J:=

L L
2

1 q*Xx"2 1 ?
D[ J((Rl)*x——]"Zdlx+—j(R1—q*x)"2dlx+
2 xEI Jo 2 2xGxA Jo

Ya R L'q  L’R1 15L%  713R1  5L3R2
T T e 12 T Te 12 o L (-18Lg+24 (R1+R2))
Out[* J= + + +
2AG 2EI 2EI

48 AG

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

2

L
1 q*x"2 1 2

/n[]:D[ J((Rl)*x-—]Ade+—j (R1-q#x)~2dx +
2% EI Je 2 2xGxA Jo

L

2xGxA

171%q  s513R1 L3R2
T2 T T L (-18Lqg+24 (R1+R2))

Out[~ ]= +

2EI 48 AG
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1 t q*X"2 L 1 t
j ((Rl) *X - —— +R2 (x——))"Zdlx+—j (R1-q*Xx+R2)~2dx|, Rl]
2xEI % 2 2 2xGxA E

1 q* X 2 L 1 t
j ((Rl) %X - ——— +R2 (x——])"Zdlx+—J (R1-q+x+R2)~2dx]|, Rz]
2+EI Jt 2 2 :
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

L’q LR1 Lq  L°R1 15L°q  7L3R1  5L3R2
-t "2t 1 " Ta tTomo tTa L (-18Lq+ 24 (R1+R2)) R1
Solve[{ + + + = -
2AG 2EI 2EI 48AG k
w+s.|.3_|u+l.3£ L (-18L 24 (R1 +R2)) R2
- - q+ +
192 24 12 o _}, (R1, R2}]
2EI 48AG k

out[* = {{Rl -

k (9216 AEI? G L® + 1152 ET* k L® + 2304 A’ EI G* L* + 408 AEIG k L® + 11 A’ G*k L”) q

3
8 (2304A2EIZGZ+3456AEIZGkL+576 EI?k?L%2+864A2EIG kL3 +240 AEIGK? LY + 7 A2G? k? L6)
R2 -
217 (432AEI*Gk + 144 EI°k* L+ 51 A’EIG kL + 63AEIGK* L* + 2A’G* k* L°) g

2304 A2EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k? L% + 864 A EI G2 k L3 + 240 AEI G k% L* + 7 A2 G? k? LG}}

In[* ]:=

R1 =

k (9216 AEI? G L? + 1152 EI? k L® + 2304 A’ EIG° L* + 408 AEI Gk L° + 11A’G*k L7) q

8 (2304A2 EI>G% + 3456 AEI’Gk L + 576 EI> k> L2 + 864 A2EI G k L> + 240 AEI G k® L* + 7 A% G% k? LG)

212 (432AEI’Gk + 144 EI*k* L+ 51 A’EIG* kL + 63AEIGK* L> + 2A’G* K’ L®) q
R2 =

2304 A2 EI?G? + 3456 AEI?Gk L +576 EI?k® L2 + 864 A EI G k L3+ 240 AEIGKk* L* + 7 A2 G k? L®
k (9216 AEI* G L* + 1152 EI* k L* + 2304 A* EI G* L* + 408 AEIGk L* + 11 A°G* k L) g

Out[* ]=

8 (2304A2EIZGZ+3456AEIZGkL+576 EI?k?L%2+864A%EIG?k L3 +240 AEIGK? LY + 7 A2G? k? L6)

2% (432 AEI’Gk + 144 EI°k* L+ 51 A’EIG k L> + 63AEIGK* L+ 2A*G* k* L) g

Out[* J=

2304 A2EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k®> L% + 864 A>EI G2 k L3 + 240 AEI G k% L* + 7 A2 G2 k2 L®
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152

8. x 10°

10

100
2.50076 x 10°
8.35
8.03998 x 10°

0.96
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4 | 2 _RESORTE.nb

1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

L
g3 = ListLinePlot[{{e, -R1/k}, {—, -R2/ k}, (L, e}}, AxesOrigin - {0, @}, PlotRange - A11]
2

g4 = ListPlot [{{0, -R1/k}, {E, -R2/k}, {L, 03},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g3,
g4]

-5.x107® r
~0.000010
outf* J= [

-0.000015 |

~0.000020 |
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mnf-]= (*VIGA EMPOTRADA CON 3 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1lx)

1 3 q*Xx"2 1 3
D[ J((Rl)*x——]"Zdlx+—j(R1—q*x)"2dlx+
2% EI Jo 2 2xGxA Jo

2L 2L

1 3 q*x"2 L 1 3

j ((Rl)-kx——+R2(X——)]"2(31X+—J~ (Rl-g*x+R2)"2dx+
2 xEI § 2 3 2xGxA §
L

q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
23—L 2 3 3

1 L
J:L(Rl—q*x+R2+R3)"2d1x , Rl]
5

2 xEI

2xGxA

7|-Z_C|+2LR1 7|-4_q+2L3R1 75L4q+14L3R1+5L3R2
9 3 324 81 108 81 81 L (-27Lg+54 (R1+R2))
Out[~ ]= + + + +
2AG 2EI 2EI 162 AG

2 2Lg 2
—3(—Lq+R1+R2+R3) +3 —T+R1+R2+R3 L3(—975Lq+60(38R1+23R2+8R3))
+

6AGqQ 9720 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)
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L

1 q*xx"2 1 3
j [(Rl) *x——)"Zdlx+—j (R1-q*x)"2dx+
2% EI Je 2 2xGxA Jo

L
3

In[* J:= D[

2L ZL

1 3 q*xXx"2 L
J ((Rl)*x——+R2(x——]]"2d1x+—J (RL-gq*x+R2)"2dx+
2 xEI § 2 3 2xGxA

L

1 q*xXx"2 L 2L
J ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2d]x+
2 %« EI 2 3 3

j (R1-q#x+R2+R3) ~2dx ,Rz]

2xGxA

17L%q  5L3R1 2L3R2
T YT vt e L (-27Lqg+54 (R1+R2))
Out[~ ]= + +
2EI 162 AG

2 2Lq 2
-3 (—Lq+R1+R2+R3) +3 —?+R1+R2+R3 L3 (—595Lq+6@ (23R1+14R2+5R3))

+

6AGq 9720 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=x)

L L
3

1 q* Xx"2
Infe J= D[ j ((Rl) *x——]"Zdlx+—j (RL-q#x)~2dx+
2% EI Jo 2 2xGxA

2L ZL

1 3 q*XxX”"2 L
j ((Rl)*X——+R2(X——)]"2d1x+—j (Rl-q*x+R2)"2dx +
L 2xGxA

2 EI 2 3
1 t q*X"2 L 2L
‘f Ukl)*x-—————+R2(x-—)+R3[x-——J)Azdx+
2 % EI 2 3 3
1 L
- (R1 q % x +R2 + R3) A2 dx ,Rﬂ
2xGxA
2 2Lq 2
~3 (-Lq+R1+R2+R3)2+3 --?—+R1+R2+Rﬂ L3 (L2151 q+ 60 (8R1+5R2+2R3))
outf*J= +
6AGq 9720 EI
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

Lz_q 2LR1 L*q  21%R1 5L°q 1413R1  5L3R2
" t T3 "3t e “Tes VT tm L (-27Lq+54 (R1+R2))
Solve[{ + + + +
2AG 2EI 2EI 162AG

2 2Lq 2
-3 (-Lq+R1+R2+R3) +3(—T+R1+R2+R3) L3 (L9751 q+ 60 (38R1+ 23R2 + 8R3))

+ =

6AGq 9720 EI
17L%q  s5L3R1 . 2L3R2
Rl - %5 * a1 Y a1 L (-27Lq+54 (R1+R2))
.= . .
k’ 2EI 162AG

2 2Lgq 2
—3(—Lq+R1+R2+R3) +3(—T+R1+R2+R3) L3(—595Lq+60(23R1+14R2+5R3))
+ ==

6AGq 9720 EI

2
Rz -3 (-Lq+RL+R2+R3)?+3 (-5 +R1+R2+R3)

I +

k 6AGq

L3> (-215Lq+60 (8R1+5R2+2R3)) R3
9720 EI R
our ;= {{R1 - (kL? (25509168 A EI>G* q + 5668704 AEI’ Gk L q +
6377292 A3EI*G> L2 q+ 314928 EI® k® L2 q+ 1837080 A2 EI®G* k L3 q +
125388 AEI° Gk’ L q+35964 A’ EIG k L°q+ 5076 A’EIG k’ L°q+41A°G’ K’ L®q) ) /
(24 (2125764 A’ EI’ G> + 4251528 A’ EI° G* k L + 1180980 AEI° G k* L? +
944784 AP EI*GP k L + 78732 EI® k> L® + 428652 A2 ET? G* k? L* +
34992 AET?G K’ L° + 10611 A’ EIG k% L° + 1539 A EIG° K L7 + 13A° G K L%) ),
R2 > (kL? (11337408 A EI’G* q+ 4251528 AEI’ Gk L g+ 1784592 A° EI? G’ L? q +
314928 EI®k?* L2 q + 1561518 A EI*G* k L> q + 142884 AEI’ G k* L* q +
48357 AEIG’ k L° q+ 6696 AZEIG° k* L°q+59A° G’ k* L% q)) /
(12 (2125764 A’ EI’ G> + 4251528 A’ EI° G’ k L + 1180980 AEI’ G k* L% +
944784 AP EI* G  k L + 78732 EI® k> L® + 428652 A2 EI2 G> k* L* +
34992 AET?G K’ L + 10611 A’ EIG k? L° + 1539 A EIG° K L7 + 13A° G K L%) ),
R3 - - ((-3542940A%EI’ G’k L” q- 1889568 AEI° Gk’ L’ q-282123 A’EI*G’ kL% q -
157464 EI3 k3 L* q- 682344 A’ EI?G* k® L> q - 71442 AEI*GK3 L8 q -
15633 A°EIG kL' q-3105 A EIG k> LS q-25A° G K’ L™ q) /
(6 (2125764 A’ EI’G* + 4251528 A EI° G’k L + 1180980 AEI’ G k* L? +
944784 A EI* G  k L + 78732 EI? k® L® + 428 652 A2 EI* G* k* L* +
34992 AET’G K’ L° + 10611 A° EIG k* L® + 1539 A’ EI G K L + 13A° G k* L°) ) ) }}

}, (R1, R2, Ra}]
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np= Rl= (kL? (25509168 A*EI’G* q+ 5668704 AEI°Gk L q +
6377292 A*EI%G> L> q+ 314928 EI’ k? L’ q + 1837080 A’ EI*’ G k L> q +
125388 AEI’Gk*L* q+ 35964 A EIG° k L° q+ 5076 A’ EIG° k* L° q+41A°G° k* L?q) ) /
(24 (2125764 A EI’ G> + 4251528 A’ EI’ G k L + 1180980 AEI’ Gk L* +
944784 A> EI*G> k L® + 78 732 EI’ k® L® + 428652 A EI* G* k* L* +
34992 AEI* Gk’ L° + 10611 A’ EIG° k? L° + 1539 A’ EIG° k* L7 + 13 A° G2 k° L%) )

R2 = (kL® (11337408 A’EI’G° q+ 4251528 AEI°GkLq+1784592A’EI*G’ L®q +
314928 EI*k* L2 q+ 1561518 A EI* G k L> q + 142884 AEI’Gk* L* q +
48357 A’EIG kL° q+ 6696 A’EIG k’L° q+59A°G° k*L° q)) /

(12 (2125764 A EI’G* + 4251528 A EI’ G k L + 1180980 AEI’ G k* L? +
944784 A*EI’G> k L3 + 78732 EI® k3 L® + 428652 A2 EI* G* k® L* +
34992 AEI’Gk’L° + 10611 A° EI G’ k* L® + 1539 A’ EIG* k° L + 13 A° G* k* L?) )

R3 = - ((-3542940A°EI’G’ kL’ q- 1889568 AEI’Gk? L> q- 282123 A EI’G’ kL' q -
157464 EI3 k3 L* q - 682344 A’ EI? G2 k2 L5 q- 71442 AEI’G k3 L6 q -
15633A°EIG° k* L" q- 3105 A EIG° k> L q - 25A° G’ k* L' q) /

(6 (2125764 A’ EI’ G> + 4251528 A’ EI’ G* k L + 1180980 AEI’ G k* L* +
944784 A*EI* G  k L® + 78732 EI® k® L® + 428 652 A2 EI? G2 k? L* +
34992 AEI’ Gk’ L° + 10611 A° EIG° k? L® + 1539 A’ EIG° k° L + 13 A G k* L7) ) )

our = (kL? (25509168 A* EI> G* q + 5668 704 AEI° Gk L q +
6377292 A3 EI’ G L2 q+ 314928 EI’ k* L2 q+ 1837080 A EI’G* k L3 q +
125388 AEI*Gk* L q+ 35964 A’EIG k L°q+ 5076 A’EIG* k’ L°q+41A°G K’ L®q) ) /
(24 (2125764 A’ EI° G> + 4251528 A’ EI’ G* k L + 1180980 AEI’ G k* L +
944784 A EI? G  k L + 78732 EI® k® L® + 428 652 A2 EI* G* k* L* +
34992 AET? G K’ L + 10611 A EI G k? L° + 1539 A EIG° Kk L7 + 13A° G K L%) )

our - (kL? (11337408 A* EI>G* q + 4251528 AEI° Gk L q +
1784592 A°EI?G> L2 q+ 314928 EI®k* L? g + 1561518 A’ EI*G* k L3 g +
142884 AET*Gk* L q+ 48357 A’EIG k L°q+ 6696 A’ EIG* k’ L° q+59A° G K’ L®q) ) /
(12 (2125764 A’ EI° G> + 4251528 A’ EI’ G* k L + 1180980 AEI’ G k* L +
944784 AP EI* G  k L + 78732 EI® k3 L® + 428 652 A2 EI* GZ k® L* +
34992 AEI*G K’ L° + 10611 A EI G’ k* L® + 1539 A EIG* k* L7 + 13A°G° K° L7) )

our - - ( (3542948 A* ET> Gk L q - 1889568 AEI° Gk’ L’ q -
282123 A% EI?GP k L* q - 157464 EI* k® L* q - 682344 A EI* G2 K* L q -
71442 AET’GK’ L°q-15633A°EIG k* L' q- 3105 A EIG* k*> LS q-25A° G K’ L q) /
(6 (2125764 A’ EI*G* + 4251528 A EI* G k L + 1186980 AEI® Gk* L +
944784 A3 EI* G k L + 78 732 EI® k2 L + 428652 A ET* G* k* L* +
34992 AET?G K’ L° + 10611 A’ EIG k% L° + 1539 A EIG° K* L7 + 13A° G K L%) ) )
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152

8. x 10°

10

100
2.50076 x 10°
8.35
8.03998 x 10°

0.96
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i )- (xFINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
L 2L
g5 = ListLinePlot[{{e, -R1/K}, {—, -R2/ k}, {—, -R3/ k}, (w, a}},
3 3
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

g6 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {s, -Rz/k}, {%, -R3/k}, (w, e}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g5,
g6]

-5.x107®

outf+ J= —0.0000107

-0.000015 |

-0.000020 d
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(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*VIGA CON CUATRO RESORTE=)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

L

4

1 q*x"2 1 .
w]:D[ J~(ml)*x—————JAde+—————J.ml—q*nAde+
2% EI Jo 2 2xGxA Jo

1 2 q*x"2 L 1 2
j[(Rl)*x——+R2(X——))"Zle+—J‘(R1—q*X+R2)"2dlx+
% 2 4 2xG*xA :—

1 4 q*xXx"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(x——))"2dlx+
% 4 4

1 )
—j (RL-g*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA ;

1 t q*Xx~2 L 2L 3L
J;L((Rl) * X - — +R2 (X——) +R3 (X——) + R4 (X-—))"Zd]x+
= 2
4

2 % EI 4 4 4
1 L
———— | (R1-q#x+R2+R3+R4)"2dx ,Rq
2xGxA %
_Laq R ,"47“+L3R1 _15l%q 7LRL | 5LPR2

16 2 1024 9 1024 9 192 L (-36Lqg+96 (R1+R2))
Out[* ]= + + + +

2AG 2EI 2EI 384 AG

3Lq 2 Lg 2
-3 *‘I‘*Rl*R2+R3) *3(*3‘*R1+R2+R3) L3 (3900 L q + 320 (38R1+23R2+8R3))

+

6AGq 122 880 EI

2
,3(7Lq+R1+R2+R3+RM2+3(—%#+R1+R2+R3+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-10500 L q + 320 (74R1+ 53 R2+32R3 + 11 R4) )
122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)
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Inf* J:= D[

L L
4

1 q*Xx"2 1 ‘
j [(Rl) *x-—)"Zdlx+—j (RL-q*x)"2dx+
2% EI Jo 2 2xG*xA Jo

L

2 q*X"2 L 1 2
J [(Rl) * X - — + R2 (x——)]"Zdlx+—J (Rl-gq*x+R2)"2dx+

% 2 4 2xGxA %

2 xEI

3L

1 4 q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2xEI % 2 4 4

w

L

=

1
—j (RL-gq*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA

L
2
L

1 q*x"2 L 2L 3L
j ((Rl) *X- ——— +R2 (x——) +R3 [x-—)+R4 (x——))"Zdlx+
2%ET J2 2 4 4 4

L

1
—j (R1-q X +R2+R3+R4)~2dx|, RZ]
2xGxA %L

171%q 53Rl L*R2
3072 | 192 | 9 L (-36Lqg+96 (R1+R2))

Out[* ]=

3Lq 2 Lg 2
-3 *T*Rl*R2+R3) *3(*7*R1+R2+R3) L3 (2380 L q+320 (23R1+14R2 + 5R3))

+ +

2EI 384AG

+

6AGq 122880 EI

2
3(—Lq+R1+R2+R3+R4)2+3(—34&+R1+R2+R3+R4)

L3

+

6AGqQ
(-7540 L q+320 (53R1+38R2+23R3+8R4))

122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)
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L L
4

1 q*Xx"2 1 ‘
/n[]:D[ j((Rl)*x-—]"Zdlx+—j(Rl-q*x)"2d1x+
2% EI Je 2 2xG*xA Jo

L

2 q*X"2 L 1 2
J [(Rl) * X - — + R2 (x——)]"Zdlx+—J (Rl-gq*x+R2)"2dx+

% 2 4 2xGxA %

2 xEI

3L

1 4 q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2xEI % 2 4 4

w

L

=

1
—j (RL-gq*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA

L
2
L

1 q*x"2 L 2L 3L
j ((Rl) *X- ——— +R2 (x——) +R3 [x-—)+R4 (x——))"Zdlx+
2%ET J2 2 4 4 4

L

1
—j (R1-q X +R2+R3+R4)~2dx|, R3]
2xGxA %L

3Lq 2 Lg 2
—3(—T+R1+R2+R3 +3(—7+R1+R2+R3) L3 (_860Lq+320 (8R1+5R2+2R3))
outf* J= + +

6AGq 122880 EI

2
3 (-Lgq+RL+R2+R3+R4)2+3 (—¥+R1+R2+R3+R4)

+

6AGq

L3 (-4580 L q+320 (32R1+23R2+14R3 +5R4))
122880 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)
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L L
4

1 q*Xx"2 1 ‘
/n[]:D[ j((Rl)*x-—]"Zdlx+—j(Rl-q*x)"2d1x+
2% EI Je 2 2xG*xA Jo

L

2 q*X"2 L 1 2
J ((Rl) * X - — + R2 (x——)]"Zdlx+—J (Rl-gq*x+R2)"2dx+

% 2 4 2xGxA %

2 xEI

3L

1 4 q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2xEI % 2 4 4

w

L

=

1
—J (RL-gq*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA

L
2
L

1 q*x"2 L 2L 3L
j ((Rl) *X- ——— +R2 (x——) +R3 [x-—)+R4 (x——))"Zdlx+
2%ET J2 2 4 4 4

L

1
—j (R1-q X +R2+R3+R4)~2dx|, R4]
2xGxA %L

2 3Lgq 2
-3 (-Lg+R1+R2+R3+R4)“+3 7T+R1+R2+R3+R4)
outf+ = +

6AGq

L3 (-1620Lq+320 (11R1+8R2+5R3+2R4))

122880 EI
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

Lz_q+ﬁ L“_q+L3R1 15L“q+7L3R1+5L3R2
" 16 2 " 1024 9% " 1024 9% 192 L (-36Lq+96 (R1+R2))
Solve[{ + + + +

2AG 2EI 2EI 384AG

3L4 , R14+R2+R3)’ L9, R1+R2+R3)’

‘3(‘T+ +R2 + 3) +3(‘7+ +R2+ 3) L3 (-3900 L q + 320 (38 R1 + 23 R2 + 8R3))
+ +
6AGq 122880 EI

2 3Lq 2
-3 (-Lq+R1+R2+R3 +R4) +3(-77+R1+R2+R3+Rﬁ

6AGq
L3 (10500 L q + 320 (74 R1 + 53 R2 + 32R3 + 11 R4)) R1
122880 EI Tk’

17L%q s513R1  L3R2
“Se72 T 102 Tt Toe L (-36Lqg+96 (R1+R2))
+

2EI 384AG

+

3Lq 2 Lq 2
‘3(“I‘+R1+R2+R3) +3(‘;'+R1+R2+R3) L3 (-2380L q + 320 (23R1 + 14R2 + 5R3))
+ +

6AGq 122880 EI

2
-3(-Lq+R1+R2+R3+R®2+3(-%§+R1+R2+R3+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-7540 L q + 320 (53 R1 + 38 R2 + 23 R3 + 8R4) ) R2
122880 EI Tk’
3Lq 2 Lg 2
—3(——7-+R1+R2+R3) +3(-;—+R1+R2+Rﬂ L3 (-860Lq+320 (8R1+5R2+2R3))
+ +
6AGq 122880 EI

2
-3(-Lq+R1+R2+R3+R®2+3(-%§+R1+R2+R3+Rﬂ

6AGq
L3 (-4580 L q + 320 (32 R1 + 23 R2 + 14 R3 + 5 R4) ) R3
122880 EI Tk’

_3(_Lq+R1+R2+R3+R®2+3(-%§+R1+R2+R3+Rq

6AGq
L3 (-1620L q + 320 (11R1+8R2 + 5R3 + 2R4)) R4
= - ———}, {(R1, R2, R3, R3, R4}]
122880 EI k
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our = {{R1— (3kL? (57982058496 A>EI* G’ q + 18119393280 A’ EI*G* kL g+
14495514624 A*EI° G* L2 q + 1811939328 AEI*Gk® L> q + 5681184768 A EI* G  k L® g +
56623104 EI* k3 L3 q+ 674758656 A2 EI> G k* L* q+ 96927 744 A*EI’G* k L° q +
23887872 AEI*Gk3L°q+23396352A°EI*G kL8 q+ 1170432 A% EI’G* k3 L7 g+
160256 A*EIG* k* 1> q+ 14816 A’ EIG k> L q+ 51A*G* K> LY q) ) /

(16 (21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A> EI* G’ k L + 20384317440 A” EI* G* k® L? +
11324620800 A*EI’ G* k L3> + 2378170368 AEI* G k> L + 6879707136 A* EI* G3 K? L +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI*GKk* L%+ 38596608 A2 EI?G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G* k* L& +
277248 A*EIG* kP L° + 27264 AP EIGP k* L' + 97 A% G* k* L™?) ),

R2 > (kL? (20384317440 A EI* G’ q + 8833204224 A EI* G* k L q + 3630956 544 A*EI° G* L? q +
1104150528 AEI*Gk? L2 q+2947940352 A EI* G kL3 g+
42467328 EI* k® L® q + 456081408 A> EI* G*> k® L* q + 81580032 A*EI’ G* k L° q +
19685376 AEI’ G k> L° q+ 19362816 A>EI*G> k> L® q+ 1078272 A’EI’ G k> L' q +
141552 A*EIG k? 1P g+ 15000 A’ EI G’ k* L q + 55 A G* Kk’ LY q) ) /

(2 (21743271936 A*EI* G" + 54358179840 A° EI* G* k L + 20384317440 A> EI* G* k* L +
11324620800 A*EI® G* k L® + 2378170368 AEI*Gk3 > + 6879707136 A3 EI® G k2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G® k® L® + 157040640 A* EI? G* k2 L® +
38928384 AEI®Gk* L% +38596608 A3 EI’ G k3 L7 + 2045952 A> EI? G* k* L® +
277248 A*EIG*k* L° + 27264 A’ EI GP k* L' + 97 A* 6" k* L*?) ),

R3 - (L* (65229815808 A° EI*G  k q + 36691771392 A’ EI*G* k* L q+ 7700742144 A*ET> G k L® q +
4756340736 AEI* Gk L>q+12450004992 A3 EI’ G k* L3 q +
169869312 EI*k* L3 q+ 1999503360 A2EI® G° k® L* q + 336125952 A*EI? G* k® L g +
78741504 AEI®GKk* L° q + 84418560 A>EI? G k> L°q+ 4174848 A>EI?G> k* L7 q +
633216 A*EIG' k> L®q+ 54240 A’ EI G’ k* L g + 187 A* G k* L™ q) ) /

(8 (21743271936 A*EI* G" + 54358179840 A° EI* G> k L + 20384317440 A> EI* G* k* L +
11324620800 A*EI° G* k L3 + 2378170368 AEI* G K> L3 + 6879707136 A* EI3GP K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI*GKk* L%+ 38596608 A> EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G2 k* L& +
277248 A*EIG* kP L° + 27264 P EI G k* L' + 97 A% G* k* L™?) ),

R4 > (L* (9512681472 A’ EI* G’ k g+ 6794772480 A’ EI*G* k* L q + 573308928 A*EI° G* k L* g +
1019215872 AEI*Gk3> L2 q+2187067392 A°EI’ G  k® L3 g+
42467328 EI* k* > q+ 419364864 A’ EI® G2 k> L* q + 39186432 A*EI?G* k* L q +
19685376 AEI> G k* L° q + 15455232 A EI?G* k> L q + 1022976 A2 EI?G* k* L” q +
101664 A*EIG* k> L® g+ 13560 A’ EI G’ k* L° q+ 49 A% G k* LY q) ) /

(2 (21743271936 A*EI* G" + 54358179840 A° EI* G> k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L +
11324620800 A*EI® G* k L + 2378170368 AEI* G k> L + 6879707136 A* EI* G3 K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k* L® +
38928384 AEI>Gk* L%+ 38596608 A EI? G k3 L7 + 2045952 A2 EI? G2 k* L® +
277248 A*EIG* kP L° + 27264 A EI G k* L' + 97 A* G k* L*?) ) } }
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np= Rl= (3kL? (57982058496 A’ EI* G’ q + 18119393280 A’ EI*G° kL q +
14495514624 A® EI*G* L? q + 1811939328 AEI* Gk’ L2 q+ 5681184768 A>EI*G* k L q +
56623104 EI* k® L q + 674758656 A EI°> G> k* L* q + 96927 744 A* EI*G* k L° q +
23887872 AEI3Gk3L°q+23396352 A°EI? G k*L°q+1170432A%EI%G2 K3 L7 q +
160256 A*EIG k’ L®q+ 14816 A’EIG k’ L’ q+51A* G k> L™ q) ) /

(16 (21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G° k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L? +
11324620800 A* EI>G* k L> + 2378170368 AEI* G k® L3 + 6879707136 A3 EI® G® k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI% G* k2 LS +
38928384 AEI®Gk*L®+ 38596608 A EI2G> k® L7 + 2045952 A2 EI2 G2 k* L® +
277248 A*EI G* k* L° + 27264 A> E1 G k* L™ + 97 A* 6" k* L™?) )

R2 = (kL? (20384317440 A’ EI* G’ q + 8833204224 A’ EI* G’ k L q + 3630956544 A" EI’ G* L q +
1104150528 AEI* G k* L®q + 2947940352 A’ EI’ G k L q +
42467328 EI* k3 L3 q + 456081408 A2EI® G2 k® L* q + 81580032 A*EI?G* k L° q +
19685376 AEI*G k> L° q+ 19362816 A EI’G> k’ L° q + 1078272 A’ EI’G° k® L' q +
141552 A*EIG k* L® g+ 15000 A’ EIG° k> L g + 55 A°G* k> L q) ) /

(2 (21743271936 A* EI° G* + 54358179840 A’ EI* G° k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L? +
11324620800 A®EI® G* k L® + 2378170368 AEI* G k> L® + 6879707136 A EI* G> k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI% G* k2 LS +
38928384 AEI®Gk*L®+ 38596608 A3 EI?G> k® L7 + 2045952 A2 EI> G2 k* L8 +
277248 A*EIG" k* L° + 27264 A’ EI G k* L™ + 97 A* 6" k* L™?) )

R3 = (L? (65229815808 A’ EI* G’ k q + 36691771392 A EI* G’ k’ L q + 7700742144 A*EI’G* k L’ q +
4756340736 AEI*G k> L% q + 12450004992 A3 EI3 G2 k® L3 q +
169869312 EI* k* L> q + 1999503360 A2 EI*G* k® L* q + 336125952 A® EI*G* k* L> q +
78741504 AEI>Gk*L° q+ 84418560 A>EI’ G k3> L°q+ 4174848 A2 EI% G2 k* L7 q +
633216 A*EIG k’L®q+ 54240 A’ EIG k* L° q + 187 A*G* k* L' q) ) /

(8 (21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G’ k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L? +
11324620800 A% EI>G* k L + 2378170368 AEI* G k> L> + 6879707136 A3 EI*G> k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k® L° + 157040640 A* EI? G* K L® +
38928384 AEI’Gk*L®+ 38596608 A> EI>G> k> L’ + 2045952 A EI* G2 k* L® +
277248 A* EI G* k* L° + 27264 A’ E1 G k* L™ + 97 A* 6" k* L™?) )

R4 = (L? (9512681472 A°EI*G kq+ 6794772480 A EI* G* k® L q + 573308928 A*EI* G k L* q +
1019215872 AEI*Gk®L?q+2187067392 A’ EI* Gk’ L®q +
42467328 EI* k* L3 q + 419364864 A2EI* G2 k> L% q + 39186432 A*EI’G* k* L q +
19685376 AEI*Gk* L° q + 15455232 A EI’ G k® L° q + 1022976 A’ EI’G° k* L" q +
101664 A°EIG' k> L® q+ 13560 A’ EIG k* L q+49 A% G* k* L' q)) /

(2 (21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A> EI* G° k L + 20384317440 A EI* G* k* L* +
11324620800 A*EI®G* k L® + 2378170368 AEI* G k> L® + 6879707136 A EI* G> k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A? EI® G k3 L® + 157040640 A* EI% G* k2 LS +
38928384 AEI>Gk*L®+ 38596608 A EI?G> k® L’ + 2045952 A EI2 G* k* L® +
277248 A*EIG" k* L° + 27264 A> E1 G k* L™ + 97 A* 6" k* L™?) )
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outf* J= (3 kL2
(57982058496 A>EI* G° q + 18119393280 A’ EI* G* k L q + 14495514624 A* EI° G* L® q + 1811939328
AEI*Gk®*L%q+5681184768A%EI*G>k L®> q+ 56623104 EI* k3 L3> q + 674758656 A2 EI®G* k* L* q +
96927744 A*EI*G* k L° q + 23887872 AEI®G k3L q+23396352 A EI*G3 Kk? L® g+
1170432 A EI*G*k* L7 q + 160256 A*EIG* k* L® q + 14816 A° EI G’ k> L q + 51 A*G* k* LY q) ) /
(16 (21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G* k L + 20384317440 A EI* G* k? L +

11324620800 A*EI* G* k L + 2378170368 AEI* G k> L + 6879707136 A’ EI3 GP K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G k3 L® + 157040640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI*Gk* L%+ 38596608 A° EI*G3 k3 L7 + 2045952 A2 EI% G2 k* L8 +
277248 A*EIG* K> L° + 27264 A’ EI G k* L'° + 97 A* G* k* L*?) )

our = (kL* (20384317440 A’ EI* G’ q + 8833204224 A’ EI* G’ k L g +
3630956544 A*EI®G* L2 q+ 1104150528 AEI* Gk? L2 q+ 2947940352 A’ EI* G k L3 g +
42467328 EI* k® L% q + 456081408 A EI> G*> k® L* q + 81580032 A* EI*G* k L° q +
19685376 AEI* G k> L° q+ 19362816 A> EI*G> k?> L q+ 1078272 A’ EI’ G k> L' q +
141552 A*EIG k? L® g+ 15000 A’ EI G’ k* L g+ 55 A*G* k> L q) ) /

(2 (21743271936 A*ET* G* + 54358179840 A’ EI* G* k L + 20384317440 A EI* G* k? L +

11324620800 A*EI* G* k L3 + 2378170368 AEI* G k> L3 + 6879707136 A’ EI3 GP K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A2 EI® G* k> L° + 1570406408 A* ET? G* k? L® +
38928384 AEI*Gk*L®+ 38596608 A° EI? G kL’ + 2045952 A> EI? G* k* L® +
277248 A*EIG"K® L° + 27264 A’ EI G k* L'° + 97 A* G* k* L*?) )

our = (L* (65229815808 A* EI* G kg + 36691771392 A EI* G* k* L g +
7700742144 A*EI*G* kL2 q+ 4756340736 AEI* Gk L2 q+ 12450004992 A*EI*G3 k? L3 q +
169869312 EI* k* L3 q+ 1999503360 A2EI° G° k® L* q + 336125952 A*EI%G* k2 L° q +
78741504 AEI®Gk* L q + 84418560 A EI’ G k> L8 q+ 4174848 A°EI*G* k* L7 q +
633216 A*EIG' k’ L®q+ 54240 A°EIG’ k* L” g+ 187 A* G k* L' q) ) /

(8 (21743271936 A*EI* G* + 54358179840 A’ EI* G> k L + 20384317440 A’ EI* G* k? L +

11324620800 A* EI*G* k L® + 2378170368 AEI* G k®> L + 6879707136 A* EI’ G° k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI*Gk* L%+ 38596608 A3 EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G* k* L8 +
277248 A*EIG* I° L° + 27264 A’ EI G k* L'° + 97 A* G* k* L*?) )

our = (L? (9512681472 A° EI* G’k q + 6794772480 A EI* G2 k* L q +
573308928 A*EI®G* kL2 q+ 1019215872 AEI*G k> L% q+ 2187067392 A*EI*G3 K2 L3 q +
42467328 EI* k* L® q + 419364864 A EI®G* k> L* q + 39186432 A*EI? G* k* L° q +
19685376 AEI®Gk* L° q+ 15455232 A3 EI?G* k> L® q + 1022976 A2 EI? G k* L” q +
101664 A"EIG' K’ L®q+ 13560 A’ EI G k* L q+49A* G k* L' q) ) /

(2 (21743271936 A*EI* G* + 54358179840 A’ EI* G* k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L +

11324620800 A® EI* G* k L® + 2378170368 AEI* G k® L + 6879707136 A’ EI® G° k2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI’Gk*L®+ 38596608 A% EI? G> k® L’ + 2045952 A> EI* G* k* L® +
277248 A" EI G* k* L + 27264 A’ EI G° k* L*? + 97 A% G* k* L¥?) )

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



Inf* J:=

Out[* ]=

Out[+]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* J=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

(*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (*xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (+m™Ax)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"2x)

L = 10 (*m+)
q =100 (*N=*)

EI = Ec * IZ (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152
8. x 10°

10

100

2.50076 x 10°
0.35
8.03998 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

g7 = ListLinePlot[{{e, -R1/K}, {E, -Rz/k}, {E, -R3/k}, {34—L, —R4/k}, (v, e}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

g8 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {2, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (w, e}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g7,
g8]

-5.x107®
Oul" = _0.000010

-0.000015
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mnf-]= (*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

L
5

1 q* Xx"2 1
D[ j((Rl)*x——]A2d1x+—j (RL-q#X)~2dx+
0 2 2xG*xA Je

2L 2L

5

1 q*X"2 L 1
j ((Rl)*X——+R2(X——))"2dlx+—j (Rl-g*x+R2)*2dx +
% 2 2xG*xA %

5

1 s q*X"2 L 2L
J; ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(x——))"2dlx+
2 5

=
- wl
—~
el
=
1
Kel
*
b
+
=
N
+
-]
w
N
>
N
[N
b
+

1 q*xXxX"2 L 2L 3L
j ((Rl)*x——+R2(x——)+R3[x——)+R4(x——))"2dlx+
2%EI JX 2 5 5 5

1 t q*X"2 L 2L 3L 4L
j ((Rl)*x——+R2(x——)+R3(X——)+R4(X——)+R5(X——
2% EI J& 2 5 5 5 5

5

1 L
—J;L(Rl—q*X+R2+R3+R4+R5)"2d1X ) Rl]
2xGxA J=

5
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L’q  2LR1 L'q  2L°R1 3% 1413R1 | LPR2
T TS T 2se0 | 375 500 375 | 75 L (-45Lq+150 (R1+R2))
Out[*]= + + +
2AG 2EI 2EI 750 A G
3 (-2 R1+R2+R3)7+3 (- 259 L R1+R2+R3)
- (‘7?+R +R +R) * (—77+R +R +R) L3 (-4875L q + 500 (38R1 + 23 R2 + 8R3))
+
6AGq 375000 EI
2 2
-3(-%§+R1+R2+R3+Rﬂ +3(-3iﬂ+R1+R2+R3+Rq
+

L3 (-13125Lq+500 (74R1 +53R2 + 32R3 + 11 R4) )

6AGq

+

375000 EI

-3 (-Lq+R1+R2+R3+R4+R5)%2+3 (-

4Lq

2
+R1+R2+R3+R4+R5

6A

Gq

L® (-27675Lq+61000 (R1+R2+R3+R4+R5) -13500 (R2+ 2R3 +3R4+4R5))

375000 EI
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L

> q*Xx"2 1 B
J((Rl)*x——]"Zdlx+—j (Rl-g*x)~2dx+

0 2 2xGxA Jo

o]
2% EI

2L 2L

5

1 q#*Xx"2 L 1
j ((Rl)*X——+R2(X——)]"2d1x+—j (Rl-gq*x+R2)"2dx+
2xEI E 2 5 2xG*xA %

1 s q#*Xx"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——))’\2dlx+
2 % EI ZS—L 2 5 5
3L
1 5
—_J;L (Rl1-g*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA J-

1 s q*Xx"2 L 2L 3L
J; ((Rl)*X-—+R2(X——)+R3(X——)+R4(X-—))"2dlx+
= 2
5

2 xEI 5 5 5
4L
1 5
—J;L (RL-q#*X+R2+R3+R4)"2dx +
2xGxA J=—
1 t q* X 2 L 2L 3L aL
j ((Rl)*x——+R2 (x——)+R3 (x——)+R4 (x——)+R5 (x——)]"Zdlx+
2%EI JU 2 5 5 5 5
1 L
——— |, (R1-q*x+R2+R3+R4 +R5) ~2dx ,RZ]
2xGxA J-
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17L%q L3Rl 2L3R2

T 7se0 T 75 ¢ 35 L (-45Lq+150 (R1+R2))
out[*]= + +
2EI 750 AG
3Lq 2 2Lq 2
—3(—T+R1+R2+R3) +3(—T+R1+R2+R3) L3 (-2975L q+500 (23R1 + 14R2 + 5R3))
+ +
6AGq 375000 EI
2 2
-3(-%+R1+R2+R3+R4) +3(-¥+R1+R2+R3+R4)
.
6AGq
L3 (-9425L q+ 500 (53 R1 + 38R2 + 23 R3 + 8 R4) ) 1
+
375000 EI 6AGq

aL

q 2
[3 (—Lq+R1+R2+R3+R4+R5)2+3 [— +R1+R2+R3+R4+R5] ]Jr

5
L3 (-21575Lq+ 500 (95R1+74R2+ 53 R3 + 32R4 + 11R5) )

375000 EI
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

L

s q*Xx"2 1 s
j((Rl)*x——]"Zdlx+—j (Rl-g*x)~2dx+

[’} 2 2xGxA Jo

o]
2% EI

2L 2L

1 q#*Xx"2 L 1 s
J: ((Rl)-A-X——+R2(X——)]"Zdlx+—J.L (Rl-gq*x+R2)"2dx +
5 5

2 5 2xGxA

1 s q*Xx"2 L 2L
j ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2 xEI ZS—L 2 5 5
3L
1 5
J;L (RL-gq#*x+R2+R3)"2dx +
2xGxA J-
1 B q*Xx"2 L 2L 3L
J ((Rl)*X——+R2(X——)+R3(X——)+R4(X-—))"2dlx+
2 % EI 35—L 2 5 5 5
1 5
—J; (Rl-gq*x+R2+R3+R4)"2dx +
2xGxAJL
1 - q*x"2 L 2L 3L aL
j ((Rl) *X - — +R2 (X——) +R3 (X——) + R4 (X——) +R5 (X——)]"Zdlx+
2 %« EI "S—L 2 5 5 5 5
1 L
—J;L(R1—q*x+R2+R3+R4+R5)"ZdIX » R3]
2xGxA J-
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3Lq 2 2Lq 2
f3(fT+R1+R2+R3) +3(7T+R1+R2+R3) L3 (—1075Lq+5@0(8R1+5R2+2R3))
outf*]= + n

6AGq 375000 EI

2 2
—3(—%#+R1+R2+R3+Rﬂ +3(—3%E+R1+R2+R3+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-5725Lq+500 (32R1+23R2+14R3 + 5R4))

+

375000 EI

2
3 (-Lgq+R1+R2+R3+R4+R5)2+3 —%§+R1+R2+R3+R4+R5

6AGq
L3 (-15475Lq+ 500 (68R1+53R2 + 38R3 + 23 R4 + 8R5))

375000 EI
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Inf* J:=

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

L

1 s q* Xx"2 1 E

D[ J‘(ml)*x—————JAde+—————J.ml—q*nAde+
2*xEI Jo 2 2xGxA Jo

2L 2L

5

1 s q*X"2 L 1
j ((Rl)-kx——+R2(X——)J"Zdlx+—J~ (Rl-g*x+R2)"2dx+
2 xEI % 2 5 2xG*xA %

1 s q*X"2 L 2L
j ((Rl)*x——+R2(X——)+R3(X——))"2dlx+
2L 5 5

N
*
ok
*
>
l-ml
—
-
=
1
e
*
X
+
-
N
+
)
w
N
>
N
o1}
b3
+

1 5 q*XxX"2 L 2L 3L
j ((Rl)*x——+R2(x——)+R3[x——)+R4(x——))"2dlx+
2 2 5 5 5

1 t q* X 2 L 2L 3L 4L
J ((Rl) * X - —— +R2 (X——) +R3 (X——) + R4 (x——) +R5 (x——)]"Zdlx+
2 xEI "S—L 2 5 5 5 5

1 L
—J;L(Rl—q*X+R2+R3+R4+R5)"2d1X ) R4]
2xGxA J=

5

2 2
—3(—%§+R1+R2+R3+Rﬂ +3(—%§+R1+R2+R3+Rﬂ
Outf* J= +

6AGq

L3 (-2025Lq+500 (11R1+8R2+5R3+2R4))

+

375000 EI

2
-3 (-Lq+R1+R2+R3+R4+R5)2+3 —%§+R1+R2+R3+R4+R5

6AGq
L3 (-9375Lq+500 (41R1+32R2+23R3 +14R4 + 5R5))

375000 EI
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(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)

L

1 s q*x"2 1 s
w]:D[ J~(ml)*x—————JAde+—————J.ml—q*nAde+
2% EI Jo 2 2xGxA Jo

2L 2L

5

1 s q*X"2 L 1
j ((Rl)*X——+R2(X——)]"2dlx+—j (Rl-g#*x+R2)"2dx+
% 2 5 2xG*xA %

N
*
ok
*
>
I-U‘I
—
-
=
1
e
*
b3
+
-
N
+
)
w
N
>
N
2
b3
+

1 5 q*xXxX"2 L 2L 3L
J;L ((Rl) * X - —— + R2 (x——) +R3 (x——) + R4 (x——))“2d1x+

2 xEI 2 5 5 5
4L
1 5
—-J. (Rl1-gq*x+R2+R3+R4)~2dx +
2xG*xA %
t q*X"2 L 2L 3L 4L
J ((Rl)*x——+R2 (X——)+R3 (X——)+R4 (X——)+R5 (x——)]"Zdlx+
2 EI J2 2 5 5 5 5
1 L
——— | (R1-q#x+R2+R3+R4+R5)"2dx ,Rﬂ
2xG*xA %
2
3 (-Lg+RL+R2+R3+RA+R5)2+3 —%§+R1+R2+R3+R4+Rﬂ
Out[* ]= 4
6AGq
L3(—3275Lq+500(14R1+11R2+8R3+5R4+2R5))
375000 EI
In[* ]:=
(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)
L’q  2LR1 L'a 23R 3L% |, 141%R1  L*R2
Solve[{_zs N +_2509+ 375 +_ see ' 375 ' 75 +L(—45Lq+150(R1+R2)) .
2AG 2EI 2EI 750AG
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3Ld  p1+R2+R3)° 2Ld . pq4+R2+R3)’
'3(";‘+ +R2+ 3) +3(-‘;‘+ +R2+ 3) L3 (-4875L q+ 500 (38R1+ 23 R2 + 8R3))

+ +

6AGq 375000 EI

2 2
-3(-%§+R1+R2+R3+Rq +3(-%§+R1+R2+R3+Rq

+

6AGq
L3 (-13125Lq+500 (74R1 + 53 R2 + 32R3 + 11 R4))
+
375000 EI

2
-3(-Lq+R1+R2+R3+R4+Rm2+3(-%§+R1+R2+R3+R4+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-27675L q + 61000 (R1 +R2 + R3 + R4 + R5) - 13500 (R2 + 2R3 + 3R4 + 4R5)) R1
375000 EI Tk’

17L%q  13R1 213R2
“Sse * 55 * 55 L (-45Lq+150 (R1+R2))
+

+

2 EI 750 A G
3Lq 2 2Lq 2
-3 ('T+R1+R2+R3) +3 (-T+R1+R2+R3) L3 (-2975L q+ 500 (23R1 + 14R2 + 5R3))
+ +
6AGq 375000 EI

2 2
-3(-%§+R1+R2+R3+Rq +3(-%§+R1+R2+R3+Rq

+

6AGq
L3 (-9425L q+500 (53R1 +38R2 + 23 R3 + 8 R4))

+

375000 EI

2
-3(-Lq+R1+R2+R3+R4+Rm2+3(-%§+R1+R2+R3+R4+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-21575L q + 500 (95R1 + 74 R2 + 53 R3 + 32 R4 + 11 R5)) R2
375000 EI ok
3Lq 2 2Lq 2
—3(—T+R1+R2+R3) +3(—T+R1+R2+R3) L3(—1075Lq+590(8R1+5R2+2R3))
+ +
6AGq 375000 EI

2 2
-3(-%§+R1+R2+R3+Rq +3(-%§+R1+R2+R3+Rﬂ

+

6AGq
L3 (-5725L q+500 (32R1 +23R2 + 14R3 + 5R4) )

+

375000 EI

2 alq 2
-3 (-Lq+R1+R2+R3+R4 +R5) +3(-17+R1+R2+R3+R4+Rﬂ

6AGq
L3 (-15475L q + 500 (68 R1 + 53 R2 + 38 R3 + 23 R4 + 8 R5) ) R3
375000 EI Tk’
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2 2
-3(-%+R1+R2+R3+R4) +3(-3:—q+R1+R2+R3+R4)

+

6AGq

L3 (-2025Lq+500 (11R1+8R2 +5R3 +2R4))
+
375000 EI

2 aLq 2
-3 (-Lq+R1+R2+R3+R4 +R5) +3(—T+R1+R2+R3+R4+R5)

+

6AGq
L3 (-9375L q + 500 (41R1 + 32 R2 + 23 R3 + 14 R4 + 5 R5)) R4
375000 EI Tk’

2
-3(-Lq+R1+R2+R3+R4+R5)2+3(-‘%+R1+R2+R3+R4+R5)

+

6AGq

L3 (-3275Lq+500 (14R1+11R2 + 8 R3 + 5R4 + 2R5)) RS
= — }, (R1, R2, R3, R4, RS}]

375000 EI k

outf* = {{Rl -
- ((- ((-162 000 000 0RO A2EI3 G2 K3 L° - 17280000000 A> EI?G> k> L7 - 201600000 A* EI G* k3 L9)

((-1800@0 AETIGk* L* - 240 A* G* k* L®) ((-15@0EI kL -200AGk L>) (600 EI kL -
56 AGkL?) - (-2400ETkL-764AGkL?) (-756 ETkL-25AGkL?)) -
((-375@0 AEIG-3000EI kL -640AGKL>) (600 EIKL-56AGkL?) -
(-2400EI kL -704AGk L?) (-750EIkL-55AGkL%))
((-375@AEIG-1560EIkL-80AGkL®) (-60@EIkL-56AGkL?) -
(-1200 ET kL -208AGkL®) (-750EIkL-25AGkL%))) -
((-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k® L®) (- (-24@0ET kL -704AGk L) (-36@0 ETk L -
160AGK L>) + (-9000 ET k L - 1620 AGk L*) (-6@@ ETkL -56 AGkL?)) -
(- (-1200ET kL -208AGkL>) (-3000 ET kL -160AGKL’) +
(-6000 ET kL -560AGk L) (-66@EIkL-56AGkL?))
((-3750AEIG-3000ET kL -640AGkL>) (-6@8EIkL-56AGkL>) -
(-2400ET kL -704AGKkL?) (750 EIkL-55AGkL?)))
((-18000 AETIGk*L* - 240 A G* k* L®) ((-15@0EI kL -140AGkL>) (-60@EI kL -
56AGkL?) - (-180@ ETk L -432AGkL?) (-756 ETkL-25AGkL?)) -
((-2250EIkL-405AGkL?) (-6@00EIkL-56AGkL?) -
(-1800 EI kL -432AGkL?) (-750EIkL-55AGkL?))
((-375@AEIG-1560EIkL-80AGkL®) (-60@EIkL-56AGkL’) -
(-1200 ET kL -208AGkL>) (-750EIkL-25AGkL’))))
((-162000 000000 A EI° G* k* L° - 17280000000 A’ EI* G k* L - 201600000 A* EI G* k° L)
(-((-3000ETkL-100AGKL>) (-66@EI kL -56AGKL’) -
(-1200 ET kL -208AGk L) (-15000 AEIG - 3000 ET kL -40AGk L*))
((-66@EIkL-56AGkL>) (1800 EIk L*q+344AGkL*q) -
(-750 EIk L-55AGkL>) (1560 EI kL?q+375AGkL*q)) + (-18600 AEI G k*
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L*-240A*G*k* L®) ((-6@@EIKkL-56AGkL>) (2760 ETk L?q+131AGkL*q) -
(-15600 AETI G- 3600 ET kL -40AGk L*) (1560 EIkL?q+375AGkL*q))) -
((-18000 AEIGk*L* - 240 A G* k® L®) ((-300@EI kL -166AGkKL?)
(-66@ ETkL-56AGkL?) - (-1800 EIk L -432AGk L)
(-15000 AEI G- 3000 ET kL -40AGK L?)) -
((-225@EIkL-405AGkL®) (608 ETkL-56AGkL?) -
(-1800 ETk L -432AGkL?) (750 EIkL-55AGkL?))
((-36@0EIkL-160AGkL®) (-600EIkL-56AGkL®) -
(-1200 ETk L -208AGk L?) (-15000 AEIG - 3000 ET kL -40AGkL?)))
(-(-(-1200EIkL-208AGkL’) (-300@ET kL -166AGk L*) +
(-6000 ET kL -560AGk L) (-66@ETkL-56AGkL?))
((-66@EIkL-56AGkL>) (1800 ETkL?q+344AGkL*q) - (-750 ETk L -
55AGkL?) (1500 EIk L?>q+375AGkL*q)) + (-18000 AEI G k? L* -
240 A>G* k* L°) (- (-300@ET kL -166AGk L>) (1560 ETkL?q+375AGk L% q) +
(-6@0EIk L-56AGkL?) (636@EIkL?q+891AGkL*q)))) +
(- 6561000 000 000 000 000 000 000 A* EI G* k> L’ - 656 100 000 600 000 000 000 000
A®EI’ G? k® L® - 2449440000 000 000 000 000 000 A° EI° G° k> L° +
74 358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k° L° -
300931 200 000 000 00 8O0 80 A® EI° G° k> L' +
41990 400 000 000 000 000 000 A EI® G* k’ L™ +
50 271 840 000 000 000 0P 000 A° EI° G° k° L2 +
1049 760 000 000 000 000 000 A% EI® G* k& L'? -
13499136 000 000 000 80 000 A’ EI* G k° L +
10987 488 000 000 000 800 000 A* EI° G* k” L +
5527 180 800 000 000 000 000 A° EI* G° k® L™ +
272 937 600 000 000 000 000 A® EI° G> k® L' -
132088 320000000 000000 A% EI® G8 k> L*® +
994 239 360 000 000 000 8RB A° EI* G> k’ L*® +
208728576 000 000 000 000 A’ EI* G’ k® L6 +
24214464 000 000 000 000 A* ET* G* kB L™® +
35091 532 800 000 000 800 A° EI° G° k’ LY +
1916 974080 000 000 000 A® EI> G® k° L™® +
797 195 520000 000000 A° EI° G° k® L'® + 368 686 080000000000 A’ EI> G’ k’ L™ +
5312563 200000000 A° EI° G° k® L*° + 704471 040000000 A® EI G°® k' L*! -
40642560000000 A’ EI G’ k® L** - 252887040000 A® G° k® L**)
((-162000 000000 A EI’ G* k* L° - 17 280000000 A’ EI° G k* L’ - 201600000 A* EI G* k° L)
(- ((-3750 AEIG- 1500 ETk L-80AGkL®) (-6@00 ETkL-56AGkL?) -
(-1200 ET kL -208AGk L) (-75@ETkL-25AGkL%))
((-66@EIkL-56AGkL>) (1800 EIk L*q+344AGkL*q) -
(-75@ EIk L-55AGkL>) (1560 EI kL q+375AGkL*q)) +
(-18000 AEI G k*L* - 240 A G* k® L®) ((-6@@ET kL -56AGkL®) (1200 EIkL*q+
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114AGk L% q) - (-750 ETkL-25AGkL?) (1500 EIk L’ q+375AGkL*q))) -
((-18000 AEIGk*L* - 240 A G* k® L®) ((-156@EI kL -146AGkL>) (-6@@ ETk L -
56 AGkL?) - (-1800EIk L -432AGkL?) (-750 ETkL-25AGkL?)) -
((-2250EIkL-405AGk L) (-6@@EIkL-56AGK L) -
(-18@0EI kL -432AGkL?) (-750EIkL-55AGkL%))
((-3750AEIG-1500EI kL -80AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL?) -
(-1200 ETk L -208AGKk L?) (750 EIkL-25AGkL?)))
(-(-(-1200EI kL -208AGkL®) (-300@ET kL -166AGk L*) +
(-6000 ET kL -560AGkL>) (-66@ETkL-56AGkL?))
((-66@EIkL-56AGkL>) (1800 ETkL?q+344AGkL*q) - (-750 ETk L -
55AGkL?) (1500 EIkL?>q+375AGkL*q)) + (-18000 AET Gk L* -
240 A>G* k* L°) (- (-300@ET kL -166AGk L>) (1560 ETkL?q+375AGk L% q) +
(-600EIkL-56AGkL>) (6360 EIkL?q+891AGkL*q))))) /
((-6561 000000 000 600 000 000 000 A* EI’ G* k° L’ - 656 100 000 060 600 000 600 000

A’ EI’ G* k® L® - 2449440000000 000 000 000000 A° EI® G* k> L° +
74358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k° L1 -
300931 200 000 000 000 000 000 A° EI° G° k° L™ +
41990 400 000 000 000 000 000 A® EI® G> k7 L* +
50271 840 000 000 000 0B 000 A° EI° G° k® L1 +
1049 760 000 000 000 8O 00 A2 EI® G2 k® L12 -
13499 136 000 000 000 0O VR A’ EI* 6" k® L1 +
10987 488 000 000 000 000 8RB A* EI° G* k/ L +
5527 180 800 000 000 000 000 A® EI* G° k° L4 +
272937 600 000 000 000 000 A EI° G> k& L4 -
132088 320000 000 000000 A® EI® G® k° L'° +
994 239 360 000 000 000 R0 A° EI* G° k” L' +
208728576 000 000 000000 A’ EI> G’ k° L'® +
24214464 000 000 000 000 A* ET* G* k& L'® +
35091 532 800 000 000000 A° EI> G® k’ LY +
1916 974 080 000 000 000 A® EI% G® k° L'® +
797 195 520000 000 000 A° EI® G° k® L'® + 368 686 080000000000 A’ EI2 G’ k’ L™ +
5312563 200000000 A° EI% G® k& L2° + 704471 040000000 A® EI G® k” L2 -
40642 560000000 A’ EI G’ k® L** - 252887040000 A® G° k® L**)

((-162000 000000 A’ EI’ G* k* L° - 17 280000000 A’ EI’ G k* L’ - 201600000 A* EI G* k° L°)

((-18000 AEI G k*L* - 240 A G* k* L®) ((-1500EI kL -260AGk L?)

(-60@0EIkL-56AGkL>) - (-3000 AEI G- 3000 EI k L - 1000 AGk L*) (-75@ EI
kL-25AGkL?)) - ((-3000ETkL-880AGkL>) (-66@EIkL-56AGkL’) -
(-3000 AEIG-3000 ETk L - 1608 AGK L>) (750 EIkL-55AGkL?))
((-3750AEIG-1500EI kL -80AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL’) -

(-1200 ETk L -208AGk L) (-750 EIkL-25AGkL?))) -

((-18000 AETI G k* L* - 240 A G* k® L®) (- (-30@@ AEIG-3000 EIk L - 1608 AGk L°)
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(—3000EIkL—16@AGkL3) + (79000 EIkL—2166AGkL3) (—600 EIkL-
56 AGKL3®)) - (- (-1200EI kL -208AGkL3) (-3000EIkL-160AGkL3) +
J) - (= ) ( )
(—6000EIkL—560AGkL3> (—60@EIkL—56AGkL3)>
((-3000ETkL-886AGKL>) (-6@0@EIKkL-56AGkL?) -
(3600 AEIG-3000 ETk L - 1006 AGk L) (-750 EIkL-55AGkL?)))
((-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k® L®) ((-1560EI kL -140AGkL>) (-6@@EIk L -
56 AGkL®) - (-180@EIk L -432AGkL?) (-750 ETkL-25AGkL?)) -
((-225@EIkL-405AGkL®) (-6@08ETkL-56AGkL?) -
(—1800EIkL—432AGkL3> (-7seEIkL-55AGkL3))
((—3750AEIG—1590EIkL—80AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) -
(—1200EIkL—208AGkL3> (-75@EIkL-25AGkL3)))) -
((-162 000 000 00O A?EI* G2 K3 L° - 17280000000 A> EI? G3 k> L7 - 201600000 A* EI G* k3 L9)
((-18(a(aeAEIGk2 L4—240AZGZkZL6> ((—30@@EIkL-280AGkL3)
(—600EIkL—56AGkL3) - (-300@AEIG-300@EIkL-1eeeAGkL3)
(—15@00AEIG—30@0EIkL—40AGkL3)> -
((-3000EIk L -880AGkL?) (600 EIkL-56AGkL?) -
(—30@0AEIG—3@00EIkL—1000AGkL3) (—750EIkL—55AGkL3))
((-3e@eEIkL-1eeAGkL3) (—606EIkL—56AGkL3) -
(-1200 ETk L -208AGk L>) (-15000 AEIG-3000EI kL -40AGkL®))) -
((-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k® L®) (- (-30@@AEIG-3000 EIk L - 1608 AGk L°)
(-300@EIkL-160AGkL3) + (-9e00 EIkL—2160AGkL3) (-6@0 ET K L -
56 AGKL3)) - (- (-1200EI kL -208AGkL3) (-3000EIkL-160AGkL3) +
J) - (= < )
(—6000EIkL—566AGkL3> (—600EIkL—56AGkL3)>
((-390@EIkL-889AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) -
(-390@AEIG-3@9051kL-1eeeAGkL3) (-75@EIkL-55AGkL3))>
((—18000AEIGk2 L4—240A2G2k2L6) ((-300@EIkL-160AGkL3)
(—600EIkL—56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3)
(715000AEIG—3000EIkL—40AGkL3)) - ((—2250EIkL—465AGkL3)
(7600EIkL—56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3) (-75@ ETk L -
55AGkL3)) ((-3000EIkL_1eeAGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) -
(—1200EIkL—208AGkL3> (-1500@AEIG-300@EIkL-4@AGkL3))))
((-162 000000000 A* EI° G* k* L* - 17 280000000 A’ EI” G° k® L’ - 201600000 A* EI G* k* L°)
((—18000AEIGk2 L4-249A262k2u”) ((-1509EIkL-2@0AGkL3) (—6@0EIkL—
56 AGkL®) - (2400 EIkL-704AGkL?) (-75 EIkL-25AGkL?)) -
((-3750 AEIG-3000EI kL - 640 AGkL*) (-6@@EIkL-56AGkL>) -
(-2400ET kL -704AGKkL>) (750 EIkL-55AGkL?))
((-3750AEIG-1500EI kL -80AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL’) -
(-1200 ET kL -208AGkL’) (-750 EIkL-25AGkL?))) -
((-18@0@AE:[G|<2 L% - 240 A% G k2 LG) (-(-24eeEIkL-7e4AGkL3) (-3000 ETk L -
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160AGkL3) + (—90@0EIkL—1620AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3)) -
(—(—1200EIkL—268AGkL3) (—3000EIkL—160AGkL3) +
(—6000EIkL—560AGkL3> (—60@EIkL—56AGkL3)>
((-3750 AEIG-3000EI kL -640AGKL>) (600 EIKL-56AGkL?) -
(-2400EIkL-704AGkL?) (-750 ETkL-55AGkL%)))
((-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k® L®) ((-1560EI kL -140AGkL>) (-6@@EIk L -
56 AGkL®) - (-180@EIk L -432AGkL?) (-750 ETkL-25AGkL?)) -
((-225@EIkL-405AGkL®) (-6@08ETkL-56AGkL?) -
(-1800 ET kL -432AGkL?) (-750EIkL-55AGkL?))
((-3750AETG-1500ETk L -80AGkL®) (-6@@ETkL-56AGkL?) -
(-1200 ETk L -208AGk L) (-75@ETkL-25AGkL?)))))),
R2 > (kL? (1139062500000000 A* EI° G* g + 569 531 250 000 000 A’ ET°
GB
k
L
q + 217 687 500 000 000
AS
EI*
GS
L2
q + 94921875000 000
AZ
EI®
GZ
k2
L2
q + 180225 000 000 000
A4
EI*
G4
k
L3
q + 6454 687 500 000
A
EI°
G
k3
L3
q + 36918281 250 000
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q + 151 875 000 000
EI®

k4

L4

q+4476093 750000
AS

EI3

GS

k

LS
q+2821078125000
AZ

EI*

q + 1449225000 000
A4
EI3

q+ 71381250000
A
ET*

k4

L6

q + 142990312500
A3

EI3

GB

k3 L7

q+ 9557437500
A° ET?

G k% L8

q + 4266000 000
A% EI®

G k* L8
q+1777893750
A ET?

Gt L

q + 73 395 000
A EI2
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G3 k4 Ll@
q+5729625
A’ EIG K3 LY
q + 440 100 A*
EIG* k* L2
q+821A°G
k4 L14 q> ) /
(20 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G* k L +
166 113 281 250 000
A3 EI° G2 k2
L2 + 71191406 250 000
A’ EI*G’ k
L3 + 26 578 125 000 000
A’EI°G* k3
L3 + 53599218 750 000
A* EI* G* k2
L* + 1708593750 000
AEI’GK*
L* + 10403 437 500 000
M EI*G K3
L°> + 37968750000 EI°
k> L® + 1165429 687 500
A® EI® G k?
LS + 744187 500 000
AZEI* G Kk*
L® + 386 268 750 000
AEI*GH I3 LT +
17718750000 AEI* G k® L7 + 36298125000 A> EI>
G k* L%+ 2543625000
N EI’G K3 LY +
1029375000 A2 EI® G° k> L® + 435375000 A* EI2
G*Kk* L' + 17 100000
A EI?GE K LM+
1335375 A°EIG” k* L2 + 99375 A*EI G* k® L3 +
181A°G° k° LY) ),
R3 > (k (498339843750000 A" EI° G* L” q + 363750000 000 000 A” EI° G’
k L®>q+ 70479492187 500
A EI*G’ L%q+
52207 031250000 A% EI° G2 k? L* q + 98 085 937 500 000
A*EI*G kL g+
3417187500000 AEI° G k3 L° q + 20797 382812500
MEI*GK*L8q+
75937500000 EI° k* L® q + 2643 468 750 000
MNEIPG kL g+
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1507359375000 A EI* G k> L7 q + 842526 562 500
A*EI*G*K* L8 q+

35690625000 AEI* G k* L8 q + 76 140 000 000
AMEI*GK3Lqg+

5714859375 A% EI2G° k? L q + 2097562 500
A’EI*G K L q +

912093750 A* EI?G* k> L q+ 34571250 A EI*G3 k* L' q +

2677500 A°EIG k3 L3 g +

196425 A*EI G* k* LY g +

349A°G° k* L q)) /

(10 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A" EI° G* k L +
166113 281250000 A EI° G> k? L? +
71191406 250000 A° EI* G° k L3 +
26578125000000 A> EI° G2 k3 L3 +
53599218750000 A% EI* G* k? L* +
1708593750000 AEI® G k* L* +
10403437500000 A% EI* G k* L° +
37968750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI3 G° k* L® +
744187500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI* G* k3 L7 +
17718750000 AEI* G k® L7 +
36298125000 A% EI® G> k* L2 +
2543625000 A° EI?G° k3 L° +
1029375000 A2 EI° G2 k° L° +
435375000 A* EI? G* k* L2 +
17100000 A’ EI? G° k° L™ +
1335375 A°EI G k* L™ +
99375 A*EIG* k® LV +
181A°G° K° L)),

R4 > (L* (759375000000000 A* EI° G k q + 560039062 500000 A> EI° G* k L q +
72140625000000 A° EI* G  k L? q +
102 515625000000 A EI° G2 k> L% q +
177662109375000 A* EI* G* k*> L3 q +
6834375000000 AEI° Gk* L3 q+
40740468750000 A EI* G k3 L* q +
151875000000 EI° k° L% q +
4168335937500 A° EI°*G° k* L q +
3014718750000 A EI* G* k* L° q +
1571906250000 A* EI*G* k3 L q +
71381250000 AEI*Gk® L8 q +
149090625000 A* EI’ G k* L” q +
10845562500 A° EI?G° k3 L8 q +
4144500000 A% EI* G2 Kk° LB q +
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1799887500 A* EI*G* k* L° g +
68130000 A> EI’G> k> L% q +
5658750 A°EIG> k* L' g +
396900 A*EI G* k° L2 q +
731A°G K LM q)) /

(20 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A" EI° G* k L +
166113 281250000 A% EI° G k? L% +
71191406 250000 A’ EI* G° k L3 +
26578125000000 A> EI° G2 k° L3 +
53599218750000 A* EI* G* k* L* +
1708593750000 AEI° G k* L* +
10403437500000 A EI* G° k3 L° +
37968750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI®G° k? L® +
744187 500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI° G* k3 L7 +
17718750000 AEI*G k> L’ +
36298125000 A EI® G> k* L® +
2543625000 A° EI?G° k> L° +
1029375000 A’ EI® G* k° L® +
435375000 A* EI? G* k* L +
17100000 A’ EI? G° k° L™ +
1335375 A°EI G k* L% +
99375 A*EI G k° L +
181A°G° k° L)),

R5 > (L* (213574218750000 A* EI° G* k q + 189843 750000000 A> EI° G* k* L q +
10362304687500 A° EI* G k L> q +
39867187500000 A EI° G* k* L% q +
56573437500000 A* EI* G* k2 L3 q +
3037500000000 AEI°Gk* L3 q +
15396328125000 A’ EI* G> k* L% q +
75937500000 EI° k® L* q +
832570312500 A° EI*G° k* L> q +
1326375000000 A> EI* G2 k* L q +
507768750000 A* EI° G* k® L® q +
35690625000 AEI*G k> L® q+
62243437500 A EI* G2 k* L" q +
2889843750 A° EI’G° k* L8 q +
2057062500 A° EI* G2 k> L8 q +
725062500 A* EI? G* k* L° g +
34166250 A*EI2 G2 k° L% q +
2206875 A°EIG k* L' g+
199125 A*EIG* Kk° L2 q +
361A°G° k° LY q)) /
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(10 (118652343750 600 A°EI° G° + 355957031250000 A* EI° G* k L +

166113281 250000 A EI° G3 k2 L2 +
71191406 250000 A° EI*G° k L +
26578125000000 A> EI° G2 k3 L3 +
53599218750000 A% EI* G* k? L* +
1708593750000 AEI® G k* L% +
10403437500000 A3 EI* G° k* L° +
37968750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI® G° k? L® +
744187 500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A*EI* G* k3 L7 +
17718750000 AEI*GKk® L7 +
36298125000 A> EI® G> k* L® +
2543625000 A° EI?G° k3 L° +
1029375000 A> EI* G* k° L° +
435375000 A* EI% G* k* L0 +
17100000 A® EI* G* k® L™ +
1335375 A° EIG° k* L*? +
99375 A EI G* k° L1 +
181A°G° k° L) ) }}

In[* ]:=

R1 = - ((-((-162000000000 A” EI’ G* k> L° - 17280000000 A’ EI’ G° k> L’ - 201600000 A* EI G* k’ L°)
((-18000 AEIGk*L* - 240 A G* k* L®) ((-1500EIk L -200AGkL?) (-600 EIKL -
56 AGkL®) - (-2400EIkL-704AGkL?) (-750 EIkL-25AGkL?)) -
((-3750AEIG-3000EIkL-640AGkL?) (-60@EIkL-56AGkL?) -
(-2400ETkL-704AGkL?) (-750 EIkL-55AGkL%))
((-3750 AEIG- 1500 EIkL-80AGkL?) (-600EIkL-56AGkL?) -
(-1200ET kL -208AGkL?) (-750EIkL-25AGkL?))) -
((-18000 AEI G k*L* - 240 A> G* k* L®) (- (-240@EIkL-704AGkL?) (-300@ EIKL -
160AGkL?) + (-9000 EI kL - 1620 AGk L>) (-600EIkL-56AGkL?)) -
(-(-1zeeEIkL-208AGkL3) (-3eeeEIkL-160AGkL3) +
(-60@0 EIk L -560AGk L>) (-60@ EIkL-56AGkL?))
((-3750AEIG-30@0EIkL-640AGkL?) (-600EIkL-56AGkL?) -
(-2400EIkL-704AGkL?) (-750 EIkL-55AGkL?)))
((-18000 AEI Gk*L* - 240 A>G* k* L®) ((-15@0EIkL-140AGkL>) (-6@@EIKL -
56 AGkL®) - (-1800 EI kL -432AGkL?) (-750EIkL-25AGkL%)) -
((-2250ETkL-405AGkL’) (-60@EIkL-56AGkL?) -
(-18@@0EI kL -432AGkL?) (-75@ EIkL-55AGkL%))
((-3750AEIG- 1500 EIkL-80AGkL®) (-600 EIkL-56AGkL?) -
(-1200EIkL-208AGkL?) (-750EIkL-25AGkL?))))
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((-162000000000 A” EI* G* k* L° - 17 280000000 A®> EI” G° k’ L’ - 201 600000 A* EI G* k* L°)
(- ((-30@@0EIkL-100AGkL>) (-66@EIkL-56AGkL>) -
(-1200EI kL -208AGkL?) (-15000 AEI G- 3000 EI kL -40AGkL?))
((-6@@EIkL-56AGkL®) (1800 EIkL’>q+344AGkL*q) - (-750 EIkL -55AGk L?)
(1560 EIk L?q+375AGkL%q)) + (-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k* L°)
((-6@@EIkL-56AGkL*) (2760 EIkL*q+131AGkL*q) -
(-15000 AEI G- 3000 EI kL -40AGkL>) (1500EIkL*q+375AGkL*q))) -
((-18000 AEI Gk*L* - 240 A G’ k* L°®) ((-30@@EIkL -160AGkL®) (-6@0 EIkL -56AGk
L?) - (-180@ EIk L -432AGkL?) (-15000 AEI G- 3000 EIk L -40AGk L?)) -
((-2250ETkL-405AGkL?) (-6@0EIkL-56AGkL?) - (-1800 EIk L -432AGk L?)
(-750 EIkL-55AGkL?)) ((-300@EIkL-100AGkL®) (600 EIkL -56AGk
L?) - (-1200 EIk L -208AGk L>) (-15000 AEI G- 3000 EIkL-40AGkL%)))
(- (-(-1200ETkL-208AGkL?) (-30@0EIkL-160AGk L?) +
(-60@@ EI kL -560AGk L>) (-60@ EIKkL-56AGkL?))
((-6@@EIkL-56AGkL®) (1800 EIkL?q+344AGkL*q) - (-75 EIKL -55AGk L?)
(1560 EIk L?q+375AGkL%q)) + (-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k* L°)
(- (-300@0EIk L -160AGkL*) (1500 EIkL*q+375AGkL"q) +
(-60@EIkL -56AGkL?) (6300 EIkL*q+891AGkL*q)))) +
(- 6 561 000 000 000 000 000 000 000 A* EI’ G* k® L’ - 656 100 000 000 000 600 000 000

A% EI7 G3 k° L® - 2449440000 000 000 000 000 000 A° EI® G° k° L7 +
74 358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k° L° -
300931 200 000 000 000 000 000 A® EI° G° k° L™ +
41990 400 000 000 000 000 000 A> EI® G* k’ L™ +
50 271 840 000 000 000 000 800 A° EI° G° k° L' +
1049 760 000 000 000 000 000 A” EI® G* k® L'? -
13499 136 000 000 000 000 000 A’ EI* G’ k° L3 +
10987 488 000 000 000 000 000 A* EI° G* k” L* +
5527 180 800 000 000 000 000 A® EI* G° k® L™ +
272937 600 000 000 000000 A> EI° G> k® L -
132088 320 000 000 000000 A% E13 G® k® L*° +
994 239 360 000 000 000 000 A° EI* G° k” L™ +
208728576 000 000 000000 A’ EI> G7 k® L6 +
24214 464 000 000 000 000 A* EI* G* k& L'® +
35091 532 800 000 000000 A® EI> G° k’ L7 +
1916 974 080 000 000 000 A® EI% G® k° L8 +
797 195 520 000 000 000 A® EI3 G° k® L*® +
368 686 080000 000000 A’ EI* G’ k’ L™ +
5312563 200000000 A® EI* G° k® L?° + 704 471 040 000 000 A® EI G® k” L** -
40642560000000 A’ EI G’ k® L** - 252887 040000 A® G° k® L**)

((-162000000000 A” EI* G* k* L° - 17 280000000 A®> EI* G° k* L’ - 201600000 A* EI G* k* L°)
(- ((-3750 AEIG- 1500 EI kL -80AGkL®) (-60@ EIkL-56AGkL?) -
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(-1200EIkL—208AGkL3) (—750EIkL-25AGkL3))
((-6@@EIkL-56AGkL>) (1860 EI kL’ q+344AGkL*q) -
(-750 EIkL-55AGkL?) (1500 EIkL?q+375AGkL%q)) +
(-18000 AEIGk*L* - 240 A> G k* L®) ((-6@@EIkL-56AGkL>) (1200 EI kL q+
114AGkL*q) - (-750EIkL-25AGkL?) (1500 EIkL*q+375AGkL*q))) -
((-18000 AEI Gk*L* - 240 A>G* k* L®) ((-15@0EIkL -140AGkL®) (-60@EIkL -
56AGkL’) - (-1800EIkL-432AGkL?) (-750 EIkL-25AGkL?)) -
((—2250EIkL—405AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3)
(-75@ EIkL-55AGkL?)) ((-3750 AEIG-1500EIkL-80AGkL?) (600 EIKL -
56AGkL3) - (—1200EIkL—208AGkL3) (-750EIkL-25AGkL3)))
(- (- (-1200EIkL-208AGkL?) (-3000 EIKL -160AGkL?) +
(-60@0 EI kL -560AGk L*) (-60@ EIkL-56AGkL?))
((-6@@EIkL-56AGkL?) (1800 EIkL?q+344AGkL*q) - (-75 EIkL-55AGk L?)
(1500 EIk L>q+375AGkL*q)) + (-18000 AEI G k* L* - 240 A? G* k* L°)
(- (-300@0EIk L -160AGk L*) (1500 EIkL?q+375AGkL"q) +
(-60@ EIkL-56AGkL>) (6300 EIkL*q+891AGkL"q))))) /
((-6ssleeeeaeeeeeaeeeeeeeeeeA4 EI’ G* k° L7 - 656 100 000 000 000 000 000 000

A3 EI7 G2 k® L8 - 2449440 000 000 000 000 000 000 A° EI® G° k° L° +
74 358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k® L'° -
300931 200 000 000 000 000 000 A® EI° G° k° L'* +
41990 400 000 000 000 000 000 A EI° G3 k” L' +
50 271 840 000 000 000 000 000 A° EI° G° k° L' +
1049 760 000 000 000 000 000 A® EI® G* k® L'? -
13499 136 000 000 000 000 000 A’ EI* G k° L® +
10987 488 000 000 000 000 000 A* EI° G* k” L** +
5527 180 800 000 000 000 000 A® EI* G° k° L4 +
272937 600 000 000 000000 A> EI° G> k® L -
132088 320 000 000 000000 A% E13 G® k® L*° +
994 239 360 000 000 000 000 A° EI* G° k” L™ +
208728576 000 000000000 A’ EI> G7 k® L6 +
24214 464 000 000 000 000 A* EI* G* k8 L'® +
35091532 800000000000 A° ET3 G° k’ L7 +
1916 974 080 000 000 000 A® EI% G® k° L8 +
797 195 520 000 000 000 A° EI° G° k® L'® + 368 686 080000000000 A’ EI> G’ k’ L™ +
5312563 200000000 A® EI* G° k® L?° + 704 471 040 000 000 A® EI G° k” L** -
40642560000000 A’ EI G’ k® L*? - 252 887 040000 A® G° k® L**)

((-162000000000 A” EI* G* k* L° - 17 280000000 A®> EI* G° k° L’ - 201600000 A* EI G* k* L°)
((-18000 AEI Gk*L* - 240 A> G* k* L) ((-1500EIkL -260AGkL>) (-60@EIKkL -56AG
kL?) - (-3000 AEIG-3000 EIk L - 1000 AGk L?) (-750 EIkL-25AGkL?)) -
((-30@@0 EIk L -880AGkL®) (-6@@EIkL-56AGkL’) - (-30@00 AEIG -
3000 EIk L - 1000 AGk L?) (-750 EIkL-55AGkL?))
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((-3750AEIG—1500EIkL—80AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) -
(—1200EIkL-208AGkL3) (-75eEIkL-25AGkL3))) -

((—18000AEIGk2 L% - 240 A2 G2 K? L") (—(—3000AEIG—3000EIkL—1000AGkL3)
(—3000EIkL—160AGkL3) + (-9009EIkL—2160AGkL3)
(—600EIkL—56AGkL3)) - (- (—1200EIkL—208AGkL3) (—3000EIkL—

160AGkL3) + (—6000EIkL—560AGkL3) (- 600 EIkL—56AGkL3))
((-3eaeEIkL-880AGkL3) (—660EIkL—56AGkL3) - (-3000 AEIG -
3eaaEIkL-1aeeAGkL3) (—750EIkL—55AGkL3)))

((—18000AEIGk2 L4—240AZsz2L6) ((—1500EIkL—140AGkL3) (-6@@ EIk L -

56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3) (—750EIkL—25AGkL3)) -
((—2256EIkL—405AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3)
(—750EIkL—55AGkL3)) ((—3750AEIG—1500EIkL—80AGkL3) (-60@ EIk L -
56AGkL3) - (—1200EIkL—208AGkL3) (-7saEIkL-25AGkL3)))) -
((-162 000 000 00O A2 EI®G% k3 L° - 17280000000 A3 EI% G> k* L7 - 201 600000 A EI G* k3 L9)

((-18000AEIGk2 L% - 240 A% G* k? |.5)

((-3eaeEIkL-289AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) - (—3000AEIG—
3eeeEIkL-1eeeAGkL3) (-1seeeAEIG-3eeeEIkL-40AGkL3)) -

((-3aeaEIkL-880AGkL3) (-600EIkL—56AGkL3) - (-3000 AEIG -
3eeeEIkL-1eeeAGkL3) (—756EIkL—55AGkL3))

((—3000EIkL—100AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) - (-1200EIKkL -
208AGkL3) (-15900AEIG-3000EIkL-4aAGkL3))) -

((—18000AEIGk2 L% - 240 A2 G2 K? L°) (—(—3000AEIG—3000EIkL—1000AGkL3)
(-3eeoEIkL-1seAGkL3) + (—9000EIkL—2160AGkL3)
(—600EIkL—56AGkL3)) - (- (—1200EIkL—208AGkL3) (—3000EIkL—

160AGkL3) + (—6000EIkL—560AGkL3) (- 600 EIkL—56AGkL3))
((-3eeeEIkL-8seAGkL3) (—660EIkL—56AGkL3) - (-3000 AEIG -
3000EIkL—1000AGkL3) (-7seEIkL-55AGkL3)))

((—18000AEIGk2 L* - 240 A2 G* k2 L®) ((-3eeoEIkL-1seAGkL3)
(-seeEIkL-ssAGkL-")-(-1seeEIkL-432AGkL3)
(-15999AEIG-3090E1kL-4eAGkL3)) - ((-2250EIkL-495AGkL3) (—600

EIkL—56AGkL3) - (—1800EIkL—432AGkL3) (—750EIkL—55AGkL3))
((-3000EIkL-100AGkL3) (—600EIkL-56AGkL3) - (-1200EIkL -
298AGkL3) (-15690AEIG-3eeeEIkL-4eAGkL3))))
((-162 000 000 00O A2EI® G2 k3 L° - 17280000000 A% EI? G3 k3 L7 - 201 600 000 A* EI G* k3 L9)
((—18000AEIGk2 L4—240Aszk2L6) ((—1500EIkL—200AGkL3) (-6@@ EIk L -
56AGkL3) - (—2400EIkL—704AGkL3) (-750EIkL-25AGkL3)) -
((—3750AEIG—3000EIkL—640AGkL3) (—600EIkL—55AGkL3) -
(-24eeEIkL-7e4AGkL3) (—750EIkL—55AGkL3))
((—3750AEIG—1500EIkL—80AGkL3) (—600EIkL—56AGkL3) -
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(-1200ET kL -208AGkL?) (-750EIkL-25AGkL?))) -
((-18000 AEI Gk*L* - 240 A G’ k* L®) (- (-2400EIkL-704AGkL’) (-3000 EIKL -
160AGkL*) + (-9000 EIk L - 1620 AGk L?) (-600EIkL-56AGkL?)) -
(- (-1200EIk L -208AGk L) (-3000 EIkL - 160 AGk L*) +
(-6000 EIk L - 560 AGk L>) (-600 ELIkL-56AGkL?))
((-3750 AEIG-3000EIkL-640AGkL®) (-60@EIkL-56AGkL>) -
(-2400EIkL-704AGkL?) (-750EIkL-55AGkL’)))
((-18000 AEI Gk* L* - 240 A’ G* k* L°®) ((-150@0EI kL -140AGkL>) (-6@0 EIK L -
56 AGkL®) - (-1800EIkL-432AGkL?) (-750EIkL-25AGkL?)) -
((-2250ETkL-405AGkL?) (-60@EIkL-56AGkL?) - (-1800 ETkL - 432AGk L?)
(-75@ EIkL-55AGkL?)) ((-3750 AEIG-1500EIkL-80AGkL>) (-600 EIKL -
56 AGkL?) - (-1200EIkL-208AGkL?) (-750EIkL-25AGkL%))))))
R2 = (kL® (1139062500000000 A* EI° G* q + 569 531 250000000 A> EI° G> k L q +
217 687500000000 A° EI* G° L2 q + 94921 875000000 A% EI° G2 k® L2 q +
180 225000000000 A* EI*G* k L3 q + 6454687500000 AEI° Gk*> L3 q +
36918281250000 A° EI* G> k? L* q + 151875000000 EI° k* L* q + 4476093 750000 A° EI>G° k L° q +
2821078125000 A% EI* G* k® L° q + 1449225000000 A* EI® G* k* L° q +
71381250000 AEI* G k* L® q + 142990312500 A> EI*G> k® L7 q + 9557437500 A° EI*G° k* L8 q +
4266000000 A2EI> G2 k* L8 q + 1777893750 A* EI2G* k3 L° q + 73395000 A3 EI? G> k* L q +
5729625 A EIG k* L' q+ 440100 A* EIG' k* L' q+821A° G k* L** q)) /
(20 (118652343750000 A® EI° G° + 355957 031250000 A* EI° G" k L +
166113 281250000 A> EI° G° k* L? + 71191 406 250000 A° EI* G° k L® +
26578125000000 A’ EI° G° k> L3 + 53599218 750000 A* EI* G* k* L* +
1708593750000 A EI° G k® L* + 10403 437500000 A® EI* G> k® L° + 37968 750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A’ EI* G* k* L® + 386 268 750000 A® EI* G* k> L7 +
17718750000 A EI* G k° L’ + 36298 125000 A> EI> G> k* L8 + 2543625000 A®° EI? G° k> L° +
1029375000 A EI> G2 k® L® + 435375000 A® EI% G* k* L' + 17100000 A® EI? G® k° L +
1335375 A°EIG° k* L' + 99375 A* EIG* k° L*? + 181 A° G° k° LY) )
R3 = (k (498339843750000 A* EI° G* L q + 303 750000000000 A’ EI° G> k L> q +
70479492187 500 A° EI* G° L% q + 52207031 250000 A% EI° G2 k® L* q +
98085937500000 A* EI* G* k L> q + 3417187500000 AEI° G k> L° q +
20797382812500 A> EI* G> k? L® q + 75937500000 EI° k* L® q + 2643468750000 A° EI*G° k L’ q +
1507359375000 A2 EI* G k® L7 q + 842526562500 A* EI> G* k* L8 q +
35690625000 AEI* Gk* L% q+ 76140000000 A® EI* G* k® L° q + 5714859375 A° EI*G° k* L™ q +
2097562500 A2 EI® G* k* L' q + 912093750 A* EI* G* k® L' q + 34571250 A> EI*G* k* L' q +
2677500 A° EIG° k*> L’ q+ 196425 A* EIG* k* L' q +349A°G° k* L** q) ) /
(10 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G  k L +
166113 281250000 A® EI° G® k* L? + 71191 406 250000 A° EI* G° k L® +
26578125000000 A’ EI° G° k> L3 + 53599218 750000 A* EI* G* k* L* +
1708593750000 A EI° G k* L* + 10403437 500000 A® EI* G> k® L° + 37968 750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A’ EI* G* k* L® + 386 268 750000 A® EI> G* k> L7 +
17718750000 A EI* G k® L’ + 36298125000 A EI> G> k* L8 + 2543625000 A° EI? G° k> L° +
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1029375000 A° EI* G k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L'® + 17100000 A3 EI* G° k> L™ +
1335375 A°EIG k* L' + 99375 A*EIG* k° L + 181 A° G° k° LY) )

R4 = (L* (759 375000000000 A* EI° G* k q + 560039062 500000 A® EI° G> k* L q +
72140625000000 A° EI* G° k L2 q + 102515625000000 A2 EI° G k3 L2 q +
177 662109375000 A* EI* G* k> L> q + 6834375000000 AEI° G k* L3 q +
40740468750000 A> EI* G> k* L* q + 151875000000 EI° k® L* q + 4168 335937 500 A®

EI’G° k’L° q+ 3014718750000 A EI* G* k* L® q + 1571906 250000 A* EI*> G* k* L® q +
71381250000 A EI* G k® L® q + 149090625000 A3 EI3 G> k* L7 q + 10845562500 A° EI2G° k> LE q +
4144500000 A° EI° G k° L® q + 1799887500 A® EI*G* k* L° q + 68130000 A EI*G> k> L' q +
5658750 A° EIG° k* L'' q + 396900 A* EIG' k° L'? q+731A° G k° L' q)) /
(20 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G  k L +

166 113281250000 A> EI° G k? L2 + 71191406 250000 A® EI* G° k L3 +
26578125000000 A’ EI° G* k> L + 53599218 750000 A* EI* G* k* L* +
1708593750000 A EI° G k* L* + 10403 437500000 A> EI* G k® L° + 37968 750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI° G° k* L® + 744187500000 A% EI* G® k* L® + 386 268 750000 A* EI3 G* K3 L7 +
17718750000 AEI* G k® L7 + 36 298125000 A EI° G> k* L® + 2543625000 A® EI% G k® L° +
1029375000 A% EI® G2 k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L'® + 17100000 A3 EI? G> k> L1 +
1335375 A°EIG k* L' + 99375 A*EIG* k° L + 181 A° G° k° LY) )

R5 = (L? (213574 218750000 A® EI° G* k q + 189 843750000000 A’ EI° G> k* L q +
10362304687 500 A° EI* G° k L2 q + 39867 187500000 A EI° G° k> L q +
56 573437500000 A* EI* G* k? L> q + 3037500000000 A EI° Gk* L q +
15396 328125000 A3 EI* G> k® L% q + 75937500000 EI° k® L* q + 832570312500 A° EI>G° k* L° q +
1326375000000 A2 EI* G2 k* L° q + 507 768750000 A* EI> G* k® L® q +
35690625000 AEI* Gk® L° q+ 62243437500 A% EI*G> k* L7 q + 2889843750 A° EI’G° k® L8 q +
2057062500 A2 EI* G2 k® L8 q + 725062500 A* EI2G* k* L° q + 34166250 A EI? G k° L% q +
2206875 A°EIG k* L' q+ 199125 A% EIG k° L2 q +361A° G  k° L'* q) ) /

(10 (118652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G  k L +

166 113281250000 A® EI° G> k? L + 71191406 250000 A® EI* G> k L> +
26 578125000000 A% EI° G* k* L® + 53599 218 750000 A* EI* G* k? L* +
1708593750000 A EI° G k® L* + 10403 437500000 A® EI* G> k® L° + 37968 750000 EI° k° L° +
1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187 500000 A” EI* G* k* L® + 386 268 750000 A* EI> G* k> L7 +
17718750000 A EI* G k° L7 + 36298 125000 A EI> G3 k* L8 + 2543625000 A° EI? G° k> L° +
1029375000 A EI G2 k® L® + 435375000 A® EI% G* k* L' + 17100000 A> EI? G® k° L +
1335375 A°EIG° k* L' + 99375 A* EI G* k° L*? + 181 A° G° k° LY?) )

our = - (- (-162 000000000 A* EI> G* k* L° - 17 280000000 A> EI> G° k> L’ - 201600000 A* EI G* k* L°)
((-18000 AETI G k* L* - 240 A G* k* L®) ((-1560EI kL -200AGk L>) (-6@@ EIk L -
56 AGkL®) - (2400 EIkL-704AGkL®) (-75 ETkL-25AGkL?)) -
((-3750 AEIG-3000EI kL -640AGKL®) (-600EIkL-56AGkL?) -
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(-2400ETkL-764AGkL?) (-750ETkL-55AGkL%))
((-3750AEIG-1500EI kL -88AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL>) -
(-1200 ET kL -208AGk L) (-75@ ETkL-25AGkL%))) +
((-18000 AEI G k*L* - 240 A G* k* L®) ((-15@0EI kL -140AGkL>) (600 EI kL -
56 AGkL®) - (-1800 EIk L -432AGkL?) (-756 ETkL-25AGkL?)) -
((-2256ETkL-405AGkL’) (-660EIkL-56AGkL’) -
(-180@ ETk L -432AGk L) (-75@ EIkL-55AGkL%))
((-3750AEIG- 1500 EI kL -88AGkL>) (-600EIkL-56AGk L) -
(-1200 ETk L -208AGk L) (-750 EIkL-25AGkL?))]
(- ((-3750 AEIG-3000EI kL -640AGKL>) (-60@EIkL-56AGk L) -
(-2400ETk L -704AGk L) (750 EIkL-55AGkL?))
((-60@@ EI kL -560AGkL?) (-660EIkL-56AGkL?) +
(-30@0 EIkL-160AGk L) (1200 EIkL +208AGkL?)) +
(-18000 AEI Gk* L* - 240 A> G* k* L®) ((-90@@ EIk L - 1620 AGk L) (-60@ EIk L -
56 AGKL®) + (-30@0EI kL -160AGkL>) (2400 ET kL +704AGKL?))))
((-162000000000 A EI° G* k* L* - 17 280000 000 A’ EI* G k® L - 201600000 A* EI G* k* L°)
((-(-3000EIkL-100AGkL>) (-6@@EIkL-56AGk L) +
(-1200 ET kL -208AGk L) (-15000 AEIG- 3000 EI kL -40AGk L*))
((-66@0EIkL-56AGKkL>) (1800 ETk L?q+344AGkL*q) - (-750 EIkL-55AGkL?)
(1560 ET kL q+375AGkL*q)) + (-1860@ AEI G k* L* - 240 A” G* k* L°)
((-66@EIkL-56AGkL?) (2700 EI kL q+131AGkL*q) -
(-15000 AEI G- 3000 ET k L -40AGk L>) (1500 EIkL?q+375AGkL*q))) -
((-18000 AETI G k*L* - 240 A G* k* L®) ((-30@@EI kL -160AGkL’) (-6@@EIkL-56AG
kL?) - (-186@EI kL -432AGkL>) (-15600 AEI G- 3600 EI kL -48AGk L)) -
((-2250ETkL-405AGkL’) (-6@00EIkL-56AGkL’) - (-180@ EIk L -432AGk L?)
(-750EIkL-55AGkL?)) ((-300@EIkL-100AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL>) -
(-1200 EI kL -208AGk L) (-15000 AEIG - 3000 EI kL -40AGkL?)))
((-(-600@EIkL-560AGkL>) (-60@EIkL-56AGkL?) -
(-30@0 EI kL -160AGkL?) (1200 EIkL +208AGk L?))
((-60@EIkL-56AGkL?) (1800 EIkL*q+344AGkL*q) -
(-750ETkL-55AGkL?) (1500 EIkL®>q+375AGkL*q)) +
(-18000 AEI Gk* L* - 240 A G* k? L®) ((36@@EI kL +160AGk L>) (1508 ETk L q +
375AGkL*q) + (-6@0ET kL -56AGkL®) (6300 EIkL’q+891AGkL"q)))) +
(- 6561600 000 000 006 000 000 000 A* EI’ G* k> L’ - 656 100 000 000 000 000 000 060
APET’GP KO LB -
2449 440000000 000 000 000 000 A° EI® G° k> L° +
74358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k° L -
300931 200 000 000 000 0P 000 A° EI° G° k° L' +

41 990 400 000 000 000 000 000 A3 EI® G k” L +
50 271 840 000 000 000 0OV 000 A° EI° G° k® L2 +
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1049 760 000 000 000 00 000 A% EI® G2 k& L*2 -
13499136000 000000000000 A’ EI* 6" k> L™ +
10987 488 000 000 000 000 000 A* EI° G* k” L™ +
5527 180 800 000 000 000 000 A° ET* G° k® L +
272937 600 000 000 000 000 A EI° G> k& L4 -
132088 320 000 000 000 000 A® EI® G® k° L° +
994 239 360 000 000 000 8RR A° EI* G° k” L° +
208 728 576 000 000 000 000 A’ EI> G7 k& L'° +
24214 464 000 000 000 000 A* EI* G* k& L'® +
35091532 800000 000000 A° EI® G® k’ LY +
1916974080000 000 000 A® EI? G5 k® L8 +
797195520000 000 000 A® EI> G° k& L8 +

368 686 080 000 000000 A’ EI% G’ k7 L +
5312563 200000000 A° EI? G® k& L% +

704 471040000000 A® EI G k” L?* -

40642 560000000 A’ EI G’ k® L** - 252887 040 000 A® G° k® L**)

((-162000000000 A EI° G* k* L* - 17 280000 000 A’ EI* G k® L - 201600000 A* EI G* k* L°
((-(-3750AEIG-1500EIkL-80AGkL®) (-66@EIkL-56AGkL?) +
(-1200 ET kL -208AGk L) (-75@ EIkL-25AGkL?))
((-66@0EIkL-56AGkL>) (1800 EIk L’ q+344AGkL*q) -
(-750EIkL-55AGkL>) (1500 EIkL*q+375AGkL*q)) +
(-18000 AEI Gk* L* - 240 A’ G* k* L°) ((-6@@EIkL-56AGkL’) (1200 ETk L*q+
114AGkL*q) - (-750 ETkL-25AGkL?) (1500 EIkL®>q+375AGkL*q))) -
((-1800@0 AEIGk®L* - 240 A G* k* L®) ((-15@0EI kL -140AGkL>) (-60@EI kL -
56 AGKL?) - (-180@ ETk L -432AGkL?) (-750 ETkL-25AGkL?)) -
((-2250ETkL-405AGkL?) (-6@00EIkL-56AGkL?) - (-180@ EIk L -432AGk L?)
(-750EIkL-55AGkL?)) ((-3750 AEIG-150@0EIkL-80AGkL?) (600 EIkL -
56 AGkL®) - (-1200EIk L -208AGkL?) (-758 EIkL-25AGkL?)))
((-(-600@EIkL-560AGkL>) (-60@EIkL-56AGkL>) - (-3000 EI kL -160AGk L?)
(1260 ET kL + 208 AGkL?)) ((-60@EIkL-56AGkL?) (1800 EIk L*q+
344AGkL*q) - (-750ETkL-55AGkL?) (1500 EIkL®>q+375AGkL*q)) +
(-18000 AEI Gk* L* - 240 A G* k? L®) ((36@@EI kL +160AGk L>) (1508 EIk L q +
375AGkL*q) + (-600 ETkL-56AGkL’) (6300 EIkL”q+891AGkL*q))))) /
(- ((-162000000000 A* EI* G* k° L° - 17 280000000 A’ EI* G> k* L’ - 201600000 A” EI G* k> L°)
((-18000 AEIGk®L* - 240 A G* k® L®) ((-1560EI kL -200AGkL>) (-6@0ETk L -
56 AGkL®) - (2400 EIk L -764AGkL?) (-756 ETkL-25AGkL?)) -
((-3750AEIG-36@0EIkL -640AGkL?) (600 ETkL-56AGkL?) -
(-2400EIkL-704AGk L) (750 EIkL-55AGkL?))
((-3750AEIG-1500EIk L -80AGkL®) (-6@@EIkL-56AGkL?) -
(-1200ETk L -208AGkL?) (-750EIkL-25AGkL?))) -
((-18000 AEIGk* L* - 240 A G* k® L®) ((-156@EI kL -146AGk L>) (-6@@ EIK L -
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56 AGkL®) - (-180@EI kL -432AGkL?) (-750 EIkL-25AGkL?)) -
((-2250EIkL-465AGkL®) (-600ETkL-56AGkL?) - (1800 EIk L -432AGk L)
(-750 EIkL-55AGkL>)) ((-3750 AEIG-1560EI kL -80AGkL’) (-66@ EI kL -
56 AGkL®) - (-1200 ETk L -208AGkL®) (-756 ETkL-25AGkL%)))
(- ((-3750 AEIG- 3000 ET kL - 640 AGK L>) (660 EI kL -56AGKL’) -
(-2400EI kL -764AGkL?) (-75@ EIkL-55AGkL?))
((-66@@ ETk L -560AGkL*) (-600 ETkL-56AGkL?) +
(-30@0ETk L -160AGkL>) (1200 ETk L +208AGk L*)) +
(-18600 AET G k* L* - 240 A G* k* L®) ((-9@@@ET k L - 1620 AGk L>) (-66@ EI k L -
56AGkL’) + (-3600 EIk L -160AGkL*) (2400 EIk L +764AGkL?))))
((-162000000000 A” EI° G* k* L° - 17 280000000 A’ EI° G k® L’ - 201600000 A* EI G* k* L°)
((-18000 AEI G k* L* - 240 A* G* k* L®)
((-30@@EI kL -280AGkL®) (-600EIkL-56AGkL?) - (~3000 AEIG -
3000 EIk L - 1000 AGk L*) (-15000 AEIG - 3000 EIk L -40AGk L?)) -
((-3000EIkL-880AGkL*) (-60@EIkL-56AGkL>) - (-3000 AEIG -
3000 ET k L - 1000 AGk L*) (-750 EIkL-55AGkL?))
((-36@@EIkL-160AGKkL®) (600 ET kL -56AGkL?) -
(-1200 ET kL -208AGkL>) (-15000 AEIG- 3000 EI kL -40AGkL®))) -
((-18000 AEI G k*L* - 240 A G* k* L®) ((-30@@EI kL -160AGkL>) (-60@EIkL-56AG
kL?) - (-180@0ET kL -432AGkL>) (-15600 AEI G- 3600 EI kL -40AGk L)) -
((-2250ETkL-405AGkL®) (-600ETkL-56AGkL®) - (~180@ EIk L -432AGk L)
(-750EIkL-55AGkL>)) ((-300@EIkL-100AGkL>) (-6@@EIkL-56AGkL>) -
(-1200ET kL -208AGk L) (-15000 AEIG- 3000 EI kL -40AGkL?)))
(-((-3000EIkL-880AGkL®) (-60@EIkL-56AGkL>) - (-3000 AEIG -
3000 ET k L - 1000 AGk L*) (-750 EIkL-55AGkL>))
((-60@@ EI kL -560AGkL>) (-6@0EIkL-56AGkL?) + (3000 ETK L -
160 AGk L?) (1200 EI kL +208AGk L>)) + (-18000 AEI G k* L* - 240 A G* k* L°)
((-90@@ EI kL - 2160 AGk L>) (-60@EI kL -56AGkKL?) +
(-30@0 EIk L -160AGkL?) (3008 AEIG+ 3000 EIk L +1000AGK L)) )) +
(- 6561000 000 000 000 000 600 000 A EI’ G* k> L’ - 656 100 000 600 000 000 600 600

A’ EI’ G® k® L8 - 2449440 000000 000 000 000 000 A° EI® G> k° L® +
74 358 000 000 000 000 000 000 A* EI® G* k° L'° -
300931 200 000 000 000 00 000 A° EI° G® k> L™ +
41990 400 000 000 000 000 000 A° EI® G> k’ L +
50271 840 000 000 000 00 000 A® EI° G° k® L2 +
1049 760 000 000 000 00 000 A? EI® G2 k& L2 -
13499 136 000 000 000 000 000 A’ EI* G k° L*® +
10987 488 000 000 000 0B 000 A* EI° G* k’ L1 +
5527 180 800 000 000 000 000 A® EI* G° k® L4 +
272937 600 000 000 000 000 A EI° G> k& L4 -
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132088320000 000000000 A% EI® G8 k® L +
994 239 360 000 000 000 8RR A° EI* G° k7 L +
208728576 000 000 000000 A’ EI> G” k® L6 +
24214464 000000 000 000 A* EI* G* k& L6 +
35091532 800 000 000 000 A® EI> G® k’ L7 +
1916974080 000 000 000 A® EI? G2 k® L8 +
797 195 520 000 000 000 A° EI> G° k& L8 +
368 686 080 000 000 0O A’ EI% G’ k” L +
5312563 200000000 A® EI% G® k& L% +
704471 040000000 A° EI G® k’ L% -

40642 560000000 A” EI G’ k8 L?? -
252887040000 A® G° k® L**)

((-162000 000000 A EI° G* k* L° - 17 280000000 A’ EI* G> k* L - 201600000 A* EI G* k* L)
((-18000 AET G k* L* - 240 A G* k* L®) ((-15@@ET kL -260AGk L>) (-6@@ EIk L -56AGk
L?) - (-30@00 AEI G- 3000 ETk L - 1008 AGk L*) (-750 ETkL-25AGk L)) -
((-30@0ETkL-880AGkL?) (-6@@EIkL-56AGkL?) - (-30@8 AEIG -
3000 ETk L - 1000 AGk L*) (-75@ EIkL-55AGk L))
((-3750AEIG- 1500 EIkL-88AGkL?) (-600EIkL-56AGk L) -
(-1200 ETk L -208AGkL?) (-75@ ETkL-25AGkL?))) -
((-1800@ AEIGk*L* - 240 A G* k* L®) ((-15@0EI kL -140AGkL>) (-60@EI kL -
56 AGKL®) - (-180@EI kL -432AGkL>) (-758 EIkL-25AGkL?)) -
((-2250ETkL-465AGkL>) (-6@00EIKkL-56AGkL>) - (-180@ ETk L -432AGk L)
(-750EIkL-55AGkL>)) ((-3750 AEIG- 1560 EI kL -80AGkL>) (660 ETk L -
56 AGkL®) - (-1200ET kL -208AGkL*) (-758 ETkL-25AGkL?)))
(-((-3000ETkL-880AGkL®) (-60@EIkL-56AGkL>) - (-3000 AEIG -
3000 ETk L - 1000 AGk L*) (750 EIkL-55AGkL*))
((-60@@ ET kL -560AGkL>) (-600ETkL-56AGkL?) + (3000 ETK L -
160 AGk L?) (1200 ET kL +208AGk L>)) + (-18000 AEI G k? L* - 240 A G* k* L°)
((-96@@ ET kL -2160AGK L>) (-60@ETkL-56AGKL?) +
(-36@@0EI kL -160AGk L) (3008 AEIG+ 3000 EIk L +1600AGKL?))))))
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our- - (kL? (1139062500 000000 A* EI° G* q + 569 531250000 000 A’ EI° G  k L q +

217687 500000000 A° EI* G° L2 q + 94921 875000000 A> EI° G* k* L% q +
180225000000000 A* EI* G* k L> q + 6454687500000 AEI° G k> L3 g +
36918281250000 A* EI* G* k* L* q + 151875000000 EI° k* L* q + 4476093 750000 A° EI* G° k L° g +
2821078125000 A EI* G2 k® L° q + 1449225000000 A* EI* G* k? L q +
71381250000 AEI* G k* L® q+ 142990312500 A* EI®G> k® L7 q+ 9557437500 A° EI* G° k* L8 q +
4266000000 A2 EI> G2 k* L8 q+ 1777893750 A*EI%*G* k> L° q+ 73395000 A3 EI2G> k* L% q +
5729625 A°EIG k*> L' q+ 440100 A EIG k* L' g+ 821A° G k* L™ q) ) /

(20 (118652343750000 A° EI° G* + 355957 031250000 A* EI° G* k L +
166113 281250000 A% EI° G° k? L% + 71191406 250000 A° EI* G° k L3 +
26578 125000000 A2 EI° G2 k> L® + 53599218 750000 A* EI* G* k2 L* +
1708593750000 AEI° Gk* L* + 10403437500000 A> EI* G® k3 L° +
37968750000 EI° k® L° + 1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI* G* k® L7 + 17718750000 AEI* G k® L’ + 36298125000 A® EI° G> k* L& +
2543625000 A° EI° G° k® L® + 1829375000 A% EI® G2 k® L? + 435375000 A* EI% G* k* L' +
17100000 A’ EI? G> k® L' + 1335375 A° ET G* k* L' + 99375 A* EI G* k° L? + 181 A° G° k° LY )

our = (k (498339843750000 A* EI° G* L q + 303756000000000 A> EI° G> k L° q +
70479492187500 A° EI* G° L* q + 52 207031250000 A EI° G* k? L* q +
98085937500000 A* EI* G* k L> q+ 3417187500000 AEI°G k> L> g +
20797382812500 A’ EI* G° k? L® q + 75937500000 EI° k* L° q + 2643468750000 A EI*G° k L” q +
1507359375000 A EI* G k® L’ q + 842526562500 A* EI* G* k* L8 g +
35690625000 AEI* G k* L8 q + 76140000000 A> EI* G k® L% q + 5714859375 A EI’G° k* L% q +
2097562500 A EI3G* k* L' q + 912093750 A* EI? G* k3 LY q + 34571250 A3 EI? G k* LY q +
2677500 A° EIG° k* L' q+ 196425 A*EI G k* L™ g+ 349A° G k" L*°q) ) /

(10 (118652343750000 A° EI° G* + 355957 031256000 A* EI° G k L +

166113 281250000 A EI° G> k® L? + 71191406 250000 A® EI* G° k L3 +
26578125000000 A2 EI° G° k> L® + 53599218 750000 A* EI* G* k? L* +
1708593750000 AEI®° G k* L* + 104083437500000 A> EI* G> k3 L +
37968750000 EI° k> L° + 1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI*G* k® L7 + 17718750000 AEI* G k® L7 + 36298125000 A> EI° G k* L& +
2543625000 A° EI%G° k® L° + 1029375000 A> EI® G* k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L1° +
17100000 A> EI* G> k® L™ + 1335375 A° EI G° k* L' + 99375 A* EI G* k° L? + 181 A° G° k° LY?) )
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our- 1= (L* (759375000 000000 A* EI° G* k q + 560039062 500000 A> EI° G* k L q +
72140625000000 A° EI* G° k L? q + 182515 625000000 A EI° G k3 L% q +
177 662109375000 A* EI* G* k* L> q + 6834375000000 AEI°Gk* L3 g +
40740468 750000 A> EI* G> k® L* q + 151875000000 EI° k® L* q + 4168335937500 A* EI> G° k* L° q +
3014718750000 A EI* G2 k* L° q + 1571906 250000 A* EI* G* k* L q +
71381250000 AEI* G k® L® q + 149090625000 A* EI®G> k* L” q + 10845562500 A° EI*G° k3 L8 q +
4144500000 A2 EI> G2 k° L8 q+ 1799887500 A*EI*G* k* L° q + 68130000 A’ EI2G> k° L q +
5658750 A°EIG° k* L' q + 396900 A*EIG* k° L2 g+ 731A° G k* L™ q) ) /

(20 (118652343750000 A° EI° G* + 355957 031250000 A* EI° G* k L +

166113 281250000 A% EI° G° k? L% + 71191406 250000 A° EI* G° k L3 +
26578 125000000 A2 EI° G2 k> L® + 53599218 750000 A* EI* G* k2 L* +
1708593750000 AEI° Gk* L* + 10403437500000 A> EI* G® k3 L° +
37968750000 EI° k® L° + 1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI* G* k® L7 + 17718750000 AEI* G k® L’ + 36298125000 A® EI° G> k* L& +
2543625000 A° EI° G° k® L® + 1829375000 A% EI® G2 k® L? + 435375000 A* EI% G* k* L' +
17100000 A’ EI? G> k® L' + 1335375 A° ET G* k* L' + 99375 A* EI G* k° L? + 181 A° G° k° LY )

our = (L? (213574 218750000 A* EI° G* k q + 189843750000000 A°> EI° G> k* L q +
10362304 687500 A° EI* G° k L> q + 39867187 500000 A> EI° G k® L? q +
56573437500000 A* EI* G* k? L> q + 3937500000000 AEI° G k* L3 q +
15396328125000 A3 EI* G° k® L* q + 75937500000 EI° k® L* q + 832570312500 A’ EI*G> k* L° q +
1326375000000 A% EI* G° k* L° q + 507 768 750000 A* EI* G* k* L q +
35690625000 AEI* G k> L% q + 62243437500 A EI®G> k* L7 q+ 2889843750 A°EI’G° k3 L8 q +
2057062500 A% EI3 G2 k> L8 q + 725062500 A* EI> G* k* L° q + 34166250 A EI* G> k° L% q +
2206875A°EIG k* L' q+ 199125 A EIG* k° L q+361A° G k* L™ q) ) /

(10 (118652343750000 A° EI° G* + 355957 031256000 A* EI° G k L +

166113 281250000 A EI° G> k® L? + 71191406 250000 A® EI* G° k L3 +
26578125000000 A2 EI° G° k> L® + 53599218 750000 A* EI* G* k? L* +
1708593750000 AEI®° G k* L* + 104083437500000 A> EI* G> k3 L +
37968750000 EI° k> L° + 1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI*G* k® L7 + 17718750000 AEI* G k® L7 + 36298125000 A> EI° G k* L& +
2543625000 A° EI%G° k® L° + 1029375000 A> EI® G* k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L1° +
17100000 A> EI* G> k® L™ + 1335375 A° EI G° k* L' + 99375 A* EI G* k° L? + 181 A° G° k° LY?) )
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
q =100 (*xNx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152

8. x 10°

10

100
2.50076 x 10°
8.35
8.03998 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

Out[~ ]=

g9 = ListLinePlot[{{e, -R1/K}, {E, -Rz/k}, {2?", -R3/k},

{?, -R4/ k}, {%, -R5 / k}, (v, a}}, AxesOrigin - {@, @}, PlotRange —»All]

gl1o = Listplot[{{e, -R1/K}, {E -Rz/k}, {ZS—L -R3/k}, {35—L —R4/k}, {%, —R5/k},

{L, 0}}, PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g9,
g1e]

-5.x107®
-0.000010

-0.000015
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A.1.8. Ejemplo 8: Viga empotrada sobre apoyos elasticos con
carga puntual al final del claro, aplicando la teoria de
Timoshenko

479



(*VIGA EMPOTRADA CON 1 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

1 L
In[* J:= D[ (Rl¥x-P*x)"2dx+
2% EI Je

1 L
—j (R1-P) ~2dx]|, R1]
2xGxA Jo

L3> (P -R1)
Out[]= — +

3EI

L (-P +R1)

AG

1= (*SE ENCUENTRAN LA REACCION=x)

L3 (P-R1)

L (-P +R1)

Solve[{— p—

+ == -

AG

k (3EIL+AGL3) P

out[* = {{Rl -
3AEIG+3EIkL+AGKkL?

k(3EIL+AGL3)P
R1 =

In[* ]:=
3AEIG+3EIkL+AGkL3

k (3EIL+AGL3) P

Out[~ ]=
3AEIG+3EIkKL+AGKkL3
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf- 1= 0.8

our = 1.2

ouf-1- 10 000 000

our - 2.17079 x 10°

outf 1= ©.1152
outf 1= 8. % 10°
outf 1= 10

outl 1= 100

ouf- - 2.50076 x 10°

Out[ J= 0.35

ouf - 8.03998 x 10°

Out[* ]= 0.96
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m-j7= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)
gl = ListLinePlot[{{0, -R1/k}, {L, ©}},
PlotRange - All, AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
g2 = ListPlot[{{@, -R1/k}, {L, ©}}, PlotStyle » PointSize[0.02],
AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

Show[gl, g2]

-1.x107®

-2.x107®

-3.x107®
Out[~ ]=

-4.x107®

-5.x107®

—-6.x107®

-1.x10°°
-2.x107°
Out[~ ]=

-3.x107®

-4.x107®

-5.x107®
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(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*PRIMER VIGA CON DOS RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

Inf* J:=
L L
2 2

1 1
D[ J(Rl*x—P*x)"Zdlx+—J (R1-P) ~2dx +
2% EI Jeo 2xGxA Jo

1 t L 1 t
j (Rl*x—P*x+R2 (X——)J"Zdlx+—j (R1-P +R2)~2dx|, Rl]
2% EI E 2 2xGxA %

L>(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1l) +5R2)
Out[*]= — + + +

24 EI 2AG 2AG 48 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L

1 1

L
2
—j (RL-P)~2dx +
2xGxA Jo

2
In[* J:= D[ J (RL*x- Pxx)"2dx+
)

2% EI

L

1 t L 1
J (Rl*x—P*x+R2 (x——)]"Zdlx+—j (R1L-P +R2)~2dx|, RZ]
2% EI % 2 2xGxA %

L (-P+R1+R2) L3 (5 (-P+R1) +2R2)
Out[~ ]= +

2AG 48 EI

In[* ]:=

(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=*)

L>(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1) +5R2) R1
Solve[{— + + + = -,
24 EI 2AG 2AG 48 EI k
L (-P+R1+R2) L3 (5 (-P+R1) +2R2) R2
+ - - —}, {R1, RZ}]
2AG 48 EI k
k (2364 AEI’GL +576 EI?k L? + 768 A*EI G* L> + 240 AEI Gk L* + 7A>G* k L®) P
outf]= {{Rle

k]
2304 A2 EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k> L2 + 864 A EI G k L3 + 240 AEI G k? L* + 7 A2 G® k? L®
R2 =

48 AEIGK L (24EI+5AGL2) P

2304 A2EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k? L% + 864 A2EI G2 k L3 + 240 AEI G k2 L* + 7 A2 G2 k? LG}}
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Inf* J:=

R1= (k (2304AEI’GL +576 EI’k L* + 768 A’ EI G* L + 240 AEIGk L* + 7AG* k L°) P) /
(2304 A EI*G* + 3456 AEI’ Gk L + 576 EI’ k* L? + 864 A’ EI G k L> + 240 AEI Gk* L* + 7 A G* k? L°)
R2= (48AEIGkL (24EI+5AGL?)P) /

(23(a4A2 EI2G? + 3456 AEI’Gk L + 576 EI*k* L? + 864 AZEI G2 k L3 + 240 AEI G k% L* + 7 A2 G2 k? L5)

k (2304AEI2GL+576EI2kL2+768A2EIGz L3+ 240 AEIGKkL*+7A%2G?k L®) P
Out[* ]=

2304 A2EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k? L? + 864 A EI G2 k L3 + 240 AEI G k% L* + 7 A2 G2 k2 L®

48 AEIGK L (24EI+5AGL2) P
Out[~ ]=

2304 A2EI?G? + 3456 AEI?Gk L + 576 EI? k? L? + 864 A>EI G2 k L3 + 240 AEI G k% L* + 7 A2 G2 k2 L®
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[ J=

Out[~ ]=

Out[* ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

vV =0.25

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH
0.8

1.2
10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152

8. x 10°

10

100
2.50076 x 10°
9.25
8.68318 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

L
g3 = ListLinePlot[{{e, -R1/k}, {—, -R2/ k}, (L, a}}, AxesOrigin - {0, @}, PlotRange - A11]
2

g4 = ListPlot [{{0, -R1/k}, {%, -R2/k}, {L, @}},

PlotStyle - PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, @}, PlotRange - All]

Show [

g3,
g4]

-1.x107®
-2.x107®
outf- = =3:x107°
-4.x107®
-5.x107®

—-6.x107®

-1.x107®
-2.x107®
outf- = =3.:x107°
-4.x107®
-5.x107®

-6.x107®
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(*VIGA EMPOTRADA CON 3 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

Infe J= D[ Ja((Rl)*x P (x))~2dx + —— J~(R1 P)A2dx +

2% EI 2xGxA

2L ZL

1 3 L 1
j ((Rl)*x—P(x)+R2(x——)]"2dlx+—j (R1-P+R2)"2dx +
2 xEI § 3 2xGxA 2% EI

t L 2L 1 L
f [(Rl) *X-P (Xx) +R2 (x——] +R3 (x——])"Zdlx+— (RL-P+R2+R3)~2dx|, Rl]
L 3 3 2xGxA

L3(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2)

Out[*]= — + + +
81EI 3AG 3AG
L3> (-14 (P-R1) +5R2) L (-P+R1+R2+R3) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3)
+ +
162 EI 3AG 162 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

Infe = D[ Ja((Rl)*x P (x))~2dx + —— J~(R1 P)A2dx +

2 *xEI 2xGxA

2L 2L

1 3 L 1 3 1
j ((Rl)*X—P(X)+R2(X——))"2dlx+—j (R1-P+R2)"2dx +
2xEI % 3 2xGxA % 2xEI

L 2L 1 L

L
J [(Rl)*x—P(x)+R2 (x——]+R3 (X——))"Zdlx+— (R1 P+R2+R3)"2dlx,R2]
e 3 3 2xGxA

L(-P+R1+R2) L3> (5(-P+R1)+2R2) L (-P+R1+R2+R3) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
Out[* J= + + +

3AG 162 EI 3AG 162 EI

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)
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1o 1 o
/n[]:D[ j((Rl)*x—P(x))"Zdlx+—j (R1-P) ~2dx +
2% EI Jo 2xGxA Jo
3 L 1 3 1
j ((Rl)*x—P(x)+R2(x——)]"2d1x+—J (RL-P+R2)~2dx +
2xEI § 3 2xGxA § 2xEI
t L 2L 1 t
f ((Rl)*x—P(x)+R2 (x——]+R3 {x——])"Zdlx+— (R1-P +R2 +R3) ~2dx ,R3]
% 3 3 2xGxA ZB—L
L(-P+R1+R2+R3) L3 (-8P+8R1+5R2+2R3)
Out[~ ]= +
3AG 162 EI
In[* ]:=
(*SE ENCUENTRAN LA REACCION=%)
Solve[
{L3(P—R1) L(-P+R1) L (-P+R1+R2) L3> (-14 (P-R1) +5R2) L (-P+R1+R2+R3)
- + + + + +
81EI 3AG 3AG 162 EI 3AG
L3 (-38P + 38 R1 + 23 R2 + 8 R3) Rl L (-P+R1+R2) L3 (5 (-P+R1) +2R2)
= - + +
162 EI Kk’ 3AG 162 EI
L(-P+R1+R2+R3) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3) R2
+ == -
3AG 162 EI kK’
L(-P+R1+R2+R3) L3 (-8P+8R1+5R2+2R3) R3
+

3AG 162 EI o ?}’ (RL, R2, R3}]

out[* = {{Rla
(kL (2125764 A% EI° G* + 944784 AEI’ Gk L + 708588 A° EI° G° L® + 78 732 EI° k* L + 384912 A’ ET?
G*kL>+34992AEI°GK*L* + 10044 A EI G’ k L° + 1539 A’ EIG* k* L + 13 A’ G K2 L®) P) /
(2125764 A’ EI* G® + 4251528 A ET> G k L + 1180980 AEI®> G k* L® + 944784 A’ EI*G* k L +
78732 EI3 k3 L3 + 428652 A2 EI2 G? k? L* + 34992 AEI? G k3 L +
10611 A° EI G  k? L° + 1539 A’ EIG* k° L' + 13 A° G K* L?),
R2 - (162AGk L (8748 AEI’ G+ 1458 EI’ k L + 2268 A EI?G* L* + 513 AEI’Gk L> + 8A’EIG* k L) P) /
(2125764 A’ EI* G> + 4251528 A’ EI’ G’ k L + 1180980 AEI’ G k* L* +
944784 A’ EI*GP k L + 78 732 EI® k® L® + 428652 A2 EI* G* k* L* +
34992 AEI’GKk? L + 10611 A’ EI G k* L® + 1539 A’ EIG* k* L7 + 13 A’ G* k> L?),
R3 - (972A*EIG kL (729EI®+108AEIGL®-27EIkL’-AGKL®) P) /
(2125764 A’ EI*G* + 4251528 A’ EI* G* k L + 1180980 AET® G k* L +
944784 A’ EI*GP k L + 78 732 EI® k® L® + 428652 A EI* G* k* L* +
34992 AET?G K’ L° + 10611 A EI G k? L° + 1539 A EIG* k* L7 + 13A°G° Kk %) } }
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1= R1 =
(kL (2125764 A>EI’G* + 944784 AEI° Gk L + 708588 A> EI* G° L? + 78 732 EI’ k* L* + 384912 A EI’ G’ k
L®+34992 AEI’ Gk L* + 10044 A’ EIG  k L° + 1539 A’ EIG* k* L° + 13 A’ G° K? L?) P) /
(2125764 A EI’ 6> + 4251528 A’ EI’ G k L + 1180980 AEI’ Gk* L* + 944784 A’ EI’ G k L’ +
78732 EI3 k3 L3 + 428652 A2 EI2 G2 k® L* + 34992 AEI2G K3 L® +
10611 A° EIG° k* L® + 1539 A EIG* k* L7 + 13 A’ G° k° L°)
R2 = (162AGkL (8748 AEI’G+ 1458 EI’ kL + 2268 A’ EI’G* L* + 513AEI’Gk L> + 8A’EIG* k L°) P) /
(2125764 A EI° G* + 4251528 A’ EI’ G k L + 1180980 AEI’ Gk L* +
944784 A*EI*’ G> k L® + 78732 EI® k® L® + 428652 A2 EI* G* k® L* +
34992 AEI’Gk’L° +10611A° EI G k® L® + 1539 A’ EI G* k° L + 13 A% 6° k* L°)
R3 = (972AEIG kL (729 EI’+108AEIGL®-27EIkL’-AGkL®) P) /
(2125764 A’ EI° G + 4251528 A’ EI’ G* k L + 1180980 AEI’ G k* L +
944784 A*EI’ G k L® + 78732 EI® k® L® + 428 652 A2 EI* G k* L* +
34992 AEI’Gk’L° + 10611 A° EI G k® L® + 1539 A’ EI G* k* L + 13 A 6° k* L°)
ourj= (kL (2125764 A> EI*> G + 944784 AET’ Gk L + 768588 A> EI* G> L? + 78 732 EI® k? L* + 384912 A EI* G* k
L®+ 34992 AET?Gk* L* + 10044 A’ EI G’ k L* + 1539 A’ EIG* k* L° + 13 A° G k* L) P) /
(2125764 A*EI*G* + 4251528 A EI° G k L + 1180980 AEI’ G k* L? + 944784 A’ EI* G* k L° +
78732 EI3 k3 L2 + 428652 A2 EI? G2 k® L* + 34992 AEI’ G k3 L +
10611 A° EI G  k* L° + 1539 A’ EIG* k° L7 + 13 A° G° k* L?)
our - (162AGK L (8748 AEI’ G+ 1458 EI’ k L + 2268 A> EI*G* L* + 513 AEI Gk L + 8A’EIG* k L°) P) /
(2125764 A’ EI>G® + 4251528 A’ EI* G k L + 1180980 AET’> G k* L? +
944784 A EI* G  k L + 78 732 EI® k> L® + 428652 A2 EI? G* k* L* +
34992 AET? Gk’ L° + 10611 A’ EI G k? L° + 1539 A EIG° k> L7 + 13A° G° k° L)

our - (972 A’ EIG kL (729 EI? + 188 AEIGL® - 27EIkL>-AGKL®) P) /
(2125764 A’ EI>G® + 4251528 A’ EI* G k L + 1180980 AET> G k* L? +
944784 A’ EI* G  k L + 78732 EI® k> L® + 428652 A2 ET2 G* k? L* +
34992 AET’ Gk’ L° + 10611 A’ EI G k? L® + 1539 A EIG° k> L7 + 13A° G° k° L)
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH

outf-]- 0.8

ouf-]= 1.2

outf-]- 10000 000

our - 2.17079 x 10*°
ouf-]- ©.1152

outl = 8. % 10°

outf 1= 10

outl 1= 100

our - 2.50076 x 10°
outr 1= 0.35

our - 8.03998 x 10°

outf-]- .96
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In[* J:=

Out[~ ]=

Out[* J=

(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA=x)

g5 = ListLineplot[{{e, -R1/K}, {g, -Rz/k}, {2?", -R3/k}, (w, a}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]
6 = ListPlot|{{@, -R1/ Kk}, E,—RZ/k , E, -R3/k}, {L, 0}},
g 3 3

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

85,
g6]

-1.x107®

-2.x107®

-3.x107®

-4.x107®

-5.x107®

-1.x107®

-2.x107®

-3.x107®

-4.x107®

-5.x107®
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(*VIGA EMPOTRADA CON 4 RESORTES Y CARGA PUNTUAL %)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

1 1

L
—J (R1-P)~2dx +
2xGxA Jo

2
m[]:D[ J ((R1) * X =P % x) A2 dx +
(%)

2% EI

1

1 2 L 1 B
J: [(Rl) *X-Pxx+R2 (x-—])'\zax»f—ﬁ (RL-P +R2)~2dx +
: i

4 2xGxA 2 xEI

3L 3L

4

4 L L 1
J ((Rl) *#X-P#% (X) +R2 (X——) +R3 (X——))"Zdlx+—j (R1-P+R2+R3)"2dx +
= 4 2 2xG*xA %

L

1 L L 3L
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (X——) +R3 (X——) +R4 {X——])"Zdlx+
2% EI J& 4 2 4

4

1 L
_— (RL-P+R2+R3+R4)~2dx]|, R1
2xGxA Ji

4

L3 (P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1) +5R2)

outf*]= — + + + +
192 EI 4AG 4AG 384 EI
L(-P+R1+R2+R3) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)
+ + +
4AG 384 EI 4AG

L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)
L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)°)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?2
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1= (*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

L L
1

2
—J (RL-P)~2dx +
2xGxA Jo

1

n
D[ J((Rl)*x—P*x)Ade+
2% EI Jo

1 1

L
[(Rl) *X-P % X+R2 (X——]]"Zd]x+

:
f (R1L-P+R2)~2dx +
a L
4

N

|

m

-

s
NI

2xGxA 2 xEI

3L 3L

4

4 L L 1
J‘ ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X——) +R3 (x——))"Zle+—j (R1-P+R2+R3)"2dx+
= 4 2 2xG*xA %

1 t L L 3L
j ((Rl) *X-Px* (X) +R2 (X——) +R3 (x——) +R4 {X——])"Zdlx+
2xEI 34—L 4 2 4
1 L
_— (R1-P+R2+R3+R4)"2dlx,R2]
2xGxA 34—L

L(-P+R1+R2) L3(5(-P+R1)+2R2) L (-P+R1+R2+R3) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
outf* J= + + + +

4AG 384 EI 4AG 384 EI
L(-P+R1+R2+R3+R4) L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)%>+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

+ —

4AG 384 EI (-P +R1+R2+R3+R4)

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3=%)

1

1
D[ 2 % EI

L
4 4
J((Rl)*x—P*X)"Zle+ j(Rl—P)"Zle+
(7] (%)

2xGxA

1

N

*

m

[

NI )
N

L 1 2
[(Rl)*X—P*X+R2(X——])"2dlx+—J:(R1—P+R2)"2d1x+
n

4 2xGxA 2 xEI

3L 3L

4

4 L L 1
.ﬁ [(Rl) *X-Px%x (X) +R2 (X——) +R3 (X——))"Zdlx+—J-L (R1-P+R2+R3)"2dx+

s 4 2 2xG*xA
1 t L L 3L
j ((Rl) *X-P*x (x) +R2 (X——)+R3 (X——) + R4 [X——])"Zdlx+
2 xEI BA—L 4 2 4
1 L
_— 3L(R1—P+R2+R3+R4)"2d1x,R3]
2xGxA -

L(-P+R1+R2+R3) L>(-8P+8R1+5R2+2R3) L (~P+R1+R2+R3+R4)
Out[~ ]= + + +

4AG 384 EI 4AG
L> (-3 (-3P+3R1+2R2+R3)%+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

1 1

L
—J (RL-P)~2dx +
2xGxA Jo

D[ j ((R1) * X -P % x)~2dx +
2*xEI Jo

1 2 L 1 2 1
(R1) *Xx-P#*x+R2 [x-—||*2dx+ —— | (R1-P+R2)~2dx+
2xG*xA Jt
4

2 xEI 4 2 xEI

L
4

3L 3L

4 L L 1 4
J ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3(X——))"2dx+—j (R1-P+R2+R3)"2dx+
= 4 2 2xG*xA %

L

L L 3L
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (X——) +R3 (X——) +R4 {X——))"Zdlx+
% 4 2 4

2 xEI

1 L
—_ 3L(R1-P+R2+R3+R4)"2dlx,R4]
2xG*xA J=

4

L(-P+R1+R2+R3+R4) L3> (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?
out[* J= + -

4AG 128 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)?2
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Inf* J:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES=*)

<ol [{ L3(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1) +5R2)
olve|{ - + + + +
192 EI 4AG 4AG 384 EI

L (-P +R1+R2 +R3) L® (-38P + 38R1 + 23 R2 + 8 R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)
+ + +

4AG 384 EI 4AG
L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) R1
384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)2 Tk
L(-P+R1+R2) L3 (5(-P+R1)+2R2) L (-P+R1+R2+R3) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
4AG ' 384 EI ' 4AG ' 384 EI '

L (-P+R1+R2+R3+R4) L3 (—6(—3P+3R1+2R2+R3)2+9(—4P+4R1+3R2+2R3+R4)2)
+ -

4AG 384 EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) R2

== bl

384 EI (-P +R1+R2+R3+R4)?2 k

L(-P+R1+R2+R3) L3 (-8P+8R1+5R2+2R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)
+ + +

4AG 384 EI 4AG
L> (-3 (-3P+3R1+2R2+R3)*+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

384 EI (-P +R1 +R2 +R3 +R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) R3

== ’

384 EI (-P +R1+R2+R3+R4)? k
L(-P+R1L+R2+R3+R4) L3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)2

+ -

4AG 128 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4)

L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) R4
. ?}, (R1, R2, R3, R4}]

384 EI (-P +R1+R2+R3 +R4)?2
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our = {{R1 - (kL (21743271936 A>EI* G’ P + 13589544960 A EI* G* k L P +
7247757312 A%EI®G* L2 P + 2038431744 AEI*GKk* L P + 5492441088 A EI* G  k L3P +
84934656 EI* kL3P + 891813888 A2 EI* G2 k? L* P+ 137723904 A* EI2G* Kk L> P +
38928384 AEI*GK3L° P +36495360 A EI? G  k® L°P + 2045952 A2 EI? G K> L7 P +
267264 A*EIG K* L3P+ 27264 AP EIG K L° P+ 97 A*G* K LY P) ) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A° EI* G’ k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L +
11324620800 A*EI® G* k L3 + 2378170368 AEI* G k> L® + 6879707136 A* EI* G3 K? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A> EI> G* k> L® + 157040 640 A* EI* G* k* L® +
38928384 AEI*GKk* L® + 38596608 A> EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI? G2 k* L8 +
277248 A*EIG* k® L° + 27264 A’ EI G k* L'® + 97 A* G* k* L*?)
R2 > (384AGKL (42467328 A° EI*G* P+ 14155776 AEI* Gk LP + 11943936 A’ EI’ G’ L°P +
884736 EI*k? L2P + 5234688 A>EI> G2k L>P + 359424 AEI*G K2 L*P +
96000 A’EI* G’ k L° P + 11232 A EI* G K* L° P+ 59 A’ EI G K* L2 P) ) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A° EI* G* k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L* +
11324620800 A*EI® G* k L3 + 2378170368 AEI* G k> L3 + 6879707136 A* EI3 G3 K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G® k® L® + 157040640 A* EI2 G* k2 L® +
38928384 AEI*Gk* L%+ 38596608 A> EI?G> k3 L7 + 2045952 A2 EI? G* k* L8 +
277248 A*EIG* kP L° + 27264 A’ EI G k* L' + 97 A* 6" k* L'?)
R3 - (2304A°EIG kL (4718592 AEI’ G+ 589824 EI’ k L + 983040 A EI’ G L* +
61440 AEI Gk L* - 9216 EI* k? L* - 5312 A’ EIG* k L° - 960 AEI G k* L° - 7 A’ G* k* L®) P) /
(21743271936 A*EI* G* + 54358179840 A° EI* G k L + 20384317440 A EI* G* k* L% +
11324620800 A*EI® G* k L3 + 2378170368 AEI* G k> L® + 6879707136 A* EI3 G3 kK2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A> EI® G k® L® + 157040640 A* EI? G* k* L® +
38928384 AEI*Gk* L%+ 38596608 A% EI*G> k3 L7 + 2045952 A2 EI? G k* L8 +
277248 A*EIG* k® L° + 27264 A’ EI G k* L'® + 97 A* G* k* L*?)
R4 > (4608 A G’ L (1179648 AEI*GkP + 135168 A> EI° G* k L>P - 92160 AEI’ Gk* L’ P -
4608 EI° k* L* P - 2496 A’ EI* G k? L° P - 48 AETI’ G K’ L° P+ A’EIG* k* L2 P) ) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G* k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L +
11324620800 A*EI® G* k L + 2378170368 AEI* G k> L3 + 6879707136 A* EI* G3 K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A> EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k* L® +
38928384 AEI®Gk* L%+ 38596608 A EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI? G k* L8 +
277248 A*EI G* k* L° + 27264 A’ EI G k* L® + 97 A* G* k* L*?) } }
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np= Rl = (kL (21743271936 A>EI* G’ P + 13589544960 A’ EI* G k L P +
7247757312 A*EI*G* L2 P + 2038431744 AEI*Gk*L2P + 5492441088 A*EI* G k L3P +
84934656 EI* k> L3P + 891813888 A EI>G* k* L* P + 137723904 A® EI?G* kK L* P +
38928384 AEI’Gk>L° P+ 36495360 A EI’G> k> L°P + 2045952 A EI’G* k> L’ P +
267264 A*EIG k* L®P+ 27264 A°EIG’ k> L° P+ 97 A*G* K LY P)) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G° k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L? +
11324620800 A*EI*G* k L> + 2378170368 AEI* G k® L3 + 6879707136 A3 EI® G> k® L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k® L® + 157040640 A* EI> G* k* L® +
38928384 AEI*Gk® L® + 38596608 A> EI*G> k® L7 + 2045952 A EI* G k* L® +
277248 A* EI G* k° L + 27264 A* E1 G k* L™ + 97 A* 6* k* L™?)
R2 = (384AGkL (42467328 A’EI*G* P + 14155776 AEI* Gk L P+ 11943936 A’EI’G° L’ P +
884736 EI* k? L2P + 5234688 A’EI® G2k L>P + 359424 AEI3GK? L*P +
96000 A’ EI’ G k L> P + 11232 A EI’ G* k* L° P + 59 A EIG° K* L P) ) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A’ EI* G° k L + 20384317440 A’ EI* G* k* L? +
11324620800 A EI>G* k L3 + 2378170368 AEI* G k® L® + 6879707136 A EI3 G® k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748 544 A® EI° G* k® L® + 157040640 A* EI% G* k2 L® +
38928384 AEI®Gk*L® + 38596608 A EI? G> k® L7 + 2045952 A2 EI? G* k* L% +
277248 A® EIG" k° L° + 27264 A’ EI G k* L™ + 97 A* 6* k* L™?)
R3 = (2304AEIG kL (4718592 AEI’G+589824 EI’k L + 983040 A EI’G* L* +
61440 AEI* Gk L* - 9216 EI* k® L* - 5312 A’ EI G k L° - 960 AEI G k* L® - 7A2G* k* L®) P) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A> EI* G° k L + 20384317440 A EI* G* k® L* +
11324620800 A*EI*G* k L> + 2378170368 AEI* G k* L3 + 6879707136 A3 EI® G> k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G* k® L® + 157040640 A* EI> G* k* L® +
38928384 AEI*Gk® L® + 38596608 A> EI*G> k® L7 + 2045952 A EI* G* k* L® +
277248 A*EIG" Kk L° + 27264 A’ EI G’ k* L'® + 97 A* G* k* L*?)
R4 = (4608 A°G’L (1179648 AEI*GkP +135168A°EI’G kL?P-92160 AEI’GK* L* P -
4608 EI’ k* L* P - 2496 A’ EI* G k* L° P - 48 AEI’G K>’ L° P+ A’EIG° K> L°P) ) /
(21743271936 A* EI* G* + 54358179840 A> EI* G’ k L + 20384317440 A EI* G* k* L? +
11324620800 A* EI>G* k L3 + 2378170368 AEI* G k® L® + 6879707136 A EI3 G® k? L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI> G* k® L® + 157040640 A* EI> G* k* L® +
38928384 AEI®Gk*L® + 38596608 A> EI>G> k® L7 + 2045952 A ET?G* k* L® +
277248 A*EIG" k° L® + 27264 A’ EI G k* L' + 97 A* G* k* LY?)

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



8 | 4_RESORTE.nb

our = (kL (21743271936 A> EI* G P + 13589544960 A EI* G kK L P +
7247757312 A%EI®G* L2P + 2038431744 AEI*GK? L>P + 5492441088 A EI®G kL3P +
84934656 EI* k3 L3P+ 891813888 A EI® G2 k? L* P + 137723904 A* EI?G* k L° P +
38928384 AEI*GK>L°P +36495360 A% EI?G> k® L°P + 2045952 A2 EI? G k> L7 P +
267264 A*EIG K? LPP + 27264 A’ EIG K L° P+ 97 A% G* K> L1 P) ) /

(21743271936 A" EI* G* + 54358179840 A’ EI* G k L + 20384317440 A EI* G* k* L +
11324620800 A*EI® G* k L3 + 2378170368 AEI*Gk®> L + 6879707136 A* EI* G3 K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A> EI> G* k> L® + 157040 640 A* EI% G* k* L® +
38928384 AEI®GKk* L® + 38596608 A2 EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G2 k* L8 +
277248 A*EIG* k® L° + 27264 A’ EI G° k* L*® + 97 A* G* k* L*?)

our - (384AGK L (42467328 A’ EI*G* P+ 14155776 AET* Gk L P+ 11943936 A’EI’ G’ L*P +
884736 EI* k® L2P + 5234688 A2EI° G k L3 P + 359424 AEI®G K> L* P +
96000 A’ EI* G’ k L° P + 11232 A EI* G K? L° P+ 59 A’ EI G  k* L2 P) ) /
(21743271936 A" ETI* G* + 54358179840 A’ EI* G° k L + 20384317440 A EI* G* k* L +

11324620800 A*EI®G* k L> + 2378170368 AEI* G k> L® + 6879707136 A* EI® G® k2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976748544 A EI® G® k® L® + 157040 640 A* EI? G* k? L® +
38928384 AEI*Gk* L%+ 38596608 A% EI? G k® L’ + 2045952 A> EI? G* k* L® +

277248 A*EIG* k® L° + 27264 A’ EI G° k* L'® + 97 A* 6" k* L*?)

our - (2304 A’EIG? kL (4718592 A EI>G+ 589824 EI kL + 983040 A2 EI? G2 L2 +
61440 AEI* Gk L - 9216 EI’ k? L* - 5312 A’ EI G° k L* - 960 AEIGk* L° - 7A’G* k* L®) P) /
(21743271936 A*EI*G* 1+ 54358179840 A> EI* G  k L + 20384317440 A2 EI* G k* L% +

11324620800 A*EI® G* k L3 + 2378170368 AEI* G k3 L3 + 6879707136 A3 EI3 G K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k* L® +
38928384 AEI®GKk* L® + 38596608 A2 EI?G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G2 k* L8 +
277248 A*EIG* k® L° + 27264 A’ EI G° k* L'® + 97 A* G* k* L*?)
our - (4608 A G* L (1179648 AET* Gk P + 135168 A EI°G° k L?P - 92160 AET’ Gk L’ P -
4608 ET’ k> L*P - 2496 A’ EI* G* k* L’ P - 48 AEI’G K’ L° P+ A’ EIG* K> L*P) ) /
(21743271936 A" EI* G* + 54358179840 A’ EI* G k L + 20384317440 A EI* G* k* L +

11324620800 A*EI’ G* k L3 + 2378170368 AEI* G k3 L% + 6879707136 A* EI* G K2 L* +
84934656 EI* k* L* + 976 748544 A EI® G* k3 L® + 157040640 A* EI? G* k* L® +
38928384 AEI*GKk* L%+ 38596608 A> EI*G> k® L7 + 2045952 A2 EI% G% k* L8 +

277248 A*EIG* k* L° + 27264 A’ EI G° k* L' + 97 A* G* Kk* L™?)
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Inf* J:=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[~ ]=

Out[* ]=

Out[* ]=

Out[~ ]=

Out[ J=

Out[* J=

Out[ J=

Out[* J=

Out[* ]=

Outf~ ]=

(*DATOS DEL PROBLEMA+)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=B=xH

0.8
1.2

10000 000
2.17079 x 10%°
0.1152
8. x 10°

10

100
2.50076 x 10°
8.35
8.03998 x 10°

0.96
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1= (*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICAx)

g7 = ListLineplot[{{e, -R1/K}, {E, -Rz/k}, {E, -R3/k}, {34—", —R4/k}, (v, e}},

AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange - All]

g8 = Listplot[{{e, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {2, —R3/k}, {34—L, -R4/k}, (w, e}},

PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin » {0, 0}, PlotRange - All]

Show [

g7,
g8]

N
IN
[}
o¢

-1.x107®

-2.x107®

Out[~ ]=

-3.x107®

-4.x107®

-5.x107®

N
N
D
o¢

-1.x107®

-2.x107®

Out[* J=

-3.x107®

-4.x107®

-5.x107®
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(*VIGA EMPOTRADA CON 5 RESORTES=*)
(*VIGA CON CINCO RESORTE=x)

(*DERIVADA CON RESPECTO DE R1x)

L

1 5

1
J (R1-P)~2dx +
(]

j ((R1) *x-Pxx)"2dx+
]

D —_—
[ 2% EI 2xGxA

2L 2L

5

1 s L 1
j ((Rl)*X—P*X+R2(x——]]"2d1x+—J‘ (RL-P+R2)"2dx +
L L
: 2xGxA :

2 xEI 5 2 xEI
eI 3t
5 L 2L 1 5

J ((Rl)*x—P*(x)+R2(x——)+R3(x——])"2dlx+—j (R1-P+R2+R3)"2dx +
% 5 5 2xGxA ZS—L

aL

1 s L 2L 3L
j ((Rl) *X-P* (X) +R2 (X-—) +R3 (X——) +R4 [X-—J)"Zdlx +
2 xEI 35—L 5 5 5

4L

1 I
—J- (RI-P+R2+R3+R4)"2dx +
2xGxA STL

1 L L 2L 3L 4L
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (x——) +R3 (x——) +R4 [x——] +R5 (x——)]"Zdlx+
2+EI J& 5 5 5 5

1 L
_— 4L(R1—P+R2+R3+R4+R5)"Zdlx_,Rl]
2xGxA

5

L3(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1) +5R2)

out[*]= — + + + +
375 EI 5AG 5AG 750 EI
L(-P+R1+R2+R3) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)
+ + +
5AG 750 EI 5AG

L3 (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%2+12 (—4P+4R1+3R2+2R3+R4)2)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)
L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>) L (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

+ +

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)? 5AG

L*>(-12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+15 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

L (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4+R5)2
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R2x)

1 1

L

5 5
J((Rl)*x—P*x)"Zdlx+ f(Rl—P)"Zdlx+

(%] (]

o[
2 % EI 2xGxA

2L 2L

1 s L 1 s 1
j ((Rl)*X—P*X+R2(X——])"2dlx+—f (R1-P+R2)"2dx +
2xEI E 5 2xGxA E 2% EI

3
5

s L 2L 1
J [(Rl) *X-Px%x (X) +R2 (X——) +R3 (X——])’\Zdlx +—j (R1-P+R2+R3)"2dx+
% 5 5 2xGxA ZS—L
aL

5

L 2L 3L
j ((Rl) *X-P* (X) +R2 (X——) +R3 (x——) +R4 [X——))"Zdlx +
= 5

2 xEI 5 5

4L

1 5
—J;L (RL-P+R2+R3+R4)"2dx +
2xGxA J-
1 - L 2L 3L 4L
J ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X——)+R3 (X——) +R4 [X-—] +R5 (X——)]"Zdlx+
2% EI J& 5 5 5 5

5

1 L
—J;L(R1—P+R2+R3+R4+R5)"2dlx B RZ]
2xGxA J=

5

L(-P+R1+R2) L3 (5 (-P+R1)+2R2) L (-P+R1+R2+R3) L3 (-23P+23R1+14R2+5R3)
Out[* ]= + + + +

5AG 750 EI 5AG 750 EI
L (-P+R1+R2+R3+R4)

+(L> (-6 (-3P+3R1+2R2+R3)%+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)) /
5AG

(750 EI (-P+R1+R2+R3+R4)) -
L3 (—(—3P+3R1+2R2+R3)3+ (—4P+4R1+3R2+2R3+R4)3) L (-P+R1+R2+R3+R4 +R5)

+ +

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)?2 5AG

(L> (-9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+12 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)) /
(750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)) -

(L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)%)) /
(750 EI (—P+R1+R2+R3+R4+R5)2)
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(*DERIVADA CON RESPECTO DE R3x)

1 1

L

5 5
J((Rl)*x—P*x)Ade+ J(Rl—P)"Zdlx+

(*] (]

o[
2 % EI 2xGxA

2L 2L
5

5 _RESORTE.nb | 3

1 L 1 s 1
j ((Rl)*X—P*X+R2(X——])A2dlx+—j (R1-P+R2)"2dx +
2 xEI E 5 2xG*xA E 2 xEI
B L 2L 1
J [(Rl)*X—P*(X)+R2 (X——)+R3(X——])’\2dlx+—j (RL-P+R2+R3)"2dx +
z 5 5 2xGxA JE
5 5
&
s L 2L 3L
j ((Rl)*X—P*(X)+R2(X——)+R3 (X——)+R4[X——
2 xEI 35—L 5 5
1 5
—J. (RI-P+R2+R3+R4)"2dx +
2xG*xA %
1 - L 2L 3L L
J((Rl)*X—P*(x)+R2(X——)+R3 (X——)+R4[X-— )]"2d1x+
2xEI "S—L 5 5 5
1 L
—J- (RL-P+R2+R3+R4 +R5)*2dx ,R3]
2xGxA JL

5

L(-P+R1+R2+R3) L3> (-8P+8R1+5R2+2R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)

Out[* ]= + +

5AG 750 EI 5AG
L> (-3 (-3P+3R1+2R2+R3)%+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750EI (-P+R1+R2+R3+R4)

L> (- (-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) L (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

+

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4)?2

L> (-6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+9 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4+R5)

L (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1+R2 +R3 + R4 + R5)?
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R4x)

1 1

L
—J (RL-P)~2dx +
2xGxA Jo

D[ j ((R1) * X -P % x)~2dx +
2*xEI Jo

2L 2L

1 s L 1 s 1
j ((Rl)*X—P*X+R2(x——]]"2dlx+—J‘ (RL-P+R2)"2dx +
L L
: 2xGxA

5 2 % EI

5

3
5

5 L 2L 1

J ((Rl) *#X-P#% (X) +R2 (X——) +R3 (X——)J"Zdlx +—j (R1-P+R2+R3)"2dx +
2L 2L
2L 2xGxA

5 5 =
5 5
1 B L 2L 3L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X-—) +R3 (X-—) +R4 [X-—J)"zdlx +
2% EI J2 5 5 5
4L
1 S
—j (RL-P +R2+R3+R4)~2dx +
2xGxA STL
1 t L 2L 3L aL
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (x——) +R3 (x——) +R4 [x——] +R5 (x——)]"Zdlx+
2%EI JU 5 5 5 5

1 L
—-J;L(Rl—P+R2+R3+R4+R5)"2d1X B R4]
2xGxA J—

5

L(-P+R1+R2+R3+R4) L3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)2
Out[~ ]= + -

5AG 250 EI (-P +R1+R2+R3+R4)

L3 (—(—3P+3R1+2R2+R3)3+ (—4P+4R1+3R2+2R3+R4)3) L (-P+R1+R2+R3+R4 +R5)
+ +

750 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4)?2 5AG

L> (-3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)%>+6 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)7)

750 EI (-P +R1+R2+R3+R4 +R5)2
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Inf* J:=
(*DERIVADA CON RESPECTO DE R5%)

1 1

L
—J (RL-P)~2dx +
2xGxA Jo

D[ J ((R1) * X -P % x)~2dx +
2*xEI Jo

2L 2L

1 s L 1 s 1
j ((Rl)*X—P*X+R2(x——]]"2d]x+—J‘ (RL-P+R2)"2dx +
L L
: 2xGxA

5 2 % EI

5

3
5

5 L 2L 1

J ((Rl) *#X-P#% (X) +R2 (X——) +R3 (X——)J"Zdlx +—j (R1-P+R2+R3)"2dx +
2L 2L
2L 2xGxA

5 5 =
5 5
1 B L 2L 3L
j ((Rl) *X-P*x (X) +R2 (X-—) +R3 (X-—) +R4 [X-—J)"Zdlx +
2% EI J2 5 5 5
4L
1 S
—j (RL-P +R2+R3+R4)~2dx +
2xGxA STL
1 t L 2L 3L aL
j ((Rl) *X-Px*x (X) +R2 (x——) +R3 (x——) +R4 [x——] +R5 (x——)]"Zdlx+
2%EI JU 5 5 5 5

1 L
—-J;L(RI—P+R2+R3+R4+R5)"2d1X B RS]
2xGxA J—

5

L(-P+R1+R2+R3+R4+R5) L3> (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?2
Out[~ ]= + _

5AG 250 EI (-P +R1+R2+R3+R4+R5)

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (—P+R1+R2+R3+R4+R5)2
In[* ]:=

(*SE ENCUENTRAN LAS REACCIONES*)
L3(P-R1) L (-P+R1) L (-P+R1+R2) L3 (-14 (P-R1) +5R2)
+ + + +

Solve[{ -
375 EI 5AG 5AG 750 EI

L(-P+R1+R2+R3) L3 (-38P+38R1+23R2+8R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)
+ + +

5AG 750 EI 5AG
L> (-9 (-3P+3R1+2R2+R3)%+12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P +R1 +R2 +R3 + R4)
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L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) L (-P+R1+R2+R3+R4+R5)

+ +
750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4) 2 5AG

L> (-12 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+15 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4 + R5)
L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?) R1

== I

750 EI (-P + R1+R2 +R3 + R4 + R5) 2 k
L(-P+RL+R2) L3> (5(-P+R1) +2R2) L (-P+R1+R2+R3) L3> (-23P+23R1+14R2+5R3)

+ + + +

5AG 750 EI 5AG 750 EI
L(-P+R1+R2+R3+R4) L>(-6(-3P+3R1+2R2+R3)*+9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

+ -

5AG 750 EI (-P +R1 +R2 +R3 + R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) L (-P+R1+R2+R3+R4+R5)
+ +
750 EI (-P +R1+R2+R3+R4)? 5AG

L> (-9 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+12 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1 + R2 + R3 + R4 + R5)
L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?) R2

750 EI (-P + R1 +R2 + R3 + R4 + R5) 2 k
L (-P +R1 +R2 +R3) L3 (-8P+8R1+5R2+2R3) L (-P+R1+R2+R3+R4)

+ + +

5AG 750 EI 5AG
L> (-3 (-3P+3R1+2R2+R3)>+6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?)

750 EI (-P + R1 +R2 + R3 + R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) L (-P+R1+R2+R3+R4 +R5)

+ +

750 EI (-P +R1 + R2 + R3 + R4) 2 5AG

L> (-6 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?+9 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P + R1+R2 +R3 + R4 + R5)
L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?) R3

750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4 + R5) 2 k

L(-P+R1+R2+R3+R4) L3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?2

+ -

5AG 250 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4)
L> (-(-3P+3R1+2R2+R3)>+ (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)?) L (-P+R1+R2+R3+R4+R5)
+ +
750 EI (-P+R1+R2+R3+R4)? 5AG

L> (-3 (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+6 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1 +R2 +R3 + R4 +R5)

L> (-(-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?) R4

== E]

750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4 + R5) 2 k
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L(-P+R1+R2+R3+R4+R5) L3 (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)2
+ -

5AG 250 EI (-P +R1+R2 +R3 +R4 +R5)

L> (- (-4P+4R1+3R2+2R3+R4)>+ (-5P+5R1+4R2+3R3+2R4+R5)?)

750 EI (-P +R1 +R2 + R3 + R4 + R5) 2
RS

- }, {(R1, R2, R3, R4, RS}]
our = {{R1- - (((-160180 664062500000 A* EI” G* k° L’ - 16018 066 406 250000 A’ EI” G> k°® L® -

59 800781 250000000 A® EI® G> k® L° + 1815 380859375000 A* EI® G* k° L'° -
7346953125000000 A° EI° G° k® L + 1025156 250000000 A EI® G> k’ L™ +
1227339843750000 A® EI° G° k° L' + 25628906 250000 A EI® G* k® L™ -
329568750000000 A’ EI* G’ k> L3 + 268 249218750000 A* EI° G* k’ L™ +
134940937 500000 A® EI* G° k® L'* + 6663515625000 A EI° G° k® L™ -
3224812500000 A® EI° G° k° L*® + 24 273421875000 A° EI* G° k L*® +
5095912500000 A’ EI% G” k® L'® + 591173437500 A* EI* G* k® L6 +
856726 875000 A® EI° G° k’ L' + 46801125000 A® EI? G® k® L8 +
19462781250 A° EI> G° k® L*® + 9001125000 A7 EI? G’ k’ L*® + 129701 250 A® EI? G® k® L?? +
17199000 A® ET G® k’ L* - 992250 A’ ET G’ k® L* - 6174 A® G® k® L**)

(- ((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L°®) ((-30@EIkL-28AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?) -

(-225ETkL-54AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -

(- (-225ETkL-54AGkL?) (-158 ETkL-11AGkL?) + (-450ETkL-81AGk L?)
(-75EIkL-7AGkL?)) ((-75@ AEIG-300EIkL-16AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?) - (-158ETkL-26AGkL>) (-158 EIkL-5AGkL?)))

((-450AEIGK*L*-6A°G* K’ L®) ((-7SEIkL-7AGkL?) (450 EIKLP +
108 AGKL>P) - (-150EIkL-8AGKL?) (375EIKLP+125AGkL>P)) -
(- (-150ETkL-26AGkL?) (-150EIkL-8AGKL’) + (300 EIkL -28AGk L?)
(-75EIkL-7AGKL?)) (- (-156EIkL-11AGkL?) (375EIkLP+
125AGKkL’P) + (-75EIkL-7AGkL?) (6@@EIkLP+176 AGKL’P))) +
(25312500 A EI® G* k* L° - 2700000 A* EI? G° k> L’ - 31560 A* EI G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L®) ((-75EIkL-7AGkL?) (300EIkLP+52AGKkL>P) -
(-150EIkL-5AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P)) -
((-75@ AEIG-300EIkL-16AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-150EIk L-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?))
(- (-150ETkL-11AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P) +
(-75EIkL-7AGkL®) (6@@EIKLP+176 AGKL’P)))) -
((-25312500 A EI’ G* k* L° - 2700000 A’ EI* G* k* L7 - 31500 A* EI G* k* L°)
((-456AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-30@EIkL-40AGKL’) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-36@ETkL-88AGKL®) (-150EIkL-5AGkL?)) -
(- (-36@EIkL-88AGKkL?) (-150EIkL-11AGkL?) + (-756 AEI G- 6@@ EIk L -
128 AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?)) ((-750 AEIG-300ETkL-16AGk L)
(-75EIkL-7AGKL?) - (-150EIkL-26AGkL?) (-158 EIkL-5AGkL?))) -
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((-450AEIGK*L*-6A?G*k*L®) (- (-36@EIkL-88AGK L)
(-150EIkL-8AGKL®) + (450 EIkL-81AGKL’?) (-75ETkL-7AGkL?)) -

(- (-300EIkL-88AGkL®) (-150 EIkL-11AGkL?) + (-756 AEI G- 600 ET k L -

128 AGKL?) (-75ETkL-7AGkL?)) (- (-150ETkL-26AGk L)
(-150EIkL-8AGKkL®) + (-36@0EI kL -28AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6A%G*k*L®) ((-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225ETkL-54AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -

(- (-225ETkL-54AGkL>) (-150 ETkL-11AGkL>) + (-450 ET kL -81AGk L)
(-75EIkL-7AGkL®)) ((-750 AEIG-300EIkL-16AGk L)
(-75EIkL-7AGkL’) - (-156 ETkL-26AGkL?) (-156 EIkL-5AGkL?))))

(- ((-450AEIGK*L*-6A*G*K*L®) ((-15@EIkL-8AGKL’?) (-75ETkL-7AGkL?) -
(-225ETkL-54AGkL?) (-750 AEIG-156EIkL-2AGkL?)) -

(- (-225ETkL-54AGkL?) (-150 ETkL-11AGkL?) + (-450EI kL -81AGkL?)
(-75EIkL-7AGKL?)) ((-75EIkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) -
(-150 ETkL-26AGkL®) (-750 AEIG-156 EIkL-2AGkL?)))

((-450 AEIGK*L*-6A*G*k*L°®) ((-75EIkL-7AGKkL’) (450 EIKLP +
108 AGK L’P) - (150 ETkL-8AGkL?) (375ETkLP+125AGkL’P)) -
(- (-150EIkL-26AGkL?) (-150 EIkL-8AGkL>) + (-30@EI kL -28AGk L?)
(-75EIkL-7AGkL?)) (- (-156ETkL-11AGkL?) (375EIkLP+
125AGKkL’P) + (-75EIkL-7AGkL’) (6@@EIkLP+176 AGKL’P))) +
(-25312500 A EI° G* k* L° - 2700000 A> EI* G* k* L’ - 31500 A* EI G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L®) ((-75EIkL-7AGkL?) (15 EIkLP+14AGKL>P) -
(-750 AEIG- 150 ETkL-2AGkL?) (375ETkLP+125AGkL>P)) -
((-75EIkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) -
(-150 EIk L-26AGkL®) (-750 AEIG-150EIkL-2AGkL?))

(- (-150ETkL-11AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P) +
(-75EIkL-7AGkL®) (66@EIkLP+176 AGKL>P))))) /

((-160180664 062500000 A* EI’ G* k® L - 16 018 066 406 250000 A> EI” G* k° L® -

59 800 781 250 000 000 A° EI® G° k° L + 1815380859 375000 A* EI® G* k° L™ -
7346953125000000 A° EI° G° k° L' + 1025156 250000000 A> EI® G> k’ L +
1227339843750000 A° EI° G° k® L'? + 25628906 250 000 A> EI® G k& L*? -
329568750000000 A7 EI* G’ k® L3 + 268 249218750000 A* EI° G* k7 L3 +
134940937 500000 A° EI* G° k® L* + 6663515625000 A> EI° G3 k& L -
3224812500000 A% EI% G8 k® L'® + 24 273421875000 A° EI* G° k7 L +
5095912500000 A’ EI® G k® L'® + 591173437500 A* EI* G* k& L1® +
856726875000 A® EI® G® k” LY + 46801 125000 A® EI% G® k® L'® +
19462781250 A° EI* G° k® L'® + 9001125000 A7 EI% G’ k” L +
129701250 A° EI2 G® k& L2 + 17199000 A EI G® k/ L% -
992250 A" EI 6" k® L* - 6174 A® G° k® L**)

((-25312500 A* EI° G* k* L° - 2700000 A’ EI* G° k’ L’ - 31500 A* EI G* k* L°)
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((-456 AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-30@EIkL-52AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-375AEIG-375ETkL-125AGkL>) (-150EIkL-5AGkL?)) -

(- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL>) (-150ETkL-11AGkL?) +
(-6@0EIkL-176 AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?))

((-750 AEIG-300ETkL-16AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-150EIkL-26AGkL®) (-150EIkL-5AGkL’))) -

((-450AEIGK*L*-6A’G*k*L°®) (- (-375AEIG-375EIkL-125AGk L)
(-150EIkL-8AGKL®) + (-450ET kL -108AGkL>) (-75EIkL-7AGkL?)) -

(- (-375AEIG-375ETkL-125AGkL>) (-150ETkL-11AGkL?) +
(-6@0EIkL-176 AGkL?) (-7SEIkL-7AGkL?)) (- (-150EIkL-26AGk L?)
(-150ETIkL-8AGKL®) + (-36@EIkL-28AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?)))

((-450AEIGK*L*-6A°G*k*L®) ((-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225EIkL-54AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -
(- (-225EIkL-54AGkL>) (-150 EIkL-11AGkL®) + (-450 ETkL -81AGk L)
(-75EIkL-7AGKL®)) ((-750 AEIG-30@EIkL-16AGkL*) (-75EIKkL -
7AGKL?) - (-150EIkL-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL%)))) -
((-25312500 A* EI’ G* k* L” - 2700000 A’ EI” G* k* L’ - 31500 A* EI G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-300EIkL-40AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-300EIkL-88AGkL?) (-150EIkL-5AGkL’)) -

(- (-300EIkL-88AGkL®) (-150 ETkL-11AGkL?) +
(-750 AEIG-6@0ET kL -128AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?))

((-750 AEIG-300EIkL-16AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-150EIkL-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?))) -

((-450AEIGK’L*-6A’G*k*L®) (- (-30@EIkL-88AGkL®) (-150 EIkL-8AGKL?) +
(-450EIk L-81AGKL®) (-75ETkL-7AGkL?)) - (- (-36@EIkL-88AGkL?)
(-150EIkL-11AGKL?) + (-750 AEI G- 600 EI kL - 128 AGk L?)
(-75EIkL-7AGKL?)) (- (-150EIkL-26AGkL>) (-150EIkL-8AGKL?) +
(-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)))

((-450AEIGK*L*-6A°G*k*L®) ((-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225EIkL-54AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -

(- (-225EIkL-54AGkL?) (-156 ETkL-11AGkL?) + (-450 EIkL-81AGkL?)
(-75EIkL-7AGKL?)) ((-750 AEIG-300EIkL-16AGk L)
(-75EIkL-7AGkL®) - (-156 ETkL-26AGkL?) (-15 EIkL-5AGkL?))))

((-25312500 A* EI*> G* k> L* - 2700000 A* EI> G° k> L’ - 31500 A* EI G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-15@ETkL-14AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-375AEIG-375ETkL-125AGkL?) (-750 AEIG-150ETkL-2AGkL?)) -

(- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL>) (-150 EIkL-11AGkL?) +
(-6@0EIkL-176 AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?))

((-75ETkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) -
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(—150EIkL—26AGkL3> (—759AEIG—150EIkL—2AGkL3))) -
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L°®) (- (-375AEIG-375EIkL-125AGk L)
(-150EIkL-8AGKL®) + (-450EI kL -108AGkL>) (-75EIkL-7AGkL?)) -
(- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL>) (-150EIkL-11AGkL?) +
(-600EIkL-176 AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) (- (-150EIkL-26AGk L?)
(-150EIkL-8AGKkL®) + (-36@EIkL-28AGkL?) (-75ETkL-7AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L°®) ((-15@EIkL-8AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225ETkL-54AGkL?) (-750 AEIG-156 ETkL-2AGkL?)) -
(- (-225ETkL-54AGkL>) (-150ETkL-11AGkL>) + (-450 ETkL -81AGk L)
(-75EIkL-7AGKkL?)) ((-75ETkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) -
(-150EIk L-26AGkL?) (-750 AEIG-150ETkL-2AGkL?)))))),

R2 > (3750 k L (25312500000 A* EI° G* P + 12656 250000 A’ EI° G° k

P +7425000000

EI*

P+1518750000

EI®

P +4792 500000

EI*

P+ 50625000

EI°

P+ 627750000

EI*

P + 95062500
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A ET3

G kL®
P+21937500
A? ET*
G2 I3 L®

P+ 20587500
A*EI®

G* K2 L®

P +924750
A EI*G K3
L’ P + 109 800
A® EIZ G k2
L8P + 8985 A*
EI?G* K3 L°
P+22A°EI
@KLtp)) /

(118652343 750 000 A° EI° G° + 355957031250 000

A4

EI°

G*
k
L+

166113 281250000

A3

EI®

71191406 250000

AS

EI*

G
k

L3+

26578125000 000

AZ
EI®
GZ
k3

L3+

53599218 750 000

A4
EI*
G4
k2
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L* +
1708593 750 000

A

EI®

G

k4

L% +
10403 437 500 000

A3

EI*

G3

k3

L +
37968 750 000

EI®

k5

L® +
1165429687 500
AS

EI3

GS

k2

L%+
744187 500 000
AZ

ET*

GZ

k4

L8+
386268 750 000
A4

EI3

G4

k3

L7 +
17718 750 000
A

ET*

G

kS

L7 +
36298125000
A3

EI3

GB
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k4

L8+
2543625000

AS

EI2

GS

k3

L® +
1029375000

AZ

E13

GZ

kS

L® + 435375000

A4

EI2

G4

k4

L, 17 100000

A3

EI2

GB

kS

L 11335375

AS

EI

GS

k4

L+ 99375

A4

kS
L15) s
R3 > (4560 A’ G (15820312560 A EI° G’k L P + 4218750000 AEI° G k* L* P +

3796875000 A EI* Gk L3P +
210937500 EI° kK3 L3P +
1125000000 A° EI* G* k* L*P +
33750000 AEI*GK3L°P -
2625000 A2 EI*G> kLo P -

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition



14 | 5_RESORTE.nb

1687500 EI* Kk LO P -
3853125 A%2EI*G* K3 L7 P -
270000 AEI*GK*LEP -
43375 AP EI2GP K3 L°P -
4275 A2EI2G? k* L p -
13AEIG KLY P)) /
(118 652343 750 000 A’ EI° G° + 355957031250 000

A4

EI°

G4

k

L+
166113281250 000

A3

EI®

G3

kZ

L2 +
71191 406 250 000

AS

EI*

GS

k

L3 +
26578125 000 000

A2

EI®

GZ

k3

L3 +
53599218 750 000

A4

EI*

G4

k2

L%+ 1708593750000

A

EI°

G

k4

L* + 10403437 500 000

A3

EI*

GB

k3
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L> + 37968 750 000
EI°

kS

L>+ 1165429687500
AS

EI3

GS

k2

L® + 744 187 500 000
AZ

EI*

GZ

k4

L% + 386268 750 000
A4

[

G4

k3

L’ + 17718 750 000
A

EI*

G

kS

L7 + 36298 125000
A3

EI3

G3

k4

L% + 2543625000
AS

EI2

GS

k3

L® + 1929375000
AZ

EI3

GZ

kS

L® + 435375000

A4

EI2

G4

k4

L, 17100000

A3

Printed by Wolfram Mathematica Student Edition

5_RESORTE.nb | 15



16 | 5_RESORTE.nb

L 11335375
AS

EI

GS

k4

L+ 99375
A4

L15 ) s
R4 - (2250 A’ EIG” k L (21093750000 A* EI* G* + 2109375000 AEI* Gk L +
3656250000 A% EI® G> L -
660937500 A’ EI° G* k L° -
135000000 AEI’ G k* L* -
53062500 A’ EI* G k L® -
3375000 EI°’ k3 L° -
8325000 A% EI’ G* k? L® -
202500 AEI’G K> L’ -19500 A> EI G° k* L® +
450 A EIG KL+ 7A@ K2 L) P) /
(118652343750000 A° EI° G° + 355 957 031 250 000

A4

EI’

G4

k

L + 166113281 250 000

A3

EI®

G3

kZ

L2 + 71191406 250 000

AS

ET*

GS

k

L3 + 26578 125 000 000

AZ
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L3>+ 53599218 750000
A4

EI*

G4

k2

L* + 1708593 750 000
A

EI®

G

k4

L% + 10403437500 000
A3

EI*

GB

k3

L> + 37968 750 000
EI°

kS

L® + 1165429687 500
AS

[

GS

k2

L® + 744187 500 000
AZ

EI*

GZ

k4

L® + 386268 750 000
A4

EI3

G4

k3

L’ + 17718 750 0600
A

EI*

G

kS

L7 + 36298 125 000
A3

[

G3
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k4

L% + 2543625000
AS

EI2

GS

k3

L® + 1929375000
AZ

E13

GZ

k5

L® + 435375000
A4

EI2

G4

k4

L, 17 100000
A3

EI®

G3

kS

L 11335375
AS

kS
L15) s
R5 > - ( (4500 A% G* L (-5273437560 A EI° G* k P - 492187560 A° EI* G  k L* P +
632812500 A’ EI* G? k? L>P + 59062500 AEI* G k> L* P +
13500000 A EI*G> k? L° P+ 1687500 EI* k* L> P + 225000 A EI* G2 k> L® P -
10875 A EI?G° Kk L® P - 225 A ET?G* k* L P+ A*EI G k* LY P) ) /
(118652343750000 A° EI° G* + 355957 0312560000 A* EI° G* k L +
166113 281250000 A3 EI° G> k® L® +
71191406 250000 A° EI* G° k L3 +
26 578125000000 A> EI° G2 k3 L* +
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53599218 750000 A* EI* G* k® L* +
1708593750000 AEI® G k* L* +
10403437500000 A’ EI* G> k3 L° +
37968750000 EI° k> L° +

1165429687500 A° EI%G° k? L® +

744187 500000 A® EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI* G* k3 L7 +
17718750000 AEI* G k® L7 +
36298125000 A> EI® G> k* L® +
2543625000 A° EI?G° k> L° +

1029375000 A2 EI® G2 k> L® +

435375000 A* EI? G* k* L +

17100000 A* EI% G3 k® L' + 1335375 A EI G° k* L2 +
99375 A*EIG*K® LY +181A° G k° LY) ) } }

In[* ]:=
R1 = - (((-160180664 062500000 A* EI’ G* k® L’ - 16 018 066 406 250000 A EI’ G° k° L® -

59 800 781 250 000 000 A° EI® G° k° L° + 1815380859 375000 A* EI® G* k° L -
7346953125000000 A® EI° G° k° L' + 1025156 250000000 A EI° G3 k7 L +
1227339843750000 A> EI’ G° k® L*? + 25628 906 250000 A EI® G* k® L*? -
329568 750000000 A’ EI* G’ k> L1 + 268249218 750000 A* EI° G* k’ L3 +
134940937 500000 A° EI* G° k° L'* + 6 663515625000 A® EI° G° k® L' -
3224812500000 A% EI® G° k® L'® + 24 273421875000 A° EI* G° k7 L™® +
5095912500000 A” EI® G’ k° L'® + 591173437500 A® EI* G* k® L*® +
856 726 875000 A® EI® G° k’ L7 + 46 801125000 A® EI? G° k® L8 +
19462781250 A° EI° G° k® L'® + 9001125000 A” EI* G’ k” L'® + 129701250 A EI? G® k® L% +
17199000 A® EI G° k” L** - 992250 A” EI G’ k® L* - 6174 A® G° k® L**)
(- ((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225ETkL-54AGkL?) (-150 EIkL-5AGkL?)) -
(-(-225ETkL-54AGkL?) (-150 EIkL-11AGkL?) + (-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?)) ((-750 AEIG-3@0EIkL-16AGkL?)
(-7SEIkL-7AGkL?) - (-150EIkL-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L®) ((-75EIkL-7AGkL?) (450 EIKLP +
108 AGkL>P) - (-150EIkL-8AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P)) -
(- (-150EIkL-26AGkL?) (-150EIkL-8AGkL?) + (-360EIkL-28AGkL?)
(-75EIkL—7AGkL3)) (—(—150EIkL-11AGkL3) (375EIKLP +
125AGkL*>P) + (-75EIkL-7AGkL?) (6@@EIkLP +176 AGKL>P))) +
(-25312500 A% EI* 6* k* L° - 2700000 A EI” G° k® L” - 31500 A® E1 G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L®) ((-75EIkL-7AGkL?) (300 EIkLP+52AGkL’P) -
(-150 EIkL-5AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P)) -
((-750AEIG-300EIkL-16AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) - (-150 EIkL -
26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) (- (-150EIkL-11AGkL?) (375EIkL
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P+125AGkL>P) + (-75EIkL-7AGkL?) (60@EIkLP+176 AGkL*P)))) -
((-25312500 A% EI> G* k* L° - 2700000 A EI” G* k’ L - 31500 A EI G" k* L°)
((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L°®) ((-30@EIkL-40AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?) - (-36@0EIkL-88AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -
(- (-300EIkL-88AGkL?) (-150EIkL-11AGkL’?) + (-750 AEI G- 600 EIk L -
128AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) ((-750 AEIG-300EIkL-16AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?) - (-150EIKL-26AGkL’) (-150 EIkL-5AGkL?))) -
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L®) (- (-36@EIkL-88AGkL?) (-150EIkL -
8AGkL?) + (-450EIkL-81AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) -
(-(-300ETkL-88AGkL?) (-150EIkL-11AGkL?) + (-750 AEIG -
600 EIkL -128AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) (- (-15@EIkL-26AGkL?)
(-150 EIKL-8AGkL?) + (-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L°®) ((-30@EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-
7AGkL?) - (-225ETkL-54AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) -

(- (-225ETkL-54AGkL?) (-150EIkL-11AGkL?) + (-450EIkL-81AGKkL?)
(-75EIkL-7AGkL?)) ((-750AEIG-360EIkL-16AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?) - (-150EIkL-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL%))))

(- ((-45@0AEIGK*L*-6AG*k*L®) ((-15@EIkL-8AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225EIkL-54AGkL?) (-756 AEIG-150EIkL-2AGkL?)) -
(-(-225EIkL-54AGkL?) (-150 EIkL-11AGkL?) + (-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?)) ((-75EIkL-7AGkL?) (-150 EIkL-5AGkL?) -
(-150 EIkL-26AGkL?) (-750 AEIG-150EIkL-2AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6A%G* Kk*L®) ((-75EIkL-7AGkL’) (450 EIKLP +
108 AGk L>P) - (-150EIkL-8AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P)) -
(- (-150EIkL-26AGkL?) (-150 EIkL-8AGkL?) + (-36@EIkL-28AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?)) (- (-15@EIkL-11AGkL?) (375EIKLP+
125AGKkL*>P) + (-75EIkL-7AGkL?) (600 EIkLP +176 AGKL>P))) +
(-25312500 A% EI> G* k* L° - 2700000 A® EI” G k> L” - 31500 A® E1 G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L°®) ((-75EIkL-7AGkL?) (150 EIkLP+14AGkL’P) -
(—750AEIG—150EIkL—2AGkL3) (375EIkLP+125AGkL3P)) -

((-75EIkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) - (-150 EIkL-26AGkL?)

(-750AEIG-150EIkL-2AGkL?)) (- (-150EIkL-11AGkL?) (375EIKLP +
125AGkL*>P) + (-75EIkL-7AGkL?) (6@@EIkLP +176 AGkL*P))))) /
((-160180664 062500000 A* EI” G* k® L’ - 16 018 066 406 250000 A® EI” G* k° L® -

59 800 781 250 000 000 A° EI® G° k° L° + 1815380859 375000 A* EI® G* k° L'° -
7346 953125000000 A® EI° G° k° L' + 1025156 250000000 A EI° G> k” L +
1227 339843750000 A® EI° G° k® L*? + 25628 906 250 000 A” EI® G* k® L*? -
329568 750000000 A’ EI* G’ k> L™ + 268249218 750000 A* EI° G* k’ L™ +
134940937 500000 A° EI* G° k° L' + 6 663 515625000 A> EI° G° k& L -
3224812500000 A® EI° G® k® L'® + 24273421875000 A° EI* G° k” L +
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5095912500000 A” EI3 G’ k° L1® + 591173437500 A* EI* G* k& L1° +
856726875000 A® EI> G® k” L' + 46801125000 A® ET2 G® k° L8 +
19462781250 A° EI3 G° k® L8 + 9001125000 A7 EI% G’ k7 L9 +
129701250 A®° EI? G® k® L% + 17199000 A® EI G® Kk’ L** -
992250 A7 EI G’ k® L?? - 6174 A® G® Kk® L24)
((-25312500 A2EI* G2 k3 L° - 2700000 A3 EI2 G k3 L7 - 31500 A* EI G* K® L9)
((—450AEIGk2L4—6AZsz2L6) ((-3aeEIkL-52AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
(—375AEIG—375EIkL—125AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -
(- (-375AEIG-375 EIkL—125AGkL3) (—150EIkL—11AGkL3) + (—600EIkL—
176AGkL3) (-75EIkL-7AGkL3)) ((—756AEIG—300EIkL—16AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3) - (—150EIkL—26AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3))) -
((—450AEIGk2 L* - 6 A2 G2 k? L5) (—(—375AEIG—375EIkL—125AGkL3)
(—150EIkL—8AGkL3) + (—450EIkL—108AGkL3) (-75 EIkL—7AGkL3)) -
(—(—375AEIG—375EIkL—125AGkL3) (—150EIkL—11AGkL3) +
(—600EIkL—176AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3)) (—(—150EIkL—26AGkL3)
(-150EIkL-8AGkL3) + (—300EIkL—28AGkL3) (—75EIkL-7AGkL3)))
((-450AEIGk2L4—6Aszk2L6) ((-3aeEIkL-28AGkL3) (-75EIkL -
7AGkL3) - (—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -

(- (—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL-11AGkL3) + (—450EIkL—81AGkL3)
(-75EIkL-7AGkL3)) ((—750AEIG—300EIkL—16AGkL3)
(-75EIkL-7AGkL-") - (-150EIkL—26AGkL3) (-150EIkL—5AGkL3)))) -

((-25312500 A2EI3 G2 K3 L5 -2700000 A% EI?G® k3 L7 - 31500 A* EI G* k3 L9)
((—450AEIGk2L4—6Aszk2L6) ((—300EIkL—40AGkL3)
(-75 EIkL—7AGkL3) - (—360EIkL—88AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -

(- (—300EIkL—88AGkL3) (—150EIkL—11AGkL3) + (—750AEIG—600EIkL—

128AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3)) ((—750AEIG—300EIkL—16AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3) - (—150EIkL—26AGkL3) (-159EIkL-5AGkL3))) -
((—450AEIGk2 L* - 6 A2 G2 k? L5) (—(—300EIkL—88AGkL3) (-150 EIkL -
8AGkL3) + (—459EIkL—81AGkL3) (-75EIkL-7AGkL3)) -
(- (—300EIkL—88AGkL3) (—150EIkL—11AGkL3) + (—750AEIG—
600EIkL-128AGkL3) (—75EIkL-7AGkL3)) (—(—150EIkL-26AGkL3)
(—150EIkL—8AGkL3) + (-3eeEIkL-28AGkL3) (-75EIkL-7AGkL3)))
((-450AEIGk2L4—6AzGZk2L6) ((-3aeEIkL-28AGkL3) (-75EIkL -
7AGkL3) - (—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -

(- (—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL-11AGkL3) + (—450EIkL—81AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3)) ((—750AEIG—300EIkL—16AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3) - (—150EIkL—26AGkL3) (-159EIkL-5AGkL3))))

((-25312500 A2EI®G% k3 L5 -2700000 A EI2 G2 k3 L7 - 31500 A* EI G* k3 L9)
((—450AEIGk2L4—6Aszk2L6) ((—150EIkL—14AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
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(-375AEIG-375EIkL-125AGkL?) (-750 AEIG-150EIkL-2AGkL?)) -
(- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL?) (-150EIkL-11AGkL?) + (-6@@ EIk L -
176 AGk L?) (-75EIkL-7AGkL?)) ((-75EIkL-7AGkL?) (-150EIkL -
5AGkL’) - (-150 EIkL-26AGkL?) (-750 AEIG-150EIkL-2AGkL?))) -
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L®) (- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL?)
(-150 ETkL-8AGkL?) + (-450 EIkL-108AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) -
(- (-375AEIG-375EIkL-125AGkL?) (-150 EIkL-11AGkL?) +
(-60@EIkL-176 AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)) (- (-150 EIkL-26AGkL?)
(-150EIkL-8AGkL?) + (-300EIkL-28AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?)))
((-450AEIGK*L*-6A*G* k*L®) ((-150EIkL-8AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225EIkL-54AGkL?) (-75 AEIG-150EIkL-2AGkL?)) -
(-(-225EIkL-54AGkL?) (-150 EIkL-11AGkL?) + (-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL?)) ((-75EIkL-7AGkL?) (-150 EIKL-5AGkL?) -
(-150EIkL-26AGkL?) (-75 AEIG-150EIkL-2AGkL?))))))
R2 = (3750 k L (25312500000 A* EI° G P + 12656 250000 A> EI° G> k L P + 7425000000 A° EI* G° L* P +
1518750000 A> EI° G° k* L>P + 4792500000 A EI* G* k L P +
50625000 AEI° Gk>L> P + 627750000 A EI* G* k> L* P + 95062500 A’ EI*G° k L’ P +
21937500 A% EI* G’ k> L° P + 20587500 A® EI* G* k> L° P + 924 750 A’ EI’ G* k3 L P +
109800 A’ EI’ G  k* L® P + 8985 A* EI* G* k> L P+ 22 A’ EIG° kP L™ P) ) /
(118652343750000 A® EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G* k L + 166 113 281250000 A EI° G* k* L +
71191406 250000 A® EI* G° k L* + 26 578 125000000 A” EI° G* k* L +
53599218 750000 A* EI* G* k® L* + 1708593750000 A EI° G k* L® + 10403437500000 A EI* G k* L° +
37968750000 EI° k® L> + 1165429 687500 A® EI° G° k® L® + 744187500000 A% EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI® G* k® L7 + 17718750000 A EI* G k® L7 + 36 298125000 A® EI® G* k* L® +
2543625000 A° EI* G° k® L° + 1029 375000 A EI® G* k® L° + 435375000 A* EI> G* k* L*° +
17100000 A’ EI’ G> k° L' + 1335375 A° E1G° k* L' + 99375 A EI 6" k® L** + 181 A° 6° k° L*?)
R3 = (4500 A% G* (15820312500 A EI° G  k L P + 4218750000 A EI° G k* L* P + 3796 875000 A> EI* G*
kL3P +210937500EI° k® L P + 1125000000 A’ EI* G> k> L* P + 33750000 AEI* G k* L° P -
2625000 A% EI* G k> L°P - 1687500 EI* k* L° P - 3853125 A’ EI* G k> L’ P -
270000 AEI’Gk* L* P - 43375 A’ EI* G k> L P - 4275 A’ EI? G k* L' P - 13 A’ EI G  k* L2 P) ) /
(118652343750000 A® EI° G° + 355957 031 250000 A* EI° G* k L + 166 113 281250000 A’ EI° G> k* L +
71191406 250000 A® EI* G° k L + 26 578125000000 A EI° G* k* L3 +
53599218750000 A* EI* G* k* L* + 1708593750000 A EI° G k* L* + 10403437500000 A® EI* G* k> L° +
37968750000 EI° k> L> + 1165429 687500 A° EI° G° k® L® + 744187500000 A% EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI>G* k® L7 + 17718750000 A EI* G k® L7 + 36 298125000 A® EI® G* k* L® +
2543625000 A° EI*G> k* L° + 1029375000 A EI® G* k® L° + 435375000 A® EI2G* k* L' +
17100000 A’ EI” G> k° L™ + 1335375 A° E1 G° k* L' + 99375 A* EI 6" k® L** + 181 A% 6° k° L*?)

R4 = (2250 A’EIG kL (21093 750000 A2EI*G?+2109375000 AEI*GKk L +

3656250000 A3 EI® G> L2 - 660937500 A2 EI3 G% k L3 - 135000000 A EI3 G k2 L -
53062500 A EI2G> k L° - 3375000 EI% k* L° - 8325000 A2 EI% G2 k2 L® -
202500 AEI* Gk’ L” - 19500 A EI G° k? L® + 450 A EI G* k* L + 74> G° k* L') P) /
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(118652343750000 A® EI° G° + 355957 031 250000 A* EI° G* k L + 166 113 281250000 A’ EI° G> k* L +
71191406 250000 A° EI* G° k L3 + 26 578125000000 A% EI° G2 k3 L3 +
53599218750000 A* EI* G* k’ L* + 1708593750000 A EI° G k* L* + 10403437500000 A3 EI* G> k® L° +
37968750000 EI° k® L® + 1165429 687500 A° EI° G° k® L® + 744187500000 A” EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI>G* kL7 + 17718750000 A EI* G k® L7 + 36 298125000 A3 EI® G> k* L% +
2543625000 A° EI>G° k® L° + 1029375000 A EI® G* k® L° + 435375000 A* EI2G* k* L™ +
17100000 A’ EI” G> k° L™ + 1335375 A° E1 G° k* L' + 99375 A EI 6" k® L** + 181 A% 6° k° L*?)
R5 = - ( (4500 A’ G L (-5273437500 A EI° G* k P - 492187500 A> EI* G’ k L> P + 632812500 A” EI*
G* K’ L3P +59062500 AEI*G k> L* P + 13500000 A EI*G> k? L° P + 1687500 EI* k* L° P +
225000 A EI’ G* k> L°P - 10875 A EI? G k> L* P - 225 A’ EI? G k* L° P + A’ EI G° k* L' P) ) /
(118652343750000 A® EI° G° + 355957 031250000 A* EI° G* k L + 166 113281 250000 A® EI° G> k* L* +
71191406 250000 A° EI* G° k L + 26 578125000000 A EI° G* k® L3 +
53599218750000 A* EI* G* k? L* + 1708593750000 AEI° G k* L* +
10403 437500000 A> EI* G> k> L° + 37968 750000 EI° k° L° + 1165429687 500 A° EI°> G° k? L® +
744187500000 A> EI* G> k* L® + 386268 750000 A* EI® G* k3 L +
17718750000 AEI* G k® L7 + 36 298125000 A EI° G> k* L® + 2543625000 A® EI% G k® L° +
1029375000 A% EI® G2 k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L'® + 17100000 A3 EI? G> k> L1 +
1335375 A°EIG k* L' + 99375 A*EIG* k° L + 181 A° G° k° LY) )

our- - - (((-160180 664062500000 A* EI” G k° L7 - 16 018 066 406 250000 A’ EI” G° k° L® -
59 800 781 250000 000 A° EI® G° k® L° + 1815380859 375000 A* EI® G* k° L™ -
7346953125000000 A° EI° G° k> L' + 1025156 250000000 A> EI° G* k/ L™ +
1227339843750000 A° EI° G° k° L% + 25628 906 250000 A® EI® G* k® L'? -
329568750000000 A’ EI* G’ k> L*® + 268 249218 750000 A* EI° G* k’ L +
134940937 500000 A° EI* G° k° L™ + 6663515625000 A> EI° G® k& L -
3224812500000 A% EI® GB k® L + 24273421875000 A EI* G> k’ L*® +
5095912500000 A’ EI® G’ k® L' + 591173437500 A* EI* G* k& L' +
856726 875000 A® EI° G° k’ L' + 46801125000 A® EI? G® k® L8 +
19462781250 A° EI* G° k® L*® + 9001125000 A7 EI? G’ k7 L + 129701250 A® EI? G°® k& L?° +
17199000 A® ET G® k’ L** - 992250 A" ET G” k® L* - 6174 A® G° k® L**)
((-25312500 A ET*> G* k® L® - 2700000 A> EI? G° k> L’ - 31500 A* ET1 G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6AG* k*L®) ((-75ETkL-7AGkL?) (300EIKLP+52AGKL>P) -
(-150ETkL-5AGkL?) (375EIkLP+125AGkL>P)) -
((-750 AEIG-300EIkL-16AGkL?) (-75EIkL-7AGkL?) - (150 EIkL -
26 AGkL®) (150 EIkL-5AGkL?)) ((156EIkL+11AGkL?) (375EIkLP +
125AGKkL*P) + (-75EIkL-7AGk L) (6@@EIkLP+176 AGKL>P))) +
(- (-450AEIGK* L*-6A*G k*L®) ((-30@EIkL-28AGkL>) (-75EIkL-7AGKkL?) -
(-225ETkL-54AGKkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) +
((-750 AEIG-300ETkL-16AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-150ETkL-26AGKkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) ((-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIkL-7AGkL®) + (-156 ETkL-11AGkL?) (225ETkL+54AGkL%)))
((-450AEIGK*L*-6A*G*k*L°®) ((-75EIKL-7AGkL®) (45 EIKLP+108AGkL>P) -
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(—150EIkL—8AGkL3) (375EIkLP+125AGkL3P)) -
((-30@E1kL-28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) + (—150EIkL—8AGkL3)
(156 ETkL+26AGKkL®)) ((150EIkL+11AGkL>) (375ETkLP+125AGkL>P) +
(-75ETkL-7AGkL?) (6@ EIkLP+176 AGKL’P)))) -
((-25312500 A> EI* G* k* L” - 2700000 A’ EI* G* k* L’ - 31500 A* EI G* k* L°)
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L°®) ((-30@0EIkL-40AGkL®) (-75EIkL-7AGKL?) -
(-360ETkL-88AGKL®) (-150EIkL-5AGkL?)) -
((-750 AEIG-300 ETkL-16AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) - (150 EI kL -
26AGkL3) (-159E1kL-5AGkL3)) ((—750AEIG—600EIkL—128AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3)+ (—150EIkL—11AGkL3) (3eeEIkL+88AGkL3))) -
((—450AEIGk2L4—6A262k2L6) ((-30@EIkL-28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
(—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -
<(—750AEIG—300EIkL—16AGkL3> (—75EIkL—7AGkL3) -
(—150EIkL—26AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) ((—450EIkL—81AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3)+ (—156EIkL—11AGkL3) (225EIkL+54AGkL3)))
<—((—300EIkL—28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) + (—150EIkL—8AGkL3)
(150EIkL+26AGkL3)) ((—75@AEIG—600EIkL—128AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3)+ (—15@EIkL—11AGkL3> (309E1kL+88AGkL3)) +
(-450 AETGK*L* -6 A*G* Kk L°) ((-450EIkL-81AGKL?) (-75ETkL-7AGkL?) +
(-150ETkL-8AGKkL®) (360EIkL+88AGkL’))))
((-25312500 A’EI*G2 k3 L° -2700000 A3 EI% G k3 L7 - 31500 A* EI G* k3 L9)
((-450AEIGK*L*-6A’G*k*L®) ((-75EIkL-7AGkL?) (15 EIkLP+14AGKL>P) -
(-750 AEIG-156 ETkL-2AGkL?) (375ETkLP+125AGkL>P)) -
((—75EIkL—7AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3) - (—150EIkL—26AGkL3)
(—750AEIG—150EIkL—2AGkL3)) ((150EIkL+11AGkL3) (375EIkLP+
125AGkL3P)+(—75EIkL—7AGkL3) (600EIkLP+176AGkL3P))>+
(—(—450AEIGk2L4—6AZGZk2L6> ((—150EIkL—8AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
(—225EIkL—54AGkL3) (—750AEIG—150EIkL—2AGkL3)) +
<(—75EIkL—7AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3) - (—150EIkL—26AGkL3)
(—750AEIG—150EIkL—2AGkL3)) ((_450EIkL-81AGkL3)
(—75EIkL—7AGkL3)+ (—156EIkL—11AGkL3) (225EIkL+54AGkL3)))
<(—450AEIGk2L4—6AZGZk2L6> ((-75EIkL_7AGkL3) (450EIkLP+108AGkL3P) -
(—150EIkL—8AGkL3) (375EIkLP+125AGkL3P)) -
((-36@EIkL-28AGKL®) (-75ETkL-7AGkL?) + (-158 ETkL-8AGkL?)
(150 ETkL+26AGKkL®)) ((150EIkL+11AGkL>) (375ETkLP+125AGk L’ P) +
(-75EIkL-7AGkL®) (6@@EIkLP+176 AGKL’P))))) /
((-160180 664 062 500 000 AYEI’ G*Kk° L7 - 16018066 406 250000 A> EI” G3 k° L8 -

59800 781250000000 A° EI® G° k° L° +
1815380859375000 A% EI® G* k® L° -
7346 953125000000 A° EI° G° k° L* +
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1025156250000000 A> EI® G3 k/ L! +
1227339843750000 A° EI° G° k® L1? &
25628906 250000 A* EI® G* k® L2 -
329568750000000 A’ EI* G’ k> L™ +
268249218750000 A% EI° G* k7 L3 +
134940937 500000 A® EI* G° k® L4 +
6663515625000 A> EI° G° k& L' -
3224812500000 A° EI3 GE k° LY +
24273421875000 A° EI* G° k’ L +
5095912500000 A’ EI> G’ k® L% + 591173437500 A* EI* G* k& L% +
856726875000 A° EI® G k’ LY + 46801125000 A® ET2 GE kO L2 +
19462781250 A° EI® G° k® L'® + 9001125000 A” EI? G’ k7 L +
129701250 A° EI% GO k® L?° + 17199000 A® EI GE k’ L -
992250 A7 EI G’ k® L?? — 6174 A% GB KB L24>
((-25312500 A2ET3G% K3 L° - 2700000 A EI2G> k3 L7 - 31500 A* EI G* k3 L9)
((—450AEIGk2L4—6AZsz2L6) ((-300EIkL-52AGkL3) (-75EIkL—7AGkL3) -
(—375AEIG—375EIkL—125AGkL3) (-1seEIkL-5AGkL3)) -
((—750AEIG—300 EIkL—lGAGkL3> (775 EIkL—7AGkL3) - (—150EIkL—
26AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) ((—600EIkL—176AGkL3) (-75ETkL-
7AG|<L3) + (—150EIkL—11AGkL3) (375AEIG+375EIkL+125AGkL3))) -
((—450AEIGk2L4—6AZGZk2L6) ((—300EIkL—28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
(—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -
((—750AEIG—300EIkL—16AGkL3> (—75EIkL—7AGkL3) -
(—150EIkL—26AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) <(—450EIkL—81AGkL3)
(-75 EIkL—7AGkL3) + (—150EIkL—11AGkL3> (225EIkL+54AGkL3))>
(—((—300EIkL—28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) + (—150EIkL—8AGkL3)
(15@EIkL+26AGkL3)) ((—eeeEIkL-176AGkL3) (-75EIkL—7AGkL3) +
(—150EIkL—11AGkL3) (375AEIG+375EIkL+125AGkL3)) +
(—450AEIGk2L4—6AZGZk2L6) ((—450E1kL-1@8AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) +
(—150EIkL—8AGkL3) (375AEIG+375EIkL+125AGkL3)))) -
((—25312500A2 EI3G% k3 L° - 2700000 A EI? G k® L7 - 31500 A* EI G* K® L9)
((—450AEIGk2L4—6AZsz2L6) ((-300EIkL-4eAGkL3) (-75EIkL—7AGkL3) -
(—360EIkL—88AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -
((—750AEIG—300 EIkL—lGAGkL3> (775 EIkL—7AGkL3) - (—150EIkL—
26AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) ((—750AEIG—600EIkL—128AGkL3)
(-75 EIkL—7AGkL3) + (—150EIkL—11AGkL3) (300EIkL+88AGkL3))> -
((—450AEIGk2L4—6AZGZk2L6) ((—300EIkL—28AGkL3) (—75EIkL—7AGkL3) -
(—225EIkL—54AGkL3) (—150EIkL—5AGkL3)) -
((-756 AEIG-300EIkL-16AGkL?) (-75EIkL-7AGKL?) -
(-150ETkL-26AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?)) ((-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIKL-7AGKL?) + (-150 EIkL-11AGKkL?) (225EIkL+54AGkL?)))
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(-((-36@EIkL-28AGKkL®) (-75ETkL-7AGkL?) + (-150ETkL-8AGkL?)
(150 ETkL+26AGkL?)) ((-750 AEIG-6@0 EI kL - 128AGk L?)
(-75EIkL-7AGkL®) + (-156 ETkL-11AGkL?) (360 EI kL +88AGKL’)) +
(-450 AEIGK*L* -6 A*G* k* L°) ((-450EIkL-81AGKL?) (-75ETkL-7AGkL?) +
(-150EIkL-8AGKkL®) (360 EIkL+88AGKL’))))
((-25312500 A> EI’ G* k* L* - 2760000 A’ EI” G* k* L’ - 31500 A* EI G* k’ L°)
((-450AEIGK*L*-6A’G*k*L®) ((-15@EIkL-14AGkL®) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-375AEIG-375ETkL-125AGkL?) (-750 AEIG-156 ETkL-2AGk L)) -
((-75ETkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) - (-150ETkL-26AGkL?)
(-750 AEIG-150ETkL-2AGkL>)) ((-66@EIkL-176 AGkL?) (-75EIkL -
7AGKL?) + (-150ETkL-11AGkL?) (375AEIG+375ETkL+125AGkL?))) -
((-450AEIGK*L*-6AG*k*L®) ((-15@EIkL-8AGKL?) (-75EIkL-7AGkL?) -
(-225ETkL-54AGkL?) (-750 AEIG-150EIkL-2AGkL?)) -
((-75EIkL-7AGkL?) (-150EIkL-5AGkL?) - (-150EIk L -26AGkL?)
(-756 AEIG-150EI kL -2AGkL?)) ((-450EIkL-81AGkL?)
(-75EIKL-7AGKL?) + (-150 ETkL-11AGKkL?) (225ET kL +54AGkL%)))
(-((-30@EIkL-28AGkL®) (-75EIkL-7AGKkL?) + (-150EIkL-8AGkL?)
(150 ETkL+26AGkL®)) ((-66@EIkL-176 AGkL®) (-75EIkL-7AGKkL?) +
(-150EIkL-11AGKkL?) (375AEIG+375ETkL+125AGk L)) +
(-450 AEIGK*L* - 6A*G* k? L°®) ((-450EIkL-108AGkL?) (-75EIkL-7AGKkL?) +
(-150EIkL-8AGkL®) (375AEIG+375ETkL+125AGkL?))))))

our- = (3750 k L (25312500000 A* EI° G* P + 12656 256000 A’ EI° G* k L P +
7425000000 A° EI*G> L2P + 1518750000 A2 EI° G° k* L P + 4792500000 A* EI* G* k L3 P +
50625000 AEI°G k> L>P + 627750000 A EI* G° k® L* P + 95062500 A° EI* G k L> P +
21937500 A% EI* G2 k3 L° P + 20587500 A* EI®G* k2 L P+ 924750 A EI’ G k3 L7 P +
109800 A° EI*G° k* L®P + 8985 A*EI*G* k> L° P+ 22 A EIG K> LY P) ) /
(118652343 750000 A° EI° G* + 355957 031250000 A* EI° G* k L + 166113 281250000 A® EI° G” k* L* +
71191406 250000 A° EI* G° k L® + 26 578125000000 A% EI° G2 k® L3 +
53599218750000 A% EI* G* k® L* + 1708593750000 AEI° G k* L* +
10403 437500000 A> EI* G® k® L° + 37968750000 EI° k® L° + 1165429687 500 A° EI> G° k? L® +
744187 500000 A’ EI* G k* L + 386268750000 A* EI® G* k3 L +
17718750000 AEI* G k® L’ + 36298125000 A> EI° G® k* L® + 2543625000 A° EI* G° k> L° +
1029375000 A° EI® G? k® L° + 435375000 A* EI? G* k* L' + 17100000 A> EI% G° k> L +
1335375A°EIG k* L'2+ 99375 A" EIG* k° L + 181 A° G° k° LY®)
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our - (4500 A* G* (15820312500 A EI° G* k L P + 4218756000 AEI® G k* L* P + 3796875000 A° EI* G* k L> P +
210937500 EI° k® L* P + 1125000000 A° EI* G k> L* P + 33750000 AEI* G k> L° P -
2625000 A°EI*G> k? L5 P - 1687500 EI* k* L° P -3853125 A2 EI*G* k3L P -
270000 AET’ Gk* L®P - 43375 A’EIG° k* L° P - 4275 A ET? G2 k* L' P- 13 A EI G’ k* L™ P) ) /
(118652343 750000 A° EI° G* + 355957 031250000 A* EI° G* k L + 166 113 281250000 A® EI° G” k* L* +
71191406 250000 A° EI* G° k L3 + 26 578125000000 A% EI° G2 k3 L3 +
53599218750000 A* EI* G* k® L* + 1708593750000 AEI° G k* L* + 10403 437500000 A* EI* G® k3 L° +
37968750000 EI° k> L° + 1165429687500 A° EI° G° k? L® + 744187500000 A? EI* G* k* L® +
386268750000 A* EI* G* k® L7 + 17718750000 AEI* G k® L” + 36298125000 A> EI° G° k* L& +
2543625000 A° EI? G° k® L° + 1029375000 A% EI% G2 k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L' +
17100000 A> EI? G k® L™ + 1335375 A° EI G° k* L' + 99375 A*EI G* k° L*? + 181 A° G° k° L*?)

our = (2250 A ETG* k L (21093750000 A” EI* G* + 2109375000 AET* Gk L +

3656250000 A% EI® G> L% - 660937500 A> EI° G° k L> - 135000000 A EI> G k* L* -

53062500 A’ EI?G> k L° - 3375000 EI® k® L° - 8325000 A2 EI? G* k* L® -

202500 AET* Gk’ L7 - 19500 A EI G” k® L® + 450 A’ EI G* k* L + 7 A*G* K L) P) /

(118 652343750000 A° EI° G° + 355957031 250000 A* EI° G" k L + 166113 281250000 A®> EI° G* k* L? +

71191406 250000 A° EI* G° k L® + 26 578125000000 A% EI° G2 k> L +
53599218750000 A* EI* G* k? L* + 1708593750000 AEI° G k* L* + 10403 437500000 A* EI* G° k° L° +
37968750000 EI° k° L° + 1165429687500 A® EI> G° k? L® + 744187 500000 A% EI* G2 k* L® +
386268750000 A*EI® G* k3 L7 + 17718750000 AEI* G k> L7 + 36298125000 A® EI® G> k* L& +
2543625000 A° EI? G° k3 L° + 1029375000 A% EI® G2 k® L° + 435375000 A* EI% G* k* L +
17100000 A EI?G3 k® L' + 1335375 A ET G° k* L¥2 + 99375 A ET G* k° L3 + 181 A° G® k® L?®

our- -~ (4500 A G* L (-5273437500 A EI° G* k P - 492187560 A> EI* G* k L* P + 632812500 A* EI* G k* L> P +
59062500 AEI*G k> L*P+ 13500000 A3 EI3G> k? L° P + 1687500 EI* k* L° P +
225000 A EI° G* k* L°P - 10875 A’ EI?G° k* L* P - 225 A’ ET* G* k* L P+ A*EIG° k* LY P) ) /
(118 652343750000 A° EI° G° + 355957031250000 A* EI° G* k L + 166113 281250000 A’ EI° G* k* L* +
71191406 250000 A° EI* G° k L® + 26 578125000000 A% EI° G> k° L3 +
53599218750000 A* EI* G* k® L* + 1708593750000 A EI° G k* L* +
10403437500000 A% EI* G> k® L° + 37968750000 EI° k> L® + 1165429 687500 A’ EI® G° k* L® +
744187 500000 A% EI* G2 k* L® + 386268750000 A* EI® G* k3 L7 +
17718750000 AEI* G k® L7 + 36298125000 A> EI°> G> k* L® + 2543625000 A° EI2G° k® L7 +
1029375000 A2 EI® G° k> L® + 435375000 A* EI? G* k* L'° + 17100000 A’ EI* G® k° L +
1335375A°EIG k* L™+ 99375 A" EIG* k° L™ + 181A° G° k° L™®) )
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i - (*DATOS DEL PROBLEMAx)
B = 0.80 (xmx)
H=1.20 (xmx)
ks = 10000000 (*N/m"3x)

Ec

21707945522.8 (xN/m"2x)

Iz

(BxHA3) /12 (%M 4x)

(*SE OTORGAN VALORES A LAS VARIABLES=*)
k = ks *B(*N/m"*2x)

L =10 (*mx)
P =100 (*Nx)

EI = Ec * Iz (*N*m"2%)

v =0.35

Ec
G = —
2 (1+v)

A=BxH
outf- 1= 0.8

our = 1.2

ouf-1- 10 000 000

our - 2.17079 x 10°

outf 1= ©.1152
outf 1= 8. % 10°
outf 1= 10

outl 1= 100

ouf- - 2.50076 x 10°

Out[ J= 0.35

ouf - 8.03998 x 10°

Out[* ]= 0.96
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In[* ]:=
(*FINALMENTE SE TIENE LA GRAFICA«)

g9 = ListLinePlot[{{O, -R1/Kk}, {E, _Rz/k}, {%, —R3/k},

{3—L, —R4 / k}, {%, ~R5 / k}, {w, e}}, AxesOrigin - {@, @}, PlotRange - A11]

glo = ListPlot[{{O, -R1/Kk}, {E, -Rz/k}, {ZS—L, —R3/k}, {BS—L, -R4/k}, {%, -Rs/k},

{L, 0}}, PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesOrigin -» {0, 0}, PlotRange -» All]

Show [

g9,
gle]

-1.x107° |
-2.x107°
Out[* ]=

-3.x107°

-4.x10°

q
-5.x107¢ -
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