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Resumen

La presente tesis es el resultado del proyecto de crear una Maestria en Linea para profesores de matematicas de
Bachillerato, la cual se impartiria en todos los estados de la Republica Mexicana, a excepcion de la Ciudad de
México. Dicho proyecto fue dirigido por mi tutor M. en C. Francisco de Jesus Struck Chavez, y junto con algunos
compafieros nos reunimos a trabajar y a enfocarnos en el area de geometria para la maestria. En mi caso, trabajé
con geometria euclidiana y trigonometria.

La tesis estd encaminada en la elaboracion de guiones para la creacion de capsulas de video, de un tiempo
aproximado de 5 a 7 minutos, con contenido geométrico. También se generd un contenido de tareas, cuyo
propdsito es fortalecer lo que se aborda en las capsulas. En algunas de estas tareas se incluyeron “Contenidos de
apoyo” para que los profesores se auxilien para resolver los ejercicios. Después de cada tarea viene el
solucionario.

La tesis est4 organizada de la siguiente forma:

e Modulo 1: Logica
Se da una explicacién del contenido que se aborda en este mddulo, para que de esta forma se tenga una
mejor comprension del por qué se trabajo con una secuencia didactica en el médulo 2.

e Moddulo 2: Geometria Euclidiana (1 de 2)
Se trabaja con cuatro capsulas para video y tres tareas. En esta parte se trabaja con los criterios de
congruencia y de semejanza, junto con algunos problemas topograficos, para incentivar el uso de estos
criterios en situaciones que pueden ocurrir.

e Modulo 2: Geometria Euclidiana (2 de 2)
Se da una explicacion breve del contenido elaborado del teorema de Pitagoras.

e Modulo 3: Trigonometria
Se trabaja con seis capsulas y tres tareas. Se explica qué son las razones trigonométricas y como estas se
extienden a grados mayores a 90°. Posteriormente se demuestran varias identidades trigonométricas y se
finaliza demostrando las leyes de senos y cosenos.

Es necesario mencionar que, tanto el mddulo 1 de I6gica y el médulo 2 (parte 2) de geometria euclidiana, son
parte del trabajo complementario del contenido geométrico de la maestria y que en esta tesis no se trabajo, por
lo que s6lo daré una explicacion breve de lo que trata cada uno.
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Introduccion

La mayoria de los profesores que dan clases de matematicas, en bachillerato, son personas que tienen una carrera
afin a las matematicas, como ingenieros, economistas, etcétera. Esto trae consigo un problema en la ensefianza
de esta materia, que es la forma en como se abordan los contenidos, esta puede ser desde muy rigurosa hasta nada
didactica, ocasionando que los alumnos no puedan asimilar los temas que ven, generando un descontento o
desanimo de aprender esta materia. También ocurre que, en algunos casos, en las carreras de los profesores no se
estudian todos los temas que se ensefian en bachillerato, como los criterios de congruencia y semejanza, haciendo
que en su clase, se les complique expresarse de forma clara. Por la necesidad de que los profesores tengan un
mejor manejo de los contenidos matematicos que imparten, se decidié crear una maestria en linea para
ayudarlos, y ensefiarles un enfoque tedrico del aprendizaje en las Matematicas. La finalidad de lo anterior es que
los profesores, al dar sus clases, tengan una mejor comprension de los temas y puedan desarrollar una estrategia
didactica, para que sus alumnos asimilen mejor los contenidos que estdn viendo y no sélo aprendan una
formula, sin saber de donde viene.

Hay que sefialar que la maestria en linea, esta conformada por dos partes; los contenidos digitales que son los
que se abordan en la tesis y el contenido dado por cada asesor de la maestria en las respectivas universidades
donde se imparta.

Es importante indicar que se dio una propuesta didactica, de como y en qué momentos abordar los contenidos
geométricos, y que la maestria no se hizo con la finalidad de crear matematicos, sino de enriquecer el contenido
matematico de los profesores de bachillerato para que tengan un acercamiento heuristico con la geometria. Para
mi tesis y con el apoyo de mi tutor M. en C. Francisco de Jesus Struck Chavez, me enfoqué en criterios de
semejanza y congruencia y razones e identidades trigonométricas. El contenido que generé se clasificaen:

e (Guiones para capsulas: puesto que la maestria sera en linea, se requiere generar contenidos visuales,
para que los profesores se apoyen de ellos y asi puedan resolver las actividades que se dan en cada
maodulo. Los guiones para capsulas estan disefiados para que las personas que van a desarrollar los
videos tengan la informacion gque se abordara en cada capsula. En estos guiones también aparecen
sugerencias para la adaptacion del guion a video, como se muestra a continuacion:



Sugerencias técnicas Titulo de la capsula

de adaptacion a video

v

}

<En pantalla, entra persona y
lee lo que aparece en los dos
primeros parrafos.>

<Al momento en que la
persona dice “la siguiente
condicion”, en pantalla y en
1a parte superior, debe
aparecer todo el emmeiando,
“bastara con saber las
medidas de dos de los lados
de un triangulo para
garantizar que al construir
ofro triangulo, ambos sean
congruentes”. Finalmente,
debe aparecer en pantalla el
triangulo azul con todos sus
datos>

Congruencia

En la céapsula anterior se trabajo con problemas topograficos en donde no se podia conocer, en
primera instancia, la distancia entre los dos puntos dados. y por ello se trazé un triangulo, con
otro punto que se escogid, y se le aplicé un teorema, o una ley o una regla que permitiera
conocer la medida buscada.

Dado que la resolucion de los problemas se baso en la construccion de un tridangulo, seria
conveniente saber cuales son la minima cantidad de datos, que se deben conocer del triangulo,
para poder construirlo y que a su vez garantice que, si se construye otro triangulo con las mismas

minimas medidas, ambos seran congruentes.

Por ejemplo. analicemos la siguiente condicién: ;bastara con saber las medidas de dos de los
lados de un triangulo para garantizar que al construir otro tridngulo, ambos sean congruentes?

Tomemos el siguiente triangulo:

54u 6.4u

Contenido a
trabajar
durante la
capsula

Esta escrito
para que una
persona o
una voz vaya
leyendo la
informacion,
mientras en
pantalla van
apareciendo
las imagenes.

Tareas: es un compendio de actividades que se dan al final de ciertas capsulas. Algunas de ellas
empiezan con un “Contenido de apoyo” para que los profesores se auxilien y resuelvan los
ejercicios que vienen en este apartado. Cabe sefialar que este compendio de ejercicios solo es un
pequefio aporte en las actividades que debe realizar el profesor, ya que su asesor dara las tareas
gue sean necesarias durante cada una de las capsulas.

& Como se puede trazar ln perpendicular a una recta | desde un punto O fuera de ella ? \
0

| .
‘-> Contenido

; lf' de apovo

Construceidn:

1. Trazamos la ercunferencia con centro en €l punto O v un radio, el cual corte a la linea | en dos puntos.




[ Ejercicio: En el cuadrado ABCD, el punto P es el punto medio de BC,

B P c

D

Ejercicios A
de la tarea

PQ y PR se han trazado de modo que 4QPC = 30°, 4RPQ = 120°. Demuestre que PQ = PR
Ejercicio: En el triangulo ABC, 4CAB = 4CBA y 4BAP = 4ABQ. Demuestre que AP = BQ

C

Vale mencionar que mi tesis, comprende una parte de los modulos de geometria que se daran durante la
maestria, por ello es necesario explicar, de forma general, el material que hizo mi compariera Nayeli Camacho
Olvera, ya que su material y el que aparece en mi tesis, estan articulados. De esta manera se tendrd una mejor
comprension del por qué se trabajo bajo esta propuesta didactica. Insisto, solo daré una explicacion de lo que hizo
mi compafiera. Su trabajo esta organizado de la siguiente forma:

e Moddulo 1: Légica
e Moddulo 2: Geometria euclidiana (Teorema de Pitagoras)



Mdédulo 1. Logica

Se da un resumen ya que en su totalidad esta desarrollado en la tesis de Nayeli Camacho Olvera

Guion de la capsula 1: se centra en que los profesores reconozcan la importancia de la
demostracion matematica. Para ello se enfoca en lo que significa “saber” en la ciencia y como la
construccion del conocimiento, en las ciencias, no se hace de la misma forma. Otro objetivo de la
capsula es presentar la importancia de la intuicién, la imaginacion y la observacion en la
construccion de conocimiento en las matematicas.

Guion de la capsula 2: se da una introduccion a los conceptos basicos del lenguaje de la légica
matematica, asi como una definicion de la l6gica como disciplina. Posteriormente se da un criterio
para identificar las proposiciones matematicas. Se prosigue con la definicion de conectores 16gicos
y cémo se pueden formar proposiciones utilizandolos. En esta capsula se revisan los conectores

e 9% 66 9

logicos “y”, “0” y “no es cierto que”.

Guion de la cdpsula 3: se trabaja con los conectores 16gicos “si ..., entonces” y “si y solo si”. Se
propone al profesor que piense en la proposicion compuesta de tipo condicional como una
promesa, para después analizar los cuatro casos posibles de la tabla de verdad. Se prosigue con la
definicion del bicondicional definiendo el reciproco del condicional. Se cierra indicando que, en
la préactica matematica, si un bicondicional es verdadero, esto se puede interpretar como que las
proposiciones que lo conforman son equivalentes.

Tarea 1: se da un recordatorio de la definicion de proposicion. Posteriormente se dan ejercicios
de identificacion de proposiciones, si son verdaderas o falsas y generacién de proposiciones
equivalentes, con la negacion en los conectores 16gicos.

Guion de la capsula 4: se abordan los cuantificadores “para todo V” y “existe 3”. Se hace un
paréntesis para que los profesores diferencien las letras proposicionales de los cuantificadores. Se
dan dos ejemplos concretos de proposiciones de la geometria que utilizan cuantificadores.
Posteriormente se analiza cbmo opera la negacion en los cuantificadores y se da un esquema para
simplificar esta relacion de la negacidn con los cuantificadores.

Tarea 2: se da un recordatorio de los cuantificadores, “para todo” y “existe” y un ejercicio para
determinar si las proposiciones, con cuantificadores, son verdaderas o no, sobre un conjunto de
numeros. Posteriormente aparecen ejercicios en la identificacion de proposiciones equivalentes,
con cuantificadores. En otro ejercicio se pide proponer una situacion en donde se realizan ciertos
esquemas que cumplan una relacion entre los valores de verdad, de proposiciones con
cuantificadores. Finalmente se pide reescribir proposiciones usando los cuantificadores.

Guion de la cépsula 5: tiene dos objetivos, el principal es que el alumno reconozca el
razonamiento deductivo a través de ejemplos y el segundo es presentar al alumno el doble
caracter de la practica matematica: el intuitivo y el formal. La capsula lleva a los profesores a una
reflexion de la importancia del dominio de las herramientas que proporciona la ldgica.
Finalmente se aclara que el método axiomatico es solo una cara de la practica matematica y se le
presenta como organizador o como sistematizacion logica y conceptual de la teoria.

10



Mddulo 2. Geometria euclidiana (criterios de congruencia y semejanza)

Este modulo tiene el prop6sito de enriquecer el conocimiento geométrico de los profesores de bachillerato y ver
los temas no desde la forma tradicional de trabajar el contenido, sino mas bien trabajarlo desde la necesidad de
resolver situaciones topograficas. Con esto se apoya el por qué son Utiles y necesarios los criterios de
congruencia y de semejanza.

Si el profesor lo ve pertinente, puede trabajar el contenido de este médulo con sus estudiantes y con ello
adentrarlos mas a la forma en gue se trabaja en las matematicas, que es con base en demostraciones.

En este modulo se trabajara con los temas de congruencia y semejanza de triangulos junto con el Teorema de
Pitagoras.

En primera instancia, se abordara la necesidad de usar los criterios de congruencia y de semejanza en problemas
topograficos, como es medir la distancia entre dos puntos, si en medio de ellos hay un obstaculo para medir. Y
después se analizaran cada uno de dichos criterios. En segunda instancia, se abordara el Teorema de Pitagoras
dando varias demostraciones, que han sido famosas a lo largo de la historia.

Guion de la capsula 1 (Problemas geométricos)

Descripcion

En esté|1O capsula, se aborda la geometria como una necesidad para poder resolver problemas topogréficos. Para
ello, se hizo una recreacion de una préactica docente, donde el profesor de matematicas pide a sus alumnos
resolver problemas topograficos con el conocimiento que cada uno tiene, y con las herramientas que pide el
problema que son: cuerdas, estacas, clavos, teodolito, etc.

Posteriormente uno de los alumnos le dice al profesor que usando el Teorema de Pitagoras se puede obtener la
distancia entre los dos puntos. A continuacion el profesor da otro problema topografico, en el cual no se puede
usar dicho teorema.

Se tomo esa decision para poder restringir al profesor a que no pueda usar los teoremas o leyes, que por su
formacién, mas ligada a la ingenieria, usaria para resolver el problema. Esto con el fin de que use los criterios
de congruencia o de semejanza para encontrar la solucion.

La capsula termina sin resolver el ultimo problema, para que el publico trate de buscar una forma de resolverlo.
Esta postura es debido a que, los temas de congruencia y semejanza no se abordan en otras carreras fuera de la
de matematicas, como ingenieria, pues se puede recurrir a la trigonometria o al teorema de Pitagoras, por lo que
el objetivo de la cépsula es orillar, a través de restricciones en los problemas en utilizar la congruencia y la
semejanza, y asi rescatar su importancia.

! Instrumento que se compone de un circulo horizontal y un semicirculo vertical, ambos graduados y provistos de anteojos, para medir angulos en
sus planos respectivos.
11



Guion dela capsula 1




Sugerencias técnicas
de adaptacion a video.

<En pantalla, debe aparecer
un escenario de un salén de
clases. El profesor estard a
espaldas al pizarrén, y leerd
los primeros siete parrafos.>

<Muientras el profesor habla,
en pantalla habra animaciones
de las cosas que va
mencionando.>

<Cuando el profesor vaya
leyendo el enunciado, en el
pizarrén aparecera la
construccion. >

<Al terminar de leer la
pregunta, el profesor dara una
pausa, y prosigue con su
lectura.>

<En pantalla apareceran
ilustraciones de las
herramientas enlistadas.>

<Cuando el profesor termine
de enlistar las herramientas,
dara una pausa, y en pantalla
saldran a escena los alumnos.
Después de la pausa, uno de
ellos entabla la platica con el
maestro.>

Problemas geométricos

En el principio de las civilizaciones antiguas, la geometria era una serie de conocimientos
practicos, los cuales se usaban para medir, construir edificios y canales, distribucion del
terreno, ademas de la contabilidad, el calculo de impuesto, el reparto de herencias, etc.

Por ejemplo, para los Babilonios era importante construir canales y saberlos mantener, ya que
los usaban tanto en el riego como en el transporte de mercancias y ejércitos.

En cambio para los Egipcios era de suma importancia tener métodos para saber medir terrenos,
ya que (segtn los historiadores griegos?) cada afio el rio Nilo se desbordaba y los agricultores
asentados en la cercania del rio perdian sus tierras y cuando el rio regresaba a su cauce normal,
ya no habia forma de distinguir los terrenos de cada agricultor.

Fue hasta el siglo V y en la cultura Griega en que las matematicas, en particular la geometria se
formalizan a partir de ciertos enunciados base (axiomas) y por medio de demostraciones.

Tomando la forma en que se fue desarrollando las matematicas, pensemos entonces a la
geometria no desde la ensefianza tradicional, sino desde la aplicacion en situaciones en que las
personas pueden encontrarse.

Tomemos como ejemplo el siguiente problema:

Imaginemos que estan en un terreno donde hay un lago y dos arboles A y B situados cerca de
la orilla.

¢Como encontrarian la distancia entre los &rboles sin tener que entrar al lago?

Cuentan con las siguientes herramientas:
e Cuerdas de cualquier tamafio

Cinta métrica

Estacas

Teodolito

Martillo

También pueden usar elementos que se encuentran en el entorno, como piedras, ramas, etc., asi
COMO un equipo de tres personas como apoyo.

2 Schrader, C. (1992). Herédoto HISTORIA Libro Il euterpe. Madrid: Gredos.
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<Muientras el alumno describe
su respuesta, en pantalla, se
enfoca la imagen del problema
y Se genera una animacion, en
relacion a lo que va diciendo
el alumno, hasta llegar a la
imagen que aparece después
de este parrafo.>

<Muientras el alumno sigue
describiendo su
procedimiento, en pantalla, se
enfoca la imagen del problema
Yy Se genera una animacion, en
relacion a lo que va
explicando, hasta concluir con
la imagen que aparece después
de este parrafo.>

Un alumno propone. — Yo utilizaria el teorema de Pitagoras.
El profesor responde. — ¢Como lo harias?

El alumno responde. — Desde el &rbol B, uso el teodolito tomando el arbol A como punto de
referencia, para medir un angulo de 45° que abra hacia el norte. Amarro una cuerda al arbol B,
la oriento al &ngulo que medi y la extiendo en esa direccion y la fijo con una estaca a una
distancia cualquiera.

— Ahora desde el arbol A, uso el teodolito tomando el arbol B como punto de referencia,
para medir un angulo de 45° que abra hacia el norte. Amarro una cuerda al arbol A, la
oriento al angulo que medi y la extiendo en esa direccion. Al mismo tiempo a la cuerda
amarrada al arbol B, la extiendo en la direccion previamente fijada, hasta que se cruce con
la cuerda amarrada al arbol A. En el punto de cruce fijo ambas cuerdas con una estaca.
Ese punto lo llamo C.

14



<Mientras el alumno describe
su respuesta, en pantalla, se
deja la construccion anterior a
este parrafo.>

<Al terminar de decir la
pregunta, se enfoca el pizarrén
y en él se sitda la imagen que
sigue después de este
parrafo.>

<Al terminar de explicar, se
enfoca a los alumnos. Ellos
deben aparentar que estan
pensando en como resolver el
problema. >

<Después de una pausa, se
enfoca al alumno que
entablara la platica con el
maestro.>

<Muientras va describiendo su
respuesta, en pantalla, se
enfoca la imagen del
problema y se genera una
animacion en relacion a lo
que va explicando. Esto se
aplica en los siguientes
parrafos donde se sigue
describiendo la respuesta >

— El tridngulo formado por los puntos ABC es rectangulo por construccion, puesto que los
angulos en los vértices A 'y B miden 45°, entonces el angulo en C es de 90°. Ahora se
observa que la hipotenusa del triangulo es justamente la distancia entre los arboles, por lo
gue midiendo las cuerdas que extendimos, las cuales son los catetos del triangulo, y
aplicando el teorema de Pitagoras, encontraremos la distancia entre los arboles.

El profesor contesta. — Excelente procedimiento... para este caso. ;Y qué pasaria si el terreno
tuviera un lago de la siguiente forma?

El profesor indica. — Ya no se puede usar el teorema de Pitagoras, ya que al generar tridngulos
rectangulos con vértices A 'y B, dos de los lados del triangulo no se podran medir, porque pasan
a través del lago.

Otro alumno contesta. — Podemaos resolverlo por ley de senos.

El profesor responde. — ¢Y como lo harias?

El alumno contesta. — Tomemaos un punto C como de referencia, desde el cual podamos
medir con nuestra cinta métrica la distancia de B a C.

15



<Muientras el alumno describe
su respuesta, en pantalla, se
deja la construccion anterior a
este parrafo.>

<Cuando el profesor termine
de decir la pregunta, se enfoca
el pizarrén y en el aparecera
la imagen que esté después de
este parrafo.>

<Termina capsula enfocando a
los alumnos, con expresiones
pensativas de como resolver el
problema.>

— Desde el punto Ay usando el teodolito, medimos el angulo CAB:

— Después, desde el punto C medimos con el teodolito el angulo BCA.

— Por lo anterior, sabemos la distancia del punto B a C y el &ngulo opuesto a él, que es
BAC, ademas conocemos el angulo BCA, por lo que podemos saber cuanto mide el lado
opuesto que es de A a B aplicando la ley de senos.

El profesor responde. — Muy bien hecho. ;Y qué pasaria si los puntos estan sobre el contorno
del lago? No podriamos medir angulos en dichos puntos, por ejemplo:
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Tarea l

Descripcion

La tarea 1 tiene como objetivo que los profesores trabajé con diferentes ejercicios geométricos, primero con
construcciones basicas, en donde pueden ayudarse del contenido de apoyo, después realizaran sus primeras
demostraciones, esto se puede hacer ya que tuvieron un acercamiento a las demostraciones en el modulo 1.
Finalmente resolveran problemas topogréaficos, parecidos a los que vienen en la capsula, que si bien tanto el
teorema de Pitagoras como la ley de cosenos se analizaran dentro de varias capsulas, se pide a los profesores que
los usen para que se sientan comodos a la hora de resolver los problemas. En las siguientes capsulas, se les pedira
que resuelvan problemas topograficos con los criterios de congruencia o de semejanza.
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Tarea 1




Contenido de Apoyo

e Lee lasiguiente informacion, posteriormente resuelve los ejercicios.
Para simbolizar un angulo en una figura se tomaran tres vértices como referencia, y el sentido en que se
miden los angulos, en sentido contrario al movimiento de las manecillas de un reloj. Por ejemplo, en la
siguiente figura se quiere simbolizar el angulo de color naranja:

B Cc

Los tres vértices que se tomaran como referencia con A, B 'y C, y por la forma en que se mide los angulos
se parte desde el vértice C, hasta llegar al vértice B, donde se genera la abertura del angulo de color
naranja y finalmente se llega al vértice A que es donde termina la abertura del angulo. Con lo anterior se
simboliza el angulo de color naranja como £CBA.

En la misma figura el &ngulo de color morado se simboliza como 4C'B’A, se parte del vértice C’, en B” se
genera la abertura del &ngulo y se llega al vértice A.

el

El #BB’C’ es el de color azul.
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e Resuelve los siguientes problemas usando solamente compas y regla.

1. En el punto dado en el segmento de recta, levanta un segmento de recta perpendicular a ella.

2. Construir un triangulo cuyos lados sean todos iguales al segmento de recta dado.

3. Dividir un segmento de recta dado en dos partes iguales.

A B

4. Construir un tridangulo cuyos lados sean iguales respectivamente a tres rectas dadas.

= 4
m

SR o

M

Demuestra que angulos opuestos por el vértice miden lo mismo.
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Demuestra que en todo triangulo, la suma de sus angulos internos es igual a 180°
Sugerencia: Puedes usar el hecho de que dadas dos paralelas cortadas por una secante, los angulos
alternos internos tienen la misma medida. Se representa en la siguiente imagen.

Dar el procedimiento para encontrar la distancia entre los puntos A y B usando el teorema de Pitagoras
y las herramientas que se usaron en la capsula 1.

Ae

Dar un procedimiento para encontrar la distancia entre los puntos A y B usando la ley de cosenos y las
herramientas que se usaron en la capsula 1.
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Solucionario

1. En el punto dado en el segmento de recta, levanta un segmento de recta perpendicular a ella.

__,v—-_"-"-.._‘_- .--"_'_--""-.._
..-'-"-‘ s f” T~
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~ 4 ~ 4
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Las dos circunferencias tienen el mismo radio.

2. Construir un triangulo cuyos lados sean todos iguales al segmento de recta dado.
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3. Dividir un segmento de recta dado en dos partes iguales.
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4. Construir un triangulo cuyos lados sean iguales respectivamente a tres rectas dadas.

F-'_'_,__—...___
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e Demuestra que angulos opuestos por el vértice miden lo mismo.

Tracemos dos segmentos de recta:

C

Por demostrar que el ACEA = ADEB
Notamos que: ACEA + ABEC = 180°y ADEB + ABEC = 180°
Igualemos ambas ecuaciones y desarrollemos: £CEA + ABEC = 4DEB + 4BEC
4CEA + ABEC — 4BEC = 4DEB + ABEC — 4BEC
4CEA = ADEB
Que es lo que gqueremos demostrar.

e Demuestra que en todo triangulo, la suma de sus angulos internos es igual a 180°
Sugerencia: Puedes usar el hecho de que dadas dos paralelas cortadas por una secante, los a&ngulos
alternos internos tienen la misma medida.

Tracemos un tridngulo con vértices ABC y la paralela I al segmento AB. Tomemos dos puntos en la paralela |

=
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Por demostrar que £BAC + 4CBA + 4ACB = 180°

Como sabemos que dadas dos paralelas cortadas por una secante, los angulos alternos internos miden lo mismo,
entonces el angulo 2BAC mide lo mismo al &ngulo £DCA y el angulo 4CBA mide lo mismo al &ngulo 4BCE.
Por otra parte por construccion: ADCA + 4ACB + 4BCE = 180°

Sustituimos £DCA por ABAC y 4BCE por 4£ACB obtenemos: 4BAC + 4CBA + 4ACB = 180°

Que es lo que queremos demostrar.

e Dar el procedimiento para encontrar la distancia entre los puntos A y B usando el teorema de Pitdgoras
y las herramientas que se usaron en la capsula 1.

C

Se coloca una estaca en B y se amarra una cuerda, con el teodolito se
mide un angulo de 90° y se extiende la cuerda para formar una linea.
Sobre la linea se toma un punto C que permita ver el punto A y que no
se atraviese el lago. Al unir los tres puntos se forma una triangulo
rectangulo Se obtiene el valor del lado AB aplicando el teorema de
Pitagoras, ya gque se conoce un cateto BC y su hipotenusa CA.

e Dar el procedimiento para encontrar la distancia entre los puntos Ay B usando la ley de cosenos y las
herramientas que se usaron en la capsula 1.

Se busca un punto fuera del lago de modo que se pueda observar los
dos puntos y que no se atraviese el lago, se clava un estaca en ese
punto. Por la forma en que se construyo el tridngulo, se conoce la
medida del lado AC y BC, ademas con el teodlito se obtiene el valor
del &ngulo ABCA. Con estos ya se puede aplicar la ley de senos para
obtener la medida del lado AB.
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Guion de la capsula 2 (Congruencia)

Descripcion

El objetivo de la capsula es generar en los profesores la necesidad de usar los criterios de congruencia, para llegar
a esto se parte de identificar las minimas condiciones necesarias para formar un Gnico triangulo, para asi garantizar
que cualquier otro tridngulo que comparte dichas caracteristicas seran iguales.

Se empieza dando la medida de dos lados de un tridngulo y los profesores notardn que es necesario conocer otro
dato del triangulo para construir tridngulos iguales. Con esto se daran las diferentes minimas condiciones y se
indicara que cada una de ellas lleva el nombre de criterios de congruencia.

Finalmente trabajara con un problema topografico en el que se aplicara uno de los criterios de congruencia para
saber cudl es la distancia que hay de una lancha hasta una bandera que esta en la playa.
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Guion dela capsula 2




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<En pantalla, se verd una
persona y leerd los dos
primeros parrafos.>

<Al momento en que la
persona diga “la siguiente
condicion”, en pantalla y en la
parte superior, debera aparecer
todo el enunciando, “;bastara
con saber las medidas de dos
de los lados de un triangulo
para garantizar que al
construir otro triangulo,
ambos seran iguales?”.
Finalmente, se muestra en
pantalla el triangulo azul con
todos sus datos.>

<En el momento en que se,
termine de leer el parrafo de la
derecha, se mostraran en
pantalla los otros dos
triangulos. Los lados con
medidas, deben verse de la
misma longitud.>

<Al terminar de leer los dos
siguientes parrafos, en
pantalla aparecera el triangulo
con todo y sus datos. Este
tridngulo debe verse con las
mismas longitudes que tienen
los tridangulo anteriores.>

Congruencia

En la capsula anterior se trabajo con problemas topograficos en donde no se podia conocer, en
primera instancia, la distancia entre los dos puntos dados. Y por ello se trazé un triangulo, con
otro punto que se escogio ya sea para aplicar un teorema, o una ley o una regla que permitiera
conocer la medida buscada.

Dado que la resolucion de los problemas se basd en la construccion de un triangulo, seria
conveniente saber cual es la minima cantidad de angulos y lados que se deben conocer del
triangulo, para poder construirlo y que a su vez garantice que, si se construye otro tridngulo con
las mismas minimas medidas, ambos seran iguales.

Por ejemplo, analicemos el siguiente triangulo:

37U 444

¢Bastara con saber las medidas de dos de los lados de un triangulo para garantizar que al
construir otro tridngulo, con tales medidas, ambos seran iguales?

Con solo conocer las medidas de dos de sus tres lados, podemos generar una gran cantidad
de triangulos que cumplan que dos de sus lados midan lo mismo que el triangulo anterior,
pero que a su vez no sean iguales.

37U
37U 444

Esto pasa debido a que falta conocer al menos otra medida del triangulo, para asi fijar los
lados y poder construir un Unico triangulo. ¢Sera suficiente conocer un angulo? ¢Cuél de
los tres?

Para fijar la posicion de los lados conocidos, bastaria con conocer la medida del &ngulo que se
forma con estos dos lados.
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<En el momento en que la
persona termina de leer
“abreviado seria”, en pantalla
debe aparecer “LAL”.>

<Al momento de que la
persona lea “el siguiente
enunciado”, en pantalla y en la
parte superior, se mostrara
toda la frase, “si dos triangulos
tienen dos lados con las
mismas medidas en sus lados
correspondientes, entonces son
congruentes”. Finalmente,
deberéan salir en pantalla los
dos triangulos con sus
respectivos datos.>

<En el momento en que se lea
cada una de las tres
igualdades, en pantalla se iran
resaltando, los lados que se
indican.>

60°

37U 44u

De esta forma, se fija la abertura entre los lados conocidos y con ello la medida del tercer
lado.

Por lo anterior, es necesario conocer tres datos, como minimo, para construir un Unico triangulo.
Esta condicion la podemos indicar como Lado, Angulo, Lado, abreviado seria LAL

¢Habra otras condiciones para construir un tnico triangulo?

Si en el caso anterior, en lugar de fijar el angulo entre los lados conocidos, se fijara la medida
del tercer lado, ¢se tendrian las condiciones para construir triangulos iguales o congruentes?

Diremos que dos o mas tridngulos son congruentes, si sus angulos y sus lados correspondientes
miden lo mismo. La notacion que se usa para indicar la congruencia es =.

Analicemos el siguiente enunciado: si dos triangulos tienen dos lados con las mismas medidas
en sus lados correspondientes, entonces los triangulos son congruentes.

A A’

Veamos si los tridngulos son congruentes, observemos que los lados correspondientes de los
dos triangulos tienen la misma medida.

AB =A'B’
BC =B'C’
CA=CA
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:ﬁj‘;i'i‘ggoseeﬂ)’;‘r‘:t‘:"dae ;eg; el'a Para poder demostrar que ambos tridngulos son congruentes, necesitamos demostrar la siguiente
’ : propiedad: en todo tridngulo isosceles, los angulos opuestos a lados iguales, son iguales.

parte superior, se mostrara el
enunciado “En todo tridngulo
isosceles, los angulos opuestos ., ., .,
a los lados iguales, son Demostracion: Sea ABC un triangulo isosceles tal que AB = AC
iguales”. Posteriormente

saldra en pantalla el A
tridngulo.>

B C

Tracemos la bisectriz del £BAC. Sea M el punto donde ésta corta al lado BC.

<En el momento en que se lea
“Tracemos la bisectriz”, en

pantalla habra una animacién
del triangulo anterior hasta A
llegar al triangulo después de
este enunciado.>

1
I
I
I
I
I
I
I
|
B ! C
M
Consideremos los tridngulos ABM 'y ACM.
Sabemos:
<En el momento en el que se Por hipotesis: AB = AC
leen cada una de las t ) . -
igﬁg,ffa;e;”:n ;anﬁ,,fsse -~ Como AM es blsectrllz. ABAM = AMAC
Por ser lado en comin: AM = AM

resaltando, los lados y angulos
que se van indicando en cada

oracion.>
Por lo tanto los triangulos ABM y ACM son congruentes por la condicion LAL, dada al inicio
de esta capsula.Y en consecuencia £CBA = 4£ACB, que es lo que queriamos demostrar.

Ahora si, retomemos nuestro problema que seria demostrar que si dos tridngulos tienen dos
lados con las mismas medidas en sus lados correspondientes, entonces los triangulos son

congruentes.




<Cuando se termine de leer el
primer parrafo de la
demostracion saldran en
pantalla los siguientes dos
triangulos.>

<En el momento en que se
termine de leer el enunciado,
en pantalla habrda una
animacion de los  dos
tridngulos  anteriores  hasta
llegar a los dos triangulos,
después de este enunciado.>

<Cuando se termine de leer la
frase, en pantalla habra una
animaciéon de los  dos
tridngulos  anteriores hasta
llegar a los dos triangulos,
después de este enunciado.>

<En el momento en que se lea
laiigualdad AB = A’B’, se
resaltaran esos lados en los
triangulos. Posteriormente,
cuando se lea “el triangulo
ABA’, se debe resaltar.
Finalmente, cuando se lea la
otra igualdad de &ngulos, en
pantalla habra una animacién
de los dos triangulos
anteriores hasta llegar a los
otros dos triangulos, después
de este enunciado.>

Demostracion: Tomemos los tridngulos ABC'y A’B°C’ los cuales cumplen que lados
correspondientes miden lo mismo.
A A’

B 3 B c
Coloquemos el triangulo A"B’C” de tal manera que el lado B’C” coincida con BC, pero Ay A
queden en lados opuestos del segmento de recta BC.

C C

’

Tracemos la recta AA".

B B

Como AB = A'B’, el triangulo ABA" es is6sceles y por la propiedad que
demostramos tenemos 4BAA" = 4AA’B’
G L
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<Cuando se lea la igualdad
AC = A’C’, se resaltaran esos
lados en los triangulos.
Posteriormente, cuando se lea
“el triangulo ACA’, se
resaltara el triangulo.
Finalmente, cuando se lea la
otra igualdad de los angulos,
en pantalla se hara una
animacion de los dos
tridngulos anteriores hasta
llegar a los otros dos
tridngulos después de este
enunciado.>

<En el momento en que se van
leyendo cada una de las tres
igualdades, en pantalla se iran
resaltando, los lados y los
angulos que se van indicando
en cada igualdad.>

<En el momento en que se lee
“abreviado seria”, en pantalla
debe aparecer “LLL”.>

<En pantalla, y en la parte
superior, debe aparecer el
enunciado completo a trabajar.
Posteriormente se mostraran,
en la misma pantalla los dos
triangulos.>

<En el momento en que se
termine de decir la frase
“Tenemos que”, en pantalla se
mostraran las tres
igualdades.>

Como AC = A’C’, el tridngulo ACA’ es isOsceles y por la propiedad demostrada tenemos
ZA'AC =4C'A'A

De este modo los tridngulos ABC y A’B’C” son congruentes por la condicion LAL, ya que

AC = A’C’ Por hipotesis
4CAB = 4C’A’B" debido a que 4BAA" + 4A°AC = 4AA'B" + 4C’A’A
AB = A’B’ Por hipétesis

Por lo anterior, es suficiente conocer, como minimo, la medida de los tres lados de un
triangulo para asi construir un nico triangulo. Esta condicion la podemos indicar como Lado,
Lado, Lado, abreviado seria LLL

¢Habré otro conjunto de condiciones para determinar un unico triangulo?

Veamos el siguiente caso: si dos triangulos tienen un lado con la misma medida y los dos
angulos adyacentes a este lado respectivamente tienen la misma medida, entonces los
triangulos son congruentes.

A A

Analicemos las hip6tesis que tenemos:

AB = A’B’
4CBA = AC'B'A
4BAC = 4B'A'C’
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En el momento en que se
termine de leer el enunciado,
en pantalla apareceran los dos
tridngulos. Se seguira con la
lectura del otro enunciado.>

<Cuando se lean cada una de
las igualdades, en pantalla se
iran resaltando, los lados y los
angulos, que se van indicando
en cada oracion.>

<Cuando se lea “digamos Q”,
enpantalla habra una
animacion de los dos
tridngulos anteriores hasta
llegar los dos tridangulos
después de este parrafo.>

Dicha condicion la podemos demostrar a partir de la condicion LAL. Veamos como.

Demostracion: Tomemos dos triangulos ABC'y A’B°C” los cuales cumplan que un lado de
cada triangulo tienen la misma medida y los dos angulos adyacentes a este lado
respectivamente también tienen la misma medida.

A A’
: ‘ B‘
C .
C
AB=A'B’

4CBA = A(C'B'A
4BAC =4B°’A'C’

Es decir:

Supongamos que los triangulos no son congruentes, esto implica que, por 1o menos uno de los
lados de los tridngulos no son iguales entre si, o bien, un &ngulo en ambos triangulos no mide
lo mismo. Como ya mostraste que la suma de los angulos internos de cualquier triangulo es de
180°, se descarta el caso donde un &ngulo tiene misma media, por lo que al menos uno de los
lados de los triangulos no son iguales entre si.

Supongamos que los lados BC y B'C” tienen medidas distintas, por lo que uno de los dos lados
mide mas que el otro, supongamos que BC > B’C’, entonces existe un punto sobre el segmento
BC, digamos Q el cual cumple que BQ = B’C".

A A’
: C c
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<En el momento en que se
termina de leer “abreviado
seria”, en pantalla se mostrara
“ALA” >

<Cuando se empiece a leer el
ejemplo, este enunciado estara
en la parte superior de la
pantalla. Posteriormente de
aparecer en la misma pantalla
la imagen.>

<En el momento en que se
termina de leer el enunciado,
habra una animacién de la
imagen anterior a este
enunciado, hasta llegar a la
imagen, después de este
enunciado.>

Esto implica que los tridngulos ABQ y A’B’C” son congruentes por la LAL, ya que:

Por hipdtesis AB = A'B’

Por construccién BQ = B'C’

Por hipotesis £CBA = 4C'B’A’

Que los triangulos ABQ y A’B’C’ sean congruentes implica que los &ngulos £BAQ y 4B°A’C’
miden lo mismo. Esto contradice que el &ngulo £ BAC mida lo mismo al &ngulo £B°A°C".

Por lo que nuestra suposicion de que los tridngulos ABC'y A’B°C’ no son congruentes es falsa.
Con esto podemos afirmar que los triangulos si son congruentes.

De esta manera, tenemos una tercera condicién para triangulos congruentes, que es; basta con
conocer la medida de unlado y los dos angulos adyacentes a €l, para asi construir triangulos
congruentes. Esta condicion la podemos indicar como Angulo, Lado, Angulo, abreviado seria
ALA

A las condiciones que hemos visto en esta capsula se les conoce como criterios de congruencia.
Estos criterios son Utiles a la hora de trabajar con problemas topograficos, como los que hemos
visto, por ejemplo: encontrar la distancia que hay de la lancha a la bandera roja que esté en la

playa.

Para saber cuanto mide dicha distancia hagamos la siguiente construccién: Tracemos una linea,
sobre la playa y que pase por la bandera roja:
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<En el momento en que se
termina de leer el enunciado,
habra una animacién de la
imagen anterior a este
enunciado, hasta llegar a la
imagen, después de este
enunciado.>

<En el momento en que se
termina de leer el enunciado,
habra una animacién de la
imagen anterior a este
enunciado, hasta llegar a la
imagen, después de este
enunciado.>

<En el momento en que se
termina de leer el enunciado,
habra una animaciéon de la
imagen anterior a este
enunciado, hasta llegar a la
imagen, después de este
enunciado.>

Con un teodolito medimos el angulo. Parados donde estéa la bandera roja y tomando como
referencia la linea y la lancha, tracemos el angulo visual desde la bandera a la lancha.

Con el teodolito copiamos dicho &ngulo, desde la linea de referencia hacia la playa y tracemos
una linea.

Tomamos un punto P, el que sea, sobre nuestra linea de referencia y desde ese punto medimos el

angulo visual que hay desde la lancha hasta la bandera roja.
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<En el momento en que se

termina de leer el enunciado,

habré una animacion de la
imagen anterior a este
enunciado, hasta llegar a la
imagen, después de este
enunciado.>

<Termina capsula.>

Posteriormente, con el teodolito copiamos el angulo en P, desde la linea de referencia, y en P,
hacia el lado de la playa. Con el angulo replicado se traza una recta desde P hacia la playa
hasta que se intersecte con la recta que se formo desde la bandera roja. EI punto de
interseccion de las dos rectas lo llamamos C.

Por el criterio ALA, los dos tridngulos que formamos, APC y APB son congruentes, ya que:

El PAC = 4PAB
Los triangulos comparten el lado AP
El 4BPA = 4APC

Por lo que la distancia de la bandera roja a la lancha es la misma distancia de la bandera roja al
punto C.
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Tarea 2

Descripcion

El objei)ivo es que los profesores aprendan la importancia de las demostraciones en las matemaéticas, ademas de que
aprendan a demostrar afirmaciones sencillas. Al inicio de la tarea, aparece el “Contenido de apoyo”, en donde se
indica, y se demuestra, la forma en que se puede trazar una perpendicular desde un punto fuera de una recta.
Posteriormente se dan dos construcciones geomeétricas, en donde los profesores deberan demostrar. Finalmente y
siguiendo con la idea de la capsula 1, se pide que resuelvan el problema, que quedd sin resolverse, de la capsula 1,
usando los criterios de congruencia. Los otros tres problemas se tomaron del libro Un poco de geometria de
Guadalupe Lucio, Rodolfo San Agustin y Nieves Martinez de la Escalera.
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Tarea 2




Contenido de Apoyo

e ;COmo se puede trazar la perpendicular a una recta | desde un punto O fuera de ella?

Construccion:

1. Tracemos la circunferencia con centro en el punto O y un radio, el cual corte a la linea | en dos puntos Ay
B.

2. Tracemos dos circunferencias, una con centro en Ay radio igual al segmento 0Ay la otra con centro en
B y radio OB. Estas circunferencias se intersectan en O y en otro punto 0.

0
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3. Tracemos la recta 00" que intersecta a | en el punto M. Se afirma que 00" es perpendicular a | ypasa
por O.

Por demostrar que la recta 00" es perpendicular a [.

Demostracion: Por construccion los triangulos AOB 'y AO’B son isosceles y son congruentes por el criterio LLL,
por lo que 4BAO0 = #£0°AB.

También por construccion los triangulos 0AO”y OBO’ son isosceles y son congruentes por el criterio LLL, por lo
que 4A00° = A0°0B.

Consideremos los triangulos 0OAM y O°AM:

ZMAO = 40'AM
OA=0A
AM = AM
Entonces por el criterio LAL, los triangulos 0AM y 0°AM son congruentes. Asi
Z0MA = 4AMO’
Como los puntos O, M y O” estén alineados:

Z0MO" = 2 rectos = 40MA + £AMO’

Por lo tanto:
Z0MA = AMO’ = 1recto

Con lo cual queda demostrado que la recta 00" es perpendicular a L.
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e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Enel cuadrado ABCD, el punto P es el punto medio de DC, PQ y PR se han trazado de modo que
4QPC =30° 4RPQ = 120°. Demuestre que PQ = PR.
FI

D

A B
2) En el tridngulo ABC se cumple que 4BAC = ACBAY 4BAP = 4QBA. Demuestre que AP = BQ.

C

A B

3) Encontrar la distancia entre los puntos A y B usando los criterios de congruencia.
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4) Encuentra la distancia AB entre dos puntos Ay B que estan separados por un obstaculo no acotado
(un rio) que impide la medicion directa.

A
x

5 Encuentra la distancia entre dos puntos visibles pero inaccesibles (dos barcos en unacosta).
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6) Calcula la distancia minima de un punto A inaccesible pero visible a una recta [ accesible.
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Solucionario

e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Enel cuadrado ABCD, el punto P es el punto medio de DC, PQ y PR se han trazado de modo que
4QPC =30° 4RPQ = 120°. Demuestre que PQ = PR.
FI

D

A B

Se demostrara que los triangulos PDR y PCQ son congruentes para demostrar que PQ = PR.
Por construccion:
DP = CP
ARDP = 90° = £QCP
Y se infiere que:
ADPR = 30° = 4QPC
Por el criterio ALA los triangulos PDR y PCQ son congruentes, por lo que PQ = PR

2) En el tridngulo ABC se cumple que 4BAC = 4CBAY £BAP = 4£QBA. Demuestre que AP = BQ.

C
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Demostrar que los tridngulos BQA y APB son congruentes para demostrar que AP = BQ.
Por construccion:

4BAP = £QBA
BA = AB
4CBA = 4BAC

Por lo tanto los tridngulos BQA y APB son congruentes, esto implica que AP = BQ.

3) Encontrar la distancia entre los puntos A y B usando los criterios de congruencia.

Se busca un punto fuera del lago de modo que se pueda observar los dos puntos y que no se

atraviese el lago, se clava un estaca en ese punto O. Se prolonga el segmento BO hasta otro punto

B’ de forma que BO = B’0. De la misma forma se prolonga el segmento A0 hasta el punto A"de

forma que A0 = A’0.

Por construccion los tridngulos AOB y A’OB’ son congruentes, por lo que la distancia de los puntos Ay B
Es la misma distancia de los puntos A"y B’.
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4) Encuentra la distancia AB entre dos puntos Ay B que estan separados por un obstaculo no acotado
(un rio) que impide la medicién directa.

A

Por el criterio ALA los triangulos
ABO y A’B’0 son congruentes.
Por loque BA = B'A’

A
5 Encuentra la distancia entre los puntos visibles pero inaccesibles (dos barcos en una costa)

A
Por el criterio ALA los triangulos

BDE y B’DE son congruentes,
al igual los tridngulos AED y
A’DE son congruentes, por lo
que la distancia de AaBes la
misma que la distancia de A" a
B".
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6) Calcula la distancia minima de un punto A inaccesible pero visible a una recta [ accesible.

Se toman dos puntos sobre la recta [, el tridngulo ABC es congruente con el triangulo A’BC por el
criterio ALA. Desde el punto C se traza una perpendicular a la recta . Sobre el punto A” se traza una
paralela a la recta . La interseccion de ambas rectas la llamamos D. La distancia de la recta al punto A
es la misma que la distancia del punto C al punto D.
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Guion de la capsula 3 (Propiedades para la semejanza de triangulos)

Descripcion
Para trabajar con los criterios de semejanza, se decidié empezar en demostrar una propiedad y su reciproco, para
asi aplicarla y poder analizar de una manera mas rapida, los criterios de semejanza.

La propiedad es: si una recta paralela, a uno de los lados de un triangulo, corta a los otros dos, entonces divide
estos lados proporcionalmente. Para demostrarlo se trabajara con las areas de diferentes tridngulos, y con ello, se
analizaran las proporciones de dichas areas para asi poder demostrar la propiedad. Finalmente se demuestra el
reciproco de la propiedad.

Cabe indicar que la decision de solo trabajar con la demostracion de la propiedad y su reciproco, es debido a que
las capsulas tienen una duracion entre 5y 7 minutos. De esta manera no se excedera el tiempo de la siguiente.
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Guion dela capsula 3




Sugerencias técnicas de
adaptacién a video.

<En pantalla, entra persona y
lee el primer parrafo.>

<En pantalla, y en la parte
superior, se escribira el
enunciado completo de la
propiedad 1. Al terminar de
leerlo en pantalla aparecera la
construccion geométrica.
Finalmente, y en la parte
inferior de la construccion
geométrica, debe mostrarse el
cociente de los lados >

<En el momento en que se lea
“el segmento BC”, en pantalla
habra una animacion de la
construccion geométrica
anterior hasta llegar a la
siguiente construccion.>

Propiedad para la semejanza de triangulos

Antes de seguir resolviendo problemas topograficos, es necesario demostrar una propiedad
para demostrar los criterios de semejanza y asi tener un mayor contenido matematico para
aplicarlo en ese tipo de problemas.

Propiedad 1: si una recta paralela, a uno de los lados de un triangulo corta a los otros
dos, entonces divide estos lados proporcionalmente. Esto es, si tenemos una figura
como la siguiente:

A
B C-
B C

donde B’C’ es paralela a BC , entonces:

AB AC

AB" AC’
Demostracion:
Tracemos el segmento BC’

A
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<En el momento en que se lee
“los triangulos ABC" y
ABC”, en pantalla, deben
aparecer los siguientes dos
triangulos y cuidar que los
lados de los triangulos, tengan
las mismas dimensiones.>

<En el momento en que se lea
“tracemos una
perpendicular”, en pantalla
habra una animacion de la
construccion geométrica
anterior, hasta llegar a la
siguiente construccion.>

<A un lado de la construccion
geométrica, debe estar el
cociente.

Mientras se va leyendo el
cociente, ira resaltando las
partes se que indican en la
construccion geométrica.>

Consideremos entonces los triangulos AB°C”"y ABC’

A

B € B c
Demostremos primero que los lados de estos triangulos guardan una proporcion.
Sabemos que el area de un triangulo se obtiene como:

base - altura

a(A) = >

Tracemos una perpendicular a AB que pase por el punto C” y que corte a AB en el punto M.

Notemos que el segmento C'M es la altura del triangulo AB’C’, pero también lo es del
triangulo ABC".

B ot B

Consideremos las razones de las areas de los triangulos ABC"y AB'C”:

1 ,

a(AABC) 7AB-CM 4B

a(AAB'C Lip.cm AP’
2
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<En el momento en que se lea
“el segmento B’C”, en
pantalla debe estar el primer
tridngulo de esta capsula y
desde ese triangulo se hara
una animacién del trazo del
segmento B’C, hasta llegar a
la siguiente construccion.>

<En el momento en que lee
“tracemos una perpendicular”,
en pantalla  habrd& una
animacion de la construccion
geométrica anterior, hasta
llegar a la  siguiente
construccion.>

<Al terminar de leer el parrafo
apareceran en pantalla los
siguientes dos tridangulos con
sus respectivos datos.>

Ahora tracemos el segmento B’C, para generar el triangulo AAB’C

Tracemos también una perpendicular al segmento AC que pase por el punto B” y obtenemos el
segmento B'N, con N en el lado AC.

El segmento B’N es la altura del tridngulo AB’C pero también lo es del triangulo AB’C’, pues es
un segmento perpendicular a su base que pasa por el vértice opuesto.
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<En un lado de la
construccion geométrica
estara escrito el cociente.
Mientras se va leyendo el
cociente, se ira resaltando las
partes que se indican.>

<Al momento de leer la
informacion del parrafo, en
pantalla se mostraran los
siguientes dos triangulos con
sus respectivos datos.>

<A un lado de la construccion
geométrica estaran los dos
cocientes. Posteriormente al
leer el siguiente renglén en
pantalla aparecera el cociente
que esta igualado a uno.>

<En pantalla, y en la parte
superior estara escrito el
enunciado “Si una recta divide
dos lados de un triangulo
proporcionalmente, entonces
es paralela al tercer

lado” >

Obtengamos las razones de las areas de los dos triangulos:

1 .
a(AAB'C) ZAC-BN AC
a(QAAB'CY 1,0 gy AC

2

Notemos que a(AB'BC") = a(AC’B’C) ya que tienen la misma base B’C”" y la misma altura,

ya que por hipotesis B°C” es paralela a BC.
A

B c B / ¢

Por lo tanto, las &reas de los tridngulos ABC"y AB’C son la misma. Entonces los cocientes:

a(AAB’C)
a(AAB'C)

a(AABC")

a(AABC)

arrojan el mismo valor, por lo que al dividirlos entre ellos dara uno
a(AABC)

a(AAB'C")

a(AAB'C) —
a(AAB'C)

1

Al simplificar el cociente usando los valores que encontramos queda:

AB
AB’ _
ac !
AC
Yy entonces
AB _AC
AB"  AC”

Con esto se demuestra que si una recta paralela a uno de los lados de un tridngulo corta a los
otros dos, entonces divide a estos lados proporcionalmente. Ahora demostremos el reciproco

de la propiedad, es decir:

Si una recta divide dos lados de un tridngulo proporcionalmente, entonces es paralela al tercer
lado.
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<Mientras se va leyendo el
enunciado de la demostracion,
se ird generando la
construccion geométrica. En
la misma pantalla estara la
igualdad de los cocientes.>

<En el momento de leer “la
recta |1”’, en pantalla habra una
animacioén de la construccion
geométrica anterior, hasta
llegar a la  siguiente
construccion.>

<Conforme se va leyendo la
informacion, en  pantalla
apareceran las igualdades.>

<Termina capsula.>

Demostracion: Sea ABC un triangulo y una recta [ tal que corta a los lados AB y AC en los
puntos B”y C’ respectivamente en la misma proporcion:

AB  AC

AB" AC

B
Consideremos la recta [” paralela a BC que pasa por B”y supongamos que intersectaa AC en
el punto D

A

B
Como [” es paralela a BC, se cumple la propiedad 1 (demostrada anteriormente)

AB AC
AB° AD '
pero por hipotesis se tiene:
AB AC
AB° ~ AC

Entonces AC” = AD y por lo tanto C" = D.

Asi las rectas [” y [ tienen dos puntos en comdn y en consecuencia las rectas coinciden. Ya que
[” por construccidn es paralela a BC, entonces B'C” es paralela a BC.

Con esto se demuestra el regreso de la propiedad. A partir de ella se obtendrén en la siguiente
capsula los criterios de semejanza.
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Guion de la capsula 4 (Semejanza)

Descripcion

Para resolver problemas topograficos por medio de criterios de congruencia de tridngulos, es necesario tener el
espacio suficiente para hacer las construcciones. En la practica algunas veces no es viable ya que por las
limitaciones del terreno no alcanza el espacio para la construccion de triangulos congruentes. Por esto se requiere
otra forma de poder resolver estos problemas, la semejanza de triangulos.

En esta capsula se define la semejanza de triangulos y se demuestran los criterios de semejanza, a excepcion de
uno, el criterio LLL (Lado, Lado, Lado) ya que este se deja de tarea para que los profesores sigan desarrollando su
pensamiento logico.
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Guion dela capsula 4




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<En pantalla, entra persona y
lee lo que aparece en los dos
primeros parrafos.>

<Al momento en que la
persona dice “ejemplo”, en
pantalla, saldran los dos
triangulos con sus
respectivos datos.>

<Muientras aparecen en
pantalla las igualdades, se
iran leyendo.>

<En el momento en que se lee
“usaremos para semejanza
es”, debe aparecer el simbolo
en pantalla. Al terminar se
mostrara en pantalla la
semejanza que aparece
después del parrafo.>

Semejanza

Ya vimos que los criterios de congruencia nos permitieron resolver problemas topograficos. Sin
embargo, en todos los casos es necesario generar un triangulo con las mismas magnitudes que
el original del cual buscamos informacion. Esto puede traer complicaciones debido a que, en
términos practicos, no podemos garantizar la construccion de la copia del triangulo original y
medirla, ya sea por la limitacidén de nuestras herramientas o por las caracteristicas del entorno.

De hecho, en general, cuando se trabaja en un problema de topografia o de disefio (una casa, una
carretera, mapas, puentes, etc.) en lugar de trabajar con las medidas reales involucradas en el
problema, se hacen dibujos a escala y el disefio hecho a escala nos permite conocer las medidas
reales que tendra el objeto disefiado. Tomando esta idea, podemos encontrar soluciones mas
practicas.

Diremos que dos 0 mas tridngulos son semejantes entre si, si sus angulos correspondientes
miden lo mismo y sus lados homologos son proporcionales. Ejemplo:

A '
B

C

ZABC = 4A'B°C’
4BCA= 4B'C'A
4CAB= 4(C'A'B’

y

AB BC CA
A'B° BC CA

Asi como establecimos criterios para determinar cudndo dos triangulos son congruentes, vamos
a establecer criterios para determinar cuando dos triangulos son semejantes. La notacién que
usaremos para semejanza es ~, por lo que la frase “el triangulo ABC es semejante con el
triangulo A’B’C” ” se indicara de la siguiente forma:

ABC ~A'B°C’
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<En pantalla, y en la parte
superior, estara escrito el
enunciado completo.

AL terminar de leer el
enunciado saldran en la
misma pantalla los siguientes
dos triangulos.>

<Mientras se va leyendo el
enunciado, habra una
animacion de los dos
triangulos anteriores, hasta
llegar a los dos siguientes
tridngulos.>

<Al terminar de leer la
oracion saldra en pantalla la
igualdad de las dos razones.>

Analicemos el siguiente enunciado “Dos triangulos que tienen sus angulos respectivamente
iguales, también tienen sus lados proporcionales”. Demostremos que es verdadero el
enunciado.

Demostracion.

Sean ABC y A’B’C” dos tridngulos que tienen sus angulos correspondientes iguales.

C c’

A B

Coloquemos el triangulo A"B’C” debajo del triangulo ABC de tal manera que C” coincida con
C, larecta A’C’ coincida con la recta AC y la recta C’B’ con la recta CB. Esto se puede hacer
ya que £ACB = 4A°C’B’ por hipatesis.

c C

A’

Ademas como £BAC = 4B’A'C’y 4CBA = 4C'B’A’, larecta A'B’ es paralelaa AB y por la
propiedad 1 de la c&psula anterior tenemos también que:

CA_ CFB
CA CB
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<Muientras se lee el enunciado
habré una animacion de los
dos triangulos anteriores,
hasta llegar a los dos
siguientes triangulos.>

<En el momento en que se
van leyendo cada una de las
igualdades, en pantalla se iran
resaltando los lados que se
indican en la oracion.>

<En pantalla, y en la parte
superior, estara escrito el
enunciado completo a
demostrar. Después de
leerlo, apareceran en la
misma pantalla los dos
triangulos y las dos
igualdades.>

Anélogamente coloquemos el triangulo A’B’°C” sobre el tridngulo ABC de manera que el
4B’A’C’ coincida con 4BAC.

c

A B’
A* B
Entonces C'B’ es paralela a CB 'y por la propiedad 1 de la capsula anterior:
A'CC A'B
AC ~ AB

Por lo tanto
AC _AB CF
AC  AB  CB

En consecuencia, como los lados estan en proporcion, los tridngulos son semejantes. El
enunciado que acabamos de demostrar nos da el primer criterio se semejanza, el criterio
Angulo, Angulo, Angulo que se abrevia como AAA.

Analicemos el siguiente enunciado “Dos tridngulos que tienen un angulo igual y los dos lados
adyacentes a éste proporcionales son semejantes” es decir, tienen los otros dos angulos
respectivamente iguales y el otro lado estd en la misma proporcion. Demostremos que es
verdadero el enunciado.

Sean dos triangulo, ABC y A’B’C" tales que:

4ACB = 4AC'B° y
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<Mientras se va leyendo el
enunciado, habra una
animacion de los dos
tridngulos anteriores, hasta
llegar a los dos siguientes
triangulos.>

<En el momento en que se va
diciendo cada unade las
igualdades, en pantalla iran
apareciendo.>

<En pantalla, entra la persona
y lee lo que aparece en el
parrafo de la derecha.>

<Termina céapsula.>

Como 4ACB = 4A’C’B” podemos colocar el tridngulo A’B°C” debajo el triangulo ABC de tal
manera que C’A” coincida con CAy C'B’ con CB.

ccC

Como

CA CB
C'A CB

Y son lados proporcionales, entonces por la propiedad 2 de la capsula anterior, A'B” es
paralelaa AB, y por tanto 4BAC = 4B°’A’C'y 4CBA = 4C'B’A".

Esto indica que los triangulos A’B’C’ y ABC tienen sus angulos iguales y por el criterio de
semejanza AAA sucede que:

A (B AB
CIAI - CIB/ _A/BI

Por lo anterior podemos decir que son semejantes los triangulos ABC'y A’B’C’. El enunciado
que acabamos de demostrar nos da el segundo criterio de semejanza, el criterio Lado, Angulo,
Lado que se abrevia como LAL.

Existe un criterio mas de semejanza, el criterio Lado, Lado, Lado que se abrevia como LLL,
y que indica que si dos triangulos tienen sus tres lados proporcionales, son semejantes; es
decir, tienen sus tres angulos respectivamente iguales.

jIntenta demostrarlo! Puedes usar todo lo que ya ha sido demostrado hasta ahora.
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Tarea 3

Descripcion
Como se desea que los profesores noten la importancia de usar los criterios de congruencia y semejanza se sigue
dejando de tarea ejercicios topograficos.

También se deja de tarea la demostracion del criterio de semejanza LLL (Lado, Lado, Lado), esto con el fin de que
sigan practicando la demostracién matematica.
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Tarea 3




Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Demuestra que si dos triangulos tienen sus tres lados proporcionales son semejantes; es decir, tienen
sus tres angulos respectivamente iguales.

2) Enuntridngulo ABC, CA = CB y DE es paralela a AB. Demuestra que CD = CE.
C

3) Traza una paralela a una recta accesible [, que pase por un punto inaccesible A.
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4) Dos rectas [y I” accesibles se intersectan en un punto invisible e inaccesible A. Encuentra la
distancia entre A y un punto accesible O.

5) Encuentra la distancia entre dos puntos invisibles e inaccesibles A y B, cada uno de los cuales esta
dado porla interseccion de dos rectas accesibles, [ con " y m con m’ respectivamente.

L B
’
i \
’ \ e
. A
’ \
[ 7 m m’
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Solucionario

e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Demuestra que si dos triangulos tienen sus tres lados proporcionales son semejantes; es decir, tienen
sus tres angulos respectivamente iguales.

m
1

P =

Como los triangulos ABC y DEF sus lados son proporcionales se tiene que:

AB _AC
DE DF

Se toman dos puntos G y H en cada uno de los lados AB y AC de modo que DE = AG y DF = AH.
Sustituyendo en la igualdad de los lados correspondientes queda:

AB _AC

AG  AH
Como los triangulos ABC y AGH comparten el mismo angulo A£BAC, son semejantes por el criterio
ALA. Esto implica que:

BC _AB )
GH AG - (D

Por hipotesis

BC AB AB ,
EF  DE AG -~ (2)

Igualando y despejando las igualdades 1 y 2 se obtiene GH = EF. Por lo que los triangulos AGH y
DEF son congruentes. Por todo lo anterior los tridngulos ABC y DEF son semejantes.
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2) Enuntridngulo ABC, CA = CB y DE es paralela a AB. Demuestra que CD = CE.
C

Como DE es paralela a AB, 4BAC = 4EDC y 4CBA = 4CED, y como
comparten el £#ACB, los triangulos CAB y CDE son semejantes, por lo que:

CD _CE
CA CB

E  por hipotesis CA = CB, entonces la igualdad anterior queda:

CD CE
o CA CA
Esto implica que CD = CE.
A, B
3) Traza una paralela a una recta accesible [, que pase por un punto inaccesible A.

Sobre la linea [, se buscan dos puntos, con
ellos se forma el triangulo ABC. Se genera
otro triangulo A’B’C” que sea congruente a él 'y
que el punto A" aparezca en el lado de la
playa. Finalmente se unen los puntos AA”" y
por construccion el segmento A°A es paralelo a
la recta .

4) Dos rectas | y 1" accesibles se intersectan en un punto invisible e inaccesible A. Encuentra la
distancia entre A y un punto accesible 0.
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Se toma un punto B en la linea I” y se unen los puntos B y O con un segmento de linea que intersecta
a la recta [. El punto de interseccién lo Ilamaremos C. Se debe construir un tridngulo A’B°C” que sea
semejante al triangulo ABC y que el triangulo A’B’C” esté dibujado sobre la playa. Como los
triangulos son semejantes se tiene que medir la distancia de O a A" y multiplicar esa cantidad por la
razon en la que estan los lados de los triangulos semejantes.

5) Encuentra la distancia entre dos puntos invisibles e inaccesibles A y B, cada uno de los cuales esta
dado porla interseccion de dos rectas accesibles, [ con I” y m con m” respectivamente.

Se traza una linea n que corte a las cuatro rectas. Se obtiene el punto medio O del segmento CF. Se
obtienen lo puntos C,D’,E" y F" que son los puntos medios de los segmentos CO,DO,EO y FO
respectivamente. Se trazan los triangulos A°"C’D” y B’E’F” de modo que:

ZDCA=4D'CA 4FEB = F'E'B’
ZADC = A'D'C’ 4BFE = 4B'F'E’

Los puntos A"y B” se obtienen a partir de los angulos ya medidos y prolongando los lados que
conforman a cada angulo hasta que se intersecten.

Por construccion los triangulos ACD y A’C’D” son semejantes por el criterio AAA. Por el mismo
criterio los tridngulos BEF y B’E’F’ son semejantes.

Ademaés por construccion los tridngulos A’C’D” y B’E’F’ estan en proporcién dos a uno con la

construccion original, es por ello que la distancia de A a B es la misma distancia de A" a B’
multiplicada por dos.
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Explicacion general de las capsulas relacionadas con el teorema de Pitagoras

Guion de la capsula 5: Se empieza con una demostracion del teorema de Pitdgoras usando la semejanza
de tridngulos. Posteriormente se da otra demostracion del teorema usando las relaciones entre areas.
Finalmente se pide a los profesores que den una demostracion al teorema diferente a las que vienen en la
capsula.

Tarea 4: Consta de dos ejercicios, en el primero, se pide que ejecuten una prueba al teorema de
Pitagoras. Y en el segundo se da una construccién con la cual deben demostrar el teorema de Pitagoras.

Guion de la capsula 6: Se parte de una exploracion histérica del teorema de Pitagoras. Posteriormente
se trabaja con las demostraciones del teorema que propusieron Pappus de Alejandria, James A. Garfield
y Leonardo da Vinci.

Guion de la céapsula 7: Se empieza con la demostracion del reciproco del teorema de Pitagoras.
Finalmente se revisa la generalizacion del teorema.

Tarea 5: Se compone de tres ejercicios que se deben de resolver con la generalizacion del teorema de
Pitagoras. Uno de ellos es el de las lunulas de Hipocrates.

Cada una de las capsulas y tareas del teorema de Pitagoras estan contenidas en el material que gener6 en su tesis mi
compafiera Nayeli Camacho Olvera.

A continuacion se sigue desarrollando los contenidos del mddulo 3 trigonometria.
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Médulo 3. Trigonometria

La necesidad de resolver problemas topograficos, como los que se analizaron en el modulo anterior, da como
resultado el uso de la trigonometria. Por ejemplo, en el GPS, se usa la triangulacion para determinar distancias®.

Por la importancia que tiene la trigonometria, es preciso que los profesores fortalezcan su conocimiento y
desarrollen un camino méas dinamico en la ensefianza de esta rama matematica, para que lo puedan aplicar en sus
clases, y asi alentar a sus alumnos a estudiar y comprender los temas. Se busca no generar un ambiente en
donde los alumnos sdlo vean a la trigonometria llena de formulas, sin saber para qué se usan o su importancia.

A partir de los temas vistos en el modulo 2, se trabajara con las razones trigonométricas, con las identidades y
con las leyes de senos y cosenos.

De la misma forma que los demas mddulos, uno de los propoésitos de éste, es acercar a los profesores a la
formalidad de los temas vistos en trigonometria y a partir de ello promover en los alumnos empatia con estos
temas y que no sélo se aprendan la formula.

% Castro J., Sepllveda S., Guevara D. & L6pez O.. (2019, Junio 1). Sistema de geolocalizacién de vehiculos a través de la red GSM/GPRS y
tecnologia Arduino. EIA, 16, pp. 1-13.
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Guion de la capsula 1 (Razones trigonométricas)

Descripcion

En esta capsula se indica que los problemas topograficos, que se trabajaron en el mddulo anterior, también se
pueden resolver con ayuda de la trigonometria. Para ello se empieza definiendo la razon trigonométrica seno a
partir de un triangulo rectangulo. Posteriormente se demostrara, con semejanza de tridngulos y con el teorema de
Pitagoras, que la razdn tiene una relacion biunivoca entre un angulo agudo del triangulo y el cociente de los lados
que definen al seno. Finalmente se definen las razones trigonométricas coseno y tangente. Y sus inversos
multiplicativos cotangente, secante y cosecante.

Esto se hizo con el fin de que los docentes puedan identificar esta relacion entre el angulo y la razén de los lados del
triangulo, para asi poder generalizar, en las siguientes capsulas, razones trigonométricas para cualquier angulo.
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Guion dela capsula 1




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<En pantalla entra persona y
leerd los tres primeros
parrafos.>

<Al leer “figura a es el
4CAB”, en pantalla
aparecera el triangulo
rectangulo junto con los
datos que aparecen en él.>

<En pantalla y debajo del
tridngulo, se escribird la
igualdad del seno de alfa.>

<Al leer “tenemos dos
tridngulos rectdngulos™, en
pantalla apareceran los dos
tridngulos siguientes a este
parrafo, junto con sus
respectivos datos.>

Razones trigonométricas

En los problemas topogréaficos, como los que se trabajaron en el mddulo anterior, se puede
usar las razones trigonométricas, o las leyes de senos y cosenos, o alguna identidad
trigonométrica, para resolver dichos problemas. Este camino puede ser mas practico que
usar sélo congruencia y semejanza de triangulos.

Recordemos que la trigonometria estudia las relaciones numéricas que existen entre los lados
y los angulos del triangulo. EIl estudio de estas relaciones puede ser abordado desde las
herramientas con las que ya contamos: semejanza y el teorema de Pitagoras, de hecho para
algunos autores, “La trigonometria existe porque existe el teorema de Pitégoras”l.

Observemos que todo triangulo se puede descomponer en dos tridngulos rectangulos trazando

una altura, por tanto, el andlisis de las relaciones que existen entre medidas de angulos y lados
de cualquier triangulo, lo haremos estudiando estas relaciones en triangulos rectangulos.

Por ejemplo, en la siguiente figura « es el £CAB.

a
A <A C

Definimos la razdn trigonométrica seno del angulo @ como:

cateto opuesto  BC
~ AB

sena = -
hipotenusa

Esto es, a cada &ngulo a, entre 0° y 90° le asociamos un nimero que se obtiene de dividir el
cateto opuesto entre hipotenusa.

Es necesario saber si esta relacion entre los catetos y el angulo a es constante, es decir que si
otro triangulo rectangulo tiene uno de sus angulos igual al angulo a, el sen a es el mismo
namero.

Supongamos por ejemplo que tenemos dos triangulos rectangulos, ABCy A’B’C’tales que
4CAB = AC°A’B" = a y que las longitudes de sus lados respectivos sean diferentes.

! Gonzalez Urbaneja, Pedro, Pitdgoras. El filésofo del nimero, Nivola, p. 154
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<Mientras se sigue con la
lectura, en pantalla, y junto
los dos triangulos, estaran las
tres igualdades.>

<En pantalla y juntos con los
dos triangulos apareceran las
siguientes dos igualdades.>

<Mientras se va leyendo el
enunciado saldrén en
pantalla los dos triangulos.>

A a e A a |IIC-

Los triangulos ABC y A’B’C’ cumplen que:
ACAB =4C'A'B =«
4BCA =4B'C’'A"=90°
Por lo tanto 4ABC = 4A'B’C’
Por el criterio AAA los dos tridngulos son semejantes y por ello se cumple:

BC AB BC B'C’

—_——_— e — = —

B'CC A'B° AB A'B’
Por lo tanto el sen a, arroja el mismo valor en ambos tridngulos.

_BC _BC
sena = BC = 1B

Con esto queda demostrado que a cada angulo a se le asocia un unico nimero, sen a. Ahora
veremos que a cada numero sen a le asociamos un unico angulo a entre 0°y 90°.

Supongamos que existen dos angulos 0 < a < 90°y 0 < 8 < 90°, los cuales cumplen
sen a = sen 3. Demostremos que a = .

Construyamos los triangulos rectangulos ABC y A’B’C” que tengan a los angulos @ = 4BAC
y B = £B’A’C’ respectivamente como uno de sus &ngulos no rectos y que cumplen
sena = sen f3.

A = @ | C A B C’
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<Mientras se va leyendo, en
pantalla se escribiran cada
una de las cuatro
igualdades.>

<Mientras se va leyendo, en
pantalla se escribiran cada
una de las igualdades.>

Tenemos que en el triangulo ABC

_BC
sena = 1B
Y en el tridngulo A'B°C’
_BC
senff = 15

Por hipotesis sabemos que sen a = sen 8, esto implica que
BC BC
AB  A'B’
Por lo que al agrupar lados correspondientes queda; para un valor de k:

BC AB _ .
B'C AB

Como los triangulos ABC'y A’B’C” son rectangulos, se aplicara el teorema de Pitagoras a
ambos triangulos.

En el tridngulo ABC En el tridngulo A'B’C’
Se tiene
AB? = AC?+ B(* A'B2=AC?2+B'C"?

Al despejar AC2y A'C’2 queda
AC? = AB? — B(? A'C?2=A'B2—-B’C™?

Sabemos que

BC " AB "

B'C AB

Por lo que:

BC = k(B'C) AB = k(A'B)
Sustituyendo en AB y BC en

AC? = AB? — B(?

Da
AC?2=k2(A'B")? — k2(B'C")?
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<Cada una de las igualdades
iran apareciendo conforme se
leen.>

<Después de leer “otras
razones

trigonométricas”, saldra en
pantalla tanto el triangulo
como las razones
trigonométricas coseno y
tangente.>

<En pantalla se escribiran
las razones trigonométricas
cotangente, secante y
cosecante, en el momento
en que se van leyendo.>

<Termina cépsula.>

Factorizando:
AC?2=Fk2[(A'B")?2— (B'C")?]

Dividiendo a cada lado de la igualdad con

AC? = A'B2— B'C?
da

AC?  k*[(A'B)?—(B'C)?] _ AC? AC
AC

2 — 2
AC:-  apr_pcz K= =kt=

AC? &

Entonces los tres lados de los dos tridngulos son proporcionales y por el criterio LLL
son semejantes. Con ello se demuestra que 4BAC = AB’A’C’, es decir a = .

Con todo lo anterior, observemos que el valor de la razon cateto opuesto sobre hipotenusa en
un triangulo rectangulo depende sélo de los angulos y para cada angulo diferente, entre 0° y
90° este valor es diferente.

Podemos definir otras razones trigonométricas para el angulo a como:
B

cateto adyacente  CA
~ AB

cosa = -
hipotenusa

_BC
cateto adyacente CA

cateto opuesto

tana =

Ademas de sus inversos multiplicativos:

cateto adyacente  CA

cota = =—
cateto opuesto BC
hipotenusa AB
seca = =—
cateto adyacente CA
hipotenusa AB
seca = =

" cateto opuesto BC

La demostracion para el coseno y la tangente de un angulo entre 0°y 90° es anéloga a la que
dimos para el seno.
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Guion de la capsula 2 (Generalizacion de las razones trigonometricas)

Descripcion

La cépgula estd dedicada a demostrar las propiedades que se usaran durante las demas capsulas del médulo 3.
Primero se representan las razones trigonométricas en el circulo unitario, para después preguntarse, ;qué pasa si el
angulo esta entre 90° y 180°? Con la ayuda del circulo trigonomeétrico, se llega a la conclusion de que

sen (180° — 0) = sen 6. Se sigue analizando lo que ocurre en el tercer y cuarto cuadrante, para asi poder concluir la
generalizacién de la razon trigonométrica para cualquier angulo.

Finalmente se revisa la identidad pitagorica sen 26 + cos26 = 1. Para ello se trabaja en el circulo unitario, y en él
se representaran las razones trigonométricas, seno y coseno y usando el teorema de Pitagoras se demuestra la
identidad. Esta capsula puede ayudar a los profesores para dar la clase de trigonometria de una forma mas
didactica.
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Guion dela capsula 2




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<En pantalla entra persona y
lee los dos primeros
parrafos.>

<Al terminar de leer los dos
parrafos en pantalla se
mostrard la circunferencia
unitaria, tal cual como se
muestra.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla debe
aparecer la circunferencia
unitaria, con toda la
informacion que aparece en
ella.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla, y
debajo de la circunferencia
unitaria estaran las
igualdades.>

Generalizacién de las razones trigonométricas

En la capsula anterior se trabajé con la razon trigonomeétrica seno y cdmo esta razon esta
relacionada biunivocamente con un angulo entre 0°y 90°. Pero, ¢qué pasa Si tenemos
angulos mayores a 90°? ;Se puede definir el seno de ese &ngulo?

Para ello veamos como las razones trigonométricas se representan en un circulo unitario,
(con radio igual a uno). Tracemos un circulo con radio uno y con centro en el origen en

un plano cartesiano.

Tomemos como referencia el angulo que se forma con el radio del circulo anterior y el eje
horizontal. Llamémaosle 6 y tracemos un segmento de linea que una al punto del radio que
toca a la circunferencia con el eje horizontal. Dicho segmento de linea es perpendicular al
eje horizontal.

(1
\

Con los trazos anteriores, generamos un triangulo rectangulo ABC, donde A es el centro de
la circunferencia, B y C son los extremos del segmento de linea perpendicular al eje
horizontal. Por lo que:

g BC
sen —AB

Como AB =1, se obtiene que sen 8 = BC
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<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla debe
exhibirse la circunferencia
unitaria, con toda la
informacion que aparece en
ella.>

<Debajo de la circunferencia
unitaria, se mostraran las
igualdades.>

<Al término de leer el
parrafo, en pantalla se
muestra la  circunferencia
unitaria, con toda la
informacion que aparece en
ella.>

En otras palabras, en un circulo unitario, el seno representa la altura del tridngulo rectangulo
que se genera con el &ngulo 8 y con base en el eje horizontal.

sen|f

[ 1A
\_

Ahora veamos como se representa el coseno en el circulo unitario:

g CA
cos _AB

Como AB =1, se obtiene que cos 8 = CA

En otras palabras, en un circulo unitario, el coseno representa la base del tridngulo rectangulo
que se genera con el &ngulo 8 y con base en el eje horizontal.

v

K cose C
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<AL terminar de leer la
oracion, en pantalla se debe
mostrar la circunferencia
unitaria, con toda la
informacion que aparece en
ella.>

<Debajo de la circunferencia
unitaria, en pantalla se
mostraran las igualdades.>

<Al terminar de leer la
oracion, en pantalla se
muestra la circunferencia
unitaria, con toda la
informacion que aparece en
ella.>

También representemos a la tangente. Para ello tracemos el segmento de linea PQ, donde el
punto Q que es la interseccion de la circunferencia unitaria con la parte positiva del eje x y el
punto P es la interseccidn de la perpendicular al eje por Q y la recta AB.

v

(1A
N

Podemos observar gque los triangulos ABC y APQ son semejantes Yy son triangulos rectangulos,
por lo que la tangente en cada triangulo mide lo mismo:

Como AQ = 1, por ser un radio, se obtiene que tan 8 = PQ.

En otras palabras, en un circulo unitario, la tangente representa la altura del
triangulo rectangulo APQ que se genera con el angulo 6 y con base un radio en el

eje horizontal.
P
B’I"
1 tan 6
e &
K

v

80



<En pantalla sélo estara la
pregunta, mientras se lee.>

<Al terminar de leer la
pregunta, en pantalla
aparecera el circulo unitario
con todo y los datos.>

<Al terminar de leer el
parrafo habra una transicion
del circulo unitario, anterior
al siguiente circulo unitario.
Se debe respetar todos los
datos como los colores.>

¢Qué pasa si el angulo esta entre 90° y 180°?

w

L

Analicemos el caso para el sen 6. Recordemos que el seno, en un circulo trigonomeétrico se
representa como la altura del tridngulo rectangulo que se genera con el radio y con base en
el eje horizontal.

]
!J

Por otra parte, 4ACB = 180° — 6, y como el tridngulo ACB es rectangulo, obtenemos que:
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<Al terminar de leer el
parrafo anterior, en pantalla
debe aparecer el circulo
unitario y debajo de él estara
la igualdad.>

<En pantalla sélo debe
aparecer la pregunta, mientras
se lee. Después en pantalla
saldrén los circulos unitarios
con todo y sus datos.>.>

<Cuando la voz termine de
decir “siguientes
identidades”, en pantalla y
debajo de cada circulo
unitario, estaran las
igualdades
correspondientes.>

sen|d

180° -f

v

(3
N

sen 0

sen (180° —0) = =senf

Por lo que se tiene la identidad: sen (180° — 6) = sen 6

¢Qué pasa si el angulo esta entre 180°y 270°, o bien, entre 270°y 360°?

< E
360°-6 . 2
1
A
Se obtienen las siguientes identidades:
sen 8 = —sen(6 — 180°) sen 8 = —sen(360° —0)

Como en ambos casos, se esta trabajando con tridngulos que estan en el tercer y cuarto
cuadrante, la altura es negativa.
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<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla, se
mostrara el circulo
trigonométrico con toda y la
informacién que aparece en
él.>

<Después de leer la oracion,
en pantalla, y debajo de la
circunferencia unitaria, deben
estar las igualdades.>

<Termina la capsula.>

Por lo tanto, la razon seno se puede generalizar para cualquier angulo. De la misma manera se
pueden generalizar las demas razones.

Por Gltimo relacionemos el teorema de Pitagoras, con lo que sabemos ahora de las razones
trigonométricas seno y coseno.

sen|f

A cos 6 C

Al aplicarse el teorema de Pitagoras en el triangulo ABC se tiene que:
BC? + AC? = AB?

Sabemos que BC =sen 8 ,AC=cos 0,y AB=1

Entonces la igualdad queda como:
sen20 + cos?6 =1

A dicha igualdad se le conoce como la identidad pitagorica.

En las siguientes capsulas, analizaremos y demostraremos varias identidades trigonométricas.
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Tareal

Descripcion

El fin de esta tarea es seguir ayudando a los profesores a construir un enfoque tedrico del aprendizaje en las
matematicas y que sigan fortaleciendo el analisis geométrico, para que les sea mas fécil de entender como se demuestra
a partir de la construccion geométrica.

Para reforzar lo que se vio en la capsula, se pide obtener el valor de cada una de las razones trigonomeétricas para
los angulos de 30°, 45° y 60° a partir de dos tridngulos. Posteriormente se pide que, con la ayuda del circulo
unitario, obtengan los valores de las razones trigonométricas para el angulo de 90°. Finalmente se pide que
demuestren algunas identidades trigonomeétricas.
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Tarea 1




e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Obtén el valor de todas las razones trigopnométricas para el angulo de 45° a partir de un triangulo
rectangulo.

2) Obtén el valor de todas las razones trigonomeétricas para los angulos de 30° y 60° a partir de un
triangulo equilatero.

3) Obtén el valor de las razones trigonométricas para el angulo de 90°. Sugerencia: Apoyate del
circulo unitario.

4) Demostrar cada una de las siguientes identidades:

i. sen 8 =cos(90° —0)

. sen 6
ii. tan @ =
cos O
cos 6@
iii. cotO =
sen @
p 1
iv. secl =
cos @
g 1
vi. cscl =
send

5) Demostrar que un angulo inscrito es la mitad de un dngulo central que subtiende el mismo arco.
A




Solucionario

e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Obtén el valor de todas las razones trigopnométricas para el angulo de 45° a partir de un tridngulo
rectangulo.

45°

45°

sen 45° = cos 45° = tan45° =1

)

ﬁ'

cot45° =1, sec45° = /2, csc45° =2

5l -

2) Obtén el valor de todas las razones trigonomeétricas para los angulos de 30° y 60° a partir de un
triangulo equilatero.

2
30° 1 30° 3 tan 30° ! t30° =+/3 30° 2 30°=2
sen =-, cos = —, an =—, CO =<3, sec =—, CcsC =
2 2 V3 V3
3 1 1
sen 60° = £, cos 60° ==, tané60° = \/§, cot60°=—, sec60°=2, «csc60°=—
2 2 V3 V3

3) Obtén el valor de las razones trigonométricas para el angulo de 90°. Sugerencia: Apoyate del circulo
unitario.

sen90° =1, cos 90° = 0, tan 90° = no tiene valor.

cot90° = 0, sec90° = no tiene valor, csc90° =1
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4) Demostrar cada una de las siguientes identidades:

i. sen 8 =cos(90° —0)

r 3

v

Se construye un angulo 6 en un circulo unitario y con él se genera el tridngulo AOB. Por construccién

el 40AB = 90° — 6, por lo que sen § = AB = cos(90° — 0).

. sen 6
ii. tanf =
cos 6
cateto opuesto
sen 0 hipotenusa (cateto opuesto)hipotenusa cateto opuesto tan @
—_— p— " p—vl — an
cos@ cateto adyacente (cateto adyacente)hipotenusa cateto adyacente
hipotenusa
cos 6
iii. cotf =
sen 6
cateto adyacente
cos 6 hipotenusa (cateto adyacente)hipotenusa cateto adyacente i
= = " = = CO
sen @ cateto opuesto (cateto opuesto)hipotenusa cateto opuesto
hipotenusa
. p 1
iv. secl =
cosf
1 1 hipotenusa
= = =sec@
cos@ cateto adyacente  cateto adyacente
hipotenusa
 csc 1
vi. cscl =
sen 0
1 1 hipotenusa p
senf cateto opuesto  cqteto opuesto
hipotenusa
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5) Demostrar que un angulo inscrito es la mitad de un dngulo central que subtiende el mismo arco.
A

P
c

Se traza el didmetro que pase por C y por el centro de la circunferencia. Esta linea corta al ABCAena y 8
yel 4BOA enyy 6. Por construccion se genera el triangulo ACO que es isdsceles por tener dos radios
como lados. Por ello el 4CAO0 = 40CA = a. Por consiguiente 4A0C = 180° — 2a y como es
suplementario a y, entonces y = 2a.

Por construccion se genera el triangulo BCO que es isOsceles por tener dos radios como lados. Por ello el
40BC = 4BCO = B.Por consiguiente 4COB = 180° — 28 y como es suplementario a §, entonces § = 2.

Entonces: 4BCA=a+f y 4BOA=2a+ 2 =2(a+p).
Por lo que el 4BOA mide el doble del 4BCA.
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Guion de la capsula 3 (Identidades trigonométricas; el senoy el coseno de la suma de dos angulos)

Descripcion

La cépsl,aula 3 tiene como propdsito demostrar diversas identidades trigonométricas, en particular se determinara el
seno y el coseno de la suma de dos angulos a partir de ciertas construcciones geométricas.

En este punto es necesario comentar que los profesores ya conocen estas identidades trigonométricas y que la
importancia de esta capsula es seguir fomentando el analisis tedrico del aprendizaje en las matematicas.

Por otro lado, se dejaron en el guion del video los pasos para las construcciones geométricas en las que se
apoyaran las demostraciones. Aunque parezca que es mucha informacion para los profesores, en realidad no
encontramos que este sea un problema pues pueden reproducir el video mas de una vez para entender mejor la
forma en la que se generan las construcciones.
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Guion de la capsula 3




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<Entra una persona y lee los
dos primeros parrafos.>

<En el momento en que se
diga “el seno de la suma de
dos angulos”, debe aparecer
en pantalla la identidad
trigonométrica.>

<En el momento en que la se
diga “Sea ABC un triangulo”,
en pantalla y debajo de la
identidad, debe mostrarse el
triangulo con todo y sus
datos.>

<Muientras se va leyendo el
enunciado, se debe generar
una animacion del triangulo
anterior al siguiente triangulo
inscrito en una
circunferencia.>

Identidades trigonométricas
El senoy el coseno de la suma de dos angulos

En las capsulas anteriores se definieron las razones trigonometricas y se demostraron
algunas identidades. Ahora estudiaremos el seno y el coseno de la suma de dos &ngulos.

En la actualidad, se puede obtener, por ejemplo el sen 22° de manera rapida, ya que solo
basta usar una calculadora cientifica fisica o digital pero ¢cémo se pudo obtener dicho valor
en la época en que no habia calculadoras? Previamente a la existencia de las calculadoras se
usaban tablas de las razones trigonomeétricas y dichas tablas se obtuvieron usando s6lo
identidades trigonométricas. En la practica, es muy enriquecedor demostrar estas identidades
trigonomeétricas que se usaron para generar las tablas.

Demostremos la validez de la férmula para el seno de la suma de dos angulos:

sen (a + B) = sen a cosf + cos a sen 8
Para ello se trabajara con la siguiente construccion:

Sea ABC un tridngulo con angulos a, By y respectivamente
C

Y

AL" B~.B

Y tracemos la circunferencia que pase por los tres vértices del triangulo
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<Se debe generar una
animacion de la
circunferencia anterior a esta
circunferencia.>

<Se debe generar una
animacion de la
circunferencia anterior a esta
circunferencia.>

<Mientras se lee el parrafo,
se generara una animacion de
lacircunferencia anterior a la
siguiente circunferencia.>

Y tracemos el triangulo AOB

Notemos que, por construccion:

ZA0B =2y

El triangulo AOB es isosceles puesto que sus lados OA y OB son radios de la circunferencia.
Por tanto, al bisectar el angulo 2y, cortara en el punto medio al segmento AB, formando a su
vez un angulo recto con la base del triangulo. Para finalizar, tracemos la altura del triangulo

ABC. Llamemos M al pie de la altura.
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<En el momento en que sediga
“donde MB”, se debe resaltar
en el triangulo BMC.
Posteriormente cuando se
diga “y AM”, se debe resaltar
el triangulo AMC.
Finalmente, en pantalla
deben aparecer las
igualdades.>

<En el momento en que se
van leyendo las igualdades,
debe ir apareciendo en
pantalla..>

De la construccion notamos que el segmento AB = AM + MB. Donde MB es base del tridngulo
rectdngulo BMC y AM es la base del triangulo rectangulo AMC. De tal modo que:

MB = BC cosf
AM = AC cos a

Por lo que la igualdad AB = AM + MB se puede ver como:
AB =BC cos j+AC cos a

Por otro lado, y tomando como referencia al triangulo rectdngulo AOB tenemos que:

PB
seny = O_B

Recordamos que el segmento OP corta en el punto medio al segmento AB, por lo tanto

pp _ AP
2
entonces
AB
72 4B
SenNY =08 ~ 20B

De manera anéloga y trabajando con el tridngulo COB se obtiene:

BC
2
sena 0B — 20B C OB sen a
Con el triangulo COA se obtiene:
AC
_2 _AC = AC = 20A
Sen'B_OA_ZOA = sen B
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<En pantalla deben aparecer
las tres igualdades al
momento en que se van
leyendo.>

<En el momento en que se
diga “tracemos un triangulo
rectangulo”, en pantalla debe
aparecer el triangulo ABC.>

<En el momento en que se diga
“tracemos otro triangulo
rectangulo”, en pantalla
también aparecera el triangulo
ACE.>

Para finalizar recordemos de la capsula anterior que el sen @ = sen (180° — «), por lo que:
sen (a + B) =sen (180° — (a + B)) = seny
Por las igualdades que se obtuvieron anteriormente, se tiene:

AB BCcosB+ACcosa 20B senacosf + 204 sen f§ cos a

sen(a+f) =seny =-55 20B 208

= sen a cos § + sen 8 cos a.
Por lo que queda demostrada la identidad
sen (a+ B) =senacos f + sen S cos a
Ahora demostremos la validez de la formula para el coseno de la suma de dos angulos.
cos(a + ) = cosa cosB — senf sena
Para ello, hagamos la siguiente construccion geométrica. Tracemos un triangulo rectangulo

con hipotenusa igual aunoy @ = 4CAB.
B

A

Tracemos otro tridngulo rectangulo con hipotenusa AC, vértice E y f = AEAC.

B
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<En el momento en que se lee
“tracemos una perpendicular
desde B”, en pantalla, se
mostrara la altura en la
construccién anterior, de tal
modo que quede como
aparece a la derecha de este
texto.>

<Mientras se lee el parrafo
de la derecha, en pantalla
habrd una animacién que
pase de la construccion
anterior a la siguiente
construccion.>

Tracemos una perpendicular desde B con base AE. Llamemos F y G a los puntos de
interseccion de la perpendicular con AE y AC respectivamente.

B

Tracemos una perpendicular con base FB Yy que pase por B y prolongamos el segmento EC.
Tomamos el punto H de interseccion de dichas rectas.

B H

Con base en la construccion, y usando el AABC y el angulo «, se obtiene:
sena = BC

cosa = AC
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<En pantalla y a un lado de
la  construccién,  deben
aparecer las dos igualdades.>

<En pantalla se deben
resaltar los tridngulos ACE y
CGB, asi como aparece en
la construccion del lado
derecho. También se deben
resaltar los triangulos BCH
y CGB.>

<Conforme se lee cada una
de las igualdades, en pantalla
iran saliendo.>

<Termina la capsula.>

De la misma manera con el triangulo ACE y el &ngulo 8 se obtiene:
= AE = AC
=2 AR =
cosfB C cos

Notemos que los tridngulos ACE'y CGB son semejantes por el criterio AAA.
A su vez, los tridngulos CGB y BCH también son semejantes por el criterio AAA.
En consecuencia el 4EAC = 4HCB.

Entonces

5H BH = BC
= —= =
sen 8 BC sen 8
Trabajando con el triangulo ABF y el angulo a + f3, se tiene que:
AF
cos (a+p) =T=AE—EF=AE—BH

Sustituyendo AE y BH queda:
cos (a +p) = ACcosfp — BCsenf
Sustituyendo AC y BC da:

cos (e +f) =cosa cosf — senasenf

Con lo cual se valida la formula del coseno de la suma de dos angulos.
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Guion de la capsula 4 (Identidades trigonométricas; el seno y el coseno de la diferencia de dos angulos)

Descripcion
Esta cépsula se centra en la demostracion de las identidades trigonométricas; el seno y el coseno de la diferencia de

dos angulos. Estas demostraciones tienen la particularidad de que se trabaja con suma y resta de areas para poder llegar a
las equivalencias

sen(a — B) = senacosff — cos asenf y cos(ea — B) = cosacosfB + senasenf

Cabe sefalar que estas demostraciones es importante que los docentes las conozcan y de ser posible las puedan
transmitir a sus alumnos, para asi enriquecer la manera en que ensefian en sus clases, puesto que algunas veces, en
la practica, sélo se dan las identidades trigonomeétricas sin ninguna justificacion, haciendo que el alumno pierda el
deseo de aprender y se llegue simplemente a la memorizacion de formulas.
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Guion dela capsula 4




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<Entra persona y lee el
primer  parrafo. En el
momento en que diga
“diferencia de dos angulos”,
en pantalla debe aparecer la
igualdad.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla deben
aparecer los dos tridangulos.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla y en cada
uno de los triangulos, debe
estar las expresiones tal cual
como aparecen en los
triangulos.>

<En pantalla y debajo de los
dos triangulos se mostrara la
igualdad.>

Identidades trigonométricas
El senoy el coseno de la diferencia de dos angulos

En esta capsula seguiremos demostrando las férmulas de las identidades trigonométricas con el
apoyo de algunas construcciones para fomentar el razonamiento espacial.
Empecemos con el seno de la diferencia de dos angulos:

sen(a —B) = senacos — cosasenf
Para demostrar la férmula, nos apoyaremos de la siguiente construccion:

Tracemos dos tridngulos rectangulos que tengan mismas bases pero diferentes alturas que
determinen a los angulos a y .

A /N Oc D_- B C1F

Expresemos a los catetos de los dos triangulos en funcidn de las razones trigonomeétricas.

4

AE -sena

DE -zen f§

VAR Cc D _~

AB rcosa DE -cosf

Como las bases de los triangulos miden lo mismo, esto implica que

AB - cosa = DE - cosp.
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<Al terminar de decir “el
area del triangulo GHI, en
pantalla solo se mostraran
los triangulos con sus
respectivos datos.>

<Muientras se lee cada una de
las igualdades, estas deben
salir en pantalla.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla solo se
mostrardn  los  tridngulos
junto con sus datos.>

<En pantalla y debajo de los
triangulos, debe estar la
igualdad de las areas de los
triangulos.>

<En pantalla y debajo de la
igualdad  anterior,  debe
aparecer la igualdad.>

<Conforme se va leyendo
cada igualdad, en pantalla, se
irdn resaltando cada uno los
lados, de los tridangulos que
se indican en las
igualdades.>

Por otro lado al restar las areas de los triangulos obtenemos el &rea del triangulo GHI.

B H

y 'l

AN [lc pAE8 OF ¢ O

Donde J es el punto de interseccion del lado HG y la altura J1I.
Notemos que:

GH =AB
Gl =DE
4IGH=a—-f

De la misma manera, podemos expresar la altura /I en funcion de las razones trigonomeétricas.
H B

GI -sen (a— )

AE -sena
— — 2
DE -sen f8
AAY Oc oA B CJF
AB -cosw DE -cos f§

Para poder demostrar la identidad trabajemos con la igualdad de las areas de los triangulos
Area(AGHI) = Area(AABC) — Area(ADEF)
Aplicando la férmula del &rea de un triangulo obtenemos

GH(GI -sen(a — /3)) _ (AB-cosa) (AB - sen a) 3 (DE - cos B)(DE - sen B)

2 2 2
Como
AB-cosa =DE-cos
GH = AB
Gl =DE
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<En pantalla y debajo de la
Gltima igualdad, debe estar la
igualdad que aparece a la
derecha de este comentario.>

<En pantalla y debajo de la
anterior  igualdad, debe
aparecer la igualdad que
aparece a la derecha de este
comentario.>

<Mientras se lee el parrafo,
toda la informacion en
pantalla se elimina, hasta que
no quede nada.>

<En el momento en que se
diga “tracemos dos
triangulos”, en pantalla deben
saldran los dos triangulos.>

<En pantalla y en cada uno de
los triangulos, deberan estar
las expresiones tal cual como
aparecen en los triangulos.>

La igualdad de las &reas de los tridngulos queda:

ABDE -sen(a — ) (DE-cospB)(AB-sena) (AB-cosa)(DE - senf)
2 a 2 B 2

Simplificando la igualdad se obtiene:
sen(a— ) = senacosf — cosasenf
Con lo cual queda demostrada la identidad.

Ahora demostremos la identidad que nos permite calcular el coseno de la diferencia de dos
angulos.

cos(a — B) =cosacos P + senasenf

Para ello usaremos la siguiente construccion. Tracemos dos tridngulos rectangulos, los cuales
tengan mismas alturas con angulos a y f como se indican en la siguiente figura.
B

E
| 1\
g

AL\E Cc F[ D

Expresemos a los catetos de los tridangulos en funcion de las razones trigonométricas.

B E
B
AEB -sena
ED -cos f
AAN” Ce F D

AB -cosa ED -sen 8
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<Cuando se termine de decir
“el area del triangulo ABD,
en pantalla solo deben
aparecer los triangulos con
sus respectivos datos.>

<Cuando se termine de decir
“con base AB”, sobre el
tridngulo  aparecera dicha
altura, tal cual como se
muestra en el lado derecho de
este comentario.>

<Cuando se termine de decir
“90° - o”, sobre el triangulo
se mostrara dicha altura.>

Por otro lado, al sumar las areas de los triangulos obtenemos el area del triangulo ABD

nxﬁ"‘ Oe

Tracemos la altura del triangulo ABD con base AB, donde G es el punto de la interseccion de

la base AB con la altura

A

E
i\
5\

FO

Il
Bt

A Ae M

B
N
B\

Por ello en el triangulo BGD, el ABDG se puede expresar como a — f
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<Al ir leyendo el parrafo en
pantalla y sobre el triangulo
debe salir la altura, tal cual
como aparece en el lado
derecho de este comentario.>

<Al terminar de decir “el
triangulo 4BD”, en pantalla
deben aparecer los triangulos
con sus respectivos datos.>

<En pantalla y debajo de los
triangulos, se debe mostrar la
igualdad de las areas de los
tridangulos.>

[1]
-

Como el triangulo BGD es rectangulo, el lado GD se puede expresar como EDcos (aa — fB).

Recordemos que Bes igual que el punto E.
B=E

B

ED 'cos{x—f)

A

Regresando a la suma de las &reas de los triangulos y agregando los datos del triangulos ABD
queda:

B E B
AL - zenx 4 g 3 ED cosy ,Ai}‘
\ i
/ B
p G // %
/// - zQ .
_,.-/ + = /// .
Iy / ~
d JED ceos{m—BY s\
/ # LY
/'/ ;/'f \\\ J
AL Ce FO \p AN m Yp
AR - cost ED . seny c

Para la formula del coseno de la diferencia de dos angulos, trabajemos con la igualdad de
las areas de los triangulos

Area(AABC) + Area(AFED) = Area(AABD)
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<En pantalla y debajo de la
igualdad anterior debe estar
la siguiente igualdad.>

<En pantalla y debajo de la
Gltima igualdad, debe
aparecer la siguiente
igualdad.>

<En pantalla y debajo de la
anterior  igualdad, debe
aparecer la identidad.>

<Termina cépsula.>

Aplicando la férmula del area del tridngulo obtenemos

(AB - cosa)(AB - sen a) N (ED - cos B)(ED - sen B) B (AB)(ED - cos(a — B))

2 2 2

Como AB - sena = ED - cos
La igualdad de las areas queda como:

(AB - cosa)(ED - cos ) N (AB-sena)(ED -sen )  (AB)(ED - cos(a — f))

2 2 2

Simplificando la igualdad queda:

cosacosfB + senasenf = cos(a — B)

Con lo cual queda demostrada la identidad.

105



Guion de la capsula 5 (Mas identidades trigonometricas)

Descripcion

En esta capsula se puede notar que ya se maneja todo lo que se ha visto en las capsulas y modulos pasados, con lo
cual se continua fortaleciendo todo el contenido geométrico trabajado. Esto puede ocasionar una complicacion en la
comprension de las demostraciones. Pero con los conocimientos que tienen los profesores, con las capsulas
anteriores que pueden seguir viendo, y con la ayuda de su tutor, podran comprender las demostraciones.

Esta capsula es la tltima en la que se demuestran las formulas de las identidades trigonométricas, estas son el seno
y coseno del angulo doble, la tangente de la mitad de un angulo y
(cot8+1)2+ (tan 6 + 1)2 = (sec  + csc )2

Se siguen privilegiando las construcciones geométricas para que los profesores continten fortaleciendo su analisis
geomeétrico.
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Guion dela capsula 5




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<Entra persona y lee el
primer enunciado,
posteriormente, y en pantalla
apareceran las dos
igualdades.>

<Cuando se diga “tracemos
una

semicircunferencia” en pantalla
solo mostrara la
semicircunferencia.>

<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla habréa
una animacién de la
construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

Mas identidades trigonométricas

Sigamos analizando mas identidades trigonométricas. Demostremos que:

sen20 =2senfcosf cos 20 = 2cos?0 — 1

y
Para ello, nos apoyaremos de la siguiente construccion: tracemos una semicircunferencia de
radio 1.

A - B

1 o)
Usando el diametro AB, tomamos como punto de apoyo al punto A para trazar el angulo 6. El

punto donde el &ngulo corta a la circunferencia lo llamaremos C.

C

1 o

Desde el punto C tracemos un segmento de recta hacia el centro de la circunferencia, y
después tracemos una perpendicular al didmetro AB que pase por el punto C

C

A [] B
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<Al terminar de leer el
parrafo, en pantalla y debajo
de la construccion, se debe
mostrar la igualdad del
angulo BOC, posteriormente
se realiza una animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la  siguiente
construccion.>

<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

Notemos que el &ngulo £ACB es recto porque subtiende un diametro, y los angulos
4BAC y 4BOC subtienden el mismo arco, por lo que 4BOC = 26

A B

1 o
Como el triangulo ABC es rectangulo, su hipotenusa es el didmetro de la circunferencia, por
lo que AB = 2. Representemos sus lados en funcion de las razones trigonométricas.

Analicemos el tridngulo ODC, donde D es el punto de la altura que intersecta al lado OB.
Este triangulo es rectangulo por construccion. Su hipotenusa es el segmento OC, el cual al ser
radio de la circunferencia mide 1. Los catetos del triangulo se pueden representar en funcién
de las razones trigonomeétricas.
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<En pantalla solo se debe
mostrar la construccion y la
igualdad del seno del doble de
un angulo.>

<Cuando se lea “semejanza
se obtiene”, en pantalla se
mostrara la igualdad.>

<Al terminar de leer la
oracion, en pantalla y debajo
de igualdad anterior, se debe
colocar la nueva igualdad
que aparece después de la
oracion leida.>

<En pantalla y debajo de
igualdad anterior, se debe
colocar la nueva igualdad.>

<En pantalla solo debe quedar
la construccién geométrica y
la igualdad del coseno del
doble del &ngulo.>

<Al leer “tenemos que”, en
pantalla se presentara la
igualdad.>

<En pantalla y debajo de
igualdad anterior, se debe
colocar la nueva igualdad.>

<En pantalla y debajo de
igualdad anterior, se debe
colocar la nueva igualdad.>

<En pantalla y debajo de
igualdad anterior, se deben
colocar las nuevas
igualdades.>

A partir de la construccidn anterior, demostremos la identidad del seno del angulo doble

sen 20 = 2senf cos 0

Por el criterio de semejanza AAA, los triangulos ACD y ABC son semejantes. De esta relacion

de semejanza se obtiene:
CD BC

AC ~ AB
Sustituyendo los valores de los segmentos anteriores:

sen 20 _ 2sen 0
2cosf 2

Despejando
sen 20 = 2sen @ cos O

con lo que queda demostrada la primera identidad del seno del &ngulo doble.

Ahora demostremos la identidad del coseno del doble del angulo
cos 20 = 2cos%0 — 1

La demostracion también se apoya en la relacion de semejanza de los tridngulos ACD y ABC
De aqui tenemos que:

AD AC

AC  AB
Como AD = AO + 0D, laigualdad anterior queda:

A0 +0D AC

AC  AB

Sustituyendo las expresiones que representan a cada segmento de la igualdad, queda

1+ cos 26 _2cos€
2cos@ 2

Despejando y simplificando
2(1+cos20)=4cos?86 — cos 260 =2 cos?6 —1

Con lo que queda demostrada la identidad del coseno del doble del &ngulo.
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<En pantalla solo debe
quedar, en la parte superior, la
identidad de la tangente de la
mitad de un angulo.>

<Al leer “tracemos un
semicirculo” en pantalla se
mostrara la
semicircunferencia.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, en pantalla habra
una animacion de la
construccion anterior hasta la
siguiente construccion.>

<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

Ahora demostremos otra identidad que es la de la tangente de la mitad de un angulo

6 sen 6 _1—c059

taniz 14+cos®  senb

Para ello, necesitaremos de la siguiente construccién. Tracemos un semicirculo de radio 1

L 4
A 1 D B
Tracemos un tridngulo rectangulo con hipotenusa AB y un punto C en la semicircunferencia,
donde C genere el ABAC = g. Tracemos el segmento CD. Por construccion el £BAC mide la

mitad del angulo £BDC.

Tracemos la altura del triangulo ABC con base AB. Llamemos E al pie de la altura.
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<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

<Al momento en que se leen
las igualdades, estas saldran
en pantalla.>

<Al terminar de leer el parrafo
se sigue con la animacion de
la construccion anterior hasta
llegar a la siguiente
construccion.>

<En pantalla deben aparecer
las dos igualdades de la
tangente de la mitad de un
angulo.>

<Termina céapsula.>

Expresamos a los catetos del triangulo rectangulo DCE en funcidn de las razones
trigonométricas.

A 1 D cosfd E B
Como el triangulo ACB es rectangulo el
4CBA =90° —g
y como el triangulo BEC también es rectangulo el

4ECB = 90° (900 9) _9
N 2) 2

Por otro lado, el segmento DB es un radio del semicirculo, por lo que el segmento
EB =1 — cos®f

El—cosf B

A 1 D cosf

Ahora demostremos la identidad de la tangente de la mitad de un angulo.
Trabajando con el tridngulo ACE tenemos:

. 6 send
M T+ coso
Trabajando con el ABCE tenemos:
X 6 1—cosf
My T T seno

Con lo cual queda demostrado lo que buscabamos.
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Guion de la capsula 6 (Ultima identidad trigonométrica)

Descripcion
En esta capsula se trabajara con otra identidad trigonométrica la cual ya no pudo aparecer en la capsula anterior debido
al tiempo méximo que se tiene por capsula.

La férmula que se demostrara es (cot 8 + 1 )2 + (tan 6 + 1)? = (sec 6 + csc 6)2.
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Guion dela capsula 6




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<Al leer la identidad en
pantalla se mostrara.>

<Cuando se diga “tracemos
una circunferencia” en
pantalla solo debe aparecer
dicha circunferencia.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, en pantalla se
generara una animacion que
empieza con la construccion
anterior hasta llegar a la
construccion que sigue de
este parrafo.>

Ultima identidad trigonométrica
Por ultimo, demostremos la férmula de la identidad trigonométrica
(cot@ + 1)? + (tan 8 + 1)? = (secH + csc H)?

Para ello, necesitamos de la siguiente construccion. Tracemos una circunferencia de radio 1

Tomamos un punto D sobre la circunferencia y desde ese punto tracemos la recta tangente a la
circunferencia. Prolongamos nuestro radio inicial hasta que intersecte a la tangente en un punto
E.
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<Cuando se termine de leer la
oracion, en pantalla se
generara una animacion que
empieza con la construccion
anterior hasta llegar a la
construccion que sigue de este
parrafo.>

<Cuando se termine de leer la
oracion, en pantalla se
generara una animacion que
empieza con la construccion
anterior hasta llegar a la
construccion que sigue de este
parrafo.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, en pantalla se
generard una animacion que
empieza con la construccion
anterior hasta llegar a la
construccion que sigue de
este parrafo.>

Por construccion, el triangulo EAD es rectangulo, entonces podemos ver a sus lados en
funcion de las razones trigonomeétricas donde 6 = ADEA.

e

cotd D
E

Tracemos un cuadrado AFGD con lados que miden 1y que los segmentos AD y AF sean dos

de sus lados.
A‘.
E D

Si prolongamos el radio AB hasta que se intersecte con la recta GF en el punto I, generamos
otro tridngulo que es rectangulo por construccién y que a su vez es semejante con el
triangulo EDA por el criterio AAA, ya que los lados AF y ED son paralelos por construccion.
Por lo que podemaos ver a sus catetos en funcion de las razones trigonométricas.

|

G
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<En pantalla solo debe quedar
la construccion geométrica,
Posteriormente debajo de la
construccion, debe aparecer Ig
igualdad que esta a la derecha
de este comentario.>

<Termina capsula.>

cotd D 1 G

Ahora, podemos demostrar la identidad. Para ello, nos fijamos que el triangulo EIG es
rectangulo y conocemos sus lados por lo que aplicando el teorema de Pitagoras se tiene:

(cot® + 1)? + (tan 6 + 1)? = (secH + csc 0)?

Con lo cual queda demostrado lo que queriamos.
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Tarea 2

Descripcion
Para seguir reforzando todo lo visto, se propone que los profesores demuestren las identidades trigonomeétricas:

1+ cot?60 = csc?0 'y tan?6 + 1= sec?60

Posteriormente se pide que demuestren la ecuacion de Mollweide. Esta construccion se obtuvo del libro Proofs
without words. Exercises in visual thinking, de Nelsen, Roger B. Se tomo la decisidn de colocar esta ecuacion,
para que los profesores sigan reforzando su analisis geometrico. Se espera que con todo lo que ya han trabajo
puedan demostrarlo. Con esto se cierra, en el mddulo 3, todo lo referente a las identidades trigonométricas.
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Tarea 2




e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.
1) Demuestra las siguientes identidades trigonometricas:
1 + cot?6 = csc20
y
tan?0 + 1 = sec?0

Sugerencia: puedes apoyarte en la circunferencia unitaria.

2) Sean a, b, c las longitudes de un tridngulo y a, By y la medida de los &ngulos opuestos a estos lados
respectivamente. Muestra la ecuacion de Mollweide

a—ﬁ)

(a — b)cosg = csen(

2

Apoyate de la siguiente construccion:
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Solucionario
e Resuelve cada uno de los siguientes ejercicios.

1) Demuestra las siguientes identidades trigonomeétricas: 1 + cot260 = csc26

C

En una circunferencia unitaria se traza el &ngulo 6. Se traza el radio que es perpendicular a OB y el punto
C es donde el radio toca a la circunferencia. A partir del punto C se traza la tangente y se prolonga el lado
OA hasta que intersecte a la tangente en el punto D. Por construccion 4BOA = ACDO. Utilizando el
triangulo CDO se obtiene que: cot® = CD y csc & = OD. Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo
COD da 1 + cot?8 = csc?6.

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas: tan26 + 1 = sec26

En una circunferencia unitaria se traza el angulo 6. Se construye el triangulo AOB de tal modo que el lado
AB es perpendicular a OB. Se traza la tangente de la circunferencia en el punto D y se prolonga el lado
OA hasta que intersecte a la tangente en el punto C. Utilizando el tridngulo CDO se obtiene que:

tand = CD y secd = OC. Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo COD da tan?8 + 1 = sec?8.
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3) Sean a, b, c las longitudes de un tridngulo y a, By y la medida de los &ngulos opuestos a estos lados
respectivamente. Muestra la ecuacion de Mollweide

(a— b)cosZ = csen (a _ B)

2 2

Por construccion los triangulos ACO y DBO son semejantes, por lo que

4DBE = g
ademas el triangulo DBE es rectangulo, entonces
EB
cosg = m::» (a— b)cosg = EB.

Por otro lado el tridngulo AEB es rectangulo, entonces

sen (a;ﬁ)z?:csen(agﬁ) =EB

Igualando ambas ecuaciones se obtiene la ecuacion de Mollweide

a—,b’)

Y _
(a — b)cos 7= csen( 5
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Guion de la capsula 7 (Ley de senos y cosenos)

Descripcion

Esta capsula se centra en la demostracion de la ley de senos y de cosenos. En general los profesores tienen bien
identificadas las dos leyes y cuando se deben de aplicar, no obstante, un gran porcentaje de ellos no saben la
justificacion que hay detras de ellas y eso hace que al exponerlas a sus alumnos no se pueda transmitir un
aprendizaje significativo y se vuelva meramente un tema de memorizacion. Por lo anterior se tomd la decision de
trabajar en una capsula las dos leyes y para cada una de ellas dar una demostracion.

Con esta capsula se concluyen todos los temas a trabajar con el modulo de trigonometria. Hay que recordar que la
maestria no se hizo con la finalidad de crear matematicos, sino de enriquecer el contenido matemaético de los
profesores de bachillerato y que tengan un acercamiento heuristico con la geometria.
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Guion dela capsula 7




Sugerencias técnicas de
adaptacion a video.

<Cuando se termine de leer
el parrafo en pantalla
aparecera el triangulo ABC.>

<En pantalla debe mostrarse
la igualdad.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, se generara una
animacion que empiece con
la construccion anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, se generara una
animacion que empiece con
la construccion anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

Ley de senos y cosenos

Para cerrar con los temas de trigonometria revisaremos dos construcciones que nos permitan
demostrar la ley de senos y cosenos. Empecemos con la ley de senos.

Sea ABC un triangulo oblicuangulo donde a es opuesto a a, 8 s opuesto a b y y es opuesto
ac.

Entonces se cumple que:

a b c

sena senfi seny

Para demostrar la ley tracemos la circunferencia circunscrita al tridngulo ABC.
A

[\

/N B

Tracemos un diametro que pase por B. Llamemos G a su segundo extremo.
A

[\

%
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<Cuando se termine de leer
la oracion, se generara una
animacion que empiece con
la construcci6n anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

<En pantalla y debajo de la
construccion, deben estar las
dos igualdades.>

<En el momento en que se
lee el parrafo, en pantalla se
debe colocar tanto la
construccion geométrica que
ya estaba junto con las dos
igualdades, y en el centro de
la pantalla, debe aparecer la
nueva construccion que esta
después de este parrafo.>

<En pantalla y debajo de la
construccion, deben estar las
dos igualdades.>

Por construccion el tridngulo CGB es rectangulo, ademas 4CGB = 4 CAB por subtender el
mismo arco.

A

[\

.
/

Por lo que usando el triangulo CGB,

a
sena = —
2r
Esto implica que
a
2r =
sena

Anéalogamente trabajando con el mismo triangulo y circunferencia, tracemos un diametro
que pase por C y llamemos K a su segundo extremo. Por construccion el triangulo ACK es
rectangulo ademas £AKC = AABC por subtender el mismo arco.

Por lo que usando el triangulo ACK,

Esto implica que
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<En el momento en que se
lee el parrafo, en pantalla se
debe colocar tanto la
construccion geométrica que
ya estaba junto con las dos
igualdades, y en el centro de
la pantalla, debe aparecer la
nueva construccion que esta
después de este parrafo.>

<En pantalla y debajo de la
construccion, deben estar
las dos igualdades.>

<Cuando se termine de leer
la oracién, en pantalla debe
aparecer la igualdad.>

<Cuando termine se termine
de leer en pantalla solo
aparecera el triangulo.>

Analogamente trabajando con el mismo triangulo y circunferencia, tracemos un diametro que
pase por A y llamemos I a su segundo extremo. Por construccion el triangulo BIA es
rectangulo ademas £BIA = £BCA por subtender el mismo arco.

A
N
C
I
Por lo que usando el triangulo BIA,
c
seny = >
Esto implica que
Cc
2r =
seny

Como las tres expresiones obtenidas estan igualadas a 2r, entonces las podemos igualar
entre ellas obteniendo.

a b c

sena senf seny
Con lo cual queda demostrada la ley de senos.
Ahora demostremos la ley de cosenos.

Sea ABC un triangulo oblicuangulo donde « es opuesto a a,  es opuesto a b y y es opuesto
ac.

Entonces se cumple que:

a® = b? 4+ c? — 2bccos a
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<Cuando se termine de leer
la oracion, se generara una
animacion que empiece con
la construccion anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, se generard una
animacion que empiece con
la construcci6n anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

<Cuando se termine de leer
la oracion, se generard una
animacion que empiece con
la construccion anterior hasta
llegar a la construccion que
sigue de la oracion.>

Tracemos la altura de triangulo ABC que pasa por el vértice C, y que intersecta a la base en el
punto D. Por construccion el nuevo triangulo ADC es rectangulo.

C

[ rt ﬁ

D ¢ B

A

Por tanto sus catetos se pueden representar de la siguiente forma

AD = bcos a y CD = bsena
C
a
B ¥
bsen a
a
[1 B
A bcosa P € B

Por otro lado, por construccion el tridngulo CDB es rectangulo por lo que sus catetos se pueden
representar de la siguiente forma

CD = bsen «

y

DB = AB — AD = c — bcos «

C
a
b ¥
bsen o
o
1 ‘ B
A beos a D c—bhcosa B
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<En el momento en que se
lea la oracion, en pantalla se
debe colocar la construccion
geométrica anterior a la
izquierda y en el centro de la
pantalla, se mostrara la nueva
construccion que aparece
después de la oracion leida.>

<En pantalla deben aparecer
las igualdades, en el
momento en que se van
leyendo.>

<En pantalla deben aparecer
las dos igualdades, en el
momento en que se van
leyendo. Y con ello se
termina la cépsula.>

Trabajando con el triangulo CDB, podemaos aplicar el teorema de Pitagoras, con lo cual
queda.

[

(bsen a)?

{c— brosa)?

a? = (bsen a)? + (c — bcos a)?

Desarrollando

2

a® = b?sen?a + c? — 2bccos a + b?cos?*a

Factorizando
a? = c? + b?(sena + cos?a) — 2bccos a
Simplificando queda como
a? = b% + ¢? — 2bccos a
Con lo que queda demostrada la ley de cosenos.
De manera analoga podemos demostrarla para los lados b y c del triangulo.

b? = a? + ¢? — 2accos B

c? =a?+ b? — 2abcos y
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Tarea 3

Descripcion
Se les pide a los profesores que demuestren la ley de cosenos a partir del concepto de potencia, que si bien, no
viene en los guiones de las capsulas, aparece al inicio de la tarea en el “Contenido de Apoyo™.

Con esto se concluye todo el modulo de trigonometria y se cierra todo el contenido trabajado, desde el médulo 1,
hasta el modulo 3.
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Tarea 3




Contenido de Apoyo

e Lee el siguiente teorema junto con su demostracion, posteriormente resuelve los ejercicios.

Teorema

El producto de los segmentos determinados por una secante a una circunferencia fija C trazada desde un punto
cualquiera del plano P es constante. Dicha constante se llama potencia del punto P respecto a la circunferencia
C.

Demostracion:
Sea P un punto cualquiera en el plano.
Tracemos una secante a la circunferencia C desde P. Los puntos de corte los nombramos Ay B.

Tracemos una segunda secante a la circunferencia C desde P. Los puntos de corte los nombramos A"y B’.

Mostremos que los tridngulos PAB”y PA’B son semejantes:

Observamos los angulos £A°'B°A'y £A’BA, los dos son angulos inscritos en la circunferencia que subtienden la
misma cuerda AA", por tanto 4A°'B°A = 4A’BA.

Por otro lado, notamos que los &ngulos ABPA”"y £B’PA son el mismo

Entonces por el criterio de semejanza AAA los tridngulos PAB”y PA’B son semejantes.
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De tal manera que:
PA PB’

PA" PB
Despejando, tenemos
PA x PB = PA’ *x PB’

Como se cumple para cualquier otra secante que pase por P (distinta de AB), entonces PA * PB es constante.

A continuacidn se ilustra un caso particular del teorema que puede ser utilizado como sugerencia para resolver el
segundo problema de la tarea:

Observa que P es cualquier punto en el plano, entonces por el teorema anterior

PA*PB=PC*PD
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e Resuelve los siguientes ejercicios con la ayuda de tu tutor.

1) Laley de cosenos puede ser demostrada utilizando el concepto de potencia de un punto P respecto a una
circunferencia dada C. Apoyandote de la siguiente figura, demuestra la ley de cosenos para el tridngulo

ABC.

c? = a? + b? — 2abcos y

Sugerencia: Muestra que (2 acosy — b)(b) = (a —c)(a + ¢)
2) Demuestra la otra igualdad de la ley de cosenos para el mismo triangulo ABC de la construccion anterior.

b? = a? + ¢? — 2accos B
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Solucionario

e Resuelve los siguientes ejercicios con la ayuda de tu tutor.

1) Laley de cosenos puede ser demostrada utilizando el concepto de potencia de un punto P respecto a una
circunferencia dada C. Apoyandote de la siguiente figura, demuestra la ley de cosenos para el triangulo

ABC.

c? =a?® + b? — 2abcos y

Sugerencia: Muestra que (2 acosy — b)(b) = (a —c)(a + ¢)

Por el teorema que viene en el contenido de apoyo se tiene que (2 acosy — b)(b) = (a — c)(a + c¢).
Desarrollando queda 2abcos y — b? = a? — c?, despejando a c? obtenemos lo que buscamos

c? =a? + b? — 2abcos y

2) Demuestra la otra igualdad de la ley de cosenos para el mismo triangulo ABC de la construccion anterior.

b? = a? + ¢? — 2accos f
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Por el teorema que viene en el contenido de apoyo se tiene que (2 acos 8 — ¢)(c¢) = (a — b)(a + b).
Desarrollando queda 2accos B — ¢? = a? — b?, despejando a b? obtenemos lo que buscamos

b? = a? + ¢? — 2accos B
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Conclusién

Durante la elaboracion de este material me di cuenta de lo minucioso que uno debe ser para cumplir con
los objetivos planteados y que si bien mi propuesta se culminé eso no quiere decir que ya no se deba
ajustar.

En el 2020 noté la gran importancia que tiene este tipo de materiales ya que por la pandemia de
COVID-19 el estudio de forma presencial fue imposible. Gracias a las herramientas digitales se pudo
sobrellevar el aprendizaje aunque si hubo un rezago educativo ya que no todos los grados escolares se
adaptaron a las herramientas ya generadas. Es por ello que se necesita fomentar este tipo de materiales
ya que no sabemos si en poco tiempo tengamos que volver a regresar a un estudio virtual.

Un punto a cuidar para la implementacion de este material es que no se quiere formar a los profesores
como matematicos, sino mas bien que se apoderen de los vinculos deductivos que permiten hacer
demostraciones.

Ademas se pretende que los profesores apliquen en sus clases lo visto en los guiones para que sus
alumnos sigan fortaleciendo su intuicién, su observacién y su imaginacién, logrando un aprendizaje
significativo. Finalmente todo el material: guiones y tareas estan disefiadas de modo que se trata de
evaluar lo minimo para que el tutor con sus observaciones pueda justificar si los profesores alcanzaron
los objetivos que él designd.
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