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Introduccion

La teoria de la relatividad general, uno de los pilares fundamentales de la fisi-
ca moderna, constituye hoy en dia la teoria mas aceptada para describir los
fenémenos gravitacionales que observamos en la naturaleza. La presencia de
agujeros negros a lo largo del cosmos, la existencia de radiaciéon gravitacional,
la precesién del perihelio de los planetas, la deflexién gravitacional de la luz o
la expansién acelerada del universo mismo, son algunos ejemplos de prediccio-
nes formuladas por esta fascinante teoria geométrica del espacio-tiempo, todas
comprobadas experimentalmente con un alto grado de precisién.

Sin embargo, dado que las ecuaciones fundamentales de la teoria de la re-
latividad, que son las ecuaciones de campo de Einstein, son un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales acopladas no lineales, muchos aspectos de la
misma atin contintian siendo una incégnita. Esto hace que el estudio de solucio-
nes exactas a las ecuaciones de campo, el cual es el tema de estudio del presente
trabajo, sea una tarea relevante, pues si bien hoy en dia la capacidad de cémpu-
to es tal que permite resolver las ecuaciones de campo de manera numérica,
las soluciones exactas nos proporcionan informaciéon importante sobre el tipo de
fendmenos gravitacionales que podemos observar en la naturaleza, y aun cuando
muchas de estas soluciones representen condiciones idealizadas o con alto grado
de simetria, siguen siendo una fuente valiosa de informacién, en tanto que nos
dan una visién cualitativa sobre qué es lo que podria ocurrir en situaciones méas
realistas.

Entre el conjunto de soluciones exactas conocidas para las ecuaciones de
campo, destaca la métrica de Kerr, la cual describe el exterior de un cuerpo con
simetria esférica, momento angular distinto de cero y sin carga eléctrica. Dado
que en la naturaleza estos tltimos objetos astrofisicos son bastante abundantes,
la métrica de Kerr resulta ser de particular importancia en fisica. Poco tiempo
después de su descubrimiento, Alfred Schild y Roy Kerr encontraron que esta
métrica pertenece a una familia mas amplia de soluciones a las ecuaciones de
campo, de la forma (asumiendo la signatura -2 de la métrica)

Guv = NMuv — NNy,

donde 7 es la métrica de Minkowski y n un vector nulo. Las soluciones a las
ecuaciones de campo de este tipo, llamadas métricas de Kerr-Schild, poseen
algunas propiedades geométricas y fisicas interesantes y que facilitan su estudio,
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por lo que pronto surgié el interés de estudiar esta familia de soluciones y buscar
generalizaciones a la misma, siendo una de estas posibles generalizaciones las
llamadas transformaciones de Kerr-Schild, las cuales tienen la forma

uv = Guv — NNy,

donde n ain es un vector nulo pero la métrica g ya no es necesariamente la
métrica de Minkowski.

El presente trabajo estd dividido en tres capitulos y tiene por objetivo es-
tudiar las transformaciones de Kerr-Schild. Para esto, comenzamos el primer
capitulo de esta obra con un estudio acerca de las simetrias en relatividad gene-
ral, las cuales se formulan en términos de los llamados vectores de Killing. Las
simetrias juegan un papel muy importante en todas las areas de la fisica, desde
los grupos puntuales en cristalografia y fisica de la materia condensada, pasan-
do por las teorias fisicas mdas antiguas y fundamentales como son la mecanica
clasica y el electromagnetismo, donde las simetrias estan presentes a través del
teorema de Noether, hasta las teorias cuanticas de campo, donde las distintas
interacciones fundamentales de la naturaleza emergen de los grupos continuos
de simetrias presentes en la teorfa. La teoria general de la relatividad no es una
excepcion a esto y mas atn, dada la no linealidad de las ecuaciones de cam-
po, las simetrias desempenan un papel importante en el estudio de soluciones
exactas en relatividad general.

El segundo capitulo estd dedicado a estudiar las métricas de Kerr-Schild,
y tiene por objetivo discutir algunas de las propiedades de estas métricas y
resolver las ecuaciones de campo en el vacio para las mismas, mostrando a la
métrica de Kerr como una solucién particular de esta familia de soluciones.

Teniendo desarrolladas las herramientas de los dos primeros capitulos, en
el tercer y ultimo capitulo de este trabajo estudiamos las transformaciones de
Kerr-Schild, analizando algunas de sus propiedades fisicas y geométricas y cémo
es que se relacionan estas propiedades fisicas y geométricas de las soluciones ob-
tenidas via una transformacion de Kerr-Schild con la solucién a partir de la cual
se originaron. Finalmente, mostramos algunos ejemplos explicitos de transfor-
maciones de Kerr-Schild y discutimos brevemente el papel de las transforma-
ciones de Kerr-Schild como método de generacion de soluciones exactas a las
ecuaciones de campo en la actualidad.



Capitulo 1

Vectores de Killing

En este capitulo desarrollamos un estudio sobre las simetrias en variedades
pseudo-riemannianas, entre las cuales figura el propio espacio-tiempo, de acuer-
do con la teorfa general de la relatividad. Comenzamos definiendo qué entende-
mos por simetria y cémo es que los vectores de Killing determinan las simetrias
del espacio-tiempo. En la segunda seccién nos dedicamos a estudiar condiciones
necesarias que deben satisfacer los vectores de Killing y cuando la ecuacién de
Killing resulta ser integrable. En la tercera seccién desarrollamos algunos ejem-
plos concretos de la teoria, para terminar en la Ultima seccién ilustrando una de
las principales aplicaciones del estudio de las simetrias de un sistema fisico: la
existencia de cantidades conservadas asociadas a una simetria. Dado el caracter
geométrico de la teoria de la relatividad general, este capitulo utiliza algunas
herramientas propias de la geometria diferencial, como son la derivada de Lie,
los grupos de Lie y las dlgebras de Lie, las cuales cubrimos de manera breve en
los apéndices A y B, respectivamente, los cuales pueden encontrarse al final de
este trabajo.
En este capitulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es +2.

1.1. Isometrias y la ecuacion de Killing

Recordemos que en una variedad pseudo-riemanniana (M, g) las propiedades
geométricas de la variedad como son angulos, distancias, curvatura, etc, estan
determinados por el tensor métrico g (en general el tensor de curvatura estd
determinado por la conexion, pero en una variedad pseudo-riemanniana la co-
nexion usada es la compatible con la métrica, de modo que en este caso la métri-
ca determina la curvatura). Ademds, de acuerdo con la teorfa de la relatividad
general, es el tensor métrico quien determina la estructura del espacio-tiempo.
Asi, estamos interesados en encontrar aquellas transformaciones de la variedad
en si misma que preservan el tensor métrico, es decir, isometrias. Para esto,
recordemos algunas definiciones de los mapeos entre variedades, necesarios para
definir lo que entenderemos por preservar el tensor métrico.
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Definicién 1.1 Sean M, N wvariedades diferenciables y sea f € C*(M,N).
Definimos el pullback de f como la transformacion

(f)": C*(N,R) —» C*(M,R),

(f)*h="hof,
donde h € C*(N,R) [1, cap. 9, p. 2].

Definicién 1.2 Sean M, N wvariedades diferenciables y sea f € C™(M,N).
Para p € M, recordamos que el espacio tangente a la variedad M en el punto p
se denota como T(M) y el espacio cotangente en p como T (M). Definimos el
mapeo diferencial (f)sp como la transformacion

(f)*p : T;D(M) — Tf(p)<N)7

(f)spv (h) = v [(f)"R],
para v € Tp,(M) y h: N = R diferenciable [2, p. 15].

Teniendo la definicién del mapeo diferencial, podemos extender la definicién
del pullback de una funcién como sigue.

Definicion 1.3 Dada f: M — N yp € M, definimos el pull-back de f como
la transformacion

() Ty (N) ® - @ T}y (N) = To(M) ® - - © T (M),
l l

(f);sf(p) [7)1, U200y vl] = Sf(p) [(f)*p“h (f)*pva R (f)*pvl] )

para vi,...,v € Tp(M) y S§p) un tensor de rango ((l)) en N.

Cuando se tiene un difeomorfismo f : M — M es posible extender la defi-
nicién del pull-back a tensores S de rango (’f) [3, p. 438]: dados w!,..., wk €
Ty(M)y vi,...,u € Ty(M) se define el pull-back como

(St [wl, R TLI T ,vl]

= Sf(P) [(fil);(p)wa R (fil);(p)wka (f)*pvla LR (f)*pvl} :
Teniendo estos elementos, veamos la definicién de isometria.

Definicién 1.4 Dada una variedad pseudo-riemanniana (M, g), se dice que el
difeomorfismo f : M — M es una isometria si y sélo si (f),97p) = gp para
todo p € M [2, p. 72]. Denotamos al conjunto de isometrias de la variedad M
como I(M), es decir

IM)={f:M—M|VpeM (f)g:p) =9}
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Figura 1.1: Rotacién en el plano.

La idea de la definicién anterior se ilustra en la figura 1.1 para una rotacién
en el plano. Como la rotacién f es una isometria, los vectores v, w permanecen
ortogonales cuando son transportados por el mapeo diferencial (f).p, es decir,
se preserva el tensor métrico.

En general, no es facil encontrar las isometrias de una variedad pseudo-
riemanniana, sin embargo, podemos facilitar su estudio analizando los grupos
de isometrias generados por campos vectoriales; como veremos mas adelante, en
realidad esto es suficiente para determinar a todo el conjunto de isometrias de
la variedad. Para estudiar isometrias generadas por campos vectoriales, recor-
damos primero un teorema acerca de la existencia y unicidad de soluciones a
las ecuaciones diferenciales en variedades.

Proposicién 1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sea €
€ X(M) un campo vectorial en M. Entonces, dado un punto p € M, el problema
de valores iniciales

tiene una unica solucion « : (—e,€) — M, para algin € > 0 [2, p. 32/, donde
o/(s) se define para funciones diferenciables f: M — R como

&)l = 5 foal,,.

Demostracion. Dado p € M y dado el problema de valores iniciales, sea
@ : U — V una carta coordenada, con U un conjunto abierto en M tal que
p € M y V un conjunto abierto en R™. Definimos a la curva v en R"™ como
v = o a, entonces al aplicar las funciones coordenadas z* : M — R en ambos
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lados de la igualdad que define el problema de valores iniciales, éste se traduce
como

. el n
P)/(t) - (5 e (v (t))r " 75 4P_1(’Y(t)))7

7(0) = ¢(p),
por lo que aplicando la misma versién de este teorema en R™ (ver, por ejemplo,
[4, p. 74]) al campo vectorial (flv,l, 5 €7%,1) V= R” se tiene que existe

una tnica solucién ~ : (—¢, €) — R™ al problema de valores iniciales, para algin
€ > 0. Luego, nuestra solucién buscada es o = o=t o~y : (—¢,¢) — U.

Definicién 1.5 Para p € M, denotamos por J(p) el intervalo mazimal donde
estd definida la solucion ap : (—e€,€) — M del teorema anterior. Definimos el
conjunto {(t,p) : p € M, t € J(p)} = I x M con I = (=03,8) para algin
B >0, entonces a la funcién ® : I x M — M, definida por ®,(p) = a,(t) se
le llama flujo local de §&. Cuando J(p) = R para todo p € M, entonces el flujo
O :Rx M — M se llama flujo global de & y se dice que & es un campo vectorial
completo [2, p. 32].

De este modo, el flujo de un campo vectorial £ € X(M) consiste en un
semigrupo de transformaciones de un parametro de la variedad en si misma,
es decir, ®; : M — M para todo t € I, donde ®4(p) es la curva integral de &
que pasa por p en t = 0, evaluada al tiempo ¢t = s. Por ejemplo, para el campo
vectorial en R?, £(x,y) = (x,—y), su flujo estd determinado por el sistema de
ecuaciones diferenciales

y(t) = —y(0),
cuyas soluciones son

x(t) = cref,

y(t) = coe™ .

Por lo tanto, el flujo del campo vectorial £ estda dado por
P : R x R? - R?,

q)t(‘ra y) = (xetv yeit)a

de donde notamos que éste se puede ver como un semigrupo de transformacio-
nes del pardmetro ¢, que a cada punto (z,y) del plano lo mapea en el punto
(zet,ye™?), el cual pertenece a la curva integral del campo vectorial £ que pasa
por (z,y) al tiempo ¢t = 0. El flujo del campo vectorial £ se ilustra en la figura
1.2.

Asi, teniendo la definicién de flujo de un campo vectorial, definimos ahora
lo que es un vector de Killing, es decir, un campo vectorial cuyo flujo genera
isometrias.
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Figura 1.2: Flujo del campo vectorial £(z,y) = (x, —y).

Definicién 1.6 Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana. Decimos que un
campo vectorial & € X(M) es campo vectorial de Killing, o simplemente un
vector de Killing si y solo si el flujo @ : I x M — M de & cumple que ®; es una
isometria para todo t € I [5, p. 251].

Teniendo la definicién de flujo de un campo vectorial, podemos definir la
derivada de un tensor 7" a lo largo del flujo ® de un campo vectorial &, conocida
como la derivada de Lie, la cual se define en cada punto p € M como (definicién

Al)

- [(@);Te, ) — T
(£6T)y = lim | —F—=—

Como se muestra en la siguiente proposicién, la derivada de Lie nos permite
caracterizar a los vectores de Killing. La demostracién sigue la idea dada en [5,
p. 251].

Proposicién 1.2 Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana y sea § € X(M)

un campo vectorial en M, entonces & es un vector de Killing si y sélo si Leg =0
[5, p. 250].

Demostracién. Supongamos que ¢ es un vector de Killing, y sea ® : I X
M — M su flujo, entonces para todo p € M y para todo t € I se tiene que
(@t);g‘i,t(p) = gp de modo que

(£¢9)p = lim [

t—0

(d%)ﬁgégp)—-gp] 0
e .

Reciprocamente, supongamos que £¢g = 0 es decir, (£¢g), = 0 para todo
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p € M, en particular, (£¢g)s,(p) = 0. Dado w € Ty ) (M), tenemos que

0= (£§g)(bs(p)(w7w) = lim

t—0

[(@)Es(mym@s(p))(w, w) = ga, (p) (W, w)]
t

i | 92 @00 (20, (), (P0) s, (W) — G2, ) (W, W)
t—0 t

— i [9200: @ (202, )W (P10, ()W) — G2, () (W, W)

T =0 t ’

asi, dado v € T),(M), tenemos que w = (P;).pv € To () (M) y por lo tanto

o [0 ) (B0)s0, () 0: (1) ) 0) = G, () (0, )
0—(£&9)<1>a(p)(w,w)_}g%[ crelp) 0t (p) 1; (») ()

[9¢t+s(p)((@t+s)*pvv (Ptts)sp?) — Go, (p) ((Ps)spv, (@s)*pv)}

= lim
t—0

t

es decir, la funcién s — go_ () ((Ps)«pv, (Ps)«pv) tiene derivada cero, por lo tanto
es constante, de modo que para todo s, se tiene que

gé.;(p)((®8)*p“v (q)é‘)*pv) = g%(p)((q)o)*pva ((I)O)*pv) = gp(vv v),

para todo v € T,(M). Asi, si vi,v2 € Tp(M), gao_p)((Ps)spv1, (Ps)spv2) =
gp(v1,v2), lo cual implica que ()95, = gp, de modo que @, es una iso-
metria para todo s € I y por lo tanto, ¢ es un vector de Killing.

Para continuar nuestro desarrollo se requieren algunos resultados acerca de la
derivada de Lie, los cuales se pueden consultar en el apéndice A. En particular
de acuerdo con la proposicién A.6, para el tensor métrico g tenemos que las
componentes de su derivada de Lie con respecto a un campo vectorial £ son

(£§g)/,w = g;u/,)\f)\ + gu/\g)\,u + g)\ug/\,;p

En particular, £ es un vector de Killing si y s6lo si £¢g = 0 y por tanto siy
s6lo (£¢9)u = 0, de modo que £ es un vector de Killing si y sélo si

g,ul/,)\f)\ + guxf)‘w + g)\uf)\,u =0. (11)

Esta ecuacion nos permite encontrar las componentes de todos los vectores
de Killing en una variedad M dada las componentes del tensor métrico en al-
guna base coordenada. De esta ecuacién notamos en particular que dadas las
componentes g,,, de la métrica, si éstas no dependen de alguna coordenada x®°
entonces § = 0y, = 04, 0, es un vector de Killing [6, p. 205], lo cual pode-
mos verificar del siguiente modo: como sus componentes £ estdn dadas por
§H = 6K, ¥ como g4, = 0 entonces se tiene que

("g&g)uu = guu,)\g)\ + guz\fk,y + g>\U£>\7N = g;w,/\(SAao = Guv,ap = 0,
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lo que demuestra que £ = J,, es un vector de Killing en este caso. Mds atn, el
reciproco de esto también es cierto: si £ € X(M) es un vector de Killing tal que
para algin punto p € M, §, # 0, entonces sabemos (por la proposicién A.2) que
existe un sistema local de coordenadas tal que £ = 0; y como £¢g = 0 entonces
se tiene que
guv
Oxt

de modo que las componentes de g, no dependen de la coordenada z! en esta
base coordenada.

Por otro lado, podemos escribir a la ecuacién 1.1 de otra manera que también
resulta 1til, usando las componentes covariantes de £; la idea de la deduccién
corresponde a [6, p. 204]: usando que &* = ghrEy se sigue que &, = g“f‘vﬁ,\ +
gHrE Ay, de modo que la ecuacién 1.1 se puede reescribir como

= (£Eg),u1/ = 07

0= gus(9"%, 6 + 070) + 9an (9" + 9° n ) + 97 \Guvy
= (9u89" + 9o 9™ + 9 Guv)Ex + bn + 560 (1.2)
= (guﬂgﬁi\y + gaugaf\u + g’y)\guV,’Y)gA + €N7V + 514;;-

Recordamos ahora que g,z g = 6)‘# entonces se tiene que

0=6% = 9uswg™ + 959"
y por lo tanto
guBﬂ/gBA = _guﬁgﬁi\w (13)

si ahora se considera 0 = (5>‘,/7 ., Se sigue andlogamente que

gua,uga/\ = _gcwga),\p,a (14)

luego, sustituyendo 1.3 y 1.4 en el resultado obtenido en 1.2 tenemos que

0= 6w+ &+ (9 Guvy + 90897 + G g™, )x
=& + o+ (9 Guvry — 9900 — 97 Guan)én
=8+ &+ 9wn — L ousr — EGvan (1.5)
=Euw T 60+ (Guviy — Gy — Goyn)
=& + & + 809" (Guvy — Gurw — o)

Recordamos ahora que los coeficientes de la conexién de Levi-Civita estan
dados por
1
Fu;w = iga’y(g”m,u + Gy — guu,'y)a

de modo que la ecuacién 1.5 se escribe como

Euw + Evp — 2621, = 0.
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Usando ahora que &5, = &5, — I'%; ;6o nOtamos que la expresion anterior se
puede reescribir como

0= gu,u + Sl/,u - 25041—‘01“1
= (gu,u - garoiw) + (gu,;t - farayu)
=& + &

De este modo, hemos obtenido a partir de la ecuacién 1.1 que un campo
vectorial £ € X(M) es un vector de Killing si y sélo si

Eu) = 0. (1.6)

La ecuacién 1.6 recibe el nombre de ecuacién de Killing y, como ya hemos
visto, sus soluciones £ forman las componentes en la base coordenada {9, } de
un vector de Killing, con £ = £*0,, que es un generador de isometrias.

Para estudiar mas a detalle los vectores de Killing, definimos el siguiente
conjunto.

Definicién 1.7 Definimos i(M) = {& € X(M) : £¢g = 0} como el conjunto de
vectores de Killing en una variedad pseudo-riemanniana. [5, p. 252].

Una consecuencia de la linealidad de la derivada de Lie con respecto a los
campos vectoriales (proposicién A.7) es el siguiente resultado.

Proposicién 1.3 (M) tiene estructura de espacio vectorial sobre R [5, p. 252].

Esto es, la suma de vectores de Killing es un vector de Killing y los multiplos
constantes de vectores de Killing son vectores de Killing. Méas atin, en virtud
de la siguiente proposicién, i(M) tiene estructura de dlgebra de Lie sobre R
(definicién B.2) con el corchete dado por el conmutador de campos vectoriales.

Proposicién 1.4 Si &,n € i(M) entonces [£,1] € i(M) [5, p. 253].

Demostracién. Tenemos que [£,7] € i(M) siy sélo si £i¢ 19 = 0. Por la pro-
posicién A.8, se tiene que £ g = £e£,9— £y Leg, de modo que si §, 1 € i(M)
entonces £¢g = 0, £,,9 = 0 por lo que L¢ 19 = £:0 — £,0 =0y por lo tanto
&, m] € i(M).

Asi, i(M) es una subdlgebra de Lie del dlgebra de Lie de campos vectoriales
en M, (X(M),[,]). Esto nos permite obtener posiblemente nuevos vectores
de Killing dados dos vectores de Killing conocidos, sin embargo, esta ultima
proposicién tiene otras consecuencias: como todo grupo de Lie (definicién B.1)
tiene asociada una unica algebra de Lie (salvo isomorfismos), podemos estudiar
grupos de Lie a través de sus dlgebras de Lie, que son objetos matematicos mucho
mas sencillos que los grupos de Lie. En particular, el conjunto de isometrias de
una variedad pseudo-riemanniana es un grupo de Lie y como menciondbamos al
inicio de la seccion, estudiar los vectores de Killing es suficiente para determinar



1.2. INTEGRABILIDAD DE LA ECUACION DE KILLING 11

a todo el conjunto de isometrias de la variedad, lo cual se puede demostrar al
dar un isomorfismo entre el dlgebra de Lie ci(M) = {£ € i(M) : £ es completo}
[5, p. 255], donde £ € X(M) es un campo vectorial completo si su flujo es global
(definicién 1.5), y el dlgebra de Lie asociada al grupo de Lie I(M) (definicién
B.6), pues este isomorfismo entre dlgebras de Lie nos da un isomorfismo entre
grupos de Lie (bajo algunas condiciones adicionales). La demostracién de todo
esto 1ltimo se puede consultar en el apéndice B.

1.2. Integrabilidad de la ecuacién de Killing

La siguiente proposicién nos da una condicién necesaria que cumplen los vectores
de Killing.

Proposicién 1.5 Sea § = £"0, un vector de Killing, y sean las funciones
L, = &u,u, entonces las funciones &, Ly, satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales [3, p. 443/

gﬂa’/ - FA,uyg)\ - Lyu = O; (17)
LMV7/\_Fay/\L/ta_FOéMAL(XV_FRMUAafa 207 (18)

con R el tensor de curvatura de Riemann. La demostracién sigue la idea de [3,
p. 442].

Demostracion. Notemos que la ecuacién 1.7 se satisface por definicién de las
funciones L. Por otro lado, por la identidad de Ricci se cumple que

§>\;Va - £>\;au = guRA;Low'
De modo que se cumple también que
98730 — 9873 an = 9o R0

es decir,
Epwa — EBrar = gﬁkfﬂRAuaV’

pero & = ¢g"7&, de modo que {gva — Egar = gﬁz\g/yyvaAuau =&§v9"" Rppow =
§9" Rawpy = R, 56, esto es

Epwa = Epiaw = Royg &y

Ahora, como £ es un vector de Killing entonces &g, + £a;3 = 0 de modo que
€8.0 = —&a;8, Por lo que de la ecuacién anterior se tiene £g,1.0 +&a;80 = RMBWQ,
o de manera equivalente, renombrando los indices (frva) — (vud) se tiene que

51/;;1)\ + g)\;uu = R)\Nyagoc-
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Si en esta ltima ecuacién cambiamos los indices (Aur) — (ur), obtenemos
que
Exwn T Eunw = Rpn*Ea,
o de manera equivalente también, si renombramos ahora los indices (Auv) —
(vAu) obtenemos
—Euaw — Sviux = _Rw\uafa-

Asi, sumando estas tltimas 3 ecuaciones obtenemos que

Evipn = Evun T Eunw — Eunw + 2800 = (R + Run™ — Ry )as
es decir,
26500 = (Rywp + Ruvag — Rurup) 97

Ahora, usando la propiedad ciclica del tensor de Riemann, Ry,.8+ Rxgu +
Ryvpu = 0, se sigue que Ry = —Ragu — Bowgy = —Ruwag — Ruaug y por lo
tanto

2600 = (Ruwrg — Roaus — Ruvag — Rurpp) 9",
que equivale a
§>\;u;t = _gﬁaRuk/L[S’fav

y renombrando los indices (Avp) — (vu), se obtiene que

L/J,l/;)\ = 51/;;1,/\ = _R#u)\aé—ﬂﬂ

que es la ecuacién 1.8.

Este resultado nos permite extender un vector de Killing a cualquier punto
g en una vecindad de un punto p € M conociendo &, L, sélo en el punto p del
modo siguiente [3, p. 442-443]: consideremos una curva x*(7) que pase por py g,
con vector tangente V# (la cual siempre existe de manera local en una vecindad
del punto p) entonces por las ecuaciones 1.7 y 1.8 se obtienen las ecuaciones

d(éu) VA v

M) v - veL =0,

d(L,.) o « Vv a
? - VAT vaLpa — VAT uz\LaV + )\RNV)\ Sa =0,

que forman un sistema de ecuaciones diferenciales (ordinarias) lineales de primer
orden en L,,, y &, que junto con las condiciones iniciales £, L, en p, permiten
determinar £, L, en g, lo cual es cierto para todo ¢ en una vecindad del punto
p.

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.6 Si { = &40, es un vector de Killing, y ocurre que las funcio-
nes €q, Ly son cero para algin punto p € M, entonces & =0 [3, p. 443].

El siguiente resultado también es consecuencia de esta observacion.

Proposicion 1.7 El numero mdximo de vectores de Killing linealmente inde-
pendientes en una variedad de dimensién n estd dado por n(n + 1)/2 [3, p.

443].
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Demostracion. Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
anterior es un sistema lineal de n(n + 1)/2 ecuaciones en n(n + 1)/2 incdgnitas,
este es el nimero maximo de soluciones a la ecuacién de Killing, pues una con-
dicién necesaria para que un vector sea de Killing es que satisfaga este sistema
de ecuaciones.

Una vez obtenida esta cota superior para el nimero de vectores de Killing
independientes, resulta natural preguntarse si es posible determinar el nimero
exacto de vectores de Killing independientes antes de realizar la integracion de
la ecuacion de Killing. Para responder a ésta cuestion, requerimos antes algunos
resultados sobre sistemas de ecuaciones parciales. El siguiente desarrollo esta
basado en el desarrollo de [7, p. 1-4].

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

00~ « 1 m .1 n
w:q}#(97...,0 s Ly, X ), (].9)
donde a =1,...,m, p=1,...,n, sujeto al conjunto de m condiciones iniciales
= Ho‘(x(l), cenxl).

Notemos primero que el sistema de ecuaciones 1.9 se puede escribir como
do® = e, dz*,

de donde notamos que, la condicién para que este sistema tenga solucién es que

se cumpla
o [00% o (00
oV ((‘330“) e (636”) ’

asi, usando la ecuacion 1.9, tenemos que esto ocurre si y sélo si

owe, 9gv OV, Que, 907 OUe

v

90 0zv T oxv 007 Dwr | Oan’

o de manera equivalente, si y sélo si

awe, U U gue
vy M r_ Y v v
Viam taw Vg oo (1.10)

Cuando se satisface la relacién 1.10, entonces se dice que el sistema de ecua-
ciones 1.9 es completamente integrable y, en dado caso, podemos expresar la
solucién en una expansién en serie de potencias alrededor del punto (zg, ..., z¥)
donde especificamos las condiciones iniciales, es decir,

00> 1 5?6~
@ _ .a il by =Y B oY (¥ ol
0 ot <3x#‘)0(m x0)+2 ((%jﬂaxy)o(m 7o) 70+ 7

donde o0
— ) =0 (.M, al),
<6x“)0 ©
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020« ove,  ou”
7 ) = (w v v (et e,y
<8$“8.’L‘V>0 ( 199y + Ot ) (C ) ¢, T, zO)a

y el resto de coeficientes de obtienen de manera andloga al considerar derivadas
sucesivas de la ecuacién 1.9 y sustituir 6 por ¢® y 27 por z]. Asi, en el dominio
donde la serie anterior converge, tenemos que la solucién al sistema 1.9 estd
determinada por m constantes arbitrarias.

Cuando la condicién de integrabilidad 1.10 no se satisface, entonces esta
condicién constituye un conjunto F; de ecuaciones que establecen condiciones
sobre las variables ¢ como funcién de las variables z*. Si derivamos cada una
de estas ecuaciones con respecto a las variables z# y sustituimos % por ¥,
entonces el resultado es una identidad, que se sigue como consecuencia de las
ecuaciones anteriores, o bien, obtenemos un nuevo conjunto de restricciones F5.
Continuando de este modo, obtenemos una sucesion de conjuntos de condiciones
Py, Fy, ...,y para que la ecuacién 1.9 admita una solucién, entonces debe existir
un entero N, tal que las ecuaciones del conjunto Fiy41 sean consecuencia de las
ecuaciones en los conjuntos Fy, Fs, ..., Fy, ya que de otro modo encontrariamos
mas de m restricciones independientes, lo cual implicaria una dependencia entre
las variables x*. De esto se sigue también que N debe ser menor o igual a m.

Reciprocamente, supongamos ahora que tenemos N conjuntos de ecuaciones
Fy, Fs, ..., Fy tales que todas las ecuaciones del conjunto Fy 41 se satisfacen
como consecuencia de los primeros N conjuntos. Supongamos que en los con-
juntos Fi, Fy, ..., Fx hay p ecuaciones independientes (con p < m), digamos
G,(0,2) =0, cony=1,2,...,p. Como la matriz jacobiana dada por

oG,
26°

tiene rango p, entonces por el teorema de la funcién implicita, podemos despejar

p de las variables 8¢ en términos de las restantes, digamos 8',62%,...,6P en
términos de 6Pt ... 0™, lo cual podemos escribir como
07 = o (0P, ... 0™, x), (1.11)
con g = 1,...,p. Derivando estas expresiones con respecto a z* obtenemos que
00°  0p° 908  Op°
SLANES A (1.12)
Oz 908 Ozr  Ozm
donde B =p+1,...,m. Si en la expresion anterior sustituimos 1.9, entonces se
tiene que
Op?  0p?
o _yh -
\I’“_\I/Nagﬂ+axu’ (1.13)
que son las ecuaciones que constituyen al conjunto F 1, y las cuales se cumplen
como consecuencia de las ecuaciones en los conjuntos F1, ..., Fiy. Asi, restando

las ecuaciones 1.12 y 1.13 tenemos que

A (aeﬁ \I}B),

o+ ®

oz kT es
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de donde notamos que si se cumple que

06° B 1/gp+1 m p(gp+1 m p+1 m
@:\I!M(cp (OGP 0™ ), QP (P 0T ), 0P 0T ),

entonces también se cumple que

00"
dxn W

esto es, si la ecuacién a resolver tiene soluciéon para m — p de las ecuaciones, en-
tonces el resto de las p ecuaciones también tienen solucién. Finalmente, notamos
que el sistema de ecuaciones

008
5o = P (M (0P, 0™ ), P (0T 0™ ), 0Pt 0T ),
x
resulta ser completamente integrable debido a 1.12 y 1.13, y se tienen m — p
constantes arbitrarias de integracion.
Asi, hemos demostrado el siguiente teorema.

Proposicion 1.8 Para que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales 1.9
admita una solucion, es condicion mecesaria y suficiente que exista un entero
N < m tal que la ecuaciones en los conjuntos F1, ..., F sean compatibles entre
sty las ecuaciones del conjunto Fni1 se cumplan todas, como consecuencia de
las ecuaciones en Fy, ..., Fn. Sip es el numero de ecuaciones independientes en
Fi,..., Fn, entonces la solucion de 1.9 involucra m — p constantes arbitrarias
independientes [7, p. 3].

Este teorema también es vélido cuando al sistema de ecuaciones 1.9 se le
imponen ¢ restricciones adicionales de la forma

[0, 2) =0, (1.14)

con v =1,...,q. Estas ecuaciones constituyen a un nuevo conjunto de restric-
ciones Fy [7, p. 4].

En particular, este teorema se puede aplicar a la ecuacion de Killing §(,,;,) =
0 [7, p. 214], la cual se puede escribir en la forma del sistema de ecuaciones
diferenciales parciales 1.9, usando las ecuaciones 1.7 y 1.8 como

G = T80 + Loy, (1.15)

Lywx =T\ Lya + T Lav — R, 880, (1.16)

sujeto al conjunto de restricciones Fy dado por la ecuacion de Killing, &(,,,,) = 0,
que equivale a pedir que L,,) = 0. En este caso, la condicién de integrabilidad
1.10 para la ecuacién de Killing se escribe como [8, p. 100]

£eR=0, (1.17)
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donde R es el tensor de curvatura de Riemann. Las ecuaciones que salen de
esta condicién constituyen el conjunto F;. Cuando esta condicién se satisface
de manera idéntica, entonces la solucién a la ecuacién de Killing tiene n(n +
1) —n(n+1)/2 = n(n + 1)/2 constantes independientes (las ecuaciones 1.15 y
1.16 nos dan un total de n(n + 1) ecuaciones parciales y el conjunto Fy contiene
n(n + 1)/2 restricciones), que es el mismo resultado que el de la proposicién
1.7. Por otro lado, cuando 1.17 no se satisface de manera idéntica, se procede
como en el teorema 1.8 para obtener los conjuntos de restricciones Fs, ... Fiy,
los cuales estan dados por [8, p. 100]

F2 : £§(VQ1R) = O,
F3 : £§(Va1VG2R) = 0,

FN : £§(Valva2 "'VGNR) =0.

Estas condiciones resultan naturales en tanto que, si el tensor métrico se
preserva a lo largo del flujo de £, entonces también se debe preservar cualquier
cantidad geométrica que dependa de la métrica, como es el tensor de Riemann
y sus derivadas covariantes sucesivas.

De este modo, si en los conjuntos Fp, ..., Fiy hay g ecuaciones independien-
tes, la solucién a la ecuacién de Killing tiene n(n + 1) — ¢ constantes arbitrarias
independientes, y por lo tanto, existen n(n+ 1) — ¢ vectores de Killing indepen-
dientes.

1.3. Ejemplos

Ejemplo. [Vectores de Killing en S2.] Definimos la esfera de dimensién dos de
manera usual como S? = {(x,y,2) € R®: 22 + y? + 22 = 1}, entonces la funcién
® : (0,7) x (0,27) — S? dada por

®(0,¢) = (cos ¢sin b, sin ¢sin b, cosb),

es una parametrizacién para la esfera de dimensiéon dos, la cual induce una
base de vectores tangentes {uy,us} a S? mediante el mapeo diferencial D 0,4 :
T(0,6)((0,7) x (0,27)) = T4 .- (S?). Para calcular esta base inducida, notemos
que dada una funcién f : 5?2 — R tenemos que, en términos de los vectores base
de R3 restringidos a la esfera de dimensién dos, se tiene que
D00y () 1] = 2 (f 0 B] = [ f(cos dsin b, sin 6 sin , cos
«0.6) | 3 = 3 =5 cos ¢ sin @, sin ¢ sin 6, cos )]
of of of

= cos ¢ cos §—— + sin ¢ cos § —— — sin 0

Ox Oy 9z’
y por lo tanto

0 a . g . 0
ur = Py (9,4 (89) = C0s ¢ cos 9% + sin ¢ cos Ha—y — sin 957
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y analogamente, se sigue que

0 . . .0 . 0
uz = Py 9,4) <8q’)> = fsm(bsm&% + cosgbsm@a—y.

Luego, usando la métrica euclidiana g de R? restringida a S2 se sigue que
g(ur,uy) =1,

g(uz,uz) = sin® 0,

g(ur,u2) = g(ug,u1) =0,

y por lo tanto, la métrica en S? estd dada por
ds? = d#* + sin? 0de>.

Un célculo directo demuestra que los coeficientes distintos de cero de la
conexién de Levi-Civita para esta métrica son

F0¢¢ = —sinfcosf,
I‘d’eq5 = cot 0,

de modo que la ecuacion de Killing (,,.,,) = 0 en este caso se escribe como

0%

a0~

%3 . _

96 + &psinf cosd = 0,
9 0 _ _
26 + 20 264 cot @ = 0.

De la primera ecuacién, notamos que &y = f(¢), de modo que las ecuaciones
restantes se escriben como

% + f(¢)sinfcosf =0,
f((b)-i—% —2¢ycotf = 0.

Derivando la segunda ecuacién con respecto a ¢ tenemos que

2
& 9% i

y derivando la primera ecuacién con respecto a 6, se tiene que

0% _
2006 —f(¢) cos 26,
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y por lo tanto, se sigue que

" (@) — f(¢)cos20 — 2 (—f(¢)sinfcosf) cot =0 <

F"(¢) — F(9) cos 20 + 2f(¢) cos? 6 = 0 =
F"(8) — £(#) [cos® 6 — sin? 8] + 2f(¢) cos? 6 = 0 &
F"(9) + F(¢)(cos® 6 4 sin® ) = 0 &
")+ f(¢) =0+
f(¢) = Acos¢ + Bsin¢.

Asi, tenemos que

9% _

96 —f(¢)sinf cosd,

lo cual implica que

Ep=— sin@cos&/f(¢)d¢ + h(0)

= —sinfcosd /(Acos¢ + Bsin¢)d¢ + h(0)
= —sinfcos@(Asingp — Bcos o) + h(h).
Ahora, como f/(¢) = —Asin$ + Bcos ¢, y por lo anterior

9 _

50 h'(0) — (Asin ¢ — B cos ¢)(cos?  — sin? §),

entonces se tiene que

0
I (®) % — 24 cot 0 =0,

lo cual implica que
—Asin ¢+ Bcos ¢+ h'(0) — (Asin ¢ — B cos ¢)(cos? O —sin? §) — 264 cot = 0 <
B/ (0) + (—Asin ¢ + B cos ¢)(cos? § — sin® 6 4 1)
— 2h(0) cot § + 2 cos® §(Asingp — Beos¢) =0 <
R (0) — 2h(0) cot O+
(—Asin ¢ + Bcos ¢)(cos® 6 — sin® @ + cos? 6 + sin® 6 — 2cos? ) = 0 <
R (0) = 2h(0) cot 0,
es decir,

d
7 [log h(0)] = 2cot 6,



1.3. EJEMPLOS 19

por lo tanto,
log h(0) = 2/cot9d9—|—K = 2logsinf + K,
lo cual implica que
h(0) }
log | —=| = K,

& Lin2 0
o de manera equivalente

h(0) = C'sin? 6.

Asi, tenemos que la solucién general a la ecuacién de Killing estd dada por
€0(6,6) = f(¢) = Acosé+ Bsing,
£s(0,0) = —sinf cos O(Asin ¢ — B cos ¢) + h(0)
= —sinfcosH(Asin ¢ — Bcos ¢) + Csin® 0

0 equivalentemente

€% = g%2¢, = Acos¢ + Bsin ¢,
£ = g?é\ = C — cot O(Asin ¢ — B cos ¢).

Ahora, elegimos tres ternas linealmente independientes (A, B, C') para ob-
tener una base del espacio de soluciones. La eleccion mas sencilla es tomar
(A, B,C) como (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) lo cual nos da las soluciones

0 0
_ ek _ :
) = 5(1)8u = cos gb% — cot fsin p—

0’

—h g — 0 0 0

5(2) _5(2) H_smgb%vhcot cosqbaTb,
0

5(3) = gétg)a;t = %a

que podemos escribir en términos de las coordenadas cartesianas de R3 como

0 0
5(1) Zyg _Z@’

0 0
5(2) = Z% - $%7

0 0

f(s) = x@ - yc‘?:c

Notamos que las curvas integrales del primero de estos vectores de Killing
estan dadas por el sistema de ecuaciones
(1) = y(t),
y(t) = —2(t),
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Figura 1.3: Flujo del vector de Killing &1).

cuyas soluciones son

y(t) = c1 cos(t) — cosin(t),
z(t) = ¢1 sin(t) + co cos(t),
las cuales se ilustran en la figura 1.3.
Esto significa que las curvas integrales de §(;) representan rotaciones en el

plano yz. Los vectores de Killing §(2y y §(3) estdn asociados a rotaciones en los
planos zx y xy, respectivamente.

El siguiente ejemplo estd basado en la discusién presentada en [6, p. 207-211].

Ejemplo. [Vectores de Killing en relatividad especial.] Es sabido que de acuer-
do a los postulados de la relatividad especial, el espacio-tiempo es una variedad
Lorentziana C'°° de dimension cuatro, donde la métrica en un sistema de refe-
rencia inercial (y en coordenadas cartesianas) se escribe como

ds® = Nuvdxtdx” = —dt* + dx® + dy? + d=°.

Dado que en estas coordenadas 7, = diag [—1, 1, 1, 1] entonces los coeficien-
tes de la conexion de Levi-Civita I'?,,,, son todos iguales a cero, de modo que
la ecuacién de Killing £,,.,,) = 0 se reduce a §, ) = 0, lo cual ocurre si y sélo
si §u,0 + &, = 0. Derivando esta dltima ecuacién tenemos que

gu,uk + fl/,u)\ =0,
si permutamos los indices (uvA) — (Auv), obtenemos que

fA,uV + & =0,
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y si permutamos ahora (ur\) — (vAp) se obtiene que

751/,A/L - gk,uu = 0.

Asi, sumando estas 3 ecuaciones obtenemos que
g,u,z/)\ + gu,p)\ + 6)\,;1,1/ + f/d«,)\u - €I/,>\M - 5)\,1/;1, =0«

g,u,l/)\ + g#,AV + gu,p)\ - gll,)\p. + 5)\,/,141/ - f)\,u,u =0«
f#,w\ = Oa

lo cual implica que existen constantes A,, tales que
fuw = Al“/’

y por lo tanto
§u=du+ Az’

donde d,, también son constantes. Luego, de la ecuacién de Killing, &, ) = 0,
lo cual implica que A,, = —A,,, por lo tanto &, = d, + A,,x" es la solucién
general de la ecuacién de Killing en este caso, donde A, y d, son constan-
tes tales que A,, = —A,, y por lo que tenemos 10 constantes arbitrarias,
(do,d1,da,ds, Ao1, A2, Aos, Aas, As1, A12) v como consecuencia de esto, tene-
mos 10 vectores de Killing independientes, de modo que el espacio-tiempo de
Minkowski tiene el niimero méximo de simetrias posibles en cuatro dimensiones.
Para obtener una base del espacio de soluciones, elegimos la base de R!? dada
por los vectores (1,0,0,...,0), ..., (0,0,0,1,...,0), (0,0,0,0,—1,...,0), ...,
(0,0,0,...,—1), donde cada uno de estos vectores base de R!° corresponde a
una solucién de la ecuacién de Killing.

El primero de estos vectores de Killing estd dado por £y = ffo)a“ =0y
corresponde a traslaciones en la coordenada ¢, mientras que los siguientes tres
son de la forma §;) = 0,: con i = 1,2,3 y corresponden a traslaciones en las
coordenadas (z,y, z) respectivamente.

Los siguientes tres vectores de Killing son de la forma §(o ;) = n** A, 2" 00 =
n% Azt + N Ax00, = 2°0y + x°0;, con i = 1,2,3 y estdn asociados con
rotaciones hiperbdlicas o boost de Lorentz. Para ver esto, consideremos por
ejemplo, el vector de Killing §,1) = 20y + 2°0; = 20, + t0,, para el cual sus
curvas integrales estdn descritas por el sistema de ecuaciones

i(¢) = =(¢),
&(¢) = t(9),

cuyas soluciones son

t(¢) = c1 cosh(¢) + co sinh(¢),
x(¢) = ¢ sinh(¢) + co cosh(d),

las cuales se ilustran en la figura 1.4.
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Figura 1.4: Flujo del vector de Killing £(g,1)-

Si definimos (c1,c3) = (¢, 2’), podemos escribir estas soluciones como
) ) )

t = t' cosh(¢) + 2’ sinh(¢),
x = t' sinh(¢) + 2’ cosh(¢),

o de manera equivalente, despejando ' y z':

t' = tcosh(¢) — x sinh(¢),
x’ = —tsinh(¢) + z cosh(¢).

Estas relaciones entre coordenadas se pueden escribir en términos de un
nuevo pardmetro v = tanh ™' (¢) [9, p. 14] como

donde

Esta es la expresién usual de las transformacién de Lorentz y, como sabe-
mos, corresponden a un cambio de coordenadas entre dos sistemas de referencia
inerciales que se mueven a velocidad constante v uno con respecto al otro.

Los tltimos tres vectores de Killing también son de la forma n**A,,z" 0, y
estan asociados con rotaciones espaciales, pues estos se escriben como

§2,3) = n?* Ag3x® 0y 4+ n°° Azp2®05 = 205 — 2°0s,
5(371) = 7733A31$163 + 7711A13€E331 = x381 - £E183,
5(1’2) = 7711A122E281 + 7722A21l‘132 = x182 - :17281,
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de donde podemos notar que son los mismos tres vectores de Killing que encon-
tramos para S2.

Asi, hemos encontrado que los vectores de Killing del espacio-tiempo de Min-
kowski estan asociados con traslaciones espacio-temporales, rotaciones espacia-
les y rotaciones hiperbdlicas, o boost de Lorentz. Estos son los tnicos grupos de
movimientos que dejan invariante al tensor métrico del espacio de Minkowski,
por lo que cualquier otro flujo generado por algin campo vectorial que no sea
combinacién lineal de los vectores de Killing encontrados, genera un espacio-
tiempo distinto. Por ejemplo, cambiar al sistema de referencia de un observador
no inercial, genera un espacio-tiempo curvo, razén por la cual se requiere de la
relatividad general para trabajar en sistemas de referencia acelerados.

Cabe recalcar que lo anterior no significa que no sea posible trabajar en
relatividad especial en otros sistemas de coordenadas distintos a los generados
por los vectores de Killing, por ejemplo, en coordenadas polares, pues las coor-
denadas polares no estan asociadas con ningin grupo de transformaciones del
espacio-tiempo.

Ejemplo. [Vectores de Killing en 72.] Consideremos el toro de revolucién en
R3, definido por el conjunto

2
72— {9 € B (e VT ) 42 =)

donde a representa el radio menor del toro y ¢ su radio mayor, con a,c €
(0,00), a < ¢, como se ilustra en la figura 1.5.

Figura 1.5: Toro de revolucién, con a = 0.4, ¢ = 1.
Usando la parametrizacién @ : (0,27) x (0,27) — T? dada por

D (u,v) = ((c+ acosv) cosu, (¢ + acosv)sinu, asinv),
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se encuentra de manera analoga al ejemplo de los vectores de Killing en S? que
para esta métrica el intervalo estd dado por

ds® = (¢ + acosv)?du® + a®dv?.

Usaremos ahora el teorema 1.8 de la seccién sobre integrabilidad de la ecua-
cién de Killing para hallar el nimero de vectores de Killing independientes en
este espacio antes de intentar integrar la ecuacion de Killing.

Para esta métrica, se obtiene que los simbolos de Christoffel no nulos son

asinv 1 .
r,=—-—————"I",= —sinv(c+ acosv),
¢+ acosv a
asi, un célculo directo muestra que las inicas componentes no nulas del tensor
de Riemann en la base coordenada {9,,0,} son

acosv 1
R, ., =——— R%.,,=——cosv(c+acosv),
c+ acosv a

U _ U v
R vou -R VUV R o

:—RU

uuv*

Luego, usando que las componentes de la derivada de Lie del tensor de
Riemann en la base coordenada son (proposicién A.6)

("EfR)aﬁuy = Raﬁuuv\gA - R)\Buugoj)\ + Ra)\uyg):ﬁ + Raﬁ)\yg):u + Ra,é’p,)\fk,ln

encontramos que las componentes distintas de cero de £¢R para esta métrica
son

(£eR) wuo = = R0 + BYun€’us
(£eR) i = =Ry + R0ul s
(£eR) 0 = B0, 0€” + 2R, 6",
(£eR) pou = RBYpu,08” + 2R 500",
(£eR)"yuv = Ry, €"” + 2R 000 €" s
(£eR) wou = Bypu w8’ + 2R00u€" s
(£eR)’yup = =R €0 + R0
(£eR) pu = —R%0u’u + Rypuly-

De este modo, la condicién de integrabilidad 1.17

Jng =0& ("E&R)aﬁuu =0,

nos da en el conjunto Fj, formado en este caso por las 3 ecuaciones
("EﬁR)uuuv = _Rvuuvgu,v + Ru’uuvgv,u = 07
(‘£§R)uvuv = RY, gv + ZRguvgv,v = Oa

VU,V

(°£€R)quu = Rvuvu,vgv + QRZvugu,u =0,



1.3. EJEMPLOS 25

pues de las ocho ecuaciones que nos da la condicién £¢R = 0, las cinco restantes
se pueden obtener a partir de estas tres multiplicando por un signo menos o
permutando los dos tltimos indices de las componentes del tensor de Riemann.
Estas tres ecuaciones se escriben de manera explicita como

CcoS v CcoS v
Fl - N u,v - N 'uu:07
(F1) a(c+ acosv) Suw + a(c+ acosv) 2
—asinv(c+ acosv) + acosvsinv 2cosv
(F2) ( ) fv - gv,v :07

(c+ acosv)? a(c+ acosv)

2cosv

1
(F3) —(sinv(c+ acosv) + acosvsinw) &, — wu =0.
a

a(c+ acosv)

Ahora, para aplicar el teorema 1.8, debemos considerar ademads de estas tres
ecuaciones, las ecuaciones contenidas en el conjunto Fp, que es la ecuacion de
Killing &(,,;,) = 0, que en este caso son

1
(G1) &uu — —sinv(c+acosv) & =0,
a

2asinv
(Gz) fu,v + fv,u + gu = 07
¢+ acosv

(Gg) gv,v - 0

De la ecuacién (G3) se tiene que &, , = 0 de modo que la ecuacién (F2) se
convierte en &, = 0, lo cual implica que la ecuacién (G1) se simplifica como
&uuw = 0. Ahora, la ecuacién (F1) se escribe como &, + &, = 0, de modo que
sustituyendo esto en la ecuacién (G2) se sigue que &, = 0. Asi, la ecuacién (F3)
se convierte en una identidad y las cinco ecuaciones restantes se escriben como

Suw +&ou =0,
& =0,

Suu =0,
&u =0,

fow =0,

luego, en los conjuntos Fy y F} tenemos cinco ecuaciones independientes entre
si, por lo que de acuerdo con el teorema 1.8, la solucién a la ecuacién de Killing
en este caso tiene a lo mds n(n+1) —5 = 6 —5 = 1 constantes arbitrarias (pues
en principio podria haber méas ecuaciones independientes cuando consideramos
las condiciones de integrabilidad sucesivas) es decir, s6lo hay a lo més un vector
de Killing independiente en esta métrica. Notamos ademads que en esta métrica
u es una coordenada ciclica, por lo que &* = (1,0) son las componentes de un
vector de Killing, por lo tanto § = £#0,, = 0, es un vector de Killing, asociado
a rotaciones en el plano xy, y del procedimiento anterior se sigue que éste es el
unico vector de Killing independiente para este espacio.
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Ejemplo. [Vectores de Killing en la métrica de Schwarzschild.] Consideremos
el intervalo de Schwarzschild, el cual constituye una solucién en el vacio para las
ecuaciones de Einstein y modela el exterior de un cuerpo de masa m sin carga
ni momento angular. El intervalo en coordenadas esféricas estd dado por

2 om\ !
ds? — — (1 _ T) dt? + (1 - T) dr? + r2(d6? + sin® 0d¢?).

Un célculo directo muestra que los coeficientes no nulos de la conexién de
Levi-Civita para esta métrica estan dados por

1
F0¢¢ = —sinfcosd, I“z’m =
I‘d"% = cot 6.

Asi, la ecuacién de Killing da lugar al siguiente sistema de ecuaciones par-

ciales
%3 _m<1_2m>5r:07
T

ot 2

1
%%Jrzgf:o,
o (1-%) Temo
%{;Jr%*gqu:(),
%%4—7“(1—2:1)@:0,
%4—%—20%9@,:0,

%—l—r 1_27m sin® 6 &, +sinfcosf & = 0.
13J0) r
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Notamos que si hacemos & = &, = 0, entonces el sistema anterior se reduce
al sistema de ecuaciones

%0 Ze-0,
887554’%*2(301]05@5:0,
%Jrsinﬂcosﬂggz().

Asi, de las primeras cuatro ecuaciones se sigue que & = r2g1(0,0) y & =
r2g2(0, ¢), donde las funciones g1, g» deben cumplir que

dg1

o9~

(9g1 892

—_— 7—2 p—
96 + 2 cotd go =0,
992

96 +sinfcosf g; = 0.

Luego, notamos que este sistema de ecuaciones es el mismo que el sistema
de ecuaciones proveniente de la ecuacién de Killing para S2, por lo tanto sus
soluciones son

g91(6,¢9) = Acos¢ + Bsing
g2(0,¢) = —sin6 cos O(Asin ¢ — B cos ¢) + Csin’ 0

por lo que la solucién para &y, £ estd dada por

& =r*(Acos ¢+ Bsing),
§p = —r%(sin f cos (A sin ¢ — B cos ¢) 4 C'sin” 6)
o de manera equivalente
€9 = ¢%¢, = Acos¢ + Bsin ¢,
€% = g?2¢\ = C — cot O(Asin ¢ — Bcos ).

Asi, elegimos tres ternas linealmente independientes (A, B, C). La eleccién
m4ds sencilla es tomar (A, B,C) como (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), lo cual nos da
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las soluciones
Sy = fﬁ)aﬂ = cos ¢ Jp — cot Osin ¢ Dy,
§(2) = §(9)0u = sin ¢ Jp + cot 0 cos ¢ 0y,
§3) = (30 = Oy,

que son los mismos tres vectores de Killing que encontramos para S?, es decir,
la métrica de Schwarzschild tiene simetria esférica.

Por otro lado, notamos que la métrica de Schwarzschild no depende de la
coordenada t, es decir, ¢ es una coordenada ciclica por lo tanto £* = (1,0,0,0)
son las componentes de un vector de Killing, de modo que {4 = 9 es un vector
de Killing para esta métrica: el espacio-tiempo de Schwarzschild es estacionario.

Mediante el método ilustrado en el ejemplo de los campos de Killing para
T? es posible demostrar que estos son los tnicos vectores de Killing indepen-
dientes para la métrica de Schwarzschild, sin embargo, podemos demostrar ésto
ultimo de una manera alternativa: como la métrica de Schwarzschild contiene
a la métrica de Minkowski como caso limite cuando m = 0, entonces cualquier
vector de Killing de la métrica de Schwarzschild debe ser un vector de Killing
de la métrica de Minkowski. Ahora, las simetrias del espacio-tiempo plano de
Minkowski que no tiene el de Schwarzschild son las traslaciones en las tres direc-
ciones espaciales y los boost de Lorentz. Es facil verificar que estos seis vectores
no satisfacen la ecuacién de Killing para la métrica de Schwarzschild, y esto
tiene una interpretacién fisica: debido a que el espacio-tiempo de Schwarzschild
tiene un punto distinguido (una singularidad) ésta no puede ser invariante ante
traslaciones espaciales. Por otro lado, recordamos que los boost de Lorentz estan
asociados a sistemas de referencia que se alejan a velocidad constante, por lo
que al aplicar un boost a la métrica de Schwarzschild ésta ya no podria ser esta-
cionaria: al alejarse a velocidad constante de la fuente del campo gravitacional
el campo gravitacional cada vez es més débil, es decir, el tensor métrico, el cual
codifica el campo gravitacional, cambia con el tiempo.

1.4. Cantidades conservadas

Recordemos que en mecanica clasica el espacio de configuracion M de un sistema
fisico tiene estructura de variedad diferenciable, de dimensién n, con n es el
numero de grados de libertad del sistema [10, p. 77-80]. Consideremos un sistema
de coordenadas ¢!, ¢?,- - ,q™ para este espacio de configuracion.

Supongamos que el sistema fisico anterior estda descrito en términos de un
lagrangiano puramente cinético, de la forma

1 dq“dq5 1 o
L= ~Qup o — = ~g.50%G" 1.1
5908~ g = 59apd"d" (1.18)

el cual podria corresponder por ejemplo, al lagrangiano de una particula libre
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en el espacio-tiempo. Para este tipo de sistemas fisicos, las ecuaciones de movi-
miento, dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange

a oLy _or
dr \o¢v )]  0q”’

se escriben como [1, cap. 15, p. 17]

d 5\ 1 s -8
- v - = v =
o (gurd™) 5 9asvdd
N L
IunG” + gur47¢" — 39080474 =0«&
Y s B 1 a3
9nG” + Gua,pq”q" — 39080474 =0«
. 1 o - 1 oy - 1 oy -
GG + §gm,5q“q5 + 5gay,gq“q5 - iga;a,yq“qﬁ =0&

. 1 o 1 oy 1 ey -
g + igm,gq“qﬁ + 5gﬁy,aq“q5 - gga/s,uq“qﬁ =0&

. 1 o
gquA + 5 (gua,[i + 9Bv,a — gaﬁ,u) qaqﬁ =0«

. 1 o
guygu)\q)\ + agw/ (gua,ﬁ + 9pv,a — gaﬁ,u) qan =0«

G+ T 5077 =0 &

«
@u + F'uaﬂqaq.ﬁ = 07

que es la ecuacién de las geodésicas en M, es decir, los sistemas fisicos que no
estan sujetos a ningun potencial siguen geodésicas en el espacio de configuracién
y resolver las ecuaciones de movimiento es equivalente a resolver la ecuacién de
las geodésicas. Més aun, si el lagrangiano no es puramente cinético, como el de
la ecuacién 1.18, el problema puede reescribirse de modo que el sistema fisico
aun se describa por geodésicas en un espacio extendido y de dimensién mayor
(ver, por ejemplo [11, p. 2]).

Una de las principales aplicaciones en fisica de los vectores de Killing es que
estos proporcionan cantidades conservadas a lo largo de geodésicas (lo cual per-
mite integrar con mayor facilidad ecuaciones de movimiento) como se muestra
a continuacion.

Proposicién 1.9 (Lema de conservacién) Sea £ = &40, un vector de Ki-
lling y x*(X\) las coordenadas de una geodésica, entonces a lo largo de zt(\),
&uUH es constante, donde UM = % [3, p. 444]
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Demostraciéon. Tenemos que por la regla del producto
d d¢ du+ dU*
_— H frng 7# H _— v H —_—

Ahora, x#()) es una geodésica entonces fl% + F“aﬁ:b"m'ﬁ =0 y por lo tanto
dg; + F“aﬂUo‘U'B =0, de modo que

d
5 (6uU") = UM UY = 17, UMUY = UMU” (& — 317,) = UMU” €.
Luego, permutando los indices p y v tenemos también que % (& U") =
UrU%¢,.,, por lo tanto

d

22—

dX

de este modo, si § es un vector de Killing entonces £,y = 0 y por lo tanto
d Uu) =0
ax (Eu :

(&UH") = UPUY &y + UMU €y = 2UMUYE(1n)s

La proposicién anterior es un caso particular del teorema de Noether (ver
por ejemplo, [10, p. 88]) cuando el lagrangiano del sistema es de la forma 1.18
pues en este caso, como £ es un vector de Killing, entonces su flujo preserva el
tensor métrico, pero dado que el lagrangiano es de la forma de la ecuacion 1.18,
entonces el flujo de £ preserva el lagrangiano y por tanto, tenemos una constante
de movimiento a lo largo de soluciones de la ecuacion de Euler-Lagrange, es decir,
a lo largo de las geodésicas.

Veamos a continuacién un ejemplo de las ideas anteriores, basado en el desa-
rrollo presentado en [6, p. 255-256].

Ejemplo. Consideremos el intervalo de Schwarzschild
2M oM\ !
ds? = — (1 - r) dt* + (1 - r) dr? + r2(d6? + sin® Ad¢?).

Sabemos que una particula de masa m en este espacio-tiempo se mueve a lo
largo de una geodésica, por lo que usaremos el Lema de conservacion para hallar
informacion sobre el movimiento de la particula, en lugar de intentar integrar
directamente las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes.

Sean z*(7) las coordenadas de la geodésica que sigue nuestra particula de
masa m = 1 (hacemos m = 1 por simplicidad), donde 7 es el tiempo propio, y
sean U* = % las componentes de su 4-velocidad. Como la geodésica es tipo
tiempo entonces sabemos que g, U*U"” = —1, es decir

oM\ [ dt\?> oM\ [dr\?
—(1-=) (=) +(1-= =
r dr r dr
do\ > do\?
2 hadl 2 .2 e _ _
+7r (d7> 4+ 7r°sin 9<dr> 1.

(1.19)
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Ahora, sabemos que la métrica de Schwarzschild tiene tres vectores de Killing
asociados a la simetria esférica, los cuales estan dados por

§a) = fﬁ)aﬂ = cos¢ Og — cot Osin¢ Oy,
£ = fé)aﬂ = sin ¢ Oy + cot O cos ¢ Oy,
5(3) = 573)8# = 8¢.

Asi, por el Lema de conservacién, tenemos que existen k; constantes, i =
1,2,3, tales que g,wfé;)U” = k;, es decir

2 cos ¢ i — 1% cos fsin fsin ¢ ¢ = ki,
dr dr
r?sin ¢ @ + 7% cos fsin 6 cos ¢ @ _ ka,
dr dr
r? sin? @ % = ks,

que son las tres componentes del momento angular L de la particula, escritas
en coordenadas esféricas. Asi, el momento angular de la particula es constante,
por lo que el movimiento ocurre en un plano, el cual podemos elegir sin pérdida

de generalidad como el plano 6§ = g Luego, la ecuacién 1.19 se simplifica como

(1%V>($J2+(12y>1<Z)Q+T2CZ)2L (1.20)

y de este modo, el momento angular Les igual a (0,0,1), donde | = 7’2% es una
constante de movimiento. Ademads la métrica de Schwarzschild es estacionaria,
por lo que ésta posee otro vector de Killing dado por £ = d;, por lo tanto existe
otra constante de movimiento € dada por

2M\ dt
o (oA et
&l < r>d7’ ©

asi, sustituyendo las constantes de movimiento en 1.20 tenemos que

oM\t oM\t fdr\? 12
) R N i I
r r dr 72

o de manera equivalente
1 [/dr\?
- (2= - E
2 (dT) V() ’

1
donde E = —(€? — 1) es la energfa total de la particula y V(r) es el potencial
efectivo, dado por
M n 2 Mi?
r o 2r rd
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Notamos que los primeros dos términos de la expresiéon anterior son el poten-
cial efectivo del problema de Kepler (ver, por ejemplo [10, p. 38]), mientras que
el tercer término se puede considerar una correccion relativista, que es relevante
cuando 7 es pequeno. En este punto podemos considerar resuelto el problema,
pues usando el Lema de conservacién hemos reducido el problema de encontrar
la trayectoria de nuestra particula a una sola ecuacién diferencial de primer or-
den, la cual se puede resolver numéricamente.

Veamos ahora una generalizacién al concepto de vector de Killing, que es el
de tensor de Killing.

Definicién 1.8 Sea K = K,,...,,, dz"' ®- - -@dx"™ un tensor simétrico, es decir,
tal que Ky, ...v.,, = K(y,...0,,)- Entonces K es un tensor de Killing de orden m si

se cumple [3, p. 444]
K, vy =0.

Notamos que en particular un vector de Killing es un tensor de Killing de
orden uno, sin embargo, los tensores de Killing no tienen una interpretacion
geométrica en términos de isometrias. Pese a esto, los tensores de Killing son
relevantes en tanto que nos dan también cantidades conservadas a lo largo de
geodésicas, como se demuestra a continuacion.

Proposicién 1.10 5S¢ K = K,,...,, dz"" ® --- ® dz¥™ es un tensor de Killing
de orden m y x*(X\) son las coordenadas de una geodésica, entonces a lo largo

de z*(N), Ky,...p, U - - U"™ es constante, donde UF = df; [3, p. 444].

d

Demostracion. Tenemos que por la regla del producto

d dK,, ...
_ ey Vi, [TVm) — ViVm grvi | JTVm
Y (Ky, oo, U urm) 0 U U
AU dUuvm
v2 ., . [JYm vi, L [JYm-1
+ Ky, { U urm+...4+U U o } .

Como z#(\) es una geodésica entonces % + I"’WBUVUB de modo que

d

— (K,
d)\( 1

Ul/1 . Ul/m) — Kplu-um;yU’yUyl e Ul/m

m

_KV1--~Vm {FV;BUWUﬁUW UV 4 ].—W,’Y”BU”l L gYm—1 U“YUﬂ}

=U» .- UU* K, — T \Kavgew — =T Ky 10

[RZSON U, Vm

o TTA
=0 U™U Ky, .., 7
asi, tenemos que
Vi, .. Vm A —
U UmUK () cvin) =

1
=U"-- 'U)\ | (KV1V2-~~Vm;/\ + KV2V1~--Vm;)\ +oo KVI"'mel)\;Vm)

(m+1)
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1 d d
Ut ...UVm) 4+ .4 = (KVI_”UmUVl ...UVm)

= — |~ (Ky,..0

(m+1)! d)\( v
_ 4
D)

es decir, & (K, U - UYm) = U+ - U"U>K(y,....,,,.), POT lo tanto, si
K es un tensor de Killing entonces K(,,...,,,;») = 0 y por lo tanto

(KVI"'V'NLUVI e UVm,) )

d

- KV
d)\( 1

Uvt ..U =0,

' VUm

como queriamos demostrar.

El siguiente ejemplo basado en [9, p. 344-345] muestra una aplicacién de esta
iltima proposicién.

Ejemplo. De acuerdo con el principio cosmolédgico, el universo a grandes es-
calas es homogéneo e isotrépico a cada instante del tiempo. Esto se traduce en
que la métrica que describe el universo como un todo a grandes escalas debe ser
de la forma

2

2 _ 32 2
ds® = —dt* + a(t) Ty

+ 72(dh* + sin? 0dp?) | ,

donde k puede tomar los valores —1,0,1 y a(t) recibe el nombre de factor de
escala y es quien determina la evolucién del universo; su dindmica se determina
a partir de las ecuaciones de campo de Einstein. La métrica anterior se conoce
como la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, o métrica FLRW,
de manera breve.

Una de las particularidades de esta métrica es que posee un tensor de Killing
de orden dos [9, p. 344], el cual estd dado por

K,, = a2(t)(g,“, +U,.U,),

donde U* = (1,0,0,0) es la 4-velocidad de un observador (en reposo en el
sistema de coordenadas dado). Asi, de acuerdo a la proposicién anterior, si
x#(X) son las coordenadas de una geodésica y V# las componentes de su vector
tangente, entones la cantidad K, V#V" es constante a lo largo de las mismas.
En particular, para la luz, la cual se mueve en geodésicas nulas, se tiene que
existe una constante a tal que

K, VHVY =d? (U, V) = a.

Ahora, como la frecuencia w de la luz medida por el observador con 4-
velocidad U es —U,V*, podemos relacionar la frecuencia medida en dos instan-
tes de tiempo distintos t1,ts a partir de la ecuaciéon anterior como

w(tz) _ a(t1)
w(t1) a(tz)’
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es decir, la frecuencia que mide el observador a un tiempo t, es distinta a la
frecuencia que tenia la luz al ser emitida a un tiempo ¢1, y la proporcién de
cambio estd dada en términos del factor de escala. En particular, sabiendo que
actualmente nuestro universo estd en expansién, a(tz) > a(t1), por lo que la
frecuencia medida al tiempo t; serd menor que la frecuencia de la luz al ser
emitida al tiempo 1, razén por la cual la ecuaciéon anterior es conocida como la
expresién del corrimiento al rojo para la métrica FLRW.



Capitulo 2

Métricas de Kerr-Schild

Este capitulo estd dedicado a estudiar las métricas de Kerr-Schild. Comenzamos
la primera seccién motivando la forma que toman las métricas de Kerr-Schild
al notar que la métrica de Schwarzschild pertenece a esta familia de soluciones.
Posteriormente, analizamos algunas de las propiedades que tienen estas métri-
cas, las cuales nos ayudan a simplificar las ecuaciones de campo. En la tercera
seccion procedemos a realizar la integracién de las ecuaciones de campo en el
vacio para las métricas de Kerr-Schild, usando el formalismo de tétradas o ba-
ses de vectores nulos, el cual se explica en la misma secciéon. Seguido de esto,
mostramos que las métricas de Kerr-Schild poseen un vector de Killing y como
esto nos simplifica la solucién a las ecuaciones de campo, para finalizar la dltima
seccion mostrando a la métrica de Kerr como un caso particular dentro de las
métricas de Kerr-Schild y discutiendo algunas propiedades de esta métrica.

A lo largo de este capitulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es
+2.

2.1. Motivacién

Consideremos el intervalo de Schwarzschild en coordenadas esféricas

,,,/

-1
2 2
ds® = — (1 - m) dt” + (1 - n/z) dr' +r"(d0" + sin® 0'd¢’?).
r

Si realizamos el cambio de coordenadas [12, p. 237]

!

—1
t =t + 2mlog {;—1} @dt':dt+(1—2i) dr,
m m

r=1 & dr' =dr,
0—0 o do = do,
b =¢ & do =do,

35
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entonces se tiene que el intervalo de Schwarzschild se puede reescribir en térmi-
nos de estas coordenadas como

ds?

-1
- (1 - Qm) dt” + (1 - 2;?) dr’? +1"2(d0" + sin® 0'd¢’?)

,r./

- (1 - 2;”) (dt2 +2 (1 - %)71 dtdr + (1 - 2;)2&2)

2 —1
n (1 - m> dr? + r2(d9? + sin? 0dp?)

.
2 4 2
S (1 = ;”) df* + == dtdr + (1 + T) dr? + r*(d6? + sin® 0dg?)

2
= —df? 4+ dr? 4+ r2(d6? + sin® 6dg?) + = (dr® + 2drdt + d),

es decir,
2 2 2 2/ 192 . 2 2 2m 2
ds® = —dt® + dr® + r*(df” + sin® 0d¢”) + — (dt + dr)”,
T
o en coordenadas cartesianas
2 dz + ydy + zdz\ >
dsQ:—dt2+dx2+dy2+dz2+m(dt+$x+yy+zz> L (21)
r r

Se puede verificar de manera directa que la métrica que da lugar al intervalo
anterior toma la forma

Juv = Nuw +NpNy, (22)

donde 7, = diag[—1,1,1,1] es la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas y las componentes del vector n estan dadas por

12m Ty z
nM: 7(1771777)'
T roror

Notemos que con respecto a la métrica de Minkowski el vector n es un vector
nulo, pues tenemos que

9 2,24 .2
n"nun, = Mg + TAY R 0.
T r2

Por otro lado, notemos que en las coordenadas (t,r,0, ¢), las componentes

de n se escriben como
/2
nM: ﬂ(1717070)a
r

por lo tanto, en coordenadas esféricas (¢',77,60', ¢’) se tiene que

ozt [2m om\
nu/zwnuz T (17 <l—r> ,0,0),
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de modo que

-1
’o ! 2 2
g,UVnV,: o <_ (1_ m) 71307O>7
T T

y por lo tanto, se tiene que
ny o )U'IV, o 0
g nuny, =gt " nyny =0,

es decir, se sigue que n es un vector nulo también con respecto a la métrica de
Schwarzschild.

2.2. El ansatz de Kerr y Schild

Dado que la métrica de Schwarzschild es una solucion a las ecuaciones de campo
de Einstein en el vacio y puede escribirse de la forma mostrada en 2.2, esto
motiva a la busqueda de soluciones en el vacio de dicha forma, es decir métricas
del tipo

Guv = Nuv + NNy,
con n un vector nulo con respecto a la métrica de Minkowski, es decir, tal que
n*n,n, = 0y que cumplan R,, = 0 [13, p. 2487]. A estas métricas se les
conoce como métricas de Kerr-Schild.
Notemos primero que el tensor métrico inverso para g esta dado por g' =
ntv — n“an”ﬁnang pues tenemos que

(1" =00 Pnang) gy = (" = 10" nang) (., +mnn.)
= 0", + 0" nyny, — 0" nany, — " nan., (n"Pn,mg) = ot
Luego, de esto también se sigue que g"'n,, = ("’ —nn"Pnang)n, = n"n,,
de modo que podemos escribir n* = ¢g"”n, = n*”n, sin ninguna ambigiiedad
con respecto al tensor métrico que estamos utilizando. Ademaés también tenemos

que n es un vector nulo con respecto a la nueva métrica, como vimos en el caso
de la métrica de Schwarzschild, pues se tiene que

v v o,V
9"y = (" — " n" nang)n,m, = 0.
Por otro lado, notamos ahora que como nkn, = 0 entonces se tiene que
Iz I —
n* yny +nfn, o =0,

y por lo tanto
jZ — _pH
o = —n* n,,

pero
nton, = 0""ng anmn’ =080 nga =nfnga = nfn, o
,a'ln n s 77;w 0% s ,Q 1y
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es decir, nfn, o = —ntn, o y por lo tanto se tiene que [12, p. 239]

npn“)a =n"n, . =0, (2.3)
y usando esto, tenemos que la expresién de los simbolos de Christoffel para estas
métricas es

1
A A A A
F”‘W = 5(77”‘ nunxy + 0% nuny . F 0% nun 0% nen,

a «@ a, A QA
+n%ny,, +nn, , —nntnun,  —ntntnyng, ).

Ahora, se puede verificar que g = det(g,,,) = —1 del modo siguiente [12, p.
239]: como n es un vector nulo con la métrica de Minkowski, entonces n se puede
escribir como n* = (||, w), con @ un vector en R3. Luego, si realizamos una
rotacién espacial de modo que el nuevo vector base €| sea w/|w|, entonces la
métrica de Minkowski se escribe del mismo modo y el vector n se escribe como

= (d,d,0,0), con d = |W|. Asi, se tiene que

—1+d? 2 00
d? 1+d®> 0 0
/_ !y, = = —
g = det(guv) 0 0 1 0 1,
0 0 0 1

y como las rotaciones espaciales son transformaciones rigidas, se sigue que g =
det(g,,) = ¢" = —1. Luego, tenemos que

0
@ — —q —
I = Dk logv/—g =0,
y por tanto, las ecuaciones de campo en el vacio, R, = 0 se simplifican como

le = Fauu,a - I uFﬁ =0.

po

En particular, una condicién necesaria para que R,, = 0 es R,,n*n" =0
[13, p. 2489], es decir

re, on'n” —T%, 1% n#n” =0. (2.4)
Notamos ahora que
@ p 1 I I @ BV
re, nfn" = 2(n nypntn’ +n%n,  nHn") =n“n, ,ntn" =0,
de modo que
e, onfn” + 19, n" ,n” +1°,n"n" , =0,
y por lo tanto
e, ontn” = =21 n*n”

1% "o
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Luego, I, ntn” , = %nany’#n“n”’a y por lo tanto
a 17798 2> % nle] 73 e S T} v
e, onfn” = =2I° nfn” = -—n%ntn, n",. (2.5)

Por dltimo, notemos que
re, I8 ntn” = (0P, n*) (%, n") =
Br+ pa po Br

(1 nan it +nng nt) (n°*ngny,n” +n®ng,n”) = 0. (2.6)

-

Asi, sustituyendo 2.5 y 2.2 en la ecuacién 2.4 obtenemos que
Ryn*n” =0 & ny,n"nt n® =0,

es decir, R,,n*n” = 0 siy sélo si v/ = n' n® es un vector nulo con respecto
a la métrica g,,,,. Ademds, usando 2.3 tenemos que n* n%n, = 0 es decir, los
vectores v* y n# son ortogonales [13, p. 2489]. Notamos que el vector v* es
también nulo con respecto a la métrica de Minkowski, por lo tanto, podemos
escribir a v* y a n* como [12, p. 241]

ot = (|d], @), n* = (|0, @),
con U y w vectores en R®. Asi, tenemos que n, = (—||,w) y por lo tanto
0 =vn, = —|u|w|(1 — cosb),

donde 6 = 0 es el angulo entre ¥ y w, de modo que en cada punto v* y [* son
paralelos, por lo que podemos escribir

ot =t n® = b(x)nk,

con b(x*) un campo escalar. Ahora, notamos que se cumple que nt, n% =
N M o o . . _
nt n*+T aBan = n',n%, por lo que la ecuacién anterior se puede escribir
como
(Van)t =n* ,n® = bn*,

es decir, para que se cumpla R, n*n” = 0 el vector n debe de ser un vector
geodésico (ver, por ejemplo [8, p. 33]). A modo de simplificacién, podemos definir
un nuevo campo vectorial nulo k* = n#/v/2H de modo que k- k¢ =0 [13, p.
2489, lo cual se consigue siempre que la funcién escalar H sea tal que

H ,n® =2bH,
pues en dado caso, se tiene que
H ,n%n*
Tl‘u’.a’l‘La - bnH L
; n* — bnt
kb kO = 20— =0

2H 2H
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Asi, en términos de este nuevo campo vectorial nulo k&, podemos reescribir
la forma de las métricas de Kerr-Schild como

Guv = Nuv + 2Hkp,kua

2.7
g;w — npu _ QHk/ka, ( )

con ktk, = 0, ky = guk” = nuk”, kb k* = k' k% = 0. En lo sucesivo,
utilizaremos esta simplificacién.
Asi, los simbolos de Christoffel ahora se escriben como

I, = H, k%, + Hk k, + Hkky,, + H ke k™ + Hk,, , k*
+ Hkyk®, — n°*H \kpky, — n°*Hky zky — n°* Hkky \
— 2HH K"k Kk, .
Notemos ahora que

e By _ pa By a B1.v « By « B1.v
R, KOk =T, Kk —T%, KK +T7, 1% KPR —T7 T kPk

Buv Br,u Bu,v
_ a B1.v « B1.v B « v
= —20% K7k, — T, KPK — (D7, k%) (D, k")

= 1%,k k" =Tk k", — (T°,5k7 k")

= —H 3, kk, k°k",

v

asf, kaRapuk’k" — ko Rapu kP = —H g kok kP K + H g, kak, kP k" ky es
decir [13, p. 2489]
knRoypn kK" = 0. (2.8)

Por otro lado, consideremos ahora el tensor conforme de Weyl C .., €l cual
se define (en cuatro dimensiones) como [3, p. 40]

1
Ca,Bp,V = Raﬁuy + 5 (gowRu,B + guBRua - gauRl/B - gVBR,u,a)
1

+ 6 (gaugl/ﬂ - gaugu,@) R.

En particular, en el vacio R,, = 0 y por lo tanto el tensor Riemann y el
tensor conforme de Weyl coinciden, por lo que la ecuacion 2.8 se escribe como

kpnCopun kK =0, (2.9)

por lo tanto, como se muestra en la seccién 3.2, esto significa que las métricas
de Kerr-Schild son algebraicamente especiales, siendo k una direccién principal
nula repetida [13, p. 2490].

2.3. Las ecuaciones de campo

Usando la forma 2.7 de las métricas de Kerr-Schild, podemos escribir el elemento
de linea correspondiente como

ds® = —dt* + da® + dy? + d=* + 2H (k,dat)®. (2.10)
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Si realizamos la transformacién de coordenadas [14, p. 1848]

S S S
U+ v U—v

V2l Ve

entonces 2.10 se escribe como
ds® = 2d¢dC + 2dudv + 2H (k,dz")? (2.11)

donde podemos considerar a ¢, ¢, v, u como cuatro coordenadas complejas inde-
pendientes. En términos de la base coordenada {85, O¢, 0y, 0y} dada por

5 0t D=0
u \/§ ’ v T \/ﬁ ’
8C:8w+18y7 9; = 81—281,7

V2

01 00
w1000
77uu—77 - 00 0 1
0010

Buscamos ahora introducir en este espacio una nueva base de vectores nulos
en la cual el tensor métrico g se escriba exactamente de este modo y que k sea
una de las 1-formas de la base dual [13, p. 2490]. Denotamos por {e,} dicha
base y por {e?} su base dual, con e* y e* vectores reales, e = k y e? = ¢'. Para
conseguir esta base de vectores nulos, definimos ahora los escalares o,k como
[8, p. 86]

0 = kagestes, k= kages” k.

En la seccion 3.2 discutimos més a fondo el significado geométrico de estas
cantidades. Por lo pronto, podemos afirmar que como se cumple la ecuacion
2.9, es decir, se cumple que el vector k es una direccién principal nula repetida,
entonces en virtud del teorema de Golberg y Sachs (seccién 3.2) se sigue que
k = o = 0, donde k = 0 significa que ka;gkﬁ = 0, es decir, que el vector k es
geodésico, como ya sabfamos. Luego, por el teorema de Kerr (ver, por ejemplo
[8, p. 491]), la forma mds general que podemos elegir para el vector nulo k,
siendo que ¢ = k = 0 estd dada por

k= kydat = du+Ydl +Yd¢ — YYd,

donde Y es una funcién compleja arbitraria de las coordenadas. Asi, el elemento
de linea 2.11 se escribe como

ds® = 2d¢dC + 2dudv + 2H (du + YdC + Yd¢ — YV dv)®, (2.12)
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y podemos completar la base de 1-formas {e®} como [14, p. 1848]
e' =€ dat =d( - Ydv,
e? = eQde“ = d( — Ydv,
e’ =€, da" = du+Yd(+Yd( - YYdv,
et =€ de" = (1 - HYY)dv+ Hdu+ HY d¢ + HY d(,
de modo que la base dual {e,} estd dada por [14, p. 1848]
€1 = (:’1“6” = ('“)C — Yau,
ex =ey'0, = 0z — YO,
es = e'0, = (1 + HYY)d, — Hd, — HY 9 — HY 9,
€4 = 64“8M =0, + Yag + }765 — YYau

Observando que en la base coordenada {J¢, 0¢, Oy, Oy } €l tensor métrico g,
que origina el elemento de linea de la ecuacién 2.12 se escribe como

2HY? 1+2HYY —2HY?Y 2HY

_ | t+2HYY  2HY?  —2HYY?  2HY
I =\ —2HY?Y —2HYY? 2HY?Y? 1-2HYY |’
2HY 2HY  1-2HYY  2H

entonces se verifica de manera directa que en la base {e,} el tensor métrico
toma la forma

— v __ _ ab __ v _a _b
Gab = glweaﬂeb = =9 = g,u €€ v

o o= O
S o o
— o O O
O = O O

que es una matriz de permutacién, por lo que bajar y subir indices numéricos
equivale a la permutacion (1234) — (2143). El complejo conjugado de cualquier
objeto geométrico se obtiene al realizar la permutacién (1234) — (2134) [14, p.
1843).

Recordamos ahora que los coeficientes de la conexién, o coeficientes de ro-
tacién de Ricci se definen en términos de la base {e,} como [8, p. 25]

Veaeb = Fcbaec.
Notemos que la derivada covariante de la métrica en esta base es
d
Yab||c = YGable — I%c9da — Feacgeb = YGab|c — Labe — Lpac = Yable — 2F(ab)c7

donde ¢, = ey(¢) = ¢/ 0 = @ e, Como la conexién es compatible con la
métrica entonces gqp . = 0, es decir

1
I‘(ab)c = §gab|c7
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de modo que si g4 €s constante, como en este caso, entonces I'gpc = —pae-
Ahora, podemos calcular los coeficientes de rotacion de Ricci en términos de
la base e, = e*d,, como [13, p. 2490]

Y, =—et,eler (2.13)

v c o

sin embargo, una manera mas eficiente para calcular los coeficientes de rotacién
de Ricci consiste en tomar la derivada exterior de las 1-formas base [8, p. 86],
pues usando la ecuacién 2.13 se obtiene que

a __ a ny a n__ pa v m
de® = d(e”, dx") = d(e”,) Ndx" = e, ,dz" Ndz
_a v nw__ a n_ v _c b
= e, dz" Ndat =€, e e e Ne
=-T%.e°A et = abceb A e,

lo cual también se puede escribir en términos las 1-formas de conexién I'Y, =
a (&
b€’ Como \
de® = e’ NT'Y,

o de manera equivalente
e e”eb/\ec =T eb/\ec
nlbce be :

Con esto es posible determinar toda la parte antisimétrica F“[bc] de los co-
eficientes de rotacién de Ricci, como

ZFa[bc] = eaulbec“ - eaulceb”, (2.14)

y por la propiedad I'(4y). = 0 es posible obtener todos los coeficientes de rotaciéon
de Ricci como [14, p. 1843]

Cope = Fa[bc] + Fb[ac] - Fc[ab}- (215)

Por otro lado, las componentes del tensor de curvatura de Riemann en la
base {e,} se escriben como

R%q =T % = T%a + FfbdFafc - Ffbcrafd - chdrabfv (2.16)

donde D¢, =T°, —TI°,. Si definimos las 2-formas de curvatura ®% como |8,
p. 26]

1
0 = B “eqe” N e,
entonces se verifica que la ecuacién 2.16 implica que
dr®, + T AT/, = 09, (2.17)
Ahora. notamos que Rgpeq = —Rpaca de modo que Oy = —Oy,. Ademas,

conocer las 2-formas @4, 015 + O34 y O3; nos determina, por conjugacion
compleja, las 2-formas @41, —@15 + O34 y O35. Luego, con la condicién de an-
tisimetria y las seis 2-formas independientes anteriores podemos determinar por
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completo todas las 2-formas de curvatura @, y con ello, todas las componentes
Rapeq del tensor de Riemann. De manera andloga, como I'yp. = I'yqe entonces
Tu = —Tpe, lo cual, junto con las 1-formas de conexién I'yo,T'1o + '3y y T'sg
nos permite determinar por completo todas las 1-formas 'y [14, p. 1844]. En
particular, como estamos buscando resolver las ecuaciones de campo en el vacio,
Ru, = 0, nos basta con conocer el tensor de Ricci Ry, = Rdadb. Dado que el
tensor de Riemann tiene las propiedades de simetria usuales, es decir,

Rabcd = _Radea
Rabcd = _Rbacd7
Rabcd = Rcdab7

Ra[bcd] =0,

entonces se encuentra que las componentes independientes del tensor de Ricci
estan dadas por

Ry = —2Ry4203,
R4 = Ryz34 — Rao12,
Ry = —2Ry914,

Ri2 = 2Ry231 — R3412 — Ri212,
R34 = 2Ry4231 — R1234 — R3434,
R33 = 2R3139,

Ra3 = —Ri232 — R3432,

de donde notamos que para conocer las ecuaciones de campo no es necesario cal-
cular toda la 2-forma @31, pues sélo necesitamos conocerla componente R3132,
la cual estd dada por la ecuacién 2.16. Dicho lo anterior, procedemos a hacer
los cdlculos en particular para la base {e,} que se tiene.

Usando las ecuaciones 2.14 y 2.15, encontramos que las 1-formas de conexion
].-‘427 I‘lg + F34 y Fgl estan dadas por

Ty = —Yjie' = Yjpe® — (Vi3 + HY]y)e® — Vjye',

Ty = HYjje' + HY};€* + (Hj — HY)3)é?,

Tio+ T3y = HYjye' + HY4e* + (Hjy + HY) — HY];)e’.
Retomando a los escalares o, k, se puede verificar usando la ecuacién 2.13

que 0 = —I'y99, k = —I'494, por lo tanto, como ¢ = k = 0 entonces se cumple
que

Py99 =404 = 0,

luego, se encuentra que I'yo4 = I'gy20 = 0 si y sélo si

Yy=Yy=Yy=Y); =0,
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por tanto, las 1-formas de conexion I'yo, ' + I's4 y T'31 se simplifican como

P T (1
T3 = HYj e + (Hjp — HY 3)e?,
Lo+ T3y = (Hpy + HY\Q - HY\1)€3
Antes de calcular el tensor de Riemann, resulta til tener los conmutadores
easep] = D¢ e = (', —T¢ . )ec, los cuales estan dados por
ab ba ab
le1, e2] = (] 2 — Yj1)es + H(Y\z —Y)1)eq,
le1,es] = —HYjey + Yjzes + (HY )3 — Hp)ey,
le1,eq] = \161,
les, ea] =

e3, eq] = Yizer + Yjzea + Hseq.

Ahora, usando la ecuacién 2.17 se encuentran las 2-formas de curvatura @ 4o,
©1, y O34, las cuales estdn dadas por
Oy = —Y)i[Hjs + H(Y]y — Yj1)le! Ae?,
©1p = 2H(-Y Y], + Y1V} — VsVjp)e' Ae?
(H\1Yj2 — 2H; Y], + HY|;Y}3 — HY3Y}3 — HY]11)e' A€’
(—H]2Y)1 4+ 2HpY)o + HY1Y|3 — HY5Y]3 + HY|22)6 Aed
(HY);Y}o — HiiY}s — HY1 Y]y + H\Y]1)e® A e
= (Y — HiYja — HYpY, + HYpTp)e! A e?
+ (Hjg — H\4Y|3 + HY|1Y|3 + HY|2Y*\3)€1 Ae?
+ (Hoa — HyYjs + HY)1Y}3 + HY)5Y}3)e* A e®
— H|44e3 A 64,

+ o+ +

mientras que la componente R3132, de acuerdo con la ecuacién 2.16, es igual a

R332 = —(HY)1)j3 + Y|2Y|1H2 + (Hj1 — HY\3)|2
— (Hjy — HY|3);3 — HY);[Hy + H(Y)s — Y}1)].
De este modo, se encuentra que las ecuaciones de campo resultantes distintas
de cero son

Rip = H, Y}y + Hi Yo + HY )Y} + HY)5Y)5 = 0,
R3q = Hyya + HyY)u + HyY2 +2HY1 Yo — HY 1Y) — HY Y2 =0,
Roz = Hjyo + 2HY1Y|3 — H|4Y|3 + H)2Y)s — H2Y)1 + HY)o5 = 0,
Rss = —2(HY1)j3 + 2Y.Y H? + 2(Hp — HY}3)

~ 2(Hjy — HY}y)jy — 2HY}s[Hyy + H(V ~ Y1) =0,

Notamos que la primera de estas ecuaciones es lineal en H, por lo que basta
encontrar una solucién particular para encontrar todas sus soluciones. Como
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Y+ 17‘2 es una solucién [14, p. 1850], entonces se tiene que todas las soluciones
a esta ecuacion estan dadas por

1 _
H= iM()/\l +5/|2)a M|4 = Oa

con M una funcién real de las coordenadas. Usando esta solucién, se encuen-
tra que la ecuaciéon Rgs = 0 se convierte en una identidad, mientras que las
ecuaciones Rs3 = 0y R33 = 0 ahora se escriben respectivamente como

My —3Z7 ' ZY;3M =0,
Mjs = Z=YjsMpy = Z7 ¥jsMjp = 0,

donde Z =Y, Z = Y|3. De la segunda ecuacioén, encontramos que la solucién
mds general estd dada por M = M(Y,Y), de modo que la primera ecuacién se
escribe como

~Z71Yj3 = M3 (M~ %)y,

asf, hacemos M = mP~3 [14, p. 1851], donde m es un nimero real y P =
P(Y,Y) una funcién real, y de este modo, la ecuacién anterior se escribe como

Py =—-Z7'Yj3P, (2.18)

y por lo tanto, se encuentra que Z _1Y|3 es también una funcién de Y y Y, por
lo que se obtiene

(Z7Y3)ie = Z(Z7'Y)s)y = ZZ72Y}3Ys,

asi, se sigue que Pyy = 0y como P es una funcién real entonces Pyy = 0, es
decir, P es de la forma

P=pYY +qY +qY +c, (2.19)

con p, c numeros reales y ¢ un nimero complejo.
Ahora, recordamos que Y}, = Y|4, = 0, por lo que

dY = Ze' +Y3¢°,
luego, usando la ecuacién 2.18 se obtiene
dY = P~1Z(Pe' — Pye?),
y recordando que e = e dz", podemos escribir la expresion anterior como
dY = P~ Z[(qY + ¢)(d¢ — Ydv) — (pY + q)(du + YdQ)),
o de manera equivalente

dY =Y da" = —P ' Z(pY? + qY)d{ + P~ Z(qY + ¢)d¢

1 5 1 (2.20)
— P Z(qY* 4 c¢Y)dv — P~ Z(q+ pY)du,



2.4. VECTORES DE KILLING Y LA SOLUCION GENERAL 47

cuya solucién general estd dada de manera implicita por la ecuacién [14, p. 1851]
F=0, F=¢+(q¥ +c)(¢~Yv) = (pY +q)(u+Y(), (2.:21)

donde ¢ = ¢(Y). Al derivar la expresién anterior con respecto a Y obtenemos
que [14, p. 1851]
Z=-PF, " (2.22)

De este modo, hemos encontrado que el intervalo descrito en la ecuacion 2.12
toma la forma

ds® = 2dCdC + 2dudv +mP~3(Z + Z) (du + YdC + Yd¢ — YV dv)®,

donde P estd dado por la ecuacion 2.19, Y estd definida de manera implicita
por la ecuacion 2.21 y Z se puede obtener usando la ecuacién 2.22

2.4. Vectores de Killing y la solucién general
Si definimos el siguiente campo vectorial [14, p. 1851]

£ =¢&"0, = q0g + G0; — pdy + Oy, (2.23)
entonces utilizando la ecuacién 2.20 podemos verificar directamente que

§Y)=¢"Y,, = —P ' Z(pY? +qY)(q) + P Z(qY +¢)(q)
— P71 Z(qY? +¢Y)(—p) — P71 Z(q+ pY)(c)
=P Z(—qpY? — q@Y + qqY + cq)

+ P71 Z(qpY? + ¢pY — G — cpY) =0,

es decir,
€ == 0
Y )

y como el vector £ es real, se verifica también que
€'Y, =0.
Ahora, como el vector ey esta dado por
e1 =€, =0 — Y0,,
entonces sus componentes en la base coordenada son
(0,1,0,-Y),
y podemos verificar que [e1,£] = 0, pues se tiene que

le1, ] = ¢!, — €1M,V5D = _elu,ufyv
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de modo que las primeras tres componentes de [eq, {]* son cero porque las pri-
meras tres componentes de e; son constantes, mientras que

[elag]u = _elu,ugl/ = gyi/,l/ = 07

asf, se tiene que [e1, £]* = 0 y por lo tanto se verifica que [e1,£] = 0 . Asi, usando
este resultado tenemos que también se cumple que

§(2) = &(Vp) = &er(Y)) = er(§(Y)) = ex(0) = 0,

esto es,
guz,u = 07

y nuevamente, como el vector ¢ es real, también se cumple que
7, = 0.
Por otro lado, tenemos que la derivada de Lie de g con respecto a £ es
(£e9) v = Guuné + 908 + 90w = guné

= (N + 2Hku k) 26 = 2(Hk, k) 2E
= 2H 3k, k& + 2Hk,, 2k, & + 2Hk, ke 26

Para calcular esta derivada de Lie, usando que H = mP~3(Z + Z) se tiene
que

Hy=(mP3(Z+2))x=m(-3P *P\(Z+2)+ P 3(Z,+2Z))),
donde Py = pYi_/,)\ —l—pY)\}_/ +qY\ + QY,A, por lo que se sigue que
HA\ =m(=3P *PA\(Z+ Z)+ P 3(Zx+ Z))E
= 3mPAP\NZ 4+ Z) + P 3(Z AN+ Z\EY)
= —3mP A (PY VAN + pY AV EN + gV AN + VAN (Z + Z) = 0,

es decir,
H )&t =0, (2.24)

y por otro lado, como kqdz® = du + Yd( + Yd( — YY dv entonces se sigue que
ka8 = Yag + VA - YAV e - VY6t =0, (2.25)
de este modo, usando las ecuaciones 2.24 y 2.25 se sigue que
(£69) v = 2H 2k € + 2Hky, \ky & + 2Hk, iy 26X = 0,

es decir, el campo vectorial ¢ definido en la ecuacién 2.23 es un vector de Ki-
lling para las métricas de Kerr-Schild. Ademads, como las componentes de £ son
constantes, ¢ es también un vector de Killing de la métrica de Minkowski [14,
p. 1851].
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Tenemos que, con respecto a la métrica de Minkowski, el vector £ puede
ser tipo tiempo, tipo espacio o nulo, por lo que podemos considerar cada caso
por separado. Méas atn, en cada caso podemos realizar una transformacion de
Lorentz para hacer que el vector £ apunte en la direccién ¢, en la direccién z o en
la direccion t + z, respectivamente, por lo que podemos considerar sin perdida
de generalidad sélo estos 3 casos [14, p. 1852].

1. 9w &Y < 0: en este caso podemos suponer que { apunta en la direccién
de t, por lo tanto
Oy — O,
f = at == - )
V2
es decir, ¢ =0, p=c = 272, En este caso, la funcién P toma la forma
P=2"2(14+YY). Por otro lado, Y queda definida por

F=0, F=¢+275(C-Yv)—273Y (u+Y(),

mientras que Z = —PF, ' = —273(1+ YY)/Fy, de modo que
Z+Z=—2H1+Y?ﬂm[],

luego, en este caso la métrica se escribe como

P S 2
_ 1] [du+Ydl+Yd—YYdv

ds?® = 2d¢dC + 2dudv — 4 — > .

s (d¢ + 2dudv mRe[Fy][ vy }

2. N €*E” > 0: ahora hacemos coincidir al vector de Killing £ con la direccién
z, es decir

Oyt 0y

\/§ )
y en este caso, ¢ =0, c= —p =272, P = 2_%(1 — YY) y la funcién Y
queda definida por

F=0, F=¢+22(C—-Yv)+22Y(u+Y0),

é-:az

(NI

y andlogamente al caso anterior, se encuentra que la métrica se escribe
como
1

m2mgi+mmm4m3e[][

du+YdC+YdC—YYdv]®
Fy '

1-YY

3. N E'E” = 0: en este caso, el vector ¢ apunta en la direccién ¢ 4 z, por lo
que podemos hacer £ = 9, es decir, p=¢q=0,c=1. Ahora, P=1y Y
esta dada por

F=0, F=¢+(—Yv,

mientras que la métrica se escribe como

dﬁ:%@@ﬂ@@—%ﬂ%hﬁMM+YM+YM—YWM?
Y
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2.5. La métrica de Kerr
Consideremos la solucién particular dada por [14, p. 1853]
P=2"3(1+YY), ¢(Y) = —ia,

es decir, una solucién tal que 9; es un vector de Killing, donde a una constante
real positiva. Usando los resultados de la seccién anterior, tenemos que la métrica
se escribe como

o S 2
_ 1] [du+Ydl+Yd—YYdv
ds? = 2d¢dC + 2dudv — 4 — >
S (d¢ + 2dudv mRe{Fy}{ %% ,

con Y definida implicitamente por
F=0, F=—iaY +273(( = Yv) —272Y(u+Y{).

Asi, expresando F' en coordenadas cartesianas, encontramos que F' =0 siy
solo si
Y2(x —iy) + 2(z +ia)Y — (z +iy) = 0. (2.26)

Si definimos a la funcién real r de manera implicita como

2 2 2
2ty 2
2+ a2 2

9

entonces podemos expresar una solucién de la ecuacién 2.26 como

(r—2)(r —ia)

Y= r(z — iy)

)

de modo que
r—z

YY = )
r4+z

Finalmente, encontramos que

—(r? +iaz)

Fy =Y(x—iy) — (z +ia) = "

Asi, sustituyendo estos resultados en la expresion para la métrica, se obtiene
que
ds? = —dt* + da® + dy? + dz?
2 T P T (ada 4 ydy) (zd d)2
—_ —dz+ ——(adz — —(axdy — ydx
4+ a22? r r2 + a? v r2 + a? vy
Esta es la métrica de Kerr, obtenida por primera vez en 1963 por Roy Kerr
al estudiar métricas algebraicamente especiales (en [15] se muestra la deduccién
original de Kerr). Para entender el significado fisico de esta métrica, notamos
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que cuando el pardmetro a = 0 entonces r? = 22 + y? + 22, y la métrica se
escribe como

xdxr + ydy + zdz) 2
7” )

om
ds® = —dt* + da* + dy® + d2* + — (dt

que es la expresién de la ecuacién 2.1, es decir, es la métrica de Schwarzschild en
su forma de Kerr-Schild, la cual modela el campo gravitacional en el exterior de
un cuerpo de masa m con simetria esférica. Ahora, para entender el significado
fisico del parametro a, conviene expresar la métrica de Kerr en un nuevo sistema
de coordenadas. Realizando la transformacién de coordenadas [16, p. 11]

'V
x+iy = (r' —ia)e’ sin@, z =1"cost, v =7, t' =t,
encontramos que la métrica de Kerr se escribe como

ds* = —dt"* + dr'’? + 2asin® 0'dr'd¢’ + (r'* + a® cos 0')dO'"?

2mr’

2 2
m(dt/ + d’l"l + a Ssin 9/d¢’) .

+ (' 4 a®) sin? 0'd¢’* +
Si ahora hacemos el cambio de coordenadas [16, p. 14]

dr
' =t+2m L =—¢—a | —
/ 2m7‘—|—a2 ¢'=—¢ /7‘2—2mr—|—a2’
r=r 6 =0,
entonces la métrica de Kerr se escribe como
-— ————dtd

72 + a2 cos? 0 72 + a2 cos? 0 ¢
n r2 + a2 cos? 6
r2 — 2mr + a2

ds? — { 2mr ] o Amra sin? 0

] dr® + (r* + a® cos? 0)df?

2mra? sin? 0

2 2
* {r ta +T2+a200s29

} sin? 0d¢?,

que es la expresién de la métrica en las coordenadas de Boyer y Lindquist. Si
ahora tomamos la aproximacién r > 1, es facil verificar que la expresién anterior
se escribe como

-1
2 2

s — [1_“1} a4 {1_"’&} 0
T T

4masin® 0
72 (df? + sin? 8d¢?) — INAS T gds,
T

que es la métrica de Lense-Thirring, la cual describe el exterior de un cuerpo
con simetria esférica y masa m que gira alrededor del eje z con momento an-
gular J = ma, en la aproximacién de campo gravitacional débil o lejano (ver,
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por ejemplo, [17, p. 303]). Asi, encontramos que la métrica de Kerr describe
el campo gravitacional exterior de un cuerpo simétricamente esférico de masa
m y momento angular por unidad de masa a. Mas atn, asi como el teorema
de Birkhoff nos asegura que la soluciéon de Schwarzschild es la dinica solucién a
las ecuaciones de campo en el vacio, con simetria esférica, estatica y asintéti-
camente plana (ver, por ejemplo, [2, p. 250]), en la década de los setentas se
demostrd que la métrica de Kerr (con m > a) es la unica solucién estacionaria y
asintéticamente plana a las ecuaciones de Einstein con un horizonte de eventos
no degenerado [18]. Aunque el caso més estudiado de la métrica de Kerr es justo
cuando m > a, el caso m = a ha adquirido relevancia recientemente, principal-
mente en el contexto de la conjetura Kerr/CFT (ver, por ejemplo, [19]), y en
este caso, también ha sido demostrado que la tinica solucién a las ecuaciones de
Einstein estacionaria, con momento angular distinto de cero y asintéticamente
plana (en cuatro dimensiones) con un horizonte de eventos degenerado es justo
la métrica de Kerr, cuando m = a [20].

Notamos que la métrica de Kerr ademés de ser estacionaria es axisimétrica,
pues en las coordenadas de Boyer-Lindquist la métrica no depende explicita-
mente de la coordenada ¢ por lo que & = J4 es también un vector de Killing
para esta métrica, es decir, la métrica de Kerr es invariante bajo traslaciones
en la coordenada ¢, o de manera equivalente, ante rotaciones en el plano xy
alrededor del eje z.

Resulta natural preguntarse si la métrica de Kerr posee mas vectores de
Killing independientes ademds de 0; y O4. Para responder, recordamos que la
métrica de Kerr contiene como caso limite a la métrica de Schwarzschild, por
lo que cualquier vector de Killing de la métrica de Kerr debe ser también un
vector de Killing de la métrica de Schwarzschild. Luego, los vectores de Killing
de la métrica de Schwarzschild que falta por analizar son los dos vectores de
Killing correspondientes a rotaciones en los planos xy y yz. Por otro lado, se
sabe que el escalar de curvatura de Kretschmann para la métrica de Kerr en las
coordenadas de Boyer y Lindquist estd dado por [16, p. 16]

A8m?2 (7"2 — a2 cos? 9)[(7‘2 + a2 cos? 9)2 — 1672a? cos? 0]

Raﬁuu —
(r2 4+ a2 cos? 9)6 ’

Raﬁw

de modo que la métrica de Kerr es singular cuando 72 4+ a2 cos? @ = 0, es decir,
cuando 7 = 0 y § = 7/2, o de manera equivalente, cuando z = 0y 2 +y? = a?.
Asi, la métrica de Kerr tiene todo un anillo en el plano xzy donde es singular,
es decir, tiene una region distinguida en el plano zy por lo que se concluye que
esta métrica no puede ser invariante ante rotaciones en los planos coordenados
restantes y por tanto, sus nicos vectores de Killing son J; y 0.

Recordamos de la seccién 1.4 que para encontrar el movimiento de particulas
masivas en la métrica de Schwarzschild, la simetria esférica nos redujo un grado
de libertad (la coordenada 6), restando tres grados de libertad, que fue posible
reducir a uno usando los vectores de Killing 0; y 04. Asi, en el caso de la métrica
de Kerr, la ausencia de simetria esférica resulta un problema para encontrar
las ecuaciones de movimiento de particulas en este espacio-tiempo, pues sélo
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podemos reducir el problema en dos grados de libertad. Sin embargo, la métrica
de Kerr posee un tensor de Killing de orden dos (definicién 1.8), el cual estd
dado en las coordenadas de Boyer y Lindquist por [9, p. 263]

K, = 2(r2 + a2 cos? 9)215(#8”) — rzgw,,
donde t esta dado por

1
th = R —— (r* +a®r* = 2mr +d*,0,q) ,

y s es igual a

1
2(r2 + a® cos? 9)? (

st =

r? + a2, —r% 4 2mr — a270,a) .

De este modo, usando la proposicién 1.10 obtenemos otra cantidad conser-
vada a lo largo de las geodésicas, también conocida como constante de Carter,
en honor a Brandon Carter, quien la descubrié en 1968 a partir de la teoria de
Hamilton-Jacobi, como se muestra en [21]. Esta cantidad conservada nos reduce
el problema de las orbitas en la métrica de Kerr en un grado de libertad maés,
haciendo que el problema sea completamente integrable.

Por otro lado, la cuestion mas interesante que surge después de haber obte-
nido la solucién general de las métricas de Kerr-Schild en el vacio y encontrar
entre estas soluciones la métrica de Kerr, es qué significado fisico tienen todas
las deméds métricas obtenidas. Como vimos en la seccién 2.4, las métricas de
Kerr-Schild se pueden clasificar de acuerdo al vector de Killing que (al menos)
éstas tienen. El caso maés interesante es sin duda, cuando el vector de Killing
es tipo tiempo, pues en este caso la métrica de Kerr-Schild correspondiente es
estacionaria. Y es en este caso donde mads se ha investigado al respecto: se sabe
que todas las métricas de Kerr-Schild poseen al menos una singularidad [8, p.
494] y estd demostrado que la tnica métrica de Kerr-Schild estacionaria cuyas
singularidades estan confinadas en una regiéon acotada es justo la métrica de
Kerr [22], por lo que la dnica métrica que da lugar a soluciones de agujeros
negros es la métrica de Kerr (méds atin, esto tampoco ocurre en la métrica de
Kerr salvo en el caso m > a [9, p. 263]), mientras que el resto de las soluciones
corresponden a singularidades desnudas.






Capitulo 3

Transformaciones de
Kerr-Schild

En este capitulo nos dedicamos a estudiar las transformaciones de Kerr-Schild.
Comenzamos la primera seccién ilustrando cémo es que se generalizan las métri-
cas de Kerr-Schild a las transformaciones de Kerr-Schild y mencionando algunas
propiedades bésicas de estas transformaciones. En la segunda seccién desarro-
llamos el formalismo de Newman-Penrose, que es el formalismo utilizado en
las secciones siguientes. Teniendo la herramienta del formalismo de Newman-
Penrose, en la tercera seccion estudiamos la manera en la cual se relacionan la
conexién y la curvatura entre una métrica y su respectiva transformacién de
Kerr-Schild, y usando estos resultados, en la siguiente seccién estudiamos cémo
se relacionan los tensores de energia momento entre una métrica y su transfor-
macién. Terminamos el capitulo desarrollando algunos ejemplos concretos de los
resultados obtenidos en las secciones anteriores y discutiendo brevemente el pa-
pel actual de las transformaciones de Kerr-Schild como un método de generacién
de soluciones exactas.

En este capitulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es —2, de
modo que la métrica de Minkoswki ahora se escribe en coordenadas cartesianas
como 1), = diag[l,—1,—1, —1]. Este cambio en la signatura se hace tinicamente
para tener compatibilidad con el formalismo de Newman-Penrose.

3.1. Introduccion

En el capitulo anterior resolvimos las ecuaciones de campo de Einstein en el
vacio para las métricas de Kerr-Schild, que son métricas de la forma

Juv = Nuw + NN,

con 1), el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas car-
tesianas y n un vector nulo con respecto a 7 (y consecuentemente con respecto

95
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a g). Como vimos en el capitulo anterior, entre estas métricas estd la métrica
de Kerr, que describe el exterior de un cuerpo de masa m con simetria esférica
que gira alrededor del eje z con momento angular J = ma.

Podemos pensar a las soluciones que encontramos en el capitulo anterior
como transformaciones del espacio-tiempo plano de Minkowski en un espacio-
tiempo distinto. Siguiendo esta idea, podemos generalizar lo que hemos hecho
y quitar la restriccién de partir de la métrica de Minkowski [23, p. 1879]: dado
un tensor métrico g, podemos construir un nuevo espacio-tiempo g como

v = Guv — NNy,
donde n es un vector tal que g*“n,n, = 0, es decir, un vector nulo con respecto
a g. El signo negativo es debido a nuestra eleccién de la signatura para recuperar
algunos de los resultados anteriores, por ejemplo, la métrica de Schwarzschild,
que ahora se escribe en su forma de Kerr-Schild como

2 d d dz\?
d82=dt2—dx2—dy2—dz2—m<dt+xm+y y+z Z) .
r r

A la transformaciones que nos llevan del tensor métrico g al tensor métrico
g se le conoce como transformaciones de Kerr-Schild, o KST de manera breve.

Andlogamente al caso en el que el tensor métrico g es la métrica de Min-
kowski, podemos recuperar algunas propiedades bésicas, por ejemplo, el tensor
métrico inverso para g estd dado por gH” = gh” + g“o‘g"ﬁnanlg7 pues tenemos
que

(gHV + g”agyﬁnanﬁ)guw - (g‘“’ + g“ag’jﬂnanﬁ)(gw - TLVTLFY)

=01, — g""'nyny + g"nen, — g”ananw(g”ﬁnyn[g) =4,

luego, de esto se sigue que §**n, = (g"* + g"*g"Pnong)n, = g"’n,. Ademds
también tenemos que n es un vector nulo con respecto a la nueva métrica, pues
se tiene que
"nuny, = (" + ¢"*g"Pnang)n,m, = 0.
Para estudiar mas a fondo las propiedades de una KST introducimos ahora
el formalismo de Newman-Penrose, el cual estd basado en el formalismo de las

bases de vectores nulos usado en la seccion 2.3.

3.2. El formalismo de Newman-Penrose
Dado el tensor métrico g, elegimos una base de vectores nulos o tétrada nula

{ea}, con ey, ey vectores reales y es,eq vectores complejos, con é3 = ey, tales
que en esta base el tensor métrico se escriba como [24, p. 567]

gab = g(e(la 6b) =

o o= O
O O O
|
—
I
ks
Il
<
—
Q)
Q)
S
~—
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que es una matriz de permutacion, por lo que bajar y subir indices numéri-
cos equivale a la permutacién (1234) — (2143), agregando un signo menos al
permutar 3 o 4, por ejemplo, se tiene que {e!,e?,e3,e*} = {ea,e1,—€4, —€3}.
El complejo conjugado de cualquier objeto geométrico se obtiene al realizar la
permutacién (1234) — (1243). En este formalismo, los vectores base se denotan
por {e,} = {l,n,m,m} [24, p. 566]. Suponiendo que se tiene una base coordena-
da {0,}, podemos calcular la derivada intrinseca de una funcién escalar ¢ con
respecto a los vectores base como o, = ey(p) = ¢,/ 0 = ¢ ,e,". Denotamos a
estas derivadas intrinsecas como [25, p. 42]

opn =@ue) = o ul" = Do,
Q2 =@ ued =@ nt = Ap,
Qi3 = pued = mt =y,
Pla = ‘P,uezlu = pumt = dep.

Como podemos notar, en realidad las derivadas intrinsecas D, A, 6,8 son
otra manera para denotar a los vectores base [,n, m,m, haciendo énfasis en su
caracter de operadores diferenciales. Cabe recalcar que estas dos maneras de
denotar a los vectores base no deben mezclarse entre si, ademéas de que nunca se
encontrardn expresiones como D* o AY: siempre que queramos referirnos a las
componentes de los vectores {e,} en la base coordenada, denotaremos a éstos
como {e,} = {l,n,m,m}.

Recordamos ahora de la seccién 2.3 que los coeficientes de rotacion de Ricci,
que son los coeficientes de la conexién en la base {e,}, se pueden escribir como

a a MU
'Y, = —e i€y € -
Definimos a los 12 coeficientes de spin en términos de los coeficientes de

rotacién de Ricci como [25, p. 42]

1 1
o= 5(1—‘214 + F344) = i(lw,n“m” — ’I’fl'u;,ﬂ”T’LMT?LV)7

1 1

B = 5@213 +Ta43) = §(lu;l,n“m” — my,mtmY),
1 1

Y= §(F212 +T'342) = i(lu;yn“n” — my,mhin?),
1 1

€= §(F211 +T341) = i(lp;un#lu — my,mtlY),

A=T9yy = —nu;ym“m”,

n = F243 = —nu;ym”m”,

v ="T99 = —ny,mhn”,

™ = F241 = —nw,m"l”,

— UV

p="T314 =l,,,m'm”,
174

o =T'g13 = ly,mm”,
v

T = F312 = lw,m“n s

KR = F311 = lﬂ;ym“l”.
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Es fécil ver que conocer los coeficientes de spin es suficiente para determinar
toda la conexién, pues recordando de la seccion 2.3 que las 1-formas de conexién
T,y se definen como I’y = Typee, podemos escribir a las 1-formas de conexion
T'o4,T31,T91 + I's4 en términos de éstos coeficientes como

Loy = me! 4+ ve? + pe® + e,
Ty = ke! +7e® +0e® + pe4,
Ty + Dy = 2eet + 2ve? + 28e% + 20e,

y por conjugacion compleja y usando la propiedad de antisimetria I'yp, = —I'pq
podemos determinar el resto de las 1-formas de conexién faltantes y por tanto,
conocer toda la conexién. Reciprocamente, se pueden encontrar los coeficientes
de spin al calcular las 1-formas de conexion I'og,I'31,T'9; + '3y, lo cual en
particular se puede hacer usando las ecuaciones 2.14 y 2.15, tal como hicimos
en el capitulo anterior.

Antes de continuar veamos la interpretacién geométrica que tienen los coefi-
cientes de spin. Notemos primero que podemos escribir a la base coordenada en
términos de la base de vectores nulos como J,, = e“,e,, de modo que el tensor

”w
métrico en la base coordenada se puede escribir como [26, p.124]

a b a b a b
9w = 9(0,,0,) = g(e 1€a> € L€h) =€ € Lg(eq,ep) =€ 1€ Jab
1 .2 2 1 3 4 4 3
=e,e, te e, —e e, —e e,

=nul, +1l,n, —mum, —m,m,,
y por lo tanto también tenemos que
ok, =ntl, + IHn, —m'm, — mtm,,
asi, usando la ecuacién anterior se tiene que [26, p.144]

lu;ulu = 5aula;ulu = (nalu + lanu - mo‘mu — mo‘mu)la;yl”
= lauyn®l”l, — lapm®l"my, — lam®1"m,

= (e + &), — Rmy — kM,

asi, cuando k = 0 se tiene que (V;l), = [,.,l¥ o< I, es decir, en este caso [ es
un vector geodésico. Ademads, del mismo modo que en la seccién 2.2, podemos
hacer un reescalamiento del vector I de modo que e+ € =0 [24, p. 571] y por lo
tanto /,;,!" = 0. Andlogamente podemos verificar que que

nyun” = —(y+3)n, + vmy, + vmy,

por lo que si v = 0 entonces n es geodésico y también podemos reescalar el
vector n de modo que v+ 7 = 0.

Por otro lado, podemos entender el significado fisico de los coeficientes p y
o con el siguiente experimento [27, p. 317]: como el vector nulo [ es geodésico,
entonces su flujo representa trayectorias de rayos de luz; supongamos que es-
tos rayos de luz se encuentran ortogonalmente con un objeto plano, entonces
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si colocamos una pantalla, también ortogonal a los rayos de luz, a una dis-
tancia infinitesimal del objeto, veremos su sombra, la cual estard posiblemente
expandida, rotada y deformada. Como se demuestra en [27, p. 318], podemos
cuantificar esta expansion, rotacion y deformacion de nuestro objeto por las tres
cantidades div(l), curl(l), shear(l) respectivamente, también llamadas escalares
Opticos, las cuales se ilustran en la figura 3.1 y se definen como

div(l) = 1,
curl(l) = (") |
1 . 1 2
2 s
|shear(l)|* = 3 L 1M — 3 (1%,)

curl(l)

(a) div(l) (b) curl(l)

|shear(l)| = % (a+0b)

(c) shear(l)

Figura 3.1: Interpretacién geométrica de los escalares 6pticos div(l), curl(l) y
shear(l).

De este modo, resulta que p y o se relacionan con los escalares 6pticos por
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medio de [26, p. 144]

p= % [—div(l) + i curl(l)],
06 = |shear(1)|?,

siempre que k = € + € = 0. Los coeficientes de spin p, A juegan el mismo
papel para el campo vectorial nulo n que los coeficientes —p, —o para el campo
vectorial [, siempre que v =+ = 0 [24, p. 571].

Por otro lado, el coeficiente de spin 7 nos cuantifica el cambio del vector [
cuando nos movemos paralelamente a lo largo de la direccién n [24, p. 571], pues
se tiene que

Lipn” = 6% lapn” = (1, + %0y — m%my, — m®my)lan”
2n Yl — o, monmy, — la,,mn”m,

= I,
= (Y + Nl = Tmy — Ty,

de modo que si y+% = 0 (lo cual podemos conseguir haciendo un reescalamiento
en n, como ya hemos visto) entonces l,,.,,n” = —(7m, +1m,). El coeficiente de
spin 7 juega un papel andlogo para el vector n, cuando € + € = 0 [24, p. 571].
Ademas cuando Kk = ¢ = m = 0, toda la base de vectores nulos se transporta
paralelamente a lo largo de la direccion [ y cuando v = v = 7 = 0 la base de
vectores nulos se transporta paralelamente a lo largo de la direccién n [24, p.
571]. Esto resulta ser relevante en tanto que las perturbaciones gravitacionales
y electromagnéticas se propagan en la direccién de vectores nulos, de modo que
si la direccion de alguna de estas perturbaciones coincide por ejemplo, con el
vector n, y v = v = 7 = 0, entonces toda la base se propaga paralelamente en
la misma direccién, y por lo tanto cualquier cantidad definida en términos de la
base, por ejemplo, el tensor de curvatura, también se propaga paralelamente en
esa direccién nula.

Por otro lado, tenemos que [ es un vector ortogonal a una hipersuperficie (es
decir, proporcional al gradiente de alguna funcién) siy sélo si p = p [24, p. 571],
pues usando que [, = —I'1qpe”, b, [25, p. 56] y suponiendo que k = ¢ + & =0
tenemos que

Liw = (v + )by — (@ + B)luymy, — (a+ B)lymy — Tmyl,
+ omymy + omymy + pmymy + pmyim, — Tmyly,

y por lo tanto se sigue que [25, p. 57]

lwla) = (p = P)Mpmula),

de modo que por el teorema de Frobenius, [ es proporcional al gradiente de una
funcion si y sélo si I, la) = 0 [26, p. 146] y por lo tanto si y sélo si p = p.
Andlogamente se demuestra que n es ortogonal a una hipersuperficie si y sélo
si u = [ [26, p. 146].
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Veamos ahora cémo se expresa en este formalismo el tensor de curvatura. De
la seccién 2.3 recordamos que las 2-formas de curvatura @, se definen como

eab = %Rabcdec A edv

por lo que conocer las 2-formas de curvatura equivale a conocer el tensor de
curvatura de Riemann. En particular para calcular la curvatura nos basta de-
terminar las 2-formas de curvatura o4, @31 y ©o1 + O34, pues por conjugacion
compleja se obtienen las 2-formas @s3,04; v Os1 + O43 y usando la propie-
dad de antisimetria @,, = —@,, podemos determinar a todas las 2-formas de
curvatura.

Recordamos ahora que podemos escribir al tensor de Riemann en términos
del tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci como

1

Rabcd = Cabcd - 5 (gacRbd - gbCRad - gadec + gbdRac)

1
+ 6 (gacgbd - gadgbc) Ra

donde el tensor de Weyl tiene las mismas simetrias que el tensor de Riemann

[8, p. 37], las cuales estdn dadas por

Caped = —Capde,
Cabcd = *Cbacda
Cabed = Cedabs
Ca[bcd] =0,

y ademas, la traza del tensor de Weyl es cero [8, p. 37], es decir
Cabad == 0

Estas simetrias nos permiten escribir las 2-formas de curvatura @q4, @31 y
®21 + Oz4 en términos del tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de
Ricci, lo cual resulta mas natural en relatividad que usar el tensor de curvatura
de Riemann, pues son el tensor de Ricci y el escalar de Ricci las cantidades
geométricas involucradas directamente en las ecuaciones de campo. Por ejemplo,
para la 2-forma @24 tenemos que [25, p. 43]

©s4 = Rogroe’ A€ + Rogize’ Ae® 4+ Rogige! Aet
+ R2423€2 N 63 + R2424€2 AN 64 + R2434€3 A\ 64

1 1
= (Caa12 — 5324)61 A e+ (Cogs + ﬁR)e1 Aed
1 1
— §R4461 Aet + §R22€2 Aed+ 0242462 Aet

1
+ (Caag4 — §R24)63 Ael.
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Para simplificar estas expresiones escribimos a las cinco componentes (com-
plejas) independientes del tensor de Weyl como [25, p. 43]

Ty = —Ciz13 = —Copul“mP1'mH,
Uy = —Ci213 = —Copul“n’1'mH,
Uy = —Clzae = —Copul™mPmbnt,
U3 = —Chogn = —CopulonPmtnt,
Uy = —Coyoq = — aﬁwno‘mﬁn"m“.

También escribimos las componentes del tensor de Ricci y al escalar de Ricci
como [25, p. 44]

1 1
®op = — =Ry ,®01 = —=R
00 5 ft1 > Por 5t
1 1
(I) = —7R (I) == _*R
02 513 P10 5t
Bro= LRoy b= LR
12 = 53, Poo = — 5 Rag,
1 1
By = —~Roy Py = —-R
21 5Tt , 022 5 22,
1
O = —1(312+R34)7
1 1
A= —R=—(Ri2 — R34).
24 g (f12 = Rsa)

De este modo, podemos reescribir a la 2-forma @54 como
@24 == (\113 + @21)61 A 62 + (\I/Q + 2A)61 A 63
+ Bogel Aet — Poge? Aed — Wye? A et
—+ (—\113 —+ (1)21)63 A 64.

Por otro lado, sabemos como obtener las 2-formas de curvatura a partir de
la conexién, pues de la seccién 2.3 sabemos que

®ab = drab + Fac A FCb?

en particular, las ecuaciones para determinar a las 2-formas de curvatura @oy,
O31 y Oz + O34 son

Oy = dl2y — Toy A (T2 + Tay),

©31 = dIl'3; + T3 A (T2 + Tay),

O3 + O34 = d(T21 + T'3q) + 231 ATy,

por ejemplo, las ecuaciones para la 2-forma de curvatura @4 en términos de
los coeficientes de spin se escriben como [24, p. 569-570]

Dv—Ar=(rn+7T)u+(T+71)A+(y=F)7— Be+ v+ U3+ Py, (3.1)
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Dp—om=(pu+ o) +77 — (e+ ) — (@ — B)m — v + Vg + 2A,
DX — 01 = (pA +au) + 7% + (o — B)m — viE — (3¢ — )\ + Do,

(3:2)
(3:3)
v —Ap= (U2 + M)+ (v +Y)p— o+ (1 — 36 — @)v + P, (3.4)

AN—0v=—(n+)A— By —F)A+ Ba+p+m—7)v— Ty, (3.5)
SN =dp=(p=pv+ (n— )7+ (a+ B+ (@ = 3/)A = V3 + @21, (3.6)

las cuales corresponden a las componentes Ro412, R2413, Ro414, R2423, Roao4 ¥
Roy34 respectivamente [25, p. 46-47]. Las ecuaciones para las otras 2-formas de
curvatura restantes estdn dadas por [24, p. 569-570]

Dr—Ax=(1+7)p+T+mo+(e—&r—By+F)c+ V1 + P01, (3.7)
Do—bk=(p+p+3—€oc—(r—7+a+30)k+ ¥y, (3.8)

Dp— 0k = (p* +05) + (e + )p — T — k(B + B — m) + Poo, (3.9)

6T — Ao = (po + Ap) + (7 + B — &)1 — (37 — 7)o — ki + P2, (3.10)
Ap—61=—(pii+oN)+(B—a—7)T+(y+7)p+ve— Uy —2A, (3.11)
op—do =pla+pB)—oBa—pB)+(p—p)7+ (n—m)k— V1 + o1, (3.12)

que corresponden a las componentes R3i12, R3113, R3114, R3123, R3124 v R3134
del tensor de Riemann respectivamente [25, p. 46-47], mientras que las ecuacio-
nes para las componentes Rai12 + R3412, Ro113 + R3413, Ro114 + Ra414, Ro123 +
Royo3, Ro124 + R3424 v Ro134 + R3434 estdn dadas respectivamente [25, p. 46-47]
por las ecuaciones [24, p. 569-570]

Dy—Ae=(t+T)a+(T+m)B—(e+&y—(y+F)e+7m—VEK
+ Uy — A+ Py,

DB —de=(a+m)o+(p—€pf — (u+7)k—(a—7m)e+ Ty,
Da —de = (p+ € —2€)a + 5 — Be — kA — ky + (e + p)7 + P10,
y—AB=(T—a—B)y+pur—ov—ev—(y—7—p)f+ak+ &,
Aa—dy=(p+ev—(T+BA+ (7 —pa+ (B —7)y — Vs,

dov— 0B = (up — Ao) + aa+ B8 — 20 +y(p — p) + e(p — f1)

. 3.18
— Uy + A+ Dy (3.18)

A las 18 ecuaciones anteriores se les conoce como las ecuaciones de Newman-
Penrose y como hemos visto, son la expresion del tensor de curvatura de Rie-
mann calculado a partir de las 1-formas de conexion, en términos de los coefi-
cientes de spin, el tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci.

Por otro lado, aunque pareciera que el tensor de Weyl juega un papel se-
cundario en relatividad, pues sélo el tensor de Ricci y el escalar de Ricci estan
involucrados directamente en las ecuaciones de campo, éste es de gran impor-
tancia en la clasificacion de las distintas soluciones a las ecuaciones de campo de
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Einstein. Para ver esto, lo primero que debemos notar es que dada una métrica g,
la base de vectores nulos necesaria para desarrollar el formalismo de Newman-
Penrose no es tnica. En particular, dada una tétrada nula {l,n,m,m}, para
cada b € C podemos obtener una nueva tétrada dada por [25, p. 53]
' =1+ bbn + bm + bin
n =n

m =m+bn

m =m' + bn,

y en esta nueva base, las componentes independientes del tensor de Weyl se
escriben como [25, p. 54]

b= Wo + 4bWy + 667Uy + 4b° W3 + b0y
1 =0y + 360y + 3b°W3 + b2y
L= Uy + 2005 + b2 T,
5=+ b0y
V), =0,

Asi, estamos interesados en hacer que la componente ¥, se anule, esto es
Uy + 46T, + 6b2Wy + 4035 + b4, = 0. (3.19)

Notamos que esta es una ecuacion algebraica de cuarto grado en b, y cada
una de las soluciones esta asociada con un vector nulo, a saber

1 4 bbn + bm + bm.

A los vectores nulos anteriores se les conoce como direcciones nulas princi-
pales, y es posible que varias de estas direcciones nulas coincidan. Los espacios
en los cuales ésto ocurre reciben el nombre de espacios algebraicamente espe-
ciales [25, p. 58]. Dependiendo de la cantidad de direcciones nulas principales
coincidentes, podemos clasificar a los distintos espacios-tiempo. Este esquema
de clasificacion recibe el nombre de clasificacion de Petrov, y los espacios-tiempo
se pueden clasificar del siguiente modo

= Tipo I. En este caso, todas las raices de la ecuacién 3.19 son distintas,
por lo que tenemos cuatro direcciones principales [ distintas, cada una de
las cuales satisface la ecuacién[8, p. 55]

l[uca]ﬁv[kll']lﬁl’y =0,

y en este caso, es posible hacer también cero la componente ¥/, de modo
que Uy, U, y U4 son las dnicas componentes del tensor de Weyl distintas
de cero [25, p. 59].



3.2. EL FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE 65

= Tipo II. En este caso dos de las direcciones nulas principales coinciden
y las dos restantes son distintas entre si. La direccién principal repetida [
en este caso satisface la expresion [8, p. 55]

Copypnlyl’17 =0,

y ahora U/, y U4 son las componentes no nulas del tensor de Weyl [25, p.
59.

= Tipo IIL. En los espacios tiempo que caen dentro de esta clasificacién,
tres de las direcciones nulas principales coinciden y la restante es distinta.
En este caso, las direcciones nulas repetidas [ satisfacen la ecuaciénl[8, p.
55]
Capyill” =0,

y en este caso, siempre es posible elegir una tétrada nula tal que U} sea
la tnica componente distinta de cero del tensor de Weyl [25, p. 60].

= Tipo D. En este caso, de las cuatro raices by, bs, b3, by de la ecuacién 3.19,
se cumple que by = by, b3 = by, by # b3, es decir, tenemos dos direcciones
nulas principales dobles, y cada una de estas cumple con la misma ecuacién
que para el tipo III. En este caso, es posible encontrar una tétrada nula
tal que W) sea la tnica componente distinta de cero del tensor de Weyl
[25, p. 60].

= Tipo N. Cuando un espacio-tiempo es tipo N, las cuatro raices de la
ecuacion 3.19 coinciden en una sola, y por lo tanto tenemos una tunica
direccién principal nula [, la cual cumple la ecuacién [8, p. 55]

Caﬁv)\l’y =0,

y en este caso, es posible encontrar una tétrada nula tal que ¥ sea la
unica componente no nula del tensor de Weyl [25, p. 61].

= Tipo O. En este caso el tensor de Weyl es nulo (el espacio-tiempo es
conformemente plano) y no hay ninguna direccién principal nula [8, p.
56].

De lo anterior notamos que en general, si ¥y = ¥; = 0 entonces el espacio-
tiempo es algebraicamente especial, siendo [ una direccién principal nula re-
petida (andlogamente si ¥y = W3 = 0, siendo ahora n la direccién principal
nula repetida). Gran parte de las soluciones exactas de las ecuaciones de campo
conocidas son algebraicamente especiales, y como vimos en la seccion 2.2, las
métricas de Kerr-Schild son algebraicamente especiales, y por lo tanto también
lo son las métricas de Schwarzschild y Kerr (aunque estas dos soluciones son
tipo D, en general las métricas de Kerr-Schild son tipo II [26, p. 157]).

El siguiente importante resultado nos da una caracterizacion de las métricas
algebraicamente especiales en el vacio, el cual resulta particularmente 1til en
la integracion de las ecuaciones de campo, como vimos en la secciéon 2.2. Una
demostracién de este resultado usando el formalismo de Newman-Penrose, se
puede consultar por ejemplo en [25, p. 62-63].
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Proposicién 3.1 (Goldberg y Sachs) Sea (M, g) un espacio-tiempo solucién
a las ecuaciones de campo en el vacio. Entonces (M, g) es algebraicamente es-
pecial, con Vg =W, =0 si y solo si existe un campo vectorial nulo I tal que los
coeficientes de spin k y o son cero. En dado caso, | es una direccion principal
nula repetida [8, p. 88].

El teorema de Golberg y Sachs se puede formular de manera andloga cuando
n es una direccion principal nula repetida, y en este caso los coeficientes de spin
nulos son v y A, siy sélo si U5 =¥, =0 [26, p. 150].

Finalmente, cabe mencionar que la clasificacién de Petrov y el otro gran
esquema de clasificacién de soluciones exactas, las isometrias, guardan una es-
trecha relacion. Por ejemplo, se sabe que las soluciones tipo Il y tipo N admiten
a lo mas dos vectores de Killing independientes, mientras que el tipo III admite
a lo mas tres vectores de Killing independientes y el tipo D admite a lo més
cuatro vectores de Killing independientes [8, p. 607], como es el caso de la métri-
ca de Schwarzschild, y a lo menos dos vectores de Killing independientes [26,
p. 151], como la métrica de Kerr. Reciprocamente, dado un espacio-tiempo con
ciertas simetrias, se conocen algunos resultados con respecto a su clasificaciéon
de Petrov, por ejemplo, se sabe que las soluciones estdticas necesariamente son
tipo I, D u O, y se sabe también que las soluciones estacionarias y axisimétricas
en el vacio no pueden ser tipo III [8, p. 606]. El panorama completo de la rela-
cién entre estos dos esquemas de clasificacién se puede consultar, por ejemplo,
en [8, p. 606-609].

3.3. Propiedades geométricas de las KST
Dada la transformacién de Kerr-Schild
Guv = Guv — MM,
elegimos una tétrada nula {e,} = {l,n,m,m} para g, de modo que podemos

construir una tétrada nula para ¢ como {é,} = {[, f,m,m} = {l + %n, n,m,m}
[23, p. 1879], de modo que en esta base se verifica directamente que

01 0 0
) - o 10 0 0
gab = §(€ar &) = (g —mum)ed'e” = | o o o _1
00 -1 0

Sabemos que los coeficientes de spin para § se pueden calcular directamente
de la base {é,}, sin embargo, queremos relacionar los coeficientes de spin de
g con los coeficientes de spin de g, para lo cual lo mds sencillo es utilizar las
relaciones de conmutacién de la base de vectores nulos [eq, €3] = (I'%,, — ', )ec
[23, p. 1880], las cuales estdan dadas en términos de los coeficientes de spin por
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24, p.570]

A, D] = (y+7)D + (e + A — (1 +7)d — (T + )3,
|=(a+pB—7)D+ KA —06— (p+e— €0,

| =—0D+(r—a—B)A+ N+ (u—v+7)d,
)= (=)D +(p—p)A—(a—pB)— (B~ a).

Usando por ejemplo, la primera de estas relaciones se tiene que
A, D] = (3 +3)D + (¢ + A — (+ +7)0 — (F+7)3

_|_
=F+ND+[E+E+=(F+A)]A - (F+7)0— (F+7)d,

N =

mientras que por otro lado
A= [aD+ Ja] = 18,01 -
(Y+3)D + (e + A — (1 +7)d — (T + )4,

luego, se sigue que

G+ =0+,
(F+7) = (r+7),
(T+7)=(T+mn),
@+a+%ﬁ+%:@+a

Andlogamente, usando la relacién de conmutacién [0, 0] encontramos que

(- i) = (i — ),
(G-B)=(a-B),
(B—a)=(5—a),

(5= i)+ 5= )= (o~ p)

@+B—%ﬁ4d+ﬁ—mf%m
/%—&-%(&—ké—%):n—&-%h—a—ﬂ),
(pté—8=(p+e— —=(u—7+7),
1_
O=0— =\
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Y finalmente, de [3, A] se sigue que

(7

U=,

A=,
(=549 = -7+,
~a—f)-gh=(r—a-p).
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Notamos que de estas 16 ecuaciones, dos de ellas se obtienen por conjugacién
compleja, por lo que tenemos un sistema de 14 ecuaciones en 14 incognitas, el

cual tiene por soluciones

F+y=7+7
FHE=T+T,
A3 _ 1
Eté=cte—s(r+7)
ﬁ—ﬂ:ﬁ—%
07[73:0_47ﬂ7
= . 1 _
p=b=p—p=5E—p),
L 1
G+p-F=a+f-7- P,
~ A ~ — — 1 —
pré—é=pte—e—g(p—7+9),
f=F+y=p—7+7,
. 1
%—d—ﬁ—r—a—ﬂ—&—iﬂ,
U=r,
A=A,
1-
0=0— =M\,
2
. 1 _ _ 1_
h=r+o(r+m)—(@+p)+ 7,

de donde obtenemos directamente cuatro coeficientes de spin
ver de las tdltimas cuatro ecuaciones anteriores) y nos restan por determinar
ocho. Ahora, usando las ecuaciones

=N

THT=T4T,
&_B:d_ﬁv
~ . - 1
G+f-f=a+p-—7— P,
A ~ A _ 1,
T—a— :T—O[—ﬂ+§V7

(como podemos
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sesigueque T =T, T =7, & = a — iz/ ypB=0-— iﬂ. Por otro lado, de las
ecuaciones

_|_

+
s

\
D D T D
+ o+
D > Dl
[
T T =
(.
2 ®
+
=l

= =
2>
Il

p=7+,

se obtiene que 4 = v y & = pu, donde la dltima ecuacién la obtuvimos por
conjugacion compleja para cerrar el sistema de ecuaciones. Anédlogamente, de
las ecuaciones restantes

.3 _ 1 _
Ete=cte—S(r+7)
. 1
p=b=p=—p=5p—p),
~ ~ ~ — — 1 —
p+e—e:p+e—e—§(u—v+7),
A s 1
p+e—e:p+e—e—§(u—7+7),

sesiguequeﬁzp—%uyé:e—%ﬁ—%(u—ﬂ).
Asi, hemos obtenido todos los coeficientes de spin de § con respecto a los
coeficientes de spin de g, que estan dados por

ID:V? AZA? /:2:/"[’) 7%:7.[.7 72:7—7 ;Y:’}/?

1 . 1 1 1
OAZ:CY—ZV,626—15,&:U—§A7ﬁ:p_§,u7
1 1 1 1
ézefiﬁfz(ufﬂ), &:m+§(7+ﬁ)f(@+ﬂ)+zp.

A partir de esto, podemos notar que si v = = 7 = 0, que de acuerdo con
lo visto en la seccidén anterior, significa que la base de vectores nulos {e,} se
transporta paralelamente en la direccién n, entonces ¥ = 4 = 7 = 0, de modo
que la base {é,} también se transportard paralelamente en la direccién 7 = n
en el nuevo espacio-tiempo. Ademds, si n es ortogonal a una hipersuperficie
entonces p = i y por lo tanto i = i, de modo que # continua siendo ortogonal
a una hipersuperficie en el nuevo espacio-tiempo [23, p. 1880].

Una vez relacionados los coeficientes de spin entre ambas métricas el siguiente
paso es relacionar sus tensores de curvatura. En particular, la identificacién més
sencilla y natural que podemos hacer es pedir que que la componente del tensor
de Ricci a lo largo de vector nulo n sea igual en ambos espacios tiempo [23, p.
1880], es decir

RQQ = lfiwn”n” = RMV’I’L#”V = RQQ, (320)

pues esto es sélo una ecuacién que ademads involucra al vector n que es el que
juega un papel relevante en la KST. Més aun, veremos mas adelante que esta
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es una consecuencia de pedir que n sea geodésico [23, p. 1880], justo como en
la seccién 2.2. En lo sucesivo asumiremos que la ecuacién anterior se satisface
para las KST que estudiaremos.

Para estudiar cuales son las consecuencias sobre los coeficientes de spin al
pedir que se cumpla la ecuacién 3.20, usaremos las ecuaciones de Newman-
Penrose [23, p. 1880] obtenidas en la seccién anterior, pues recordando que

1
Doy = —53227

entonces podemos usar la ecuacién de Newman-Penrose 3.4 dada por

y usando que 6 = 0, A = A y las relaciones que encontramos entre los coeficien-
tes de spin de ambas métricas, tenemos que

Sv— Ap =200 — Af=(p>+ AN + (§ + 7)js — b7t + (F — 38 — &) + Doy
- . 3 1
= (u2+)\/\)—|—(’y+7y),u—l77r+(7'—3,8—64)V—|—<I>22—|—Zz71/+ 7
y como la métrica g también cumple la ecuacion de Newman-Penrose 3.4 enton-
ces se tiene que
Poy = Pogy + 01,

asi, al pedir que se cumpla la condicién 3.20 tenemos que
vv =0,

de donde se sigue que, como consecuencia de pedir la condicién 3.20 v = 0, y
reciprocamente. Ademads, dadas las relaciones entre los coeficientes de spin que
encontramos, también se tiene en este caso que ¥ = 0. Luego, recordamos de la
seccién anterior que si ¥ = 0 entonces el vector n es geodésico. Asi, para que
la nueva métrica sea una solucién a las ecuaciones de campo de Einstein, tal
que satisfaga la condicién 3.20, entonces debemos elegir un vector nulo n que
sea geodésico, de modo que v = 0 [23, p. 1880] (y por tanto 7 = 0, de modo
que n seguird siendo geodésico en el nuevo espacio-tiempo). Asi como hicimos
en el capitulo anterior, podemos reescalar el vector n de modo que V,,n =0, lo
cual simplifica algunas expresiones, sin embargo continuaremos sin realizar esta
simplificacién.

Asi, asumiendo que se satisface la condicién 3.20 y por tanto v = 0, las
relaciones entre los coeficientes de spin de nuestras métricas se simplifican como
[23, p. 1880]
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B i N S )
2 4 2
de donde notamos que los coeficientes de spin asociados a [ son los unicos que
cambian, lo cual es de esperarse pues éste es el tinico vector nulo distinto entre
las bases {eq} v {éa}

Ahora, analogamente a lo que hicimos con la ecuacién 3.4 podemos utilizar
las 17 ecuaciones de Newman-Penrose restantes para relacionar el tensor de
curvatura de la métrica g y la métrica g, usando las nuevas relaciones entre los
coeficientes de spin que acabamos de obtener al pedir la condicién 3.20. Mas atn,
como so6lo hay 12 cantidades independientes con las que podemos caracterizar
al tensor de Riemann, sélo necesitamos 11 de las ecuaciones restantes. Como
resultado obtenemos las sigientes relaciones, las cuales son de autoria propia
(igual que los resultados subsecuentes), aunque en [28], por ejemplo, se obtienen
relaciones similares para los tensores curvatura, sin embargo como se advierte
en [8, p. 500], la publicacién contiene varios errores

‘i’oo:@oo—;Dqu;A(p—;u) —5<;(T+ﬂ')—(a+ﬂ)>

1 1 T
ot SO+ = (1 AN + S (v +7)p

+;G+E—§W+70u+(éﬁ+irwa+®>7

+ (;(thfr)(éﬂrﬁ)) (Ba+ 8 — ),
<i>10:<1>10+;Aa+;6<7+;(u—u)) —;<7+;(u—u)>ﬁ

+%6A+ <;7+iu—iu—v)a+(;(T+W)—(a+6))A

+(;(Tﬂ)—(aw))w(;wiu—iu)m

@0:@0—%DZ\+%A (a—éX) —5(;(T+7T)—(Oé+ﬁ)>

_ 1 _
+ 503y =7+ 3u—p) <0 )\)+2(p+ﬁ+36€))\

DO | =

+(r—7T+a+358) (;(r

+
i]\/
|
=)
+
=
=
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S 1, I
Uy + &y + A= 7\112+<I>11+A+§(u*u) <’Y+’Y+2(MM)>

(/‘ - )‘5‘)7

w\H

. N . 1 1
\I’2+‘I>11—A=‘1’2+‘I>11—A+2A<W+7+2(N—N)>

1, 1 .
—5 N IS —R) ),
A ~ 1 1 3 _ 1 B
Wo + 20 = Wo + 20+ SAp+ S (uit+ M) = 5 (v + ),

. 1 1
(I)QO = @20 —+ §A>\ + )\,L_L — 5(3’7 — ’y))\,

‘i)u = Py,
\ijfﬁ = \1137
U, =0,

Asi, los tensores de Ricci de g y § estdan relacionados por
oo = Do — ~Dp+ A 1 5 1( +7) — (a+B)
00 = Poo — 5 o 5 P 2# 27' ™ o
1 1 1 _
+opu+ 5 (0A+0A)—1(u + ) + F(r+7)p
1 1 _ 1, P
+2(6—1—6—2(7—}—’7))#—1—<2(T+7r)—(a+ﬁ))7
1 _
+<2(T+w)—(a+ﬁ)>(3a+6—w),

. 1 1- 1 1 1 =

2 2
1 1 3_ 1 _ 1 _ _
+2B/\+(2’Y+4M—4M—’}/>O{+(2(T+7T)—(Oé+ﬁ)>/\

+ (1(T+7T)—(OC+B)>’7+(;’Y"‘iﬂ_iﬂ/)W?

[\
;_n

~ 1
A:A—A(’y—i-v— M+u))+12(3u +AN)

1 _
+ 3 (v+7— 3u+u> (Y +7) + (k—R),
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. 1 1
(1)20 = @20 + iA)\ + )\/_L - 5(3’_}/ - ’Y))\,

Dy = By,
Doy = Doy,

donde la iltima igualdad es debida a la condicién 3.20. Por otro lado, las com-
ponentes del tensor de Weyl estan relacionadas por

\ilo—\Ilo—;D/_\—F;A(o—;;\) —5(;(7’4—7_7)—(644—5))

1< 1 _
+-By—v+3u—p) (U—Z/\)+2(p+p+36—€)/\

N | —

+(r—7+a+3p) (;(7’4-71’)—(014—5))7

@2:\1/2+%A <v+’y+;(3u—ﬂ)) +éﬂ
— 5 (v 3E-m) (49 + ),

Uy = U3,
Uy =0y,

Una consecuencia directa de las dltimas dos ecuaciones, es que si el espacio-
tiempo (M, g) es algebraicamente especial, siendo n una direccién principal nula
repetida, entonces ¥3 = W, = 0 y por lo tanto, el nuevo espacio-tiempo (M, §)
también serd algebraicamente especial, con n una direccién principal nula repe-
tida.

3.4. Energia y momento inducidos por una KST

Ahora que hemos relacionado los coeficientes de spin de los dos espacios-tiempo
que estamos estudiando y sus tensores de curvatura, nos gustaria relacionar
también sus tensores de energia momento. De las relaciones anteriores entre los
tensores de Ricci de g y § notamos que en general no sucede que i)ij =®;;, es
decir, no ocurre que la métrica § sea solucién a las ecuaciones de campo con el
mismo tensor de energia momento que g. Sin embargo, podemos interpretar las
diferencias entre ‘i)ij y ®;; como un tensor de energia momento L, inducido
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por la KST [23, p. 1880], de modo que el tensor de energfa momento T para
la métrica § estd dado por [23, p. 1880]

Tab = Tab + Lab7

mas atin, como g es solucién a las ecuaciones de campo con el tensor de energia
momento Ty, v exigiendo que § sea solucién a las ecuaciones de campo con el
tensor Tab, podemos obtener la forma explicita de Ly a partir de las relaciones
de la seccion anterior y de las ecuaciones de campo de Einstein

1
Rab - iRgab = _87TTab;

donde el signo negativo en el lado derecho de las ecuaciones se debe a la sig-
natura elegida para la métrica [25, p. 34]. Recordando c6mo estdn definidas las
cantidades ®;; y A

1 1
Do = —5311 , o1 = —§R13,
1 1
Dgp = —5333 , P10 = —§R147
Bry= LRy @y = LR
12 = —5 R, P20 = —5 Rus,
By = LRy By = 1R
2= —5Ras, P2 = —5 R,
1
@y = —1(312+R34)7

1 1
A = — = — —
24R 1 (R12 — R34),

podemos escribir las siete ecuaciones de campo independientes para g como

8oy = 2Pyy,
8Ty = 2P,
8nl11 = 2P0,
81114 = 2P,
8mTyy = 2Py,

A (Tio+T34) = 2®11,
47T(T127T34) = GA,

y andlogamente para §. Asi, imponiendo que T, = Top + Loy y usando esta
forma para las ecuaciones de campo obtenemos las siguientes relaciones para el
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tensor de energia momento inducido Lgp:

87 Loy = 2(Pay — Pa2),

8mLag = 2(P1y — P12),

8mLi1 = 2(‘i>oo — ®qp),

8mL1y = 2(P1g — P10),

8T Laq = 2(Dog — Do),
4dm(Lio+Lsy) = 2(‘i’11 — ®qq),
4m(Lyg—Lss) = 6(A — A),

o de manera explicita usando las relaciones de la seccién anterior:

SWLH:—DMJFA(p—;u) —b(r+7-2a+p))
+2PM+0A+5X—%(MZ+AX)+(7+W
+<6+€—;(’Y+’_y))u+(f+7r—2(a+5))7
+(r+7-2@+p)Ba+p—m),

8wL14:Aa+6(v+1(u—u)) - (wlw—u))/ﬂm

N}
[\

+<’y+2ﬂ;u2ﬁ>a+(7+7‘r2(6¢+5)))\

+(f+w—2(a+ﬁ>)v+<ﬁ+§u—;ﬂ)w,

4m(L1z + L3s) = % (7+7+ ;(M—#)> + %(NQ —A))
#5 (1474 5= 0) (=) = (7).
dm(L1g — L3s) = —%A (7 +7 - ;(3M+I~L)) + %(3112 + )

+;<'y+’y—;(3u+ﬂ)> (v +7)+ (k—0),

87 Las = AN + 2\ — (35 — 1)\,
Loy =0,
Loz = 0.

En [23], por ejemplo, se pueden encontrar relaciones similares, obtenidas
usando bases coordenadas. Retomando nuestra discusion, recordamos que para
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que el tensor T,“, pueda ser un tensor de energia momento debe satisfacer la
ley de conservacion T #Y =0 (donde la derivada covariante es con respecto a la
métrica g) lo cual equlvale a que la métrica § satisfaga las identidades de Bian-
chi Rag [w;n] = 0, pues sabemos que si esto ocurre entonces T’“’ = G‘“’ =0
[6, p. 201-202]. El procedimiento para verificar que la nueva métrica cumple
las identidades de Bianchi es andlogo al que hemos usado para relacionar los
tensores de curvatura entre g y g; el calculo es directo sin embargo es muy exten-
so. Como ejemplo ilustrativo del procedimiento a seguir, consideremos alguna
de las once identidades de Bianchi independientes escritas en el formalismo de
Newman-Penrose que queremos verificar, por ejemplo

—ATy + 60, — Adyy + 6Boy = 2(5 + 21) T3 + (7 — 45) U4 1)
— 2(fi 4 A)Pa1 — 2AP15 — (7 — 26 — 2) oo,
la cual hemos simplificado considerando que 7 = 0. Ahora, usando las relaciones

que tenemos entre la base de vectores nulos y los tensores de curvatura de ambas
métricas por un lado tenemos que

CATg 4+ 60, — Ay, + 0By = —AWs + 00, — ADyy + 5Boy,

y por otro lado, usando también las relaciones entre los coeficientes de spin se
tiene que

( +20) W5 + (7 — 48) Uy — 2(fi + 7)oy — 22012 — (7 — 24 — 25)‘i’22
=2(y +2u) U3 + (1 — 4B) ¥y — 2(fi + 7) P21 — 2A P13 — (T — 2a — 23) Do,

luego, como se cumple la ecuacién 3.21 para la métrica g, se sigue que también
se cumple para la métrica g, como queriamos verificar. El resto de las diez
identidades de Bianchi independientes para la métrica ¢ se pueden verificar
de manera andloga (aunque recalcamos que el cdlculo es muy extenso y poco
ilustrativo), con lo cual se demuestra que T w, =0.

3.5. Soluciones particulares

A lo largo de esté este capitulo hemos estudiado las transformaciones de Kerr-
Schild y hemos hallado las relaciones entre los coeficientes de spin, los tensores
de curvatura y el tensor de energia momento inducido. Esto nos permite en
principio, obtener nuevas soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein a
partir de soluciones conocidas, aunque como hemos visto, las nuevas solucio-
nes asi obtenidas satisfacen las ecuaciones de campo para un tensor de energia
momento distinto al original. Es importante notar que tanto el tensor de cur-
vatura de la nueva métrica, como el tensor de energia momento inducido por la
transformacién dependen tunicamente de la base de vectores nulos elegida para
el espacio-tiempo original (y de los coeficientes de spin, pero estos a su vez de-
penden de la base), de modo que dada una métrica g y una tétrada nula para la
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métrica g, la nueva métrica § y el tensor de energia momento al cual esta métri-
ca es solucién quedan completamente determinados. En particular, la solucién
mas sencilla de todas consiste en tomar la métrica g como la del espacio-tiempo
de Minkowski junto con la base de vectores nulos

1
l;t = ﬁ(la _17070)a
1
ny = ﬁ(la 15070)7
1 .
mu = E(O,O, —1, —Z),

de donde se obtiene la métrica

1/2 —1/2 0 0

) ~1/2 -3/2 0 0
Gpv = Ny — Ny = 0 0 -1 0]

0 0 0 -1

y el intervalo para esta métrica se escribe como
1
ds* = dt* — da? — dy* — dz* — Q(dt + dx)>.

Notemos que al ser la base de vectores nulos constante, el tensor de energia
momento inducido es cero (igual que todo el tensor de curvatura), es decir, esta
métrica es solucién a las ecuaciones de campo en el vacio. Dado que el tensor
de curvatura es cero, se tiene que la ecuacién 1.17 dada por

£eR =0,

se satisface de manera idéntica, de modo que por lo visto en la seccién 1.2,
esta solucion posee el maximo ntmero de simetrias posibles. Esto es un caso
excepcional, pues en general las métricas obtenidas por una transformacién de
Kerr-Schild poseen menos simetrias que las métricas a partir de las cuales se
obtuvieron, como podemos corroborar con la métrica de Kerr, que se obtiene por
una KST a partir de la métrica de Minkowski. Mds ain, que esta métrica posea
el nimero méximo de simetrias posibles no es coincidencia pues en realidad
esta métrica no es muy distinta a la métrica de Minkowski, ya que mediante un
cambio de coordenadas, la métrica se puede escribir en forma diagonal como

—L4v/B 10¢5 0 0

g/L’V’ = 0 2 0 0 )
0 0 -1 0
0 0 0 -1

que es esencialmente la métrica de Minkowski.
Como mencionabamos antes, dada una métrica que sea solucién a las ecua-
ciones de campo y una base de vectores nulos se obtiene una nueva solucién a
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las ecuaciones de campo, para un nuevo tensor de energia momento. Dado que
este nuevo tensor de energia momento se obtiene a partir de la base de vectores
nulos, en principio podria no tener ningun significado fisico y no corresponder
a ningun campo fisico observable en la naturaleza. Una posibilidad para evitar
esto es imponer una forma para el nuevo tensor de energia momento e integrar
las ecuaciones resultantes para hallar la tétrada nula que sea solucién a tales
ecuaciones. El primer ejemplo no trivial de esto es lo realizado en el capitulo
2, donde partiendo de la métrica de Minkowski, encontramos la solucién maés
general a las ecuaciones de campo en el vacio del tipo Kerr-Schild. Siguiendo un
procedimiento muy similar, se puede encontrar la soluciéon mas general de tipo
Kerr-Schild a las ecuaciones de Einstein-Maxwell [14], entre las que destaca la
solucién de Kerr-Newman, para un cuerpo con simetria esférica y carga total
Q@ que gira alrededor del eje z con momento angular por unidad de masa a; el
intervalo de esta métrica estd dado por [14, p. 1854]

ds? = dt? — da? — dy? — dz?

omr3 — Q%r? z r a 2
_MTQZQ dt + ;dz + m(:cdm +ydy) — m(xdy — ydx)

Otra familia interesante de soluciones obtenidas via una KST son soluciones
para un fluido perfecto partiendo de una métrica conformemente plana, que
también sea solucién a las ecuaciones de campo para un fluido perfecto (ver, por
ejemplo [29, 30]), pues el que la métrica de la cual se parte sea conformemente
plana permite reutilizar algunos de los principales resultados para integrar las
ecuaciones de campo en el caso de la métrica de Minkowsi, por ejemplo, la forma
mas general que se tiene para un vector nulo geodésico en un espacio-tiempo
algebraicamente especial, dada por el teorema de Kerr, como se muestra en el
capitulo 2.

Como hemos visto en el capitulo anterior, imponer una forma para el tensor
de energia momento inducido por una KST e integrar las ecuaciones correspon-
dientes no es una tarea sencilla. Una posibilidad distinta para obtener soluciones
via una KST que sean plausibles a tener una interpretacion fisica es pedir que
estds posean alguna simetria, heredada de una simetria en la métrica original:
supongamos que tenemos una base coordenada para el espacio-tiempo y supon-
gamos que el vector £ es un vector de Killing para la métrica g. Asi, £ es un
vector de Killing para la nueva métrica § = g —n ® n si y solo si

0=Leg=Le(g—n@n)=Leg— Le(nen)=—Le(n®n),

donde la ultima igualdad ocurre porque al ser £ un vector de Killing de g entonces
£¢g = 0. Asi,  es un vector de Killing para la nueva métrica § si y sélo si

A A A A
N wE” + My 2E” + nuna€”, +nan €7, = 0.

En particular, debido a la regla del producto de Leibniz, tenemos que una
condicion suficiente para que £ sea un vector de Killing de g es

£en=0& nu,,\fA + n,\fA)u =0,
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de donde podemos notar que si la coordenada z® es una coordenada ciclica en
la métrica g entonces £ = 9, es un vector de Killing de g y de acuerdo con la
ecuacién anterior, es también un vector de Killing para g si n, . = 0, esto es, si
el vector nulo n no depende explicitamente de la coordenada a.

Aprovecharemos esto 1ltimo para construir una solucién a las ecuaciones
de campo: consideremos la métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas,
dada por

oM oM\ !
ds? = (1 — r) dt? — (1 — r) dr? — 7“2(d92 + sin? 0dg?),

entonces una base de vectores nulos para esta métrica estd dada por [25, p.134-
135]

1

_ 2 2
# = - —QMT(T ,7° —2Mr,0,0),
1
nt = 52 (r?, —r? 4+ 2Mr,0,0),
1
mt = —(0,0,1,icsch),

V2r

o de manera equivalente

_ 1 2 2
l“_7r272Mr(T 2Mr,—1r=,0,0),
1 2 2
Tl#: ﬁ( 721%7‘,7' ,0,0),

1 Lo .
= E(O, 0, —r%, —ir?sin @),
de donde notamos que el vector n no depende de las coordenadas t y ¢, y como
0¢, 0 son vectores de Killing para la métrica de Schwarzschild, entonces 0, 0y
también serdn vectores de Killing para la nueva métrica g, = g — nunu, la
cual estd dada en coordenadas esféricas por

oM oM\ !
ds? = (1 — 7“) dr® — (1 — 7“) dr? — r?(d#? + sin® 9d¢2)

- ﬁ(rdt +rdr — 2Mdt)>.
Notamos que la nueva solucién continia siendo estacionaria pero no estéatica,
y ademads, dado que la métrica de Schwarzschild es tipo D, entonces W3 = ¥, = 0
y por lo que hemos visto, esto significa que la nueva métrica es algebraicamente
especial. Ahora, para hallar el tensor de energia momento inducido por esta
KST, debemos calcular primero los coeficientes de spin; se encuentra que estos
estdn dados por [25, p.134-135]

k=oc=A=v=e=m=717=0,
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1 3 1 cotd 1 coté
=T = y 0= — ’
P r 2v/2 r 22 r
_r—2M M

oz 1T g2
de donde podemos ver que p = fi, de modo que n es ortogonal a una hipersu-
perficie, y de acuerdo a lo que hemos visto, sucede lo mismo para n en la nueva
métrica. Ahora, considerando los coeficientes de spin que son cero y que todos
los coeficientes de spin son reales, podemos simplificar nuestras expresiones para
el tensor de energia momento inducido como

1 _
8rL1n =—Dp+ A <P—2M) + 20 (o + B) + 2pp

- %MQ +2y (p — ;u) = 2(a+ B)(Ba + ),

87Lia = A+ 6y —yB+ (n — ) a = 2(a + B),

1
Am(L1g + L3g) = Ay + §,u2 — 292,

3
Am(Lip — Lga) = =A(y —p) + Sp° + 2 (v — 1) 7,

2
L44 = 07
Lo =0,
Maés ain, como o = —pf3, las ecuaciones anteriores se pueden reducir més y

estas quedan expresadas ahora como
1 1, 1
87l =—Dp+A{p=gp|+20n—gp+2y(p=5p),
8rLis = Aa + 67 + po,

1
Am(L1g + L3g) = Ay + §,u2 — 292,

3
Am(Liy — Lga) = =A(y —p) + 5p° +2 (v — 1) 7,

2
Ly =0,
Loy =0,
Lo = 0.

Finalmente, recordamos que D = I#0,,, A = n*0, y d = m*0,, de modo que
encontramos que las expresiones para el tensor de energia momento inducido
son
AM —r . (3r +4M)(—r + 2M) n r—2M

2r3 8rt r3
(r—2M)* 3Mr+2M?
8rt B 4rt ’

87TL11 =
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(=r+2M)cotd N (r—2M)cotd
4+/2r3 4+/2r3 ’
Mr —2M? n (r —2M)? B M?

87TL14 =

47T(L12 + L34) =

2rt ]t o’
4m(Lig — Lag) = — (2]\/;;—4 r)? N 3(r ;;Mﬁ N MT2;4M2’
L4y =0,
Loy =0,
Loz =0,
y por lo tanto tenemos que
2 2
8nLis = #7
8mL3y = _%27
Ly =0,
L4 =0,
Ly =0,
Loy =0,
Loz = 0.

Ahora, para expresar este tensor de energia momento en la base coordenada,
recordamos que
sa sb
Ly = Lap€®, €%,

y por lo tanto
Ly = L128",&%, + L218%,8", + Ls4&®,6*, + Lusé*, &%,
o de manera equivalente, usando que {&%,} = {ny, L, — 31, —m,, —m,}
L., = Lis (nuly + lyny, — nyny,) + Lea(mym,, + myumy,).

Asi, en la base coordenada el tensor de energia momento inducido estda dado
)
por

(r=2M)(r+2M)(3r+2M) _ (r—2M)*(r+2M) 0 0
1676 16r°
_ (r—=2M)*(r+2M) (r+2M)(=5r+2M) 0 0
167> 16704
8mLy, =
0 0 M 0
0 0 0 _ M?sin®9
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Dado que la métrica de Schwarzschild es una solucién en el vacio, entonces
la métrica que construimos es solucién al tensor de energia momento L,,,, como
puede verificarse al calcular el tensor de Einstein G, para la métrica en la base
coordenada.

Para estudiar un poco mas este tensor de energia momento inducido, notemos
que sus componentes contravariantes se escriben como

_ (=5r+2M)(r+2M) _ (r=2M)?(r+2M) 0 0
1674 167°
_(r=2M)*(r+2M) _ (r—2M)*(r+2M)(3r+2M) 0 0
S LI 167° 1676
T = ,
0 0 — M2 0
0 0 0 _ M2 CSC2 0

de donde podemos notar que la densidad de energia, dada por la componente
L% es negativa a menos que —5r + 2M sea menor que cero, es decir, para
que este tensor de energia momento sea fisicamente admisible, debemos pedir
que 7 sea mayor o igual que %ﬂ También podemos observar que este tensor
de energia momento es un tanto peculiar en tanto que nos da lugar a presiones
negativas, visto como el tensor de energia momento de un fluido. Por otro lado,
en la regién asintética cuando r es muy grande (o equivalentemente cuando M
es despreciable con respecto a 1) el tensor de energia momento inducido toma

la forma

5 -1 .0 0
1 [=1 =3 0 0

pro_
8mL 62| o o0 o0 o0
0 0 0 0

por lo que en esta regién el hipotético campo fisico correspondiente a este ten-
sor de energia momento sélo ejerce presién (negativa) en la direccién radial y
conduce energia, en la direccién contraria en la que crece 7.

Finalmente vale la pena mencionar que, aunque esta métrica no posea una
interpretacién fisica directa, ilustra adecuadamente el método a seguir con el
cual se podrian obtener nuevas soluciones de tipo Kerr-Schild que posean si-
metrias, en contraste con la integracién de las ecuaciones para el tensor de
energia momento inducido.

3.6. Perspectivas

En este capitulo estudiamos a las transformaciones de Kerr-Schild princi-
palmente como un método de generacién de soluciones exactas, tomando como
punto de partida diversos trabajos publicados en la decada de los ochentas y
noventas, siendo [23] el més relevante para el presente trabajo. El tema de la
presente tesis continua siendo parte de investigaciones contemporaneas, como
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se puede ver, por ejemplo, en [31]. Sin embargo, vale la pena mencionar que las
transformaciones de Kerr-Schild como un método de generacién de soluciones
exactas ya han sido ampliamente estudiadas, por ejemplo, en [32] se muestra un
estudio de las métricas de Kerr-Schild como una perturbaciéon a la métrica de
Minkowski, es decir, de la forma

Guv = Npv — 2€Hk'uk'w

y aunque se recuperan los resultados que obtuvimos en el capitulo 2 resolviendo
las ecuaciones de campo para cada orden de la perturbacién €, no se obtienen
nuevas soluciones a las ecuaciones de campo. Aunado a esto, actualmente se
prefieren otros métodos de generacion de soluciones exactas, algunos de los
cuales hablaremos brevemente a continuacién.

Uno de los métodos mas importantes para generar soluciones exactas es
el algoritmo de Newman-Janis. En su formulacién original, este método nos
permite obtener la métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild
mediante una complejificacién de las coordenadas. Para esto, partimos de la
métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas

2 om\ "
ds? — <1 _ m) A2 — <1 _ m> dr? — r?(d6? + sin® Ad¢?),
r r

y realizamos la transformacién de coordenadas u =t — r — 2mlog(r — 2m) [33,
p. 915], de modo que la métrica de Schwarzschild ahora se escribe como

2
ds? = (1 - ?) du® 4 2dudr — r*(d6? + sin? 0d¢?).

Asi, tenemos que una tétrada nula para esta métrica estd dada por [33, p.
916]

" =1(0,1,0,0),
1 2
nt = (1,— <1 - m) ,0,0) ,
2 T
1 .
m* = —(0,0,1,icsch).

V2r

Ahora, permitimos que la coordenada r tome valores complejos, por lo que
la tétrada nula ahora se escribe como [33, p. 916]

" =1(0,1,0,0),
1
n'u‘ = (17_ <1_ m_ @) 7070),
2 r T
1 .
mt = ——1(0,0,1,icsch).

V2F

Posteriormente, realizamos la transformacién de coordenadas [33, p. 916]

v =r+iacosd, v =u—iacosb,
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y obtenemos la nueva tétrada e/, * = e’ 92 la cual estd dada por [33, p. 916]

a Ox'v
' =1(0,1,0,0),
1 2mr’
m=11,-=(1- ——"——1,0,0
" <’ 2( r’2+a260529>’ ’ )’
1
mt = —————— (iasinf, —iasinf, 1,icsch).
V2(r" + iacosf)

De este modo, la métrica resultante
g//ﬂ/ — n/ullv + l/un/y _ m/umly _ ,,_',Llu,rﬂ/u7

es justo la métrica de Kerr.

Algunas cuestiones surgen de manera inmediata con respecto al algoritmo de
Newman-Janis, entre ellas en qué casos la métrica resultante serd una solucién a
las ecuaciones de campo. Y respecto a esto, se sabe que una condicién suficiente
para obtener una solucién a las ecuaciones de campo es que la métrica de la
cual se parte sea una métrica de Kerr-Schild [33, p. 916], como es el caso de la
métrica de Schwarzschild.

Desde su publicacidn, el algoritmo de Newman-Janis ha sido ampliamente
estudiado, tanto en su interpretacién (ver, por ejemplo, [26, p. 263-268]), como
en posibles extensiones del mismo (ver, por ejemplo [34]) y actualmente continua
siendo un importante método de generacién de soluciones exactas.

Por tltimo, mencionamos dos métodos de generaciéon de soluciones exac-
tas de gran relevancia: las transformaciones HKX y las transformaciones de
Béacklund. Las transformaciones HKX son transformaciones que nos permiten
generar soluciones estacionarias y axialmente simétricas en el vacio [35] a partir
de soluciones ya conocidas con las mismas caracteristicas.

Por otro lado, las transformaciones de Backlund son un método general pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales parciales, pero en el contexto de relatividad,
su papel mas relevante es que estas transformaciones nos permiten integrar las
ecuaciones de campo en el vacio cuando la soluciéon admite dos vectores de Ki-
lling independientes y que conmutan, partiendo de soluciones ya conocidas [36].
De este modo, estas transformaciones pueden aplicarse para el caso estacionario
y axisimétrico o para el caso de simetria cilindrica, por ejemplo.

Aunque la revision de los detalles de ambos métodos van mas alld del alcance
de este trabajo, vale la pena mencionar a estos dos métodos de generacién por
su gran potencial para encontrar soluciones (con simetrias) a las ecuaciones de
campo, y como contraste al método que desarrollamos en el presente trabajo,
que es el de las transformaciones de Kerr-Schild. Una revisién detallada de las
transformaciones HKX, las transformaciones de Béacklund y otros métodos de
generacién de soluciones exactas se puede consultar, por ejemplo, en el capitulo
34 de [8].
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Haciendo una recapitulacion del presente trabajo, comenzamos esta obra estu-
diando simetrias en variedades pseudo-riemannianas a través de la herramienta
de los vectores de Killing, y como se demuestra en el apéndice B, esto es suficien-
te para estudiar a todo el conjunto de isometrias de una variedad, siempre que
éste sea simplemente conexo y los vectores de Killing sean completos. Habiendo
formulado la definicién de vector de Killing y de la ecuacién de Killing, estu-
diamos la integrabilidad de dicha ecuacién, encontrando condiciones necesarias
que debe satisfacer un campo vectorial para ser un vector de Killing, y plan-
teamos una condicién necesaria y suficiente para calcular el niimero de vectores
de Killing independientes en una variedad, usando la derivada de Lie del tensor
de curvatura de Riemann y sus derivadas covariantes sucesivas. Posteriormente
desarrollamos algunos ejemplos donde encontramos los vectores de Killing para
distintos espacios, entre los que destaca el espacio-tiempo de Minkowski, donde
vimos cémo surgen las transformaciones de Lorentz a partir de los vectores de
Killing y de suponer tnicamente la forma que toma el intervalo para un ob-
servador inercial. Finalmente, vimos una formulacién particular del teorema de
Noether, la cual nos permite obtener cantidades conservadas para un sistema
de una particula, a partir de sus vectores de Killing, y vimos como esto puede
ayudarnos a integrar las ecuaciones de movimiento de particulas en relatividad
general, estudiando el caso particular de la trayectoria de particulas masivas en
la métrica de Schwarzschild. Terminamos mostrando el concepto de tensor de
Killing y un teorema andlogo al teorema de Noether para obtener cantidades
conservadas cuando se dispone de un tensor de Killing.

Posteriormente, en el segundo capitulo estudiamos las métricas de Kerr-
Schild como soluciones en el vacio de las ecuaciones de campo. Encontramos
algunas propiedades que ayudan a simplificar las ecuaciones de campo en el
vacio, cémo es que las métricas de Kerr-Schild sean algebraicamente especiales,
lo cual permite usar el teorema de Kerr para encontrar la forma méas general que
tiene un vector nulo geodésico en el vacio, y con esto formar una tétrada nula
para integrar las ecuaciones de campo. Usando el formalismo de las tétradas
nulas, obtuvimos la solucién mas general para las métricas de Kerr-Schild en el
vacio y posteriormente, encontramos que éstas tienen un vector de Killing, lo
cual ayuda a clasificar y simplificar la solucién general anteriormente obtenida.
Finalmente, mostramos como es que se obtiene la métrica de Kerr como una
solucién particular a las métricas de Kerr-Schild con un vector de Killing tipo
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tiempo. Ademads, encontramos otro vector de Killing para la métrica de Kerr
y mostramos que dicha métrica no posee mas vectores de Killing, aunque ésta
tiene un tensor de Killing, lo cual permite integrar las ecuaciones de movimiento
de particulas en la métrica de Kerr, mediante el resultado analogo al teorema de
Noether para tensores de Killing que vimos en el primer capitulo. Culminamos
este capitulo discutiendo la posible interpretacién fisica de las demds métricas
de Kerr-Schild, siendo la métrica de Kerr la tnica solucién de agujeros negros
(s6lo cuando m > a) y el resto soluciones de singularidades desnudas.

En el ultimo capitulo nos dedicamos a estudiar las transformaciones de Kerr-
Schild, como una generalizaciéon a las métricas de Kerr-Schild. Vimos cémo es
que algunos resultados simples se mantienen en este caso general, como es la
forma del tensor métrico inverso. Posteriormente estudiamos el formalismo de
Newman-Penrose y vimos la interpretacién geométrica que tienen los coeficien-
tes de spin, que son las componentes de la conexién en una tétrada o base de
vectores nulos dada, y revisamos también la definiciéon de un espacio-tiempo al-
gebraicamente especial y la clasificacién de Petrov, que es uno de los esquemas
de clasificacién de soluciones exactas mdas importantes que se tiene, junto con
las isometrias. Teniendo el formalismo de Newman-Penrose, vimos cémo estdn
relacionados los coeficientes de spin entre una métrica y su transformacién de
Kerr-Schild, y cémo es que se preservan algunas propiedades geométricas, por
ejemplo, que el vector nulo que induce la transformacion sea geodésico. Poste-
riormente, usando las ecuaciones de Newman-Penrose, encontramos cémo estan
relacionados los tensores de curvatura entre una métrica y su transformacién de
Kerr-Schild, vimos que si el espacio-tiempo del cudl se parte es algebraicamente
especial, con n una direccién principal nula repetida, esta propiedad se preserva
bajo una KST, y usando las ecuaciones de campo, encontramos la forma del
tensor de energia momento inducido por una transformacién de Kerr-Schild.
Posterior a esto, mostramos algunos ejemplos explicitos de transformaciones de
Kerr-Schild, y derivamos un resultado acerca de cudndo los vectores de Killing
se preservan bajo una KST, el cual nos permitié encontrar una transformacion
con algunas simetrias, a partir de la métrica de Schwarzschild, para la cual
calculamos explicitamente su tensor de energia momento inducido. Finalmen-
te, discutimos de manera breve el papel de las transformaciones de Kerr-Schild
como un método de generacién de soluciones exactas en la actualidad.

Los tltimos resultados que obtuvimos dan lugar a investigaciones posterio-
res, por ejemplo, se puede intentar realizar la integracién de las expresiones del
tensor de energia momento inducido para algunos casos particulares, tal co-
mo hicimos en el segundo capitulo. En este sentido, se deben buscar métricas
en las cuales se pueda encontrar una tétrada nula caracterizada por algunas
cuantas funciones de las coordenadas, como son la métrica de Minkowski, las
métricas conformemente planas, o las métricas algebraicamente especiales, don-
de estas tultimas simplifican algunas de las expresiones que obtuvimos para el
tensor conforme de Weyl. Otra posible ruta de investigacién posterior es usar
el resultado que obtuvimos respecto a los vectores de Killing para las trans-
formaciones de Kerr-Schild para hallar métricas que preserven simetrias de las
métricas originales, aunque como se ilustra en el ultimo ejemplo realizado, las
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métricas obtenidas por esta via no corresponden necesariamente a un tensor de
energia momento observable en la naturaleza, aunque tampoco son soluciones
arbitrarias en tanto que poseen simetrias. En cualquiera de los casos, recalcamos
la importancia de que las métricas obtenidas por medio de una transformacién
de Kerr-Schild no sean soluciones arbitrarias, pues la bisqueda de soluciones
exactas a las ecuaciones de campo debe tener como fin ultimo encontrar so-
luciones que sean fisicamente aceptables o que permitan extraer informacién
valiosa sobre los fendmenos gravitacionales observables en la naturaleza.






Apéndice A

La derivada de Lie

Definicién A.1 Sea M una variedad diferenciable, X € X(M) un campo vecto-

rial en M y T un tensor de rango (’f) en M. Para p € M definimos la derivada

de Lie de T respecto a X en p como [3, p. 439]

. [( @) T, — Tp
(£xT)p =l | —————,

donde ® es el flujo asociado al campo vectorial X (definicion 1.5).

La siguiente proposicion caracteriza la accién de la derivada de Lie sobre
funciones diferenciables.

Proposicion A.1 Sea f : M — R diferenciable, entonces se tiene que para
todope M, (£xf)p =Xp[f] [3, p. 439].

Demostracion. Por definiciéon tenemos que

(£Xf)p = lim

= lim
t—0

ahora, recordamos que dado p € M, el flujo de X, ®(p) : J(P) — M tiene como
vector tangente en p a X,,, de modo que

X, 1] = 170 0y = 2 1@y = tiy [ (2=

)

por lo tanto, (£x f), = X, [f]-

Para caracterizar la derivada de Lie de un campo vectorial, requerimos del
siguiente resultado. La demostracién sigue la idea dada en [5, p. 30-31].

Proposicion A.2 Sea M wuna variedad diferenciable de dimension n y X €
X(M) tal que para algin punto p € M, X, # 0, entonces eziste una vecindad

89



90 APENDICE A. LA DERIVADA DE LIE

W del punto p tal que su sistema de coordenadas asociado {y*,...,y"} satisface

que
0

(),

oyl .

para todo punto g € W[5, p. 30].

Demostracién. Si X, # 0 entonces por continuidad existe una vecindad U
de p tal que para todo g € U, X, # 0. Sea ® : I x M — M el flujo de X y sea S
una hipersuperfice que pasa por p tal que S C U y X, ¢ T,,(S). Consideremos
entonces la restriccion del flujo a S, es decir, ® : I x S — M. Notamos que
D (0,p) : To(I) x Tp(S) — Tp(M) es un isomorfismo pues es una transformacién
lineal entre dos espacios vectoriales de la misma dimensién, que ademds mapea
una base de T p)(1xs) en un base de T,(M), ya que @, (%)(O,p) =X, ¢

T,(S). Asi, de acuerdo al teorema de la funcién inversa en variedades, existe una
vecindad J x V' de (0,p), con V C S, tal que en dicha vecindad ® : J x V — W
es un difeomorfismo, donde W es la imagen de ® y es una vecindad de p. Asi,
dado un sistema de coordenadas {z3,...,z,} en V y la coordenada natural z;
en J = (=0, B), tenemos el sistema coordenado {z1,...,x,} en J x V, asociado
al alguna carta ¢, por lo que ¢ o U~! es una carta para W, la cual induce el
sistema coordenado {y1,...,yn}, para el cual se cumple que

=), (%)
B :¢* — =X s
(83:1 . ) .o 1

para todo g € W.

Ahora, tenemos la siguiente proposicion que nos caracteriza la derivada de
Lie para campos vectoriales. La demostracion sigue la idea dada en [1, cap. 11,

p. 5.

Proposicién A.3 Dados XY € X(M) y p € M, se tiene que (£xY), =
X, Y], [3, p. 439].

Demostracién. Supongamos que X, # 0, entonces por la proposicién A.2
existe una carta coordenada ¢, con un sistema coordenado {y', ..., y"} asociado
a la carta ¢ tal que X = % en una vecindad del punto p. Usando este sistema
de coordenadas tenemos que

(£xY)p = (£x7)" (83)
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donde

, -((I)t);;yq’t(P) B YP
(£xY)f = (£x¥),lp] = iy |0 20 gy
[(D_y), Y; -Y,
~ lim (¢—) <1>t<p>t B (p) p] 0
= lim _Y‘I’t(l’) [y# °© (I)_t] — }/PM
;) i t
_Yqi’ (i) [y od_ ] —YH
, t(p) \ Oy @y (p) p
= t

Ahora, notemos que

0 0
Pod J=—[yfod_ -1 — oM
(83/”)‘1%(]3) o @ ouv [yrod oy ]w(ét(p)) v

donde {ul,... ,u"} son las proyecciones coordenadas en R™. Para ver que esto
es cierto, notemos que ¢(®;(p)) son las coordenadas del punto ®;(p), es decir,
©(®¢(p)) = (yp +t, 43, .., yy). Asi, para v = 1 se tiene que

y“(fb_t(gofl(y}, +t+ S;yga v ayg))) - y;lDL

—1 1
ur 009 ) = i

s—0 S
. Y@t (Prrs(p)) — U
= lim
s—0 S
i Y (@s(p)) —yb
= 1m -—
s—0 S

= (%)p[y”] =1,

donde la pentltima igualdad se verifica porque ® es el flujo del campo vectorial
X = 8%1. Por otro lado, para v # 1, digamos v = 2 por ejemplo, se tiene que

Y@ (o Yy + Ly 45, u)) — b

) 1 ,
guz W 009 ) = i

s—0 S
. Y@ (Ps 0 Di(p))) — yp
= lim
s—0 S
i y"(Vs(p)) — yh
= 1m -—-
s—0 S

= (;;)p[y“] =0,

donde WV es el flujo asociado al campo vectorial 8%2. Asi, tenemos que en general
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9 ) _ B
(W)(bt(p) [y o ®_4] = Juv [y“ o®_,o00 1]50(4%(1))) = 0", por lo que

v o)
Yqh(p) (W)¢t(p) [y“ °© ¢7t] - YPN

(£xY) = lim

t—0 t
'_Y” oH, —YH Yk o —Y#
= lfm | 2@ P ] = lfm | 2P
t—=0 | t t—0 t
[YH(® —-Y#
t—=0 | t oyt »

Por otro lado, X* = ", de modo que Y, [X*] = Y, [0"] = 0, por lo tanto
(£xY)h =X, [YH] = X, [YH] =Y, [X!] = [X, Y]g, que es una expresién vélida
en cualquier sistema coordenado, por lo tanto se cumple que

(£XY)P = [Xv Y]p’

como se queria demostrar.

Observacion A.1 De acuerdo con la proposicion anterior, sabemos que la de-
rivada de Lie de Y con respecto a X, £xY, es igual al conmutador de los dos
campos, [X,Y], y un cdlculo directo demuestra que dicho conmutador satisface
[5, p- 13]

1. Anticonmutatividad: [X,Y] = —[Y, X],
2. Identidad de Jacobi: [[X,Y], Z] + [[Z,X], Y]+ [[Y, Z], X] = 0.

Ahora, para caracterizar la derivada de Lie de tensores de cualquier rango,
utilizamos el siguiente resultado. La demostracion sigue la idea de [3, p. 439-440].

Proposicién A.4 Sean X € X(M), p € M y sean S, T tensores de rango (’;)
Yy (:) en M respectivamente, entonces se cumple que [5, p. 43/

LEx(T®8), =T, @ (£x9)p + (£xT)p ® Sp.

Demostracién. En la demostracion de la proposicion anterior obtuvimos que
en el sistema de coordenadas adaptado al campo vectorial X, se tiene que

9]
exvp=(57) 7"
p

Mediante un procedimiento totalmente andlogo al de la proposicién anterior,
es posible demostrar que en este mismo sistema de coordenadas, esto se cumple
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para tensores de rango arbitrario, es decir, dado un tensor G de rango (];)7 se
tiene en el sistema de coordenadas adaptado al campo vectorial X

0

H1yees Mk — K1y Mk
("EXG)P ViV T (8 1> G Vi1
Yy p

asi, en este sistema coordenado se verifica directamente que

£x(T @ §)ptim =

Vlyeeny Vign

(Ty ® (£xS))ttiim, L (£xT), @ Sy

V1yeesVign ViyeeyVign?
luego, como ésta es una expresion tensorial valida en cualquier sistema de coor-

denadas, se sigue que £x(T®S), =T, @ (£x5)p + (£xT)p @ Sp.

Estos resultados nos permiten caracterizar la derivada de Lie de tensores de
rango (?), como muestra el siguiente resultado, cuyo enunciado y demostracién
se basan en [1, cap. 11, p. 6].

Proposicién A.5 Sea X € X(M) y w = wydz” un campo de 1-formas, enton-
ces se tiene que
£xw = (wu , X" +w, X", )dz".

Demostracién. Sea Y € X(M) un campo vectorial arbitrario, entonces por
la regla del producto de Leibniz
£x(w®Y)=we (£xY)+ (£xw)®Y,
es decir, en el sistema coordenado {z!,---2"} se tiene que
(L£x(wY)N), =w, (£xY)H + (£xw), YH
Ahora, tomando v = y en la igualdad anterior tenemos que
Lx(waY)), = Lx(wu¥") = wu(£xY)" + (£xw), Y,
pero w, Y es una funcién escalar, por lo tanto
Lx(w,Y") = X [w, V"] = X0, [w,Y"] = X" (wu Y +w,Y"),
mientras que, por la proposicién A.3, sabemos que
(£xY)* =[X,Y]! = XY0,[YH] - YV,[X"] = XYyr, =Y X",
de modo que
(£xw) V" = Lx (W, Y") —wu(£xY)"
= X" (wu o Y" +w, V) —w, (XYFH, = YVXE)
= W XY +w, XYY —w, XYY +w, XYY
=wy , X"YH + wVXZi#Y“
= (Wup XY +w, XV, )Y,
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Luego, como el campo vectorial Y fue arbitrario, se sigue que (£xw), =
Wy XY +w, XY,y por tanto

£xw = (wu, X"+ w,,leM)dx“,
como se queria demostrar.

. 0 .
Esto se puede generalizar a tensores de rango (2) como se muestra a conti-
nuacion.

Proposicién A.6 Sea X € X(M) yw = wydz" @dz” un tensor de rango (g),
entonces se tiene que

£xw = (WA X Fwn XA, +wn X7, )dat © da”.

La demostracién es anédloga a la de la proposiciéon A.5. Mas ain, esto se puede
generalizar del mismo modo para tensores de mayor rango, por ejemplo, si T’
es ahora un tensor de rango (é) entonces las componentes respecto a una base
coordenada de su derivada de Lie con respecto al campo vectorial X € X(M)
son
(£xT)%, = T% X = T% X +T%,,X s +T%, X, +T%, X
X4 Buv Buv,\ Bur<> A A B B B> v
Una consecuencia directa de la proposicién A.6 es la linealidad en el primer

argumento de la derivada de Lie para tensores de rango (g), €Omo se enuncia a
continuacion.

Proposicion A.7 Sea w un tensor de rango (g) en M, X,)Y € X(M) ya €R,
entonces se cumple que

£ax+yw =afxw+ Lyw.

Por otro lado, recordamos que la derivada de Lie satisface la identidad de
Jacobi, [[X,Y], Z]+[[Z, X],Y]+[[Y,Z],X] =0, con X,Y,Z € X(M), la cual se
puede escribir como

LixyiZ = ExLyZ — Ey£xZ.

Esta identidad puede generalizarse a tensores de mayor rango, como se mues-

tra en la proposicién siguiente, para tensores de rango (g)

Proposicion A.8 Sean w un tensor de rango (g) en M, X,Y € X(M), enton-
ces se cumple que

£[X’y]w = .,EX.fyw — £y£Xw.
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Demostracién. Dada una base coordenada {9}, las componentes de £[x yw
estan dadas por
(Lix 1) = WX YN +wn[X Y, +wn[X YR,
= WA (XYY —YTX )
A A A A
Fwa (XYL + X7V, YL X, - YTX, L)

A A A A
o (X7, Y7+ XY - VX, =YX, L)

Por otro lado, £x £yw = £x [(OJHM)\Y)‘ + w#)\Yf‘V +w>\l,Y?#)d:c“ ® dx"], por
lo tanto

(£xLyw) = (w#V,)\YA),’YX’Y + (Wu%/\Y/\)XW,u + (ww,AY/\)XW,#
+ (wﬂ)\Y),\V);"/X’Y + (WHAY?’y)X’):V + (w’YAYf\V)XA{p,

+ (WAVYTM);’YX’Y + (w)\’YYf\u)X’):V + (WA”/Y?’Y)X’Y

)
de este modo, tenemos que
(£xfyw— Ly L£xw)w = (ExLyw)u — (£y £xw)uw =
WW)\’“/Y)\X‘Y + WWAY/,\WX’Y + WM%AY)\X’Y,V + W"/V)AY)\X’Y,M
"‘Wu/\,vy/,\uXv + WHAY:\V,VXV + WW\Y/,\'YXYV + wV/\Y):VXW,M
erAVa’YY),\uXW + WAVY),\M,’YXW + ""MYTMXW,V + WA’YY),\'YXY/L
_WW,AWXAYV - ww,,\X):WY'Y - w;w,)\XAYﬂ,{u - WW,AXAY:YM
—wuay XY —win XA, YT —wn XY, —wpn XA Y7,
7w>\Vv’YX>:uYW - w/\VX):uﬁYv - WMX/\#YL - w*’YX{'vYL
= WA (XYY —YTX )
+ W#A(XACVY),\’Y + XVY?’W - Y?VX):V - YA/X}:%V)
A A A A
Fwn (X, Y75+ XTY - VX, - YIXT, )
= (£[X,Y]w);w7

es decir, (£1x,y|w)uw = (£xLyw — £y £xw),u, que es una expresion tensorial
vélida en cualquier sistema coordenado, por lo tanto, £ixyjw = £x£Lyw —
£y £ xw, como queriamos demostrar.






Apéndice B

Grupos y algebras de Lie

Definicién B.1 (Grupo de Lie) Sea (G,-) un grupo. Decimos que G es un
grupo de Lie si G tiene estructura de variedad diferenciable y la transformacion

p:Gx G — G dada por u(g,h) = g-h~"' es diferenciable [2, p. 44].

Ejemplo. Notemos que el conjunto de matrices cuadradas de dimensién n
sobre los reales, M, x,(R), al ser un espacio vectorial, tiene estructura de va-
riedad diferenciable (de dimensién n?), sin embargo no es un grupo (con la
multiplicacién usual de matrices), pues no toda matriz cuadrada es invertible.
Asi, si consideramos el conjunto de las matrices reales cuadradas invertibles de
dimensién n, GL(n,R), como la funcién determinante

det : Myxn(R) — R,

es una funcién polinomial, esta resulta ser continua, de modo que el conjunto
det ' ((R)\{0}) = GL(n,R) es un conjunto abierto en M, x,(R) y por lo tanto
tiene estructura de variedad diferenciable, de la misma dimensién que M, x,,(R);
ademas, como las entradas de la multiplicacién de matrices son polinomios y
por la regla de Cramer, la inversa de una matriz es una funcién diferenciable
[37, p. 151], entonces la funcién AB~! resulta ser diferenciable. Luego, se sigue
que GL(n,R) es un grupo de Lie.

Ejemplo. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana. Consideremos al con-
junto de isometrias de la variedad I(M) = {®: M — M |V p € M, (®)5gs) =
gp} (definicién 1.4). Es facil ver que I(M) es un grupo bajo la composicién
de funciones y ademds es posible dar a I(M) una estructura de grupo de Lie,
sin embargo la demostracién de esto requiere mas elementos de geometria dife-
rencial para ser desarrollada aqui. Dicha demostraciéon puede consultarse, por
ejemplo, en [38, p. 39-41].
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Al ser los grupos de Lie objetos matematicos bastante complicados, un con-
cepto que emerge naturalmente de los grupos de Lie es de dlgebra de Lie, el cual
se define a continuacion.

Definicién B.2 (Algebra de Lie) Sea g un espacio vectorial sobre R, dotado
con la funcion bilineal {-,-} : g X g = g tal que para todo X,Y,Z € g se tiene
que

1. {X,Y}=-{Y, X},
2. {{X,Y},Z}—&-{{Z,X},Y}—I—{{KZ},X} =0,

entonces se dice que la pareja (g,{-,-}) es un dlgebra de Lie sobre R y a la
operacion {-,-} se le llama corchete [5, p. 447].

Ejemplo. Consideremos al conjunto de campos vectoriales sobre una variedad
diferenciable M, X(M) dotado con la funcién {-,-} : (M) x X(M) — X(M)
definida por {X,Y} = £xY, entonces por la proposicién A.3 sabemos que
£xY = [X,Y] y en virtud de la observacién A.1, se tiene que el conmutador
satisface las propiedades de la definicién anterior, por lo tanto (X(M), £(,(-))
es un algebra de Lie.

Esto proporciona una manera de asociar un dlgebra de Lie a una variedad
M. Cuando la variedad también es un grupo de Lie, existe otra algebra de Lie
asociada a esta variedad, la cual se construye a continuacion.

Definiciéon B.3 Sea G un grupo de Lie y sea a € G, definimos los mapeos
L,:G—GyR,:G— G como Ly(9) = ag y Ru(g) = ga respectivamente,
donde g € G [5, p. 447].

Definicién B.4 Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial X € X(G) se dice
invariante por la izquierda si y sdlo si (Lq)+Xy = Xqg, para todo a,g € G.
Denotamos al conjunto de campos vectoriales en G invariantes por la izquierda

como g, es decir, g = {X € X(G) : (La)xgXg = Xag, YV a,g € G} [5, p. 448].

Notamos que g es un subespacio vectorial de X(G), y mds atn, una subdlge-
bra de Lie (es decir, un subespacio vectorial de un dlgebra de Lie que es cerrado
bajo el corchete) de (X(G),[,]) como muestra la siguiente proposicién.

Proposicién B.1 Dados X,Y € g, [X,Y] € g [5, p. 448].

La demostracion de esta proposicién requiere de la siguiente definicién y las
dos proposiciones siguientes.

Definiciéon B.5 Sean M, N wvariedades diferenciables, ® : M — N diferencia-
ble, X € X(M) yY € X(N). Decimos que X,Y estin ®-relacionados si y solo
81 (®)upXp = Ya(p) para todop € M [5, p. 14].

Notemos que de acuerdo con la definicién anterior, para X € X(G), X € g
siy sélo si X estd L,-relacionado consigo mismo, para todo a € G.



99

Proposicién B.2 Sean M, N wvariedades diferenciables, ® : M — N diferen-
ciable, X € X(M), Y € X(N). Entonces X, Y estdn ®-relacionados si y sélo si
para toda f: N =R, X[fo®] =Y f)o® [5, p. 14]

Demostracién. Tenemos que X[f o ®] = (Y f) o ® para toda f : N — R si
y s6lo si X,[f o ®] = Yg(p) f para toda f: N — Ry para todo p € M, lo cual
ocurre si y sélo si ®,,X,(f) = Yo f para toda f: N = Rype M,y esto
pasa si y sélo si ®.,X;, = Yy(,) para todo p € M, es decir, si y sélo si X,Y
estan ®-relacionados.

Proposicién B.3 Sean M, N wvariedades diferenciables, ® : M — N diferen-
ciable, X1, X € X(M), Y1,Ys € X(N). Si X1,Y) estin ®-relacionados y X,V
estdn ®-relacionados, entonces [ X1, Xs], [Y1, Ya] estdn ®-relacionados [5, p. 14].

Demostracién. Por la proposicién anterior tenemos que [ X1, Xo], [Y1, Ya] estdn
®d-relacionados si y sélo si para toda f : N — R, [X1, Xo](fo®) = ([Y1, Ya]f)o®,
lo cual ocurre si y sélo si para toda f : N — Ry para todo p € M, [ X1, Xs],(fo

®) = [Y1, Ya]a(p) f, Pero se tiene que

(X1, Xo]p(f 0 @) = X1, [Xo(f o )] — Xo, [X:1(f 0 ®)]
= X1, [(Yaf) o @] — X5, [(Y1f) 0 @],

porque X1,Y; estan ®-relacionados y también lo estdn Xs, Y5. Por otro lado,

Y1, Yaolopy f = Yig, Yo f] = Yau,, [Y1£]
= X1, [(Y2f) 0 @] = X5, [(Y1 ) 0 @],

Nuevamente, porque X1, Y7 estan ®-relacionados y también lo estan Xo, Ys.
Luego, tenemos que para toda f : N — Ry para todop € M, [X1, Xa],(fo®) =
(Y1, Ya]a(p) f v porlo tanto [ X1, Xo], [Y1, Ya] estan ®-relacionados, como se queria
demostrar.

Asi, retomando la proposicién B.1, si X € gy Y € g entonces X estd L,-
relacionado consigo mismo para todo a € G, y Y estd L,-relacionado consigo
mismo para todo a € G, de modo que por la proposicién anterior, [X,Y] estd
L,-relacionado consigo mismo, para todo a € G y por lo tanto, [X,Y] € g, es
decir, g es una subélgebra de Lie de (X(G), [+, ]).

Definicién B.6 Al dlgebra de Lie (g, [-,-]) se le conoce como el dlgebra de Lie
asociada al grupo de Lie G [5, p. 448].

Existe una caracterizacién util del algebra de Lie asociada a G, como el
espacio T.(G) donde e denota el elemento neutro del grupo de Lie G, como se
muestra a continuacion.

Proposicién B.4 La funcién T : g — To(G) definida por T(X) = X, es un
isomorfismo entre espacios vectoriales [5, p. 448].
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Demostracién. Dados X,Y € g, a € R, tenemos que T'(aX +Y) = (aX +
Y)e=aX.+Y,=aT(X)+T(Y) por lo que T es una transformacién lineal.

Ahora, T es inyectiva pues si T(X) = 0 entonces X, = 0 pero para todo
be G, Xy = Xep, y como X € g entonces Xep = (Lp)weXe = 0 lo cual implica
que para todo b € G, X, = X, = 0, es decir, si T(X) = 0 entonces X = 0.
Por otro lado, dado Y € T.(G), definimos X € X(G) como X, = (Lp)« Y para
b € G, entonces X € g ya que dados a,g € G

(La)*gX = (La)*g(Lg)*eY = (Lao Lg)*eY = (Lag)*eY = Xag,

por lo tanto X € g, y ademds T'(X) = X, = (L¢)«Y =Y ya que para f : G —
R, (L)Y (f) = Y[f o L] , pero (f o L)(b) = £(Le(b)) = f(eb) = f(b), para
todo b € G por lo tanto (L)Y (f) = Y[f o L] = Y|[f], para toda f : G = R
lo cual implica que (L¢)«Y =Y, de modo que T(X) =Y y por lo tanto T es
suprayectiva.

Luego, T es un isomorfismo, como se queria demostrar.

Ademas, podemos inducir en T.(G) un corchete del siguiente modo: dados
v,w € T, (G) sabemos que existen dnicos X,Y € g tales que T'(X) = v, T(Y) =
w por lo que definimos el corchete {-,-} : Te(G) X T (G) — T.(G) como {v, w} =
[X,Y].. De este modo, T.(G) con el corchete que acabamos de definir es un
algebra de Lie, el cual podemos pensar como el algebra de Lie asociada a G,
gracias al isomorfismo que existe entre T.(G) y g, el cual preserva el corchete,
es decir, T([X,Y]) ={T(X), T(Y)}.

Teniendo todas estas definiciones presentes, veamos ahora la demostracién
de la existencia de un isomorfismo entre entre el conjunto ci(M) (el cual se define
al final de la seccién 1.1) y el dlgebra de Lie asociada al grupo de isometrias,
J(M).

Definicién B.7 Para p € M, definimos el mapeo 11, : I(M) — M como
IL,(®) = (p) para ® € I(M) [5, p. 255].

Definicién B.8 Dado p € M, definimos la transformacion T : 3(M) — X(M)
como T(X)(p) = (II,)+e(Xe), donde e denota al elemento neutro del grupo de
Lie I(M) [5, p. 256].

Como se muestra en la siguiente proposicién, la imagen de T esta contenida
en ci(M).

Proposicién B.5 Para todo X € 3(M), T(X) € ci(M) [5, p. 256].

Demostraciéon. Sea ¥ : J x I(M) — I(M) el flujo de X, como los grupos
de un pardmetro estdn definidos en toda la recta real [5, p. 255, la funcién
t — Wy(e) esta definida para todo t € R, donde e es el elemento neutro de I(M);
veamos que esta funcién es el flujo (global) de T'(X): dado p € M, tenemos que
U(e)(p) : R = M cumple que ¥y(e)(p) = e(p) = p, por lo que resta ver que
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(T(e)(p)), = T(X)w,(e)(p) Para todo s € R. Sea f : M — R, entonces se tiene
que

T(X)w,(e)p) [f] = Ww, (e)(p))ve(Xe)[f] = Xe[f 0 Ty () ()]
d d
= S [ olu o 0 ¥©@)],_g = 2 [f [y, ) (Te(e)] g
= L@@ = 5 o@D
i F W () — F(4 () ()

t—0 t

)

mientras que

(W)L = 5 [Fo MmNy = 5 F@E )],

e T (©m) — fVL))

t—0 t

)

luego, para todo p € M se tiene que ¥y(e)(p) =py (\I/(e)(p)); =T(X)w,(e)(p)
para todo s € R, por lo tanto ¥(e) es el flujo de T(X), el cual estd definido en
R x M, por lo tanto T'(X) es completo, y ademds para todo t € R, ¥ (e) € I(M)
por lo tanto T'(X) es un vector de Killing. Luego, T(X) € ci(M).

Asi, redefinimos T : (M) — c¢i(M), entonces T' cumple lo siguiente.

Proposicién B.6 T : 3(M) — ci(M) es una transformacion lineal y biyectiva
[5, p. 256].

Demostracion.

1. T es lineal: Dados X,Y € J(M), a € R, para p € M se tiene que
T(aX+Y)(p) = (p)se((aX +Y)e) = (p)se(aXe +Ye) = a(lly)re(Xe) +
II)se(Ye) = aT'(X)(p) + T(Y)(p), lo cual es cierto para todo p € M, por
lo tanto T'(aX +Y) =aT(X)+ T(Y), es decir, T es lineal.

2. T es inyectiva: Supongamos que T'(X) = 0 entonces (II,).e(Xe) = 0 para
todo p € M, entonces si f: M — R, se tiene que

d
0= (H;D)*e(Xe)(f) = Xc[fo Hp] = o [f(Hp(‘Ilt(e)))]tzo )
donde ¥(e) =R — I(M) es la curva integral de X que en ¢t = 0 pasa por

e. Luego,

d d
0= o P (e(e)]mg = g F(¥e()P))imo -

En particular, podemos tomar f : M — R como las funciones coordenadas
{z*} de modo que

0= % [ (0, (Te(e))] i = % [ (To() (D)) » ¥ 1= 1,2, s
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Asi, como las funciones t — z*(U.(e)(p)) son constantes z*(¥;(e)(p)) =

M (To(e)(p)) = z*(e(p)) = z(p) lo cual implica que V;(e)(p) = p y por
lo tanto W;(e) = e, es decir, el flujo de X es el mapeo identidad en (M),
por lo tanto X = 0, lo cual implica que T es inyectiva.

3. T es suprayectiva: Sea X € ¢i(M), entonces como X es un vector de Killing
completo, podemos ver el flujo (global) ® : R x M — M de X como una
funcién ¢ : R — I(M) de modo que Y = (D). (%)0 € Te(I(M)) y usando
la construccién de la demostracién para la proposicién B.4, definimos X €
J(M) como X, = (Lq)«(Y) para a € I(M), entonces

T(X)(p) = (Hp)se[Xe] = (Hp)se[(Le)se(Y)],
de modo que si f: M — R se tiene que

T(X)(p)[f} = (Hp)*E[(Le)*e(Y)](f) = (Le)*E(Y)[f o Hp]

d
—Y[foll, 0 L] = (®). (dt) foll, oL,
d
= %[‘f o Hp 0] Le o q>]t:0~

Ahora, notemos que L, o ® = eo ® = P, pues e es el mapeo identidad en

M. Asi, tenemos que
T = 7 0Ty o B = T [7(@p))lim0 = X,11),

lo cual es cierto para toda f : M — R, por tanto T(X)(p) = X, para
todo p € M, lo cual implica que T(X) = X, es decir, el mapeo T es
suprayectivo.

Asi, se concluye que T es lineal y biyectiva.

Como consecuencia de esta proposicion tenemos ahora lo siguiente.

Proposicién B.7 El conjunto ci(M) tienes estructura de espacio vectorial

Demostraciéon. Como T : J(M) — ci(M) es suprayectiva entonces la imagen
de T es ci(M) y como T es una transformacién lineal entonces su imagen es un
espacio vectorial.

Y la proposicién B.6 se puede traducir del siguiente modo.

Proposicién B.8 T : J(M) — ci(M) es un isomorfismo entre espacios vecto-
riales.

Veamos ahora que ademads el isomorfismo 7' : J(M) — ci(M) se comporta
bien respecto al conmutador.

Proposicién B.9 Si X\ Y € J(M), entonces [T'(X),T(Y)] = -T([X,Y]) /5,
p. 256].

La demostracién sigue la ruta trazada en [5, p. 256].
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Demostraciéon. Sea @ : R x M — M el flujo de T'(X) y sea p € M, tenemos
que

[T(X), T(Y)]p = (£rx)T(Y))p = lim

[(‘I%)ZT(Y)@@) - T(Y)p}

t—0 t
— i | (@) TP, — T ),
t—0 t '

Sea ¢ = ®4(p), entonces se verifica de manera directa que
®_;oll,=1I,0Rp, o Lg_,,

por lo tanto,
(‘b—t)*q(Hq)*e}/e = (Hp)*e(RQt)*fb,tY(b,”

asi, se tiene que

[T T, = Ji |

t—0

(D_4)uq(1L,) *EY T(Y }

_ lim (Hp)*e(R@) ®_ Y<1> o= (Hp)ee
50
(). [im (Rét)*é_tyé_t -Y.
p/xe 1250 t :

Por otro lado, tenemos que

[-X,Y]. = lim "

t—0

= lim
t—0

{(\I’—t)wt@)wa - Y]
t b

donde ¥ es el flujo de —X € X(I(M)), por lo que la funcién ¢ : R x I(M) —
I(M), definida por p; = U_y4, es el fluyjo de X. Asi, podemos reescribir la
expresién anterior como

[~X,Y]. = lim [

t—0

(Pt)rp ()Y i(e) — Y]
- .

Consideremos ahora a un elemento g € I(M) y a la curva Lyp(e) : R —
I(M), entonces Lyp(e) es la curva integral del campo (Lg).X que empieza en
g, ya que Lypo(e) = Lge = ge = g, y ademds, dado s € R, se tiene que

(Lyp(€)s = (Lop(e)).s (jt) = (Lo)wpuo)((€))s (i)

= (Lg)*cps(e) ((p(e))/sv

pero ¢(e) es una curva integral de X entonces (¢(e))

’

= Xy, (e), Por tanto

S

’

(Lgp(€))s = (Lg) s () Xipa(e) = Xgipa(e)s
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donde la dltima igualdad se cumple porque X € J(M). Ahora, notemos que
Lyp(e) = gp(e) = Ry(eyg, entonces la igualdad anterior se escribe como

(Rw(e)g)s = XR,. (09

asi, Ry,(c)g es la curva integral de X que empieza en g, por lo tanto R es
el flujo de X, lo cual implica que R ) = ¢, y ademas como ¢(e) es la curva
integral de X que pasa por e, entonces dicha curva es el flujo de T'(X), es decir,
p(e) = @, de modo que ¢ = Ry y por tanto

{(%)wme%t(e) - Ye}
t

[-X,Y], = lim

t—0

= lim

[(R@t)*@thgt - }/:i:|
¢ )

luego, se sigue que

T T, = (). [}5% [(an)*cthcpt - Ye”

t
= (Mp)we ([=X, Y]e) = =(Tp)we ([X, Y]e)
= —T([X,Y])p,
lo cual es cierto para todo p € M, por lo tanto [T'(X),T(Y)] = —-T([X,Y]),

como se queria demostrar.

De esto, se sigue que ci(M) tiene también estructura de dlgebra de Lie, pues
si Z,W € ci(M), como T es biyectiva entonces existen unicos X,Y € J(M)
tales que T(X) = Z, T(Y) = W, y entonces se tiene que

[Z,W]=[T(X),T(Y)]=-T(X,Y]) € ci(M).

Asi, de acuerdo con la proposicién B.8 y la proposicién B.9, existe un isomor-
fismo de espacios vectoriales entre las dlgebras de Lie J(M) y ci(M) que ademds
preserva el corchete (salvo un signo menos), por lo que estas dos dlgebras de Lie
son esencialmente las mismas.

Si ademads el grupo de isometrias de la variedad (M) es simplemente conexo,
entonces podemos asegurar que existe un isomorfismo de grupos entre I(M) y el
grupo de Lie asociado a ci(M) (ver, por ejemplo, [37, p. 531]) es decir, el grupo
de transformaciones de M en si mismas generado por el flujo de los vectores de
Killing completos. Asi, en este caso el flujo de los vectores de Killing completos
determina por completo al grupo de isometrias de la variedad.
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