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DE MÉXICO

FACULTAD DE CIENCIAS

TRANSFORMACIONES DE
KERR-SCHILD EN RELATIVIDAD

GENERAL

T E S I S

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE:

FÍSICO

PRESENTA:

EDUARDO LARA RAMÍREZ
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Introducción

La teoŕıa de la relatividad general, uno de los pilares fundamentales de la f́ısi-
ca moderna, constituye hoy en d́ıa la teoŕıa más aceptada para describir los
fenómenos gravitacionales que observamos en la naturaleza. La presencia de
agujeros negros a lo largo del cosmos, la existencia de radiación gravitacional,
la precesión del perihelio de los planetas, la deflexión gravitacional de la luz o
la expansión acelerada del universo mismo, son algunos ejemplos de prediccio-
nes formuladas por esta fascinante teoŕıa geométrica del espacio-tiempo, todas
comprobadas experimentalmente con un alto grado de precisión.

Sin embargo, dado que las ecuaciones fundamentales de la teoŕıa de la re-
latividad, que son las ecuaciones de campo de Einstein, son un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales acopladas no lineales, muchos aspectos de la
misma aún continúan siendo una incógnita. Esto hace que el estudio de solucio-
nes exactas a las ecuaciones de campo, el cual es el tema de estudio del presente
trabajo, sea una tarea relevante, pues si bien hoy en d́ıa la capacidad de cómpu-
to es tal que permite resolver las ecuaciones de campo de manera numérica,
las soluciones exactas nos proporcionan información importante sobre el tipo de
fenómenos gravitacionales que podemos observar en la naturaleza, y aun cuando
muchas de estas soluciones representen condiciones idealizadas o con alto grado
de simetŕıa, siguen siendo una fuente valiosa de información, en tanto que nos
dan una visión cualitativa sobre qué es lo que podŕıa ocurrir en situaciones más
realistas.

Entre el conjunto de soluciones exactas conocidas para las ecuaciones de
campo, destaca la métrica de Kerr, la cual describe el exterior de un cuerpo con
simetŕıa esférica, momento angular distinto de cero y sin carga eléctrica. Dado
que en la naturaleza estos últimos objetos astrof́ısicos son bastante abundantes,
la métrica de Kerr resulta ser de particular importancia en f́ısica. Poco tiempo
después de su descubrimiento, Alfred Schild y Roy Kerr encontraron que esta
métrica pertenece a una familia más amplia de soluciones a las ecuaciones de
campo, de la forma (asumiendo la signatura -2 de la métrica)

gµν = ηµν − nµnν ,

donde η es la métrica de Minkowski y n un vector nulo. Las soluciones a las
ecuaciones de campo de este tipo, llamadas métricas de Kerr-Schild, poseen
algunas propiedades geométricas y f́ısicas interesantes y que facilitan su estudio,
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2 INTRODUCCIÓN

por lo que pronto surgió el interés de estudiar esta familia de soluciones y buscar
generalizaciones a la misma, siendo una de estas posibles generalizaciones las
llamadas transformaciones de Kerr-Schild, las cuales tienen la forma

ĝµν = gµν − nµnν ,

donde n aún es un vector nulo pero la métrica g ya no es necesariamente la
métrica de Minkowski.

El presente trabajo está dividido en tres caṕıtulos y tiene por objetivo es-
tudiar las transformaciones de Kerr-Schild. Para esto, comenzamos el primer
caṕıtulo de esta obra con un estudio acerca de las simetŕıas en relatividad gene-
ral, las cuales se formulan en términos de los llamados vectores de Killing. Las
simetŕıas juegan un papel muy importante en todas las áreas de la f́ısica, desde
los grupos puntuales en cristalograf́ıa y f́ısica de la materia condensada, pasan-
do por las teoŕıas f́ısicas más antiguas y fundamentales como son la mecánica
clásica y el electromagnetismo, donde las simetŕıas están presentes a través del
teorema de Noether, hasta las teoŕıas cuánticas de campo, donde las distintas
interacciones fundamentales de la naturaleza emergen de los grupos continuos
de simetŕıas presentes en la teoŕıa. La teoŕıa general de la relatividad no es una
excepción a esto y más aún, dada la no linealidad de las ecuaciones de cam-
po, las simetŕıas desempeñan un papel importante en el estudio de soluciones
exactas en relatividad general.

El segundo caṕıtulo está dedicado a estudiar las métricas de Kerr-Schild,
y tiene por objetivo discutir algunas de las propiedades de estas métricas y
resolver las ecuaciones de campo en el vaćıo para las mismas, mostrando a la
métrica de Kerr como una solución particular de esta familia de soluciones.

Teniendo desarrolladas las herramientas de los dos primeros caṕıtulos, en
el tercer y último caṕıtulo de este trabajo estudiamos las transformaciones de
Kerr-Schild, analizando algunas de sus propiedades f́ısicas y geométricas y cómo
es que se relacionan estas propiedades f́ısicas y geométricas de las soluciones ob-
tenidas v́ıa una transformación de Kerr-Schild con la solución a partir de la cual
se originaron. Finalmente, mostramos algunos ejemplos expĺıcitos de transfor-
maciones de Kerr-Schild y discutimos brevemente el papel de las transforma-
ciones de Kerr-Schild como método de generación de soluciones exactas a las
ecuaciones de campo en la actualidad.



Caṕıtulo 1

Vectores de Killing

En este caṕıtulo desarrollamos un estudio sobre las simetŕıas en variedades
pseudo-riemannianas, entre las cuales figura el propio espacio-tiempo, de acuer-
do con la teoŕıa general de la relatividad. Comenzamos definiendo qué entende-
mos por simetŕıa y cómo es que los vectores de Killing determinan las simetŕıas
del espacio-tiempo. En la segunda sección nos dedicamos a estudiar condiciones
necesarias que deben satisfacer los vectores de Killing y cuándo la ecuación de
Killing resulta ser integrable. En la tercera sección desarrollamos algunos ejem-
plos concretos de la teoŕıa, para terminar en la última sección ilustrando una de
las principales aplicaciones del estudio de las simetŕıas de un sistema f́ısico: la
existencia de cantidades conservadas asociadas a una simetŕıa. Dado el carácter
geométrico de la teoŕıa de la relatividad general, este caṕıtulo utiliza algunas
herramientas propias de la geometŕıa diferencial, como son la derivada de Lie,
los grupos de Lie y las álgebras de Lie, las cuales cubrimos de manera breve en
los apéndices A y B, respectivamente, los cuales pueden encontrarse al final de
este trabajo.

En este caṕıtulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es +2.

1.1. Isometŕıas y la ecuación de Killing

Recordemos que en una variedad pseudo-riemanniana (M, g) las propiedades
geométricas de la variedad como son ángulos, distancias, curvatura, etc, están
determinados por el tensor métrico g (en general el tensor de curvatura está
determinado por la conexión, pero en una variedad pseudo-riemanniana la co-
nexión usada es la compatible con la métrica, de modo que en este caso la métri-
ca determina la curvatura). Además, de acuerdo con la teoŕıa de la relatividad
general, es el tensor métrico quien determina la estructura del espacio-tiempo.
Aśı, estamos interesados en encontrar aquellas transformaciones de la variedad
en śı misma que preservan el tensor métrico, es decir, isometŕıas. Para esto,
recordemos algunas definiciones de los mapeos entre variedades, necesarios para
definir lo que entenderemos por preservar el tensor métrico.
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4 CAPÍTULO 1. VECTORES DE KILLING

Definición 1.1 Sean M, N variedades diferenciables y sea f ∈ C∞(M,N).
Definimos el pullback de f como la transformación

(f)∗ : C∞(N,R)→ C∞(M,R),

(f)∗h = h ◦ f,

donde h ∈ C∞(N,R) [1, cap. 9, p. 2].

Definición 1.2 Sean M, N variedades diferenciables y sea f ∈ C∞(M,N).
Para p ∈ M, recordamos que el espacio tangente a la variedad M en el punto p
se denota como Tp(M) y el espacio cotangente en p como T ∗p (M). Definimos el
mapeo diferencial (f)∗p como la transformación

(f)∗p : Tp(M)→ Tf(p)(N),

(f)∗pv (h) = v [(f)∗h] ,

para v ∈ Tp(M) y h : N → R diferenciable [2, p. 13].

Teniendo la definición del mapeo diferencial, podemos extender la definición
del pullback de una función como sigue.

Definición 1.3 Dada f : M → N y p ∈ M , definimos el pull-back de f como
la transformación

(f)∗p : T ∗f(p)(N)⊗ · · · ⊗ T ∗f(p)(N)︸ ︷︷ ︸
l

→ T ∗p (M)⊗ · · · ⊗ T ∗p (M)︸ ︷︷ ︸
l

,

(f)∗pSf(p) [v1, v2, . . . , vl] = Sf(p) [(f)∗pv1, (f)∗pv2, . . . , (f)∗pvl] ,

para v1, . . . , vl ∈ Tp(M) y Sf(p) un tensor de rango
(

0
l

)
en N .

Cuando se tiene un difeomorfismo f : M → M es posible extender la defi-
nición del pull-back a tensores S de rango

(
k
l

)
[3, p. 438]: dados w1, . . . , wk ∈

T ∗p (M) y v1, . . . , vl ∈ Tp(M) se define el pull-back como

(f)∗pSf(p)

[
w1, . . . , wk, v1, . . . , vl

]
= Sf(p)

[
(f−1)∗f(p)w

1, . . . , (f−1)∗f(p)w
k, (f)∗pv1, . . . , (f)∗pvl

]
.

Teniendo estos elementos, veamos la definición de isometŕıa.

Definición 1.4 Dada una variedad pseudo-riemanniana (M, g), se dice que el
difeomorfismo f : M → M es una isometŕıa si y sólo si (f)∗pgf(p) = gp para
todo p ∈ M [2, p. 72]. Denotamos al conjunto de isometŕıas de la variedad M
como I(M), es decir

I(M) = {f : M →M | ∀ p ∈M, (f)∗pgf(p) = gp}.
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Figura 1.1: Rotación en el plano.

La idea de la definición anterior se ilustra en la figura 1.1 para una rotación
en el plano. Como la rotación f es una isometŕıa, los vectores v, w permanecen
ortogonales cuando son transportados por el mapeo diferencial (f)∗p, es decir,
se preserva el tensor métrico.

En general, no es fácil encontrar las isometŕıas de una variedad pseudo-
riemanniana, sin embargo, podemos facilitar su estudio analizando los grupos
de isometŕıas generados por campos vectoriales; como veremos más adelante, en
realidad esto es suficiente para determinar a todo el conjunto de isometŕıas de
la variedad. Para estudiar isometŕıas generadas por campos vectoriales, recor-
damos primero un teorema acerca de la existencia y unicidad de soluciones a
las ecuaciones diferenciales en variedades.

Proposición 1.1 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y sea ξ
∈ X(M) un campo vectorial en M . Entonces, dado un punto p ∈M , el problema
de valores iniciales

α̇(t) = ξα(t),

α(0) = p,

tiene una única solución α : (−ε, ε) → M , para algún ε > 0 [2, p. 32], donde
α′(s) se define para funciones diferenciables f : M → R como

α̇(s)[f ] =
d

dt
[f ◦ α]t=s .

Demostración. Dado p ∈ M y dado el problema de valores iniciales, sea
ϕ : U → V una carta coordenada, con U un conjunto abierto en M tal que
p ∈ M y V un conjunto abierto en Rn. Definimos a la curva γ en Rn como
γ = ϕ ◦ α, entonces al aplicar las funciones coordenadas xµ : M → R en ambos
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lados de la igualdad que define el problema de valores iniciales, éste se traduce
como

γ̇(t) = (ξ1
ϕ−1(γ(t)), . . . , ξ

n
ϕ−1(γ(t))),

γ(0) = ϕ(p),

por lo que aplicando la misma versión de este teorema en Rn (ver, por ejemplo,
[4, p. 74]) al campo vectorial (ξ1

ϕ−1 , . . . , ξnϕ−1) : V → Rn se tiene que existe

una única solución γ : (−ε, ε)→ Rn al problema de valores iniciales, para algún
ε > 0. Luego, nuestra solución buscada es α = ϕ−1 ◦ γ : (−ε, ε)→ U .

Definición 1.5 Para p ∈ M , denotamos por J(p) el intervalo maximal donde
está definida la solución αp : (−ε, ε) → M del teorema anterior. Definimos el
conjunto {(t, p) : p ∈ M, t ∈ J(p)} = I × M con I = (−β, β) para algún
β > 0 , entonces a la función Φ : I ×M → M , definida por Φt(p) = αp(t) se
le llama flujo local de ξ. Cuando J(p) = R para todo p ∈ M , entonces el flujo
Φ : R×M →M se llama flujo global de ξ y se dice que ξ es un campo vectorial
completo [2, p. 32].

De este modo, el flujo de un campo vectorial ξ ∈ X(M) consiste en un
semigrupo de transformaciones de un parámetro de la variedad en śı misma,
es decir, Φt : M → M para todo t ∈ I, donde Φs(p) es la curva integral de ξ
que pasa por p en t = 0, evaluada al tiempo t = s. Por ejemplo, para el campo
vectorial en R2, ξ(x, y) = (x,−y), su flujo está determinado por el sistema de
ecuaciones diferenciales

ẋ(t) = x(t),

ẏ(t) = −y(t),

cuyas soluciones son

x(t) = c1e
t,

y(t) = c2e
−t.

Por lo tanto, el flujo del campo vectorial ξ está dado por

Φ : R× R2 → R2,

Φt(x, y) = (xet, ye−t),

de donde notamos que éste se puede ver como un semigrupo de transformacio-
nes del parámetro t, que a cada punto (x, y) del plano lo mapea en el punto
(xet, ye−t), el cual pertenece a la curva integral del campo vectorial ξ que pasa
por (x, y) al tiempo t = 0. El flujo del campo vectorial ξ se ilustra en la figura
1.2.

Aśı, teniendo la definición de flujo de un campo vectorial, definimos ahora
lo que es un vector de Killing, es decir, un campo vectorial cuyo flujo genera
isometŕıas.
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Figura 1.2: Flujo del campo vectorial ξ(x, y) = (x,−y).

Definición 1.6 Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana. Decimos que un
campo vectorial ξ ∈ X(M) es campo vectorial de Killing, o simplemente un
vector de Killing si y sólo si el flujo Φ : I ×M →M de ξ cumple que Φt es una
isometŕıa para todo t ∈ I [5, p. 251].

Teniendo la definición de flujo de un campo vectorial, podemos definir la
derivada de un tensor T a lo largo del flujo Φ de un campo vectorial ξ, conocida
como la derivada de Lie, la cual se define en cada punto p ∈M como (definición
A.1)

(£ξT )p = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
pTΦt(p) − Tp

t

]
.

Como se muestra en la siguiente proposición, la derivada de Lie nos permite
caracterizar a los vectores de Killing. La demostración sigue la idea dada en [5,
p. 251].

Proposición 1.2 Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana y sea ξ ∈ X(M)
un campo vectorial en M , entonces ξ es un vector de Killing si y sólo si £ξg = 0
[5, p. 250].

Demostración. Supongamos que ξ es un vector de Killing, y sea Φ : I ×
M → M su flujo, entonces para todo p ∈ M y para todo t ∈ I se tiene que
(Φt)

∗
pgΦt(p) = gp de modo que

(£ξg)p = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
pgΦt(p) − gp

t

]
= 0.

Rećıprocamente, supongamos que £ξg = 0 es decir, (£ξg)p = 0 para todo
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p ∈M , en particular, (£ξg)Φs(p) = 0. Dado w ∈ TΦs(p)(M), tenemos que

0 = (£ξg)Φs(p)(w,w) = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
Φs(p)

gΦt(Φs(p))(w,w)− gΦs(p)(w,w)

t

]

= ĺım
t→0

[
gΦt(Φs(p))((Φt)∗Φs(p)w, (Φt)∗Φs(p)w)− gΦs(p)(w,w)

t

]
= ĺım
t→0

[
gΦt+s(p)((Φt)∗Φs(p)w, (Φt)∗Φs(p)w)− gΦs(p)(w,w)

t

]
,

aśı, dado v ∈ Tp(M), tenemos que w = (Φs)∗pv ∈ TΦs(p)(M) y por lo tanto

0 = (£ξg)Φs(p)(w,w) = ĺım
t→0

[
gΦt+s(p)((Φt)∗Φs(p)w, (Φt)∗Φs(p)w)− gΦs(p)(w,w)

t

]
= ĺım
t→0

[
gΦt+s(p)((Φt+s)∗pv, (Φt+s)∗pv)− gΦs(p)((Φs)∗pv, (Φs)∗pv)

t

]
,

es decir, la función s→ gΦs(p)((Φs)∗pv, (Φs)∗pv) tiene derivada cero, por lo tanto
es constante, de modo que para todo s, se tiene que

gΦs(p)((Φs)∗pv, (Φs)∗pv) = gΦ0(p)((Φ0)∗pv, (Φ0)∗pv) = gp(v, v),

para todo v ∈ Tp(M). Aśı, si v1, v2 ∈ Tp(M), gΦs(p)((Φs)∗pv1, (Φs)∗pv2) =
gp(v1, v2), lo cual implica que (Φs)

∗
pgΦs(p) = gp, de modo que Φs es una iso-

metŕıa para todo s ∈ I y por lo tanto, ξ es un vector de Killing.

Para continuar nuestro desarrollo se requieren algunos resultados acerca de la
derivada de Lie, los cuales se pueden consultar en el apéndice A. En particular
de acuerdo con la proposición A.6, para el tensor métrico g tenemos que las
componentes de su derivada de Lie con respecto a un campo vectorial ξ son

(£ξg)µν = gµν,λξ
λ + gµλξ

λ
,ν + gλνξ

λ
,µ.

En particular, ξ es un vector de Killing si y sólo si £ξg = 0 y por tanto si y
sólo (£ξg)µν = 0, de modo que ξ es un vector de Killing si y sólo si

gµν,λξ
λ + gµλξ

λ
,ν + gλνξ

λ
,µ = 0. (1.1)

Esta ecuación nos permite encontrar las componentes de todos los vectores
de Killing en una variedad M dada las componentes del tensor métrico en al-
guna base coordenada. De esta ecuación notamos en particular que dadas las
componentes gµν de la métrica, si éstas no dependen de alguna coordenada xα0

entonces ξ = ∂α0 = δµα0
∂µ es un vector de Killing [6, p. 205], lo cual pode-

mos verificar del siguiente modo: como sus componentes ξµ están dadas por
ξµ = δµα0

y como gµν,α0
= 0 entonces se tiene que

(£ξg)µν = gµν,λξ
λ + gµλξ

λ
,ν + gλνξ

λ
,µ = gµν,λδ

λ
α0

= gµν,α0
= 0,
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lo que demuestra que ξ = ∂α0 es un vector de Killing en este caso. Más aún, el
rećıproco de esto también es cierto: si ξ ∈ X(M) es un vector de Killing tal que
para algún punto p ∈M , ξp 6= 0, entonces sabemos (por la proposición A.2) que
existe un sistema local de coordenadas tal que ξ = ∂1 y como £ξg = 0 entonces
se tiene que

∂gµν
∂x1

= (£ξg)µν = 0,

de modo que las componentes de gµν no dependen de la coordenada x1 en esta
base coordenada.

Por otro lado, podemos escribir a la ecuación 1.1 de otra manera que también
resulta útil, usando las componentes covariantes de ξ; la idea de la deducción
corresponde a [6, p. 204]: usando que ξµ = gµλξλ se sigue que ξµ,γ = gµλ,γξλ +

gµλξλ,γ , de modo que la ecuación 1.1 se puede reescribir como

0 = gµβ(gβλ,νξλ + gβλξλ,ν) + gαν(gαλ,µξλ + gαλξλ,µ) + gγλξλgµν,γ

= (gµβg
βλ
,ν + gανg

αλ
,µ + gγλgµν,γ)ξλ + δλµξλ,ν + δλνξλ,µ

= (gµβg
βλ
,ν + gανg

αλ
,µ + gγλgµν,γ)ξλ + ξµ,ν + ξν,µ.

(1.2)

Recordamos ahora que gµβg
βλ = δλµ entonces se tiene que

0 = δλµ,ν = gµβ,νg
βλ + gµβg

βλ
,ν ,

y por lo tanto

gµβ,νg
βλ = −gµβgβλ,ν , (1.3)

si ahora se considera 0 = δλν,µ se sigue análogamente que

gνα,µg
αλ = −gανgαλ,µ, (1.4)

luego, sustituyendo 1.3 y 1.4 en el resultado obtenido en 1.2 tenemos que

0 = ξµ,ν + ξν,µ + (gγλgµν,γ + gµβg
βλ
,ν + gανg

αλ
,µ)ξλ

= ξµ,ν + ξν,µ + (gγλgµν,γ − gβλgµβ,ν − gαλgνα,µ)ξλ

= ξµ,ν + ξν,µ + ξγgµν,γ − ξβgµβ,ν − ξαgνα,µ
= ξµ,ν + ξν,µ + ξγ(gµν,γ − gµγ,ν − gνγ,µ)

= ξµ,ν + ξν,µ + ξαg
αγ(gµν,γ − gµγ,ν − gνγ,µ).

(1.5)

Recordamos ahora que los coeficientes de la conexión de Levi-Civita están
dados por

Γαµν =
1

2
gαγ(gγµ,ν + gνγ,µ − gµν,γ),

de modo que la ecuación 1.5 se escribe como

ξµ,ν + ξν,µ − 2ξαΓαµν = 0.
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Usando ahora que ξσ;ρ = ξσ,ρ −Γασρξα notamos que la expresión anterior se
puede reescribir como

0 = ξµ,ν + ξν,µ − 2ξαΓαµν

= (ξµ,ν − ξαΓαµν) + (ξν,µ − ξαΓανµ)

= ξµ;ν + ξν;µ.

De este modo, hemos obtenido a partir de la ecuación 1.1 que un campo
vectorial ξ ∈ X(M) es un vector de Killing śı y sólo si

ξ(µ;ν) = 0. (1.6)

La ecuación 1.6 recibe el nombre de ecuación de Killing y, como ya hemos
visto, sus soluciones ξα forman las componentes en la base coordenada {∂α} de
un vector de Killing, con ξ = ξα∂α, que es un generador de isometŕıas.

Para estudiar más a detalle los vectores de Killing, definimos el siguiente
conjunto.

Definición 1.7 Definimos i(M) = {ξ ∈ X(M) : £ξg = 0} como el conjunto de
vectores de Killing en una variedad pseudo-riemanniana. [5, p. 252].

Una consecuencia de la linealidad de la derivada de Lie con respecto a los
campos vectoriales (proposición A.7) es el siguiente resultado.

Proposición 1.3 i(M) tiene estructura de espacio vectorial sobre R [5, p. 252].

Esto es, la suma de vectores de Killing es un vector de Killing y los múltiplos
constantes de vectores de Killing son vectores de Killing. Más aún, en virtud
de la siguiente proposición, i(M) tiene estructura de álgebra de Lie sobre R
(definición B.2) con el corchete dado por el conmutador de campos vectoriales.

Proposición 1.4 Si ξ, η ∈ i(M) entonces [ξ, η] ∈ i(M) [5, p. 253].

Demostración. Tenemos que [ξ, η] ∈ i(M) si y sólo si £[ξ,η]g = 0. Por la pro-
posición A.8, se tiene que £[ξ,η]g = £ξ£ηg−£η£ξg, de modo que si ξ, η ∈ i(M)
entonces £ξg = 0, £ηg = 0 por lo que £[ξ,η]g = £ξ0 − £η0 = 0 y por lo tanto
[ξ, η] ∈ i(M).

Aśı, i(M) es una subálgebra de Lie del álgebra de Lie de campos vectoriales
en M , (X(M), [·, ·]). Esto nos permite obtener posiblemente nuevos vectores
de Killing dados dos vectores de Killing conocidos, sin embargo, esta última
proposición tiene otras consecuencias: como todo grupo de Lie (definición B.1)
tiene asociada una única álgebra de Lie (salvo isomorfismos), podemos estudiar
grupos de Lie a través de sus álgebras de Lie, que son objetos matemáticos mucho
más sencillos que los grupos de Lie. En particular, el conjunto de isometŕıas de
una variedad pseudo-riemanniana es un grupo de Lie y como mencionábamos al
inicio de la sección, estudiar los vectores de Killing es suficiente para determinar
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a todo el conjunto de isometŕıas de la variedad, lo cual se puede demostrar al
dar un isomorfismo entre el álgebra de Lie ci(M) = {ξ ∈ i(M) : ξ es completo}
[5, p. 255], donde ξ ∈ X(M) es un campo vectorial completo si su flujo es global
(definición 1.5), y el álgebra de Lie asociada al grupo de Lie I(M) (definición
B.6), pues este isomorfismo entre álgebras de Lie nos da un isomorfismo entre
grupos de Lie (bajo algunas condiciones adicionales). La demostración de todo
esto último se puede consultar en el apéndice B.

1.2. Integrabilidad de la ecuación de Killing

La siguiente proposición nos da una condición necesaria que cumplen los vectores
de Killing.

Proposición 1.5 Sea ξ = ξµ∂µ un vector de Killing, y sean las funciones
Lµν = ξν;µ, entonces las funciones ξα, Lµν satisfacen el sistema de ecuaciones
diferenciales parciales [3, p. 443]

ξµ,ν − Γλµνξλ − Lνµ = 0, (1.7)

Lµν,λ − ΓανλLµα − ΓαµλLαν +R α
µνλ ξα = 0, (1.8)

con R el tensor de curvatura de Riemann. La demostración sigue la idea de [3,
p. 442].

Demostración. Notemos que la ecuación 1.7 se satisface por definición de las
funciones Lµν . Por otro lado, por la identidad de Ricci se cumple que

ξλ;να − ξλ;αν = ξµRλµαν .

De modo que se cumple también que

gβλξ
λ
;να − gβλξλ;αν = gβλξ

µRλµαν ,

es decir,

ξβ;να − ξβ;αν = gβλξ
µRλµαν ,

pero ξµ = gµγξγ de modo que ξβ;να − ξβ;αν = gβλg
µγξγR

λ
µαν = ξγg

µγRβµαν =
ξγg

µγRανβµ = R γ
ανβ ξγ , esto es

ξβ;να − ξβ;αν = R γ
ανβ ξγ .

Ahora, como ξ es un vector de Killing entonces ξβ;α + ξα;β = 0 de modo que
ξβ;α = −ξα;β , por lo que de la ecuación anterior se tiene ξβ;να+ξα;βν = R γ

ανβ ξγ ,
o de manera equivalente, renombrando los ı́ndices (βνα)→ (νµλ) se tiene que

ξν;µλ + ξλ;νµ = R α
λµν ξα.
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Si en esta última ecuación cambiamos los ı́ndices (λµν)→ (µνλ), obtenemos
que

ξλ;νµ + ξµ;λν = R α
µνλ ξα,

o de manera equivalente también, si renombramos ahora los ı́ndices (λµν) →
(νλµ) obtenemos

−ξµ;λν − ξν;µλ = −R α
νλµ ξα.

Aśı, sumando estas últimas 3 ecuaciones obtenemos que

ξν;µλ − ξν;µλ + ξµ;λν − ξµ;λν + 2ξλ;νµ = (R α
λµν +R α

µνλ −R α
νλµ )ξα,

es decir,
2ξλ;νµ = (Rλµνβ +Rµνλβ −Rνλµβ)gβαξα.

Ahora, usando la propiedad ćıclica del tensor de Riemann, Rλµνβ +Rλβµν +
Rλνβµ = 0, se sigue que Rλµνβ = −Rλβµν −Rλνβµ = −Rµνλβ −Rνλµβ y por lo
tanto

2ξλ;νµ = (Rµνλβ −Rνλµβ −Rµνλβ −Rνλµβ)gβαξα,

que equivale a
ξλ;νµ = −gβαRνλµβξα,

y renombrando los ı́ndices (λνµ)→ (νµλ), se obtiene que

Lµν;λ = ξν;µλ = −R α
µνλ ξα,

que es la ecuación 1.8.

Este resultado nos permite extender un vector de Killing a cualquier punto
q en una vecindad de un punto p ∈M conociendo ξα, Lµν sólo en el punto p del
modo siguiente [3, p. 442-443]: consideremos una curva xµ(τ) que pase por p y q,
con vector tangente V µ (la cual siempre existe de manera local en una vecindad
del punto p) entonces por las ecuaciones 1.7 y 1.8 se obtienen las ecuaciones

d(ξµ)

dτ
− V νΓλµνξλ − V νLνµ = 0,

d(Lµν)

dτ
− V λΓανλLµα − V λΓαµλLαν + V λR α

µνλ ξα = 0,

que forman un sistema de ecuaciones diferenciales (ordinarias) lineales de primer
orden en Lµν y ξα, que junto con las condiciones iniciales ξα, Lµν en p, permiten
determinar ξα, Lµν en q, lo cual es cierto para todo q en una vecindad del punto
p.

Como consecuencia, tenemos el siguiente resultado.

Proposición 1.6 Si ξ = ξµ∂µ es un vector de Killing, y ocurre que las funcio-
nes ξα, Lµν son cero para algún punto p ∈M , entonces ξ = 0 [3, p. 443].

El siguiente resultado también es consecuencia de esta observación.

Proposición 1.7 El número máximo de vectores de Killing linealmente inde-
pendientes en una variedad de dimensión n está dado por n(n + 1)/2 [3, p.
443].
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Demostración. Dado que el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
anterior es un sistema lineal de n(n+ 1)/2 ecuaciones en n(n+ 1)/2 incógnitas,
este es el número máximo de soluciones a la ecuación de Killing, pues una con-
dición necesaria para que un vector sea de Killing es que satisfaga este sistema
de ecuaciones.

Una vez obtenida esta cota superior para el número de vectores de Killing
independientes, resulta natural preguntarse si es posible determinar el número
exacto de vectores de Killing independientes antes de realizar la integración de
la ecuación de Killing. Para responder a ésta cuestión, requerimos antes algunos
resultados sobre sistemas de ecuaciones parciales. El siguiente desarrollo está
basado en el desarrollo de [7, p. 1-4].

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales

∂θα

∂xµ
= Ψα

µ(θ1, . . . , θm, x1, . . . , xn), (1.9)

donde α = 1, . . . ,m, µ = 1, . . . , n, sujeto al conjunto de m condiciones iniciales

cα = θα(x1
0, . . . , x

n
0 ).

Notemos primero que el sistema de ecuaciones 1.9 se puede escribir como

dθα = Ψα
µdx

µ,

de donde notamos que, la condición para que este sistema tenga solución es que
se cumpla

∂

∂xν

(
∂θα

∂xµ

)
=

∂

∂xµ

(
∂θα

∂xν

)
,

aśı, usando la ecuación 1.9, tenemos que esto ocurre si y sólo si

∂Ψα
µ

∂θγ
∂θγ

∂xν
+
∂Ψα

µ

∂xν
=
∂Ψα

ν

∂θγ
∂θγ

∂xµ
+
∂Ψα

ν

∂xµ
,

o de manera equivalente, si y sólo si

Ψγ
ν

∂Ψα
µ

∂θγ
+
∂Ψα

µ

∂xν
= Ψγ

µ

∂Ψα
ν

∂θγ
+
∂Ψα

ν

∂xµ
. (1.10)

Cuando se satisface la relación 1.10, entonces se dice que el sistema de ecua-
ciones 1.9 es completamente integrable y, en dado caso, podemos expresar la
solución en una expansión en serie de potencias alrededor del punto (x1

0, . . . , x
n
0 )

donde especificamos las condiciones iniciales, es decir,

θα = cα +

(
∂θα

∂xµ

)
0

(xµ − xµ0 ) +
1

2

(
∂2θα

∂xµ∂xν

)
0

(xµ − xµ0 )(xν − xν0) + · · · ,

donde (
∂θα

∂xµ

)
0

= Ψα
µ(c1, . . . cm, x1

0, . . . x
n
0 ),
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(
∂2θα

∂xµ∂xν

)
0

=

(
Ψγ

µ

∂Ψα
ν

∂θγ
+
∂Ψα

ν

∂xµ

)
(c1, . . . cm, x1

0, . . . x
n
0 ),

y el resto de coeficientes de obtienen de manera análoga al considerar derivadas
sucesivas de la ecuación 1.9 y sustituir θα por cα y xγ por xγ0 . Aśı, en el dominio
donde la serie anterior converge, tenemos que la solución al sistema 1.9 está
determinada por m constantes arbitrarias.

Cuando la condición de integrabilidad 1.10 no se satisface, entonces esta
condición constituye un conjunto F1 de ecuaciones que establecen condiciones
sobre las variables θα como función de las variables xµ. Si derivamos cada una
de estas ecuaciones con respecto a las variables xµ y sustituimos ∂θα

∂xµ por Ψα
µ

entonces el resultado es una identidad, que se sigue como consecuencia de las
ecuaciones anteriores, o bien, obtenemos un nuevo conjunto de restricciones F2.
Continuando de este modo, obtenemos una sucesión de conjuntos de condiciones
F1, F2, . . . , y para que la ecuación 1.9 admita una solución, entonces debe existir
un entero N , tal que las ecuaciones del conjunto FN+1 sean consecuencia de las
ecuaciones en los conjuntos F1, F2, . . . , FN , ya que de otro modo encontraŕıamos
más de m restricciones independientes, lo cual implicaŕıa una dependencia entre
las variables xµ. De esto se sigue también que N debe ser menor o igual a m.

Rećıprocamente, supongamos ahora que tenemos N conjuntos de ecuaciones
F1, F2, . . . , FN tales que todas las ecuaciones del conjunto FN+1 se satisfacen
como consecuencia de los primeros N conjuntos. Supongamos que en los con-
juntos F1, F2, . . . , FN hay p ecuaciones independientes (con p < m), digamos
Gγ(θ, x) = 0, con γ = 1, 2, . . . , p. Como la matriz jacobiana dada por(

∂Gγ
∂θα

)
tiene rango p, entonces por el teorema de la función impĺıcita, podemos despejar
p de las variables θα en términos de las restantes, digamos θ1, θ2, . . . , θp en
términos de θp+1, . . . , θm, lo cual podemos escribir como

θσ = ϕσ(θp+1, . . . , θm, x), (1.11)

con σ = 1, . . . , p. Derivando estas expresiones con respecto a xµ obtenemos que

∂θσ

∂xµ
=
∂ϕσ

∂θβ
∂θβ

∂xµ
+
∂ϕσ

∂xµ
, (1.12)

donde β = p+ 1, . . . ,m. Si en la expresión anterior sustituimos 1.9, entonces se
tiene que

Ψσ
µ = Ψβ

µ

∂ϕσ

∂θβ
+
∂ϕσ

∂xµ
, (1.13)

que son las ecuaciones que constituyen al conjunto FN+1, y las cuales se cumplen
como consecuencia de las ecuaciones en los conjuntos F1, . . . , FN . Aśı, restando
las ecuaciones 1.12 y 1.13 tenemos que

∂θσ

∂xµ
−Ψσ

µ =
∂ϕσ

∂θβ

(
∂θβ

∂xµ
−Ψβ

µ

)
,
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de donde notamos que si se cumple que

∂θβ

∂xµ
= Ψβ

µ(ϕ1(θp+1, . . . , θm, x), . . . , ϕp(θp+1, . . . , θm, x), θp+1, . . . , θm, x),

entonces también se cumple que

∂θσ

∂xµ
= Ψσ

µ,

esto es, si la ecuación a resolver tiene solución para m− p de las ecuaciones, en-
tonces el resto de las p ecuaciones también tienen solución. Finalmente, notamos
que el sistema de ecuaciones

∂θβ

∂xµ
= Ψβ

µ(ϕ1(θp+1, . . . , θm, x), . . . , ϕp(θp+1, . . . , θm, x), θp+1, . . . , θm, x),

resulta ser completamente integrable debido a 1.12 y 1.13, y se tienen m − p
constantes arbitrarias de integración.

Aśı, hemos demostrado el siguiente teorema.

Proposición 1.8 Para que el sistema de ecuaciones diferenciales parciales 1.9
admita una solución, es condición necesaria y suficiente que exista un entero
N ≤ m tal que la ecuaciones en los conjuntos F1, . . . , FN sean compatibles entre
śı y las ecuaciones del conjunto FN+1 se cumplan todas, como consecuencia de
las ecuaciones en F1, . . . , FN . Si p es el número de ecuaciones independientes en
F1, . . . , FN , entonces la solución de 1.9 involucra m − p constantes arbitrarias
independientes [7, p. 3].

Este teorema también es válido cuando al sistema de ecuaciones 1.9 se le
imponen q restricciones adicionales de la forma

fγ(θ, x) = 0, (1.14)

con γ = 1, . . . , q. Estas ecuaciones constituyen a un nuevo conjunto de restric-
ciones F0 [7, p. 4].

En particular, este teorema se puede aplicar a la ecuación de Killing ξ(µ;ν) =
0 [7, p. 214], la cual se puede escribir en la forma del sistema de ecuaciones
diferenciales parciales 1.9, usando las ecuaciones 1.7 y 1.8 como

ξµ,ν = Γλµνξλ + Lνµ, (1.15)

Lµν,λ = ΓανλLµα + ΓαµλLαν −R α
µνλ ξα, (1.16)

sujeto al conjunto de restricciones F0 dado por la ecuación de Killing, ξ(µ;ν) = 0,
que equivale a pedir que L(µν) = 0. En este caso, la condición de integrabilidad
1.10 para la ecuación de Killing se escribe como [8, p. 100]

£ξR = 0, (1.17)
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donde R es el tensor de curvatura de Riemann. Las ecuaciones que salen de
esta condición constituyen el conjunto F1. Cuando esta condición se satisface
de manera idéntica, entonces la solución a la ecuación de Killing tiene n(n +
1) − n(n + 1)/2 = n(n + 1)/2 constantes independientes (las ecuaciones 1.15 y
1.16 nos dan un total de n(n+ 1) ecuaciones parciales y el conjunto F0 contiene
n(n + 1)/2 restricciones), que es el mismo resultado que el de la proposición
1.7. Por otro lado, cuando 1.17 no se satisface de manera idéntica, se procede
como en el teorema 1.8 para obtener los conjuntos de restricciones F2, . . . FN ,
los cuales están dados por [8, p. 100]

F2 : £ξ(∇a1R) = 0,

F3 : £ξ(∇a1∇a2R) = 0,

...

FN : £ξ(∇a1∇a2 · · · ∇aNR) = 0.

Estas condiciones resultan naturales en tanto que, si el tensor métrico se
preserva a lo largo del flujo de ξ, entonces también se debe preservar cualquier
cantidad geométrica que dependa de la métrica, como es el tensor de Riemann
y sus derivadas covariantes sucesivas.

De este modo, si en los conjuntos F0, . . . , FN hay q ecuaciones independien-
tes, la solución a la ecuación de Killing tiene n(n+ 1)− q constantes arbitrarias
independientes, y por lo tanto, existen n(n+ 1)− q vectores de Killing indepen-
dientes.

1.3. Ejemplos

Ejemplo. [Vectores de Killing en S2.] Definimos la esfera de dimensión dos de
manera usual como S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}, entonces la función
Φ : (0, π)× (0, 2π)→ S2 dada por

Φ(θ, φ) = (cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ),

es una parametrización para la esfera de dimensión dos, la cual induce una
base de vectores tangentes {u1, u2} a S2 mediante el mapeo diferencial Φ∗(θ,φ) :
T(θ,φ)((0, π)× (0, 2π))→ T(x,y,z)(S

2). Para calcular esta base inducida, notemos
que dada una función f : S2 → R tenemos que, en términos de los vectores base
de R3 restringidos a la esfera de dimensión dos, se tiene que

Φ∗(θ,φ)

(
∂

∂θ

)
[f ] =

∂

∂θ
[f ◦ Φ] =

∂

∂θ
[f(cosφ sin θ, sinφ sin θ, cos θ)]

= cosφ cos θ
∂f

∂x
+ sinφ cos θ

∂f

∂y
− sin θ

∂f

∂z
,

y por lo tanto

u1 = Φ∗(θ,φ)

(
∂

∂θ

)
= cosφ cos θ

∂

∂x
+ sinφ cos θ

∂

∂y
− sin θ

∂

∂z
,
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y análogamente, se sigue que

u2 = Φ∗(θ,φ)

(
∂

∂φ

)
= − sinφ sin θ

∂

∂x
+ cosφ sin θ

∂

∂y
.

Luego, usando la métrica euclidiana g de R3 restringida a S2 se sigue que

g(u1, u1) = 1,

g(u2, u2) = sin2 θ,

g(u1, u2) = g(u2, u1) = 0,

y por lo tanto, la métrica en S2 está dada por

ds2 = dθ2 + sin2 θdφ2.

Un cálculo directo demuestra que los coeficientes distintos de cero de la
conexión de Levi-Civita para esta métrica son

Γθφφ = − sin θ cos θ,

Γφθφ = cot θ,

de modo que la ecuación de Killing ξ(µ;ν) = 0 en este caso se escribe como

∂ξθ
∂θ

= 0,

∂ξφ
∂φ

+ ξθ sin θ cos θ = 0,

∂ξθ
∂φ

+
∂ξφ
∂θ
− 2ξφ cot θ = 0.

De la primera ecuación, notamos que ξθ = f(φ), de modo que las ecuaciones
restantes se escriben como

∂ξφ
∂φ

+ f(φ) sin θ cos θ = 0,

f ′(φ) +
∂ξφ
∂θ
− 2ξφ cot θ = 0.

Derivando la segunda ecuación con respecto a φ tenemos que

f ′′(φ) +
∂2ξφ
∂φ∂θ

− 2
∂ξφ
∂φ

cot θ,

y derivando la primera ecuación con respecto a θ, se tiene que

∂2ξφ
∂θ∂φ

= −f(φ) cos 2θ,
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y por lo tanto, se sigue que

f ′′(φ)− f(φ) cos 2θ − 2 (−f(φ) sin θ cos θ) cot θ = 0⇔

f ′′(φ)− f(φ) cos 2θ + 2f(φ) cos2 θ = 0⇔

f ′′(φ)− f(φ)
[
cos2 θ − sin2 θ

]
+ 2f(φ) cos2 θ = 0⇔

f ′′(φ) + f(φ)(cos2 θ + sin2 θ) = 0⇔

f ′′(φ) + f(φ) = 0⇔

f(φ) = A cosφ+B sinφ.

Aśı, tenemos que
∂ξφ
∂φ

= −f(φ) sin θ cos θ,

lo cual implica que

ξφ = − sin θ cos θ

∫
f(φ)dφ+ h(θ)

= − sin θ cos θ

∫
(A cosφ+B sinφ)dφ+ h(θ)

= − sin θ cos θ(A sinφ−B cosφ) + h(θ).

Ahora, como f ′(φ) = −A sinφ+B cosφ, y por lo anterior

∂ξφ
∂θ

= h′(θ)− (A sinφ−B cosφ)(cos2 θ − sin2 θ),

entonces se tiene que

f ′(φ) +
∂ξφ
∂θ
− 2ξφ cot θ = 0,

lo cual implica que

−A sinφ+B cosφ+h′(θ)− (A sinφ−B cosφ)(cos2 θ− sin2 θ)− 2ξφ cot θ = 0⇔

h′(θ) + (−A sinφ+B cosφ)(cos2 θ − sin2 θ + 1)

− 2h(θ) cot θ + 2 cos2 θ(A sinφ−B cosφ) = 0⇔

h′(θ)− 2h(θ) cot θ+

(−A sinφ+B cosφ)(cos2 θ − sin2 θ + cos2 θ + sin2 θ − 2 cos2 θ) = 0⇔

h′(θ) = 2h(θ) cot θ,

es decir,
d

dθ
[log h(θ)] = 2 cot θ,
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por lo tanto,

log h(θ) = 2

∫
cot θdθ +K = 2 log sin θ +K,

lo cual implica que

log

[
h(θ)

sin2 θ

]
= K,

o de manera equivalente

h(θ) = C sin2 θ.

Aśı, tenemos que la solución general a la ecuación de Killing está dada por

ξθ(θ, φ) = f(φ) = A cosφ+B sinφ,

ξφ(θ, φ) = − sin θ cos θ(A sinφ−B cosφ) + h(θ)

= − sin θ cos θ(A sinφ−B cosφ) + C sin2 θ

o equivalentemente

ξθ = gθλξλ = A cosφ+B sinφ,

ξφ = gφλξλ = C − cot θ(A sinφ−B cosφ).

Ahora, elegimos tres ternas linealmente independientes (A,B,C) para ob-
tener una base del espacio de soluciones. La elección más sencilla es tomar
(A,B,C) como (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) lo cual nos da las soluciones

ξ(1) = ξµ(1)∂µ = cosφ
∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ
,

ξ(2) = ξµ(2)∂µ = sinφ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ
,

ξ(3) = ξµ(3)∂µ =
∂

∂φ
,

que podemos escribir en términos de las coordenadas cartesianas de R3 como

ξ(1) = y
∂

∂z
− z ∂

∂y
,

ξ(2) = z
∂

∂x
− x ∂

∂x
,

ξ(3) = x
∂

∂y
− y ∂

∂x
.

Notamos que las curvas integrales del primero de estos vectores de Killing
están dadas por el sistema de ecuaciones

ż(t) = y(t),

ẏ(t) = −z(t),
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Figura 1.3: Flujo del vector de Killing ξ(1).

cuyas soluciones son

y(t) = c1 cos(t)− c2 sin(t),

z(t) = c1 sin(t) + c2 cos(t),

las cuales se ilustran en la figura 1.3.
Esto significa que las curvas integrales de ξ(1) representan rotaciones en el

plano yz. Los vectores de Killing ξ(2) y ξ(3) están asociados a rotaciones en los
planos zx y xy, respectivamente.

El siguiente ejemplo está basado en la discusión presentada en [6, p. 207-211].

Ejemplo. [Vectores de Killing en relatividad especial.] Es sabido que de acuer-
do a los postulados de la relatividad especial, el espacio-tiempo es una variedad
Lorentziana C∞ de dimensión cuatro, donde la métrica en un sistema de refe-
rencia inercial (y en coordenadas cartesianas) se escribe como

ds2 = ηµνdx
µdxν = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

Dado que en estas coordenadas ηµν = diag [−1, 1, 1, 1] entonces los coeficien-
tes de la conexión de Levi-Civita Γαµν , son todos iguales a cero, de modo que
la ecuación de Killing ξ(µ;ν) = 0 se reduce a ξ(µ,ν) = 0, lo cual ocurre si y sólo
si ξµ,ν + ξν,µ = 0. Derivando esta última ecuación tenemos que

ξµ,νλ + ξν,µλ = 0,

si permutamos los ı́ndices (µνλ)→ (λµν), obtenemos que

ξλ,µν + ξµ,λν = 0,
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y si permutamos ahora (µνλ)→ (νλµ) se obtiene que

−ξν,λµ − ξλ,νµ = 0.

Aśı, sumando estas 3 ecuaciones obtenemos que

ξµ,νλ + ξν,µλ + ξλ,µν + ξµ,λν − ξν,λµ − ξλ,νµ = 0⇔

ξµ,νλ + ξµ,λν + ξν,µλ − ξν,λµ + ξλ,µν − ξλ,νµ = 0⇔

ξµ,νλ = 0,

lo cual implica que existen constantes Aµν tales que

ξµ,ν = Aµν ,

y por lo tanto
ξµ = dµ +Aµνx

ν ,

donde dµ también son constantes. Luego, de la ecuación de Killing, ξ(µ,ν) = 0,
lo cual implica que Aµν = −Aνµ, por lo tanto ξµ = dµ + Aµνx

ν es la solución
general de la ecuación de Killing en este caso, donde Aµν y dµ son constan-
tes tales que Aµν = −Aνµ y por lo que tenemos 10 constantes arbitrarias,
(d0, d1, d2, d3, A01, A02, A03, A23, A31, A12) y como consecuencia de esto, tene-
mos 10 vectores de Killing independientes, de modo que el espacio-tiempo de
Minkowski tiene el número máximo de simetŕıas posibles en cuatro dimensiones.
Para obtener una base del espacio de soluciones, elegimos la base de R10 dada
por los vectores (1, 0, 0, . . . , 0), . . . , (0, 0, 0, 1, . . . , 0), (0, 0, 0, 0,−1, . . . , 0), . . . ,
(0, 0, 0, . . . ,−1), donde cada uno de estos vectores base de R10 corresponde a
una solución de la ecuación de Killing.

El primero de estos vectores de Killing está dado por ξ(0) = ξµ(0)∂µ = ∂t y

corresponde a traslaciones en la coordenada t, mientras que los siguientes tres
son de la forma ξ(i) = ∂xi con i = 1, 2, 3 y corresponden a traslaciones en las
coordenadas (x, y, z) respectivamente.

Los siguientes tres vectores de Killing son de la forma ξ(0,i) = ηαµAµνx
ν∂α =

η00A0ix
i∂0 + ηiiAi0x

0∂1 = xi∂0 + x0∂i, con i = 1, 2, 3 y están asociados con
rotaciones hiperbólicas o boost de Lorentz. Para ver esto, consideremos por
ejemplo, el vector de Killing ξ(0,1) = x1∂0 + x0∂1 = x∂t + t∂x, para el cual sus
curvas integrales están descritas por el sistema de ecuaciones

ṫ(φ) = x(φ),

ẋ(φ) = t(φ),

cuyas soluciones son

t(φ) = c1 cosh(φ) + c2 sinh(φ),

x(φ) = c1 sinh(φ) + c2 cosh(φ),

las cuales se ilustran en la figura 1.4.
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Figura 1.4: Flujo del vector de Killing ξ(0,1).

Si definimos (c1, c2) = (t′, x′), podemos escribir estas soluciones como

t = t′ cosh(φ) + x′ sinh(φ),

x = t′ sinh(φ) + x′ cosh(φ),

o de manera equivalente, despejando t′ y x′:

t′ = t cosh(φ)− x sinh(φ),

x′ = −t sinh(φ) + x cosh(φ).

Estas relaciones entre coordenadas se pueden escribir en términos de un
nuevo parámetro v = tanh−1(φ) [9, p. 14] como

t′ = γ(t+ vx),

x′ = γ(x− vt),

donde

γ =
1√

1− v2
.

Ésta es la expresión usual de las transformación de Lorentz y, como sabe-
mos, corresponden a un cambio de coordenadas entre dos sistemas de referencia
inerciales que se mueven a velocidad constante v uno con respecto al otro.

Los últimos tres vectores de Killing también son de la forma ηαµAµνx
ν∂α y

están asociados con rotaciones espaciales, pues estos se escriben como

ξ(2,3) = η22A23x
3∂2 + η33A32x

2∂3 = x2∂3 − x3∂2,

ξ(3,1) = η33A31x
1∂3 + η11A13x

3∂1 = x3∂1 − x1∂3,

ξ(1,2) = η11A12x
2∂1 + η22A21x

1∂2 = x1∂2 − x2∂1,
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de donde podemos notar que son los mismos tres vectores de Killing que encon-
tramos para S2.

Aśı, hemos encontrado que los vectores de Killing del espacio-tiempo de Min-
kowski están asociados con traslaciones espacio-temporales, rotaciones espacia-
les y rotaciones hiperbólicas, o boost de Lorentz. Estos son los únicos grupos de
movimientos que dejan invariante al tensor métrico del espacio de Minkowski,
por lo que cualquier otro flujo generado por algún campo vectorial que no sea
combinación lineal de los vectores de Killing encontrados, genera un espacio-
tiempo distinto. Por ejemplo, cambiar al sistema de referencia de un observador
no inercial, genera un espacio-tiempo curvo, razón por la cual se requiere de la
relatividad general para trabajar en sistemas de referencia acelerados.

Cabe recalcar que lo anterior no significa que no sea posible trabajar en
relatividad especial en otros sistemas de coordenadas distintos a los generados
por los vectores de Killing, por ejemplo, en coordenadas polares, pues las coor-
denadas polares no están asociadas con ningún grupo de transformaciones del
espacio-tiempo.

Ejemplo. [Vectores de Killing en T 2.] Consideremos el toro de revolución en
R3, definido por el conjunto

T 2 =

{
(x, y, z) ∈ R3 :

(
c−

√
x2 + y2

)2

+ z2 = a2

}
,

donde a representa el radio menor del toro y c su radio mayor, con a, c ∈
(0,∞), a < c, como se ilustra en la figura 1.5.

Figura 1.5: Toro de revolución, con a = 0.4, c = 1.

Usando la parametrización Φ : (0, 2π)× (0, 2π)→ T 2 dada por

Φ(u, v) = ((c+ a cos v) cosu, (c+ a cos v) sinu, a sin v) ,
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se encuentra de manera análoga al ejemplo de los vectores de Killing en S2 que
para esta métrica el intervalo está dado por

ds2 = (c+ a cos v)2du2 + a2dv2.

Usaremos ahora el teorema 1.8 de la sección sobre integrabilidad de la ecua-
ción de Killing para hallar el número de vectores de Killing independientes en
este espacio antes de intentar integrar la ecuación de Killing.

Para esta métrica, se obtiene que los śımbolos de Christoffel no nulos son

Γuuv = − a sin v

c+ a cos v
, Γvuu =

1

a
sin v(c+ a cos v),

aśı, un cálculo directo muestra que las únicas componentes no nulas del tensor
de Riemann en la base coordenada {∂u, ∂v} son

Ruvuv =
a cos v

c+ a cos v
, Rvuuv = −1

a
cos v(c+ a cos v),

Ruvvu = −Ruvuv, Rvuvu = −Rvuuv.

Luego, usando que las componentes de la derivada de Lie del tensor de
Riemann en la base coordenada son (proposición A.6)

(£ξR)αβµν = Rαβµν,λξ
λ −Rλβµνξα,λ +Rαλµνξ

λ
,β +Rαβλνξ

λ
,µ +Rαβµλξ

λ
,ν ,

encontramos que las componentes distintas de cero de £ξR para esta métrica
son

(£ξR)uuuv = −Rvuuvξu,v +Ruvuvξ
v
,u,

(£ξR)uuuv = −Rvuvuξu,v +Ruvvuξ
v
,u,

(£ξR)uvuv = Ruvuv,vξ
v + 2Ruvuvξ

v
,v,

(£ξR)uvvu = Ruvvu,vξ
v + 2Ruvvuξ

v
,v,

(£ξR)vuuv = Rvuuv,vξ
v + 2Rvuuvξ

u
,u,

(£ξR)vuvu = Rvuvu,vξ
v + 2Rvuvuξ

u
,u,

(£ξR)vvuv = −Ruvuvξv,u +Rvuuvξ
u
,v,

(£ξR)vvvu = −Ruvvuξv,u +Rvuvuξ
u
,v.

De este modo, la condición de integrabilidad 1.17

£ξR = 0⇔ (£ξR)αβµν = 0,

nos da en el conjunto F1, formado en este caso por las 3 ecuaciones

(£ξR)uuuv = −Rvuuvξu,v +Ruvuvξ
v
,u = 0,

(£ξR)uvuv = Ruvuv,vξ
v + 2Ruvuvξ

v
,v = 0,

(£ξR)vuvu = Rvuvu,vξ
v + 2Rvuvuξ

u
,u = 0,
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pues de las ocho ecuaciones que nos da la condición £ξR = 0, las cinco restantes
se pueden obtener a partir de estas tres multiplicando por un signo menos o
permutando los dos últimos ı́ndices de las componentes del tensor de Riemann.
Estas tres ecuaciones se escriben de manera expĺıcita como

(F1)
cos v

a(c+ a cos v)
ξu,v +

cos v

a(c+ a cos v)
ξv,u = 0,

(F2)
−a sin v(c+ a cos v) + a cos v sin v

(c+ a cos v)2
ξv −

2 cos v

a(c+ a cos v)
ξv,v = 0,

(F3)
1

a
(sin v(c+ a cos v) + a cos v sin v) ξv −

2 cos v

a(c+ a cos v)
ξu,u = 0.

Ahora, para aplicar el teorema 1.8, debemos considerar además de estas tres
ecuaciones, las ecuaciones contenidas en el conjunto F0, que es la ecuación de
Killing ξ(µ;ν) = 0, que en este caso son

(G1) ξu,u −
1

a
sin v(c+ a cos v) ξv = 0,

(G2) ξu,v + ξv,u +
2a sin v

c+ a cos v
ξu = 0,

(G3) ξv,v = 0.

De la ecuación (G3) se tiene que ξv,v = 0 de modo que la ecuación (F2) se
convierte en ξv = 0, lo cual implica que la ecuación (G1) se simplifica como
ξu,u = 0. Ahora, la ecuación (F1) se escribe como ξu,v + ξv,u = 0, de modo que
sustituyendo esto en la ecuación (G2) se sigue que ξu = 0. Aśı, la ecuación (F3)
se convierte en una identidad y las cinco ecuaciones restantes se escriben como

ξu,v + ξv,u = 0,

ξv = 0,

ξu,u = 0,

ξu = 0,

ξv,v = 0,

luego, en los conjuntos F0 y F1 tenemos cinco ecuaciones independientes entre
śı, por lo que de acuerdo con el teorema 1.8, la solución a la ecuación de Killing
en este caso tiene a lo más n(n+ 1)− 5 = 6− 5 = 1 constantes arbitrarias (pues
en principio podŕıa haber más ecuaciones independientes cuando consideramos
las condiciones de integrabilidad sucesivas) es decir, sólo hay a lo más un vector
de Killing independiente en esta métrica. Notamos además que en esta métrica
u es una coordenada ćıclica, por lo que ξµ = (1, 0) son las componentes de un
vector de Killing, por lo tanto ξ = ξµ∂µ = ∂u es un vector de Killing, asociado
a rotaciones en el plano xy, y del procedimiento anterior se sigue que éste es el
único vector de Killing independiente para este espacio.
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Ejemplo. [Vectores de Killing en la métrica de Schwarzschild.] Consideremos
el intervalo de Schwarzschild, el cual constituye una solución en el vaćıo para las
ecuaciones de Einstein y modela el exterior de un cuerpo de masa m sin carga
ni momento angular. El intervalo en coordenadas esféricas está dado por

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

Un cálculo directo muestra que los coeficientes no nulos de la conexión de
Levi-Civita para esta métrica están dados por

Γttr =
m

r2

(
1− 2m

r

)−1

, Γrtt =
m

r2

(
1− 2m

r

)
,

Γrrr = −m
r2

(
1− 2m

r

)−1

, Γrθθ = −r
(

1− 2m

r

)
,

Γrφφ = −r
(

1− 2m

r

)
sin2 θ, Γθrθ =

1

r
,

Γθφφ = − sin θ cos θ, Γφrφ =
1

r
,

Γφθφ = cot θ.

Aśı, la ecuación de Killing da lugar al siguiente sistema de ecuaciones par-
ciales

∂ξt
∂t
− m

r2

(
1− 2m

r

)
ξr = 0,

∂ξt
∂r

+
∂ξr
∂t
− 2m

r2

(
1− 2m

r

)−1

ξt = 0,

∂ξt
∂θ

+
∂ξθ
∂t

= 0,

∂ξt
∂φ

+
∂ξφ
∂t

= 0,

∂ξr
∂r

+
m

r2

(
1− 2m

r

)−1

ξr = 0,

∂ξr
∂θ

+
∂ξθ
∂r
− 2

r
ξθ = 0,

∂ξr
∂φ

+
∂ξφ
∂r
− 2

r
ξφ = 0,

∂ξθ
∂θ

+ r

(
1− 2m

r

)
ξr = 0,

∂ξθ
∂φ

+
∂ξφ
∂θ
− 2 cot θ ξφ = 0,

∂ξφ
∂φ

+ r

(
1− 2m

r

)
sin2 θ ξr + sin θ cos θ ξθ = 0.
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Notamos que si hacemos ξt = ξr = 0, entonces el sistema anterior se reduce
al sistema de ecuaciones

∂ξθ
∂t

= 0,

∂ξφ
∂t

= 0,

∂ξθ
∂r
− 2

r
ξθ = 0,

∂ξφ
∂r
− 2

r
ξφ = 0,

∂ξθ
∂θ

= 0,

∂ξθ
∂φ

+
∂ξφ
∂θ
− 2 cot θ ξφ = 0,

∂ξφ
∂φ

+ sin θ cos θ ξθ = 0.

Aśı, de las primeras cuatro ecuaciones se sigue que ξθ = r2g1(θ, φ) y ξφ =
r2g2(θ, φ), donde las funciones g1, g2 deben cumplir que

∂g1

∂θ
= 0,

∂g1

∂φ
+
∂g2

∂θ
− 2 cot θ g2 = 0,

∂g2

∂φ
+ sin θ cos θ g1 = 0.

Luego, notamos que este sistema de ecuaciones es el mismo que el sistema
de ecuaciones proveniente de la ecuación de Killing para S2, por lo tanto sus
soluciones son

g1(θ, φ) = A cosφ+B sinφ

g2(θ, φ) = − sin θ cos θ(A sinφ−B cosφ) + C sin2 θ

por lo que la solución para ξθ, ξφ está dada por

ξθ = r2(A cosφ+B sinφ),

ξφ = −r2(sin θ cos θ(A sinφ−B cosφ) + C sin2 θ)

o de manera equivalente

ξθ = gθλξλ = A cosφ+B sinφ,

ξφ = gφλξλ = C − cot θ(A sinφ−B cosφ).

Aśı, elegimos tres ternas linealmente independientes (A,B,C). La elección
más sencilla es tomar (A,B,C) como (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), lo cual nos da
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las soluciones

ξ(1) = ξµ(1)∂µ = cosφ ∂θ − cot θ sinφ ∂φ,

ξ(2) = ξµ(2)∂µ = sinφ ∂θ + cot θ cosφ ∂φ,

ξ(3) = ξµ(3)∂µ = ∂φ,

que son los mismos tres vectores de Killing que encontramos para S2, es decir,
la métrica de Schwarzschild tiene simetŕıa esférica.

Por otro lado, notamos que la métrica de Schwarzschild no depende de la
coordenada t, es decir, t es una coordenada ćıclica por lo tanto ξµ = (1, 0, 0, 0)
son las componentes de un vector de Killing, de modo que ξ(4) = ∂t es un vector
de Killing para esta métrica: el espacio-tiempo de Schwarzschild es estacionario.

Mediante el método ilustrado en el ejemplo de los campos de Killing para
T 2 es posible demostrar que estos son los únicos vectores de Killing indepen-
dientes para la métrica de Schwarzschild, sin embargo, podemos demostrar ésto
último de una manera alternativa: como la métrica de Schwarzschild contiene
a la métrica de Minkowski como caso ĺımite cuando m = 0, entonces cualquier
vector de Killing de la métrica de Schwarzschild debe ser un vector de Killing
de la métrica de Minkowski. Ahora, las simetŕıas del espacio-tiempo plano de
Minkowski que no tiene el de Schwarzschild son las traslaciones en las tres direc-
ciones espaciales y los boost de Lorentz. Es fácil verificar que estos seis vectores
no satisfacen la ecuación de Killing para la métrica de Schwarzschild, y esto
tiene una interpretación f́ısica: debido a que el espacio-tiempo de Schwarzschild
tiene un punto distinguido (una singularidad) ésta no puede ser invariante ante
traslaciones espaciales. Por otro lado, recordamos que los boost de Lorentz están
asociados a sistemas de referencia que se alejan a velocidad constante, por lo
que al aplicar un boost a la métrica de Schwarzschild ésta ya no podŕıa ser esta-
cionaria: al alejarse a velocidad constante de la fuente del campo gravitacional
el campo gravitacional cada vez es más débil, es decir, el tensor métrico, el cual
codifica el campo gravitacional, cambia con el tiempo.

1.4. Cantidades conservadas

Recordemos que en mecánica clásica el espacio de configuración M de un sistema
f́ısico tiene estructura de variedad diferenciable, de dimensión n, con n es el
número de grados de libertad del sistema [10, p. 77-80]. Consideremos un sistema
de coordenadas q1, q2, · · · , qn para este espacio de configuración.

Supongamos que el sistema f́ısico anterior está descrito en términos de un
lagrangiano puramente cinético, de la forma

L =
1

2
gαβ

dqα

dτ

dqβ

dτ
=

1

2
gαβ q̇

αq̇β , (1.18)

el cual podŕıa corresponder por ejemplo, al lagrangiano de una part́ıcula libre
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en el espacio-tiempo. Para este tipo de sistemas f́ısicos, las ecuaciones de movi-
miento, dadas por las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dτ

(
∂L

∂q̇ν

)
=

∂L

∂qν
,

se escriben como [1, cap. 15, p. 17]

d

dτ

(
gνλq̇

λ
)

=
1

2
gαβ,ν q̇

αq̇β ⇔

gνλq̈
λ + gνλ,γ q̇

γ q̇λ − 1

2
gαβ,ν q̇

αq̇β = 0⇔

gνλq̈
λ + gνα,β q̇

αq̇β − 1

2
gαβ,ν q̇

αq̇β = 0⇔

gνλq̈
λ +

1

2
gνα,β q̇

αq̇β +
1

2
gαν,β q̇

αq̇β − 1

2
gαβ,ν q̇

αq̇β = 0⇔

gνλq̈
λ +

1

2
gνα,β q̇

αq̇β +
1

2
gβν,αq̇

αq̇β − 1

2
gαβ,ν q̇

αq̇β = 0⇔

gνλq̈
λ +

1

2
(gνα,β + gβν,α − gαβ,ν) q̇αq̇β = 0⇔

gµνgνλq̈
λ +

1

2
gµν (gνα,β + gβν,α − gαβ,ν) q̇αq̇β = 0⇔

δµλq̈
λ + Γµαβ q̇

αq̇β = 0⇔

q̈µ + Γµαβ q̇
αq̇β = 0,

que es la ecuación de las geodésicas en M , es decir, los sistemas f́ısicos que no
están sujetos a ningún potencial siguen geodésicas en el espacio de configuración
y resolver las ecuaciones de movimiento es equivalente a resolver la ecuación de
las geodésicas. Más aún, si el lagrangiano no es puramente cinético, como el de
la ecuación 1.18, el problema puede reescribirse de modo que el sistema f́ısico
aún se describa por geodésicas en un espacio extendido y de dimensión mayor
(ver, por ejemplo [11, p. 2]).

Una de las principales aplicaciones en f́ısica de los vectores de Killing es que
estos proporcionan cantidades conservadas a lo largo de geodésicas (lo cual per-
mite integrar con mayor facilidad ecuaciones de movimiento) como se muestra
a continuación.

Proposición 1.9 (Lema de conservación) Sea ξ = ξµ∂µ un vector de Ki-
lling y xµ(λ) las coordenadas de una geodésica, entonces a lo largo de xµ(λ),
ξµU

µ es constante, donde Uµ = dxµ

dλ [3, p. 444]
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Demostración. Tenemos que por la regla del producto

d

dλ
(ξµU

µ) =
dξµ
dλ

Uµ + ξµ
dUµ

dλ
= ξµ,νU

νUµ + ξµ
dUµ

dλ
.

Ahora, xµ(λ) es una geodésica entonces d2x
dλ2 + Γµαβ ẋ

αẋβ = 0 y por lo tanto
dUµ

dλ + ΓµαβU
αUβ = 0, de modo que

d

dλ
(ξµU

µ) = ξµ,νU
νUµ − ξλΓλµνU

µUν = UµUν(ξµ,ν − ξλΓλµν) = UµUνξµ;ν .

Luego, permutando los ı́ndices µ y ν tenemos también que d
dλ (ξµU

µ) =
UµUνξν;µ, por lo tanto

2
d

dλ
(ξµU

µ) = UµUνξµ;ν + UµUνξν;µ = 2UµUνξ(µ;ν),

de este modo, si ξ es un vector de Killing entonces ξ(µ;ν) = 0 y por lo tanto
d
dλ (ξµU

µ) = 0.

La proposición anterior es un caso particular del teorema de Noether (ver
por ejemplo, [10, p. 88]) cuando el lagrangiano del sistema es de la forma 1.18
pues en este caso, como ξ es un vector de Killing, entonces su flujo preserva el
tensor métrico, pero dado que el lagrangiano es de la forma de la ecuación 1.18,
entonces el flujo de ξ preserva el lagrangiano y por tanto, tenemos una constante
de movimiento a lo largo de soluciones de la ecuación de Euler-Lagrange, es decir,
a lo largo de las geodésicas.

Veamos a continuación un ejemplo de las ideas anteriores, basado en el desa-
rrollo presentado en [6, p. 255-256].

Ejemplo. Consideremos el intervalo de Schwarzschild

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

Sabemos que una part́ıcula de masa m en este espacio-tiempo se mueve a lo
largo de una geodésica, por lo que usaremos el Lema de conservación para hallar
información sobre el movimiento de la part́ıcula, en lugar de intentar integrar
directamente las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes.

Sean xµ(τ) las coordenadas de la geodésica que sigue nuestra part́ıcula de
masa m = 1 (hacemos m = 1 por simplicidad), donde τ es el tiempo propio, y
sean Uµ = dxµ

dτ las componentes de su 4-velocidad. Como la geodésica es tipo
tiempo entonces sabemos que gµνU

µUν = −1, es decir

−
(

1− 2M

r

)(
dt

dτ

)2

+

(
1− 2M

r

)−1(
dr

dτ

)2

+ r2

(
dθ

dτ

)2

+ r2 sin2 θ

(
dφ

dτ

)2

= −1.

(1.19)
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Ahora, sabemos que la métrica de Schwarzschild tiene tres vectores de Killing
asociados a la simetŕıa esférica, los cuales están dados por

ξ(1) = ξµ(1)∂µ = cosφ ∂θ − cot θ sinφ ∂φ,

ξ(2) = ξµ(2)∂µ = sinφ ∂θ + cot θ cosφ ∂φ,

ξ(3) = ξµ(3)∂µ = ∂φ.

Aśı, por el Lema de conservación, tenemos que existen ki constantes, i =
1, 2, 3, tales que gµνξ

µ
(i)U

ν = ki, es decir

r2 cosφ
dθ

dτ
− r2 cos θ sin θ sinφ

dφ

dτ
= k1,

r2 sinφ
dθ

dτ
+ r2 cos θ sin θ cosφ

dφ

dτ
= k2,

r2 sin2 θ
dφ

dτ
= k3,

que son las tres componentes del momento angular ~L de la part́ıcula, escritas
en coordenadas esféricas. Aśı, el momento angular de la part́ıcula es constante,
por lo que el movimiento ocurre en un plano, el cual podemos elegir sin pérdida

de generalidad como el plano θ =
π

2
. Luego, la ecuación 1.19 se simplifica como

−
(

1− 2M

r

)(
dt

dτ

)2

+

(
1− 2M

r

)−1(
dr

dτ

)2

+ r2

(
dφ

dτ

)2

= −1, (1.20)

y de este modo, el momento angular ~L es igual a (0, 0, l), donde l = r2 dφ
dτ es una

constante de movimiento. Además la métrica de Schwarzschild es estacionaria,
por lo que ésta posee otro vector de Killing dado por ξ = ∂t, por lo tanto existe
otra constante de movimiento ε dada por

ξµU
µ = −

(
1− 2M

r

)
dt

dτ
= −ε,

aśı, sustituyendo las constantes de movimiento en 1.20 tenemos que

−
(

1− 2M

r

)−1

ε2 +

(
1− 2M

r

)−1(
dr

dτ

)2

+
l2

r2
= −1,

o de manera equivalente

1

2

(
dr

dτ

)2

+ V (r) = E,

donde E =
1

2
(ε2 − 1) es la enerǵıa total de la part́ıcula y V (r) es el potencial

efectivo, dado por

V (r) = −M
r

+
l2

2r
− Ml2

r3
.
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Notamos que los primeros dos términos de la expresión anterior son el poten-
cial efectivo del problema de Kepler (ver, por ejemplo [10, p. 38]), mientras que
el tercer término se puede considerar una corrección relativista, que es relevante
cuando r es pequeño. En este punto podemos considerar resuelto el problema,
pues usando el Lema de conservación hemos reducido el problema de encontrar
la trayectoria de nuestra part́ıcula a una sola ecuación diferencial de primer or-
den, la cual se puede resolver numéricamente.

Veamos ahora una generalización al concepto de vector de Killing, que es el
de tensor de Killing.

Definición 1.8 Sea K = Kν1···νmdx
ν1⊗· · ·⊗dxνm un tensor simétrico, es decir,

tal que Kν1···νm = K(ν1···νm). Entonces K es un tensor de Killing de orden m si
se cumple [3, p. 444]

K(ν1···νm;λ) = 0.

Notamos que en particular un vector de Killing es un tensor de Killing de
orden uno, sin embargo, los tensores de Killing no tienen una interpretación
geométrica en términos de isometŕıas. Pese a esto, los tensores de Killing son
relevantes en tanto que nos dan también cantidades conservadas a lo largo de
geodésicas, como se demuestra a continuación.

Proposición 1.10 Si K = Kν1···νmdx
ν1 ⊗ · · · ⊗ dxνm es un tensor de Killing

de orden m y xµ(λ) son las coordenadas de una geodésica, entonces a lo largo
de xµ(λ), Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm es constante, donde Uµ = dxµ

dλ [3, p. 444].

Demostración. Tenemos que por la regla del producto

d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) =
dKν1···νm

dλ
Uν1 · · ·Uνm

+Kν1···νm

[
dUν1

dλ
Uν2 · · ·Uνm + · · ·+ Uν1 · · ·Uνm−1

dUνm

dλ

]
.

Como xµ(λ) es una geodésica entonces dUν

dλ + ΓνγβU
γUβ de modo que

d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) = Kν1···νm,γU
γUν1 · · ·Uνm

−Kν1···νm

[
Γν1

γβU
γUβUν2 · · ·Uνm + · · ·+ ΓνmγβU

ν1 · · ·Uνm−1UγUβ
]

= Uν1 · · ·UνmUλ
[
Kν1···νm,λ − Γαν1λKαν2···νm − · · · − ΓανmλKν1···νm−1α

]
= Uν1 · · ·UνmUλKν1···νm;λ,

aśı, tenemos que
Uν1 · · ·UνmUλK(ν1···νm;λ) =

= Uν1 · · ·Uλ
[

1

(m+ 1)!

(
Kν1ν2···νm;λ +Kν2ν1···νm;λ + · · ·+Kν1···νm−1λ;νm

)]
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=
1

(m+ 1)!

[
d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) + · · ·+ d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm)

]
=

d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) ,

es decir, d
dλ (Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) = Uν1 · · ·UνmUλK(ν1···νm;λ), por lo tanto, si
K es un tensor de Killing entonces K(ν1···νm;λ) = 0 y por lo tanto

d

dλ
(Kν1···νmU

ν1 · · ·Uνm) = 0,

como queŕıamos demostrar.

El siguiente ejemplo basado en [9, p. 344-345] muestra una aplicación de esta
última proposición.

Ejemplo. De acuerdo con el principio cosmológico, el universo a grandes es-
calas es homogéneo e isotrópico a cada instante del tiempo. Esto se traduce en
que la métrica que describe el universo como un todo a grandes escalas debe ser
de la forma

ds2 = −dt2 + a(t)2

[
dr2

1− kr2
+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
,

donde k puede tomar los valores −1, 0, 1 y a(t) recibe el nombre de factor de
escala y es quien determina la evolución del universo; su dinámica se determina
a partir de las ecuaciones de campo de Einstein. La métrica anterior se conoce
como la métrica de Friedmann-Lemâıtre-Robertson-Walker, o métrica FLRW,
de manera breve.

Una de las particularidades de esta métrica es que posee un tensor de Killing
de orden dos [9, p. 344], el cual está dado por

Kµν = a2(t)(gµν + UµUν),

donde Uµ = (1, 0, 0, 0) es la 4-velocidad de un observador (en reposo en el
sistema de coordenadas dado). Aśı, de acuerdo a la proposición anterior, si
xµ(λ) son las coordenadas de una geodésica y V µ las componentes de su vector
tangente, entones la cantidad KµνV

µV ν es constante a lo largo de las mismas.
En particular, para la luz, la cual se mueve en geodésicas nulas, se tiene que
existe una constante α tal que

KµνV
µV ν = a2 (UµV

µ)
2

= α.

Ahora, como la frecuencia ω de la luz medida por el observador con 4-
velocidad U es −UµV µ, podemos relacionar la frecuencia medida en dos instan-
tes de tiempo distintos t1, t2 a partir de la ecuación anterior como

ω(t2)

ω(t1)
=
a(t1)

a(t2)
,
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es decir, la frecuencia que mide el observador a un tiempo t2 es distinta a la
frecuencia que teńıa la luz al ser emitida a un tiempo t1, y la proporción de
cambio está dada en términos del factor de escala. En particular, sabiendo que
actualmente nuestro universo está en expansión, a(t2) > a(t1), por lo que la
frecuencia medida al tiempo t2 será menor que la frecuencia de la luz al ser
emitida al tiempo t1, razón por la cual la ecuación anterior es conocida como la
expresión del corrimiento al rojo para la métrica FLRW.



Caṕıtulo 2

Métricas de Kerr-Schild

Este caṕıtulo está dedicado a estudiar las métricas de Kerr-Schild. Comenzamos
la primera sección motivando la forma que toman las métricas de Kerr-Schild
al notar que la métrica de Schwarzschild pertenece a esta familia de soluciones.
Posteriormente, analizamos algunas de las propiedades que tienen estas métri-
cas, las cuales nos ayudan a simplificar las ecuaciones de campo. En la tercera
sección procedemos a realizar la integración de las ecuaciones de campo en el
vaćıo para las métricas de Kerr-Schild, usando el formalismo de tétradas o ba-
ses de vectores nulos, el cual se explica en la misma sección. Seguido de esto,
mostramos que las métricas de Kerr-Schild poseen un vector de Killing y cómo
esto nos simplifica la solución a las ecuaciones de campo, para finalizar la última
sección mostrando a la métrica de Kerr como un caso particular dentro de las
métricas de Kerr-Schild y discutiendo algunas propiedades de esta métrica.

A lo largo de este caṕıtulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es
+2.

2.1. Motivación

Consideremos el intervalo de Schwarzschild en coordenadas esféricas

ds2 = −
(

1− 2m

r′

)
dt′2 +

(
1− 2m

r′

)−1

dr′2 + r′2(dθ′2 + sin2 θ′dφ′2).

Si realizamos el cambio de coordenadas [12, p. 237]

t = t′ + 2m log

[
r′

2m
− 1

]
⇔ dt′ = dt+

(
1− r

2m

)−1

dr,

r = r′ ⇔ dr′ = dr,

θ = θ′ ⇔ dθ′ = dθ,

φ = φ′ ⇔ dφ′ = dφ,

35
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entonces se tiene que el intervalo de Schwarzschild se puede reescribir en térmi-
nos de estas coordenadas como

ds2 = −
(

1− 2m

r′

)
dt′2 +

(
1− 2m

r′

)−1

dr′2 + r′2(dθ′2 + sin2 θ′dφ′2)

= −
(

1− 2m

r

)(
dt2 + 2

(
1− r

2m

)−1

dtdr +
(

1− r

2m

)−2

dr2

)
+

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

= −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

4m

r
dtdr +

(
1 +

2m

r

)
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

= −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) +
2m

r

(
dr2 + 2drdt+ dt2

)
,

es decir,

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) +
2m

r
(dt+ dr)

2
,

o en coordenadas cartesianas

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 +
2m

r

(
dt+

xdx+ ydy + zdz

r

)2

. (2.1)

Se puede verificar de manera directa que la métrica que da lugar al intervalo
anterior toma la forma

gµν = ηµν + nµnν , (2.2)

donde ηµν = diag[−1, 1, 1, 1] es la métrica de Minkowski en coordenadas carte-
sianas y las componentes del vector n están dadas por

nµ =

√
2m

r

(
1,
x

r
,
y

r
,
z

r

)
.

Notemos que con respecto a la métrica de Minkowski el vector n es un vector
nulo, pues tenemos que

ηµνnµnν =
2m

r

(
−1 +

x2 + y2 + z2

r2

)
= 0.

Por otro lado, notemos que en las coordenadas (t, r, θ, φ), las componentes
de n se escriben como

nµ =

√
2m

r
(1, 1, 0, 0) ,

por lo tanto, en coordenadas esféricas (t′, r′, θ′, φ′) se tiene que

nµ′ =
∂xµ

∂xµ′
nµ =

√
2m

r

(
1,

(
1− 2m

r

)−1

, 0, 0

)
,
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de modo que

gµ
′ν′nν′ =

√
2m

r

(
−
(

1− 2m

r

)−1

, 1, 0, 0

)
,

y por lo tanto, se tiene que

gµνnµnν = gµ
′ν′nµ′nν′ = 0,

es decir, se sigue que n es un vector nulo también con respecto a la métrica de
Schwarzschild.

2.2. El ansatz de Kerr y Schild

Dado que la métrica de Schwarzschild es una solución a las ecuaciones de campo
de Einstein en el vaćıo y puede escribirse de la forma mostrada en 2.2, esto
motiva a la búsqueda de soluciones en el vaćıo de dicha forma, es decir métricas
del tipo

gµν = ηµν + nµnν ,

con n un vector nulo con respecto a la métrica de Minkowski, es decir, tal que
ηµνnµnν = 0 y que cumplan Rµν = 0 [13, p. 2487]. A estas métricas se les
conoce como métricas de Kerr-Schild.

Notemos primero que el tensor métrico inverso para g está dado por gµν =
ηµν − ηµαηνβnαnβ pues tenemos que

(ηµν − ηµαηνβnαnβ)gνγ = (ηµν − ηµαηνβnαnβ)(ηνγ + nνnγ)

= δµγ + ηµνnνnγ − ηµαnαnγ − ηµαnαnγ(ηνβnνnβ) = δµγ .

Luego, de esto también se sigue que gµνnν = (ηµν−ηµαηνβnαnβ)nν = ηµνnν ,
de modo que podemos escribir nµ = gµνnν = ηµνnν sin ninguna ambigüedad
con respecto al tensor métrico que estamos utilizando. Además también tenemos
que n es un vector nulo con respecto a la nueva métrica, como vimos en el caso
de la métrica de Schwarzschild, pues se tiene que

gµνnµnν = (ηµν − ηµαηνβnαnβ)nµnν = 0.

Por otro lado, notamos ahora que como nµnµ = 0 entonces se tiene que

nµ,αnµ + nµnµ,α = 0,

y por lo tanto

nµnµ,α = −nµ,αnµ,

pero

nµ,αnµ = ηµβnβ,αηµγn
γ = δβγn

γnβ,α = nβnβ,α = nµnµ,α
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es decir, nµnµ,α = −nµnµ,α y por lo tanto se tiene que [12, p. 239]

nµn
µ
,α = nµnµ,α = 0, (2.3)

y usando esto, tenemos que la expresión de los śımbolos de Christoffel para estas
métricas es

Γαµν =
1

2
(ηαλnµnλ,ν + ηαλnνnλ,µ + ηαλnνnµ,λ + ηαλnµnν,λ

+ nαnµ,ν + nαnν,µ − nαnλnµnν,λ − nαnλnνnµ,λ).

Ahora, se puede verificar que g = det(gµν) = −1 del modo siguiente [12, p.
239]: como n es un vector nulo con la métrica de Minkowski, entonces n se puede
escribir como nµ = (|~w|, ~w), con ~w un vector en R3. Luego, si realizamos una
rotación espacial de modo que el nuevo vector base e′1 sea ~w/|~w|, entonces la
métrica de Minkowski se escribe del mismo modo y el vector n se escribe como
nµ
′

= (d, d, 0, 0), con d = |~w|. Aśı, se tiene que

g′ = det(gµ′ν′) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 + d2 d2 0 0
d2 1 + d2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −1,

y como las rotaciones espaciales son transformaciones ŕıgidas, se sigue que g =
det(gµν) = g′ = −1. Luego, tenemos que

Γαµα =
∂

∂xµ
log
√
−g = 0,

y por tanto, las ecuaciones de campo en el vaćıo, Rµν = 0 se simplifican como

Rµν = Γαµν,α − ΓαβνΓβµα = 0.

En particular, una condición necesaria para que Rµν = 0 es Rµνn
µnν = 0

[13, p. 2489], es decir

Γαµν,αn
µnν − ΓαβνΓβµαn

µnν = 0. (2.4)

Notamos ahora que

Γαµνn
µnν =

1

2
(nαnµ,νn

µnν + nαnν,µn
µnν) = nαnµ,νn

µnν = 0,

de modo que

Γαµν,αn
µnν + Γαµνn

µ
,αn

ν + Γαµνn
µnν,α = 0,

y por lo tanto

Γαµν,αn
µnν = −2Γαµνn

µnν,α.
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Luego, Γαµνn
µnν,α = 1

2n
αnν,µn

µnν,α y por lo tanto

Γαµν,αn
µnν = −2Γαµνn

µnν,α = −nαnµnν,µnν,α. (2.5)

Por último, notemos que

ΓαβνΓβµαn
µnν = (Γβµαn

µ)(Γαβνn
ν) =

1

4

(
ηβλnαnλ,µn

µ + nβnα,µn
µ
) (
ηαλnβnλ,νn

ν + nαnβ,νn
ν
)

= 0. (2.6)

Aśı, sustituyendo 2.5 y 2.2 en la ecuación 2.4 obtenemos que

Rµνn
µnν = 0 ⇔ nµ,νn

νnµ,αn
α = 0,

es decir, Rµνn
µnν = 0 si y sólo si vµ = nµ,αn

α es un vector nulo con respecto
a la métrica gµν . Además, usando 2.3 tenemos que nµ,αn

αnµ = 0 es decir, los
vectores vµ y nµ son ortogonales [13, p. 2489]. Notamos que el vector vµ es
también nulo con respecto a la métrica de Minkowski, por lo tanto, podemos
escribir a vµ y a nµ como [12, p. 241]

vµ = (|~u|, ~u), nµ = (|~w|, ~w),

con ~u y ~w vectores en R3. Aśı, tenemos que nµ = (−|~w|, ~w) y por lo tanto

0 = vµnµ = −|~u||~w|(1− cos θ),

donde θ = 0 es el ángulo entre ~u y ~w, de modo que en cada punto vµ y lµ son
paralelos, por lo que podemos escribir

vµ = nµ,αn
α = b(xµ)nµ,

con b(xµ) un campo escalar. Ahora, notamos que se cumple que nµ;αn
α =

nµ,αn
α + Γµαβn

βnα = nµ,αn
α, por lo que la ecuación anterior se puede escribir

como

(∇nn)µ = nµ;αn
α = bnµ,

es decir, para que se cumpla Rµνn
µnν = 0 el vector n debe de ser un vector

geodésico (ver, por ejemplo [8, p. 33]). A modo de simplificación, podemos definir
un nuevo campo vectorial nulo kµ = nµ/

√
2H de modo que kµ;αk

α = 0 [13, p.
2489], lo cual se consigue siempre que la función escalar H sea tal que

H,αn
α = 2bH,

pues en dado caso, se tiene que

kµ;αk
α =

nµ;αn
α − H,αn

αnµ

2H
2H

=
bnµ − bnµ

2H
= 0.
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Aśı, en términos de este nuevo campo vectorial nulo k, podemos reescribir
la forma de las métricas de Kerr-Schild como

gµν = ηµν + 2Hkµkν ,

gµν = ηµν − 2Hkµkν ,
(2.7)

con kµkµ = 0, kµ = gµνk
ν = ηµνk

ν , kµ;αk
α = kµ,αk

α = 0. En lo sucesivo,
utilizaremos esta simplificación.

Aśı, los śımbolos de Christoffel ahora se escriben como

Γαµν = H,νk
αkµ +Hkα,νkµ +Hkαkµ,ν +H,µkνk

α +Hkν,µk
α

+Hkνk
α
,µ − ηαλH,λkµkν − ηαλHkµ,λkν − ηαλHkµkν,λ

− 2HH,λk
αkλkµkν .

Notemos ahora que

Rαβµνk
βkν = Γαβν,µk

βkν − Γαβµ,νk
βkν + ΓγβνΓαγµk

βkν − ΓγβµΓαγνk
βkν

= −2Γαβνk
βkν,µ − Γαβµ,νk

βkν − (Γγβµk
β)(Γαγνk

ν)

= −Γαµβ,νk
βkν = Γαµβk

βkν,ν −
(
Γαµβk

βkν
)
,ν

= −H,βνk
αkµk

βkν ,

aśı, kλRαβµνk
βkν − kαRλβµνkβkν = −H,βνkαkµk

βkνkλ + H,βνkλkµk
βkνkα es

decir [13, p. 2489]
k[λRα]βµνk

βkν = 0. (2.8)

Por otro lado, consideremos ahora el tensor conforme de Weyl Cαβµν , el cual
se define (en cuatro dimensiones) como [3, p. 40]

Cαβµν = Rαβµν +
1

2
(gανRµβ + gµβRνα − gαµRνβ − gνβRµα)

+
1

6
(gαµgνβ − gανgµβ)R.

En particular, en el vaćıo Rµν = 0 y por lo tanto el tensor Riemann y el
tensor conforme de Weyl coinciden, por lo que la ecuación 2.8 se escribe como

k[λCα]βµνk
βkν = 0, (2.9)

por lo tanto, como se muestra en la sección 3.2, esto significa que las métricas
de Kerr-Schild son algebraicamente especiales, siendo k una dirección principal
nula repetida [13, p. 2490].

2.3. Las ecuaciones de campo

Usando la forma 2.7 de las métricas de Kerr-Schild, podemos escribir el elemento
de linea correspondiente como

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 + 2H (kµdx
µ)

2
. (2.10)
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Si realizamos la transformación de coordenadas [14, p. 1848]

x =
ζ + ζ̄√

2
, y =

ζ − ζ̄
i
√

2
,

z =
u+ v√

2
, t =

u− v√
2
,

entonces 2.10 se escribe como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv + 2H (kµdx
µ)

2
, (2.11)

donde podemos considerar a ζ̄, ζ, v, u como cuatro coordenadas complejas inde-
pendientes. En términos de la base coordenada {∂ζ̄ , ∂ζ , ∂v, ∂u} dada por

∂u =
∂z + ∂t√

2
, ∂v =

∂z − ∂t√
2

,

∂ζ =
∂x + i∂y√

2
, ∂ζ̄ =

∂x − i∂y√
2

,

el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski se escribe como

ηµν = ηµν =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 .

Buscamos ahora introducir en este espacio una nueva base de vectores nulos
en la cual el tensor métrico g se escriba exactamente de este modo y que k sea
una de las 1-formas de la base dual [13, p. 2490]. Denotamos por {ea} dicha
base y por {ea} su base dual, con e3 y e4 vectores reales, e3 = k y e2 = ē1. Para
conseguir esta base de vectores nulos, definimos ahora los escalares σ, κ como
[8, p. 86]

σ = kα;βe
α

2 e β2 , κ = kα;βe
α

2 kβ .

En la sección 3.2 discutimos más a fondo el significado geométrico de estas
cantidades. Por lo pronto, podemos afirmar que como se cumple la ecuación
2.9, es decir, se cumple que el vector k es una dirección principal nula repetida,
entonces en virtud del teorema de Golberg y Sachs (sección 3.2) se sigue que
κ = σ = 0, donde k = 0 significa que kα;βk

β = 0, es decir, que el vector k es
geodésico, como ya sab́ıamos. Luego, por el teorema de Kerr (ver, por ejemplo
[8, p. 491]), la forma más general que podemos elegir para el vector nulo k,
siendo que σ = κ = 0 está dada por

k = kµdx
µ = du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv,

donde Y es una función compleja arbitraria de las coordenadas. Aśı, el elemento
de linea 2.11 se escribe como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv + 2H
(
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

)2
, (2.12)
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y podemos completar la base de 1-formas {ea} como [14, p. 1848]

e1 = e1
µdx

µ = dζ − Y dv,
e2 = e2

µdx
µ = dζ̄ − Ȳ dv,

e3 = e3
µdx

µ = du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv,
e4 = e4

µdx
µ = (1−HY Ȳ )dv +Hdu+HY dζ̄ +HȲ dζ,

de modo que la base dual {ea} está dada por [14, p. 1848]

e1 = e µ1 ∂µ = ∂ζ − Ȳ ∂u,
e2 = e µ2 ∂µ = ∂ζ̄ − Y ∂u,
e3 = e µ3 ∂µ = (1 +HY Ȳ )∂u −H∂v −HY ∂ζ −HȲ ∂ζ̄ ,
e4 = e µ4 ∂µ = ∂v + Y ∂ζ + Ȳ ∂ζ̄ − Y Ȳ ∂u.

Observando que en la base coordenada {∂ζ̄ , ∂ζ , ∂v, ∂u} el tensor métrico gµν
que origina el elemento de linea de la ecuación 2.12 se escribe como

gµν =


2HY 2 1 + 2HY Ȳ −2HY 2Ȳ 2HY

1 + 2HY Ȳ 2HȲ 2 −2HY Ȳ 2 2HȲ
−2HY 2Ȳ −2HY Ȳ 2 2HY 2Ȳ 2 1− 2HY Ȳ

2HY 2HȲ 1− 2HY Ȳ 2H

 ,

entonces se verifica de manera directa que en la base {ea} el tensor métrico
toma la forma

gab = gµνe
µ
a e

ν
b =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 = gab = gµνeaµe
b
ν ,

que es una matriz de permutación, por lo que bajar y subir ı́ndices numéricos
equivale a la permutación (1234)→ (2143). El complejo conjugado de cualquier
objeto geométrico se obtiene al realizar la permutación (1234)→ (2134) [14, p.
1843].

Recordamos ahora que los coeficientes de la conexión, o coeficientes de ro-
tación de Ricci se definen en términos de la base {ea} como [8, p. 25]

∇eaeb = Γcbaec.

Notemos que la derivada covariante de la métrica en esta base es

gab||c = gab|c − Γdbcgda − Γeacgeb = gab|c − Γabc − Γbac = gab|c − 2Γ(ab)c,

donde ϕ|b = eb(ϕ) = e µb ∂µϕ = ϕ,µe
µ
b . Como la conexión es compatible con la

métrica entonces gab||c = 0, es decir

Γ(ab)c =
1

2
gab|c,
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de modo que si gab es constante, como en este caso, entonces Γabc = −Γbac.
Ahora, podemos calcular los coeficientes de rotación de Ricci en términos de

la base ea = e µa ∂µ como [13, p. 2490]

Γabc = −eaµ;νe
µ
b e

ν
c , (2.13)

sin embargo, una manera más eficiente para calcular los coeficientes de rotación
de Ricci consiste en tomar la derivada exterior de las 1-formas base [8, p. 86],
pues usando la ecuación 2.13 se obtiene que

dea = d(eaµdx
µ) = d(eaµ) ∧ dxµ = eaµ,νdx

ν ∧ dxµ

= eaµ;νdx
ν ∧ dxµ = eaµ;νe

µ
b e

ν
c e

c ∧ eb

= −Γabce
c ∧ eb = Γabce

b ∧ ec,

lo cual también se puede escribir en términos las 1-formas de conexión Γab =
Γabce

c como
dea = eb ∧ Γab,

o de manera equivalente

eaµ|be
µ
c e

b ∧ ec = Γabce
b ∧ ec.

Con esto es posible determinar toda la parte antisimétrica Γa[bc] de los co-
eficientes de rotación de Ricci, como

2Γa[bc] = eaµ|be
µ
c − eaµ|ce

µ
b , (2.14)

y por la propiedad Γ(ab)c = 0 es posible obtener todos los coeficientes de rotación
de Ricci como [14, p. 1843]

Γabc = Γa[bc] + Γb[ac] − Γc[ab]. (2.15)

Por otro lado, las componentes del tensor de curvatura de Riemann en la
base {ea} se escriben como

Rabcd = Γabd|c − Γabc|d + ΓfbdΓ
a
fc − ΓfbcΓ

a
fd −D

f
cdΓ

a
bf , (2.16)

donde Dc
ab = Γcba − Γcab. Si definimos las 2-formas de curvatura Θa

b como [8,
p. 26]

Θa
b =

1

2
Rabcde

c ∧ ed,

entonces se verifica que la ecuación 2.16 implica que

dΓab + Γaf ∧ Γfb = Θa
b. (2.17)

Ahora. notamos que Rabcd = −Rbacd de modo que Θab = −Θba. Además,
conocer las 2-formas Θ42,Θ12 + Θ34 y Θ31 nos determina, por conjugación
compleja, las 2-formas Θ41,−Θ12 + Θ34 y Θ32. Luego, con la condición de an-
tisimetŕıa y las seis 2-formas independientes anteriores podemos determinar por
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completo todas las 2-formas de curvatura Θab y con ello, todas las componentes
Rabcd del tensor de Riemann. De manera análoga, como Γabc = Γbac entonces
Γab = −Γba, lo cual, junto con las 1-formas de conexión Γ42,Γ12 + Γ34 y Γ31

nos permite determinar por completo todas las 1-formas Γab [14, p. 1844]. En
particular, como estamos buscando resolver las ecuaciones de campo en el vaćıo,
Rab = 0, nos basta con conocer el tensor de Ricci Rab = Rdadb. Dado que el
tensor de Riemann tiene las propiedades de simetŕıa usuales, es decir,

Rabcd = −Rabdc,
Rabcd = −Rbacd,
Rabcd = Rcdab,

Ra[bcd] = 0,

entonces se encuentra que las componentes independientes del tensor de Ricci
están dadas por

R22 = −2R4223,

R24 = R4234 −R4212,

R44 = −2R4214,

R12 = 2R4231 −R3412 −R1212,

R34 = 2R4231 −R1234 −R3434,

R33 = 2R3132,

R23 = −R1232 −R3432,

de donde notamos que para conocer las ecuaciones de campo no es necesario cal-
cular toda la 2-forma Θ31, pues sólo necesitamos conocerla componente R3132,
la cual está dada por la ecuación 2.16. Dicho lo anterior, procedemos a hacer
los cálculos en particular para la base {ea} que se tiene.

Usando las ecuaciones 2.14 y 2.15, encontramos que las 1-formas de conexión
Γ42,Γ12 + Γ34 y Γ31 están dadas por

Γ42 = −Y|1e1 − Y|2e2 − (Y|3 +HY|4)e3 − Y|4e4,

Γ31 = HȲ|1e
1 +HY|1e

2 + (H|1 −HȲ|3)e3,

Γ12 + Γ34 = HȲ|4e
1 +HY|4e

2 + (H|4 +HȲ|2 −HY|1)e3.

Retomando a los escalares σ, κ, se puede verificar usando la ecuación 2.13
que σ = −Γ422, κ = −Γ424, por lo tanto, como σ = κ = 0 entonces se cumple
que

Γ422 = Γ424 = 0,

luego, se encuentra que Γ424 = Γ422 = 0 si y sólo si

Ȳ|4 = Y|4 = Ȳ|2 = Y|1 = 0,



2.3. LAS ECUACIONES DE CAMPO 45

por tanto, las 1-formas de conexión Γ42,Γ12 + Γ34 y Γ31 se simplifican como

Γ42 = −Y|1e1 − Y|3e3,

Γ31 = HY|1e
2 + (H|1 −HȲ|3)e3,

Γ12 + Γ34 = (H|4 +HȲ|2 −HY|1)e3.

Antes de calcular el tensor de Riemann, resulta útil tener los conmutadores
[ea, eb] = Dc

abec = (Γcba − Γcab)ec, los cuales están dados por

[e1, e2] = (Ȳ|2 − Y|1)e3 +H(Ȳ|2 − Y|1)e4,

[e1, e3] = −HY|1e1 + Ȳ|3e3 + (HȲ|3 −H|1)e4,

[e1, e4] = Y|1e1,

[e3, e4] = Y|3e1 + Ȳ|3e2 +H|4e4.

Ahora, usando la ecuación 2.17 se encuentran las 2-formas de curvatura Θ42,
Θ12 y Θ34, las cuales están dadas por

Θ42 = −Y|1[H|4 +H(Ȳ|2 − Y|1)]e1 ∧ e3,

Θ12 = 2H(−Y|1Y|1 + Y|1Ȳ|2 − Ȳ|2Ȳ|2)e1 ∧ e2

+ (H|1Ȳ|2 − 2H|1Y|1 +HY|1Ȳ|3 −HȲ|2Ȳ|3 −HY|11)e1 ∧ e3

+ (−H|2Y|1 + 2H|2Ȳ|2 +HY|1Y|3 −HȲ|2Y|3 +HȲ|22)e2 ∧ e3

+ (HȲ|2Ȳ|2 −H|4Ȳ|2 −HY|1Y|1 +H|4Y|1)e3 ∧ e4,

Θ34 = (H|4Y|1 −H|4Ȳ|2 −HY|1Y|1 +HȲ|2Ȳ|2)e1 ∧ e2

+ (H|14 −H|4Ȳ|3 +HY|1Ȳ|3 +HȲ|2Ȳ|3)e1 ∧ e3

+ (H|24 −H|4Y|3 +HY|1Y|3 +HȲ|2Y|3)e2 ∧ e3

−H|44e
3 ∧ e4,

mientras que la componente R3132, de acuerdo con la ecuación 2.16, es igual a

R3132 = −(HY|1)|3 + Ȳ|2Y|1H
2 + (H|1 −HȲ|3)|2

− (H|1 −HȲ|3)|3 −HY|1[H|4 +H(Ȳ|2 − Y|1)].

De este modo, se encuentra que las ecuaciones de campo resultantes distintas
de cero son

R12 = H|4Y|1 +H|4Ȳ|2 +HY|1Y|1 +HȲ|2Ȳ|2 = 0,

R34 = H|44 +H|4Y|1 +H|4Ȳ|2 + 2HY|1Ȳ|2 −HY|1Y|1 −HȲ|2Ȳ|2 = 0,

R23 = H|42 + 2HY|1Y|3 −H|4Y|3 +H|2Ȳ|2 −H|2Y|1 +HȲ|22 = 0,

R33 = −2(HY|1)|3 + 2Ȳ|2Y|1H
2 + 2(H|1 −HȲ|3)|2

− 2(H|1 −HȲ|3)|3 − 2HY|1[H|4 +H(Ȳ|2 − Y|1)] = 0.

Notamos que la primera de estas ecuaciones es lineal en H, por lo que basta
encontrar una solución particular para encontrar todas sus soluciones. Como
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Y|1 + Ȳ|2 es una solución [14, p. 1850], entonces se tiene que todas las soluciones
a esta ecuación están dadas por

H =
1

2
M(Y|1 + Ȳ|2), M|4 = 0,

con M una función real de las coordenadas. Usando esta solución, se encuen-
tra que la ecuación R34 = 0 se convierte en una identidad, mientras que las
ecuaciones R23 = 0 y R33 = 0 ahora se escriben respectivamente como

M|2 − 3Z−1Z̄Y|3M = 0,

M|3 − Z−1Y|3M|1 − Z̄−1Ȳ|3M|2 = 0,

donde Z = Y|1, Z̄ = Ȳ|2. De la segunda ecuación, encontramos que la solución
más general está dada por M = M(Y, Ȳ ), de modo que la primera ecuación se
escribe como

−Z−1Y|3 = M
1
3 (M−

1
3 )Ȳ ,

aśı, hacemos M = mP−3 [14, p. 1851], donde m es un número real y P =
P (Y, Ȳ ) una función real, y de este modo, la ecuación anterior se escribe como

PȲ = −Z−1Y|3P, (2.18)

y por lo tanto, se encuentra que Z−1Y|3 es también una función de Y y Ȳ , por
lo que se obtiene

(Z−1Y|3)|2 = Z̄(Z−1Y|3)Ȳ = Z̄Z−2Y|3Y|3,

aśı, se sigue que PȲ Ȳ = 0 y como P es una función real entonces PY Y = 0, es
decir, P es de la forma

P = pY Ȳ + qY + q̄Ȳ + c, (2.19)

con p, c números reales y q un número complejo.
Ahora, recordamos que Y|2 = Y|4 = 0, por lo que

dY = Ze1 + Y|3e
3,

luego, usando la ecuación 2.18 se obtiene

dY = P−1Z(Pe1 − PȲ e3),

y recordando que ea = eaµdx
µ, podemos escribir la expresión anterior como

dY = P−1Z[(qY + c)(dζ − Y dv)− (pY + q̄)(du+ Y dζ̄)],

o de manera equivalente

dY = Y,µdx
µ = −P−1Z(pY 2 + q̄Y )dζ̄ + P−1Z(qY + c)dζ

− P−1Z(qY 2 + cY )dv − P−1Z(q̄ + pY )du,
(2.20)
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cuya solución general está dada de manera impĺıcita por la ecuación [14, p. 1851]

F = 0, F = φ+ (qY + c)(ζ − Y v)− (pY + q̄)(u+ Y ζ̄), (2.21)

donde φ = φ(Y ). Al derivar la expresión anterior con respecto a Y obtenemos
que [14, p. 1851]

Z = −PF −1
Y . (2.22)

De este modo, hemos encontrado que el intervalo descrito en la ecuación 2.12
toma la forma

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv +mP−3(Z + Z̄)
(
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

)2
,

donde P está dado por la ecuación 2.19, Y está definida de manera impĺıcita
por la ecuación 2.21 y Z se puede obtener usando la ecuación 2.22

2.4. Vectores de Killing y la solución general

Si definimos el siguiente campo vectorial [14, p. 1851]

ξ = ξµ∂µ = q∂ζ̄ + q̄∂ζ − p∂v + c∂u, (2.23)

entonces utilizando la ecuación 2.20 podemos verificar directamente que

ξ(Y ) = ξµY,µ = −P−1Z(pY 2 + q̄Y )(q) + P−1Z(qY + c)(q̄)

− P−1Z(qY 2 + cY )(−p)− P−1Z(q̄ + pY )(c)

= P−1Z(−qpY 2 − qq̄Y + qq̄Y + cq̄)

+ P−1Z(qpY 2 + cpY − cq̄ − cpY ) = 0,

es decir,

ξµY,µ = 0,

y como el vector ξ es real, se verifica también que

ξµȲ,µ = 0.

Ahora, como el vector e1 está dado por

e1 = e µ1 ∂µ = ∂ζ − Ȳ ∂u,

entonces sus componentes en la base coordenada son

(0, 1, 0,−Ȳ ),

y podemos verificar que [e1, ξ] = 0, pues se tiene que

[e1, ξ]
µ = e ν1 ξ

µ
,ν − e

µ
1 ,νξ

ν = −e µ1 ,νξ
ν ,
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de modo que las primeras tres componentes de [e1, ξ]
µ son cero porque las pri-

meras tres componentes de e1 son constantes, mientras que

[e1, ξ]
u = −e u1 ,νξ

ν = ξν Ȳ,ν = 0,

aśı, se tiene que [e1, ξ]
µ = 0 y por lo tanto se verifica que [e1, ξ] = 0 . Aśı, usando

este resultado tenemos que también se cumple que

ξ(Z) = ξ(Y|1) = ξ(e1(Y )) = e1(ξ(Y )) = e1(0) = 0,

esto es,
ξµZ,µ = 0,

y nuevamente, como el vector ξ es real, también se cumple que

ξµZ̄,µ = 0.

Por otro lado, tenemos que la derivada de Lie de g con respecto a ξ es

(£ξg)µν = gµν,λξ
λ + gµλξ

λ
,ν + gλνξ

λ
,µ = gµν,λξ

λ

= (ηµν + 2Hkµkν),λξ
λ = 2(Hkµkν),λξ

λ

= 2H,λkµkνξ
λ + 2Hkµ,λkνξ

λ + 2Hkµkν,λξ
λ.

Para calcular esta derivada de Lie, usando que H = mP−3(Z + Z̄) se tiene
que

H,λ = (mP−3(Z + Z̄)),λ = m(−3P−4P,λ(Z + Z̄) + P−3(Z,λ + Z̄,λ)),

donde P,λ = pY Ȳ,λ + pY,λȲ + qY,λ + q̄Ȳ,λ, por lo que se sigue que

H,λξ
λ = m(−3P−4P,λ(Z + Z̄) + P−3(Z,λ + Z̄,λ))ξλ

= −3mP−4P,λξ
λ(Z + Z̄) + P−3(Z,λξ

λ + Z̄,λξ
λ)

= −3mP−4(pY Ȳ,λξ
λ + pY,λȲ ξ

λ + qY,λξ
λ + q̄Ȳ,λξ

λ)(Z + Z̄) = 0,

es decir,
H,λξ

λ = 0, (2.24)

y por otro lado, como kαdx
α = du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv entonces se sigue que

kα,λξ
λ = Y,λξ

λ + Ȳ,λξ
λ − Y,λȲ ξλ − Y Ȳ,λξλ = 0, (2.25)

de este modo, usando las ecuaciones 2.24 y 2.25 se sigue que

(£ξg)µν = 2H,λkµkνξ
λ + 2Hkµ,λkνξ

λ + 2Hkµkν,λξ
λ = 0,

es decir, el campo vectorial ξ definido en la ecuación 2.23 es un vector de Ki-
lling para las métricas de Kerr-Schild. Además, como las componentes de ξ son
constantes, ξ es también un vector de Killing de la métrica de Minkowski [14,
p. 1851].
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Tenemos que, con respecto a la métrica de Minkowski, el vector ξ puede
ser tipo tiempo, tipo espacio o nulo, por lo que podemos considerar cada caso
por separado. Más aún, en cada caso podemos realizar una transformación de
Lorentz para hacer que el vector ξ apunte en la dirección t, en la dirección z o en
la dirección t + z, respectivamente, por lo que podemos considerar sin perdida
de generalidad sólo estos 3 casos [14, p. 1852].

1. ηµνξ
µξν < 0: en este caso podemos suponer que ξ apunta en la dirección

de t, por lo tanto

ξ = ∂t =
∂u − ∂v√

2
,

es decir, q = 0, p = c = 2−
1
2 . En este caso, la función P toma la forma

P = 2−
1
2 (1 + Y Ȳ ). Por otro lado, Y queda definida por

F = 0, F = φ+ 2−
1
2 (ζ − Y v)− 2−

1
2Y (u+ Y ζ̄),

mientras que Z = −PF −1
Y = −2−

1
2 (1 + Y Ȳ )/FY , de modo que

Z + Z̄ = −2
1
2 (1 + Y Ȳ ) Re

[
1

FY

]
,

luego, en este caso la métrica se escribe como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv − 4mRe

[
1

FY

] [
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

1 + Y Ȳ

]2

.

2. ηµνξ
µξν > 0: ahora hacemos coincidir al vector de Killing ξ con la dirección

z, es decir

ξ = ∂z =
∂u + ∂v√

2
,

y en este caso, q = 0, c = −p = 2−
1
2 , P = 2−

1
2 (1 − Y Ȳ ) y la función Y

queda definida por

F = 0, F = φ+ 2−
1
2 (ζ − Y v) + 2−

1
2Y (u+ Y ζ̄),

y análogamente al caso anterior, se encuentra que la métrica se escribe
como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv − 4mRe

[
1

FY

] [
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

1− Y Ȳ

]2

.

3. ηµνξ
µξν = 0: en este caso, el vector ξ apunta en la dirección t+ z, por lo

que podemos hacer ξ = ∂u, es decir, p = q = 0, c = 1. Ahora, P = 1 y Y
está dada por

F = 0, F = φ+ ζ − Y v,
mientras que la métrica se escribe como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv − 2mRe

[
1

FY

] (
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

)2
.
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2.5. La métrica de Kerr

Consideremos la solución particular dada por [14, p. 1853]

P = 2−
1
2 (1 + Y Ȳ ), φ(Y ) = −iaY,

es decir, una solución tal que ∂t es un vector de Killing, donde a una constante
real positiva. Usando los resultados de la sección anterior, tenemos que la métrica
se escribe como

ds2 = 2dζdζ̄ + 2dudv − 4mRe

[
1

FY

] [
du+ Y dζ̄ + Ȳ dζ − Y Ȳ dv

1 + Y Ȳ

]2

,

con Y definida impĺıcitamente por

F = 0, F = −iaY + 2−
1
2 (ζ − Y v)− 2−

1
2Y (u+ Y ζ̄).

Aśı, expresando F en coordenadas cartesianas, encontramos que F = 0 si y
sólo si

Y 2(x− iy) + 2(z + ia)Y − (x+ iy) = 0. (2.26)

Si definimos a la función real r de manera impĺıcita como

x2 + y2

r2 + a2
+
z2

r2
= 1,

entonces podemos expresar una solución de la ecuación 2.26 como

Y =
(r − z)(r − ia)

r(x− iy)
,

de modo que

Y Ȳ =
r − z
r + z

.

Finalmente, encontramos que

FY = Y (x− iy)− (z + ia) =
−(r2 + iaz)

r
.

Aśı, sustituyendo estos resultados en la expresión para la métrica, se obtiene
que

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2

+
2mr3

r4 + a2z2

[
dt+

z

r
dz +

r

r2 + a2
(xdx+ ydy)− a

r2 + a2
(xdy − ydx)

]2

.

Ésta es la métrica de Kerr, obtenida por primera vez en 1963 por Roy Kerr
al estudiar métricas algebraicamente especiales (en [15] se muestra la deducción
original de Kerr). Para entender el significado f́ısico de esta métrica, notamos
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que cuando el parámetro a = 0 entonces r2 = x2 + y2 + z2, y la métrica se
escribe como

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 +
2m

r

(
dt+

xdx+ ydy + zdz

r

)2

,

que es la expresión de la ecuación 2.1, es decir, es la métrica de Schwarzschild en
su forma de Kerr-Schild, la cual modela el campo gravitacional en el exterior de
un cuerpo de masa m con simetŕıa esférica. Ahora, para entender el significado
f́ısico del parámetro a, conviene expresar la métrica de Kerr en un nuevo sistema
de coordenadas. Realizando la transformación de coordenadas [16, p. 11]

x+ iy = (r′ − ia)eiφ
′
sin θ′, z = r′ cos θ′, r′ = r, t′ = t,

encontramos que la métrica de Kerr se escribe como

ds2 = −dt′2 + dr′2 + 2a sin2 θ′dr′dφ′ + (r′2 + a2 cos θ′)dθ′2

+ (r′2 + a2) sin2 θ′dφ′2 +
2mr′

r′2 + a2 cos θ′
(dt′ + dr′ + a sin2 θ′dφ′)2.

Si ahora hacemos el cambio de coordenadas [16, p. 14]

t′ = t+ 2m

∫
rdr

r2 − 2mr + a2
, φ′ = −φ− a

∫
dr

r2 − 2mr + a2
,

r′ = r, θ′ = θ,

entonces la métrica de Kerr se escribe como

ds2 = −
[
1− 2mr

r2 + a2 cos2 θ

]
dt2 − 4mra sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdφ

+

[
r2 + a2 cos2 θ

r2 − 2mr + a2

]
dr2 + (r2 + a2 cos2 θ)dθ2

+

[
r2 + a2 +

2mra2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

]
sin2 θdφ2,

que es la expresión de la métrica en las coordenadas de Boyer y Lindquist. Si
ahora tomamos la aproximación r � 1, es fácil verificar que la expresión anterior
se escribe como

ds2 = −
[
1− 2m

r

]
dt2 +

[
1− 2m

r

]−1

dr2

+ r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− 4ma sin2 θ

r
dtdφ,

que es la métrica de Lense-Thirring, la cual describe el exterior de un cuerpo
con simetŕıa esférica y masa m que gira alrededor del eje z con momento an-
gular J = ma, en la aproximación de campo gravitacional débil o lejano (ver,
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por ejemplo, [17, p. 303]). Aśı, encontramos que la métrica de Kerr describe
el campo gravitacional exterior de un cuerpo simétricamente esférico de masa
m y momento angular por unidad de masa a. Más aún, aśı como el teorema
de Birkhoff nos asegura que la solución de Schwarzschild es la única solución a
las ecuaciones de campo en el vaćıo, con simetŕıa esférica, estática y asintóti-
camente plana (ver, por ejemplo, [2, p. 250]), en la década de los setentas se
demostró que la métrica de Kerr (con m > a) es la única solución estacionaria y
asintóticamente plana a las ecuaciones de Einstein con un horizonte de eventos
no degenerado [18]. Aunque el caso más estudiado de la métrica de Kerr es justo
cuando m > a, el caso m = a ha adquirido relevancia recientemente, principal-
mente en el contexto de la conjetura Kerr/CFT (ver, por ejemplo, [19]), y en
este caso, también ha sido demostrado que la única solución a las ecuaciones de
Einstein estacionaria, con momento angular distinto de cero y asintóticamente
plana (en cuatro dimensiones) con un horizonte de eventos degenerado es justo
la métrica de Kerr, cuando m = a [20].

Notamos que la métrica de Kerr además de ser estacionaria es axisimétrica,
pues en las coordenadas de Boyer-Lindquist la métrica no depende expĺıcita-
mente de la coordenada φ por lo que ξ = ∂φ es también un vector de Killing
para esta métrica, es decir, la métrica de Kerr es invariante bajo traslaciones
en la coordenada φ, o de manera equivalente, ante rotaciones en el plano xy
alrededor del eje z.

Resulta natural preguntarse si la métrica de Kerr posee más vectores de
Killing independientes además de ∂t y ∂φ. Para responder, recordamos que la
métrica de Kerr contiene como caso ĺımite a la métrica de Schwarzschild, por
lo que cualquier vector de Killing de la métrica de Kerr debe ser también un
vector de Killing de la métrica de Schwarzschild. Luego, los vectores de Killing
de la métrica de Schwarzschild que falta por analizar son los dos vectores de
Killing correspondientes a rotaciones en los planos xy y yz. Por otro lado, se
sabe que el escalar de curvatura de Kretschmann para la métrica de Kerr en las
coordenadas de Boyer y Lindquist está dado por [16, p. 16]

RαβµνR
αβµν =

48m2(r2 − a2 cos2 θ)[(r2 + a2 cos2 θ)2 − 16r2a2 cos2 θ]

(r2 + a2 cos2 θ)6
,

de modo que la métrica de Kerr es singular cuando r2 + a2 cos2 θ = 0, es decir,
cuando r = 0 y θ = π/2, o de manera equivalente, cuando z = 0 y x2 + y2 = a2.
Aśı, la métrica de Kerr tiene todo un anillo en el plano xy donde es singular,
es decir, tiene una región distinguida en el plano xy por lo que se concluye que
esta métrica no puede ser invariante ante rotaciones en los planos coordenados
restantes y por tanto, sus únicos vectores de Killing son ∂t y ∂φ.

Recordamos de la sección 1.4 que para encontrar el movimiento de part́ıculas
masivas en la métrica de Schwarzschild, la simetŕıa esférica nos redujo un grado
de libertad (la coordenada θ), restando tres grados de libertad, que fue posible
reducir a uno usando los vectores de Killing ∂t y ∂φ. Aśı, en el caso de la métrica
de Kerr, la ausencia de simetŕıa esférica resulta un problema para encontrar
las ecuaciones de movimiento de part́ıculas en este espacio-tiempo, pues sólo
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podemos reducir el problema en dos grados de libertad. Sin embargo, la métrica
de Kerr posee un tensor de Killing de orden dos (definición 1.8), el cual está
dado en las coordenadas de Boyer y Lindquist por [9, p. 263]

Kµν = 2(r2 + a2 cos2 θ)2t(µsν) − r2gµν ,

donde t está dado por

tµ =
1

r2 − 2mr + a2

(
r2 + a2, r2 − 2mr + a2, 0, a

)
,

y s es igual a

sµ =
1

2(r2 + a2 cos2 θ)2

(
r2 + a2,−r2 + 2mr − a2, 0, a

)
.

De este modo, usando la proposición 1.10 obtenemos otra cantidad conser-
vada a lo largo de las geodésicas, también conocida como constante de Carter,
en honor a Brandon Carter, quien la descubrió en 1968 a partir de la teoŕıa de
Hamilton-Jacobi, como se muestra en [21]. Esta cantidad conservada nos reduce
el problema de las orbitas en la métrica de Kerr en un grado de libertad más,
haciendo que el problema sea completamente integrable.

Por otro lado, la cuestión más interesante que surge después de haber obte-
nido la solución general de las métricas de Kerr-Schild en el vaćıo y encontrar
entre estas soluciones la métrica de Kerr, es qué significado f́ısico tienen todas
las demás métricas obtenidas. Como vimos en la sección 2.4, las métricas de
Kerr-Schild se pueden clasificar de acuerdo al vector de Killing que (al menos)
éstas tienen. El caso más interesante es sin duda, cuando el vector de Killing
es tipo tiempo, pues en este caso la métrica de Kerr-Schild correspondiente es
estacionaria. Y es en este caso donde más se ha investigado al respecto: se sabe
que todas las métricas de Kerr-Schild poseen al menos una singularidad [8, p.
494] y está demostrado que la única métrica de Kerr-Schild estacionaria cuyas
singularidades están confinadas en una región acotada es justo la métrica de
Kerr [22], por lo que la única métrica que da lugar a soluciones de agujeros
negros es la métrica de Kerr (más aún, esto tampoco ocurre en la métrica de
Kerr salvo en el caso m > a [9, p. 263]), mientras que el resto de las soluciones
corresponden a singularidades desnudas.





Caṕıtulo 3

Transformaciones de
Kerr-Schild

En este caṕıtulo nos dedicamos a estudiar las transformaciones de Kerr-Schild.
Comenzamos la primera sección ilustrando cómo es que se generalizan las métri-
cas de Kerr-Schild a las transformaciones de Kerr-Schild y mencionando algunas
propiedades básicas de estas transformaciones. En la segunda sección desarro-
llamos el formalismo de Newman-Penrose, que es el formalismo utilizado en
las secciones siguientes. Teniendo la herramienta del formalismo de Newman-
Penrose, en la tercera sección estudiamos la manera en la cual se relacionan la
conexión y la curvatura entre una métrica y su respectiva transformación de
Kerr-Schild, y usando estos resultados, en la siguiente sección estudiamos cómo
se relacionan los tensores de enerǵıa momento entre una métrica y su transfor-
mación. Terminamos el caṕıtulo desarrollando algunos ejemplos concretos de los
resultados obtenidos en las secciones anteriores y discutiendo brevemente el pa-
pel actual de las transformaciones de Kerr-Schild como un método de generación
de soluciones exactas.

En este caṕıtulo asumimos que la signatura del espacio-tiempo es −2, de
modo que la métrica de Minkoswki ahora se escribe en coordenadas cartesianas
como ηµν = diag[1,−1,−1,−1]. Este cambio en la signatura se hace únicamente
para tener compatibilidad con el formalismo de Newman-Penrose.

3.1. Introducción

En el caṕıtulo anterior resolvimos las ecuaciones de campo de Einstein en el
vaćıo para las métricas de Kerr-Schild, que son métricas de la forma

gµν = ηµν + nµnν ,

con ηµν el tensor métrico del espacio-tiempo de Minkowski en coordenadas car-
tesianas y n un vector nulo con respecto a η (y consecuentemente con respecto

55
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a g). Como vimos en el caṕıtulo anterior, entre estas métricas está la métrica
de Kerr, que describe el exterior de un cuerpo de masa m con simetŕıa esférica
que gira alrededor del eje z con momento angular J = ma.

Podemos pensar a las soluciones que encontramos en el caṕıtulo anterior
como transformaciones del espacio-tiempo plano de Minkowski en un espacio-
tiempo distinto. Siguiendo esta idea, podemos generalizar lo que hemos hecho
y quitar la restricción de partir de la métrica de Minkowski [23, p. 1879]: dado
un tensor métrico g, podemos construir un nuevo espacio-tiempo ĝ como

ĝµν = gµν − nµnν ,

donde n es un vector tal que gµνnµnν = 0, es decir, un vector nulo con respecto
a g. El signo negativo es debido a nuestra elección de la signatura para recuperar
algunos de los resultados anteriores, por ejemplo, la métrica de Schwarzschild,
que ahora se escribe en su forma de Kerr-Schild como

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 − 2m

r

(
dt+

xdx+ ydy + zdz

r

)2

.

A la transformaciones que nos llevan del tensor métrico g al tensor métrico
ĝ se le conoce como transformaciones de Kerr-Schild, o KST de manera breve.

Análogamente al caso en el que el tensor métrico g es la métrica de Min-
kowski, podemos recuperar algunas propiedades básicas, por ejemplo, el tensor
métrico inverso para ĝ está dado por ĝµν = gµν + gµαgνβnαnβ , pues tenemos
que

(gµν + gµαgνβnαnβ)ĝνγ = (gµν + gµαgνβnαnβ)(gνγ − nνnγ)

= δµγ − gµνnνnγ + gµαnαnγ − gµαnαnγ(gνβnνnβ) = δµγ ,

luego, de esto se sigue que ĝµνnν = (gµν + gµαgνβnαnβ)nν = gµνnν . Además
también tenemos que n es un vector nulo con respecto a la nueva métrica, pues
se tiene que

ĝµνnµnν = (gµν + gµαgνβnαnβ)nµnν = 0.

Para estudiar más a fondo las propiedades de una KST introducimos ahora
el formalismo de Newman-Penrose, el cual está basado en el formalismo de las
bases de vectores nulos usado en la sección 2.3.

3.2. El formalismo de Newman-Penrose

Dado el tensor métrico g, elegimos una base de vectores nulos o tétrada nula
{ea}, con e1, e2 vectores reales y e3, e4 vectores complejos, con ē3 = e4, tales
que en esta base el tensor métrico se escriba como [24, p. 567]

gab = g(ea, eb) =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 = gab = g(ea, eb),
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que es una matriz de permutación, por lo que bajar y subir ı́ndices numéri-
cos equivale a la permutación (1234) → (2143), agregando un signo menos al
permutar 3 o 4, por ejemplo, se tiene que {e1, e2, e3, e4} = {e2, e1,−e4,−e3}.
El complejo conjugado de cualquier objeto geométrico se obtiene al realizar la
permutación (1234)→ (1243). En este formalismo, los vectores base se denotan
por {ea} = {l, n,m, m̄} [24, p. 566]. Suponiendo que se tiene una base coordena-
da {∂µ}, podemos calcular la derivada intŕınseca de una función escalar ϕ con
respecto a los vectores base como ϕ|b = eb(ϕ) = e µb ∂µϕ = ϕ,µe

µ
b . Denotamos a

estas derivadas intŕınsecas como [25, p. 42]

ϕ|1 = ϕ,µe
µ

1 = ϕ,µl
µ = Dϕ,

ϕ|2 = ϕ,µe
µ

2 = ϕ,µn
µ = ∆ϕ,

ϕ|3 = ϕ,µe
µ

3 = ϕ,µm
µ = δϕ,

ϕ|4 = ϕ,µe
µ

4 = ϕ,µm̄
µ = δ̄ϕ.

Como podemos notar, en realidad las derivadas intŕınsecas D,∆, δ, δ̄ son
otra manera para denotar a los vectores base l, n,m, m̄, haciendo énfasis en su
carácter de operadores diferenciales. Cabe recalcar que estas dos maneras de
denotar a los vectores base no deben mezclarse entre śı, además de que nunca se
encontrarán expresiones como Dµ o ∆ν : siempre que queramos referirnos a las
componentes de los vectores {ea} en la base coordenada, denotaremos a éstos
como {ea} = {l, n,m, m̄}.

Recordamos ahora de la sección 2.3 que los coeficientes de rotación de Ricci,
que son los coeficientes de la conexión en la base {ea}, se pueden escribir como

Γabc = −eaµ;νe
µ
b e

ν
c .

Definimos a los 12 coeficientes de spin en términos de los coeficientes de
rotación de Ricci como [25, p. 42]

α =
1

2
(Γ214 + Γ344) =

1

2
(lµ;νn

µm̄ν −mµ;νm̄
µm̄ν),

β =
1

2
(Γ213 + Γ343) =

1

2
(lµ;νn

µmν −mµ;νm̄
µmν),

γ =
1

2
(Γ212 + Γ342) =

1

2
(lµ;νn

µnν −mµ;νm̄
µnν),

ε =
1

2
(Γ211 + Γ341) =

1

2
(lµ;νn

µlν −mµ;νm̄
µlν),

λ = Γ244 = −nµ;νm̄
µm̄ν ,

µ = Γ243 = −nµ;νm̄
µmν ,

ν = Γ242 = −nµ;νm̄
µnν ,

π = Γ241 = −nµ;νm̄
µlν ,

ρ = Γ314 = lµ;νm
µm̄ν ,

σ = Γ313 = lµ;νm
µmν ,

τ = Γ312 = lµ;νm
µnν ,

κ = Γ311 = lµ;νm
µlν .
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Es fácil ver que conocer los coeficientes de spin es suficiente para determinar
toda la conexión, pues recordando de la sección 2.3 que las 1-formas de conexión
Γab se definen como Γab = Γabce

c, podemos escribir a las 1-formas de conexión
Γ24,Γ31,Γ21 + Γ34 en términos de éstos coeficientes como

Γ24 = πe1 + νe2 + µe3 + λe4,

Γ31 = κe1 + τe2 + σe3 + ρe4,

Γ21 + Γ34 = 2εe1 + 2γe2 + 2βe3 + 2αe4,

y por conjugación compleja y usando la propiedad de antisimetŕıa Γab = −Γba
podemos determinar el resto de las 1-formas de conexión faltantes y por tanto,
conocer toda la conexión. Rećıprocamente, se pueden encontrar los coeficientes
de spin al calcular las 1-formas de conexión Γ24,Γ31,Γ21 + Γ34, lo cual en
particular se puede hacer usando las ecuaciones 2.14 y 2.15, tal como hicimos
en el caṕıtulo anterior.

Antes de continuar veamos la interpretación geométrica que tienen los coefi-
cientes de spin. Notemos primero que podemos escribir a la base coordenada en
términos de la base de vectores nulos como ∂µ = eaµea, de modo que el tensor
métrico en la base coordenada se puede escribir como [26, p.124]

gµν = g(∂µ, ∂ν) = g(eaµea, e
b
νeb) = eaµe

b
νg(ea, eb) = eaµe

b
νgab

= e1
µe

2
ν + e2

µe
1
ν − e3

µe
4
ν − e4

µe
3
ν

= nµlν + lµnν − m̄µmν −mµm̄ν ,

y por lo tanto también tenemos que

δµν = nµlν + lµnν − m̄µmν −mµm̄ν ,

aśı, usando la ecuación anterior se tiene que [26, p.144]

lµ;ν l
ν = δαµlα;ν l

ν = (nαlµ + lαnµ − m̄αmµ −mαm̄µ)lα;ν l
ν

= lα;νn
αlν lµ − lα;νm̄

αlνmµ − lα;νm
αlνm̄µ

= (ε+ ε̄)lµ − κ̄mµ − κm̄µ,

aśı, cuando κ = 0 se tiene que (∇ll)µ = lµ;ν l
ν ∝ lµ es decir, en este caso l es

un vector geodésico. Además, del mismo modo que en la sección 2.2, podemos
hacer un reescalamiento del vector l de modo que ε+ ε̄ = 0 [24, p. 571] y por lo
tanto lµ;ν l

ν = 0. Análogamente podemos verificar que que

nµ;νn
ν = −(γ + γ̄)nµ + νmµ + ν̄m̄µ,

por lo que si ν = 0 entonces n es geodésico y también podemos reescalar el
vector n de modo que γ + γ̄ = 0.

Por otro lado, podemos entender el significado f́ısico de los coeficientes ρ y
σ con el siguiente experimento [27, p. 317]: como el vector nulo l es geodésico,
entonces su flujo representa trayectorias de rayos de luz; supongamos que es-
tos rayos de luz se encuentran ortogonalmente con un objeto plano, entonces
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si colocamos una pantalla, también ortogonal a los rayos de luz, a una dis-
tancia infinitesimal del objeto, veremos su sombra, la cual estará posiblemente
expandida, rotada y deformada. Como se demuestra en [27, p. 318], podemos
cuantificar esta expansión, rotación y deformación de nuestro objeto por las tres
cantidades div(l), curl(l), shear(l) respectivamente, también llamadas escalares
ópticos, las cuales se ilustran en la figura 3.1 y se definen como

div(l) = lµ;µ,

curl(l) =
(
l[µ;ν]l

µ;ν
) 1

2 ,

|shear(l)|2 =
1

2

[
l(µ;ν)l

µ;ν − 1

2

(
lµ;µ
)2]

.

(a) div(l) (b) curl(l)

(c) shear(l)

Figura 3.1: Interpretación geométrica de los escalares ópticos div(l), curl(l) y
shear(l).

De este modo, resulta que ρ y σ se relacionan con los escalares ópticos por
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medio de [26, p. 144]

ρ =
1

2
[−div(l) + i curl(l)] ,

σσ̄ = |shear(l)|2,

siempre que κ = ε + ε̄ = 0. Los coeficientes de spin µ, λ juegan el mismo
papel para el campo vectorial nulo n que los coeficientes −ρ,−σ para el campo
vectorial l, siempre que ν = γ + γ̄ = 0 [24, p. 571].

Por otro lado, el coeficiente de spin τ nos cuantifica el cambio del vector l
cuando nos movemos paralelamente a lo largo de la dirección n [24, p. 571], pues
se tiene que

lµ;νn
ν = δαµlα;νn

ν = (nαlµ + lαnµ − m̄αmµ −mαm̄µ)lα;νn
ν

= lα;νn
αnν lµ − lα;νm̄

αnνmµ − lα;νm
αnνm̄µ

= (γ + γ̄)lµ − τ̄mµ − τm̄µ,

de modo que si γ+γ̄ = 0 (lo cual podemos conseguir haciendo un reescalamiento
en n, como ya hemos visto) entonces lµ;νn

ν = −(τ̄mµ + τm̄µ). El coeficiente de
spin π juega un papel análogo para el vector n, cuando ε + ε̄ = 0 [24, p. 571].
Además cuando κ = ε = π = 0, toda la base de vectores nulos se transporta
paralelamente a lo largo de la dirección l y cuando ν = γ = τ = 0 la base de
vectores nulos se transporta paralelamente a lo largo de la dirección n [24, p.
571]. Esto resulta ser relevante en tanto que las perturbaciones gravitacionales
y electromagnéticas se propagan en la dirección de vectores nulos, de modo que
si la dirección de alguna de estas perturbaciones coincide por ejemplo, con el
vector n, y ν = γ = τ = 0, entonces toda la base se propaga paralelamente en
la misma dirección, y por lo tanto cualquier cantidad definida en términos de la
base, por ejemplo, el tensor de curvatura, también se propaga paralelamente en
esa dirección nula.

Por otro lado, tenemos que l es un vector ortogonal a una hipersuperficie (es
decir, proporcional al gradiente de alguna función) si y sólo si ρ = ρ̄ [24, p. 571],
pues usando que lµ;ν = −Γ1abe

a
µe
b
ν [25, p. 56] y suponiendo que κ = ε+ ε̄ = 0

tenemos que

lµ;ν = (γ + γ̄)lµlν − (ᾱ+ β)lµm̄ν − (α+ β̄)lµmν − τm̄µlν

+ σm̄µm̄ν + σ̄mµmν + ρm̄µmν + ρ̄mµm̄ν − τ̄mµlν ,

y por lo tanto se sigue que [25, p. 57]

l[µ;ν lα] = (ρ− ρ̄)m̄[µmν lα],

de modo que por el teorema de Frobenius, l es proporcional al gradiente de una
función si y sólo si l[µ;ν lα] = 0 [26, p. 146] y por lo tanto si y sólo si ρ = ρ̄.
Análogamente se demuestra que n es ortogonal a una hipersuperficie si y sólo
si µ = µ̄ [26, p. 146].
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Veamos ahora cómo se expresa en este formalismo el tensor de curvatura. De
la sección 2.3 recordamos que las 2-formas de curvatura Θab se definen como

Θab =
1

2
Rabcde

c ∧ ed,

por lo que conocer las 2-formas de curvatura equivale a conocer el tensor de
curvatura de Riemann. En particular para calcular la curvatura nos basta de-
terminar las 2-formas de curvatura Θ24,Θ31 y Θ21 +Θ34, pues por conjugación
compleja se obtienen las 2-formas Θ23,Θ41 y Θ21 + Θ43 y usando la propie-
dad de antisimetŕıa Θab = −Θba podemos determinar a todas las 2-formas de
curvatura.

Recordamos ahora que podemos escribir al tensor de Riemann en términos
del tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci como

Rabcd = Cabcd −
1

2
(gacRbd − gbcRad − gadRbc + gbdRac)

+
1

6
(gacgbd − gadgbc)R,

donde el tensor de Weyl tiene las mismas simetŕıas que el tensor de Riemann
[8, p. 37], las cuales están dadas por

Cabcd = −Cabdc,
Cabcd = −Cbacd,
Cabcd = Ccdab,

Ca[bcd] = 0,

y además, la traza del tensor de Weyl es cero [8, p. 37], es decir

Cabad = 0.

Estas simetŕıas nos permiten escribir las 2-formas de curvatura Θ24,Θ31 y
Θ21 + Θ34 en términos del tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de
Ricci, lo cual resulta más natural en relatividad que usar el tensor de curvatura
de Riemann, pues son el tensor de Ricci y el escalar de Ricci las cantidades
geométricas involucradas directamente en las ecuaciones de campo. Por ejemplo,
para la 2-forma Θ24 tenemos que [25, p. 43]

Θ24 = R2412e
1 ∧ e2 +R2413e

1 ∧ e3 +R2414e
1 ∧ e4

+R2423e
2 ∧ e3 +R2424e

2 ∧ e4 +R2434e
3 ∧ e4

= (C2412 −
1

2
R24)e1 ∧ e2 + (C2413 +

1

12
R)e1 ∧ e3

− 1

2
R44e

1 ∧ e4 +
1

2
R22e

2 ∧ e3 + C2424e
2 ∧ e4

+ (C2434 −
1

2
R24)e3 ∧ e4.
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Para simplificar estas expresiones escribimos a las cinco componentes (com-
plejas) independientes del tensor de Weyl como [25, p. 43]

Ψ0 = −C1313 = −Cαβµν lαmβlµmµ,

Ψ1 = −C1213 = −Cαβµν lαnβlµmµ,

Ψ2 = −C1342 = −Cαβµν lαmβm̄µnµ,

Ψ3 = −C1242 = −Cαβµν lαnβm̄µnµ,

Ψ4 = −C2424 = −Cαβµνnαm̄βnµm̄µ.

También escribimos las componentes del tensor de Ricci y al escalar de Ricci
como [25, p. 44]

Φ00 = −1

2
R11 ,Φ01 = −1

2
R13,

Φ02 = −1

2
R33 ,Φ10 = −1

2
R14,

Φ12 = −1

2
R23 ,Φ20 = −1

2
R44,

Φ21 = −1

2
R24 ,Φ22 = −1

2
R22,

Φ11 = −1

4
(R12 +R34),

Λ =
1

24
R =

1

12
(R12 −R34).

De este modo, podemos reescribir a la 2-forma Θ24 como

Θ24 = (Ψ3 + Φ21)e1 ∧ e2 + (Ψ2 + 2Λ)e1 ∧ e3

+ Φ20e
1 ∧ e4 − Φ22e

2 ∧ e3 −Ψ4e
2 ∧ e4

+ (−Ψ3 + Φ21)e3 ∧ e4.

Por otro lado, sabemos cómo obtener las 2-formas de curvatura a partir de
la conexión, pues de la sección 2.3 sabemos que

Θab = dΓab + Γac ∧ Γcb,

en particular, las ecuaciones para determinar a las 2-formas de curvatura Θ24,
Θ31 y Θ21 + Θ34 son

Θ24 = dΓ24 − Γ24 ∧ (Γ21 + Γ34),

Θ31 = dΓ31 + Γ31 ∧ (Γ21 + Γ34),

Θ21 + Θ34 = d(Γ21 + Γ34) + 2Γ31 ∧ Γ24,

por ejemplo, las ecuaciones para la 2-forma de curvatura Θ24 en términos de
los coeficientes de spin se escriben como [24, p. 569-570]

Dν −∆π = (π + τ̄)µ+ (π̄ + τ)λ+ (γ − γ̄)π − (3ε+ ε̄)ν + Ψ3 + Φ21, (3.1)
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Dµ− δπ = (ρ̄µ+ σλ) + ππ̄ − (ε+ ε̄)µ− (ᾱ− β)π − νκ+ Ψ2 + 2Λ, (3.2)

Dλ− δ̄π = (ρλ+ σ̄µ) + π2 + (α− β)π − νκ̄− (3ε− ε̄)λ+ Φ20, (3.3)

δν −∆µ = (µ2 + λλ̄) + (γ + γ̄)µ− ν̄π + (τ − 3β − ᾱ)ν + Φ22, (3.4)

∆λ− δ̄ν = −(µ+ µ̄)λ− (3γ − γ̄)λ+ (3α+ β̄ + π − τ̄)ν −Ψ4, (3.5)

δλ− δ̄µ = (ρ− ρ̄)ν + (µ− µ̄)π + (α+ β̄)µ+ (ᾱ− 3β)λ−Ψ3 + Φ21, (3.6)

las cuales corresponden a las componentes R2412, R2413, R2414, R2423, R2424 y
R2434 respectivamente [25, p. 46-47]. Las ecuaciones para las otras 2-formas de
curvatura restantes están dadas por [24, p. 569-570]

Dτ −∆κ = (τ + π̄)ρ+ (τ̄ + π)σ + (ε− ε̄)τ − (3γ + γ̄)κ+ Ψ1 + Φ01, (3.7)

Dσ − δκ = (ρ+ ρ̄+ 3ε− ε̄)σ − (τ − π̄ + ᾱ+ 3β)κ+ Ψ0, (3.8)

Dρ− δ̄κ = (ρ2 + σσ̄) + (ε+ ε̄)ρ− κ̄τ − κ(3α+ β̄ − π) + Φ00, (3.9)

δτ −∆σ = (µσ + λ̄ρ) + (τ + β − ᾱ)τ − (3γ − γ̄)σ − κν̄ + Φ02, (3.10)

∆ρ− δ̄τ = −(ρµ̄+ σλ) + (β̄ − α− τ̄)τ + (γ + γ̄)ρ+ νκ−Ψ2 − 2Λ, (3.11)

δρ− δ̄σ = ρ(ᾱ+ β)− σ(3α− β̄) + (ρ− ρ̄)τ + (µ− µ̄)κ−Ψ1 + Φ01, (3.12)

que corresponden a las componentes R3112, R3113, R3114, R3123, R3124 y R3134

del tensor de Riemann respectivamente [25, p. 46-47], mientras que las ecuacio-
nes para las componentes R2112 + R3412, R2113 + R3413, R2114 + R3414, R2123 +
R2423, R2124 +R3424 y R2134 +R3434 están dadas respectivamente [25, p. 46-47]
por las ecuaciones [24, p. 569-570]

Dγ −∆ε = (τ + π̄)α+ (τ̄ + π)β − (ε+ ε̄)γ − (γ + γ̄)ε+ τπ − νκ
+ Ψ2 − Λ + Φ11,

(3.13)

Dβ − δε = (α+ π)σ + (ρ̄− ε̄)β − (µ+ γ)κ− (ᾱ− π̄)ε+ Ψ1, (3.14)

Dα− δ̄ε = (ρ+ ε̄− 2ε)α+ βσ̄ − β̄ε− κλ− κ̄γ + (ε+ ρ)π + Φ10, (3.15)

δγ −∆β = (τ − ᾱ− β)γ + µτ − σν − εν̄ − (γ − γ̄ − µ)β + αλ̄+ Φ12, (3.16)

∆α− δ̄γ = (ρ+ ε)ν − (τ + β)λ+ (γ̄ − µ̄)α+ (β̄ − τ̄)γ −Ψ3, (3.17)

δα− δ̄β = (µρ− λσ) + αᾱ+ ββ̄ − 2αβ + γ(ρ− ρ̄) + ε(µ− µ̄)

−Ψ2 + Λ + Φ11

. (3.18)

A las 18 ecuaciones anteriores se les conoce como las ecuaciones de Newman-
Penrose y como hemos visto, son la expresión del tensor de curvatura de Rie-
mann calculado a partir de las 1-formas de conexión, en términos de los coefi-
cientes de spin, el tensor de Weyl, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci.

Por otro lado, aunque pareciera que el tensor de Weyl juega un papel se-
cundario en relatividad, pues sólo el tensor de Ricci y el escalar de Ricci están
involucrados directamente en las ecuaciones de campo, éste es de gran impor-
tancia en la clasificación de las distintas soluciones a las ecuaciones de campo de
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Einstein. Para ver esto, lo primero que debemos notar es que dada una métrica g,
la base de vectores nulos necesaria para desarrollar el formalismo de Newman-
Penrose no es única. En particular, dada una tétrada nula {l, n,m, m̄}, para
cada b ∈ C podemos obtener una nueva tétrada dada por [25, p. 53]

l′ = l + bb̄n+ b̄m+ bm̄

n′ = n

m′ = m+ bn

m̄′ = m′ + b̄n,

y en esta nueva base, las componentes independientes del tensor de Weyl se
escriben como [25, p. 54]

Ψ′0 = Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4

Ψ′1 = Ψ1 + 3bΨ2 + 3b2Ψ3 + b3Ψ4

Ψ′2 = Ψ2 + 2bΨ3 + b2Ψ4

Ψ′3 = Ψ3 + bΨ4

Ψ′4 = Ψ4.

Aśı, estamos interesados en hacer que la componente Ψ′0 se anule, esto es

Ψ0 + 4bΨ1 + 6b2Ψ2 + 4b3Ψ3 + b4Ψ4 = 0. (3.19)

Notamos que esta es una ecuación algebraica de cuarto grado en b, y cada
una de las soluciones está asociada con un vector nulo, a saber

l + bb̄n+ b̄m+ bm̄.

A los vectores nulos anteriores se les conoce como direcciones nulas princi-
pales, y es posible que varias de estas direcciones nulas coincidan. Los espacios
en los cuales ésto ocurre reciben el nombre de espacios algebraicamente espe-
ciales [25, p. 58]. Dependiendo de la cantidad de direcciones nulas principales
coincidentes, podemos clasificar a los distintos espacios-tiempo. Este esquema
de clasificación recibe el nombre de clasificación de Petrov, y los espacios-tiempo
se pueden clasificar del siguiente modo

Tipo I. En este caso, todas las ráıces de la ecuación 3.19 son distintas,
por lo que tenemos cuatro direcciones principales l distintas, cada una de
las cuales satisface la ecuación[8, p. 55]

l[µCα]βγ[λlν]l
βlγ = 0,

y en este caso, es posible hacer también cero la componente Ψ′4, de modo
que Ψ′1, Ψ′2 y Ψ′3 son las únicas componentes del tensor de Weyl distintas
de cero [25, p. 59].
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Tipo II. En este caso dos de las direcciones nulas principales coinciden
y las dos restantes son distintas entre śı. La dirección principal repetida l
en este caso satisface la expresión [8, p. 55]

Cαβγ[λlν]l
βlγ = 0,

y ahora Ψ′2 y Ψ′3 son las componentes no nulas del tensor de Weyl [25, p.
59].

Tipo III. En los espacios tiempo que caen dentro de esta clasificación,
tres de las direcciones nulas principales coinciden y la restante es distinta.
En este caso, las direcciones nulas repetidas l satisfacen la ecuación[8, p.
55]

Cαβγ[λlν]l
γ = 0,

y en este caso, siempre es posible elegir una tétrada nula tal que Ψ′3 sea
la única componente distinta de cero del tensor de Weyl [25, p. 60].

Tipo D. En este caso, de las cuatro ráıces b1, b2, b3, b4 de la ecuación 3.19,
se cumple que b1 = b2, b3 = b4, b1 6= b3, es decir, tenemos dos direcciones
nulas principales dobles, y cada una de estas cumple con la misma ecuación
que para el tipo III. En este caso, es posible encontrar una tétrada nula
tal que Ψ′2 sea la única componente distinta de cero del tensor de Weyl
[25, p. 60].

Tipo N. Cuando un espacio-tiempo es tipo N, las cuatro ráıces de la
ecuación 3.19 coinciden en una sola, y por lo tanto tenemos una única
dirección principal nula l, la cual cumple la ecuación [8, p. 55]

Cαβγλl
γ = 0,

y en este caso, es posible encontrar una tétrada nula tal que Ψ′4 sea la
única componente no nula del tensor de Weyl [25, p. 61].

Tipo O. En este caso el tensor de Weyl es nulo (el espacio-tiempo es
conformemente plano) y no hay ninguna dirección principal nula [8, p.
56].

De lo anterior notamos que en general, si Ψ0 = Ψ1 = 0 entonces el espacio-
tiempo es algebraicamente especial, siendo l una dirección principal nula re-
petida (análogamente si Ψ4 = Ψ3 = 0, siendo ahora n la dirección principal
nula repetida). Gran parte de las soluciones exactas de las ecuaciones de campo
conocidas son algebraicamente especiales, y como vimos en la sección 2.2, las
métricas de Kerr-Schild son algebraicamente especiales, y por lo tanto también
lo son las métricas de Schwarzschild y Kerr (aunque estas dos soluciones son
tipo D, en general las métricas de Kerr-Schild son tipo II [26, p. 157]).

El siguiente importante resultado nos da una caracterización de las métricas
algebraicamente especiales en el vaćıo, el cual resulta particularmente útil en
la integración de las ecuaciones de campo, como vimos en la sección 2.2. Una
demostración de este resultado usando el formalismo de Newman-Penrose, se
puede consultar por ejemplo en [25, p. 62-63].
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Proposición 3.1 (Goldberg y Sachs) Sea (M, g) un espacio-tiempo solución
a las ecuaciones de campo en el vaćıo. Entonces (M, g) es algebraicamente es-
pecial, con Ψ0 = Ψ1 = 0 si y sólo si existe un campo vectorial nulo l tal que los
coeficientes de spin κ y σ son cero. En dado caso, l es una dirección principal
nula repetida [8, p. 88].

El teorema de Golberg y Sachs se puede formular de manera análoga cuando
n es una dirección principal nula repetida, y en este caso los coeficientes de spin
nulos son ν y λ, si y sólo si Ψ3 = Ψ4 = 0 [26, p. 150].

Finalmente, cabe mencionar que la clasificación de Petrov y el otro gran
esquema de clasificación de soluciones exactas, las isometŕıas, guardan una es-
trecha relación. Por ejemplo, se sabe que las soluciones tipo II y tipo N admiten
a lo más dos vectores de Killing independientes, mientras que el tipo III admite
a lo más tres vectores de Killing independientes y el tipo D admite a lo más
cuatro vectores de Killing independientes [8, p. 607], como es el caso de la métri-
ca de Schwarzschild, y a lo menos dos vectores de Killing independientes [26,
p. 151], como la métrica de Kerr. Rećıprocamente, dado un espacio-tiempo con
ciertas simetŕıas, se conocen algunos resultados con respecto a su clasificación
de Petrov, por ejemplo, se sabe que las soluciones estáticas necesariamente son
tipo I, D u O, y se sabe también que las soluciones estacionarias y axisimétricas
en el vaćıo no pueden ser tipo III [8, p. 606]. El panorama completo de la rela-
ción entre estos dos esquemas de clasificación se puede consultar, por ejemplo,
en [8, p. 606-609].

3.3. Propiedades geométricas de las KST

Dada la transformación de Kerr-Schild

ĝµν = gµν − nµnν ,

elegimos una tétrada nula {ea} = {l, n,m, m̄} para g, de modo que podemos

construir una tétrada nula para ĝ como {êa} = {l̂, n̂, m̂, ¯̂m} = {l+ 1
2n, n,m, m̄}

[23, p. 1879], de modo que en esta base se verifica directamente que

ĝab = ĝ(êa, êb) = (gµν − nµnν)ê µa ê
ν
b =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 .

Sabemos que los coeficientes de spin para ĝ se pueden calcular directamente
de la base {êa}, sin embargo, queremos relacionar los coeficientes de spin de
ĝ con los coeficientes de spin de g, para lo cual lo más sencillo es utilizar las
relaciones de conmutación de la base de vectores nulos [ea, eb] = (Γcba−Γcab)ec
[23, p. 1880], las cuales están dadas en términos de los coeficientes de spin por
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[24, p.570]

[∆, D] = (γ + γ̄)D + (ε+ ε̄)∆− (τ + π̄)δ̄ − (τ̄ + π)δ,

[δ,D] = (ᾱ+ β − π̄)D + κ∆− σδ̄ − (ρ̄+ ε− ε̄)δ,
[δ,∆] = −ν̄D + (τ − ᾱ− β)∆ + λ̄δ̄ + (µ− γ + γ̄)δ,

[δ̄, δ] = (µ̄− µ)D + (ρ̄− ρ)∆− (ᾱ− β)δ̄ − (β̄ − α)δ.

Usando por ejemplo, la primera de estas relaciones se tiene que

[∆̂, D̂] = (γ̂ + ¯̂γ)D̂ + (ε̂+ ¯̂ε)∆̂− (τ̂ + ¯̂π)
¯̂
δ − (¯̂τ + π̂)δ̂

= (γ̂ + ¯̂γ)D + [(ε̂+ ¯̂ε) +
1

2
(γ̂ + ¯̂γ)]∆− (τ̂ + ¯̂π)δ̄ − (¯̂τ + π̂)δ,

mientras que por otro lado

[∆̂, D̂] =

[
∆, D +

1

2
∆

]
= [∆, D] =

(γ + γ̄)D + (ε+ ε̄)∆− (τ + π̄)δ̄ − (τ̄ + π)δ,

luego, se sigue que

(γ̂ + ¯̂γ) = (γ + γ̄),

(τ̂ + ¯̂π) = (τ + π̄),

(¯̂τ + π̂) = (τ̄ + π),

(ε̂+ ¯̂ε) +
1

2
(γ̂ + ¯̂γ) = (ε+ ε̄).

Análogamente, usando la relación de conmutación [
¯̂
δ, δ̂] encontramos que

(¯̂µ− µ̂) = (µ̄− µ),

( ¯̂α− β̂) = (ᾱ− β),

(
¯̂
β − α̂) = (β̄ − α),

(¯̂ρ− ρ̂) +
1

2
(¯̂µ− µ̂) = (ρ̄− ρ).

Mientras que de la relación [δ̂, D̂] obtenemos

(¯̂α+ β̂ − ¯̂π) = (ᾱ+ β − π̄)− 1

2
ν̄,

κ̂+
1

2
(¯̂α+ β̂ − ¯̂π) = κ+

1

2
(τ − ᾱ− β),

(¯̂ρ+ ε̂− ¯̂ε) = (ρ̄+ ε− ε̄)− 1

2
(µ− γ + γ̄),

σ̂ = σ − 1

2
λ̄.
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Y finalmente, de [δ̂, ∆̂] se sigue que

¯̂ν = ν̄,

¯̂
λ = λ̄,

(µ̂− γ̂ + ¯̂γ) = (µ− γ + γ̄),

(τ̂ − ¯̂α− β̂)− 1

2
¯̂ν = (τ − ᾱ− β).

Notamos que de estas 16 ecuaciones, dos de ellas se obtienen por conjugación
compleja, por lo que tenemos un sistema de 14 ecuaciones en 14 incógnitas, el
cual tiene por soluciones

γ̂ + ¯̂γ = γ + γ̄,

τ̂ + ¯̂π = τ + π̄,

ε̂+ ¯̂ε = ε+ ε̄− 1

2
(γ + γ̄),

¯̂µ− µ̂ = µ̄− µ,
¯̂α− β̂ = ᾱ− β,

¯̂ρ− ρ̂ = ρ̄− ρ− 1

2
(µ̄− µ),

¯̂α+ β̂ − ¯̂π = ᾱ+ β − π̄ − 1

2
ν̄,

¯̂ρ+ ε̂− ¯̂ε = ρ̄+ ε− ε̄− 1

2
(µ− γ + γ̄),

µ̂− γ̂ + ¯̂γ = µ− γ + γ̄,

τ̂ − ¯̂α− β̂ = τ − ᾱ− β +
1

2
ν̄,

¯̂ν = ν̄,

¯̂
λ = λ̄,

σ̂ = σ − 1

2
λ̄,

κ̂ = κ+
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β) +

1

4
ν̄,

de donde obtenemos directamente cuatro coeficientes de spin (como podemos
ver de las últimas cuatro ecuaciones anteriores) y nos restan por determinar
ocho. Ahora, usando las ecuaciones

τ̂ + ¯̂π = τ + π̄,

¯̂α− β̂ = ᾱ− β,

¯̂α+ β̂ − ¯̂π = ᾱ+ β − π̄ − 1

2
ν̄,

τ̂ − ¯̂α− β̂ = τ − ᾱ− β +
1

2
ν̄,
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se sigue que τ̂ = τ , π̂ = π, α̂ = α − 1
4ν y β̂ = β − 1

4 ν̄. Por otro lado, de las
ecuaciones

γ̂ + ¯̂γ = γ + γ̄,
¯̂µ− µ̂ = µ̄− µ,

µ̂− γ̂ + ¯̂γ = µ− γ + γ̄,
¯̂µ− ¯̂γ + γ̂ = µ̄− γ̄ + γ,

se obtiene que γ̂ = γ y µ̂ = µ, donde la última ecuación la obtuvimos por
conjugación compleja para cerrar el sistema de ecuaciones. Análogamente, de
las ecuaciones restantes

ε̂+ ¯̂ε = ε+ ε̄− 1

2
(γ + γ̄),

¯̂ρ− ρ̂ = ρ̄− ρ− 1

2
(µ̄− µ),

¯̂ρ+ ε̂− ¯̂ε = ρ̄+ ε− ε̄− 1

2
(µ− γ + γ̄),

ρ̂+ ¯̂ε− ε̂ = ρ+ ε̄− ε− 1

2
(µ̄− γ̄ + γ),

se sigue que ρ̂ = ρ− 1
2µ y ε̂ = ε− 1

2 γ̄ −
1
4 (µ− µ̄).

Aśı, hemos obtenido todos los coeficientes de spin de ĝ con respecto a los
coeficientes de spin de g, que están dados por

ν̂ = ν, λ̂ = λ, µ̂ = µ, π̂ = π, τ̂ = τ, γ̂ = γ,

α̂ = α− 1

4
ν, β̂ = β − 1

4
ν̄, σ̂ = σ − 1

2
λ̄, ρ̂ = ρ− 1

2
µ,

ε̂ = ε− 1

2
γ̄ − 1

4
(µ− µ̄), κ̂ = κ+

1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β) +

1

4
ν̄.

A partir de esto, podemos notar que si ν = γ = τ = 0, que de acuerdo con
lo visto en la sección anterior, significa que la base de vectores nulos {ea} se
transporta paralelamente en la dirección n, entonces ν̂ = γ̂ = τ̂ = 0, de modo
que la base {êa} también se transportará paralelamente en la dirección n̂ = n
en el nuevo espacio-tiempo. Además, si n es ortogonal a una hipersuperficie
entonces µ = µ̄ y por lo tanto µ̂ = ¯̂µ, de modo que n̂ continua siendo ortogonal
a una hipersuperficie en el nuevo espacio-tiempo [23, p. 1880].

Una vez relacionados los coeficientes de spin entre ambas métricas el siguiente
paso es relacionar sus tensores de curvatura. En particular, la identificación más
sencilla y natural que podemos hacer es pedir que que la componente del tensor
de Ricci a lo largo de vector nulo n sea igual en ambos espacios tiempo [23, p.
1880], es decir

R̂22 = R̂µνn
µnν = Rµνn

µnν = R22, (3.20)

pues esto es sólo una ecuación que además involucra al vector n que es el que
juega un papel relevante en la KST. Más aún, veremos más adelante que esta
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es una consecuencia de pedir que n sea geodésico [23, p. 1880], justo como en
la sección 2.2. En lo sucesivo asumiremos que la ecuación anterior se satisface
para las KST que estudiaremos.

Para estudiar cuales son las consecuencias sobre los coeficientes de spin al
pedir que se cumpla la ecuación 3.20, usaremos las ecuaciones de Newman-
Penrose [23, p. 1880] obtenidas en la sección anterior, pues recordando que

Φ22 = −1

2
R22,

entonces podemos usar la ecuación de Newman-Penrose 3.4 dada por

δ̂ν̂ − ∆̂µ̂ = (µ̂2 + λ̂ˆ̄λ) + (γ̂ + ˆ̄γ)µ̂− ˆ̄νπ̂ + (τ̂ − 3β̂ − ˆ̄α)ν̂ + Φ̂22,

y usando que δ̂ = δ, ∆̂ = ∆ y las relaciones que encontramos entre los coeficien-
tes de spin de ambas métricas, tenemos que

δν −∆µ = δ̂ν̂ − ∆̂µ̂ = (µ̂2 + λ̂ˆ̄λ) + (γ̂ + ˆ̄γ)µ̂− ˆ̄νπ̂ + (τ̂ − 3β̂ − ˆ̄α)ν̂ + Φ̂22

= (µ2 + λλ̄) + (γ + γ̄)µ− ν̄π + (τ − 3β − ᾱ)ν + Φ̂22 +
3

4
ν̄ν +

1

4
ν̄ν,

y como la métrica g también cumple la ecuación de Newman-Penrose 3.4 enton-
ces se tiene que

Φ22 = Φ̂22 + ν̄ν,

aśı, al pedir que se cumpla la condición 3.20 tenemos que

ν̄ν = 0,

de donde se sigue que, como consecuencia de pedir la condición 3.20 ν = 0, y
rećıprocamente. Además, dadas las relaciones entre los coeficientes de spin que
encontramos, también se tiene en este caso que ν̂ = 0. Luego, recordamos de la
sección anterior que si ν = 0 entonces el vector n es geodésico. Aśı, para que
la nueva métrica sea una solución a las ecuaciones de campo de Einstein, tal
que satisfaga la condición 3.20, entonces debemos elegir un vector nulo n que
sea geodésico, de modo que ν = 0 [23, p. 1880] (y por tanto ν̂ = 0, de modo
que n seguirá siendo geodésico en el nuevo espacio-tiempo). Aśı como hicimos
en el caṕıtulo anterior, podemos reescalar el vector n de modo que ∇nn = 0, lo
cual simplifica algunas expresiones, sin embargo continuaremos sin realizar esta
simplificación.

Aśı, asumiendo que se satisface la condición 3.20 y por tanto ν = 0, las
relaciones entre los coeficientes de spin de nuestras métricas se simplifican como
[23, p. 1880]

ν̂ = ν = 0, λ̂ = λ, µ̂ = µ, π̂ = π, τ̂ = τ, γ̂ = γ,

α̂ = α, β̂ = β, σ̂ = σ − 1

2
λ̄, ρ̂ = ρ− 1

2
µ,
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ε̂ = ε− 1

2
γ̄ − 1

4
(µ− µ̄), κ̂ = κ+

1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β),

de donde notamos que los coeficientes de spin asociados a l son los únicos que
cambian, lo cual es de esperarse pues éste es el único vector nulo distinto entre
las bases {ea} y {êa}

Ahora, analogamente a lo que hicimos con la ecuación 3.4 podemos utilizar
las 17 ecuaciones de Newman-Penrose restantes para relacionar el tensor de
curvatura de la métrica ĝ y la métrica g, usando las nuevas relaciones entre los
coeficientes de spin que acabamos de obtener al pedir la condición 3.20. Más aún,
como sólo hay 12 cantidades independientes con las que podemos caracterizar
al tensor de Riemann, sólo necesitamos 11 de las ecuaciones restantes. Como
resultado obtenemos las sigientes relaciones, las cuales son de autoŕıa propia
(igual que los resultados subsecuentes), aunque en [28], por ejemplo, se obtienen
relaciones similares para los tensores curvatura, sin embargo como se advierte
en [8, p. 500], la publicación contiene varios errores

Φ̂00 = Φ00 −
1

2
Dµ+

1

2
∆

(
ρ− 1

2
µ

)
− δ̄

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
+ ρµ+

1

2
(σλ+ σ̄λ̄)− 1

4
(µ2 + λλ̄) +

1

2
(γ + γ̄)ρ

+
1

2

(
ε+ ε̄− 1

2
(γ + γ̄)

)
µ+

(
1

2
(τ̄ + π)− (α+ β̄)

)
τ

+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
(3α+ β̄ − π),

Φ̂10 = Φ10 +
1

2
∆α+

1

2
δ̄

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
− 1

2

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
β̄

+
1

2
βλ+

(
1

2
γ +

3

4
µ̄− 1

4
µ− γ̄

)
α+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
λ

+

(
1

2
(τ̄ + π)− (α+ β̄)

)
γ +

(
1

2
γ̄ +

3

4
µ− 1

4
µ̄

)
π,

Ψ̂0 = Ψ0 −
1

2
Dλ̄+

1

2
∆

(
σ − 1

2
λ̄

)
− δ

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
+

1

2
(3γ̄ − γ + 3µ− µ̄)

(
σ − 1

2
λ̄

)
+

1

2
(ρ+ ρ̄+ 3ε− ε̄)λ̄

+ (τ − π̄ + ᾱ+ 3β)

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
,

Ψ̂1 = Ψ1 +
1

2
∆β +

1

2
δ

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
+

1

2
(α+ π)λ̄

+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
(µ+ γ)− 1

2

(
γ − 1

2
(µ+ µ̄)

)
β

− 1

2

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
(ᾱ− π̄),
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−Ψ̂2 + Φ̂11 + Λ̂ = −Ψ2 + Φ11 + Λ +
1

2
(µ− µ̄)

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
+

1

2
(µ2 − λλ̄),

Ψ̂2 + Φ̂11 − Λ̂ = Ψ2 + Φ11 − Λ +
1

2
∆

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
− 1

2
(γ + γ̄)

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
,

Ψ̂2 + 2Λ̂ = Ψ2 + 2Λ +
1

2
∆µ+

1

2
(µµ̄+ λλ̄)− 1

2
(γ + γ̄)µ,

Φ̂20 = Φ20 +
1

2
∆λ+ λµ̄− 1

2
(3γ̄ − γ)λ,

Φ̂12 = Φ12,

Ψ̂3 = Ψ3,

Ψ̂4 = Ψ4.

Aśı, los tensores de Ricci de g y ĝ están relacionados por

Φ̂00 = Φ00 −
1

2
Dµ+

1

2
∆

(
ρ− 1

2
µ

)
− δ̄

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
+ ρµ+

1

2
(σλ+ σ̄λ̄)− 1

4
(µ2 + λλ̄) +

1

2
(γ + γ̄)ρ

+
1

2

(
ε+ ε̄− 1

2
(γ + γ̄)

)
µ+

(
1

2
(τ̄ + π)− (α+ β̄)

)
τ

+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
(3α+ β̄ − π),

Φ̂10 = Φ10 +
1

2
∆α+

1

2
δ̄

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
− 1

2

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
β̄

+
1

2
βλ+

(
1

2
γ +

3

4
µ̄− 1

4
µ− γ̄

)
α+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
λ

+

(
1

2
(τ̄ + π)− (α+ β̄)

)
γ +

(
1

2
γ̄ +

3

4
µ− 1

4
µ̄

)
π,

Λ̂ = Λ− 1

12
∆

(
γ + γ̄ − 1

2
(3µ+ µ̄)

)
+

1

12
(3µ2 + λλ̄)

+
1

12

(
γ + γ̄ − 1

2
(3µ+ µ̄)

)
((γ + γ̄) + (µ− µ̄)) ,

Φ̂11 = Φ11 +
1

4
∆

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
+

1

4
(µ2 − λλ̄)

+
1

4

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
((µ− µ̄)− (γ + γ̄)) ,
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Φ̂20 = Φ20 +
1

2
∆λ+ λµ̄− 1

2
(3γ̄ − γ)λ,

Φ̂12 = Φ12,

Φ̂22 = Φ22,

donde la última igualdad es debida a la condición 3.20. Por otro lado, las com-
ponentes del tensor de Weyl están relacionadas por

Ψ̂0 = Ψ0 −
1

2
Dλ̄+

1

2
∆

(
σ − 1

2
λ̄

)
− δ

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
+

1

2
(3γ̄ − γ + 3µ− µ̄)

(
σ − 1

2
λ̄

)
+

1

2
(ρ+ ρ̄+ 3ε− ε̄)λ̄

+ (τ − π̄ + ᾱ+ 3β)

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
,

Ψ̂1 = Ψ1 +
1

2
∆β +

1

2
δ

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
+

1

2
(α+ π)λ̄

+

(
1

2
(τ + π̄)− (ᾱ+ β)

)
(µ+ γ)− 1

2

(
γ − 1

2
(µ+ µ̄)

)
β

− 1

2

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
(ᾱ− π̄),

Ψ̂2 = Ψ2 +
1

6
∆

(
γ + γ̄ +

1

2
(3µ− µ̄)

)
+

1

3
λλ̄

− 1

6

(
γ + γ̄ +

1

2
(3µ− µ̄)

)
((γ + γ̄) + (µ− µ̄)) ,

Ψ̂3 = Ψ3,

Ψ̂4 = Ψ4.

Una consecuencia directa de las últimas dos ecuaciones, es que si el espacio-
tiempo (M, g) es algebraicamente especial, siendo n una dirección principal nula
repetida, entonces Ψ3 = Ψ4 = 0 y por lo tanto, el nuevo espacio-tiempo (M, ĝ)
también será algebraicamente especial, con n una dirección principal nula repe-
tida.

3.4. Enerǵıa y momento inducidos por una KST

Ahora que hemos relacionado los coeficientes de spin de los dos espacios-tiempo
que estamos estudiando y sus tensores de curvatura, nos gustaŕıa relacionar
también sus tensores de enerǵıa momento. De las relaciones anteriores entre los
tensores de Ricci de g y ĝ notamos que en general no sucede que Φ̂ij = Φij , es
decir, no ocurre que la métrica ĝ sea solución a las ecuaciones de campo con el
mismo tensor de enerǵıa momento que g. Sin embargo, podemos interpretar las
diferencias entre Φ̂ij y Φij como un tensor de enerǵıa momento Lab inducido
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por la KST [23, p. 1880], de modo que el tensor de enerǵıa momento T̂ab para
la métrica ĝ está dado por [23, p. 1880]

T̂ab = Tab + Lab,

más aún, como g es solución a las ecuaciones de campo con el tensor de enerǵıa
momento Tab y exigiendo que ĝ sea solución a las ecuaciones de campo con el
tensor T̂ab, podemos obtener la forma expĺıcita de Lab a partir de las relaciones
de la sección anterior y de las ecuaciones de campo de Einstein

Rab −
1

2
Rgab = −8πTab,

donde el signo negativo en el lado derecho de las ecuaciones se debe a la sig-
natura elegida para la métrica [25, p. 34]. Recordando cómo están definidas las
cantidades Φij y Λ

Φ00 = −1

2
R11 ,Φ01 = −1

2
R13,

Φ02 = −1

2
R33 ,Φ10 = −1

2
R14,

Φ12 = −1

2
R23 ,Φ20 = −1

2
R44,

Φ21 = −1

2
R24 ,Φ22 = −1

2
R22,

Φ11 = −1

4
(R12 +R34),

Λ =
1

24
R =

1

12
(R12 −R34),

podemos escribir las siete ecuaciones de campo independientes para g como

8πT22 = 2Φ22,

8πT23 = 2Φ12,

8πT11 = 2Φ00,

8πT14 = 2Φ10,

8πT44 = 2Φ20,

4π(T12+T34) = 2Φ11,

4π(T12−T34) = 6Λ,

y análogamente para ĝ. Aśı, imponiendo que T̂ab = Tab + Lab y usando esta
forma para las ecuaciones de campo obtenemos las siguientes relaciones para el
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tensor de enerǵıa momento inducido Lab:

8πL22 = 2(Φ̂22 − Φ22),

8πL23 = 2(Φ̂12 − Φ12),

8πL11 = 2(Φ̂00 − Φ00),

8πL14 = 2(Φ̂10 − Φ10),

8πL44 = 2(Φ̂20 − Φ20),

4π(L12+L34) = 2(Φ̂11 − Φ11),

4π(L12−L34) = 6(Λ̂− Λ),

o de manera expĺıcita usando las relaciones de la sección anterior:

8πL11 = −Dµ+ ∆

(
ρ− 1

2
µ

)
− δ̄ (τ + π̄ − 2(ᾱ+ β))

+ 2ρµ+ σλ+ σ̄λ̄− 1

2
(µ2 + λλ̄) + (γ + γ̄)ρ

+

(
ε+ ε̄− 1

2
(γ + γ̄)

)
µ+

(
τ̄ + π − 2(α+ β̄)

)
τ

+ (τ + π̄ − 2(ᾱ+ β)) (3α+ β̄ − π),

8πL14 = ∆α+ δ̄

(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
−
(
γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
β̄ + βλ

+

(
γ +

3

2
µ̄− 1

2
µ− 2γ̄

)
α+ (τ + π̄ − 2(ᾱ+ β))λ

+
(
τ̄ + π − 2(α+ β̄)

)
γ +

(
γ̄ +

3

2
µ− 1

2
µ̄

)
π,

4π(L12 + L34) =
1

2
∆

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
+

1

2
(µ2 − λλ̄)

+
1

2

(
γ + γ̄ +

1

2
(µ− µ̄)

)
((µ− µ̄)− (γ + γ̄)) ,

4π(L12 − L34) = −1

2
∆

(
γ + γ̄ − 1

2
(3µ+ µ̄)

)
+

1

2
(3µ2 + λλ̄)

+
1

2

(
γ + γ̄ − 1

2
(3µ+ µ̄)

)
((γ + γ̄) + (µ− µ̄)) ,

8πL44 = ∆λ+ 2λµ̄− (3γ̄ − γ)λ,

L22 = 0,

L23 = 0.

En [23], por ejemplo, se pueden encontrar relaciones similares, obtenidas
usando bases coordenadas. Retomando nuestra discusión, recordamos que para
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que el tensor T̂µν pueda ser un tensor de enerǵıa momento debe satisfacer la

ley de conservación T̂µν;ν = 0 (donde la derivada covariante es con respecto a la
métrica ĝ) lo cual equivale a que la métrica ĝ satisfaga las identidades de Bian-
chi R̂αβ[µν;λ] = 0, pues sabemos que si esto ocurre entonces T̂µν;ν = Ĝµν;ν = 0
[6, p. 201-202]. El procedimiento para verificar que la nueva métrica cumple
las identidades de Bianchi es análogo al que hemos usado para relacionar los
tensores de curvatura entre g y ĝ; el cálculo es directo sin embargo es muy exten-
so. Como ejemplo ilustrativo del procedimiento a seguir, consideremos alguna
de las once identidades de Bianchi independientes escritas en el formalismo de
Newman-Penrose que queremos verificar, por ejemplo

−∆̂Ψ̂3 + δ̂Ψ̂4 − ∆̂Φ̂21 + ˆ̄δΦ̂22 = 2(γ̂ + 2µ̂)Ψ̂3 + (τ̂ − 4β̂)Ψ̂4

− 2(ˆ̄µ+ γ̂)Φ̂21 − 2λ̂Φ̂12 − (ˆ̄τ − 2α̂− 2 ˆ̄β)Φ̂22,
(3.21)

la cual hemos simplificado considerando que ν̂ = 0. Ahora, usando las relaciones
que tenemos entre la base de vectores nulos y los tensores de curvatura de ambas
métricas por un lado tenemos que

−∆̂Ψ̂3 + δ̂Ψ̂4 − ∆̂Φ̂21 + ˆ̄δΦ̂22 = −∆Ψ3 + δΨ4 −∆Φ21 + δ̄Φ22,

y por otro lado, usando también las relaciones entre los coeficientes de spin se
tiene que

2(γ̂ + 2µ̂)Ψ̂3 + (τ̂ − 4β̂)Ψ̂4 − 2(ˆ̄µ+ γ̂)Φ̂21 − 2λ̂Φ̂12 − (ˆ̄τ − 2α̂− 2 ˆ̄β)Φ̂22

= 2(γ + 2µ)Ψ3 + (τ − 4β)Ψ4 − 2(µ̄+ γ)Φ21 − 2λΦ12 − (τ̄ − 2α− 2β̄)Φ22,

luego, como se cumple la ecuación 3.21 para la métrica g, se sigue que también
se cumple para la métrica ĝ, como queŕıamos verificar. El resto de las diez
identidades de Bianchi independientes para la métrica ĝ se pueden verificar
de manera análoga (aunque recalcamos que el cálculo es muy extenso y poco
ilustrativo), con lo cual se demuestra que T̂µν;ν = 0.

3.5. Soluciones particulares

A lo largo de esté este caṕıtulo hemos estudiado las transformaciones de Kerr-
Schild y hemos hallado las relaciones entre los coeficientes de spin, los tensores
de curvatura y el tensor de enerǵıa momento inducido. Esto nos permite en
principio, obtener nuevas soluciones a las ecuaciones de campo de Einstein a
partir de soluciones conocidas, aunque como hemos visto, las nuevas solucio-
nes aśı obtenidas satisfacen las ecuaciones de campo para un tensor de enerǵıa
momento distinto al original. Es importante notar que tanto el tensor de cur-
vatura de la nueva métrica, como el tensor de enerǵıa momento inducido por la
transformación dependen únicamente de la base de vectores nulos elegida para
el espacio-tiempo original (y de los coeficientes de spin, pero estos a su vez de-
penden de la base), de modo que dada una métrica g y una tétrada nula para la
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métrica g, la nueva métrica ĝ y el tensor de enerǵıa momento al cual esta métri-
ca es solución quedan completamente determinados. En particular, la solución
más sencilla de todas consiste en tomar la métrica g como la del espacio-tiempo
de Minkowski junto con la base de vectores nulos

lµ =
1√
2

(1,−1, 0, 0),

nµ =
1√
2

(1, 1, 0, 0),

mµ =
1√
2

(0, 0,−1,−i),

de donde se obtiene la métrica

ĝµν = ηµν − nµnν =


1/2 −1/2 0 0
−1/2 −3/2 0 0

0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

y el intervalo para esta métrica se escribe como

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 − 1

2
(dt+ dx)2.

Notemos que al ser la base de vectores nulos constante, el tensor de enerǵıa
momento inducido es cero (igual que todo el tensor de curvatura), es decir, esta
métrica es solución a las ecuaciones de campo en el vaćıo. Dado que el tensor
de curvatura es cero, se tiene que la ecuación 1.17 dada por

£ξR = 0,

se satisface de manera idéntica, de modo que por lo visto en la sección 1.2,
esta solución posee el máximo número de simetŕıas posibles. Esto es un caso
excepcional, pues en general las métricas obtenidas por una transformación de
Kerr-Schild poseen menos simetŕıas que las métricas a partir de las cuales se
obtuvieron, como podemos corroborar con la métrica de Kerr, que se obtiene por
una KST a partir de la métrica de Minkowski. Más aún, que esta métrica posea
el número máximo de simetŕıas posibles no es coincidencia pues en realidad
esta métrica no es muy distinta a la métrica de Minkowski, ya que mediante un
cambio de coordenadas, la métrica se puede escribir en forma diagonal como

ĝµ′ν′ =


−1+

√
5

2 0 0 0

0 −1−
√

5
2 0 0

0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ,

que es esencialmente la métrica de Minkowski.
Como mencionabamos antes, dada una métrica que sea solución a las ecua-

ciones de campo y una base de vectores nulos se obtiene una nueva solución a
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las ecuaciones de campo, para un nuevo tensor de enerǵıa momento. Dado que
este nuevo tensor de enerǵıa momento se obtiene a partir de la base de vectores
nulos, en principio podŕıa no tener ningún significado f́ısico y no corresponder
a ningún campo f́ısico observable en la naturaleza. Una posibilidad para evitar
esto es imponer una forma para el nuevo tensor de enerǵıa momento e integrar
las ecuaciones resultantes para hallar la tétrada nula que sea solución a tales
ecuaciones. El primer ejemplo no trivial de esto es lo realizado en el capitulo
2, donde partiendo de la métrica de Minkowski, encontramos la solución más
general a las ecuaciones de campo en el vaćıo del tipo Kerr-Schild. Siguiendo un
procedimiento muy similar, se puede encontrar la solución más general de tipo
Kerr-Schild a las ecuaciones de Einstein-Maxwell [14], entre las que destaca la
solución de Kerr-Newman, para un cuerpo con simetŕıa esférica y carga total
Q que gira alrededor del eje z con momento angular por unidad de masa a; el
intervalo de esta métrica está dado por [14, p. 1854]

ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2

−2mr3 −Q2r2

r4 + a2z2

[
dt+

z

r
dz +

r

r2 + a2
(xdx+ ydy)− a

r2 + a2
(xdy − ydx)

]2

.

Otra familia interesante de soluciones obtenidas via una KST son soluciones
para un fluido perfecto partiendo de una métrica conformemente plana, que
también sea solución a las ecuaciones de campo para un fluido perfecto (ver, por
ejemplo [29, 30]), pues el que la métrica de la cual se parte sea conformemente
plana permite reutilizar algunos de los principales resultados para integrar las
ecuaciones de campo en el caso de la métrica de Minkowsi, por ejemplo, la forma
más general que se tiene para un vector nulo geodésico en un espacio-tiempo
algebraicamente especial, dada por el teorema de Kerr, como se muestra en el
caṕıtulo 2.

Como hemos visto en el caṕıtulo anterior, imponer una forma para el tensor
de enerǵıa momento inducido por una KST e integrar las ecuaciones correspon-
dientes no es una tarea sencilla. Una posibilidad distinta para obtener soluciones
v́ıa una KST que sean plausibles a tener una interpretación f́ısica es pedir que
estás posean alguna simetŕıa, heredada de una simetŕıa en la métrica original:
supongamos que tenemos una base coordenada para el espacio-tiempo y supon-
gamos que el vector ξ es un vector de Killing para la métrica g. Aśı, ξ es un
vector de Killing para la nueva métrica ĝ = g − n⊗ n si y sólo si

0 = £ξ ĝ = £ξ(g − n⊗ n) = £ξg −£ξ(n⊗ n) = −£ξ(n⊗ n),

donde la última igualdad ocurre porque al ser ξ un vector de Killing de g entonces
£ξg = 0. Aśı, ξ es un vector de Killing para la nueva métrica ĝ si y sólo si

nµ,λnνξ
λ + nµnν,λξ

λ + nµnλξ
λ
, ν + nλnνξ

λ
, µ = 0.

En particular, debido a la regla del producto de Leibniz, tenemos que una
condición suficiente para que ξ sea un vector de Killing de ĝ es

£ξn = 0⇔ nµ,λξ
λ + nλξ

λ
,µ = 0,
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de donde podemos notar que si la coordenada xα es una coordenada ćıclica en
la métrica g entonces ξ = ∂α es un vector de Killing de g y de acuerdo con la
ecuación anterior, es también un vector de Killing para ĝ si nµ,α = 0, esto es, si
el vector nulo n no depende expĺıcitamente de la coordenada α.

Aprovecharemos esto último para construir una solución a las ecuaciones
de campo: consideremos la métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas,
dada por

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2),

entonces una base de vectores nulos para esta métrica está dada por [25, p.134-
135]

lµ =
1

r2 − 2Mr
(r2, r2 − 2Mr, 0, 0),

nµ =
1

2r2
(r2,−r2 + 2Mr, 0, 0),

mµ =
1√
2r

(0, 0, 1, i csc θ),

o de manera equivalente

lµ =
1

r2 − 2Mr
(r2 − 2Mr,−r2, 0, 0),

nµ =
1

2r2
(r2 − 2Mr, r2, 0, 0),

mµ =
1√
2r

(0, 0,−r2,−ir2 sin θ),

de donde notamos que el vector n no depende de las coordenadas t y φ, y como
∂t, ∂φ son vectores de Killing para la métrica de Schwarzschild, entonces ∂t, ∂φ
también serán vectores de Killing para la nueva métrica ĝµν = gµν − nµnν , la
cual está dada en coordenadas esféricas por

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dt2 −

(
1− 2M

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

− 1

4r2
(rdt+ rdr − 2Mdt)2.

Notamos que la nueva solución continúa siendo estacionaria pero no estática,
y además, dado que la métrica de Schwarzschild es tipo D, entonces Ψ3 = Ψ4 = 0
y por lo que hemos visto, esto significa que la nueva métrica es algebraicamente
especial. Ahora, para hallar el tensor de enerǵıa momento inducido por esta
KST, debemos calcular primero los coeficientes de spin; se encuentra que estos
están dados por [25, p.134-135]

κ = σ = λ = ν = ε = π = τ = 0,
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ρ = −1

r
, β =

1

2
√

2

cot θ

r
, α = − 1

2
√

2

cot θ

r
,

µ = −r − 2M

2r2
, γ =

M

2r2
,

de donde podemos ver que µ = µ̄, de modo que n es ortogonal a una hipersu-
perficie, y de acuerdo a lo que hemos visto, sucede lo mismo para n en la nueva
métrica. Ahora, considerando los coeficientes de spin que son cero y que todos
los coeficientes de spin son reales, podemos simplificar nuestras expresiones para
el tensor de enerǵıa momento inducido como

8πL11 = −Dµ+ ∆

(
ρ− 1

2
µ

)
+ 2δ̄ (α+ β) + 2ρµ

− 1

2
µ2 + 2γ

(
ρ− 1

2
µ

)
− 2(α+ β)(3α+ β),

8πL14 = ∆α+ δ̄γ − γβ + (µ− γ)α− 2(α+ β)γ,

4π(L12 + L34) = ∆γ +
1

2
µ2 − 2γ2,

4π(L12 − L34) = −∆ (γ − µ) +
3

2
µ2 + 2 (γ − µ) γ,

L44 = 0,

L22 = 0,

L23 = 0.

Más aún, como α = −β, las ecuaciones anteriores se pueden reducir más y
estas quedan expresadas ahora como

8πL11 = −Dµ+ ∆

(
ρ− 1

2
µ

)
+ 2ρµ− 1

2
µ2 + 2γ

(
ρ− 1

2
µ

)
,

8πL14 = ∆α+ δ̄γ + µα,

4π(L12 + L34) = ∆γ +
1

2
µ2 − 2γ2,

4π(L12 − L34) = −∆ (γ − µ) +
3

2
µ2 + 2 (γ − µ) γ,

L44 = 0,

L22 = 0,

L23 = 0.

Finalmente, recordamos que D = lµ∂µ, ∆ = nµ∂µ y δ̄ = m̄µ∂µ, de modo que
encontramos que las expresiones para el tensor de enerǵıa momento inducido
son

8πL11 =
4M − r

2r3
+

(3r + 4M)(−r + 2M)

8r4
+
r − 2M

r3

− (r − 2M)2

8r4
− 3Mr + 2M2

4r4
,
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8πL14 =
(−r + 2M) cot θ

4
√

2r3
+

(r − 2M) cot θ

4
√

2r3
,

4π(L12 + L34) =
Mr − 2M2

2r4
+

(r − 2M)2

8r4
− M2

2r4
,

4π(L12 − L34) = − (2M − r)2

4r4
+

3(r − 2M)2

8r4
+
Mr −M2

2r4
,

L44 = 0,

L22 = 0,

L23 = 0,

y por lo tanto tenemos que

8πL12 =
r2 − 4M2

4r4
,

8πL34 =
−M2

r4
,

L11 = 0,

L14 = 0,

L44 = 0,

L22 = 0,

L23 = 0.

Ahora, para expresar este tensor de enerǵıa momento en la base coordenada,
recordamos que

Lµν = Labê
a
µê
b
ν ,

y por lo tanto

Lµν = L12ê
1
µê

2
ν + L21ê

2
µê

1
ν + L34ê

3
µê

4
ν + L43ê

4
µê

3
ν ,

o de manera equivalente, usando que {êaµ} = {nµ, lµ − 1
2nµ,−m̄µ,−mµ}

Lµν = L12 (nµlν + lµnν − nµnν) + L34(m̄µmν +mµm̄ν).

Aśı, en la base coordenada el tensor de enerǵıa momento inducido está dado
por

8πLµν =



(r−2M)2(r+2M)(3r+2M)
16r6 − (r−2M)2(r+2M)

16r5 0 0

− (r−2M)2(r+2M)
16r5

(r+2M)(−5r+2M)
16r4 0 0

0 0 −M
2

r2 0

0 0 0 −M
2 sin2 θ
r2


.
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Dado que la métrica de Schwarzschild es una solución en el vaćıo, entonces
la métrica que construimos es solución al tensor de enerǵıa momento Lµν , como
puede verificarse al calcular el tensor de Einstein Gµν para la métrica en la base
coordenada.

Para estudiar un poco más este tensor de enerǵıa momento inducido, notemos
que sus componentes contravariantes se escriben como

8πLµν =



− (−5r+2M)(r+2M)
16r4 − (r−2M)2(r+2M)

16r5 0 0

− (r−2M)2(r+2M)
16r5 − (r−2M)2(r+2M)(3r+2M)

16r6 0 0

0 0 −M
2

r6 0

0 0 0 −M
2 csc2 θ
r6


,

de donde podemos notar que la densidad de enerǵıa, dada por la componente
L00, es negativa a menos que −5r + 2M sea menor que cero, es decir, para
que este tensor de enerǵıa momento sea f́ısicamente admisible, debemos pedir
que r sea mayor o igual que 2M

5 . También podemos observar que este tensor
de enerǵıa momento es un tanto peculiar en tanto que nos da lugar a presiones
negativas, visto como el tensor de enerǵıa momento de un fluido. Por otro lado,
en la región asintótica cuando r es muy grande (o equivalentemente cuando M
es despreciable con respecto a r) el tensor de enerǵıa momento inducido toma
la forma

8πLµν =
1

16r2


5 −1 0 0
−1 −3 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0


por lo que en esta región el hipotético campo f́ısico correspondiente a este ten-
sor de enerǵıa momento sólo ejerce presión (negativa) en la dirección radial y
conduce enerǵıa, en la dirección contraria en la que crece r.

Finalmente vale la pena mencionar que, aunque esta métrica no posea una
interpretación f́ısica directa, ilustra adecuadamente el método a seguir con el
cual se podŕıan obtener nuevas soluciones de tipo Kerr-Schild que posean si-
metŕıas, en contraste con la integración de las ecuaciones para el tensor de
enerǵıa momento inducido.

3.6. Perspectivas

En este caṕıtulo estudiamos a las transformaciones de Kerr-Schild princi-
palmente como un método de generación de soluciones exactas, tomando como
punto de partida diversos trabajos publicados en la decada de los ochentas y
noventas, siendo [23] el más relevante para el presente trabajo. El tema de la
presente tesis continua siendo parte de investigaciones contemporáneas, como
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se puede ver, por ejemplo, en [31]. Sin embargo, vale la pena mencionar que las
transformaciones de Kerr-Schild como un método de generación de soluciones
exactas ya han sido ampliamente estudiadas, por ejemplo, en [32] se muestra un
estudio de las métricas de Kerr-Schild como una perturbación a la métrica de
Minkowski, es decir, de la forma

gµν = ηµν − 2εHkµkν ,

y aunque se recuperan los resultados que obtuvimos en el caṕıtulo 2 resolviendo
las ecuaciones de campo para cada orden de la perturbación ε, no se obtienen
nuevas soluciones a las ecuaciones de campo. Aunado a esto, actualmente se
prefieren otros métodos de generación de soluciones exactas, algunos de los
cuales hablaremos brevemente a continuación.

Uno de los métodos más importantes para generar soluciones exactas es
el algoritmo de Newman-Janis. En su formulación original, este método nos
permite obtener la métrica de Kerr a partir de la métrica de Schwarzschild
mediante una complejificación de las coordenadas. Para esto, partimos de la
métrica de Schwarzschild en coordenadas esféricas

ds2 =

(
1− 2m

r

)
dt2 −

(
1− 2m

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2),

y realizamos la transformación de coordenadas u = t− r − 2m log(r − 2m) [33,
p. 915], de modo que la métrica de Schwarzschild ahora se escribe como

ds2 =

(
1− 2m

r

)
du2 + 2dudr − r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

Aśı, tenemos que una tétrada nula para esta métrica está dada por [33, p.
916]

lµ = (0, 1, 0, 0),

nµ =

(
1,−1

2

(
1− 2m

r

)
, 0, 0

)
,

mµ =
1√
2r

(0, 0, 1, i csc θ) .

Ahora, permitimos que la coordenada r tome valores complejos, por lo que
la tétrada nula ahora se escribe como [33, p. 916]

lµ = (0, 1, 0, 0),

nµ =

(
1,−1

2

(
1− m

r
− m

r̄

)
, 0, 0

)
,

mµ =
1√
2r̄

(0, 0, 1, i csc θ) .

Posteriormente, realizamos la transformación de coordenadas [33, p. 916]

r′ = r + ia cos θ, u′ = u− ia cos θ,
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y obtenemos la nueva tétrada e′ µa = e νa
∂xµ

∂x′ν , la cual está dada por [33, p. 916]

l′µ = (0, 1, 0, 0),

n′µ =

(
1,−1

2

(
1− 2mr′

r′2 + a2 cos2 θ

)
, 0, 0

)
,

m′µ =
1√

2(r′ + iacosθ)
(ia sin θ,−ia sin θ, 1, i csc θ) .

De este modo, la métrica resultante

g′µν = n′µl′ν + l′µn′ν − m̄′µm′ν −m′µm̄′ν ,

es justo la métrica de Kerr.
Algunas cuestiones surgen de manera inmediata con respecto al algoritmo de

Newman-Janis, entre ellas en qué casos la métrica resultante será una solución a
las ecuaciones de campo. Y respecto a esto, se sabe que una condición suficiente
para obtener una solución a las ecuaciones de campo es que la métrica de la
cual se parte sea una métrica de Kerr-Schild [33, p. 916], como es el caso de la
métrica de Schwarzschild.

Desde su publicación, el algoritmo de Newman-Janis ha sido ampliamente
estudiado, tanto en su interpretación (ver, por ejemplo, [26, p. 263-268]), como
en posibles extensiones del mismo (ver, por ejemplo [34]) y actualmente continua
siendo un importante método de generación de soluciones exactas.

Por último, mencionamos dos métodos de generación de soluciones exac-
tas de gran relevancia: las transformaciones HKX y las transformaciones de
Bäcklund. Las transformaciones HKX son transformaciones que nos permiten
generar soluciones estacionarias y axialmente simétricas en el vaćıo [35] a partir
de soluciones ya conocidas con las mismas caracteŕısticas.

Por otro lado, las transformaciones de Bäcklund son un método general pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales parciales, pero en el contexto de relatividad,
su papel más relevante es que estas transformaciones nos permiten integrar las
ecuaciones de campo en el vaćıo cuando la solución admite dos vectores de Ki-
lling independientes y que conmutan, partiendo de soluciones ya conocidas [36].
De este modo, estas transformaciones pueden aplicarse para el caso estacionario
y axisimétrico o para el caso de simetŕıa ciĺındrica, por ejemplo.

Aunque la revisión de los detalles de ambos métodos van más allá del alcance
de este trabajo, vale la pena mencionar a estos dos métodos de generación por
su gran potencial para encontrar soluciones (con simetŕıas) a las ecuaciones de
campo, y como contraste al método que desarrollamos en el presente trabajo,
que es el de las transformaciones de Kerr-Schild. Una revisión detallada de las
transformaciones HKX, las transformaciones de Bäcklund y otros métodos de
generación de soluciones exactas se puede consultar, por ejemplo, en el caṕıtulo
34 de [8].



Conclusiones

Haciendo una recapitulación del presente trabajo, comenzamos esta obra estu-
diando simetŕıas en variedades pseudo-riemannianas a través de la herramienta
de los vectores de Killing, y como se demuestra en el apéndice B, esto es suficien-
te para estudiar a todo el conjunto de isometŕıas de una variedad, siempre que
éste sea simplemente conexo y los vectores de Killing sean completos. Habiendo
formulado la definición de vector de Killing y de la ecuación de Killing, estu-
diamos la integrabilidad de dicha ecuación, encontrando condiciones necesarias
que debe satisfacer un campo vectorial para ser un vector de Killing, y plan-
teamos una condición necesaria y suficiente para calcular el número de vectores
de Killing independientes en una variedad, usando la derivada de Lie del tensor
de curvatura de Riemann y sus derivadas covariantes sucesivas. Posteriormente
desarrollamos algunos ejemplos donde encontramos los vectores de Killing para
distintos espacios, entre los que destaca el espacio-tiempo de Minkowski, donde
vimos cómo surgen las transformaciones de Lorentz a partir de los vectores de
Killing y de suponer únicamente la forma que toma el intervalo para un ob-
servador inercial. Finalmente, vimos una formulación particular del teorema de
Noether, la cual nos permite obtener cantidades conservadas para un sistema
de una part́ıcula, a partir de sus vectores de Killing, y vimos como esto puede
ayudarnos a integrar las ecuaciones de movimiento de part́ıculas en relatividad
general, estudiando el caso particular de la trayectoria de part́ıculas masivas en
la métrica de Schwarzschild. Terminamos mostrando el concepto de tensor de
Killing y un teorema análogo al teorema de Noether para obtener cantidades
conservadas cuando se dispone de un tensor de Killing.

Posteriormente, en el segundo caṕıtulo estudiamos las métricas de Kerr-
Schild como soluciones en el vaćıo de las ecuaciones de campo. Encontramos
algunas propiedades que ayudan a simplificar las ecuaciones de campo en el
vaćıo, cómo es que las métricas de Kerr-Schild sean algebraicamente especiales,
lo cual permite usar el teorema de Kerr para encontrar la forma más general que
tiene un vector nulo geodésico en el vaćıo, y con esto formar una tétrada nula
para integrar las ecuaciones de campo. Usando el formalismo de las tétradas
nulas, obtuvimos la solución más general para las métricas de Kerr-Schild en el
vaćıo y posteriormente, encontramos que éstas tienen un vector de Killing, lo
cual ayuda a clasificar y simplificar la solución general anteriormente obtenida.
Finalmente, mostramos cómo es que se obtiene la métrica de Kerr como una
solución particular a las métricas de Kerr-Schild con un vector de Killing tipo
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tiempo. Además, encontramos otro vector de Killing para la métrica de Kerr
y mostramos que dicha métrica no posee más vectores de Killing, aunque ésta
tiene un tensor de Killing, lo cual permite integrar las ecuaciones de movimiento
de part́ıculas en la métrica de Kerr, mediante el resultado análogo al teorema de
Noether para tensores de Killing que vimos en el primer caṕıtulo. Culminamos
este caṕıtulo discutiendo la posible interpretación f́ısica de las demás métricas
de Kerr-Schild, siendo la métrica de Kerr la única solución de agujeros negros
(sólo cuando m > a) y el resto soluciones de singularidades desnudas.

En el último caṕıtulo nos dedicamos a estudiar las transformaciones de Kerr-
Schild, como una generalización a las métricas de Kerr-Schild. Vimos cómo es
que algunos resultados simples se mantienen en este caso general, como es la
forma del tensor métrico inverso. Posteriormente estudiamos el formalismo de
Newman-Penrose y vimos la interpretación geométrica que tienen los coeficien-
tes de spin, que son las componentes de la conexión en una tétrada o base de
vectores nulos dada, y revisamos también la definición de un espacio-tiempo al-
gebraicamente especial y la clasificación de Petrov, que es uno de los esquemas
de clasificación de soluciones exactas más importantes que se tiene, junto con
las isometŕıas. Teniendo el formalismo de Newman-Penrose, vimos cómo están
relacionados los coeficientes de spin entre una métrica y su transformación de
Kerr-Schild, y cómo es que se preservan algunas propiedades geométricas, por
ejemplo, que el vector nulo que induce la transformación sea geodésico. Poste-
riormente, usando las ecuaciones de Newman-Penrose, encontramos cómo están
relacionados los tensores de curvatura entre una métrica y su transformación de
Kerr-Schild, vimos que si el espacio-tiempo del cuál se parte es algebraicamente
especial, con n una dirección principal nula repetida, esta propiedad se preserva
bajo una KST, y usando las ecuaciones de campo, encontramos la forma del
tensor de enerǵıa momento inducido por una transformación de Kerr-Schild.
Posterior a esto, mostramos algunos ejemplos expĺıcitos de transformaciones de
Kerr-Schild, y derivamos un resultado acerca de cuándo los vectores de Killing
se preservan bajo una KST, el cual nos permitió encontrar una transformación
con algunas simetŕıas, a partir de la métrica de Schwarzschild, para la cual
calculamos expĺıcitamente su tensor de enerǵıa momento inducido. Finalmen-
te, discutimos de manera breve el papel de las transformaciones de Kerr-Schild
como un método de generación de soluciones exactas en la actualidad.

Los últimos resultados que obtuvimos dan lugar a investigaciones posterio-
res, por ejemplo, se puede intentar realizar la integración de las expresiones del
tensor de enerǵıa momento inducido para algunos casos particulares, tal co-
mo hicimos en el segundo caṕıtulo. En este sentido, se deben buscar métricas
en las cuales se pueda encontrar una tétrada nula caracterizada por algunas
cuantas funciones de las coordenadas, como son la métrica de Minkowski, las
métricas conformemente planas, o las métricas algebraicamente especiales, don-
de estas últimas simplifican algunas de las expresiones que obtuvimos para el
tensor conforme de Weyl. Otra posible ruta de investigación posterior es usar
el resultado que obtuvimos respecto a los vectores de Killing para las trans-
formaciones de Kerr-Schild para hallar métricas que preserven simetŕıas de las
métricas originales, aunque como se ilustra en el último ejemplo realizado, las
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métricas obtenidas por esta v́ıa no corresponden necesariamente a un tensor de
enerǵıa momento observable en la naturaleza, aunque tampoco son soluciones
arbitrarias en tanto que poseen simetŕıas. En cualquiera de los casos, recalcamos
la importancia de que las métricas obtenidas por medio de una transformación
de Kerr-Schild no sean soluciones arbitrarias, pues la búsqueda de soluciones
exactas a las ecuaciones de campo debe tener como fin último encontrar so-
luciones que sean f́ısicamente aceptables o que permitan extraer información
valiosa sobre los fenómenos gravitacionales observables en la naturaleza.





Apéndice A

La derivada de Lie

Definición A.1 Sea M una variedad diferenciable, X ∈ X(M) un campo vecto-
rial en M y T un tensor de rango

(
k
l

)
en M . Para p ∈M definimos la derivada

de Lie de T respecto a X en p como [3, p. 439]

(£XT )p = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
pTΦt(p) − Tp

t

]
,

donde Φ es el flujo asociado al campo vectorial X (definición 1.5).

La siguiente proposición caracteriza la acción de la derivada de Lie sobre
funciones diferenciables.

Proposición A.1 Sea f : M → R diferenciable, entonces se tiene que para
todo p ∈M , (£Xf)p = Xp [f ] [3, p. 439].

Demostración. Por definición tenemos que

(£Xf)p = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
pf − f(p)

t

]
= ĺım
t→0

[
f(Φt(p))− f(p)

t

]
,

ahora, recordamos que dado p ∈M , el flujo de X, Φ(p) : J(P )→M tiene como
vector tangente en p a Xp, de modo que

Xp [f ] =
d

dt
[f ◦ Φ(p)]t=0 =

d

dt
[f(Φt(p))]t=0 = ĺım

t→0

[
f(Φt(p))− f(p)

t

]
,

por lo tanto, (£Xf)p = Xp [f ].

Para caracterizar la derivada de Lie de un campo vectorial, requerimos del
siguiente resultado. La demostración sigue la idea dada en [5, p. 30-31].

Proposición A.2 Sea M una variedad diferenciable de dimensión n y X ∈
X(M) tal que para algún punto p ∈ M , Xp 6= 0, entonces existe una vecindad
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W del punto p tal que su sistema de coordenadas asociado {y1, . . . , yn} satisface
que

Xq =

(
∂

∂y1

)
q

,

para todo punto q ∈W [5, p. 30].

Demostración. Si Xp 6= 0 entonces por continuidad existe una vecindad U
de p tal que para todo q ∈ U , Xq 6= 0. Sea Φ : I×M →M el flujo de X y sea S
una hipersuperfice que pasa por p tal que S ⊂ U y Xp /∈ Tp(S). Consideremos
entonces la restricción del flujo a S, es decir, Φ : I × S → M . Notamos que
Φ∗(0,p) : T0(I)× Tp(S)→ Tp(M) es un isomorfismo pues es una transformación
lineal entre dos espacios vectoriales de la misma dimensión, que además mapea
una base de T(0,p)(I×S) en un base de Tp(M), ya que Φ∗

(
∂
∂t

)
(0,p)

= Xp /∈
Tp(S). Aśı, de acuerdo al teorema de la función inversa en variedades, existe una
vecindad J ×V de (0, p), con V ⊂ S, tal que en dicha vecindad Φ : J ×V →W
es un difeomorfismo, donde W es la imagen de Φ y es una vecindad de p. Aśı,
dado un sistema de coordenadas {x2, . . . , xn} en V y la coordenada natural x1

en J = (−β, β), tenemos el sistema coordenado {x1, . . . , xn} en J ×V , asociado
al alguna carta ϕ, por lo que ϕ ◦ Ψ−1 es una carta para W , la cual induce el
sistema coordenado {y1, . . . , yn}, para el cual se cumple que

(
∂

∂x1

)
q

= Φ∗

(
∂

∂t

)
(t,q)

= Xq,

para todo q ∈W .

Ahora, tenemos la siguiente proposición que nos caracteriza la derivada de
Lie para campos vectoriales. La demostración sigue la idea dada en [1, cap. 11,
p. 5].

Proposición A.3 Dados X,Y ∈ X(M) y p ∈ M, se tiene que (£XY )p =
[X,Y ]p [3, p. 439].

Demostración. Supongamos que Xp 6= 0, entonces por la proposición A.2
existe una carta coordenada ϕ, con un sistema coordenado {y1, . . . , yn} asociado
a la carta ϕ tal que X = ∂

∂y1 en una vecindad del punto p. Usando este sistema
de coordenadas tenemos que

(£XY )p = (£XY )µp

(
∂

∂yµ

)
p

,
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donde

(£XY )µp = (£XY )p[y
µ] = ĺım

t→0

[
(Φt)

∗
pYΦt(p) − Yp

t

]
[yµ] =

= ĺım
t→0

[
(Φ−t)∗Φt(p)YΦt(p) − Yp

t

]
[yµ]

= ĺım
t→0

[
YΦt(p) [yµ ◦ Φ−t]− Y µp

t

]

= ĺım
t→0

Y νΦt(p)
(

∂
∂yν

)
Φt(p)

[yµ ◦ Φ−t]− Y µp
t

 .
Ahora, notemos que(

∂

∂yν

)
Φt(p)

[yµ ◦ Φ−t] =
∂

∂uν
[
yµ ◦ Φ−t ◦ ϕ−1

]
ϕ(Φt(p))

= δµν ,

donde {u1, . . . , un} son las proyecciones coordenadas en Rn. Para ver que esto
es cierto, notemos que ϕ(Φt(p)) son las coordenadas del punto Φt(p), es decir,
ϕ(Φt(p)) = (y1

p + t, y2
p, . . . , y

n
p ). Aśı, para ν = 1 se tiene que

∂

∂u1

[
yµ ◦ Φ−t ◦ ϕ−1

]
ϕ(Φt(p))

= ĺım
s→0

yµ(Φ−t(ϕ
−1(y1

p + t+ s, y2
p, . . . , y

n
p )))− yµp

s

= ĺım
s→0

yµ(Φ−t(Φt+s(p)))− yµp
s

= ĺım
s→0

yµ(Φs(p))− yµp
s

=

(
∂

∂y1

)
p

[yµ] = δµ1,

donde la penúltima igualdad se verifica porque Φ es el flujo del campo vectorial
X = ∂

∂y1 . Por otro lado, para ν 6= 1, digamos ν = 2 por ejemplo, se tiene que

∂

∂u2

[
yµ ◦ Φ−t ◦ ϕ−1

]
ϕ(Φt(p))

= ĺım
s→0

yµ(Φ−t(ϕ
−1(y1

p + t, y2
p + s, . . . , ynp )))− yµp
s

= ĺım
s→0

yµ(Φ−t(Ψs ◦ Φt(p)))− yµp
s

= ĺım
s→0

yµ(Ψs(p))− yµp
s

=

(
∂

∂y2

)
p

[yµ] = δµ2,

donde Ψ es el flujo asociado al campo vectorial ∂
∂y2 . Aśı, tenemos que en general
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∂
∂yν

)
Φt(p)

[yµ ◦ Φ−t] = ∂
∂uν

[
yµ ◦ Φ−t ◦ ϕ−1

]
ϕ(Φt(p))

= δµν por lo que

(£XY )µp = ĺım
t→0

Y νΦt(p)
(

∂
∂yν

)
Φt(p)

[yµ ◦ Φ−t]− Y µp
t


= ĺım
t→0

[
Y νΦt(p)δ

µ
ν − Y µp
t

]
= ĺım
t→0

[
Y µΦt(p) − Y

µ
p

t

]

= ĺım
t→0

[
Y µ(Φt(p))− Y µ(p)

t

]
=

(
∂

∂y1

)
p

[Y µ] = Xp [Y µ] .

Por otro lado, Xµ = δµ1 de modo que Yp [Xµ] = Yp [δµ1] = 0, por lo tanto
(£XY )µp = Xp [Y µ] = Xp [Y µ]− Yp [Xµ] = [X,Y ]

µ
p , que es una expresión válida

en cualquier sistema coordenado, por lo tanto se cumple que

(£XY )p = [X,Y ]p ,

como se queŕıa demostrar.

Observación A.1 De acuerdo con la proposición anterior, sabemos que la de-
rivada de Lie de Y con respecto a X, £XY , es igual al conmutador de los dos
campos, [X,Y ], y un cálculo directo demuestra que dicho conmutador satisface
[5, p. 13]

1. Anticonmutatividad: [X,Y ] = −[Y,X],

2. Identidad de Jacobi: [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y,Z], X] = 0.

Ahora, para caracterizar la derivada de Lie de tensores de cualquier rango,
utilizamos el siguiente resultado. La demostración sigue la idea de [3, p. 439-440].

Proposición A.4 Sean X ∈ X(M), p ∈ M y sean S, T tensores de rango
(
k
l

)
y
(
m
n

)
en M respectivamente, entonces se cumple que [5, p. 43]

£X(T ⊗ S)p = Tp ⊗ (£XS)p + (£XT )p ⊗ Sp.

Demostración. En la demostración de la proposición anterior obtuvimos que
en el sistema de coordenadas adaptado al campo vectorial X, se tiene que

(£XY )µp =

(
∂

∂y1

)
p

Y µ.

Mediante un procedimiento totalmente análogo al de la proposición anterior,
es posible demostrar que en este mismo sistema de coordenadas, esto se cumple
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para tensores de rango arbitrario, es decir, dado un tensor G de rango
(
k
l

)
, se

tiene en el sistema de coordenadas adaptado al campo vectorial X

(£XG)µ1,...,µk
p ν1,...,νl

=

(
∂

∂y1

)
p

Gµ1,...,µk
ν1,...,νl

,

aśı, en este sistema coordenado se verifica directamente que

£X(T ⊗ S)µ1,...,µk+m
p ν1,...,νl+n

=

(Tp ⊗ (£XS)p)
µ1,...,µk+m

ν1,...,νl+n
+ ((£XT )p ⊗ Sp)µ1,...,µk+m

ν1,...,νl+n
,

luego, como ésta es una expresión tensorial válida en cualquier sistema de coor-
denadas, se sigue que £X(T ⊗ S)p = Tp ⊗ (£XS)p + (£XT )p ⊗ Sp.

Estos resultados nos permiten caracterizar la derivada de Lie de tensores de
rango

(
0
1

)
, como muestra el siguiente resultado, cuyo enunciado y demostración

se basan en [1, cap. 11, p. 6].

Proposición A.5 Sea X ∈ X(M) y ω = ωµdx
µ un campo de 1-formas, enton-

ces se tiene que
£Xω = (ωµ,νX

ν + ωνX
ν
,µ)dxµ.

Demostración. Sea Y ∈ X(M) un campo vectorial arbitrario, entonces por
la regla del producto de Leibniz

£X(ω ⊗ Y ) = ω ⊗ (£XY ) + (£Xω)⊗ Y,

es decir, en el sistema coordenado {x1, · · ·xn} se tiene que

(£X(ω ⊗ Y ))µν = ων(£XY )µ + (£Xω)νY
µ.

Ahora, tomando ν = µ en la igualdad anterior tenemos que

£X((ω ⊗ Y ))µµ = £X(ωµY
µ) = ωµ(£XY )µ + (£Xω)µY

µ,

pero ωµY
µ es una función escalar, por lo tanto

£X(ωµY
µ) = X [ωµY

µ] = Xν∂ν [ωµY
µ] = Xν(ωµ,νY

µ + ωµY
µ
,ν),

mientras que, por la proposición A.3, sabemos que

(£XY )µ = [X,Y ]
µ

= Xν∂ν [Y µ]− Y ν∂ν [Xµ] = XνY µ,ν − Y νXµ
,ν ,

de modo que

(£Xω)µY
µ = £X(ωµY

µ)− ωµ(£XY )µ

= Xν(ωµ,νY
µ + ωµY

µ
ν)− ωµ(XνY µ,ν − Y νXµ

,ν)

= ωµ,νX
νY µ + ωµX

νY µ,ν − ωµXνY µ,ν + ωµX
µ
,νY

ν

= ωµ,νX
νY µ + ωνX

ν
,µY

µ

= (ωµ,νX
ν + ωνX

ν
,µ)Y µ,
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Luego, como el campo vectorial Y fue arbitrario, se sigue que (£Xω)µ =
ωµ,νX

ν + ωνX
ν
,µ y por tanto

£Xω = (ωµ,νX
ν + ωνX

ν
,µ)dxµ,

como se queŕıa demostrar.

Esto se puede generalizar a tensores de rango
(

0
2

)
como se muestra a conti-

nuación.

Proposición A.6 Sea X ∈ X(M) y ω = ωµνdx
µ⊗dxν un tensor de rango

(
0
2

)
,

entonces se tiene que

£Xω = (ωµν,λX
λ + ωµλX

λ
,ν + ωλνX

λ
,µ)dxµ ⊗ dxν .

La demostración es análoga a la de la proposición A.5. Más aún, esto se puede
generalizar del mismo modo para tensores de mayor rango, por ejemplo, si T
es ahora un tensor de rango

(
1
3

)
entonces las componentes respecto a una base

coordenada de su derivada de Lie con respecto al campo vectorial X ∈ X(M)
son

(£XT )αβµν = Tαβµν,λX
λ − TλβµνXα

,λ + TαλµνX
λ
,β + TαβλνX

λ
,µ + TαβµλX

λ
,ν .

Una consecuencia directa de la proposición A.6 es la linealidad en el primer
argumento de la derivada de Lie para tensores de rango

(
0
2

)
, como se enuncia a

continuación.

Proposición A.7 Sea ω un tensor de rango
(

0
2

)
en M , X,Y ∈ X(M) y a ∈ R,

entonces se cumple que

£aX+Y ω = a£Xω + £Y ω.

Por otro lado, recordamos que la derivada de Lie satisface la identidad de
Jacobi, [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0, con X,Y, Z ∈ X(M), la cual se
puede escribir como

£[X,Y ]Z = £X£Y Z −£Y £XZ.

Esta identidad puede generalizarse a tensores de mayor rango, como se mues-
tra en la proposición siguiente, para tensores de rango

(
0
2

)
Proposición A.8 Sean ω un tensor de rango

(
0
2

)
en M , X,Y ∈ X(M), enton-

ces se cumple que

£[X,Y ]ω = £X£Y ω −£Y £Xω.
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Demostración. Dada una base coordenada {∂µ}, las componentes de £[X,Y ]ω
están dadas por

(£[X,Y ]ω)µν = ωµν,λ[X,Y ]λ + ωµλ[X,Y ]λ,ν + ωλν [X,Y ]λ,µ

= ωµν,λ(XγY λ,γ − Y γXλ
,γ)

+ ωµλ(Xγ
,νY

λ
,γ +XγY λ,γ,ν − Y γ,νXλ

,γ − Y γXλ
,γ,ν)

+ ωλν(Xγ
,µY

λ
,γ +XγY λ,γ,µ − Y γ,µXλ

,γ − Y γXλ
,γ,µ).

Por otro lado, £X£Y ω = £X [(ωµν,λY
λ +ωµλY

λ
,ν +ωλνY

λ
,µ)dxµ⊗ dxν ], por

lo tanto

(£X£Y ω)µν = (ωµν,λY
λ),γX

γ + (ωµγ,λY
λ)Xγ

,ν + (ωγν,λY
λ)Xγ

,µ

+ (ωµλY
λ
,ν),γX

γ + (ωµλY
λ
,γ)Xγ

,ν + (ωγλY
λ
,ν)Xγ

,µ

+ (ωλνY
λ
,µ),γX

γ + (ωλγY
λ
,µ)Xγ

,ν + (ωλγY
λ
,γ)Xγ

,µ,

de este modo, tenemos que

(£X£Y ω −£Y £Xω)µν = (£X£Y ω)µν − (£Y £Xω)µν =

ωµν,λ,γY
λXγ + ωµν,λY

λ
,γX

γ + ωµγ,λY
λXγ

,ν + ωγν,λY
λXγ

,µ

+ωµλ,γY
λ
,νX

γ + ωµλY
λ
,ν,γX

γ + ωµλY
λ
,γX

γ
,ν + ωγλY

λ
,νX

γ
,µ

+ωλν,γY
λ
,µX

γ + ωλνY
λ
,µ,γX

γ + ωλγY
λ
,µX

γ
,ν + ωλγY

λ
,γX

γ
,µ

−ωµν,λ,γXλY γ − ωµν,λXλ
,γY

γ − ωµγ,λXλY γ,ν − ωγν,λXλY γ,µ

−ωµλ,γXλ
,νY

γ − ωµλXλ
,ν,γY

γ − ωµλXλ
,γY

γ
,ν − ωγλXλ

,νY
γ
,µ

−ωλν,γXλ
,µY

γ − ωλνXλ
,µ,γY

γ − ωλγXλ
,µY

γ
,ν − ωλγXλ

,γY
γ
,µ

= ωµν,λ(XγY λ,γ − Y γXλ
,γ)

+ ωµλ(Xγ
,νY

λ
,γ +XγY λ,γ,ν − Y γ,νXλ

,γ − Y γXλ
,γ,ν)

+ ωλν(Xγ
,µY

λ
,γ +XγY λ,γ,µ − Y γ,µXλ

,γ − Y γXλ
,γ,µ)

= (£[X,Y ]ω)µν ,

es decir, (£[X,Y ]ω)µν = (£X£Y ω −£Y £Xω)µν , que es una expresión tensorial
válida en cualquier sistema coordenado, por lo tanto, £[X,Y ]ω = £X£Y ω −
£Y £Xω, como queŕıamos demostrar.





Apéndice B

Grupos y álgebras de Lie

Definición B.1 (Grupo de Lie) Sea (G, ·) un grupo. Decimos que G es un
grupo de Lie si G tiene estructura de variedad diferenciable y la transformación
µ : G×G→ G dada por µ(g, h) = g · h−1 es diferenciable [2, p. 44].

Ejemplo. Notemos que el conjunto de matrices cuadradas de dimensión n
sobre los reales, Mn×n(R), al ser un espacio vectorial, tiene estructura de va-
riedad diferenciable (de dimensión n2), sin embargo no es un grupo (con la
multiplicación usual de matrices), pues no toda matriz cuadrada es invertible.
Aśı, si consideramos el conjunto de las matrices reales cuadradas invertibles de
dimensión n, GL(n,R), como la función determinante

det : Mn×n(R)→ R,

es una función polinomial, esta resulta ser continua, de modo que el conjunto
det−1((R)\{0}) = GL(n,R) es un conjunto abierto en Mn×n(R) y por lo tanto
tiene estructura de variedad diferenciable, de la misma dimensión que Mn×n(R);
además, como las entradas de la multiplicación de matrices son polinomios y
por la regla de Cramer, la inversa de una matriz es una función diferenciable
[37, p. 151], entonces la función AB−1 resulta ser diferenciable. Luego, se sigue
que GL(n,R) es un grupo de Lie.

Ejemplo. Sea (M, g) una variedad pseudo-riemanniana. Consideremos al con-
junto de isometŕıas de la variedad I(M) = {Φ : M →M | ∀ p ∈M, (Φ)∗pgΦ(p) =
gp} (definición 1.4). Es fácil ver que I(M) es un grupo bajo la composición
de funciones y además es posible dar a I(M) una estructura de grupo de Lie,
sin embargo la demostración de esto requiere más elementos de geometŕıa dife-
rencial para ser desarrollada aqúı. Dicha demostración puede consultarse, por
ejemplo, en [38, p. 39-41].
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Al ser los grupos de Lie objetos matemáticos bastante complicados, un con-
cepto que emerge naturalmente de los grupos de Lie es de álgebra de Lie, el cual
se define a continuación.

Definición B.2 (Álgebra de Lie) Sea g un espacio vectorial sobre R, dotado
con la función bilineal {·, ·} : g × g → g tal que para todo X,Y, Z ∈ g se tiene
que

1. {X,Y } = −{Y,X},

2. {{X,Y }, Z}+ {{Z,X}, Y }+ {{Y, Z}, X} = 0,

entonces se dice que la pareja (g, {·, ·}) es un álgebra de Lie sobre R y a la
operación {·, ·} se le llama corchete [5, p. 447].

Ejemplo. Consideremos al conjunto de campos vectoriales sobre una variedad
diferenciable M , X(M) dotado con la función {·, ·} : X(M) × X(M) → X(M)
definida por {X,Y } = £XY , entonces por la proposición A.3 sabemos que
£XY = [X,Y ] y en virtud de la observación A.1, se tiene que el conmutador
satisface las propiedades de la definición anterior, por lo tanto (X(M),£(·)(·))
es un álgebra de Lie.

Esto proporciona una manera de asociar un álgebra de Lie a una variedad
M . Cuando la variedad también es un grupo de Lie, existe otra álgebra de Lie
asociada a esta variedad, la cual se construye a continuación.

Definición B.3 Sea G un grupo de Lie y sea a ∈ G, definimos los mapeos
La : G → G y Ra : G → G como La(g) = ag y Ra(g) = ga respectivamente,
donde g ∈ G [5, p. 447].

Definición B.4 Sea G un grupo de Lie. Un campo vectorial X ∈ X(G) se dice
invariante por la izquierda si y sólo si (La)∗Xg = Xag, para todo a, g ∈ G.
Denotamos al conjunto de campos vectoriales en G invariantes por la izquierda
como g, es decir, g = {X ∈ X(G) : (La)∗gXg = Xag, ∀ a, g ∈ G} [5, p. 448].

Notamos que g es un subespacio vectorial de X(G), y más aún, una subálge-
bra de Lie (es decir, un subespacio vectorial de un álgebra de Lie que es cerrado
bajo el corchete) de (X(G), [·, ·]) como muestra la siguiente proposición.

Proposición B.1 Dados X,Y ∈ g, [X,Y ] ∈ g [5, p. 448].

La demostración de esta proposición requiere de la siguiente definición y las
dos proposiciones siguientes.

Definición B.5 Sean M,N variedades diferenciables, Φ : M → N diferencia-
ble, X ∈ X(M) y Y ∈ X(N). Decimos que X,Y están Φ-relacionados si y sólo
si (Φ)∗pXp = YΦ(p) para todo p ∈M [5, p. 14].

Notemos que de acuerdo con la definición anterior, para X ∈ X(G), X ∈ g
si y sólo si X está La-relacionado consigo mismo, para todo a ∈ G.
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Proposición B.2 Sean M,N variedades diferenciables, Φ : M → N diferen-
ciable, X ∈ X(M), Y ∈ X(N). Entonces X,Y están Φ-relacionados si y sólo si
para toda f : N → R, X[f ◦ Φ] = (Y f) ◦ Φ [5, p. 14].

Demostración. Tenemos que X[f ◦ Φ] = (Y f) ◦ Φ para toda f : N → R si
y sólo si Xp[f ◦ Φ] = YΦ(p)f para toda f : N → R y para todo p ∈ M , lo cual
ocurre si y sólo si Φ∗pXp(f) = YΦ(p)f para toda f : N → R y p ∈ M , y esto
pasa si y sólo si Φ∗pXp = YΦ(p) para todo p ∈ M , es decir, si y sólo si X,Y
están Φ-relacionados.

Proposición B.3 Sean M,N variedades diferenciables, Φ : M → N diferen-
ciable, X1, X2 ∈ X(M), Y1, Y2 ∈ X(N). Si X1, Y1 están Φ-relacionados y X2, Y2

están Φ-relacionados, entonces [X1, X2], [Y1, Y2] están Φ-relacionados [5, p. 14].

Demostración. Por la proposición anterior tenemos que [X1, X2], [Y1, Y2] están
Φ-relacionados si y sólo si para toda f : N → R, [X1, X2](f ◦Φ) = ([Y1, Y2]f)◦Φ,
lo cual ocurre si y sólo si para toda f : N → R y para todo p ∈M , [X1, X2]p(f ◦
Φ) = [Y1, Y2]Φ(p)f , pero se tiene que

[X1, X2]p(f ◦ Φ) = X1p [X2(f ◦ Φ)]−X2p [X1(f ◦ Φ)]

= X1p [(Y2f) ◦ Φ]−X2p [(Y1f) ◦ Φ],

porque X1, Y1 están Φ-relacionados y también lo están X2, Y2. Por otro lado,

[Y1, Y2]Φ(p)f = Y1Φ(p)
[Y2f ]− Y2Φ(p)

[Y1f ]

= X1p [(Y2f) ◦ Φ]−X2p [(Y1f) ◦ Φ],

Nuevamente, porque X1, Y1 están Φ-relacionados y también lo están X2, Y2.
Luego, tenemos que para toda f : N → R y para todo p ∈M , [X1, X2]p(f ◦Φ) =
[Y1, Y2]Φ(p)f y por lo tanto [X1, X2], [Y1, Y2] están Φ-relacionados, como se queŕıa
demostrar.

Aśı, retomando la proposición B.1, si X ∈ g y Y ∈ g entonces X está La-
relacionado consigo mismo para todo a ∈ G, y Y está La-relacionado consigo
mismo para todo a ∈ G, de modo que por la proposición anterior, [X,Y ] está
La-relacionado consigo mismo, para todo a ∈ G y por lo tanto, [X,Y ] ∈ g, es
decir, g es una subálgebra de Lie de (X(G), [·, ·]).

Definición B.6 Al álgebra de Lie (g, [·, ·]) se le conoce como el álgebra de Lie
asociada al grupo de Lie G [5, p. 448].

Existe una caracterización útil del álgebra de Lie asociada a G, como el
espacio Te(G) donde e denota el elemento neutro del grupo de Lie G, como se
muestra a continuación.

Proposición B.4 La función T : g → Te(G) definida por T (X) = Xe es un
isomorfismo entre espacios vectoriales [5, p. 448].
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Demostración. Dados X,Y ∈ g, a ∈ R, tenemos que T (aX + Y ) = (aX +
Y )e = aXe + Ye = aT (X) + T (Y ) por lo que T es una transformación lineal.

Ahora, T es inyectiva pues si T (X) = 0 entonces Xe = 0 pero para todo
b ∈ G, Xb = Xeb, y como X ∈ g entonces Xeb = (Lb)∗eXe = 0 lo cual implica
que para todo b ∈ G, Xb = Xeb = 0, es decir, si T (X) = 0 entonces X = 0.
Por otro lado, dado Y ∈ Te(G), definimos X ∈ X(G) como Xb = (Lb)∗eY para
b ∈ G, entonces X ∈ g ya que dados a, g ∈ G

(La)∗gXg = (La)∗g(Lg)∗eY = (La ◦ Lg)∗eY = (Lag)∗eY = Xag,

por lo tanto X ∈ g, y además T (X) = Xe = (Le)∗eY = Y ya que para f : G→
R, (Le)∗eY (f) = Y [f ◦ Le] , pero (f ◦ Le)(b) = f(Le(b)) = f(eb) = f(b), para
todo b ∈ G por lo tanto (Le)∗eY (f) = Y [f ◦ Le] = Y [f ], para toda f : G → R
lo cual implica que (Le)∗eY = Y , de modo que T (X) = Y y por lo tanto T es
suprayectiva.

Luego, T es un isomorfismo, como se queŕıa demostrar.

Ademas, podemos inducir en Te(G) un corchete del siguiente modo: dados
v, w ∈ Te(G) sabemos que existen únicos X,Y ∈ g tales que T (X) = v, T (Y ) =
w por lo que definimos el corchete {·, ·} : Te(G)×Te(G)→ Te(G) como {v, w} =
[X,Y ]e. De este modo, Te(G) con el corchete que acabamos de definir es un
álgebra de Lie, el cual podemos pensar como el álgebra de Lie asociada a G,
gracias al isomorfismo que existe entre Te(G) y g, el cual preserva el corchete,
es decir, T ([X,Y ]) = {T (X), T (Y )}.

Teniendo todas estas definiciones presentes, veamos ahora la demostración
de la existencia de un isomorfismo entre entre el conjunto ci(M) (el cual se define
al final de la sección 1.1) y el álgebra de Lie asociada al grupo de isometŕıas,
I(M).

Definición B.7 Para p ∈ M , definimos el mapeo Πp : I(M) → M como
Πp(Φ) = Φ(p) para Φ ∈ I(M) [5, p. 255].

Definición B.8 Dado p ∈M , definimos la transformación T : I(M)→ X(M)
como T (X)(p) = (Πp)∗e(Xe), donde e denota al elemento neutro del grupo de
Lie I(M) [5, p. 256].

Como se muestra en la siguiente proposición, la imagen de T está contenida
en ci(M).

Proposición B.5 Para todo X ∈ I(M), T (X) ∈ ci(M) [5, p. 256].

Demostración. Sea Ψ : J × I(M) → I(M) el flujo de X, como los grupos
de un parámetro están definidos en toda la recta real [5, p. 255], la función
t→ Ψt(e) está definida para todo t ∈ R, donde e es el elemento neutro de I(M);
veamos que esta función es el flujo (global) de T (X): dado p ∈M , tenemos que
Ψ(e)(p) : R → M cumple que Ψ0(e)(p) = e(p) = p, por lo que resta ver que
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(Ψ(e)(p))
′

s = T (X)Ψs(e)(p) para todo s ∈ R. Sea f : M → R, entonces se tiene
que

T (X)Ψs(e)(p)[f ] = (ΠΨs(e)(p))∗e(Xe)[f ] = Xe[f ◦ΠΨs(e)(p)]

=
d

dt

[
f ◦ΠΨs(e)(p) ◦Ψ(e)

]
t=0

=
d

dt

[
f(ΠΨs(e)(p)(Ψt(e)))

]
t=0

=
d

dt
[f(Ψt(e)(Ψs(e)(p)))]t=0 =

d

dt
[f(Ψt+s(e)(p))]t=0

= ĺım
t→0

f(Ψt+s(e)(p))− f(Ψs(e)(p))

t
,

mientras que

(Ψ(e)(p))
′

s[f ] =
d

dt
[f ◦Ψ(e)(p)]t=s =

d

dt
[f(Ψt(e)(p))]t=s

= ĺım
t→0

f(Ψt+s(e)(p))− f(Ψs(e)(p))

t
,

luego, para todo p ∈ M se tiene que Ψ0(e)(p) = p y (Ψ(e)(p))
′

s = T (X)Ψs(e)(p)

para todo s ∈ R, por lo tanto Ψ(e) es el flujo de T (X), el cual está definido en
R×M , por lo tanto T (X) es completo, y además para todo t ∈ R,Ψt(e) ∈ I(M)
por lo tanto T (X) es un vector de Killing. Luego, T (X) ∈ ci(M).

Aśı, redefinimos T : I(M)→ ci(M), entonces T cumple lo siguiente.

Proposición B.6 T : I(M)→ ci(M) es una transformación lineal y biyectiva
[5, p. 256].

Demostración.

1. T es lineal: Dados X,Y ∈ I(M), a ∈ R, para p ∈ M se tiene que
T (aX+Y )(p) = (Πp)∗e((aX+Y )e) = (Πp)∗e(aXe+Ye) = a(Πp)∗e(Xe) +
Πp)∗e(Ye) = aT (X)(p) + T (Y )(p), lo cual es cierto para todo p ∈ M , por
lo tanto T (aX + Y ) = aT (X) + T (Y ), es decir, T es lineal.

2. T es inyectiva: Supongamos que T (X) = 0 entonces (Πp)∗e(Xe) = 0 para
todo p ∈M , entonces si f : M → R, se tiene que

0 = (Πp)∗e(Xe)(f) = Xe[f ◦Πp] =
d

dt
[f(Πp(Ψt(e)))]t=0 ,

donde Ψ(e) = R→ I(M) es la curva integral de X que en t = 0 pasa por
e. Luego,

0 =
d

dt
[f(Πp(Ψt(e)))]t=0 =

d

dt
[f(Ψt(e)(p))]t=0 .

En particular, podemos tomar f : M → R como las funciones coordenadas
{xµ} de modo que

0 =
d

dt
[f(Πp(Ψt(e)))]t=0 =

d

dt
[xµ(Ψt(e)(p))]t=0 , ∀ µ = 1, 2, ..., n.
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Aśı, como las funciones t → xµ(Ψt(e)(p)) son constantes xµ(Ψt(e)(p)) =
xµ(Ψ0(e)(p)) = xµ(e(p)) = xµ(p) lo cual implica que Ψt(e)(p) = p y por
lo tanto Ψt(e) = e, es decir, el flujo de X es el mapeo identidad en I(M),
por lo tanto X = 0, lo cual implica que T es inyectiva.

3. T es suprayectiva: SeaX ∈ ci(M), entonces comoX es un vector de Killing
completo, podemos ver el flujo (global) Φ : R×M → M de X como una
función Φ : R→ I(M) de modo que Y = (Φ)∗0

(
d
dt

)
0
∈ Te(I(M)) y usando

la construcción de la demostración para la proposición B.4, definimos X ∈
I(M) como Xa = (La)∗e(Y ) para a ∈ I(M), entonces

T (X)(p) = (Πp)∗e[Xe] = (Πp)∗e[(Le)∗e(Y )],

de modo que si f : M → R se tiene que

T (X)(p)[f ] = (Πp)∗e[(Le)∗e(Y )](f) = (Le)∗e(Y )[f ◦Πp]

= Y [f ◦Πp ◦ Le] = (Φ)∗0

(
d

dt

)
0

[f ◦Πp ◦ Le]

=
d

dt
[f ◦Πp ◦ Le ◦ Φ]t=0.

Ahora, notemos que Le ◦ Φ = e ◦ Φ = Φ, pues e es el mapeo identidad en
M . Aśı, tenemos que

T (X)(p)[f ] =
d

dt
[f ◦Πp ◦ Φ]t=0 =

d

dt
[f(Φt(p))]t=0 = Xp[f ],

lo cual es cierto para toda f : M → R, por tanto T (X)(p) = Xp para
todo p ∈ M , lo cual implica que T (X) = X, es decir, el mapeo T es
suprayectivo.

Aśı, se concluye que T es lineal y biyectiva.

Como consecuencia de esta proposición tenemos ahora lo siguiente.

Proposición B.7 El conjunto ci(M) tienes estructura de espacio vectorial

Demostración. Como T : I(M)→ ci(M) es suprayectiva entonces la imagen
de T es ci(M) y como T es una transformación lineal entonces su imagen es un
espacio vectorial.

Y la proposición B.6 se puede traducir del siguiente modo.

Proposición B.8 T : I(M) → ci(M) es un isomorfismo entre espacios vecto-
riales.

Veamos ahora que además el isomorfismo T : I(M) → ci(M) se comporta
bien respecto al conmutador.

Proposición B.9 Si X,Y ∈ I(M), entonces [T (X), T (Y )] = −T ([X,Y ]) [5,
p. 256].

La demostración sigue la ruta trazada en [5, p. 256].
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Demostración. Sea Φ : R×M →M el flujo de T (X) y sea p ∈M , tenemos
que

[T (X), T (Y )]p = (£T (X)T (Y ))p = ĺım
t→0

[
(Φt)

∗
pT (Y )Φt(p) − T (Y )p

t

]
= ĺım
t→0

[
(Φ−t)∗Φt(p)T (Y )Φt(p) − T (Y )p

t

]
.

Sea q = Φt(p), entonces se verifica de manera directa que

Φ−t ◦Πq = Πp ◦RΦt ◦ LΦ−t ,

por lo tanto,
(Φ−t)∗q(Πq)∗eYe = (Πp)∗e(RΦt)∗Φ−tYΦ−t ,

aśı, se tiene que

[T (X), T (Y )]p = ĺım
t→0

[
(Φ−t)∗q(Πq)∗eYe − T (Y )p

t

]
= ĺım
t→0

[
(Πp)∗e(RΦt)∗Φ−tYΦ−t − (Πp)∗eYe

t

]
= (Πp)∗e

[
ĺım
t→0

[
(RΦt)∗Φ−tYΦ−t − Ye

t

]]
.

Por otro lado, tenemos que

[−X,Y ]e = ĺım
t→0

[
(Ψt)

∗
eYΨt(e) − Ye

t

]
= ĺım
t→0

[
(Ψ−t)∗Ψt(e)YΨt(e) − Ye

t

]
,

donde Ψ es el flujo de −X ∈ X(I(M)), por lo que la función ϕ : R × I(M) →
I(M), definida por ϕt = Ψ−t, es el flujo de X. Aśı, podemos reescribir la
expresión anterior como

[−X,Y ]e = ĺım
t→0

[
(ϕt)∗ϕ−t(e)Yϕ−t(e) − Ye

t

]
.

Consideremos ahora a un elemento g ∈ I(M) y a la curva Lgϕ(e) : R →
I(M), entonces Lgϕ(e) es la curva integral del campo (Lg)∗X que empieza en
g, ya que Lgϕ0(e) = Lge = ge = g, y además, dado s ∈ R, se tiene que

(Lgϕ(e))
′

s = (Lgϕ(e))∗s

(
d

dt

)
s

= (Lg)∗ϕs(e)(ϕ(e))∗s

(
d

dt

)
s

= (Lg)∗ϕs(e)(ϕ(e))
′

s,

pero ϕ(e) es una curva integral de X entonces (ϕ(e))
′

s = Xϕs(e), por tanto

(Lgϕ(e))
′

s = (Lg)∗ϕs(e)Xϕs(e) = Xgϕs(e),
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donde la última igualdad se cumple porque X ∈ I(M). Ahora, notemos que
Lgϕ(e) = gϕ(e) = Rϕ(e)g, entonces la igualdad anterior se escribe como

(Rϕ(e)g)
′

s = XRϕs(e)g,

aśı, Rϕ(e)g es la curva integral de X que empieza en g, por lo tanto Rϕ(e) es
el flujo de X, lo cual implica que Rϕ(e) = ϕ, y además como ϕ(e) es la curva
integral de X que pasa por e, entonces dicha curva es el flujo de T (X), es decir,
ϕ(e) = Φ, de modo que ϕ = RΦ y por tanto

[−X,Y ]e = ĺım
t→0

[
(ϕt)∗ϕ−t(e)Yϕ−t(e) − Ye

t

]
= ĺım
t→0

[
(RΦt)∗Φ−tYΦ−t − Ye

t

]
,

luego, se sigue que

[T (X), T (Y )]p = (Πp)∗e

[
ĺım
t→0

[
(RΦt)∗Φ−tYΦ−t − Ye

t

]]
= (Πp)∗e([−X,Y ]e) = −(Πp)∗e([X,Y ]e)

= −T ([X,Y ])p,

lo cual es cierto para todo p ∈ M , por lo tanto [T (X), T (Y )] = −T ([X,Y ]),
como se queŕıa demostrar.

De esto, se sigue que ci(M) tiene también estructura de álgebra de Lie, pues
si Z,W ∈ ci(M), como T es biyectiva entonces existen únicos X,Y ∈ I(M)
tales que T (X) = Z, T (Y ) = W , y entonces se tiene que

[Z,W ] = [T (X), T (Y )] = −T ([X,Y ]) ∈ ci(M).

Aśı, de acuerdo con la proposición B.8 y la proposición B.9, existe un isomor-
fismo de espacios vectoriales entre las álgebras de Lie I(M) y ci(M) que además
preserva el corchete (salvo un signo menos), por lo que estas dos álgebras de Lie
son esencialmente las mismas.

Si además el grupo de isometŕıas de la variedad I(M) es simplemente conexo,
entonces podemos asegurar que existe un isomorfismo de grupos entre I(M) y el
grupo de Lie asociado a ci(M) (ver, por ejemplo, [37, p. 531]) es decir, el grupo
de transformaciones de M en śı mismas generado por el flujo de los vectores de
Killing completos. Aśı, en este caso el flujo de los vectores de Killing completos
determina por completo al grupo de isometŕıas de la variedad.
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