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Introduccion

El objetivo de la presente tesis es estudiar el comportamiento del invariante de Zariski de las sepa-
ratrices no aisladas de las foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales de (C2,0). La principal caracteristica
de las foliaciones dicriticas cuspidales es que la tinica componente dicritica que tienen estd determinada
por la clase de equisingularidad (n,m) y no hay puntos singulares o de tangencia sobre estd componente.
El resultado principal de esta tesis es demostrar la existencia de una subfamilia de estas foliaciones tal
que para cada foliacion de esta subfamilia el invariante de Zariski de todas sus separatrices no aisladas
coincide. A continuaciéon damos un pequenio contexto histdrico para dar un planteamiento formal de
nuestro problema.

Contexto Historico

El desarrollo de la teoria de foliaciones holomorfas se remonta a los trabajos de J. C. Bouquet, C. Briot
y H. Poincaré a finales del siglo XIX y principios del siglo XX; Poincaré inicio el estudio de las soluciones
de ecuaciones diferenciales sin conocer explicitamente las funciones que las definen, desarrollando asi
un estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, que posteriormente daria origen a la teoria de
foliaciones holomorfas. Alrededor de esta teoria se ha desarrollado, al paso del tiempo, una investigacion
intensa.

A lo largo de este trabajo estamos interesados en foliaciones holomorfas singulares dicriticas de (C2,0);
en particular, en el estudio de sus separatrices no aisladas. Recordemos que una separatriz es una hoja
de las foliacién que se extiende de manera analitica al punto singular, es decir, en una vecindad del punto
singular la hoja es el lugar de ceros de una serie de potencias convergente. La existencia de una separatriz
para una foliacién holomorfa singular de (C?,0) es un resultado de C. Camacho y P. Sad [13] (ver también
[48]). Como consecuencia de este resultado las curvas singulares aparecen de manera natural dentro del
estudio de foliaciones holomorfas singulares.

El estudio topoldgico de las curvas singulares fue iniciado a principios del siglo XX, sin embargo New-
ton en 1676 ya habia comenzado con el estudio de curvas singulares desde un punto de vista “analitico”,
es decir, Newton demuestra que siempre existe una parametrizacién de una curva singular, dicha parame-
trizacién es formal. No seria sino hasta los resultados de Puiseux en 1850 en los que se demuestra que esta
serie de potencias es convergente. A partir de la parametrizacién es posible introducir la caracteristica
v los pares de Puiseuxr de una rama que son invariantes de la clase de equisingularidad de ésta. Dados
dos gérmenes de curvas C,D en (C2,0) se dice que son equisingulares o tienen el mismo tipo topdlogico
si existe un germen de homeomorfismo del espacio ambiente que aplica la curva C en la curva D. Los
primeros trabajos con respecto a la equisingularidad de curvas planas fueron realizados a finales de 1920
y principios de 1930. Estos trabajos de clasificaciéon topoldgica fueron desarrollados principalmente por
K.Brauner (ver [6]), E. Kahler (ver [44]), O. Zariski (ver [56]) y W. Burau (ver [10]); en ellos se estudia
la topologia de la curva alrededor de la singularidad y, en el caso en el que la curva es irreducible, se
introducen algunos de los invariantes de equisingularidad de la rama como son la caracteristica, los pares
de Puiseux, el semigrupo y la grdfica dual de la resolucién. Esta tltima se obtiene a partir de la resolucién
minimal de la curva. Dada una curva singular existe una sucesién finita de explosiones de manera que el
transformado estricto de la curva es una curva no singular. Este resultado es conocido como la reduccién
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de singularidades de la curva (ver [3], [8], [45],[55]).

La clasificacién analitica de ramas planas fue iniciada por Oscar Zariski en los anos sesenta del siglo
XX. Los objetos de estudio son los gérmenes de curvas singulares irreducibles conocidos como ramas,
pertenecientes a una misma clase de equisingularidad. El problema del moduli de una rama plana consiste
en describir el espacio cociente de la clase de equisingularidad de la rama mddulo la equivalencia analitica
y fue establecido de manera formal por O. Zariski en 1973.

Dos de los trabajos pioneros dentro del estudio de la clasificacién analitica son los trabajos desarro-
llados por S. Ebey (ver [30]) y O. Zariski (ver [57]). En el primer trabajo se da una descripcién completa
al espacio de moduli para la clase de equisingularidad (5,9) y se introducen algunas ideas que poste-
riormente desarrollaria O. Zariski en un intento por dar solucién a dicho problema. En [57] se da una
caracterizacion de las curvas singulares irreducibles que son analiticamente equivalentes a la curva dada
por la ecuacién y" —z™ = 0, en términos del conjunto de valores de diferenciales de Kéhler. Mds atin, en
este trabajo se introduce el primer invariante analitico de ramas planas, que posteriormente seria cono-
cido como el invariante de Zariski. En un curso impartido por O.Zariski en 1973 se establece de manera
formal el problema del moduli de ramas planas y se consigue dar una descripcion del espacio de moduli
para una gran variedad de ramas de distintas clases de equisingularidad, sin embargo, dicho problema
queda abierto aproximadamente 40 anos. En ese lapso de tiempo muchos trabajos para intentar dar una
solucion al problema fueron realizados. Por citar algunos resultados, en 1978 C. Delorme estudié ramas
con un tnico par de Puiseux (ver [29]) y calculd la dimensién de la componente genérica del espacio
de moduli para este caso. Un afio més tarde, M. Granger en [37] y posteriormente en 1988, Briangon,
Granger y Mainsonobe en [7] presentan férmulas para calcular la dimensién de la componente génerica
del moduli de la rama cuasihomogénea descrita por la ecuacién y™ — ™ = 0. En [37] M. Granger aborda
el caso en el que n = m y posteriormente en [7] para cualesquiera par de nimeros n, m. Estos resultados
son una generalizacién de los resultados dados por C. Delorme en [29]. En 1998, R. Peraire en [50] retoma
el estudio de ramas planas con un tunico par de Puiseux y exhibe un algoritmo para calcular el nimero de
Tjurina de una curva en la componente genérica. Finalmente en 2011, A. Hefez y M.E. Hernandes en [40]
(ver también [39]) dan una solucién completa al problema del moduli de ramas planas. Recientemente fue
publicado un trabajo por M.E. Hernandes y M.E. Rodrigues (ver [41]), en el cual se estudia el problema
de clasificacién analitica de curvas con varias ramas, siguiendo las ideas desarrolladas por O. Zariski en
[60] y también [40].

Como mencionamos previamente, la existencia de separatrices de foliaciones holomorfas singulares
relaciona de manera natural la teorfa de foliaciones holomorfas singulares con la teorfa de curvas singu-
lares. Algunos de los resultados para curvas singulares tienen un equivalente en el contexto de foliaciones
holomorfas singulares en (C2,0). El resultado de resolucién de singularidades para foliaciones holomorfas
singulares en (C2,0), es un andlogo al resultado de resolucién de curvas singulares. Dicho resultado esta-
blece que las singularidades de foliaciones holomorfas singulares se pueden transformar bajo una sucesién
de explosiones en singularidades méas “sencillas”. Este resultado fue establecido por A. Seidenberg en 1968
ver [53] (ver también [15]). Dado que siempre existen separatrices de foliaciones holomorfas singulares y
del resultado de resolucion de singularidades, es natural preguntarse la relaciéon que existe entre la reso-
lucién de singularidades de las separatrices y la resolucién de la foliacién. En [12] se aborda esta pregunta
y se demuestra que la desingularizacion de una foliacién holomorfa singular y la desingularizacién de sus
separatrices es la misma en el caso en el que la foliacién no tiene singularidades de tipo silla-nodo. Di-
chas foliaciones son conocidas como curvas generalizadas. En ese mismo trabajo se introduce el concepto
de separatriz aislada (ver también [17] y [26]), estas separatrices son aquellas que no forman parte de
una componente dicritica de la foliacién después de la resolucién minimal de singularidades de ésta. El
objetivo del presente trabajo es estudiar las separatrices no aisladas que son precisamente las que estan
contenidas en un paquete dicritico. También en [12] se introduce el orden de tangencia entre una curva
suave y una foliacién singular en el origen. Este orden de tangencia puede considerararse como una “me-
dida”de qué tan cerca estd una curva de ser una separatriz de la foliacién. Puede demostrarse (ver [42])
que el orden de tangencia en el origen entre una curva suave C y una foliacién holomorfa no singular F es
igual la multiplicidad de interseccién entre la curva suave y la curva polar o jacobiana entre la foliacién
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F y la foliacién dada por la diferencial de la funcién que define a la curva C. Dadas dos foliaciones F
y G de (C2%,0) la curva polar o jacobiana entre F y G es el lugar de tangencias entre ambas foliaciones.
Este lugar geométrico aparece de manera natural en el presente trabajo y ha sido objeto de estudio en
los ultimos 40 anos. Por citar algunos resultados esta direccién, se tiene el trabajo de N. Corral [24]
donde presenta una descomposicién de la curva polar genérica de una foliaciéon en analogia al resultado
de descomposicién de la curva polar genérica para curvas singulares. Este resultado fue establecido por
M. Merle en [46] para el caso en el que la curva es irreducible y por E. Barroso para el caso reducible
ver [5]. En [18] N.Corral, F. Cano y R. Mol estudian la relacién entre algunos invariantes de foliaciones
singulares no dicriticas y sus separatrices en términos de las curvas polares. Méas aun, en este trabajo
aparece el orden de tangencia entre una foliacién singular y una rama, que es una generalizacién al orden
de tangencia introducido en [12]. Finalmente la importancia de las curvas polares o jacobianas puede
observarse en los recientes trabajos de L. Ortiz-Bobadilla y J.Jaurez-Rosas ver [43] y trabajos en proceso
en los cuales las curvas jacobianas juegan un papel importante para el entendimiento de los invariantes
de clasificaciéon analitica de foliaciones singulares presentados en el trabajo de L. Ortiz-Bobadilla, E.
Rosales-Gonzélez y S.M Voronin, ver [49].

Dada la foliacién F de (C2,0) definida por el campo vectorial de la forma v = (nz + hi(z,y)) % +
(my + ha(z,y)) % o por la 1-forma holomorfa w = (my + ha(z,y)) de—(nx + hy(z,y))dy,con 1l <n <m
y el maximo comun divisor es 1, se tiene cémo consecuencia del teorema de linealizacién de Poincaré
que la foliacién F es analiticamente equivalente a la foliacién Fy definida por el campo vectorial vy =
nxa% +mya%. Las separatrices no aisladas de JFy son las curvas dadas por Cy, = {y"—ka™ = 0}, k € C* las
cuales pertenecen a la clase de equisingularidad (n,m) y de hecho todas estas curvas son analiticamente
equivalentes a la curva y” — 2™ = 0, que es la curva mas sencilla dentro de la clase de equisingularidad
(n,m). Mds atn, si 7 es la sucesién de explosiones que desingulariza a la curva y™ — 2™ = 0, entonces
la componente dicritica de Fy es precisamente la tiltima componente irreducible que aparece al hacer la
sucesion .

En este contexto la presente tesis estd encaminada al dar una respuesta a la siguientes preguntas.
Dada una foliacién holomorfa singular F de (C2?,0) cuya tnica componente dicritica es la ltima com-
ponente irreducible que aparece al realizar la sucesiéon de explosiones determinada por 7, ;Bajo qué
condiciones sobre la foliacién F se puede asegurar que todas las separatrices no aisladas tienen el mismo
invariante de Zariski?, en particular ;cuando es posible asegurar que todas las separatrices no aisladas
son cuasihomogéneas?

Objetivo y extracto de los principales resultados del trabajo de tesis

El objetivo de este trabajo de tesis es el estudio de un invariante analitico de las ramas no aisladas de
foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales. Recordemos que una curva plana analitica en (C2,0) es definida
como el lugar de ceros de una funcién analitica f € C{z,y}. Es un hecho conocido que, asi definida,
f puede ser factorizada en un ntmero finito de series de potencias irreducibles. Cada factor irreducible
define lo que es conocido como rama de una curva plana. El conjunto de ramas con el mismo tipo
topologico es conocido como clase de equisingularidad de una rama dada. El concepto de rama no
aislada de una foliacién singular holomorfa fue introducido en [12] (ver también [17]). Una foliacién
dicrftica cuspidal de tipo (n,m) de (C?,0) es cualquier foliacién analiticamente equivalente a la foliacién
dada por nxdy — mydr = 0 o por el campo de vectores v = nx% + mya%, donde 1 < mn < my
m.c.d.(n,m) = 1. Una foliacién dicritica pseudo-cuspidal de tipo (n,m) de (C2,0) es cualquier foliacién
F que tiene una dnica componente dicritica en la reduccién de singularidades que determina el tipo de
equisingularidad (n,m) (precisamos estd definicién en la seccién 3.1).

En estas condiciones es conocido, por el teorema de Camacho-Sad, que para cada foliacién holomorfa
singular en (C?,0) hay al menos una separatriz para la foliacién (ver [13], [48]). Entonces, una foliacién
holomorfa singular puede verse como la ecuacién implicita de sus curvas invariantes. Para foliaciones
no dicriticas sabemos que el tipo de equisingularidad de sus separatrices es finito dado que sélo hay un
numero finito de éstas. Cuando la foliacién es dicritica hay un nimero infinito de curvas invariantes, sin
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embargo, como consecuencia directa del teorema de Seidenberg acerca de la reduccién de singularidades
de foliaciones (ver [53]), obtenemos la misma situacién que en el caso de foliaciones no dicriticas, es decir,
el tipo de equisingularidad de las ramas invariantes no aisladas es finito.

En 1965 O.Zariski demostré (ver [58]) que si la rama C no es analiticamente equivalente a la cispide
dada por la parametrizacién p(t) = (t",¢™) entonces dicha rama admite una serie de Puiseux ¢,

o(t) = ("t + M+ Zajtj)7
J>A

donde A es un invariante analitico de la rama y es conocido como el invariante de Zariski de la rama C.
En el caso en el que la rama C es analiticamente equivalente a la rama parametrizada por ¢(t) = (¢",t™)
el invariante de Zariski es definido como A = co.

Un germen de foliacién holomorfa F de (C2,0) es definido por un campo vectorial v = Q(x, y)% —
P(z,y)a%, con P,@Q € C{xz,y}, o por el lugar de ceros de la 1-forma w = Pdx + Qdy. La foliacién F
tiene una singularidad aislada en el origen si P(0,0) = Q(0,0) =0, y P(z,y) # 0 o Q(z,y) # 0, para
(x,y) # (0,0) en una vecindad del origen 0 € (C?,0)!; en tales puntos se dice que F es regular. A lo
largo de este trabajo consideramos singularidades aisladas.

Definicién. La multiplicidad de una foliacién holomorfa singular F en el origen de (C?,0) es definida
como
mo(F) = min {ordg(P),ordo(Q)}

Definicién. Sea F un germen de foliacién holomorfa singular de (C2,0). Una separatriz de F es una
hoja £ C (C2%,0) \ {0} cuya cerradura £ U {0} es el germen de una curva analitica.

Sea F una foliacién holomorfa singular de (C2,0) que estd dada por la ecuacién {w = 0}. Sea C un
germen de rama plana dado por la ecuacién {f = 0}, con f reducida. La rama C es una separatriz de F
si se satisface la siguiente ecuacién

wAdf = fn,

donde 7 es una 2-forma holomorfa.

Definicién. Sea F un germen de foliacién holomorfa en (C2?,0) con singularidad aislada. Decimos que
0 es una singularidad no dicritica de la foliacién si F tiene, a lo méas, un nimero finito de separatrices.
En caso contrario, decimos que 0 es una singularidad dicritica; y respectivamente, F se dice que es una
foliacién no dicritica o dicritica.

Observacion. Si F es una foliacién no dicritica, entonces cada componente irreducible del divisor
excepcional 771(0), donde 7 : (M, 7=1(0)) — (C2,0) es el morfismo de resolucién de singularidades
(ver seccién 1.4), es una curva invariante del transformado estricto de F. En el caso en el que F es
una foliacién dicritica, hay al menos una componente irreducible del divisor excepcional 7=1(0) que es
transversal en cada punto a F excepto para un nimero finito de puntos (puntos singulares o de tangencia).
Tal componente sera llamada componente dicritica.

Definiciéon. Decimos que C es una separatriz aislada para la foliacion holomorfa con singularidad aislada
F de (C?,0) si C no interseca a ninguna componente dicritica de F. En caso contrario, decimos que C es
una separatriz no aislada.

Para aquellas ramas que no son separatrices de una foliacién, es posible definir un orden de tangencia
en el origen entre la foliacién y la rama como sigue:

LA lo largo de este trabajo usaremos el simbolo de 0 sin distinguir si se trata de 0 € (C2,0) o bien del niimero 0 € C.
Asumimos que el contexto permite al lector entender con claridad.



Introduccion

Definicién. Sea F una foliacién holomorfa con singularidad aislada de (C2,0). Sea C una rama plana y
sea  su parametrizacién. Definimos el orden de tangencia en 0, que denotamos por Tang(C, F) como

Tang(C, F) = ordpyp*w, (1)
donde {w = 0} es una ecuacién local para F.

Observacién. Notemos que si C es una rama que es separatriz de una foliaciéon F definida por {w = 0}
y @ es una parametrizacion de C entonces p*w = 0, en este caso podemos definir el orden de tangencia
en el origen como Tany(C,F) = 0.

Fijamos un par de nimeros naturales (n,m), n,m € N, m > n > 1, m.c.d(n,m) = 1, y consideramos
una sucesién finita de explosiones 7 : (M, 771(0)) — (C2,0) determinada por el algoritmo de Euclides
del par (n,m). Denotamos por E4 a la componente del divisor que aparece al realizar la dltima explosién
de la sucesion. Introducimos a la familia de foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales §, y a la familia de
foliaciones cuspidales §< inducidas por 7.

Definicién. (Foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales) Sea F una foliacién singular dicritica (C?,0) y
sea 7 una sucesién de explosiones determinadas por (n,m). Decimos que F pertenece a la familia de
foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales §, si y sélo si las siguientes condiciones se satisfacen

i) La foliacién inducida 7w* F tiene una tnica componente dicritica E4. Esta componente dicritica es
la componente irreducible que aparece en la tltima explosién de la sucesién 7; la foliacién 7* F no
tiene puntos singulares o de tangencia sobre esta componente;

i) F tiene, al menos, dos curvas invariantes suaves, Lo, Lo, tales que L, tiene contacto maximal con
7y Lo tiene interseccion transversal con L.

Consideramos ahora la familia de foliaciones dicriticas cuspidales:

Definicién. (Foliaciones dicriticas cuspidales) Sea F una foliacién dicritica de §,. Decimos que F
pertenece a la familia de foliaciones dicriticas cuspidales, que denotamos por F<, si existe un campo

il

vectorial v que define a la foliacién F y tal que Dyv tiene dos valores propios distintos l1,l € C, con
Lol 20y =2 Qs

Decimos que una foliaciéon F € F¢ tiene orden de tangencia maximal con la rama C de la clase de
equisingularidad (n,m), si para cada foliacién dicritica cuspidal G € §F¢, se tiene,

Tano(C, g) < Tano(C, ./—")

El siguiente resultado da un criterio que permite recuperar el invariante de Zariski en términos del orden
de tangencia entre la rama y las foliaciones dicriticas cuspidales.

Teorema 3.7. Sea C una rama de la clase equisingularidad (n, m), tal que C no es (n, m)-cuasihomogénea
y sea F una foliacion cuspidal dicritica, F € §5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El orden de tangencia en el origen entre C y F, Tang(C,F) es mazimal;

it) el orden de tangencia satisface

Tang(C, F)+1—n¢& S y Tang(C,F)+1—m & mZso; (2)
i) el valor
A=Tang(C,F)+1—n (3)

es el invariante de Zariski de C.
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Introduccion

Dada una sucesién finita de exposiones 7 : (M,D = 7~1(0)) — (C2%,0) y E una componente
irreducible de D, es posible definir una aplicacién del anillo C{z,y} en Z, := Z U {oo} satisfaciendo
las propiedades de una valoraciéon. Dicha valoracion es conocida como valoracién divisorial y puede
entenderse como el orden de anulacién a lo largo de una componente irreducible E del divisor excepcional
D = 771(0) del transformado total de nuestro objeto; en este caso, una serie convergente. Esta aplicacién
se extiende de forma analoga para series formales o k-formas diferenciales holomorfas. Nuestro objetivo
es recobrar la informacién del orden de tangencia entre una rama plana y una foliacién en términos
de la valoracién divisorial asociada a la componente dicritica y de la multiplicidad de interseccién con
un objeto geométrico que surge de manera natural, la curva polar o jacobiana entre las dos foliaciones.
Si h es una serie convergente, h € C{xz,y}, la correspondiente valoracién divisorial con respecto a una
componente irreducible E del divisor D = 771(0), es la aplicacién

vg: Clz,y} — Z
h — I/E(h),

donde vp = max {k € N : g"[z*(h)} y {g = 0} es una ecuacién local de la componente E en un punto
p € E. La definicién para las k-formas es andloga.

El siguiente teorema permite expresar el orden de tangencia entre una rama no aislada Cr de una
foliacién en §, y una foliacién G € F¢, en términos de la una valoracién divisorial de las formas que

generan a las foliaciones F y G, y la multiplicidad de interseccion entre la curva polar de ambas foliaciones
y una curva invariante no aislada de G.

Teorema 4.1. Sea F una foliacion de §, inducida por la ecuacidn {wr =0} y sea G una foliacion
de §5. Sean Cr y Cg ramas invariantes no aisladas de F y G, respectivamente, cuyos transformados
estrictos por mw, que denotamos por C} y Céj pasan por un punto p € Eg4. Si p no es un punto esquina
entonces o

ordyg*w = Tang(Cr, G) = v, (wr Awg) — VE, (wF) + 1p(Ca, T (F,G), (4)

donde ¢ es una parametrizacion de Cx, J(F,G) es la curva de tangencias conocida como curva jacobiana
o polar de las foliaciones F y G, y tp es la correspondiente multiplicidad de interseccion en el punto p.

Introducimos ahora la propiedad de transversalidad polar de una foliacién dicritica pseudo-cuspidal
F con la familia §5.

Definicion. Sea F € §,. Decimos que F tiene transversalidad polar con la familia < si y sélo si para
toda G € F¢, el transformado estricto por 7 de la curva jacobiana J(F,G) no interseca a la componente
irreducible Ey .

Denotamos por §% a la familia de foliaciones de §, con la propiedad de tener transversalidad polar
con la familia §<.
El siguiente resultado muestra que las foliaciones de §, que tienen transversalidad polar con la familia

$¢ son las foliaciones para las cuales sus separatrices no aisladas tienen el mismo invariante de Zariski.

Teorema 5.1. Sea F una foliacion que tiene transversalidad polar con la familia S, F € &, entonces
el invariante de Zariski de todas las ramas no aisldas de F es el mismo.

Hacemos notar que el invariante de Zariski no caracteriza a la familia de foliaciones dicriticas pseudo-
cuspidales que tienen la propiedad de transversalidad polar con la familia de foliaciones dicriticas cus-
pidales. Esto lo hacemos exhibiendo un ejemplo con estas caracteristicas. Finalmente, presentamos una
familia explicita de foliaciones que satisfacen la propiedad de transversalidad polar con la familia §¢.

Sean n,m € N, 1 < n < m con m.c.d.(n,m) = 1, consideramos los conjuntos PZ y ZI,

PZ:={(i,j) €Z%; : 0<i<m—2,0<j<n—2yni+mj>nm}.

ZI::{SEZZ : S+n¢<n7m> y5+m¢<n’m>}7

11



Introduccion

donde (n,m) = {ni+mj : i,j € Z>o}. Sea C una rama plana de la clase de equisingularidad (n,m) y
suponemos que C admite una parametrizacién ¢

p(t) = (t",t" + axt + Y _a;t!),
F>A
donde a) # 0, con A satisfaciendo A € Sy A+n—m € mZ-~q. Si escribimos A = m+ s entonces m+s & S
ymiésain A\+n—m=m-+s+n—m=n+s & mZ-q. En particular, n + s ¢ S. Por consiguiente el
conjunto ZI estd en biyeccién con el conjunto de los invariantes de Zariski de la clase de equisingularidad
(n,m). En efecto, R. Peraire en [50] demuestra el siguiente resultado

Lema ([50]). Hay una biyeccion entre los conjuntos PZ and ZI.

Teorema 5.2. Sean (x,y) coordenadas adaptadas a 7 y (p,q) € PZ. Consideramos a las foliaciones F
y Fa inducidas por {wr, =0} y {wr, = 0} respectivamente, donde

wr, = (aly”ﬂ”l + agxPy + yAlz, y)) dx + (blynqu + boxP T + 2 B(x, y)) dy,

con nay +mby =0, naz +mby # 0,32 € C\ Q y donde las series A(z,y), B(z,y) € C{z,y} tienen orden
mayor o igual que p+ 1 y, por otra parte

wr, = (Fzmmﬂ’y + agy?™ + yA(z, y)) dz + (lem*”“ + boay? + zB(x, y)) dy,

con may + nby = 0, may + nby # 0,%—; € C\ Q y donde las series A(x,y), B(z,y) € C{x,y} tienen
orden mayor o igual que max{q + 1,m — p}. Entonces las foliaciones Fy,Fo pertencen a Fr. Ademds,
el invariante de Zariski de todas las ramas invariantes no aisladas de F1 y Fo es el valor X asociado al
punto (p,q) € PZ.

Organizacién del trabajo

Como mencionamos, el objetivo de la presente tesis es el estudio del invariante de Zariski de las
separatrices no aisladas de las llamadas foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales. Para ello, el presente
trabajo de tesis se divide en 5 capitulos.

El capitulo 1 estd dedicado al estudio de curvas singulares en (C2,0). Presentamos el resultado de
desingularizacién de curvas.

En el capitulo 2 continuamos con el estudio de curvas singulares pero ahora desde el punto de vista
analitico, es decir, presentamos los resultados de clasificacién analitica; en particular, nuestro objetivo es
introducir el invariante de Zariski de una rama.

El capitulo 3 estd dedicado al estudio de foliaciones singulares de (C2,0). Introducimos el orden de
tangencia entre una foliacién y una rama que no es una separatriz de dicha foliaciéon. Demostramos que
es posible recuperar el invariante de Zariski de una rama por medio del orden de tangencia entre dicha
rama y una foliacién cuspidal.

En el capitulo 4 damos la definicién de valoracién para el anillo de series convergentes; en particular,
estamos interesados en las llamadas las valoraciones divisoriales. El objetivo principal y uno de los
resultados centrales de esta tesis es dar una relacion entre el orden de tangencia entre una rama y una
foliacién pseudo-cuspidal en términos de la “valoracion divisorial” asociada a la componente dicritica de
la foliacion.

En el capitulo 5, presentamos otro de los resultados principales de la tesis. Para ello introducimos el
concepto de transversalidad polar entre una foliacién pseudo-cuspidal y la familia de foliaciones cuspida-
les. Mostramos que para cada elemento de la familia de foliaciones con la propiedad de transversalidad
polar satisface que el invariante de Zariski de sus separatrices no aisladas es el mismo. Mostramos, me-
diante un ejemplo, que el invariante de Zariski no clasifica a la familia de foliaciones con la propiedad de
transversalidad polar y finalmente exhibimos una familia de foliaciones con la propiedad de transversa-
lidad polar.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos las definiciones bésicas y algunos resultados conocidos de la geometria analitica
compleja. Comenzamos estudiando la geometria analitica local en dimensién n para concentrarnos des-
pués tnicamente en la geometria analitica local de dimensién 2. En particular, nuestro objetivo se centra
en el estudio de gérmenes de curvas singulares de (C2,0). El contenido de este capitulo estd basado
principalmente en resultados que pueden consultarse en [2],[8],[33],[35],[55].

1.1. Geometria Analitica Compleja

Sea C™ el producto cartesiano de n copias de C. Para los puntos de este espacio consideramos la
notacién usual z = (21, 22, ..., 2, ). Dado w € C" y r = (r1,7r9,....,7,) € R™ con r; > 0 parai=1,2,...,n,
un polidisco abierto de radio r, centrado en w, es el conjunto

Alw,r) ={z € C" : |z —w;| <rj, 1 <j<n}.

Definicién 1.1. Sea U C C™, un subconjunto abierto de C™" y f : U — C una funcién. Se dice que f
es holomorfa en U, si en cada punto w € U hay una vecindad abierta V, w € V C U, tal que la funcién
f tiene una serie de potencias

f(z) = Do iy (21— w1)" (22— w) e (2 — wi)™ (1.1)

(t142,...,in ) €LY,
que converge para cada punto z € V.

Observacién 1.1. Es un hecho conocido que una serie de potencias de la forma (1.1) es absolutamente
convergente en un polidisco A(w, r) suficientemente pequetio centrado en w; como consecuencia de este
hecho se sigue que la serie (1.1) puede ser reordenada de manera arbitraria y representar a la misma
funcién f.

Dada una n-tupla de nimeros no negativos, i = (iy,i2,...,1i,) € Z%, consideramos la siguiente

notacién z* = zj'z5? -+ - zin |i| =41 + 42 + -+ + iy € €l = iyig- - - i,. Una observacién importante es que

los coeficientes de la serie (1.1) estdn dados mediante la férmula integral de Cauchy, es decir,

o ai/ / o FQ)d¢dGo -+ e,
158250500 i Ozt l2n—Cnl<rn [2n_1—Cno1|<rm_1 |21—Ci|<r1 (Zl — C1>11 (22 _ C2)12 . (Zn — Cn)ln

Dado un subconjunto abierto U C C™ denotamos por Oc» (U) al anillo de funciones holomorfas sobre U.
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1.1. Geometria Analitica Compleja Capitulo 1. Preliminares

Sean U C C" y U’ ¢ C™ dominios!, donde las coordenadas en C" son z = (21, 22,...,2,) ¥ las
coordenadas en C™ son w = (wy,ws, ..., wy,). Cualquier aplicacién G : U — U’ puede ser descrita
mediante m-funciones

w; :gi(Zl,Zg,...,Zn), 1= 1,2,...,m. (1.2)

Decimos que la aplicacién G es holomorfa, si las m funciones ¢, g2, ..., gm son holomorfas en U. Si
f: U — C es una funcién definida en U’, entonces la composicién f(G(z)) es una funcién bien definida
y ademas es holomorfa en U.

Sea F: U C C" — C™ una aplicacién holomorfa, donde U C C" es un dominio. Dicha aplicacién es
descrita por una m-tupla

F(z) = (f1(2), f2(2), .-, fm(2)),
donde f;(z) es holomorfa en U para cada j = 1,2,...,m. La matriz jacobiana de la aplicacién F' en un

punto w € U es la matriz dada por
OF;
ietw) = (o). (1.3

pral<i:<nyl<j<m.

Decimos que F' es no singular en w si el rango de la matriz jacobiana es maximal; y decimos que F
es no singular en U, si es no singular en cada punto de U.

Vamos a introducir ahora el concepto de germen de funcién en un punto w € C™. Sea f : U C C" —
C una funcién definida en un dominio U, denotamos por fiy a dicha funcién, haciendo énfasis en que el
dominio de definicién de f es U. Dado un dominio V' C U, denotamos a la restricciéon de f a V' como

fU|V-

Definicién 1.2. Sea w € C" y sean f; y g funciones definidas en los abiertos U,V y tales que w € U
y w € V. Decimos que f, y g, son equivalentes en w, si existe una vecindad abierta W de w tal que
W CcUNVy fulw = gvlw; la clase de equivalencia de tales funciones serd llamada el germen de
funcién en el punto w.

La relacion introducida en la anterior definicién es una relacién de equivalencia. Denotaremos por
f = f. a los gérmenes de funciones en el punto w. Es posible dotar de una estructura de anillo al
conjunto de gérmenes de funciones complejo valuadas en un punto w. Para cualesquiera dos gérmenes de
funcién f, g en el punto w, seleccionamos representantes fi;, g, respectivamente. La suma de funciones
fu +gv y el producto de funciones f;, g, son funciones complejo valuadas definidas en el abierto UNV; y
los gérmenes de esas funciones son definidas respectivamente como la suma f + g y el producto fg de los
dos gérmenes. Es importante notar que la definicién de suma y producto de gérmenes es independiente
de la eleccion de los representantes de f y g.

Denotamos por O, al anillo de gérmenes de funciones en el punto w. Tenemos asi el siguiente
resultado cuya demostraciéon puede ser consultada en [38].

Teorema 1.1. FEl anillo O,, de gérmenes de funciones en el punto w € C™ es isomorfo al anillo de
series convergentes centradas en el punto w.

Dado un punto fijo w € C”, el cambio de variables dado por (; = z; — w; produce un isomorfismo
entre los anillos O, y Op y por lo tanto un isomorfismo entre los anillos de potencias convergentes
centrados en w y en el origen 0; por lo que, para la teoria local es suficiente considerar el anillo Og de
gérmenes de funciones en el origen, el cual puede ser identificado con el anillo de series de potencias
convergentes en el origen, C{z1, 22, ..., 2, }.

1Un subconjunto U C C™ se dice que es un dominio si U es abierto y conexo.
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1.2. Geometria analitica local Capitulo 1. Preliminares

Variedades analiticas complejas

El espacio ambiente es el lugar natural en el que colocamos nuestros objetos de estudio, por citar
algunos ejemplos, curvas, campos de vectores y foliaciones. A lo largo de este trabajo de tesis los espacios
ambiente seran variedades analiticas complejas, que denotaremos por M. Una variedad analitica compleja
de dimensién n es una variedad diferenciable M de dimensién real 2n con un atlas A = {(U;, ¢;)}
tales que las aplicaciones de transicién entre las cartas

el

(bij = (bj o q[);l : sz(Uz N Uj) — (bj(Ui n UJ)
son aplicaciones holomorfas.
Ejemplo 1.1. El espacio proyectivo CP", es el conjunto de rectas vectoriales de C**!. Considerese la
aplicacion
1:C"\ {0} — CP", (1.4)

que a cada punto z = (21, 22, ..., Zn11) # (0,0, ...,0) le hace corresponder la recta I(z) C C"*! que pasa
por el origen y el punto z. Denotamos por

1(2) :=[21, 22y ooy 2nt1] = [2] -

Diremos que 21, 23, ..., Zn+1 son las coordenadas homogéneas de I(z). Notemos que dos juegos de coorde-
nadas homogéneas para un mismo punto proyectivo son proporcionales. Vamos a mostrar que el espacio
proyectivo es un variedad compleja. Denotamos por

U={z]:2#0}cCP", i=1,2,...,n+1,

tenemos asf una identificacién ¢; : U; — C™ dada por

21 22 Zi—1 Ri41 Zn41
(b’b([z]): (77"'7 - ’ it 500y Lax )

Los cambios de coordenadas ¢; o ¢j_1 son funciones racionales y, de hecho, funciones holomorfas sobre el
respectivo dominio de definicién. Por lo tanto CP™ es una variedad compleja de dimensién n.

Sea M una variedad analitica compleja. Una funcién f : M — C es holomorfa si la composicion
fo (bi_l es holomorfa para cualquier carta coordenada (U, ¢;) del atlas de M.

Sean N, M variedades analiticas complejas. Una aplicacion F' : M — N se dice que es holomorfa
si para cualquier par de cartas (U;, ¢;), (V},v¢;) de M y N respectivamente, la aplicacién ¢; o F' o qﬁi_l
es holomorfa en el dominio de definicién respectivo. Decimos que M y N son biholomorfas si existe una
aplicacién F' : M — N que es un homeomorfismo holomorfo.

1.2. Geometria analitica local

La presente seccion estd dedicada al estudio de algunas propiedades algebraicas del anillo de series
de potencias convergentes (C{zl, 22y eeny zn}
Como antes, la siguiente notacion serd usada para simplificar la escritura. Denotamos por

1= (i1,42, . 0n) €25 Yy 2= (21,22, %n),

ademds |i| =iy +i2 + -+ i, y 2* = 27" 25 - - - z». Con esta notacién tenemos

f= Zaizi € C{z1,22, ..., 2n}.

l4l
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1.2. Geometria analitica local Capitulo 1. Preliminares

Dado d € N, la parte homogénea de grado d de f, es

fa= Z a;z* € Clz1, 22, ..., 2n)] -

li|=d
Dadas f,g € C{z, 22, ..., 2, }, definimos
frg=>> (fatga), f-g=) ( > fkgl> : (1.5)
d=0 d=0 \k+i=d

Definicién 1.3. Sea f € C{z1, 22, ..., 2, }, el orden de f que denotamos por ordg f es por definicién

ordo f :=

{min{iEZgo D fi #0F st f#£O, (1.6)
00

si f=0.
Observacién 1.2. Sean f,g € C{z1, 29, ..., 2, } se tiene que
i) orde(f + g) > min{ordg f, ordog};
ii) ordo(f - g) = ordof + ordog.
Como consecuencia de la observacion previa tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 1.1. C{z1, 22, ..., 2, } es un dominio entero.

Demostracion. Sean f,g € C{z} tales que f-g = 0. Debemos demostrar que f =0 o g = 0. Supongamos
por el contrario que f # 0y g # 0. Por ii) de la observacién 1.2 tenemos que

oo =ordo(f - g) = orde f + ordog.

Dado que f # 0y g # 0, el lado derecho de la igualdad es finito, pero esto es una contradiccién por lo
que f=00g9g=0. O

El ideal m de C{zy, 23, ..., 2, } definido como
m:={f € C{z,22,...., 20} : ordof > 1},
es el Unico ideal maximal de C{z1, 22, ..., 2, } ¥ ademés
m* = {f € C{z1, 22, ..., zn} : ordof > k}.
Una serie f € C{z1, 29, ..., 2, } puede ser expresada en términos de la variable z, como sigue:
= ijzﬁw donde fj € C{z1,22, .., 2n—1}
§=0

Definicién 1.4. Sea f € C{z1,22,...,2n} ¥

f(zn) = f(0,2,) € C{z,}.

Decimos que f es general en z,, si f %0,y general en z, de orden k si ordof =k, es decir, f =bpzk4.,
donde by # 0.

Notemos que ordg f < ordg f .
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1.2. Geometria analitica local Capitulo 1. Preliminares

Lema 1.1. Sea 0 # f € C{z1,22,...,2n} y sea k = ordof. Entonces existe un cambio de coordenadas

zi = Zi+CiZ, parai £ n
Zn =  Zn,

tal que g(Z1, Za, ..y Zn) = f(21(2), 22(2), .., 2n(2)) es general en Z, de orden k, y donde z = (21, Za, ..., Zn).

Demostracion. Dado que ordgf = k, f admite una escritura de la forma

f=Fet o+,

donde cada f; € Clz1, 22, ..., 2, €s un polinomio homogéneo de grado j y fr es el primer polinomo
homogéneo no idénticamente nulo. Sea

(21,22, s 2n Zazzilz? ez
li|=k
Entonces
9e(Z1,22, .., 2n) = fu(Z1+ciZn, 2o+ c2Zn, .., Zn)
= Z ai(él + Clgn)il (52 + ngn)iQ cee 5:{”
4=k

11 12 n—1 ~k ~ = ~
g aiciie e 2+ h(E, 2, En),
li|=k

donde h(0,0,...,2,) = 0. Dado que el coeficiente de 2¥ es un polinomio en ci,ca,...,c,—1 que no es
idénticamente nulo, es posible encontrar (¢1, ca, ..., cn—1) # (0,0, ...,0) tal

S ascirc i | #o.
li|=k
Esta tltima ecuacién implica que ¢(0,0, ..., Z,) # 0 y por lo tanto g(Z1, 22, ..., Z,) es general en Z,. O

Un caso de especial interés surge cuando solo aparecen un numero finito de términos en la variable
Zn, es decir, f es un polinomio en la variable z,,

feC{z, 22, ., zn1}[zn], f=do+dizn+- --dkz,]f.

Lo anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Sea f € C{z1, 22, ..., 2n—1}[2n], f Ed zJ con fi, # 0. Decimos que f es un polinomio
=0

do(0) = di(0) = -+ = dy_1(0) =0, dy = 1.

Teorema 1.2. (Preparacién de Weierstrass) Sea f € C{z1,z2a,...,2,} general en z, de orden k.
Entonces f tiene una representacion unica de la forma:

de Weierstrass si

f(z1,22,.,2n) = wu(z1,22,...,2n)P(2)

= u(zl,zg,...,zn)(zﬁ—i—dl(zl,zQ,.. Zn_1)2F L4 cdi (21, 22500 Zn-1)) S

donde u(z1, 22, ..., 2n) € C{21, 22, ..., 2n } es una unidad y P(z1, 23, ..., 2,) €s un polinomio de Weierstrass
de grado k.
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Para la demostracion del teorema 1.2, usamos el teorema de la Division de Weierstrass

Teorema 1.3. (Division de Weierstrass) Sean f,g € C{z1, 23, ..., 20} y suponemos que g es general
en z, de orden k. Entonces existen q € C{z1,22,...,2n} y7 € C{21, 22, ..., 2n_1 }[2n] tales que el grado de
r con respecto a la variable z, es menor o igual a k —1 y

f=aq-g+r
Mds atun, q y r estdn determinados de manera unica.

La demostracién de este teorema puede ser consultada en [33].
Hacemos uso del teorema de la Division de Weierstrass para demostrar el teorema de Preparacion de
Weierstrass.

Demostracion del teorema 1.2. Sea f general en z, de orden k y sea g = z¥. Aplicando el teorema 1.3 a
f v g tenemos que existen q € C{z1, 22, ..., 2, } y 7 € C{21, 22, ..., 2n—1 }[25] tales que

k
=g f+ Zdiszi, donde d;(z1, 29, ..., 2n—1) € C{z1, 29, ..., Zn—1}-
i=1

De manera equivalente tenemos,
k
k k—i
q-f==z,— g dizy "
i=1

Sustituyendo z; = 20 = -+ = z,_1 = 0 tenemos,

q(0,0, ..., z,) - (czﬁ +.) = P Zdi(O)zﬁ_i, donde ¢ # 0.
i=1

Comparando los coeficientes de z!, para toda I € N, obtenemos:
1
q(0,0,...,0) = p #0 vy di(0) =d2(0) = =dx(0) =0.

Esto implica que ¢ es una unidad. Considerando u(z1, 22, ..., 2,) = ¢~ ', tenemos

k
f=ulz1,22,...,2n) (z,kL — Zdiz;ﬁﬂ) )
i=1

lo cual finaliza la demostracién. O
Presentamos algunos resultados acerca de la divisibilidad del anillo C{z1, 22, ..., 25, }

Lema 1.2. Sea P € C{z1, 23, ..., 2, } un polinomio de Weierstrass. Entonces, el polinomio P es reducible
en C{z1, 22, ..., Zn—1}|2n] si y sdlo si es P reducible en C{z1, 22, ..., 2, }. Mds aiin, si P es reducible todos
los factores son polinomios de Weierstrass, salvo unidades.

Demostracidn. Vamos a suponer que P es un polinomio de Weierstrass reducible en C{z1, 22, , 2, }, €s
decir, P = g1g2 donde g1, 92 € C{z1,22, " ,2n} ¥ 91,92 no son unidades. Dado que P es un polinomio
de Weierstrass, P es general en z,, asi g1 y g» son generales en z,. Por el teorema 1.2 existen P, Py
polinomios de Weierstrass y unidades w1, us, tales que g1 = u1 P1 y g2 = uz Ps. Por lo tanto, tenemos dos
formas de descomponer el polinomio P, es decir,

1~P:P:(U1UQ)P1P2.
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Dado que dicha descomposicion es 1inica tenemos entonces que P = Py Py, donde P, P> no son unidades
pues de lo contrario gi, go serfan unidades. Esto prueba la afirmacién en una direccién.

Para la otra direccién, si P = P; P, es una descomposiciéon de P en un producto de dos no unidades
Py, Py, € C{z1, 22, ..., Zn—1}[#n], tenemos que demostrar que P;, P, no son unidades en C{z1, 22, ..., 2 }.
Sean Py = a,2" + ap_125 L+ rag y Pa = bgzd +bs_12571 + - -by. Dado que P = P P, se tiene que
arbs = 1. Por consiguiente, sin perder generalidad podemos suponer que a, = bs = 1. Supongamos que
Py es una unidad en C{z1,z29,...,2,}, entonces P, = PflP. Dado que la descomposiciéon es tinica se
tiene que P, = 1y P = P5. Pero esto es una contradicciéon a la hipétesis de que P; no es unidad en

C{z1,22, -+ ,2zn} y esto finaliza la demostracion. O
Proposicion 1.2. El anillo C{z1, 29, ..., 2, } es un dominio de factorizacion dnica, es decir, cada elemento
0 # f € C{z1,22,....,2,} no unidad, admite una descomposicion tnica (salvo orden y unidades) de la
forma f = uf{* - f3?--- fi*, con u una unidad, f; # f; para toda i # j, f; irreducible para toda i y

ri € N* para toda 1.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre n. Es un hecho conocido que C es un dominio
de factorizacién tnica. El caso n = 1 se sigue del hecho de que dado un elemento f € C{z1}, f = 2fu
donde ordgf = k € N y u es una unidad.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para n — 1 y vamos a demostrarlo para n. Sea f €
C{z1, 22, ..., 2n,} y suponemos sin perder generalidad que f es general en z,. Por el teorema 1.2, podemos
escribir a f = uP, donde P € C{zy, 22, ..., Zn—1 }[2n] €s un polinomio de Weierstrass. Por el lema de Gauss
sabemos que si A es un dominio de factorizacién tinica, entonces el anillo de polinomio A[z1] es un dominio
de factorizacién unica. De la hip6tesis de induccién se sigue que el anillo C{z1, 29, ..., z,—1} es un dominio
de factorizacién unica y entonces del lema de Gauss se sigue que C{z1, 22, ..., 2n—1}[2n] €s un dominio
de factorizacién tnica. Sea P = P{' P;*--- P;* la descomposién de P en factores irreducibles. Entonces
por el lema 1.2, se tiene que f = uP = uP]'Py?--- P;* es una descomposicién de f en C{z1, 22, ..., 2, },
salvo orden y unidades. Esto finaliza la demostracion. O

Dada f € C{z1,22,--*,2n}, por la proposicién 1.2, f admite una descomposicién de la siguiente
forma

f= g g
donde f; es un elemento irreducible para toda i = 1,2, ...,k y v una unidad. Decimos que f es reducida
sir; =1 para todai=1,2,...,n.

Observacién 1.3. Todos los resultados previos pueden ser llevados al contexto formal. Es decir, si
consideramos el anillo de series de potencias formales,

— — E i1 02 in .
(CH:Z:[?ZQ’ ...,Zn:[l A f - ailvi27'“ 7in21 22 ...Zn” : ai17i27"'7i’n/ G C )
(i1,82,...,0n ) ENT

todos los resultados previos se satisfacen en este anillo. Més ain, tenemos una contencion de anillos
C{z1, 22, ..., 2n} C C[21, 22, .-, 2n] -

1.2.1. Conjuntos analiticos

Introducimos ahora el concepto de conjunto analitico. Nuestro objetivo es estudiar conjuntos analiticos
en dimensién 2, de manera més precisa, nos concentraremos en el estudio de curvas analiticas en (C?,0).

Definiciéon 1.6. Sea U C C™ un subconjunto abierto de C" y sea X C U. Sea & € X, decimos que
X es analitico en x si existe una vecindad V' de ® en U y un numero finito de funciones holomorfas
fi, f2, -, fr en V tales que

XNV={zeV : fi(z) = fa(z) = fr(z) =0}.

Decimos que X es un subconjunto analitico de U si es analitico en cada punto « € U.
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Introducimos ahora la definicién de germen de conjunto analitico.

Definicién 1.7. Sean U,U’ C C" subconjuntos abiertos de C™, y sean X C U, X’ C U’ subconjuntos
analiticos. Decimos que X y X’ definen el mismo germen de conjunto analitico en x € X N X’ si existe
una vecindad abierta V. .C UNU’ de x tal que

XNnv=XnV.

Denotamos por (X, x) al germen de conjunto analitico en el punto .

A partir de este momento nos concentramos exclusivamente en la dimensién 2; para ello consideramos
una notacién mds usual. Denotamos por C{z,y} al anillo de series de potencias convergentes en dos
variables.

Un germen de curva analitica en el origen de C?, es por definicién, un germen (C,0) de subconjunto
analitico de (C2,0) dado por el lugar de ceros de una serie f(x,y) € C{z,y}, es decir,

C= {(wl,wg) € (C2,O) : f(wl,wQ) = 0} .
Por simplicidad, a lo largo de este trabajo escribimos
C={f=0}.

Notemos que si v € C{z,y} es una unidad, entonces g = uf define el mismo germen de curva analitica
que f. Por el teorema 1.2, es posible suponer que la curva C estd dada por el lugar de ceros de un
polinomio de Weierstrass,

P(z,y) = y* +a1(2)y" " + -+ ap(2),

donde el orden en el origen de a;(x) es mayor o igual que i. Denotamos por Ini(ai) a la parte de grado ¢
de a;, es decir, In*(a;) = A\;a*. La parte inicial de P es por definicién,

In(P) :=y* + Moyt + - Az

Definicién 1.8. Sea C una curva analitica y supongamos que C = {P = 0}, donde P es un polinomio
de Weierstrass. El cono tangente de C, que denotamos por CT(C), es por definicién el lugar de ceros de
la parte inicial de P,

CT(C) := {In(P) = 0}.

Dado que In(P) es un polinomio homogéneo, se tiene que el cono tangente de C es un conjunto de rectas
pasando a través el origen.

Por el teorema 1.2, sabemos que f admite una descomposicién de la forma f = ufi* f3? - fi*,

donde cada f; es un elemento irreducible del anillo de serie de potencias convergentes para i = 1,2, ..., k.
Consideremos f reducida, es decir, f = ufi fa--- fr, entonces el germen de curva C = {f = 0} admite
una descomposicion en curvas,

C=CUCU---UCy,

donde Cz:{fz:O} parai=1,2,--- k.

Definicién 1.9. Decimos que un germen de curva analitica C es una rama plana si C = {f = 0} donde
f es un elemento irreducible de C {z, y}.

Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento geométrico alrededor de puntos singulares de curvas
analiticas.

Definicién 1.10. Decimos que un punto p € C? es un punto singular de C si V,f = (%(p), %(p)) =
(0,0); en caso contrario, decimos que el punto p es un punto no singular o regular. Respectivamente
decimos que la curva C es singular o reqular(suave) en p.
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Definimos la multiplicidad en el origen de C.

Definicién 1.11. Sea C = {f = 0} un germen de curva analitica, donde f es reducida. Definimos la
multiplicidad de C, que denotamos por mg(C), como

mg(C) := ordp f.

Notemos que es equivalente que el punto 0 sea un punto singular de C a que my(C) > 2.
En el caso en el que la curva C es no singular el cono tangente es una recta, llamaremos a esta recta
la recta o linea tangente.

Definicién 1.12. Sea C = {
gente f € C{x,y}, con f(0,0
parametrizacion de C si (¢ ( ), ¢

f = 0} una curva analitica definida por una serie de potencias conver-
) = 0. El par (¢1(t), p2(t)), donde ¢1(t), p2(t) € C{t} es llamado una

( )) (0’ 0)7 (O) @2(0) =0y
fle1(t), p2(t)) = 0.

Si p = (0,0) es un punto no singular de C, es posible suponer, sin perdida de generalidad, que
2—5(0, 0) # 0. Aplicando el teorema 1.2, f(x,y) = u(x, y)l(z,y) donde I(z,y) = y+ao(x). Por consiguiente,
tenemos que la curva es dada por C = {I = 0}. Si consideramos

p: (C,0) — (C2,0)
t = p(t) = (t, —ao(t)),
entonces
foe(t) = f(t,—ao(t)) = v(t) (—ao(t) + ao(t)) = 0.
La igualdad previa implica que C es parametrizada por ¢. Por ende, hemos demostrado que dado un
germen de curva no singular C siempre existe una parametrizacién de la curva C.

Cuando el punto p = (0,0) es un punto singular, no es posible usar los argumentos previos, sin
embargo el teorema de Puiseux asegura la existencia de una parametrizacién para ramas planas.

Teorema 1.4. (Teorema de Puiseux) Sea C = {f = 0} una curva analitica. Supongamos que f es
general en y de orden k. Entonces existe un nimero natural n > 1 y 1p € C{t} tal que ¥(0) = 0 y
FE™",¥(t) =0, es decir, p(t) = (£, 9 (t)) parametriza o la curva C.

La demostracion del teorema es dada en dos partes y serd presentada posteriormente. La primera
parte consiste en la construccion de una solucién formal mediante un proceso de iteracién; la segunda
parte consiste en demostrar que dicha construccién formal es convergente. Para la construcciéon de la
parametrizacién hacemos uso del poligono de Newton de f.

Dada f € C{z,y}, donde f =3 a;;jz'y?, definimos la nube de puntos de f o el soporte de f como,

Sop (f;z,y) == {(i,j) € Z% : ay #0}.

Figura 1.1: Nube de puntos de f
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Definicién 1.13. El poligono de Newton de f con respecto a las coordenadas (z,y), que denotamos por
N (f;x,y) es, por definicién, la envolvente convexa de Sop(f;z,y) + Réo.

(i1, 41)

Figura 1.2: Poligono de Newton de f

Definicién 1.14. Un polinomio f € C[z,y] es llamado cuasihomogéneo si existen p,q,l € N* tales que

f= Z aijz'y’.

qi+pj=l
Los valores p, ¢ son llamados los pesos del polinomio.

Notemos que la nube de puntos de un polinomio cuasihomogéneo f vive sobre la linea cuya ecuacion
estd dada por qi + pj = [, esta ecuacidén tiene pendiente —<. Si ¢ = p = 1 el polinomio es homogéneo y
la nube de puntos en este caso vive sobre una linea de pendiente —1.

Si suponemos que f es un polinomio cuasihomogéneo de pesos p, q y general en y de orden k, entonces
la nube de puntos de f vive en una linea que pasa a través del punto (0, %), y en este caso la ecuacién
de la linea es gi + pj = pk. En particular, tenemos p # 0.

Proceso de iteracién

Dada una serie f € C{xz,y}, dicha serie admite una descomposicién en componentes homogéneas,
donde el polinomio homogéneo inicial de f es de grado n = ordg f. Para una serie que es general en y
de orden k sabemos que n < k, es decir, el polinomio inicial homogéneo no necesariamente es general en
y. Nuestro objetivo es construir una parametrizacién de la curva. Para ello, el lema 1.3 proporciona el
paso inicial del proceso de iteracién que nos permite construir dicha parametrizaciéon. Para el paso base
es necesario remplazar el polinomio inicial homogéneo f,, por un polinomio inicial cuasihomogéneo f que
es general en y. Siguiendo las ideas de Newton, este polinomio cuasihomogéneo se obtiene de la siguiente
manera: Consideremos la nube de puntos de una serie f general en y; colocamos una regla a lo largo del
eje © = 0, rotamos dicha regla alrededor del punto (0, k) en sentido contrario a las manecillas del reloj
y seguimos rotando hasta que la regla toque por primera vez la nube de puntos de f. Los puntos en la
nube de puntos de f que viven sobre dicha linea determinan al polinomio f .

Observacion 1.4. El segmento de linea que describimos en el pdrrafo anterior, coincide con el lado del
poligono de Newton que comienza en el punto (0,k).
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Sea f € C{z,y} general en y de orden k. Tenemos una representaciéon de f de la siguiente forma,
f=f+h, donde h = Z aijz'y’ € C{z,y},
qi+pj2pk+1

y f es el polinomio cuasihomogéneo de f asociado al lado del poligono de Newton con punto extremo
(0,k).

Vamos a construir la parametrizacién de la curva C = {f = 0} a través de un proceso de iteracién.
Comenzamos dando una parametrizacion para el caso en el que tenemos un polinomio cuasihomogéneo.

Lema 1.3. Sea f un polinomio cuasihomogéneo, f € Clz,y] con pesos p,q y general eny de orden k > 1,
entonces existe al menos un A € C tal que f(t%, \tP) = 0. Mds ain, si la nube de puntos de f tiene al
menos dos puntos es posible elegir \ # 0.

Demostracion. Consideremos x = t9, y = A\tP. Haciendo la sustitucién tenemos

f(xa y) = f(tq’ )\tp) = Z (Lijtqi)\jtpj

qi+pj=kp

= tkp Z az-j)\j = tkpg(A)

qi+pj=kp

El polinomio g(A) € C[A] tiene grado r > 1, por lo que existe al menos un A € C tal que g(A) = 0. Si
ademas Sop(f;x,y) tiene un punto (ig,jo) con jo < k, entones g tiene un cero A # 0. O

Sea f € C{x,y} general en y de orden k, supongamos que y*¥ no es divisor de f y consideremos
la descomposicién de f como antes f = f + h. Sean p,q los pesos del polinomio cuasihomogéneo f, y
consideremos A € C. Haciendo §y = Az y s = kq—p, tenemos

fla,9) = a° Z agN = x°g(N).
qi+pj=pk

Por el lema 1.3 existe A\g € C tal que g(Ag) = 0, el cual nos da una solucién § que resuelve el problema
para { f = 0}. Dicha solucién § puede considerarse como una aproximacién a la parametrizacién de la
curva C = {f = 0}. Este es el paso base del proceso de iteracién.
Definamos ahora
v=a1, y=§+zyy =27 (Ao +u1), (1.7)

sustituyendo (1.7) en f obtenemos:
flzy) = Jz(xvy) + h(z,y) = ff’fp (9()\0 +y1) + $1B($1ayl))
= flfpfl(331>y1)~

El objetivo es encontrar condiciones para que resolver fi(x1,y1). Notemos que en particular f1(0,y1) =
g(Xo + y1). El siguiente lema es crucial para la convergencia formal de la iteracién.

Lema 1.4. Sean f y fi como antes. Tenemos entonces,
i) f1 es general en y1 de orden ki, donde 1 < k1 <k.
ii) Siky =k, entonces ¢ =1
Demostracion. 1. Definimos r(y1) := g(Ao + y1) € C[y1], donde Ao € C* y g(Ao) = 0. Entonces
k1 = ordgr = multiplicidad del cero A\g de g < grado g = k.

Por lo tanto, f1 es general en y; de grado menor o igual a k.
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2. Si k1 = k, entonces por ) existe ¢ € C* tal que

g()\) = C()\ — )\O)k — Z a/zj)\j — aOk)\k + ai,kfl)\k_l NI ajo.

qi+pj=kp

k
Por la férmula binomial tenemos que (A — \g)* = 3 (:1) AE=m M Por consiguiente, existe ig tal
m=0
que a;y x—1 = —c(k —1)Xo y giop + p(k — 1) = pk. Esto dltimo implica que la nube de puntos de
f tiene un punto sobre la linea j = k — 1. Como g¢ig + p(k — 1) = pk esto implica que gip = p, es
decir, q divide a p, pero p, ¢ son primos relativos por lo que ¢ = 1.
O

Vamos a definir el proceso de iteracién en general. El paso base del proceso de iteracién estd dado

por considerar
fo=1F vo=x Yy =y, ko =k,
y la solucién dada por el lema 1.3.

Para ir del paso i al ¢ + 1 hacemos lo siguiente:

Si yf i divide a f;, entonces y; = 0 es solucién de f;(z;,y;) = 0 y terminamos el proceso. En este caso
la serie consta de un numero finito de términos.

Si yf ‘ no divide a f; tenemos, por el lema 1.4, que fi es general en y; de orden k;. Consideremos
una escritura de f; de la forma f; = f; + h;, donde f; es un polinomio cuasihomogéneo de pesos p;, g;.
La ecuacion del segmento mas inclinado del poligono de Newton de f; es ¢;x; + p;y; = kip;- Dado que
Sop(fi;xs,y;) tiene al menos dos puntos, por el lema 1.3, sabemos que existe \; € C* y una solucién

Pq

Ui = )\ZzchT de fi(x;,y;) = 0. Haciendo
T = 'Tz-i,-la Yi = Ui + $Z+1yz+1 = 517 (i yiv1),

tenemos que
iki
filws, yi) = 2V firr (@ig1, yiga),

y fit1 es general en y; 11 de orden k;y;. Por i) del lema 1.4 tenemos que

Luego, por ii) del lema 1.4, existe un N € N tal que ¢; = 1 para todo j > N. Entonces,

q0

r=x9 =] qo0q1 __

=23 qoq1-"qN _ .m0

:1'] l'j

conn = qoq1---qnyJj > N.Esto ultimo prueba que los denominadores no pueden crecer indefinidamente;
es decir, a partir de N los denominadores estan acotados. Escribiendo y en términos de x = xy tenemos,

y=yo = o+ lejoyl = g0 + ° (71 + 25" y2)

= yo-i-Zm .. p‘l"i
Pi

i—1t+ -
— AOI + Z)\ 1' e l'p 179

Po po+ 2L p1+22 pn_1+ 2
— <m a1 Po a2 Po ,.P1 aN
= Aozy® + Mz + Aoz xQ +oFANETy o xy +-
PO PO Pl PO P1_, P2 Po, P14 4+t
— )\Ox(z)m + )\155610 q091 + >\2ng q0491 9091492 + V. + )\N'T(‘)JD 9091 <10<1102 110‘11 aN + ..
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1

9091 AN

Si consideramos x =t tenemos que

y(t) — )\Otpoqlquv_|_)\1tpoq1~~qzv+p1qz---qzv+,,,
o0
- e
i=0

donde mg = pog1 - --qn y Mit1 = m; +piy1 | ¢;. Dado que cada p; > 1, hemos demostrado que, bajo
j>it1

la iteracién, las potencias de t = zw incrementan en cada paso. En otras palabras, la construccién de y

converge al menos formalmente. Notemos que no necesariamente todas las potencias de ¢ aparecen en la

serie. Escribimos
o0 o0
1

y(t) = p(t) =D it = _cjam = p(am),
Jj=1 Jj=1
donde ¢; € C.
Queda demostrar que la serie de Puiseux resuelve el problema, es decir, f(¢™,¢(t)) = 0 en C{t}.
Demostrar esto es equivalente a demostrar que f(t",¢(t)) € m” C C{t} para toda r € N, puesto que
kQNmk = {0}. Recordemos que, por construccién, f; es divisible por z¥ % Entonces, f = fo es divisible

por

poko  .p1k1
2

piki _ 4r
;7w =1,

..ml

1 i

dado que xwi-in = ¢, donde 7 = kopoqi ---qn + kip1g2 - qn + -+ + kn_1py—1qn + Y kjp;. Pero
J=N

kj,p; > 1, entonces r > ¢ y por lo tanto r es arbitrariamente grande. Lo anterior demuestra que

f{",0(t) = 0.

Usando el algoritmo previo siempre obtenemos una parametrizacién de la forma
s (7,0 (1)).
Antes de demostrar la convergencia de la serie ¢(t), tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5. Sea f(x,y) € C{x,y} general en y de orden k > 0 y supongamos que f es irreducible.
Entonces existe eg > 0 tal que para todo €, 0 < € < €y, hay un § > 0 tal que si

C={(z,y) € Ase : f(x,y) =0},

es el lugar de ceros de f donde As ¢ = {(x, y) € C%: |z <6, |yl < e}, entonces hay una serie de potencias
convergente y(t) € C{t}, para la cual la aplicacién 1 : D — C?, donde D := {t eC: |t < (5%}, con

Y(t) = (t",y(t)), es holomorfa y sobreyectiva en C. La restriccion ¥|p\foy : D\ {0} — C\ {0} es un
biholomorfismo y 1 ~1(0) = {0}.

Demostracion. Por el teorema 1.2, es posible suponer que f es un polinomio de Weierstrass
flay) =y" + a2y '+ an(a).

Dado que las raices de un polinomio dependen continuamente de los coeficientes, sabemos que para € > 0
suficientemente pequeno hay un 6 > 0, tal que si g € D5 = {x € C : |z| < d}, el polinomio f(xg,y)
tiene exactamente k ceros (contados con multiplicidad) en el polidisco Aj . Dado que f es irreducible, f

y % son primos relativos como polinomios de Weierstrass y por lo tanto son primos relativos en el anillo

C{x,y}. Esto implica que el lugar de ceros de f y g—jyc consiste Unicamente de puntos aislados.
Por consiguiente, si 6 > 0 es suficientemente pequeno y si zg € Ds \ {0}, entonces tenemos que % es

no cero sobre el conjuntos de ceros de f(zg,y), es decir, la ecuacién f(zg,y) tiene k ceros simples. Si yq
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es un cero simple, entonces por el teorema de la funcién implicita existen vecindades U, V' de los puntos
Zo ¥ Yo respectivamente y una funcién analitica § : U — V tal que g(z) = y en V. Por lo tanto, existe
una vecindad Aj ., del punto (zg,yo) en la cual la aplicacién (x,§(z)) parametriza a C.

Figura 1.3: Proyeccién

De esta manera, C es localmente una variedad alrededor del punto (zg,yo) v la proyeccién sobre la
primera coordenada,
pry : C — Ds
(1) — @

es un biholomorfismo alrededor del punto (zg,yo). Por lo tanto, la proyeccién pr; : D\ {0} — D; \ {0}
es un cubriente? en el sentido topoldgico. El tinico posible punto singular de C es 0; y ademés C \ {0}
es conexo. Es un hecho conocido de topologia que un cubriente de Ds \ {0} se ve como el cubriente del
disco agujerado dado por,
p: D\{0} — Dy\{0}
t — R

Precisando, si elegimos tg € D \ {0} e yo € C con f(t},yo) = 0, entonces hay un tinico homeomorfismo
¥ : D\ {0} — C\ {0} con la propiedad de que ¥ (o) = (¢, yo) y hace conmutar el siguiente diagrama

te D\ {0} e C\ {0} 3 (z,y) .

\/

th € Ds\ {0} >z

El homeomorfismo v tiene la forma ¥ (t) = (¢t",y(¢)), donde y(¢) una funcién continua definida sobre
D\ {0}. Por lo tanto y(t) es holomorfa, pues coincide localmente con la composicién de la aplicacién
p v la solucién § dada por el teorema de la funcién implicita. La aplicacién 1 es un biholomorfismo de
D\ {0} aC\ {0} dado que la funcién inversa est4 dada por ¢y~ (z,y) = x*, eligiendo una rama adecuada
de la k-ésima raiz.

2Sean X y X espacios topoldgicos. Una aplicacién p: X — X es llamada una aplicacién cubriente (o simplemente
cubriente) si para cualquier punto x € X, existe una vecindad abierta V' C X del punto z, tal que

1 _
P (V)iagAUO“

es una unién de subcojuntos abiertos disjuntos por pares Uy tales que, para cada o € A, la restriccién ply,, : Ua —> V es
un homeomorfismo.
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Dado que los ceros de un polinomio dependen continuamente de los coeficientes, y(t) tiende a cero
cuando ¢ tiende 0, puesto que y(t) es la solucién de la ecuacién f(¢™, y(t)) = 0. La funcién y(¢) es entonces
holomorfa en D\ {0} y dado que y(0) = 0 es continua en 0. Por lo tanto es una funcién holomorfa sobre
D. Por consiguiente, ¢(x) = (", y(t)) es la parametrizacién deseada de C. O

A continuacién damos la demostracion del teorema 1.4.

Demostracion del teorema 1.4. Sea f(x,y) € C{x,y}. Sin perder generalidad, podemos suponer que f
es un polinomio de Weierstrass de grado k. Si f es irreducible, entonces el teorema 1.5 proporciona una
aplicacion (&) = (t*,y(t)) que satisface la ecuacién f(t*,y(t)) = 0. Considerando t = ¥ tenemos que
f(x,y(z*)) = 0. Notemos que las series dadas por

y(at),y(Eam), ..,y 1at), ¢F=1¢eC, (1.8)

también satisfacen la ecuacién. Lo anterior implica que tenemos k distintas raices del polinomio de
Weierstrass y ademés todas ellas son convergentes. Pero la serie obtenida por el proceso de iteracién
también satisface la ecuacién f(z,y) = 0. Dado que cualquier polinomio de grado k tiene a lo mds
k raices, la serie construida por el algoritmo debe coincidir con una de las series dadas por (1.8); en
particular ésta es convergente.

El caso en el que f no es irreducible, dado que f tiene una descomposicién en factores irreducibles

[ =uf{"f3?--- fi*, la serie encontrada por el algoritmo de Puiseux satisface alguna de las ecuaciones
fi(z,y) = 0 para alguna i = 1,2,--- , k, y entonces, por el mismo argumento que en el caso irreducible
la serie es convergente. O

Hemos visto que cada curva irreducible con ecuacién f(z,y) = 0 admite un solucién y(x) = 0 descrita
por una serie de potencias de x%, determinada de manera tnica salvo la eleccién de la rama de x%, donde
k es el grado del polinomio. En la otra direccién, una parametrizacién ¢t —s (t¥,y(t)) define una curva
analitica como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.6. Sea k un nimero natural, y sean y(t) € C{t} una serie de potencias convergente y &; las
raices k-ésimas de la unidad, i = 1,2, ..., k. La imagen de la apliacion t — (t¥ y(t)) es el lugar de ceros

de la funcion analitica
k

fy) =11 (y - y(&w%)) :

i=1

en una vecindad del origen 0 € C?

Demostracion. Sea U una vecindad suficientemente pequenia del origen 0. Sobre el conjunto
Vi={(z,y) €C* : 2#£0}NU

, f es una funcion holomorfa y acotada bien definida, la cual puede ser extendida de manera continua
sobre el eje y. Por consiguiente, f es holomorfa y la imagen de la aplicacion es el lugar de ceros de f. [

Ejemplo 1.2. Consideremos la curva dada por C = {f = 0}, donde
F=yt— 2252 + 2% — 42y — 2T = (42 — 2%)2 — 4oy — 2T

Notemos que f ya es general en y de orden 4. La nube de puntos Sop(f;z,y) es la que se muestra en la
figura 1.4,
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(0,4)

(3,2) 5.1)

(6,0)(7,0) i

Figura 1.4: Nube de puntos de f(z,y) = y* — 223y + 2% — 425y — 27
El polinomio cuasihomogéneo inicial de f es f =y* —223y2 + 25 donde p = 3,9 =2y | = 12. De
3
acuerdo con el lema 1.3, si x = 29 y ¥y = yo = Az, entonces

2\* 3 8\? L6 62 2
f(@o,y0) = (Axé) — 2y ()‘955) +ag=ap (A —1)7.
Buscamos A € C tal que g(A) = 0, donde g()\) = (A2 — 1)2. Notemos que A = 1 es solucién. Por lo tanto
3
una solucién estd dada por yo = x5 . Consideremos ahora
zo = a3, yo =231+ u).

Vamos a calcular

2 3\ 2
fwowo) = f@dai(+y) = (@0 +m)" - (23)) - 4010301+ yo) - al*
— x}Q ((1 + y1)4 -2(1+ yl)2 +1—-4e1(14+wp1) — x?)
= a1” (y! + 4yi + 6y; + 4y — dyr — 205 — 4oy — dzyyy — 23) = 217 fi(z, 0).

Notemos que fi(z1,y1) es general en y; de orden 2. La parte cuasihomogénea de fl es 4y? — 4xy. Si
T, = x% e Y1 = Aza, entonces

fi(za, y2) = 4N2a2 — 422 = 422()\? — 1).

Buscamos A\; € C tal que g1(\1) = 0, donde g;(\) = A\? — 1. Eligiendo A\; = 1 tenemos que z1 = z3,y; =
T3. Sustituyendo tenemos que z = x5 y y = x5(1 + z2) = 2§ + 27. Si 22 = ¢, la parametrizacién de C es
entonces dada por ¢(t) = (4,5 +¢7).

A continuacién mostramos que cualquier parametrizacién de C = {f = 0} puede ser llevada a una
parametrizacién de la forma p(t) = (", ¢a(t)).

Proposicién 1.3. Sea (p1,92) una parametrizacion de C := {f =0} tal que el ordgpr = k < oo.
Entonces existe una serie 8 € C{t} tal que ordoB8 =1y

e1(B(t)) = t".

Por lo tanto, la nueva parametrizacion estd dada por (t*,pa(B(t))). Si a(t) = ¢2(B(t)), tenemos que
ordge = ordgps.
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Demostracion. Sea

donde ay, # 0. Consideremos la serie dada por f(x,y) := x — v1(y). Notemos que dicha serie es general
en y de orden k. Por el teorema 1.4, existen n € Ny g € C{t} tales que

0= f(t",B(1) =t" — p1(B(1)).

Para ver que n = k, tenemos que estudiar el paso base en en el proceso de iteracion. Con la misma
notacién usada en la descripcién del algoritmo tenemos que la parte principal cuasihomogénea de f es
f =z —ay®, con p=1,q = k entonces § = Azt donde \F = L. Esto implica que

r(y) =g\ +y1) =1—apr(A+y)k = 7]9%)\1«71% +-

Por consiguiente, f1(x1,y1) es general en y; de orden 1. Como k; = 1, entonces ¢; = 1 para todo i > 1,
y n=k. Dado que p=1y X # 0, tenemos finalmente que ordy = 1. O

En el teorema 1.4 no se menciona alguna relacion entre el nimero k y el orden en el origen de f. En
el caso en el que f es irreducible tenemos el siguiente resultado cuya demostracién puede ser consultada
en [33].

Proposicion 1.4. Si la serie f € C{x,y} es irreducible y general en y de orden n, entonces hay una
serie p(t) € C{t} tal que
f{t",o(t) = 0 € C{t}.

1.3. Multiplicidad de interseccion entre curvas

En esta seccién introducimos la multiplicidad de interseccién de gérmenes de curvas en 0. La mul-
tiplicidad de interseccion es un invariante numérico de la pareja de gérmenes, que “mide”’qué tan cerca
estan las ramas de uno de los gérmenes con respecto a las ramas del otro. La multiplicidad de interesec-
cién juega un rol importante en el estudio de las singularidades como veremos mas adelante. Definimos
primero la multiplicidad de intereseccién para series de potencias convergentes.

Definicion 1.15. Sean f, g series de potencias convergentes. Definimos la multiplicidad de interseccion
entre f y g en el punto p = 0, y que denotamos por to(f,g), como

R G ),
w(f,g)=d o (1.9)

donde (f, g) representa el ideal generado por fy g en C{z,y}.
Tenemos asi el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Sean f,g,h series de potencias convergntes, ® un automorfismo de C{z,y} y u,v €
C{xz,y} unidades. La multiplicidad de interseccidn tiene las siguientes propiedades:

i) 10(f,g) < oo si y s6lo 5i f y g som primos relativos en el anillo C{z, y}.
it) w(f,9) = wl(g, f)-
iii) 1o(®(f), ®(g)) = to(uf,vg) = to(f,9)-
w) w(f,gh) = w(f,9) + w(f,h).
(f,

v) to(f,g) =1 si y sdlo siordgf =ordog =1 e In(f) # In(g).
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vi) wo(f, g+ hf)=1(f,g).

La demostracién del teorema puede ser consultada en [35].
Como consecuencia de la propiedad iii) del teorema 1.7, es posible definir la multiplicidad de inter-
seccién para gérmenes de curvas.

Definicién 1.16. Sean C = {f = 0} y D = {g = 0} gérmenes de curvas analiticas. Definimos la
multiplicidad de interseccién entre C y D en el punto p = 0, y que denotamos por ¢o(C, D), como

C{z,y}
(f.9)

donde (f, g) representa el ideal generado por f y g en C{z,y}.

1o(C, D) = dim (1.10)

Definiciéon 1.17. Sean C y D curvas planas. Decimos que C y D son transversales si C y D son no
singulares y sus respectivas lineas tangentes son distintas.

Tenemos la siguiente proposiciéon que relaciona la multiplicidad de interseccién entre dos curvas con
la multiplicidad en el origen de las curvas.

Proposicion 1.5. Sean C y D curvas planas. Se tiene que
LQ(C,D) > mo(C)mo(D),
donde mo(C) y mo(D) son las multiplicidades en el origen de C y D respectivamente.

Cuando una de las curvas es una rama es posible calcular la multiplicidad de interseccién por medio
de la parametrizacion de dicha rama.

Lema 1.5. Sea C = {f =0} una rama y ¢ una parametrizacion de C. Sea D = {g = 0} un germen de
curva en (C2,0). Entonces 1o(C,D) = ordg(g o ¢)

La demostracion del lema puede ser consultada en [42].

1.4. Reduccion de singularidades

Vamos a definir el morfismo de explosién en un punto p € C2. Sin perder generalidad vamos a suponer
que el punto p = (0,0) es el origen de C2. Consideremos el conjunto de lineas ¢ de C2, pasando por el
punto p, es decir,

P1(C) = {¢ : £ es una linea pasando por el punto p }.

Sea M := {(g.0) € C* x P1(C) : q € ¢}. Notemos que M es el cierre de la gréfica de la aplicacién que
a cada punto ¢ le asocia la recta pasando por los puntos p y ¢. Si ¢ # p entonces existe una tunica
linea pasando por ¢ y el punto p. Si = p entonces todas las lineas de P;(C) pasan por el punto p. La
proyeccion sobre la primera coordenada

T M — M
(¢,0) — ¢

es un homeomorfismo sobre M \ {p} y ademés la fibra 7=1(p) = P;(C). Més atin, 7 es una aplicacién
propia, es decir, la preimagen 7!1(X) = Y de un subconjuto compacto X C M es un subconjunto
compacto. Vamos a estudiar con mds detalle el conjunto M y la proyeccién m : M — M. Para ser més
precisos vamos a demostrar que M tiene estructura de subvariedad compleja de C2 x Py (C).

Recordemos que P;(C) es una variedad compleja. Sean [z,w] coordenadas homogéneas de Py (C).
Notemos que M esté descrita por la ecuacion

M = {(z,y;[2,w]) € C* xP1(C) : zw—zy =0}.
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Consideremos los conjuntos abiertos Uy = {[z,w]| : 2# 0} y Uy = {[z,w] : w#0}. Cada U; es
homeomorfo a un abierto V; C C, i = 1,2 mediante

wi: U — W p2: U — V3
[z,w] — % [z,w] +—

z

Estas relaciones permiten introducir coordenadas para M:

U, = {(x,y; [z,w]) e M : z# 0}, (1.11)
Uy = {(:c,y; [2,w]) € M y;é()}, (1.12)
T =, Y1 = %
Y2 =Y, T2 = i

Por consiguiente, tenemos que U; es biholomorfo a C? mediante

1t Uy — W
(z,y; [z,w]) — (z,%),
y Us es biholomorfo a C2 mediante

P2t Us — Vs
(z,y;[z,w]) — (y,3)

Ademds, el cambio de coordenadas entre Uy y U, est4 dado por

z2=y1 ', Y2 =1
Para los cdlculos, usamos la descripcién de m en coordenadas locales 7 : M = U, UU, — M, donde la
proyeccién sobre Uy estd dada por

m(x1,y1) = (z1,2191), (1.13)
y sobre Uy por

m(®2,y2) = (T2y2,Y2). (1.14)

Definicion 1.18. El proceso descrito arriba es conocido como el proceso o con centro en p € M,
transformacion cuadrdtica en p o explosion con centro en el punto p.

Figura 1.5: Explosién del origen de (C2,0)
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La linea 7~!(p) = P1(C) es llamada la linea excepcional. La explosién en el punto p = (0,0) es un
proceso de naturaleza local y por esta razén es posible generalizar la explosién del punto 0 € C2, a
cualquier punto p sobre un variedad compleja de dimensién 2. A continuacién explicamos cémo hacer
esto:

Sea p € M, donde M es una variedad compleja de dimensién 2. Sea ¢ : U C M — V C C? una
carta coordenada donde U es una vecindad abierta de p y V C C? una vecindad abierta del punto ¢(p).
Sin perder generalidad podemos suponer que ¢(p) = 0 € C2. Sea V la variedad compleja V = 7 (V).
De manera intuitiva, la explosiéon de un punto en una variedad compleja de dimensién 2, consiste en
remplazar la vecindad U del punto p por la variedad V. El objetivo es definir una variedad compleja
M, dicha variedad es obtenida mediante la identificacién de M \ {p} con V usando la equivalencia de
U\ {p} con V\ 771(0), a través de la equivalencia de ambos con V' \ {0}; por medio del biholomorfismo
7 lo¢:U\{p} — V \ 7 (0). Tenemos asi una aplicacién holomorfa 7 : M —s M dada por 7 = Id
sobre M \ 1% y ¢~ ! o sobre V. La aplicacion 7 : M—Meselo proceso en p sobre M.

Si 1) es otra carta coordenada sobre el punto p, y realizamos el proceso de explosién centrado en p con
respecto a la carta coordenada 1, obtenemos una nueva aplicacién y una nueva variedad 7 : M —s M.
Es posible demostrar que hay un biholomorfismo entre H : M — M tal que se satisface 7 = H o 7, es
decir, la aplicacién 7 factoriza a través de 7. Lo anterior muestra que en esencia la variedad M es tnica.
Dicha propiedad es conocida como la propiedad universal de la explosién con centro en p.

Notemos que dado que la nueva variedad que construimos es nuevamente una variedad compleja de
dimension 2, es posible repetir el proceso de explosién en puntos de esta nueva variedad.

<)
.

Figura 1.6: Explosion del punto p € M

El objetivo de esta seccién es ver como se modifican los gérmenes de curvas mediante el proceso de
explosion de un punto p.

Sea C C (C2%,0) un germen de curva singular. Vamos a efectuar la explosién 7 : M; — C? con
centro en p = 0. Como mencionamos previamente, el divisor excepcional 771(0) = E es una linea
proyectiva P{.. Vamos a demostrar que 7~ 1(C) es una curva analitica en M;. Dado que 0 € C entonces
E C 771(C). De hecho, vamos a mostrar que hay una descomposicién tinica 7=(C) = E UC; donde C;
es una curva analitica que no contiene a E. Decimos que 7~ 1(C) es el transformado total de C por 7 y el
transformado estricto de C es C. Para demostrar que el transformado total 7=1(C) es una curva analitica
de M, debemos verificarlo en los puntos del divisor excepcional E, pues fuera de los puntos del divisor
excepcional 7 es un biholomorfismo, es decir, ya sabemos que

T HC)\ E C C*\ {0},

es una curva analitica.

33



1.4. Reduccién de singularidades Capitulo 1. Preliminares

Supongamos que C estd dada por f(z,y) € C{x,y}, con f(0,0) = 0. Escribimos
f($7y) = fn(l’,y) + fn+1($7y) + e ’

donde f;(z,y) € C|z,y] son polinomios homogéneos de grado 7, para cada i € Ny n = ordy f. Recordemos
que M; estd cubierta por dos cartas coordenadas, M; = (71 U UQ. En Ul consideramos las coordenadas
(1,91), en dichas coordendas 7 estd definido por m(x1,y1) = (21, 21y1). Sea mo(C) = ordgf entonces
7=1(C) N U; esté dado por

0= fom(z1,1n) = (fn($7y)+fn+1(f€7y)+"')07?(361>~y1):fn(ﬂﬁlafﬂlyl)+fn+1(3717$1y1)+"'
= oy (fn(Liy1) + 21 fup1(1,41)) = 27 f1.

En U, consideramos las coordenadas dadas por (22,y2), recordemos que en estas coordendas 7 estd
definido por 7(x2,y2) = (2y2, y2). De manera andloga obtenemos

0=fom(za,y2) = (fulz,y)+ fas1(z,y) + ) om(z2,92) = ful@2y2,92) + frt1(z2y2,y2) + -
= yg (fn(x% 1) + y2fn+1(x27 1)) = y;fQ
Esto demuestra que 7~1(C) define un germen de curva analitica.

Como mencionamos anteriormente, estamos interesados en estudiar el comportamiento de curvas
singulares bajo el morfismo de explosién de un punto p. Para ser més precisos, queremos demostrar que
después de un numero finito de explosiones el transformado estricto de la curva singular es una curva
suave.

Para ello, consideramos primero el caso de curvas suaves. Como ya hemos mencionado anteriormente,
un germen de curva analitica C C (C2,0) se dice que es reqular o suave si mo(C) = 1. La primera
observacion es que el transformado estricto por la explosién de un punto p de una curva no singular, es
nuevamente una curva no singular.

Proposiciéon 1.6. Sea C un germen de curva analitica y supongamos que el punto p =0 no es singular
para C. Consideremos la explosién del punto p =0, 7 : (M1, E) — (C2,0), donde E := 7=1(0) y sea C
el transformado estricto de C por w. Entonces:

i) Fxiste un unico punto p1 € C; N E.
it) El germen de curva Cy es no singular.

i11) El transformado estricto Cy y el divisor excepcional E son transversales en el punto p1, es decir, el
cono tangente de C1 U E consiste de dos rectas distintas.

Demostracidn. Sin perder generalidad suponemos que C estd descrita por la ecuacién C = {f(z,y) = 0}
donde f(z,y) =y — a1z + fa(z,y) +
i) Consideremos la explosién del origen, 7 : (M7, E) — (C?,0). Recordemos que tenemos dos cartas,
analizamos primero (22, y2) = (Z2ya2, y2), calculando
fom(wa,y2) = y2 —a122y2 + f(w2y2,92) + -
= Y2 (1 — a1z +yafo(ze,1) +---).
En este sistema de coordenadas el divisor excepcional estd dado por E = {ya = 0} y entonces el
transformado estricto no pasa por el punto (z2,y2) = (0,0).

Ahora consideremos 7(z1,y1) = (21, T1y1)
fom(zi,y1) = I1y1—a1$1+$%f2(17y1)+“'
= (i —ar+xfo(ly)+---).

En este sistema de coordenadas el divisor excepcionl estd descrito por la ecuaciéon E = {z1 = 0},
por consiguiente la interseccién del transformado estricto C; y F se da cuando y; — a; = 0. Por lo
tanto C1 N E = {(0,a1)}.
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ii) Consideremos el cambio de coordendas
T1 =21, Y1 =Y —a1.
Tenemos que el transformado estricto estd definido por
i+ #1f2(1,5) = 0.
Esto demuestra que C; es no singular.
iii) Como el transformado estricto C; esté definido por
i+ 31 f2(1,9) =0,

la recta tangente estd dada por §; + A\Z; = 0. Esta es distinta a la recta tangente del divisor
excepcional E que esta dada por z; = 0.

O

El siguiente lema describe el comportamiento de la multiplicidad de una curva analitica bajo el
morfismo de explosién. En particular demostramos que dicha multiplicidad es estable bajo el morfismo
de explosion, es decir, la multiplicidad del transformado estricto de la curva no se incrementa.

Proposicién 1.7. Sea C C (C?,0) un germen de curva singular. Sea m : (M1, E) — (C2,0) el morfismo
de explosion con centro en 0 y E := w=1(0). Sea C; el transformado estricto bajo © de C y p1,p2, ..., Dr
los puntos del transformado estricto de Cy sobre el divisor excepcional E. Entonces:

i) ébm(cl,E) — m(C).

i) Y my, (C1) <mo(C). En particular, my,, (C1) < mo(C) para toda i.
i=1

i) Simy, (C1) = mg(C) pare algin p;, entonces r =1, es decir, p; es el unico punto de C; N E.

Demostracion. i) Supongamos que elegimos coordendas (z,y) de manera que ninguno de los ejes
coordendados es tangente a C en 0. Sea f(z,y) = fu(x,y) + fot1(z,y) + -+, donde f; € Clz,y] es
un polinomio homogéneo de grado i y mg(C) = n. En el origen de U; tenemos,

fom(xi,y1) = flzr,zy) = falzr, m191) + for (T, 20y1) + -+
oY (fu(Lyr) + 21 frugpr +-00).

En la otra carta coordenada, f o m(xoy2) = ¥4 (fn(x2,1) + Yo frt1(z2,1) + ---). Por lo tanto,

CNE={0,91) | fa(1,y1) = 0} U{(22,0) | fn(w2,1) = 0}

. Como y3 = 0 no es cero de f,(x2,1). Por la eleccién de coordenadas, todos los ceros de f,(z2,1)
estan sobre Uy, es decir, C; N7~ (0) es el conjunto de ceros de f,(1,y1). Dado que f,(1,1) es
un polinomio de grado n, la suma de las multiplicidades de los ceros p1,pa,...,pr de frn(1,21) es
precisamente n, ademds ¢y, (C1, E) es la multiplicidad del cero p;, por lo tanto tenemos i).

ii) De la proposicién 1.5 tenemos tp, (C1, E) > my, (C1) - my, (E) = m,, (C1), ast
Zmpi (Cl) < me (Clv E) = mO(C)
i=1 i=1
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T ks

iii) Por ii) tenemos que Y m,, (C1) < >y, (C1, E) = mo(C). Sii > 2, entonces my, (C1) < mo(C). Por

i=1 i=1
consiguiente si, para algin p; se tiene que my, (C1) = mo(C), entonces r = 1.

L]

El siguiente resultado relaciona la multiplicidad de interseccion en el origen entre dos curvas analiticas
C y Dy su transformado estricto bajo el morfismo de explosién.

Proposicién 1.8. Sean C y D curvas analiticas. Sea 7 : (My, E) — (C2,0) el morfismo de explosion
con centro en 0. Denotamos por C' y D' los transformados de C y D por m respectivamente. Entonces

10(C, D) = mo(C)mg(D) + > _14(C", D),
qelE

donde 14 denota la multiplicidad de interseccion en el punto q € E.

Demostracion. Hacemos la demostracion para el caso en el que C y D son ramas. El caso general se sigue
de las propiedades de la multiplicidad de interseccién dadas en el teorema 1.7. Dado que C es una rama,
por el teorema 1.4, existe una parametrizacion de C, de la forma ¢(t) = (t",4(t)), donde n = my(C). El
transformado de C por 7 es parametrizado entonces por ¢(t) = 7~ o (t). Si D = {g = 0}, entonces
el transformado estricto de D por 7 estd dado por g = %. Sea ¢ el punto por el cual pasan el

transformado estricto de C y D por 7. Se sigue del lema 1.5 que

-1
. Lo (gomom ) (g0 (1))
Lq(C ,D ) = Ordo(g O sﬁ(t)) = OrdoW Ordom (115)
= Lo(C,D) —mO(C)mO('D)
La igualdad previa finaliza la demostraciéon de la proposicion. O

Recordemos que el objetivo de esta seccién es demostrar que después de un numero finito de explo-
siones el transformado estricto de una curva singular es no singular. Para demostrar esto, es suficiente
mostrar que la multiplicidad del transformado estricto de C decrece tras alguna sucesion finita de explo-
siones.

Consideremos un germen de curva plana C y sea 7 : (My, E1) — (C2,0) la explosién con centro en
po = 0. El conjunto finito de puntos pi,pa, ..., p;, de Ej por los cuales pasa el transformado estricto de
C corresponde a conjunto de las tangentes de C en 0. Estos puntos son llamados puntos infinitamente
prozimos de C de orden 1. Realizamos explosiones simultdneas en los puntos pi,ps, ..., p;, para obtener
T (M2,7T2_1(E1) = EQ) — (Ml,El) donde e = 0], ©0};,—-1 0---0071 €8 la Composicién de las
explosiones puntuales en cada uno de los puntos p; con i € {1,2,...,11}. Notemos que E5 es una unién
de lineas proyectivas que se intersecan dos a dos transversalemente en, a lo sumo, un punto; precisando,
si Ef, es el transformado estricto de E; por w1 y escribimos Ef,i = Wfl(pi), para ¢ = 1,2, ...,11, entonces
tenemos

Ey=E;UE, UE, U---UE} .

El conjunto finito {p;, ,,} de puntos sobre F5 por los cuales pasa el transformado estricto de C por
m o mo es el conjunto de puntos infinitamente préximos de segundo orden de C. Los indices son organi-
zados de manera que g (P, 15,15 _1,05) = Plyla, - 1x_, - ESte proceso puede iterarse de manera indefinida,
construyendo asi una sucesiéon de morfismos de explosién

(CZ,O) (ﬂ——l (MhEl) <7r—2 (MQ,EQ) — e

El morfismo 7% : (Mj, Ey) — (C2,0) es una composicién de explosiones y en Ej, seleccionamos los
puntos por donde pasa el transformado estricto de C, que llamaremos puntos infinitamente proximos de
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k41— 7% o mp 1 1. Recordemos

orden k de C. Estos sirven de centro de explosién para 741 teniendo asi m
que

Th+1 (pll,lm“' 7lk;lk+1) = DPlylo, g+

Ps

Figura 1.7: Puntos infinitamente préximos.

Por otro lado, el divisor Fj se descompone como

k

B=EguUy U B,

Jj=1 ll,lz'Hlj

Si fijamos uno de ellos, a decir, py, ,...1,, ¥ consideramos el germen del morfismo 7* en dicho punto,
obtenemos una sucesion de explosiones locales

Wptl,zz---,z,jyj : (Mj’plhb“wlj) ? (Mjfl’pllabw'”’lj—l)? Jj= 1,2,..,k,

de manera que 7F k. Observemos que en cada punto

Piy, g, 1y
infinitamente préximo p = py, j,... 1, de C tenemos el germen de divisor (Ej,p) que puede ser de dos

tipos:

= T OTp 10 TMpyy 15,20 " O Tpyy 1y iy s

i) Hay una tnica componente de Fj, pasando por p. En este caso, el germen (Ej, p) es el germen de
curva suave en p. Este tipo de puntos es conocido como puntos de tipo traza.

ii) Hay dos componentes de Ej pasando por p. Dichas componentes son suaves y transversales. Lla-
maremos a estos puntos infinitamente préximos de tipo esquina.

Por cada punto infinitamente préximo p = py, i,.... 1, de C pasa el transformado estricto, que denotaremos
por C,. Notemos que tenemos la igualdad de germenes ((7%)~1(C),p) = (C, U Ex, p).

Definiciéon 1.19. Decimos que p es un punto infinitamente préximo de cruzamientos normales para C
si p es un punto de tipo traza y ademds C, es no singular y transversal a Ej, en p.

Como consecuencia de la proposiciéon 1.6, se sigue que cada uno de los puntos de cruzamientos
normales ¢ tiene la propiedad de que hay unicamente un punto infinitamente préoximo inmediatamente
sobre ¢ y éste a su vez es un punto de cruzamientos normales. Ahora enunciamos el teorema de reduccion
de singularidades.
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Teorema 1.8 (Reduccidn de singularidades de curvas planas). Sea C un germen de curva analiti-
ca. Eziste una sucesion finita de explosiones ©% : (My, Ey) — (C2,0), tal que todo punto p infinitamente
préximo de orden k, p € E}, es un punto infinitamente proximo de cruzamientos normales.

Previo a dar la demostracién del teorema 1.8 daremos algunos conceptos y resultados que seran de
utilidad en la demostracion de este resultado.

Definicién 1.20. Sea p := ps,s,...s, un punto infinitamente préximo de C de orden k y sea C, el
transformado estricto de C pasando por p. Decimos que p es un punto infinitamente proximo n-multiple
si m,(Cp) = my(C) = n.

Por la proposicién 1.7, cada M; contiene a lo més un punto infinitamente préximo n-multiple de 0.
Asi los puntos infinitamente préximos n-multiples de 0 constituyen una sucesién de puntos bien definida.
Para demostrar que la multiplicidad del transformado estricto de C decrece después de un nimero finito
de sucesiones de explosiones, debemos demostrar que la sucesion de puntos n-multiples es finita.

La idea para demostrar esta afirmacién es la siguiente: vamos a construir una curva suave £ que
tenga el mejor contacto posible con C bajo el proceso de explosion hasta que la multiplicidad en un punto
infinitamente préximo de 0 decrece. Después de cada explosién, elegiremos al transformado estricto de
L y el divisor excepcional creado como ejes coordenados, y consideraremos el poligono de Newton de la
curva relativo a esas coordenadas. Las pendientes del poligono de Newton mediran cémo la singularidad
ha mejorado.

Lema 1.6. Para cada germen de curva irreducible (C,0) C (C2,0), diferente de los ejes coordenados, el
poligono de Newton de C consiste de un unico segmento.

La demostracién del lema 1.6 puede ser consultada en [8]. Como consecuencia del lema 1.6 tenemos
Corolario 1.1. C tiene al menos tantas ramas como segmentos tiene su poligono de Newton.

Lema 1.7. Sea C un germen de curva en (C2,0), con componentes irreducibles Cy,Ca, ...,C, (todas dife-
rentes de los ejes coordenados). Sea {; el lado compacto del poligono de Newton de C;. Enumeramos las
componentes de manera que para i > k la pendiente £; sea mayor o igual que la pendiente de ly. Entonces
el poligono de Newton de C resulta de unir los diferentes lados compactos {; de la siguiente manera: Si ¢;
tiene punto inicial (0,p;) y punto final (¢;,0) para i =1,2,...,r, entonces el poligono de Newton de C que
consiste de los lados compactos que resultan de unir los segmentos €y, 05, ..., L., donde { es el segmento

Yo
de punto inicial (> qx, >_p;) y puntos finales (Y qr, Y p;).
k<i  j>i k<i >

La demostracién del lema puede ser consultada en [8].

Ejemplo 1.3. Consideremos C la curva analitica cuyas componentes irreducibles son C; = {y — 2 = 0},
Co={y+2z=0}yCs={y?> — 2% = 0}. De acuerdo con el lema 1.7, el poligono de Newton de C es el
dado por la figura 1.8.
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N(fi;2,9) N(fa;2,9) N(fs:2,y)

N(f;2,y)

Figura 1.8: Poligono de Newton

Recordemos que nuestro objetivo es construir un curva suave £ que tenga el mejor contacto posible
con la curva C hasta el momento en el que la multiplicidad del transformado estricto de la rama C
disminuya. Para ello vamos a introducir algunas conceptos.

Definicién 1.21. Sea C C (C2,0) un germen de curva analitica. Sean C;, i = 1,2, ..., k las componentes
irreducibles de C en 0.

i) Si £ C (C?,0) es una curva suave a través del 0. El ezponente de contacto entre £y C en 0 es el

numero racional re
5o(£,C) = min 2EC)

1<i<k mg(C;)
ii) El primer exponente caracteristico de C en 0 es

00(C) = sup (L, C),
L

donde el supremo es tomado sobre todas las curvas £ # C; a través del 0.

iii) Una curva suave L a través del 0 tiene contacto mazimal con C en 0 cuando

50(‘67 C) = 50(6)

A continuacién mostraremos que para cada curva singular C el primer exponente caracteristico do(C)
es finito y por lo tanto un nimero racional. Describimos el comportamiento del exponente §o(C) bajo
explosiones y calculamos el ndmero de puntos infinitamente préximos n-multiples, donde n = mgy(C) a
partir de la parte entera de d¢(C). Para ello primero calculamos el exponente de contacto dy(C, £) donde
L = {y = 0} a partir del poligono de Newton en unas coordenadas adecuadas; esto describe una relacién
entre los exponentes de contacto y los poligonos de Newton.
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Sea C C (C2,0) un germen de curva analitica dado por la ecuacién {f = 0} donde f(z,y) = > a;jz'y’.

4,J
Suponemos sin perder generalidad que f es general en y de orden n = my(C), es decir, el eje y no es
tangente a C. Mas aun, podemos suponer que las coordenadas han sido elegidas de manera que la curva

suave £ que queremos comparar con C es precisamente el eje x, es decir, £ = {y = 0}.

Lema 1.8. La pendiente del segmento mds inclinado® del poligono de Newton de C es —m.

Demostracion. Sea f = fifo--- fr la descomposicién de f en factores irreducibles, C = ,Qlci la des-

1=
composicion asociada de C en ramas. Dado que cada f; es irreducible, sabemos por el lema 1.7 que el
poligono de Newton de f resulta de la unién de los poligonos de Newton para f;. Cada f; es irreducible
por lo que, en virtud del lema 1. 6 el poligono de C; consiste de un tnico lado. Supongamos que las

pendientes de dichos lados son —+. La pendiente del segmento més inclinado del poligono de Newton

para f es entonces igual a —= donde 0 = 1121121 ;. Por otro lado, 60(L,C) = 113111 do(L,C;), por lo que
IST

debemos demostrar que §; = 60(£,C ) para toda i € {1,2,...,7}. Dado que f es general en y, cada f; es

general en y de orden n; = mo(f;) para i € {1,2,...,r}. Queremos calcular ¢o(L,C;) = dlm(c(imj’cf’)}, donde

(y, fi) es el ideal generado por y y f; en C{x, y}. Notemos que f;(z,y) — fi(x,0) es una serie de potencias
divisible por y y por lo tanto vive en el ideal (y, f;). Por lo anterior, y y fi(x,0) también generan el
ideal. Ahora, fi(:z:,O) = x"i‘;‘h( ) con h(0) # 0. Por consiguiente, h es invertible en C{x,y}, entonces

Y, Ji) = Y, Jilx, Y, T i9i or lo tanto tenemos que ¢g = dim——-+5 = n;0;. Por definicion
f fi(z,0 nidi) Por 1 L£,C) =di C(“fy)} 8;. Por definici

50(L,C;) = L&(OL(CCL)) = % — §. que es lo que querfamos demostrar. O

n;

Daremos un criterio para saber cuando £ = {y = 0} tiene contacto maximal con C. Sea ¢; el segmento
mas inclinado del poligono de Newton. Consideramos la descomposicién de f de la siguiente manera:

f(a?,y) = F(l‘vy) + Z aijxiyj7

i+dj>nd
donde F(x,y) = . Z a;;x'y’ es la parte cuasihomogénea de orden més pequerio relativo al peso dado
por {4. rremen
Lema 1.9. La curva £ = {y = 0} no tiene contacto mazimal con C si y sdlo si F(x,y) tiene la forma

F(z,y) = cly — X\x®)" (m €N, c#0).

Demostracion. Supongamos que F(z,y) = c(y — Ax®)" y consideremos la curva V = {y -z = 0}.
Notemos que V es una curva suave a través del origen. Consideramos el siguiente cambio de coordenadas:

y — Az®

ST
\

= X.

En las nuevas coordenadas V tiene la ecuacién dada por § = 0. Ahora veamos como se ve f en este sistema
de coordenadas. Notemos que cada monomio a;;x*y’ bajo este cambio de coordenadas se convierte en
a;;#( + A%°)7. Entonces el transformado de la serie es de la forma

—cy + Z a'z] y—|—)\l‘)
i+dj>nd

3Usaremos la expresién segmento mds inclinado o primer segmento del poligono de Newton para hacer referencia del
segmento de menor pendiente del poligono de Newton.
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En particular, f es general en y de orden n. Los puntos de la nube de puntos de f , los cuales corresponden
a los términos a;;@*(§ + AZ°)7 con i + §j > dn, estén por arriba de la linea ¢; a través del punto (0, n)
con pendiente —%. Es decir, dichos términos tinicamente producen puntos de la forma (i + kd,j — k)
en la nube de puntos de f, ademads todos estos puntos estdn en la linea a trdves del punto (i,7) de
pendiente —%. Dado que el punto (4, j) estd por arriba de la linea ¢; entonces todo los puntos de la nube
de punto creados por a;;Z(j + A#%)7 estan por arriba de esa linea. Por lo tanto la linea £; interseca a
la envolvente convexa de la nube de puntos de f unicamente en el punto (0,n); es decir, la pendiente
del segmento del poligono de Newton es menos inclinada que —%. Entonces por el lema 1.8 tenemos que
do(V,C) > 6 = §o(L,C) y por lo tanto £ no tiene contacto maximal. Esto demuestra la afirmacién en
una direccién.

0,
(0,n) ) @) AN i)

4 b

(i + k5,5 —

Figura 1.9: Poligono de Newton bajo el cambio de coordenadas

Para la otra direccién supongamos que £ no tiene contacto maximal con C, entonces existe una curva
suave V tal que 0o(V,C) > 69(L,C). Tenemos que V no es tangente al eje y, por que de lo contrario
do(C,V) =1, dado que C no es tangente al eje y. Por el teorema de la funcién implicita, tenemos que V
es descrita por una ecuacién de la forma

Del poligono de Newton de V tenemos que b, = 0 para r < 6o(L,V) := d y bs,(c,v) # 0. Vamos a
demostrar que d = do(L, V) = d6o(L,C).
Supongamos primero que d := §o(L, V) < do(L,C). Consideramos el siguiente cambio de coordenadas:

I =z
o0

Yy = y—ZbrxT.
r=d

En este sistema de coordenadas la curva V estd dada por la ecuacién ¥V = {§ = 0}. Vamos a conside-
rar el efecto del cambio de coordenadas en el poligono de Newton. Un monomio de la forma z'y’ es

J

o0

transformado en z* (gj + > b,.xr> . Los monomios a;;x'y’ generan series de potencias en  y g de la
r=d
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. o0 J
forma a;;x" (g] + > braﬂ') los cuales estdn sobre la linea que paso por el punto (4,j) con pendiente
r=d

—é, o por encima esta linea. Por esta razén, el monomio Z"?j° aparece en la expresion, ésta resulta de
la transformacién de y", con el coeficiente b} # 0. Por consiguiente, el poligono de Newton de f es el
segmento que conecta el punto (0,n) y (nd,0), y este segmento tiene pendiente —é. Entonces por el lema
1.9, tenemos que 6o(V,C) = d < do(W,C), lo cual es una contradiccién a la hipétesis.

(0,n) i)

4

nd,0) N

Figura 1.10: Poligono de Newton bajo el cambio de coordenadas

Ahora vamos a suponer que d > dg(£L,C). De nuevo, considerando el cambio de coordenadas

ISX}

T

> ) 1.16
Yy — Zbixzv ( )
i=d

<

tenemos que los puntos de la linea de puntos de f vive sobre o arriba de la linea (4,j) con pendiente
—é. Pero ahora estas lineas son menos inclinadas que el primer segmento del poligono de Newton de f.
Los puntos de la nube de puntos de f sobre la pendiente del segmento mas inclinado del poligono de
Newton de f también viven en la nube de puntos de f , entonces la pendiente del poligono de Newton
para f es igual a —%. Por el lema 1.9 esto implica que §o(V,C) = d0(L,C), lo cual es una contradiccién
a la hipétesis 6o(V,C) > 6o(L,C). Por lo tanto, hemos demostrado que do(L,V) = do(L,C).

0,m)I\" [+ =

N~k = 1

Figura 1.11: Poligono de Newton bajo el cambio de coordenadas

42



1.4. Reduccién de singularidades Capitulo 1. Preliminares

Dado que mg(V) = 1, entonces ¢ es un nimero entero. Vamos a ver qué implica esto para el cambio
de coordenadas (1.16). Bajo este cambio de coordenadas, los monomios a; ; producen puntos en la nube
de puntos de f los cuales viven sobre o arriba de la linea que pasa por el punto (4,7) con pendiente
—é = —%. Dado que §o(V,C) > §o(L,C), el segmento més inclinado del poligono de Newton de f es
menos inclinado que #;. Asi, el cambio de coordenadas hace que todos los puntos de la nube de puntos
de f sobre ¢; desaparezcan. Esto implica que

f(xay):an+7

donde los puntos suspensivos representan términos de orden superior relativos al peso dado por #;. Sea
F(z,y) la parte cuasihomogénea de f (%, + bs°) + --- , F(z,y) es un polinomio de orden m relativo a
los pesos 1,d. Por lo tanto F(z,y) = cy™ o F(x,y) = c¢(y — 2°)", que es lo que querfamos demostar. [

Ahora vamos a analizar el comportamiento del exponente de contacto bajo el morfismo de explosion.

Lema 1.10. Sea C un germen de curva singular y supongamos que L tiene contacto mazimal con C
en 0. Sea 7 : (M1, E) — (C2,0) el morfismo de explosién de 0 € C2. Sean L' y C' los transformados
estrictos de L y C por m respectivamente. Si 60(L,C) > 2 entonces existe un punto py € C' N E tal
que my, (C') = my(C) = n. En este caso pr € L' y L' tiene contacto mazimal con C' en p1. Mds ain

5y, (L.C') = 60(L,C) — 1.

Demostracion. Sin perder generalidad, vamos a suponer que L es el eje = es decir L = {y =0} y
suponemos que la ecuacién de C es general en y de orden n = mg(C). El morfismo de explosién estd
definido por m(z1,y1) = (x1,21y1) = (z,y) en una vecindad del punto infinitamente préximo p; de 0,
donde p; = (0,0). Entonces
fom(zi,y) = Zaijxlyj o (z1,21y1),
i,J
el transformado estricto C' estd descrito por f = Zaija:’frj “"yl. El grado del monomio zjt ™"
ij
i+ 2j — n, entonces f tiene multiplicidad m en p; si a;; = 0 para toda ¢,j tal que i + 2j < 2m y esto
sucede cuando la pendiente del lado maés inclinado del poligono de Newton para f es mayor o igual que
f%. Ahora notemos cémo se ve el transformado del poligono de Newton en este caso. Un segmento a
través de los puntos (0,n) y (¢,7) en la nube de puntos de f bajo la transformacién va al segmento entre
(0,n) y (i +j — m,j). El segmento entre (0,n) y (i,j) tiene pendiente ——— y el segmento entre (0,7)
1

Yl es

n—j
y (i +j —n,j) tiene pendiente — 1 = % Si —5 es la pendiente del segmento mds inclinado del

n—j n—j

poligono de Newton de f, entonces la pendiente del segmento més inclinado de f; es —ﬁ. Por el lema
1.9 tenemos que 6(L',C’) = §(L,C) — 1. Queda entonces por demostrar que £’ tiene contacto maximal
con C'. Se sigue de la discusién anterior que la parte cuasihomogénea es calculada del segmento més
inclinado del poligono de Newton de f; como sigue:

F(xq,
Fi(zy,91) = %
1

Si £’ no tiene contacto maximal con C’ entonces por el lema 1.9, F(x1,y;) es binomial. Por consiguiente
F(z1,y1) = (y1 — Ax3)". Entonces

F(z,y)=2a" (% - )\x‘;)n = (y — /\x5+1)n,

también es monomial, y por lo tanto £ no tiene contacto maximal con C, pero esto es una contradicciéon
a la hipotesis. Esto finaliza la demostracion. O

Lema 1.11. Si §p(C) = oo, entonces C es una curva suave.
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Demostracion. Supongamos que 0p(C) = co. Vamos a mostrar que C es una curva suave en 0. Sea Lg
cualquier curva suave a través del 0. Elegimos coordenadas (z,y) de manera que Lo = {y =0} y f(z,9)
es un polinomio de Weierstrass en y de grado n. La nube de puntos de f entonces vive enteramente con
la excepcién del punto (0,n) abajo de la linea y = n — 1. Si Lo = C terminamos. Si C # Ly, entonces Ly
no tiene contacto maximal con C, se sigue del lema 1.9 que f tiene la forma

f@,y) =aon (y—box™)" + D aya'y’.
i+00j>0om

En la demostracién del lema 1.9 vimos que £1 = {y — boxdo = O} tiene un mejor contacto con C. Hacemos
el cambio de coordenadas

r = X

y1 = y— bz
Notemos que en estas coordenadas £1 = {y; = 0}. Notemos que la nube de puntos de f1 = f(z1,91)

se queda por abajo de la linea y; = n — 1 al igual que la nube de puntos de f. Si £; = C entonces
terminamos. Si £ # C tenemos que f en las nuevas coordenadas es de la forma

s .
flay) = (r—bad)"+ > ajaty]
i+515>01n
= (y—boz® — byz®)™ + Z a}jxiy{,
i+d17>01n

con 91 > §g por el lema 1.9, y §; € N. De nueva cuenta Wy = {yl — blm‘lsl = O} tiene mejor contacto.

Repitiendo el mismo argumento e iterando tenemos lo siguiente: Si el proceso termina, es decir, si £; = C
para alguna i, entonces no hay nada que demostar. Si no es asi tenemos, para cada r € N, la siguiente
representacion

f@y) = aonlyr—bad )+ S iyl
i+0,.7>0-n

s 5 5 j
= aon(y —boz®® —bya® — - — bz’ )" + E a;;riy’
i+0,7>0-1
Los puntos de la nube de puntos del término > agjxiyj viven todos por arriba de la linea a
i+0,7>0-1
través del punto (0,m) con pendiente —i y por debajo de la linea y,. = n — 1. La sucesién de §;
es una sucesién mondtonamente creciente, entonces los términos del residuo se vuelven divisibles por
una potencia suficientemente grande de x cuando r es suficientemente grande. Entonces la sucesion de
términos de residuo tiende a cero y entonces

f(SU, y) = ao,n (y - Zbix6i> 5
=0

y por lo tanto la curva es regular en 0. O

Observacion 1.5. La prueba anterior es, en esencia, la implementacién del algoritmo para calcular la
serie de Puiseux de f.

Vamos a demostrar ahora el siguiente resultado:

Teorema 1.9. Sea C un germen de curva y sea 0 € C con multiplicidad mo(C) = n. Entonces el
nimero de puntos infinitamente préximos n-multiples es igual a la parte entera | o], del primer exponente
caracteristico de C en 0.
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Demostracion. Si C es regular, es decir n = 1, tenemos que 0p(C) = 0o, entonces iterando la explosién
obtenemos gérmenes de curvas regulares y por tanto la afirmacién en este caso se sigue. Si C es singular,
entonces por el lema 1.11 hay una curva suave L la cual tiene contacto maximal con C. El lema 1.10
muestra que después de realizar la explosién del origen obtenemos una curva singular C’ de multiplicidad
n, cuyo exponente de contacto es menor que 2, en |[6o(C)| — 1 explosiones. Esto también muestra que
singularidades las cuales resultan de la explosién C’ tiene multiplicidad menor que n. Asi por el lema
1.11 el nimero de puntos infinitamente préximos n-multiples es exactamente igual a [§o(C)]. O

Estamos ahora en posicién de demostrar el resultado de reduccién de singularidades para curvas
analiticas.

Demostracion del teorema 1.8. Queremos demostrar que existe una sucesion finita de explosiones bajo
las cuales todos lo puntos infinitamente préximos de k-ésimo nivel son puntos de cruzamientos normales.
Para ello debemos garantizar que la multiplicidad baja después de ntimero finito de explosiones. Vamos
a demostrar por induccién sobre la multiplicidad, que existe una sucesién finita de explosiones para la
cual todos los puntos de k-ésimo nivel son 1-multiples. El paso base se da cuando la multiplicidad de la
rama C es 1, el resultado se sigue de la proposicién 1.6.

Supongamos que el resultado es cierto para cualquier curva cuya multiplicidad es n y sea C una curva
de multiplicidad n + 1. Sabemos por el lema 1.9 que después de una sucesién finita de explosiones de
tamafio |dg] la multiplicidad del transformado estricto de la de la curva baja. Por lo tanto, aplicando la
hipdtesis de induccién existe una sucesion finita de explosiones para la cual todos lo puntos infinitamente
préximos de k-ésimo nivel son puntos 1-multiples. Para demostrar que existe una sucesién finita con la
propiedad de que todos lo puntos infinitamente préximos de k-ésimo nivel son puntos de cruzamientos
normales basta demostrar que los puntos de tangencia entre el divisor excepcional y la curva desaparecen
después de un nimero finito de explosiones. Esto se sigue de la proposicién 1.8. Queda asi demostrado
el teorema 1.8. O

Ejemplo 1.4. Consideremos la curva dada por C = {y2 — 2% = 0}. Notemos que la curva estd dada por

un polinomio cuasihomogéneo f(x,y) = y* — 2. Por el lema 1.9 sabemos que £ = {y = 0} tiene contacto

maximal. El exponente de contacto 0p(C) = Lgl(oc(’cﬁ)) = % Por lo tanto, después de una explosién la

multiplicidad baja. Sea 7 : (M7, 771(0)) — (C2,0) la explosién del origen. La explosién es descrita por
dos cartas coordenadas 71 (z1,y1) = (71,21y1) ¥ m1(%1,91) = (Z191,%1)- El transformado total 7=1(C)
en la primera coordenada estd dado por

T (f(z,y) = forn(zi, ) = f(r1,2101) = zfyf - 50? = f%(y% —x1). (1.17)

En este sistema de coordenadas el divisor excepcional estd dado por {z; = 0}, por lo que el transformado
estricto es C' = {y% — T = 0}. En el otro sistema de coordenadas tenemos

T (f(z,y) = fom(Z1,51) = f(@1d1,51) = §; — B39; = §1(1 — Z301). (1.18)

En este sistema de coordenadas el divisor excepcional estd dado por E; = {y; = 0}, notemos que el
transformado estricto de C no pasa por el origen de este sistema de coordenadas. El transformado estricto
C’ es un curva suave, sin embargo el punto (x1,31) = (0,0) no es un punto infinitamente préximo de
cruzamientos normales. Consideremos la explosién del punto p; = (0,0); la explosién estd descrita por
dos cartas de coordenadas ma(z2,y2) = (22, Z2y2) ¥ por ma(Ze, J2) = (Z272, T2). El transformado estricto
en la primera carta coordenada estd dado por

m5(fi(z1,91)) = fi 0 M2 (w2, y2) = f1(22, T2y2) = 23Yy3 — T2 = 2 (2295 — 1),

entonces el transformado estricto de C’ no pasa por el origen de esta carta coordenada. Miremos en el
origen de la otra carta coordenda

T3 (fi(z1,01)) = fi1(E22, T2) = T3 — 202 = Jo (2 — T2).
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En esta carta coordenada el transformado estricto de C’, que denotamos por C”, estd dado por C” =
{Z3 — 2 = 0}. Notemos que la curva es no singular sin embargo el punto (0,0) no es un punto de
cruzamientos normales. Hacemos la explosién de ese punto, donde la explosién es descrita por dos cartas
coordenadas m3(x3,y3) = (x3, 23y3) y 73(Z3,Ys3) = (Z373, ¥3). Hacemos la explosién

75 (f2(Z2,Y2)) = fa 0 m3(T3, §3) = T3Y3 — Ys-

Por lo tanto, en este sistema de coordenadas el trasnformado estricto de la curva de denotamos por c”
pasa por el punto p = (1,0) y este punto es un punto infinitamente préximo de cruzamientos normales.

Figura 1.12: Reduccién de singularidades de la curva C = {y2 —2% = O}
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Capitulo 2

Equivalencia analitica de ramas
planas

En el presente capitulo continuamos el estudio de curvas singulares desde el punto de vista de la
equivalencia analitica. Nuestro objetivo es presentar los resultados de clasificacién analitica de ramas
planas. La exposicién de los resultados se basa en [40] y [60].

2.1. Clasificacién analitica de ramas planas

Definicion 2.1. Sean C y D ramas. Decimos que C y D son analiticamente equivalentes si existe un
germen de biholomorfismo H : (C2,0) — (C2,0) tal que

H(C) =D. (2.1)

Si en la definicién 2.1 relajamos la condicién de que H sea un biholomorfismo y pedimos tinicamente
que H sea un homeomorfismo del espacio ambiente en si mismo, recuperamos la nocién de equisingula-
ridad. En este caso, decimos que las ramas C y D tienen el mismo tipo topoldgico o son equisingulares.
Presentamos algunos resultados acerca de la equisingularidad de ramas en el apéndice A.

La expresion en términos algebraicos que describe la equivalencia analitica estd dada de la siguiente
manera. Si C = {f =0} y D = {g = 0}, entonces la ecuacién (2.1) estd dada por la siguiente igualdad

JoH ™" = ug,

donde u es una unidad en C {z, y}.

/L\

Figura 2.1: Equivalencia analitica
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El problema de clasificacién analitica de ramas planas fue incialmente abordado por O. Zariski (ver
[58],[60]) v S. Ebey (ver [30]) entre 1960 y 1970. Su trabajo estd basado en estudiar la equivalencia de las
parametrizaciones de las curvas bajo cambios de coordenadas analiticos y cambios de parametro. Para
precisar lo anterior introducimos el concepto de A-equivalencia.

Definiciéon 2.2. Sean C y D ramas y sean ¢, 1) sus respectivas parametrizaciones. Decimos que ¢, 9
son A-equivalentes si existen un germen de biholomorfismo H : (C2,0) — (C2,0) y un automorfismo
7:(C,0) — (C,0) tales que

Hogpor !t =14

El siguiente lema permite estudiar el problema de clasificacién analitica de ramas planas en términos
de la A-equivalencia de sus parametrizaciones.

Lema 2.1 ([9]). Sean C y D ramas donde C = {f =0} y D = {g =0} y sean ¢ y ¢ sus respectivas
parametrizaciones. Entonces C y D son analiticamente equivalentes si y solo si ¢ y ¥ son A-equivalentes.

Demostracion. Supongamos que ¢ y v son A-equivalentes, entonces existen H : (C2,0) — (C2%,0) un
biholomorfismo y 7 : (C,0) — (C, 0) un automorfismo, tales que H o po 77! = 1. Esta tltima igualdad
implica que las imagenes de ¥ y ¢ son preservadas por H y por lo tanto el lugar de ceros de f y g. Por
lo que C y D son analiticamente equivalentes.

Ahora supongamos que C y D son analiticamente equivalentes. Entonces existe H : (C2,0) — (C2,0),
un germen de biholomorfismo, tal que H(C) = D. Vamos a mostrar que H o ¢ es una parametrizacién de
D. Dado que C y D son analiticamente equivalentes, se tiene que f o H~! = ug, componiendo con H o ¢
tenemos que

fop=foH 'oHop=u(lop)g(Hoyp).

Dado que f o = 0 entonces u(H o ¢)g(H o ¢) = 0. Como u es una unidad, entonces g(H o ¢) = 0 por

lo que H o ¢ es una parametrizacién de D. Entonces existe 7 : (C,0) — (C,0) tal que Hopor 1 =4

y con esto concluimos la demostracion del lema. O

2.2. El invariante de Zariski de una rama plana

En esta seccién vamos a introducir el invariante de Zariski, para ello seguimos las ideas desarrolladas
por O. Zariski en [60]. Como consecuencia del lema 2.1 es posible estudiar la clasificacién analitica de
ramas planas mediante la A-equivalencia de las parametrizaciones; vamos a presentar dos criterios para
determinar cuéndo una parametrizacién de una rama es A-equivalente a la parametrizacién de una rama
“mds sencilla”. Dichos criterios son llamados criterios de eliminacion en [40].

Criterios de eliminacion

Introducimos ahora el semigrupo y la caracteristica de una rama. El semigrupo tiene un papel impor-
tante dentro de la clasificacién analitica de ramas planas. A lo largo de esta seccién consideramos una
rama C = {f = 0} y una parametrizacién de C dada por

o(t) = [ 7, i a;t! |,
Jj=Bo
donde By = my(C).
Definicién 2.3. Sea C una rama plana. Definimos el semigrupo de C que denotamos por S¢ como:
Se={j=w(C,D) : dondeD={g=0}, g€ Oc}, (2.2)

donde ¢((C, D) representa la multiplicidad de interseccién en el origen entre la rama C y D.
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Observacién 2.1. Dada una rama C, el semigrupo Sc es un semigrupo numérico.! M4s atin, existe
¢ € S¢, tal que para todo i € Z~q con i > ¢ entonces ¢ € Se. El minimo ¢ con esta propiedad es conocido
como el conductor del semigrupo Se.

Definicién 2.4. La caracteristica de una rama C es el conjunto {fo, f1, ..., B4}, donde f; es definido de
manera recursiva como sigue:

1) Bo =mg(C);

2) Br=min{jeN : >, a; #0y Botj}. Seae; =m.c.d.(By, 1) Sie; =1 el proceso termina;
en caso contrario continuamos y definimos 82 como:

3) Bo=min{j €N : j> 1, a; #0ye11j}. Sea e = m.c.d.(e1,H2). Si e = 1 el proceso termina;
en caso contrario continuamos y definimos 3 como:

4) fs=min{j € N : j > B, a; # 0y ez {j} y continuamos con el proceso

g+l) Bg=min{j €N : j> 8,1, a; #0yes11j}yes=1

Tanto el semigrupo como la caracteristica son invariantes de la equisingularidad de una rama C (ver
apéndice A), y de hecho caracterizan completamente la equisingularidad de la rama C.
Tenemos como consecuencia de la equivalencia analitica el siguiente resultado.

Proposicion 2.1. Sean C y D ramas y ¢ y ¥ sus respectivas parametrizaciones. Si las ramas C y D son
analiticamente equivalentes, entonces los semigrupos coinciden, S¢ = Sp.

Demostracion. Sea j € Se. Entonces existe h € O¢ tal que ordgp*(h) = j. Dado que C es analiticamente
equivalente a D, entonces por el lema 2.1 sabemos que existen H : (C2,0) — (C2,0) germen de
biholomorfismo y un automorfismo 7 : (C,0) — (C,0), tales que p = H o) o 771 Asf

¢*(9) = (Hoyor 1) (g) = (r )¢ "H*(9) = (71)"¢" (g 0 H).
Como 7 es un automorfismo, entonces ordg(¢*(g)) = ordg(¢)*(g o H)), y por lo tanto j € Sp. O
Tenemos asi el siguiente lema
Lema 2.2 ([60]). Sea C una rama plana y ¢(t) = (t'BU, > ajtj> su parametrizacidn. Entonces C es

J>Bo
analiticamente equivalente a una rama C cuya parametrizacion es de la forma

oo
o(t) = t5°7ag1t61 + Zajtj ,
J>pB1

donde B1 > Bo y Bo 1 fi-

1Sea N el conjunto de niimeros enteros. Un subcojunto S C N es un semigrupo numérico si satisface las siguientes
propiedades:

i) 0€S;

ii) N\ S es un conjunto finito;

iii) Siz,y € S entonces z+y € S.

50



2.2. El invariante de Zariski de una rama plana Capitulo 2. Equivalencia analitica de ramas planas

Demostracion. Sea | € N tal que Sy < 1 < p1 y a; # 0. Dado que [ es divisible por [y, entonces
existe k € Zsq tal que [ = kf3y. Si consideramos el biholomorfismo definido por H(z,y) = (x, y— ckxk),
tenemos que

o0
Hop(t)= | t7, Y a;t? — cpth®

et) =
Jj>Bo
-1 ') -1 0o
= () a4t +at' + agt? — et | = [P0 apt? + (ar — cr)t' + Y a;t?
Jj>Bo Jj>l J>Bo J>l
Asi, eligiendo ¢, = —a; tenemos que ¢ es A-equivalente a
-1 0o
’60, Zajtj + Zajt]

J7>Bo Jj>1

Dado que el nimero de exponentes entre Sy y £1 es un ntmero finito, podemos repetir el argumento un
S5} .
ntimero finito de veces para obtener G(t) = [ t% ag, t"* + > a;t? |. O
J>p

A partir de este momento suponemos que la parametrizacion de C es de la forma

o(t) = [ t% a5t + > ajt! | . (2.3)
J>B1

Dado que para la A-equivalencia de parametrizaciones es necesario usar biholomorfismos de (C2,0),
requerimos de un lema que relacione el orden en el origen de una serie g € C{x,y} con el orden en el
origen de p*(g) = g o p(t). El siguiente lema provee dicha relacién.

Lema 2.3 ([60]). Sean C una rama y ¢ su parametrizacién. Dada g € C{x,y}, con g(z,y) = ax + by +
h(z,y), donde ordgh > 2 y ©*(g9) = go ¢ # 0, se tiene

*

i) ordop™(g) = Bo si y sdlo si a #0;

i1) ordop* (g B1 entoncesa =0 y b #0;
i11) ordoep

*

(

(9) =
*(g) < B1 si y sélo si ordgp*g = 1By con I < L%J;
iv) ordop*(g) > B1 implica que ordgg > 2.

Demostracion. i) Dado que

P (9) =gop(t) = at™ +b [ 17+ Y a;t) | +how(t),
J>p1

entonces ordgp*g = By si y sélo si a # 0.

ii) Supongamos que ordpp*(g) = 1. Por el inciso i) tenemos que a = 0. Supongamos que ordgg >
2, escribiendo g(x,y) = g1(x) + yg2(x,y), donde ordop*(yg2(x,y)) > B1. Entonces se tiene que
ordgp*g = ordge*(g1(x)) = 1 pero esto es una contradiccién pues Sy 1 5.

iii) Escribimos ¢ en la forma g(z,y) = g1(x) + ygzg . Notemos que ordpe*(yg2(z,y)) > 51. Por lo
tanto ordop™(g) = ordop* g1 (z) =15y con I <
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iv) Supongamos que ordop*(g) > B1, entonces por i) sabemos que a = 0. Si suponemos que b # 0
escribimos g = by + g1(x) + yg2(z,y) con ordop™(yg2(x,y)) > 51, dado que ordpge(x,y) > 1. Por
otro lado, sabemos que ordgp*g;(x) = I8y con l € Z~q. Dado que By t 51 tenemos que ordgp*(by) #
ordop*(g1(x)), por lo tanto ordge*(g) = min {f1,180} > B, lo cual es una contradiccién.

O

Proposicién 2.2 ([60]). Sean v1 < vg < --- < vy los enteros del conjunto {1+ 1,51 +2,...,c} que
no pertenecen al semigrupo S¢ y donde c es el conductor del semigrupo Sc. Entonces existe una rama C
analiticamente equivalente a C con parametrizacion dada por

Po

q
4> "t
i=1

SH
I

(2.4)

Yy
donde y es un polinomio en t.

Observacién 2.2. Una parametrizacién de la rama C como la dada por (2.4) es llamada una parame-
trizacion corta.

Demostracion. Sea ¢(t) la parametrizacién de C dada por,
@(t) _ (t507a/51tﬁ1 +"'+agtl + )

donde a; # 0 y [ es el entero més pequeno del conjunto {51, 81 + 1, ..., ¢} que pertenece al semigrupo Sc.
Dado que [ € Se, existe h € C{x,y} con ¢*(h) # 0 tal que ordop*(h) = I. Por el lema 2.3, tenemos que
ordgh > 2. Vamos a definir el siguiente cambio de coordenadas

r1 = X

B = Y- ah(:rv y)a
donde a € C* es una constante. Notemos que el determinante de la matriz jacobiana de esta trans-

formacién es 1 por lo que define un cambio de coordenadas analitico. Sea C; la curva definida por la
parametrizacion,

1‘1:tﬂ0

_ 81 ! B ! I+1

y1 = ag,t7 4t + - —a (bt + byttt 4
:aﬁltﬁl+~~~+(al+bla)tl+"‘

Eligiendo v de manera que a; + by = 0, tenemos que la serie y; coincide con y hasta el términol — 1y
el término t! ya no aparece en ;. Repitiendo el mismo argumento un niimero finito de veces, obtenemos
una rama C, analiticamente equivalente a C que estd parametrizada por

Ty = tho

q
yr = ag,t7 +> a4t +g(1),
i=1
donde vy, g, ..., g son los enteros del conjunto que {1, 51 + 1, ..., ¢} que no pertencen al semigrupo Sc¢
y g(t) es una serie de orden al menos ¢. Dado que el orden en el origen de la serie g(t) es al menos c,
existe g1 € C{xz,y} tal que ¢*(g1) = g(t). Entonces si consideramos el biholomorfismo dado por

T =
- 1
y = a (yr - 91) )

tenemos el resultado. Notemos que el determinante de la matriz jacobiana de esta aplicacién es ﬁ y
1
por lo tanto el biholomorfismo esté bien definido.
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Como consecuencia de la proposiciéon 2.2 tenemos el primer criterio de eliminacién. Si ajtj es un
término que aparece en la parametrizacién con j > 81 y j € Se, entonces es posible eliminar este término
de la parametrizacion.

Tenemos ahora la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3 ([60]). Sea C una rama con parametrizacion corta
q
o0 = (10,6 + S 0.
i=1

Sea vi € Lo, Y ay, # 0, v > B1 y tal que vy + Bo = (k + 1)B1 para algin k € Z~o. Entonces C es
analiticamente equivalente a una rama C cuya parametrizacion estd dada por

(,Z?(t) — tﬁo,tﬂl + Z a1V + Z TRAL

1<i<l I<i<q

Demostracion. Consideremos el siguiente cambio de coordenadas

r = x4+ ayk

y = vy
Ahora

4 k
V() =Fop=t" ta (tﬂl + Zavit“i> =th fathh 4 =P (14t oy,
i=1

Después de algunos calculos tenemos que

u(t) =t + %tkﬁl’ﬁﬁl o

es tal que (u(t))? = 1(t). Denotemos por 7 = ¢ + %tkﬂl_ﬂo"’l +---, entonces t = 7 — %T’“ﬁl_ﬁﬂ"’l +eee
Sustituyendo en y tenemos

@
WO = =P
0
! o !
_ <7__7_vlﬁ1+1+...> + Z aUY(T——TUl7ﬁ1+1+--~)Ui
Bo S Bo
+ay, (1 — L U Z o, (1 — =0 FiFl Ly
Bo e Bo
!
= P BT+ Z A, T 4 oy, T 4 -
0 B1<i<l

Por consiguiente, eligiendo o tal que a,, — 51% = 0, tenemos la parametrizacién de la forma

pt) =[Pt + > a4
B1<i<l

Aplicando de forma iterada la proposicién 2.2 obtenemos el resultado. O
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Como consecuencia de la proposicién 2.3 tenemos el segundo criterio de eliminacién. Si ajtj es un
término que aparece en la parametrizacién con j > 51, j € S¢ v j+ Po — B1 € P1Z~0, entonces es posible
eliminar este término de la parametrizacion.

Combinando la proposicién 2.2 y la proposicion 2.3 podemos definir un invariante de clasificacion
analitica, dicho invariante es conocido como el invariante de Zariski.

Definicién 2.5. Sea C una rama y ¢(t) la parametrizaciéon de C. Supongamos que ¢ es de la forma

o(t) = (tﬁO,tﬁl taxtt + Y aﬂ) :

A<i<c

con \ satisfaciendo las siguientes dos propiedades

AXESc y A Bo— b1 € P1Zo.

Entonces A es un invariante analitico conocido como el invariante de Zariski.

El hecho de que A sea un invariante analitico se sigue de que este término siempre aparece para
cualquier parametrizacién A-equivalente a .

2.2.1. Conjunto de valores de diferenciales de Kahler

En esta seccién introducimos el conjunto de valores diferenciales de Kahler y presentamos el invariante
de Zariski a través de este conjunto. El conjunto de valores diferenciales de Kahler es introducido de
manera formal por A. Hefez y M. E. Hernandes aunque estaba de manera implicita en los trabajos de
O. Zariski. Dicho conjunto es parte fundamental en la solucién del problema de clasificacién analitica.

Introducimos el conjunto de valores diferenciales de Kéahler. Sean

Q%Cz’o) ={w=a(z,y)dz + b(z,y)dy : alz,y),blz,y) € C{z,y}}

ey = {n=c(t)dt : c(t) € C{t}},

el médulo de gérmenes de 1-formas diferenciales holomorfas en (C%,0) y el médulo de gérmenes de
diferenciales holomorfas en (C,0), respectivamente. Una parametrizacién ¢ : (C,0) — C C (C2,0) de la
rama C, con ¢ = (p1(t), p2(t)), induce de manera natural un homomorfismo de médulos de la siguiente
manera:

@ Q(1(c2,0) - Q%(C,O)
w = a(a,y)dr +b(r,y)dy —  ¢'w= (" (a(z,y))e1(t) + " (0(z,y)) (1)) dt;
donde ¢} (t) denota la derivada de ¢;(t) con respecto a ¢t para i = 1,2. Asociada a ¢ tenemos una
aplicacién de Q2 ) \ ker (¢*), donde ker (¢*) = {w € Qezg) * ¢Hw) = O}, en el conjunto de enteros
positivos dada por
Vg Q%@’O) \ ker(¢*) — Z>
w —  v(w) = ordpe(t) + 1,

donde ¢(t) € C{t} es tal que p*w = c(t)dt.

Definicién 2.6. Sea C una rama y ¢ su respectiva parametrizacion. El conjunto de valores diferenciales
de Kdhler de C es el conjunto

Ac =v, (Q(lcz,o) \ ker (gp*)) .
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Proposicion 2.4. Sean C y D ramas planas y sean ¢ y v sus respectivas parametrizaciones. Si las
ramas C y D son analiticamente equivalentes, entonces sus conjuntos de valores de diferenciales de
Kahler coinciden, Ae = Ap.

Demostracion. Supongamos que C y D son analiticamente equivalentes. Entonces existen
H : (C?,0) — (C2,0) un germen de biholomorfismo y 7 : (C,0) — (C,0) un automorfismo, tales que
v =Hopor ! Sea j € A,, entonces existe w € Q%CQ o) tal que p*w = a(t)dt y ordg(a(t)) = j — 1.

Afirmamos que (H’l)* w es tal que ordtw*((H’l)* w)=j—1. Como ¢ = Hopor ! entonces

b ((H_l)*w>

(Hopor™) (H) w= (") ¢'H") (H") w
= (T_l)* " (H OH)*w = (T_l)*w*(w).
Dado que 7 es un automorfismo, se tiene que ordy(771)*¢*(w) = ordo(¢* (w)). Por lo que j € Ay. O

El conjunto de valores diferenciales es una extensién del semigrupo como lo muestra la siguiente
proposicién.
Proposicién 2.5. Sea C una rama y ¢ su parametrizacion. Entonces tenemos que Sc \ {0} C Ac.

Demostracion. Sea 0 < j € Sc, entonces existe h € C{x,y} tal que ordgp*(h) = j. Sea

oh oh
=dh=—dz+ —d
v oz T Oy Y
notemos que w € Q(l(c2 0)- Dado que ¢*(w) = @x(dh) = d(¢*(h)), se tiene que ordo(d(¢*(h))) =
ordgp*(h) — 1. Por lo tanto, si ¢*w = a(t)dt, entonces ordga(t) + 1 = ordge*(h) — 1+ 1 = ordpp*(h) = j.
Por lo tanto S¢ \ {0} C Ac. O

De la proposiciéon 2.5 sabemos que el semigrupo estd contenido en el conjunto de valores de dife-
renciales de Kéhler. Dado que el semigrupo tiene conductor se sigue que en el caso de que el conjunto
Ac \ Sc # 0, es un conjunto finito. Por otro lado, se sigue de la proposicién 2.1 y de la proposicién 2.4
que si A¢ \ S¢ # 0 entonces A = min(A¢ \ S¢) — Bo es un invariante analitico bajo la A-equivalencia.
Dicho invariante es el invariante de Zariski introducido previamente.

2.2.2. Ramas planas con caracteristica (n,m)

En esta seccién estudiamos el caso de ramas planas cuya caracteristica es (n,m) con 1 <n < my
m.c.d.(n,m) =1, donde n = my(C) y m = f.

Definicién 2.7. Decimos que C es (n,m)-cuasihomogénea si C es analiticamente equivalente a la curva
descrita por la ecuacién {y" — 2™ = 0}.

Observacién 2.3. Sea C una rama y @ una parametrizaciéon de C, si C es (n, m)-cuasihomogénea,
entonces por el lema 2.1 su parametrizacién ¢ es A-equivalente a (", ™).

En [58], O. Zariski demostré el siguiente resultado, que caracteriza a las ramas de la clase de equisin-
gularidad (n,m) que son (n,m)-cuasihomogéneas en términos del conjunto de valores Ac.

Teorema 2.1. Sea C una rama. Entonces A, \ S¢c =0 si y sélo si la rama C es (n, m)-cuasi-homogénea.

En caso de que A¢ \ S¢ # 0, en el mismo articulo (ver [58]) es demostrado que C admite una
parametrizacién de la siguiente forma

p(t) = [t "+t + > at? |
>
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donde A\ = min (A¢ \ S¢) — n es el invariante de Zariski.

Dada una clase de equisingularidad (n,m) el ntmero de posibles invariantes de Zariski para dicha
clase de equisingularidad es un nimero finito. A continuacion seguimos las ideas descritas por R. Peraire
en [50] para dar una biyeccién entre este conjunto y un subconjunto finito de R?.

Dados n,m € N, con 1 < n <m y m.c.d.(n,m) = 1, consideramos el subconjunto de R

PZ={(i,j)€Z% : 0<i<m—20<j<n—2ni+mj>mn}.

(0,n)

PZ

(m,0)

Figura 2.2: El conjunto PZ

Observacién 2.4. De acuerdo con [30],[58],[60], si tenemos una parametrizacién del tipo

o(t) = | "1™ + axt + Zajtj ,
J>A

con ay # 0 y A satisface lo siguiente
A Se vy A+m—ng&mlso,
entonces \ es el invariante de Zariski de C.

Por otro lado, dados n,m € N como antes, podemos considerar el siguiente subconjunto de enteros
positivos,
Z1={s€Z>p : s+m&nm)ys+nég(nm},

donde (n,m) ={ni+mj : i,j € Z>o}.

Sea C una rama de la clase de equisingularidad (n,m), y supongamos que la rama C no es (n,m)-
cuasihomogénea. Sea A el invariante de Zariski de C. Escribiendo A = m + s con algin s € Z+(, dado que
A satisface que A € S¢, entonces m+ s & (n, m). Puesto que A también satisface que A+n—m &€ mZy,
tenemos que A+n—m = m+s+n—m = n+s. Por lo tanto, n+s € mZs¢ y en particular n+s & (n, m).
Hemos demostrado que el conjunto de posibles invariantes de Zariski de una clase de equisingularidad
(n,m) estd en biyeccién con el conjunto ZI.

El siguiente lema da una relacién entre los conjuntos PZ y ZI

Lema 2.4. Hay una biyeccion entre el conjunto PZ y el conjunto ZI.

Maés atn, en [50] (ver también [60]) se demuestra el siguiente resultado
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Teorema 2.2. Si la rama C no es (m,n)-cuasthomogénea y \ es su invariante de Zariski. Entonces,
bajo un cambio de coordenadas, C tiene una ecuacion del tipo

y" =™+ 2Pyt 4 g a;jz'y’ =05,
(i.)€PZ
ni+mj>np+maq

donde (p,q) € PZ es el punto asociado a \ bajo la biyeccidn.
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Capitulo 3

Foliaciones singulares de (C?,0)

En este capitulo presentamos algunos resultados conocidos acerca de teoria de foliaciones holomorfas
en dimensién 2, asi como algunos resultados principales de esta tesis. La exposicién se basa principalmente
en los trabajos [16],[36],[42].

Antes de dar la definicién de foliacién, vamos a enunciar el resultado de existencia y unicidad de
ecuaciones diferenciales.

Sea U C C x C™ un dominio y sea v = (v1,v2,...,0,) : U — C™ una aplicacién holomorfa. Una
ecuacion diferencial ordinaria holomorfa definida por v sobre U es una ecuacion de la forma,

dz
dt
Una solucién de la ecuacién (3.1) es una curva holomorfa parametrizada por una aplicacién holo-

morfa ¢ = (¢1,92,.-,n) : V —> C", definida en un subconjunto abierto V' C C, cuya grifica
W ={(t,¢(t)) | t € V} pertenece a U, y ademds en cada punto ¢t € V' se cumple que,

20 — o, o0 (32)

=u(t,z), (t,z)eUCCxC" (3.1)

es decir, el vector velocidad Cfi—f = (%, %, e d(‘ft”) de ¢ coincide en cada punto ¢t € V' con v(t, ¢(t)).

La gréfica de ¢ en U es llamada la curva integral. Decimos que la ecuacion es auténoma, si v no depende
de la variable t. En este caso la imagen ¢(V) C C™ es llamada la curva de las fases. Es importante notar
que cualquier ecuacién (3.1) se puede convertir en una ecuacién auténoma considerando una variable
"ficticia”, x € C que satisface la ecuacion ‘Zl—f =1.

Si (to,z0) = (to, 20,1, 20,2, -, 20.n) € U es un punto especifico, entonces el problema de valor inicial,
conocido también como problema de Cauchy, consiste en encontrar una curva integral de la ecuacién

diferencial (3.1) pasando por el punto (¢, 29), es decir, una solucién que satisfaga la condicién

p:V—C", (ty) =29 C" (3.3)
Teorema 3.1 (De existencia y unicidad de soluciones). Sea U C CxC™ un dominio. Consideremos
la ecuacion diferencial (3.1),
C;—j =v(t,z), (t,z)eUCCxC"
y un punto (to,z9) € U. Entonces existe un polidisco suficientemente pequeno

AE:{(t,Z) eCxC™: |t*t0‘ <6,|Zj72j70| <ej:1,2,...,n} cU

tal que la solucion del problema de valor inicial existe y es unica en este polidisco. Esta solucion depende
de manera holomorfa de la condicion inicial zg € C" y sobre cualesquiera pardmetros adicionales, siempre
que v dependa de manera holomorfa de dichos pardmetros.
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La demostracién de dicho resultado puede ser consultada en [42].

A partir de este momento unicamente trabajaremos con ecuaciones diferenciales auténomas en C™.

Un flujo complejo asociado a la ecuacién diferencial (3.1) es una aplicacién ® : V x U — C",
donde V x U es una vecindad abierta de {to} x U, V es una vecindad suficientemente pequena de ¢y y
o(t,w) := P(t,w) es la solucién de (3.1) que satisface que p(tg, w) = w para todo w € U.

Definicion 3.1. Sean
dz

i v(z), zeUCC", (3.4)
Y d
£ =i(z), zelUcCC, (3.5)

dos ecuaciones diferenciales definidas en U y U respectivamente. Decimos que las ecuaciones son analiti-
camente equivalentes o biholomorfamente equivalentes si existe un biholomorfismo H : U — U tal que
se satisface lo siguiente, si (¢, zg) es la solucién de (3.4) que al tiempo t = 0 pasa por zg € U y ¥(t, z1)

la solucién de (3.5) que al tiempo ¢ = 0 pasa por z; € U, entonces
H o p(t,z0) = ¥(t, H(zp)). (3.6)
Derivando la identidad (3.6) con respecto a t y evaluando en ¢ = 0,

d (H o ¢(t, z0)) d (¢(t, H(20)))

o7 lt=0 = Th:m
se tiene OH
P ~v(p(t, 20))|t=0 = (Y (t, H(20))|t=0
y entonces
O o(z0) = o(H (20)). (3.7

Donde %—Ij es la matriz jacobiana del biholomorfismo H. M&s adelante retomaremos esta ecuacion.

Campos vectoriales

Sea U C C™ un dominio. Denotamos por D (U) al espacio de campos vectoriales definidos sobre U.

Definicién 3.2. Sean v y v campos vectoriales holomorfos definidos en dominios U yfj de C™ respectiva-
mente, ' € D(U), F' € D(U). Decimos que los campos vectoriales holomorfos F'y F' son analiticamente
o biholomorfamente equivalentes si existe un biholomorfismo H : U — U tal que

OH

— v(z) =v(H(z 3.8

= u(e) = 0(H(2) (38)
Definicién 3.3. Sean v y v campos vectoriales holomorfos definidos en dominios U yf] de C™ respecti-
vamente, v € D(U), v € D(U). Decimos que los campos vectoriales holomorfos Iy F' son orbitalmente
analiticamente o biholomorfamente equivalentes si existen un biholomorfismo H : U — U y una funcién
no idénticamente nula g € O(U) tal que

O u() = g()a(H(2)). (39)

Si la parte lineal del biholomorfismo H es la identidad y ¢(0) = 1, decimos que los campos vectoriales
v, son estrictamente orbitalmente analiticamente equivalentes.
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Definicién 3.4. Un punto zg € U, es un punto singular de un campo vectorial v € D(U), si v(zg) = 0.
En caso contrario decimos que el punto es no singular. Decimos que un punto singular zy, es un punto
singular aislado, si existe una vecindad U, del punto zg, tal que para todo punto z € Uy,,, v(z) # 0.

El siguiente teorema describe el comportamiento de campos vectoriales alrededor de puntos no sin-
gulares.

Teorema 3.2 (Teorema de rectificacién). Un campo vectorial v es biholomorfamente equivalente al
campo vectorial constante v(Z) = (0,0,---,0,1) en una vecindad suficientemente pequenia de cualquier
punto no singular del campo.

Demostracion. Sea zg € U, tal que v(zo) # 0. Consideremos A un hiperplano pasando por el punto zg
que sea transversal al vector v(zo) # 0. Vamos a construir un biholomorfismo que lleve a una vecindad
del punto z( en un conjunto abierto del producto C x A y tal que transforme las soluciones de ‘é—f =v(z)
en curvas de la forma C x (ko,k3--- ,k,). Si para cada punto w € ANU se considera la solucién de
la ecuacién diferencial que pasa por w, tenemos definida una aplicacién ®(¢,w) de una vecindad V de
(to,z0) € A x C en U que satisface la ecuacién

d®

E(t,'w) =v(P(t,w)), P(tp,w)=w
Dado que las soluciones dependen holomorfamente de las condiciones iniciales, se tiene que ® es una
aplicacién holomorfa. Escribiendo ®(t, w) = (®1(¢, w), Po(t, w), - , P, (¢, w)) , entonces la derivada de
® en (tg,zo) es de la forma

Gt (to,z0) 00 0 v1(®(tg,20)) 0 -+ 0
42 (tg,2z9) 1 0 --- 0 va(®(to,20)) 1 -+ 0
d 0,<0 2 0,20
Dl = | : = ; , (3.10)
o (to,z0) 0 0 - 1 vn(®(tg,20)) 0 --- 1

Notemos que el determinate es distinto de 0, por consiguiente del teorema de la funcién inversa se sigue
que ® es un biholomorfismo de una vecindad de C x A en un abierto de U. Si consideramos la aplicacion

®~1, se tiene que ésta manda soluciones de la ecuacién 22 = v(z) en curvas de la forma Cx (ko, k3 - - , ky,),
quedando demostrado el teorema. O
Foliaciones

Por el teorema 3.1, cualquier dominio U C C™ con un campo vectorial v definido sobre éste, puede ser
representado como la unién disjunta de las curvas de las fases de la ecuacién diferencial inducida por v.
El teorema 3.2 provee un modelo local para el objeto geométrico llamado espacio foliado o simplemente
foliacion. De manera breve, una foliacién de un dominio U es una particién de U en un continuo de
conjuntos conexos llamados hojas, las cuales se ven localmente como una familia de subespacios afines
paralelos de codimensiéon n — 1.

Precisamos ahora la definicién de foliacién holomorfa estandar

Definicién 3.5. La foliacidn holomorfa estindar de dimensién n (respectivamente de codimensién m)
de un polidisco A = {(z,w) € C" x C™ : |z| < 1,|w| < 1} es la representacién de A como la unién
disjunta de n-discos, llamados placas,

A= ||A, Ay={zl<}x{y}cA (3.11)
lyl<1
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Definicién 3.6. Una foliacién holomorfa F de dimensién n, de un dominio U C C™*™ es la particién de
U =| |A, en una unién disjunta de subconjuntos conexos A, llamados hojas, los cuales son biholomor-

«@
famente equivalentes a la foliacién holomorfa estdndar por placas de dimensiéon n. Es decir, para cada
punto zo € U, existe una vecidad abierta V' y un biholomorfismo H : V. — A, que manda las hojas
locales, es decir, las componentes conexas de la interseccion A, NV, en placas de la foliacién estandar.

Si M es una variedad compleja de dimensién n 4+ m, la definicién de foliacién de dimensién n se
satisface, sin embargo es posible dar una definicién en términos de cartas coordenadas.

Definicién 3.7. Sea M una variedad compleja de dimensién n y sea 0 < m < n. Una foliacién holomorfa
no singular F de codimensién m (o dimensién compleja n —m) sobre M estd dada por un atlas maximal
2 = {(Ui, ¢i) };c; de M con las siguientes propiedades:

i) Para cada ¢ € I, ¢; es un biholomorfismo, ¢; : U; — A,,_,, X A,,, donde A,,_,,, v A,,, son polidiscos
abiertos en C"~™ y C™, respectivamente.

ii) Si (Ui, ¢i), (Uj, ¢;) € Ay son tales que U; NU; # 0, entonces
bij =i 0 ¢; " (Ui NU;) — ¢(U; N U;)

es de la siguiente forma
Gij(z,w) = (Gij (2, w), mij (w)), (3.12)

donde (z,w) € C"™xC™, y (;; y n:; son aplicaciones holomorfas de C*~™ y C™, respectivamente.

Observacién 3.1. Notemos que la condicidn ii) de la definicién se puede expresar de la siguiente forma:
Si (21, 22, ..., 2n) son coordenadas de C™, la aplicacién

d)ij : (21,22, ,Zn) — ( llj7 12]" ,¢?]),

. o¢F,
satisface que ;:7 =0paran—-—m+1<k<nyl<I<n-m.

Definicién 3.8. Se dice que dos foliaciones holomorfas F y F’ definidas sobre los dominios U, U’ C C"
respectivamente son analiticamente equivalentes (o topoldgicamente equivalentes), si existe un biholomor-
fismo H : U — U’ (respectivamente un homeomorfismo) que aplica las hojas de la foliacién F en las
hojas de la foliacién F’

Sea U C C" es un dominio, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Para cualquier campo vectorial v sobre U, v € D(U) sin singularides en U, la particién
de U en curvas integrales de v define una foliacion F, de dimension compleja 1 y codimension n — 1.

Decimos que la foliacién F, es generada por el campo vectorial v. Cuando consideramos foliaciones
generadas por campos vectoriales estamos pensando en la particién dada por las curvas de las fases y no
en la parametrizacion de las soluciones por el tiempo complejo.

Proposicién 3.2. Dos campos vectoriales v € D(U) y o € D(U) sin singularidades en U y U res-
pectivamente, analiticamente equivalentes generan foliaciones holomorfas de dimension 1 analiticamente
equivalentes. De manera reciproca, si las foliaciones F y F' generadas por dos campos vectoriales no
singulares, son analiticamente equivalentes por un biholomorfismo H : U —» U , entonces existe una
funcion f € OU) tal que

oH
0z

La demostracién de este resultado puede ser consultada en [42]. A partir de este momento inicamente
consideramos foliaciones de dimensién 1.

f(2) v(z) =0(H(Z)), f(z)#0, ze€U. (3.13)
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Definicién 3.9. Una foliacién holomorfa singular en un dominio U es una foliacién holomorfa F cuyas
hojas de dimensién 1 estdn en el conjunto U \ ¥, donde ¥ es un subconjunto analitico de codimensién
mayor o igual a 2, el cual es llamado el lugar singular

Un campo vectorial v € D(U) define una foliacién holomorfa no singular sobre el complemento de
su lugar singular que denotamos por %, = {z € U : v(z) = 0}. Este lugar singular es un subconjunto
analitico de U. Sin embargo muchas veces la foliacion puede extenderse de U a un subcojunto abierto
mas grande que contenga a parte del conjunto ¥,,.

Si U ¢ U son dominios y F es una foliacién sobre U , es posible restringir F sobre U , es decir, las
hojas de la foliacién sobre U son las componente conexas de la interseccion LoNU para todas las hojas
L, de F. Tenemos asf el siguiente teorema

Teorema 3.3. Sean U C C™ un dominio y v un campo vectorial holomorfo no nulo sobre U, v € D(U),
con lugar singular .. Entonces existe un subconjunto analitico de ¥ C ¥, de codimensién compleja
mayor o igual a 2 en U y una foliacién F sobre U \ Y cuya restriccion sobre U \ X, coincide con la
foliacion generada por el campo vectorial v.

La demostracién de este resultado puede ser consultada en [42].

Si U es un dominio de dimensién compleja 2, es posible remplazar el campo vectorial holomorfo v
por la distribucién generada por una 1-forma apropiada w € 0, junto con el lugar singular ¥ de ésta,
el cual consiste tinicamente de puntos aislados (el lugar singular de la 1-forma el es cero comiin de sus
coeficientes).

El teorema 3.3 implica que cuando estamos trabajando con foliaciones holomorfas con singularidades,
generadas por campos vectoriales holomorfos, es posible suponer que el lugar singular tiene codimensién
mayor o igual a 2; en particular, singularidades de foliaciones holomorfas en el plano son puntos aislados.
El regreso de esta afirmacién también es cierto como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 3.4. Supongamos que X C U C C" es un subconjunto analitico de codimension mayor o igual
a 2y sea F una foliacidn no singular de dimensidn 1 sobre U\'YX que no se extiende a cualquier parte de
3. Entonces alrededor de cada punto a € ¥ la foliacion F es generada por un campo vectorial holomorfo
v con lugar singular 3.

La demostracién puede ser consultada en [42].
Suponemos a lo largo de este trabajo que el lugar singular ¥ es maximal, es decir, la foliacién no se
puede extender de manera analitica sobre cualquier conjunto méds grande que U \ X.

Reduccién de singularidades y curvas invariantes de foliaciones

Al igual que en el caso de curvas singulares existe un resultado de reduccién de singularidades para
foliaciones singulares. En esta seccién establecemos dicho resultado y en el apéndice B presentamos
una demostracién siguiendo las ideas de Felipe Cano en [15]. Para ello, introducimos el concepto de
singularidad simple en dimensién dos.

Sea F un germen de foliacién holomorfa singular de (C2,0), dada en coordenadas por la ecuacién
{w =0}, donde w = P(z,y)dz + Q(x,y)dy, y supongamos que el origen es una singularidad de F. Sea

0

0

un campo de vectores que genera a F. Denotamos por J, a la parte lineal de v, es decir, J, es la matriz
jacobiana de v en punto p = (0,0), es decir:

99 0,0) %—Qp(o,o )

J,=Dw =
00 (—%5(0,0) ~9°(0,0)
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Definicién 3.10. Sea F una foliacién holomorfa singular de (C2,0). Decimos que 0 es una singularidad
presimple para F si (A, u) # (0,0) donde A, i son los valores propios de J,. Mas atn decimos que 0 es
una singularidad simple si % Z Q<. Si 0 es una singularidad simple y Ay = 0, decimos que 0 es una
singularidad de tipo silla-nodo

La reduccién de singularidades fue demostrada por A. Seidenberg (ver [53]) y establece:

Teorema 3.5. Sea M un espacio ambiente de dimension compleja dos y sea v un germen de campo
vectorial en p € M. Denotamos por F al germen de foliacion inducido por v. Entonces existe una
sucesion finita de explosiones

MEME . My, t=mo0om0---07N (3.14)

cada una centrada en un punto p; € Wi_l(pi_l), con p = po, tal que para cualquier g € 7~ 1(p) el germen
de Fn en cada q es generado por un germen de campo vectorial ¥, con q un punto que es no singular o
es simple y donde Fn es el transformado de F en My.

Definicién 3.11. Sea F un germen de foliacién holomorfa singular de (C2,0). Una separatriz de F es
una hoja £ C (C2,0) \ {0} cuya cerradura £ U {0} es el germen de una curva analitica.

Sea F una foliacién holomorfa singular de (C2,0) que estd dada por la ecuacién {w = 0}. Sea C un
germen de rama plana dado por la ecuacién {f = 0}, con f reducida. La rama C es una separatriz de F
si se satisface la siguiente relacion

wAdf = fn,

donde 7 es una 2-forma holomorfa.

Definicién 3.12. Sea F un germen de foliacién holomorfa de (C?,0) con sigularidad aislada 0. Decimos
que 0 es una singularidad no dicritica de la foliacién si F tiene, a lo mds, un ntiimero finito separatrices.
En caso contrario decimos que 0 es una singularidad dicritica. Decimos que la foliaciéon F es no dicritica
en el primer caso, en el segundo caso decimos que F es dicritica.

Tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3. Sean F una foliacion holomorfa singular dada por la ecuacion F = {w = 0}, C una
rama y sea @ su parametrizacion de C. Entonces son equivalentes:

i) C es separatriz de la foliacion F;
i) p*w = 0.

Demostracion. Supongamos que C es una separatriz de F y que C es dada por la ecuacién {f = 0}, donde
f € C{z,y} es una ecuacién reducida. Dado que C es una separatriz se tiene que

wAdf = f(z,y)a(z,y)dz A dy.

Igualando los coeficientes tenemos que P(z, y)g—i - Q(z, y)g—i = f(z,y)a(z,y). Entonces

¢ (PanGh - owngl) = v et <o

y esto implica que

0=pP)e (1) -e@p (£) - were@) (Fow-Lov). )
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Por otro lado, como ¢(t) = (¢1(t), p2(t)) es parametrizacién de C entonces ¢*(f) = 0; derivando esta
expresién con respecto a t tenemos

_0(foe(t) _(0f dey | (0f dpy _(Of  Of dp1 dips
0= S - (Gee) T (Goe) @ - (o fyoe) (B0)- 0w

De (3.15) y (3.16) se sigue que

dgﬁl d(pg
0= (p"(P), " ==, =) = prw. 3.17
@ (P (@) (%22 — (317)
Esto finaliza la demostracién en una direccién.

Vamos a demostrar ahora la otra implicaciéon. Por hipédtesis tenemos que ¢*w = 0. Dado que el
gradiente de f es ortogonal a las curvas de nivel determinadas por f, tenemos que

() () (5 5)

Asi de la ecuacién (3.17) y (3.18) se tiene que @*(%, %)-(—Q(m, y), P(z,y)) = 0. Notemos que (%, %) .
(=Q(z,y), P(z,y)) corresponde al coeficiente de la 2-forma df A w, por lo que df Aw = fn, donde 7 es

una 2-forma. Lo cual finaliza la demostracion. O

En 1982 fue demostrado por C. Camacho y P. Sad que dada una foliacién holomorfa singular F,
siempre existe al menos una separatriz C de F.

Teorema 3.6 (Camacho-Sad, ver [13],[48]). Sea F una foliacién holomorfa singular en (C2,0), entonces
eriste al menos una separatriz de JF.

Sea 7 : (M, 77(0)) — (C2,0) la explosién del origen en C? que fue introducida en capitulo 1. El
transformado de una foliacién F por m que denotamos por 7*F es localmente generado por el pullback
m*w, donde F es generada localmente por {w = 0}.

Observacién 3.2. Si F es una foliacién singular no dicritica, entonces cada componente irreducible
del divisor excepcional D = 7~%(0), donde 7 : (M,D) — (C2,0) es el morfismo de reduccién de
singularidades (ver apéndice B), es una curva invariante del transformado estricto de F. Si F es dicritica
hay al menos una componente del divisor excepcional D que es transversal en cada punto a F excepto en
un ndmero finito de puntos (puntos singulares o de tangencia). En este caso decimos que la componente
es dicritica.

3.1. El orden de tangencia entre una foliacion y una rama

Vamos ahora a definir el orden de tangencia entre una foliacién holomorfa F y una rama C.

Definicién 3.13. Sea F una foliacién holomorfa de (C2%,0). Sea C una rama y ¢ una parametrizacién
de C. Definimos el orden de tangencia entre F y C, que denotamos por Tang(C, F) como

Tang(C, F) = ordpyp™w,
donde {w = 0} es una ecuacién local de F.

Observacion 3.3. Por la proposicién 3.3 tenemos que si C es una separatriz de F entonces p*w = 0;
podemos definir en este caso el orden de tangencia entre F y C como Tang(C, F) = 0o
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Ejemplo 3.1. Consideremos la foliacién generada por F = {w = 0}, donde w = 2zdx — dy. Sea C la
curva {z = 0}. Notemos que C es parametrizada por ¢(t) = (0,¢), por lo tanto

Y w = dt,

y entonces Tang(C, . F) = 0.

C={z=0}
Tl =)

(il
WL

Figura 3.1: Orden de tangencia

El siguiente lema demuestra la invarincia del orden de tangencia entre una foliacién y una rama, bajo
biholomorfismos.

Lema 3.1. Sean C, D ramas planas. Consideremos la foliacion F dada por la ecuacion {wr = 0}.
Supongamos que C y D son analiticamente equivalentes y sea G la foliacion dada por la ecuacion

{(H=Y)*wr = 0} donde H : (C2,0) — (C%,0) es el biholomorfismo tal que H(C) = D. Entonces,
Tang(C, F) = Tany(D, G). (3.19)
Demostracion. Sean C y D ramas y sean ¢ y 1 sus respectivas parametrizaciones. Dado que C y D

son analiticamente equivalentes, existen H : (C2,0) — (C2,0) biholomorfismo y 7 : (C,0) — (C,0)
automorfismo tales que 1) = H o ¢ o 0~ !. Entonces

Tang(C,F) = ordg(¢*wsr) = ordo(H *o9po0c)*wr = ordy(c* 0 ¢* o (H ) wxr)
= ordo(o'* o ¢* o OL)g) = Ord()(’t/J*UJg)
= TanO(Da g)a
donde la pentltima igualdad se debe a que ordgo =1 [

La siguiente proposicién nos da un comportamiento del orden de tangencia bajo el morfismo de
explosion.

Proposicién 3.4. Sea F una foliacién holomorfa singular de (C%,0), sea C una rama y sea 7 :
(M, D) — (C2,0) la explosion del origen de C* y donde D = 7~1(0). Denotamos por C' el trans-
formado estricto de C bajo w. Entonces,

i) Tang(C, F) = mo(F)mo(C) 4+ Tan,, (C', F'), si D = 7~1(0) es una componente no dicritica;
i) Tang(C,F) = (mo(F) + 1) mo(C) 4+ Tany, (C', F'), si D = n~1(0) es dicritica,

con py € D, donde D = w=1(0) es el divisor excepcional y p1 = DNC'.
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Demostracion. Sea F una foliacién holomorfa singular dada por {w = 0}. Si C es una separatriz de

F se tiene que Tang(C,F) = Tan,, (C', F') = oo, pues C’ es invariante para F' y por consiguiente se

satisface la igualdad. Supongamos que C no es separatriz de F. Sabemos que el transformado estricto de
w

la foliacién F” es generado por {w’ = 0}, donde w’ = =¥y localmente tenemos que D = {z1 =0} y 7*w

xT 9

corresponde al transformado (pullback) de w por 7. Si p(t) = (p1(t), p2(t)) es la parametrizacién de C, la

parametrizacién del transformado estricto de la rama C’ estd dada por ¢/(t) = 7 top = (gpl(t), ngg)

Entonces tenemos
Tany, (C', F') = ordoyp”*@.
Tenemos asi los dos casos:

i) En el caso en el que la singularidad es no dicritica, tenemos que r = mg(F). Entonces

* I, % —1 * K * —1\*, % *
(pl*w,@/*<ﬂw>www (T op)mw i )'Tw  ¢w

xiﬂ‘)(}—) 90r1n0(]:) o SOTO(}-) o 9011110(]:) a (p;no(}')'

Esto implica que ordgy'*w’ = ordgp*w — (ordgp;)mg(F). Dado que es posible considerar una
parametrizacién de C de manera que ordgy; = mg(C), entonces tenemos que

ordop”* w’ = ordpp*w — mg(C)mg(F).
Lo cual demuestra el resultado para el caso no dicritico.

ii) En el caso de que la singularidad sea dicritica tenemos que r = mg(F) + 1. Repitiendo los mismos
argumentos tenemos que

ordyp"*w' = ordyp*w — mg(C) (mo(F) + 1),

lo cual finaliza la prueba.

3.2. Foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales de (C2,0)

En esta seccién vamos a introducir la familia de foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales de (C?,0) que
estudiaremos en esta tesis. Recordemos que la explosién de un punto p € M es una variedad compleja
de dimensién 2 y puede ser descrita por medio de dos cartas coordenadas

7T1:M—>UCM wle—>UCM

(w1,y1) = (w1, y1) = (T, 2191), (@1, 01) = (T, 51) = (1791, T1),

donde U es una vecindad abierta de p. Decimos que el (x1,y1) = (0,0) es el origen en la primera carta
coordenada y (Z1,91) = (0,0) es el origen de la segunda carta coordenada.

Sea 7 : (M,D) — (C?,0) una sucesién finita de explosiones puntuales, donde D = 7=1(0) es el
divisor excepcional. Dado un punto p € D denotamos por e,(D) al nimero de componentes irreducibles
de D pasando por p, asi e,(D) € {1,2}.

Sea 7 : (M, D) — (C2,0) una sucesién finita de explosiones puntuales, determinada por el algoritmo
de Euclides del par (n,m), 1 < n < m y m.c.d.(n,m) = 1. La sucesién 7 estd determinada por el
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algoritmo como describimos a continuacién:

m = am+rg, 1<rg<n-1
n = aro+r;, 0<r;<ro—1
ro = agri+re, 0<rg<r —1
Tk—1 = Q1Tk + 1,
T, = apyol, donde apyo=ry%.
Sean {po,p1,p2,...,p;} los centros de cada explosién, con py = 0 € C2. Cada punto p; satisface lo

siguiente.
k+2
i) p;, € E; = w[l(pi,l), para todo i € {1,2, - Zai}
i=0

ii) ey, (E") =1sii€ {1,2,..,ap}, donde B = F; UE,U---UE; y p; no es el origen de la segunda
carta para todo i € {1,2,...,ap},

] k42 .
iii) epi(Ez) =2sii € {Ozo + 1, a0+ 2, ..., Z Oéi}, donde E* =FE,UEyU---UE;,
i=0
iv) p; es el origen de la segunda carta coordenada para i € {ay+ 1,00+ 2,...,aq0 + g1} con | €
{0,2,4,...} vy p; es el origen de la primera carta coordenada para i € {a; + 1,a; 4+ 2, ..., + ay41}
conle{1,3,..}.

Definicién 3.14. Sea £ una curva suave de (C2,0). Decimos que la curva £ tiene contacto mazimal con
7 si {po, P1,P2; s Pap ; C {Puntos infinitamente préximos de L}.

Po

Figura 3.2: Curva de contacto maximal

Lema 3.2. Sea 7 : (M,71(0)) — (C2,0) una sucesion finita de explosiones determinada por el
algoritmo de Euclides del par (n,m). Entonces, existe un sistema de coordenadas (x,%y) para C? tal que
la curva £ = {y = 0} tiene contacto mazimal con .
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Demostracion. Sean pg,pi, ..., Pa, l0s centros de explosién de las explosiones m; : (M;, 7_1(pi—1)) —
(M;—1,pi—1) parai = 1,2, ..., ag. Por hipétesis tenemos que e,, (E;) = 1 para i = 1,2, ..., ag. Dado que p;
no es el origen de la segunda carta, la explosion 71, en el punto p; esta dada en coordenadas locales x1, y;
en el punto p; por la ecuacién w(x1,y1) = (@1, 21(y1 + ¢1)). La explosién 7y estd dada en coordenadas
locales x5, y2 en el punto py por una de las siguientes ecuaciones

Tic,(@2,y2) = (22, 22(y2 + c2)) 0 Ta(xa,y2) = (T2y2, y2).

Si tenemos 71 ,, €l divisor Ey en el punto py estd dado localmente por {2 = 0}. Si tenemos T entonces el
divisor Es estd dado en py por {zay2 = 0}, pero e,,(E?) = 1 por lo que sélo tenemos el caso T} .,. Usando
el mismo argumento de manera recursiva en cada punto p;, para i € {1,2, ..., ag}, obtenemos coeficientes
C1,C2, ..., Cay- En €l punto p,, tenemos coordenadas x,, Ya,, ¥y haciendo la explosién en ese punto tenemos
que Ti ¢, (Tags Yay) = (Tags Tag(Yae + Cao))- Consideremos la curva dada por L' = {ya, + apg = 0}.

[e7)) .
Proyectando esta curva al punto pg se tiene la curva dada por £ = {y + > gat = O}. Definiendo el
i=1

@g )
cambio de coordenadas Z =z, § =y — > ¢;x", se sigue el resultado. O
i=1

A partir de este momento y a lo largo de esta seccién suponemos que las coordendas x, y son adaptadas
am. Seam: (M,D) — (C%0) una sucesién finita de explosiones descrita por el algoritmo de Euclides
del par (n,m), donde D = 7~1(0) es el divisor excepcional.

Definicién 3.15. (Foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales) Sea F una foliacién singular dicritica con
sigularidad aislada de ((C2,0) y sea 7 una sucesién finita de explosiones inducida por el par (n,m).
Decimos que F pertenece a la familia de foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales § si y sélo si satisface
las siguientes propiedades:

i) La foliacién inducida 7*F tiene una tinica componente dicritica E4. Esta componente dicritica es
la componente irreducible que aparece en la tltima explosién de la sucesién 7 y no hay puntos
singulares, ni puntos de tangencia de 7*F en esta componente;

ii) F no tiene singularidades de tipo silla-nodo;

iii) F tiene al menos dos curvas invariantes, Lo, L, tales que Ly tiene contacto maximal con 7y L
tiene interseccién transversal con L.

En esta seccién estamos interesados en una subfamilia de §, y en la relacién entre las foliaciones de
esta familia y el invariante de Zariski de una rama plana. De manera mas especifica vamos a introducir
la siguiente familia

Definicién 3.16. (Foliaciones dicriticas cuspidales) Sea F una foliacién pseudo-cuspidal dicritica, F €
$=. Decimos que F pertenece a la familia de foliaciones dicriticas cuspidales, que denotamos por §¢ si
existe un campo vectorial tangente a la foliacién v tal que la matriz jacobiana de la parte lineal de v,
Ju = Dvl(g,0) tiene dos valores propios distintos A;,Aa € C con A\; - Ay 0y i—; = = € Qso.

m
Tenemos el siguiente lema,
Lema 3.3. Sea F € <, entonces existe un generador de la foliacion F de la forma

w = (my + hi(x,y))dr — (nx + cy + ha(z,y))dy,

donde c € C, hi(x,y) € C{xz,y}, ordoh; > 2 para i = 1,2 y ordohy(x,0) > [2] + 1.
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Demostracion. Sea F una foliacion dicritica cuspidal, por definicién existe un campo de vectores que
genera a la foliacién F y cuya parte lineal tiene dos valores propios A1, Ao # 0 tales que i—; =2

m
Supongamos que el campo vectorial es de la forma

0 0
v= (n + ho(e,y) g (my + e+ () 5o

donde ordgh;(z,y) > 2. Considerando la 1-forma
W = (my +caz+ hl(xvy)) dz — (TL.’E + hZ(xvy)) dy7

tenemos que w(v) = 0 y por ende genera a la foliacién F.
Sea 1 : (M, D) — (C2,0) la explosién del origen con D = 7~ 1(0), mirando en el origen de la
primera carta 71 (21, y1) = (21,21y1) tenemos,

Tw - -
;—1 = ((m —n)y1 +c + $1h2($1,y1) dxry — (mcl + xlhl(xl,y1)) dys. (3.20)

Si 21 = 0 tenemos que el punto (z1,y1) = (0, — =), es un punto singular del transformado estricto de
la foliacién. Dado que el eje x es adaptado a 7, el origen de la primera carta es el punto que debemos
explotar, sin embargo si ¢; # 0 el punto singular no es origen de la primera carta. Por lo tanto ¢; = 0.
Por un argumento similar se demuestra que la parte lineal del campo vectorial puede ser de la forma
v; = (nx + cy) 2 50 T my— con ¢ € C. Vamos a escribir w de la forma

w = (my + g1(x) +yg2(z,y)) dr — (nx + cy + ha(z,y)) dy,

> 2 y ordoga(,y) > 1. Dado que ordggy (z) > I,
0. Denotamos por g a la parte entera de *.
(2, 7'9), tenemos asi

donde hy(z,y) = g1(x) + yg2(x,y), con ordogi(z) =
podemos escribir g;(z) = z'u(z), donde u(0) =

a
Consideremos el morfismo determinado por m;(Z, §)

l
v

) . o I = - . 1~ ol e
;lil = ((m —In)g+u(Z) + &y (gg(:v, §) — cli' =2 — lho(, y))) dz—(nZ + i 4 ho(, mly)) dy, (3.21)

-~ ~1~
donde §2(Z, 9 y hg(:p g) = W Si & = 0, entonces el punto (0,7 = ——%-) es un punto
singular de F. Dado que elegimos coordenadas de manera que el eje  tenga contacto maximal con 7 el
punto que debemos explotar es el punto (Z, ) = (0,0). Por lo tanto para que esto ocurra se debe cumplir

que l > ag + 1. O

) = gz(ﬂvmy)

Observacion 3.4. Sea F una foliacién cuspidal dicritica. De la definicién sabemos que existe un campo
de vectores v que genera a la foliacién F, cuya parte lineal tiene dos valores propios A1, A2 distintos de
cero, tales que )‘1 = -+ Dado que 5 ’\1 = = € R, los valores propios son no resonantes'. Més ain dichos
valores propios pertencen al dammw de Poincaré 2, y entonces se sigue del teorema de linealizacién
de Poincaré (ver [42]) que F es analiticamente equivalente a la foliacién Fy generada por el campo de

) ) :
vectores vg = n gz + Mg, 0 equivalentemente por la 1-forma wy = mydzr — nxdy.

1Una n-tupla de ntimeros complejos A = (A1, A2,...,A\n) € C" es resonante, si existen enteros no negativos a =
(a1,a2, - ,an) € Z> tales que |a| = a1 +az2 +---+ an > 2 y la identidad de resonancia ocurre

Aj=Xa), ol =2

donde (X, a) = a1A1 +azX2 + -+ anAn.
2El dominio de Poincaré 8 C C™ es el conjunto de las n-tuplas (A1, A2, ..., An) tal que la envolvente convexa del conjunto
{A1, A2, -+, An}, no contiene al origen dentro o en la frontera de ésta.
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3.2.1. Foliaciones dicriticas cuspidales y el invariante de Zariski de una rama

Recordemos que una rama C perteneciente a la clase de equisingularidad (n,m), se dice que es (n,m)-
cuasihomogénea si es analiticamente equivalente a la rama descrita por la ecuacién {y™ — 2™ = 0}. Si ¢
es una parametrizacién de C entonces ¢ es A-equivalente a la parametrizacién dada por ¢(t) = (t",t™).
Vamos a caracterizar las curvas cuasi-homégeneas en términos del orden de tangencia con foliaciones de
la familia §<.

Proposicion 3.5. Sea C una rama de la clase de equisingularidad (n,m). Entonces son equivalentes las
siguiente afirmaciones,

i) C es una rama (n, m)-cuasihomogénea.
ii) Existe F € FS tal que Tang(C, F) = cc.

Demostracion. Supongamos que la rama C es (n, m)-cuasihomogénea y sea ¢ su parametrizacién. Por el
lema 2.1 sabemos que existen H : (C?,0) — (C2,0) y 7 : (C,0) — (C,0) gérmenes de biholomorfismo
y automorfismo respectivamente, tales que ¢ = H o o771, donde 9(t) = (t",t™). Sea F la foliacién
dada por la ecuacién {(H~')*w = 0}, donde w = mydz — nzdy. Vamos a calcular el orden de tangencia
en 0 entre C y F. Por definicién

Tang(C, F) = ordop*((H ')*w) =ordo(H oo H)*(H ') *w = ordo(r ) ¢ *H*(H')*w
= ordo(t7)*Y*(H ' o H)*w = ordg (7~ 1) *1*Id*w = ordg (771 *1*w = oo,

pues ¥*w = 0. Asi, Tany(C, F) = .

Ahora vamos a suponer que existe F € §< tal que Tang(C, F) = oco. As{ mismo, supongamos que
F estd dada por la ecuacién {wr = 0}. Por otro lado, sabemos que F es analiticamente equivalente a
la foliacién G dada por la ecuacién {wg = 0} donde wg = mydxr — nzdy. Sea H : (C?,0) — (C?,0)
el biholomorfismo que realiza dicha equivalencia, H(x,y) = (Hi(z,y), Ha(z,y)), es decir H*wg = wg.
Dado que Hi(z,y) = x + ¢y + hi1(z,y) con ordphi(z,y) > 2 tenemos que Hj o ¢ = t"™u(t) con u(0) # 0.
Sea p = Hy(z,y) o y sea 7 : (C,0) — (C,0) un automorfismo tal que 7 = p. Consideremos la
parametrizacién ¥ := H o ¢ o 7~ 1. Por construccién, 1 es A-equivalente a ¢. Vamos a calcular

Vrwg=(Hopor Nwg = (7)o" H*wg = (171 *¢*wzr.
Como Tang(C, F) = 00, entonces ordgy*wg = oo lo que implica que ¥*wg = 0. Entonces, bajo un cambio
de pardmetro, tenemos que ¥ (t) = (t",t™) es decir, C es (n, m)-cuasihomogénea. O
Como consecuencia directa de la proposicion anterior, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.1. Sea C una rama de la clase de equisingularidad (n,m). SiC no es (n, m)-cuasihomogénea,
entonces para toda F € FS, se tiene que Tang(C,F) < oc.

T

Definicién 3.17. Sea C una rama de la clase de equisingularidad (n,m). Decimos que una foliacién
dicritica cuspidal F tiene orden de tangencia mazimal con C, si para cualquier otra foliacién dicritica
cuspidal G € §¢ se cumple que

Tang(C,G) < Tang(C, F). (3.22)

El objetivo en esta seccién es demostrar el siguiente resultado

Teorema 3.7. Sea C una rama de la clase equisingularidad (n, m), tal que C no es (n, m)-cuasihomogénea
y sea F una foliacion cuspidal dicritica, F € §5. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El orden de tangencia en el origen entre C y F, Tang(C,F) es mazimal;
it) el orden de tangencia satisface

Tang(C, F)+1—n¢& Sec y Tang(C,F)+1—m & mZso; (3.23)
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i) el valor
A=Tang(C,F)+1—n (3.24)

es el invariante de Zariski de C.

Recordemos que en el caso de que la rama C no sea (n,m)-cuasihomogénea, C admite una parame-
trizacién de la forma

p(t) = ("t + 11+ at! |,
F>A
donde X es el invariante de Zariski; es decir \ satisface
AESe vy A+n—m¢E&mZsy. (3.25)
En el caso de un unico par de Puiseux el semigrupo es generado por la pareja (n,m):
Se={an+pm : a,f € Z>o}.

Observacién 3.5. Dada una rama C con una parametrizacién de la forma o(t) = (t”,t™ + ¢(¢)) con
ordpg(t) > m y una foliacién cuspidal F generada por una 1-forma como en el lema 3.3, se tiene que
Tang(C, F)+1—n>m o Tanyg(C,F)+1—n =In.

El siguiente lema caracteriza la maximalidad del orden de tangencia entre una rama C de la clase de
equisingularidad (n,m) con una foliacién F € <.

Lema 3.4. Sea C una rama de la clase de equisingularidad (n,m) que no es (n,m)-cuasihomogénea. Sea
F una foliacion dicritica cuspidal F € §$ tal que Tang(C, F) es finito y mazimal, entonces se tiene que

Tang(C,F)+1—n¢g Se y Tang(C,F) + 1 —m & mZxy. (3.26)
Demostracion. Supongamos que existe F € F¢ tal que Tang(C, F) < co y maximal. Sea
wr = (my + hi(z,y))dx — (nx + cy + ha(z, y))dy,

con ordph; > 2 para ¢ = 1,2, un generador de la foliacién F. Vamos a suponer, por contradiccion, que
Tang(C,F) + 1 —n € S¢. Entonces existen «, 8 € Z>q tales que

Tang(C, F) +1—n=an+ fm, (3.27)

es decir, p*wr = at(@tn+Bm=1 L g(+) donde ¢ es una parametrizacién de C y g(t) € C{t} es tal que
ordog(t) > (e +1)n+ pm — 1.

Vamos a considerar el cambio de coordenadas dado por H(x,y) = (z,y+kz*y?) = (%, 7). Afirmamos
que existe k € C* tal que Tang(C JF ) > Tang(C,F), y donde F es la foliacién descrita por la ecuacién
{H*@z = 0}, donde

7 = (mj + hi(#,§)) d& — (n& + ¢ + ha(&, 7)) dj.

En otras palabras, @z es la expresién de wr en las coordenadas (, 7). Vamos a dar la expresion de H*@ z

HGz = (m(y+ka*y’) + hi(z,y + kxayﬁ)) dz
— (n@ + c(y + kxy®) + ha(z,y + ka®y?)) d(y + kay”)

h
= wr + (mk — nka) x%yPdz — nkBxt1yP~dy + (kxo‘yﬁ% +---)de
Y
Ohs
kx®yP ——=
—I—( %y oy

— (cy + kea®y” + ho(z,y + kzxo‘yﬂ)) kBx“yPLdy.

+ - ) dy — (cy + cka®y” + ho(z,y + kxo‘yﬁ)) (k:a:caflyﬂ) dx
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Realizando algunos céalculos se tiene que,
O H Gz = (at(o‘+1)"+ﬁm_1 + (mnk — kn®a — nmBk)tletntim=1 ) dt. (3.28)

Recordemos que nuestro objetivo es demostrar que existe k € C* tal que Tang(C,F) > Tang(C, F).
Entonces, si queremos eliminar el monomio de grado (« + 1)n + fm — 1 debemos encontrar k € C* tal
que a +mnk — kn?a — nmpBk = 0 o, equivalentemente,

% = k(na +m(B — 1)). (3.29)

Esta dltima ecuacién tiene una solucién si (na + m(8 — 1)) # 0. Entonces tenemos 3 casos
i) Si B > 1, entonces na+m (S — 1) # 0 y en este caso terminamos.

ii) Si =1y na=0, entonces o = 0. Esto implica que Tany(C, F) + 1 —n = m. , De la observacién
3.5 tenemos que Tang(C, F) +1—n > m o Tang(C,F) +1—n = In con [ < [2]. El primer caso
implica inmediatamente que 5 = 1 y & = 0 no puede suceder. Si Tang(C,F) + 1 —n = In esto
implicarfa que In = m lo cual es una contradiccién pues m.c.d(n, m) = 1. Por lo tanto ambos casos
implican que 8 =1 y @ = 0 no puede ocurrir.

iii) Si =0y na+m(B8—1) =0, entonces naw = m, pero esto no puede pasar pues m.c.d.(n,m) = 1.
Asi si 8 =0, entonces na + m(8 — 1) # 0.

Por consiguiente, la ecuacién (3.29) siempre tiene solucién k # 0 y por lo tanto tenemos que Tang(C, F) >
Tang(C, F), pero esto es una contradiccién pues Tang(C, F) es maximal. 3
De manera similar, si suponemos que Tang(C,F) + 1 —m € mZsg, entonces existe 5 € Z>¢ tal que

Tang(C, F)+1—m = Bm,

por lo que Tang(C,F) = (3 + 1)m — 1. Consideremos el cambio de coordenadas dado por H(Z,§) =
(z + I%ﬂﬁ,gj) y la foliacién F dada por la ecuaciéon H*w = 0, donde w es la expresién de w en las
coordenadas Z, . Afirmamos que existe k € C* tal que Tang(C, F ) > Tang(C, F). Siguiendo los mismos
argumentos y célculos anteriormente desarrollados es posible encontrar k € C* tal que Tang(C, F ) >

Tang(C, F), sin embargo esto es una contradiccién a la maximalidad del orden de tangencia por lo que
Tang(C,F) +1—m & mZso. O

Con los lemas previos estamos en posicién de demostrar el teorema 3.7.

Demostracion del teorema 3.7. Nétese que por el corolario 3.1 para todas las foliaciones cuspidales dicriti-
cas F € §¢ se tiene que Tang(C, F) < oo. Del lema 3.4 se tiene que i) implica ii). Ahora vamos a demostrar
que ii) implica iii). Sea F una foliacién cuspidal dicritica F € F¢ tal que Tang(C,F)+1—n & Sc v
Tang(C, F) + 1 — m & mZsg. Sabemos que existe un biholomorfismo H : (C?,0) — (C2,0) tal que
w = H*wy, donde wy = mydx — nxdy. Sea ) = H o po 7! donde 7 = (H; o ¢), es decir, 7 es una raiz
n-ésima de la serie H o (t). Entonces tenemos que

0w = (H_1 oporT)w= T*z/)*(H_l)*w = 7"¢Y*wo,

o equivalentemente ord;p*w = ord;7*¥*wy. Esto implica que ord;7*¢*wo + 1 —n &€ Se vy ordym*9*wo +
l—n+n—m=ordiT"Y*wg+ 1 —m & mZ~g. Asi, salvo por una reparametrizacion, es posible suponer
que ¥ = (t",t™ + ' + g(t)), con g(t) € C{t}, entonces se tiene que Tang(C,F) + 1 —n = [ no satisface
los criterios (3.25) y por lo tanto es el invariante de Zariski.

Ahora vamos a demostrar la implicacién iii) hacia i). Sea G una foliacién cuspidal dicritica G € <.
Sea Fy la foliacién dada por la ecuacién {wy = 0} donde wy = nzdy — mydzx. Por hipdtesis tenemos que
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Tang(C,F)+ 1 —n es el invariante de Zariski de la rama C. Sea ¢ = H o p o7~ ! una parametrizacién A-

equivalente a p, con H y 7 como en la demostracion de la proposicién 3.5. Denotamos por Cy la curva cuya
parametrizacién es dada por 1 se tiene entonces que ordgy* (wg) = ordgp™(w). Asi ordgp*(wp) +1—n es
el invariante de Zariski de C Mas atin, dado que G es una foliacién cuspidal dicritica, G es analiticamente
equivalente a Fy, entonces existe H : (C2,0) — (C2,0) biholomorfismo, H = (Hi(z,y), Ha(z,y))
tal que (H “*w = wp. Siguiendo las mismas ideas dadas en la demostracién de la proposicién 3.5,
sea 7 : (C,0) — (C,0) el automorfismo tal que 7" = H; o ¢. Sea 1) definida por la composicién
1; = Ho @ o 771, Nétese que 1; es una parametrizacion A-equivalente a ¢ y por consiguiente es .A-
equivalente a 1.

wo H wr wg H Wo
(C%,0) 64— (C%0) (€20 ————» (C%0)
Y ¥ ® !
(C,0) tT; (C,0) (C,00 ——— (C,0)
=

Vamos a calcular ordpp*wg,
ordgp*wg = ordo(H_1 o 15 o T) 'wg = ordOT*dNJ* (ﬁ_l)*(wg) = OI‘doT*JJ*wO = ordotz*wo.

Salvo reparametrizacién podemos suponer que (t) = (£, 1™+t +g(t)) y que () = (£, t™ + ' +§(t)),
con g(t), §(t) € C{t}. Nétese que ¢, ¥ y 1 son A-equivalentes. Dado que el ordgtp*wo +1 —n = X es el
invariante de Zariski de C entonces [ = ordm[}*wo +1—n <ordyy*wy + 1 —n = X pues de lo contrario
A no seria el invariante de Zariski. De manera equivalente se tiene ordoz/;*wo < ordg¥*wp. Entonces
Tang(C,G) < Tang(C, F). Esto demuestra el teorema 3.7. O

Observacién 3.6. Sea C una rama plana de la clase de equisingularidad (n,m) y sea ¢ su parame-
trizacién. Podemos recuperar el invariante de Zariski como sigue. Consideramos la foliaciéon cuspidal
dicritica Fop, definida por la ecuacién {wy = 0}, donde wg = mydz — nxdy. Calculamos Tang(C, Fp). Si
Tang(C, Fo) + 1 —n & Sc y Tang(C, Fo) + 1 — m & mZ~g, entonces por el teorema 3.7 terminamos. Si
Tang(C,Fo) + 1 —n € S¢ o Tang(C,Fp) + 1 — m € mZs( entonces aplicamos uno de los cambios de
coordenadas dados en la demostracién del lema 3.4 para encontrar una foliacién dicritica cuspidal F con
Tang(C, F) > Tang(C, Fo). Ahora verificamos si alguna de las condiciones Tang(C,F) +1—n € S¢ o
Tang(C, F )4+ 1 —m € mZs se satisface. Si alguna de las condiciones se satisface aplicamos el cambio
de coordenadas dado en la demostracién del lema 3.4. Si por el contrario Tang(C,F) 4+ 1 —n ¢ S¢ o
Tany(C F )4+ 1 —m & mZ-y, entonces el proceso termina. Si el proceso no se detiene, entonces encon-
traremos F tal que Tang(C, F) = co.
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Capitulo 4

Valoraciones divisoriales y curvas
jacobianas de foliaciones holomorfas

4.1. Definiciones

El objetivo de este capitulo es presentar una relacién entre el orden de tangencia en el origen entre
una rama invariante no aislada Cx de una foliacién dicritica pseudo-cuspidal F, y una foliacién dicritica
cuspidal G en términos de una aplicacién asociada a la componente dicritica comun para ambas folia-
ciones. Dicha relacién es uno de los resultados principales de esta tesis. Es importante agregar que la
presencia de la curva jacobiana entre las foliaciones F y G, quedard de manifiesto en dicha relacion.

Las singularidades de curvas pueden ser analizadas a través de una sucesion finita de explosiones
puntuales como vimos en el capitulo 1, donde demostramos que bajo una sucesién finita de explosiones es
posible desingularizar dichas curvas. También es posible estudiar las singularidades mediante el orden de
anulacion del transformado total a lo largo de las componentes irreducibles del divisor excepcional. Esos
érdenes de anulacién definen aplicaciones del anillo C{x, y} en los nimeros enteros, llamadas valoraciones
divisoriales. Algunos de los resultados que presentamos en este capitulo pueden ser encontrados en [14],
[32] ¥ [54].

Comenzamos definiendo el concepto de valoracion en general. Mds adelante estaremos interesados
sblo en el anillo de series de potencias convergentes. Sea R un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 4.1. Una valoracion sobre R es una aplicacion no constante,
v:R— Ty :=TU{o0},

donde T' es un grupo abeliano ordenado (donde la suma y el orden con respecto al infinito se satisface
como de costumbre), que satisface las siguientes propiedades:

i) v(fg) =v(f) +v(g), para toda f,g € R,

ii) v(f +g) = min{v(f),v(9)}, para todo f,g € R,
i) v(1) =0,
iv) v(f) =00, si f=0.

Definicién 4.2. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Una valoracién sobre v : R — I' U {o0} se
dice que es una valoracion de Krull si v='(c0) = {0}

Es posible demostrar que si R admite una valoracién de Krull v, entonces R es un dominio y es
posible extender v al campo de fracciones de R que denotamos por F(R), definiendo v sobre F(R) como
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1/(5) =v(f) —v(g). Sea v : R — T's una valoracién. El subgrupo de I" generado por los valores que
toma el anillo, con la excepcion del infinito

vr = {v(f) : f € Rv(f)# oo},

es llamado el grupo de valores de v. Decimos que la valoracién es trivial si vg = {0}. El conjunto p,,
definido como

pp={f€R : v(f) = oo},

es un ideal primo de R, llamado el soporte de v. Dada una valoracién v : R — I', sobre R es posible
definir una valoracién sobre el anillo cociente

v:R/p, — Iy,

definida por 7(f) := v(f), donde f = f + p,. El dominio local definido como
Oy ={f € F(R/p,) : 7(f) > 0},
junto con el ideal maximal
m, = {f € F(R/p, : overlinev(f) >0},

es llamado el anillo de valoracién de v.
A continuacién damos algunos ejemplos de valoraciones considerando el anillo de series de potencias
convergentes R = C{z,y}.

Ejemplos 1. i) Consideremos la aplicacién

v: C{z,y} — Zoo =7 U {0}
f — v(f) =max{k €Zso : fem}.

Esta aplicacion define una valoracién sobre el anillo de series de potencias convergentes, llamada la
valoracion multiplicidad. Notemos que en el caso en el que f sea reducida se tiene que v(f) = mg(C)
donde C es la curva definida por el lugar de ceros de f.

ii) Sean R = C{z,y} y a > 1. Definimos la aplicacién v, , para = e y de la siguiente manera vy o(z) =
1, vy.o(y) = a. Consideramos la aplicacién

Vyo: C{z,y} — Lo :=Z U {0}
[ = yaf)=min{i+aj : ay #0},
donde f = a;;xz'y’. Dicha valoracién es conocida como valoracién monomial en las coordenadas
.
(x,y). Notemos que si o = 1, entonces vy1 = vm; es decir para a = 1 recuperamos la valoracién
multiplicidad.

iii) Cualquier curva irreducible C define una valoracién sobre el anillo C{z, y}, que no es una valoracién
de Krull. De manera més precisa, sea C una curva irreducible y consideremos la aplicacion

ve: Cl{z,y} — Zy:=ZU{xx}
g —  ve(g) = 1(C, D),

donde D es la curva dada por el lugar de ceros de g, e ¢ representa la multiplicidad de interseccién
en el origen entre C y D.
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4.2. Valoraciones divisoriales

Vamos a introducir ahora el concepto de valoracién divisorial para el anillo de series de potencias
convergentes C{z, y}.

Definicién 4.3. Sea 7 : (M, D) — (C?,0) una sucesién finita de explosiones puntuales. Denotamos al
divisor excepcional por D = 7~1(0). Sea E una componente irreducible de D y sea {g = 0} una ecuacién
local reducida de E en un punto p € E. La valoracién divisorial con respecto a E, que denotamos por
v, es la aplicacién dada por
vE o Hx,yy — Z
h —  vE(h),

donde v5(h) = max {k € N : g¥|r*(h)}, y la ecuacién {g = 0} es una ecuacién en un punto p € E de la
componente E, es decir, E = {g = 0} y 7*(h) es la funcién inducida por h a través de 7 (pullback de h
por ).

Las valoraciones divisoriales pueden ser interpretadas como sigue: Si E es una componente irreducible
del divisor y h una funcién holomorfa, entonces vZ(h) es el orden de anulacién de 7*(h) en un punto
genérico de F.

Ejemplo 4.1. Sea h una serie de potencias convergente, h € C{z,y} tal que

h(xvy) = hn(mvy) + hn+1(x,y) + hn+2<w7y) +o (41)

donde h; € C[z,y] son polinomios homogéneos de grado i y h,, es el primer polinomio no idénticamente
nulo. Sea 7 : (M, Ey) — (C?,0) la explosién del origen en C? y By = 771(0). Sea m(z1,y1) = (21, 71y1)
una carta local de la explosion del origen. En esta carta tenemos

7*(h) = hom(z1,y1) = hn(z1,z191) + hppar (1, 2191) + -
= x?(hn(17yl>+x1hn+1(1,y1)+)

Dado que el divisor excepcional estd dado en esta carta coordenada por la ecuacién {z; = 0}, entonces
vE(h) = n, que coincide con la multiplicidad en el origen de h.

Observacién 4.1. En el ejemplo 4.1, si £ es una linea a través del origen de C? cuyo transformado
estricto por la explosién del origen 7 : (M, E;) — (C?,0) no interseca al transformado estricto de la
curva ‘H dada por el lugar de ceros de h, es decir, H = {h = 0}, entonces tenemos que la multiplicidad
de interseccién en el origen entre £ y H es igual a la valoracién de h con respecto a E, es decir v (h) =
n=1(H,L).

La observacion 4.1 muestra que la valoracién divisorial de una serie de potencias convergente h €
C{xz,y} asociada al divisor excepcional que aparece al hacer la explosién del origen puede verse como la
multiplicidad de interseccion en el origen entre la curva dada por el lugar de ceros de h y una curva suave
L. Esto puede ser generalizado como sigue. Sea 7 : (M, D) — (C2,0) una sucesién finita de explosiones,
donde D = 771(0) denota al divisor excepcional y sea E una componente irreducible de D. Denotamos
por £F al conjunto de ramas equisingulares S tales que el transformado estricto de S por 7 es suave e
interseca transversalmente a la componente E en un punto p que no es un punto esquina. Denotamos
por S al transformado estricto de S por .

Lema 4.1. Sea 7 : (M,D) — (C%,0) una sucesion finita de explosiones, donde D = w~1(0) denota
al divisor excepcional. Sea @ = m o o donde 7 : (My,E1) — (C2,0) es la sucesion de explosiones y
o : (M,D) — (Mi,p1) el resto de la sucesidn de explosiones, con py el origen de la primera carta.
Tenemos entonces

vp(h) = mo(h)vp(z1) + vi(h), (4.2)

donde (x1,y1) son coordenadas en p1 y h denota el transformado estricto de h por my.
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Demostracion. Sea h € C{x,y} y descomponemos m = m; o o como en el enunciado del lema. Entonces
(m00)"(h) = 0" (x" (1) = 0" ("), (4.3)
donde h es el transformado estricto de h por 7. Se sigue entonces de la ecuacion 4.3 que
vp(h) = vi(ay k) = mo(h)vf(a1) + vE(h).
Quedando demostrado el lema. O

Observacién 4.2. Sea 7 : (M, D) — (C2,0) una sucesién finita de explosiones, donde D = 71(0)
denota al divisor excepcional y sea E una componente irreduciblde de D. Sea m = m; o ¢ donde 7 :
(My, Ey) — (C2,0) es la sucesién de explosiones y o : (M, D) — (M, p;) el resto de la sucesién de
explosiones, con p; el origen de la primera carta. Sean €% al conjunto de gérmenes en (M7, p1) de ramas
equisingulares &7 tales que el transformado estricto de §; por ¢ es suave e interseca transversalmente
a la componente E en un punto p que no es un punto esquina. Entonces tenemos que £§ son los
transformados estrictos por 7 de los gérmenes de ramas planas en £f. En efecto, sea S € &, por
definicién, el transformado estricto por m de S es suave e interseca transversalmente a la componente E.
Denotamos por S al transformado estricto de S por m. Dado que m = 7 o ¢ entonces el transformado
estricto por o de S coincide con el transformado estricto de S por 7, asi el transformado estricto de S
por o es suave e interseca transversalemente a F.

Tenemos asi el siguiente resultado.

Lema 4.2. Sea 7 : (M,D) — (C?,0) una sucesion finita de explosiones y sea E una componente
irreducible del divisor excepcional D = w=1(0). Entonces

vg(h) =min{w(H,C) : C € &r}, (4.4)
donde H es la curva dada por el lugar de ceros de h.

La demostracién del lema puede ser encontrada en [54], sin embargo por completitud presentamos
una demostracién aqui.

Demostracion. La demostracién es por induccién sobre el nimero de explosiones. Sin pérdida de gene-
ralidad vamos a suponer que h € C{z,y} es un elemento irreducible de C{z, y}.

Vamos a demostrar el paso base n = 1. Sea 7 : (M, E) — (C2%,0) la explosién del origen, donde
E =771Y0) y sea h € C{x,y}. Escribimos h(z,y) = hp(x,y) + hnt1(z,y) + -+ -, donde h; € C[z,y] son
polinomios homogéneos de grado ¢ y h,, es el primer polinomio no idénticamente nulo. Sea m(x1,y1) =
(z1,21y1) una carta local. En esta carta tenemos

w(h) = hom(xy,y1) = hn(®1, 2191) + hng1 (21, 2191) + - -
x711 (hn(17y1) + 1’1hn+1(17y1 + .- ) .

Entonces, vE(h) = n. Més atn, dado que h es irreducible, el cono tangente de h es hy(z,y) = c(y+ax)™.
Sea £ una linea a través del origen distinta a la linea {y + ax = 0}. Entonces

to(H, L) = mo(H)mo(L) = n. (4.5)
Por otro lado, sabemos que si D es una curva plana, entonces
to(H, D) > mo(H)mg(D).
Dado que L es suave e interseca transversalmente a F, tenemos que

vg(h) =min{w(H,L) : L€ &s}.
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Esto demuestra el paso base de la induccion.

Ahora suponemos que la afirmacién es cierta para una sucesion finita de explosiones de tamano n.
Sea 7 : (M, D) — (C2,0) una sucesién finita de explosiones de tamafio n + 1 y sea E una componente
irreducible del divisor excepcional D = 7=1(0). Es posible descomponer 7 de la siguiente manera, 7 =
m o0, donde 7 es la explosién del origen en C2? y o es el resto de la sucesién de explosiones determinada
por 7. Sea p el origen de la primer carta y sean (x1,y1) coordenadas en p;. Tenemos que 7 (21,y1) =

(z1,2191), asi
m*(h) = (m1 00)" (h) = 0" (w} (W) = 0" (& W) = 0" (&™) (), (4.6)
donde h representa el transformado estricto de h por 7y. Por el lema 4.1 tenemos que,
vE(h) = vg (7™M h) = mo(h)vg (21) + vg(h). (4.7)
Dado que el tamano de la sucesién o es n, por la hipétesis de induccién, tenemos que

vg(h) = min{bpl(’}:l,81) : S E(‘,’g} (4.8)

donde # es el transformado estricto de H por 7). Por la férmula de M. Noether (ver [22]) sabemos que
para cada curva plana D tenemos

to(H, D) = mo(H)mo(D) + ¢, (H, D). (4.9)
Vamos a calcular v (x;), por hipétesis de induccién tenemos que

vi(xz1) = min{e,, (E1,81) @ S1€E%} (4.10)
= min{, (B1,S) : S € &L} =min{my(S) : S e &L},
donde S representa al transformado estricto de & por 7;. Més atin, dado que todas las ramas en £
tienen la misma multiplicidad se tiene v%(x1) = mo(S). Sea Sy € Sgi tal que se cumple ¢,, (E1,Sp) =
min{c,, (E1,51)|S1 € £}, donde Sy es el trasnformado estricto de Sy por 7. De (4.6), (4.7) and (4.8)
tenemos o
I/E(h) = mo(H)mg(So) + LP(H,S()) = Lo(H,So). (411)

Esto finalmente implica que v%(h) = min {¢o(H,S) : S € EL}. El lema queda demostrado. O

4.3. Valoraciones divisoriales y el orden de tangencia

El objetivo de esta seccién es calcular el orden de tangencia de una rama invariante no aislada Cr
de una foliacién F € §, y una foliacién G € F¢ en términos de la valoracién divisorial asociada a la
componente dicritica Fg .

Sean Q%(CQ,O) y Q%(CQ,O) los médulos de 1-formas y 2-formas en (C2,0) respectivamente. Vamos a definir
aplicaciones de estos médulos en Z, := Z U {co} que llamaremos por analogia valoraciones divisoriales
pero que en estricto sentido no son una valoracién.

Definicién 4.4. Sea 7 : (M,771(0)) — (C2,0) una sucesién finita de explosiones puntuales. Denotamos
al divisor excepcional por D = 7~!(0). Sea E una componente irreducible de D y sea {g =0} una
ecuacion local reducida de E en un punto p € E. La valoracién divisorial con respecto a E sobre Q%(CQ’O),
que denotamos por vg, es la aplicacién dada por
Vg Q%CQ’O) — Z
w = vp(w),

donde vf(w) =max {k € N : gF|r*(w)}, y 7*(w) es la 1-forma inducida por w a través de m .
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La definicién para el médulo de 2-formas es analoga.
El objetivo es demostrar el siguiente resultado, que es el resultado principal de esta secciéon y uno de
los resultados relevantes de la tesis.

Teorema 4.1. Sea F una foliacion de §r inducida por la ecuacion {wr =0} y G una foliacion de F<.
Sean Cr y Cg las ramas invariantes no aisladas de F y G, respectivamente, y sean Cry ég sus corres-
pondientes transformados estrictos por w. Sea p el punto de interseccion de Cr y ég con la componente
dicritica Eq, donde p no es un punto esquina, entonces

ordop*wg = Tang(Cr,G) = vy, (wr Awg) — vg, (wr) + 1p(Co, T(F,G)), (4.12)

donde ¢ es una parametrizacion de Cr, y J(F,G)) es la curva de tangencias (curva jacobiana o polar)
de las foliaciones F y G, J(F,G)) representa el transformado estricto de la curva J(F,G)) por m e iy
es la correspondiente multiplicidad de interseccion en p.

Antes de demostrar el resultado principal de esta seccién, estudiaremos las curvas jacobianas o polares
de foliaciones regulares.

4.3.1. Curvas polares de foliaciones regulares

Sean F y G gérmenes de foliaciones holomorfas regulares de (C2, 0), dadas por las ecuaciones {wr = 0}
y {wg = 0} respectivamente. El lugar de tangencias entre las dos foliaciones F y G es el lugar de ceros del
coeficiente de la 2-forma dada por wr Awg, dicho lugar de tangencias es conocido como la curva jacobiana
o curva polar entre F y G. Denotamos por J(F,G) a la curva jacobiana entre ambas foliaciones.

Sea £ = {x =0}, definimos el valor v, con respecto a £ de la siguiente manera: consideramos
g € C{x,y}, definimos v, (g) := max {k € Z>¢ : z"|g}. De manera andloga podemos definir el valor con
respecto a £ para 1 formas diferenciales holomorfas y 2-formas diferenciales holomorfas.

Proposicién 4.1. Sean F y G foliaciones no singulares de (C2,0), inducidas por {wr = 0} y {wg = 0}.
Vamos a suponer que F y G son transversales a L = {x = 0}. Sea Cx la curva invariante de F a través
del origen, 0 € C2, y sea Cg la curva invariante de G a través del origen también. Entonces, para cualquier
parametrizacion ¢ de C la siguiente ecuacion se satisface,

ordop*wg = ve(wr Awg) + 1o(Cg, T (F,G)), (4.13)
donde J(F,G) = {p = 0} con wr Awg = p(x,y)dz Ady, y T (F,G) = {p =0} donde p satisface p = z"p
para r = vz (p).
Demostracion. Sean F y G foliaciones no singulares intersecando transversalmente a £. Entonces existen
frg € C{x,y} tales que F = {df =0} y G = {dg = 0}. Salvo por un cambio de coordenadas analitico,

es posible suponer que G = {dy = 0} (este cambio de coordenadas no modifica la transversalidad de F
con £). Escribimos f(z,y) = u(z,y)y + h(x) donde u(0,0) # 0. Vamos a calcular df A dy

df Ndy = ((gz;y + h’(x)) dr + (?)zy + u(x, y)) dy) A dy (4.14)
= (v(z,y)y + ' (2))dz Ady = p(z, y)dz A dy, (4.15)
donde v(z,y) = %. Notemos que la tinica curva invariante de F a través de 0 es C = {f(z,y) = 0},

entonces la parametrizaciéon de C estd dada por ¢(t) = (¢, ctordoh(@) 4 .. -) con ¢ € C*. Entonces,
©*dy = (c(ordoh(z))tordr @ =1 4 ..y,
y ordop*dy = ordoh(x) — 1. Sea r = v, (p) y p(z,y) = @y + # Dado que Cg es la curva {y = 0};
tenemos que A
10(Cg, J(F,G)) = ordoh’(z) — r = ordoh(x) — 1 —r.
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Por lo tanto,

ordop*dy = ordph(z) — 1 =r 4+ 1o(Cg, T (F,G)). (4.16)
Finalmente,
ordop*dy = v (wr Awg) + o (Cg, j(]:, Q)) .
O]

Antes de proceder con la demostracién del teorema 4.1 requerimos de un lema que serd de utilidad
en los calculos que més adelante realizaremos.

Lema 4.3. Sean wr y wg I-formas que definen las foliaciones F y G respectivamente, y sea m :
(M,D) — (C2,0) una sucesion finita de n explosiones. Consideremos la explosion del origen m :
(M, Ey) — (C2,0) y escribimos m = m o 0. Dada E una componente irreducible de D = 7~1(0),
tenemos

v(wi)) = vE(wr) — p(E) (mo(wr) +65)), (4.17)
donde

5 1, sim es dicritica para F,
F = . L
0, sim es no dicritica para F.

Para el caso de 2-formas tenemos
1 1
v (wh Awl) = Vg (wr Awg) — p(E) (mo(wr) +mo(wg) +6), (4.18)
donde
2, sim es dicritica para F y G,
0: =<1, sim es no dicritica para F pero no para G,
0, sim no es dicritica para F ni para G,

y en ambos casos p(E) es la multiplicidad en el origen de una curva en EF,, es decir, si C € EF, mp(C) =
p(E).

Demostracion. Consideremos la descomposicién de la sucesién 7 : (M; D) — (C2,0) como 7 = m; o 0,
con o : (M,D) — (My,p1) y m: (M, E;) — (C2%,0) la explosién del origen. Calculando

mrwr = (m o0)*'wr =o* omfwr = 0*(x§n°(wf)+5fw§_})), (4.19)
donde
P 1, sim es dicritica para F,
s 0, sim es no dicritica para F.
De la ecuacién 4.19 tenemos que,
™ o m 9 o o
v (wr) = V(@ T WD) = (mo(wr) + 8) vh(e) + (W), (4.20)

Vamos a calcular ahora v%(z1). Sabemos que v (z1) = vE(x) y por el lema 4.2 tenemos que vj(z) =
min{¢o(L,C) : C € £L}, donde £ = {x = 0}. Por la férmula de Noether tenemos que

t0(L,C) = mo(L)mo(C) + ¢, (L', C)

donde £',C’ son los transformados estrictos de £ y C por w. Dado que el transformado de £ no pasa por
el origen de la primera carta se tiene que

to(£,€) = mo(L)mo(C) = mp(C).
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Por lo tanto v%(z1) = mo(C), con lo que el lema queda demostrado en el caso de 1-formas.
Para el caso de 2-formas se tiene

T (wr Awg) = (m1 0 0) (Wr Awg) = 0% o} (wr A wg) = o (a0 Tmolwe) T, Ly (4.21)

donde
2, sim es dicritica para F y G,
0: =<1, sim esno dicritica para F pero no para G,

0, sim no es dicritica para F ni para G.
De la ecuacién 4.21 se sigue que

V‘IET;(OJ]:/\WQ) — V%(xTo(w7)+mo(wg)+5w§}) /\w(gl))

= (mp(wr) + mo(wg) + 6) v (1) + viw Awd).

Siguiendo los mismos argumentos previamente mencionados se tiene que v (x1) = mo(C), donde C € EF.
Queda demostrado asi el lema. O

Para demostrar el teorema 4.1 procedemos en dos partes, demostraremos primero el caso (n,n + 1)
y posteriormente el caso general. Vamos a considerar 7 : (M,771(0)) — (C2,0) una sucesién de
explosiones descrita por el algoritmo de Euclides por el par (n,n + 1). A continuacién demostraremos el
teorema 4.1 para este caso.

El siguiente lema sera de gran ayuda en la demostracién del teorema 4.1 para la clase de equisingu-
laridad (n,n 4+ 1).

Lema 4.4. Sea  : (M,7~%(0)) — (C?,0) una sucesién finita de explosiones de tamano n, donde
cada centro de explosidn p; € M; para i € {0,1,2,....,n — 1} es el origen de la sequnda carta coordenada
Tit1 - (Mi+1,7ri__&1(0)) — (M;, 7 (p;)). Denotamos por E,, a la dltima componente irreducible de
7710). Sea F una foliacion singular holomorfa tal que F no tiene singularidades de tipo silla-nodo y
la componente E,, es la inica componente dicritica (sin puntos de tangencia o puntos singulares) para
el transformado estricto de F por w. Sea G una foliacion singular generada por el campo vectorial v
tal que la parte lineal del campo v tiene como wvalores propios Ay = n y Ao = 1 y la componente E,
es la unica componente dicritica para G. Sean Cr y Cg ramas invariantes no aisladas de F y G, cuyos
transformados estrictos por m, que denotamos por Cr y ég pasan por el mismo punto p € E,,, donde E,
es la componente dicritica, entonces

Tang(Cr,G) = ordop*wg = vy (wr Awg) — vy (wr) + Lp(ég, j(]:, g)), (4.22)

donde ¢ es una parametrizacion de Cr, J(F,G) es el transformado estricto por 7 de la curva jacobiana
entre las foliaciones F y G, e v, denota la multiplicidad de interseccion en el punto p.

Demostracion. La demostracion es por induccién sobre n. Demostramos el caso base n = 1. En este caso
71 (M,E;) — (C2,0) es la explosién del origen. Nétese que la foliacién 7*F no tiene puntos singulares
o puntos de tangencia sobre 7-1(0) = E;. Entonces F es generado por wr = (y + -+ )dx — (v + -+ ) dy,
donde los puntos suspensivos representan términos de orden mayor o igual a 2. Sin pérdida de generalidad,
vamos a suponer que G es generada por wg = ydx — xdy. Por la proposicién 3.4 para el caso en el que la
componente E; es dicritica tenemos que,

ordog*wg = my(Cr)(mg(wg) + 1) + ord, (pM)*ws, (4.23)

donde o) es la parametrizacién del transformado estricto por m; de Cr y w(gl) es un generador del

transformado estricto de la foliacién 7*G en el punto p. Por la proposicién 4.1 tenemos,

ordp(go(l))*w(gl) =g, (wgrl) A wél)) + Lp(ég,j(f(l),g(l))), (4.24)
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donde J(FM,gM) = {p = 0} con w;-) /\w( ) = = p(Z1,51)dE1 A diy y T(FD,6M) = {p = 0} donde
p(Z1,91) = §¥p(Z1,71) con k el entero positivo més grande posible y Cg es el transformado estricto por
7 de Cg. Tenemos del lema 4.3 que,

7T

v, (%) Aw§)) = vE, (wr Awg) — (mp(wr) +1) — (mp(wg) +1). (4.25)

Se sigue entonces de las ecuaciones (4.23), (4.24), (4.25), del lema 4.3 y que my(Cx) = 1, que

ordop*wg = mo(Cr)(mo(wg) + 1) + v (W Awi) + 1, (Co, T (FDV,GM)
= mo(Cr)(mo(wg) + 1) + VE, (wr Awg) — (mo(wsr) + 1) — (mo(wg) + 1)
+1,(Cg, T(FV,GW))
T (wr Awg) — (mo(wr) + 1) + 1,(Cg, T (FH,gW)
7 (Wr Awg) — v (wr) + 4,(Cg, T(FD,GW)).

= v

= 14

Dado que el transformado estricto de la curva jacobiana J (F,G) por m pasando por p es igual a la curva
J(]—'(l)7 g<1>) pasando por el punto p se tiene que

ordop*wg = v, (wr Awg) — Vg, (wr) + 1,(Cg, T (F,G))

Esto demuestra la afirmacion para el caso n = 1.
Vamos a suponer que el resultado es cierto para n y vamos a demostrar para n + 1. Es posible

descomponer la sucesién de explosiones 7, = m 0o, donde 77 es la explosion del origen. Sea F generada

por {wr =0} y sea G generado por {wg =0} y w}}) y wé ) son los transformados estrictos de WF Y Wg

por m1. Por la proposicién 3.4 tenemos,
ordop*wg = mg(Cr)mo(wg) + ordy, (o) wl. (4.26)
Por la hipétesis de induccion, tenemos que
ordo (9" wg) = v, (Wi Awl?) — Vg, (W) + 1 (CG7, T(FD.GM)), (4.27)

donde é(l), j(}"(l), G(M) son los transformados estrictos de Cél) y J(FD,GMW) por o. Del lema 4.3 se
sigue que,
v, (wr Awg) = mo(ws)vg, (§1) + mo(we)vf, (1) + V5, (Wi’ Awg?), (4.28)

donde {7; = 0} es una ecuacién del divisor. De las ecuaciones (4.26), (4.27) y (4.28), se sigue que

ordopwg = VE (wr Awg) — v (WE) —mo(wr)vg (51) + tp(Co, T (FY,GW))
(mo(Cr) —mo(wg))) vg, (1)

Dado que mg(Cr) = 1, tenemos que
dno* _ T _ o (&) 4,0 (1) é(l) Z ]:(1) (1)
ordop*wg Ve, (Wr Awg) —mo(wr)vg, (1) —vEp(we') + 5 (Cx", T(F,G1))
Dado que los transformados estrictos de Cg y J(F,G) por 7 pasando por el punto p coinciden con
las curvas (fg_-l), j(g<1>, G(M)) pasando por p, se tiene entonces
ordop*wg = Vg, (wr Awg) — v, (wF) + 1,(Cr, T (F,G)).

Quedando demostrado el lema. O
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Demostracion del teorema 4.1 para el caso m =n+1. Sea 7 : (M,7~1(0)) — (C2,0) la sucesién de
explosiones descrita por el algoritmo de Euclides del par (n,n 4 1). Sean F, G como en el teorema 4.1 y
sea Cx una rama invariante no aislada de F y ¢ su respectiva parametrizacién. Escribiendo a la sucesién
de explosiones m = 7y o 0 donde 7y es la explosion del origen y o es resto de sucesiones de explosiones.
Por la proposicion 3.4 tenemos que,

ordoyp*wg = my(Cx)mg(wg) + ordt(go(l))*w(gl), (4.29)

1)
g

donde ¢ es la parametrizacién del transformado por m de Cr y wg’ es un generador de la foliacién

71G. Por el lema 4.4, aplicado a los gérmenes de foliacién w(}}) y wél) tenemos que,

ordo(go(l))*w(gl) =vg, (wg_}) A wg)) - Vg, (w;l)) + Lp((f;-l), j(]:(l), g(l))). (4.30)

Del lema 4.3 tenemos,

Ve, (wg) A w(gl)) =vg, (wr ANwg) — Vg, (acl)mo(w;})) - Vg, (xl)mo(wél)) (4.31)

De las ecuaciones (4.29), (4.30) y (4.31) se sigue que

ordop*wg = VE,(wr Awg) — vg, (%) — g, (z1)mo(wP) + 1,(CE, F(FW, W)

—my(w$?) (mo(Cx) — v, (x1))

Del lema 4.2 sabemos que vg,(h) = min{,(#,C) | C € Eg,}, donde H = {h = 0}. Dado que estamos
mirando la explosién en la carta m1(x1,y1) = (21, z1y1) entonces, vg,(z) = vg,(x1) por lo que necesita-
mos calcular vg, (z) = min {to({x = 0},C) | C € g, }. Como cada rama C de la clase de equisingularidad

(n,n + 1) admite una parametrizacién de la forma ¢(t) = (£, "' + " a;t7), entonces
j>n+2

to({x =0},C) = ordpy™ (x) = ordst™ = n = my(Cx).
Esto implica que,

ordgp*wg = Vi, (wr ANwg) — Vi, (wr) + Lp(éél)7 j(}'(l),g(l))).

Dado que los transformados estrictos de Cg y J(F,G) por 7 pasando por p son iguales a las curvas é(l),
j(]—'(l)7 GM) pasando por p se tiene que,

ordop*wg = v, (wr Awg) = Vg, (F) + 1,(Cg. T (F,G)).
Esto termina la demostracién para el caso m =n + 1. O
Procedemos ahora con la demostracién del teorema 4.1 en el caso general.

Demostracion. [Demostracion del teorema 4.1] Sean n,m € N tales que 1 <n < m y m.c.d.(n,m) = 1.
La demostracién es por induccién sobre el nimero n + m. Asi, el caso base es cuando (n,m) = (2,3),
n+ m = 5. Este caso se sigue de la demostracién para el caso (n,n + 1) cuando n = 2. Sean F € §,
y G € §¢ y sean Cr y Cg las ramas invariantes no aisladas de F y G respectivamente. Sea ¢ una
parametrizacién de Cr.

Vamos a suponer que el resultado es cierto para todos los pares (n',m’), 1 <n’ <m’ y m.c.d(n’,m’) =
1 con ' +m’ < n+ m y también suponemos que m # n+ 1. Sean F € F, y G € F&. Sea Cx una rama
invariante no aislada de F. Sea ¢ una parametrizacién de Cr y la foliacién G inducida por la ecuacién
{wg = 0}. De nuevo, la sucesién = puede descomponerse como m = 71 o o donde 71 es la explosién del
origen. Entonces, por la proposicién 3.4,

ordog*wg = mo(Cr)mo (wg) + ordy, (¢™M) wy, (4.32)
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4.3. Valoraciones divisoriales y el orden de tangencia jacobianas de foliaciones holomorfas
donde w(gl) es un generador en el p; del trasnformado estricto de la foliaciéon 77G. Esta foliacién tiene

una unica componente dicritica que aparece después de realizar la sucesién de explosiones descrita por
el par (n,m —n). Dado que m — n > 1, por la hipé6tesis de induccién tenemos,

ordip*wg = mo(Cf)mo(wg)+ordt(g0(1))*w(gl) (4.33)
= mo(CrImog) + v, (W Awg”) = v, (W) + 1,50, T (FD,G)),

donde éé1)7 j(}"(l), g<1>) son los transformados escrictos de la curva Cél) y la curva jacobiana j(}"(l), Q(l))
por o. Se sigue del lema 4.3 que,

VE, (wr Awg) = (mo(wr) + mo(wg)) v, (x1) + Vg, (we) Aws) (4.34)
Sustituyendo (4.34) en (4.33) tenemos que

ordo¢*wg = mo(Cr)mo(wg) + v, (wr A wg) — (mo(wr) + mo(we)) v, (z1) — vi, (WE)) + 6 (€S, T(FD,6M))
(mo(Cx) — v, (21)) mo(wg) + v, (Wr Awg) — mo(wr)ve, (1) — Vi, (WE)) + 1,(C, T(FD,6M))
= (mo(Cr) — v, (x1)) mo(wg) + Vi, (wr Awg) — v, (wr) + 1(CSY, T(FP,6M)).

Del lema 4.2 sabemos que vg,(h) = min {1o(#,C) | C € £g,}, donde H = {h = 0}. Dado que la explosién
del origen es descrita por mi(x1,y1) = (z1,21y1) en el origen de la primera carta; entonces vg,(z) =
vg,(x1). Por consiguiente, necesitamos calcular vg,(z) = min {,o({x = 0},C) | C € g, }. Dado que cada
rama C de la clase de equisingularidad (n, m) admite una parametrizacién de la forma

p(t) = ("t + ) a;t!),

j>m

entonces
to({z =0},C) = ordgp™z = ordpt™ = n = my(Cr).

Esto implica que v (71) = mo(Cx) entonces,
ordgp*wg = Vi, (wr Nwg) — V}Ed(w}-) + Lp((f(l), j(}"(l), Q(l))).

Dado que los transformados estrictos de las curvas Cg y J(F,G) por 7 pasando por el punto p coinciden
con las curvas (fél), J(FD GW) entonces tenemos

ordop*wg = v, (wr Awg) — Vg, (wr) + 1p(Cg, T (F, G)).

Esto finaliza la demostracién del teorema.
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Capitulo 5

Transversalidad polar

5.1. Transversalidad polar con la familia §¢

En este capitulo presentamos otros resultados principales de la tesis. Nuestro objetivo es el estudio
del invariante de Zariski para las separatrices no aisladas de las foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales.
Para ello en este capitulo introducimos la subfamilia de foliaciones pseudo-cuspidales dicriticas que tienen
transversalidad polar con la familia §$. Mostramos que para cualquier elemento F de esta subfamilia,
se tiene que el invariante de Zariski de sus separatrices no aisladas coincide. Para introducir la nocién
de transversalidad polar con la familia §$ usamos el hecho de que el transformado estricto de la curva
jacobiana entre una foliacién en §, y toda foliacién en §< no interseca transversalmente a la componente
dicritica Eq4

Definicién 5.1. (Transversalidad polar con la familia §$) Decimos que una foliacién pseudo-cuspidal
dicritica F € §r tiene transversalidad polar con la familia F< siy sélo si para toda G € § el transformado
estricto de la curva jacobiana J(F,G) no interseca a la componente dicritica Fy.

Denotaremos por §; a la familia de foliaciones con transversalidad polar con respecto a la familia §.
Como mencionamos en la introduccion, el objetivo es estudiar las separatrices no aisladas de foliaciones
en §.. El siguiente teorema que es el resultado principal de este capitulo, nos dice que los elementos de
$x son foliaciones cuyas separatrices no aisladas tienen el mismo invariante de Zariski.

Teorema 5.1. Sea F una foliacion con transversalidad polar con la familia §5, entonces todas las
separatrices no aisladas de F tienen el mismo invariante de Zariski.

Observacion 5.1. Nétese que si F es una foliacién cuspidal entonces todas sus separatrices no aisladas
son (n, m)-cuasihomogéneas.

Demostracion. Sean F € §x que no es cuspidal, Cr una separatriz no aislada de F y ¢ una parametri-
zacién Cr. Si existe G tal que ordpp*wg = 00, entonces por el teorema 4.1

oo = ordop*wg = v, (Wr Awg) — v, (WF). (5.1)

Dado que vf; (wr) < oo tenemos que v (wr Awg) = 00, y esto sucede si y sélo si wr Awg = 0, pero
esta ultima igualdad implica que F = G. Esto es una contradiccién dado que supusimos que F no es
cuspidal. Tenemos entonces que para todo G € §<, ordgp*wg < co. Consideramos una foliaciéon dicritica
cuspidal G € S5 tal que ordop*wg es maximal. Por el teorema 4.1

ordop*wg = v, (wr Awg) — Vg, (wF). (5.2)
Dado que ordgp*wg es maximal

Vi, (Wr Awg) — vy, (wr) = ordop™wg < ordop*wg = v, (wr Awg) — vg, (Wr),
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para todo G € §¢. Entonces
v, (wr Awg) < Vg, (wr Awg) para toda G € §7. (5.3)

Esto implica que v, (wr A wg) es maximal. Mdas atun, sabemos por el teorema 3.7, que el invariante de
Zariski de la rama Cr es
A =ordgp*wg + 1 —n. (5.4)

Si Cr es otra separatriz no aislada y ¢ es su parametrizacién, entonces por el teorema 4.1,
ordop*wg = v, (wr ANwg) — vg, (wr). (5.5)
Este valor es maximal en virtud de la desigualdad (5.3) entonces,
ordgp*wg +1—n=vg, (Wr Awg) — Vg, (wr) +1—n (5.6)
es el invariante de Zariski Cr. Este invariante coincide precisamente con el invariante de Cx. Por consi-

guiente, hemos demostrado que todas las separatrices no aisladas tienen el mismo invariante de Zariski.
Con esto finalizamos la demostracién del teorema 5.1. O

Ejemplo 5.1. Consideremos la foliacién F generada por
Wr = (Sy3 + 53y + 2x6y) dx — (3xy2 + 22ty + $7) dy.

Las separatrices no aisladas de la foliacién son las curvas dadas por Cx = {y* — ka® + 23y? + 25y = 0},
con k € C*. Estas curvas pertenecen a la clase de equisingularidad (3, 8). Consideremos ahora la foliacién
Go dada por wg, = 8ydx — 3xdy y calculemos

wr ANwg, = (gc4y2 + 2$7y) dx A dy.

Noétese que la curva jacobiana J (F, Go) = J1(F, Go)UT2(F,Go)UT3(F, Go) donde las curvas J1 (F,Go) =
{x =0}, J2(F,Go) = {y = 0} vy J3(F,Go) = {y + 2% = 0}. Més atin el transformado estricto por  de
estas curvas no interseca a la componente dicritica.

Despues de algunos célculos tenemos que vf, (wr Awg,) = 38 y v (wr) = 27. Sea Cj con k fijo una
separatriz no aislada de F. Por la férmula del teorema 4.1 tenemos,

Tang(Cr,Go) = v, (wr Awg,) — v, (wr) + tp(Ch, T(F, Go))
38 — 27 =11.
Noétese que Tang(Cg,Go) +1—3 =9 € Se, y por lo tanto 11 no es el invariante de Zariski.
Consideremos ahora la foliacién G,, dada por wg, = (8y — ozw3) dxr — 3zdy, con o € C. Calculando
wr Awg, = ((1—3a)z*y? + (2 - 2a)z"y — az'®) dz A dy

Después de algunos cdlculos tenemos, que si 1 — 3a # 0 entonces v (wr Awg, ) = 38.
Por otro lado si ap = %, entonces 1 — 3ag = 0 y se tiene,

3

Nétese que la curva jacobiana J(F,Ga,) = J1(F,Gap) U J2(F, Ga,) donde J1(F,Gao,) = {z =0} y
J2(F,Gao) = {3y — 32 = 0}. Més atin el transformado estricto de la curva jacobiana no interseca la
componente dicritica. Después de algunos célculos tenemos que vy, (wr A wgao) = 39. Sea Ci, con k fijo
una separatriz no aislada de F. Por la formula dada en el teorema 4.1 tenemos,

Tang(Cr,Gao) = Vi, (Wr Awg,,) — v, (wWF) + tp(Ca., » T (F,Go))
= 39-27=12.

Dado que Tang(Cg,Go,) +1—-3=12+1-3=10¢ Sc y Tang(Cx,Ga,) + 1 —3+3 -8 =5 ¢& 8Z~( se
sigue del teorema 3.7 que 10 es el invariante de Zariski.

4 1
wrF Awg, = (x7y — 3x10) dx A dy.

89



5.2. Degeneraciones de la familia §, y curvas jacobianas Capitulo 5. Transversalidad polar

5.2. Degeneraciones de la familia §, y curvas jacobianas

Es importante hacer notar que el teorema 5.1 muestra que si F pertence a la familia §% todas las
separatrices no aisladas de F tienen el mismo invariante de Zariski, sin embargo el invariante de Zariski no
caracteriza a la familia §%. El siguiente ejemplo muestra la existencia de una foliacién cuyas separatrices
no aisladas tienen el mismo invariante de Zariski pero dicha foliacién no pertence a la familia §%. Es
un trabajo a futuro dar una descripciéon de un conjunto de invariantes que caracterice a las foliaciones
dicriticas pseudo-cuspidales que tienen la propiedad de transversalidad polar con la familia §.

Ejemplo 5.2. Sea F la foliacién inducida por {wr = 0} donde
wr = (25 — 7y%)dx + (6y°x — 27)dy.

Las separatrices no aisladas de F estan dadas por C, = {y6 — ko — 2y = O} para k € C*. Para cada
k € C* la rama Cy pertenece a la clase de equisingularidad (6, 7). Después de algunos célculos podemos
verificar que el invariante de Zariski de la Ci es 9 para toda k € C*. La foliacién F pertenece a la familia
S, sin embargo no pertence a la familia §%. Vamos a considerar la foliacién G, inducida por la ecuacién
{wg,, = 0}, donde wg_, = Tydx — (6x + ay)dy con o € C*. Entonces,

wrAwg, = ((2% —7y°)dz + (6y°z — 2")dy) A (Tydz — (62 + ay)dy)
(—(2% — 7y°) (62 + ay) — (6y°z — 2")Ty) dz A dy
= [7ay7 + a7y — cmc6y2] dx N dy.

Notemos que la curva jacobiana tiene dos ramas J(F,Go) = J1(F,Ga) U Jo(F,Gs), donde

J(F.Go) ={y =0}y Jo(F,Ga) = {Tay® + 27 — az’y = 0}. El transformado estricto de J>(F,G,) por

7 interseca a la componente E; en un punto no esquina. Por esta razén, F no pertenece a la familia §.
Vamos a calcular el invariante de Zariski para cada separatriz no aislada de la foliacién F en términos

de la férmula dada en el teorema 4.1. Sea Cj una separatriz no aislada de F. Para cada k fija existe

a(k) tal que el transformado estricto de la curva jacobiana J(F,Gqa(x)) Por 7, pasa por el mismo punto

p € Eq que el transformado estricto de la separatriz Cg, . Después de algunos célculos tenemos

Tang (Cka ga(k)) = Vg‘d, (w}' A wga(}c)) - ng (w}') + Lp(éGa(m ) j(]:a ga(k))) (5'7)
61 —48+1 = 14. (5.8)

Se tiene asi que Tang(Cr, Gar)) +1—-6 =144+1—-6 =9y Tang(Cr, Gax)) +1 -7 =14+1-7 =8, dado
que 9 ¢ Se v 8 & 7Z~¢ se sigue del teorema 3.7 que 9 es el invariante de Zariski.

Ejemplo 5.3. Consideremos la foliacién F generada por
wWr = (y5 + 22% — 22%9% — 9x2y4) dr + (4y°2° — 210 4 2210y — 3yt — x8y2) dy.

Las curvas invariantes de la foliacién son Cp = {y* — k2® + (k — 1)2"y + 27y?> = 0}, k € C*. Para
todo k € C* con excepcién de k = 1 las separatrices no aisladas tienen el mismo invariante de Zariski.
Consideremos ahora la foliacién Gy dada por wy = 9ydx — 4zdy, calculando

wr ANwg, = —xY (y4 — 2% +102% — 9m7y2) dx N dy.

Después de algunos calculos tenemos que v (wr A wo) = 61 y vg (wr) = 48. Nétese que la curva
jacobiana J(F,Gp) es la unién de las curvas J; = {x =0}, Jo = {y = 0} y T3 = {y* — 2% + 102% —
927y? = 0}. Ademss el transformado estricto de la curva J3 por 7 si interseca la componente dicritica.
Vamos a calcular el invariante de Zariski usando la férmula del teorema 4.1. Sea Cy, con k # 1 fijo entonces
por la férmula del teorema 4.1 tenemos,

Tang(Ck,Go) = Vg, (wr Awg,) — v, (WF) + tp(Cay. T (F,Go))
61 — 48 = 13.
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Asi Tang(Cx,Go) +1 —4=10¢ Sec y Tang(C,Go) + 1 —4+4—-9=14 -9 =5 ¢ 9Z~¢. Por lo tanto 10
es el invariante de Zariski.
Para k = 1, después de algunos célculos tenemos que

Tang(C1,Go) = v, (wr Awg,) — Vg, (wr) + tp(Cay, T (F.Go))
= 61 —48+9 =22.

Asi Tang(C1,Go) +1—4=23—-4=19 ¢ Sc y ademds Tang(C1,Gp)+1—4+4—-9=23—-9 =14 &€ 9Z~,.
Por lo tanto para la separatriz Cy el invariante de Zariski es 19.

El siguiente resultado da una condicién que asegura cuando todas las separatrices no aisladas son
cuasihomogéneas.

Proposicién 5.1. Sea F € §, la foliacién inducida por {wr = 0}. Si existe G € FC tal que
vg, (Wr Awg) —vg, (wr) > m(n — 1), (5.9)
entonces todas las separatrices no aisladas de F son (n, m)-cuasihomogéneas.

Demostracion. Sea Cr una separatriz no aislada de la foliacién F y sea ¢ una parametrizacién de Cr.
Por el teorema 4.1 o
ordop*wg = v, (wr Awg) — v, (wr) + 1,(Cg, T (F,G)), (5.10)

para cualquier G € F$. Dado que por hipdtesis existe Ge 8 tal que vy (wrAwg) —vE, (wr) = m(n—1),
entonces tenemos que

ordop*wg = vp,(wr Awg) —vg, (WF) + Lp(ég, j(]:, (j))
m(n—1) + 1,(Cs, J(F,G)) = m(n —1).

\

Esto implica que ordop*wg +1—n > m(n —1)+1—-n = (m —1)(n — 1). Dado que el conductor del
semigrupo Sc de la rama es ¢ = (m — 1)(n — 1), entonces Cr es analiticamente equivalente a la rama
cuasihomogénea. El mismo argumento funciona para cualquier otra separatriz no aislada. O

En la seccién 5.3 vamos a dar un resultado més refinado de esta proposicién

5.3. Foliaciones con transversalidad polar a la familia §

En la presente subseccién vamos a demostrar que la familia §% no es vacia y mas atin exhibimos
una familia de foliaciones pesudo-cuspidales con la propiedad de transversalidad polar. Vamos a recordar
algunos de los resultados presentados al final del capitulo 2.

Sean n,m € N, 1 < n < m con m.c.d.(n,m) = 1, consideramos

Z1:={s€Z> : s+ngnm)yys+m¢e{nm)}, (5.11)
donde (n,m) ={ni+mj : i,j € Z>o}. Consideremos ahora el conjunto,
PZ:={(i,j) €Z%; : 0<i<m—2,0<j<n—2yni+mj>nm}. (5.12)

Recordemos que el conjunto ZI estd en biyeccién con el conjunto de los invariantes de Zariski de la clase
de equisingularidad (n, m). El siguiente lema es demostrado en [50] y da una relacién entre los conjuntos
Z1y PZ.

Lema 2.4. Hay una biyeccion entre los conjuntos PZ y Z1.
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La biyeccién entre estos dos conjuntos esta dada por

PZ —_— 71
(p,g) — A=np+mqg—nm+m

En el mismo articulo es demostrado el siguiente resultado ([50],[60])

Teorema 2.2. Sea C una rama que pertenece a la clase de equisingularidad (n,m) y que no es (n,m)-
cuasithomogénea, y sea A su invariante de Zariski. Entonces, después de un cambio de coordenadas analiti-
co, C admite una ecuacion de la siguiente forma

y" —a™ 4+ 2Pyt + Z aijz'y’ =0y, (5.13)
(1,j)EPZ
ni+mj>np+mq
donde (p,q) € PZ es el punto asociado a \ por medio de la biyeccion entre PZ y ZI.
Haciendo uso del lema 2.4 es posible profundizar el resultado enunciado en la proposicién 5.1.
Proposicién 5.2. Sea F € §, la foliacién inducida por {wr = 0}. Si existe G € FE tal que
v, (Wr Awg) —vg, (wr) 2 c—1, (5.14)

donde c es el conductor, entonces todas las separatrices no aisladas de F son cuasihomogéneas.

Demostracion. Sea Cr una separatriz no aislada de la foliacién F y sea ¢ una parametrizacién de Cr.
Dado que por hipétesis existe G € §y tal que vg (wr Awg) — v, (wr) > ¢ — 1, entonces tenemos que

ordop*wg = vp,(wr Awg) —vi, (WF) + LZ,(CNQ7 J(F, G))
> c—1+44,(C5 J(F,G) >c—1.

Esto implica que ordop*wg +1—n > c—1+1—n = ¢ —n. Dado que el conductor del semigrupo
Sc de la rama es ¢ = (m — 1)(n — 1) tenemos que c —n = (m—1)(n—1) —n =mn —2n —m + 1.
Denotamos por k = ordop*wg +1 —n > m(n — 1) — 2n. Dado que m.c.d.(n,m) = 1, tenemos que el
conjunto {im : i =0,1,...,n— 1} es un sistema completo de residuos médulo n. Entonces existen tinicos
0<i<n—1yj € Ztales que k = im+jn. Tenemos asi im+jn = k > m(n—1) —2n o equivalentemente
(J+2n>m—1—4)m > 0.Sij > 0 entonces k € S¢ y por lo tanto no es el invariante de Zariski.
Supongamos que j < 0 entonces j = —1ei=n—1. Entonces k+n—m=(n—-1ym—-n+n—m =
(n —2)m € mZsyp. Por lo tanto no puede ser el invariante de Zariski. Hemos demostrado por lo tanto
que cualquier nimero k > m(n — 1) — 2n satiface algunos de los criterios y por ende no puede ser el
invariante de Zariski. El mismo argumento funciona para cualquier otra separatriz no aislada. O

Observacién 5.2. El mismo resultado se obtiene haciendo uso del lema 2.4, notando que el valor
asociado al punto (n — 2, m — 2) mediante las biyeccién es el ultimo de los posibles invariantes de Zariski
para la clase de equisingularidad (n,m).

Noétese que dado que el conductor del semigrupo para una rama de la clase de equisingularidad (n, m)
es ¢ = (m —1)(n — 1), entonces la cota inferior dada en la proposicién 5.2 es més fina que la cota dada
en 5.1.

Si consideramos las foliaciones inducidas por las ecuaciones

P e ) ) e
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las separatrices no aisladas de F; y F2 estdn dadas por Cp1 = {y" —aPy? —ka™ =0} y Cro =
{y™ — k(z™ — aPy?) = 0}, k € C*. De acuerdo con el teorema 2.2 todas las separatrices no aisladas
de Fy y F» tienen el mismo invariante de Zariski; mds aun, éste es el asociado al punto (p,q) € PZ.
De hecho es posible demostrar que ambas foliaciones pertenecen a la familia de foliaciones dicriticas
pseudo-cuspidales con la propiedad de transversalidad polar. Mas atin demostraremos que hay toda una
familia de foliaciones dicriticas con la propiedad de transversalidad polar, como lo muestra el siguiente
resultado.

Teorema 5.2. Sean (z,y) coordenadas adaptadas a 7w y (p,q) € PZ. Consideramos Fi y Fa foliaciones
inducidas por {wr, =0} y {wzr, = 0} respectivamente, donde

wr, = (a1y" " + azaPy + yA(z,y))) do + (bry™ %@ + bea? T + 2 B(z,y)) dy,

con nay +mby =0, nag +mby # 0,32 € C \Q y A(z,y), B(z,y) € C{x,y} tienen orden mayor o igual
ap+1,y

w]:z = (élxm_py + dzyq—H + yA(.’IJ, y)) d{l? + (Elxm—p+1 + Bnyq + xB(x, y)) dyv

con may +nby = 0, mas + nby # O,%—z eC\Qy Az, y), B(a:,y) € C{z,y} con orden mayor o igual que
2

max{q + 1,m — p}. Entonces las foliaciones Fi, Fa pertenecen a la familia % con i = 1,2. Ademds, el

invariante de Zariski de todas las ramas invariantes no aisladas de F; parai = 1,2 es el valor \ asociado

al punto (p,q) en el conjunto PZ.

Previo a demostrar el teorema requerimos de algunos resultados preliminares. La siguiente proposicién
nos da una familia de foliaciones dicriticas que pertenece a §.

Proposicién 5.3. Sean (x,y) coordenadas adaptadas a 7 y (p,q) € PZ. Sean Fy y Fo foliaciones
inducidas por {wr, = 0} y {wzr, = 0} respectivamente, donde

Wr, = (alyniq+1 + a2xpy + yA(l’, y)) dr + (blyniq‘r + 62xp+1 + IB(‘Ta y)) dya

con nay + mby =0, naz + mby # 0, 32 € C \Q y A(z,y), B(z,y) € C{z,y} de orden mayor o igual a
p+1,y

wr, = (dlxm_py + agy?™ + yA(z, y)) dz + (Elxm"’“ + byay? + 2B(z, y)) dy,

con may +nby = 0, mas +nby # 0, ‘5—2 € C\Q y A(z,y), B(z,y) € C{x,y} con orden mayor o igual que
2
max{q + 1,m — p}. Entonces las foliaciones F1,Fo pertencen a .

Para la demostracion de esta proposicién requerimos un lema técnico.

Lema 5.1. Sea (p,q) € PZ y sean t,l € N* tales que tn —Im =1, t < m y | < n. Entonces tenemos que
_p >t

n—q — 1

Demostracién. Primero notemos que cualquier otra solucién (t, l~) de la ecuacién nx — my = 1 esta
dada por £t = t + kom y | = | + kon para algin ky € Z. Por otro lado, como (p,q) € PZ, entonces
np —m(n —q) > 0. Sea s € N* tal que np — m(n — ¢q) = s. Dado que s > 0, entonces las soluciones
de la ecuacién nx — my = s estdn dadas por © = st + kgm y y = sl + kon para ko € Z. Como (p,q)
pertenece al conjunto PZ, entonces (p,n — ¢) es una solucidn; asi, existe kg € Z tal que p = st + kom y
n —q = sl + kgn.

Si kg > 1, entonces p > m y n — q > n pero esto es una contradiccion.
st

Si kg = 0 entonces %iq == % y finalizamos la demostracién en este caso.

Finalmente, si ky € Z( entonces
pl — (n — q)t = stl + koml — (Ist + kont) = ko (Im — nt) = —ko.

Dado que kg < 0, entonces —kg > 0 y esto implica que nLiq > % O
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Demostracion de la proposicion 5.3. Debemos demostrar que JF; satisface las 3 propiedades de la familia
Sr (ver definicién 3.15). Dado que el sistema de coordenadas (x,y) es adaptado a , la propiedad iii) se
satisface pues la curva Lo = {y = 0} tiene contacto maximal con 7 y es invariante por F; y Lo, = {z = 0}
también es invariante y transversal a L.

Ahora vamos a demostrar que se cumple la propiedad ii). Sea o la sucesién de explosiones determinada
por (p,n — q). Vamos a demostrar que hay un nimero finito de puntos singulares de o*F; en la dltima
componente irreducible de 0~1(0), cada uno de estos puntos es una singularidad simple, y con la posible
excepcion de uno de esos puntos, no hay singularidades de tipo silla-nodo. Por la identidad de Bézout
existen r, s € N*, con r < sy tales que rp — s(n — ¢) = p donde p:=m.c.d.(p,n — ¢). Vamos a considerar
el siguiente morfismo

Calculemos ahora o*wg,

ofwr, = utnTItDErL, e+ g1 [((ral + sb1) v + (raz + sb2) u’v + u’H'TU%H(TAl + sBl)) du (5.16)

+ ((n_ qa1 + §b1> u + ( CLQ =+ bg) —|—u’0+r+l n;q (n;qu + %Bl)) dU:| s

q

donde (u’"(p“)vn; P+)) 4, = Aoo, WP T Pt ) B — Bog.

Los puntos singulares estan dados por v = 0 y las soluciones de la ecuacién

<n_qa1 + pb1> u+ (n_qa2+pb2> uft = 0.
P P P P

Notemos que u = 0 es una solucién de la ecuacion previa. Si u # 0, dado que % ¢ QQ, entonces tenemos

que

(n —q)ai + pby
p— DN TP 1
B (n — q)az + pby (5.17)

Sean &;, 1 = 1,2, ..., p las soluciones de la ecuacién (5.17). Consideremos el cambio de variables
ui:u_fia Uy =,

para cada i € {1,2, ..., p}. Analicemos la restriccién de la forma oc*wz, a cada punto singular z; = (§;,0)
y demostremos que bajo las condiciones de la proposicién 5.3 los puntos singulares son simples. En el
punto z; = (§;,0) la ecuacién (5.16) toma la forma,

n7q+1
ocrwr |, = ((ra1 + sby + (rag + sba)&l) v + vihy (u;) + v, * g1> du;

+<(n_

p . A
donde hq(u;) = > cjulel™, con ¢ € C, g1 = (u; + &) (rAs(wi + &, v;) + sBi(u; + &, v:)),
j=1
ptl ool B
ha(ui) = 32 djui &, cond; € Cy ga = (us + &) (%Al(ui + &y vi) + BB (ui +€z‘7vz‘))~
j=2
Consideremos un campo vectorial vy, que genere la misma foliacién en el punto z;. La parte lineal
de dicho campo vectorial, es de la forma

= (— ((n —q)ar + pb1) ¢ ) _

Dozl = 0 (rai + sby + (ras + sby) ff)

n — n—gq
qal + §b1 +(p+1)¢ ( qaz + ib2)> w; + ho(u;) +v; * gz) dv;,
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Dado que na; + mb; = 0, entonces ’;—i = —2 y ademas dado que np —m(n — ¢q) > 0 tenemos que

& rm — sn ras + sbs
M np—m(n—q) (n—q)ag+pby

- +sb Lo o
Sip:= (nfﬁﬁ € Q, entonces Z—j € Q, lo cual es una contradiccién a la hipdtesis Z—j € C\ Q. Por
lo tanto ¢ ¢ Q; y en particular, o # 0. Esto implica que % ¢ Q¢ y esto demuestra que cada punto

z; = (&,0) para i = 1,2, ..., p es una singularidad simple no silla-nodo.
Ahora analizamos el punto singular (u,v) = (0, 0). Consideremos un campo vectorial U7, que genere
a la foliacién JF; en el punto (u,v) = (0,0). La parte lineal de 9, en el punto (0,0) estd dada por

- =gy + Bp ) 0
DU]-]‘(O,O) = ( p 1 pt .

0 — (ray + sby)
El cociente de los valores propios estd dado por

A1 1<(n—q)a1+pb1>.

/\72 a p ray + sby

Por hipdtesis na; + mb; = 0, entonces Z—ll = —7 y por tanto el cociente es
A 1 (np+mqg—mn
o p ns —rm '

Dado que (p, q) € PZ, tenemos que np +mqg — mn > 0. Si ns — rm > 0 entonces este punto es un punto
simple no silla-nodo y terminamos la demostracién. Si ns — rm < 0, entonces i—; € Q- vy este punto
guia a la tinica componente dicritica.

En el origen de la carta (@, ), donde & = = y & = wv, el tinico punto singular es (@, ) = (0,0). La
ecuacién en este punto esta dada por

b = ((n a4y + pb1> 5+ 4 <”_qa2 + pbz) T+ e <n_qA2 + sz)) dii
p P P p P P
+ <(n_ qa1 + Eln —ra; — 3b1> av? + (n_ qaz + Ebz —raz — Sb2> f‘) dv
p p p p

+ (ﬂnqurl{)nqu ((n ; 9_ T) Ay + (2; — S) B2>) dv.

Si Uz, es un campo vectorial que genera a la misma foliacién en una vecindad del punto (@, ) = (0,0),
la parte lineal de dicho campo vectorial esta dada por

(H(IQ + Eby —raz — Sbg) 0

Doz 0.0 = ?
1O 0 ~ (210 + 20y

El cociente de los valores propios es

M ras + sb2
Ao g 2T
Ao (n — q)ag + pbs

. ras+sb2
Si (n—q)az+pb2

A EQ
by >0-

’ Queda por demostrar la propiedad i), es decir, que la foliacién F; tiene una dnica componente dicritica.
Como m.c.d(n,m) = 1, por la identidad de Bézout existen ¢,I € N* tales que nt —Im = 1. Consideramos
t,l € N* tales que | < n y t < m. Después de algunos calculos tenemos que n — Il <m —ty [l <t.

€ Q entonces ‘;—j € @Q, pero esto es una contradiccién dado que ‘g—j € C\ Q; entonces
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Consideramos el siguiente morfismo
u,v) = (" u™ ) = (x,y),
que codifica la sucesién de explosiones determinada por el algoritmo de Euclides del par (n,m) hasta la
pentiltima explosién. Vamos a calcular #*wy, . Para esto denotamos por o = (m—t)(n—q+1)+n—1,8 =
tth—q+1)+lLy=n-0p+2)+m-—tyd=Ip+2)+t. Porlo tanto
Trwr = (clua_lvﬁ + couV "% 4 w0 ((n — DAy + (m— t)Bl)> du

+ (dluavﬂ_l + dou vt 4 Y0 (l/h + tl%)) dv,

donde ¢; = aj(n —1) + by(m — t), ca = az(n — 1) + ba(m —t), dy = lag + thy, do = lag + thy y

AP tD=0lp ) = A o 7 y BiuPtD=1ylp+1) — B o #. Notemos que por la condicién na; +
mby = 0 se tiene que ¢; = —d;. Por otro lado, tenemos que %iq > > ’Z—j Esto implica que

p(n —1) — (m —t)(n —q) > 0, por consiguiente vy —a = (p+ 1)(n — 1) — (m — t)(n — ¢) > 0. Entonces,
por el lema 5.1 tenemos que (p + 1)l — ¢t(n — q) > 0, esto implica que é — 8 > 0. Entonces, diviendo por
u® 19P~1 tenemos que

wr = (_clv + cou T AL gy St ((n — DAy + (m — t)B1)) du

+ (Cw + dou) T I TB gy met,0 -8 (lfh + tB1)) dv.

Nétese que el punto (u,v) = (0,0) es un punto singular y que el grado de los monomios u?~*p°~A+L,
uY~ T 1y0=8 s mayor o igual que 2, al hacer la explosién de este punto y mirar en cualquiera de las
dos cartas obtemos la componente dicritica puesto que se cumple que —ciuv + cyuv = 0. Dado que
la composicién del morfismo # con la explosién del punto (u,v) = (0,0) es la sucesién descrita por el
algoritmo de Euclides del par (n,m). Siguiendo un razonamiento andlogo se demuestra que JFy pertence
a §r. Con esto finalizamos la demostracién. O

El siguiente lema provee un procedimiento que permite determinar la intersecciéon de la curva polar
entre dos foliaciones, donde una de ellas pertenece a §, y la otra a §5 y la componente irreducible del
divisor Eg4, en términos del poligono de Newton de la curva jacobiana.

Recordemos que dada una serie h € C{z,y}, con h = 3 h;jz'y’, el soporte de h, es por definicién,

Sop(h;z,y) == {(i,j) € Z%¢ | hsj # 0} . (5.18)

El poligono de Newton de h que denotamos por N (h;x,y) con respecto a las coordenadas x,y, es por
definicién la envolvente convexa del conjunto Sop(h;z,y) + R220~ Dada la curva definida por el lugar de
ceros de h, H = {h = 0} el poligono de Newton de H, es N'(h;z,y).

Lema 5.2. Sea 7 : (M,771(0)) — (C2,0) una sucesion finita de explosiones, descrita por el algoritmo
de Euclides del par (n,m). Sea E4 la componente irreducible del divisor D = 7~=1(0) que aparece al
realizar la dltima explosion de la sucesion w. Sea J(F,G) la curva jacobiana entre las foliaciones F y G
con F € §r y G € FS. Denotamos por J(F,G) al transformado estricto de J(F,G) por w. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El transformado estricto de la curva jacobiana interseca a la componente Eq en un punto p que no
es esquina J(F,G) N Eq # 0.

ii) Existe un sistema de coordendas (x,y) adaptado a 7, tal que el poligono de Newton
N(T(F,G);x,y) tiene un lado de pendiente —*.
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iit) Para todo sistema de coordenadas (x,y) adaptado a 7, el poligono de Newton N(J(F,G);z,y)
tiene un lado de pendiente —-.

Demostracion del lema 5.2. La implicacién iii) hacia ii) es inmediata. Ahora vamos a demostrar que i)
si y sélo si ii). Sea (x,y) un sistema de coordenadas adaptado a w. Vamos a recordar que m es una
sucesion finita de explosiones puntuales. Denotamos por £ a la longitud de la sucesién de explosiones
puntuales. Sea p; para i =0,1,...,k — 1 el centro de explosién m; : (Mi,ﬂ'i_l(())) — (M;—1,pi—1) donde
po = (0,0) es el origen de My = C2. Para cada [ € {1,2,...,k} consideramos (x7,%;) un sistema de
coordenadas adaptado a p;. Notemos que la explosién m; estd dada en el punto p;_; por una de las
siguientes ecuaciones

oi(z, ) = (x,xy), o oa(@n,y) = (Tys ), (5.19)

y asociadas a esas ecuaciones tenemos dos transformaciones afines T, : R2 — R2, para s = 1,2, dadas
por,
Ti(i,7) = (i+7,7), o Ta(i,j) = (i,i+ 7). (5.20)

Para cadal = 1,2, ..., k, el poligono de Newton N (J ) (F,G); 1, 41), donde TV (F,G) es el transformado
por mj omgo- - -0, es la envolvente convexa del conjunto Ts(Sop((momgo---om_1)* T (F,G); x1—1,Y1-1)+
R%, para | = 1,2,...,k y s € {1,2}, donde zyp = =, yo = y y 7o es la identidad. Después de algunos

célculos se demuestra que N(J(F,G);x,y) tiene un lado de pendiente —2 si y sélo si el poligono

N(T*(F,G);xx_1,yx_1) tiene un lado de pendiente —1. Sea J(F,G) = {h =0} la curva jaco-

biana entre J 'y G. Vamos a considerar la congposicién o = m om0 0m_1. Entonces h~o o=
x‘g_ly,f_lh(%_l,yk_l), con o, 8 € Z~o y donde h(0,yi—1) # 0 # h(xg—1,0). Escribimos h = h,. JrNhr+1 +
-++, donde h; € Clxg_1,yr—1] es un polinomio homogéneo de grado i para ¢t = r,r + 1,..., y h, es el

primer polinomio no idénticamente nulo. Escribimos h, = 3717192—1 g, con ,6 < r con g un polinomio
de grado 7 — v — d. Sea 7y, la explosién del punto pr_1, Tr(7k, Yrx) = (T, Tryx). El transformado por 7y
de h es,

i (R) = by (xh, 2ryne) + hogr (T, 2rys) + - = 2 0y0a 7 g(Loye) + 2 Py -

=}, (yhg(Lyx) + TpPri1 + )

donde los puntos representan términos de orden mayor que 2. Notemos que el divisor en esta carta esta
dado por z = 0, asi con excepcién de los puntos esquina, j(}', G) N Eq # 0 si y sélo si existe £ € C*
tal que g(1,£) = 0. Entonces es suficiente demostrar que existe £ € C* tal que g(1,£) = 0. Recordemos
que dado un polinomio ¢ € C[T], existe £ € C tal que ¢(§) = 0 si y sélo si el grado de ¢ es mayor o igual
a 1. Vamos a demostrar asi que el grado de g es mayor o igual a 1. Si el grado de g es menor que 1, es
decir, si g es constante, entonces el poligono de Newton N (J*~(F,G); 1, yr_1) consiste de un tinico
punto y por lo tanto dicho poligono no tiene un lado de pendiente —1 pero esto seria una contradiccion
a que el poligono de Newton N'(J(F,G);x,y) tenga un lado de pendiente — . Por lo tanto el grado de
g es mayor o igual a 1. Dado que el poligono Nj_1(J(F,G); xx—_1,yr—1) tiene un lado de pendiente —1,
es posible encontrar £ € C* tal que ¢(1,£) = 0.

Ahora vamos a demostrar que ii) implica iii). Sean (z,y) y (2/,y’) sistemas de coordenadas adaptados
am. Siz =1z ey =1y terminamos, entonces basta suponer que algunas de las coordenadas son distintas.
As{ supongamos que y = u(z’,y")y’ con u(0,0) # 0. Escribiendo z =z =2’ y w =y y w’ = ¢/ tenemos
dos representaciones de h, donde J(F,G) = {h = 0}.

h(z,y) = Z hijfﬂiyj = Z hijziwj = Z h;jziw/j,

Nuestro objetivo es determinar quienes son los coeficientes h’ij. Dado i € 7Z, sea G; = %, notese
que Gil,—0 = Y hjjw! = > h’ijw’j. Por la férmula de Faa di Bruno para la j-ésima derivada de una
j=0 j=0

97



5.3. Foliaciones con transversalidad polar a la familia §< Capitulo 5. Transversalidad polar

composiciéon de funciénes tenemos

el MG 1 (8w \™
A(w')i = ZNk A(w')Ix n (a(w/)l) ) (5.21)
=1

kel[s]

donde k = (kjl,k‘g, ...,k‘j) S ZjZO’ |k| =ki+ko+- "k’j, []} = {(k‘l,kg,...,k’j) c ZjZO k1 +2ko+-- —‘rjkij =
ity

N, gt
TP
Nétese por otro lado que
ow  du W] oty con u "
a(w/)l - a(wl)l a(w/)lfl 0(w’)0 -

01, T 9 i
Wi = | =00 = >_ Nehap [ 17 <la(w/)l1(070>> :
ke(j] =1
Denotamos por N' = N (h;z,y) v por N = N(h;z',y'). Si (i,7) estd en la frontera tépologica de N
entonces h;; = 0 para todo | < j. Dado que k € [j] entonces ky = j y kp = ks =--- = k; = 0. Por lo
tanto se tiene que
hij = Njo.0,....0hij(u(0,0))”.

Maés atn si h;; # 0 entonces hgj # 0 y por lo tanto todos los vértices de N son vértices de N7 y dado
que el péligono estd determinado por sus vértices se tiene que N’ C N’. Repitiendo el mismo argumento,
intercambiando las variables w y w’ obtenemos la otra contencién. Hemos demostrado que N' = N y
por lo tanto si hay un lado de pendiente —* en N, también hay un lado de pendiente —7-en N'. Queda
asi demostrado el lema. O

Demostracion del teorema 5.2. Recordemos que la foliacién F; es inducida por la ecuacién {wr, = 0},
donde
wr, = (ay" " + azaPy + yA(z,y)) da + (by" "z + bea?™ + 2 B(x,y)) dy.

Sea G € §¢ inducida por la ecuacién
wg = (my + hi(x,y)) de — (nz + cy + ha(z,y)) dy,

donde ordoh;(x,y) > 2 para i = 1,2y ordphi(x,0) > [ | +1. Vamos a demostrar que para cada G € §y,
el poligono de Newton de la curva jacobiana J(G, F) = {p = 0} no tiene un lado cuya pendiente es —-.
Asi, por el lema 5.2 concluimos que F no pertenece a §x.
Calculamos
wr, Awg = h(z,y)dz A dy.

Después de algunos célculos tenemos
wr, Awg = — [ka? Ty + cary 912 + casaPy® + Ho(z,y) + Hi(z,y) + Ha(z,y)] da A dy,
donde k = nas + mby £ 0,y

Ho(l',y) = Ty (nA(x,y)+mB(x,y)),
Hi(z,y) = hi(z,y) (biy" 9z + bea?™ + 2B(x,y)),
Hy(z,y) = ho(z,y) (ary" """ + agaPy + yA(z,y)) .

Vamos a analizar N (h; x,y). Nétese que el punto (p + 1,1) siempre aparece en la nube de puntos de
h. Escribimos ord,hi(z,0) = ag + k, con ag es la parte entera de = y k > 1 . Analizamos el poligono de
Newton N (h; z,y); para ello debemos considerar cuatro casos:
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i)

ii)

iii)

iv)

Vamos a suponer que el poligono de Newton N (h;z,y) tiene un lado £ cuya pendiente es —2 y

(a, B), (p+ s,0) sus puntos extremos, donde o < p+ 1y s =g+ k+ 1. La ecuacién de este lado
estd dada por
: B . B
= - 1+ + ).
J p+s—a« p+s—u«o (p )
Supongamos que para i = p + 1 se tiene j < 1 —pues de lo contrario ese lado no podria pertenecer
al poligono de Newton—, esto implica que

B B
- 1)+ —— s) <1 5.22
p+s—a@+)+p+s—a@+)* (5.22)

Dado que estamos suponiendo que el lado es de pendiente —* tenemos que — 5 +f — = — .- entonces
de la ecuacién (5.22) se tiene,

n n

- 1)+ — <1

o+ +—(pts) <

o equivalentemente,
n(s—1) <m.

Mas atun, dado que s > ag + 2, entonces s — 1 > ag + 1. Esto implica que
m>n(s—1) >n(ag+1).

Esto es una contradiccién, pues m = agn+rg con rg < n. Entonces el poligono de Newton N (h; z, y)
no tiene un lado con extremos («, ), (p + s,0) y pendiente — .

Supongamos que el poligono de Newton A (; x,y) tiene un lado £ con extremos (p+1,1), (p+s5,0)
1

y pendiente —7*. Dado que la pendiente de este lado es fﬁ, tenemos que —; = o)

Ts—1
equivalentemente, n(s — 1) = m. Esto es una contradiccién pues m.c.d.(n,m) = 1, entonces el
poligono de Newton N'(h; x,y) no puede tener un lado de pendiente —=, con extremos (p+ 1, 1),

(p+s,0).

Supongamos que el poligono de Newton N(h;x,y) tiene un lado £ con puntos extremos (a, 3

~

)

(p+1,1) y pendiente — . La pendiente de este lado es —pf;a. Tenemos asi que —pf:a =—.
Esto implica que
m(B—-1)=nlp+1—a). (5.23)

Maés ain, como m.c.d.(n,m) = 1 entonces n|8 — 1, es decir, § —1 = tn > 0 para algin ¢ € Z>1.
Sustituyendo en la ecuacién (5.23) se tiene que tnm = n(p + 1 — «) y entonces p = tm + a — 1. Si
a > 0, entonces p > tm — 1, dado que de la desigualdad ¢ > 1 se sigue que p > m — 1, pero esto es
una contradiccion pues p < m — 2.

Entonces el poligono de Newton N (h; z,y) no tiene un lado con pendiente —-=- y puntos extremos
(a, ), (p+1,1).

Supongamos que el poligono de Newton N (h; x,y) tiene un lado £ con puntos extremos (a1, 1) y
— P2

(a2, B2) con ay < az < p+ 1y pendiente —7+. La pendiente del lado £ estd dada por —%. Por
s . _ [-} _ﬁ . . _ _
hipétesis — % = — =2 y esto implica que n(az — a1) = m(B1 — f2). Dado que m.c.d.(n,m) =1
se tiene que n| (81 — Ba), asi B2 — f1 = tn y por tanto n (az —ay) = min o equivalentemente
(e — 1) = mt. Dado que t > 1 entonces (as — 1) > m. Por otro lado (as — 1) < p + 1.

Entonces,

p+1>a—a; >m.

Esta iltima ecuacién implica que p > m — 1 lo cual es una contradiccién. Por lo tanto el poligono
de Newton N(h;z,y) no tiene un tiene un lado ¢ con puntos extremos (a1, 51) y (ag,32) con
ag,az < p+ 1y pendiente —-.

Después de analizar los casos, por el lema 5.2 no existe una curva polar intersecando transversalmente la
componente Ey. Esto demuestra que 77 € §. De manera andloga se demuestra el resultado para F». [
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Capitulo 6

Conclusiones

El objetivo de esta tesis se centré en el estudio del invariante de Zariski de las separatrices no
aisladas de las foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales. Demostramos que cada elemento F en la familia
de foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales que tiene la propiedad de tener transversalidad polar con la
familia de foliaciones dicriticas cuspidales, satisface que todas sus separatrices no aisladas tienen el mismo
invariante de Zariski. Como mencionamos en el capitulo 2, el invariante de Zariski es el primer invariante
analitico dentro de la clasificacion de ramas planas, dado que la clasificaciéon analitica de ramas planas
estd completamente determinada. Un problema interesante seria dar una clasificacion analitica de las
separatrices no aisladas de las foliaciones dicriticas cuspidales con la propiedad de transversalidad polar.

Como se muestra también en este trabajo, el invariante de Zariski no clasifica a la familia de foliaciones
con la propiedad de transversalidad polar. Un trabajo a futuro es proporcionar un conjunto de invariantes
que den la clasificacién completa de estas foliaciones. Recordemos que la propiedad de transversalidad
polar de una foliacién dicritica pseudo-cuspidal F con la familia de foliaciones dicriticas cuspidales estd
expresada en términos de la curva jacobiana entre F y G, donde G es una foliacién dicritica cuspidal.
Para abordar este problema requerimos del estudio de la curva jacobiana entre las foliaciones F y G, para
ser mas precisos determinar bajo que condiciones el transformado estricto de ésta por 7 no interseca la
componente dicritica.

Finalmente, otra linea de trabajo es la de explorar una posible extensién de los resultados aqui pre-
sentados a un tipo de foliaciones con menos restricciones. Recordemos que una propiedad que satisfacen
las foliaciones dicriticas pseudo-cuspidales es que su transformado estricto no tenga puntos de tangencia
o puntos singulares sobre la componente dicritica Fy4. Si relajamos esta propiedad permitiendo la exis-
tencia de puntos de tangencia sobre esta componente es posible preguntarse acerca del comportamiento
del invariante de Zariski tanto de las separatrices no aisladas como de las separatrices que pasan por esos
puntos de tangencia, notando que estds curvas ya no pertencen a la clase de equisingularidad (n,m).
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Apéndice A
Equisingularidad de ramas planas

En este apéndice presentamos algunos de los invariantes de la equisingularidad de ramas planas, asi
como las relaciones que entre ellos se presentan.

Comenzamos recordando el concepto de homeomorfismo de parejas. Dadas dos parejas (X, A) y
(Y, B) donde X,Y son espacios topdlogicos y A C X, B C Y son subespacios topoldgicos de X y Y
respectivamente, decimos que dichas parejas son topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo
H : X — Y tal que la restriccién de H al subespacio A, que denotamos por H|4 : A — B, es un
homeomorfismo.

Definicién A.1. (Equisingularidad) Sean C y D curvas singulares. Decimos que C y D tienen el mismo
tipo topoldgico o son equisingulares si y sélo si existe un germen de homeomorfismo H : (C?,0) — (C2,0)
tal que

es decir, H manda la curva C en la curva D.

La anterior definicién nos dice que dos curvas C y D son equisingulares si las parejas (C2,C) y (C?,D)
son topolégicamente equivalentes como gérmenes en el origen.

A partir de este momento nos enfocamos tnicamente en el caso de ramas planas. Veremos a lo largo
de este apéndice que el tipo topoldgico de una rama C estd completamente determinado por un conjunto
de invariantes numéricos.

Sea C un germen de curva analitica de (C2,0) definida por la ecuacién {f = 0} con f € C{z,y} y f
esta bien definida en un dominio U C C? que contiene al origen de C2. Para cada ¢ > 0 consideramos la
3-esfera

§2i= {(0,9) € C? : o2 + |yl =},

la frontera en C? de la bola de radio €, B.. Sea € > 0 de manera que B, C U. Vamos a describir la
interseccién C N Be, y en particular la interseccion C N S3. El lema A.1 muestra que el tipo topdlogico
de la pareja (C?,C) estd completamente determinado por la interseccién C N'S?, dicha interseccién es
conocida como el enlace(link) de la singularidad.

Lema A.l. Para e > 0 suficientemente pequeria, C N'S? es una variedad diferenciable de dimensién 1,
encajada en S . Mds aiin, existe un homemorfismo del par (B.,CNB.) al cono sobre la pareja (S¢,CNS).

Demostracion. Daremos una idea de la demostracién, para consultar los detalles técnicos referimos a
[47], [55]. La demostracién se basa en la construccién de un campo de vectores £ de clase C*° definido
en B, \ {0}, cuya integracién nos dara el homeomorfismo deseado. Para € > 0 suficientemente pequeno
queremos construir un campo ¢ de clase C°° definido en B, \ {0} que satisfaga las siguiente propiedades:

i) El producto interior entre £ y el vector posicién (z,y) en todos los puntos de B, \ {0} es igual a 1;
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ii) el campo vectorial ¢ sea tangente a C.

Para hacer esto hacemos la construccién de dicho campo en cada abierto de una cubierta abierta de
B\ {0} y mediante particiones de la unidad construimos un campo sobre B, O

0.

K=8nc¢C

Figura A.1: Estructura cénica y nudo de la singularidad C = {y2 — 23 = 0}

Por el lema A.1 sabemos que la interseccién K := CNS? es una variedad de diferenciable de dimensién
1y compacta por lo que K es un nudo o una unién disjunta de nudos. Para describir a la pareja (B.,CNS?)
es suficiente describir la interseccién C N'S?.

K=Cns?

Figura A.2: El enlace de la singularidad K :=C N S3

Vamos a introducir ahora un conjunto finito de niimeros obtenidos a partir de la parametrizacion de
la rama C. Este conjunto es un invariante de la isotopia del nudo K := C N'S? y por ende un invariante
de la clase de equisingularidad.

Sea C una rama de (C2,0), dada por la ecuacién {f = 0} donde f es irreducible y general de oden n.
Por el lema 1.4 sabemos que existe una parametrizaciéon de C de la forma

p: (C,0) — (C2%,0)
t o o(t)= <t“,_§aiti>.

Definicién A.2. La caracteristica de C es el conjunto {fo, f1, ..., B4}, donde §; para cada i es definido
de manera recursiva como sigue:
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1) fo =mo(C);

2) fr=min{jeN : a; #0y o137} Sea e; = m.c.d.(By,S1). Si ex =1 el proceso termina; en caso
contrario continuamos y definimos (2 como:

3) fo=min{j eN : j>p, a; #0yei{j}. Sea eo = m.c.d.(e1,B2). Si eo = 1 el proceso termina;
en caso contrario continuamos y definimos 53 como;

4) Bs=min{j € N : j > s, aj # 0y eatj} y continuamos con el proceso

gtl) Bg=min{j €N : j>Bg_1, a; #0yes_11j}yes=1
A continuacién damos la definicién de isotopia suave.

Definiciéon A.3. Sean N, M variedades diferenciables. Una isotopia suave de N a M, es un encaje suave
F:NxI— M xI,delaforma F(x,t) = (fi(x),t), de manera que f; es un encaje suave para cada
t € I. Decimos que los encajes fo y f1 son isotopicos.

El siguiente resultado muestra que la clase de isotopia del nudo estd determinada por la caracteristica
de C. De manera mas precisa tenemos el siguiente resultado

Proposicién A.1. Sean C y D ramas con la misma caracteristica, entonces los nudos K¢ := CNS3,
KP :=DnNS? son isotdpicos.

La demostracién de este resultado puede ser consultada en [55].

A partir de la caracteristica de la rama podemos definir el conjunto de pares de Puiseux que al igual
que la caracteristica son un invariante de la clase de equisingularidad.

Sea eg = fBy, y definimos definimos n; := <=L parai=1,2,...,g y sean m; := f—: parai=1,2,...,g.

€4

Definiciéon A.4. Sea C una rama. Los pares de Puiseuxr de C son el conjunto de pares

{(mnm)}?ﬂ :

Lema A.2. Sea C una rama. Dada la caracteristica de C es posible conocer los pares de Puiseux y
viceversa, dados los pares de Puiseux es posible recuperar la caracteristica de C.

Demostracion. Sean {(m;,n;)}7_, los pares de Puiseux de C, entonces Sy = n = ning---ng y f; =
minTi41 - Ng. O
A.0.1. El semigrupo de C

Sea C C (C?,0) una rama. Vamos a definir el semigrupo de la rama y vamos a demostrar que este
semigrupo estd completamente determinado por la caracteristica de C; por lo que es un invariante de la
clase de equisingularidad de C. Recordemos primero el concepto de semigrupo numérico.

Definicion A.5. Sea N el conjunto de niimeros naturales. Un subcojunto S C N es un semigrupo
numérico si satisface las siguientes propiedades:

i)y 0eS;
ii) N\ S es un conjunto finito;

iii) Siz,y € S entonces z+y € S.
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Por el lema 1.4 sabemos que existe una parametrizacién ¢ : (C,0) — (C2,0) de C. Dicha parametri-
zacién define un homomorfismo ¢* entre los anillos C{z,y} y C{t}, dado de la siguiente forma

o*: C{w,y} — C{t}
g — ©*(g) =gow(t) e C{t}.

El kernel del homomorfismo ¢* es el ideal de funciones que se anulan sobre C; si C es generada por la

ecuacién {f = 0} entonces el kernel de p* es precisamente el ideal (f) generado por f en C{x,y}. El

anillo cociente que denotamos por O¢ := % es llamado el anillo local de C. Denotamos por X := T

e Y :=7, la clase de x e y en el anillo cociente respectivamente. Por el primer teorema de isomorfismo,

es posible identificar el anillo local O¢ con su imagen bajo ¢*, como un subanillo de C{t}, es decir
Oc = ¢*(O¢) C C{t}.

Definiciéon A.6. Definimos el semigrupo de C que denotamos por S¢ como:

Se={jeN : j=ordop*(g), g€ Oc}. (A1)
Proposiciéon A.2. Sea C una rama. El semigrupo Sc es un semigrupo numérico.
Demostracion. Veremos que el conjunto Se satisface las propiedades descritas en la definiciéon A.5

i) Sea u(z,y) € C{z,y} una unidad, entonces ¢*(u) = v(t) con v(0) # 0, asi ord;u(t) = 0 y por lo
tanto 0 € Sc.

ii) Es una consecuencia del lema A.5 que demostraremos més adelante.

iii) Sean j,1 € Sc, entonces existen g, h € O¢ tales que ordgp*(g) = j y ordge*(h) = 1. Seap = gh € O¢
entonces p*(p) = ¢*(gh) = ¢*(g9)¢*(h) y entonces ordop*(p) = j + L.
O

Dado que S¢ es un semigrupro numérico el conjunto k = N\ S¢ es finito, llamamos a este conjunto
los huecos del semigrupo. Denotamos por §(C) a la cardinalidad del conjunto .

Observacion A.1. Notese que como consecuencia de lema 1.5 se tiene que el semigrupo Se es el conjunto
de multiplicades de interseccién entre C con cualquier curva analitica en 0, que no tenga como componente
irreducible a C.

En el capitulo 1 fue introducida la parametrizacién de Puiseux de una rama plana. Sea

o
@(t) = t607 Z ajtj 5

Jj>Bo

una parametrizacién de Puiseux de la rama C. Bajo un cambio de coordendas polinomial (ver capitulo
2), podemos suponer que la parametrizacién es de la forma

oo
p(t) = [ 17,47 + 3 at!
j>B1

Vamos a denotar por hy € Z>( el entero positivo més grande tal que S, +hqeq < Bg+1 paragq € {1,2,..., g}
y donde B441 = oco. Entonces la serie puede ser escrita de la siguiente forma

o0
y = agltﬂl—i— Zajtj
J>B1
o0
= aﬁltﬁl-f— Z aj71t61+j€1 +a52t/32+ Z aj’Qt,Bz-&-jez —l—aggtﬁg +Zaj,gtﬁg+j7 (A.2)
0<j<hy 0<j<hs j=1
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donde ag, # 0 para toda q € {1,2,...,g} y a; = 0 para todo i con ; < i < B441 tal que e, | i. Vamos a
denotar por n = ffy = mo(C) y consideremos Uy,

Up={¢€C: " =1},
es decir, U, es el grupo de las n raices de la unidad. Para j =0,1,2,--- , g, consideramos
Gj:=U,, ={£cC : 9 =1}, (A.3)
tenemos asi U, =: Go D G1 D G2 D --- D G4 = {1}. Dada & € U,,, consideremos 7¢(y(t)) := y(&t).

Lema A.3. Sea ¢ una parametrizacion de Puiseux de la rama C y sea £ € C una raiz n-ésima de la
unidad. Entonces si y(t) # y(&t) y ords(y(t) — y(&L)) > % se tiene que ord:(y(t) — y(&t)) > %, para
toda q € {1,2,--- ,g— 1}.

Demostracion. Vamos a demostrar por recurrencia sobre ¢. Notemos que

y(t) = ag, MM + Y a; 00

J>p1

Para i = 1, dado que ord;(y(t) — y(&t)) > By tenemos que ag, (1 — £71) = 0. Como e;=m.c.d.(n, )
existen 7, s € Z tales que e; = rn + sf; y dado que &” = 71 = 1 se tiene que £°* = 1. Entonces de la
ecuacién (A.2) tenemos que si ord;(y(t) — y(&£t)) > By entonces ord,(y(t) — y(&t)) > Bo.

Supongamos que el resultado es cierto para ¢ y vamos a demostrar que es cierto para i + 1.

Si ord;(y(t) — y(wt)) > B; se tiene que w? = 1 para toda j € {1,2,...,i}.

Como e; =m.c.d.(n, 81, -, 5;) se tienen que existe 7, s1,- - ,8; € Z tales que e; = rn+s181+ -+ s:6;.
Dado que &" = ¢f1 = ... = ¢Fi = 1 se tiene que £ = 1. Asi de la ecuacién (A.2) tenemos que
ord(y(t) — y(wt)) = Bita.
O
Corolario A.1. Sea ¢ una parametrizacion de Puiseux de la rama C, g € {1,2,--- ,9} y sea £ € C una
raiz n-ésima de la unidad. Tenemos entonces que
1. {€ e Un = y(t) # y(&t) yordy(y(t) — y(&t)) = Be}| = eq—1 — 1.
2. {€ € Un + ordi(y(t) — y(&t)) = By}l = (ng — Dngi1 -+ ng,
donde | | denota la cardinalidad del conjunto.
Demostracion. Del lema A.3, se sigue
1.
HE € Un = y(t) # y(Et) y orde(y(t) —y(€t)) 2 B}l = HEeUy : "= = =¢h} —1

HEeUn - welU,NUp, NUg,_,| -1
{¢eU, : €€ Um.c.d(n,,31,---7[3q71)| -1

m.c.d(n,ﬂl, ...7ﬁq_1) —1
€q—1 — 1.

2. Denotamos por
By ={€ € Un : y(t) # y(&t) y orde(y(t) — y(&t)) = Bq},

y
By ={¢ €U, : y(t) #y(&t) y ord; (y(t) — y(&t)) > By}
HE € Un = y(t) # y(&t) y ordy(y(t) — y(Et)) > /Bq}| = By _Eq = Bq — Bgt1 =€q-1 — ¢4
— (g = g+ ny.
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O
Para g € {2,3, ..., g} vamos considerar las funciones dadas por las sumas parciales
yq(t) = Z a;t!
B1<i<Bq (A 4)
=ap "+ Yt g P Y gy gt e
0<j<hi 0<j<hq-1
Por comodidad definimos 3441 = o0, asi
Yg+1(t) = Z ait’ =y.
B1<i<Bgi1
Lema A.4. Sean &,n e U, y sea q € {2,3,--+,g}. Tenemos que
Te(yy(t)) = 7y (yq(t))  siysolosi &n~' € Gyor.
Demostracidn. Supongamos que T¢(yq(t)) = 7, (yq(t)), es decir
Z aigiti = Z amiti.
ﬁ1§i<ﬁq ﬂlgi<6q
Tenemos que, £ = n® parai =n, B, , -1, y entonces (én~1)" = 1 para i = m.c.d.(n, B, , Bg-1) =

eq—1. Por lo tanto &t e Gg4—1 ver A.3. Para la otra direccién supongamos que £~ = n®-!. Sabemos
que e, divide a todo los exponentes ¢ tales que 8,_1 <@ < 4, para los cuales a; # 0. Dado que e;_;
divide a e; para todo [ < g — 1, se sigue que e, divide a todos los exponentes i con 8; < ¢ < 3, para los
cuales a; # 0. Entonces tenemos que &' = ' para toda i = 31,61 + 1, , 3, — 1, demostrando asi que

7e(Yq(t)) = 7 (yq(1))- O

Consideremos G4—1 como en A.3, notemos que éste es un subgrupo normal de G, podemos considerar
el grupo cociente Go/Gq—1. Sea § € Gy = U,, denotamos por [{] a la clase de £ en grupo cociente Go/G4—1.
Dado ¢ € U, definimos

yq([g] t) = yq(ft)7

el cual esta bien definido por el lema A.4. Consideramos ahora

flwwy =TI (v=wlg)e™) € Clabil,
[1€Go/Gq-1
dicho polinomio es un polinomio de grado i =ning---Ng_1. Tenemos asi que ?q = f(X,Y) € O¢.
Para cada ¢ € {2,3,...,g} consideramos g, = f o ¢(t). Sean B, = fo, B, = f1 y B, = ordsg, para
q €{2,3,...,g}. Entonces por definicién los enteros 8y, 3, ..., 8, pertenecen al semigrupo Se. El siguiente

teorema que se debe a O.Zariski, muestra que el semigrupo S¢ es generado por el conjunto {Bo, By Bg}.
Establecemos la notacién que usaremos para establecer dicho resultado. Denotamos por X a la clase
de z e Y ala clase de y en el anillo local de la rama O¢. Para k = 0,1,2,--- ,n, definimos

M, =C{X} +C{X}Y + C{X}Y? + ... + C{X}Y* C O, (A.5)
donde n = my(C). Del teorema de la divisién de Weierstrass se sigue que M,,_; = O¢.

Teorema A.1. Sea g € {2,3,...,g},
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i) Se tiene que

By=(n1—1)ng--ng_1p1+ (n2g —1)nz---ng_162+ -+ (ng—1 — 1) Bg—1 + B,
y como resultado obtenemos las siguiente relaciones de recurrencia:

Bq = anlgq—l - qul + ﬂqa qc {2337 ,g} .

it) Sea p € My y sea d < ning---nq el grado del polinomio p(y) con coeficientes en C{z}, entonces

a _ _ _
ordipop(t) € > B;Z>0. En particular tenemos que By, 31, , B, generan el semigrupo Sc.
=0
Demostracion. i) Por definicién de los 3; tenemos que

ii)

ninz--Ng—1

By = ordfy o p = ord, ( I w- yq([m]t))> = > ordu(y — ygl[mlt))-

i=1 i=1

ninz: - Ng—1

Del corolario A.1 se sigue que el nimero de factores tales que ord,(y — z4,,) = f1 es igual a
(ning---ng—1) — (n2ns - - -ny_1) Entonces tenemos asi

By=(n1—1)ng--ng_1fi+ Y ordi(y — ygl&i(t)]).
=1

De manera andloga del corolario A.1, se sigue que el nimero de factores tales que ord;(y—zq,,) = 52
es igual a (naong---ng—1) — (n3ns---ng—1) y de manera recurvisa se obtiene el resultado.

Hacemos la demostracién por induccién sobre ¢. El paso base es ¢ = 1. Sea p(Y) = Ag(X) +
YA (X)+ -+ Y?A44(X), con d < ny. Notemos que ord;(Y?A;(C) o ¢(t)) = if; + ns entonces
ord; (Y?A;(X) o p(t)) = if1(modn). Saen i # j, tales que i,j < ni, entonces necesariamente
(i — j)m # O(modn). Asi, ord;(y'A;(z) o (1)) # ordi(y? Aj(x) o p(t)) sii # jy i,j < d. Por lo
tanto ordp(y) = ord;(y*A;(z) o (t)) para algin i € {0,1,2,...,d}, lo cual muestra que

ordep(y) o (t) = ByZzo + B1Z0-

Supongamos que es cierto el resultado para ¢ — 1. Sea n € M;, C O¢ con k < ning---ng_1.
Supongamos que p = p(z,y), donde p(x,y) € C{z}[y] de grado menor o igual k. Escribiendo p en
terminos de las potencias de f,(x,y), es posible escribir al polinomio como

p(‘ray) = AO(may) + Al(wyy)fq(%y) + -+ As($7y)(fq($ay>)s7
con s < ng y Ao, A1, ..., As polinomios de grado menor que nina---ng—1 con coeficientes en

C{z}. Asi h = Ao(X,Y) + Ai(X,Y)fy + - Ag(X,Y)(f)*, donde cada A;(X,Y) € Mj con
kE<ning---ng_1,parai=0,1,---,s. De la hipétesis de induccién tenemos que para i =0,1,---s,

q—1
ord,(A; 0 p) € ZBjZZO' (A.6)
3=0

En particular de (A.6), se sigue que ord;(4; o ¢) = 0(modey_1). Se sigue asi que ordt(Aif; op) =
iB, = ifq(modeg_1). Sil,r < ng y | #r se tiene que (I — r)B, # 0(mode;_1), pues de lo contrario
se tendria que n, divide a r —[. lo cual es una contradiccién pues |r — 1| < n,.

n=Aoop(t)+ A1 o(p(t))gg+ -+ Asop(t)gy, s < ng.
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Esto muestra que ordt(Aifé o) son distintos para ¢ = 0, 1, - - - s. Entonces usando A.6 se tiene que
_ 9. _ q=1_
ordpoy = ord;(Axop)+rfB, € ) B, Lahipétesis de induccion muestra que ord; A;0p(t) € > 3,Z>0.
=0 =0

En particular ord;A; o ¢(t) = 0(mode,_1). De esto se sigue que ord¢A4; o o(t) = i3, (modey_1). Si
i <mng,j<ng yi#Fj,entonces i —qu # (modey_1), dado que e,—1 = ng4eq, ¥ In.c.d.(Bq7 eqg—1) =
eq. Entonces conluimos que ord;A; o (t) # ord;A; o p(t) y entonces ord;p(y) o ¢ = ord(A; o o(t)gl)

q _
para alguna i € {0,1,2,...,s} y ordyn = > 5,Z> y esto completa la demostracién.
=0
O
Lema A.5. Para cualquier rama C, §(C) es finito.

Demostracion. Por el teorema A.1 sabemos que B; € Sc. Vamos a demostrar que el maximo comiin
divisor del conjunto {f,5;,...,3,} es el mismo que el del conjunto {fo,B1, ..., B5}. Hacemos la de-
mostracion por induccién sobre g. El paso base g = 1 se sigue de la definicién de ;, es decir, se
tiene que m.c.d.(5o, f1)=m.c.d.(By, 3;). Supongamos que el resultado es cierto para g — 1, es decir,
m.c.d.(Bo, 1, ..., Bg—1)=m.c.d. (BO,BD ---75971)7 de ii) del teorema A.1 se sigue que el maximo comin di-
visor de 3 es igual al méximo comin divisor de 3,. Por lo tanto el m.c.d.(8y, By, -, 8,) = 1. Como antes
sea n := f,. Por la identidad de Bézout, existen a; € Z,i = 0,1,2,..., g tales que 1 = iaiﬁi; mas aun,
i=0

9 _

es posible suponer que a; > 0 para toda i > 0. Asi si ¢:= > a;; tenemos que ¢ € S¢ y ¢ = 1(mod n).
i=1

Sea k € N entonces es posible escribir & = nt +r con 0 < r < n y entonces si k > ¢(n — 1) tenemos

quek—rc>c¢n—1)—cn—1)>0y k—rc=nt+r(1 —c). Por lo tanto k — rc es divisible por n, es
decir, k —rc = In para algtin | € Z¢. Esto implica que k = rc+ In pertenece al semigrupo generado por
n =B,y ¢, por lo tanto k € Sc. O

A.0.2. La sucesiéon de multiplicidades de C

A continuacién introducimos la sucesiéon de multiplicidades de una rama C. Para ello retomamos la
notaciéon y algunos de los resultados presentados en la seccién 1.4 del capitulo 1. Recordemos que dada
una curva singular C, el teorema 1.8 asegura que existe una sucesién finita de explosiones puntuales
7% (My, Ex) — (C2%,0) de manera que todos los puntos infinitamente préximos de nivel k£ son puntos
de cruzamientos normales.

Cuando C es una rama, hay un tnico punto py, i,... ;, infinitamente préximo de nivel j para cada
j€{1,2,,...,k}. Dado que sélo hay un tnico punto infinitamente préximo de nivel j, denotamos dicho

punto por p; para j € {0,1,2,...,k}, donde py = 0.

Definicién A.7. Sea C unarama y sea 7% = 7 omyo- - -om, la sucesién de explosiones que desingulariza a

C. Denotamos por C al transformado estricto de C*~! por m;, donde C° = C. La sucesion de multiplicidades
de C es por definicién

(mO(C)7 My, (Cl)v My, (62)7 cr s, Mpy (Ck)) .

El siguiente teorema demuestra que la caracteristica y la sucesion de multiplicidades son datos equi-
valentes en el sentido de que si conocemos uno de ellos podemos recuperar el otro y viceversa.

Teorema A.2. Sea C una rama y sea {Bo, b1, B2, ..., By} la caracteristica de C. Entonces la sucesion
de multiplicidades de C puede ser calculada por medio del siguiente algoritmo: Si g = 0 la sucesion es
vacia pues C es una curva suave. Si g > 0, calculamos los siguientes algoritmos de Fuclides: Parai =1,
consideramos x1 := 1 ymy,1 = Py Parai=2,3,...,g, sea x; := B — Bi—1 y definimos inductivamente
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m; ) = M;_y si—1) Y calculamos el algoritmo de Euclides entre x; y my 1, obteniendo:

Xi = Qu1Mm;3 + M9
m;1 = ;oMo +m;3
My o(i)-1 = o)1)

Entonces la sucesion de multiplicidades de C estd formada por o j veces la multiplicidad m; ;. En particu-
lar, los exponentes caracteristicos determinan esta sucesion de multiplicidades. Inversamente si nosotros
conocemos la sucesion de multiplicidades podemos calcular calcular inductivamente la caracteristica.

Observacién A.2. Notemos que m;_; ,(;—1) = m;,1 ocurre dos algoritmos y por tanto debe ser contada
dos veces.

Antes de demostrar dicho teorema veamos cémo se comporta la caracteristica de la rama bajo el
morfismo de explosién. Sea S C N un semigrupo nimerico. Sea Sy C N un subconjunto tal que si
§=81+ s conséESyy s1,s2 €S entonces s; =0 0 so = 0. Denotamos por

Ag = Zajtj € C{t} : aj =0paratodoj &S

Jj=1

(oo}
A = Zajtj € C{t} : aj =0paratodoj ¢ Sya;#0paratodoj € Sy
j=1

Lema A.6. i) Sea (ta(t))™ =t"v(t) con a(0) # 0. Entonces a € Ag si y sélo siy € Ag, y a € A%
siy sdlo siy € As.

it) Sea a una serie de potencias con a(0) # 0, y sea B tal que t = uB(u) es una solucion de u = ta(t).
Entonces o € Ag sty sélo si B € Ag, y a € AG si y solo si € Ag.

La demostracién del lema puede ser consultada en [55].

Proposicién A.3. Sea C una rama y {Bo, B1, B2, ..., By} la caracteristica de C. Entonces la carateristica
de C', donde C' es el transformado estricto de C por w, donde 7 : (M, E) — (C2,0) es el morfismo de
explosion del origen, estd dada por:

i) {n, 1 —n,...,By —n} si f1 > 2n,
”) {ﬁl_n7n752_61 +n7"'aﬁg_6l+n} 87’/81<2ny61_nfn7
iii) {B1—n,Be —B1+n,..By—Br+n} sifr<2nypfr—n|n

Demostracion. Por el lema 1.4 sabemos que C tiene una parametrizacion ¢(t) = <t”, > ajtj>. Bajo
jzn

un cambio de coordenadas polinomial podemos suponer que la parametrizacién es de la forma o(t) =

<t",t51 + > ajtj>. Consideremos la explosién en el origen dada por 7(z1,y1) = (21, 21y1). Tenemos
J>B1

asi que la curva C’ es parametrizada por ¢'(t) = (t", th—r 4 3 ajtj”) . Analicemos 3 casos.
i>B1

i) Si By > 2n, tenemos que B; — n > n, es claro que nt B —n y mds ain m.c.d(n,f; —n) = e;.
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ii)

iii)

Si 81 —n < n entonces al explotar la curva tenemos que y; = tH17" + 3" a;#97" = t#17"h(t) donde
J>B1
h(0) # 0. Aplicando el lema A.6 a los semigrupos

S:={reN : paraalging >1,r > 8, — b1y eq|r}

y So := {B;—B1|q>1}. Por hipStesis tenemos que y; = t?1~P0h(t) con h € A%. Entonces
y1 = (tg(t))r=P, con g € A% Asf z; = t" = (ua(u))™ = u"B(u) con B(u) € A%. En este caso
sabemos que n no es divisible por 81 — n, entonces n es el primer exponente caracteristico, ahora
el m.c.d.(8; — n,n) = e y los exponentes se pueden recuperar de S(u).

El dltimo caso corresponde al caso cuando 81 — n | n, entonces ; — n = ey, entonces el siguiente
exponente que no es divisible por e; = 81 —n es 82 — B1 + m. Lo anterior finaliza la demostracién

O

Demostracion del Teorema A.2. La demostracion la hacemos por induccién sobre la longitud de la re-
solucién de singularidades. Sea 7 : (M, E) — (C?,0) la explosién del origen, y sea C’ el transformado
estricto de C por m. Por la proposicién A.3 sabemos que la caracteristica de C’ estd dada por,

i)
ii)

iii)

{50751 - BOa "'75_(] - BO} si ﬂl > 26(%
{B1 = Bos Bo, B2 — B1 + Bo-.., Bg — Br + Bo} si f1 < 2ny B1 — Bo 1 Po,
{B1 — Bo, B2 — B1+ Bos s Bg — B1+ Po} si 1 <2ny 1 — Po | Po

Analicemos cada uno de los casos.

i)

ii)

iii)

En este caso el primer algoritmo de Euclides estd dado por x1 := 81 — 8o y m1,1 = Bo, entonces se
tiene que 1 — By = (@11 — 1) my 1 y m; o no cambia. Mds atn, & = §; — f;—1 parai = 2,3,...,g
no se modifican y por lo tanto los algoritmos tampoco se modifican. Entonces la sucesién de
multiplicidades de C’ estd dada por el algoritmo y por lo tanto la de C.

En el caso f1 — o < Po, la multiplicidad Sy ocurre una vez en la sucesiéon de multiplicidades de C,
es decir, @13 = 1 y por tanto en el primer renglén del algortimo tenemos 31 = By + m; 2. Més atin
la multiplicidad de C’ es mas pequefia y es 31 — fo. Entonces By = 31 — 8o ¥ 31 = Bo. Con esto el
primer renglén del algoritmo de los pares de Puiseux de C’ comienza por m; 1 = o omy o +my 3y
de nuevo B, — B, , = Bi—Bi_1 parai = 2,3, ..., g y los otros algoritmos de Euclides no cambian. Por
hip6tesis de induccién tenemos que la sucesién de multiplicidades de C’ estéd dada por el teorema y
entonces la de C.

En este caso, por hipétesis sobre los exponentes caracteristicos, tenemos que my 2 = 81 — 8o | o =
my ;. Entonces el algoritmo para después de dos divisiones. Asi S =my 1 +my2y fo =mi; =
o1,2my 2. Como my o = my; el primer renglén del segundo algoritmo de Euclides comienza como
B2 — 1 = az,1my 2 +m3 2. Vamos a demostrar que la sucesién de multiplicidades de C comienza con
Bo y luego a2 + a1 veces la multiplicidad m; o = 81 — f5p. Ahora By =PB2+Bo—P1=Pa— mj 2
y Bo = 1 — Bo = m; 2 Entonces

Bo — B1 4 o = g 1mi 2+ Bo + mao = (a1 + a1 2) My 2 + My 2,

Y el resto del algoritmo continia de la misma manera que el algoritmo de C. Como f;+1 — ;, los
demas célculos no cambian y entonces la induccion tiene lugar.

O
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A.0.3. La grafica dual de C

Vamos a introducir ahora la grifica de resolucién de C. Sea 7% : (M}, E) — (C2,0) la resolucién de
singularidades de la curva C. Sea 7=(0) = E = iﬁJlEi el divisor excepcional y sea C*) el transformado
esctricto de C. La grdfica dual o grdfica de la resolucion que denotamos por GD(C) es una grafica pesada,
no orientada y flechada. La construccién es dada de la siguiente manera:

i) El conjunto de vértices V¢ de la grafica dual se identifica con el conjunto de componentes irreducibles

del divisor F = iglEi.

ii) Dos componentes E; y E; estdn conectadas por una arista si y sélo si E; # E; y E; N E; # (). Dado
que dos componentes distintas del divisor se intersecan a lo mas en un punto podemos identificar
al conjunto de aristas con dichos puntos de interseccion.

iii) A cada vértice se le asigna el peso, que serd un nimero negativo correspondiente al niimero de
auto-interseccion de la correspondiente componente irreducible del divisor.

El siguiente teorema muestra que la grafica dual estd completamente determinada por la caracteristica
de la rama y por consiguiente es un invariante de la clase de la clase de equisingularidad

Teorema A.3. Sea C una rama y sea {Po, b1, B2, ..., Bq}. Consideremos los siguientes algoritmos de
FBuclides: Para i =1, sea x1 := /1 y mi = Py Parai = 2,3,...,g, sea x; := B; — Bi—1 y definimos
inductivamente m; 1 = m;_1 ,(;—1) Y calculamos el algoritmo de Euclides entre x; y m; 1, obteniendo:

Xi = OQ;1Mm;3 + M9

m; 1

Qjom; o + 1M 3

Mjo)-1 = o))

La grdfica de resolucién GD(C) consiste de g cadenas de Puiseur P;(C) para i = 1,2,...,g. Dichas
cadenas son construidas de o(i) bloques que denotamos por S;-, donde i = 1,2,....,g yj =1,2,...,0(7).

Las cadenas de Puiseuz son construidas conectando el punto final de S con el punto inicial de S,iJrz,
donde 1 < k < o(i) — 2. El punto final de Sfy(i)_l conectado al punto final de Sfr(i).

St

J

[ @ @ ® e @ & @
i

)’ Dk i i nt 0
Py 23 Py Pl Doy j—1 Ph,,

Esto finaliza la construccion de la cadena P;. Las cadenas forman una unica grdfica conectando el
punto final de S;(i) de la siguiente manera:

i) con el punto final de Si“ st iy11 #0, 0
it) con el punto inicial de Sé“ staip10=0yo(i+1) >3, 0

ii) con el punto final de S5 si 11 =0y o(i+1)=2.
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Finalmente colocamos una flecha en el punto final de Sg(g), Asociamos el peso P 1V — 7 a cada vértice

de la siguiente forma. Para toda 1 < j < o(i) — 1 tenemos

- -2 si 1=1,2,..,05,—1
P ) — = [aa¥) A.?
(vi) {_1 e e (A7)

En el caso en el que j = o(i) tenemos que P(p}) = —2 sil=1,2, e Qo) — 1 Y

- - -9 si aiy11#0 (A.8)
Firo (@ —2—aiy12 S i1 =0 |

La demostracién del teorema puede ser consultada en [27] o [55]

Ejemplo A.1. Vamos a considerar la curva del ejemplo 1.2, dada por C = {f = 0} donde f(z,y) =
y* — 223y? + 2% — 425 — 27. Una parametrizacién de la curva es ¢(t) = (t4,¢5 +¢7), asf los exponentes
caracteristicos son {4,6,7}. Vamos a calcular los algoritmos donde x; =6 and xyo =7—6=1

x1=6=1(4)+2 X2=1=0(2)+1
4=2(2) 2 =2(1).

Figura A.3: Cadena Py

La segunda cadena estd dada por la unién de Si = 0 y S5

52 s

Figura A.4: Cadena P,

Finalmente la grafica dual de la resolucién de C esta dada por
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Figura A.5: Grafica dual de la resolucién de C
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Apéndice B

Reduccion de singularidades de
foliaciones singulares

Al igual que en el caso de curvas singulares existe un andlogo del resultado de reduccién de singula-
ridades para foliaciones singulares. En esta seccién establecemos dicho resultado; para ello introducimos
el concepto de singularidad simple en dimensién dos. Seguimos las ideas desarrolladas por Felipe Cano
en [15].

Sea F un germen de foliacién holomorfa singular, dada en coordenadas por la ecuacién {w = 0},
donde w = P(z,y)dr + Q(z,y)dy, y supongamos que el origen es una singularidad de F. Sea v =
Q(z, y)% — P(x, y)% un campo de vectores que genera a F. Denotamos por J, a la parte lineal de v,
es decir, operatornamed, es la matriz jacobiana de v;

3= Dolog = [ 520 500
P \-5 0,0 -550,0)

Definicién B.1. Sea F una foliacién holomorfa singular de (C?,0). Decimos que 0 es una singularidad
presimple para F si (A, u) # (0,0) donde A, 1 son los valores propios de Dv|(g,gy. Mds atin decimos que
A

0 es una singularidad simple si m & Qs¢. Si 0 es una singularidad presimple y Ay = 0 decimos que 0 es

una singularidad de tipo silla-nodo

La siguiente proposiciéon muestra que las singularidades simples son estables bajo el morfismo de
explosion.

Proposicion B.1. Sea F una foliacion holomorfa singular y supongamos que 0 una singularidad simple
para la foliacion F. Consideramos la explosion del origen 7 : (M, Ey) — (C2,0). Entonces

i) La explosion es no dicritica.

it) Hay exactamente dos puntos singulares p1,p2 para el transformado de la foliacidn, sobre el divisor
excepcional By = m=1(0). Mds atin py,ps son singulariades simples.

Demostracion. Dado que el punto singular es simple podemos suponer, bajo un cambio de coordenadas
lineales, que el campo vectorial v que genera a la foliacion es de la forma

v = ()\:r+}5(x,y)) (%—F (uy+@(x,y)> (%; P,Q € C{x,y},

y 0rd0]5,ord06~2 > 2. Vamos a hacer la explosiéon en la primera carta considerando z = z1,y = z1v1.
Entonces

o= (At mP) o+ (m— Mo +a1 (@ - P) gy) , (B.1)
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donde P = ?ﬁl’ Q = % Notemos que el divisor excepcional F; estd dado en este sistema de coordenadas
por la ecuacién Ey = {z; = 0}, asi de la ecuacién (B.1) tenemos que E; es una curva invariante. Mds
aun, el inico punto singular en esta carta coordenada es (x1,y;) = (0,0). La parte lineal de ¢ en el punto

(z1,91) = (0,0) estd dada por
3. = ()\ 0 )
C\m op—A)

Entonces el cociente de los valores propios es ﬁ ¢ Q<. De manera andloga, haciendo la explosién

en la otra carta coordenada (z2,y2) = (x2y2,y2) tenemos que el cociente de los valores propios es
% Z Qxo. O

Como consecuencia de la demostracion, tenemos una afirmacién mas general dada por:

Proposicion B.2. Sea F una foliacion holomorfa singular y supongamos que 0 una singularidad pre-
simple para la foliacién F. Consideramos la explosion del origen w1 : (My, E1) — (C2,0). Sean \, u los
valores propios de J,, con pu # 0.

i) Si A\ # p tenemos que:

a) La explosion 7 es no dicritica.

b) Hay dos puntos singulares p1,ps para el transformado estricto de la foliacion en el divisor
excepcional By = 7=1(0). Mds atin, la foliacién tiene como valores propios X\, u — X en py y
A — p, i en po. En particular, uno de los dos puntos es un punto singular simple.

it) St X = u tenemos:

a) Si la parte lineal J, es diagonal, entonces m es una explosion dicritica y el transformado
estricto de la foliacion no tiene puntos singulares sobre el divisor excepcional.

b) Si la parte lineal J, no es diagonal, entonces ™ es no dicritica y hay exactamente un punto
singular p1 para el transformado estricto de la foliacion en E1. Mds aiun, p1 es una singularidad
de tipo silla-nodo, es decir los valores propios son p, 0.

Demostracion. Las afirmaciones i.a) y i.b) se siguen de la proposicién anterior. Para ii), sea

v= ()\x+cy+15(z,y)> (%4— <>\?J+Q~(Ivy)) (%% P,Q e C{x,y},

donde ordy P, ordOQ > 2. Haciendo la explosién en la primera carta x = x1, y = T1y1, tenemos:

0= ()\—&—xlﬁ’) xl(“)ixl + (—cy% + 21 (Q —ylp)> 8iy1

Si ¢ = 0 entones ¥ = x10 donde ¥ es un campo vectorial no singular en esta carta y transversal a E;. De
manera andloga se verifica en la otra carta (x2,y2) = (z2ys2,y2). Si ¢ # 0, tenemos que (z1,y1) = (0,0)
es singularidad simple con valores propios A,0 y mirando la explosiéon del origen desde la otra carta
coordenada vemos que (x2,y2) = (0,0) es un punto no singular. O

Corolario B.1. Sea 0 una singularidad presimple para una foliacion singular C. Entonces existe una
sucesion finita de explosiones

(C?,0) & My <& My & - I My,

centrada en puntos p; € w1 (p;_1) donde po = 0, tal que todas los puntos singulares de los trasnformados
escrictos de F en (myomyo---omn)~(0) son singularidades simples.
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Demostracion. Si no hemos terminado, por la proposicién anterior sabemos que hay un tnico punto
singular que no es un punto singular simple. Sea p;;1 el inico punto singular sobre la explosién del punto
i Sea % el cociente de los valores propios en el punto pi- Sin perder generalidad vamos a suponer que

i > Ai. El cociente de los nuevos valores propios es #45-=%. Si consideramos el invariante dado por el A;+p;
entonces al hacer una explosién decrece estrlctamente De esta manera al hacer una sucesién finita de
explosiones obtenemos dos valores propios iguales y entonces al hacer una explosion méas terminamos. [

La reduccién de singularidades de campos vectoriales en dimensién 2 y por consiguiente de foliaciones
fue probada por Seidenberg en 1968 (ver [53]). A continuacién presentamos el resultado de reduccién de
singularidades para campos vectoriales en la versién presentada por Felipe Cano en [15].

Teorema B.1 (Reduccién de singularidades para campos vectoriales en dimensién 2). Sea M un espacio
ambiente de dimension compleja dos y sea v un germen de campo vectorial en p € M. Denotamos por
F el germen de foliacion dado por v. Entonces existe una sucesion finita de explosiones

ME M & My, r=momg0---omy (B.2)

cada una centrada en un punto p; € w[l(pi,l), con p = po, tal que para cualquier ¢ € 7~ 1(p); el germen
de Fn en cada q es generado por un germen de campo vectorial © con q un punto que es no singular o
es simple y donde Fy es el transformado de F en My .

Establecemos la notacion que usaremos para demostrar este resultado. Nuestro espacio ambiente es
una variedad compleja de dimensién 2 y sea un punto p € M. Vamos a realizar una sucesion finita de
explosiones puntuales,

SN M &M & Y My gy =T om0 0 (B.3)

cada una centrada en un punto p; € o, 1(p)7 con pg = p. Hay un divisor total excepcional D; = o, 1(p)
en cada nivel M;. Mas ain D; admite una descomposicién en componentes irreducibles D; = D;; U
Do U---U Dy, donde D;; = Wi_l(p,»_l) y D; ; es el transformado estricto de D;_; ; por m;. Cada una
de las componentes D;; es isomorfa a una linea proyectiva Pc. Ademads, las componentes D; ;, D;, no se
intersecan o se intersecan transversalmente en un tnico punto. Un divisor con cruzamientos normales E
en M es un subconjunto £ C M que es una unién finita

E=E'UE*U---UE"
de hipersuperficies cerradas e irreducibles E/ (dado que M es de dimensién dos, cada E’ es una curva)

sin singularidades tal que cada dos E*, E7 se intersecan en un punto y de manera transversal.

Definicién B.2. Un espacio ambiente logaritmico es un par (M, E), donde E C M es un divisor con
cruzamientos normales. Un germen (M, E), de un espacio ambiente logaritmico en p € M es el germen
de los pares (U, U N E), donde U C M son conjuntos abiertos con p € U.

Consideremos una sucesién finita de explosiones SY. Sea (M, E) un espacio ambiente logaritmico.
Obtenemos espacios logaritmicos ambiente (M;, E;) comenzando con Fy y

Ei = O';l({pi} U Eifl).

Denotamos por
SNIE] : (Mo, Eg) < (My, Ey) <= - &% (My, En).

Vamos a definir el drbol de puntos infinitamente préximos asociado a S™[E]. El arbol de puntos in-
finitamente préximos de SV [FE] es una grafica orientada cuyos vértices son los puntos p;, para i =
0,1,2,...,N — 1. Dados dos vértices p;, pj, con ¢ < j, hay una flecha p; — p;, si las siguientes propieda-
des se satisfacen
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l) T OTMj41 00 ’/Tj—l(pj) = Pi-
i) No existe k con i < k < j tal que m; o w41 0+« Tp—1(Pk) = Ps-
Notemos que si j — ¢ tenemos un morfismo
oji + (M, Ej)p, — (M, Ei)p,

que corresponde, salvo un isomorfismo, a la explosién 7; restringida al germen (M;, E;),.. La discusién
previa puede llevarse sin problema al caso de una sucesion infinita de explosiones

S*®E] : (Mo, Eo) ¢ (M, Ey) <= -+,
donde SM[E] corresponde a la truncacién de S°°[E] al nivel N.

Definicién B.3. Decimos que S*°[E] es discreto si el arbol de puntos infinitamente préximos 7§°[E]
no tiene infinitos puntos de bifurcacién.

Observacién B.1. Que el arbol 7§°[E] no tenga infinitos puntos de bifurcacién es equivalente a que
los conjuntos {mj 0 41 0 -+ om;(pj+1);7 > k} son finitos para cada k > 0

La siguiente proposicién es la clave en la demostracién del resultado de reduccion de singularidades.

Proposicién B.3 (Lema de Koenigs). Si S™®[E] es discreto, entonces el drbol TS [E] tiene al una rama
infinita.

Por una rama infinita, o un bambi, entendemos una subgréafica que es totalmente ordenada. Vamos a
dar una demostracién de la proposicién.

Demostracion. El arbol T$°[E] tiene una infinidad de vértices. Consideremos vy la raiz del drbol. Sobre
vo hay un arbol infinito pero solo un nimero finito de vértices sobre vg. Entonces al menos uno de ello
v1 soporta una rama infinita. Repetimos el argumento y encontramos v y repetimos el argumento para
crear una rama infinita

Vg V1 <— Vg < -+,

lo cual finaliza la demostracion. O

A continuacién describimos la estrategia que vamos a seguir para resolver el problema. El objetivo es
usar la proposicion B.3 de la siguiente manera:

Sea v un germen de campo vectorial en p € M y sea F el germen de foliacion reducida dado por v.
Vamos a construir una sucesion de explosiones de la siguiente manera. Sea

M = My <~ M,

la explosién con centro en el punto p. Si todos los puntos en £y = 7~ !(p) son puntos simples o no
singulares de la foliacién para el transformado estricto F; de F, el proceso termina. En otro caso,
elegimos un punto singular que no es simple p; € 7 1(p) y hacemos la explosion

M, & M,

con centro en p;. Denotamos por o, = m; o ma. Si todos los puntos en o, 1(p) son simples terminamos
el proceso. En caso contrario elegimos py € o5 L(p) y repetimos el argumento. Entonces tenemos dos
posibilidades, una de ellas es que el proceso termine en un nimero finito de pasos, en cuyo caso hemos
demostrado el resultado de Seidenberg. La otra posibilidad es que el proceso no termine. El objetivo
es demostrar que esta iltima situacién no sucede. Procedemos por contradicciéon, vamos a suponer que
existe una sucesién finita de explosiones puntuales

5% Mo < My < My <> -+

como la construimos anteriormente.
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Observacién B.2. El arbol de puntos infinitamente préximos 7$° para un germen de campo de vectores
v es discreto. Esto es una consecuencia del hecho de que los puntos singulares no simples son puntos
aislados y entonces un nimero finito sobre un conjunto compacto.

Por la proposicién B.3, hay un bamb infinito que denotamos por B en el drbol 7§°; este corresponde
a una sucesién infinita de explosiones puntuales. Notemos que es posible suponer que hay un divisor de
cruzamientos normales E C M dado en el punto inicial, este puede ser E = (). Repitiendo los argumentos,
podemos obtener un bamb infinito

BY : (Mo, Eo)p < (My, Ey)g, <= (M, By) gy & -+,

Conservamos la notacién m, sabiendo que los indices han sido alterados, como los hicimos anteriormente.
El objetivo es demostrar que BZ no puede existir bajo la hipétesis de que todos los puntos ¢; son puntos
singulares no simples para F.

Observacion B.3. Por el corolario B.1 podemos suponer que todos los puntos son puntos singulares pre-
simples, pues si algiin g; es presimple sabemos que después de un ntimero finito de explosiones obtenemos
un punto singular simple.

Vamos a considerar tres tipos de posibles bambies, dichos bambiies estan definidos por su compor-
tamiento en el infinito

i) (Tipo combinatorio) Hay un indice N, tal que para cualquier ¢ > N, el punto ¢; es un punto de
tipo esquina del divisor F;.

ii) (Tipo curva formal) Hay un indice N, tal que para cualquier ¢ > N, el punto ¢; no es un punto
esquina del divisor F;.

iii) (Tipo salvaje) Para cualquier N > 0 existen ¢,j con N < 4, j, tales que ¢; es un punto esquina de
E; y g; no es un punto esquina de Ej.

Analizamos primero el tipo combinatorio.

Supongamos que B2’ es un bambu de tipo combinatorio. Salvo cortar a un nivel finito, podemos
suponer que cada punto ¢; es un punto esquina de E;. Vamos a demostrar que BZ°[E] no puede existir
bajo la hipdtesis de que todos los puntos ¢; no son presimples. El argumento de la demostracién esta
basado en el control de lo que denominamos el poligono de Newton. A continuacién introducimos el
poligono de Newton.

Seleccionamos coordenadas (z,y) en el punto gq tales que Ey = {xy = 0} localmente en el punto gq.
Sea Fy generada por un germen de campo vectorial en gy que tiene una forma logaritmica

o = Pla )y + Qg
donde P, @ no tienen factores comunes. Para ver esto, es suficiente multiplicar un generador no logaritmico
de Fy por z,y o xy si la curva Lo, = {x = 0} no es invariante, respectivamente si la curva £y = {y = 0} no
es invariante o la curva £ = {zy = 0} no es invariante. Vamos a notar que si P(0,0) # 0 o Q(0,0) # 0,
entonces el punto p es presimple (la parte lineal no es nilpotente). Entonces podemos suponer que
P(0,0) = Q(0,0) = 0.

Vamos a introducir el poligono de Newton. Escribiendo

P(z,y) = Zpijxiyj§ Qz,y) = ZQijxiyj-
i,j 0,J

Definimos el poligono de Newton N (vg;z,y) C RZ, como la envolvente convexa de la nube de puntos
A(vo; 2, y) + RZ,, donde la nube de puntos est4 definida como

A(vo; x,y) = {(iaj) € 22203 (Piijij) # (070)}~

El poligono de Newton tiene la siguiente propiedad:
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Proposicién B.4. Si N (vp;z,y) tiene un inico vértice, entonces F es no singular o p es una singula-
ridad presimple.

Demostracion. Si N (vo;x,y) tiene un tinico vértice (r, s), entonces z"y* divide a los coeficientes de v y
entonces N (z7"y Svp; , y) tiene un tnico vértice (0, 0). Esto implica que uno de los coeficientes es P, Q
es una unidad. O

Describimos a continuaciéon la estrategia a seguir. Explotamos el punto p; elegimos un punto q; que
es no es simple y consideramos coordenadas centradas en ¢i, la idea se basa en describir la relacion
entre N'(vo;z,y) y N(v); z1,91)- De dicha relacién veremos que después de un niimero finito de pasos el
poligono de Newton tendrd un unico vértice. Sabemos que ¢; es una esquina de F;. Esto implica que ¢;
es el origen de una de las dos cartas coordenadas de la explosion expresadas en las coordenadas z, y. Para
precisar, nosotros obtenemos coordenadas locales x1,y; en ¢; por una de las siguientes transformaciones:

Ti(z1,91) = (w1, 2191), o Ta(z1,91) = (T1y1,91)- (B.4)

Sin perder generalidad podemos suponer que tenemos la transformacion 7. Entonces tenemos

0 0
vy = Pi(z1,y1)z15— + Q1(z1,y1)y15—
oy

8$1
donde
Py(z1,91) = P(x1,7191)
Qi(z1,11) = Plxi,ziy1) — Q(z1, z1y1).

Lema B.1. Sea (i,7) € Z3,. Entonces (i,7) € N(vo;x,y) si y sdlo si (i,7) € N'(v;x1,91).

Como consecuencia del lema B.1 tenemos que el poligono de Newton N (v(;z1,y1) es la envolvente
convexa de 11 (A(vo; z,y)) + RZ,, donde 71 es la transformacién afin asociada a Ty por

(6, 7) = (i + 4, J)-

En el caso en el que estamos en la segunda carta, es decir, que aplicamos la transformacion 75, tenemos
asociada de igual manera una transformacién afin 7, dada por

72(i7j) = (Z7Z+])

El problema de reduccién de singularidades en el caso combinatorio se reduce a dar una respuesta positiva
al siguiente juego, conocido como el juego combinatorio de desingularizacion:

Sea Ny C R2>0 un conjunto positivamente convezro . Supongamos que Ny tiene unicamente vértices con
coordenadas enteras. Consideramos una sucesion infinita e,; n = 1,2, ... donde €, € {1,2}. Definimos
inductivamente Ny la envolvente convexa de Tc, (Ni—1). Entonces existe un indice ng tal que Ny, tiene
un unico vértice para todo k > nyg.

Vamos a mostrar cémo dar una respuesta positiva a este juego. Del lema B.1 se sigue que N; no
tiene mas vértices que N;_1. Entonces vamos a argumentar por induccién sobre el niimero de vértices.
Consideramos un par de vértices (a1, 1) v (a2, f2) de Ny, donde oy < aa y B2 < B1. Definimos Iy como
la suma Iy = (s — aq)+ (81 — B2) € N. Si aplicamos T7, los nuevos vértices estdn dados por (aq + 81, 1)
y (a2 + B2, B2); entonces,

L =as+ By — (o1 + B1) + 1 — B2 = ag — a1 < Io.
Tenemos asi una sucesion estrictamente decreciente

Io>0LL >--->I > I > .
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Si el ntumero de vértices no decrece, entonces la sucesién es infinita y acotada inferiomente pero no es
cero, esto es una contradiccién.

Analizamos el caso de tipo curva formal.

Supongamos que B [E] es de tipo curva formal. Salvo cortar la primera parte del bambd podemos
suponer que cada ¢; estd contenido en una tinica componente irreducible de F; para todo i > 0. Vamos
a interpretar en términos de coordenadas la propiedad antes mencionada. Vamos a elegir coordenadas
locales z,y en el punto p = qo tales que Ey = {x = 0} localmente en go. La explosién m; es dada en
coordenadas locales x1,¥y1 en g1 por una de las siguientes ecuaciones

The, (r1,91) = (21,21 (Y1 — 1))
o (B.5)
To(x1,91) = (T1Y1,¥ = Y1)-

Si tenemos Ti.,, entonces el divisor Eq en ¢1 estd dado por {x; =0}. Si tenemos T entonces E;
localmente estd dado por {x1y; = 0}. Por lo tanto, tinicamente sucede el caso T; — ¢;. Podemos repetir
el mismo argumento y en cada paso obtenemos ¢y, co, ... y, por construccion, todos los puntos g; estan
en el transformado estricto de la curva no singular formal

C= {y = iclm‘l} .
i=1

Ahora podemos usar los mismos argumentos que en el caso combinatorio de la siguiente manera. Conside-
ramos el nuevo divisor con cruzamientos normales E = EyUC en p = qo. Posiblemente este nuevo divisor
es un divisor formal (no necesariamente convergente), pero esto no es importante para el argumento.
Todos los puntos ¢; son ahora puntos esquina con respecto a E y podemos aplicar los argumentos del
caso combinatorio.

Analizamos ahora el caso del tipo bambi salvaje.

El caso mas dificil es el que corresponde al caso del bambt salvaje. La demostracién que presentamos
aqui estd inspirada en el método usual para obtener series de Puiseux a partir del poligono de Newton
que presentamos en el capitulo 1.

Introducimos ahora los Paquetes de Puiseuz. Denotamos por e; = ¢;(F;, g;) al nimero de componentes
de F; a través del punto g;. Salvo el primer paso del bambii, tenemos que e; = 1 0 ¢; = 2; si e; = 2
diremos que tenemos un punto esquina, si e; = 1 tenemos un punto que llamaremos punto traza. Ahora
cortaremos el bambu por medio de sucesiones finitas que llamaremos paquetes de Puiseux. Sea i < j.
Decimos que

Pijt (Mi, Ei)g, €2 (Mig1, Eig1)g,,, 0 - < (Mj, Ej)g,
es un paquete de Puiseux del bambu BZ°[E] comenzando en el indice 4, si y sélo si las siguientes propie-
dades se satisfacen:

i) e, =1ye; =1.
ii) e =2 para cada k con ¢ < k < j.

Notemos que dado ¢ con e; = 1, hay un unico paquete de Puiseux P;;. Vamos a suponer sin perder
generalidad que ey = 1. El bambt completo puede partirse en una tinica manera en paquetes de Puiseux

Piujo ) Piljl Pizjz? T
donde 7541 = Js.

Definicién B.4. El paquete de Puiseux P;; es llamado esencial siy sélo si j > i+2. Esto es, equivalente
a decir que existe k con i < k < jy e, =2.
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Observacién B.4. Dado que estamos en el caso del tipo bambt salvaje, hay una infinidad de paquetes
de Puiseux.

La estrategia en este caso es la siguiente. Vamos a asociar un nimero no negativo H, a cada paquete
de Puiseux P;_;,, con la propiedad de que Hy, > Hsy; y, en el caso de que el paquete sea esencial,
entonces Hy, > H¢11. Obviamente esto permite obtener la contradicciéon deseada, dado que tendriamos
una sucesién decreciente Hy > Hgyq > --- Hp > --- acotada inferiormente, lo cual no es posible. El
invariante H, sera obtenido a partir del poligono de Newton-Puiseux que vamos a introducir continuacion.
Primero necesitamos elegir coordenadas locales x, y; en cada punto gr. Comenzamos con coordenadas
x,yen p = qo tal que z = 0 es una ecuacién del divisor excepcional. De (B.5) tenemos que las coordenadas
Tk, Yk las obtenemos a partir de las coordenadas zr_1,yr—1 por una de las transformaciones 71 x, 7.
Tenemos las siguientes observaciones

i) Si e, =1, entonces el divisor E}, estd localmente dado por xzx = 0 en g.
ii) Sier = 2, entonces el divisor Ej estd localmente dada por xpyr = 0 en gx.
iii) Si hacemos Ty x(x1,41) = (1, 21(y1 + A)) con A # 0, entonces e = 1.

iv) Si hacemos T», entonces e; = 2.
v) Si hacemos T35 con A = 0, entonces ey = €j_1.

Vamos a elegir un elemento generador de la foliacién F de la forma
0 0
v=Plz,y)zc— + Q(x,y) —
(@,y)z5 +Q( y)ay,
con la propiedad de que los coeficientes no tienen factores en comin excepto eventualmente potencias de
x. Vamos a considerar el transformado total de v en el ultimo paso de los paquetes de Puiseux y de esto
(oo}

describiremos el control de los invariantes H,. Escribiendo v = ) y°vs, donde cada vy tiene la forma
s=—1

0 0
v = Ps(a:)z% + Qg(x)ya—y

En otras palabras, estamos diciendo que
(oo} oo
P(z,y) = > Py’ Qz,y) = Y Qu(x)y*™
s=0 s=—1

Ahora, vamos a definir oy = min {ordgPs(z),ordoQs(z)}. En el caso en el fs y g5 son idénticamente cero
ponemos a; = +00. El poligono de Newton-Puiseux que denotamos por

NP(’vavy) C RZO X RZ—l)
es, por definicién, la envolvente convexa de
Sop(v; z,y) + R,

donde Sop(v;z,y) = {(as,s) : s=-1,0,1,2,...}. El vértice principal es el vértice con abscisa mds
pequena. La altura principal H(v;x,y) es la ordenada del vértice principal. Es decir, el vértice principal
tiene coordenadas

(aH(v;:L’,y)7 H(’U, x, y))
donde cualquier otro vértice (cy,, 1) del poligono de Newton-Puiseux es tal que o > apy(y;q,y) ¥ a priori
w < H(v;x,y).
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Definicién B.5. Dado un paquete de Puiseux P;_;,, definimos Hy = H(v; x5, ys).

Observacién B.5. Supongamos que H(v;x,y) < 0. Salvo dividir v por una potencia de z podemos
suponer que o = 0. Asi, tenemos que uno de los vértices (0,0) o (0,—1) estéd en el poligono de Newton.
Consideremos los dos casos

i) Si tenemos el vértice (0, —1), en este caso el campo vectorial v es no singular.

ii) Si tenemos el vértice (0,0) pero no el vértice (0, —1), la parte lineal de v es triangular con diagonal
no nula, entonces es no nilpotente y tenemos una singularidad presimple.

Asi de la observacién previa, tenemos que Hg > 1 para toda s. Analicemos el caso del paquete no
esencial de Puiseux. Sea P;; un paquete no esencial; sabemos que en ese caso j =i + 1. Denotamos por
x,y las coordenadas locales en ¢; y por z,y las coordenadas locales en ¢;41. Tenemos asi que

donde A puede ser cero o no. El control de la altura principal en este caso esta dado por los siguientes
lemas

Lema B.2. Sii =z yy=y-+ A entonces H(v;x,y) = H(v; Z, ).
)

Demostracion. Se sigue del hecho de que vs = Ps(Z)& 8655 +Qs(2)(g—N) aag. O
Lema B.3. Si A =0, entonces H(v;Z,y) < H(v;z,y).
Demostracion. Si A =0, entonces & =z y y = Zy. Vamos a escribir v = ) y°v,, donde
s=—1
0 0
vy = Ps(x)ajafz + Qs(w)ya—y.

9

Al calcular el transformado de v, tenemos que 05 = P (5;)536% + (Qs(Z) — Ps(Z)) §==. Por consiguiente,

(o]
el transformado de v por la explosién del punto ¢; es o = > §°¥,, donde

s=—1
b= 3 | P (@) 1+ (Qul@) ~ Pu(E) T b
v or oy
Esto implica que &s = a; + s. Si aplicamos este movimiento al poligono de Newton-Puiseux, obtenemos
que H(v;Z,9) < H(v;z,y) O
0
~~

Figura B.1: Movimiento del poligono de Newton-Puiseux
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Vamos a estudiar ahora el caso de los paquetes esenciales de Puiseux. Consideremos P;_;, un paquete
esencial de Puiseux. Denotamos por x,y a las coordenadas locales en el punto ¢;,, y por z,y a las
coordenadas en ¢;,. Vamos a denotar por (z;,y;) las coordenadas en g¢;, para i < i < js, donde (z,y) =
(xis7yi3) y ('i’ g) = (xjs?yja‘)' Sabemos que

i) Para i =is + 1 tenemos que ;1 = ;¥; ¥ Yi—1 = Yi-

ii) Para cualquier i5 < i < j, tenemos la transformacién 17 o o T, donde

Tio(zi,yi) = (@i, 23ys), ¥y To(xi, vi) = (Xiyi, vi)-

ili) La dltima transformacién estd dada por 77 x, con A # 0. Es decir, tenemos que z;,_1 = & y
Yj—1 = B + A

El siguiente lema da una relacién entre las coordenadas z,y y Z, 3.

Lema B.4. Hay un tnico par de nimeros enteros positivos p,d con d > 2 y m.c.d.(p,d) =1 y un escalar
A # 0 tales que

d
- Y
A==
y+ o
d
Mas adin, si ® := L5, hay enteros no negativos o, 3,7,6 con ad — By =1 tales que x = 0Py =31 PO.
Demostracion. Procedemos por induccién inversa comenzando sobre js. Sabemos que § + A = Zj—’i
Js—

Tenemos respectivamente

2
Yie=1 _ Yie=2  Yio—1 _ Yj.—2

. 2 ’ . . ’
Ljs—1 xj572 Tj.—1 Lj,—2

si la transformacioén estd dada por T3 o o por T5 respectivamente.

Yjs=1 __

d;
Supongamos que = Y% donde d;, p; no tienen factores comunes. Entonces
Tjo—1 z7? ’ ’

di—1

Yjo—1 _ Y
. - ,DPi-1
Tjs=1  Tj_y

donde (d;—1,pi—1) = (di,p; + d;) en el caso de la transformacién Th o y (di—1,pi—1) = (di + d;, p;) en
el caso de la transformacién T,. Notemos que m.c.d.(d;—1,p;—1) = 1, més ain, d;—; > d;. Ademds,
d;—1 > d; en el caso de la transformaciéon T5. Esto demuestra la primera parte del lema. Para la segunda
parte, procedemos por induccién suponiendo que x = :cf“yf oy = x;“yf’i, con a;0; — B;v; = 1, para
is <1 < js — 1. Entonces

w= ol y = el (B.6)
donde

i1 Bit1 _(ai Tt Bi  Bi

Yit1 i1 vi+0 &)
y

Qiy1 Bip1) _ (i o+ 5
Yi+1 i1 Y Yi+di )’

si tenemos, respectivamente, la transformacién 77 o o T». La expresién (B.6) se satisface para i = j,_1.

Entonces tenemos asi
a B\ _ (aj-1+ B Bi—
vy 0 Yjo—1+0j,—1 0j.-1/)

Lo cual finaliza la demostracién. O

127



Apéndice B. Reduccion de singularidades de foliaciones singulares

Vamos a describir el efecto de un paquete esencial de Puiseux sobre el poligono de Newton Puiseux.

o0
Como antes, sea v = Y y®vg, donde cada vs tiene la forma
s=—1

0 0
Vg = Ps(x)x% + Qs(x)ya—y,
y el poligono de Newton Puiseux N'P(v;z,y) es la envolvente convexa del conjunto,
Sop(v) = {(as,s) € Z>g X Z>_1 : s=—1,0,1,...}, donde oy = min {ordyPs,ordo@s} para cada nivel
s> —1.
Vamos a ver el contacto del poligono de Newton-Puiseux con las lineas de pendiente f%. Para cada
nivel s, vamos a denotar por g := a, + s(4).

N < S~JNPv:z,y)

“h
7
7/

Figura B.2: Contacto con las lineas de pendiente —%

Denotamos por o(v;z,y) al minimo gs y por £.(v;x,y) al segmento critico, que es el conjunto de los
niveles s tales que g; = o(v; x,y). La altura critica x(v;x,y) es el mdximo de los indices tal que el nivel
s estd en el segmento critico. El vértice critico es (o (p;z,y), X(v; 2,%)). Una observacién es que la altura
critica es siempre menor o igual que la altura principal,

x(vsz,y) < H(viz,y).

(e ) H (vl y)

N\ (x(widv): X (0] 2, y))

(o(v:,y

Figura B.3: Segmento critico

Denotamos por a(v;x,y) al minimo de los oy para s > —1. Este minimo corresponde a la abscisa
minima en el poligono de Newton-Puiseux. Escribimos el campo vectorial en dos partes, la parte inicial
correspondiente al segmento critico y el resto. De manera més precisa escribimos

(Po, Q) = (psy 11s)22*(8) + (By, Qy),
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donde ¢ = o(v;z,y) y (Ps,Qs) tienen orden estrictamente mayor que o — s (%). Entonces, podemos
escribir el campo vectorial como
v=1In(v;x,y) + 0,

donde In(v; x,y) es la parte inicial del campo vectorial, es decir,

X(viz,y)

() 0 )
In(viz,y) = Y yoae (i {psx&tJrusyay}-

s=—1
Nétese que o(9; x,y) > o, por construccién.

Observacién B.6. Nétese que si (ps, 15) # (0,0), entonces g — s (g) es un ndmero entero. Mas ain, en

el caso s = x, donde x = x(v;z,y) € Z, sabemos que (py, f1y) # (0,0). Entonces, @ = 90— x (§) € Zy
podemos escribir

X (2) 0 0
In(viz,y) = » y'at el {pswax+ﬂsyay}

s=—1

& X s (X,S)(Q) 0 0
x Zy:g d psx%qtlusya—y .

s=—

Maés atn, si ponemos dr = x — s, tenemos que

- 0 0
In(v;z,y) = 2%y y¥ a?" {ﬁch - ﬂry}
= ox dy

. N~ . [. 0 _ 0
= a2y~ (Q) > or {pfxaeruryay},

=0

donde « es la parte entera de ﬂ Y Pr = Px—dr, fir = [ly—dr- Vamos ver como es la evolucién de la

altura principal bajo un paquete esencial de Puiseux. Recordemos que las ecuaciones estdn dadas por
x =399 y = gPP’, donde

d
yro
y dé — pB = 1. Después de unos calculos tenemos
0 0 0
—_— = 6~77 7 A —
i Yoz PUT NG
0 0 0
— = [ —=4di+N)=.
Yoy 5xa£+ (7 + )837

Lema B.5. Tenemos que a(v;z,y) > do.
Demostracion. Basta con hacer la demostracion para © de la forma

~ a, b 0 0
U=y pm@ﬂiyafy )

donde a + b (%) > o, dado que ¥ es una combinacién de ese tipo de campo vectoriales monomiales y la
correspondiente a sélo puede incrementar. Despiies de una cuenta tenemos que

b = Fad+bpgpas+bs {(p(5 1) xﬁ + (ud — pp) (7 + X)) aay}

y entonces a(é; x,y) = ad + bp > dp. O]
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Ahora vamos a escribir In(v; x,y) en las coordenadas Z, . Recordando la expresién (B.6), tenemos
que

0 0
In(v;z,y) = Fd+xp Has+xo— RZ(I)H T {ﬁt‘%8~ +ﬂ7q)ag}’ (B7)
7=0

donde pr = p,;0 — i By for = fird — prp. Recordemos que ® = § + A. Notemos también que

@d+xp:d(g—x(§))+xp:d9~

De esto nosotros deducimos que
a(In(¢; 7,9)) = do.

De (B.7) podemos escribir v* = @~ (@8+x0=r) z=de[y (y; 2, y) como
0 = 0 0
K—t _ ~r * * ~
= E @ {pt:c + utfbay} = TZE_ly {pw% + utyag} :

Observacién B.7. Notemos que (p, u) = (po, po) # 0
Lema B.6. La altura principal H(v; Z,3) es el minimo de los indices r tales que (pk, uk) # (0,0).

Demostracion. El vértice critico del poligono de Newton-Puiseux aparece en In(v; z,y), dado que
a(In(v,z,y); Z,9) = do y ademds «(0; &, 7) > dp. Mas atn, v* es obtenida de multiplicar In(v; z,y) por

7% y por una unidad que depende solo de §. Asi la altura principal H(&;#,7) es la altura principal de

v*. Lo cual finaliza la demostracién. O

En vista de la observacién (B.7), tenemos que H(v;Z, ) < k. Recordando que & es la parte entera
de XTH, d>2yquex<H(v;z,y), con 1 < H(v;x,y), tenemos que

1. Si H(v;z,y) > 2, entonces H(v, Z,9) < H(v;x,y).
2. Si Hv;z,y) =1y x < 1 entonces H(v; Z,7) <
3. Si H(v;z,y) = 1 = x entonces H(v,Z,7) < 1.

Vamos a analizar el tltimo caso H(v;z,y) = 1 = x y suponemos que H(v;Z,7) para obtener una
contradiccién. Notemos que d = 2. Entonces

. 0 0 o . .0
v <I>{ 8~+MO<I>8 } {p1x8~+p1®ag}.

Poniendo ® = y + A, tenemos que

(P1s11) = (po, i)
(o> ) = (Apo + p1, Mio + fi1)
(P m2y) = (0, A(AMao + fi1))

La hipétesis implica que
0= Mg + fi1 = 2\fig + fiy = Ap + pr1.

En particular tenemos que fig = fi1. Ahora, vamos a recordar que (p1,1—1) = (0,4—1) y que por otro
lado (p1,fi1) = (p—1,p-1). Asi p1 = —p_18 y ji1 = p_1d. Entonces implica que fi; = 0 implica que
t—1 =0y p1 = 0. Finalmente tenemos que todos los coeficientes po, p1, flo, fi1 son cero. Pero esto es una
contradiccién a nuestra hipdtesis. Entonces el caso del tipo bambi salvaje tampoco puede ocurrir, por
lo que tenemos entonces el resultado de desingularizacién.
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