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Resumen

1. Resumen

En este trabajo se efectia el modelado matematico de fluidos viscoelasticos
sometidos a deformaciones cortantes oscilatorias, especificamente, a las pruebas
reométricas flujo cortante oscilatorio de amplitud pequefia (SAOS por su nombre en
inglés, i.e. Small-Amplitude Oscillatory Shear), flujo cortante oscilatorio de amplitud
mediana (MAOS: Medium-Amplitude Oscillatory Shear) y flujo cortante oscilatorio
de amplitud grande (LAOS: Large-Amplitude Oscillatory Shear). Como primer paso,
a partir del balance de momentum y el balance de masa, se dedujeron los modelos
pertinentes para fluidos viscoelasticos sometidos a estas deformaciones a partir de
las ecuaciones constitutivas diferenciales de Maxwell, Oldroyd-B y Phan-Thien-
Tanner en sus versiones Lineal (LPTT) y Exponencial (EPTT), considerando
deformaciones sinusoidales como los estimulos introducidos al sistema y los

esfuerzos como su respuesta.

Posteriormente, se plante6 un algoritmo de solucién del problema de flujo cortante
oscilatorio generalizado, utilizando métodos numeéricos adecuados para la solucién
problemas de condiciones iniciales constituidos por sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias acopladas y derivacion numérica de datos tabulados. Junto
con el algoritmo, se propuso una metodologia de post-procesamiento de las
respuestas obtenidas para interpretar los resultados en términos de funciones
materiales, indices de propiedades no lineales y la representacion de esfuerzos en
curvas de Lissajous y Mallas de Ewoldt, utilizadas comiunmente para el analisis de

comportamiento no lineal (Saengow y Giacomin, 2019).

Los hallazgos permitieron explorar respuestas no lineales adelgazantes al corte y
con zonas de engrosamiento al corte, abarcando los tipos 1y Ill en LAOS reportados
en la literatura como respuesta tipica de fluidos complejos en deformaciones
oscilatorias (Hyun eta al., 2002). También se evalué la capacidad predictiva de los
modelos resultantes empleado el método de Separacion Elastico-Viscosa del
Esfuerzo (Elastic-Viscous Stress Splitting, EVSS, por sus siglas en inglés), cuya

consecuencia directa de uso es la limitacion de la aparicion de caracteristicas
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elasticas y viscoelasticas no lineales. Ademas, se validaron los resultados mediante

pruebas de consistencia fisicas y datos en la literatura.
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2. Introduccion

Muchas sustancias importantes y comunes son viscoelasticas. Macromoléculas
bioldgicas e industriales, suspensiones coloidales, emulsiones y espumas son
algunos ejemplos. Su calidad visco elastica estd determinada por el proceso de re-
arreglo de sus elementos constituyentes durante la deformaciéon del material bajo
flujo, cuya manifestacion macroscopica es una escala de tiempo caracteristica de

respuesta o tiempo de relajacion (Rogers, 2018).

Mientras la caracterizacion de materiales que exhiben comportamientos reolégicos
no-lineales puramente viscosos o puramente elasticos puede hacerse de manera
directa mediante pruebas reométricas como corte estacionario o deformacion
escalonada, no existe una metodologia definitiva para aquellos que exhiben ambas
no linealidades simultAaneamente (Ewoldt et al.,, 2008). No obstante, las
deformaciones cortantes oscilatorias se utilizan frecuentemente para analizar el
comportamiento de fluidos viscoelasticos y, en general, de materia blanda (soft
matter), pues permiten medir contribuciones viscosas o elasticas al comportamiento
mecanico de los materiales, ademas de ofrecer la posibilidad de observar
respuestas a diferentes escalas temporales (Deshpande, 2010). Asi mismo, las
deformaciones cortantes oscilatorias ofrecen ventajas sobre las demas pruebas
reométricas lineales y no lineales. Por ejemplo, el flujo cortante simple estacionario
no considera el régimen transitorio que dificilmente se abandona cuando los
procesos involucran una alta rapidez de deformacion acompafiada de tiempos de
aplicacion cortos; tampoco proporciona informacion acerca de los tiempos de
relajamiento viscoelasticos y su relacion con la estructura de las muestras, lo que
impide su empleo en el estudio de materiales reticulados (Hyun et al., 2011). Las
deformaciones cortantes oscilatorias no sufren estas limitaciones y, por lo tanto, son
aplicables a una gama mas amplia de fluidos complejos (Cho, 2016; Hyun et al.,
2011)

El flujo cortante oscilatorio se divide, en general, en tres pruebas: flujo oscilatorio de
amplitud pequeiia o SAOS (Small-Amplitude Oscillatory Shear, por sus siglas en

inglés), flujo oscilatorio de amplitud intermedia o MAOS (Medium-Amplitude
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Oscillatory Shear) y flujo oscilatorio de amplitud grande o LAOS (Large Amplitude
Oscillatory Shear). SAOS produce respuestas viscoelasticas lineales, lo que le hace
atil para caracterizar materiales de forma bésica y determinar cantidades como el
tiempo de relajamiento de Maxwell 4o 0 el modulo elastico Go y, por ejemplo, realizar
control de calidad (Deshpande, 2010; Hyun et al., 2011; Song y Hyun, 2019). Por
otro lado, MAOS y LAOS pueden proveer informacion relevante para identificar
diferencias estructurales entre materiales que, en deformaciones lineales, e.g.
SAOS, despliegan comportamientos parecidos y quiza indiferenciables; asi, estas
deformaciones oscilatorias no-lineales permiten comprender a mayor profundidad
el procesamiento de materiales complejos bajo condiciones que promueven la
exhibicién de no linealidades, por lo que sus resultados tienen mayores aplicaciones
de interés practico (Hyun et al., 2011). Experimentos en SAOS se han conducido
durante mas de 80 afios a la fecha, pero los estudios en LAOS se popularizaron
durante las ultimas décadas, gracias al advenimiento de re6metros comerciales

equipados con transductores mas sensibles (Rogers, 2018).

En este punto, es preciso mencionar que un objetivo del estudio de la reologia de
los materiales viscoelasticos es determinar propiedades materiales que se
correlacionan con los procesos microscopicos que sufre un material sometido a
flujo. Una de las salidas tecnoldgicas actuales para este tipo de estudios es controlar
las caracteristicas reologicas de la materia para la generacion de materiales
inteligentes, disefiados para responder de una manera especifica a los estimulos

dentro de un proceso dado (Rogers, 2018).

En cuestiones de modelado constitutivo, la capacidad de modelar el
comportamiento mecanico de la materia blanda en flujos simples, como es el caso
del flujo corte oscilatorio, se encuentra entre las caracteristicas deseables para las
ecuaciones de estado reoldgico aplicables a un determinado proceso (Barnes et al.,
1993). Siendo este tipo de deformacion una de las pruebas reométricas
fundamentales para la caracterizacion de diversos materiales, es importante
conocer los alcances predictivos de los modelos constitutivos en flujo oscilatorio. Si

bien es posible encontrar modelos constitutivos de naturaleza integral como
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diferencial (Bird et al., 1987), en este trabajo se exploraran unicamente aquellos en
una forma diferencial generalizada, debido a la relativa abundancia de literatura que
los emplea.
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3. Marco tedrico

3.1. Viscoelasticidad de los materiales

La viscoelasticidad es un comportamiento reologico donde un material puede exhibir
propiedades elasticas y viscosas de manera simultanea, tal que almacena y disipa
cierta cantidad de energia durante su deformacion (Tschoegl, 1989). La magnitud
de la escala temporal de los procesos o experimentos que involucran materiales
viscoelasticos contra el tiempo caracteristico de los ultimos, juega un papel
fundamental en la observacion de una respuesta predominantemente liquida o
sdlida. Entonces, una determinada muestra parecera mas viscosa que elastica si la
deformacion que sufre es relativamente lenta, y viceversa (Barnes et al., 1993;
Deshpande, 2010).

Entre las cualidades mas destacables de los materiales viscoelasticos se encuentra
la manifestacion de esfuerzos normales aun en deformaciones cortantes -
adjudicados a su constitucién viscoelastica-, lo que propicia diversos fenbmenos
como el efecto Weissenberg de ascenso en una varilla (Bird et al., 2016; Phan-Thien
y Mai-Duy, 2017), el ensanchamiento del liquido al salir de un orificio o die swell
(nombre que recibe este fendémeno en inglés; Phan-Thien y Mai-Duy, 2017; Bird et
al., 1987), formacion de superficies convexas en flujo sobre un canal inclinado (Bird
et al., 2016) y flujos secundarios invertidos (Bird et al., 2016), todo aunado a la
posibilidad de sufrir adelgazamiento o engrosamiento al corte debido a su compleja
microestructura (Phan-Thien y Mai-Duy, 2017). Pero su cualidad mas distintiva es
Su respuesta transitoria, lo que permite formularla como una funcién del tiempo sin

gue esta relacion recaiga unicamente en las funciones materiales.

A menudo se refiere a los fluidos viscoelasticos como fluidos con memoria, pues
segun se muestra en la Fig. (3.1), tienden a recuperar su configuracion original (Bird
et al.,, 2016; Phan-Thien y Mai-Duy, 2017). Por ello, también se les refiere como
aguellos materiales cuyo esfuerzo depende de su historia de deformacion (Cho,
2016). Empero, dicha memoria no es perfecta como en el caso de un sélido elastico

ideal (solido de Hooke), que experimenta una deformacion reversible, ni nula como
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la de un liquido que experimenta una deformacion irreversible, i.e., un fluido

Newtoniano (Tschoegl, 1989), sino que se desvanece en un tiempo finito.

La viscoelasticidad como comportamiento mecéanico se puede dividir en dos
regimenes: lineal y no lineal. En el primero, una muestra sometida a cualquier
cambio escalado en el estimulo que recibe, produce un cambio en su respuesta con

la misma escala (Deshpande, 2010). En el segundo, ocurre lo contrario.

Figura 3.1. Retroceso de un fluido viscoelastico después del corte de la columna de liquido (Phan-
Thien y Mai-Duy, 2017).

3.2. Ecuaciones constitutivas viscoelasticas

3.2.1. Modelos lineales: Maxwell, Kelvin-Voigt y Jeffreys

Existen dos extremos tedricos e ideales en los que circunscribe a la viscoelasticidad:

la ley de viscosidad de Newton (3.1) y la ley de Hooke (3.2):
t=-n(Vv+w’) = —ny. (3.1)

T=-G(Vu+vul) = -Gy, (3.2)
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donde t simboliza al tensor de esfuerzos, v la velocidad del fluido, y el tensor
rapidez de deformacion, u la deformacion del fluido, y el tensor de deformacion y n

y G la viscosidad y el modulo de elasticidad, respectivamente.

Los mecanismos implicitos en estos modelos constitutivos pueden ser combinados
para describir la respuesta de un material viscoelastico en régimen lineal. Si se
requiere analizarle desde la perspectiva de un solido, se plantea que el esfuerzo
total experimentado por la muestra (t) se puede desglosar como la suma de una
contribucion eléstica (tr,) y una viscosa (t,) (i.e. T =1, + 7,), mientras que la
deformacion viscosa y la elastica son equivalentes (y =y, = y,). Por otro lado, si
se requiere analizarle como a un liquido, se considera que los esfuerzos totales,
elasticos y viscosos son los mismos (t = 7, = T,), mientras que la deformacion total
es la suma de las contribuciones eléstica (y.) y viscosa (yy) (€.9. ¥ =¥. + V). ES
asi como se formulan las expresiones mas sencillas para este comportamiento
reoldgico: el modelo de Maxwell (Ec. 3.3; Bird et al., 2016; Morrison, 2001) y el
modelo de Kelvin-Voigt (Ec. 3.4; Barnes et al., 1993; Thompson et al., 2015):

Jt .
T+ Al E = —T]O)/, (33)

T=— (770 % + Go)’)' (3.4)

donde n, Y G, son la viscosidad y modulo elastico a bajas rapideces de deformacién

y deformaciones pequefias, respectivamente, y 4, = % es el tiempo caracteristico o
0

de relajacion. Este tipo de ecuaciones de estado reolégico son consideradas
lineales, pues asi es la relacion entre el estimulo (i.e. deformacion para solidos o
rapidez de deformacion para liquidos) y su respuesta (i.e. esfuerzo). Ademas, los
coeficientes de las derivadas de Euler son constantes que no cambian con la

deformacion (y) o rapidez de deformacion (y) (Barnes et al., 1993).

Otra ecuacion constitutiva lineal es el modelo de Jeffreys (Ec. 3.5; Bird et al., 2016),
la cual incluye una constante adicional con respecto al modelo de Maxwell,
denominada tiempo de retardo (1,). Este tiempo de retardo resulta de considerar

que el esfuerzo total (t) es la suma de la contribuciéon de un solvente newtoniano
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(T5) y un soluto con propiedades viscoelasticas (propiedad caracteristica de solutos

poliméricos, t,) , i.e., T = T, + T, (Bird et al., 2016). La ecuacion de Jeffreys es:
a . ay
T+ T= (v + A D), (3.5.1)

y en su forma separada es:

ot

Tt 4 a_tp = Ty ¥,
_ . _ s
T, = —1NsY, /12 = M (352)

donde 7, es la viscosidad del solvente,n,, la viscosidad del soluto a bajas rapideces
de deformacion y n, = ns + 1,, €s la viscosidad de la mezcla a bajas rapideces de

deformacion.

En sintesis, la forma general para cualquier modelo diferencial en viscoelasticidad
lineal es (Deshpande, 2010):

"t
ngem

My
atm’

2 2
Anomt ot Ay s+ Ay S+ AgT = By + B, X+ B, 2L+ 4 B, (3.6)

at?

donde los coeficientes de las derivadas son constantes del material o funciones
materiales independientes de y y y. En la literatura se reitera constantemente su
validez Unicamente cuando la deformacién sobre el material es lo suficientemente
pequefia, tal que cualquier efecto que la variacion de su magnitud pudiese hacer

sobre la respuesta del fluido es minimo.

3.2.2. Modelo de Oldroyd-B

Cuando se pretende modelar fluidos viscoelasticos en condiciones mucho menos
especificas, es preciso que las ecuaciones de estado reoldgicas consideren la
microestructura del material y la forma en que éste se comporta en flujos simples
(teoria fenomenoldgica), ademas de cumplir con ciertos principios basicos de

formulacion, los cuales se enlistan enseguida (Barnes et al., 1993):




Marco tedrico

I. Las ecuaciones constitutivas deben ser independientes del marco de
referencia utilizado para describirlas.

Il. Las ecuaciones constitutivas deben ser independientes del movimiento
absoluto en el espacio. Cualquier movimiento de cuerpo rigido superpuesto
no puede afectar la respuesta basica del material.

[l El comportamiento del material en un punto determinado depende
Gnicamente de la historia previa del mismo y no del estado de los puntos
vecinos. Implica la que la “memoria del material” esta asociada a los
elementos que lo constituyen y no a la posicién que ocupan.

IV. En el caso de liquidos elasticos, la historia de deformacion del material en el
pasado distante debe ejercer una menor influencia sobre la respuesta
presente con respecto a la historia de deformacién mas reciente (memoria
gue se desvanece).

V. Las ecuaciones deben ser consistentes con los principios termodinamicos.

Como resultado, las expresiones para viscoelasticidad lineal resultan invalidas
cuando se aplican bajo condiciones generalizadas de esfuerzos y deformacion
(Barnes et al., 1993), ya que la derivada de Euler, por definicion, hace referencia al
cambio de una variable con el tiempo en un sistema de referencia fijo (Bird et al.,
2016).

Para expresar al esfuerzo como una funcién del tiempo, buscando el cumplimiento
de los principios de formulacién de ecuaciones de estado reolégico, debe hacerse
uso de derivadas incluso mas complejas que la de Lagrange. Por ejemplo, la
introduccién de un sistema coordenado convectivo incorporado en el material
mismo y que se deforma continuamente junto con él, genera una derivada temporal
que, al reescribirla en términos de un sistema coordenado clasico, da como

resultado lo siguiente (Barnes et al., 1993). Para un tensor simétrico covariante a:

A
a= g—‘; +v.Va + Vv".a + a.Vv, derivada convectiva inferior. (3.7)

10
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Para un tensor simeétrico contravariante f:

Vv
B = % +v.VB —Vv'.B — B.Vv, derivada convectiva superior. (3.8)

Al sustituir la derivada convectiva superior en el modelo de Jeffreys, se obtiene el
modelo B de Oldroyd u Oldroyd-B:

T+ A (%+v. Vti—wl.t—1. Vv) = -1, ()’/+/12 %). (3.9)

Este modelo cuasi lineal es aplicable a deformaciones de mayor magnitud
(Deshpande, 2010). De hecho, la Ec. (3.9) es también una de las diversas
simplificaciones del modelo constitutivo de Oldroyd de 8 constantes u Oldroyd-8
(3.10). Oldroyd-8 es de formulacion empirica, lineal respecto a los componentes del
tensor de esfuerzos, pero no-lineal respecto a los gradientes de velocidad y el tensor
de rapidez de deformacion (Bird y Wiest, 1995; Shogin, 2020):

vV .1 . 1 : . v ..
T+ 4T =S p(trD)y —sm{t.y —v. 1} + v (T:¥)8 = -1 (y + Ay —miy.v}+

“v,(7:1)5). (3.10)

3.2.3. Modelo de Phan-Thien-Tanner

Otra de las ecuaciones constitutivas viscoelasticas no lineales mas empleadas es
el modelo de Phan-Thien-Tanner (Ec. 3.11), frecuentemente abreviado PTT. Su
formulacién est4 basada en teoria de redes para polimeros fundidos y es no lineal
con respecto a los componentes del tensor de esfuerzos (Bird y Wiest, 1995).
Incluye un pardmetro de estructura interna del material o fluidez adimensional (f;),
el cual es una funcién que dicta la evolucion de la estructura del material y en el

caso particular de PTT, afecta Unicamente al término de la contribucion del tensor
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de esfuerzos. Este modelo contiene dos nuevas constantes, el parametro de
extensibilidad (¢) y el pardmetro de movimiento no afin (¢). El modelo de PTT es:

fit + /11¥ + éf/ll{r. Yy+y.t=n0¥, fr=e€xp [d—l tr r], (3.11)

No

€ es un valor constante, adimensional y positivo. En muchas aplicaciones practicas
adquiere valores entre 0 < ¢ <i (Shogin, 2020). Asi mismo, ¢ se define en el

intervalo 0 < ¢ <1 (Song et al., 2020). Cuando ¢ < &, € tiene poca influencia sobre
las propiedades reoldgicas y ¢ controla el grado de adelgazamiento al corte. Bajo
deformaciones afines, i.e., ¢ =0, la Ec. (3.11) se simplifica a dos variantes: PTT
exponencial (EPTT por su siglas en inglés) y PTT lineal (LPTT). Con £ =1, la
respuesta de PTT es independiente de ¢ y se obtiene una respuesta equivalente al

modelo Corrotacional de Maxwell en MAOS (Song et al., 2020).

El uso de ambos parametros no lineales promueve desventajas inherentes al
modelo de PTT, entre las que se encuentran oscilaciones no-fisicas durante la
prediccion de coeficientes viscosos y de esfuerzos normales a alta rapidez de corte
(Hyun et al., 2007), por lo que su empleo simultaneo no se recomienda para predecir

respuestas en tales condiciones de deformacion (Song et al., 2020).

3.2.4. Variantes Exponencial y Lineal del modelo de Phan-Thien-Tanner

El modelo PTT exponencial (abreviado EPTT, Ec. 3.12) se emplea en el modelado
polimeros fundidos, mientras que el modelo PTT lineal (LPTT, Ec. 3.13) en el de
soluciones poliméricas (Lopez-Aguilar et al., 2015).

1 La convencidn de signos en el término difusivo en las ecuaciones de PTT repercute también en la
definicién de f;. La Ec (3.11) muestra la expresion del modelo con signo positivo, tal como se usa en
el trabajo de Hyun et al. (2007) y Song et al. (2020). Al optar por el signo negativo, se obtiene la
forma de PTT que se reporta en el trabajo de Shogin (2020) y Bird y Wiest (1995). La eleccién de

una u otra no afecta la magnitud de las funciones materiales.

v
L . A
fit+ AT+ %E)ll{t.y +y.t}=—ney; f; =exp [—877—01 tr T].
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exp [‘?—1 tr r] T+ /11¥ =1noY- (3.12)
0

v
1+ % trz| T+ AT = nov. (3.13)

La Ec. (3.13) aproxima f, mediante los dos primeros términos de la expansién en
serie de Taylor de la forma de la variable de estructura exponencial correspondiente
a EPTT. Tanto LPTT como en EPTT exhiben el comportamiento del modelo de
Oldroyd-B cuando el parametro de extensibilidad tiende a cero. De hecho, para el
modelo de Oldroyd-B, f; =1 (LOpez-Aguilar et al., 2015). En ausencia de &, el

adelgazamiento al corte existe debido a ¢ y las oscilaciones no-fisicas desaparecen.

3.2.5. Separacion de esfuerzos

Mientras los modelos en viscoelasticidad lineal suelen tener soluciones analiticas,
en el régimen no lineal se requiere frecuentemente de algoritmos numéricos. La
mayoria de escenarios a modelar y que son de interés practico implican flujos
complejos o condiciones de deformacidén que promueven respuestas viscoelasticas
altamente no lineales, lo que compromete la estabilidad de la solucién de estos

modelos.

Uno de los métodos para evadir estas inestabilidades es separar el tensor de
esfuerzos (T) en un componente viscoelastico (z,) y un componente puramente
viscoso (zg), de manera que el balance de momentum puede mantener siempre un
término difusivo que estabiliza la solucién (Wang, 2013; Varchanis, 2019). Este
método se conoce como Separacion Elastico-viscosa del Esfuerzo o, en inglés,
Elastic Viscous Stress Split (EVSS):

T=r1,+r1, (3.14)

Bajo esta consideracion, el fluido se aborda como una mezcla solvente newtoniano
— soluto viscoelastico (generalmente un polimero, aunque esta forma de separacion

puede alojar cualquier otro tipo de sustancia con propiedades no-newtonianas). Al
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utilizar EVSS se define una nueva cantidad adimensional, llamada fraccion de

solvente (B):

Ns Ns
B= s =0, Mo = Ms T (3.15)

3.3. Deformaciones Cortantes Oscilatorias

En este conjunto de métodos dinamicos de caracterizacion reologica, la
deformacion y el esfuerzo varian de manera perioédica en funcion del tiempo, donde
cualquiera de estas variables puede ser considerada como el estimulo y la otra su
respuesta (Cho, 2016; Hyun et al., 2011). En corte oscilatorio, la definicién de las
funciones materiales depende de la referencia mateméatica del estimulo a las
funciones seno o coseno, y aunque no existe una convencion definitiva (Ewoldt,
2013), en la literatura se utiliza con mayor frecuencia deformacion sinusoidal y
esfuerzo cosenoidal como estimulos. Dependiendo de la magnitud de la amplitud
de deformacion, el corte oscilatorio se clasifica en: SAOS (Small Amplitude
Oscillatory Shear por sus siglas en inglés), MAOS (Medium Amplitude Oscillatory
Shear) y LAOS (Large Amplitude Oscillatory Shear). SAOS evoca una respuesta
viscoelastica lineal, mientras que en MAOS y LAOS suele manifestarse
comportamiento no lineal’> (Hyun et al., 2011). En la Tabla (3.1) se muestra la
clasificacion de las pruebas en corte oscilatorio segun el tipo de estimulo y amplitud

de deformacion que caractericen al sistema.

2 MAOS es una subdivision de LAOS. MAOS es excitacion ligeramente no lineal y una descripcion
asintética al régimen lineal SAOS. A diferencia de LAOS, el estudio de MAOS permite generar

expresiones analiticas definidas para respuestas no lineales (Song y Hyun, 2019; Song et al, 2020).
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Tabla 3.1. Tipos de pruebas de corte oscilatorio segun el estimulo. La clasificacién que aqui se
muestra es una extension —al menos en el caso de SAOS y MAOS- de la nomenclatura propuesta
por Ewoldt (2013).

Estimulo Nombre del método
SAOS ¥y = y°sin(wt) SAOStrain

o = d° cos(wt) SAQOStress
MAQOS y = y? sin(wt) MAOQOStrain

0 = d° cos(wt) MAOStress
LAOS y = y°sin(wt) LAOStrain

o = g cos(wt) LAOStress

La escala temporal del experimento se define a través de la frecuencia de oscilaciéon
w (Deshpande, 2010). Manipulando w y la amplitud de deformacioén y, o la amplitud
de rapidez de deformacion y,, se pueden observar distintos regimenes de

comportamiento reoldgico. Una forma de mapear estos Ultimos y sus transiciones,
tomando como variables a los pardmetros cinematicos mencionados con antelacion,

es el diagrama de Pipkin (Song y Hyun, 2019; Giacomin y Dealy, 1998).

Los pardmetros w y y, son claves para definir los nimeros adimensionales Deborah

(De) y Weissenberg (W1i) en el contexto de corte oscilatorio (Saengow et al., 2017).

De hecho, una de las cualidades mas atractivas de estas pruebas reolégicas es que
permiten probar por separado la desviacion del comportamiento newtoniano debido
al aumento de y, o de w, mediante el ajuste de Wiy De, durante el modelado o la
experimentacion (Giacomin et al., 2011). Con estos numeros se han propuesto
algunos criterios bajo los cuales se espera observar una transicion de
viscoelasticidad lineal a viscoelasticidad no-lineal. Por ejemplo, para liquidos

poliméricos ocurre cuando Wi > 1 (Saengow et al., 2017). Por otro lado Giacomin
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et al. (2011) proponen Wi > De y posteriormente Saengow y Giacomin (2018)

plantean la definicion de LAOS como:
. wi
Wi>1]y [E > 1]. (3.17)

El nimero de Débora sefiala qué tan rapida o lenta es la prueba, mientras que el
namero de Weissenberg indica qué tan severa es la deformacién en relacion a la

capacidad del material para relajar los esfuerzos (Rogers, 2018).

o0
2 2
s | o= S / \
5 Koy L.
Nonlinear - =5 H
= :
Viscoelastici 2 {2
z . '§ 'Ql ! l©1
2 2 LT I%a : /7. 3 7/
w ‘ H
oo £ s T — Steady Shear i LAOS ...
-
&
$ 2 2
>
/ 5 _; 4 E
st ¥ 7
c 2
Linear 3 ) P 1<>1
Vi asticity rin Yy ‘ /. i 7k
II Newtonian Behavic Newtonian : SAOS
1 Aw oo
w

Figura 3.2. Representaciones del diagrama de Pipkin. A la izquierda se muestra un esquema
bidimensional (Giacomin y Dealy, 1998). A la derecha, se ofrecen respuestas tipicas de esfuerzos
cortantes en cada region: Newtoniana ( 4,7, < 1y 4;w < 1), flujo viscoso o también de corte

estacionario (A;w < 1), SAOS (4,7, < 1) y LAOS (1,7, > 1y 4,0 > 1) (Saengow y Giacomin, 2019).

3.3.1. Definicion tedrica de flujo en corte oscilatorio

La definicion teorica del flujo de corte oscilatorio parte de un sistema isotérmico,

conformado por un fluido incompresible confinado entre dos placas paralelas, donde
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la superior se desplaza sinusoidalmente? con frecuencia constante w. A fin de poder

considerar un perfil de velocidades lineal con respecto a la posicién en la direccidon
perpendicular al movimiento (direccion del gradiente de velocidades), la separacion

entre placas es pequefia y la viscosidad del fluido relativamente alta (Bird et al.,

2016), lo que provoca que los efectos inerciales sean despreciables.

—~
O
~
L)
]
~a

(@)
H
! !
! ! Ax
. X3
ilr' M =7(0x /
¥ [F = ¥
g Nh=h=0 n
1 o
d [}
¥ Ly
I 1
! q

Figura 3.3. Perfil de velocidad teérico en corte oscilatorio. En (a) se muestra un boceto
tridimensional de la forma del perfil de velocidad en el sistema, considerando coordenadas

cartesianas y sin efectos inerciales (Saengow et al., 2017); se puede apreciar que z es una
coordenada neutra. En (b) se ofrece la subsecuente simplificacién bidimensional del sistema
(Ewoldt, 2013), donde las coordenadas x; = x, x, = y.

Como resultado, se obtiene una rapidez de corte cosenoidal (Saengow et al., 2015).
Ocupando coordenadas cartesianas, tal como se muestra en la Fig. (3.3) (a), se
(3.18)

(3.19)

tiene:
(3.20)

vy =Y,y cos(wt),
Y =7, sin(wt),

y = ¥, cos(wi),
8 Tendencia dominante en la literatura, aunque también se puede imponer un desplazamiento

oscilatorio que sigue a la funcién coseno (Ewoldt, 2013).
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donde v, es el perfil de velocidad, y es la deformacion y y es la rapidez de

deformacion.

3.4. Funciones materiales en corte oscilatorio
3.4.1. Funciones materiales en viscoelasticidad lineal

Los problemas formulados para modelar viscoelasticidad lineal dan lugar a
soluciones analiticas y, por tanto, a expresiones mateméticas definidas de las
funciones materiales (Song y Hyun, 2019). El esfuerzo cortante en este régimen se

expresa como (Bird et al., 2016; Saengow et al., 2015; Giacomin et al., 2011):
Tyy = =V cos(wt) — 7 n" sen(wt). (3.22)

Cuyas funciones materiales se denominan como el coeficiente de disipacion

(viscoso) n'(w) y el coeficiente de almacenamiento (elastico) n” (w).

Estos coeficientes de disipacion y almacenamiento, a su vez, conforman la

viscosidad compleja n* (Ec. 3.22):

nt=n"-in". (3.22)
Sus equivalentes en caracterizacion elastica se muestran en la Ec. (3.23):

G'= wn",G" = wn', (3.23)
donde G’ es el coeficiente de almacenamiento y G"' es el coeficiente de pérdida.

La primera diferencia de esfuerzos normales también tiene una expresion analitica

(Saengow y Giacomin, 2018):
Ny =Tp,, —Tp,, = —()’/0)2{ Y + W cos(Rwt) + ¥;'sen(2wt)}, (3.24)

donde: ¥;(w) es el coeficiente de desplazamiento, ¥;(w) es el coeficiente real de

N,, y ¥ (w) coeficiente imaginario de Nj;.
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Cada una de estas propiedades es una funcion de la frecuencia de deformacion, y

segun el tipo de ecuacién constitutiva con la que se hayan obtenido las soluciones

en (3.21) y (3.24) - es decir si se considera al fluidlo como una sustancia pura

(Maxwell) o como una mezcla (Oldroyd) - tienen una forma distinta. Estas formas se

enlistan en la Tabla 3.2.

Tabla 3.2 Funciones materiales en viscoelasticidad lineal. Caracterizacion viscosa (Saengow et al.,

2017; Saengow y Giacomin, 2017b; Saengow y Giacomin, 2018).

Tipo de ecuacion Maxwell Oldroyd
constitutiva
Coeficiente de (@) =1 ‘) 1+ 2,4 w?
—HoT Ty N2 nNw)=Nor—"7 77
disipacion 1+ (o) 1+ (wAy)?
Coeficiente de . ALw Y Y- w
n"(w n"(w)

almacenamiento

T T ey

0 T (wa,)?

Coeficiente de Ay A\ Mok

Yo(w) =nor—"7"73 Vo) =\1-—)—FF7—"=3
desplazamiento 1+ (hw)? ( /11> 1+ ({w)?
Coeficiente real W) = 7)0/11(12— 2(4w)?) : (1 - %) noA (1 — 2(A,w)?)
de N, [1+ (Lw)?][1+ (24w)?] ¥ (w) = T (jllw)z][l INCYWRE
Coeficiente Mo (34, w) Ay

Y'(w) = 1—==%) 104 (31, w)

imaginario de N, ' [1+ o)’ 1+ Lo’y (w) = ( Al)

[1+ (hw)?][1+ 240)%]

3.4.2. Funciones materiales en viscoelasticidad no lineal

A diferencia del caso anterior, en viscoelasticidad no lineal no se cuenta con

expresiones analiticas definitivas de los esfuerzos y sus funciones materiales.

Normalmente se les expresa en términos de series de Fourier con un numero infinito

de armonicos (Saengow y Giacomin, 2018).
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;0.
Txy((-u(;y D ¥ (@, To)cos(wt) +nj(w, To)sen(nwt). (3.25)
14 impar
0.
Nl—E;)(;])/Z't) = — Yneo, Vi n (@, Vo)cos(nwt) + Wiy (w, vo)sen(nwt). (3.26)
par

La naturaleza de las Ec. (3.25) y (3.26) hace dificil definir funciones materiales,
aunado a su dependencia compleja con wy y,. Sin embargo, la amplitud de los
armonicos superiores es, por lo regular, pequefia comparada con la amplitud del
primer armonico. Entonces, el primer armoénico puede servir para hacer una
descripcion del caracter preponderante de la respuesta del fluido en corte oscilatorio
(Hyun et al., 2011).

Es posible calcular el primer arménico del mddulo de disipacion viscosa y el primer
armoénico del médulo de almacenamiento via la energia disipada por unidad de

volumen por ciclo (Saengow y Giacomin, 2017a; Ewoldt et al., 2008):

ny(DeWi) _1p2m
= nfo S cos(7) dr, (3.27)
ny (Dewi) 1 c2m
= ﬂfo S sen(7) dr, (3.28)

donde S representa el esfuerzo cortante adimensional, T el tiempo adimensional,
definido por el producto de la frecuencia de deformacion y el tiempo dimensional

T = wt, y los nimeros adimensionales De y Wi definidos en la Ec. (3.16).

De manera similar ocurre con el primer armonico expresado en términos del modulo
elastico (G;) y médulo de pérdida (G;"), cuyas expresiones de caracterizacion

elastica en funcion de la energia son las siguientes:

Gi(Dewi) _  De c2m
e T Jy~ Ssen() dr, (3.29)
Gi'(Dewi) _  De r2m
e T T Jy Scos(z) dr. (3.30)
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Por otro lado, Ewoldt (2008) define cuatro medidas de no linealidad elasticas y
viscosas, especificamente para LAOS, que pueden ser calculadas a partir de datos
de esfuerzo, deformacion y rapidez de deformacién durante un ciclo. Estas ofrecen
una forma de caracterizar y diferenciar la respuesta de los materiales al capturar

informacion que no se incluye en el primer armonico:

N = [‘:"j]ﬁo (3.31)
n, = [%y]y:ﬂo (3.32)
Gy = [C%]y_o (3.33)
Gl = [T’CTy]Hyo (3.34)

donde n;, es la viscosidad dindmica de rapidez de corte minima, n; viscosidad
dinamica de rapidez de corte maxima, G;, el médulo elastico de deformaciéon minima
y G, el modulo elastico de deformacion maxima. A partir de estas medidas, Ewoldt

(2008) establece dos indices de desviacién de comportamiento lineal, a saber:

T =12} — 0 yiscoelastico lineal (3.35)

!
< 0 adelgazante al corte

, (> 0 engrosante al corte
L {

s =5%=M)_ 0 elastico lineal (3.36)
< 0 reblandece con la deformacion

, ., (>0 endurece conladeformacion
L

En la ausencia de arménicos superiores al primero, ny,, =n, y Gy, = G/, y como
consecuenciaT = S = 0, lo que puede ocurrir aun en el régimen no lineal (Saengow
y Giacomin, 2019), o bien, indica viscoelasticidad lineal (SAOS), en cuyo caso n,, =

n. =n1 Y Gy = G, = G; (Ewoldt, 2008).
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3.5. Métodos numéricos para la solucion de modelos viscoelasticos

Los modelos que se emplean para predecir la respuesta de fluidos viscoelasticos
en deformaciones cortantes oscilatorias son en si, sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias planteados como problemas de valor inicial (ver Apéndice).
En esta seccion se describen los métodos numeéricos utilizados para la solucién de

estos modelos y el calculo de funciones materiales en LAOS.

3.5.1. Runge-Kutta 4° orden

Pertenece a un conjunto de métodos de un solo paso para la solucién de sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias cuyo planteamiento cumple con las
caracteristicas del Problema de Valor Inicial. Su precision es similar a la que
resultaria de emplear la Serie Truncada de Taylor con un namero finito de términos
(Nieves y Dominguez, 2006). El problema de valor inicial generalizado y la forma
recursiva para su solucion bajo el marco de algoritmos de Runge-Kutta de 4° orden

son:

dy . _

= =y y(xo0) =y, (3.37)
Yier = Yi 2 (ky + 2k + 2ks + ky) (3.38)

1 1 1 1
donde: ky = f(xy, yi), ko =f(xi+35h yi+3kih) ks =f(xi+5h yi+5ksh)

k, = f(x; +h, y;+ksh) son pendientes de las rectas tangentes a la solucion del
problema de condiciones iniciales evaluadas en diversos puntos del subintervalo de

aproximacion; h es el tamafio de paso.

Carnahan et al. (1990) propone una forma de calcular el error de truncamiento e;
asociado a la aproximacion numérica de Runge-Kutta de orden m, partiendo del

calculo de la solucion a la ecuacion diferencial con dos tamafos de paso distintos

1

(h1 Yy hy), siendo h, = Shiy empleando la Extrapolacion de Richardson.
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Expresando el error de truncamiento para un punto-solucién n como:

e, = Kh™*! + 0(h™*2); 0(h™*?) « Kh™*1 (3.39)
er = Kh™' = - (yn;ﬁz—;ynﬂll); Vn+12 = f(hy); VYn+11 = f(hy), (3.40)

que para Runge-Kutta de 4° orden equivale a:

~ 5 16
er = Kh> = — (Yn+12 = Yn+12)- (3.41)
Es preciso considerar que al estimar de esta forma el error de truncamiento se estan

triplicando el numero de célculos por cada paso durante el proceso de integracion
(Carnahan et al, 1990).

3.5.2. Diferenciacion con polinomio de Lagrange de segundo orden

Las derivadas en (3.32) y (3.34) son con respecto a una variable que se calcula en
puntos no equidistantes. Chapra y Canale (2010) sugieren la aproximacion de la
funcion a derivar en un punto x mediante el ajuste de la primera derivada de un
polinomio de interpolacién de Lagrange de segundo orden, usando tres puntos

adyacentes x;_q,x;, Y x;41. La expresion resultante es:

Frx) = Friog) m oMy () o M f(y, ) 2 X (3.42)

(j—1=x) (X1 =X 41) (xi=2xi-1)(x;=%Xi41) (i1 —Xi-1) (K1 —x)

Esta aproximacién posee la misma precisidn que tendria aquella por diferencias
finitas centradas. Incluso la Ec (3.41) se simplifica a diferencias centradas si los

puntos son equidistantes y evaluando x = x; (Chapra y Canale, 2010).

3.5.3. Algoritmo de Romberg

Este consiste en usar formulas de integracién de Newton-Cotes —cuya esencia es
estimar la integral de f(x) sustituyendo la funcién original por un polinomio p, (x)
(Nieves y Dominguez, 2006)- de manera recursiva, mejorando la aproximacion

mediante extrapolaciones de Richardson.
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Por ejemplo, si se aproxima la integral por la Regla del Trapecio Compuesta (3.42),
doblando en cada ocasibn el nidmero de segmentos y consecuentemente,
reduciendo el tamafio de paso h a la mitad, se pueden combinar los célculos de
mayor precision I,,, y menor precision [;, reduciendo el error de aproximacion 0(h™)

con cada iteracion (Chapra y Canale, 2010).

h —
I=2[f(xo) + 22X f(x) + f(x)]; O(RP). (3.43)
Formulas recursivas segun la precision que ofrecen:
Para O(h*): I =2ly —31. (3.44)
16 1
Para O(h%): I = ln — (3.45)
64 1
Para O(h®): I = =Im — 1 (3.46)
Asi, la formula de Romberg se reduce a:
(3.47)

[ = 4k_11j+1,k—1—1j,k—1
gk-1_q '

Tabla 3.3. Evolucion de la precision de integrales calculadas con el algoritmo de Romberg (Chapra
y Canale, 2010).

0(h?) o(h") 0(h®): O(h®)
T e S T T T T T T e e e e e e =TT T e e e e
/ - =~ YT~~~y TTeesl
PN ER Sy 2 Sz ILig ™
R i . e
e A Lo < oo T
/ NS 21 T ‘(, 2,2 AT AN 2,3 S e
.', ______ :1 \~:=—_‘= ______ s~___::’_ -
N s re——
X I, v I3y
§TmememTT P
! —
\ 14'1 __________

Es importante destacar que existe cierto limite donde la precision de las férmulas
de Newton-Cotes no mejora con el aumento del numero de segmentos. En estas

circunstancias, el algoritmo de Romberg es una forma de obtener mejores

resultados sin alcanzar dicho limite.
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4. Hipotesis, Justificacion y Objetivos

4.1.

4.2.

Hipotesis

El modelado matematico de flujos cortantes simples bajo deformaciones
oscilatorias provee informacion para la clasificacion de la respuesta
viscoelastica lineal y la respuesta no lineal de liquidos viscoelasticos
caracterizados por ecuaciones constitutivas en el marco del modelo
viscoelastico de Maxwell diferencial generalizado (Hyun et al.,, 2011;
Saengow y Giacomin, 2019; Song et al., 2020).

Dentro de las ecuaciones constitutivas diferenciales, los modelos béasicos de
Maxwell (euleriano y convectivo superior) y Oldroyd-B proporcionan la base
tedrica para la construccion de un algoritmo generalizado para la
determinacién de funciones materiales en flujos cortante simples oscilatorios
en regimenes lineales y no lineales (Barnes et al., 1993; Deshpande, 2010;
Morrison, 2001).

La respuesta que se obtiene con las ecuaciones constitutivas PTT, LPTT y
EPTT demuestra un comportamiento adelgazante el corte (Shogin, 2020;
Song et al., 2020), acentuado por la magnitud del parametro de extensibilidad
¢ y de movimiento no afin &, junto con una fraccién de solvente f « 1.

Los métodos numéricos de Runge-Kutta de 4to orden, derivacion con
Polinomio de Lagrange de segundo orden y el algoritmo de Romberg
permiten producir soluciones aproximadas que concuerdan con deducciones
analiticas y estables aun en condiciones extremas de no-linealidad i.e., De >
1, Wi> 1.

Justificacion

Muchas sustancias de interés, como productos alimenticios, cosméticos, polimeros,

e incluso fluidos biolégicos, exhiben un comportamiento viscoelastico (Barnes et al.,

1993; Deshpande et al., 2010). El flujo de corte oscilatorio se encuentra entre los

meétodos de uso generalizado para la caracterizacion de materiales viscoelastico,

debido a que permite el analisis de no-linealidades viscosas y elasticas por
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separado (Giacomin et al., 2011). Como consecuencia, es relevante el modelado
matematico de la respuesta de fluidos viscoelasticos bajo deformaciones cortantes
oscilatorias, utilizando las ecuaciones constitutivas fundamentales en la teoria
viscoelastica diferencial para probarlas en distintos regimenes, ya que esto permite
delimitar su alcance descriptivo y aplicabilidad al disefio de procesos reales. Para
ello, es pertinente crear un algoritmo flexible que permita resolver flujos oscilatorios,
adaptable a diferentes tipos de ecuaciones constitutivas y que permita ponerlas a

prueba en diversas condiciones de deformacion.

4.3. Objetivos

El objetivo general de esta tesis es proponer un algoritmo para el modelado
matematico de la respuesta de fluidos viscoelasticos a través de deformaciones
cortantes oscilatorias en regimenes de deformacion lineales y no lineales. Con esto,

se plantean los siguientes objetivos particulares:

» Generar modelos matematicos a partir de diferentes ecuaciones constitutivas
en el marco del modelo constitutivo de Maxwell diferencial generalizado
(Song et al., 2020) con el fin de estudiar la respuesta de fluidos viscoelasticos
en SAOS, MAOS y LAOS, utilizando el método EVSS.

= Proponer un algoritmo numérico flexible que permita resolver flujos
oscilatorios de materiales viscoelasticos en régimen lineal y no lineal,
mediante la manipulacion de variables y constantes adimensionales.

» Implementar un algoritmo de post-procesamiento, compatible con el
algoritmo numérico de solucion de modelos, para la interpretacion de la
respuesta obtenida a través de la generacion de curvas de esfuerzos y del

célculo de funciones materiales.
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5. Marco metodoldgico

Ya que el objetivo fundamental de esta tesis es el modelado matematico, la
metodologia que se presenta en esta seccion gira en torno a la formulacion y
solucibn de modelos mateméticos que representan el flujo cortante simple
oscilatorio de fluidos viscoelasticos utilizando el modelo constitutivo diferencial
generalizado. También versa sobre cOmo generar, evaluar e interpretar los
resultados adecuados para flujo de corte oscilatorio tanto en régimen lineal como

no lineal.

5.1. Obtencion modelos diferenciales para fluidos viscoelasticos

El modelado matematico del flujo cortante simple oscilatorio de fluidos
viscoelasticos consiste en formular y resolver las ecuaciones que describen la
interaccion de un fluido con un sistema determinado, con el objetivo de analizar
cualitativa y cuantitativamente su respuesta en dichas deformaciones. Para ello se
requiere de las ecuaciones de conservacion, las ecuaciones constitutivas y las
condiciones iniciales y de frontera aplicables al sistema (Middleman, 1977). Como
ocurre con el flujo que se trata en este trabajo, cuando la Unica propiedad que se
transfiere es el Momentum (condiciones isotérmicas y medio inerte), las ecuaciones
se formulan a partir del balance de esta propiedad, i.e., Ecuacion de Cauchy, la
ecuacion de continuidad, la ecuacion de estado reolégico relevante (para el tensor
de esfuerzos) y las condiciones iniciales y de frontera (Morrison, 2001).

Para formular el modelo generalizado para el flujo cortante oscilatorio en un marco

generalizado se siguieron los pasos listados:

1) Definir las consideraciones y condiciones limite a partir de la descripcion del
sistema.

2) Definir variables adimensionales.

3) Aplicar las suposiciones de dicho flujo sobre las ecuaciones de conservacion.

4) Normalizar los modelos resultantes y expresarlos en términos de variables

adimensionales.
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A continuacion, se desarrollan los puntos (1) a (4). El punto (5) se trata con mayor

profundidad en el Apéndice.

5.1.1.

Descripcidn del sistema

Retomando la definicion tedrica de flujo cortante simple oscilatorio en la Seccion

3.3.1 asi como los esquemas en la Fig. (3.3), se ofrece una descripcion matematica

del sistema aplicable para cualquier amplitud de deformacién (Saengow et al., 2017;
Ewoldt, 2013):

5.1.2.

*

T

Ts

— (mpo+ns)ig

Fluido incompresible: p = cte.

Movimiento unidireccional: v = (v,, 0, 0).
Flujo por arrastre: g—’: =0, Vp=0, pg =0.
Efectos inerciales despreciables: % > w.

Perfil de velocidad lineal en y: v, = v, (t,y) = y(t)y.
Condiciones de frontera de adherencia:
ayy=0uv,=0Vvt>0.

b)y=Y,v, =v,(t, H),Vt>O0.

Condicién inicial de esfuerzo nulo:
t<0,t=17,=17,=0 vVye€e(H).

Flujo homogéneo y + y(x;)

Coordenada neutra: z

Sistema isotérmico e inerte.

Definicidon de variables adimensionales

T . ;o . .
L esfuerzo polimérico adimensional

p - (npo +775)}70

Ts

esfuerzo adimensional del soluto newtoniano

(5.1)
(5.2)

(5.3)
(5.4)
(5.5)

(5.6.1)
(5.6.2)

(5.7)
(5.8)

(5.9)

(5.10)
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T= wt= De/li tiempo adimensional (5.11)
1

A1y = Wicos(t) rapidez de deformacion adimensional (5.12)

5.1.3. Ecuaciones de conservacion en corte oscilatorio
Conservaciéon de masa (ecuacion de continuidad):
2 +7.pv=0. (5.13)

Reescribiendo la Ec. (5.13) considerando (5.1), (5.2) y (5.3),

p% =0 = v, # v,(x). (5.14)
La Ec. (5.14) expresa el hecho fisico de un flujo completamente desarrollado.

Conservacion de momentum:
p% = —Vp —[V.T] + pg. (5.15)
Reescribiendo la Ec. (5.15) considerando (5.2), (5.3), (5.4) y (5.14),

[V.] =0 (5.16)

Considerando que se trata de un flujo homogéneo, se puede afirmar que

la divergencia del tensor de esfuerzos es nula debido a que sus componentes no

son funciones de la posicion dentro del sistema (Bird et al., 1987).

5.1.4. Modelos a patrtir de las Ecuaciones Constitutivas

Los modelos constitutivos empleados se listan enseguida. Se seleccionaron acorde

con una creciente complejidad del sistema que son capaces de describir, partiendo

de un fluido newtoniano hasta llegar a una solucién polimérica viscoelastica que

incluye el efecto de la fluidez.
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a) Ley de viscosidad de Newton (fluido newtoniano).

b) Maxwell (fluido polimérico puro o polimero fundido; Bird et al., 2016; Morrison,
2001).

c) Oldroyd-B (mezcla de solvente newtoniano y polimero, parametro de
estructura constante; Barnes et al., 1993).

d) LPTT* (mezcla de solvente newtoniano y polimero con parametro de
estructura variable; Bird y Wiest, 1995; Shogin, 2020).

e) EPTT (mezcla de solvente newtoniano y polimero con parametro de
estructura variable; Bird y Wiest, 1995; Shogin, 2020).

f) PTT (mezcla de solvente newtoniano y polimero con pardmetro de estructura
variable, inclusion de parametro de movimiento no afin; Bird y Wiest, 1995;
Song et al., 2020).

A pesar de su relativa simplicidad, estos modelos contindan siendo fundamentales
en la generacién de ecuaciones constitutivas mas complejas. Por ejemplo, Oldroyd-
B suele combinarse junto con otros modelos para describir viscoelastoplasticidad
(Lépez-Aguilar et al., 2018).

Aplicando las Ec. (5.14), Ec. (5.16) y sustituyendo la derivada convectiva superior
segun su definicién en (3.8), se obtiene, para cada ecuacién de estado reoldgico, la

expresion correspondiente en flujo oscilatorio.
Fluido de Newton (Bird et al., 2016; Morrison, 2001):
T =—7,7. (5.17)

Fluido de Maxwell (Bird et al., 2016; Morrison, 2001):

d .
T+ A5 = MoV (5.18)

4Elmodelo LPTT, EPTT y PTT pueden modelar una mezcla utilizando EVSS. Esta forma de emplear

dichos modelos puede ser encontrada en el trabajo de Lopez-Aguilar et al. (2015).
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Fluido de Oldroyd-B (Barnes et al., 1993):

oty

T, + A4 (3 -, - rp.Vv) = =¥, Ts = —1)5V. (5.19)

Fluido de LPTT (Bird y Wiest, 1995; Shogin, 2020):

[1 — % tr(‘cp)] T, + A (% -Wwh.t, — 1, Vv) = =¥, Ts = —1)5Y. (5.20)
Fluido de EPTT (Bird y Wiest, 1995; Shogin, 2020):

exp [— % tr(‘tp)] T+ A (B = VT.T, — 1,.V0) = 0,7, T, = 0,7 (5.21)
Fluido de PTT (Bird y Wiest, 1995; Song et al., 2020):

exp [— % tT(Tp)] T, + 1 (%” —-wl.t, — 1, Vv) + %Ell{tp.}'/ + V. T} = -0,

T, = —14Y. (5.22)

Las Ec. (5.17) a (5.22) junto con las condiciones iniciales en (5.7), son suficientes
para cerrar el modelo matematico generalizado que se busca. En este trabajo se
utilizara las expresiones normalizadas. Al expresar los modelos en términos de las
variables y nimeros adimensionales, se busca generalidad para que cualquier
usuario de la herramienta pueda generar datos dimensionalmente homogéneos,

facilitando su comparacién contra resultados tedricos y/o experimentales.

El proceso de adimensionalizacién se muestra en el Apéndice, mientras que los
modelos expresados tal como se introdujeron en el algoritmo numérico, se

encuentran en la seccion de Resultados y Analisis de Resultados.

5.2. Solucién de modelos y post-procesamiento de las soluciones
La solucion de los modelos generados da como resultado datos de esfuerzos
cortantes en funcidon tiempo, que enarbola la respuesta mecanica sin post-

procesamiento de los fluidos descritos segun cada ecuacion constitutiva. Sin
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embargo, para entender con mayor profundidad las respuestas obtenidas se
requiere del analisis de funciones materiales y, dentro de un contexto practico, son
fundamentales en analisis reoldgicos cualitativos, asi como en control de calidad y
en la evaluacion de nuevos materiales (Morrison, 2001). Por ello, el modelado
matematico que se realiza en este trabajo incluye un algoritmo de post-
procesamiento de las soluciones obtenidas, con el propésito de caracterizar las
respuestas obtenidas mediante el uso de las funciones y medidas materiales
definidas en las Ec. (3.27) a (3.36).

En la Tabla (5.1) se clasifica cada tipo de problema que se precisa resolver de
acuerdo con su naturaleza matematica y se determinan los métodos numeéricos o

analiticos a aplicar.

Dentro de algoritmo no se descarta la posibilidad de usar otros métodos numéricos.
La eleccion de los presentes se efectué con base a su simplicidad y facilidad de
implementacion. Adicionalmente, en la literatura se hace uso de Runge—Kutta para
la solucién de modelos en corte simple oscilatorio, como en el caso del trabajo de
Saengow et al. (2017). En este trabajo, el método de Runge-Kutta de 4to orden fue
seleccionado debido al balance entre precision y esfuerzo computacional que ofrece
(Saengow et al., 2017). Ademas, es posible afiadir otros métodos numéricos que
permitan resolver problemas de valor inicial, con lo que se buscd conferirle
flexibilidad.
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Tabla 5.1. Clasificacién de los problemas resueltos y los métodos analiticos y/o numéricos

empleados para su solucién. Los métodos numéricos se emplean segun sus definiciones en la

seccion 3.5 del Marco Tedrico.

Funcién/variable

Tipo de problema

Método de solucion

a calcular
S (7), Ny (1), Funcion periddica. = Evaluacion directa.
Newton
S (1), Ny (1), Ecuacion diferencial ordinaria, de = Factor integrante.
Maxwell primer orden, lineal, no * Runge-Kutta 4to
homogénea y de coeficientes orden.
constantes.
Problema de Valor Inicial.
S (1), Ny (1), Sistema de ecuaciones = Factor integrante.
Oldroyd-B diferenciales ordinarias, de * Runge-Kutta 4to
coeficientes variables, lineales, de orden.
primer orden, desacopladas.
Problema de Valor Inicial.
S (1), Ny (1), Sistema de ecuaciones * Runge-Kutta 4to
diferenciales ordinarias, de orden.
LPTT coeficientes variables, no lineales,
de primer orden, acopladas.
Problema de Valor Inicial.
S (7), Ny (1), Sistema de ecuaciones * Runge-Kutta 4to
diferenciales ordinarias, de orden.
EPTT

coeficientes variables, no lineales,
de primer orden, acopladas.

Problema de Valor Inicial.
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N> Gy Derivada. Variable independiente = Derivacion con
en puntos no equidistantes®. Polinomio de
Lagrange de 2do
orden.
n., G| Cociente. = Evaluacion directa.
N1, N1 Integral definida. Variable = Algoritmo de
independiente en puntos Romberg.

equidistantes.

Gy, Gy Integral definida. Variable = Algoritmo de
independiente en puntos Romberg.
equidistantes.

T,S Cociente. = Evaluacion directa.

5.3. Propuesta de algoritmo numérico

La implementacion del algoritmo puede llevarse a cabo en cualquier lenguaje de
programacion estructurada. Debido a los diferentes pasos que conforman la
solucion de modelos y el procesamiento de sus resultados, se requirié de
programacién modular y estructurada. Es asi como el entorno de Matlab, orientado
a funciones, resulté conveniente para el desarrollo de este trabajo.

5.3.1. Descripcién de la herramienta

Esta es una funcion ejecutable en el entorno de Matlab. Se encuentra subdividida
en tres etapas secuenciales de tratamiento de datos, solucibn y post-
procesamiento. Cada seccion se conforma por una o mas funciones de

programacion estructurada con los siguientes bloques:

5 La solucion numérica de los esfuerzos mediante Runge-Kutta produce datos de esfuerzo en funcion
del tiempo, donde esta Ultima variable esta distribuida en puntos equidistantes. Pero la derivada con
respecto a la rapidez de deformacion como variable independiente, la cual es una funcién periédica
del tiempo, no cuenta con puntos equidistantes. Esta es la razon primordial por la que se omitié el

uso de diferencias finitas como método numeérico de célculo de 7}, y Gy,.
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Funcion principal (Fig. (5.1)):

1) Tratamiento de datos (Fig. 5.2)
2) Solucién numeérica (Fig. 5.3) Funciones subordinadas
3) Post-procesamiento (Fig. 5.4)

A continuacion, se muestran los diagramas de flujo de los algoritmos por cada
seccibn en el codigo y una breve descripcibn de las entradas y salidas

correspondientes a cada una.

Entradas

» Modelo: modelo matemético (referente a ecuacién constitutiva), condiciones
iniciales. Valores de S(0) y N;(0).
» Constantes % constantes materiales propias del modelo y ecuacion

constitutiva, Dey Wi.

Tabla 5.2. Constantes a introducir segun el modelo elegido y posibles simplificaciones.

Modelo Newton = Maxwell = Oldroyd-B LPTT EPTT PTT

Newton

Maxwell

Oldroyd-B B=1 B = 0<p<1

LPTT B=1 B=0 e=0 0<p<1
e=0 e>0

EPTT =1 B=0 e=0 0<p<1
€= e>0

PTT B=1 B=0 e=0 E=0 0<p<1
e=0 f =0 e>0
&E=0 0<é<1

6 Las constantes y el modelo seleccionado son entradas y salidas en diferentes secciones del

algoritmo, como se muestra mas adelante.
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= Método numérico: método de solucion del modelo diferencial (PVI) 7, niUmero

de pasos, precision y rango de solucién.

Salidas

= Gréficas: curvas de esfuerzo contra tiempo y de Lissajous para Sy N;.

» Matriz solucion: tiempo, esfuerzos y errores de truncamiento por cada paso en
el algoritmo de solucién numérica.

» Funciones materiales: funciones incluidas en la Tabla 4. Lista de valores y

errores de aproximacion asociados.

7 Este espacio en el algoritmo queda abierto para afiadir mas métodos numéricos aplicables a

Problemas de Valor Inicial. En este trabajo solamente se incluye Runge-Kutta de 4to orden.
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Constantes y
— modelo.
Inicio

Y Y

Lectura de
Moldelo, constantes, datos.

método numérico.

V Introduccién de
Tratamiento de constantes faltantes.

datos. T_
No

A
[ Solucion numérica. ]

¢ Constantes de
modelo = constantes
proporcinadas?

\
Post-procesamiento. ] i‘

\

Funciones materiales, esfuerzos
y errores de truncamiento,

¢ Posible
simplificacion?

1

graficas. No Cambio de
modelo.
Constantes,
modelo.
R —ae T

Figura 5.1. Algoritmo de la Funcion Principal. Figura 5.2. Algoritmo de la seccién de Tratmiento de datos.
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Modelo, método
numerico.

J
v Y

Seleccion Seleccion de
SED. método numérico
J
Solucién
numeérica

Il
No Afadir contribucién
de solvente.

Matriz solucién

Figura 5.3. Algoritmo de la seccién de Solucion numérica.

Solucién numeérica, no.
argumentos de salida func.

principal.

-

Gréficas, archivo
de soluciones y
errores.

l

A

Calculo de
funciones
materiales.

JVarios
argumentos de
salida?

!

Matriz de
soluciones y
errores.

Funciones

materiales y
resultados.

Figura 5.4. Algoritmo de la seccién de Post-

procesamiento.
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5.3.2. Implementacién de métodos numeéricos

Como queda sentado en la Tabla 4, es necesario el uso de dichos métodos
numericos en las etapas de solucion y post-procesamiento. Matlab ofrece diversas
funciones para resolver problemas de la misma naturaleza que aquellos que se
abordan en esta tesis, especialmente para la solucién de sistemas de ecuaciones
diferenciales. Sin embargo, con el fin de tener un mayor entendimiento y control

sobre el codigo generado, se optd por implementar herramientas numéricas propias.

En la Fig. (5.5) se muestra el algoritmo propuesto para implementar Runge-Kutta de

4to orden.

Inicio de la
funcién

Ecuacion diferencial,
rango de solucion,
ndmero de pasos.

|
¥ L
Calculo de Calculo de
pendientes con hl pendientes con h2
( J
y

Calculo de error
de truncamiento.

Y
Matriz de soluciones y
errores.

Fin de la
funcion

Figura 5.5. Algoritmo de implementacién de Runge-Kutta de 4to orden.
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En el caso de la derivacion con el Polinomio de Lagrange de segundo orden y el
algoritmo de integracion de Romberg, no se cre6 una funcién aparte, sino que se
aplicaron directamente sobre el cdédigo de Post-procesamiento, siguiendo las
férmulas en las secciones 3.5.2 y 3.5.3. Debido a su relativa simplicidad, se procedio

de esta manera.

5.4. Plan de simulacion

En la presente seccion se describe el plan de simulacion seguido. Se centra en
presentar de manera gréfica los resultados del post-procesamiento de las
soluciones, facilitando la interpretacion de las mismas y la evaluacion de su

precision.
En seguida se lista la secuencia de pasos seguidos:

1) Pruebas de consistencia
» Contraste de soluciones numéricas y analiticas de Maxwell y Oldroyd-B.
» Gréfica de error de truncamiento contra nimero de paso. Modelos con
solucion analitica.
* Reduccién a comportamiento viscoso: curva de Lissajous, todos los
modelos.
» Reduccién a viscoelasticidad lineal: curva de Lissajous, todos los
modelos.
2) Gréfica de esfuerzo contra tiempo.
= Comparacién de respuestas y desviacion de comportamiento lineal, todos
los modelos.

3) Curvas de Lissajous.
= Comportamiento a diferentes razones de 2/—:, para esfuerzo cortante y

primera diferencia de esfuerzos normales adimensionales.
» Variacion respecto a la fraccion g en Oldroyd-B, LPTT y EPTT.
» Variacion respecto a e en LPTT y EPTT.
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4) Mallas de Ewoldt.
= Comportamiento de Maxwell.
»= Variacion de la a g en Oldroyd-B, LPTT y EPTT.
» Variacion de la fracciones € en LPTT y EPTT.
5) Variacion de primer armoénico del coeficiente de viscosidad y de elasticidad.
= Comportamiento a diferentes Wiy De.
» Variacion respecto a g en Oldroyd-B, LPTT y EPTT.
» Variacion respecto a e en LPTT y EPTT.

6) Célculo de T para modelos no lineales.

En la Tabla (5.3) se proporcionan los valores de cada parametro utilizados durante
la ejecucion del plan de simulacién. La mayoria de estos se fijaron considerando los
datos mas comunes en la literatura. Adicionalmente, se fij6 una tolerancia al error

de truncamiento del orden de 1x107°.

Tabla 5.3. Valores de constantes para andlisis de sensibilidad.

Constante Valores
De 1072 < De < 102
Wi 1073 < Wi <10°
B % y 0.90
€ 0.02y 0.25
$ 0.1y 0.5

En las secciones subsecuentes se explica con mayor detalle en qué consisten las

curvas a utilizar y la razon de su uso.
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5.4.1. Curvas de Esfuerzos contra tiempo, de Lissajous y Mallas de Ewoldt

Curvas de esfuerzo contra tiempo

Las curvas de esfuerzo contra tiempo sirven para mostrar la desviacion del
comportamiento puramente elastico o viscoso (ver Fig. 5.6; Hyun et al., 2011). La
distorsién de la curva con respecto a una sefial senoidal o cosenoidal indica la
presencia de no linealidades (o0 n arménicos), y puede relacionarse con la estructura

del material (Hyun et al., 2011).

Linear PP : : d

/\%f |

Branched PP : :

\ 4 ' ; i time f sin {ot)
V V. V g :

0.00 1.57 3.14
time [s]

Forward tilted stress Backward tilted stress

Normalized stress

Normalized stress [-]

Linear PP
o Branched PP

Figura 5.6. Grafica de esfuerzos contra tiempo y muestra cualitativa de la distorsién entre la forma
de la curva de deformacién respecto a la de esfuerzos, segun la topologia de la estructura de los

polimeros (Hyun et al., 2011).

En este trabajo se emplean estas curvas para mostrar tal distorsién con diferentes

modelos y contrastar soluciones numéricas y analiticas.

Curvas de Lissajous

La representaciéon grafica del esfuerzo contra la rapidez de deformacion recibe el
nombre de Curva de Lissajous (Deshpande, 2010). Este tipo de curvas son un
medio fundamental para observar las no linealidades de los fluidos via la distorsion

de las elipses producidas (Saengow y Giacomin, 2019): un fluido newtoniano, al
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estar en fase con la rapidez deformacion, se observa como una linea recta. Una
respuesta elastica lineal, como una circunferencia, y la viscoelasticidad lineal como
una elipse cuyos ejes no coinciden con aquellos de la grafica (Fig. 5.7a). Entonces,
una respuesta viscoelastica no lineal no coincide con ninguna de las descripciones
anteriores (Deshpande et al., 2010). Las curvas de Lissajous son empleadas a

menudo para mostrar esfuerzos cortantes, primera y segunda diferencia de
esfuerzos normales a diferntes razones de D—el, permitiendo evaluar el efecto de la

variacion de la frecuencia de oscilacion w y de su amplitud y sobre la respuesta del
fluido. Como se puede observar en la Fig. (5.7b), aun graficando variables
normalizadas, de las curvas de Lissajous se puede obtener una nocién de la

magnitud de los esfuerzos.
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Figura 5.7. Curvas de Lissajous. A la izquierda, comportamientos limite. A la derecha, para

. . . wi
comportamiento viscoso, curvas de esfuerzo cortante, modelo de Jeffreys corrotacional a oo =

1
Py

1
10° 2

alw

,1 yz (Saengow et al., 2017) (b).

Una extensién de estas graficas y un importante medio de analisis cualitativo de la
respuesta en corte oscilatorio son las Mallas de Ewoldt. Consite en generar curvas
de Lissajous miniaturizadas en el espacio de Pipkin, definido en la Seccion 3.3, Fig.
(3.2) (Saengow y Giacomin, 2019). En este trabajo se utilizardn para mostrar
graficamente cdmo cambia la respuesta de los fluidos y la apariencia de sus curvas

en los distintos regimenes (viscoso, viscoelastico lineal, etc.).
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5.4.2. Funciones materiales e indice de propiedades no lineales

En este trabajo se calcula una Unica funcibn material: el primer armoénico en el
régimen lineal y no lineal. Debido a esto, las medidas de no linealidad propuestas
por Ewoldt (2008) se emplearon para complementar la descripcion de la respuesta

reolégica que ofrece cada modelo en LAOS.

Sobre el primer arménico suele hacerse un andlisis de sensibilidad paramétrica

modificando la escala temporal del experimento (frecuencia) y la amplitud de
., Ly - . . . . e wi
deformacion, que en un analisis adimensional equivale a variar De Yy la relacion D—el.

Como parte del plan de simulacién, se realiza este analisis para todos los modelos.
En el caso de PTT, LPTT y EPTT también se estudiaran los coeficientes viscosos y
elasticos que componen al primer armoénico en MAOS, ya que, al existir soluciones
analiticas para éstos, mediante la comparacion de los resultados de simulacién y

los reportados en la literatura se validara la precision de la herramienta.

Partiendo de la Serie de Fourier para el esfuerzo cortante:

Ty (£) = Yo X'n=1, {Gn(w, yo)sen(nwt) + Gy (w, yo)cos(nwt)}. (5.23)

impar
Y como una expansion en series de potencias:

Ty () =2%p, XP n, yf{G,Qn(a))sen(nwt) + ng’n(w)cos(nwt)}. (5.24)

impar impar

Se generan las siguientes equivalencias (Song y Hyun, 2019):

G1(w,70) = Gi1(w) + Gél(a))}’g +0(¥g),

G1'(w,70) = G11(w) + G351 ()Y + 0(¥y),

G3(w,70) = G33(w)y§ + 0(¥o),

G (w,¥0) = G35(w)ys + 0(¥g), (5.25)

donde los primeros términos del coeficiente del primer armonico G;(w,¥y),

corresponden a las funciones materiales en viscoelasticidad lineal:

44




Marco metodolégico

G11(w) = G'(w), G1i(w) = G"(w). (5.26)

La evolucién del segundo término de G;(w,yy) Yy de G{(w,y,) determina el
comportamiento predominante del fluido en MAQOS, tal como se muestra en la Fig.
(5.8).

» Type I: Strain thinning « Type II: Strain hardening

G;,:<0
Gl <0

il

+ Type III: Weak strain overshoot  + Type IV: Strong strain overshoot

G;, <0
G; >0

Figura 5.8. Tipos de comportamiento en viscoelasticidad no lineal propuestos por Hyun et al.
(2002): (1) Adelgazamiento a la deformacién, (Il) engrosamiento a la deformacidn, (lll)
engrosamiento débil a la deformacion, (V) engrosamiento fuerte a la deformacion (Song y Hyun,
2019).

En la Fig. (5.8), el adelgazamiento a la deformacion (l) es el comportamiento mas
frecuente en soluciones y poliméricas y polimeros fundidos. Como ocurre en flujo
cortante estacionario, la reduccion de la viscosidad se produce debido al
alineamiento de las microestructuras del fluido en la direccion del flujo, lo cual
reduce el arrastre viscoso sobre las unidades elementales del material. Conforme
la rapidez de corte incrementa, el alineamiento se vuelve mas completo y la
viscosidad decrece aun mas (Hyun et al., 2011). El engrosamiento a la deformacion
(I1) se asocia con una fuerte interaccion entre los elementos del fluido y la formacién

de microestructuras complejas, lo que resulta en la resistencia al alineamiento a
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medida que la magnitud de la deformacién aumenta (Hyun et al., 2002). El
engrosamiento débil a la deformacion (lll) y el engrosamiento fuerte a la
deformacion (IV), no tienen una explicacion universal, pues dichas respuestas
dependen de la constitucion de cada material (Hyun et al. 2011). Por ejemplo, el
comportamiento tipo (lll) de una soluciébn de goma xantana se atribuye a la
interaccion de cadenas laterales (Hyun et al, 2002), y el comportamiento tipo (IV) de
soluciones de polimeros asociativos esta relacionado con la energia de interaccion
intermolecular, la cual es mas débil comparada con el tipo (ll), pero mas fuerte
comprada con el tipo (lll) (Hyun et al., 2011). M&s ejemplos pueden ser encontrados
en el trabajo de Hyun et al. (2002).

Para calcular G3;(w) y G3;(w) a partir de la Ec. (5.25), se sigue el siguiente

procedimiento.

Simplificando (5.23) y normalizando:
G{ ~ 1 ! ! 2
o (@,70) = —[G1; (@) + G31(w)yg],

0 0

G” 144 n
o (@,70) = - [611(@) + G5 (@)¥3] (5.27)

Se despejan los coeficientes:

G31 _ G1=611(@) _ G1=Gi1(®@)  G31 _ G1'=6G11(w) _ Gi'=G1i(w)

Go  Go¥d GO(;V_;)Z’ Gy Gord Go(‘;"_;)z '

(5.28)

donde g—{ y GG—{’ se calculan mediante las Ec. (3.29) y (3.30).
0 0

Estos coeficientes no son funciones de Wi, sin embargo, para poder hacer la
. . ., . L, o ., Wi .

simplificacion en (5.27), se realizan los calculos fijando una relacion D—el bajo los

siguientes criterios:

a) La diferencia entre el primer armonico calculado con LPTT y EPTT debe ser

menor a 1x1073 %, tolerancia fijada arbitrariamente. Ya que el valor del

pardmetro de estructura y por tanto, de las funciones materiales, no dependen
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de la de eleccion de f, en MAOS (Song et al., 2020), esta diferencia es una guia
para identificar si la relacion % sitla la simulacion en el régimen deseado.

b) EIl valor del primer armonico debe exceder el de las funciones materiales en

SAOS al menos en un 1x10~3 %, tolerancia fijada arbitrariamente. Esto garantiza

.o Wi . .
que la relacion I produce no linealidades.

Los resultados obtenidos con la Ec. (5.28) se comparan contra las soluciones

analiticas reportadas en el trabajo de Song et al. (2020):

Gy 38§(2—-¢&)De* eDe*(7+19De?)

Go  2(1+De?)(1+4De?)  2(1+De2)3(1+4De?)

Gi1 38§(2-¢)De3 eDe3(3+5De?—10De*) (5.29)
Go  4(1+De2)(1+4De?) 2(1+De?)3(1+4De?) * )

Esta comparacion permitira validar la precision de la herramienta construida.

Similar al tratamiento que se le da al primer arménico, se generan graficas para
estudiar el efecto de la variacion de los numeros adimensionales De y Wi sobre los

indices de propiedades no lineales para los modelos en LAOS.
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6. Resultados y Andlisis de Resultados

6.1. Modelos diferenciales viscoelasticos

Conforme a las deducciones que se muestran con mayor detalle en el Apéndice, se
obtuvieron los siguientes modelos diferenciales. En el caso de la Ley de viscosidad
de Newton, el problema de flujo oscilatorio da lugar a una funcidén cuya evaluacién

en el tiempo es directa.

Modelo de Maxwell:

-— 0

0 _L

De

0
I N I [ e A S R ©

Modelo Oldroyd-B:

L3 N1] _ T Z_COS(T) [ ] [ 0 ] [Nl(o)] _ [0]
dr 0 _ i (1-pB)cos()| [S,(0) 0l
Sg = —pB cos(7). (6.2)
Modelo LPTT:
a4 N1] _ —i(l — ﬁWi (Nl)) Z%COS(T) N1] _ [ ) 0 ]
az | 9p 0 _é(l — ﬁwl' (Nl)) Sp E(l — pB) cos(D)|
(0
[s:{0)] = [0]. .= =g eosto ©3)
Modelo EPTT:
a4 N1] _ —iexp (—ﬁWi (Nl)) Zg—;cos(r) N, ~ [ ) 0 ]
4 15p 0 — iexp (—ﬁWi (N1)) Spl [ (L =B)cos(m)
0
Slg(g ]' Ss = —p cos(). (6.4)
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Modelo PTT generalizado:

N
s
T Sp
-1 e Wi
~ D &XP —le (N; + ZNZ)] 0 ZECOS(T)
1 £ . Wi
= 0 ~ D &XP [—le (Ny + ZNZ)] —Ef cos(t)
Wié wi 1 e
—Ezcos(r) E(l — &) cos(t) ~ D &XP [—le (N + ZNZ)]
0
_ 0
—(1- B cos(@) |
.De( B) cos(t
N;(0) 0
N,(0)| = H. (6.5)
S, (0) 0

La creciente capacidad descriptiva de los modelos puede ser analizada a partir de
los componentes de la matriz en el primer término de lado derecho de cada
ecuacion, que en adelante se referira como matriz de términos variables. En la Ec.
(6.1) los Unicos elementos distintos de cero se encuentran sobre la diagonal, lo que
indica la ausencia de acoplamiento entre las ecuaciones diferenciales del sistema,
cuya consecuencia son esfuerzos normales nulos. Al ser constantes, dichos
elementos hacen del modelo de Maxwell una ecuacion diferencial lineal. Esto
conduce a anticipar que el esfuerzo cortante S es una funcion lineal de la rapidez

de deformacion, como se comprueba con la solucion analitica (Ec. 6.6).

El modelo de Oldroyd-B (Ec. 6.2) incluye un término de acoplamiento fuera de la
diagonal de la matriz de términos variables, cuya existencia produce una primera
diferencia de esfuerzos normales N, distinta de cero y ademas, dependiente del
esfuerzo cortante polimérico S,. La ecuacion diferencial para S, no depende de N;,
lo que hace factible resolverla de manera independiente. Ademas de la prediccion
de N;, Oldroyd-B permite evaluar la influencia de las propiedades reoldgicas del

solvente sobre la respuesta del sistema a través de £, cuyos valores limite conducen
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a la simplificacién del problema (ver Tabla 5.2). La amplitud de deformacién y, = %

, . . , . . wi
esta directamente relacionada con el término de acoplamiento, tal que D—el<< 1

produce el desvanecimiento de los esfuerzos normales. Adicionalmente, se sabe
que la respuesta de estos modelos es una funcién del estimulo que se introduce en
el sistema, por lo que N; debe ser funcion de la rapidez de deformacion, variable

que esté implicita en el término de acoplamiento. Por lo tanto, se espera que este
. wi
modelo produzca una respuesta no lineal respecto a D—; para los esfuerzos

normales.

Los modelos LPTT (Ec. 6.3) y EPTT (Ec. 6.4) contienen el mismo término de
acoplamiento que Oldroyd-B, pero la interdependencia entre las ecuaciones que
componen su sistema se vuelve rigida debido a que el parametro de estructura -que

se encuentra sobre la diagonal de la matriz de términos variables- es una funcion
de N; que genera términos no lineales cuya magnitud es modulada por 2’—; Con
esto, se puede anticipar una respuesta no lineal tanto para N; como S,,. Al reducir
I;V—ei, los términos fuera de la diagonal adquieren mayor relevancia y entonces LPTT
y EPTT retoman la forma de Oldroyd-B. El desacoplamiento de las ecuaciones

., wi
también se alcanza con D—el < 1.

El modelo de PTT generalizado (Ec. 6.5) contiene términos adicionales fuera de la

diagonal cuya existencia y magnitud depende del pardmetro de deformacion no afin
wi P . . . .
&, modulados por D—el . Estos producen términos no lineales y la existencia de una

segunda diferencia de esfuerzos normales (N,) que, junto con N;, contribuyen a la
evolucion de las estructura al formar parte de f;. Bajo el mismo razonamiento

empleado para analizar las Ec. (6.3) y (6.4), también se puede anticipar que N, es

., . wi
una funcidon no lineal de oo

Comun al modelo PTT generalizado y sus versiones simplificadas (EPTT y LPTT),
el pardmetro de estructura difiere de la unidad a medida que ¢ aumenta, pero la

consideracion de un solvente (8) contrarresta su efecto, dada la funcionalidad que
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este parametro proporciona para caracterizar soluciones con concentraciones

relativamente bajas. Esto se ilustra en las secciones subsecuentes.

6.2. Soluciones analiticas. Modelos de Maxwell y Oldroyd-B.

La naturaleza de las Ec. (6.1) y (6.2) permite genera soluciones analiticas, cuya
deduccién completa se encuentra en el Apéndice, y su resultado final se muestra
en seguida. Las expresiones obtenidas coinciden con las reportadas en los trabajos

de Saengow et al. (2017) y Saengow y Giacomin (2018).

Modelo de Maxwell:

Ty 1 D
S = 2L = — (55) cos() — (5503) sen (D). (6.6)

n__1 . w__De (6.7)

no  14De2’ 1,  1+De?’

Modelo Oldroyd-B:

_ Txy _ _ (1+BDe? 1 De
= o (BL25) cos(r) - (1 — B) (=5 ) sen(1). (6.8)
n_’ _ 1+BDe?* n_” _ _ De
= e = B (5) (6.9)
i1 1 (1-2De?) 3De
N, =-Wwi(1 '8) {1+De2 + (1+De?)(1+4De?) cos(27) + (1+De2)(1+4De2)Sen(2T)}' (6'10)
vi_ @a-p)  wi_ (-p(1-20e?) WY (1-B)3De

(6.11)

no  1+De?’ 1mo  (1+De?2)(1+4De2)’ 1o  (1+De?)(1+4De?)’

La solucién al modelo de Maxwell, Ec. (6.6), muestra que variar la amplitud de
rapidez de deformacion (y, = wy,) carece de efecto sobre la el esfuerzo cortante
normalizado. En un analisis dimensional, se corroboraria la dependencia lineal entre
Ty Y Vo, resultado anticipado a partir del sistema de ecuaciones diferenciales

original. El primer término de la Ec. (6.6) se encuentra en fase con la rapidez de
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deformacion, constituyendo asi la contribucién viscosa al esfuerzo cortante. El

segundo esta en fase con la deformacién, siendo a su vez la contribucion elastica.

En el caso del modelo de Oldroyd-B, Ec. (6.8), la contribucién viscosa al esfuerzo
cortante se ve favorecida por la introduccion de la fraccion de solvente 8, mientras
gue la elastica se ve atenuada por la misma. De manera notable, § también dicta la
magnitud de los esfuerzos normales, como hace ver la Ec. (6.10). Como ocurre con
el modelo de Maxwell, existe una relacion lineal entre 7,,, y ,. No obstante, bajo un
andlisis dimensional, la primera diferencia de esfuerzos normales —dimensional-
sigue un crecimiento proporcional al cuadrado de la amplitud de rapidez de corte (
N; « (¥4)?) e incluso exhibe un segundo armonico en SAOS (Deshpande, 2010). En

consecuencia, N; crece proporcional a y, o Wi.

La expresion en series de Fourier de la primera diferencia de esfuerzos normales

en deformaciones cortantes oscilatorias es (Poungthong et al., 2020):

N YoT) _ Txx—T o0 ’ . " .
1(:’0];0 D = ],/02”’ = — Yn=o[¥1 n(, 7o) cos(nt) + W1, (w, ¥o)sen(nt)], (6.12)
par

donde ¥, = Y es el coeficiente de desplazamiento.

Partiendo de la Ec. (6.12), la correspondiente expresién adimensional es:

"

N, = —Wi Z?:o,[wn—? (w,7,) cos(nt) + q;l'" (w,7,)sen(n1)]. (6.13)

par 0

Entonces, en la Ec. (6.10), compuesta por tres términos, W2 que corresponde al

armonico de orden cero y dos términos que constituyen el segundo arménico.

6.3. Soluciéon numérica de modelos viscoelasticos
6.3.1. Pruebas de consistencia

La precision de las soluciones obtenidas con el algoritmo desarrollado se evallia a
través de dos pruebas: (1) comparacion de soluciones analiticas y numéricas
(modelos de Maxwell y Oldroyd-B), mas el monitoreo de los errores absolutos y de
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truncamiento; y (2) la simplificacion de las respuestas a los limites tedricos
conocidos (fluido Newtoniano y viscoelasticidad lineal).

Los resultados de la primera prueba se muestran en la Fig. (6.1). Los valores
analiticos y numeéricos son significativamente diferentes antes del estado
estacionario, pues la solucién numérica si contempla la respuesta transitoria. Por lo
tanto, los errores absolutos (Ea) y de truncamiento (E:) no cumplen con la tolerancia
durante los primeros ciclos. Al abandonar el estado estacionario — lo que en los

modelos en cuestion ocurre de forma exponencial con é (ver Ec. 9.70) -, se

mantienen acotados y dentro de la tolerancia seleccionada (1x107°), presentando
puntos criticos que coinciden con los maximos y minimos locales de los esfuerzos,
lo que indica que estos corresponden a zonas de dificil ajuste numérico. Con esto
se demuestra que la implementacién del algoritmo numérico de solucion a los

modelos ofrece resultados confiables.

Los resultados de la segunda prueba de consistencia se muestran en la Fig. (6.2).
De manera consistente con las predicciones que se pueden obtener a partir del
diagrama de Pipkin (Saengow y Giacomin, 2019), se obtiene una respuesta
newtoniana con todos los modelos bajo Wi = De = 0.0015 « 1, y una respuesta
viscoelastica lineal con Wi = 0.0015 « 1. En el régimen lineal, con tales valores de
Wi se espera que la primera diferencia de esfuerzos normales -aun si no es nula-
sea despreciable comparada con los esfuerzos cortantes, lo cual se cumple con lo

modelado, pues N, es aproximadamente cien veces menor a S.
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Oldroyd-B

Maxwell
1

-5 Numérico
-5 Analitico
+ —N1 Mumérico
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Figura 6.1. Contraste de soluciones numéricas y analiticas; Modelos de Maxwell y Oldroyd-B; De =
1

Wi=1, g=1

%1073

0.5

Figura 6.2. Respuesta newtoniana y viscoelastica lineal; modelos Newtoniano, Oldroyd-B, LPTT,

EPTT y PTT generalizado; g = g,f =0.1,6 =0.25
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Las funciones materiales calculadas en el régimen de baja deformacién son:

U | YR [ 1.000
Mo Mo Mo ’

G =5 =4~ 0,000. (6.14)
Go Gy Go

Las funciones materiales calculadas en el régimen viscoelastico lineal son:

MM T () 444
No No No ’

Go Go Go
equivalencias que, de acuerdo con Ewoldt (2008), deben verificarse.

Con esto se prueba la consistencia de los resultados proporcionados por el

algoritmo propuesto respecto a los comportamientos mecénicos limite.

6.3.2. Analisis de sensibilidad paramétrica sobre los esfuerzos

Curvas de esfuerzo contra tiempo

La Fig. (6.3), muestra el esfuerzo cortante obtenido con todos los modelos respecto
a las funciones seno y coseno. Los valores de Wi = De = 1 propician una respuesta
viscoelastica, que se observa mediante la fase de las curvas, cuyo valor se
encuentra en el intervalo (0, ). Tomando como referencia al coseno (en fase con
la rapidez de deformacion), la fase y la amplitud de las respuestas de los modelos
no lineales decrece y las diferencias entre los modelos comienzan a ser notorias
conforme Wi crece: el modelo de PTT generalizado exhibe la curva mas
distorsionada debido a la relevancia que adquieren los términos no lineales bajo
Wi > 1, seguido por EPTT y LPTT. Cualitativamente, la curva de PTT generalizado
aparenta estar influida por una mayor cantidad de armonicos respecto a EPTT y
LPTT. Comprobar esta aseveracion requiere del calculo de la intensidad de dichos

armonicos, tratamiento que no se incluye en el alcance de esta tesis.
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En la Fig. (6.4) se analizan las diferencias de esfuerzos normales. Las formas de
las curvas de N; resultan analogas a las de S, excepto por la aparente duplicaciéon
de su periodo respecto al esfuerzo cortante y el aumento de la amplitud (por tanto
de la magnitud) de la primera diferencia de esfuerzos normales con Wi > 1 en
Oldroyd-B. Los modelos no lineales predicen la disminucion de la amplitud de N; y
N, conforme Wi aumenta (adelgazamiento), mientras que con Oldroyd-B nunca se
observa un decremento, por el contrario, N, crece ilimitadamente para este modelo.
El cambio en la amplitud de las curvas correspondientes a PTT generalizado y sus

simplificaciones, es una muestra de la dependencia de sus funciones materiales con
wi .- . . .
. Y consecuentemente, el alcance del régimen viscoelastico no lineal (Saengow y

Giacomin, 2018; Poungthong et al., 2020).

—PTT
—LPTT
EPTT
Maxwell
— Qldroyd-B
— = =sin(7)

165 170 175 180

165 170 175 180

Figura 6.3. Curvas de esfuerzo cortante contra tiempo; modelos de Maxwell, Oldroyd-B, PTT

generalizado, LPTT y EPTT; De = 1,4 = 7,& = 0.25, { = 0.50.
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Wi=1.00 -0.02

——PTT

—LPTT
EPTT

— Oldroyd-B

-0.04

-0.06
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Wi = 5.00 0.1

3 012

0 -0.16
165 170 175 180 170 172 174 176 178 180

0.14

Figura 6.4. Curvas de primera diferencia de esfuerzos normales contra tiempo; modelos de

Oldroyd-B, PTT generalizado, LPTT y EPTT; De =1, Wi ={1,5}, B = % e =0.25, £ =0.50.

Mallas de Ewoldt

En esta secciébn se muestran los distintos regimenes para el esfuerzo cortante
obtenidos a partir de los diferentes modelos. La Fig. (6.5) muestra que un fluido de
Maxwell puede exhibir al menos tres comportamientos mecéanicos distintos: flujo tipo
newtoniano (lineas rectas que reflejan viscosidad constante; por simplicidad, se
referira a este comportamiento como “newtoniano” a lo largo del manuscrito),
viscoelasticidad lineal (elipses cuyos ejes no coinciden con los ejes de esfuerzo y
rapidez de deformacién) y elasticidad lineal (elipse con ejes que coinciden con el
plano). La variacion de la amplitud de la oscilacién, en forma adimensional el Wi,
no produce efecto alguno sobre las respuestas —como queda sentado con la
solucion analitica en la Ec. (6.6)-. Entonces la transicién entre regimenes se da
gracias al cambio de la frecuencia de oscilacion o el grupo adimensional De. El
esfuerzo cortante para un fluido de Oldroyd-B, exhibe solo dos tipos de
comportamiento: flujo newtoniano y viscoelasticidad lineal (aun a altos De). Esto se
atribuye a la fraccién de solvente, la cual evita que la contribucion viscosa decrezca,

como ocurre con el modelo de Maxwell.
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Figura 6.5. Malla de Ewoldt para esfuerzo cortante (—S); modelos de Maxwell (arriba) y Oldroyd-B

(abajo); B =7

1
5

A partir de la Fig. (6.6) Fig. (6.7), la Ec. (6.7) y (6.9) se justifican estas observaciones.

Los coeficientes de disipacién y de almacenamiento normalizados para el modelo

de Maxwell se exhiben en la Fig. (6.6). La magnitud de los coeficientes viscosos

(n',G") sobrepasan a los elasticos (n”,G') hasta el valor critico de De = 1, para

después invertir esta relacion, generando un comportamiento elastico a altos De.
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Tomando las definiciones en (6.7), se puede expresar como:

1 De
1+De? 1+De?

VDe 1, —— « 25

V De > 1. (6.16)
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Figura 6.6. Variacion de funciones materiales adimensionales con respecto a la frecuencia de

deformacién; modelo de Maxwell.

En cambio, para el modelo de Oldroyd-B, n' es asintéticaa gy G' a (1- ). El punto
donde las caracteristicas elasticas dominan sobre las viscosas depende del valor
de B y es una funcién cuadrética de De, aunque existe un punto a partir del cual
n' > n" paratodo De, i.e., § > 0.173. De las curvas en la Fig. (6.7) es posible deducir
que si De >» 1, en vez de obtener una respuesta elastica se obtendra una nueva

respuesta newtoniana, aquella del solvente.

En la Fig. (6.8), los modelos no lineales (PTT generalizado, LPTT y EPTT) exhiben
cuatro comportamientos mecanicos distintos: flujo newtoniano, flujo viscoso no
lineal (rectas distorsionadas en forma de “S”), viscoelasticidad lineal y
viscoelasticidad no lineal (elipses distorsionadas). Las respuestas bajo De = 10
despliegan efectos parecidos a aquéllas del modelo de Oldroyd-B, indicando que el
aumento de solvente en la mezcla a través del aumento de la fraccion de solvente

B también diluye la manifestacion de las contribuciones elasticas.
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Figura 6.7. Variacion de funciones materiales adimensionales con respecto a De; modelo de

Oldroyd-B; a la izquierda se emplea g = % y ala derecha f = 0.173.
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Figura 6.8. Malla de Ewoldt para esfuerzo cortante (—S); modelos EPTT (izquierda) y PTT

(derecha). g = %,s = 0.25,¢ = 0.5. La respuesta de EPTT es cualitativamente semejante a la del

modelo LPTT, por lo que se omite la gréfica correspondiente.

En linea con este efecto de las contribuciones del solvente, la Fig. (6.9) muestra

que, sin importar tipo de modelo estudiado, cuando la viscosidad del solvente

newtoniano es mucho mayor a la del soluto viscoelastico o, en términos

adimensionales, bajo niveles altos de g, la variacion de Wi y De suprimira casi por
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completo la manifestacion de propiedades no lineales y la viscoelasticidad, o bien,

no producira nuevos regimenes de flujo.
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Figura 6.9. Malla de Ewoldt para - S; modelo Oldroyd-B; g8 = 0.9. Las respuestas del resto de

modelos son cualitativamente semejantes, por lo que se omiten sus graficas.

Curvas de Lissajous

Las curvas de Lissajous para los esfuerzos cortantes obtenidos con el modelo
EPTT, Fig. (6.10), muestran que los términos no lineales comienzan a figurar en la

wi . . . . .
respuesta cuando D—el > 1. Al aumentar De, ocurre una disminucién en la magnitud

de los esfuerzos, comportamiento analogo al de los modelos lineales respecto a la
variacion de De (Fig. 6.8). Pero la diferencia entre una respuesta lineal y la del
modelo EPTT, asi como el efecto que Wi produce a traves del factor de estructura,
son mas claros en la Fig. (6.11). Si ¢ tiene un valor cercano a cero (0.02), el modelo
EPTT es casi equivalente a Oldroyd-B. Por otro lado, al definir § = 0, la distorsion
de las curvas de esfuerzo cortante y las diferencias de esfuerzos normales es

mucho mayor comparada con aquella que se observa con § > 0.
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En la Fig. (6.12) se explora el efecto de usar % > 1y f =0 enel modelo EPTT.

Como resultado, el efecto de los términos no lineales sobre la solucién a los modelos

provoca una mayor distorsion sobre las curvas de Lissajous. Ademas la disminucién
: Wi
de la magnitud de los esfuerzos cortantes causada por el aumento de D—el se puede

apreciar con relativa facilidad. Esto demuestra que para modelos como EPTT, para

el régimen viscoelastico no lineal no se manifiesta Gnicamente con Wi > 1, sino que
. . . . ;. , . Wi
la intensidad de las propiedades no lineales (o arménicos) esta relacionada con D—;

(Saengow et al., 2017a; Saengow y Giacomin, 2018).
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Figura 6.12. Curvas de Lissajous (—S) para EPTT, a diferentes razones Z—:,ﬁ =0, e=0.25.

La primera diferencia de esfuerzos normales en la Fig. (6.13), bajo los valores de 1;/_;

. . Wi
propuestos, experimentan el aumento de su magnitud conforme 2. crece. En cuanto
a la dependencia N; con De, se obtienen los mayores valores con De = 1. Con De >
1 se observa el descenso de la magnitud N; (adelgazamiento). Bajo g > 1, Fig.

(6.14), variar De no produce el aumento de los esfuerzos normales, se observa que
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. Wi . . L. .
al incrementar —, N, comienza a disminuir en vez de aumentar en magnitud,

comportamiento contrario al expuesto en la Fig. (6.12).
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Figura 6.13. Curvas de Lissajous (—N,) para EPTT, a diferentes razones de 2’—:,[3 =0, e =0.25.
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Figura 6.14. Curvas de Lissajous (—N,) para EPTT, a diferentes razones de o
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Las curvas de Lissajous para el modelo PTT generalizado, Fig. (6.15), experimentan
un efecto similar a EPTT con % > 1 mietras De < 1, pero dicho efecto comienza a

atenuarse conforme De crece, e incluso las curvas comienzan a ser mas semejantes
a una elipse sin deformaciones y de area reducida, lo que manifiesta que la

respuesta mecanica del sistema empieza a ser dominada por el solvente.
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Figura 6.15. Curvas de Lissajous (—S) para PTT generalizado, a diferentes razones de Z—:,ﬁ = %,

€ =0.25,& = 0.50.
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Figura 6.16. Curvas de Lissajous (—S) para PTT, a diferentes razones ‘;V—:,[)’ =0, e =0.25,¢ = 0.50.
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En cambio, cuando se remueve la influencia del solvente en el sistema (f = 0, Fig.

6.16), el limite que impone sobre la disminucién de la magnitud de los esfuerzos por

. .. Wi
la variacion de De y D—el desaparece.

Parametro de estructura

Para los modelos que obedecen a la ecuacién constitutiva diferencial generalizada
(Hyun et al., 2011; Saengow y Giacomin, 2019; Song et al., 2020), el parametro de
estructura es una de los invariantes del esfuerzo. En particular, para los modelos de
la familia de Phan-Thien-Tanner, este parametro de estructura es funcién del primer

invariante del tensor de esfuerzos, compuesto por la suma de los esfuerzos
normales, que a su vez dependen de ;V—ei. En la Fig. (6.17) se estudia el efecto de
variar cada cantidad adimensional por separado. Como resultado se obtiene que si
I;V—ei < 1, la diferencia entre f, para los modelos LPTT y EPTT es imperceptible, tal

que sus curvas se encuentran empalmadas. Tomando como base este
comportamiento, los valores de Wi utilizados durante la obtencion de funciones
materiales MAOS, fueron limitados para cumplir siempre con esta proporcion (Fig.
6.18). Respecto a f; para el modelo PTT, este es siempre menor respecto a LPTT
y EPTT.

La diferencia entre las curvas es cada vez mayor con el incremento de Wi. Con
Wi > 1, la magnitud del parametro de estructura correspondiente a LPTT es
siempre menor al de EPTT, lo que indica que la aparicion de propiedades no lineales
en estos ultimos dos modelos es favorecida por el aumento del valor de f,. Por otro
lado, f, para PTT experimenta un crecimiento mucho menor respeto a Wi; no
obstante, este modelo presenta propiedades no lineales que varian mas

dramaticamente, reflejandose este hecho en una mayor sensibilidad respecto a la
variacion de 2/—; (ver Fig. 6.12 y 6.16). Esta respuesta reoldgica aumentada del

modelo PTT se puede atribuir a la inclusion de fuerzas estimuladas por
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deformaciones no afines. Por lo tanto, el comportamiento no lineal de PTT es

siempre dominado por ¢.
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PTT
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Figura 6.17. Parametro de estructura en funcion de Wiy De; modelos LPTT, EPTT y PTT
generalizado; ¢ = 0.5, € = 0.25,8 = % Arriba, De = 1. Abajo, Wi = 1.

6.3.3. Analisis de sensibilidad paramétrica sobre el primer arménico e indice de

engrosamiento al corte

Validacion de funciones materiales en MAOS

Como primer paso en el calculo de funciones materiales, se encuentra la validacion
de los resultados del modelado con el algoritmo contra los datos encontrados en la
literatura. Para ello, se emplean las soluciones analiticas reportadas en el trabajo
de Song et al. (2020). En la Fig. (6.18) y (6.19) se contrastan los resultados de la
simulacién numérica contra la evaluacion de la Ec. (5.27) para los coeficientes del

primer armonico en MAOS. Previamente, se validan las funciones materiales en
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SAOS mediante las pruebas de consistencia (Ec. 6.15). Para validar los resultados
en LAOS se requeriria de la obtencién de soluciones analiticas y de un analisis
numerico de que no se encuentra en el alcance de la metodologia de este trabajo,
por ejemplo, transformaciones de Fourier, analisis de Chebyshev y descomposicion
del esfuerzo (Cho, 2016; Rogers, 2018).

En cuanto a las funciones materiales (coeficiente de disipacion n’ y coeficiente de
almacenamiento n'’) para el modelo de Maxwell y Oldroyd-B, quedan descritas en

las Fig. (6.6) y (6.7), respectivamente.

Las Fig. (6.18) y (6.19), cuyo analisis es aplicable a LPTT y EPTT, pues sus
funciones materiales son equivalentes en MAOS (Song et al., 2020), muestran el
empate entre los datos teéricos y simulados. El error entre ambos en el intervalo
de De (0.1 < De < 10) es siempre menor al 1.0 %. Fuera de este rango de De, los
errores incrementan considerablemente, en especial con De > 10. Cabe considerar
que, como se mostré en las mallas de Ewoldt para cada modelo, en estos valores
limites de De se obtienen respuestas practicamente viscosas o elasticas —siempre
gque no considere la contribucion de un solvente-, respectivamente. En
consecuencia, las raiz de tales discrepancias son: (1) la aproximacion utilizada en
la Ec. (5.26) para el célculo de los coeficientes del primer armonico, que no se
cumple para las regiones con De > 10 o0 De < 0.1; y (2) con dichos valores de De,
se simulan flujos fuera del régimen de MAOS, por lo que la aplicacion de la Ec.
(5.27) resulta incorrecta. Para poder conocer la verdadera causa de estos errores,
es necesario emplear otras herramientas de analisis matematico sobre la respuesta
de los modelos no lineales en MAOS y LAOS que permitan identificar la intensidad
de los armonicos sobre la respuesta, e.g. trasformaciones de Fourier, (Saengow y
Giacomin, 2019) y asi conocer si aquellos de orden superior al tercero,
caracteristicos de MAOS (Hyun et al., 2007; Saengow y Giacomin, 2019), estan

interfiriendo o no sobre la respuesta.

A partir de la Fig. (6.18) se puede predecir el tipo de comportamiento mecénico que
puede predecirse con LPTT y EPTT. G3; es siempre negativo, lo que indica

ablandamiento elastico, y su magnitud esta controlada por € (Song et al., 2020). G3;
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atraviesa un cambio de signo — de negativo a positivo — en De = 0.923, lo que tiene
como consecuencia la transicion de un comportamiento tipo | (adelgazante al corte)

a lll (engrosamiento débil al corte &) en LAOS (Song et al., 2020; Hyun et al., 2002).
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Figura 6.18. Contraste de coeficientes del primer armoénico en MAOS; modelos LPTT y EPTT;
Lineas punteadas: valores tedricos negativos. Lineas continuas: valores tedricos positivos.

Circulos: valores obtenidos mediante el algoritmo propuesto.

Con el modelo PTT, Fig. (6.19), también se pueden predecir dos comportamientos
diferentes: tipo | y tipo Ill. Con & = 0.25, la transicién de un comportamiento a otro
depende del valor de De, pero si se emplea € = 0.02, la respuesta del modelo PTT

solo es de tipo | para todo De.

8 La clasificaciéon propuesta por Hyun et al. (2002) utiliza el término engrosamiento débil a la
deformacion. Sin embargo, en este trabajo se extiende este concepto y se propone engrosamiento
débil al corte, puesto que el estimulo considerado en el modelado de las respuestas es la rapidez de

deformacion. Esta extension esta fundamentada en las siguientes equivalencias (ver Ec. 3.23, 3.27-

n ! I n
G

L =Det, L=pel

Go Mo Go Mo
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Figura 6.19. Contraste de coeficientes del primer armoénico en MAOS; modelo PTT. Lineas
punteadas: valores tedricos negativos, lineas continuas: valores tedricos positivos. Circulos:

valores obtenidos con mediante el algoritmo propuesto; ¢ = 0.1.

Primer armédnico en funcion de la amplitud de deformacion

El cambio de signo que experimentan los coeficientes del primer armoénico explica

4
la forma de las curvas en la Fig. (6.19). El coeficiente viscoso normalizado (%) y el
0
rn
coeficiente de almacenamiento normalizado (’177—1) gue equivalen a los productos
0

1 (Gy 1 (Gy . L . .
Do G_) Yy Do G_) respectivamente, coinciden con un comportamiento tipo |
0 0

(adelgazante al corte) bajo De <1. Con De =1, el comportamiento tipo Il

(engrosamiento débil al corte) alin es muy sutil para apreciarse en las curvas. Con

!

valores de De mas altos, se observa un incremento en Z—l sefialando engrosamiento
0

. . . . e s 1

al corte, para después disminuir hasta mantenerse asintético al valor de g = 5

rn !
formando asi una meseta. 77”—1 a altos Wi se encuentra por debajo de Z—l al menos tres
0 0

ordenes de magnitud. Asi mismo, la Fig. (6.20) pone de manifiesto la diferencia
entre los modelos LPTT y EPTT a raiz de las distintas formas de la variable de
estructura. Cuando Wi « 1, los primeros términos de la expansion en serie de

Taylor son los mas significativos, por lo que las diferencias entre ambos modelos
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son practicamente nulas. Pero esto cambia cunado Wi > 1 y entonces se aprecia

que EPTT alcanza la meseta a menor amplitud de deformacién comparando su

respuesta con la de LPTT. Ademas, el méximo de Z—l se desplaza en LPTT, aunque
0

no cambia significativamente su valor (% = 0.20 para De = 5 y alrededor de % =
0 0

n i wi
0.15 para De = 10). En el caso de ?7—1 el descenso de sus valores comienza a D—el
0

distintos, siendo el correspondiente a EPTT el menor.

—0—De=01 ||
—O—De=10
~—O—De=50
~©—De=100]1

2
10°°

:;'1 IJ;D

104

-1
10 .
10! 10° 10 102 102 104 10 10" 10 10! 10° 107 10*
Wi/De =+,

Figura 6.20. Coeficientes de caracterizacién viscosa correspondientes al primer armoénico en

LAOS; modelos EPTT y LPTT (lineas punteadas); € = 0.25,8 = %

La Fig. (6.21) ilustra el cambio de la respuesta del modelo EPTT® en funcién del
valor de ¢ seleccionado. Cuando ¢ es relativamente pequeiio, el rango de ‘]’JV—; donde

se puede obtener una respuesta viscoelastica lineal (SAOS) y ligeramente no lineal

! n

(MAOS) se incrementa, éstas siendo zonas donde 2 y 1- se manifiestan como

Mo Mo

constantes. El valor maximo por engrosamiento al corte no cambia de nivel en la

° Del modelo LPTT se pueden obtener resultados muy similares a los que se ilustran en las Fig.

(6.20) y (6.21), por lo que se omiten las gréaficas correspondientes en el analisis de sensibilidad.
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abscisa, pero si le corresponde una amplitud de deformacion diferente y mayor. De

12}

igual manera, el descenso de Z’—l comienza muchos después para € = 0.002.
0

El efecto de la variacion de la fraccion de solvente f sobre el primer arménico se

ilustra en la Fig. (6.22). Conforme B se acerca a la unidad, el valor de * es casi

Mo
constante y equivalente a la magnitud de la fraccion de solvente (comportamiento

!
newtoniano). El engrosamiento al corte que manifiesta > se atenda con el

No

crecimiento de B y la rapidez con la que se alcanza la meseta disminuye. La

n
magnitud de ?7—1 también disminuye al aumentar £, sin modificar su dependencia con
0

wi
De’

0.22

:p'_lh;uo
J;"_IIJ;D

01
107! 10? 10! 10? 10? 107 10° 10’ 102
Wi/ De = 4, Wi/De =,
Figura 6.21. Comparacién de primer armonico bajo distintos valores de £={0.25, 0.02}; modelo

EPTT; =3, De =35,
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Figura 6.22. Comparacion de primer armonico bajo distintos valores de g = {0.9,0.25,1/9}; modelo
EPTT; e = 0.25,De = 5.

En la Fig. (6.23), se analiza el primer arménico de la respuesta del modelo PTT

generalizado. La inclusion del parametro de deformacion no afin ¢ provoca que el

. , . , . . ., wi .
primer armonico sea mas sensible a la variacion de D—el lo que permite alcanzar

mucho antes la meseta de 8 a comparacion del modelo EPTT, donde el valor de I;V—:

donde esto ocurre para ambos modelos puede diferir hasta en un orden de
magnitud. Al emplear ¢ = 0.1 y € = 0.25, se observa un comportamiento tipo |
(adelgazante al corte) con De < 1y tipo lll (engrosamiento débil al corte) con De >
1, pero al emplear ¢ = 0.5 el crecimiento de De no produce la manifestacion de
engrosamiento al corte bajo ninguna amplitud de deformacion. Por otro lado, la
respuesta con ¢ = 0.5 -escenario de modelado que implica que el adelgazamiento
al corte estd gobernado principalmente por é- producen oscilaciones sin sentido
fisico a altas rapideces de deformacion, lo que concuerda con lo descrito por Hyun
et al. (2007) y Song et al. (2020) sobre el uso simultaneo de los dos parametros

asociados a los términos no lineales en el modelo de PTT (¢, €).

La Fig. (6.24) complementa los hallazgos realizados por medio de la Fig. (6.19),

donde, por medio de los datos tedricos y calculados numéricamente para los
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coeficientes del primer armoénico de la respuesta de PTT en MAQOS, se predice el
resultado de variar € sobre la respuesta del modelo en LAOS. Se encuentra que
mientras € > &, el comportamiento tipo | se manifiesta a valores de De menores a
la unidad y tipo Il para el resto. Cuando ¢ > ¢, la respuesta es siempre de tipo |I;
nuevamente, aparecen oscilaciones sin significado fisico, donde valores de
coeficientes elésticos negativos comienzan a obtenerse a medida que la amplitud

., .. Wi
de deformacién aumenta, lo que limita el rango de D—; donde se pueden obtener

soluciones validas al problema de flujo oscilatorio para el modelo de PTT.

n"h;o

107! 10% 10! 102 10° 107! 10 10! 102 102
WilDe = 4, WilDe =,

Figura 6.23. Coeficientes de caracterizacion viscosa correspondientes al primer arménico en
1

LAOS; modelo PTT; e = 0.25,8 = 5
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n"h;D

Figura 6.24. Coeficientes de caracterizacion viscosa correspondientes al primer armonico en
1

MAOS; modelo PTT; ¢ =0.1,8 = 5

indice de engrosamiento al corte

La Fig. (6.25) muestra el indice de engrosamiento al corte para el modelo EPTT,

bajo distintos escenarios. A amplitudes de deformacion pequefias, este indice se
. .. wi .
mantiene constante y casi igual con cero. Con el aumento de —- primero se observan

valores negativos de T (ver Ec. 3.35 en el Marco Tedrico), indicando adelgazamiento
al corte — en una zona donde el primer armonico inicia su crecimiento- para después
comenzar a exhibir engrosamiento al corte, hasta alcanzar un maximo y comenzar
a decrecer hasta volver a alcanzar valores negativos que tienden asintéticamente a
cero. El rango donde el indice T es positivo se diferencia de aquél donde las curvas

para los coeficientes del primer armonico demuestran engrosamiento al corte, lo
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que implica que el promedio de viscosidad (o del coeficiente de pérdida) implicito
en el célculo del primer armonico (Ewoldt et al., 2008; Hyun et al., 2011) no logra
capturar por completo todos los efectos no lineales sobre la respuesta del modelo a
altas rapideces de deformacion. Sin embargo, a través del indice de engrosamiento

al corte pueden distinguirse.

Variar ¢ tiene el mismo efecto que en el caso de los coeficientes del primer armaonico:
ampliacion de la zona viscoelastica lineal y maximo local cuya magnitud no varia,
pero si la amplitud de corte a la que aparece. Pero a diferencia de la informacion
gue puede extraerse cualitativamente a partir de las curvas de los coeficientes del
primer armonico, (Fig. 6.22), donde al emplear § = 0.9 se obtiene una respuesta
de naturaleza viscosa, aun pueden calcularse propiedades no lineales que no son
del todo despreciables si se considera la tolerancia establecida sobre el indice T
para considerar a este igual con cero, i.e., +1x107°. Sin embargo, dependiendo la

aplicacion del modelo, estos indices de engrosamiento podrian ser despreciables.

La Fig. (6.26) muestra los indices de engrosamiento para el modelo PTT. En ellas
se abarca un rango mucho menor de amplitud de deformacion debido a la apariciéon
de oscilaciones sin significado fisico también en las viscosidades de rapidez de corte
minima y maxima, lo que limito la validez de los resultados obtenidos a aquellos que

se muestran en la figura en cuestion.

El comportamiento del indice de engrosamiento para PTT generalizado pone
nuevamente de manifiesto que la informacién que puede obtenerse del primer
armonico es limitada, puesto que el comportamiento no lineal del modelo no queda
completamente descrito por éste. Como puede predecirse a partir de los valores
positivos en la Fig. (6.19), con De =1 y ¢ = 0.1, existe un débil engrosamiento al
corte, practicamente imperceptible con los coeficientes del primer armonico. Con
De = 0.1, solo se observa adelgazamiento al corte o la ausencia de armonicos
superiores en la respuesta no lineal. Los datos con De = 1 también exhiben la
ausencia de armonicos superiores en un rango dado de amplitud de deformacion,

para después presentar adelgazamiento al corte. Esta aseveracién se hace con
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base al valor de T. Una futura prueba de consistencia de estos resultados puede
obtenerse a través del calculo de la intensidad de los armonicos.

3
025 6 10

—8— =025 3=090
—O—¢=0023=109
0.2 c=025 3=19

0.15

107" 10° 10! 10% 10°
WilDe = 4,

10" 10° 10" 10% 10°% 107 10° 10!
WiiDe = Yo WilDe = Yo

1

Figura 6.26. indice de engrosamiento al corte (T); Modelo PTT; ¢ = 0.25,8 = 5

En el caso de los indices de engrosamiento al corte con ¢ = 0.5, cuyos célculos se
ven limitados por la estabilidad inherente al uso conjunto de £ y e en PTT, aun cundo
las curvas en la Fig. (6.23) no indicaron engrosamiento al corte, en la Fig. (6.26) se

manifiesta lo contrario.
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6.3.4. Estabilidad de las soluciones. Modelos viscoelasticos no lineales.

En general, las soluciones a los modelos EPTT y LPTT mostraron ser estables aun
con Wi » 1. Para alcanzar la tolerancia al error establecida (1x107%) a lo largo de
los diferentes escenarios simulados, Unicamente se tuvo que variar el nimero de

pasos para lograr mitigar la propagacion del error. No obstante, el esfuerzo de
- .. wi .

calculo crece con la complejidad del modelo y el valor de D—el seleccionado, puesto

que esto dicta la naturaleza no-lineal (o rigidez) de los sistemas de ecuaciones

. . . wi . -
diferenciales a resolver. La soluciones con D—; de orden 102 requieren un nimero
. N Wi . ,
de pasos entre 103 y 10%, mientras que valores mas altos de D—el requieren un nimero
o Wi .
de pasos de orden 10° o mayor. El valor maximo de D—el explorado en este trabajo

fue I;V—: = 5x10%.

Por otro lado, la estabilidad del modelo PTT no solo se ve comprometida por valores
wi . . . . . s . .
altos de D—el, sino por la inclusion y relevancia de los términos que involucran el

pardmetro de movimiento no afin. A continuacion, se enlistan las observaciones al
respecto, proporcionando el orden de magnitud donde se puede conseguir
soluciones estables.

= =0 y &> 0:Limite de estabilidad: 2/_; < 103.

« &> ¢: Limite de estabilidad: 10° < 2= < 10%,

i

» ¢ < ¢&: Limite de estabilidad: % < 102.
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7. Conclusiones

En este trabajo de tesis propuso un algoritmo numérico para el modelado de la
respuesta de fluidos viscoelasticos a través de deformaciones cortantes oscilatorias,
el cual admite diferentes tipos de ecuaciones constitutivas y métodos numéricos de
solucién. Por medio de éste, se modeld la respuesta de fluidos viscoelasticos
descritos por las ecuaciones constitutivas de Maxwell, Oldroyd-B, LPTT, EPTT y
PTT generalizado en el régimen de viscoelasticidad lineal (SAOS) y viscoelasticidad
no lineal (MAOS y LAOS), asi como explorar su capacidad predictiva bajo diferentes

condiciones de deformacién. Se observo que la amplitud de deformacion, que bajo
un analisis adimensional se expresa como el cociente D—; promueve la existencia de

propiedades no lineales en los sistemas, ademas de la aparicion de zonas donde
las soluciones — en especial al modelo PTT- se vuelven inestables o requieren de
mayor esfuerzo para su calculo numérico. Se encontré que la contribucién de un
solvente dentro del sistema de flujo planteado (por medio de EVSS) diluye las
propiedades no lineales de los fluidos, dando paso a caracterizacion reoldgica de
soluciones poliméricas, y produce respuestas de tipo viscoso cuando la frecuencia
de deformacién tiende a infinito, al mismo tiempo que estabiliza la solucién numérica
del sistema de ecuaciones diferenciales en cuestion. Ademas, su uso en el contexto
de flujo cortante oscilatorio implica una respuesta mecéanica significativamente
distinta a la de un material viscoelastico puro en condiciones de deformacién

extremas, acotando la respuesta mecanica de los fluidos caracterizados.

Se consiguié caracterizar al esfuerzo cortante como respuesta de los modelos
mediante el calculo de funciones materiales e indices de propiedades no lineales,
los cuales se validaron con respecto a las soluciones analiticas reportadas en la
literatura y pruebas de consistencia fisica. Se identificaron dos tipos de
comportamiento distinto en LAOS: tipo | (adelgazante al corte) y tipo |li

(engrosamiento débil al corte).

Por altimo, el calculo de funciones materiales e indices de propiedades no lineales
pusieron de manifiesto la necesidad de ampliar el alcance del algoritmo tal que con

ella sea factible el calculo de la intensidad de los arménicos superiores y relacionar
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los mismos con contribuciones viscosas y elasticas, puesto que de esto depende la

completa distincién entre los regimenes de flujo viscoelasticos y la asociacion de las

caracteristicas no lineales observadas con uno u otro.

Trabajo a futuro

Dado el alcance actual del algoritmo, y con el objetivo de mejorar el entendimiento

sobre la capacidad descriptiva de los modelos a través de ésta, se plantean las

siguientes acciones:

a.

Implementar un algoritmo de calculo que permita determinar los coeficientes
correspondientes a la primera y segunda diferencia de esfuerzos normales en
SAOS, MAOS y LAOS. Ya que la fluidez adimensional (f;) en modelos como
PTT depende de los esfuerzos normales. Es importante entender como influyen
los pardmetros involucrados en las deformaciones cortantes oscilatorias (rapidez
y frecuencia de deformacion) sobre dichos esfuerzos y los coeficientes de sus
armonicos en el régimen de viscoelasticidad no lineal.

Ampliar el alcance de la herramienta para calcular la intensidad de los arménicos
superiores en MAOS y LAOS, mediante el andlisis con transformaciones de
Fourier.

Incluir una subrutina dentro del algoritmo cuya finalidad sea el analisis de las
contribuciones elasticas y viscosas por separado, e.g. descomposicién de
esfuerzos (Ewoldt et al., 2008: Saengow y Giacomin, 2019; Hyun et al., 2011).
Analizar las posibles singularidades que causan la inestabilidad de las
soluciones en el modelo de PTT y posibles formas de evadirlas. Esto puede
servir de referente en el estudio de modelos de la misma indole.

Explorar la capacidad predictiva de modelos cuya respuesta sea engrosante al
corte. Esto permitira evaluar el desempefio de la herramienta respecto a la
prediccién de comportamientos de tipo Il (engrosarte al corte) y IV en el régimen

de viscoelasticidad no lineal.
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f.

Afadir una subrutina para la verificacion del cumplimiento de la regla de Cox-
Merz: la equiparacion de los datos de viscosidad para flujo cortante estacionario
y los de viscosidad compleja para viscoelasticidad lineal (Bird et al., 1987). Esta
es una regla de formulacion empirica y experimentalmente se cumple con
diversos fluidos de interés. Explorar el cumplimiento de esta regla con diferentes
ecuaciones de estado reoldgico resulta entonces un referente de su capacidad

descriptiva.

81




Referencias

8. Referencias

1. Barnes, H.A., Hutton, J.F. y Walters, K. (1993). An Introduction to Rheology.
Paises Bajos: Elsevier, pp. 43, 141-157.

2. Bird, R.B., Armstrong, R.C. y Hassager, O. (1987). Dynamics of Polymeric
Liquids. Vol. 1 Fluid Mechanics. 2da edicion. EUA: John Wiley & Sons, pp. 255-
266, 341-348.

3. Bird, R. B., Stewart W. E. y Lightfoot E. N. (2016). Fen6menos de Transporte.
2da edicion. México: Limusa, pp. 94, 286-292, 988-996.

4. Bird, R. B. y Wiest, J. M. (1995). Constitutive equations for polymeric liquids.
Annu. Rev Fluid Mech 27, pp. 169-193.

5. Carnahan, B., Luther, H. y Wilkes, J. (1990). Applied Numerical Methods. EUA:
Krieger Publishing Co., pp. 361-366.

6. Chapra, S. C. y Canale, R. P. (2010). Numerical Methods for Engineers. 6ta
edicion. EUA: McGraw Hill, pp. 603-613, 653-658,708-737.

7. Cho, K.S. (2016). Viscoelasticity of Polymers. Theory and Numerical Algorithms.
Springer, pp. 285-295.

8. Deshpande, A. P. (2010). Oscillatory Shear Rheology for Probing Nonlinear
Viscoelasticity of Complex Fluids: Large Amplitude Oscillatory Shear, en
Deshpande, A. P., Krishnan, J. y Kumar, P.B (Eds.), Rheology of complex fluids.
EUA: Springer, pp. 87-108.

9. Ewoldt, R. H., Hosoi, A. E. y McKinley, G.H. (2008). New measures for
characterizing nonlinear viscoelasticity in large amplitude oscillatory shear.
Journal of Rheology, 52, pp. 1427-1458.

10.Ewoldt, R. H. (2013). Defining nonlinear rheological material functions for
oscillatory shear. Journal of Rheology, 57, pp. 177-195.

11.Giacomin, A. J. y Dealy J. M. (1998). Using large-amplitude oscillatory shear, en
Collyer, A. A. y Clegg, D. W. (Eds.), Rheological Measurement. EUA: Springer,
pp. 327-352.

12. Giacomin, A. J., Bird, R. B., Johnson, L. M. y Mix, A. W. (2011). Large-amplitude
oscillatory shear flow from the corotational Maxwell model. Journal of Non-
Newtonian Fluid Mechanics, 166, pp. 1081-1099.

82




Referencias

13.Hyun, K., Kim, S. H., Ahn, K. H. y Lee, S. J. (2002). Large amplitude oscillatory
shear as a way to classify the complex fluids. Journal of Non-Newtonian Fluid
Mechanics, 107, pp. 51-65.

14.Hyun, K., Baik, E. S., Ahn, K. H., Lee, S. J., Sugimoto, M. y Koyama, K. (2007).
Fourier-transform rheology under medium amplitude oscillatory shear for linear
and branched polymer melts. Journal of Rheology, 51, pp. 1319-1342.

15.Hyun K., Wilhelm, M., Klein, C. O., Cho, K.S., Nam, J.G, Ahn, K.H., Lee, S.J.,
Ewoldt, R.H., y McKinley, G.H. (2011). A review of nonlinear oscillatory shear
tests: Analysis and application of large amplitude oscillatory shear (LAOS).
Progress in Polymer Science, 36, pp. 1697-1753.

16.L6pez-Aguilar, J. E., Webster, M. F., Tamaddon-Jahromi, H.R. y Manero, O.
(2015). High-Weissenberg predictions for micellar fluids in contraction—
expansion flows. Journal of Non-Newtonian Mechanics, 222, pp. 190-208.

17.Middleman, S. (1977). Fundamentals of polymer processing. EUA: McGraw-Hill,
pp. 4-7.

18.Morrison, F. A. (2001). Understanding Rheology. EUA: Oxford University Press,
pp. 132-141.

19.Nieves, A. y Dominguez F. C. (2006). Métodos Numéricos Aplicados a la
Ingenieria. 2da edicion. México: CECSA, pp. 469-472.

20.Phan-Thien, N. y Mai-Duy, N. (2017). Understanding Viscoelasticity. An
Introduction to Rheology. 3ra edicion. EUA: Springer, pp. 30-41.

21.Poungthong, P., Giacomin, A. G., y Kolitawong, C. (2020). Series expansion for
normal stress differences in large-amplitude oscillatory shear flow form Oldroyd
8-constant framework. Physics of Fluids, 32, pp. 023107-1 — 023107-19.

22.Rogers, S. (2018). Large Amplitude Oscillatory Shear. Simple to describe, hard
to interpret. Physics Today, 71 (7), pp. 34-40.

23.Saengow, C., Giacomin, A.J. y Kolitawong, C. (2017). Exact analytical solution
for large-amplitude oscillatory shear from Oldroyd 8-constant framework: Shear
stress. Physics of Fluids, 29, pp. 043101-01-19.

83




Referencias

24.Saengow, C. y Giacomin, A.J. (2017a). Exact solutions for oscillatory shear
sweep behaviors of complex fluids from the Oldroyd 8-constant framework.
Physics of Fluids, 30, pp. 030703-1-19.

25.Saengow, C. y Giacomin, A. J. (2017b). Strain sweeps from Oldroyd 8-constant
framework. AIP Conference Proceedings, 1843, pp. 040003-1-10.

26.Saengow, C. y Giacomin, A. J. (2018). Thermodynamic instability of polymeric
liquids in large-amplitude oscillatory shear flow from corotational Maxwell fluid.
Fluid Dynamics Research, 50, pp. 1-33.

27.Saengow, C. y Giacomin, A.J. (2019). Review of nonlinear oscillatory shear flow
notations and presentations: polymeric liquids. Current Opinion in Colloid &
Interface Science, 43, pp. 26—38.

28.Saengow, C., Giacomin, A. J. y Kolitawong, C. (2015). Exact Analytical Solution
for Large-Amplitude Oscillatory Shear Flow. Macromolecular Theory and
Simulation, 24, pp. 352-392.

29.Shogin, D. (2020). Start-up and cessation of steady shear and extensional flows:
Exact analytical solutions for the affine linear Phan-Thien—Tanner fluid model.
Physics of Fluids, 32, pp. 083105-1-16.

30.Song, H. Y. y Hyun, K. (2019). Nonlinear material functions under medium
amplitude oscillatory shear (MAOS) flow. Korea-Australia Rheology Journal,
31(4), pp. 267-284.

31.Song, H. Y., Kong, H. J. y Hyun, K. (2020). Evaluating predictability of various
constitutive equations for MAOS behavior of entangled polymer solutions.
Journal of Rheology, 64, pp. 673-707.

32.Thompson, R.L., Alicke, A.A. y de Souza Mendes, P.R. (2015). Model based
material functions for SAOS and LAOS analyses. Journal of Non-Newtonian
Mechanics, 215, pp. 19-30.

33.Tschoegl, N. W. (1989). The Phenomenological Theory of Linear Viscoelastic
Behavior. An Introduction. EUA: Springer-Verlag, pp. 1-35.

34.Wang, K. (2013). A new discrete EVSS method for the viscoelastic flows.
Computers and Mathematics with Applications, 65, pp. 609-615.

84




Apéndice

9. Apéndice
9.1. Definicion de tensores
Tensor rapidez de deformacién

0 y O 0 1 0
y=2D = ()’/ 0 O) = (1 0 O) ¥, cos(wt) (9.1)
0 0 O 0 0 O
Gradiente de velocidad y su traspuesta son (Bird et al., 2016):
0 0 O 0 y O
Vv = <y 0 0); (V)T = (0 0 0). (9.2)
0 0 O 0 0O

El tensor de esfuerzos simétrico para cualquier deformacion cortante se expresa en

coordenadas cartesianas como (Bird et al., 1987; Shogin, 2020):

Tex Txy O
T = Txy Tyy 0 . (9 3)
0 0 1,

9.2. Obtencién de modelos diferenciales adimensionales
9.2.1. Maxwell

Sustituyendo (9.1) y (9.3) en (5.18):

Txx Txy 0 P Txx Txy 0 0 1 0
Ty Tyy 0 )+ Lig Ty Tyy 0 |=-m (1 0 0) Yo cos(wt). (9.4)
0 0 1, 0 0 1, 0 0 0

Separando ecuaciones:
d d d
(1 +/115) Tyy = (1 + A1E)Tyy = (1 + /11;)‘[22 =0, Ty =Ty =17, =0. (9.4)
ATyxy .
Ty + 4 — = MY, cos(wt), (9.5)

con.:
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Ni = Tyx — Tyy- (9.6)
Se reescribe:

d
/11 ENl = _Nl, (97)

drxy

A

—Txy — No¥ cOS(wt) . (9.8)

Retomado las cantidades y niumeros adimensionales definidos en (3.16) y (5.9) -
(5.12):

De 8 .
A Ae ot No¥oN1 = —10¥( Ny, (9.9)
De d1o7,S . 1.
1/1—f ngzo = —MN0¥,S — nOZWl cos(1), (9.10)
donde:
d 61’ 6 De 0
ot~ ator T ap ot (9.11)
= * = Tx—y = * = N1
S=1y =2 Ny=N' =2 (9.12)
Simplificando (9.9) y (9.10):
d 1
—N; =——N;, > N; =0. (9.13)
0g__Ltg_1L
S=—5—— cos(1) . (9.14)

Sistema de ecuaciones diferenciales que junto con sus condiciones iniciales se

expresa como la Ec. (6.1):

A N, (0)
wlsl=| L s, |- l cos(r)l stoy ) = lol
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9.2.2. Oldroyd-B (EVSS)

A partir de las Ec. (5.14), (5.16) y retomando (5.11), la derivada convectiva superior

para el tensor de esfuerzos es:

v, Tex Txy O 2Ty Tyy O .
T=—|Ty Ty 0 |=|7y 0 0]y (9.15)
0 0 7, 0 0 0

donde y se define en la Ec. (3.22).

Sustituyendo (9.15) en (5.19):

Tpsx Tpxy 0 5 Tpxx Tpxy 0 27'-Z’ny pry 0
Toey Toyy O |+ 5| Towy Toyy O |=[ 7, 0 0Ly cos(wt) =
0 0 szz 0 szz 0 0 0
0 1 0
-, (1 0 0]y,cos(wt),
0 0 O
Tsex  Tsxy 0 0 1 0
Ty Ts,, 0 | =—n; <1 0 O) Y, cos(wt) . (9.16)
0 0 7, 00 0
Separando ecuaciones:
Ty + A1 T2 — 20,7 cos(wt) T, =0, (9.17)
ATpyy 9 0. _
pry + AIT = (1 + Al a) pry =0; - pry =0, (918)
szz + Al % - (1 + /11 %) szz = 0; - szz = O’ (919)
dTny . .
Tpey T prai 17, cos(wt) Tpyy = ~Mp¥g cos(wt) . (9.20)
Reescribiendo en términos de variables adimensionales:
. Ded . . .
NoVoN1 + 44 A—fanoyONp — 2Wicos(t) noy,S = 0, (9.21)
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MY oSy + /11 T 770Y0 —1pY, cos(T) . (9.22)
Simplificando y retomando la definicion de la faccion de solvente en (3.15):

d wi 1

ENl = ZECOS(T) Sp - END (923)
0 s —-L1 ) — 1s 9.24
EP__E( — B) cos(t —~Sp- (9.24)

Sistema de ecuaciones diferenciales que junto con sus condiciones iniciales se

expresa como la Ec. (6.2):

1
L) _ |"pe C"S(T) i 0 M) _ o
dr 1Spl 0 S, —(1 B)cos(z)|” [S,(0)]
La contribucion del solvente en (9.16) se reescribe como:
S = W = —f cos(1). (9.25)
9.2.3. LPTT

Sustituyendo (9.1), (9.3) y (9.15) en (5.20):

1 Tpxx Tl’xy 0 5 Tpxx Tpxy 0 ZTpxy pry 0

E. .

[1 -= tr(‘tp)] Ty Tpyy, O |+ 4 il Toy Toyy 0 |- T, 0 0 |A4Y,cos(wt) =
0

0 0 1z, 0 1, 0 0 o0
0 1 0
1y (1 0 0) Yo cos(wt),
0 0 O
Tser Tsy O 010
Tsyy Ts,y O =—175<1 0 0))’/°cos(wt). (9.26)
0 0 T 00 0

Separando ecuaciones:

[1 - i]ﬁ tr(Tp)] Tp, T A1 %Tpxx — 214¥(Tp,, cos(wt) =0, (9.27)

p
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[ el ] d

_1 - n—; tr(‘tp)_ Tpyy 5,7, =0, =17, =0, (9.28)
1= E:L_l tT(Tp) szz + /11 %szz = 0’ - TpZZ =0 (929)
| P g

[ el ] 0 - Y

- o ()| Toxy + 415 Toxy ~ Toyy iV cos(wt) = =1y ¥, cos(w?). (9.30)

p

Expresando en términos de variables adimensionales:

1 1
tr (1) = - = (T + Ty, + Ty, ) = Ny, (9.31)

eA , , De 0 . . .
[1 - n—:ﬂoyo N1] noVoN1 + 44 A—lgnoyoNl — 2107, SpA1 ¥, cos(wt) =0, (9.32)

A . , Ded . .
[1 B gr,_:noyo Nl] M0YoSp + 41 f;noyogsp = —1p ¥, cos(wt). (9.33)
Simplificando:
d wi 1
=Ny = Zacos(‘r) Sp = [1 - ] Ny, (9.34)
d 1 1
28y = — 5-(1-p) cos(r) — - [1 - ES (9.35)

Sistema de ecuaciones diferenciales que junto con sus condiciones iniciales se

expresa como la Ec. (6.3):

[ Di (1—/3) De

dr S | 1
| 0 ~5e(1-

s,]-

WiN ) 2 Mcos(r) ]
|
|

0
1
e 1A cos(r)l

(1_B)W1N1)

glggg 0], S, = —p cos(1).
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9.24. EPTT

Sustituyendo (9.1), (9.3) y (9.15) en (5.21):

1 Tpxx Tpxy 0 5 Tpxx Tpxy 0

E.

exp [_ n_l tr (Tp)] Tpxy pry 0 + )'1 at Tpxy pry 0 -
p

0 0 szz 0 0 szz
2ty Tp,, O 01 0
Ty, 0 0 MY cos(wt) = —n, (1 0 0) y9 cos(wt) ,
0 0 0 0 0 O
Tsew Tsyy O 010
Tsyy Tsyy O |=—1ms(1 0 0]y,cos(wt).
0 0 7, 0 0 O

Separando ecuaciones:

[ &M 1 9 . B
exp 5 tr (t,) | Tp,, T A 5t Toex — 2V Ty, cos(wt) =0,
[ ey 1 9 _ _
exp _E tr (t,) Tpy,y + 1 5 oy = 0, - Tpyy = 0,
- o _ + A 2 =0 - =0
exp |- " tr (t,) | Tp,, 15; ., = 0, Tp,, =
exp |- " tr (Tp) [ Tpyy T 415, Toay ~ Tpyy 1V cos(wt) = -7, ¥, cos(wt).

Expresando en términos de variables adimensionales:
el . . De 0 . ) .
exp | — n_TIOVON1 NoVoN1 + 44 A_lgnoyoNh — 2oy SpY, cos(wt) =0,
p
A . . De 0 . .
exp [— i]_lnoyONl] MoV oSp + llf;noyogp = =1 ¥, cos(wt).
p
Simplificando:

a wi 1 £ ,
=N, = Zﬁcos(r) S, — g €XD [—EWL Nl] N,

1 1 & .
2 Sp—=— = (1~ ) cos() - exp [~ = Wi Ny s,

(9.36)

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)
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Sistema de ecuaciones diferenciales que junto con sus condiciones iniciales se

expresa como la Ec. (6.4):

d [N, _[—%exp (—( " Wi Nl) Z%COS(T) ] N, . 0
e R L e

I;Ilgg 0], S, = —p cos(7).

9.25. PTT

Sustituyendo las Ec. (9.1), (9.2), (9.3) y (9.15) en (5.22):

Tpxx Tpxy 0 Tpxx Tpxy 0
d
exp [_ o tr(Tp):l Tpxy pry 0 + Al at Tpxy pry 0 -
0 0 Tp,, 0 0 Tp,,
2Tpxy Tpyy 0 ) 2Tpxy Tpe T Toyy 0
Tpyy 0 0 ]|Aypcos(wt) + > S| 1p,, + Tpyy 2Tp,, 0 |y, cos(wt) =
0 0 O 0 0 0
0 1 0
—np|1 0 0]7yocos(wt),
0 0 O
Tsee  Tsgy O 01 0
Tsey  Tsyy 0 |==nsl1 O O> ¥o cos(wt) . (9.45)
0 0 7, 0 0 O

Separando ecuaciones:

exp [— % tr(t,)|7p,, + /11%1'1,“ — Alzrpxy)'/o cos(wt) + E/ll‘rpxy)'/o cos(wt) =0, (9.46)

[ en
exp Sltr(rp)|

Tp,, T /11 5 Toyy T §1Tp,, Vo cos(wt) =0, (9.47)

8&1

exp | — . tr(‘tp)|] Tp,, T M1 atTpZZ 0-1, =0, (9.48)
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el a . 1 .
exp [— T]_pl tr(‘tp)|] Tpy Th STy — A1Tp,, Yo cos(wt) + Efll (Txx + pry) Yo cos(wt) =

—1oYo cos(wt). (9.49)

A partir de las Ec. (9.46) y (9.47) se definen las expresiones para la primera y

segunda diferencia de esfuerzos normales.

tr(Tp) = Tp,, + Tp,, + 0 = Ny + 2N, (9.50)
Restando (9.47) a (9.46) se obtiene la ecuacion diferencial para N :

exp [—% (N, + ZNZ)] N+ 11%N1 = 4127y, ¥, cos(wt). (9.51)
La ecuacion diferencial para N, equivale a la Ec. (9.47). Reescribiendo:

exp [—% (N, + 2N2)] Na + 4 2Ny = =EM T, Jo cos(wt). (9.52)

Expresando las Ec. (9.49), (9.51) y (9.52) en términos de variables adimensionales

se obtiene:
[ e 1. . . a . :
exp —;_;770)’0 (Ny +2N3) | n0VoN1 +Mo¥odi 5 Ny = 19y02Wi S cos(wt), (9.53)

[ &2 . 1. . L, 0 N
exp —gn_; Mo¥o(N1 + 2N3) | 10¥oN2 + 19¥0d1 5. Np = =1y WigS cos(wt),  (9.54)

[ e2 . 1. . . d N
exp _;—:770)’0 (N1 +2N3) [10V0S + MoVod1 5, S — Moo WiN, cos(wt) +

UoYo%Wif(N1 + 2N,) cos(wt) = —nyy, cos(wt). (9.55)

Simplificando:

a 1 . 1 .

Ny =—-2Wi§, cos(t) — = €Xp [—ﬁWl (N; + ZNZ)] Ny, (9.56)
a 1. 1 .

ENZ = —EWLESp cos(t) — oo €Xp [— —:B Wi (N; + ZNZ)] N,, (9.57)
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5} _ 1 1 £ , 1-& .,,.
=Sy = _E(l — B) cos(t) — ~€exp [—EWL (N; + ZNZ)] Sp + -5~ WiN; cos(t) —

% Wi(N;) cos(t).

(9.58)

Sistema de ecuaciones diferenciales que junto con sus condiciones iniciales se

expresa como la Ec. (6.5):

r 1 £ .
_D_eexp [—le (Nl + ZNZ)]
= 0

— —elé cos(7)

0
1 )
|5 (1= B cos(@)
0
0

9.3. Soluciones analiticas

N1 (0)
N2(0)
$p(0)

9.3.1. Maxwell

Reescribiendo Ec. (9.14):

a 1 1

ES + D—eS = —D—ecos(r).

Se plantea el factor integrante:

T
fd‘[ — eﬁ.

1
u(t) = ebe

Aplicando a la Ec. (9.60):

d © 1 =
—eDe § = ——eDecos(T),
dt De

0

1 £ )
—EEXP [—le (Nl + ZNZ)]

wi 1
By (1 =) cos(@)

2Wi @ 1
Do cos(t

Wi
~De & cos(1)

1 [—sz(N +2N )]l
DeP[T1T-p 1T 2R

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)
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[d (eé S) = —éfeé cos(7) dr.

La solucién de la Ec. (9.63) tiene la forma:
- 1 X

S = e De [—EfeDe cos(t) dr + C].

La solucién de la integral en (9.64) es:

T T T T
[ epe cos(t) dt = epesen(t) + ieﬁ cos(1) — ﬁf ebe cos(7) dr,

De?
1+De?

feé cos(t) dt =

Sustituyendo (9.65) en (9.64):

S = e—i {_i[ De? [eésen(‘[) + ieé COS(‘L’)] + C]},

De L1+De?

§=—— cos(t) —

De sen(t) + Ce_Di
el
1+De? De?2

1+

La condicion inicial aplicable a (9.67) es:

1
1+De?

S(0)=0=— +C.

De donde: C = ;2
1+De
Sustituyendo en (9.67):

1
1+De?

e
S=-— Do cos(t) — o sen(t) +

La solucion periddica en estado estacionario (t — o) es la Ec. (6.6):

S =

De
—T0 cos(t) — Do sen(1).

e~

T T
[eﬁsen(r) + é eDe cos(r)] .

De,

(9.63)

(9.64)

(9.65)

(9.66)

(9.67)

(9.68)

(9.69)

(9.70)
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9.3.2. Oldroyd-B (EVSS)

Las Ec. (9.23) y (9.24), que componen el sistema de para Oldroyd-B, estan
desacopladas. Por lo tanto, se resuelve (9.24) por separado:

2S, +--S, = — (1 - B)~-cos(D). (9.71)

T De

Con el factor integrante en (9.61):

T

4 ope S, = —é (1- ,B)eécos(T), (9.72)

dt

fd(eves,)=——(1-p)f ebe cos(r) dr. (9.73)
La solucion de la Ec. (9.73) tiene la forma:

S, = e e [—é(l -BJ ebe cos(7) dt + C]. (9.74)

Sustituyendo la solucién en (9.65) en (9.74):

Sy = e_é {—é(l -B) [122; [eésen(T) + ieé cos(r)] + C]}, (9.75)

Simplificando:

cos(r) -(1- ,B) sen(r) +Ce™ De (9.76)

p 1D2

Aplicando la condicion inicial S,(0) = 0:

sen (T)-I— Q=B 5. (9.77)

14+De?

LD cos(o) — (1 - B) —

P~ T 1ipe? 1+De?

Aislando la soluciéon en estado estacionario:

cos(r) -(1- ﬁ) sen(t). (9.78)

P~ T 1ipe? 1+De?

Sustituyendo (9.78) en (9.21):

%Nl + iNl —2—cos( ) [ cos( Y+(@-p5) sen(r)]

102
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(1-p8)
1+De?

cos?(t)+ (1 — ,8)

5 .
>N, + él\h = —2%[ cos(‘r)sen(‘r)] (9.79)

1+De?

Aplicando entidades trigonométricas en (9.79):

210+ 2, = 200 2 ) ) oo ) sencan)
2N+ Ny =—(1- 3)_{(m) + (1+D )COS(Z‘E) + ( )sen(Zr)} (9.80)
Utilizando el factor integrante en (9.61):

N, = eDe{ (1-p)= [ e {(HDe ) + (H; )605(2‘[) + ( )sen(Zr)}dT + c} (9.81)
Resolviendo las integrales en (9.81):

(k) e = () e (). s
(=) [ epecos(27)dr = (=) (2(;”)>+1 -%Diesen(zT) +§cos(21)l, (9.83)

2 [ epe be
( )feDeSln(ZT)dT = ( De ) (2De) —%COS(Z‘E) +%sen(21)l. (9.84)

1+De? 1+De?/ (2De)?2+1

Sustituyendo (9.82) — (9.84) en (9.81):

=—-(1- ﬁ)e_ﬁm{( De )(eé) + ( 1 (ZDe)z [ﬂsen(Zr) + —cos(Zr)]

1+De 1+Dé? (2De)2+1

(1+DDeeZ) (2%5)%1 [__COS(ZT) + —sen(Zr)]} +Cee, (9.85)

Aislando la solucién en estado estacionario:

B _Twi(/ De i3 1 @2Dey?  [eve eDe
=—1-pRe" De—{(HD )(eDe) + (m)m [TSBH(ZT) + Z—DeCOS(ZT) +

2 2
(13;2) (Z(DS)?H [_ S-cos(2T) + - Sen(Zr)]}
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N, =—-(1- ﬁ)Wi{( 1 2) + ( ! ) 2De 2sen(Zr) + —cos(Zr)]

14+De 1+De%/ (2De)2+1

(1@2)% [~ 3cos20) + 5 Sen(zf)]} (9.86)

Simplificando, se obtiene la Ec. (6.10):

1-2De?
(1+De2)(1+4De2)

1 ) + 3De
1+De? (1+De2)(1+4De2)

N, =-(1-p)Wi {( sen(2t) + cos(21) }

Retomando la Ec. (9.78) para afadir a contribucién del solvente:

S=S,+Ss=—

cos(r) —-(1-p5) sen(t) — B cos(1). (9.87)

1D2

Se obtiene la ecuacion (6.8):

Txy (1 + B De?

S: = —
1+ De?

- ) sen(1).

>COS(T)—(1—B) <1+D

Las funciones materiales normalizadas en la seccion de Resultados y Analisis de
resultados, son equivalentes a las funciones materiales normalizadas segun las

definiciones encontradas en la literatura (ver Tabla 3.2).
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