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Introduccion

La Teorfa de Graficas es una rama de las Matematicas que ha tenido un gran de-
sarrollo debido a su enorme cantidad de aplicaciones en otras areas, como en Quimica,
Computacion, Biologia, etc. Su origen se remonta al siglo XVIII con el problema de los
puentes de Konigsberg, el cual consistia en encontrar un camino que recorriera los siete
puentes del rio Pregel en la ciudad de Konigsberg, de modo que se recorrieran todos
los puentes pasando una sola vez por cada uno de ellos. El trabajo de Leonhard Euler
sobre el problema titulado Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis en 1736,
es considerado el primer resultado de la Teoria de Graficas.

En los dltimos anos se han desarrollado nuevas técnicas en esta area e implementado
otras de otras areas para resolver algunos de los problemas de la Teoria de Gréficas;
un ejemplo de esto es el caso de la Teoria de Ramsey,en la cual, se emplean una gran
variedad de técnicas provenientes de otras ramas de las matematicas y cuyos resultados
no so6lo son importantes en la Teoria de Graficas sino también en otras areas como la
Teoria de Conjuntos, Analisis, Logica, Algebra, etc.

El trabajo de esta tesis se desarrolla alrededor de una familia de gréficas llamadas
amoebas. Una amoeba es, de manera muy informal, una grafica que cumple que, si
tenemos cualesquiera dos copias de ella inmersas en una grafica completa mucho mas
grande, siempre es posible trasladar la primera copia hacia la otra a través de una serie
de intercambios de aristas llamados reemplazos admisibles de aristas. Cuando efectuamos
un reemplazo admisible nos referimos a que quitamos una arista de la grafica en cuestion
y ponemos otra pero de tal forma que la gréafica obtenida es isomorfa a la anterior.

Las amoebas fueron introducidas por primera vez por Y. Caro et al [9] en el contexto
de ciertos problemas de tipo Ramsey-Turan, en los cuales se estudia la densidad necesaria
de las aristas de cada color en 2-coloraciones de la grafica completa para garantizar la

existencia de una determinada subgrafica balanceada, es decir, que contenga el mismo



nimero de aristas de cada color. Las amoebas son interesantes en ese ambito ya que su
propia esencia las hace candidatas idéneas para emplear técnicas de interpolaciéon con
las cuales resulta sencillo demostrar la existencia tanto de patrones balanceados como de
diversos otros patrones cromaticos.

En esta tesis, ademéas de adentrarnos en la teoria relacionada, estudiaremos la estruc-
tura de las amoebas a profundidad. Asi, obtendremos varias caracterizaciones equiva-
lentes asi como un algoritmo para reconocerlas. Cabe destacar que se emplean no solo
técnicas de teoria de graficas y combinatoria, sino también concluimos presentando una
caracterizacion algebraica que, ademas, es la base tedrica del algoritmo. Los resultados
sobre las amoebas presentados en esta tesis son originales y se derivan, en parte, del
trabajo realizado en el V Taller de Matematicas Discretas, que tuvo lugar del 29 de julio
al 3 de agosto de 2018 en la UNAM Juriquilla.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: En el primer capitulo se dan algunas
definiciones que necesitaremos para el desarrollo del presente trabajo. En el segundo
capitulo se expone la Teoria de Ramsey para dos colores y el tipo de problemas que
abarca. En el tercer capitulo hablamos sobre la Teoria Extremal de Graficas; se dard a
conocer el Teorema de Mantel, el Teorema de Turan y el nimero de Turan para cierto
tipo de gréaficas. En el cuarto capitulo se mencionaran algunas variantes de problemas
tipo Ramsey-Turan y se vera la definicion de graficas balanceables y omnitonales. En el
quinto capitulo se dard a conocer la definicién de amoeba, algunos ejemplos, resultados

de estas y también se presentara un algoritmo para determinar si una gréafica es amoeba.



Capitulo 1
Definiciones basicas

En este capitulo presentaremos algunas definiciones basicas de la Teoria de Gréficas
asi como otros conceptos que seran de utilidad para el desarrollo de esta tesis. Para

ahondar més en temas de Teoria de Graficas, se recomienda consultar en los libros [5] y

[27].

1.1. Teoria de Graficas y algunos resultados basicos

Gran variedad de problemas pueden representarse mediante un diagrama formado
por un conjunto de puntos, de tal forma que algunos de los puntos estén unidos mediante
rectas. Por ejemplo, los puntos pueden representar personas y las rectas pueden repre-
sentar una relacion de amistad o si esas personas se conocen; o los puntos pueden ser
ciudades y las rectas entre ellos pueden ser caminos, etc. A este tipo de diagrama se le
llama grafica.

Una grdfica G es una pareja ordenada (V(G), E(G)) donde V(G) es un conjunto finito
no vacio de objetos llamados vértices y E(G) es el conjunto de parejas no ordenadas uwv
de distintos elementos de V(G). A este conjunto le llamamos el conjunto de aristas de
GG. Notemos que, como las aristas son pares no ordenados, entonces la arista uv es la
misma que la arista vu. Si wv € E(G), a los vértices u y v los llamamos extremos de
la arista. También decimos que la arista uv incide en v y en v y que los vértices u y v
son adyacentes. Al conjunto de los vértices adyacentes a otro vértice v en una grafica G

lo denotamos con Ng(v), a estos vértices se les llama vecinos de v. Observemos que, en



ocasiones, en una grafica G puede suceder que algin vértice v es adyacente a si mismo,
es decir, vv € E(G). A este tipo de aristas se les llama lazo. También puede pasar que
una arista uv aparezca més de una vez en F(G). Este tipo de aristas son conocidas como
aristas multiples. En el presente trabajo sélo nos referiremos a las gréaficas simples, esto
es, aquellas que no tienen lazos ni aristas multiples.

Se denomina orden de una grafica al nimero de vértices que tiene dicha grafica, lo
denotamos con n(G). Se le llama tamano de una gréfica al nimero de aristas que tiene
esta, lo denotamos con e(G).

El grado de un vértice v, denotado d(v), es el nimero de aristas que inciden en él o el
ntimero de vértices adyacentes a él. Utilizaremos la notacién dg(v) para hacer referencia
al grado del vértice v en la grafica G. El grado mdximo de G es la mayor cantidad de

adyacencias de un vértice u en una grafica G, esta definido por:
A(G) = méx{d(u)|u € V(G)}.

El grado minimo de G es la menor cantidad de adyacencias de un vértice w en una grafica
G y esta definido por:
)(G) = min{d(w)|w € V(G)}.

Si cada vértice de la gréfica G tiene grado k, esto es, d(v) = k, para todo v € V(G), se
dice que la grafica G es k-regular.
Puesto que cada arista tiene dos extremos, la suma de los grados es exactamente igual

al doble de las aristas:

n

> d(vi) = 2e(G). (1.1)

1

Por tanto, la suma de los grados es par:

D d(v;) =0 (méd 2). (1.2)

Una grafica completa de n vértices, denotada como K,, es una grafica de n vértices
tal que cualesquiera dos vértices son adyacentes entre si. Es decir, d(v) = n— 1 para todo
v € V(G). Por tanto, e(G) = n(n —1)/2.



El complemento de una gréfica G, denotado por G, es la gréafica con:
V(G) =V(G)

2. uwv € BE(G) siy sélo si uv ¢ E(G)

Figura 1.1: Una gréafica G y su complemento G

Decimos que una grafica G es bipartita si existe una biparticiéon de V(G) en dos
conjuntos Vi, V5 tal que toda arista de GG tiene un extremo en V; y el otro en V5. Denotamos
con K, , a la gréfica bipartita completa, donde p es el orden del conjunto V; y ¢ es el
orden del conjunto V5 y donde todo vértice de V; es adyacente a todo vértice de V5. Con
E(V1,V3) denotamos a las aristas entre V y Va.

Una gréfica H es una subgrdfica de una grafica G si V(H) CV(G) y E(H) C E(G).
Dado S C V(G), decimos que H es la subgrdfica inducida por S en G si V(H) = Sy
uv € E(H) siy s6lo siuv € E(G). A esta subgrafica inducida H la denotamos con G[S].

Una grafica H es una subgrdfica inducida por aristas, si es una subgrafica de G tal

que, E(H) C E(G) y su conjunto de vértices es el formado por los vértices extremos de

U1

G

Lo > P

Subgraﬁca H de G Subgréfica 1ndu01da H' = G[{V,, V3, Vy, V5}]

Ve

Figura 1.2: Una gréfica GG, una de sus subgréficas y una de sus subgraficas inducidas



las aristas de H.

En una grafica G, un camino es un sucesién finita no vacia de vértices W = (vy, v, ..., Upy1),
tal que v;v;41 € E(W) para 1 < i < n. Diremos que W es un camino de v; a v,41 0
un v1v,41-camino, donde vy es el vértice inicial y v, es el vértice final. La cantidad de
aristas por las que pasa este camino se le denomina longitud del camino y lo denotamos
como {(W). Un camino cerrado en una grafica G' es una camino que comienza y termina
en el mismo vértice.

Un ciclo es un camino cerrado de longitud mayor o igual a 3, en donde sélo se repiten
el vértice inicial y el vértice final del camino. Una trayectoria es un camino que no repite
vértices. Al ciclo de longitud 3 se le llama tridngulo. Con C) y P, denotamos al ciclo vy,
respectivamente, a la trayectoria de longitud k.

Decimos que una gréfica es coneza si para cualesquiera dos vértices x y y existe un
TYy-camino.

Sean G y G’ dos graficas. Decimos que G es isomorfa a G’ y lo denotamos por G = G’
si existe una funcién biyectiva f:V(G) — V(G’) tal que, para todo par se cumple que
wv € E(G) siy solosi f(u)f(v) € E(G).

Un automorfismo de una grafica es un isomorfismo de una grafica G en si misma. Es
decir, es una permutacién « de sus vértices tal que si (u,v) € E(G) entonces o(u)a(v) €
E(G).



Capitulo 2
Teoria de Ramsey

La Teoria de Ramsey estudia las condiciones que se han de cumplir para que en un
conjunto dado aparezca un cierto tipo de orden. En palabras de Theodore S. Motzkin
[22], la filosofia de la Teoria de Ramsey es que “el desorden absoluto es imposible”. El
tipo de preguntas que quiere contestar la Teoria de Ramsey es qué tan grande debe ser
una estructura para garantizar la existencia de una subestructura con cierta propiedad.
En este capitulo expondremos algunos de los resultados bésicos de la Teoria de Ramsey.

Todos estos resultados se pueden consultar en [5, 27].

2.1. Teorema y ntimeros de Ramsey

La Teoria de Ramsey debe su nombre al matematico y filésofo inglés Frank Plumpton
Ramsey (1903-1930) quien demostré en un articulo llamado On a Problem of Formal
Logic [24] lo que hoy se conoce como el Teorema de Ramsey.

El Teorema de Ramsey generaliza el Principio del Palomar, el cual dice, en su version
mas sencilla y su analogia mas conocida, que si tenemos n nidos y n+1 palomas, entonces
hay un nido en el que duermen al menos dos palomas. De manera mas general dice que,
si tenemos m objetos y hacemos una particiéon de n clases, entonces una clase tiene al
menos [m/n| objetos y otra clase tiene a lo mas |m/n| objetos. Para que quede mas

claro el tipo de problemas de la Teoria de Ramsey, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. En una reunion de 6 personas sucede que: o bien 3 de ellos se conocen

entre si o 3 de ellos no se conocen entre si.



El ejemplo anterior, conocido como el Teorema de la amistad es un caso particular del
Teorema de Ramsey, del cual existen variantes en diferentes contextos. En este trabajo
solo nos enfocaremos en la version del Teorema de Ramsey en Teoria de Graficas que
nos dice que, dada una coloracion de las aristas de una grafica completa K,, con n
suficientemente grande, siempre podemos encontrar una subgrafica K; monocromatica.

Una coloracién de las aristas de una grafica G es una funcién f: F(G) — S, donde
S es un conjunto discreto, llamado conjunto de colores. Una k-coloraciéon de las aristas
de G puede ser pensada como una particién {E1, Es, ..., Ex} de E(G), donde E; denota
el conjunto (posiblemente vacio) de las aristas que tienen el color i. Si S| =2, a f se le
llama 2-coloracion o también bicoloracion.

En este trabajo emplearemos los colores rojo y azul al referirnos a una bicoloracion
de las aristas de una grafica GG. A partir de este momento al utilizar el término coloracién
nos referiremos a una coloracion en aristas.

Veamos el Ejemplo 2.1 en términos de coloracion de graficas. Primero construimos
una grafica que modele esta situacion. Representemos a cada persona con un vértice y
colocamos una arista roja si dos personas se conocen y una arista azul si no se conocen.
Notemos que si la persona A conoce a la persona B entonces B también conoce a A, por
lo que es una relacion simétrica. Observemos que el teorema de la amistad es equivalente

a la siguiente proposicion.

Proposicién 2.2. Toda 2-coloracion de E(Kg) produce una subgrdfica isomorfa a Ks

monocromdtica.

Demostracion. Dada una 2-coloraciéon de F(Kg) en que los colores son rojo y azul, sa-
bemos que cada vértice de Ky es adyacente a otros 5 vértices. Sea v € V(Kg). Por el
principio del palomar sabemos que, de las 5 aristas que inciden en v, necesariamente al
menos 3 son rojas o al menos 3 son azules. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
hay 3 aristas rojas que conectan a v con los vértices w, x, y, como podemos ver en la

Figura 2.1.



Figura 2.1: Sin pérdida de generalidad, el vértice v es incidente con tres aristas rojas.

Si las aristas que conectan a w, x y y son todas azules, entonces la subgréfica inducida

por w, x, y seria isomorfa a K3 y de color azul.

(a) (b)

Figura 2.2: (a) Tridngulo monocromético de color azul en la grafica Kg. (b) Tridngulo
monocromatico de color rojo en la grafica Kg.

Entonces supongamos que una de esas aristas es de color rojo. Asi, los dos vértices de
esta arista estaran conectados a v por una arista de color rojo. Sin pérdida de generalidad,
escojamos la arista wx, luego, la subgréafica inducida por v, w y x sera isomorfa a K3y
de color rojo.

Por tanto, tenemos una subgrafica isomorfa a K3 de color azul o de color rojo. O
Observemos que lo anterior no se cumple si s6lo tenemos 5 vértices.

Proposicién 2.3. Eziste una 2-coloracion de E(K3) libre de tridangulos monocromdticos.



Demostracion. Para demostrar lo anterior damos la 2-coloracién de K5 como se muestra

en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Bicoloracién de la grafica K5 sin tridngulos monocromaticos.

Podemos observar que en la coloracién anterior no hay subgraficas isomorfas a Kj
monocromaticas de color rojo ni de color azul, con lo cual queda demostrada la proposi-

cion. O

Corolario 2.4. Si n > 6 entonces toda 2-coloracion de E(K,) produce un tridngulo

monocromdtico. Ademds, este resultado es justo.

Demostracion. Dado que n > 6, K,, tiene una subgrafica isomorfa a Kg y por la Propo-
sicion 2.2 sabemos que contiene un tridngulo monocromaético. Para n < 5, no es posible

garantizar un triangulo monocromético debido a la Proposicién 2.3. O]

Existe una generalizacién del Teorema de Ramsey para un nimero arbitrario (finito)
de colores. En el presente trabajo sélo expondremos el Teorema de Ramsey para dos
colores. Antes de pasar al Teorema de Ramsey y su demostracién, daremos la definicién

de nimero de Ramsey y algunos resultados que nos ayudaran a probar este teorema.

Definicién 2.5 (Nimero de Ramsey para 2-coloracién). Sean k y l dos nimeros enteros
positivos. El nimero de Ramsey R(k,l) es el minimo entero positivo tal que, para toda
n > R(k,1) y toda 2-coloracion de K, esta contiene una Ky roja o una K; azul. Cuando

k =1, los nimeros R(k,k) son llamados nimeros diagonales de Ramsey.

Observacién 2.6. Notemos que R(k,1) = R(1,l) = 1 pues como K tiene sélo un

vértice, no tiene aristas, por lo que no hay arista que podamos colorear. Asi, cualquier

10



coloracion de K, siempre tendrd una subgrdfica monocromdtica azul asi como una roja

isomorfa a K.
Teorema 2.7. Para todo par de enteros positivos k y | se cumple que R(k,l) = R(l, k).

Demostracion. Consideremos una 2-coloracién arbitraria de una grafica completa K,
con n > R(k,l). Sea K/ la grafica completa inversamente coloreada, es decir, las aristas
que estén coloreadas de rojo en K, estén coloreadas de azul en K] y viceversa. Esta
coloracion invertida da una Kj, roja o una K; azul en K] . Volviendo a la gréfica original
K,, tenemos una K roja o una K} azul. Por tanto se tiene que R(l, k) < R(k,[). Por un

proceso analogo se tiene que R(k,l) < R(l, k) y se sigue que R(k,l) = R(l, k). O
Ahora analicemos qué pasa cuando k =2 o [ = 2.
Lema 2.8. Sea k un entero positivo. Entonces se cumple que R(2,k) = R(k,2) = k.

Demostracion. Sea n > k, y supongamos que tenemos una bicoloracion arbitraria de
las aristas de [,. Si existe una arista roja tenemos una subgrafica K, roja. En caso
contrario, si todas las aristas son azules entonces tendremos una subgrafica Kj azul.
Entonces, R(k,2) < k. Sin =k — 1y coloreamos todas las aristas de K, de color azul
no tendremos una K, roja ni una Kj azul. De aqui se tiene que R(k,2) > k y por tanto,
R(k,2) = k. m

El siguiente teorema lo dieron Erdés y Szekeres [12] y Greenwood y Gleason [16].

Teorema 2.9. Sean k,l > 2 dos enteros. Si R(k,l —1) y R(k — 1,1) existen, entonces
existe R(k,1) y
R(k,1) < R(k,1 — 1)+ R(k — 1,1).

Demostracion. Supongamos que R(k,l — 1) y R(k — 1,) existen y que tenemos una
bicoloracién de una grafica completa K,, con n = R(k,l — 1) + R(k — 1,1). Tomamos un
vértice v, el cual tiene gradon — 1 = R(k,l — 1) + R(k — 1,1) — 1, por lo que v tiene al
menos R(k,[—1) aristas adyacentes de color azul o al menos R(k—1,1) aristas adyacentes
de color rojo.

En el primer caso, sea T el conjunto de los extremos de las aristas azules que inciden
en v. Por la definicién de R(k,[ — 1), el conjunto T tiene una subgrafica K roja o una

K;_1 azul. Si sucede la primera posibilidad ya terminamos. Supongamos entonces que

11



tenemos una K; ; azul. Como todos los vértices en el conjunto 7T son adyacentes a v

mediante aristas azules, lo que implica que, al agregar v, tenemos una K; azul.

Ky

Figura 2.4: S es el conjunto de las aristas rojas incidentes en v y 1" es el conjunto de las
aristas azules incidentes en v.

En el segundo caso, sea S el conjunto de los extremos de las aristas rojas que inciden
en v. Por la definicién de R(k — 1,1), el conjunto S tiene una subgrafica K; azul o una
K1 roja. Si sucede la primera posibilidad ya terminamos. Supongamos entonces que
hay una Kj_; roja. Como todos los vértices en el conjunto S son adyacentes a v mediante

aristas rojas, lo que implica que, al agregar v, tenemos una K roja. ]

Una vez dados los resultados anteriores, podemos proceder a enunciar el Teorema de

Ramsey y dar su demostracion.

Teorema 2.10 (Teorema de Ramsey para dos colores). Sean k,l € N, tales que k,l > 2.
Entonces eziste un niumero entero R(k, 1) tal que sin > R(k,l), entonces toda bicoloracion
de las aristas de K, contiene una subgrdfica K de color rojo o bien una subgrdfica K,

de color azul.

Demostracion. Por induccién sobre k + [. Primero veamos que R(k,2) y R(2,1) existen
para todo k y para todo [. Después probaremos que si R(k,l — 1) y R(k — 1,1) existen
entonces R(k,[) también existe.

Por el Lema 2.8 sabemos que R(k,2) =k y R(2,1) =y por el Teorema 2.9 sabemos
que R(k,l) existe si R(k,l — 1) y R(k — 1,1) existen. Con esto queda demostrado el

Teorema de Ramsey. O

12



2.2. Cotas de los nimeros de Ramsey

Determinar los nimeros de Ramsey es en general extremadamente dificil. A lo largo
de los anos se han obtenido algunas cotas, tanto inferiores como superiores. Las cotas
inferiores se pueden obtener de la construccién de ciertas graficas, llamadas graficas de
Ramsey. Decimos que una gréfica G es una gréfica (k,[)-Ramsey si G no tiene a K} como

subgréfica ni su complemento contiene a K; (véase Figura 2.5).

Figura 2.5: (a) Una gréfica (3,3)-Ramsey, (b) una grafica (3,4)-Ramsey, (c) una grafica
(3,5)-Ramsey, (d) una gréfica (4, 4)-Ramsey.

La grafica de la Figura 2.5a no contienen, ni ella ni su complemento, subgréaficas

isomorfas a K3, lo cual implica que

R(3,3) > 6. (2.1)
La grafica de la Figura 2.5b es la grafica de Wagner y no contiene a K3 como subgrafica

13



ni su complemento a K,. Por tanto,

R(3,4) > 9. (2.2)

Similarmente la gréfica de la Figura 2.5c muestra que

R(3,5) > 14 (2.3)

y la Figura 2.5d muestra que

R(4,4) > 18. (2.4)

El Teorema 2.9 nos ayuda a obtener cotas superiores de los nimeros de Ramsey. Por
ejemplo:
Utilizando el Teorema 2.9 y el hecho de que R(k,2) = R(2, k) = k, tenemos que

R(3,3) < R(3,2) + R(2,3) =3+ 3 =6.

Por lo anterior y por (2.1) obtenemos R(3,3) = 6. Como R(3,3) =6 y R(2,4) = 4 son
pares, entonces
R(3,4) < R(3,3) + R(2,4) —1=6+4—1=09.

Por tanto, (2.2) implica que R(3,4) =9y asi

R(3,5) < R(3,4) + R(2,5) = 9 + 5 = 14.

Utilizando (2.3) tenemos que R(3,5) = 14. Por 1ltimo, tenemos que
R(4,4) < R(4,3)+ R(3,4) =9+9=18.

De esta forma, junto con (2.4), tenemos que R(4,4) = 18.

Por la definicién de ntimero de Ramsey (Definicién 2.5 y por el Teorema de Ramsey
(Teorema 2.10), para todo k,l > 2 existe una grafica (k,l)-Ramsey , la cual tiene R(k,1)—
1 vértices que es Kj-libre y cuyo complemento es K;-libre.

La bicoloracién de K, se obtiene al colorear de un color (digamos rojo) las aristas

de una gréfica (k,l)-Ramsey y de otro color (azul) las aristas de su complemento. Asi
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tenemos una K, coloreada con rojo y azul de tal forma que no tiene una Kj roja ni una
K, azul.

Definicién 2.11. Una grdfica G es H-libre si G no contiene a H como subgrdfica.

Decimos que una grdfica G es libre de tridngulos si es K3 libre.

Todas las graficas de la Figura 2.5 son graficas de Ramsey. Se obtiene la grafica (3, 5)-
Ramsey viendo a los trece vértices como elementos del campo de enteros modulo 13,
unimos dos vértices si su diferencia es un residuo ctibico de 13, es decir, si es 1, 5, 8 o
12; la gréfica (4,4)-Ramsey se obtiene viendo a los diecisiete vértices como elementos
del campo de enteros modulo 17, y unimos dos vértices, si su diferencia es un residuo
cuadratico de 17, esto es, si es 1, 2, 4, 8,9, 13, 15 0 16. Para k = 2, 3 y 4, las graficas
(k, k)-Ramsey son autocomplementarias (isomorfas a su complemento).

El siguiente teorema nos da una cota superior para los nimeros de Ramsey.

Teorema 2.12. Para todos los enteros positivos k y [,

R(k,1) < (k Z: 2)

Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre k +[. Mediante R(k,1) = R(1,1) =1
y R(2,1) = [, podemos ver que el teorema se cumple cuando k+1 < 5. Sean m y n enteros
positivos y asumamos que el teorema es valido para todos los enteros positivos k y [ tal
que 5 < k+1 < m + n. Entonces, por el Teorema 2.9 y por la hipétesis de induccion

tenemos que

R(m,n) < R(m,n —1) + R(m — 1,n)
<m+n_1_2>+(m_ﬂitg_2)
Eerng (mn—l;ﬁ;B)
m+n—2

m—1

Por tanto, R(m,n) < (m;ﬁz) De esta forma, el teorema se cumple para toda k y

L. O
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Corolario 2.13. Para todo entero positivo k y I, R(k,1) < 2*"=2_ Lq igualdad se da si
y solo si k=1=1.

Demostracion. Por el Teorema 2.12 sabemos que

k41— 2> (2.5)

R(k,1) < ( L

para todo entero positivo k£ y [. Por la suma de coeficientes binomiales tenemos que

> (1) -2 2.6

t=0

Entonces

k+1—-2
E+1—2 Z kE+1-2 el
< — +1-2 ]

t=0

Por tanto, (2.5) y (2.7) implican que

R(k,1) < 2M1=2,

Ahora veamos que la igualdad se da si y sélo si k = [ = 1. Por la Observacién 2.6
tenemos que R(1,1) = 1 y ademds, si k = [ = 1, 2k1=2 = 2141-2 — 90 — 1 Entonces

R(1,1) = 1 = 2172, Por otro lado, si R(k,1) = 2872 entonces por (2.5) y (2.7) tenemos

que
kA1—2
k+1—-2 k+1—-2
R(k,1) = = = k=2,
o= () -2 ()
t=0
De esta forma, k£ y [ no pueden tomar valores diferentes a 1. Por tanto, k =1 = 1. O

El Corolario 2.13 muestra, en particular, que los niimeros diagonales de Ramsey cre-
cen a lo mas exponencialmente. En el proximo teorema veremos una cota exponencial
inferior, dada por Erdds en [11], quien para demostrarlo utilizé una técnica conocida co-
mo el método probabilistico. Esta técnica fue introducida y desarrollada por Erdos junto
con otros matematicos hiingaros como Paul Turan, de quien hablaremos en el proximo

capitulo. Para mds informacién sobre el método probabilista, ver [1].
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Teorema 2.14. Para todo entero positivo k,
R(k, k) > 2%/,

Demostracion. Sea K, una grafica completa y supongamos que coloreamos, al azar y de
manera independiente, cada una de sus aristas de rojo o azul. Notemos que la probabilidad
de que una arista esté coloreada de rojo es de 0.5 y la probabilidad de que una arista
esté coloreada de azul también es de 0.5. Si elegimos arbitrariamente k vértices de K,
la probabilidad de que estos vértices formen una subgrafica monocromética (ya sea de

. . 1—(k k , .
color rojo o azul) isomorfa a K} es de 2 <2), pues como ( ) es el nimero de aristas de

2
K, entonces la probabilidad de tener una K}, roja (o azul) es de

05-05-05...-0.5 =050 =27().
(3)

Si esto lo multiplicamos por las 2 formas posibles en que puede ser monocromatico

(rojo o azul), nos da 91-(2),

Observemos que el nimero total de graficas isomorfas a K en K, es de (Z) Asi,
la probabilidad total de que exista una K monocromatica en K, es (2)21_(2). Si esta
probabilidad es menos de 1, quiere decir que existe alguna coloracién de K, sin K;’s mo-
nocromaticas. De esta forma, R(k, k) > n. Usando lo anterior procederemos a demostrar

el teorema para n > 3. Notemos que

| . kol+h
Mgt = _guregn 20
k kl(n — k) k! ok

k
pues (nf!k)! =nn—-1)(n—-2)...n—k+1)<nfy 91-(2) = 2;:; . Ahora,

9% 217(16) (Qg)k 9l+4 B 2% ol+% B ol+% .
k SR 92 TR g2 T R

) 1+5 k
Concluimos que 2 k!2 < 1 observando que 2'*z < k! para k > 3. De esta manera,

existe una 2-coloracién de K, que no tiene K}’s monocromaticas y por tanto R(k, k) > 23,
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Observemos que si k = 2 se tiene
R(2,2) > 23 =2 (2.8)

lo cual es cierto, pues por el Lema 2.8 sabemos que R(k,2) = k, porloque R(2,2) =2. O

El Corolario 2.13 nos dice que existe una R(k, k)-gréfica de Ramsey. Sin embargo, no

nos dice cémo construirla o cémo encontrarla.

Rk/) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
40
3 1 3 6 9 14 18 23 28 36
42
36 49 58 73 92
4 1 4 9 18 25
41 61 84 115 149
43 58 80 101 126 144
k S 1 5 14 25

49 87 143 216 316 412
36 58 102 113 132 169 179
41 87 165 298 495 780 | 1171
49 80 113 205 217 241 289
61 143 298 540 | 1031 | 1713 | 2826
58 101 132 217 282 317
84 216 495 | 1031 | 1870 | 3583 | 6050
73 126 169 241 317 565 581

115 316 780 | 1713 | 3583 | 6588 | 12677

40 92 144 179 289 581 798

42 149 412 | 1171 | 2826 | 6090 | 12677 | 23556

10 1 10

En la actualidad se conocen algunos de los ntimeros de Ramsey y de otros sélo se
conocen cotas superiores e inferiores. En la tabla anterior se muestran los ntmeros de
Ramsey R(k,l) con k,l < 10. Notemos que algunos de ellos tienen dos valores, el valor

de arriba representa la cota inferior y el valor de abajo la cota superior.
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Capitulo 3
Teoria Extremal de Graficas

La Teoria Extremal de Graficas estudia, como su nombre lo dice, casos extremos o
limites que pueden darse en graficas con ciertas propiedades, ya sea respecto al orden,
tamano, etc. Se puede decir también que estudia como las propiedades globales de una
grafica influyen en las subestructuras locales de dicha grafica. Por ejemplo, una pregunta
simple de la Teoria Extremal de Graficas es: ;A partir de qué nimero de aristas de una
grafica con n vértices podemos garantizar la existencia de un ciclo? Es sencillo darse
cuenta que, si dicha grafica tiene al menos n aristas, forzosamente existird un ciclo.
Las graficas extremales respecto a esta propiedad son los arboles: son aquellas graficas
aciclicas con el méximo nimero de aristas (con n — 1 aristas).

Se considera que esta teoria comenzo en 1941 cuando Paul Turan, matematico hingaro
que se dedicé principalmente a la Teoria de Numeros, a la Teorfa de Graficas y al Anélisis
y que colaboré por mucho tiempo con Erdos, determiné las graficas de orden n que no
contienen una subgréfica completa K} y que son extremales respecto a su tamano (con
tantas aristas como sea posible) [26].

La teoria presentada en este capitulo puede consultarse en [4] y [5].

3.1. Teorema de Mantel

Antes de ver a mas detalle el Teorema de Turdn [26], presentaremos el Teorema de
Mantel, el cual fue probado por Mantel en 1907 [21] y es un caso especial (k = 3) del

Teorema de Turan. En este capitulo también abordaremos el Teorema de Kdévari-Sos-
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Turdn [4], asi como el problema de Zarankiewicz [19], los cuales serdn necesarios para

este trabajo de tesis.

Teorema 3.1. Toda grifica simple G contiene una subgrdfica bipartita con al menos

e(G)/2 aristas.

Demostracion. Sea XUY la biparticion de los vértices de G que contiene el mayor niimero
de aristas entre X y Y. Sea H la subgrafica bipartita inducida por las aristas entre X y

dG

Y. Supongamos que existe un vértice v en X tal que dy(v) < . Consideremos ahora

la subgréfica bipartita H' inducida por el conjunto de aristas entre X\ {v}yYU{v}
Tenemos aqui que e(H') = e(H) —dg(v) + (dg(v) —du(v)) = e(H) + dg(v) — 2dg(v) >
e(H), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, dy(v) > dg(v)/2 para todos los vértices
en X, lo cual implica que e(H) = v dy(v) > > . da(v)/2 = e(G)/2. O

Preliminar al teorema mé&s general de Turan, Mantel considerd graficas libres de
triangulos y determiné el maximo nimero posible de aristas, asi como las graficas li-

bres de tridngulos con el mayor nimero de aristas.

Teorema 3.2 (Teorema de Mantel). Toda grdfica de orden n y tamano mayor a |n*/4]

contiene un tridngulo.

Demostracion. Sea GG una grafica simple libre de triangulos con n vértices. Entonces
N(z) N N(y) = 0 para cada arista zy € E(G). Asi tenemos que d(z) + d(y) <n

Sumando estas desigualdades para todas las aristas tenemos que

> " d(z)? < ne(G). (3.1)

zeG

Entonces por (1.1) y por la desigualdad de Cauchy tenemos que
2
— (Z d(:l:)) <n (Z d($)2) .
zelG zeG

(2¢(G))* < n%e(QG).

Por (3.1) tenemos que

Y por tanto e(G) < "I O
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3.2. El Teorema de Turan

Procederemos ahora a generalizar el teorema de Mantel determinando el maximo
niumero de aristas que un grafica simple con n vértices puede tener sin que contenga una
subgrafica completa de cierto orden.

Si F' es una grafica simple, denotamos por ex(n, F') al nimero de Turdn que es el
maximo numero de aristas en una grafica G' con n vértices que no contiene una copia
de F'. Tal grafica GG se llama una grdfica extremal F'-libre y el conjunto de las graficas
extremales F-libres se denota con Fx(n, F).

Notemos que en el Teorema 3.2, si e(G) = [%J, todas las desigualdades se vuelven
igualdades. En particular, tendremos que d(x)+d(y) = n para cualquier arista zy € E(G).
De esta forma tenemos que N(z) U N(y) = V(G). Como mencionamos anteriormente,
N(xz)NN(y) = 0, esto implica que G es bipartita. La tinica grafica bipartita con n vértices
y L%J aristas es K|y 2 ,(m/2]. Asl, ex(n, K3) = L%J

La demostraciéon que daremos del Teorema de Turan fue dada por Zykov en 1949 [29].
Antes de pasar al teorema diremos lo que es una grafica k-partita y k-partita completa
para poder definir lo que es una grafica de Turan.

Una grdfica k-partita es aquella cuyos vértices se pueden partir en k subconjuntos de
tal forma que ninguna arista tiene sus dos extremos en el mismo subconjunto o parte.

Una grafica k-partita es completa si cualesquiera dos vértices en diferentes partes son
adyacentes. Una grafica k-partita completa con n vértices cuyas partes son del mismo

o casi del mismo tamano (esto es, |n/k] o [n/k]) es llamada grdfica de Turdn y es

denotada con T .

Figura 3.1: Grafica de Turan 757

Ahora veamos cuantas aristas tienen este tipo de graficas. Sea G una grafica con
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n vértices, y dividimos este conjunto en k conjuntos disjuntos. Si p = |n/k]| se obtiene
cuando se divide n entre k, entonces por el algoritmo de la divisién tenemos que n = pk+r,
donde 0 < r < k. Por tanto, T}, tiene r partes con p + 1 vértices y k — r partes con p

vértices. Asi, el nimero de aristas de T}, es

(n) _T(p+1) _(k,_r)(p> _ n(n—l)—Tp(p+;)—(k—r)p(p—1)

n? —n—rp* —rp—[(k—7)(p* - p)]
2

(3.2)

Como mencionamos anteriormente, n = pk + r. Sustituimos n en (3.2) y tenemos:

n?—n—rp?—rp— k=)’ —p)]| _ (k+r)*—pk—r—rp*—rp—[kp* — kp—rp® + rp]
2 2
(pk+ 1) —pk—r —rp? —rp—kp*+kp+rp®> —1p
2
(pk + )2 —r — 2rp — kp?
2
_ PPR? 4 2pkr +1r* —r — 2rp — kp?
n 2
(k= 1)(p*k + 2pr) N r
N 2 2
(k — 1)(p*k? + 2pkr) N r
2k 2

e ()

Entonces tenemos que

(i) = % (1 _ %) (n? —1?) + (;)

Teorema 3.3 (Teorema de Turdn). Sea G una grdfica simple que no contiene una
subgrdafica Ky, donde k > 2. Entonces e(G) < e(Ty_1,). La igualdad se da si y solo
si G = kal,n-
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Demostracion. Por induccién sobre k. Primero veamos que el teorema se cumple para
k = 2. Si G es una grafica simple que no contiene a K5, entonces GG no tiene ninguna
arista y por tanto e(G) < e(T1,,).

Ahora asumamos que el teorema se cumple para todos los valores menores a k y

supongamos que GG es una grafica simple que no contiene a Kj. Escogemos un vértice x

con grado A = A(G) en G. Sean X := N(z) y Y := V\X. Obsérvese que
e(G) =e(X)+e(X,Y)+e(Y).

Como G no contiene a Kj, entonces G[X] no contiene a Kj_;. Por tanto, por la hipdtesis
de induccion,

e(X) < e(Tp-2),

con igualdad si y s6lo si G[X| = Tj_2a. Por otro lado, cada vértice en Y es incidente a,

a lo mas, todos los vértices de X, por lo que
e(X,Y) <A(n—A),

con igualdad si y sélo si Y es un conjunto independiente en el que todos sus vértices
tienen grado A. Por tanto, e(G) < e(H) donde H es la grafica obtenida de una copia de
Ty—2 A anadiendo un conjunto independiente de (n—A) vértices y uniendo cada vértice de
este conjunto a cada vértice de Tj,_o o. Observemos que H es una grafica (k — 1)-partita
completa con n vértices. Como la grafica de Turan tiene mas aristas que cualquier grafica
k-partita completa tenemos que e(H) < e(Tj—_1,) con igualdad siy sélo si H = Ty,

esto implica que e(G) < e(Ty—1,,) con igualdad si y sélo si G = Ty . O

Hay muchas demostraciones del Teorema de Turan. En la que acabamos de ver se
infiere que, si G es una gréfica con n vértices y con mas de e(7},,) aristas, y si v es un
vértice de grado maximo en G, entonces la subgrifica G[N(v)] inducida por los vecinos
de G tiene mas de ty_o(A) aristas o G[V(G)\N(v)] tiene al menos una arista.
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3.3. Numero de Turan para trayectorias

En la seccién anterior determinamos el nimero de Turdn para una grafica completa,
ahora lo daremos para trayectorias.

Para las trayectorias Erdés y Gallai [13] dieron la siguiente cota.

Teorema 3.4. Sea G una grafica de orden n sin trayectorias de longitud k y con n >

k > 1. Entonces

Demostracion. Consideremos una grafica G con n vértices y mas de %(k‘ — 1)n aristas.
Si G tiene un vértice con grado menor a %(k — 1), podemos quitarlo y encontrar una
gréfica con n—1 vértices y que tenga més de 3(k —1)(n— 1) aristas. Procediendo de esta
manera, podemos encontrar una subgrafica no vacia H con n’ vértices y que tenga mas
de 1(k—1)n/ aristas y con grado minimo de al menos 3(k—1). Ademds, podemos suponer
que H es conexa, pues si no lo es, nos podemos restringir a la componente conexa con la
mayor proporcién de aristas sobre vértices y llamar a ésta H.

Mostraremos que podemos encontrar una trayectoria de longitud k£ en H. Tomemos
una trayectoria de longitud maxima en H. Sea vy, ..., v; dicha trayectoria. Supongamos
que | < k — 1. Todos los vecinos de vy y v; estan en la trayectoria. Consideremos dos
casos, dependiendo si vy es adyacente a v; 0 no.

Primero supongamos que vy es adyacente a v;. Entonces vy ...v; es un ciclo , y por
tanto, v;v;11 ... vvg también es una trayectoria de longitud maxima en H y asi todos los
vecinos de v; estan en la trayectoria, para cualquier i. Finalmente, como H es conexa,
V(H)={vo,...,u}tyelG)= (131) < 50’ 1o que es una contradiccion.

Ahora supongamos que vy no es adyacente a v;. Como el grado minimo es al menos

1
2

el principio del palomar. Por tanto, vy ...vvv;_1 ... ;4109 €s un ciclo en H por lo que

(k — 1), entonces existe una ¢ tal que vy es adyacente a v;11 v v; es adyacente a v; por

podemos usar el caso anterior. O

Entonces podemos asumir que [ > k, con lo cual hemos probado que existe una
trayectoria de longitud al menos k. En conclusion, si G no tiene trayectorias de longitud

k, entonces e(G) < @
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3.4. El Problema de Zarankiewicz y el Teorema de
Ko6vari-Sés-Turan

El Problema de Zarankiewicz [19] pregunta cuél es el mayor niimero posible de aristas
en una gréfica bipartita G con V(G) = V; U V, tal que V] tiene m vértices y V5 tiene n
vértices, de modo que G no contenga una subgréfica bipartita completa K;. A esto se
le conoce como el nimero de Zarankiewicz y lo denotamos con z(m,n; s, t). El siguiente
lema nos da una desigualdad que servird para dar la cota superior para z(m,n;s,t) del
Teorema de Kévari-Sés-Turdn [4].

Antes de pasar al lema diremos lo que es un coeficiente binomial. Los coeficientes
binomiales indican la cantidad de modos en que se pueden extraer subconjuntos a partir
de un conjunto dado. Asi, el coeficiente binomial (Z) es el nimero de subconjuntos de k

elementos escogidos de un conjunto con n elementos, donde 0 < k < n. De esta forma,

(1) = m

Si extendemos esta definicién reemplazando n por un nimero arbitrario « (negativo,
real, complejo) se tiene lo siguiente

(a) ala—1)(a—2)... (a—k+1)

L) = 0 para k € N y « arbitrario.

Lema 3.5. Sean m n, s, t, k, r enteros no negativos, tal que 2 < s < m, 2 <t < n,
0 <r<m,ysea G una grafica bipartita con V(G) = V1 UVy tal que Vy tiene m vértices,
Vy tiene n vértices y G tiene tamano my = km + 1 y no contiene una subgrdfica K,

donde y es un numero racional positivo. Entonces

()=o)

Demostracion. Decimos que un t-conjunto (que tiene ¢ elementos) T' de V5 es cubierto
por un vértice v € V] si v es adyacente con cada vértice de T'. La cantidad de t-conjuntos
cubiertos por un vértice v € V; es (d(t”)). Puesto que G no contiene a K, entonces cada

t-conjunto en V5 esta cubierto por a lo mas s — 1 vértices de Vi y por tanto
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> (d(t”)) < (s— 1)(’;). (33)

veWVy

Sea f(x) = (f), la cual es una funcién convexa. Por la desigualdad de Jensen tenemos

que
> Y% d(v) 1
F(Et) < S s
v ) S
Como oy, d(v) =my y [Vi| = m, y por la desigualdad anterior, se tiene que
m(y) _ 1 d(v)
< — .
m. T m Z ( t
veEV]
Por tanto,

m(i) <y <d(t”)). (3.4)

veVy

Entonces por (3.3) y (3.4) se concluye que
Y n
<(s—1 .

El siguiente resultado se conoce como el Teorema de Kévari-Sés-Turan.

Teorema 3.6. Para nimeros naturales m, n, s, y t, tales que m > s>2yn >t > 2,

se tiene que

z(m,n;s,t) < (s — DY —t+ D)m' V4 (t — 1)m.

Demostracion. Sea G con V(G) = VUV, una grafica extremal para la funcién z(m, n; s, t).
Sea y un numero real tal que z(m,n; s,t) = my. Claramente, y < n, pues z(m,n;s,t) <
e(Kpmn) = mn.

Por el Lema 3.5 sabemos que m(lt’) < (s— 1)(’;‘), por lo que
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m n y_l_ n! t! o nn—1)...(n—t+1)
s—lg(t><t> _t!(n—t)!y(y—l)...(y—t—i—l)_y(y—l)...(y—t—i—l)(é@

Sabemos que para cualesquiera nimeros reales positivos a, b, x tales que a,b > x,

a —

b—=x

8

< siysolosi a>b.

> e

n—(t—1)
y—(t—1)
De esta manera, proseguimos con cada factor y nos

En este caso, como n > y, tenemos que g < . De igual forma, comon—1 > y—1,

n—1 n—1—(t—2) _ n—t+1
entonces | =4 = == = 411"

queda lo siguiente:

nn—1)...(n—t+1) < (n—t+1)

yy—=1)...(y—t+1) = (y—t+1)" (36)
Asi, por (3.5) v (3.6) tenemos que
(y—t+1)'<(s=1D)n—t+1)m™*
Elevamos todo a —1/t y tenemos
y—t+1<(s—)Y(n—t+1)m
Despejamos y y multiplicamos ambos lados por m:
my < (s — DY (n —t + 1)m Y + (t — 1)m.
Por tanto,
z(m,n;s,t) < (s — DY n —t + Dm' "V 4 (t — 1)m. (3.7)
[

El Teorema 3.6 nos da una cota superior para ex(n, K ), el maximo nimero de aristas

en una grafica de orden n sin una subgrafica bipartita completa K.
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Teorema 3.7. Sean n, s, t, enteros tales que n > s+t yt < 2. Entonces

1
ex(n, Kg;) < =(s — D)Yip> 1t 4 5(15 — 1)n.

N |

Demostracion. Dada G una grafica con V(G) = {vy,...,v,}, construimos una gréfica
bipartita H de la siguiente manera. Tomamos dos copias disjuntas de V(G). Sean V; =
{vy,..., v} vy Vo = {of,... 0"} dichas copias. La grafica H tiene biparticién (V3,V3)
y vivj € E(H) siy sélo si vv; € E(G). De esta forma, e(H) = 2e(G); de hecho,
de(v;) = dg(v)) = du(v]') para cada i. Por tanto, Si K,; ¢ G, entonces K, ¢ H y asi

z(n,n;s,t) > 2ex(n, Ks). O

Observemos que del Teorema 3.6 tenemos que para un entero positivo ¢ dado, el
maximo nimero de aristas en una grafica bipartita con n vértices en cada parte, que no

contiene a K;; es

z(n,n;t,t) < (t— D)V 2 V4 (1 — 1)n.

Y por el Teorema 3.7 tenemos

1
ex(n, Kip) < =(t — 1)Ytn?" V! 4 S(t—1n.

N | —

En el siguiente capitulo veremos algunos problemas tipo Ramsey-Turan en donde

utilizaremos lo anterior para demostrar algunos resultados.
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Capitulo 4

Variantes de problemas tipo

Ramsey-Turan

Como vimos anteriormente, el Teorema de Ramsey nos garantiza que, dada una grafica
G y n suficientemente grande, existe una copia de G monocromatica en cualquier 2-
coloracién de una grafica completa K, sin ninguna restriccién en la coloracion. Para
forzar la existencia de graficas con otros patrones (en cuanto a coloracién) no basta pedir
que la n sea suficientemente grande, también requerimos que haya una minima cantidad
de aristas de cada color. Para este trabajo de tesis consideraremos los patrones de una
grafica que tengan el mismo (o casi el mismo) nimero de aristas de cada color.

En este capitulo daremos una nueva demostracién de una conjetura propuesta por
Bollobas sobre patrones inevitables en 2-coloraciones de la grafica completa. La primera
demostracién de esta conjetura la dieron Cutler y Montagh [10] utilizando métodos pro-
babilisticos. La demostracion que daremos en esta tesis es de Caro, Montejano y Hansberg
9], en la cual se emplea el Teorema de Ramsey, los nimeros de Turén y los niimeros de
Zarankiewicz.

También veremos lo que son las graficas balanceables y las graficas omnitonales.

Para las definiciones y resultados dados en este capitulo nos basamos principalmente

en [9].
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4.1. Graficas balanceables

Como mencionamos anteriormente, en esta tesis vamos a trabajar con 2-coloraciones
de aristas de la gréfica completa, es decir, con funciones f : E(K,) — {rojo,azul} en
donde a cada arista se le asigna ya sea el color rojo o el color azul. Toda 2-coloracion de
las aristas de K, induce una biparticion de las aristas acorde a su color. Para sintetizar,
de ahora en adelante daremos las coloraciones a través de la biparticion de las aristas y
pondremos F(K,) = E(R)U E(A), donde R es la grafica inducida por las aristas rojas
y A la grafica inducida por las aristas azules. Una subgrafica G' de una grafica completa
K, con tal coloracién la llamaremos (r, a)-coloreada si tiene r aristas de color rojo y a

aristas de color azul con r + a = e(G), donde e(G) es la cantidad de aristas de G.

Definicién 4.1. Sea G una grifica y r un entero tal que 0 < r < |e(G)/2]. Sea
bal.(n,G) el minimo entero, si existe, tal que cada 2-coloracion E(K,) = E(R)U E(A)
con min{e(R),e(A)} > bal.(n,G), contiene una copia de G (r,e(G) — r)-coloreada o
(e(G) — r,r)-coloreada. Si bal,(n,G) existe para toda n suficientemente grande, deci-
mos que G es r-tonal. Si r = e(G)/2, bal(n,G) es el minimo entero, si existe, tal
que, para n suficientemente grande, cualquier 2-coloracion FE(K,) = E(R) U E(A) con

min{e(R),e(A)} > bal(n,G) contiene una copia balanceada de G.

Dada una grafica G, decimos que una 2-coloracién E(K,) = E(R) U E(A) contiene
una copia balanceada de G si en la grafica K, coloreada, podemos encontrar una co-
pia (e(G)/2,e(G)/2)-coloreada de G en el caso en que e¢(G) = 0 (mdd 2), y una copia
([e(@)/2], |e(G)/2])-coloreada de G' o una copia (|e(G)/2], [e(G)/2])-coloreada de G
si e(G) =1 (mdd 2). También decimos que una 2-coloraciéon F(K,) = E(R) U E(A) es
balanceada si |e(R) — e(A)| < 1.

Definicién 4.2. Si bal(n, G) existe para n suficientemente grande, decimos que G es ba-
lanceable. Para una grafica balanceable G, sea Bal(n, G) la familia de grificas con exacta-
mente bal(n, G) aristas tal que una coloracion E(K,) = E(R)UE(A) conmin{e(R),e(A)}
= bal(n, G) no contiene una copia balanceada de G si y solo si R o A es isomorfa a alguna
H € Bal(n,G).

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea G = K4 y n = 5 y consideremos la siguiente

coloracion.
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U1

U2 Us

U3 2

Podemos ver que hay 5 aristas de color rojo y 5 aristas de color azul. Notemos que la
grafica inducida por los vértices vs, v3, v4, U5 €s la grafica Ky, la cual tiene 3 aristas rojas
y 3 aristas azules, por tanto, esta coloracién de K5 contiene una copia balanceada de K.

Obsérvese que, para probar que una grafica G no es balanceable es suficiente exhibir
una infinidad de valores de n para los cuales existe una 2-coloracién balanceada de K,
que no contiene una copia balanceada de G.

Hay muchas gréaficas balanceables. Sin embargo, ademés de K, no hay otras gréaficas
completas con un nimero par de aristas (es decir, tal que n = 0o n =1 (méd 4)) tal

que sean balanceables, como se ha probado en [7].
Teorema 4.3.

(i) Para todo nmimero entero positivo m > 2, m # 4, m = 0,1 (méd 4), la grifica

completa K,, no es balanceable.

(i) La grdfica completa K, es balanceable con bal(n,K;) = n, sin = 0 (méd 4) y
bal(n, K4) = n—1 de otro modo. Ademds Bal(n,Ky) = {H} con H = JU_, C4,
donde J € {0, K1, Ky, P,}, dependiendo del residuo de n (méd 4) y, ¢ = [%].

Asi, el Teorema 4.3 determina cudles graficas completas con una cantidad par de
aristas son balanceables y cudles no. Para mostrar que K, no es balanceable param = 0, 1
(mé6d 4) se muestra en [7] que existen una infinidad de valores de n para los cuales hay

una coloracién balanceada de E(K,,) sin una copia balanceada de K,,.
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4.2. Graficas omnitonales

Como veremos a continuacién, las graficas omnitonales son aquellas que aparecen en
todas las posibles variaciones de tonos de los colores rojo y azul en una 2-coloracion de

una grafica completa siempre que n sea lo suficientemente grande.

Definicién 4.4. Dada una grdfica G, decimos que una 2-coloracién E(K,) = E(R) U
E(A) contiene a la grdfica G en todos los tonos si, para todo par de enteros r y a tales

quer >0,a >0 yr+a=e(Q), esta 2-coloracion contiene una copia (r,a)-coloreada de

G.

Si contiene a la grafica GG en todos los tonos, contiene, en particular, copias mono-

crométicas de G en ambos colores (rojo y azul) y también una copia balanceada de

G.

Definicién 4.5. Dada una grifica G, sea ot(n,G) el minimo entero, si existe, tal que
cualquier 2-coloracion E(K,) = E(R)U E(A) con min{e(R),e(A)} > ot(n,G) contiene
una copia (r,a)-coloreada de G para cualquier par de enteros r > 0 y a > 0 tal que
r+a = e(G). Si ot(n,G) existe para cada n suficientemente grande, decimos que G
es omnitonal. Para una grdfica omnitonal G, sea Ot(n,G) la familia de las grdficas
con exactamente ot(n,G) aristas tal que una coloracion E(K,) = E(R) U E(A) con
min{e(R),e(A)} = ot(n,G) no contiene una copia (r,a)-coloreada de G para algin par

r,a>0 conr+a=e(G) siysolosiR oA esisomorfo a alguna H € Ot(n, Q).

Consideremos la siguiente coloracién de la grafica Kg.

-

Veamos que la trayectoria P, aparece de forma omnitonal. Observemos que tenemos
casi la misma cantidad de aristas rojas que de aristas azules. Procedemos a verificar que

P, se encuentre en todos los tonos.
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Figura 4.1: P, en todos los tonos en K

Podemos ver que en la Figura 4.1a esta la trayectoria P, con todas sus aristas rojas,
es decir, r =4y a = 0. En la Figura 4.1b tenemos que r = 3 y a = 1. En la Figura 4.1c,
r=2ya=2. EnlaFigura4.1d,r =1y a =3 y en la tltima todas sus aristas son de
color azul, es decir, r =0y a = 4.

Como sucede con las graficas balanceables, para probar que una grafica G no es
omnitonal, es suficiente dar una infinidad de valores de n para los cuales exista una 2-
coloracién balanceada de K, que no tenga una copia (7, a)-coloreada de G para algun
r,a > 0 tal que r + a = e(G). Ademéds observemos que, si una grafica G es omnitonal,
entonces también es balanceable pero no necesariamente se cumple el reciproco.

En el capitulo siguiente introduciremos una familia de graficas llamadas amoebas, las
cuales, tienen un buen comportamiento en cuanto a las propiedades de ser balanceables
u omnitonales. Efectivamente, como se demostré en [9] y como veremos en el capitulo
siguiente, toda amoeba es balanceable y toda amoeba bipartita es omnitonal (Teorema

5.7 y 5.6). En particular mostraremos que Py es amoeba con

ot(n, Py) = ex(n, Py) < (%) n.
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4.3. Patrones inevitables en 2-coloraciones de las aris-

tas de K,

Como mencionamos al inicio de este capitulo, el teorema que veremos a continuacion
es una nueva demostracion de una conjetura de Bollobas sobre la existencia de patrones
inevitables en 2-coloraciones de la grafica completa, la cual fue confirmada en ese mismo
ano (2008) por Cutler y Montégh [10]. Esta conjetura nos dice que para cada € > 0 y un

entero positivo k, existe n(k, €) tal que toda 2-coloracién de la grafica completa K, con

n
2

de tipo A o de tipo B. Sean t y n dos enteros tal que 0 < ¢t < n. Una grafica completa

n > n(k,€) y que tenga al menos e( ) aristas de cada color, contiene una copia de Ko
K, 2-coloreada se dice que es de tipo A(t) si las aristas de uno de los colores inducen
una grafica completa Ky, y de tipo B(t) si las aristas de uno de los colores inducen una
grafica bipartita completa K ,_;. Si n = 2t, eliminamos el pardmetro ¢ y escribimos ¢ipo
Ay tipo B.

F —  —  ——  ——
Kn K; Ky K,
L Vv i v
Tipo A(t)
— — PR— R—
Ky Kyt K, K,
"{_r" . — —
U [
Tipo B(t)

Figura 4.2: Tipo A(t) y tipo B(t)

La cota dada en [10] para el nimero tipo Ramsey concerniente a este problema fue

mejorada por Fox y Sudakov en [14]. En ambos articulos suponen que min{e(R),e(A)} =
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e(g) para alguna e > 0 y se estima una cota superior para la n més chica para la cual
haya una grafica Ky coloreada de tipo A o de tipo B. En la demostracién que daremos
no trabajaremos con el nimero tipo Ramsey (tan solo se obtendrd su existencia) sino
que nos enfocaremos en el nimero tipo Turan y proporcionaremos una cota superior
subcuadratica en funcién de n sobre la minima cantidad de aristas requeridas de cada
color en la 2-coloracién de K,,. En esta prueba, como ya dijimos, utilizaremos los niimeros
de Ramsey, los nimeros de Turan para graficas bipartitas completas y los ntimeros de
Zarankiewicz. Salvo si se menciona exprofesamente, los resultados presentados en esta

seccién provienen de [9].

Teorema 4.6. Sea t un entero positivo. Para n suficientemente grande, existe un entero
positivo m = m(t) y un mimero p(n,t) = O(n* w) tal que cualquier coloracion E(K,) =
E(R)UE(A) con min{e(R),e(A)} > p(n,t) contiene una copia coloreada de Ky de tipo
A o de tipo B.

Demostracion. Sea g > t un entero suficientemente grande y fijemos m > R(q, q). Sea

p(n,t) =ex(n —2m, Ky, ) + m(m — 1) + 2m(n — 2m) + 1. (4.1)

Sea n lo suficientemente grande tal que %(g) > ex(n, Kpm), lo cual es posible por el
Teorema 3.6 ya que ex(n, K., ,,) es subcuadratico en n. Entonces existe una copia roja
de K, m. Sea X UY una particién de los vértices de esta copia, donde | X| = |Y|=my
todas las aristas entre X y Y son rojas. Ahora consideremos la grafica completa K, o,
obtenida de quitar el conjunto X UY. Veamos cuantas aristas azules nos quedan. Como
al quitar el conjunto X UY de K,, perdimos a lo més 2(") + 2m(n — 2m) aristas azules,

por (4.1) tenemos que
m
o(n,t) — 2<2) —2m(n —2m) > ex(n — 2m, Kp,.m) + 1.

Es decir, tenemos al menos ex(n — 2m, K, ) + 1 aristas azules en K,,_s,, y, por tanto,
hay una copia azul de K,,,, en K, _s,. Sea Z U W una particién de los vértices de la
K,m azul, donde |Z| = |W| = m y todas las aristas entre Z y W son azules. Notemos

que la K, , roja y la K,, ,, azul son disjuntas.
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K m R"m F(?:J R"??J

IX’HJ.IH. I\"—n'.'-'..l'.'.'
Figura 4.3: Copia roja y azul de K, ,

Como m > R(q,q), existe una copia monocromdtica de K, en cada conjunto de la
biparticién, la cual puede ser azul o roja. Veamos todos lo casos.

En el primer caso, consideremos a la gréfica inducida por X U Y. Si hay una copia
roja de K, en X y una copia azul de K, en Y, como se muestra en la siguiente figura,
entonces tendremos una copia de Ky, de tipo A. Como g > t entonces tendremos una

copia de Ky de tipo A. Lo mismo sucede en la grafica inducida por Z U W.

K,
T Kq
K,, K,, K, K,
— e Ne—— — S
I& LT Ix.rn'.'-'..-'.'.'

Figura 4.4: K, de tipo A(t).

Para el siguiente caso, consideremos que en la grafica inducida por X UY ambas
copias de K, son de color azul y que en la grafica inducida por Z U W ambas copias
de K, son rojas (Figura 4.5). Por tanto, tendremos una Kj, de tipo B y como ¢ > ¢

tendremos una copia de Ky de tipo B.
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K, K,
K m K m K m K m
 — — — —
s -
I‘ N I& L,

Figura 4.5: K, de tipo B(t).

Para el ultimo caso, consideremos que ambas copias de K, que estan en la gréfica
inducida por X UY son de color rojo, por lo que tenemos una Ks, roja. Similarmente, si
en la grafica inducida por ZUW ambas copias de K, son azules, tendremos una Ky, azul.
Asi, tenemos dos copias monocromaticas de Kj,, una roja y una azul, cuyos conjuntos

de vértices son disjuntos.

———— — e,
K, - - .
m K m K m K m
N—— S —
e -
IX e I‘ ., 1l

Sea C' el conjunto de vértices de la copia Ky, roja y sea D el conjunto de vértices de
la copia Ky, azul. Ahora consideremos la grafica bipartita completa Kj, 9, inducida por

las aristas de E(C, D).
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C D
K 2q K,j q
(@)
C D
I\'—Erf I{Qq

(b)

Figura 4.6: (a) Gréfica bipartita inducida por E(C, D). (b) La misma grafica pero con
las aristas entre ellas coloreadas de rojo

Sin pérdida de generalidad, supongamos que al menos la mitad de las aristas entre
esos dos conjuntos son rojas (como se muestra en la Figura 4.6b). Esto es, que al menos
(2¢)? = 2¢* aristas de E(C, D) son de color rojo.

Sabemos, por el Teorema 3.6 que

2(2q,t) < (t—1)"(2¢)* V" + (t — 1)q.

De manera que si, ¢ es suficientemente grande,
(t— DY 29>V + (t — 1)g+ 1 < 2¢°

Es decir, el nimero de aristas rojas entre C'U D es mayor al nimero de Zarankiewicz
2(2¢,t). De esta manera, podemos garantizar una copia de K;; en Ky, ,. Esto es, existe
C'Cc Cy D CDcon |C'|=|D'| =t, tal que todas las aristas entre C’ y D’ son rojas.
De esta forma, hay una grafica completa K»; inducida por C" U D’ que es de tipo A.

O
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F (Q q K (21’;

Figura 4.7: Ky de tipo A(t).

Girao y Narayanan [15] dan una mejor cota del nimero de aristas de cada color para
la version que acabamos de dar. Mas precisamente, determinan que m = t y nos dicen que
la cota obtenida es asintéticamente justa si la conjetura de Kévari-Sés-Turan es cierta, la
cual dice, que la cota del Teorema de Kévari-Soés-Turan (Teorema 3.6) es asintéticamente
justa. Bowen et al ( [6], Teorema 1.4) dan una versién multicolor del Teorema 3.6 con

2=1/t "donde r es el ntimero de colores.

o(n,t) =r"n
Notemos que, si bal.(n,G) existe, entonces bal(n,G) < %(g) Esto también sucede
para las gréficas omnitonales: ot(n, G) < 1(3).
El Teorema 4.6 nos permite dar una caracterizacién de las gréaficas r-tonales, asi como
de las graficas balanceables y omnitonales. El siguiente lema, que sale directamente de

los Lemas 3.1 y 3.2 dados en [7] nos ayudard a probar los siguientes resultados.

Lema 4.7. Para infinitos valores positivos de n, podemos elegir t = t(n) de tal forma
que ezxista una coloracion balanceada de K, de tipo A(t). Andlogamente, para infinitos
valores positivos de n, podemos elegir t = t(n) de tal forma que exista una coloracion
balanceada de K, de tipo B(t).

Teorema 4.8. Sea G una grdfica y r un entero tal que 0 < r < |e(G)/2]. Entonces G
es r-tonal si y solo si G tiene una particion V(G) = X UY y un conjunto de vértices

W CV(G) tal que e(X,Y),e(G[W]) € {r,e(G) —r}.

Demostracion. Supongamos que G es r-tonal. Sea n lo suficientemente grande para que
exista bal,.(n, G) y seleccionada de tal forma que haya una coloracién balanceada de K,
de tipo A(t) para alguna t = t¢(n), lo cual es posible por el Lema 4.7. Sin pérdida de
generalidad supongamos que la grafica R inducida por las aristas rojas es isomorfa a

K;. Sea A la gréfica inducida por las aristas azules. Como G es r-tonal y bal.(n,G) <
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2(5) = e(R) = e(A), debe haber una copia (r,e(G) — r)-coloreada de G en K, y, por
tanto, con r o e(G) — r aristas rojas, lo cual implica que hay un conjunto W C V(G)
con e(G[W]) € {r,e(G) — r}. Andlogamente, tomemos una n suficientemente grande tal
que exista bal,.(n, @) y seleccionada de tal forma que haya una coloracién balanceada de
tipo B(t) de K, para alguna ¢t = t(n), lo cual es posible por el Lema 4.7. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que la grafica R inducida por las aristas rojas es isomorfa a
Ky -t Sea A la gréfica inducida por las aristas azules. Como G es omnitonal y ot(n, G) <
1(5) = e(R) = e(A) debe haber una copia de G en K, con r o e(G) — r aristas, lo cual
implica que hay una particién V(G) = X UY con e(X,Y) € {r,e(G) —r}.

Por otro lado, supongamos que G tiene una particién V(G) = X UY y un conjunto de
vértices W C V(G) tal que e(X,Y),e(G[W]) € {r,e(G) —r}. Sea E(K,) = E(R)UE(A)
una coloracién de las aristas de K, con min{e(R),e(A)} > ¢(n,t), donde t = n(G) y
w(n,t) es como en el Teorema 4.6. Por tanto, para n suficientemente grande, existe una
copia de Ky de tipo A o de tipo B. Si esta copia es de tipo A, entonces tenemos un K;
de color rojo y otro K; de color azul y las aristas entre ellos son todas azules, por lo cual
podemos encontrar una copia de G situando el conjunto W dentro de la K; roja y los
otros vértices dentro de la K; azul. Si esta copia es de tipo B, tenemos dos copias rojas de
K, con aristas azules entre ellas, por lo que podemos encontrar una copia de G situando
las aristas del corte e(X,Y) tal que los conjuntos X y Y estén cada uno en una copia

roja de K. O]

Como una gréfica G es balanceable si y sélo si G es |e(G)/2]-tonal, el siguiente

resultado se sigue del Teorema 4.6.

Corolario 4.9. Una grdfica G es balanceable si y sdlo si G tiene una biparticion V(G) =
XUY y un conjunto de vértices W C V(G) tal que e(X,Y), e(GIW]) € {|3¢(G)], [3¢(G)1}.

Teorema 4.10. Una grdfica G es omnitonal si y solo si, para cada entero r con 0 < r <
e(G), G tiene una biparticion V(G) = X UY y un conjunto de vértices W C V(G) tal
que e(X,Y) = e(G[W)).

Demostracion. Supongamos que G es omnitonal y sea n suficientemente grande tal que
existe ot(n,G) y seleccionada de tal forma que haya una coloracién balanceada de K,
de tipo B(t) para alguna t = t(n), lo que es posible por el Lema 4.7. Sin pérdida de

generalidad, supongamos que la grafica R inducida por las aristas rojas es isomorfa a

40



Kyt Sea A la gréafica inducida por las aristas azules. Como G es omnitonal y ot(n, G) <
<

1(3) = e(R) = e(A), debe haber una copia de G en K,, con r aristas para cada 0 < r
e(G). Esto implica la existencia de una particién V(G) = X UY con e(X,Y) = r para
cada 0 < r < e(G). Ahora tomemos n suficientemente grande tal que exista ot(n, G)
y seleccionada de tal forma que haya una coloracién balanceada de K, de tipo A(t)
para alguna t = t(n), lo que es posible por el Lema 4.7. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que la grafica R inducida por las aristas rojas es isomorfa a K,. Sea A la
gréfica inducida por las aristas azules. Como G es omnitonal y ot(n, G) < 1(3) = e(R) =
e(A), debe haber una copia de G en K, con r aristas rojas para cada 0 < r < e(G),
implicando que hay un conjunto W C V(G) con e(G|W]) = r.

Por otro lado, supongamos que V(G) = XUY y que W C V(G) son tal que e(X,Y) =
e(G[W]) = r para cada 0 < r < e(G). Sea E(K,) = E(R) U E(A) una coloracién de
K,, con min{e(R),e(A)} > ¢(n,t) donde t = n(G) y ¢(n,t) es como en el Teorema 4.6.
Por tanto, para n suficientemente grande, existe una copia coloreada de Ks; de tipo A o
tipo B en K,,. Si esta copia es de tipo A, entonces tenemos dos posibilidades: o tenemos
una K; roja y otra azul con las aristas entre ellas azules o viceversa. En el primer caso
podemos usar un conjunto W con e(G[W]) = r para encontrar una copia de G' con r
aristas rojas y e(G) — r aristas azules. En el segundo caso podemos usar un conjunto W’
con e(G[W']) = e(G) — r para encontrar una copia de G con r aristas rojas y e(G) — r

aristas azules. Cuando se tiene una copia Ko coloreada de tipo B es similar. O
Corolario 4.11. Las grdficas omnitonales son bipartitas.

Demostracion. Tomemos a n suficientemente grande, tal que existe ot(n,G) y seleccio-
nada de tal forma que haya una coloracién balanceada de tipo B(t) de K,, para alguna
t =t(n), lo cual es posible por el Lema 4.7. Sin pérdida de generalidad supongamos que
la grafica R, inducida por las aristas rojas, es isomorfa a K;,_;. Sea A la grafica inducida
por las aristas azules. Como G es omnitonal y ot(n,G) < 1(3) = e(R) = e(4), debe
haber una copia de G' contenida en la grafica roja R, y como esta grafica es bipartita se

sigue que G debe ser bipartita. n

Observemos que hay gréficas bipartitas que no son balanceables y por tanto tampoco
son omnitonales. Por ejemplo, ciclos C; de longitud ¢t = 2 (mddulo 4) no aparecen de

forma balanceada en ninguna coloracion de K, de tipo B. También notemos que las
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graficas balanceables no siempre son bipartitas, como la grafica K, que, como vimos

anteriormente, es balanceble, pero no es bipartita.
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Capitulo 5
Amoebas

En este capitulo, que es el que le da el titulo a este trabajo de tesis, describiremos un
tipo de graficas llamadas amoebas y algunos resultados sobre éstas. También daremos un

algoritmo que nos ayudara a determinar si una grafica es una amoeba o no.

5.1. Definicion de amoeba y su relacién con proble-

mas de coloracion

Antes de dar la definicién de amoeba necesitamos algunas definiciones.

Definicién 5.1. Sea G una grdfica y H una copia de G en K, donde n > n(G). Sean
ec E(H)y fe(E(K,)\EH))U{e} ysea H una grifica de tal forma que sucede una

de las siguientes opciones:
1. H=H—e+ f,
2. e=fyH =(H—v)+w, dondev es vértice de grado 0 en H yw € V(K,)\V(H),

3. H = (H —v) +w+uw, donde v es de grado 1 en H, u es el vecino de v en H, y
w e V(K,)\V(H), donde uv = e y uw = f.

Si H' es isomorfa a G, entonces decimos que H' se obtiene a partir de H a través de

un reemplazo admisible de arista.
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En la Figura 5.1 vemos la primera forma en que podemos hacer un reemplazo ad-
misible. Aqui quitamos la arista e y la reemplazamos por la arista f de tal forma que

H =2Hydondeeec E(H)y f € (E(K,)\ E(H))U{e}. Observemos que en este caso el

conjunto de vértices se mantiene.

H H/
U3
vy . V4 vy CE — V4
e
Vo V2

Figura 5.1: Primera forma en que podemos hacer un reemplazo admisible.

En la Figura 5.2 vemos la segunda forma en que podemos hacer un reemplazo ad-
misible. Aqui todas las aristas se quedan igual y lo que quitamos es el vértice v y lo

reemplazamos por el vértice w, donde w € V(K,,) \ V(H).

H H'
iy K T
. A
! . 1 o U
N ol
h e ' f
. - . ~'\.
X ; oW y ‘w
v * ,e

Figura 5.2: Segunda forma en que podemos hacer un reemplazo admisible.

En la siguiente Figura (Figura 5.3) vemos la tercera forma en que podemos hacer un

reemplazo admisible. En este caso, quitamos el vértice v de grado 1 y la arista e y los
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reemplazamos con el vértice w y la arista f, tal que H = H' y donde w € V(K,,)\V(H),
ec E(H)y f e (E(K,) \ E(H))U/{e}. Observemos que aqui el conjunto de vértices s

cambia.

H H'
z K AN
' voe v
& U
. ll
N .
: ) ‘ AN
\
) " oW y w !
7 .

Figura 5.3: Tercera forma en que podemos hacer un reemplazo admisible.

Definicién 5.2. Sea n un entero y sea G una grdfica de orden n(G) < n. Para dos
copias H y H' de G en K,,, con H # H', decimos que H' se obtiene de H a partir de una
cadena de reemplazos admisibles de aristas (CRA) si existe un nimero enterot > 1 y
una sucesion G1,Ga, ..., Gy de copias de G contenidas en K, donde Gy = H y Gy = H’
y, para toda 1 <1 <t —1, G;11 se obtiene de G; a partir de un reemplazo admisible de

arista.

Definicién 5.3. Una grifica G es una amoeba si, para todo entero n suficientemente
grande (con n > n(G)) y para cualesquiera dos copias F' y H de G en K,, eziste una

cadena Gy, ...,G; de reemplazos admisibles tal que H = G1 y F = G,.

En este trabajo no nos enfocaremos en qué tan grande debe ser n. De hecho, ac-
tualmente se sabe que si G es amoeba, entonces basta con asumir que n > n(G) para
que siempre exista una CRA entre cualesquiera dos copias de G en K, [8]. Sin embargo,
en la teorfa aqui presentada, si requeriremos n’s mas grandes en relacion al orden de

G (requeriremos que n sea al menos tres veces més grande que n(G)). Por lo tanto, de
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ahora en adelante, no nos importara de qué tamano es n y simplemente asumiremos que
es suficientemente grande.

Consideremos la gréafica Ps, es decir, la trayectoria de longitud 3 como se muestra en la
Figura 5.4. Tomamos la arista v,v, € E(P3) y procedemos a hacer el reemplazo admisible
de arista. Es decir, quitamos la arista v,v9 y anadimos otra de tal forma que la grafica
resultante sea isomorfa a P3. Observemos que si tomamos el vértice vy como extremo de la
nueva arista que anadiremos y lo unimos a un vértice u; € V(K,) \ {v1, v9, v3} nos queda
una grafica isomorfa a P;. Repetimos el mismo proceso pero ahora con la arista vovs.
Notemos que en algiin momento todas las aristas de la gréafica meta seran alcanzadas,
ya sea que tenga aristas de la gréafica original o no. De forma completamente analoga,

podemos proceder para P con k > 1 arbitraria.

([ L L g ® [ ] [ ] [ ]
V1 V2 U3 V4 U U2 us
[} ([ L & ® o [ ]
U1 V2 V3 Vg Ul U2 us
[} [} [ & ® ® [ ]
1 V2 V3 Vg U1 (1) us
[} [} [} ® ® ® ®
U1 V2 V3 Vg (VA1 us us

Figura 5.4: Grafica P; al reemplazar aristas

De esta forma podemos llegar a cualquier grafica isomorfa a P3 contenida en K,,. Por
tanto P es una amoeba.
Veamos ahora qué sucede si en vez de tener una trayectoria tenemos un ciclo. Consi-

deremos el ciclo de longitud cuatro, Cy, contenido en la grafica K,.
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V1 V4 U1 Uy V1 vy Uy

.u2

us

Q@ ecccccccccccca-0

V2 U3 V2 U3 V2

(a) (b) ()

Figura 5.5: (a) la gréfica Cy. (b) Cj sin la arista v4vs. (¢) tnico reemplazo posible de la
arista v4vs.

Como queremos saber si C; es una amoeba, procederemos a quitar una arista. Eli-
minamos la arista v4v3, como se muestra en la Figura 5.5b. Ahora intentaremos hacer
un reemplazo admisible de la arista que quitamos. Observemos que la tnica forma de
reemplazar de forma admisible la arista v4v5 es poner la arista justo donde estaba (Figura
5.5¢), pero entonces no podemos llegar a cualquier copia de C; dada. Por lo tanto, la
grafica Cy no es una amoeba. Notemos que lo mismo sucede con cualquier ciclo.

A continuacién, se presenta un lema de interpolacion para amoebas, el cual fue dado
en [9]. Con interpolacién nos referimos a la propiedad que tienen ciertos parametros f(k)
definidos sobre los nimeros enteros k € N tal que, si se conocen 2 de sus valores, f(k)
y f(k + d), se pueden obtener conclusiones acerca los valores intermedios . Para maés
informacién sobre pardmetros de interpolacién en gréficas, se puede consultar [17, 18, 20,
23, 28|.

Lema 5.4. Sea G una amoeba y consideremos una 2-coloracion E(K,) = E(A)U E(R).
Sean o, o, 3, 5 enteros tal que a+f =o'+ =e(G) y0<a <o y0< [ < p.Sihay
una copia («, 8)-coloreada de G y una copia (¢, B")-coloreada de G, entonces hay una

copia (r,a)-coloreada de G para todos los enteros v y a tal que r +a =e(G), a <r <o

yB <a<p.

Demostracion. Supongamos que F' es una copia (a, f)-coloreada de G y H una copia
(o, f')-coloreada de G con @ < r < o'y [/ < a < . Como G es una amoeba y
n > no(G), sabemos que hay una cadena F' = Gg,Gy,...,G; = H tal que para cada
ie{l,...,t}, G; 2 G y G, se obtiene de GG;_; por un reemplazo admisible de arista.

47



Sea r; = |R N E(G;)| el nimero de aristas rojas en G; y sea a; = |A N E(G;)| el nimero
de aristas azules en G;, de esta forma, para cada i € {1,...,t}, G; es una copia (r;, a;)-
coloreada de (G. Observemos que un reemplazo de arista modifica el patron de color en
a lo mas una unidad por cada color, es decir, para cada i € {1,...,t}, |r; — 1] < 1,
la; —a; 1| < 1y r+a; = e(G;). Asi, si comenzamos con una copia (rg, ag)-coloreada
de G y terminamos con una copia (r, a;)-coloreada de GG, debimos pasar por todos los

patrones de colorescon a=rg <r<r, =o'y f =a, <a<ag=p. n

El lema que acabamos de ver (Lema 5.4) implica que, dada una amoeba G y una
2-coloracién E(K,) = E(R) U E(A), si hay una copia de G (0, e(G))-coloreada y una
copia de G (e(G),0)-coloreada, entonces existird una copia de G (r,a)-coloreada para
todo par r,a tal que r +a =¢(G), 0 <r <e(G)y 0 <a <e(G).

Esta propiedad de interpolacién en las amoebas es la clave para su importancia en
teoremas de coloraciones de aristas en la grafica completa. Efectivamente , como mostra-
remos a continuacion, toda amoeba es balanceable (Teorema 5.7) y toda amoeba bipartita

es omnitonal (Teorema 5.6).

Observacién 5.5. Por el Teorema 3.7, ex(n, G) = o(n?) para cualquier grdfica bipartita
G, tenemos que, para n suficientemente grande, 2(ex(n,G) + 1) < (;) Esto quiere decir
que podemos considerar 2-coloraciones de E(K,) con min{e(R), e(A)} > ex(n,G) + 1,

si n es suficientemente grande.

Mostraremos ahora que toda amoeba bipartita es omnitonal y toda amoeba es balan-

ceable, resultados que se dan en [9].
Teorema 5.6. Toda amoeba bipartita es omnitonal y ot(n,G) = ex(n, G).

Demostracion. Sea G una amoeba bipartita. Por la Observacién 5.5 podemos considerar,
para n suficientemente grande, una 2-coloracién de F(K,,) con al menos ex(n,G) + 1
aristas de cada color. Puesto que cualquier coloracién E(K,) = E(R) U E(A) con
min{e(R),e(A)} > ex(n,G) + 1 contiene una copia (0, e(G))-coloreada de G y una copia
(e(@),0)-coloreada de G, por el Lema 5.4, hay una copia de G (r, a)-coloreada para todo
los enteros 7 y a tal que 0 < r,a < e(G) y r+ a = e(G). De esta forma, G es omnitonal
y ot(n,G) < ex(n,G). Ahora veamos que ex(n,G) < ot(n,G), para esto, observemos

que podemos dar una 2-coloracién de E(K,,) con min{e(R),e(A)} = ex(n,G) tal que no
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hay copias (e(G),0)-coloreadas de G’ y por tanto G no seria omnitonal, lo cual es una

contradiccion pues habiamos supuesto que si lo era. O

A continuacién probaremos que toda amoeba es balanceable. Para esto, utilizaremos
el Teorema 3.1, el cual nos dice que toda grafica G tiene una biparticién de sus vértices
V(G) = X UY tal que e(X,Y) > [e(G)/2]. Eliminando aristas si es necesario, podemos

darnos cuenta que cada grafica G' contiene una subgréfica bipartita B tal que e(B) =
[e(G)/2].

Teorema 5.7. Toda amoeba es balanceable.

Demostracion. Sea G una amoeba. Por lo anterior, podemos considerar una subgrafica bi-
partita B de G con e(B) = [e(G)/2] aristas. Sea F(K,,) = E(R)UE(A) una 2-coloracién
con min{e(R),e(A)} > ex(n,G)+1, lo cual es posible para una n suficientemente grande
por la Observacién 5.5. Sabemos que K, contiene una copia (0, e(B))-coloreada de B
y una copia (e(B),0)-coloreada de B. Esas copias de B podemos convertirlas en copias
de G agregdndole aristas de tal forma que obtengamos una copia (a, 3)-coloreada de
G y una copia (¢, ')-coloreada de G, donde [e(G)/2] < By [e(G)/2] < o'. Como
a+ =+ =e(G) tenemos que a < |e(G)/2] vy B < |e(G)/2]. Por tanto, tenemos
que a < |e(G)/2] < Je(G)/2] <oy B < |e(G)/2] < [e(G)/2] < . Entonces, por el
Lema 5.4, K,, contiene una (|e(G)/2], [e(G)/2])-copia de G y una ([e(G)/2], |e(G)/2])-
copia de G. O

5.2. Teoremas de caracterizacion

En esta seccién daremos una caracterizacion de las amoebas que nos servira para,
en la Seccion 5.3, poder dar un algoritmo para reconocerlas. Los resultados obtenidos
son originales de este trabajo de tesis y se derivan del trabajo iniciado en el V Taller de
Matematicas Discretas. Cabe destacar que en [8] se desarrollaron herramientas de Teoria
de Grupos con las cuales pudieron evadirse muchos de los obstaculos que tuvimos en este
trabajo para encontrar una caracterizacion adecuada asi como el algoritmo. Sin embargo,

no forma parte de los fines de esta tesis discutir esas técnicas algebraicas de las amoebas.

Lema 5.8. GG es amoeba si y solo si, para todo par H, F C K,, de copias disjuntas de
G, existe una CRA Gy,...,G; tal que Gy =H y Gy = F.
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Demostracion. Sea G amoeba y sean H y F dos copias disjuntas de G en K,,. Por
definicion de amoeba sabemos que, para cualesquiera dos copias de G, existe una CRA.

Por tanto, en particular, existe una CRA de H a F tal que
H:Gl,...,Gt:F.

Por otro lado, supongamos que, para todo par H y F copias disjuntas de G en K,
existe una CRA Gq,...,G; tal que G; = H y Gy = F. Como queremos probar que G
es amoeba, tenemos que ver que exista la cadena para cualesquiera dos copias ya sean
disjuntas o no. Si H y F' son disjuntas, no hay nada que probar. Por lo tanto, podemos
asumir que H y F no son disjuntas. Sea F” otra copia de G tal que F’ es disjunta a H y

a F'. Como H y F' son disjuntas, por hipétesis existe una CRA tal que
y )

H=G,...,G.=F'.

Anélogamente, para [’ y F, existe una CRA F' =G,,...,G; = F, donde t > r. Por
tanto, existe una CRA de H a F

H:Gl,...,Gr:F/,GrJrl,...,Gt:F,

con lo cual, G es amoeba. O

Lema 5.9. Una grdfica G es amoeba st y sélo si, dada una copia H de GG, existe una
CRA G,...,Gy tal que H=G, y V(H)NV(Gy) = 0.
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Demostracion. Sea H una copia de G dada en K,,, con n suficientemente grande. Toma-
mos una copia arbitraria de G en K, a la que llamamos F', de tal forma que V(H) N
V(F) = (. Por la definicién de amoeba, existe una CRA

H:Gl,...,Gt:F.

Por el contrario, sean H y F dos copias de G en K,. Por el Lema 5.8, podemos
asumir que son disjuntas por vértices. Por hipotesis hay una CRA Gy, ..., G; donde
H = G, y G} es disjunta de H. Como n es suficientemente grande, podemos asumir que
V(G;) NV(F) = 0 (si no es asi, podemos trabajar con la grafica completa K, \ V(F)
y obtenemos la CRA como se desea). Ahora, todas estas gréficas son isomorfas a G. En

particular, Gy y F' son isomorfas. Sea ¢ un isomorfismo entre G, y F.

N CRA Gy

Lo que requerimos hacer es que, en vez de que se tomen los vértices de Gy, se tomen
los vértices de F', tal como lo marca el isomorfismo. Para esto, es necesario aclarar qué
es lo que sucede cada vez que entra en accién un vértice nuevo a lo largo de la cadena,
es decir, uno que no se ha usado hasta ahora. Entonces, supongamos que en el paso de
G; a G;11 sucede por primera vez que V(G;) # V(Gi11). Por la definicién de reemplazo
admisible, esto sélo puede suceder si existen vértices v € V(G;) y w € V(Gii1) \ V(G))
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y si
1. vesde grado 0y Giuy = (G —v) +w, o

2. vesdegrado 1y Giy1 = (G; —v) +w+uw, donde u es el vecino de v en G; (Figura
5.6).

G; Git1

(a) (b)

Figura 5.6: (a) La gréfica G; con un vértice v de grado 1. (b) La grafica resultante G;4q
después de hacer el reemplazo de arista.

En el primer caso no hubo un reemplazo de aristas realmente. Se quitd y se puso de
nuevo la misma arista. Si en este reemplazo de aristas justo sucede que el vértice w esta
en Gy, lo que vamos a hacer en vez de eso es anadir el vértice correspondiente en F', es
decir p(w), asi como la arista up(w).

De esta forma, la cadena G1,Gs, ..., G nos da las instrucciones para saber cémo
construir una cadena de reemplazos de aristas Fi, F5,..., F;, donde Fy = H y F;, = F.
Para los siguientes pasos, si ya tenemos vértices de F' en alguno de los pasos, estos los
vamos a manejar como si fueran sus correspondientes en Gy.

Para modelarlo adecuadamente, podemos hacer lo siguiente. A todos los vértices
u e (UZ V(Gy)\ V(Gy) les ponemos la etiqueta (u,u), mientras que a los vértices w de
V(Gy) les ponemos la etiqueta (w, p(w)). Al final de la cadena, en G, tendremos puros
vértices con etiquetas tipo (w, p(w)). Digamos entonces que {(u,u/)|u € (UZ] V(G:))}
es nuestro conjunto de etiquetas. Entonces, volviendo a los nombres originales, podemos

definir F; mediante V(F;) = {v'|v € V(G;)} y, si uv es arista en G, entonces u'v' es
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arista en Fj;. De esta manera, obtenemos una CRA Fi, Fy,..., Fycon F, = Fy H = F.

Por tanto G es amoeba. ]

Observemos que las Gs son todas disjuntas de F', pues, si no, podria haber conflictos
de que, para alguna i, hubiera vértices u € V(F)NV(G;) y v € V(G;) tal que ¢p(v) = u
de tal forma que tanto (u,u) como (v, ¢(v)) = (v,u) son etiquetas de vértices en V(G;),
lo cual trae problemas a la hora de dejar sélo la segunda coordenada.

A continuaciéon daremos una caracterizacién de las amoebas, en donde si para todo
vértice en una copia de G podemos encontrar una CRA, tal que ese vértice no se encuentre

en la grafica meta, entonces G es una amoeba.

Teorema 5.10 (Caracterizacién 1). G es amoeba si y solo si, para toda copia H de G
en K, y para todo v € V(H), existe una CRA G,...,Gy tal que Gy = H yv ¢ V(Gy).

Demostracion. Supongamos que GG es amoeba. Sean H copia de Gy v € V(H). Sea F
copia de G tal que v ¢ V(F'). Entonces existe una cadena de H a F,

H:Gl,...,Gt:F.

Por otro lado, supongamos que G es una grafica y H una copia de G en K, con
V(H) = {v1,...,v,.}. Por hipétesis existe una cadena Gy 1, ..., G14, talque v; ¢ V(Gi4,).
Consideremos ahora la grafica completa K, —v;, en donde se encuentra la copia Hy = G 4,
de G. De manera inductiva, podemos ir obteniendo copias Gi4,,G14,,...,G1y, de G
(contenidas en K, —vy, K, —{v1,va}, ..., Kp—{v1,...,v.}) tal que vy, ..., v; ¢ V(Giy,).
La ultima copia G4, no tiene ninguno de los vértices de H. Por lo tanto, por el Lema
5.9, G es amoeba. O

Corolario 5.11. Sea G una amoeba con grado mdximo A. Entonces para toda i €
{1,..., A} existe v € V(G), con d(v) = i.

Demostracion. Sea n suficientemente grande. Sea H una copia de G en K, y sea v €
V(H) vértice de grado A en H. Por el Teorema 5.10 existe una CRA Gy, ..., G, tal que
v ¢ V(Gy). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que v € V(G;_1).

Como en cada reemplazo de arista el grado de los vértices puede disminuir en a lo
mas una unidad, debe existir una subsecuencia G;,,...,G;, con G;, = G,y G;, =Gy
dg, (V) = A—k+1, parai <k <A.
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Dado que G, es copia de GG, tenemos que existen vértices con cada uno de los grados
1,2,...,A. [

El siguiente teorema es lo mismo que el Teorema 5.10, pero en esta ocasion le aumen-

tamos un vértice a la grafica GG para facilitarnos las cosas.

Teorema 5.12 (Caracterizacién 2). Una grdfica G es una amoeba si y solo si para toda
copia H* de G* = GUK; en K, y todo vérticev € V(H*), existe una CRA G}, G5, ..., G}
tal que H* = G7, V(G}) = V(H*) para toda i y dg:(v) = 0.

Demostracion. Sea G una amoeba. Tomemos una copia H* de G* = GU K; y un vértice
v e V(H"). Sidy«(v) =0, no hay nada que mostrar, por lo que supondremos dg«(v) > 0.
Sea u* € V(H*) tal que H = H* — u* = G. Como dy+(v) > 0, v # u*. Por el Teorema
5.10, existe una una CRA G1,Gs,...,G, con Gy = H y tal que v ¢ V(Gy).

Como en el Lema 5.9, usaremos etiquetas para cada vértice u € V(K,): en este caso
pondremos (u, u) para cada vértice u € V(Gy) y (u,u*) para todos los demds vértices (es
decir, las segundas coordenadas de cada etiqueta tienen todas entradas en V(H*), donde

todas las que no son de vértices de V(G;) = V(H) son siempre u*).

(1,1) (2,2)
(47 4) [ J
(3,3) (9,6)
(5,5) (6,6) (10,6)
*(1.6) (8.6

Figura 5.7: Etiquetamiento de los vértices.

Las etiquetas en cada G; las iremos modificando en cada paso (de i a i+ 1) de acuerdo

a las siguientes reglas:
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» Si V(G;) = V(Git1), no se modificard ninguna etiqueta.

» Si V(G;) # V(Git1), es porque hubo un reemplazo de arista que involucré a algin
vértice de fuera de G;, digamos z, el cual debe haber sido intercambiado con un

vértice, digamos w, de grado uno o cero en G, es decir,

1. wesdegrado Oen G; y Gip1 = (G; —w) + 2, 0

2. wesdegrado len G; y Gy = (G; — w) + z + zz, donde x es el vecino de w

en Gl

En este caso, todas las etiquetas de vértices de V(G;41) se quedan igual, mientras
que la segunda coordenada de todos los demds vértices (fuera de G;;1) cambia a lo que
tiene w en su segunda coordenada. Es decir, si L; = {(u,u)|u € V(K,)} es el conjunto
de etiquetas en el paso i, entonces, en el paso i + 1 tenemos que (u,u’) es etiqueta de u,
siu € V(Gig1), v (u,w') es etiqueta de u, si u € V(K,) \ V(Git1)-

Gi Gi+1
(1,1) (2,2) (1,1) (2,2)
(4,4) (3,3) (.9, 6) (4,4) (3,3) (.9, 5)
('5, 5) ) (6,6) 210, 6) (;, 5) (6,6) 210, 5)
*(7,6)  *(8,6) *(7,5)  *(85)

Figura 5.8: (a) La grafica G; con un vértice de grado 1 antes de hacer el reemplazo de
arista. (b) La grafica resultante G;;, después de hacer el reemplazo de arista.
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Observemos que las segundas coordenadas de todos los vértices que no pertenecen a
Gi11 son todas iguales al vértice que acaba de salir de G;. Lo que estamos haciendo, en
cierto sentido, es identificar a todos esos vértices con uno solo. Ademas, por construccion,
para cualquier vértice z € V(K,) \ V(G;), las segundas coordenadas de las etiquetas de
los vértices de V(G;U{z}) son precisamente los vértices de H*, o méds precisamente: Para
todo x € V(K,) \ V(G;) : {w'|(w,w") es etiqueta de weV(G;U{x})} =V(H").

Ahora definimos la grafica G como la grafica con conjunto de vértices V(H*) y
conjunto de aristas {z'y/|x,y € V(H*) vy (x,2'),(y,y') € L;}. Ahora sélo nos falta
mostrar que Gi,G5,...,Gy es una CRA de H* tal que dg:(v) = 0. Como las segundas
coordenadas en cada conjunto V' (G;U{x}) no se repiten, por construccién de G} tenemos
que G} = H* para toda 7. Asi, los reemplazos de aristas que se efectian para pasar de
G; a Giy1, para 1 < i <t —1, son heredados en la cadena G7,G3,...,G; por lo que
efectivamente es una CRA de H*. Finalmente, como v € V(H*) \ V(G;), tenemos que
da: (v) = 0.

Suponemos ahora que tenemos una CRA G3,G3, ..., G tal que H = G, V(G}) =
V(H) para toda i y dg;(v) = 0. Como G* tiene al menos un vértice de grado 0, entonces
cada G} tiene un vértice, digamos v;, de grado 0. Definimos G} = G} — v; y mostraremos
que G, GY, ..., G} es una CRA de G con G} = H — v. Que G} = G es facil de ver.
Sélo falta mostrar, para toda 1 < i < ¢ — 1, que G}, se obtiene de G a través de un
reemplazo admisible de arista. Si v; = v;,1, el reemplazo admisible que se usa para pasar
de Gf a G}, involucra a puros vértices de V(G}) = V(G ), por lo que es un reemplazo
admisible en G’. Si, por otro lado, v; # v;41, entonces v;1; tiene que tener grado uno
en G} y por lo tanto también en GG. Entonces es facil ver que, si u es el vecino de v; 41
en G}, podemos reemplazar uv;;1 por uv; y obtenemos Gj, , por lo que también es un

reemplazo admisible de arista. Como esto se da para toda i, tenemos que G, G, ..., G,

es una CRA de G. O

5.3. Tercera caracterizacion y algoritmo

En esta seccion, presentaremos una serie de herramientas con las cuales serd més
sencillo manipular una grafica de manera que se pueda determinar con mayor facilidad

si es amoeba o no. En particular, daremos un algoritmo para este fin.
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Por otro lado, dada una grafica G' con conjunto de vértices {vy,va,...,v,} y para
cualesquiera i, j, k, [ € [n], abreviaremos con |[i, j| — [k,[] al reemplazo de aristas de G,
donde v;v; € E(G), vyv; € Gy [n] = {1,2,...,n}. Al conjunto de reemplazos admisibles
de una grafica G lo denotaremos con Rg. A continuacion, trabajaremos con etiquetas
sobre los vértices de G, donde a los vértices de la grafica GG les daremos el etiquetamiento
natural v; — . Sea L = {ij|v,v; € E(G)} el conjunto de etiquetas de las aristas de G,
donde ij = ji. Dada una permutacién ¢ € S,, denotaremos con G, a la copia de G
sobre el mismo conjunto de vértices {vy, va,vs, ..., v} v E(G) = {v;vjlp(i)p(j) € L}. Es
decir, la copia G, estd dada tras reetiquetar los vértices de G mediante la permutacion
¢ v manteniendo el mismo conjunto L de etiquetas de las aristas.

Dado un reemplazo admisible de aristas p = [i, j] — [k,l] € R, debido a que la gréfi-
ca obtenida tras el reemplazo es isomorfa a (G, existe entonces al menos una permutacion
@ € 5, que permuta las etiquetas de los vértices, de tal forma que la copia asi obtenida
sea G,. Claramente, esta permutacién es tnica salvo por automorfismos de G,. Denota-
remos entonces con Sg(p) al conjunto de todas estas posibles permutaciones. Dados estos
conjuntos de permutaciones, definimos ahora al grupo Sg como Sg = (U g, Sc(p))-

Debido a que el conjunto de etiquetas sobre las aristas, L, es invariante en el conjunto
de copias de G {G,|¢ € S}, es posible concatenar permutaciones. Es decir, dadas
@, € Sg, tenemos que (Gy), = Gyy. Entonces, como las permutaciones generadoras
de S¢ son producto de los reemplazos admisibles de aristas, el conjunto {G,|¢ € Sg}
consiste de todas las copias de GG a las cuales es posible llegar a través de una CRA.

Observemos también que Sg actia de manera natural sobre el conjunto de enteros
[n] a través de (¢,i) — (i) para cualquier ¢ € S e i € [n]. El estudio de esta accién
y, en particular, de las érbitas generadas sera la clave para determinar si una grafica es

amoeba o no. Esto es el contenido del siguiente teorema.

Teorema 5.13 (Caracterizacién 3). Sea G una grifica de orden n. G es amoeba si y sdlo
St |[n—|— 1]/5@* = 1.

Demostracion. Sea N arbitrariamente grande. Sea H* una copia de G* = G U K; en
Ky ysea V(H*) = {vy,vq,...,0,41} donde v, es un vértice de grado 0 en H*. Por el
Teorema 5.12, sabemos que G es amoeba si y sdlo si, para todo vértice v € V(H*), existe
una CRA G1,G3,...,Gf tal que H* = G7, V(G}) = V(H*) para toda i y dg:(v) = 0.

Por lo dicho arriba, esto es equivalente a mostrar que, para todo i € [n + 1], existe un
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elemento o € S+ tal que o(i) = j, para alguna j € [n+ 1] tal que v; es de grado cero en
H*. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que j = n + 1, ya que, de lo contrario,
podemos tomar 0’ = (j n+1)o € Sg«, con (j n+1) la transposicién que intercambia a
j por n+ 1y viceversa, la cual claramente estd en Sg«. Por lo tanto, esto tltimo equivale
a decir que toda i € [n + 1] estd en la érbita de n + 1, lo cual es equivalente a afirmar

que |[n+1]/Se-| = 1. O

El Teorema 5.13 nos indica que tnicamente requerimos analizar la acciéon del grupo
Sg+ sobre [n + 1] y que la grafica G es amoeba si y sélo si esta accién es transitiva, es
decir, que tiene una sola érbita. Dado esto, podemos proceder a describir el algoritmo
arriba mencionado.

El siguiente pseudocddigo da una descripcion bésica de un algoritmo que, dada una
grafica G como entrada, determina si G es amoeba o no. Observemos que un reemplazo
admisible de arista [i, j] — [k,{] debe mantener la secuencia de grados de la grafica. Es
decir, como sélo el grado de los vértices v;, v; disminuye en una unidad y el de los vértices
Uy, U aumenta en una unidad, mientras que los demas vértices se quedan intactos, en caso

de tener un reemplazo de arista no trivial, debemos tener uno de los siguientes casos:

1. Si {i,j} # {k. 1} : {d(v),d(v))} = {d(vy) + 1,d(v)) + 1}

2. Si[{i,7} n{k,1}| =1, digamos que ¢ = k, entonces: d(v;) = d(v;) + 1

En el algoritmo, para acotar el conjunto de todas las combinaciones de intercambios
de aristas, consideraremos reemplazos de aristas que cumplan una de estas dos condi-
ciones y, dado esto, verificaremos si son reemplazos admisibles o no revisando si existe
un isomorfismo entre la grafica dada y la resultante al aplicar el reemplazo. La idea del
algoritmo es, dada una gréfica G sobre el conjunto de vértices {vy, vs, ..., v,} ir haciendo
crecer el grupo A generado por todos los isomorfismos entre G* = G U K (con conjunto
de vértices {vy,vq,...,v,41}) v las copias de G* que se van obteniendo a través de los
reemplazos admisibles de aristas encontrados. Como paso inicial, se pone a A como el
grupo de automorfismos de G. A medida que va creciendo A, se va revisando si este
grupo es transitivo sobre [n + 1]. Si en algin momento del procedimiento, se obtiene una
respuesta positiva, quiere decir, por el Teorema 5.13, que G es una amoeba. Si ya hemos

explorado todos los potenciales reemplazos admisibles de aristas y no hemos obtenido
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una respuesta positiva, quiere decir que el grupo A = Sg pero que Sg tiene més de una

érbita en su accién sobre [n + 1], por lo que G no es amoeba.

Algoritmo 5.14. .
ENTRADA: grdfica G definida sobre conjunto de vértices [n].

1. Definimos G* = G U Ky sobre conjunto de vértices {vy,va, ..., Upy1}-
2. Determinamos el grupo A de todos los automorfismos de G*.

3. Determinamos el conjunto R de reemplazos de aristas que cumplan una de las

siguientes condiciones:

a) Si{i,j} #{k,1} : {d(v;),d(vj)} = {d(vg) + 1,d(v;) + 1}, o
b) Si |{i,j} N {k,1}| =1, digamos que i =k, entonces: d(v;) = d(v;) + 1

4. Mientras R no sea vacio:

FEscoge [i, 5] — [k, ] € R.

Si G* — vv; + vy es isomorfa a G, sea ¢ el isomorfismo asociado. Entonces
define A = (AU{p}) y

calcula el nimero de orbitas o de A en [n + 1].

Sia=1: ENTREGA: G es amoeba
Define R = R\ {[i,7] — [k, 1]}

5. ENTREGA: G no es amoeba

Observemos que en el paso 4 se van revisando uno a uno los elementos de R. Habiendo
seleccionado un [i,j] — [k,l] € R, se comprueba primeramente si es admisible. Si si lo
es, se redefine el grupo A incluyendo como un nuevo generador el isomorfismo inducido
por el reemplazo en cuestion y se revisa si el nuevo grupo tiene una sola érbita. En caso
afirmativo, quiere decir que la gréfica es amoeba, en caso negativo se procede con los
siguientes reemplazos contenidos en R, tras haber removido primero el reemplazo que se
acaba de revisar. Por otro lado, si el posible reemplazo no es admisible, simplemente se
remueve de R y se repite el paso con un nuevo reemplazo contenido en R. El paso 4 se

repite hasta llegar a entregar que G es amoeba o hasta que R queda vacio, en cuyo caso
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quiere decir que ya se revisaron todos lo posibles reemplazos sin obtener que el grupo

actia transitivamente sobre [n + 1], con lo cual se entrega que G no es amoeba.

Es importante mencionar que el algoritmo depende de un procedimiento para com-
probar isomorfismos entre graficas, de uno que calcule todos los automorfismos de una
grafica, asi como de uno que calcule el nimero de érbitas de un subgrupo de 5,4, al
actuar sobre el conjunto [n + 1]. El problema del isomorfismo de graficas se ha estudiado
intensivamente. Actualmente el algoritmo mas eficiente, anunciado por Babai en 2017
pero aun sin publicar, tiene un tiempo de ejecucién casi-polinomial [3] (para més infor-
macién ver [2]). El problema de calcular el grupo de automorfismos de una gréfica se sabe
que es al menos tan dificil como el problema del isomorfismo de graficas. Esta claramente
en NP, pero no se sabe si sea NP-completo. El problema de determinar el nimero de
orbitas de la accién de un grupo G sobre un conjunto X a través de un conjunto S de
generadores de G se puede llevar a cabo facilmente aplicando a cada elemento de X los
|S| generadores por lo que se requieren O(]|X||S|) pasos, lo cual es eficiente siempre que
|S| no sea muy grande (ver [25] para més informacién sobre esto).

A continuacién veremos algunos ejemplos.

La grafica G,,, formada por un ciclo vy vs....v,,_1v; de longitud n—1 a la que le anadimos

un vértice v,, asi como la arista vyv,,, es amoeba.

U3 U2

V4

U5

Figura 5.9: (a) Gréfica G,,. (b) Grafica G, = G U Kj.

Demostracion. Sea G = G, U Ky con V(G*) = V(G) U {vp41}. Primero damos el

etiquetamiento natural v; — ¢ como se muestra en la Figura 5.10.
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Figura 5.10: Etiquetamiento de G*

Asi, L ={12,23,34,...,n—2 n—1,n—1 1,1n}. Notemos que esta grafica sélo

tiene una simetria y ninguna rotacién (aparte de la triviales) por lo que

n n

Autg*:{z'd,(Q n—1)(3 n—2)<§ §+1)} si n espary

Autg*:{id,@ n—1)(3 n—2)...<{g-‘—1 {g-‘—l—l)} si n esimpar.

Observemos que tenemos los siguientes reemplazos admisibles:
1. [I,n] = [1,n+ 1],
2. [1,n] = [n—1,n],
3. n—1,n—2]—[n—2,n]

Cuando hacemos el reemplazo [1,n] — [1,n + 1] obtenemos la permutacién p; =
(n n 4+ 1), es decir, las etiquetas de los vértices v, y v,y1 se intercambian (Figura
5.11a).

El reemplazo [1,n] — [n—1,n] nos da la permutacién ¢ = (1 2 3...n—1), como
se ve en la grafica de la Figura 5.11b.

El tercer reemplazo, [n—1,n—2] — [n—2,n|, nos da la permutacién ¢3 = (n n—1).
Asi obtenemos la grafica de la Figura 5.11c. Obsérvese que tras cada reemplazo de arista,

el conjunto L no cambia, se queda invariante.
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Figura 5.11: (a) Gréfica obtenida al hacer el reemplazo [1,n] — [1,n+ 1]. (b) Grafica ob-
tenida al hacer el reemplazo [1,n] — [n—1,n]. (¢) Gréfica obtenida al hacer el reemplazo
[n—1,n—2] = [n—2,n].

Dados estos reemplazos admisibles, procederemos a demostrar que la grafica G' es una
amoeba. Para esto, ponemos un vértice por cada etiqueta y pondremos una flecha si hubo
una permutacion de las etiquetas de los vértices. Como la permutacién ¢; intercambia
las etiquetas de los vértices v, y v,11, pondremos una flecha azul de n a n + 1 y otra de
n + 1 a n. La permutacién , recorre las etiquetas de los vértices que estan dentro del
ciclo, es decir, el vértice v,_1 pasa a tener la etiqueta 1, el vértice v; a tener la etiqueta
2, el vértice vy a tener la etiqueta 3 y asi con todos los vértices dentro del ciclo, por
lo que ponemos flechas verdes correspondientes a esta permutacién. La permutacion ¢g
intercambia las etiquetas de los vértices v, y v,_1, por lo que ponemos una flecha roja
de n an—1yotraden —1amn. De esta manera, nos queda el siguiente esquema de la
accion de (1, @2, ¢3), el grupo generado por ¢, e, @3 sobre [n + 1], donde las flechas

nos dicen como actian los generadores de este grupo sobre el conjunto de las etiquetas
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de los vértices.

1 n+1

Figura 5.12: Esquema de la accién de (1, @2, p3) sobre [n + 1].

Como (1, @2, p3) es subgrupo de S+ que tiene una sola 6rbita sobre [n + 1] entonces
Se+ también actia transitivamente sobre [n 4 1]. Por tanto, por el Teorema 5.13, G es

amoeba. 0

Obsérvese que las permutaciones asociadas a los reemplazos de aristas no nece-
sariamente son tunicas. En el ejemplo anterior, la permutacion asociada al reemplazo
[1,n] — [n — 1,n] no es la unica para este reemplazo de arista, también tenemos la per-
mutacién (1 n—1)(2 n—2)...(5 =1 §+1), porlo que Sg-([1,n] = [n —1,n]) =
{123...n-=2 n-1),(1 n—-1)(2 n—-2)...(5 -1 %+1)}sinespar.

Ejemplo 5.15. La trayectoria P, es una amoeba.

Demostracion. Sea G = P, y sea G* = P, U K;. Al igual que en el ejemplo anterior,

también le daremos el etiquetamiento natural v; — i. De esta forma,

L=1{12,23,...,n—1 n}.
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1 2 3 n—2 n—1 n n+1

U1 U2 U3 Un—2 Un—1 Un Un+41
Figura 5.13: La grafica G* = P, U K;.

Notemos que en esta ocasion tenemos los siguientes reemplazos admisibles:

. [n—1,n]—=[n—-1n+1],

2. [n—1,n] = [n,1].

1
v

N

H
=K )
[\v)

Sew

n+1

Un+1

Figura 5.14: (a) Gréfica obtenida al hacer el reemplazo [n — 1,n] — [n — 1,n + 1]. (b)

Gréafica obtenida al hacer el reemplazo [n — 1,n] — [n, 1].

Cuando hacemos el reemplazo [n — 1,n] — [n — 1,n + 1] obtenemos la permutacién

v1 = (n n+1), como se muestra en la Figura 5.14(a). El reemplazo [n — 1,n] — [n, 1]

nos da la permutacion o = (1 2 3...n), como podemos ver en la Figura 5.14(b).

Ahora, procedemos a hacer el esquema de accién de las dos permutaciones anteriores,

con lo que nos queda la Figura 5.15. Observemos que, como (@1, ¢9) es subgrupo de Sg-

que tiene una sola drbita sobre [n+ 1], entonces S+ también actia transitivamente sobre

[n + 1]. Por tanto, por el Teorema 5.13, G es amoeba.
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1 n+1

Figura 5.15: Esquema de la accién de (g1, ¢2) sobre [n + 1].

Las estrellas con al menos 3 picos no cumplen la propiedad de los grados dada en el
Corolario 5.11, por lo que no pueden ser amoebas. Sin embargo, daremos una demostra-

cién alternativa usando la caracterizacion del Teorema 5.13.
Ejemplo 5.16. La estrella K,_1; no es amoeba para n > 4.

Demostracion. Sea G = K11y G* = K,_11 U K, la grafica a la que damos el etique-

tamiento v; — 1.

Figura 5.16: La gréfica G* = K,,_11 U K.

El conjunto de reemplazos admisibles es Rg« = {[i,n] — [n+ 1,n]|i € [n — 1]} y esto
nos genera a Sg= = ((i n+1)|i € [n—1]). Entonces G* tiene dos drbitas: [n—1JU{n+1}
y {n}.Asi, por el Teorema 5.13, G' no es amoeba. m

A continuacién, veremos un ejemplo de un arbol con grado maximo arbitrario el cual

cumple la condicién de los grados necesaria para las amoebas (Corolario 5.11), es decir,
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que tiene vértices de grado 1,2, 3, ... hasta grado maximo k, pero que no es amoeba.
Sea T}, el arbol con un vértice u de grado k+1 tal que sus vecinos son {vy, v, ..., Vki1}
con d(v;) =i+ 1y todos los vecinos de v; diferentes a u son hojas. Obsérvese que por

construccion, el vértice vy_; es el inico vértice de grado k.

Ejemplo 5.17. El drbol T}, no es amoeba para k > 1.

Figura 5.17: Gréfica que tiene todos los grados posibles y no es amoeba.

Demostracion. Para que T} sea amoeba, necesitamos que todo vértice pueda bajarse de
grado con cierto reemplazo admisible de arista. Como d(u) = k + 1 y vg_1 es el tnico
vértice de grado k, entonces u tendria que convertirse en el vértice vp_; mediante un
reemplazo admisible de arista. Sin embargo, esto no se puede, pues vy_; tiene k — 1
vecinos que son hojas y no podemos hacer que u tenga k — 1 vecinos de hojas con un
reemplazo admisible de arista. Asi, el vértice u no puede disminuir de grado y por lo

tanto, G no es amoeba. O

A continuacién, daremos la construccién de una familia de arboles A, con grado
maximo k, el cual se construird a partir de dos arboles A;_; con grado maximo k — 1.
Sea Ay = P,. Para ¢ > 2, definimos A;,; al arbol formado por dos copias, Ay A, de A;
tal que unificamos el vértice de grado méximo en A con un vértice u de grado 1 en A’

adyacente al vértice de grado méximo en A’.
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: —

Figura 5.18: Arboles A; 2 <1 <5,

Demostraremos que As y A4 son amoebas.
Ejemplo 5.18. A3 es amoeba.

Demostracion. Sean G = Az y G* = Az U {vs}. Etiquetamos a los vértices como en los
ejemplos anteriores. Asi, L = {12,13, 34, 35}.

vy 1 3 6

Figura 5.19: Grafica G* = A3 U {vg}.

En esta grafica se tienen los siguientes reemplazos admisibles:

1. [3,4] — [1,4],
2. [1,3] = [2,3],
3. [3,5] = [3,6],
4. [3,4] — [3,6].

El reemplazo [3,4] — [1,4] nos da la permutacién ¢; = (1 3)(5 2). Con el siguiente

reemplazo, [1,3] — [2,3], se tiene la permutacién ¢y = (1 2). Al hacer el reemplazo
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[3,5] — [3,6] obtenemos ¢3 = (5 6), y el dltimo, [3,4] — [3,6], nos da ¢4 = (6 4).

Para visualizar mejor estos reemplazos de aristas ver la Figura 5.20.

Vg Vg

Vg

/ [ U1 U3
/ 1 3 L / 1 \ﬁ4
Vo ?)- 5 0 Vs
(d)

5

Figura 5.20: Gréficas que se obtienen al hacer los reemplazos de aristas arriba mencio-
nados.

En la Figura 5.21 se muestra el esquema de accién de (@1, @2, @3, ©4) sobre los vértices
de la grafica G*.

1 6
5
2
Y Y
3 4

Figura 5.21: Esquema de la accién de (p1, @2, ¢35, ¢4) sobre {1,2,3,4,5,6}.

Como (1, @2, @3, v4) es subgrupo de Sg- que tiene una sola drbita sobre [n + 1]
entonces Sg« actia transitivamente sobre [n + 1]. Entonces, por el Teorema 5.13, G es

amoeba. O
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Ejemplo 5.19. A4 es amoeba.

Demostracion. Sean G = Ay y G* = Ay U {v10}. Etiquetamos a los vértices como en los
ejemplos anteriores. Asi, L = {12,23, 14, 15,56, 67,58, 59}.

V10

Figura 5.22: Grafica G* = Ay U {v10}.

Tenemos los siguientes reemplazos de aristas:
1. [5,9] — [1,9],

2. [1,5] = [2, 5],

3. [5,9] — [5,10],

4. [5,8] — [5,10],

5. [5,6] = [5,7].

Al hacer el reemplazo [5,9] — [1, 9] obtenemos la permutacién ¢; = (1 5)(6 2)(3 7)(4 8),
como se puede ver en la Figura 5.23a. El siguiente reemplazo, [1,5] — [2,5], nos da la
permutacion s = (1 2)(3 4) (Figura 5.23b). Con el reemplazo [5,9] — [5, 10] tenemos la
permutacion 3 = (9 10) (Figura 5.23c). Cuando hacemos el reemplazo [5, 8] — [5, 10] se
obtiene la permutacién ¢4 = (8 10) (Figura 5.23d). El ultimo reemplazo, [5,6] — [5,7],
nos da la permutacion 5 = (6 7) (Figura 5.23e).
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Figura 5.23: Graficas resultantes al hacer los reemplazos de aristas que se mencionaron
anteriormente.

Realizamos el esquema de accién de (@1, p2, ¢3, @4, 5) como lo explicamos anterior-

mente y nos queda la gréafica de la Figura 5.24.
Como (p1, 2, P3, P4, 5) es subgrupo de Sg+ que tiene una sola érbita sobre [n + 1]
entonces S+ actia transitivamente sobre [n+ 1]. Asi, por el Teorema 5.13, G es amoeba.
O
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Figura 5.24: Esquema de la accién de (p1, @2, ©3, ¢4, p5) sobre {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

La idea para demostrar que estas graficas son amoebas es que todo vértice de grado ¢
pueda convertirse, mediante un reemplazo de arista, en su vértice consecutivo de grado,
tal que ambos vértices estén en la misma capa, es decir, que estén a la misma distancia
del vértice central mas préximo.

Probablemente la técnica arriba mencionada sirva para demostrar que la familia entera
forma una familia de amoebas. Sin embargo, dar una demostracion general queda fuera

de los propésitos de esta tesis.
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Capitulo 6
Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo de tesis, tras dar el contexto tedrico de donde surgen las amoebas, se
desarroll6 teoria para entender mejor el comportamiento de este tipo de gréaficas, gracias

a la cual se obtuvieron algunos resultados como son los tres teoremas de caracterizaciéon:

1. (Teorema 5.10). G es amoeba si y sélo si, para toda copia H de G en K, y para
todo v € V(H), existe una CRA G1,...,Gy tal que Gy = H y v ¢ V(Gy).

2. (Teorema 5.12). Una grafica G es una amoeba si y sélo si para toda copia H* de
G* =G UK, en K, y todo vértice v € V(H*), existe una CRA G7,G5, ..., G} tal
que H* = G7, V(G}) = V(H") para toda i y dg:(v) = 0.

3. (Teorema 5.13). Sea G una grafica de orden n. G es amoeba si y sélo si |[n+1]/Sg=
1.

Finalmente, se dio un algoritmo para determinar si una grafica es amoeba y se reali-
zaron algunos ejemplos de graficas que eran amoebas y de graficas que no lo eran. Queda
pendiente verificar que toda grafica de la familia de la Figura 5.18 es amoeba. Como
una meta mas lejana, estaria la de caracterizar a todos los arboles amoebas. También se
podrian estudiar otras familias de graficas como familias interesantes de graficas biparti-
tas que pudieran ser amoebas. Por 1ltimo, seria interesante estudiar el tema algoritmico
y proponer estrategias de optimizacién, ya que probablemente el tiempo de ejecucion
del algoritmo presentado en esta tesis pueda verse reducido al estudiar el problema del

isomorfismo en graficas directamente en la clase de las amoebas.
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Cabe mencionar que, en paralelo con este trabajo de tesis, los investigadores Adriana
Hansberg, Amanda Montejano y Yair Caro [8] continuaron con su investigacién en el
tema y abordaron a las amoebas con herramientas de Teoria de Grupos, con lo cual se
ha logrado un gran avance, dejando claro que este tipo de herramientas son adecuadas

para este tema y que la investigacion podria continuarse en esta direccion.
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