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Resumen

En el siguiente trabajo se presenta la implementacion de una cadena virtual serial RRR en un
robot paralelo Delta 4RRSS, demostrando que es posible utilizar cadenas virtuales en el
espacio tridimensional en la actuacion de robots. Se utiliz6 como herramienta matematica a
la matriz Omega, definida dentro del espacio de las velocidades de la robética o cinematica
diferencial de robots, para obtener de una manera sistematica las velocidades angulares del
efector final del robot y formar la matriz jacobiana en el espacio de las velocidades, tanto de

la cadena denominada virtual, como la del robot paralelo.

Por un lado, se modeld la cinematica diferencial de la cadena virtual RRR en variables de
estado y por otro, la del robot paralelo Delta 4RRSS en variables de estado. Posteriormente
se deja en funcidn de la cadena virtual al robot Delta 4RRSS con el fin de que la cadena
pueda retroalimentar al paralelo y asi poder controlarlo. Se simula en Matlab una trayectoria

recta y helicoidal, se puede observar que ambos sistemas siguen la misma trayectoria.

Los resultados obtenidos dan un pequefio aporte a la cinematica diferencial y cabe mencionar
que esto podria dar una base para controlar a sistemas mas complejos, tal es el caso de robots
hibridos.



1. Introduccion

1.1¢,Qué es la robdtica?

La definicion de robotica es un poco controvertida incluso entre los méas expertos, sin
embargo, se tiene que la robdtica es un campo multidisciplinario que va desde el disefio de
componentes mecanicos Yy eléctricos hasta tecnologias de sensores, sistemas de
computadoras e inteligencia artificial. El papel que juega hoy en dia es crucial tanto para las
fabricas como para la sociedad, tan claro es el ejemplo que, si tienes un automovil,
probablemente fue ensamblado por robots, lo mismo se puede decir de un celular, lavarropa,

televisor o cualquier producto plastico.

Segun datos del afio de 2017 de la IFR (International Federation of Robotics) existen
alrededor de 1,63 millones de robots funcionando en el mundo y los paises con mas
penetracion son Corea del Sur, Singapur y Japon, pero en América Latina tenemos a México,

Argentina y Brasil. (1, 2)

Como se puede observar cada vez existen mas robots en el mundo y las cifras van en aumento,

para continuar se definird lo que es un robot, existen diferentes definiciones.

Tabla 1.1 Definicion de robot segn algunos diccionarios y enciclopedias.(3)

Enciclopedia Britanica:

Maquina operada automéaticamente que sustituye el esfuerzo de los humanos, aunque no tiene

por qué tener apariencia humana o desarrollar sus actividades a la manera de los humanos.

Diccionario Merrian Webster:

Maquina que se asemeja a los humanos y desarrolla como ellos tareas complejas comandar o
hablar. Un dispositivo que desarrolla de manera automatica tareas complicadas, a menudo de

manera repetitiva un mecanismo guiado por control automatico.




Diccionario de la Real Academia Espafiola:

Maquina o ingenio electronico programable, capaz de manipular objetos y realizar operaciones

antes reservadas solo a las personas.

Asi también tenemos las asociaciones méas importantes:

- “RIA (Robot Institute of America): Un robot es un manipulador reprogramable y
multifuncional disefiado para mover materiales, piezas, herramientas o dispositivos
especializados a través de varios movimientos programados para realizacion de una variedad

de tareas.
- JIRA (Japanese Industrial Robot Association) teniendo 6 clases:

1. Dispositivo de manipulacién manual de clase 1: un dispositivo con varios grados de

libertad accionada por un operador.

2. Robot de secuencia fija de clase 2: un dispositivo de manipulacion que realiza etapas
sucesivas de una tarea de acuerdo con un valor predeterminado e inmutable método, que

generalmente es dificil de modificar.

3. Robot de secuencia variable de clase 3: el mismo tipo de dispositivo de manipulacion que

en la clase 2, pero las etapas se pueden modificar facilmente.

4. Robot de reproduccién de clase 4: el operador humano realiza la tarea manualmente
liderando el control del robot, que registra las trayectorias. Esta la informacion se recupera

cuando es necesario, y el robot puede realizar la tarea en modo automatico.

5. Robot de control numérico de clase 5: el operador humano suministra el robot con un

programa de movimiento en lugar de ensefiarle la tarea manualmente.

6. Robot inteligente clase 6: un robot con los medios para comprender su entorno y la
capacidad de completar con éxito una tarea a pesar de cambios en las condiciones

circundantes bajo las cuales se realizara.
-IFR (International Federation of Robotics) se basa en la norma ISO 8373:2012

Un robot que opera de forma semi o totalmente autbnoma para realizar servicios Utiles para

el bienestar de los humanos y los equipos, excluyendo las operaciones de fabricacion.



Nota: estas definiciones con excepcion de la ultima, se centran para Robots industriales, no

mencionan los Robots moviles o de servicio”.(4)

1.2 Historia de la robdtica

Si bien el ser humano es un ser curioso que siempre
busca dominar su alrededor y tener las facilidades
posibles para vivir mejor y adaptarse al ambiente,
sin duda el ingenio humano no tiene limites. Desde
los tiempos remotos, se ha interesado por crear

dispositivos y méaquinas que imitan a la madre
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Figura 1.1 Autématas de Herdn de Alejandria
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naturaleza. Como los griegos, que se interesaban por

imitaban las figuray movimiento de un ser animado,

que por lo regular eran animales 0 humanos.

La cultura arabe no se quedd atras hered6 y difundié los conocimientos griegos, dandole una
aplicacion préctica, introduciéndolo en la vida cotidiana, como por ejemplo diversos sistemas
dispensadores de agua. En esa época, también se desarrollaron diversos ejemplos de
autématas como el Hombre de Hiterro de Alberto Magno (1204-1282), o la Cabeza parlante
de Roger Bacon (1214- 1294).

Otro ejemplo relevante de aquella época fue el Gallo de Estrasburgo (1352) de autor
desconocido. Es el autdmata mas antiguo que se conserva en la actualidad, y que formaba
parte del reloj de la torre de la catedral de Estrasburgo. Al dar las horas, movia las alas y el

pico.

Durante los siglos XV y XVI, los autores del renacimiento se siguieron interesando por los
ingenios descritos y desarrollados en la antigiedad. De esta época es conocido el Ledn
mecanico construido por Leonardo Da Vinci (1452-1519), que abria su pecho con su garray
mostraba el escudo de armas del Rey. Durante los siglos XVII y XVIII se desarrollaron los

primeros autdmatas con algunas de las caracteristicas de los modernos robots.



Fueron desarrollados en su gran mayoria por artesanos
del gremio de la relojeria, y su funcion principal era la de
entretener a la gente de la corte. Se puede destacar el Pato
de Vaucanson, y los Mufiecos de la Familia Droz, del
relojero suizo Pierre Jaquet Droz (1721-1790) y sus hijos
Henri-Louis y Jaquet. (3)

Figura 1.2 Pato de Vaucanson 1738

El origen de la palabra robots aparece en una obra teatral del Checo Karel Capek, quien en
el afio de 1921 escribid y dirigié su obra “Robots Universales Rusos”, comedia en la cual
maquinas con forma humana, eran capaces de reproducirse y esclavizarlos a quienes los
habian desarrollado. EI término robota en Checo significa trabajo, en especial el forzoso o

forzado.

No fue hasta el afio de 1959 cuando se construy6 el primer control computarizado, realizado
por Unimation Inc. Aplicando los conceptos de George Devol y Joseph Engelber, se da por
iniciada una ciencia denominada ROBOTICA INDUSTRIAL, de la cual Devol es

considerado el padre de esta ciencia.

Figura 1.3 George Devol

La construccion de robots industriales para su comercializacion es iniciada en el afio 1968,

de donde parte una nueva era industrial y automatizacion flexible total.(5)



1.3 Clasificacion de los robots:

Existe una gran variedad de robots con diversas estructuras geométricas y mecanicas que

definen su funcionalidad y aplicacion.

Tabla 1.2 Clasificacion de Robots

Robots moviles: Terrestres, Submarinos, aéreo-espaciales.
Robots Humanoides: Disefio complejo.
Robots industriales: Robots manipuladores/Brazos mecénicos.

Robots méviles:

Se utilizan en el hogar para limpiar y recolectar basura; en los
hospitales se emplean para trasladar instrumental del quir6fano
al area de desinfectado; en la investigacion cientifica del
espacio, se ocupa para analizar y enviar informacion de piedras,

arenas y de la atmosfera.

=

Humanoides: Figura 1.4 Robot rover Opportunity

Son sistemas muy complejos no solo en la estructura
mecanica sino también en lo relacionando en la
electronica...Pueden guiar a personas invidentes, ademas

de realizar actividades domésticas, también son empleados

Figura 1.5 Evoluci6n de robots en siniestros o derrumbes como terremotos”.(6)

humanoides



Robots industriales:

Las principales aplicaciones se encuentran en fundidoras, fabricas ensambladoras

automotrices, empresas textiles, procesos de soldadura de arco y de punto...etc.

A su vez los robots industriales segun él autor Tsai (7) se pueden dividir en diferentes

criterios, por sus GDL, espacio de trabajo, aplicaciones etc. Se tomaron los siguientes:

d d O ae o
robots industriales

Grados de libertad AT Sistemas de
cinematica actuacién
general Eléctrico
Hidrahulico

Redundante

Deficiente

Figura 1.6 Esquema de clasificacion

a) Clasificacion por grados de libertad

Un grado de libertad (aplicado a la robdtica) es el nimero de pardmetros necesarios para
conocer la posicién y la orientacion de un cuerpo en el espacio, la posiciéon de un objeto se
mide respecto a un sistema de referencia. Un manipulador ideal consta de 6 GDL para
manipular un objeto libremente en un espacio de tres dimensiones. Desde este enfoque, se
denomina robot de propdésito general. Si posee mas de 6 GDL sera clasificado como un robot

redundante y deficiente si tiene menos de 6 GDL.
b) Clasificacién por estructura cinematica

Se clasifican por su estructura topoldgica, dependiendo de la cadena cinematica que se
maneje ya sea abierta o cerrada. Los robots paralelos cuentan con una cadena cinematica
cerrada mientras que los robots seriales cuentan con una cadena cinematica abierta ademas

de los hibridos que consisten en la combinacion de estas dos estructuras.



b.1 Robots seriales:

Un manipulador serial consiste en diferentes eslabones conectados en serie por varios tipos
de juntas, tipicamente de revolucién o prismaticas. Un extremo del manipulador esta unido

una base y el otro extremo es libre de moverse en el espacio. (7)

Efector final o

Extremo libre

Figura 1.7 SCORBOT ER 9Pro

Configuracion de diferentes robots seriales:

-Robot cartesiano: La configuracion de este tipo de robots presentan una estructura
articulada, es decir se encuentran conformada por una serie de elementos o eslabones que
facilitan el movimiento, el cual permite una traslacion vertical, horizontal y transversal, por
lo general poseen 3GDL, los cuales son representados por cada eje X, y, z. Las ventajas que
presenta son la precision uniforme en todo su espacio de trabajo y alta fiabilidad para seguir

trayectorias previamente especificadas.(8)

-Robot cilindrico: La configuracién cilindrica tiene la articulaciéon de la base rotacional,
mientras que la segunda y tercera articulacion son prisméticas. Entre las aplicaciones de
robots manipuladores en esta configuracion se encuentran aquellas que procesan cavidades
horizontales y transporte de objetos, pero su estructura mecanica es compleja y su espacio de
trabajo es la porcidn de un cilindro hueco.(9)

-Robot esférico o polar: Esta configuracion consta de una articulacion rotacional en la base,
la segunda también es rotacional y la tercera es prismatica teniendo una configuracién RRP.



-Robot SCARA: El robot SCARA es un brazo manipulador muy utilizado en la industria.
Posee cuatro grados de libertad, con tres articulaciones rotatorias y una prismatica. Es decir,
este robot es capaz de ubicar un objeto en un espacio de tres dimensiones, imprimiéndole,

ademas, una rotacion, siendo ideal para aplicaciones de ensamblado.(10)

-Robot angular, articulado o antropomorfico: La palabra antropomorfico hace alusion a que
tiene cualidades o rasgos humanos (11) (en este caso aplicado a los robots), la configuracion
tiene solo articulaciones rotacionales, esta configuracion se asemeja al brazo de un ser

humano. El espacio de trabajo es muy complejo, tipicamente una seccion transversal en

!
7 4

Robot cartesiano Robot cilindrico Robot esférico o polar

i B

Robot SCARA Robot angular o antropomérfico

forma de media luna. (1)

Figura 1.8 Robots seriales

b.2 Robots paralelos:

Los robots paralelos tipicos (a veces también llamados manipuladores con plataforma),
consisten en una plataforma movil conectada a una base fija por varias extremidades o
piernas. Las caracteristicas que poseen son: mayor rigidez (estabilidad estructural), mayor
velocidad, mayor relacion carga/peso y cuentan con mas precision que los robots de cadena
abierta o seriales. Sin embargo los robots paralelos tienen desventajas, como son: un analisis
cinematico elaborado, un disefio particular y esquemas de control de mayor complejidad

mas aparte un espacio de trabajo es pequefio, menciona Martinez, Pefia (12).

Un robot paralelo con m GDL posee m cadenas unidas a su efector final. Si las cadenas son
idénticas se puede utilizar la féormula de Gruber’s, aunque algunas veces esta formula puede

contener errores debido a que no considera las relaciones geométricas entre las juntas.(1)

Un manipulador paralelo se puede considerar simétrico si se satisfacen las siguientes

condiciones:



1. Elndmero de cadenas es igual al namero de grados de libertad de la plataforma movil.
2. Eltipoy nimero de juntas de todas las cadenas son iguales.

3. El'ndmeroy la localizacion de las juntas activas en todas las cadenas son las mismas.

Figura 1.9 6-RSS Parallel Platform

Robots paralelos configuraciones

Los robots paralelos son clasificados como planares, esféricos o espaciales, dependiendo con

su movimiento caracteristico.(7)
Robots paralelos planares:

Su nombre hace mencion por el espacio de trabajo sobre un
plano. El robot plano més bésico se tiene uno de 2 GDL que
estd formado por paralelogramos que permiten que el
eslabon de salida permanezca en una orientacion fija con
respecto al eslabon de entrada, las ventajas que tiene son la

capacidad de rotacion altas. En la figura 1.10 del lado

derecho se puede mostrar un robot de este tipo.

Figura 1.10 Robot de 5 barras de 2 GDL



Las aplicaciones mas comunes de estos robots se tienen
como ejemplo el robot paralelo planar 3RRR, este robot
estd formado por tres brazos con 3 articulaciones
rotacionales que estan fijas a la base, cuenta con 3
GDL.(1)

Figura 1.11 Robot Paralelo 3RRR

Robots paralelo espacial:

Los primeros robots paralelos espaciales que se inventaron por desgracia no se construyeron,
sin embargo, sirvieron de base para desarrollar nuevos prototipos, tal es el caso de la
plataforma de J.E. Gwinnet ideada para funciones de teatro, o el Position-Controlling
Apparatus de W.L.V. Pollard un robot paralelo para pintar automoviles, estos inventos daban

inicio a los robots paralelos espaciales. A continuacion, se muestran los mas importantes.(13)

-Plataforma Gough-Stewart: Esta plataforma cuenta con 6 GDL y tiene actuadores lineales,
formando un octaedro. Fue patentada por Gough en el afio de 1947 y puesta en
funcionamiento en el afio de 1954, su aplicacion fue ideada para el ensayo de neumaticos de
aviacion, sin embargo, afilos mas tarde 1965 Stewart presenta una plataforma similar a la de
Gough con los mismos 6 GDL pero ideada para simuladores de vuelo, es por eso que se le

conoce como la Plataforma de Gough-Stewart.(13, 14)

Figura 1.12
Plataforma de V.E
Gough

Figura 1.13 Plataforma de Stewart, simulador de vuelo.

T



-Robot Delta: Es un robot paralelo patentado por Reymond Clavel en la década de los 80,
este robot fue disefiado para manipular objetos de bajo peso a altas velocidades. La
particularidad del robot Delta es que la plataforma movil va unida a la base mediante 3
eslabones donde cada eslabon presenta un mecanismo de paralelogramo que permite
balancear el centro de masa de cada uno de ellos. Los eslabones se unen a la base fija
mediante pares o juntas universales (U). La Figura 14 muestra la representacion esquematica
del robot Delta donde el movimiento de los eslabones aporta 3 GDL que permiten posicionar
la plataforma mdvil en el espacio. Las aplicaciones principales de este tipo de robot se
encuentran en la industria del embalaje, en la industria farmacéutica e incluso para

aplicaciones médicas de cirugia.

El robot Delta tuvo varias evoluciones y en el 2007 la empresa Adept compra la patente y
cambia el nombre a Quattro, agregandole un eslabon mas. Este robot es posiblemente el méas

rapido en el mercado industrial.(14)

Figura 1.15 Esquema de robot Delta Figura 1.14 Adept Quattro

Robots por cables: Se encontro en la literatura un robot paralelo accionado por cables lo
cual son una clase especial de robots paralelos ideados para reemplazar los enlaces rigidos
por cables. Debido a las caracteristicas que

otorgan los cables, como baja inercia y :

mayor rango de movimiento, pueden T ||

- - - - Estructura
realizar una amplia gama de aplicaciones —

como: la traslacion de camaras de un lugar pe—
a otro en eventos deportivos, industria del

Plataforma movil

automovilismo y, principalmente, en la Figura 1.16 Robot paralelo accionado por cables



rehabilitacién de extremidades. Sin embargo, por la propiedad unilateral de los cables, el
mantenerlos tensionados se convierte en un gran desafio. Al ser una estructura simple que
usa un numero reducido de componentes conduce a un disefio rentable por la
transportabilidad, facilidad de montaje y desmontaje, reconfigurabilidad y mantenimiento.
(15).

b.3 Robots Hibridos:

Los robots hibridos son la combinacién de de seriales con paralelos y tratan de tomar las
ventajas del serial y del paralelo, generalmente este tipo de robots los podemos encontrar en
centros de mecanizado o en aplicaciones médicas, ya que requieren buena presicion y

habilidades versatiles.

La configuracion que propone el autor Lee and Kim (16) son las siguientes: Serial-Serial,

Paralelo-Serial, Serial-Paralelo,Paralelo-Paralelo.

Paralelo-Serial Serial-Paralelo Paralelo-Paralelo

Serial-Serial

Tabla 1.3 Ejemplos de robots hibridos

Serial-Serial Paralelo-Serial Serial-Paralelo Paralelo-Paralelo

Humanoide con ruedas || Robot hibrido de 5 GDL | Robot hibrido de 9 GDL || Robot Hibrido de 9 GDL,
robot ligero Rollin' || desarrollado para cirujia de || llamado “robot de vertido”, || propuesto por Rakhodaei,

Justin se desarrollé en || laparoscopia. El  robot || robot serial es parecido a un || Saadat (20) para
el Instituto de Robdtica || paralelo proporciona 2 || cartesiano y cerca del efector || reabilitacion de tobillo.

y Mecatrénica en el || GDLy el serial 3 GDL.(18) | final tiene un robot
Centro aeroespacial paralelo.(19)

Aleman (DLR). El
brazo y el tronco
forman un  serial-
serial.(17)




a) Sistema de actuacion:

Un actuador corresponde a cualquier mecanismo que permita al efector ejecutar una accion
y se clasifican en tres: eléctrico, neumatico e hidraulico.(21) Por lo regular se usan actuadores
eléctricos debido a que el control y el mantenimiento son féciles, pero en caso de necesitar

velocidad o se requieren para carga pesada recurrimos a actuadores neumaticos o hidraulicos.

Tabla 1.4 Sistema de actuacion

Neumatico Hidraulico Eléctrico

Energia Aire comprimido Aceite mineral Corriente eléctrica

Opciones Cilindros, Motor paletas, = Cilindros, Motor de paletas, Motor = Corriente continua, Corriente
Motor de pistdn. de piston axiales. alterna, Motor paso a paso.

Ventajas Baratos, rapidos, sencillos, Répidos, alta relacion potencia- Precisos, fiables, facil control,
robustos. peso, alta capacidad de carga. silenciosos.

Desventajas | Dificultad de control = Dificil mantenimiento, accesorios, Potencia limitada

continuo, accesorios, ruidosos = fugas, caros

1.4 Cadenas virtuales

Una Cadena virtual se define como un elemento que existe en la cinematica del manipulador,
pero no en la dindmica de este. Debido a que la masa de los eslabones de la cadena virtual es
considerada cero, los efectos inerciales en el modelo dindmico son nulos, existiendo

matematicamente en el modelo cinematico, pero no en el dindmico.(1)

Existen varios trabajos acerca de las cadenas virtuales, sin embargo, se tomaron los mas
adecuados para este trabajo.



Se tiene que los primeros trabajos acerca de cadenas
virtuales fueron aplicadas a robots seriales; tal es el caso

de Chung, Chung (22) 1991 en el cual propone un

método para el problema cinematico inverso de

manipuladores planos, con multiples grados de : IR
redundancia. El método comienza descomponiendo un Figura 1.17 Robot redundante de 7 GDL con

. nl virtual
brazo redundante en una serie de brazos locales gue son entaces virtates
maodulos manipuladores planos, de dos o tres enlaces y conectando los puntos de conjuncion

entre brazos locales con enlaces virtuales.

Otro caso similar en el afio 1996 Ashrafiuon and Sanka (23) pasa al espacio y propone una

forma de resolver la cinematica de robots hiper redundantes, llamado método de enlace

virtual. El método se basa en dividir el robot en subsistemas que — " 2 o
consisten en tres o cuatro enlaces. Se establecen enlaces virtuales entre Eiﬂ e
el primer y el tltimo nodo de cada subsistema. Se desarrolla un robot éE}E | , .
hipotético con grados de libertad reducidos utilizando los enlaces |

virtuales. Luego, el método resuelve la cinematica del sistema de ‘ < o |

'''''' Virtwal Links

enlace virtual seguido de los subsistemas. —

Figura 1.18 Robot de 9 GDL
controlado por un robot 4 GDL.
Propuesto por Ashrafiuon and
Sanka.

Posteriormente  Campos, Guenther (24) menciona lo que es una
cadena virtual ASSUR, nos dice las siguientes propiedades:

1. Es serial.

2. Sus articulaciones se dividen en dos grupos: A-2 articulaciones internas conectando dos

eslabones virtuales internos con dos eslabones externos (de la cadena original).
3.Tiene puntos donde sus tornillos normalizados son independientes.

4. Cuando dos eslabones externos de la cadena virtual de ASSUR se encuentran conectados
a una cadena cinematica con movilidad M, la movilidad de la cadena modificada (la cadena
original mas la cadena virtual) sigue siendo M. La aplicacion de este tipo de cadena es
esencialmente la de obtener informacion sobre el movimiento de una cadena cinematica, o la

de imponer movimientos a la cadena cinematica original.



Doctor Martinez Zamudio 2015, da una gran aportacion Tayectona de 2 Plataioma movi

00 - -oe e o rom e

a las cadenas virtuales dando un enfoque nuevo. Presenta -

------------------------------------------------------

una cadena virtual serial (RRR)v la cual pretende mover o

un robot paralelo delta plano de configuracion 3RRR-

Y[mm]
(=]

(RRR)v; ambos modelos se presentan en variables de ol SRR . » A B
S ! e :
estado y en funcion de las variables articulares de la o S A A
cadena virtual. ElI primer modelo facilita el andlisis 0 : i ; ; ;
-300 -200 -100 0 100 200 300

Xmm]

completo de ambos: la cinemaética y la controlabilidad

. Figura 1.20 Manipulador 3RRR en funcidn de las
del robot delta plano con su cadena virtual. EI segundo variables articulares virtuales de Dr. Martinez

modelo se utiliza para obtener su cinematica inversa, Zamudio
para, retroalimentar al primero. Esta retroalimentacion
es llamada “actuacion virtual indirecta. (1) Esta aportacion abre camino para utilizar cadenas

virtuales en robots y es plantea que es una herramienta efectiva para robots mas complejos.

Secuencia de postura

Con anterioridad a este trabajo se habia
trabajado con cadenas virtuales en la tesis de
Boche (25) 2017 implementa una cadena virtual
serial RRR,, restringida en el plano XZ para

controlar a un robot paralelo 3RRR y Delta 4,

logrando con éxito la demostracion de cadenas

virtuales en el plano.

Figura 1.19 Simulacion de robot paralelo Delta
con cadena virtual de Ing. Bonche Lucio A.S

Otro trabajo relevante es la tesis de Rubén (26) la cual valida los modelos seriales RRR y
RPR, aplicando las teorias de cinematica diferencial y obtiene un modelo matematico en una
matriz jacobiana, para simular los robots. A través de la validacion de la cinematica
diferencial de cadenas seriales simples, los resultados obtenidos proporciona una ayuda mas
para ser aplicados en cadenas virtuales, que serviran para manipular robots seriales, paralelos

e hibridos introduciendo restricciones cinematicas.



Existe un articulo en la literatura recientemente llamado “Whole body control of a Dual-Arm
Mobile Robot Using a Virtual Kinematic Chain” 2016 (Control de cuerpo completo de un
robot moévil con 2 brazos usando una cadena cinematica virtual) mostrando la utilizacion de
una cadena cinematica virtual (VKC) para el control de un robot hibrido. Posee 2 brazos
teniendo en conjunto 7GDL; mas 3 GDL de la base mdvil. En la primera parte, usan una
cadena cinematica en serie extendida que incluye la base mévil y una VKC para formular
restricciones en orientacion y traduccion deseadas, expresadas en el marco mundial. En la
segunda parte, usan el movimiento VKC resuelto para restringir el movimiento comin de los

dos brazos. A continuacion, se muestra el diagrama.

3 jr;
I
- \" "
HI . 7"’.—- - b
. P~
1 ~ 4
Arm one , P =
S VK Arm two
F VL lr
4 3 J, 2
;5 U0
T FI: Mabile hage

Figura 1.21 Diagrama de Robot hibrido con VKC
Es un articulo interesante, del cual se menciona de VKC algo muy parecido a Cadenas
Virtuales, sin embargo, el método empleado en este articulo tiene otras metodologias a
comparacion del presente trabajo. Sin duda es un paso al que se quiere llegar en un futuro,

poder controlar hibridos. (27)

1.4.1 Objetivo:

Modelar, simular e implementar en un robot paralelo Delta 4RRSS una cadena virtual serial

RRR, comprobando que una cadena virtual puede manipular a robots paralelos.



1.4.2 Hipotesis

¢ Es posible manipular a un robot paralelo 4RRSS empleando la cinemaética diferencial y la

matriz omega, empleando una cadena virtual RRR,, en el espacio tridimensional R3? 1

1.4.3 Planteamiento del problema:

El presente trabajo utiliza de base las tesis de los ingenieros Boche Scarlet y Leon Hector
teniendo como antecedente que Boche Scarlet demuestra que el método de propagacion de
velocidades es efectivo en el plano, sin embargo, en el espacio R3 existen més variables a
eleccion del usuario las cuales influyen directamente al resultado final, reflejado en la matriz

en variables de estado y por tanto a los resultados obtenidos.

Por otra parte, el trabajo realizado por Ledn Héctor arroja como conclusiones que empleando
la matriz omega es posible la manipulacion de un robot plano de 3 GDL por medio de una
cadena virtual. Quedando como interrogante validar dicha metodologia para la manipulacion

de robots en el espacio tridimensional.

Con base en lo anterior se pretende continuar con la metodologia que emplea a la matriz
omega para llevar a cabo la manipulacion de un robot paralelo 4RRSS en el espacio
tridimensional R3. El robot paralelo seleccionado es el mismo que se emple6 para validar el
método de propagacién de velocidades y la seleccion de una cadena virtual con configuracion
(RRR)y se basa en que es una configuracién bastante estudiada y de consulta en diversas

fuentes, teniendo de esta manera un buen punto de partida para su analisis.

1.4.4 Meta:

Comprobar que la nueva metodologia propuesta arroje como resultados la manipulacion de
un robot espacial 4RRSS por medio de una cadena virtual RRR,,, obteniendo trayectorias en
el espacio tridimensional R3, teniendo como pruebas simulaciones y un banco de pruebas

fisico.



2. Teoria antecedente

2.1 Cinematica

La mecénica es una de las ciencias fisicas que se ocupan de estado de reposo 0 movimiento
de cuerpos sometidos a la accion de fuerzas. La ingenieria mecanica se divide en dos areas
de estudio, o sea, estatica y dindmica. La cinematica forma parte de la dindmica y trata solo

los aspectos geométricos del movimiento sin atender a las causas que lo provocan (28).

2.2 Cinematica del robot

La cinematica directa del robot estudia el movimiento con respecto a un sistema de referencia
sin considerar las fuerzas que intervienen. Asi, la cinematica se interesa por la descripcion
analitica del movimiento espacial del robot como una funcion del tiempo, y en particular por
las relaciones entre la posicion y la orientacion del extremo del final del robot con los vales
que toman sus coordenadas articulares.(26)

2.3 Matriz de rotacion

Las matrices de rotacion son el método mas extendido para la descripcion de orientaciones.

La matriz de rotacion se obtiene por medio de los cosenos directores del sistema inercial y
movil. Los cosenos directores son la representacion del giro de dos sistemas, uno fijo y otro
movil, de los cuales el fijo es la referencia para medir el giro o angulo del sistema mavil con
referencia a los ejes XYZ.

Supdngase que se tiene en el plano dos sistemas de referencia OXY Y OUV (Figura 2.1) con
un mismo origen O, siendo el sistema OXY el de referencia fijo y el sistema OUV el movil

solidario al objeto. Los vectores unitarios de los ejes coordenados del sistema OXY son iy, j,,

mientras que los del sistema OUV son iy, j, (3).

Un vector plano P se puede representar en ambos sistemas como:

Px . .
Py = [Py = px-ix + Dy.Jy (1.1)

Pu . .
Puv = [PV] = Pu-ly T Pv:lv (1.2)
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Figura 1.22

Realizando el producto punto P,y.P,, = R se obtiene una matriz orto normal dado que R = R”

I Iy gy
R=|[|X"" X
[]y-lu ]y-]v]

Realizando los elementos de la matriz:
iy.1, Cos(8) = Cos(0) iy.jy Cos(B +90°) = —Sen(0)
jy-1,C0s(90° — 8) = Sen(0) jy-jv Cos(8) = Cos(0)
La matriz de rotacién o matriz de cosenos directores también puede ser representada como:

R = Cos(B) —Sen(0)
_[Sen(G) Cos(08) (1.3)

Para 3 dimensiones el método es similar declarando a un vector P en el espacio:

[ Pu (1.4)
Pyyz = | Pv| = Px-ix + Py-jy + ps- K,

| Pw

[Px
Povw = PX] = Pu-iu + Pv-jv + Pw-Kw (1.5)
| Px

Matriz de rotacion para 3 dimensiones.

i iy gy g kw

S S . 1.6
R= ]y-lu ]y-]v ]y-kw ( )

kyiy kyjy kg ky



En la figura (2.2) la orientacion del sistema OUVW, coincide con el eje OX, vendré representada

mediante la matriz:

1 0 0
R(x,x) = [0 Cos(x) —Sen(oc)] w7
0 Sen(x) Cos(x)
e
Figura 1.23
Las matrices para la rotacion respecto al eje Y y Z quedaran representadas como:
Cos(p) 0 Sen(p)
Ry, 9) = 0 1 0 ¢

—Sen(p) 0 Cos(p)

Cos(0) —Sen(6) O
R(z,0) = [Sen(@) Cos(6) O
0 0 1

2.4Matrices de transformacion homogénea

Las matrices de transformacion homogénea permiten la representacion conjunta de la
posicion y la orientacion (localizacion) (3) respecto a una base inercial. Esta es una matriz
de 4x4 la cual aporta informaciéon tal como; orientacion, traslacién, perspectiva y escalado
respecto a una base fija, dado que servira de referencia para los sistemas maviles, los cuales
se situaran en las articulaciones del manipulador con el fin de ubicar a cada eslabon en el
espacio.(26)

Una matriz de transformacion homogénea se puede expresar como:

R3x3 Psxq Rotacién  Traslacion
T = =1p (1.10)

Fixs Wix1 erspectiva  Escalado

Una manera muy comun de representar a la matriz de trasformacion homogeénea es como:



n, o0, Qax DPx

ny Oy ay py

ng 0z A4z Py
0O 0 0 1

T = (1.11)

En donde los elementos n,0,a corresponden a la orientacion del eslabon en el espacio y esta
compuesta por una matriz de rotacion vista en el capitulo 2.3, representa el giro de un sistema

movil OUVW respecto a un sistema inercial OXYZ.

La traslacion indica la posicién que ocupa un eslabén en el espacio respecto a cada uno de
los ejes del sistema inercial XYZ, y esta definida por los elemento de P de la matriz T siendo
P el vector que indica el valor de la traslacién de los sistemas.(26)

Los elementos (0,0,0) son la perspectiva desde el cual se aprecian los sistemas, modificando
estos elementos se puede cambiar el punto de vision, permitiendo analizar a los sistemas
desde diferentes posiciones. Finalmente, el valor de 1 es el escalado el cual representa que
tan cerca o que tan lejos se aprecia al sistema, siendo por lo general de 1 para no afectar al

modelo matematico.

2.5 Cinematica directa e inversa

La cinematica del robot se descompone en dos principales problemas, el “Cinematico
directo” y “Cinematico inverso” Barrientos, Cruz (3) utiliza en la figura (2.3) para
representar dichos problemas. El problema cinematico directo consiste en encontrar una
relacién que permita la representacion de la posicion y orientacion del efector final respecto
a un sistema inercial, determinando esta relacién se pueden conocer los valores de las
variables articulares permitiendo ubicar al efector final en el espacio, sin embargo no se tiene
control sobre el punto o trayectoria del robot, por lo tanto consiste en determinar la posicién
y orientacion del efector final (3). En el “Cinematico inverso” se conoce la posicion y
orientacion del efector final pero no el valor de las variables articulares para lograr dichas

condiciones.

_ Cinematica L. . .
Valor de las coordenadas directa Posicion y orientacion del

articulares extremo del robot
(q]_: fh: --'rqn) (x:.}’:z.“a ﬁ!n{)

@#E

Cinematica
inversa

Figura 1.24 Esquema de Cinematica directa y Cinematica inversa



2.6 Cinematica directa

Dado que un robot se puede considerar como una cadena cinematica formada por objetos
rigidos o eslabones unidos entre si mediante articulaciones, se puede establecer un sistema
de referencia fijo situado en la base del robot y describir la localizacion de cada uno de los
eslabones con respecto a dicho sistema de referencia (3).

Para resolver el problema se necesita una matriz que relacione al efector final con el sistema
inercial y dado que un robot es una cadena cinematica compuesta por eslabones y cada junta
aporta uno o méas grados de libertad, se puede asignar un sistema movil en cada una de las
articulaciones, dicho sistema mavil quedara descrito por una matriz de transformacion
homogénea de tal manera que dependiendo del eje de accion o condiciones de operacion de
la junta se le podra asignar una matriz que contenga dicha informacion, dicha matriz es
nombrada T.

La matriz que caracteriza al robot se puede expresar como:

T 0 012 n-1
=a=aaa.. a
n 12 3 n (1.12)

En donde n dependera totalmente de la configuracion y numero de articulaciones del robot y

es la que caracteriza al sistema movil del efector final.

2.7 Problema cinematico directo por matrices de transformacién

homogénea

Una forma de dar solucion a la matriz T es por medio de matrices de transformacion
homogénea, las cuales contienen informacion respecto a rotaciones y traslaciones respecto a

un sistema inercial, (26).

1. Obtener el diagrama del robot, representando articulaciones y eslabones (incluyendo
el eslabon de tierra)

Enumerar los ejes y eslabones comenzando la numeracién con 0 al eslabon de tierra.
Identificar la linea de accion de las articulaciones en el manipulador

Colar el eje Z, en la linea de accion de las articulaciones

o M N

Colocar el origen del sistema a lo largo del eje Z,, para hacerlo coincidir con el centro
de la articulacion

6. Colar el sistema inercial en la base con el eje X,, a lo largo del eslabon

7. Los sistemas moviles se colocaran a partir de casa eje enumerado, cada uno de ellos

para tomar referencia tanto de posicion como orientacion



8. Cada sistema es completado con el eje Y para formar un sistema dextrdgiro

9. Calcular las transformaciones que cada uno de los sistemas moviles tiene que sufrir
para colocarse como el sistema siguiente con el uso de matrices de traslacion y
orientacion que representan estas trasformaciones.

Dado de que la multiplicacion de matrices no es conmutativa se obtiene que el sistema

de referencia se multiplica por el sistema mdvil dando asi la orientacion del sistema con

respecto al inercial, o dependiendo del caso se toma orden del producto, si la operacion

es con respecto al sistema inercial se pre multiplica y si con respecto al sistema movil se

multiplica (26).

2.8 Cinematica inversa

Enel “problema cinematico inverso” se conoce la trayectoria o un punto en el espacio en
el cual se encuentra el efector final, pero no se tiene conocimiento de las variables articulares
(91, 92,93 - q»), por lo tanto consiste en descubrir el arreglo que deben tener las variables
articulares para cumplir con la condicion de orientacion y posicion del efector final. La
solucion de este problema depende en gran medida de la configuracion del robot, no pudiendo

generar un método general para cada manipulador (3).
Este tipo de solucion presenta, entre otras, las siguientes ventajas:

e En muchas aplicaciones el problema cinemético inverso debe ser resuelto en tiempo
real, por lo que una solucién de tipo iterativo no garantiza una solucion en el momento
adecuado.

e Al contrario de la cinematica directa, el método inverso no siempre tiene una solucion
Unica.

2.9 Problema cinematico inverso por método algebraico

En principio es posible tratar de obtener el modelo cinematico inverso de un robot a partir
del conocimiento de su modelos directo, es decir, suponiendo conocidas las relaciones que
expresan el valor de la posicion en funcion de sus coordenadas articulares obtener por

manipulacion de aquellas las relaciones inversas (25).

2.10 Matriz Jacobiana

Esta matriz jacobiana es una de las cantidades mas importantes en el analisis y control del

movimiento del robot. Se presenta en practicamente todos los aspectos de la robotica.



Manipulacion: en la planificacion y ejecucion de trayectorias suaves, en la determinacion
de configuraciones singulares, en la ejecucién de movimiento antropomorfico coordinado,
en la derivacion de las ecuaciones dindmicas de movimiento y en la transformacién de

fuerzas y pares desde el efector final a las articulaciones manipuladoras. (29)

2.10.1 Jacobiano analitico

Cuando la posicion y orientacion del efector final del manipulador es conocida, la matriz
jacobiana analitica relaciona las velocidades articulares con el extremo del robot. Es el
método més directo para obtener las relaciones entre velocidades articulares y las del extremo
del robot. Este método consiste en la diferenciacion de las ecuaciones al modelo cinematico
directo. Se necesitan definir como coordenadas cartesianas desde coordenadas articulares.
(26)

X = £(d1,92,,9n); Y = (a1, d2,,dn); Z = f2(q1,92,.an); (113)

= fe(q1,d2,,dn); B =fp(a1,d2.an); 5 v =Ffy(a1,92,,dn) (1.19)

Se deriva con respecto al tiempo ambos miembros del conjunto de ecuaciones anteriores,

obteniendo:

- dy dz
X Zd qu - qu Ch; - dq qlJ (115)

n n n
e do . Zdﬁ L dy |
= da, —dq; B= 4 dqiquv— ., dg —dy; (1.16)

En donde g; representa el valor de las coordenadas articulares.

Efectuando la derivada parcial de la posicion de las articulaciones se obtiene la matriz
jacobiana que es la representacion de la velocidad de las articulaciones para adoptar una
posicion nueva o diferente, el valor instantdneo de cada articulacion cambia porque cada

derivada sera diferente en el espacio articular. (26)



Expresada de forma matricial; la matriz jacobiana sera de 6xn en donde n dependera

completamente del nimero de variables articulares.

q1

(1.17)

2.10.2 Jacobiana geométrica

Establece la relacion entre las velocidades articulares (q,) y la velocidad linear (V) y angular
(w) en el extremo del robot expresadas en el sistema inercial del robot. Para su obtencion es

necesaria la matriz que define el modelo cinematico del robot.

Velocidades de las Velocidades lineales y
articulaciones angulares del extremo del

Gy Gy s ,) robot
(‘I?x, Vy, Vg, Wy, Wy, w;)

@-?E

Figura 1.25 Esquema de relacion entre velocidades articulares y velocidades del extremo del robot

— vx -

ql vy
. B v,

] |7 | wy (1.18)
g |y

La velocidad lineal del extremo del robot expresada desde el sistema inercial se obtiene

mediante las derivadas respecto al tiempo de las coordenadas (x,y,z) obtenidas de la matriz
T. Este procedimiento es igual al del jacobiano analitico, para obtener la velocidad angular.
Al obtener la matriz T de posicién del efector final referido con el sistema inercial {S0} del
manipulador; se obtiene una matriz de rotacion R3xs dentro de la matriz de transformacion

homogénea, esta es una matriz ortonormal que contiene las rotaciones de los sistemas. Para



obtener las velocidades angulares se deriva la matriz de rotacion; se hace uso de la matriz
asimetrica (se dice que es asimétrica cuando al multiplicarla por su transpuesta es cero), la
diagonal principal es igual a cero, asi como la simetria de los elementos internos a través de

la diagonal principal. (26)
2.11 Matriz Omega

Para la demostracion de la matriz omega se parte de la matriz de rotacion. Esté es una matriz
cuadrada y ortonormal, para cada matriz ortonormal, la matriz de rotacion se representa con

una letra Ry R™1 se tiene que:

RR™ =1, (1.19)

Donde I,, es la matriz identidad. Al diferenciar la Ecuacion se obtiene:

RRT + RRT = 0, (1.20)

Que también puede ser escrito como:

RRT + (RRT)T = 0,, (1.21)

Realizando un cambio de variable se obtiene que:
Q=RRT =0, (1.22)

La matriz Omega proporciona las velocidades angulares del efector final referido al sistema
inercial.

La notacion de los vectores i,j,k es:

1 0 0
i = H ;= H sk = H (1.23)
0 0 1

Dentro de la matriz asimétrica la ubicacién de las componentes de la velocidad angular
cambia a la siguiente manera, debido a que una de sus propiedades es que la diagonal
principal estad conformada por cero. Otra propiedad de la matriz asimétrica es que sus
componentes se encontraran con su inverso aditivo en una simetria dada por la diagonal

principal, estas dos propiedades permiten la verificacion de ésta: (26)
00 0 0 0 1

0 -1 O
)(30) = [0 0 —-1|; by = [ 0 0 0]; o)k)= [1 0 Ol (1.24)
01 O -1 0 O 0o o0 O
0 -0, 0,
a=|a, o -o,
-0, 0 0 (1.25)



2,1 [ki0
Q=2 =k,0|=ké
2.1 k6

(1.26)

2.12 Coordenadas de configuracion (25)

Cualquier manipulador ya sea serial o paralelo convencional tiene lo que se conoce como
coordenadas de configuracion a las coordenadas q = [q4,...,qn] ; Y S€ constituye de los
siguientes elementos:

e Coordenadas de postura, respecto al sistema inercial:
Z = [x, v, Z]T (1.27)

Coordenadas de configuracion correspondientes al tipo de manipulador a analizar
Manipulador Serial: g5 = [qs1,- -+, Gsn]

Manipulador Virtual: q, = [qv1,---» Gun]

Manipulador Paralelo; q; = [q41,---» 9an]

En este caso se encuentran dadas no sélo por las juntas activas, sino incluye también a las
pasivas: q; = [qi,j, .-+, qmn]- Permitiendo definir las coordenadas de manera general de la
siguiente manera:

q = [Cqkl" .29)

Donde K = s,v,d ; dependiendo del manipulador a estudiar.
Siguiendo las mismas normas de obtienen las velocidades generalizadas como sigue:

g = [(qk ]T (1.29)

Cinematica

La cinematica de un manipulador asociada al sistema inercial, es conocida como cinematica
externa. Teniendo las coordenadas generalizadas, g, donde las restricciones cinematicas se

pueden describir de la forma:

AT(q)g = 0 (1.30)

Es posible obtener la matriz asociada a la cinematica externa y parametrizada por las

coordenadas generalizadas; de la forma



AT(C[) € R(n.m)x(rm+n.m) (1.31)

La cinematica interna de un manipulador es aquella que esta asociada al sistema de referencia
{xp,yp,zp}, y es independiente a la orientacion del manipulador, 8. Por lo cual para encontrar
la cinematica interna del manipulador, es necesario igualar 6 = 0 ; la expresion quedaria de

la siguiente forma:

ATp(q)qy = 0 (1.32)

Donde ATp(q) € RMmMXrm+nm) eg |3 matriz asociada a las restricciones de la cinematica

interna, que se encuentra parametrizada por las coordenadas generalizadas.

2.13 Matriz en variables de estado

La teoria moderna de control esta basada en el conocimiento del comportamiento interno del
sistema, reflejado en las variables que influyen en su dinamica. Estas variables constituyen
el concepto de estado del sistema. EI conocimiento de la evolucion de todas las variables
influye en la dindmica del sistema permite efectuar un control méas potente de ésta y abordar
el control de sistemas mas complejos (30). Sus principales ventajas frente a la teoria clasica

son.

e Aplicable a sistemas mutivariables en los que existe un elevado grado de interaccion
entre las variables del sistema.

e Esaplicable a sistemas con relaciones no-lineales entre las variables involucradas en
su dinamica y cuyo comportamiento no puede ser aproximado por un modelo lineal,
dentro del rango de valores que van a tomar sus variables.

e Aplicable a sistemas complejos de control, con un gran nimero de variables internas
que condicionan el comportamiento futuro de la salida.

e Aplicable a sistemas cuyos parametros varian en el tiempo a velocidades comparables
con la evolucion de sus variables, para los cuales no se puede obtener en
consecuencia, un modelo de pardmetros constantes valido en un rango temporal

necesario para efectuar el control.



2.13.1 Concepto de estado

Se define estado de un sistema como la minima cantidad de informacion necesaria en un
instante para que, conociendo la entrada a partir de ese instante, se pueda determinar

cualquier variable del sistema en cualquier instante posterior (30).

La cantidad minima de informacion que define el estado viene representada por un
conjunto de variables ST(t) cuyos valores dependen del instante t considerado,
denominadas variables de estado del sistema. Este conjunto de variables, ST(t) , recibe el
nombre de vector de estado. En la gran mayoria de los sistemas fisicos reales se podra
obtener un modelo suficientemente aproximado donde el vector de estado sea de
dimensién finita, n, la anterior definicion puede expresarse de forma matematica como
(30):

X(t) =7 (t, to, X(to), u(T)), to <T<t (133)

Se define estado de un sistema como la minima cantidad de informacion
necesaria en un instante para que, conociendo la entrada a partir de ese instante,
se pueda determinar cualquier variable del sistema en cualquier instante

posterior (30).

La cantidad minima de informacion que define el estado viene representada por
un conjunto de variables Xi (t) cuyos valores dependen del instante t
considerado, denominadas variables de estado del sistema. Este conjunto de
variables, x(t), recibe el nombre de vector de estado. En la gran mayoria de los
sistemas fisicos reales se podra obtener un modelo suficientemente aproximado
donde el vector de estado sea de dimension finita, n, siendo éste el Gnico caso
estudiado a lo largo de todo este texto. Si ademas se representa el conjunto de
variables de entrada mediante el vector u(t) , la anterior definicion puede

expresarse de forma matematica como (30):

2.13.2 Vector de estado

El vector de estado se define sobre el denominado espacio de estado: “Espacio de estado es
el espacio vectorial en el cual el vector de estado toma valores, teniendo por tanto la misma

dimension que el namero de elementos de dicho vector”



Al ser el espacio de estado un espacio vectorial, admite infinitas bases, relacionadas entre si
mediante transformaciones lineales. La representacion del estado depende de la base elegida,
por lo que también existen infinitas posibilidades, igualmente relacionadas entre si por
transformaciones lineales. Esta dependencia no afecta a cualquier variable externa, como las
entradas y las salidas, que no modifican su expresion sea cual sea la representacion del estado

elegida.

2.13.3 Ecuaciones del modelo de estado

En andlisis en el espacio de estados se centra en el estudio de tres tipos de variables:
entrada, salida y de estado (26)

Como el estado recoge toda la informacion del sistema en un determinado instante,
es posible definir una relacion de la salida con éste y con la entrada. Dicha relacion

se establece mediante una ecuacion de la forma: (30):

y(@®) = n(t,x(®),u(t)) (1.34)

Donde se puede observar gque la salida en el instante t s6lo depende del tiempo, del estado y
de la entrada en ese instante, no del estado y de la entrada en instantes anteriores. Esto se

debe a que toda esta informacidn, por propia definicion, ya esta recogida en el estado.

2.13.4Representacion en el espacio de estados

A partir de la cinemaética diferencial de los manipuladores es posible obtener un sistema de
ecuaciones diferenciales. Recordando que un estado es la minima informacidn necesaria en
un instante para conocer la situacion del sistema en ese momento, conociendo las entradas

en dicho instante, es posible determinar el estado del sistema en cualquier instante posterior.

Una forma de encontrar una representacion de la cinematica del sistema MIMO (Multiples
Entradas Multiples Salidas) es mediante la realizacion de un mapeo de las velocidades de

entrada r;,,, donde n(t) = [ny, ...n. .

Siendo el espacio nulo N(Atp), puede ser utilizado para encontrar un conjunto de vectores
suaves de 75, donde [0y,1 (9), ..., Om1,,(q)]. Estableciendo 3.(q) = [0111(q), ) Om1,,,(@)] €S
una matriz con los vectores de velocidades, parametrizada por las coordenadas angulares ; ;,

se expresa en el espacio de estados de las restricciones cinematicas como:



Gp = ) (©:) 1] 139)

Donde n es la matriz que representa la velocidad lineal y angular del extremo del
manipulador. Lo anterior se puede expresar de la forma generalizada: Lo anterior se puede

expresar de la forma generalizada:

¢
w-(7)
(% )
Ip (ZCIk(ei,j) [n]

Introduciendo la configuracion de la matriz de rotacion como una extension de la matriz de

(1.36)

rotacion de postura, la cual ayudara a describir la orientacion del efector final respecto al

sistema inercial.

0 1 0
0 0 1

R3(0,) 0 O
Tq = (1.37)

Y visto de manera respecto al sistema local
-1
Rp  (6p)

0 0
Top = 0 1 0 (1.38)
0 0 1

Pre multiplicando por la matriz de rotacion T,a ambos términos de la expresion se obtiene:

. p
Tq-dp = Ta-| (1.39)

L

. Cp
fardp = 1o <Z(qkéi,j)> [n]

Siendo la ecuacion anterior la representacion del sistema MIMO completo del modelo

cinematico de la configuracion del manipulador.

q=Sr(q).u (1.40)

Donde q Representa a las variables de salida, u las variables de entrada y ST las ecuaciones
a partir de las cuales es posible determinar las variables de estado. Sustituyendo términos se

expresa como:



Z_p> _ (R(Q) ) Z) (1.41)
(éi,j Z(Qkéi,j) -l

Donde, Ay € RIMNXB+M.N) g5 |3 matriz asociada a la cinemética, g € RG+M-N) es el vector
de las coordenadas de configuracion y ¢ € RGT-N) es el vector de las velocidades de

configuracion.

q.p = (xpyp» Zp, 6.11,1» 6.11,2' sy C.Iln,m) (1.42)

Para solucionar el conjunto es conveniente seleccionar el conjunto de variables generalizadas
que mejor convenga, para representar al sistema MIMO. Las velocidades del punto P

expresadas en coordenadas respecto al sistema inercial: v,p ,vyp y v,p describiendo los
parametros para un robot RRR, y 4RRSS.
Gp = [ST][n] (1.43)

Donde S, son vectores columnay n = [vyp v,p v,p] €S €l vector de entradas. Por lo tanto:

dp = [St1, St2, Sez][n] (1.44)

De esta forma se tiene la cinematica del robot expresada en términos de las variables de
entrada 1.

Representacion en el espacio de estados

Xp 1 0 0

yp 0 1 0 Vyp

Z [=[ 0 o 1 [ <VyP ) (1.45)
Gn1 St1,1 St1,3 Uzp
Qn,m St31 St3,3

2.14 Teoria de Cadenas Virtuales en la literatura

Como se ha mencionado en el capitulo #1 EI Doctor Patricio Z. define a una cadena virtual
como: un elemento que existe en la cinematica del manipulador, pero no en la dindmica de
este. Debido a que la masa de los eslabones de la cadena virtual es considerada cero, los
efectos inerciales en el modelo dindmico son nulos, existiendo matematicamente en el

modelo cinematico, pero no en el dinamico.(1)



Boche (25) en su tesis menciona diferentes tipos de cadenas virtuales seriales de 3GDL en el
plano, teniendo la clasificacion segln sus articulaciones o juntas (R=rotacional,
P=Prismatica):

Configuraciones de cadenas virtuales seriales de 3 GDL en el plano

RRR RPR PPR PRP

C & op

PRR RPP RRP PPP

NI SN

Y para la seleccion de una cadena virtual es necesario considerar los diferentes factores como
los grados de libertad del manipulador “real” o el movimiento que se quiere imponer. Hay 3

posibilidades para implementar una cadena virtual:
- Los GDL (grados de libertad) del manipulador real son menores a los de la cadena virtual.
-Los GDL de ambos manipuladores son iguales.

-Los GDL del manipulador real son menores que los del manipulador virtual.(25)



2.14.1 Cadenas Virtuales para la sintesis de tipo de

Mecanismos Paralelos (PM):

En el articulo de Kong and Gosselin (31) utilizan un método intuitivo y conveniente (Cadenas
Virtuales) para representar patrones de movimiento sin ninguna ambigiedad. Resulta una

herramienta eficaz para la sintesis de tipo.

Sintesis de tipo consiste en encontrar todos los posibles tipos de PMS (Mecanismos
paralelos) generando un patron de movimiento equivalente de la plataforma movil. La
seleccion de movimiento o patrén de movimiento es un punto de partida para la sintesis de

tipo. Las cadenas virtuales se utilizan para sintetizar Mecanismos Paralelos.

El autor define 7 juntas para representar a los mecanismos paralelos:

Ld

ANt B Junta R Junta H Junta C

{ ¢

Junta U Junta S Junta E

S

Figura 1.26 Tipos de juntas

Al igual se tiene su nomenclaruta para representar las juntas, para posteriormente

combinarlas:



Tabla 1.5 Nomenclatura de juntas

C JuntaCilindrica R Junta de Revoluta

H Junta Helicoidal S Junta Esférica

P Junta Prismatica U Junta Universal

E Junta Planar

Representacion de las Patas y mecanismos paralelos (PM)

Las patas de un PM es representado por una cadena de caractéres representado los tipos de
juntas, empezando de la base hasta la plataforma maovil. Por ejemplo RRRR esta compuesto

por 4 juntas R. Para representar a los PM se tienen las siguientes reglas:
-Un PM es representado por los tipos de sus patas conectadas por “-“y “ .

-Los tipos de patas dentro del mismo grupo de patas se conectan sucesivamente por "-".
-Las patas de diferente grupo se prepresentan con “ .

- Ry P se utilizan para representar las articulaciones R y P activadas.

Ejemplos:

*4-RRR: esto quiere decir que tiene 4 patas con 3 juntas R.

*2-RR_2PP quiere decir que tiene 2 patas con 2 juntas RR y otras 2 patas con 2 juntas

prismaticas.

*2-PPP quiere decir que tiene 2 patas con 3 juntas prismaticas y una de ellas se mueve o es

activa.
Cadenas Virtuales de 3GDL y 4GDL

En el articulo aparecen cadenas virtuales propuestas por el autor las cuales se encotraron las

siguientes:



Tabla 1.6 Configuraciones de Cadenas Virtuales de 3GDL

Cadenas Virtuales para Mecanismos Paralelos y Seriales

PPP E

Plataforma movil -
Plataforma movil

PPR S

Plataforma movil

Plataforma movil

"

8




Tabla 1.7 Configuraciones de Cadenas Virtuales de 4GDL

Cadenas Virtuales para Mecanismos Paralelos y Seriales

PPPR PS

~

Plataforma mévil Plataforma movil

i

<

SP

Plataforma movil

Existen mas cadenas virtuales de 5 GDL asi también Cadenas virtuales Paralelas ya no
puestas en el trabajo presente, pero el autor ilustra mejor en su articulo. Sin embargo se
menciona: “...la clasificacion de los patrones de movimiento y PM propuestas anteriormente
no es exhaustiva. Sin embargo, se cree que las clases propuestas cubren los casos mas

relevantes en la préctica. Ademas, esta clasificacion se basa en cadenas virtuales y alivia

cualquier ambigliedad potencial en la descripcion del patron de movimiento...”.(31)



3. Modelado de la cinematica diferencial

3.1 Cinematica Directa de Cadena Virtual

La cadena virtual propuesta en el siguiente trabajo no es encontrada en la literatura, en el
capitulo anterior se mostraron las configuraciones mas practicas y habituales. La
configuracién tomada fue elegida por su simplicidad teniendo 3GDL en el espacio, sabiendo
que es deficiente en el espacio, pero el analisis cinematico resulta bastante sencillo. Posee 3
juntas activas, donde la junta 1 y 2 sus ejes son perpendiculares, luego, las juntas 2 y 3 tiene

ejes paralelos.

Figura 3.1 Cadena Virtual propuesta

Tabla 3.1 Caracteristicas de cadena virtual

Grados de libertad 3

Tamario de eslabones Eslabon 1: 11 cm

Eslabon 2: 20 cm

Eslabon 3: 5 cm

Tipos de articulaciones o juntas Rotacional, Rotacional, Rotacional
Juntas Activas 3

Como se pretendia ver la cadena virtual en fisico para observar mejor el fendomeno se realizo
un dibujo en CAD, de la siguiente manera desarrollando la cinematica basada en el siguiente
diagrama:



£3v

Z3v

X3v

Figura 3.3 Representacion de cadena virtual vista isométrica

Se realizaron las siguientes transformaciones ocupando el método de matrices de

transformacion homogenea.

av = Qz[1v]. Tz[£1V] (31)
alv = Qy[02v]. Tx[£2v] (32)
2

av = Qy[03v]. Tx[£3V] (33)

Modelo Cinematica Directa



0 0o 1 2

av = av.av.av
3 123 (34)

La matriz Tc= av, contiene los valores de rotacion, traslacion, perspectiva y escalado.

0 (ﬁ?} v av ﬁ?})

Y=o 0o 0o 1 (35)

En donde

nx = Cos(81v)Cos(62v + 83v) ox = —Sen(A1v)
ny = Cos(62v + 63v)Sen(61v) oy = Cos(81v)
nz = Sen(62v + 63v) 0z=0

ax = Cos(81v)Sen(82v + 63v)  Pxv = Cos(01v)(£2vCos(81v) + £3vCos(82v + 63v))
ay = Sen(61v)Sen(62v + 83v)  Pyv = (£2vCos(61v) + ¢3vCos(62v + 63v))Sen(61v)
az = Cos(02v + 63v) Pzv = £1v — £2vSen(01v) — £3vSen(62v + 63v)

Comprobacion cinematica por método numérico

Se utilizo el programa de Wolfram Mathematica para comprobar la cinematica y ocupamos
la herramienta matematica del método numérico de Newton-Rhapson se obtienen la
cinematica inversa para dar las soluciones a 61,062,063, siguiedo una trayectoria recta
iniciando en un punto inicial pi = (7,7,7) y un punto final pf = {20,20,20} siguiendo 20
puntos, los cuales corresponden a cada una de las 20 soluciones arrojadas por el método
numerico.

Simulacion es una recta:

i
»
«
1

Figura 3.4 Simulacion de cadena virtual en Wolfram Mathematica



3.2Postura del manipulador paralelo en el espacio

La lustracion muestra el robot paralelo delta 4 en estudio,

con sus 4 cadenas cinematicas independientes, cada una de AR T
ellas accionada por un actuador; cada una de las cadenas se
encuentra conectada a la base fija, tierra, y al efector final al
mismo tiempo; por lo tanto hay 4 puntos de anclaje a la base

fija'y 4 puntos de unién al efector final.

La postura del manipulador paralelo en el espacio puede ser
descrita por:

N~
S=[xy,z]" (3.6) Figura 3.4 Postura del
manipulador paralelo

En donde se describe la posicion del punto final P = (xp, yp, zp) con respecto al sistema
inercial (xc,yc,zc). Por otra parte dada la configuracion del robot paralelo la plataforma no
puede cambiar su orientacion, por lo que esta permanecera constante y se asume que R(9)
tendra un valor invariable con el tiempo, sin embargo, la orientacion quedaria definida por la
matriz de rotacion de la postura es una matriz ortogonal que puede ir del sistema inercial al

sistema local.
R(6).RT(0) =1 (3.7)
RT(6) = R71(0) (3.8)

Donde R(8), puede ser representada por las siguientes matrices correspondientes a la

rotacion respecto a cada uno de los ejes “X,Y,Z”:
1 0 0

Rx(x) =0 Cos(x) —Sen(x) (3.9)
0 Sen(x) Cos(x) |
 Cos(p) 0 Sen(e)]

Ry(m)=| 0 1 0
|—Sen(¢) 0 Cos(¢p)] (3.10)
Cos(6) —Sen(B6) O

Rz(z) = |Sen(6) Cos(0) O (3.11)

0 0 1

Representacion de la posicion de un punto entre el sistema inercial y el sistema local



Se define el vector OC relativo al sistema inercial como °C, el vector PC relativo al sistema

local como °P. El vector °C puede ser representado como:

Visto sistema inercial

°C =R +FC (3.12)
Visto desde el sistema local
PC=RO)1+ (°C-"°P) (3.13)
. AYo
I\ P

=¥o

X4 sin(0) + y;cos(0)

—yysen(8) + x;cos(0)=Xg
Figura 3.5. Representacion de un sistema local
visto desde el sistema inercial

Representacion de la Velocidad de un Punto entre el Sistema Inercial y el Sistema Local

La velocidad de un punto es un vector libre; por lo cual es posible posicionarlo en cualquier
lugar del espacio, sin que se experimenten pérdidas o cambios en el sentido, si la magnitud
y la direccién se mantienen. Si la velocidad del punto C definido con respecto al sistema
inercial se puede expresar como el vector °C , y la velocidad del punto C con respecto al
sistema local se puede expresar por el vector C , se puede expresar de la siguiente manera:
°C=R(O)F +C (3.14)

PC =R(O)1x°C (3.15)



3.3 Cinematica directa paralelo 4 Delta por matrices de

transformacién homogénea
Se utilizdé un robot Delta 4 construido por Cruz-Lopez (32) la cual tienen las siguientes
caracteristicas:

Tabla 3.2 Caracteristicas de robot Delta paralelo 4RRSS

Caracteristicas de robot Delta 4 RRSS

Grados de libertad 4
Tamarnio de los eslabones y Bases Eslabén 1: 11cm

Eslabon 2: 20 cm

Eslabén 3: 50 cm

Base movil: 30 cm de didmetro
Base fija: 40x40 cm

Tipos de articulaciones o juntas Rotacional, Rotacional, Esférica, Esférica
Material Aluminio y acrilico
Actuadores Servomotores

Analisis del manipulador

Para la resolucion de la cinemaética directa, se ha
propuesto colocar el sistema inercial en el centro de
la base del manipulador a la altura de la primera
articulacion, de tal manera que resolviendo la
cinematica para una cadena solo bastara con rotar la
base de la cadena 90°,180° y 270° de esta manera se
obtienen las 3 cadenas restantes. En la Figura 3.4 se
aprecia al manipulador junto con las 4 cadenas

correspondientes

Figura 3.6 Diagrama de paralelo Delta 4 RRSS

Siguiendo el método de matrices de transformacion homogénea se trasladan los sistemas de
referencia partiendo de {X,,_1,Yn-1,Zn_1} @ {Xn,Yn Z,} buscando alinear el sistema
{X, Yn Zy} al eslabon correspondiente obteniendo de esta manera traslaciones asi como
rotaciones sobre los ejes {X,Y,Z}. Para simplificar calculos se ha alineado al eje “X0”
(correspondiente al sistema inercial) con uno de los eslabones, de esta manera solo se genera

una traslacién constante “L1X” entre el sistema “X0” y “X1” (Figura 3.5a y 3.5b).



Figura 3.7a Traslacion del sistema S0 a S1 Figura 3.7b Traslacion del sistema SO a S1

Expresado mateméaticamente:

0 (3.16)
ad = Tx[£1]
11

Se corresponde a alinear el sistema {S1} con el eslabon E1 por medio de una rotacion sobre
el eje “Y1” con un angulo negativo 01 generando al sistema {S1’}. El sistema {S1°} se
traslada sobre su eje “X” una distacia constante L2X estando alineado se ronombra como
{S2}. El sistema {S2} se rota sobre su eje “Y” un angulo 62 para quedar alineado con el
eslabon E2 generando al sistema {S2’}. En la Figura 3.6 se muestra la traslacion y rotacion
de los sistemas {S1,S1°,S2}

Figura 3.8 Traslacion y Rotacion de S1,S1" y S2

Quedando la expresion matematica:

11 (3.17)
C%(zi = Qy[—061]. Tx[£2]

Puesto que el tipo de junta que une al eslabon 1 y 2 es esférica se debe considerar
desplazamiento sobre los ejes X, Y, Z debido a la configuracion del robot se desprecia la
rotacion sobre su propio eje del eslabon. No solo bastara con un angulo para alinear al sistema
{S2} con el eslabdn, asi que ademas de 62 se debe considerar un angulo 63 dicho angulo se

muestra en la Figura 3.7. Se obtiene 063 por medio de una rotacion del sistema {S2} quedando



alineado con el eslabon E2 y dado que esta rotacion esta sobre el mismo punto que la genera
a 02 el sistema es nombrado {S2°}.

Figura 3.9 Angulo theta 3
Expresién matematicamente:

12
ad = Qy[—62]. Qz[90° — 63]. Tx[¢3] (3.18)

El sistema {S2’} sobre su eje “X” es trasladado una distancia constante L3 para ahora ser

renombrado como {S3} En la Figura 3.8 se muestra la traslacion del sistema.

Figura 3.10 a) Vista lateral Fi>gura 3.10 b) Vista isométrica

Para el sistema {S3} se debe considerar nuevamente que el tipo de junta entre eslabones es
esférica, por lo que se debe considerar 2 rotaciones definidas por 64 y 05 para alinear al

sistema S3 con el eslabon 3. 65 es producto de una rotacion del sistema {S3} sobre su eje



“Z” Figura 3.9, generando al sistema {S3’}. 04 es describe la rotacion del sistema {S3} sobre

su eje “Y” para alinearlo con el eslabon 3.

L4 %y
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73 13 < ‘
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Figura 3.11 a) Vista isométrica Figura 3.11 b) Vista lateral

El sistema {S3} es trasladado una distancia constante L4 Figura 3.10 sobre su eje “X” para

ser renombrado como {S4} quedando al centro del efector final del manipulador.

Figura 3.12 a) Vista Lateral Figura 3.12 b) Vista isométrica
Expresion matematica:

%421 = Qz[05]. Qy[04]. Tx[£4]

(3.19)
Analizando al manipulador se pueden sustituir los &ngulos 64 y 65 de tal forma que:
04 = —180°+ 62 + 01
(3.20)
05 = —90° + 63 (3.21)
Figura 3.13 Relacién de angulos vista lateral
Quedando de la siguiente manera la expresion matematica:
13
Cﬁl = Qz[—90° + 63]. Qy[—180° + 61 + 62]. Tx[£4] (3.22)

En la Figura 3.12 se aprecia al manipulador con los sistemas {S1, S2, S3,54} vy sus

respectivas transformaciones:
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Figura 3.15 b) Vista lateral de todos
los sistemas y transformaciones

Figura 3.14 a) Vista isométrica de
todos los sistemas y
transformaciones

Obtencion del modelo matematico cinematica directa

La obtencion del modelo cinemético de una cadena es el mismo empleado para las tres
cadenas restantes, dado que las cuatro cadenas cumplen con las mimas dimensiones; tipo de
juntas y articulaciones. EI método de Matrices de Transformacion Homogénea define que la
posicion y la orientacion del efector final vista desde el sistema inercial quedan definida por
la matriz:
;21 (3.23)
14
Dicha matriz es resultado del producto de las matrices obtenidas por el analisis del

manipulador en donde:

10 10 11 12 13 (3.24)
oltgl =ad.ad.ad.ad

11 12 13 14

Siendo cada una de estas matrices el resultado de multiplicar tanto matrices de rotaciéon como
de traslacion descritas por el método de “Matrices de Transformaciéon Homogénea” con base
en los pardametros obtenidos por el anélisis del manipulador. Ver apéndice para checar las

matrices.

Realizando las multiplicaciones correspondientes se obtiene como modelo cinematico:

-1 0 0 +¥¢1—+¢4++£2Cos(61)+ £3Cos(01 + 62)Sen(63)
;gi _[0 1 0 £3Cos(03)
14 0 0 -1 £2Sen(03) + £3Sen(01 + 62)Sen(03)
0 0 O 1 (3.25)



Dado que el efector final se encuentra fijo, su orientacion se conservara de tal manera que no

hay variables que intervengan en la matriz de rotacion.

Obtencion del modelo cinematico cadena 2

Siguiendo el mismo procedimiento de la cadena 1 tenemos:
20 20 21 22 23 (3.26)
ad =ad.ad.ad.ad
21 22 23 24

La base sufre una rotacion de 90° sobre el eje Z para poder desfasar la cadena respecto al

sistema “S0”. Para ver las demas matrices checar apéndice.

20
ad = Qz[90°). Tx[¢21]

(3.27)
Modelo cinemaético de Cadena 2:
0O -1 0 ——£23Cos(623)
é?i _[-1 0 0 £21—+£24++£22Cos(621) + £23Cos(021 + 622)Sen(623)
21 0 0 -1 £22Sen(621) + £23Sen(621 + 622)Sen(623)
0 0 0 1 (3.28)
Obtencion del modelo cinematico cadena 3
30 30 31 32 33
ad = ad.ad.ad.ad (3.29)

La base sufre una rotacion de 180° sobre el eje Z para poder desfasar la cadena respecto al

sistema “S0”. Ver apéndice para checar las demas matrices.
30
a= Qz[180°]. Tx[#31] (3.30)

Modelo cinematico de cadena 3
1 0 0 —#£31++£34—+£32C0s(031) —+£33Cos(031 + 632)Sen(033)

a3gl _[0 -1 0 —£33Cos(033)
34 0 0 -1 £32Sen(031) + £33Sen(831 + 632)Sen(633)
0 0 0 1 (3.31)

Obtencion del modelo cinematico cadena 4

40 40 41 42 43

ad=a.a.a.a
44 41 42 43 44 (3.32)

La base sufre una rotacion de 270° sobre el eje Z para poder desfasar la cadena respecto al

sistema “S0”.

40 (3.33)
ad = Qz[270°]. Tx[£41]



Modelo cinematico

01 0 £43Cos(043)
2021 0 0 —£41+£44 - £42C05(041) — £43Cos(041 + 042)Sen(043)
4 {0 0 -1 £42Sen(041) + £43Sen(041 + 042)Sen(043)
00 0 1 (3.34)

Modelo de Cinemética directa del robot paralelo

Se comprueban las matrices de trasformacién homogénea con un esquema en Mathematica,
agregando eslabones adiciones par una visualizacion mas realista del robot, las condiciones

iniciales son las mimas para todas las cadenas.

100 200

_o00 -100 O
300

200

100

100
X 200

Figura 3.16 Simulacion de esquema de postura de robot Delta 4 RRSS

3.4 Cinematica inversa por método algebraico cadena virtual

Del modelo cinemaético directo se selecciona al elemento pv (Figura) que es la que contiene
a los elementos de correspondientes a posicion, la columna contiene a las igualdades
requeridas para poder obtener a las variables articulares (61,02, 03 ). Este método requiere
del analisis y observacion para la manipulacion de las igualdades de tal manera que se pueda

dar solucion a las variables articulares.



Pxv = Cos(@lv)(fZVCos(le) + £3vCos(62v + 9317))

Pyv = (vaCos(le) + £3vCos(62v + 93v))Sen(91v)
Pzv = £1v — £2vSen(01v) — £3vSen(62v + 63v)

(3.35)

Obtencion 01v

Se observa que Pxv y Pyv nos comunes por lo que:

£2vCos(02v) + £3vCos(62v + 63v))Sen(01v) Pyv (3.36)
Cos(01v)(£2vCos(02v) + £3vCos(62v + 63v) ~ Pxv
Sen(81v)  Pyv
Cos(81v) Pxv
Pyv

Tan(61v) = —

an(061v) PX\}I)

3.37

(61v) = Tan™! (_yV) (3:37)
Pxv

Obtencion 83v

Se definen las siguientes igualdades:

Pxvl + Pyvl = PxvD + PyvD
Pzvl = PzvD (3.38)

Términos izquierdos los cuales se nombran Pxvl y Pyvl revisar apéndice:
Se eleva al cuadrado a los términos Pxvl + Pyvl.

PxvI? + Pyvl? = (£2vCos(82v) + £3vCos(82v + 03v))?

Se elimina a £1v del término izquierdo PzvI de la igualdad correspondiente al componente
“Pzv” y se eleva al cuadrado.

Pzvl = £1v — £2vSen(02v) — £3vSen(02v + 63v)
Pzvl? = (—#2vSen(02v) — £3vSen(02v + 03v))?

Se procede a sumar PxvI? + PyvI? mas PzvI? y simplificar.

Pxvl? + Pyvl? + Pzvl? = £2v? + £3v? + 2£2v£3vCos(03v) (3.39)

Términos derechos de las igualdades.
PxvD? + PyvD? = Pxv? + Pyv?
PzvD? = (Pzv — £1v)?

Sumando los términos derechos de las igualdades se obtiene

PxvD? + PyvD? + PzvD? = Pxv? + Pyv? + (Pzv — £1v)? (3.40)

A partir de lo obtenido en las expresiones (3.29) y (3.30) se obtiene la siguiente igualdad:

€22 + £3% + 2£2£3Co0s((03)) = Pxv? + Pyv? + (Pzv — £1v)? (3.41)



Despejando y simplificando a Cos(63v) de (3.31)

Pxv? + Pyv? + Pzv? — 2Pzvf1v + £1v? — £2v? — £3v?
202vE3v (342)

Cos(83v) =

Dado que se empled la funcion Arco tangente se requiere también obtener a Sen(63), por lo

cual se recurre a la siguiente identidad trigonomeétrica.

Sen(03v) = /1 — (Cos(63))?
Sustituyendo a Cos(83) y tomando en cuenta la configuracion del robot se decide aplicar un

signo negativo, para definir el sentido del eslabon £2v.

PxvZ + Pyv? + Pzv2 — 2Pzvf1v + £1v2 — £2v2 — £3v2\°
Sen(83v) = — [1—

242v{3v (3.43)

Empleando la funcion ArcTan.

83v = ArcTan(Sen(03), Cos(83)) (3.44)

Obtencion 62v
Desarrollando a Pxv, Pyv de las expresiones contenidas en (3.25).

Pxv = £2vCos(62v)Sen(681v) + £3vCos(62v)Cos(63v)Sen(61v)
— £3vSen(61v)Sen(82v)Sen(63v)

Pyv = £2vCos(02v)Sen(61v) + £3vCos(62v)Cos(63v)Sen(61v)
— £3vSen(61v)Sen(62v)Sen(63v)

Se propone un sistema de ecuacién de 2x2 con Pxv y Pzv teniendo como incognitas a
Cos(02)y Sen(62).

Resolviendo el sistema se obtiene.

Av Cv
Cos(02v) = ~Bv Sen(02v) = ~ v

(3.45)

En donde:
Av = —px£2vSec(01v) — px£3vCos(03v)Sec(01v) + pz£3vSen(83v) — £1v£3vSen(63v)

Bv = £2v% + 2£2v#3vCos(03v) + £3v>Cos(83v)* + £3v*Sen(H3v)*
Cv = Csc(03v)(pz£3vCot(03v) — £1v#3vCot(83V) + pzf2vCsc(03v) — £1v£2vCsc(03v) + px£3vSec(61v))

Dv = £3v? + £3v2Cot(03v)?2 + 2£2v£3vCot(03v)Csc(83v) + £2v2Csc(B3v)?

Empleando la funcion ArcTan.



02v = ArcTan(Sen(62), Cos(62))

(3.46)
Simulacion de la cinematica inversa forma cerrada de la Cadena virtual:

Se programa una trayectoria con forma de corazon Figura (3.31a), la cinematica inversa
arroja los valores de las variables articulares necesarias para dar la configuracion necesaria

para cumplir con cada punto que conforma la trayectoria, siendo satisfactoria (3.31 b,c).
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Figura 3.31 (a,b,c) Trayectoria programada asi como la cadena virtual recorriendo dicha
trayectoria.

3.5Cinematica inversa de paralelo

Resolucion por método algebraico

10
Se seleccionan a los elementos correspondientes de posicion de la matriz ad contenida en
14

(3.15) para manipular las igualdades a conveniencia para poder despejar a las variables
articulares (61,02, 03).

Pxd = €1 — ¢4 + £2Cos(01) + £3Cos(61 + 62)Sen(63)
Pyd = £3Cos(03)
Pzd = £2Sen(081) + £3Sen(01 + 62)Sen(63)

(3.37)
Obtencion de 63d

Tomando al Pyd contenido en (3.38) y despejando a Cos(63).

Pyd = #3Cos(03)

Pyd 0
73~ Cos(93) (3.47)
Empleando la identidad trigonométrica Sen?(83) + Cos?(083) = 1y sustituyendo a Cos(83)

se da solucidn al Sen(63) para poder emplear la funcion Arctan.



Sen(63) = /1 — Cos?(03)

Sen(63) = |1 Py?
en(03) = 732

03 = ArcTan (P—yd 1- Py—dz>

3"’ £32 (3.48)
Obtencion 61d
Se definen las siguientes expresiones
Pxdl = PxdD
Pydl = PydD
Pzdl = PzdD (3.49)

Términos izquierdos de (3.41)

Seleccionando al término "PxdI" de (3.41) y simplificando la igualdad con " — #1 + £4 —
£2Cos(01)".

Pxdl =1 — £4 + £2Cos(61) + £3Cos(61 + 62)Sen(63)
Pxdl = #1 — ¢4 + £2Cos(61) + £3Cos(01 + 62)Sen(03) — £1 + £4 — £2Cos(01)

Pxdl = £3Cos(81 + 62)Sen(63) (3.50)

Seleccionando al termino "PzdI" de (3.41) y simplificando la igualdad con " — £2Sen(61)".
Pzdl = £2Sen(81) + £3Sen(81 + 62)Sen(63)
Pzdl = £2Sen(61) + £3Sen(01 + 62)Sen(83) — £2Sen(61)

Pzdl = £3Sen(061 + 62)Sen(63) (3.51)

Se procede a elevar al cuadrado y posteriormente sumar a "PxdI" y "PzdI" (3.42y 3.43).

PxdI?+PzdI?=(#3Cos(01 + 62)Sen(03))? + (¢¥3Sen(01 + 62)Sen(683))>

Desarrollando a "PxdI*+PzdI*"
PxdI?+PzdI? = £3%Cos(01 + 02)?Sen(03)? + £3%Sen(01 + 62)%Sen(63)?

Simplificando a "PxdI?+PzdI?" se obtiene.

PxdI?+PzdI? = £32Sen(83)? (3.52)
Términos derechos de (3.41)
Para "PxdD” y Para "PzdD"

PxdD = Pxd — 1 + £4 — £2Cos(61)

PzdD = Pzd — #2Sen(61)

Elevando al cuadrado "PxdD" y "PzdD" y sumando.

PxdD? + PzdD? = (Pxd — £1 + ¢4 — £2Cos(81))? + (Pzd — £2Sen(01))?



Desarrollando a "PxdD? + PzdD?”.

PxdD? + PzdD? = Pzd? + £22 + (Pxd — #1 + £4)? — 2¢2(Pxd — £1 + £4)Cos(081) — 2Pzd#2Sen(61) (3.53)

Dado el tipo de expresion (3.45) se puede recurrir un cambio de variable (3.46) descrito por
el autor Craij para trabajar con una sola variable.

1—t112 2t11

Cos(0) = T 112 5en(®) = T (3.54)

Realizando el cambio de variable en (3.45).

PxdD? + PzdD? = Pzd? 4Pzdt11£2 422 2(1 —t112)£2(Pxd — £1 + £4)
* g - 1+1t112 1+1t112

+ (Pxd — £1 + £4)? (3.55)

Igualando las a las expresiones (3.44) y (3.47) .
PxdI?+PzdI? = PxdD? + PzdD?

325en(03)? = paq _ HPEAILEZ o 201~ 112)£2(Pxd — £1+ £4)
en(83)" = Pz 1+t112 1+t112

+ (Pxd — #1 + £4)? (3.56)

Dando solucion a la variable t112 se obtienen dos soluciones.
Solucion 1
(3.57)
En donde:
V1 = 2Pzd?2
V2 = —((Pzd — £2)(Pzd + £2) + (Pxd — 1 + £4)? + £3Sen(03)(2£2 — £3Sen(63)))
V3 = (Pzd — £2)(Pzd + £2) + (Pxd — £1 + £4)% — £3Sen(03)(2£2 + £3Sen(03))
V4 = Pzd? + (Pxd — £1 + £2 + £4)? — £32Sen(03)?
Solucion 2

Sustituyendo a t112 en (Expresion) y empleando la funcidn 2Arctan

V5+VV6*V7 V5 —=V6x*V7

81a = 2ArcTan][ 78 ] 61b = 2ArcTan[ V8 ] (3.58)

En donde:
V5 = 2Pzdf2
V6 = —((Pzd — £2)(Pzd + £2) + (Pxd — £1 + £4)2 + £3Sen(03)(2£2 — £3Sen(63)))
V7 = (Pzd — £2)(Pzd + £2) + (Pxd — €1 + £4)2 — £3Sen(83)(2£2 + £3Sen(63))
V8 = Pzd? + (Pxd — 1 + £2 4 £4)? — £3%Sen(03)?
Obtencion 62v



Desarrollando las igualdades de posicion (3.38) correspondientes a "Pxd y Pzd" se
establece un sistema de ecuaciones (3.51) de 2x2 para dar solucion a “Sen(02) y Cos(62)" .

Pxd =41 — €4 + £2Cos(01) + £3Cos(01)Cos(62)Sen(63) — £3Sen(61)Sen(62)Sen(63)
Pzd = £2Sen(01) + £3Cos(02)Sen(81)Sen(03) + £3Cos(61)Sen(62)Sen (63 (3.59)
Soluciones del sistema de ecuaciones

Csc(03)(—¥2 + (Px — £1 + £4)Cos(61) + PzSen(61))

Cos(82) = 73
Sen(62) = Cos(01)Csc(03)(Pz — (Px — #1 + ¢4)Tan(61))
£3 (3.60)
Empleado la funcion ArcTan
62 = ArcTan(Cos(62), Sen(62)) (3.61)

Simulacion del modelo matematico de la cinematica Inversa robot paralelo:

Se programa una trayectoria circular Figura (3.31a), la cinemaética inversa arroja los valores
de las variables articulares necesarias para dar la configuracion necesaria para que el efecto
final del robot paralelo pueda cumplir con cada punto que conforma la trayectoria, siendo
satisfactoria (3.41 b).

Imagen 3.41 (a,b) Trayectoria circular y robot paralelo desarrollando dicha trayectoria.



3.6 Matriz jacobiana Geomeétrica Cadena virtual:

Establece la relacion entre las velocidades articulares y la velocidad lineal y angular en el
extremo del robot expresadas en el sistema inercial del robot. Para su obtencidn es necesaria

- -7 7 0
la matriz de transformacion homogénea ay.

La matriz ayv, contiene los valores de rotacion, traslacion, perspectiva y escalado.

3 0 0 0 (3.62)
En donde

nx = Cos(01v)Cos(62v + 63v) ox = —Sen(61v)

ny = Cos(02v + 63v)Sen(01v) oy = Cos(61v)
nz = Sen(62v + 63v) 0z=0

ax = Cos(81v)Sen(62v + 63v) Pxv = Cos(81v)(£2vCos(01v) + £3vCos(62v + 63v))

ay = Sen(61v)Sen(62v + 63v) Pyv = (£2vCos(681v) + £3vCos(62v + 03v))Sen(61v)
az = Cos(62v + 63v) Pzv = £1v — £2vSen(01v) — £3vSen(62v + 63v)

La velocidad lineal del extremo del robot expresada desde el sistema inercial se obtiene
mediante las derivadas parciales respecto al tiempo de las coordenadas (Pxv, Pyv, Pzv)

. . .0 . -
contenidas en pv de la matriz av. Se procede a derivar cada uno de los elementos de pv

respecto a cada una de las variables articulares ©1, 62, O3.

[OPXV]  rgPxv 9Pxv OPxv

96;v[ |1561v 902v 003V
0Pv aPyv aPyV Pyv aPyV

00,y [06v 001v 0062v 003v
0Pzv 0Pzv 0Pzv 0Pzv

[00,v] '001v 062v 003V (3.64)

Endondei =1,2,3
Consultese el apéndice para consultar las derivadas parciales

Para obtener la relacion de la velocidad angular con la velocidad articular se considera la sub
. . .y 115 M b L4y : [13 0
matriz de orientacion “Rv” que se encuentra dentro de la matriz de cinemadtica directa a3v”

(3.54), la cual contiene a los elementos “nv,ov,av”(3.55).

Posteriormente se deriva a "Rv" respecto a cada una de las variables articulares (O1v, ©2v,
O3v).

rdRv 1 [ Onv dov adav T
001v 001v 0061v 001v
ORv [ORv | |onv dov dav
d00iv  |062v 002v 002v 002
ORv onv dov dav
Lgo3v] Lgo3v 963v 963V (3.65)

Endondei = 1,2,3

(3.63)



Consultese el apéndice para consultar las derivadas

Por definicion se obtiene a la transpuesta de la submatriz de rotacion "Rv™".

Cos(81v)Cos(B2v + B3v) Cos(02v + 63v)Sen(01v) —Sen(82v + 03v)
RvT = —Sen(01v) Cos(61v) 0
Cos(01v)Sen(82v + 63v) Sen(B1v)Sen(62v + 63v)  Cos(62v + 03v) (3.66)

Obtencion matriz omega.
Por definicion

Qv = Rv * RvT

dRv dRv dRv

Qv = + + Rv"
01" dez ' de3l” (3.67)
Qv
0 —01v Cos( 0 1v)(0O2v' + 03v")
= 0 1v' 0 Sen( 0 1v)(62v' + 6 3v)
—Cos(01v)(62v' + 63v) —Sen(61v)(02v' + 63v") 0 (3.68)

De la matriz omega se seleccionan a los elementos " — wxv, —wyv, —wzv" siendo /3,2/

, 1,37, 2] .

wxv = —Sen(01v)(02v' + 63v")
wyv = Cos(01v)(02v' + 63v")
wzv = 01v’ (3.69)

Se procede a derivar parcialmente las velocidades (3.60) angulares respecto a cada una de las
variables articulares.

rdWXV dwXV  0WXV]

001lv 002v 003v
dwv  [dwyv dwyv dwyv
d00,v |061v 002v 063v
dwzv J0wzv Jwzv

L0B1v 002v  063v- (3.70)

Endondei =1,2,3
Consultese el apéndice para consultar las derivadas

Matriz Jacobiana



[OPxv] rdPxv 0Pxv  0Pxv1

aeiV
ap 001v 002v 003v
yv dPyv  dPyv dPyv
96| |961v 962v 803V
dPv dPzv 0Pzv 0Pzv 0Pzv
v = 00| _|06iv|_lae1lv 062v 963V
owv dwxv Jwxv Jwxv Jdwxv
00,v 06;v 001v 062v 003v
dwyv| [dwyv Jdwyv dwyv
06,v 001v 002v 003v
dwzv dwzv Jdwzv Jwzv
90.v L0B1lv 002v 003V

[ 06,V |

Endondei = 1,2,3

Jv
—(£2vCos(82v) + £3vCos(62v + 63v))Sen(61v)
| Cos(81v)(¥2vCos(082v) + £3vCos(82v + 83v))
0

I
L

==

—Cos(01v)(£2vSen(02v) + £3vSen(62v + 63v))
—Sen(01v)(£2vSen(62v) + £3vSen(02v + 63v))
——£2vCos(82v) — £3vCos(62v + 63v)
—Sen(61v)

Cos(81v)

0

Cinemética Diferencial Manipulador paralelo delta 4

—+£3vCos(01v)Sen(82v + B3v)
——£3vSen(81v)Sen(62v + 63v)
—+£3vCos(82v + 83v)
—Sen(01v)
Cos(81v)

0

|
|
J

(3.71)

(3.72)

Se procede a derivar cada uno de los elementos “Pxd, Pyd y Pzd” respecto a cada una de las

variables articulares O1, 62, ©3.

roPxd 0Pxd 0Pxdj

d6; 061 062 063

opd _|oPyd| [aPyd Pyd dPyd
006,d | 96; 901 002 903
o0Pzd 0Pzd 0Pzd 0Pzd

96,1 Llae1 ae2 963

Endondei = 1,2,3

rdPxd

Consulte apéndice para consultar las derivadas

(3.73)

Posteriormente se deriva a Rd respecto a cada una de las variables articulares (61, 62, ©3).

ORd
90,

Endondei = 1,2,3

rORd71 [0nd dod 0ad
001 001 061 061
ORd| [dnd dod oJad
0062 002 002 002
JRd ond dod 0dad
Lge3d Lge3 063 063

Dado que la orientacidn permanecera constante se obtiene.

(3.74)



ORd 0 0 O 9Rd [0 0 0] 9Rd 0 0 0]
—=10 0 O —=10 0 O —=10 0 O
91 {5 0 ol 992 o 0 of 99 o 0 o (3.75)
Por definicion se obtiene a la transpuesta de la submatriz de rotacion "Rd™".
-1 0 0
Rdelo 1 0
0 0 -1 (3.76)
Obtencion matriz omega.
Por definicién
Qv = Rd + Rd"
0 de—Fde—ded] r
= *
V= [a01 " 402 " 463 (3.77)
0 0 O
Qv=1|0 0 O]
0 0 O (3.78)

De la matriz omega se seleccionan a los elementos " — wxd, —wyd, —wzd" siendo /3,2/

, 1,37, [,27.
wxd =0 wyd =0 wzd = 0 (3.79)

Se procede a derivar parcialmente las velocidades angulares respecto a cada una de las
variables articulares, dado que —wxd, —wyd, —wzd tienen un valor de 0 sus derivadas
seran 0

dwxd odwxd Jdwxd]

001 002 003
dod _|dwyd dwyd dwyd

26, 001 902 063
dwzd Jdwzd Jdwzd

L 061 002 003 - (3.80)

Endondei =1,2,3
Consultese el apéndice para consultar las derivadas

Matriz Jacobiana “Jd”.



“Z) 1;"3' -9Pxd 9Pxd 9Pxd-
o 961 002 063
y oPyd oPyd aPyd
06;d 901 002 063
JdPd 0Pzd 0Pzd 0Pzd 0dPzd

jd=|9%|_|90d]|_|oe1 o6z 063

owd|  |dwxd| ™ [doxd Jdwxd dwxd
90,1 |@e0,d| |@61 902 063
dwyd dwyd Jdwyd Jwyd
36,d| |0e1 ez 963
dowzd dwzd OJdwzd OJwzd

90,a] 961 062 963 (3.81)

Endondei = 1,2,3

—£2Sin[01] — £3Sin[01 + 62]Sin[63] —#3Sin[01 + 62]Sin[63] £3Cos[61 + 62]Cos[63]

0 0 —£3Sin[03]
ja=| £2Cos[01] + £3Cos[01 + 62]Sin[B3]  £3Cos[01 + 62]Sin[63] £3Cos[03]Sin[01 + 62] |
0 0 0
l 0 0 0 l
[ 0 0 0 | (3.82)

El mismo procedimiento es aplicado para obtener las 3 cadenas restantes. Consultar el
apéndice para observar las matrices jacobianas de las tres cadenas restantes

3.7 Matriz en variables de estado cadena virtual

Una vez obtenida la matriz jacobiana se procede a multiplicarla por las velocidades
articulares 61v’, 02v’, 83v’

r dPxv
00;v
JdPyv
d0;v
0Pzv
d0;v
dwxv
90,V
Jdwyv
90,V
dwzv

il (3.83)

[6:v1]

. [Giv']

[6;v]
[e;v]

[6;v]




Endondei = 1,2,3

Con los 3 tres primeros elementos se declara el siguiente sistema de ecuaciones, teniendo

como incognitas a las velocidades articulares 61v’, 82v’, 63v'.

dPxv
d0;v
dPyv
da0;v
dPzv
00;v

.[8;v'] —Xpv =0

.[6;v]—Ypv=0

[6;v]—Zpv =0

Del sistema de ecuaciones se obtienen las siguientes soluciones:

01y = Cos(01v)(Ypv — XpvTan(61v))
V' = 12vCos(82v) + (3vCos(02v + 63v)

A(B —C)
o2y’ = —
v D

03v' = E(F+ G — H)

En donde
A = Csc(83v)
B = Cos[02v + 63v](Cos(81v)Xpv + YpvSin(61v))
C = ZpvSin(62v + 63v)

D ={2v

1
E = _EZVE3VCSC(93V)

F = Cos(01v)(£2vCos(02v) + £3vCos(02v + 03v))Xpv
G = ($2vCos(02v) + £3vCos(02v + 93V))Yf)VSin(61V)

H =.ZpV(22VSin(92V) + €3vSin(62v + 63v)

(3.84)

(3.85)

Posteriormente se procede a derivar las soluciones obtenidas para 01v’, 02v’, 83v' : respeto

a Xpv, Ypv y Zpv Con las ecuaciones obtenidas, entonces se puede obtener una matriz de

cinematica diferencial de una cadena, como la siguiente:



stnv =

Modelo en variables de estado

N
o
<

.
= X

. ."c.bc.

< <2
~N_

D
—
<

D -
w
<

3.8 Matriz en variables del paralelo delta 4

1 0 0
0 1 0
0 0 1
001v’ 061v’ 001v’
aXpv aYpv aZpv
002v’  902v’ 002v’
aXpv dYpv 8Zpv
003v’ 003v’ 003V’
a Xf)v d Yf)v d va
G, = St,.u,
1 0 0
0 1 0
0 0 1
001 001 061
_ 6Xp aYp 6&)
002" 902 902
6Xp aYp GZp
903 903 903
6Xp aYp GZp

prv
ypv
Vzpv

(3.86)

Una vez obtenida la matriz jacobiana se procede a multiplicarla por las velocidades

articulares 81’,02',03’

Jd.[6;]

rdPxd

dPyd

0Pzd

Jdwxd

Jdwyd

Jdwzd

20;
20;
20;
20;
20,d "

[0,

(3.87)

Con los 3 tres primeros elementos se declara el siguiente sistema de ecuaciones, teniendo

como incognitas a las velocidades articulares 61,62, 03",



20, .[6; 1 —Xpv =
JdPyd -
6_81[81 ] —YpV =0
0Pzd 0, Zpv = 0
ge; TPV = (3.88)
Obteniendo como soluciones:
Cadena 1
01 = Csc(02)(Cos(61 + 62)Xp + Cot(63)Yp + ZpSen(01 + 62))
B £2
+ Csc(03)Yp
93 =-—% (3.89)
En donde:

A = Csc(82)(#3Cos(61 + 62) + £2Cos(01)Csc(63) Xp
B = Cot(03)Csc(02)(¥3 + {’ZCOS(GZ)CSC(GS))Yp
C = Zp(£3Cos(61)
D = (£3Cot(82) + £2Csc(62)Csc(63))Sen(01)))

El mismo método fue aplicado para obtener las cadenas restantes, consultar apéndice.

Derivando las soluciones de las velocidades 61’,62’,083' y derivando respecto a Xp, Yp y Zp.

SO -
(=N e
—_o O

901 001 901
d Xp d Yp 0 Z'p
002 902 0902
dXp dYp 9Zp
903 903 903
dXp dYp 9Zp (3.90)

StA =

Aplicando el mismo método para las cadenas restantes, las ecuaciones son bastante grandes

para ponerlas en este apartado. Consultese el apéndice.
Modelo en variables de estado

da = Stp-Up



SO -
(=N )
—_o O

Xp

Y:p ae;' ae;' ae;' v,
Z.p _|9Xp 9dYp 0Zp v
011 002 902 002 V.yp
912 GXp aYp 6le P
0 13 903 903 903

GXp OYp 6le

4. Simulacion, pruebas y resultados

Para la demostracion del funcionamiento de la cadena virtual en el espacio, se ocuparon los

programas Wolfram Mathematica, MatLab y Simulink.

Se eligio a Wolfram Mathematica por la manipulacién de matrices, que resulta una
herramienta sencilla de ocupar, mostrando los resultados de una manera entendible a simple
vista. Obteniendo la cinematica directa e inversa de ambos robots, Wolfram Mathematica
tiene una herramienta de animacion la cual permite observar la postura del robot y asi,

comprobar si las operaciones matriciales son correctas.

En cuanto a MatLab es un programa muy poderoso que permitio efectuar los demas calculos
posteriores, obtener datos como angulos y simular los robots en tiempo real. Posee también
la parte de procesamiento de sefiales la cual, se puede mandar a un microcontrolador para ver

al robot moverse.

Simulink es una herramienta grafica muy utilizada en control y se ocup6 para hacer los

diagramas de bloques.

4.1 Primer sistema; Cadena virtual RRR Simulacién.

Para que todo el sistema se mueva, primero se simulé la cadena virtual RRR,, ya que ésta es
la responsable del movimiento del Paralelo, las trayectorias seleccionadas son una recta y

una lemniscata.

Recordando en el capitulo anterior se tiene la matriz en variables de estado de la cadena

virtual:



rXpv7 r 1 0 0 7
Ypv 0 1 0 Xpv
Zpv| _| O 0 1 Avpv
wxv a4l a42 a43 Zpv
wyv a51 a52 a53
‘wzv Labl a62 a63-

41— Sin[061v]
A% = ¥2v * Cos[02v] + £3v * Cos[02v + B3V]

42 — Cos[01v]
= v Cos[02v] + £3v * Cos[62v + 63V]

a43 =0
Cos[01v] * Cos[B2v + 83v] * Csc[03v]
a51 =
£2v
. Cos[02v + 63v] * Csc[63v] * Sin[01v]

a =

£2v

Csc[03v] * Sin[62v + 03v]

53 = —
@ £2v

Cos[01v] * (£2v * Cos[02v] + £3v * Cos[02v + 63v]) * Csc[03V]
£2v * £3v

abl =

El diagrama 4.1 muestra de manera general, simulando una trayectoria recta. Como se puede
observar Vxmax, Vymax, Vzmax, entran al blogue de cadena virtual RRR,, éstas son

velocidades constantes tomando los valores de 1,-1,1.

Las salidas son las velocidades angulares del efector final de la cadena virtual (wlv, w2v,
w3V) y sus respectivos angulos (thetalv, theta2v, theta3v). Posteriormente se ocuparan para

mover al paralelo.
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Figura 4.1 Diagrama del subsistema de Cadena Virtual RRR,

¥ [em]

Figura 4.2 Simulacion de recta en Cadena

virtual

100

A continuacioén se observa la simulacién de la cadena

virtual, en el cual se le dio un tiempo de simulacién

de 150. El punto de color amarillo es el efector final,

y éste, sigue a la trayectoria.



Las siguientes 3 graficas en la figura 4.3 se muestra la evolucion de los &ngulos con respecto
al tiempo; se tiene en el eje de las ordenadas “thetalv”,theta2v'y “theta3v”.en el eje de las
abscisas tenemos el tiempo de simulacién que es de 0-150, cabe mencionar que las unidades
son en grados y segundos. Se observa que es un comportamiento es (por asi decirlo) “estable”

ya que los angulos no presentan datos tan disparados.

Figura 4.3 Graficas de angulos thetalv, theta2v, theta3v.
Comportamiento de las velocidades lineales en el efector final (XPv,Ypv,Zpv), son rectas
con pendientes positivas y negativas, como ya se ha mencionado mantienen el valor de 1,-

1,1.

Figura 4.4 Velocidades lineales del efector final de la Cadena virtual.

Para simular la trayectoria de lemniscata es creada por funciones senoidales,paramétricas,

quedando la siguiente manera:

I
= —Sin(==x*t
vxmax Ln(79 * 1)
s T
—_ vymax = —Sin(% *t+ E)




vzmax = —.5 x Sin(% *t) (4.1)

Donde t es el tiempo de la simulacion la cual le dimos 150.

XY Plot
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-100
-100 -50 0 50 100
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Figura 4.5 Gréafica de lemniscata

En la figura 4.4 se muestra a la cadena virtual siguiendo dicha trayectoria.

Secuencia de postura

Figura 4.6 Cadena virtual con lemniscata.
Se grafico también el comportamiento de los angulos con respecto al tiempo, teniendo de

igual manera en el eje de las ordenadas los angulos y en el eje de las abscisas el tiempo de 0-

150, igualmente los &ngulos no presentan perturbaciones o valores tan disparados.



Figura 4.7 Angulos de cadena virtual con lemniscata.
4.2 Simulacion la de cadena virtual RRR en Paralelo Delta
4RRSS.

Previamente se han obtenido las matrices en variables de estado, tanto de la cadena virtual
como del robot paralelo ya uniendo los dos sistemas; se procede a simular dichas matrices

para observar visualmente el comportamiento del sistema completo.

En el diagrama general se muestran las diferentes etapas de la simulacion: como primera fase
se tiene la entrada a la cadena virtual por parte del vector de velocidades lineales [vy , vy , v,]
en el efector final, para dar solucién a las velocidades angulares y angulos de las variables
articulares de la cadena virtual, las cuales en la siguiente etapa se introducen al robot paralelo

quedando este en funcion de la cadena virtual.

Subsistema
—%— | Cadena Virtual

[vxma: P In3

P Input
w3v | » \npu_t}1_._
vymax »ins E ::];SE s Subsistema
[ E— | neuté Paralelo RRSS
Input5
theta2v —r

IVZmax] P In5

theta3v

Figura 4.8 Diagrama de blogues de sistema completo.



Checar apartado de apéndice para visualizar el subsistema de Paralelo RSS ya que es un

diagrama muy extenso.

En la figura 4.9 se puede apreciar a la cadena virtual representada por las lineas magentas y
rojas punteadas, por otro lado, el robot paralelo se representa por las lineas continuas. Se
observa que para un tiempo “0” tanto la cadena virtual y el robot paralelo convergen en un
mismo punto, con lo cual se comprueba dadas las condiciones iniciales; la cadena virtual y

el robot paralelo posicionan al efector final en el mismo punto del espacio.

y [em]
Secuencia de postura 4150  -100  -Secuencia de postura 100 150
. 150
300 |
100 F
250
50
200
E o
150 = — I —
100 0|y
50 oy ‘
0 200 150
100
0
=L 100 0
100 -100

x [om]

Figura 4.9 Vistas de Paralelo RRSS con cadena virtual.

Luego se pasa a simular una linea recta como trayectoria, dando un tiempo de simulacion de
120, los dos sistemas convergieron satisfactoriamente en todo momento, comprobando de

esta manera, el control por parte de la cadena virtual sobre el paralelo.

Secuencia de postura

Secuencia de postura
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Figura 4.10 Simulacion de Cadena virtual con Paralelo siguiendo una recta



Las graficas de la velocidades lineales en el efector final el paralelo y la cadena virtual
(Xp,Yp,Zp) demuestran que siguen al mismo punto, a continuacion, se puede observar dicha

comparacion entre ambos.

a) Cadena virtual

b) Paralelo RRSS

Figura 4.11 a Comparacion de Velocidades lineales.

Posteriormente, se graficaron los angulos del paralelo con respecto al tiempo, con un tiempo
“t” de 150, en la figura 4.12 y 4.13 se muestra un comportamiento estable llegando a tiempo
t=140, sin embargo, el lector se puede dar cuenta, que pasando dicho tiempo, empieza a
existir un “desorden” en las gréficas (thetall, thetal2, theta2l, theta22,
theta31l,theta32,theta41,thetad2). Esto sucede porque al paralelo le resulta mas complicado
llegar a algunos puntos, lo ideal en la practica es cuidar llegar a esos angulos. Otra
informacién que da las graficas: es que algunos angulos son muy parecidos a otros, esto se

debe a que las ecuaciones cinematicas son casi idénticas, solo cambia el signo.



beatz ay -]

Figura 4.13 Angulos de paralelo, Cadena #3 y #4

Luego de analizar la recta, se simul6 la lemniscata teniendo los siguientes resultados:

Secuencia de postura

300 i
Secuencia de postura
250
200

150 ~

100

Figura 4.14 Paralelo con cadena virtual siguiendo una lemniscata.



Para apreciar mejor el movimiento de ambos sistemas, se compararon las graficas de las
velocidades lineales en los efectores finales tanto del paralelo como la cadena virtual, y

efectivamente muestran los datos similares.

b) Paralelo RRSS

Figura 4.15 Comparacion de la velocidad lineal en los efectores finales

Asi también se graficd los angulos del paralelo RRSS y como se puede observar no se

tuvieron problemas en los angulos, se muestran estables y no hay un desorden en ellos.
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a) Angulos de la cadena #1 y #2

- s p f\ A
\\.\ // .

T/ \

NI TN N

AN

/ '/ \
/ \

b) Angulos de la cadena #3 y #4

Figura 4.16 Graficas de angulos del paralelo RRSS



5. Conclusiones

Es posible el control de una arquitectura compleja como la de un paralelo por medio de una
cadena virtual RRR de arquitectura mas sencilla con resultados satisfactorios en el espacio,

generando trayectorias continuas y consistentes.

La cinematica inversa es necesaria para dar las condiciones iniciales del sistema y de esta
manera conocer el valor de las variables articulares y la configuracion necesaria, para que
robot y la cadena virtual se posicionen en un mismo punto del espacio. Sin embargo, aunque
ambos sistemas no se coloquen en el mismo punto; la cadena virtual es capaz de efectuar el

control por medio de las velocidades.

Otro punto para tomar en cuenta en es: el disefio de una cadena virtual, ya que queda en
funcién del espacio de trabajo del manipulador a controlar. Es necesaria esta consideracion
ya que de no ser asi; la cadena virtual podria no alcanzar puntos o trayectorias que el
manipulador si, generando posibles singularidades y limitaciones al momento del control de
la trayectoria. De igual manera en viceversa puede que la cadena virtual no alcance algunos

puntos y el paralelo si. A continuacion, se ilustra lo que sucedio:

Secuencia de postura

Secuencia de postura

Interseccion de Paralelo
y Cadena virtual
Puntos que
alcanza la cadena
virtual y paralelo
no.

Figura 5.1 Errores de convergencia

Esto es claro, ya que si observamos a los sistemas desde el plano X y Y; la cadena virtual

puede cubrir mas area de trabajo que el paralelo.
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Figura 5.2 Comparacion de areas

En cuanto a los célculos efectuados, se debe tener cuidado a la hora de la simplificacién de
las ecuaciones, cuando se deja en funcion a la cadena virtual, porque en varios intentos
existieron fallas, los dos sistemas no convergian, esto quiere decir que el efector final de la
cadena virtual se salia de la trayectoria e igual el paralelo, en la siguiente figura se puede

observar este error:

Secuencia de postura

x [cm]

Figura 5.3 Error de simplificacion

El programa Wolfram Mathematica tiene una herramienta para simplificar llamada
Fullsimplify, fue de gran ayuda para obtener resultados mas pequefios y ordenados, sin
embargo, cuando se aplicaba en la matriz de variables de estado, ocurria el error de la
trayectoria, se debia a que algunos términos se usaban identidades trigonométricas, las cuales
simplifican las expresiones, pero como se trabaja con algunos valores pequefios, existian

variaciones, reflejadas en la trayectoria.



Posteriormente podemos resumir la conclusién de este trabajo con la siguiente tabla,
mostrando las ventajas y desventajas observadas.

Ventajas: Desventajas:

Posible control de no solo un sistemasino Las expresiones obtenidas son muy
mas sistemas, como los hibridos. grandes se debe tener cuidado de no

equivocarse en algun término.

Control con un sistema sencillo uno més Simplificacion de calculos puede afectar

complejo. al método.

Espacio de trabajo de los sistemas se
fusionan, llegando a ser més extenso o

menor.

6. Trabajo a futuro

-Probar diferentes configuraciones de cadenas virtuales en el espacio, dado que la seleccién
de una RRR,, fue debido a que es uno de los casos mas estudiados y documentados en la
robotica. Todavia es un tema con gran investigacion y se puede decir que es un tema muy
prometedor, se podria implementar una cadena virtual con mas grados de libertad o con juntas
prismaticas, posteriormente escalar a arquitecturas mas complejas, tal como la de un robot
hibrido.

-Instrumentar al robot paralelo para poder cotejar los angulos arrojados por las mediciones y

los arrojados por la simulacion de Matlab.

-Estudiar el comportamiento dinamico del robot paralelo.
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7. Apéndice

Matrices de cadena 1
10
ad = Tx[¢1]
11
11
%i = Qy[—61]. Tx[£2]
12
6%3(1 = Qy[—062].Qz[90° — 83]. Tx[#¢3]
13
‘{ff = Qz[—90° + 63].Qy[—180° + 01 + 02]. Tx[#4]
Matrices de cadena 2
21
%gl = Qy[—621]. Tx[£22]
22
ad = Qy[-622].Qz[90° — 623]. Tx[¢23]
23
%g = Qz[625].Qy[024]. Tx[£24]
Matrices de cadena 3
31
63151 = Qy[—631]. Tx[#32]
32
ad = Qy[—032].Qz[90° — 833]. Tx[£33]
33
%g = Qz[635].Qy[0634]. Tx[£34]
Matrices de cadena 4
41
a= Qy[—641]. Tx[£42]
42
ad = Qy[—042].Qz[90° — 043]. Tx[£43]
43
ad = Qz[645]. Qy[044]. Tx[£44]

Derivadas parciales para "Pxv" matriz jacobiana

0Pxv

301s —(#2vCos(02v) + £3vCos(62v + B83v))Sen(01v)

0Pxv
002v

= Cos(01v)(—#2vSen(02v) — £3vSen(02v + 63V))



0Pxv
063v

= —£3vCos(01v)Sen(62v + B3v)

Derivadas parciales para "Pyv"
dPyv
d61v

oP
69}2"; = Sen(01v)(—42vSen(62v) — £3vSen(62v + 63v9)

= Cos(61v)(¥2vCos(02v) + £3vCos(02v + B3v))

JdPyv

555;::-—#3vSen(91v)Sen(92v4—63v)

Derivadas parciales para "Pzv"

dPzv
961
d0Pzv
020 ——£2vCos(82v) — £3vCos(62v + 63v)
dPzv
5030 ——£3vCos(62v + 63v)

Derivadas submatriz de rotacion cadena virtual

RV —Cos(02v + 63v)Sen(A1v) —Cos(61v) —Sen(81v)Sen(62v + 63v)
3010 Cos(01v)Cos(82v + B63v) —Sen(B1lv) Cos(01v)Sen(02v + 63v)
0 0 0
ORv [—Cos(061v)Sen(82v + 83v) 0 Cos(81v)Cos(82v + 83V)]
=| —Se(01v)Sen(62v + 03v) 0 Cos(B2v+ 03v)Sen(01v)
902 | _Cos(02v + 03) 0 —Sen(62v+ 63v)
ORv [—Cos(01v)Sen(82v + 63v) 0 Cos(81v)Cos(82v + 63V)]
= |—Sen(81v)Sen(B2v + 63v) 0 Cos(62v + 83v)Sen(81v)
063v i —Cos(02v + 83v) 0 —Sen(02v + 63v)

Derivadas de w para la cadena virtual

Para "wxv"
6ooxv_ 0 6(0XV_ Sen(61v) awxv_ Sen(61
201V dezy . oenO1V)  Faar = —Sen(B1v)
Para "wyv"
dwyv dwyv owy
01y 0 Jo2v = Cos(01v) ——— = Cos(01v)

003v



Para "wzv”

WIOYAY B
001v

Capitulo 3.6

IOYAY _
002v

WIOYAY _
003v

Derivadas de posicion-jacobiano

Derivadas parciales para “Pxd”.

0Pxd
001

= —£2Sin(01) — £3Sin(01 + 62)Sin(63)

dPxd
002
dPxd
003

Derivadas parciales para “Pyd”.

Derivadas parciales para “Pzd”.

0Pzd
—— = £2Cos(01) + £3Cos(01 + 62)Sin(03)

001

Derivadas de W paralelo
Para "wxd"

Para "wyd”

0Pzd
002

0Pzd

003

—£3Sin(01 + 62)Sin(03)

= ¢3Cos(01 + 62)Cos(03)

dPyd
S01 - 0
dPyd
002
@ = —£3Sin(03)
003

= £3Cos(01 + 62)Sin(63)

= £3Cos(03)Sin(01 + 62)

dwx _ dwx _ dwx _
0601 002 003
Jwy dwy Jwy
661_0 092_0 663_0

Para "wzd"



aa)x_o aa)x_o 6a)x_
001 002 003

Matrices jacobianas 3 cadenas paralelo

I 0 0 £23Sin(623)
—£22Sin(821) — £23Sin[021 + 622]Sin(823) —£23Sin[021 + H22]Sin(623) £23Cos[621 + 622]Cos(623)
Jd2 = | £22Cos(621) + £23Cos[021 + 622]Sin(023) ~ £23Cos[021 + 622]Sin(023) ~ £23Cos(023)Sin[621 + 622]
0 0 0
0 0 0
0 0 0
- £32Sin(031) + £33Sin(031 + 632)Sin(633)  £33Sin(631 + 632)Sin(633) —£33Cos(631 + 632)Cos(833)]
0 0 £33Sin(033)
|d3 = |£32C0s(631) + £33Cos (631 + 032)Sin(633)  £33Cos(831 + 632)Sin(833)  £33Cos(633)Sin(831 + 632)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
- 0 0 —£43Sin(043)
£42Sin(041) + £43Sin(041 + 0642)Sin(043)  £43Sin(041 + 0642)Sin(643) —£43Cos(041 + 042)Cos(043)
[d4 = | £42Cos(041) + £43Cos(041 + 042)Sin(043)  £43Cos(B41 + 042)Sin(643)  £43Cos(043)Sin(641 + 642)
0 0 0
0 0 0
0 0 0
Velocidades articulares paralelo
Cadena 2
621’ — Csc(022)(—Cot(823)Xp2 + Cos(621 + 622)Yp2 + Zp2Sen(621 + 622))
B £22
1 .
022" = (Cot(823) (£23Csc(022) + £22Cot(622)Csc(023))Xp2
+ YpZ(—Cos(GZ1)({?23Cot(922) + £22Csc(022)Csc(023))
+ £23Sen(021)) — Zp2(£23Cos(021) + (£23Cot(622)
+ £22Csc(022)Csc(023))Sen(621)))
Csc(623)Xp2
p23r = L5c(023)Xp2
£23
Cadena 3
o3y — _ C50(832)(Cos(631 + 032)Xp3 + Cot(633)Yp3 — Zp3Sen (831 + 032))
B £32
032’ = (Cot(833)Csc(032) (£33 + £32Cos(032)Csc(633))Yp3

- $32¢33
+ Xp3(Cos(631)(¥33Cot(0632) + £32Csc(632)Csc(633))

—£33Sen(0631)) — Z}f)3({’33Cos(931) + (¢33Cot(032)
+ £32Csc(0832)Csc(633))Sen(631)))

Csc(033)Yp3

033" =
£33



Cadena 4

(3c(642)(C0dB43)Xp4——Cos(6414—942)Yb4—kZb4Sen(641ﬁ—642))

041" = 742

042" = 742743 (—Cot(043)Csc(042)(¥43 + £42Cos(0642)Csc(043))Xp4

+ Yp4(Cos(041)(£43Cot(042) + £42Csc(642)Csc(643))
— £43Sen(041)) — Zp4(£43Cos(041) + (£43Cot(042)

+ £42Csc(042)Csc(0643))Sen(641)))

043" =

!

Matrices en variables de estados paralelo

£43

Csc(043)Xp4

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0021 9021 9021
nd2 = 6Xp2, 6Yp2, aZp%
0022 9022 9022
dXp2 8Yp2 0Zp2
0023 9023 0023
dXp2 dYp2 Zp2
1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
9031 0031 0031 0041 0041 0041
stnd3 = aXp?: 6Yp3’, aZpS” stnd4 = E)Xpl% c’)Yp4’ 6Zp4,
0032 9032 0032 0042 0042 0042
dXp3 8Yp3 0Zp3 dXp4 dYp4 0Zp4
0033 0033 0033 0043 0043 09043
dXp3 dYp3 9Zp3 dXp4 8Yps 0Zp4

Wolfram mathetmatica

CINEMATICA DIRECTA E INVERSA CADENA VIRTUAL RRR

(*Programa elaborado por Daniel Cruz y Emilio Villanueva junto con el Asesor Dr. Martinez Zamudio P.
Para la cinematica directa e inversa de una cadena virtual RRR 2019%)

FUNCIONES

Clear[a]
Qx[a_]:={{1,0,0,0},{0,Cos[a],-Sin[a],0},{0,Sin[a],Cos[a],0},{0,0,0,1} }

Qy[¢_1:={{Cos[¢],0.Sin[¢],0}.{0.1,0,0}.{-Sin[¢],0,Cos[¢] 0},{0,0,0,1}}

Qz[0_]:=
{



{Cos[0],-Sin[0],0,0},
£Sin[0],Cos[6],0,0},
{0,0,1,0},

{0,0,0,1}

}

(*Matrices de traslacién*)
TX[x_]:={

{1,0,0,x},

{0,1,0,0},

{0,0,1,0},

{0,0,0,1}

}

Tyly_1:={
{1,0,0,0},

0,10y},
{0,0,1,0},
{0,0,0,1}
¥

Tz[z_]:={
{1,0,0,0},
{0,1,0,0%},
{0,0,1,2},
{0,0,0,1}
}

Txyz[x_y_,z ]:={

{1,0,0,x},

{0,1,0.y},

{0,0,1,z},

{0,0,0,1}

¥
n={0,0,0,1};
T3D([P_]:={P[[1]].P[[2]].P[[311}
(*Matriz D-H*)
Q[0 _.d_,a ,a ]:=Qz[0].Tz[d].Tx[a].Qx[a]
Q[0,d,a,a]//MatrixForm

CINEMATICA DIRECTAM.T.H
(*letra c es de cadena virtual*)

a:v = Qz[01v] .Tz[/1v]

a:v // MatrixForm

a:v = Qy[o2v] .Tx[¢2v]

a:v // MatrixForm

aiv = Qy[©3v] . Tx[#3v]

azv // MatrixForm
o o N
alv = alv // FullSimplify

ajv // MatrixForm



a:v = a:v.aiv // FullSimplify

a:v // MatrixForm

a:v = a:v.a;v.aiv // FullSimplify

a:v // MatrixForm

CINEMATICA INVERSA CERRADA METODO ALGEBRAICO
TETHA 1

o
« _avl1, 4]

avl2, 4]
V= 3

avi3, 4]
Zv=3

pypx=YV/Xv

t1=ArcTan[pxv,pyv]

Cos[01v]/.01v->t1

TETHA 3

XvZ;

YvZ;

Zv;

Ecxy2D=Xv?+YV? //FullSimplify

Ecz2D=(Zv-L1v)?
Sumxyz2D=Ecxy2D+Ecz2D//FullSimplify ~ (*2 ES DE ELEVADO AL CUADRADO Y D ES DEL
LADO DERECHO¥)

Sumxyz21=pxv2+pyvZ+(pzv-£1v)>?
Theta3=Solve[{Sumxyz2D==Sumxyz2l}, Cos[03Vv]]//Flatten
C3= Cos[03v]/.Theta3

g3V 1-(€3)?

t3=ArcTan[C3,S3]

TETHA 2
Ecxt2=Xv//TrigExpand;
Ecyt2=YV//TrigExpand;
Eczt2=2v//TrigExpand;
SolSCo2v=Solve[{Ecxt2==pxv,Eczt2==pzv},{Cos[02V],Sin[02Vv]}]//Flatten
C2=Cos[62v]/.SolSCOH2v;
S2=Sin[02v]/.SolSCH2v;
t2=ArcTan[C2,S2]//FullSimplify;
Datos

L1v=50;

£2v=60;

£3v=60;

nxv=0; nyv=-1; nzv=0;

oxv=-1; oyv=0;0zv=0;

axv=0; ayv=0; azv=-1,;
or={{nxv,oxv,axv}{nyv,oyv,ayv},{nzv,ozv,azv}},
tf=20;

Ce={0,0,0};
Cross[{-1,0,0},{0,0,-1}]
Trayectoria

For[t=0,t<=tf, t+=1,
p=(10*(t/tF)3-15*(t/tF)*+6*(t/tf)®);

aa=15;



{AbsoluteThickness[2],RGBColor[1,0,0], Trayectoria}

3

Axes->True, AxesLabel->{x,y,z},
PlotRange->{{-100,200},{-100,200},{-1,200}},
ImageSize->500

]
Valores de las variables articulares

For[t=0,t<= tf, t+=1,

pxv=s[t][[1]];

pyv=s[tI[[2]];

pzv=s[t][[3]];

(*Variables articulares*)

fal[t]=t1;

01lv=0al[t];

0a3[t]=t3;

03v=0a3[t];

fa2[t]=t2;

02v=0a2[t];

]

7703v

SIMULACION
Animate[
01v=0al[t];
02v=0a2[t];
03v=0a3[t];

Ce={0,0,0};

. aev. n
Eslabon1=Line[{Ce, T3D[ 1 ]}
%) ]

av.n av.n
Eslabon2=Line[{T3D[* ],T3D[2 ]}I;
] ]

av.n av.n
Eslabon3=Line[{T3D[ 2 ], T3D[3 1}
Graphics3D[
{
{AbsoluteThickness[1], RGBColor[0,1,0], Trayectoria},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0], Eslabon1},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[0,1,1], Eslabon2},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[0,0,1], Eslabon3}
}
Axes->True, AxesLabel->{x,y,z},
AxesStyle->{Red,Green,Blue},
BaseStyle->{24,FontFamily->"Arial "},
ImageSize->400,
PlotRange->{{-100,200},{-100,200},{-50,200} }
1.{t.,0,tf,1}

CINEMATICA DIRECTA E INVERSA DE ROBOT PARALELO DELTA 4
(*Programa elaborado por Emilio Villanueva y Daniel Cruz junto con el Asesor Dr. Mértinez Zamudio P.
Para la cinemética directa e inversa de Robot Delta RSSS 2019
Nomenclatura:
-Eslabones:"eim" donde "i" es el nimero de cadena y "m" es el nimero de eslabdn.
-Matrices de transfomacion: /1]



[1UnderoverscriptBox[[all, [1im(1, [Jin[1]\ donde\ [1"\<i\>"[\ es\ el\ nimero\ de\ cadenal,"n" nimero de
matriz y "m" es el nimero de matriz vista en el sistema anterior.

-Angulos: 0in donde "i" es el nimero de cadena 'y "n" es el nimero de aungulo.

*)

FUNCIONES

Clear[a]
Qx[o_]:=

{
{1,0,0,0},
{0,Cos[a],-Sin[a],0},
{0,Sin[a],Cos[a],0},
{0,0,0,1}}

Qy[o_1:=
{

{Cos[¢],0,Sin[¢],0},
{0,1,0,03,
{-Sin[¢],0,Cos[¢],0},
{0,00,1}}

(%2[9_]?
{Cos[0],-Sin[6],0,0},
{Sin[6],Cos[0],0,0},
{0,0,1,0},

{0,0,0,1}
}

(*Matrices de traslacién*)
TX[x_]:={

{1,0,0,x},

{0,1,0,0},

{0,0,1,0},

{0,0,0,1}

}

Tyly_1:={
{1,0,0,0},
{0,1,0,y},
{0,0,1,0},
{0,0,0,1}
}

Tz[z_]:={
{1,0,0,0%},
{0,1,0,0%},
{0,0,1,2},
{0,0,0,1}
}

Txyz[x_y_,z ]:={

{1,0,0,x},

{0,1,0,y},

{0,0,1,z},

{0,0,0,1}

}
n={0,0,0,1};
T3D[P_]:={P[[1]].P[[2]].PL[311}

CINEMATICA DIRECTA MTH
CADENA1



10
a = Tx[ell]
11 .

10
1a1 // MatrixForm

E - Qy[-611] .Tx[e12]

11
fz // MatrixForm

E = Qy[-012].Qz[90 ° - 613] .Tx[e13]

12
1a3 // MatrixForm

014=-180°+012+6011,
015=-90°+013;

E = Qz[615] .Qy[614] . Tx[e14]

13
ﬁ; // MatrixForm

10 10
a=4d
11 11

10
1a1 // MatrixForm

10 10 11 .
a =a.a // MatrixForm
12 11 12

10
132 // MatrixForm

10 10 11 12 ’
a-a.a.a
13 1171213

10
1a3 // MatrixForm

[[FullSimplify;
10 10 11 12 13

a=a.a.a.a// FullSimplify
14 11 12 13 14

10
ﬁ; // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado derecho*)
12
al-}lé)i = Ty[el2A]

12

?g = Qy[-612].Qz[90 ° - 613] .Tx[el3]
12 ,

alils)s = Ty[-el2A]

10 10 11 12 .
aD = a.a.aAD1i
13 11 12 13

10
31? // MatrixForm

10 10 11 12 . ’12
aDb = a.a.aADi.ad
13 11 12 13 13;

10
a1D3b // MatrixForm



10 19 11 12 15 12
aDs = a.a.aADi.ad.Qz[615]. 614] .aADs
13 11 12 13 13 Qz[ 1.Qvl ] 13

10
ags // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado izquierdo*)
12

AIi = Ty[-el2A
aAIi = Ty[-e12A]

aﬁ. = Qy[-612].Qz[90 ° - 613] .Tx[e13]

12 ’
a.gs = Ty[el2A]
10 19 11 12 ’

al = a.a.aAli
13 11 12 13 -

10
a1§ // MatrixForm

10 10 11 12 12

alb= a.a.aAli.ai
13 11 12 13 13

10
a113b // MatrixForm

10 10 11 12 12’ 12
als = a.a.aAli.ai.Qz[615]. 614] .aAls
13 11 12 13 13 Qz[ 1.Qul ] 137

10
a1135 // MatrixForm

CADENA 2
20
?1 =Qz[90 °].Tx[e21]

20
?1 // MatrixForm

za: = Qy[-621] .Tx[e22]

21
?2 // MatrixForm

2—,,2 = Qy[-022].Qz[90 ° - 623] .Tx[e23]

22
2a3 // MatrixForm

22
2a3 // MatrixForm

024=-180°+022+021;
025=-90°+023;

Eﬂi = Qz[625] .Qy[624] . Tx[e24]

23
252 // MatrixForm



20
?1 // MatrixForm

20 20 21
d=4d.d
22 21 22

20
2a2 // MatrixForm

20 20 21 22
a=a.a.a
23 21 22 23:

20
?3 // MatrixForm

20 20 21 22 23
a=a.a.a. a // Fu1151mp11-Fy
24 21 22 23

20
252 // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado derecho*)
22
al-;lé)i = Ty[e22A]

;Eé = Qy[-622].Qz[90 ° - 623] .Tx[e23]

22
aADs = Ty[-e22A]

20 20 21 22
aD=a.a. aAD1
23 21 22 :

az? // MatrixForm

7
20 20 21 22 22

aDb=a.a. aAD1 ad
23 21 22

a2D3b // MatrixForm

20 20 21 22

aDs = a. aAD1 ad z[625 624 aADs
Ds = 3.3 Qz[©25] .Qy[024] .

20
a2|)35 // MatrixForm

(*Trasformauones auxmares lado izquierdo*)
aAIl =Ty[- e22A]

zz
a23::L = Qy[-622].Qz[90 ° -©23] .Tx[e23] _

22
a.%s = Ty[e22A]_
20 20 21 22 ,

al = a.a.aAli
23 21 22 23 -

20
52123[ // MatrixForm

20 20 21 22 22

alb= a.a.aAli.ai
23 21 22 23 23;

20
azIsb // MatrixForm



200 29 21 22 22 22
als = a.a.aAli.ai.Qz[e625]. 624] .aAls
23 21 22 23 23 Qz[ 1.Qvl ] 23

20
a21235 // MatrixForm

CADENA 3
30
a = Qz[180 °] .Tx[e31]

30
331 // MatrixForm

za: - Qy[-031] .Tx[e32]

31
?2 // MatrixForm

}z = Qy[-632].Qz[90 ° - 633] .Tx[e33]

32
?3 // MatrixForm

32
?3 // MatrixForm

034=-180°+032+031;
035=-90°+033;

zéz - Qz[635] .Qy[034] . Tx[e34]

33
3«1 // MatrixForm

30 36
a=a4d
31 31

30
331 // MatrixForm

30 30 31
d=4d.d
32 31 32,

30
?2 // MatrixForm

30 30 31 32
d=d.d.ad
33 31 32 33;

30
333 // MatrixForm

30 30 31 32 33
a=a.a.a.a // FullSimplify
34 31 32 33 34

30
g‘ // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado derecho*)
32
aglg)i = Ty[e32A]

azé = Qy[-©32].Qz[90 ° - ©33] .Tx[e33]

32
aADs = Ty[-e32A]



30 30 31 32 .
aD = a.a.aADi
33 31 32 33 -

30
gBD // MatrixForm

30 39 31 32 32

aDb = a.a.aADi.ad
33 31 32 33 33;

30
astb // MatrixForm

30 39 31 32 33 3 3 32
aDs = a.a.aADi.ad.Qz[635]. 634] .aADs
33 31 32 33 33 Qz[ 1-Qyl ] 33

30
a3|)35 // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado izquierdo*)
32

aAli = Ty[-e32A]

az; = Qy[-632].Qz[90 ° - ©33] .Tx[e33] _

32
algs = Ty[e32A] _

30 30 31 32 .
al = a.a.aAli
33 31 32 33 -

30
asg // MatrixForm

30 30 31 32 32

alb= a.a.aAli.ai
33° 31 32 33 33;

30
a313b // MatrixForm

30 39 31 32 32 32

als = a.a.aAli.ai.Qz[635]. 634] .aAls
33 31 32 33 33 Q [ ] Qy[ ] 33 ;

30
a%s // MatrixForm

CADENA 4

%0 =Qz[270 °] .Tx[e4d1]
41 ;(**)

40 .
a // MatrixForm

41

a1 ’

3 = Qy[-641] .Tx[e42]

41
fz // MatrixForm

}z = Qy[-042].Qz[90 ° - 043] .Tx[e43]

42 '
33 // MatrixForm

42
33 // MatrixForm

044=-180°+042+041;
045=-90°+043;



}z = Qz[645] .Qy[644] . Tx[e44]

43
a // MatrixForm
a4

40 4@
a=a4d
41 41 :

40 .
4?1 // MatrixForm

40 40 41
da=4da.d
42 41 42

40 .
fz // MatrixForm

40 40 41 42
d=4d.d.d
43 41 42 43

40 .
33 // MatrixForm

40 40 41 42 43
a=a.a.a.a// FullSimplify
44 41 42 43 44

40 .
a // MatrixForm
a4

(*Trasformaciones auxiliares lado derecho*)
42
alz\gi = Ty[ed42A]

aZj = Qy[-642] .Qz[90 ° - 643] .Tx[e43]

42
aADs = Ty[-e42A

ADs = Ty [-e42A].
40 49 41 42

aD = a.a.aADi
43 41 42 43 -

40
39 // MatrixForm

40 4 2 a2
aDb = a.a.aADi.ad
43 41 42 43 43

40
aPBb // MatrixForm

40 40 41 42 43 42
aDs = a.a.aADi.ad.Qz[645] . 644] .aADs
43 41 42 43 43 Qz[ 1-Qul ] a3

40
a4l)3$ // MatrixForm

(*Trasformaciones auxiliares lado izquierdo*)
42
aAli = Ty[-e42A
AL yl ] ;
42
3% = Qy[-642].Qz[90 ° - 643] .Tx[e43]

42 ,
ahls = Ty[ed2A]

40 40 41 42 .
al = a.a.aAll
43 41 42 43 -



40
ﬂ: // MatrixForm

40 40 41 42 42

alb = a.a.aAli. a1
43 41 42 43 ;

40
a413b // MatrixForm

40 40 41 42 42

als = a.a.aAli. a1 Qz[e45] .Qy[e44] .

43 41 42 43

a4Ias // MatrixForm

Vector de posicion
10
a1, 4
2l 4

?Ez 4]
v=14" "

203, 4]
z=14 .

20
afli, 4]]
X2=2

a |I2 4]]
Y2=24

a3, 4]
z2=24 " .

1, 4
3= 3‘:=\4II ]]

2, 4
Y3—3a4[[ ]]

a [[3 4]]
Z3—34

40
af1, 4]]
X4:44 :

af2, 4
Y4= 44[[ ]]

al3, 4
Z4-44[[ ]]

Cadena#1 Cinematica inversa

Tetha3

SolC3=Solve[y==Y,Cos[013] ]//Flatten

C3=Cos[613]/.S0IC3
5=V 1-¢€3?
t13=ArcTan[C3,S3]
Tethal

X

Y
Y4

(*Sistema lado izquierdo*)
EcIx=X-el1l+el4-el12 Cos[011];

Eclz=Z-e12 Sin[011];

Sumixz=EcIx?>+Eclz/FullSimplify

(*Sistema lado derecho*)

EcDx=x-ell+el4-e12 Cos[011];

EcDz=z-e12 Sin[011];

42
aAls
43 -



SumDxz=EcDx?+EcDz?//Expand//FullSimplify

(*Realizando el cambio de variable de acuerdo a la identidad trigonometrica 101 craij Cos[6]7(1-

t117°2)/(1+t1172)/.Sin[0]1(2t11)/(1+t1172)*)
CSumDxz=SumDxz/.Cos[011]->(1-t11%)/(1+t112)/.Sin[011]->(2t11)/(1+t11?)
Sol011=Solve[ {Sumlxz == CSumDxz}, t11]

(*Sustituyendo t en 011, pagina del craij 114%*)

tlla=2*ArcTan[t11]/.Sol611[[1]]}/. Sin[613]->S3//FullSimplify

t11b=2*ArcTan[t11]/.Sol611[[2]]/. Sin[613]->S3//FullSimplify

(*tenemos dos posibles soluciones*)

Tetha2

Ecxt12=X//TrigExpand

Ecyt12=Y//TrigExpand

Eczt12=2//TrigExpand

Sol012=Solve[{Ecxt12==x,Eczt12==z},{Cos[012],Sin[012]}]//Flatten//FullSimplify
C12=Cos[012]/.Sol012[[1]]
S12=Sin[612]/.S01012[[2]]
t12=ArcTan[C12,S12]

CADENA #2

Tetha23

SolC23=Solve[x2==X2,Cos[023] ]//Flatten
C23=Cos[623]/.SolC23

pg=\ 1- €232

t132=ArcTan[C23,523]

Tetha #12

X2

Y2

Z2

(*Sistema lado izquierdo*)
Ecly2=Y2-e21+e24-¢22 Cos[021];
Eclz2=272-¢22 Sin[021];
Sumlyz2=Ecly2?+Eclz2%/FullSimplify
(*Sistema lado Derecho*)
EcDy2=y2-e21+e24-¢22 Cos[021];
EcDz2=z2-¢22 Sin[021];
SumDyz2=EcDy22+EcDz2?%//Expand//FullSimplify

(*Realizando el cambio de variable de acuerdo a la identidad trigonometrica 101 craij Cos[0][(1-
t1172)/(1+t1172)/.Sin[0](2t11)/(1+t1172)*)
CSumDyz2=SumDyz2/.Cos[621]->(1-t1122)/(1+t1122)/.Sin[621]->(2t112)/(1+t112?)
Sol012=Solve[ {Sumlyz2==CSumDyz2},t112]

(*Sustituyendo t en 01, pagina del craij 114%)

t11a2=2*ArcTan[t112]/.Sol012[[1]]/. Sin[623]->S23//FullSimplify
t11b2=2*ArcTan[t112]/.Sol812[[2]}/. Sin[623]->S23//FullSimplify

(*tenemos dos posibles soluciones*)

Tetha #22

Ecxt122=X2//TrigExpand

Ecyt122=Y2//TrigExpand

Eczt122=272//TrigExpand

Sol822=Solve[{Ecyt122==y2,Eczt122==22} {Cos[022],Sin[622]}]//Flatten//FullSimplify
C122=Cos[022]/.S010622[[1]]

S122=Sin[622]/.S01622[[2]]

t122=ArcTan[C122,S122]

CADENA #3

Tetha 33

SolC33=Solve[y3==Y3,Cos[033] ]//Flatten

C33=Cos[633]/.S0lC33

2
s33=\ 1-C33

t133=ArcTan[C33,S33]
Tetha 31



X3

Y3

Z3

(*Sistema de lado izquierdo*)

EcIx3=X3+e31-e34+e32 Cos[031];

Eclz3=Z3-¢32 Sin[031];

Sumixz3=EcIx3?+Eclz3%/FullSimplify

(*Sistema lado derecho*)

EcDx3=x3+e31-e34+e32 Cos[031];

EcDz3=z3-¢32 Sin[631];
SumDxz3=EcDx3*+EcDz3?//Expand//FullSimplify

(*Realizando el cambio de variable de acuerdo a la identidad trigonometrica 101 craij Cos[0](1(1-
t1172)/(1+t1172)/.Sin[0]1](2t11)/(1+t1112)*)
CSumDxz3=SumDxz3/.Cos[031]->(1-t113?)/(1+t113%)/.Sin[031]->(2t113)/(1+1113?)
Sol031=Solve[ {SumIxz3 == CSumDxz3}, t113]

(*Sustituyendo t en 01, pagina del craij 114*)
t11a3=2*ArcTan[t113]/.Sol631[[1]]/. Sin[633]->S33//FullSimplify
t11b3=2*ArcTan[t113]/.Sol831[[2]}/. Sin[633]->S33//FullSimplify
(*tenemos dos posibles soluciones*)
Tetha 32

Ecxt123=X3//TrigExpand

Ecyt123=Y3//TrigExpand

Eczt123=23//TrigExpand

Sol832=Solve[{Ecxt123==x3,Eczt123==23},{Cos[032],Sin[632]}]//Flatten//FullSimplify
C123=Cos[032]/.S01032[[1]]

S123=Sin[032]/.S01032[[2]]

t123=ArcTan[C123,S123]

CADENA #4

Tetha 43

SolC4=Solve[x4==X4,Cos[043] ]//Flatten

C4=Cos[643]/.SolC4

sa=\ 1-c4?
t134=ArcTan[C4,54]
Tetha 41

X4

Y4

Z4

(*Sistema de lado izquierdo*)

Ecly4=Y4+e41-e44+e42 Cos[041];

Eclz4=274-¢42 Sin[041];

Sumlyz4=Ecly4?+Eclz4%/FullSimplify

(*Sistema de lado derecho*)

EcDy4=y4+e41-e44+e42 Cos[041];

EcDz4=z4-e42 Sin[041];

SumDyz4=EcDy4?+EcDz4?//Expand//FullSimplify

(*Realizando el cambio de variable de acuerdo a la identidad trigonometrica 101 craij Cos[0]1(1-

t1172)/(1+t1172)/.Sin[0] 1 (2t11)/(1+t1172)*)

CSumDyz4=SumDyz4/.Cos[041]->(1-t1142)/(1+t1142)/.Sin[041]->(2t114)/(1+t1142)
Sol641=Solve[{Sumlyz4==CSumDyz4}, t114]

(*Sustituyendo t en 01, pagina del craij 114%)

t1lad4=2*ArcTan[t114]/.Sol041[[1]]/. Sin[0643]->S4//FullSimplify

t11b4=2*ArcTan[t114]/.Sol841[[2]]/. Sin[643]->S4//FullSimplify

(*tenemos dos posibles soluciones*)

Tetha 42

Ecxt124=X4//TrigExpand

Ecyt124=Y4//TrigExpand

Eczt124=74//TrigExpand
Sol042=Solve[{Ecyt124==y4 Eczt124==z4} {Cos[042],Sin[042]}]//Flatten//FullSimplify
C124=Cos[042]/.Sol042[[1]]

S124=Sin[042]/.S01042[[2]]



t124=ArcTan[C124,S124]
DATOS

e11=55;
e12=110;
€13=200;

€14=50;
e12A=20;
€21=55;

€22=110;
€23=200;
e24=50;
e22A=20;
e31=55;
€32=110;
€33=200;
€34=50;
e32A=20;
€41=55;
e42=110;
€43=200;
e44=50;
e42A=20;
pi={30,50,300};
pf={30,50,200};
tf=20;
Ce={0,0,0};
Cross[{-1,0,0},{0,0,-1}];
TRAYECTORIA:

For[t=0,t<=tf, t+=1,
p=(10*(t/tF)3-15*(t/tF)*+6>(t/tF));

aa=50;

?S[t]:

pi [1] +p*(pf [11 -pi [11),
pi [2] +p*(pf [2] -pi [2] ),
pi [31 +p*(pf [3] -pi [3])
)

(*s[t]=
{

0+2*aa *Cos[2*Pi*p]-aa*Cos[4*Pi*p],
0+2*aa*Sin[2*Pi*p]-aa*Sin[4*Pi*p],
250

)

s[t]={

30+10*Sin[p*t],
30+10*Cos[p*t],
200+p*t/.3

}

(*s[t]=

{

5+30*Cos[2*Pi*p],
5+30*Sin[2*Pi*p],
300(*20*Cos[2*Pi*p]*)
)



(*s[t]=
{

10*Sqrt[t*p]Cos[t*p],
10*Sin[t*p],

4*t*p}

*)

]

Tabla=Table[{s[t][[1]].s[t][[2]].s[t][[3]] }.{t.0.tf,1}];
Trayectoria=Line[Tabla];
Graphics3D[

{
{AbsoluteThickness[2],RGBColor[1,0,0], Trayectoria}
3

Axes->True, AxesLabel->{x,y,z},
PlotRange->{{-100,200},{-100,200},{-200,400}},
ImageSize->500

]

VARIABLES ARTICULARES
For[t=0,t<=tf, t+=1,

x=s[t][[1]];

y=s[t][[2]];

z=s[t][[3]I;

x2=s[t][[1]];

y2=s[t][[2]];

z2=s[t][[3]];
x3=s[t][[1]];
y3=s[t][[2]];
z3=s[t][[3]];
x4=s[t][[1]];
yA=s[t][[2]];
z4=s[t][[3]];

(*Variables articulares*)

(*cadenal*)

0a3[t]=t13;

013=0a3[t];

Bal[t]=t11b;

011=0al[t];

0a2[t]=t12;

012=0a2[t];

0a23[t]=t132;

623=0a23[t];
0a21[t]=t11b2;
021=0a21[t];
0a22[t]=t122;
022=0a22[t];
0a33[t]=t133;
033=0a33[t];
0a31[t]=t11b3;
031=0a31[t];
0a32[t]=t123;
032=0a32[t];
Pad3[t]=t134;
043=0a43[t];
0a41[t]=t11b4;
041=0a41]t];
0ad2[t]=t124;
042=0a42[t];

]

Simulacion



Animate[
013=0a3[t];
011=0al[t];
012=0a2[t];

023=0a23[t];
021=0a21]t];
022=0a22[t];

033=0a33[t];
031=0a31[t];
032=0a32[t];
043=0a43[t];
041=0a41[t];
042=0a42[t];
Ce={0,0,0};
(*Primer cadena*)
10

a.n
Eslabonl=Line[{Ce,T3D[11 ]}I;
10 10
a.n a.n
Eslabon2=Line[{T3D[11 ],T3D[12 ]}
10 10
_ a.n a.n
Eslabon3=Line[{T3D[12 ], T3D[13 ]}
10 10
) a.n aD.n
Eslabon3D=Line[{T3D[12 ], T3D[13 ]}];
10 10

) a.n al.n
Eslabon3i=Line[{T3D[12 ], T3D[13 ]};
10 10

) aD.n aDb.n
Eslabon3Db=Line[{T3D[13 ], T3D[ 13  1}];
10 10
. al.n aIb.n
Eslabon3lb=Line[{T3D[13 ],T3D[ 13 ]}
10 10
) abb.n aDs.n
Eslabon3Ds=Line[{T3D[ 13 ], T3D[ 13 ]}
10 10
] alb.n als.n
Eslabon3is=Line[{T3D[ 13  ],T3D[ 13 ]}
10 10
_ a.n a.n
Eslabon4=Line[{T3D[13 ],T3D[4 ]}I;

(*Segunda cadena*)
20
a.n
Eslabon21=Line[{Ce,T3D[21 1}];
20 20
a.n a.n
Eslabon22=Line[{T3D[21 ],T3D[22 ]}I;
20 20

a.n a.n
Eslabon23=Line[{T3D[22 ],T3D[23 ]},
20 20

. a.n aD.n
Eslabon23D=Line[{T3D[22 ], T3D[23 1}
20 20
a.n al.n
Eslabon23I=Line[{T3D[22 ]T3D[23 ]}];
20 20
. aD.n aDb.n
Eslabon23Db=Line[{T3D[23 ] T3D[ 23  ]}];
20 20
. al.n alb.n
Eslabon23lb=Line[{T3D[23 ], T3D[ 23  ]}];
20 20
] abb.n aDs.n
Eslabon23Ds=Line[{T3D[ 23 ], T3D[ 23  1}];
20 20

) alb.n als.n
Eslabon23ls=Line[{T3D[ 23 ], T3D[ 23 1}



20 20
_ a.n a.n
Eslabon24=Line[{T3D[23 ],T3D[24 ]}

(*Tercera cadena*)
30

a.n
Eslabon31=Line[{Ce, T3D[31 1}I;
30 30 0

a.n a
Eslabon32=Line[{T3D[31 ],T3D[32 ]}I;
30 30

. d.n a.n
Eslabon33=Line[{T3D[32 ],T3D[33 ]}I;
30 30

) a.n aD.n
Eslabon33D=Line[{T3D[32 ],T3D[33 1};
30 30

) a.n al.n
Eslabon33l=Line[{T3D[32 ],T3D[33 ]}I;
30 30

. aD.n aDb.n
Eslabon33Db=Line[{T3D[33 ]T3D[ 33 ]}
30 30
. al.n alb.n
Eslabon33lb=Line[{T3D[33 ], T3D[ 33 1}
30 30
. abb.n aDs.n
Eslabon33Ds=Line[{T3D[ 33 ], T3D[ 33 1}];
30 30
. alb.n als.n
Eslabon33ls=Line[{T3D[ 33 ], T3D[ 33 1}
a.n__ a.n
Eslabon34=Line[{T3D[33 ],T3D[34 [}I;

(*Cuarta cadena*)
40

a.n
Eslabon41=Line[{Ce,T3D[41 1}
40 0

a.n a
Eslabon42=Line[{T3D[4* ], T3D[42 1}I;
40 40 n

a.n a
Eslabon43=Line[{T3D[42 ],T3D[43 1}I;
40 40

) a.n aD.n
Eslabon43D=Line[{T3D[42 ],T3D[43 ]}
40 40
) a.n al.n
Eslabon43i=Line[{T3D[42 ],T3D[43 1}
40 40
. aD.n aDb.n
Eslabon43Db=Line[{T3D[43 ],T3D[ 43  ]}I;
40 40
. al.n alb.n
Eslabon43Ib=Line[{T3D[43 ], T3D[ 43 ]}
40 40
) abb.n aDs.n
Eslabon43Ds=Line[{T3D[ 43 ], T3D[ 43 ]}I;
40 40
) alb.n als.n
Eslabon43ls=Line[{T3D[ 43 ], T3D[ 43  1};
40 40

a.n a.n

Eslabon44=Line[{T3D[43 ], T3D[44 1}I;

Graphics3D[

{

(*Primera cadena*)

{AbsoluteThickness[1], RGBColor[1,1,0], Trayectoria},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0],Eslabon1},
{AbsoluteThickness[5], RGBColor[0,1,1], Eslabon2},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[0,0,1],Dashed,1 Eslabon3},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,1], Eslabon4},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon3D},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon3l},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1],Eslabon3Db},



{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1], Eslabon3Ib},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon3Ds},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon3ls},
(*Segunda cadena*)

{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0], Trayectoria},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0],Eslabon21},
{AbsoluteThickness[5], RGBColor[0,1,1], Eslabon22},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[0,0,1],Dashed,1 Eslabon23},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,1], Eslabon24},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon23D},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon23I},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1],Eslabon23Db},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1], Eslabon231b},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon23Ds},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon23Is},
(*Tercera cadena*)

{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0], Trayectoria},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0],Eslabon31},
{AbsoluteThickness[5], RGBColor[0,1,1], Eslabon32},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[0,0,1],Dashed,1 Eslabon33},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,1], Eslabon34},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon33D},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon33I},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1],Eslabon33Db},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1], Eslabon33I1b},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon33Ds},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon33is},
(*Cuarta cadena*)

{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0], Trayectoria},
{AbsoluteThickness[7], RGBColor[1,1,0],Eslabon41},
{AbsoluteThickness[5], RGBColor[0,1,1], Eslabon42},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[0,0,1],Dashed,1 Eslabon43},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,1], Eslabon44},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon43D},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon43I},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1],Eslabon43Db},
{AbsoluteThickness[3],RGBColor[0,0,1], Eslabon431b},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0],Eslabon43Ds},
{AbsoluteThickness[3], RGBColor[1,0,0], Eslabon43Is}

}

Axes->True, AxesLabel->{x,y,z},
ImageSize->800,
BaseStyle->{24,FontFamily-> "Arial"},
PlotRange->{{-200,400},{-200,400},{-2,400}}
1.{t.,0,tf,1}

]

Matriz en variables de estado de Robot Paralelo Delta 4RSS
(*Programa elaborado por Emilio Villanueva y Daniel Cruz junto con el Asesor Dr. Martinez Zamudio P.
Para la implementacién de una cadena virtual RRR en un Robot Delta RSS (2019)

Nomenclatura:
-Eslabones:"eim" donde "i" es el nimero de cadena y "m" es el nimero de eslabon.
-Matrices de transfomacion:

UnderoverscriptBox[[all, [1im(], [lin[1]\ donde\ [1"\<i\>"["\ es\ el\ nimero\ de\ cadena\ [ 1"\<n\>"[ '\
namero\ de\ matriz\ y\ [1"\<m\>"[1\ es\ el\ nimero\ de\ matriz\ vista\ en\ el\ sistema\ [anterior . Con"\
exepcion\ de\



“IUnderoverscriptBox[av( ], [imil, Cint]\ la\ cual\ [1"\<w\>"["\ represental a\ la\ cadena\ "virtual . [
Angulos[1177: Bin donde "i" es el nimero de cadena y "n" es el nimero de aungulo.

*)

FUNCIONES
Clear[a]

Qx[a_J:=

{
{1,0,0,0},
{0,Cos[a],-Sin[a],0},
{0,Sin[a],Cos[a],0},
{0,0,0,1}}
Q{y[¢J:=

{Cos[¢],0,Sin[¢],0},
{0,1,0,0},
{-Sin[¢],0,Cos[¢],0},
{0,0,0,1}}
Qz[6_]:=
{
{Cos[0],-Sin[6],0,0},
{Sin[0],Cos[6],0,0},
{0,0,1,0},
{0,0,0,1}
}
(*Matrices de traslacién*)
TX[x_]:={
{1,0,0,x},
{0,1,0,0},
{0,0,1,0},
{0,0,0,1}
}
Tyly_1:={
{1,0,0,0},
{0,1,0,y},
{0,0,1,0},
{0,0,0,1}
}
Tz[z_]:={
{1,0,0,0},
{0,1,0,0},
{0,0,1,z},
{0,0,0,1}

}
Txyz[x_ .y ,z ]:={
{1,0,0,x},
{0,1,0,y},
{0,0,1,2},
{0,0,0,1}

}
n={0,0,0,1};
T3D[P_]:={P[[1]1.P[[21].P[[311}
M3D[p_]:={{p[[1,11],p[[2,2]1,p[[1,311}.{p[[2,11],p[[2.2]],p[[2,3]1]}.{pI[3,1]].pI[3,211.p[[3.311}}:

CINEMATICA DIRECTA DE PARALELO
(*CADENA #1%)

10
a =Tx[ell]
11 :

10
f1 // MatrixForm



E: Qy[-611[t11]].Tx[e12]

11
1az // MatrixForm

12 ’

1513 =Qy[-612[1t12]].Qz[90 ° -613[t13]].Tx[el3]
12 '
a // MatrixForm

13
614[t14]=-180°+912[t12]+é11[t11];
015[t15]=-90°+013[t13];

E = Qz[015[t15]].Qy[614[t14]].Tx[e14]

13
f4 // MatrixForm

10 16
d=4d

1 11

10 10 11
d=4d.d

12 11 12.
10 10 11 12
d=4d.d4.4d

13 11 12 13.

10 10 11 12
a=a.a.a.

% // Fullsimplify
14 11 12 13 14

10
1a4 // MatrixForm

/IFullSimplify;
(*CADENA #2%)
20
as= Qz[90 °] .Tx[e21]

20
2a1 // MatrixForm

}:= Qy[-021[t21]].Tx[e22]

21
zaz // MatrixForm

22 ’

a=Qy[-022[t22]].Qz[90 ° - 623[t23]].Tx[e23]
22 '
a // MatrixForm

23
024[124]=-180°4022[122]+021[t21]:
025[t25]=-90°+023[t23];

?i = Qz[025[t25]].Qy[024[t24] ] .Tx[e24]

23
2a4 // MatrixForm



20 20
a=a
21 21

20
zall // MatrixForm

20 20 21
a=2a.a
22 21 22.

20
zaz // MatrixForm

20 20 21 22
d=d.d.4d
23 21 22 23.

20
26\3 // MatrixForm

/[FullSimplify;
20 20 21 22 23

a=a.a.a.a // FullSimplify
24 21 22 23 24

20
2a4 // MatrixForm

g*eCADENA #3%)
as= Qz[180 °].Tx[e31]

30
3a1 // MatrixForm

zéi =Qy[-631[t31]].Tx[e32] _

31
3a2 // MatrixForm

32 ’

5’:\3 =Qy[-632[t32]].Qz[90 °-033[t33]].Tx[e33]
32 '
a // MatrixForm

33
034[t34]=-180°+032[132]+031[t31]:
035[t35]=-90°+033[t33];

}z = Qz[035[t35]].Qy[034[t34]].Tx[e34]

33
34 // MatrixForm

30 3@
d =4d
31 31

30
3«::\1 // MatrixForm

30 30 31
d=4d.d
32 31 32.



30
3«::\2 // MatrixForm

30 30 31 32
d=d.d.d
33 31 32 33.

30
3«::\3 // MatrixForm

30 30 31 32 33
a=a.a.a.a// FullSimplify
34 31°32°33 34

30
3a4 // MatrixForm

(*GCADENA #4%)
4
as Qz[270 °] .Tx[e41]

40 .
4a1 // MatrixForm

E: Qy[-©41[t41]].Tx[e42]

41
4a2 // MatrixForm

42 ’

33 =Qy[-642[t42]].Qz[90 ° - ©43[t43]] .Tx[e43]
42 i '
a // MatrixForm

43

644[t44]=-180°+642[t42]+é41[t41];

045[t45]=-90°+043[t43];

E: Qz([645[t45]].Qy[044[t44]] . Tx[e4d]

43
a // MatrixForm
44

40 40
d =4d
41 41

40 .
31 // MatrixForm

40 40 41
d=4d.d
42 41 42.

40 .
32 // MatrixForm

40 40 41 42
d=d.ad.ad
43 41 42 43.

40 .
33 // MatrixForm



40 40 41 42 43

a=a.a.a.a//FullSimplify
44 41 42 43 44

40 .
a // MatrixForm
44

CINEMATICA DE CADENA VIRTUAL
0
alv =Qz[61lv[tlv]].Tz[elv]

0
alv // MatrixForm

a;v = Qy[62v[t2v]].Tx[e2v] _

a:v // MatrixForm

, ;

a3v = Qy[e3v[t3v]].Tx[e3V]
a:y // MatrixForm

0 0 . .

av = av // FullSimplify

0 ) '

alv // MatrixForm

a:v - aSz.a;v /7 FullSimplify
0 .

azv // MatrixForm
av = av.av.av // Fullsimplify
3 1 2 3

)
a3v // MatrixForm

ECUACIONES PARA LA CINEMATICA DIRECTA

(*Paralelo*)

B[, 4]

x=14= 7 .
B2, 4
)



al2, 4]

213, 41

al[l, 4
oAl 4T

al2, 4]
al3, 41

L)

a2 41

40 [[ 3 4]]
ajls,
74=44 :
(*Cadena virtual™)

(2]
av[1, 4]
Xv= 3 :

0
av[2, 4]
Yv= 3 ;

)
av[3, 4]
zZv= 3 ;

CADENA1

dx1=D[X,011[t11]];
dx2=D[X,012[t12]];
dx3=D[X,013[t13]];
dy1=D[Y,011[t11]];
dy2=D[Y,012[t12]];
dy3=D[Y,013[t13]];
dz1=D[Z,011[t11]];
dz2=D[Z,012[t12]];
dz3=D[Z,013[t13]];
CADENA 2
dx12=D[X2,621[t21]];
dx22=D[X2,0622[t22]];
dx32=D[X2,023[t23]];
dy12=D[Y2,021[t21]];
dy22=D[Y2,022[t22]];
dy32=D[Y2,023[t23]];
dz12=D[Z2,021[t21]];
dz22=D[Z2,022[t22]];
dz32=D[Z2,623[t23]];
CADENA 3
(*CADENA #3*)
dx13=D[X3,0631[t31]];
dx23=D[X3,632[t32]];
dx33=D[X3,633[t33]];
dy13=D[Y3,031[t31]];
dy23=D[Y3,032[t32]];
dy33=D[Y3,033[t33]];
dz13=D[Z3,031[t31]];
dz23=D[Z3,032[t32]];

DERIVADAS PARA VELOCIDADES LINEALES



dz33=D[Z3,033[t33]];
CADENA 4
(*CADENA #4%*)
dx14=D[X4,041[t41]];
dx24=D[X4,042[t42]];
dx34=D[X4,043[t43]];
dy14=D[Y4,041[t41]];
dy24=D[Y4,042[t42]];
dy34=D[Y4,043[t43]];
dz14=D[Z4,041[t41]];
dz24=D[Z4,042[t42]];
dz34=D[Z4,043[t43]];
CADENA VIRTUAL
dx1v=D[Xv,01v[t1v]];
dx2v=D[Xv,02v[t2v]];
dx3v=D[Xv,03Vv[t3v]];
dylv=D[Yv,01v[t1v]];
dy2v=D[Yv,02v[t2v]];
dy3v=D[YV,03v[t3V]];
dzlv=D[Zv,01v[t1v]];
dz2v=D[Zv,02v[t2Vv]];
dz3v=D[Zv,03Vv[t3V]];

CADENA1

(*CADENA #1%)
10
a

SMR1=M3D[14];
SMR1//MatrixForm:;
DSMR1=D[SMR1,t11];

DSMR11=DSMR1/011!1%

DSMR11//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje y*)

10

d

SMR2=M3D[14];
SMR2//MatrixForm;
DSMR2=D[SMR1,t12];
DSMR22=DSMR2/612'[t12];
DSMR22//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje z*)

10

d
SMR3=M3D[14];

SMR3//MatrixForm;
DSMR3=D[SMRL,13];
DSMR33=DSMR3/613'[t13];
DSMR33//MatrixForm//FullSimplify;
TSMR1=Transpose[SMR1];
TSMR1//MatrixForm;

CADENA 2
(*CADENA #2%)
20

d
SMR12=M3D[24];
SMR12//MatrixForm;
DSMR12=D[SMR12,t21];

DSMR112=DSMR12/621 2%

DSMR112//MatrixForm//FullSimplify;
(*ejey*)

20

d

SMR22=M3D[24];

SUBMATRICES DE ROTACION (SMR)



SMR22//MatrixForm;
DSMR29=D[SMR12,t22];
DSMR222=DSMR29/622'[t22];
DSMR222//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje z*)

20

d

SMR32=M3D[24];
SMR32//MatrixForm;
DSMR32=D[SMR12,t23];
DSMR332=DSMR32/623'[t23];
DSMR332//MatrixForm//FullSimplify;
TSMR12=Transpose[SMR12];
TSMR12//MatrixForm;

CADENA 3
(*CADENA #3*)
30

a
SMR13=M3D[34];
SMR13//MatrixForm;
DSMR13=D[SMR13,t31];
DSMR113=DSMR13/63113!%:

DSMR113//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje y*)

30

d

SMR23=M3D[34];
SMR23//MatrixForm;
DSMR23=D[SMR13,t32];
DSMR223=DSMR23/632'[t32];
DSMR223//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje z*)

30

d

SMR33=M3D[34];
SMR33//MatrixForm;
DSMR39=D[SMR13,t33];
DSMR339=DSMR39/633'[t33];
DSMR339//MatrixForm//FullSimplify;
TSMR13=Transpose[SMR13];
TSMR13//MatrixForm;

CADENA 4
(*CADENA #4*)
40

d
SMR14=M3D[#4];
SMR14//MatrixForm;
DSMR14=D[SMR14,t41];
DSMR114=DSMR14/641 1%

DSMR114//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje y*)

40

d

SMR24=M3D[44];
SMR24//MatrixForm;
DSMR24=D[SMR14,t42];
DSMR224=DSMR24/642'[t42];
DSMR224//MatrixForm//FullSimplify;
(*eje z*)

40

d

SMR34=M3D[44];
SMR34//MatrixForm;
DSMR34=D[SMR14,t43];



DSMR334=DSMR34/043'[t43];
DSMR334//MatrixForm//FullSimplify;
TSMR14=Transpose[SMR14];
TSMR14//MatrixForm;

CADENA VIRTLQJAL

av
SMR1v=M3D[ 3 ;
SMR1v//MatrixForm;
DSMR1v=D[SMR1v,t1v];
DSMR11v=DSMR1v/01y T

DSMR11v//MatrixForm//FullSimplify;

0

av
SMR2v=M3D[ 3 ;

SMR2v//MatrixForm;
DSMR2v=D[SMR1v,t2v];
DSMR22v=DSMR2v/02v'[t2v];
DSMR22v//MatrixForm//FullSimplify;

0

aVv
SMR3v=M3D[ 3 I;

SMR3v//MatrixForm;
DSMR3v=D[SMR1v,t3v];
DSMR33v=DSMR3v/63v'[t3v];
DSMR33v//MatrixForm//FullSimplify;
TSMR1v=Transpose[SMR1v];
TSMR1v//MatrixForm;

MATRICES OMEGA
Q1=(DSMR1.TSMR1)+(DSMR2.TSMR1)+(DSMR3.TSMR1);
Q1//MatrixForm//FullSimplify;
ux=-Q1[[2,3]])//FullSimplify;
py=-Q1[[3,1])//FullSimplify;
pz=-Q1[[1,2]}//FullSimplify;

Wx1=D[ux,01111E
wx2=D[ux,012'[t12]];

wx3=D[ux,013'[t13]];
wy1=D[uy,611'[t1 1]];
wy2=DI[uy,012/[t12]];
wy3=D[uy,013'[t13]];
wz1=D[uz,011[t11]];
wz2=D[uz,012[t12]];
wz3=D[pz,013'[t13]];
(*CADENA #2*)
02=(DSMR12.TSMR12)+(DSMR29.TSMR12)+(DSMR32.TSMR12);
Q2//MatrixForm//FullSimplify;
ux2=-Q2[[2,3]]//FullSimplify;
ny2=-Q2[[3,1]]//FullSimplify;
nz2=-Q2[[2,1])//FullSimplify;
wx12=D[ux2,021'[t21]];
wx22=D[ux2,022'[t22]];
wx32=D[ux2,023'[t23]];
wy12=D[uy2,0217t21]];
wy22=D[uy2,022'[t22]];
wy32=D[uy2,023'[t23]];
wz12=D[uz2,021[t21]];
wz22=D[uz2,022'[t22]];
wz32=D[uz2,023'[t23]];
(*CADENA #3*)
Q3=(DSMR13.TSMR13)+(DSMR23.TSMR13)+(DSMR339.TSMR13);
Q3//MatrixForm//FullSimplify;
ux3=-Q3[[2,3]]//FullSimplify;
ny3=-Q3[[3,1]]/FullSimplify;



nz3=-Q3[[2,1]]//FullSimplify;
wx13=D[ux3,031'[t31]];
wx23=D[ux3,032'[t32]];
wx33=D[ux3,033'[t33]];
wy13=D[uy3,031'[t31]];
wy23=D[uy3,032[t32]];
wy33=D[uy3,033'[t33]];
wz13=D[uz3,031[t31]];
wz23=D[uz3,032'[t32]];
wz33=D[nz3,033'[t33]];

(*CADENA#4*)

Q4=(DSMR14.TSMR14)+(DSMR24.TSMR14)+(DSMR34.TSMR14);

Q4//MatrixForm//FullSimplify;

ux4=-Q4[[2,3]]//FullSimplify;

ny4=-Q4[[3,1]]//FullSimplify;

uz4=-QA[[2,1]]//FullSimplify;

wx14=D[ux4,041[t41]];

wx24=D[ux4,042'[t42]];

wx34=D[ux4,043[t43]];

wy14=D[uy4,0641'[t41]];

wy24=D[uy4,042'[t42]];

wy34=D[uy4,043'[t43]];

wz14=D[uz4,0641'[t41]];

wz24=D[pz4,042'[t42]];

wz34=D[z4,043'[t43]];

(*JACOBIANO #1*)

J1={{dx1,dx2,dx3},{dy1,dy2,dy3},{dz1,dz2,dz3} {wx1,wx2,wx3}{wyl,wy2,wy3} {wzl,wz2,wz3}};

(*JACOBIANO #2*)

J2={{dx12,dx22,dx32} {dy12,dy22,dy32},{dz12,dz22,dz32} {wx12,wx22,wx32} {wy12,wy22,wy32} {wz12,wz22,wz32}};
(*JACOBIANO #3*)
J3={{dx13,dx23,dx33},{dy13,dy23,dy33},{dz13,dz23,dz33},{wx13,wx23,wx33},{wy13,wy23,wy33} {wz13,wz23,wz33}};
(*JACOBIANO #4*)
J4={{dx14,dx24,dx34},{dy14,dy24,dy34},{dz14,dz24,dz34} {wx14,wx24,wx34} {wyl4,wy24,wy34} {wz14,wz24,wz34}};
J1//MatrixForm//FullSimplify

J2/IMatrixForm//FullSimplify

J3/IMatrixForm//FullSimplify

J4//MatrixForm//FullSimplify

CADENA VIRTUAL
Qv=(DSMR1v.TSMR1v)+(DSMR2v.TSMR1v)+(DSMR3v.TSMR1v);
Qv/IMatrixForm//FullSimplify

wxv=-Qv[[2,3]]//FullSimplify;

wyv=-Qv[[3,1]]//FullSimplify;

wzv=-QV[[1,2])//FullSimplify;

wx1v=D[wxv,01v Tl
wx2v=D[wxv,02v'[t2v]];

wx3v=D[wxv,03v'[t3v]];

wylv=D[wyv,01v[t1v]];
wy2v=D[wyv,02v'[t2v]];
wy3v=D[wyv,03v'[t3v]];

wzlv=D[wzv,01v'[tIVv]];
wz2v=D[wzv,02v'[t2Vv]];
wz3v=D[wzv,03v'[t3v]];
Jv={{dx1v,dx2v,dx3v}{dylv,dy2v,dy3v}{dzlv,dz2v,dz3v} {wx1lv,wx2v,wx3v} {wylv,wy2v,wy3v} {wzlv,wz2v,wz3v}};

Jv/IMatrixForm//Simplify;

MATRICES EN VARIABLES DE ESTADO
Cadena 1
nyz:Jl{Gl 1’[tll],GlZ’[tlZ],GB’[tlS]};



Jxyz//MatrixForm;
xx=Jxyz[[1]];

yy=xyz[[2]];

zz=)xyz[[3]];

xo=Jxyz[[4]];

yp=Ixyz[[5]];

zy=Ixyz[[6]];
XyZ={XX,yy,zz,X0,yp,zy};
xyz//MatrixForm;
Ecl=xyz[[1])//FullSimplify ;
Ec2=xyz[[2])//FullSimplify ;
Ec3=xyz[[3])//FullSimplify ;
Ec4=xyz[[4])//FullSimplify ;
Ec5=xyz[[5])//FullSimplify ;
Ec6=xyz[[6]]//FullSimplify ;

Cadena 2

nyzzsz.{ez1’[t21],922’[t22],623'[123]};
Jxyz2//MatrixForm;

xx2=Jxyz2[[1]];
yy2=Jxyz2[[2]];
z22=)xyz2[[3]];
x02=Jxyz2[[4]];
yB2=Ixyz2[[5]];
zy2=Jxyz2[[6]];
xyz2={xx2,yy2,2z2 x02,yp2,2y2};
xyz2//MatrixForm;
Ec12=xyz2[[1])//FullSimplify ;
Ec22=xyz2[[2]])//FullSimplify ;
Ec32=xyz2[[3]])//FullSimplify ;
Ec42=xyz2[[4])//FullSimplify ;
Ec52=xyz2[[5]])//FullSimplify ;
Ec62=xyz2[[6]]//FullSimplify ;

Cadena 3

JXyZ3:J3_{931'[t31],932'[t32],e33’[133]};
Jxyz3//MatrixForm;

xx3=Jxyz3[[1]];
yy3=Jxyz3[[2]];
zz3=Jxyz3[[3]];
xa3=Jxyz3[[4]];
yB3=Jxyz3[[5]];
2y3=Jxyz3([[6]];
xyz3={xx3,yy3,zz3,xa3,yp3,2y3};
xyz3//MatrixForm;
Ec13=xyz3[[1])//FullSimplify ;
Ec23=xyz3[[2])//FullSimplify ;
Ec33=xyz3[[3])//FullSimplify ;
Ec43=xyz3[[4])//FullSimplify ;
Ec53=xyz3[[5])//FullSimplify ;
Ec63=xyz3[[6])//FullSimplify ;

Cadena 4
nyz4:J4.{641'[t4 11,042'[t42],043'[t43]};

Jxyz4//MatrixForm;
xx4=Jxyz4[[1]];
yy4=Jxyz4[[2]];
224=)xyz4[[3]];
xod=Ixyz4[[4]];
yp4=Ixyz4[[5]];
zy4=Jxyz4[[6]];
xyz4={xx4,yy4,zz4 xod,yp4,zy4};
xyz4//MatrixForm;
Ec14=xyzA4[[1]]/FullSimplify ;
Ec24=xyzA4[[2]]//FullSimplify ;



Ec34=xyz4[[3])//FullSimplify ;
Ec44=xyzA[[4])//FullSimplify ;
Ec54=xyz4[[5])//FullSimplify ;
Ec64=xyz4[[6]]//FullSimplify ;

Cadena virtual
nyZV:\]V-{elv’[tlv],92v’[t2v],63v’[t3v]};

Jxyzv//MatrixForm;
xxv=Jxyzv[[1]];
yyv=Jxyzv[[2]];
zzv=JxyzVv[[3]];
xav=Jxyzv[[4]];
yBv=Jxyzv[[5]];
zyv=Jxyzv[[6]];
Xyzv={XXV,yyV,zzV,XoV,ypV,zyv};
xyzv//MatrixForm;
Eclv=xyzv[[1])//FullSimplify;
Ec2v=xyzv[[2])//FullSimplify ;
Ec3v=xyzv[[3])//FullSimplify ;
Ecdv=xyzv[[4])//FullSimplify ;
Ec5v=xyzv[[5])//FullSimplify ;
Ec6v=xyzv[[6]]//FullSimplify ;

OBTENCION DE LAS VELOCIDADES LINEALES
sol=Solve[{

Ecl-xP::O,Ecz-Yp;:o,Ecs-zp:;o,
Ec12-XP==0 £c22-Y P==0 Ec32-Z£ P==o,
Ec13-X.p::O,E023-Y_p::O,E033-Z_p:: ,
Ecl4—X.p::0,E024-Y.p::O,Ec34-z.p:: ,
EQlV-).(p:.ZO,ECZV-Ypz:O,EC3V-Zpz:O},
XpYpZp

ell'[tl1],012'[t12],913’[t13],

021'[t21],022'[t22],623'[t23],

0317t31],0327[t32],033[33],
0417t41],0427[t42],043[t43]

b

MATRIZ DE VARIABLES DE ESTADO
(*soluciones de de las velocidades lineales™)

sAlp:X_p/.soI[[l,l]];
sA2p=Y.p/.soI[[1,2]];

sA3p=L P/ sol[[1.3]];

sA1=01 1'[t1 1]/.s0l[[1,4]];
sA2=012'[t12]/.s0l[[1,5]];

sA3=013'Tt13]/.s0l[[1,6]];
sA12=021't21/.s0I[[1,7];
SA22=022t22]/.s0l[[1,8]];
$A32=023'Tt23]/.s0I[[1,9]];
sA13=031'[t31]/.s0l[[1,10]];
$A23=032'[t32]/.s0l[[1,11]];
$A33=033'[t33]/.s0l[[1,12]];
SA14=041't41]/.s0l[[1,13]];
SA24=042'[t42]/.s0l[[1,14]];
SA34=043'[t43]/.s0l[[1,15]];

dxp1=D[sAlp,01vTIE
dxp2=D[sAlp,02v'[t2V]];



dxp3=D[sAlp,03v'[t3v]];
vpl={dxpl,dxp2,dxp3};

dpy1=D[sA2p,01v'[t1v]];
dpy2=D[sA2p,02v'[2v]];
dpy3=D[sA2p,03v'[3V]];
vp2={dpy1,dpy2,dpy3};

dzp1=D[sA3p,01v'[t1V]];
dzp2=D[sA3p,02v'[t2V]];
dpz3=D[sA3p,03v'[t3V]];
vp3={dzpl,dzp2,dpz3};

(*cadena 1%)

(*Nomenclatura "d(numero de cadena)(variable)(numero de derivada)" *)
d1x1=D[sAL,01v'[t1v]];

d1x2=D[sAL,02v'[t2v]];

d1x3=D[sAL,03v'[t3v]];

v11={d1x1,d1x2,d1x3};

dly1=D[sA2,61v'[tIV]];
dl1y2=D[sA2,62v'[t2v]];
d1y3=D[sA2,03v'[t3v]];
v12={d1y1,d1ly2,d1y3};

d1z1=D[sA3,01v'[t1V]];
d1z2=D[sA3,02v'[t2v]];
d1z3=D[sA3,03v'[t3v]];
v13={d1z1,d1z2,d1z3};
(*CADENA 2*)
d2x1=D[sA12,01v[t1v]];
d2x2=D[sA12,02v'[t2v]];
d2x3=D[sA12,03v'[t3V]];
v21={d2x1,d2x2,d2x3};

d2y1=D[sA22,01v[t1v]];
d2y2=D[sA22,02v/[2v]];
d2y3=D[sA22,03v/[t3v]];
v22={d2y1,d2y2,d2y3};

d2z1=D[sA32,01v'[t1V]];
d2z2=D[sA32,02v'[t2V]];
d2z3=D[sA32,03v'[t3v]];
v23={d2z1,d2z2,d2z3};
(*CADENA 3%)
d3x1=D[sA13,01v[t1v]];
d3x2=D[sA13,02v'[t2v]];
d3x3=D[sA13,03v[t3v]];
v31={d3x1,d3x2,d3x3};

d3y1=D[sA23,01v[t1v]];
d3y2=D[sA23,02v[t2v]];
d3y3=D[sA23,03v'[3v]];
v32={d3y1,d3y2,d3y3};

d3z1=D[sA33,01v/[t1v]];
d3z2=D[sA33,02v'[t2v]];
d3z3=D[sA33,03v'[t3v]];
v33={d3z1,d3z2,d3z3};

(*CADENA 4%)



d4x1=D[sA14,01v'[t1v]];
d4x2=D[sA14,02v'[t2v]];
d4x3=D[sA14,03v'[t3v]];
v41={d4x1,d4x2,d4x3};

d4y1=D[sA24,01v'[tIV]];
d4y2=D[sA24,02v'[2v]];
d4y3=D[sA24,03v'[t3V]];
v42={d4y1,ddy2,d4y3};

d4z1=D[sA34,01v'[t1v]];
d4z2=D[sA34,02v'[12v]];
d4z3=D[sA34,03v'[t3v]];
v43={d4z1,d4z2,d4z3};

MV={vpl,vp2,vp3,v1l,vi2,v13,v21,v22,v23,v31,v32,v33,v41l,v42,v43};
MV//MatrixForm

MODELO CINEMATICO PARALELO RRSS Y CADENA VIRTUAL
(*Programa elaborado por Daniel Cruz y Emilio Villanueva junto con el Asesor Dr. Méartinez Zamudio P.
Para la resolucién de la cinematica de Robot Delta RSSS en funcién de una cadena virtual RRR 2019

function [sys,x0,str,ts] = kinematic model path(t,x,u, flag)

% Rutina para el céalculo de la cinemdtica de un robot paralelo 4RRSS y
una cadena virtual RRR, donde los estados de entrada fueron seleccionados
como:

% 1) La velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Xp".

% 2) La velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Yp".

% 3) La velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Zp".

% Las entradas estén definidas de la siguiente manera:

% u(l) = vx max Velocidad lineal méxima en el eje "Xp"

% u(2) = vy max Velocidad lineal méxima en el eje "Yp"

% u(3) = vz max Velocidad lineal méxima en el eje "Zp"

% u(4) = Xp Valor para posicion sobre el eje "Xp"

5 u(db) = Yp Valor para posicion sobre el eje "Yp"

% u(6) = Zp Valor para posicion sobre el eje "Zp"

5 u(7) = tll Angulo variable articular "?1" primera cadena robot
4RRSS

% u(8) = tl2 Angulo variable articular "?2" primera cadena robot
4RRSS

$ u(9) = tl3 Angulo variable articular "?3" primera cadena robot
4RRSS

% u(lo) = ell Eslabén "11" primera cadena robot 4RRSS

$ u(ll) = el2 Eslabén "12" primera cadena robot 4RRSS

$ u(l2) = el3 Eslabén "13" primera cadena robot 4RRSS

$ u(l3) = eld Eslabén "13" primera cadena robot 4RRSS

% u(l4) = t21 Angulo variable articular "?21" segunda cadena robot
4RRSS

% u(ldb) = t22 Angulo variable articular "?22" segunda cadena robot
4RRSS

% u(le) = t23 Angulo variable articular "?23" segunda cadena robot
4RRSS

$ u(l7) = e21 Eslabén "121" segunda cadena robot 4RRSS

% u(lg8) = e22 Eslabén "122" segunda cadena robot 4RRSS

5 u(l9) = e23 Eslabén "123" segunda cadena robot 4RRSS

% u(20) = e24 Eslabén "123" segunda cadena robot 4RRSS

$ u(2l) = t31 Angulo variable articular "?31" tercera cadena robot
4RRSS

$ u(22) = t32 Angulo variable articular "?32" tercera cadena robot



% u(23) = t33

Angulo variable articular "?33" tercera cadena robot

Eslabén "131" tercera cadena robot 4RRSS
Eslabdén "132" tercera cadena robot 4RRSS
Eslabén "133" tercera cadena robot 4RRSS
Eslabén "134" tercera cadena robot 4RRSS
Angulo variable articular "?41" cuarta cadena robot

Angulo variable articular "?42" cuarta cadena robot
Angulo variable articular "?43" cuarta cadena robot

Eslabén "141" cuarta cadena robot 4RRSS

Eslabén "142" cuarta cadena robot 4RRSS

Eslabén "143" cuarta cadena robot 4RRSS

Eslabén "143" cuarta cadena robot 4RRSS

Angulo variable articular "?1v" cadena virtua RRR
Angulo variable articular "?2v" cadena virtua RRR
Angulo variable articular "?3v" cadena virtua RRR
Eslabén "1l1lv" cadena virtual RRR

Eslabén "12v" cadena virtual RRR

Eslabén "13v" cadena virtual RRR

% Las salidas estan definidas de la siguiente manera:

4RRSS

% u(24) = e31
% u(25) = e32
$ u(260) = e33
$ u(27) = e34
$ u(28) = t4l
4RRSS

% u(29) = t42
4RRSS

$ u(30) = t43
4RRSS

% u(3l) = e4dl
% u(32) = ed2
$ u(33) = e43
$ u(34) = e4dd
$ u(35) = tlv
% u(36) = t2v
$ u(37) = t3v
$ u(38) = elv
$ u(39) = e2v
$ u(d40) = e3v
% o(l) = vxP

% o(2) = vyP

$ o0(3) = vzP

switch flag,

case 0,

velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "X"
velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Y"
velocidad lineal del punto "P" sobre el eje "Z"

[sys,x0,str,ts]=mdlInitializeSizes;

case 1,

sys=mdlDerivatives (t,x,u);

case 2,

sys=mdlUpdate (t, x,u);

case 3,

sys=mdlOutputs (t,x,u);

case 4,

sys=mdlGetTimeOfNextVarHit (t,x,u);

case 9,

sys=mdlTerminate (t,x,u);

otherwise

error (['Unhandled flag = ',num2str(flag)]);

end

function [sys,x0,str,ts,T samp]=mdlInitializeSizes

sizes = simsizes;

sizes.NumContStates = 0;
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sizes.NumDiscStates

sizes.NumOutputs = 18;
sizes.NumInputs = 40;
sizes.DirFeedthrough = 1;
sizes.NumSampleTimes = 1;
sys = simsizes (sizes);

x0 = [1;

str = [];

ts = [0 0];

% end mdlInitializeSizes

% mdlDerivatives
% Return the derivatives for the continuous states.

function sys=mdlDerivatives (t,x,u)
sys = [];

function sys=mdlUpdate (t,x,u)
sys = [ 1;

function sys=mdlOutputs (t,x,u)

o

3 Variables de velocidad de entrada

wv3 = u(l);
wv2 = u(2);
wvl = u(3);
% Variables de retroalimentacidén angular
xP = u(4);
yP = u(d5);
zP = u(6);
%$Primer cadena
tll = u(7);
tl2 = u(8);
tl3 = u(9);
$segunda cadena
t21 = u(l4);
t22 = u(l5);
t23 = u(le);
%tercera cadena
t31 = u(2l1);
t32 = u(22);
t33 = u(23);
%cuarta cadena
tdl = u(28);
td2 = u(29);
t43 = u(30);
%$Cadena virtual serial
tlv= u(35);

t2v= u(36);



t3v= u(37);
% Dimensiones de la plataforma

global ell el2 el3 eld e2l1 e22 e23 e24 e31 e32 e33 e34 e4l1 ed2 e43
edd elv e2v e3v ;

$Primer cadena
ell = u(l10);
el2 = u(ll);
el3 = u(l2);
eld = u(l3);
%$segunda cadena
e2l = u(l7);
e22 = u(l8);
e23 = u(l9);
e24 = u(20);
%tercera cadena
e3l = u(24);
e32 = u(25);
e33 = u(20);
e3d4 = u(27);
%cuarta cadena
edl = u(31l);
ed?2 = u(32);
ed3 = u(33);
edd = u(34);
%Cadena virtual
elv= u(38);
e2v= u(39);
e3v=u(40);

o)

% Calculo de las velocidades generalizada
U = [wv3; wv2; wvl];

Sa=|
% virtual

-e2v*cos (t2v) *sin (tlv) -
e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *sin(tlv)+e3v*sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t3v), -

e2v*cos (tlv) *sin (t2v)-e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *sin (t2v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *sin (t3v), -e3v *cos (tlv)*cos (t3v) *sin (t2v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *sin (t3v) ;

e2v*cos (tlv) *cos (t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v), -e2v*sin(tlv)
*sin (t2v)-e3v* sin(tlv) *sin(t2v+t3v), -e3v *sin(tlv)*sin (t2v+t3v);

0, —e2v*cos (t2v)-e3v*cos (t2v+t3v), -e3v*cos (t2v+t3v);

%% PRIMERA CADENA PARALELO

(-e2v*cos (tlv) * (cos (tl1ll+tl2)"2) *cos (t2v) *cot (tl3) -
e3v*cos (tlv) * (cos (tl1ll+tl2) "2) *cos (t2v+t3v) *cot (tl3)+e2v*cos (tl1ll+tl2) *cos (
t2v) *sin (tlv)+e3v*cos (tll+tl2) *cos (t2v) *cos (t3v) *sin(tlv) -
e2v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t13) *sin (tll+tl2)"2-



e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£t13) *sin (tll+tl2)"2-

e3v*cos (tll+tl2) *sin(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v))/ (el2* (cos (tll+tl2)*sin(tll) -
cos (tll)*sin(tll+tl2))),

(e2v*cos (t2v) *sin(tll+tl2) +e3v*cos (t2v+t3v) *sin(tll+tl2) +e2v*cos (tlv) *cos
(t1l1+tl2) *sin(t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (tl1ll+tl2) *cos (t3v) *sin (t2v)+e2v*cos (tl
1+t12)"2*cot (t1l3) *sin(tlv) *sin(t2v)+e2v*cot (tl3) *sin(tlv) *sin (tll+tl2)"2*
sin(t2v)+e3v*cos (tlv)*cos (tll+tl2) *cos (t2v) *sin (t3v)+e3v*cos (tll+tl2)"2*c
ot (tl3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)+e3v*cot (tl3) *sin(tlv) *sin(tll+tl2) " "2*sin(t2
v+t3v))/(el2* (cos (tl1ll+tl2) *sin(tll)-cos(tll) *sin(tll+tl2))),

(e3v*cos (t2v+t3v) *sin(tl1ll+tl2) +e3v*cos (tlv) *cos (t11l+tl2) *cos (t3v) *sin (t2v
) +e3v*cos (tlv) *cos (tll+tl2) *cos (t2v) *sin (t3v)+e3v*cos (t1l1l+tl2) "2*cot (t1l3)
*sin(tlv) *sin (t2v+t3v)+e3v*cot (tl13) *sin(tlv) *sin(tll+tl2) " "2*sin(t2v+t3v))
/(el2* (cos (t1ll+tl2)*sin(tll)-cos(tll)*sin(tll+tl2)));

((sin(tll+tl2)* (e2v*el3*cos(tlv) *cos (t2v) *cot (tl1l3)+el3*e3v*cos(tlv) *cos (t
2v+t3v) *cot (t13) +e2v*el3*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t11+tl1l2) *2*cot (tl1l3)+el3*e3
v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£11+tl2) "2*cot (t1l3)+el2*e2v*cos (tll) *cos (tlv)
*cos (t2v) *cot (t11+tl2) *cot (t1l3) *csc(tll+tl2) *csc(tl3)+el2*el3v*cos(tll) *co
s(tlv)*cos (t2v+t3v) *cot (t11+tl2) *cot (t1l3)*csc(tll+tl2)*csc(tl3)+el2*e2v*c
os (tlv) *cos (t2v) *cot (tl3) *csc (tll+tl2) *csc(tl3) *sin(tll)+el2*e3v*cos (tlv)
*cos (t2v+t3v) *cot (t13) *csc (t1ll+tl2) *csc (tl3) *sin(tll) -

e2v*el3*cos (t2v) *cot (tll+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(tlv) -

el3*e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t11+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(tlv) -

el2*e2v*cos (tll) *cos (t2v) *csc (tl1ll+tl2) *"2*csc(tl3) *sin(tlv) -

el2*e3v*cos (tll) *cos (t2v) *cos (t3v) *csc (tl1ll+tl2) "2*csc(tl3) *sin(tlv)+el3*e
3v*¥cot (t11+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(tlv) *sin(t2v) *sin(t3v)+el2*e3v*cos (tll)*
csc(tll+tl2)"2*csc (tl3) *sin(tlv) *sin(t2v) *sin(t3v)))/ (el2*el3* (cos (tll) -
cot (t11+tl2)*sin(tll)))), —-((sin(tll+tl2)* (-

e2v*el3*cos (t2v) *csc (tll+tl2)-el3*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (tll+tl2) -
el2*e2v*cos (t2v) *csc (tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin(tll) -

el2*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (tll+tl2) "2*csc(tl3) *sin(tll) -

e2v*el3*cos (tlv) *cot (tll+tl2) *csc(tll+tl2) *sin (t2v) -

el3*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t1l+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(t2v) -

el2*e2v*cos (tll) *cos (tlv)*csc(tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin(t2v) -

el2*e3v*cos (tll) *cos (tlv) *cos (t3v) *csc (tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin (t2v) -
e2v*el3*cot (tl3) *sin(tlv) *sin (t2v) -

e2v*el3*cot (t11+tl2)"2*cot (tl1l3) *sin(tlv) *sin (t2v) -

el2*e2v*cos (tll) *cot (t11+tl2) *cot (tl3) *csc(tll+tl2)*csc(tl3)*sin(tlv) *sin
(t2v) —el2*e2v*cot (tl1l3) *csc (tll+tl2) *csc(tl3) *sin(tll) *sin(tlv) *sin(t2v) -
el3*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t11+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(t3v) -

el2*e3v*cos (tll) *cos (tlv) *cos (t2v) *csc (tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin (t3v) -
el3*e3v*cot (tl3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

el3*e3v*cot (t11+tl2)"2*cot (tl1l3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

el2*e3v*cos (tll) *cot (t1ll+tl2) *cot (tl3)*csc(tll+tl2)*csc(tl3)*sin(tlv) *sin
(t2v+t3v) -

el2*e3v*cot (tl3) *csc (tll+tl2) *csc(tl3)*sin(tll) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v))) /(
el2*el3* (cos(tll)-cot (t1l1+tl2)*sin(tll)))), —-((sin(tll+tl2)* (-
el3*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (tll+tl2) -

el2*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t1l1l+tl2) "2*csc (tl1l3) *sin(tll) -

el3*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t11+tl2) *csc(tll+tl2) *sin(t2v) -

el2*e3v*cos (tll) *cos (tlv) *cos (t3v) *csc (tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin (t2v) -
el3*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t11+tl2) *csc(tll+tl2) *sin (t3v) -

el2*e3v*cos (tll) *cos (tlv) *cos (t2v) *csc (tll+tl2)"2*csc(tl3) *sin (t3v) -
el3*e3v*cot (tl1l3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

el3*e3v*cot (t11+tl2)"2*cot (tl1l3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

el2*e3v*cos (tll) *cot (tl1ll+tl2) *cot (tl3)*csc(tll+tl2)*csc(tl3)*sin(tlv)*sin
(t2v+t3v) -

el2*e3v*cot (tl3) *csc(tll+tl2)*csc(tl3) *sin(tll) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)))/(
el2*el3* (cos (tll)-cot (tll+tl2)*sin(tll))));

(
(
(
(

AAAAAAAA
~— o~



-(((e2v*cos (tlv) *cos (t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) ) *csc (tl3)) /el3), -
((csc(tl3)* (-e2v*sin(tlv) *sin (t2v)-e3v*sin (tlv) *sin (t2v+t3v))) /el3),
(e3v*csc (tl3) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)) /el3;

%% SEGUNDA CADENA PARALELO
(-e2v*cos (tlv) *cos (t21+t22) *cos (t2v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t21+t22) *cos (t2v+t3v) —
e2v*cos (t21+t22) "2*cos (t2v) *cot (£t23) *sin (tlv) -
e3v*cos (t21+t22) "2*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t23) *sin(tlv) -
e2v*cos (t2v) *cot (t23) *sin(tlv) *sin (t21+t22)"2-
e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t23) *sin (tlv) *sin (t21+t22) "2+e3v*cos (t21+t22)"
*cot (t23) *sin(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v)+e3v*cot (t23) *sin(tlv) *sin (t21+t22)"
*sin (t2v) *sin (t3v) )/ (e22* (cos (t21+t22) *sin (t21)-cos (t21) *sin (t21+t22))),
(e2v*cos (t2v) *sin (t21+t22) +e3v*cos (t2v+t3v) *sin (t21+t22) -
e2v*cos (tlv) *cos (t21+t22)"2*cot (t23) *sin (t2v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t21+t22) "2*cos (t3v) *cot (t23) *sin (t2v) +te2v*cos (t21+t22) *s
in(tlv) *sin (t2v)-e2v*cos (tlv) *cot (t23) *sin (t21+t22) "2*sin (t2v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t23) *sin (t21+t22)"2*sin (t2v) —
e3v*cos (tlv) *cos (t21+t22)"2*cos (t2v) *cot (t23) *sin (t3v) -
e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t23) *sin (t21+t22)"2*sin (t3v)+e3v*cos (t21+t22) *s
in(tlv) *sin (t2v+t3v))/ (e22* (cos (t21+t22) *sin (t21) -
cos (t21) *sin(t21+t22))), (e3v*cos (t2v+t3v)*sin(t21+t22)-
e3v*cos (tlv) *cos (t21+t22)"2*cos (t3v) *cot (t23) *sin (t2v) —
e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t23) *sin (t21+t22)"2*sin (t2v) —
e3v*cos (tlv) *cos (t21+t22)"2*cos (t2v) *cot (t23) *sin (t3v) -
) ( )

2
2

e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t23) *sin (t21+t22)"2*sin (t3v)+e3v*cos (t21+t22) *s
in(tlv) *sin (t2v+t3v) )/ (e22* (cos (t21+t22) *sin (t21)
cos (t21) *sin (t21+t22)));

((sin(t21+t22) * (e23*e2v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t21+t22) *csc (t21+t22) +e23*e
3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (t21+t22) *csc (t21+t22) +e22*e2v*cos (tlv) *cos (t
21) *cos (t2v) *csc (t21+t22) "2*csc (t23) +te22*e3v*cos (tlv) *cos (t21) *cos (t2v+t3
V) *csc (t21+t22) "2*csc (t23) +e23*e2v*cos (t2v) *cot (£t23) *sin(tlv) +e23*e3v*cos
(t2v) *cos (t3v) *cot (t23) *sin(tlv) +e23*e2v*cos (t2v) *cot (Lt21+t22) "2*cot (t23)
*sin(tlv)+e23*e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (£t21+t22) "2*cot (t23) *sin(tlv) +e22*
e2v*cos (t21l) *cos (t2v) *cot (t21+t22) *cot (£t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(tlv
) +e22*e3v*cos (t21) *cos (t2v) *cos (t3v) *cot (£21+t22) *cot (t23) *csc (t21+t22) *c
sc(t23) *sin(tlv)+e22*e2v*cos (t2v) *cot (£t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin (tlv)
*sin (t21)+e22*e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(tl
v)*sin (t21l) -e23*e3v*cot (t23) *sin(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v) -

e23*e3v*cot (t21+t22) "2*cot (t23) *sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t3v) -

e22*e3v*cos (t21) *cot (t21+t22) *cot (t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(tlv) *sin
(t2v) *sin (t3v) -

e22*e3v*cot (£t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(tlv) *sin(t21) *sin (t2v) *sin (t3v
)))/ (e22*e23* (cos (t21) —cot (t21+t22) *sin(t21)))), —-((sin(t21+t22)* (-
e23*e2v*cos (t2v) *csc (t21+t22)-e23*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t21+t22) -
e22*e2v*cos (t2v) *csc (t21+t22) "2*csc (t23) *sin (t21) -

e22*e3v*cos (Lt2v+t3v) *csc (t21+t22) "2*csc (t23) *sin (t21)+e23*e2v*cos (tlv) *co
t(t23) *sin (t2v) +e23*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t23) *sin (t2v) +e23*e2v*cos (t
1v) *cot (t21+t22) "2*cot (t23) *sin (t2v)+e23*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t21+t2
2)"2*cot (t23) *sin (t2v) +e22*e2v*cos (tlv) *cos (t21) *cot (t21+t22) *cot (t23) *cs
c(t21+t22) *csc(t23) *sin (t2v)+e22*e3v*cos (tlv) *cos (t21) *cos (t3v) *cot (t21+t
22)*cot (t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(t2v) -

e23*e2v*cot (t21+t22) *csc (t21+t22) *sin(tlv) *sin (t2v) -

e22*e2v*cos (t21) *csc (t21+t22)"2*csc (t23) *sin(tlv) *sin (t2v)+e22*e2v*cos (tl
V) *cot (t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(t21) *sin (t2v) +te22*e3v*cos (tlv) *cos (
t3v) *cot (£t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin (t21) *sin (t2v) +e23*e3v*cos (tlv) *co
s(t2v) *cot (t23) *sin (t3v)+e23*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£t21+t22) *2*cot (t23
) *sin (t3v) +e22*e3v*cos (tlv) *cos (t21) *cos (t2v) *cot (£t21+t22) *cot (£t23) *csc (t
21+t22) *csc (t23) *sin (t3v) +e22*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t23) *csc (t21+t22)
*csc (t23) *sin(t21) *sin (t3v) —

e23*e3v*cot (t21+t22) *csc (t21+t22) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -



e22*e3v*cos (t21) *csc (t21+t22)"2*csc(t23) *sin (tlv) *sin (t2v+t3v)) )/ (e22*e23
*(cos (t21)-cot (t21+t22)*sin(t21)))), —-((sin(t21+t22)* (-
e23*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t21+t22) -

e22*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t21+t22) "2*csc (t23) *sin (t21) +e23*e3v*cos (tlv) *co
s (t3v) *cot (t23) *sin (t2v)+e23*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (£t21+t22) "2*cot (t23
) *sin (t2v) +e22*e3v*cos (tlv) *cos (t21) *cos (t3v) *cot (£t21+t22) *cot (t23) *csc (t
21+t22) *csc (t23) *sin (t2v) +e22*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t23) *csc (t21+t22)
*csc (t23) *sin(t21) *sin (t2v) +te23*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£t23) *sin (t3v) +e
23*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£t21+t22) "2*cot (t23) *sin (t3v) +te22*e3v*cos (tlv
) *cos (t21) *cos (t2v) *cot (£t21+t22) *cot (£t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin (t3v) +
e22*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t23) *csc (t21+t22) *csc (t23) *sin(t21) *sin (t3v
) —e23*e3v*cot (t21+t22) *csc (t21+t22) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

e22*e3v*cos (t21) *csc (£t21+t22) "2*csc (t23) *sin (tlv) *sin (t2v+t3v)) )/ (e22*e23
*(cos (t21)-cot (t21+t22) *sin(t21))));

- ((csc(t23) *(e2v*cos (t2v) *sin (tlv)+e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *sin(tlv) -
e3v*sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t3v))) /e23), -
((csc(t23) *(e2v*cos (tlv) *sin (t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *sin (t2v) +e3v*cos (
tlv) *cos (t2v) *sin (t3v))) /e23), -
((csc(t23) *(e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *sin(t2v) +e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *sin (t3v)
))/e23);

%% TERCERA CADENA PARALELO

(e2v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (£t31+t32) "2*cot (£t33) +e3v*cos (tlv) *cos (£31+t32) "
2*cos (t2v+t3v) *cot (£33) —e2v*cos (t2v) *cos (£31+t32) *sin (tlv) -

e3v*cos (t2v) *cos (t31+t32) *cos (t3v) *sin(tlv)+e2v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£33
) *sin (£t31+t32) "2+e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£33) *sin (t31+t32) *"2+e3v*co
s (t31+t32) *sin(tlv) *sin(t2v) *sin(t3v))/ (e32* (cos (£31+t32) *sin (t31) -

cos (t31) *sin (t31+t32))), (-e2v*cos(tlv)*cos (t31+t32)*sin(t2v)-

e3v*cos (tlv) *cos (t31+t32) *cos (t3v) *sin (t2v) -

e2v*cos (£31+t32) "2*cot (t33) *sin(tlv) *sin (t2v)+e2v*cos (t2v) *sin (t31+t32) +e
3v*cos (t2v+t3v) *sin (£t31+t32) -

e2v*cot (t33) *sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t31+t32)"2-

e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (£31+t32) *sin (t3v) -

e3v*cos (£31+t32) "2*cot (t33) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

e3v*cot (t33) *sin (tlv) *sin (t31+t32) *2*sin(t2v+t3v) )/ (e32* (cos (t31+t32) *sin
(t31) —cos (t31) *sin (t31+t32))), (-

e3v*cos (tlv) *cos (£31+t32) *cos (t3v) *sin (t2v)+e3v*cos (t2v+t3v) *sin (t31+t32)
-e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (£31+t32) *sin (t3v) -

e3v*cos (£31+t32) "2*cot (t33) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) -

e3v*cot (t33) *sin (tlv) *sin (t31+t32) *2*sin(t2v+t3v))/ (e32* (cos (t31+t32) *sin
(t31) —cos (t31) *sin (t31+t32)));

- ((sin(t31+t32) * (me2v*e33*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t33) -
e33*e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£33) -
e2v*e33*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£31+t32) *2*cot (t33) -
e33*e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£31+t32) "2*cot (t33) -
e2v*e32*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (t31) *cot (t31+t32) *cot (£t33) *csc (t31+t32) *csc
(t33) -
e32*e3v*cos (tlv) *cos (t31) *cos (t2v+t3v) *cot (£t31+t32) *cot (t33) *csc (t31+t32)
*csc (t33) +te2v*e33*cos (t2v) *cot (£31+t32) *csc (£31+t32) *sin(tlv) +e33*e3v*cos
(t2v) *cos (t3v) *cot (t31+t32) *csc (t31+t32) *sin(tlv)+e32*
e32*cos (t2v) *cos (t31) *csc (£t31+t32) "2*csc (t33) *sin(tlv)+e32*e3v*cos (t2v) *c
os (t31) *cos (t3v) *csc (t31+t32) *2*csc (t33) *sin(tlv) -
e2v*e32*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£t33) *csc (£t31+t32) *csc (t33) *sin (t31) -
e32*e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£t33) *csc (£t31+t32) *csc (t33) *sin (t31) -
e33*e3v*cot (£31+t32) *csc (t31+t32) *sin(tlv) *sin(t2v) *sin (t3v) -
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e32*e3v*cos (t31) *csc (t31+t32) "2*csc(t33) *sin (tlv) *sin (t2v) *sin(t3v)))/ (e3
2*e33* (cos (t31)—-cot (£t31+t32)*sin(t31)))), —-((sin(t31+t32)* (-
e2v*e33*cos (t2v) *csc (t31+t32) -

e33*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t31+t32) +e2v*e33*cos (tlv) *cot (£31+t32) *csc (t31+t
32)*sin(t2v)+e33*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (£t31+t32) *csc (£t31+t32) *sin (t2v)
+e2v*e32*cos (tlv) *cos (t31) *csc (t31+t32) "2*csc (t33) *sin(t2v) +e32*e3v*cos (t
1v) *cos (t31) *cos (t3v) *csc (t31+t32) "2*csc (t33) *sin (t2v)+e2v*e33*cot (£t33) *s
in(tlv) *sin (t2v)+e2v*e33*cot (£t31+t32) "2*cot (t33) *sin(tlv) *sin (t2v)+te2v*e3
2*cos (t31) *cot (£31+t32) *cot (£33) *csc (t31+t32) *csc (t33) *sin(tlv) *sin (t2v) -
e2v*e32*cos (t2v) *csc (t31+t32)"2*csc (t33) *sin (t31) -

e32*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t31+t32) "2*csc (t33) *sin (t31)+e2v*e32*cot (t33) *cs
c(t31+t32) *csc (t33) *

sin(tlv) *sin(t2v) *sin (t31)+e33*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£t31+t32) *csc (t31
+t32) *sin (t3v) te32*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (t31) *csc (£31+t32) "2*csc (t33)
*sin (t3v)+e33*e3v*cot (£33) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)+e33*e3v*cot (£t31+t32) "2*c
ot (t33) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)+e32

*e3v*cos (t31) *cot (£31+t32) *cot (£33) *csc (t31+t32) *csc (t33) *sin(tlv) *sin (t2
v+t3v) +te32*e3v*cot (£33) *csc (£t31+t32) *csc (t33) *sin(tlv) *sin (t31) *sin (t2v+t
3v)))/ (e32*e33* (cos (t31) —cot (£t31+t32) *sin(t31)))), —-((sin(t31+t32)* (-
e33*e3v*cos (t2v+t3v) *csc (t31+t32)+e33*e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (£31+t32) *
csc (t31+t32) *sin(t2v)+e32*e3v*cos (tlv) *cos (t31) *cos (t3v) *csc (£31+t32) "2*c
sc(t33) *sin(t2v)-e32*e3v*cos (t2v+t3v)

*csc (t31+t32) "2*csc (t33) *sin (t31) +e33*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (£31+t32) *
csc (t31+t32) *sin (t3v)+e32*e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (t31) *csc (£t31+t32) "2*c
sc(t33)* sin(t3v)+e33* e3v* cot (t33)* sin(tlv) *sin (t2v+t3v)+e33*

e3v*cot (t31+t32)"2* cot (t33) *sin(tlv)* sin(t2v+t3v)+e32* e3v* cos(t31)
*cot (t31+t32)* cot (t33)* csc(t31+t32)* csc(t33)* sin(tlv)

*sin (t2v+t3v) +e32* e3v *cot (t33)* csc(t31+t32)* csc(t33)* sin(tlv)

*sin (t31)* sin(t2v+t3v)))/ (e32* e33* (cos(t31l)-cot (t31+t32)* sin(t31)))):

((e2v*cos (tlv) *cos (t2v) +e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) ) *csc (t33)) /e33,
(csc(t33) * (—e2v*sin(tlv) *sin (t2v) —-e3v*sin(tlv) *sin (t2v+t3v))) /e33, -
((e3v*csc (t33) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v)) /e33);

$%5CUARTA CADENA PARALELO

(e2v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (td41+td2)+e3v*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cos (t41+t42
) te2v*cos (t2v) *cos (t41+t42) "2*cot (t43) *sin (tlv)+e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cos
(td41+t42)"2*cot (t43) *sin(tlv) -

e3v*cos (t41+t42) "2*cot (t43) *sin(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v)+e2v*cos (t2v) *cot (t
43)*sin(tlv) *sin (t41+t42) "2+e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t43) *sin(tlv) *sin (t
41+t42) *2-

e3v*cot (t43) *sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t3v) *sin (t41+t42)"2)/ (ed2* (cos (t41+t42
) *sin(t4l)-cos (td4l) *sin(td41+t4d2))),

(e2v*cos (tlv) *cos (t41+t42) "2*cot (t43) *sin (t2v) +e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cos (
td41+t42)"2*cot (td3) *sin(t2v) -

e2v*cos (t41+t42) *sin(tlv) *sin (t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (td41l+td2)"2*c
ot (t43) *sin (t3v) -

e3v*cos (t41+t42) *sin(tlv) *sin (t2v+t3v) +e2v*cos (t2v) *sin (t41+t42) +e3v*cos (
t2v+t3v) *sin (td41+td2)+e2v*cos (tlv) *cot (t43) *sin(t2v) *sin (td41+td2) "2+e3v*c
os (tlv) *cos (t3v) *cot (t43) *sin(t2v) *sin(td41+t42)"24+e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *c
ot (t43) *sin (t3v) *sin (t41+t4d2)"2)/ (ed2* (cos (t41+t42) *sin (t4l) -

cos (t41l) *sin (t41+t42))),

(e3v*cos (tlv) *cos (t3v) *cos (t41+t4d2)"2*cot (t43) *sin (t2v)+e3v*cos (tlv) *cos (
t2v) *cos (td41+td2)"2*cot (td43) *sin (t3v) -

e3v*cos (t41+t42) *sin (tlv) *sin (t2v+t3v) +e3v*cos (t2v+t3v) *sin (t41+t42) +el3v*
cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t43) *sin(t2v) *sin (t41+t4d2) "2+e3v*cos (tlv) *cos (t2v) *
cot (t43) *sin (t3v) *sin (td41+t42)"2)/ (ed2* (cos (td41l+t42)*sin (tdl) -

cos (t4l) *sin (td41+t42)));



- (((-e2v*ed3*cos (tlv) *cos (t2v) *cot (t41+t42) *csc (t41+t42) -
e3v*ed3*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cot (£t41+t42) *csc (td41+t42) -
e2v*ed2*cos (tlv) *cos (t2v) *cos (td4l) *csc (td41+td42) "2*csc (t4d3) -
e3v*ed2*cos (tlv) *cos (t2v+t3v) *cos (t4l) *csc (td1+td2) "2*csc (t4d3) -
e2v*ed3*cos (t2v) *cot (t43) *sin(tlv) -
e3v*ed3*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t43) *sin (tlv) -
e2v*ed3*cos (t2v) *cot (td41+td2)"2*cot (t43) *sin(tlv) -
e3v*ed3*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t41+t42) "2*cot (t43) *sin(tlv) —
e2v*ed2*cos (t2v) *cos (tdl) *cot (t41+t4d2)~*
cot (td43) *csc (td41l+td2) *csc (td3) *sin(tlv) -
e3v*ed2*cos (t2v) *cos (t3v) *cos (tdl) *cot (td41+t42) *cot (td3) *csc(tdl1+td2) *csc
(td43) *sin(tlv)+e3v
*ed3*cot (t43) *sin(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v)+e3v*ed3*cot (t41+t42) "2*cot (t43)*
sin(tlv) *sin (t2v) *
sin(t3v)+e3v*ed2*cos (tdl) *cot (t41+t42) *cot (td3) *csc(td1l+td2) *csc (td3) *sin
(tlv) *sin (t2v) *sin (t3v) -
e2v*ed2*cos (t2v) *cot (t4d3) *csc (td41+t4d42) *csc (td3) *sin(tlv) *sin (t4dl) -
e3v*ed2*cos (t2v) *cos (t3v) *cot (t43) *csc (td41+td2) *csc(t4d43) *sin(tlv) *sin (t4l
) +e3v*ed2*cot (t43) *csc (td41+td2) *csc (td43) *sin(tlv) *sin(t2v) *sin (t3v) *sin(t
41))* sin(td41l+t42))/ (ed2*ed3* (cos (tdl)-cot (tdl+td2)*sin(t4dl)))), —-(((-
e2v*ed3*cos (t2v) *csc (td41l+t4d2) —e3v*ed3*cos (t2v+t3v) *csc (t41+t42) -
e2v*ed3*cos (tlv) *cot (t43) *sin (t2v) —
e3v*ed3*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t43) *sin (t2v) -
e2v*ed3*cos (tlv) *cot (td4l+td2)"2*cot (t43) *sin (t2v) -
e3v*ed3*cos (tlv) *cos (t3v) *cot (t41+td2) ~"2*cot (t43) *sin(t2v) —
e2v*ed2*cos (tlv) *cos (tdl) *cot (t41+t42) *cot (t43)
*csc(td41+td2) *csc(td3) *sin (t2v) -
e3v*ed2*cos (tlv) *cos (t3v) *cos (t4l) *cot (t41+td2) *cot (t43)* csc(tdl+t4d2)
*csc (t43) *sin(t2v)+e2v* e4d43 *cot (tdl+td2)
*csc(td4l+td2) *sin(tlv) *sin (t2v) +e2v* ed2* cos(tdl)* csc(tdl+td2)"2
*csc (t43) *sin(tlv)* sin(t2v)-e3v* e43 *cos(tlv) *cos(t2v)* cot (t4d3)*
sin(t3v)-e3v *ed43* cos(tlv)*cos (t2v)*cot (t41l+t42)"2 *cot(t43)* sin(t3v) -
e3v* ed2 *cos (tlv)* cos(t2v)* cos(tdl)* cot(tdl+td2)* cot (t4d3)*
csc(td41+t42)* csc(td43)* sin(t3v)+e3v* ed3* cot (td41+td42)* csc(tdl+td2)
*sin(tlv)* sin(t2v+t3v)+e3v* e42 *cos (tdl)* csc(tdl+td2)"2 *csc(td3)
*sin(tlv)* sin (t2v+t3v) -e2v* ed2* cos (t2v) *csc(tdl+td2)"2 *csc(td3)*
sin(tdl)-e3v* ed2 *cos (t2v+t3v)™* csc(tdl+td2)"2* csc(td3) *sin(tdl)-e2v*
ed2* cos(tlv)* cot (td43)* csc(tdl+td2)* csc(td3)* sin(t2v)* sin(tdl)-e3v*
ed2* cos(tlv)* cos(t3v)* cot (td43)* csc(tdl+td2) *csc(td3)* sin(t2v)*
sin(td4l)-e3v* ed42 *cos(tlv)* cos(t2v)* cot (t43)* csc(td4l+td2)* csc(td3)*
sin(t3v) *sin(t4l))* sin(td41l+td2))/ (ed2* ed43* (cos(tdl)-cot (tdl+td2)*
sin(t4l)))), —-(((-e3v *ed43 *cos (t2v+t3v)* csc(tdl+td2)-e3v* ed3* cos(tlv)
*cos (t3v)* cot(t43)* sin(t2v)-e3v* e43* cos(tlv)* cos(t3v)*
cot (td41+t42) "2 *cot (t4d43)* sin(t2v)-e3v
*ed2*cos (tlv) *cos (t3v) *cos (t4l) *cot (td4l1+td2)*
cot (t43)*csc(td41+t42) *csc(td3) *sin(t2v)-e3v*ed3*cos (tlv) *cos (t2v) *
cot (t43)* sin(t3v)-e3v* ed3* cos(tlv)* cos(t2v) *cot (tdl+td2)"2
*cot (t43)* sin(t3v)-e3v* ed2* cos(tlv)* cos(t2v) *cos(tdl)*cot (tdl+t4d2)~*
cot (td43) *csc(td4l+td2)* csc(td3)* sin(t3v)+el3v *ed3* cot (tdl+td2)*
csc (td41+t42) *sin(tlv)* sin(t2v+t3v)+el3v* e4d2 *cos(tdl) *csc(tdl+td2)"2
*csc (t43)* sin(tlv)* sin(t2v+t3v)-e3v* ed2* cos (t2v+t3v) *csc(tdl+td2) "2
*csc (t43)* sin(t4l)-e3v* e42* cos(tlv)* cos(t3v) *cot (t4d3) *csc(tdl+td2)
*csc (t43)* sin(t2v)* sin(td4l)-e3v* ed42* cos(tlv) *cos(t2v)* cot (t43)
*csc(td41l4td2) *csc(td3)* sin(t3v)* sin(tdl))* sin(tdl+td2))/ (ed2* e43*
(cos (td4l)-cot (td41+t42)*sin(tdl))));
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(csc (td3)* (e2v*cos (t2v) *sin(tlv) +e3v*cos (t2v) *cos (t3v) *sin (tlv) -
e3v*sin (tlv) *sin (t2v) *sin (t3v))) /e43,
(csc (td3)* (e2v*cos (tlv) *sin(t2v) +te3v*cos (tlv) *cos (t3v) *sin (t2v) +e3v*cos (t
1v) *cos (t2v) *sin(t3v))) /ed3,
(csc(t43)*(e3v*cos(tlv)*cos(t3v)*sin(t2v)+e3v*cos(tlv)*cos(th)*sin(t3v))
) /ed3;
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X= Sg*U;

sys = [X]; S%sistema

function sys=mdlGetTimeOfNextVarHit (t, x,u)

sampleTime = 1; % Example, set the next hit to be one second later.
sys = t + sampleTime;

% end mdlGetTimeOfNextVarHit

% mdlTerminate
% Perform any end of simulation tasks.

function sys=mdlTerminate (t,x,u)

sys = [1;

)

% end mdlTerminate

Diagramas de Simulink

Diagrama general unidos los dos sistemas
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Diagrama de Subsistema Paralelo:
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