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Resumen

El modelo estandar no es capaz de explicar la estabilidad observada de nuestro Universo, sin
invocar un enorme ajuste fino de los parametros. Para entender los detalles de este problema es
preciso entender la dependencia energética de los acoplamientos y masas de todas las particulas del
modelo estandar en términos de las interacciones de sus campos cuanticos. En esta tesis, estudiamos
de manera general esta dependencia energética mediante el calculo a un lazo de las ecuaciones del
llamado grupo de renormalizacién para constantes adimensionales. Este calculo perturbativo revela
que las interacciones entre escalares (el acoplamiento ¢?) requiere un factor de permutacién no
discutido en la literatura, para establecer la compatibilidad de este resultado con el anélogo obtenido
mediante el método de campos de fondo (background field method). Aplicando estos resultados al
modelo estandar, comprobamos la meta-estabilidad del vacio de Higgs. Adicionalmente, mostramos
en un modelo de juguete como la existencia de una simetria de norma Abeliana U(1)’ extra permite
resolver este problema. Este tipo de modelos es comtn en compactificaciones de la teoria de cuerdas.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los grandes avances en la fisica de altas energfas ha sido la construccién de las teorias
cuéanticas de campos (TCC), una imponente sintesis de conceptos fisicos y matematicos, dotada de
un poder de predictibilidad sin precedente. Dentro de este contexto de las TCC, se engloba el estudio
la particula elemental y se adopta el campo como agente principal y fundamental. Bajo esta 6ptica,
al incluir las interacciones observadas en la naturaleza, una opcién, aunque no la dnica, es asumir
una postura perturbativa para realizar calculos. Por lo tanto, la TCC exhibe que las particulas son
descritas en este contexto como perturbaciones de un campo cuantico. Lo anterior concluye en el
planteamiento de los llamados diagramas de Feynman, los cuales expresan las diferentes posibles
trayectorias de particulas en un proceso de colisién o propagacion.

Con lo anterior, al desarrollar una TCC e ir a 6rdenes perturbativos més altos que a nivel drbol
(diagramas que no contienen circuitos cerrados de particulas llamados lazos o loops), frecuentemente
se encuentran divergencias. Sin embargo, estos infinitos pueden ser eliminados de una TCC mediante
los procesos de regularizacion y renormalizacion de la teorfa. Un resultado muy importante que
surge de la aplicacién de estas herramientas es que las constantes acoplamientos del modelo no
son constantes en realidad, sino que dependen de la escala de energia a la que las interacciones
ocurren. A pesar de su dependencia funcional en la energia seguiremos llamandoles “constantes de
acoplamiento” convencionalmente.

El Modelo Estandar (SM, por sus siglas en inglés) de particulas elementales se construye como
una TCC, basada en un grupo de (simetrias de) norma, que incluye tres de las cuatro fuerzas fun-
damentales. El grupo de norma corresponde a un grupo de simetrias internas de la teorfa, adicional
y diferente en naturaleza al grupo de simetrias global (espacio-temporal) de Poincaré, asociado al
espacio plano de Minkowski donde la TCC se desarrolla. Una pieza clave en la consistencia del SM
es el boson de Higgs, propuesto en los trabajos [I, 2, B] en los afos 60 dentro del mecanismo de
Higgs. Dicho mecanismo es capaz de explicar las masas de las particulas elementales y las cualidades
de la fuerza electro-débil y cuya confirmacion experimental llegd en 2012 con [4].

Por ser una TCC, el SM puede ser caracterizado mediante los acoplamientos entre los distintos
campos incluidos, y mediante la dependencia energética de las correspondientes constantes de aco-
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plamiento. Esta dependencia energética, originada por los mencionados procesos de regularizaciéon
y renormalizacion, se codifica en un conjunto de ecuaciones diferenciales acopladas, conocido como
Ecuaciones del Grupo de Renormalizacion (RGEs, por sus siglas en inglés). Uno de los objetivos de
este trabajo es precisamente obtener una comprensién profunda de las RGEs del SM. El segundo
objetivo, de mayor relevancia desde el punto de vista fenomenologico, es conocer y controlar lo que
se denomina como el problema de meta-estabilidad del vacio electro-débil en el SM, protagonizado
por la constante de autoacoplamiento del campo de Higgs.

Tras comprender las RGEs en general, en esta tesis explotamos las RGEs de las constantes
de acoplamiento de extensiones del SM con fuerzas adicionales abelianas, conocidas como U(1)'.
Mostraremos que es posible estabilizar el vacio de Higgs mediante el control de las cargas de las
particulas observadas bajo la nueva interaccién.

El comportamiento de las TCC respecto a la escala de energia, es una propiedad ampliamen-
te explotada en diversas areas de la fisica donde incluso se propone a la escala de energia como
una coordenada espacial en teorias de dimensiones mayores, con el objetivo de proponer un ana-
lisis geométrico de las RGEs. Por otro lado, en el &mbito experimental, conocer las constantes de
acoplamiento con mayor precisién, por medio de otros pardmetros del SM, tales como el angulo
de Weinberg, sirve como motivacién tebrica para analizar la evolucion a distintos érdenes y bajo
distintas metodologias para poder compararlo y encontrar ventanas en las que puede existir fisica
més alla del SM.

Existen trabajos seminales en la derivacién de las RGEs a dos lazos para las constantes de
acoplamiento adimensionales [, [6], [7], basados en [§] para el caso fermioénico y [9) 10, 1] para
el caso bosénico, donde se utiliza el concepto de campo de fondo, que da origen al método de
campo de fondo (BFM, por Background Field Method), para realizar los calculos y posteriores
correcciones, presentadas en [12]. Basandonos en esos trabajos, esta tesis mostrara los calculos
explicitos utilizando el desarrollo convencional de TCC a un lazo. El planteamiento del problema
es, en primera instancia, obtener las RGEs para una teoria tipo SM, la cual posee una simetria
de norma descrita por un grupo (de Lie) simple. La generalizacién a un grupo semi-simple es
relativamente directa. Ademas, supondremos que la teoria tipo SM exhibe un contenido arbitrario
de materia tanto escalar como fermionica, e incluye acoplamientos tipo Yukawa (escalar-fermion-
fermién) y auto-interacciones escalares cuarticas (frecuentemente llamadas ¢*). Mediante el analisis
presentado, se conjetura un factor que llamaremos factor de permutacion que esti intimamente
relacionado con la estructura externa del diagrama y su relacién con los llamados contratérminos
que aparecen en el proceso de regularizacién y renormalizacién. En segundo lugar, usando estos
resultados y la generalizacion presentada en [I3] para multiples U(1)’; nos proponemos a estudiar
un modelo minimo, presentado en [14], con U(1)’ adicional donde se busca una estabilizacion del
vacio de Higgs a energias arbitrarias.

El presente trabajo estd organizado como sigue. En el capitulo [2] se revisard la teoria de re-
presentaciones de grupos y algebras, orientado a definir el concepto de representacion fundamental
y representacion adjunta, asi como a introducir algunos factores importantes en el desarrollo del
trabajo, tales como el invariante de Casimir cuadrético.



El capitulo [3| presenta una revisiéon de la aplicacion directa de la teorfa de representaciones,
asignando esta estructura por medio del concepto de fibrados principales y asociados, lo cual nos
permite construir las teorias de Yang-Mills desde un punto de vista clasico. Después se explica de
manera breve la cuantizacién de los campos presentes por integral de trayectoria, resultando en la
inclusion de los fantasmas de Faddeev-Popov en las reglas de Feynman.

Enseguida, el capitulo 4] se dedica a una construcciéon de las generalidades para describir el SM,
dando el nimero de particulas, las simetrias globales y el mecanismo de Higgs para la adquisicién
de masas en las particulas elementales observadas, tales como W¥, Z y las tres familias de leptones
y quarks.

Para terminar la revisiéon de conceptos en este trabajo, en el capitulo [5| se desarrollan las he-
rramientas para renormalizar y regularizar una TCC, tomando el ejemplo del campo escalar e
introduciendo el concepto de contratérminos y esquemas de renormalizacién y regularizacién. Pos-
teriormente se da un breve repaso de los métodos para obtener las RGEs en una TCC y concluimos
remarcando algunas definiciones como flujos de renormalizacién y puntos fijos del grupo de renor-
malizacién.

Considerando las herramientas previamente desarrolladas, en el capitulo [6] se calculan explicita-
mente las RGEs para una teoria tipo SM, antes descrita. Aunque la mayor parte de nuestros calculos
son realizados bajo las convenciones de [12], las derivaciones y reduccion de las contribuciones con
los diagramas es una contribucién propia del trabajo, siendo la idea de un factor de permutacién una
de las principales aportaciones. En el apéndice [B| se presenta el método para calcular dicho factor.
También se hace referencia al factor de simetria general asociado a este tipo de teorfas, tratado en
[15] 16].

Finalmente, en el capitulo [7] se escriben las RGEs para el SM, dando una derivacién explicita
para los acoplamientos g; de las interacciones fundamentales. Ademas, con ayuda de la paqueteria
SARAH, se muestra el problema de la inestabilidad del potencial de Higgs, debido al cambio de signo
en la constante A, lo cual es esencial para el mecanismo de Higgs y la generacién de masa de nuestras
particulas elementales.

Para la solucién de este problema se utilizara la propuesta de extender el grupo de norma del
SM, agregando una U(1)" adicional, y particulas de materia como bosones escalares y fermiones
de manera anéloga a lo establecido en [14]. Dentro de este contexto, ignoramos las contribuciones
debidas a la mezcla cinética de los grupos U(1)’ presentes, y como simplificacion solo se considera
una particula bosénica escalar adicional para una posible ruptura de simetria, que ademas se acopla
con el boson de Higgs, pero que dicha contribucién no aporta en las RGEs del problema. Bajo esta
Optica, se ejemplifica un escenario estable para el potencial de Higgs, eligiendo cargas de esta nueva
simetria dentro del espacio de parametros presentado en el trabajo antes mencionado, y finalmente
exponiendo la perdida de la propiedad perturbativa al variar la carga U(1)" del boson de Higgs.
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Capitulo 2

Teoria de grupos en la fisica de particulas

Una de las principales herramientas para describir nuevas interacciones en la fisica de particulas
elementales, asi como en la descripcién precisa de las ya existentes, es protagonizado por la teorfa
de grupos. Desde el grupo de Poincaré, hasta los grupos de norma que junto con las interacciones
presentes en el SM rigen la forma en que las particulas interacttian en el universo, conforman algunos
de los ejemplos donde esta rama de las matemaéticas introduce herramientas utiles para la fisica de
altas energias.

2.1. El concepto de grupo y sus representaciones

Debido al amplio espectro de aplicacion del concepto de grupo en la fisica es importante analizar
este objeto matematico y sus propiedades a continuacion.

Definiciéon 1. Se denomina como grupo a la pareja (G,e), dondeE-I e se denomina la operacion
binaria y G es el conjunto de elementos {ga} que cumplen las siguientes propiedades:

(1) Asociatividad. Si f,g,h € G, entonces (fg)h = f(gh).

(11) Identidad. Eziste un elemento e € G tal que eg = ge = g.

(i11) Inversa. Eviste un elemento llamado g=' € G, tal que g~ 'g=gg~ ' =e.

Es importante mencionar que el indice o puede ser discreto o continuo, segtin el grupo que se
esté analizando.

Naturalmente, el concepto de subgrupo surge como un subconjunto H C G que tenga estructura
de grupo, i.e. que cumpla las propiedades mencionadas y con la operacion binaria heredada de (G, e).

Antes de describir los tipos usuales de representaciones, que son de interés en la fisica de altas
energias, es importante presentar el concepto de grupo de Lie.

'Por simplicidad en la notacién se omitira el simbolo de operacién binaria de manera que gig> es equivalente a
escribir gi e ga.
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Definicion 2. Un grupo de Lie es un conjunto, que ademds de poseer la estructura de grupo, también
tiene estructura de variedad diferenciable, por lo que las operaciones de grupo,

1(g1,92) =192y inv(g) =g ", (2.1)
son diferenciables.

En particular, las propiedades de variedad diferenciable de los grupos de Lie nos dan un camino
para introducir el concepto de algebra de Lie.

Definicién 3. Si g es un dlgebra de Lie, entonces § es un espacio vectorialﬂ dotado de un producto
[,]:9xq— g, cominmente llamado corchete, que cumple las siguientes propiedades:

1. [,] es bilineal
2. S5i X,Y € g entonces [X,Y] = — [V, X]
3. Sea X,Y,Z € g se cumple la identidad de Jacobi: [X,[Y,Z]| + [V,[Z, X]] + [Z,[X,Y]] =0

Considerando las definiciones [ y [3| anterior es interesante observar la conexién entre grupo y
algebras de Lie.

Utilizando la estructura de variedad diferenciable de un grupo de Lie G, tendremos un espacio
tangente asociado a un punto dentro de la variedad denotado por T),G. Si consideramos como punto
el elemento identidad p = e € G entonces T.G = g, y utilizando el conmutador usual entre elementos
X,Y € g como corchete, definimos

[X,Y]=XY - YX. (2.2)

Bajo el contexto de variedades diferenciables vale la pena mencionar que existe una equivalencia
entre el mapeo exponencial exp : ¢ — G y la funcién exponencial de una matriz,

1
M n
e’ = —n!M . (2.3)

n=0

Utilizando los conceptos de grupo y algebra, tratados en la literatura [I7], se introduce el concepto
de representacién, que utilizaremos de manera recurrente en este trabajo.

Definicién 4. Se define una representacion de un grupo G al mapeo D : G — GL (d,C), tal que
es un homomorfismo, i.e si 91,92 € G,

D (91) D (92) = D (9192) - (2.4)

2Sobre un campo que puede ser real o complejo.
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La definicién de una representacion de un édlgebra es andloga a la de grupo, con la Gnica consi-
deracion de que el mapeo serd p : g — gl (d, C), cumpliendo

[0 (X).p(¥)] = p (X, Y]). (2.5)

Si pedimos que el mapeo en ambos casos sea inyectivo, se conoce como una representacion
fiel. Ademas si el mapeo es una representaciéon fiel evitamos casos como el de la representacion
trivial, D (g) = 1 para todo g € G.

Gracias al isomorfismo local exp que existe entre la variedad y su espacio tangente una repre-
sentacion en el grupo GG induce una representacion en el algebra g y viceversa.

Tal es el caso de la representaciéon adjunta del algebra de Lie ﬂ

Definicion 5. Sea el dlgebra de Lie g y X, Y € g definimos el mapeo lineal adjx : g — g, tal que
adjx, (Ys) = [Xa,Yb} _ jpaber,, (2.6)

Esto nos induce el siguiente homomorfismo pqq; : X — adjx que es conocido como la representa-
cién adjunta.

En la anterior definicién se utiliz6 la estructura de espacio vectorial de g, proponiendo al con-
mutador como descomposiciéon de los elementos del algebra de Lie, T}, como base. Por lo cudl, se
asocian a los elementos de matriz de esta representaciéon las constantes de estructura

Padjr, (1y) (Te) = =i fave, (2.7)

donde el factor —i asegura que T, € g sean hermiticos.
Por ultimo, algunas propiedades del dlgebra de nuestro interés son los de ideal y de algebras
semisimples que seran de utilidad para la clasificacion de dlgebras de Lie.

Definiciéon 6. Un ideal de un dlgebra de Lie g es una subdlgebra b tal que [X,Y] € b para todo
XegyY e

Definicion 7. Un dlgebra de Lie se denomina simple si sus tinicos ideales son g y {0}. Adicional-
mente, un dlgebra de Lie se dice semisimple si no contiene abelianos ideales no triviales.

2.2. Algebra

Una de las principales motivaciones de trabajar con el algebra de Lie en lugar del grupo es
la simplicidad que existe en los elementos y la facilidad para caracterizar algebras por medio de
los diagramas de Dynkin. Lo anterior, paralelamente, nos conducird a una clasificacion, aunque no

3Dicha representacién surge de un automorfismo en el grupo G tal que fijando un elemento a € G, para todo

elemento g — aga™'.
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se tratara en este trabajo. Ademads, este tratamiento nos permitird definir de manera precisa a la
representacion fundamental.

Dentro de este contexto, dos conceptos intimamente relacionados son el de raices y pesos, por
lo cual vale la pena remarcar las diferencias sutiles que existen entre ambos.

Definicién 8. Sea p: g — ol (V), una representacion del dlgebra y v € V' el espacio vectorial sobre
el que actia la representacion, llamamos peso a g — C tal que

p(H)v = pu(H)v. (2.8)

Para comenzar con la caracterizaciéon del dlgebra podemos iniciar con agrupar a todos los ele-
mentos H € g, tales que en la representacién adjunta cumplan

adjy (H') = [H,H'] = 0. (2.9)

El subconjunto b C g cuyos elementos cumplan con la propiedad (2.9) y HJ = H; conforman el
subalgebra de Cartan. A todos los elementos que no pertenezcan a esta subalgebra los etiquetamos
con E“. Considerando la representacion adjunta, p.qj : ¢ — ol(g) y H, E“ € g obtenemos

padj (H) (E%) = adji (E*) = [H, E°] = o (H) E, (2.10)

en donde definimos o (H) es el peso asociado a E en la representacion adjunta, al cuél denominamos
como rafz de E*.
Por lo anterior dividiremos a los elementos de g en lo que se conoce como la base de Cartan-Weyl
dada por
{H'i=1,2,...,7} U{EYa € ®}, (2.11)

con @ la coleccidon de todas las raices.
Debido a la estructura del dlgebra de Lie g, y en general en cualquier espacio vectorial, es posible
dotar con un producto interior no degenerado a g, llamado forma de Killing definida por

1
k(X,Y) = Ntr (adjx o adjy) . (2.12)

Por otra parte, este producto interior nos permitird definir un producto interno en el espacio
dual, que resultara ser de interés més adelante. Este espacio dual, denotado por b*, restringido al
subalgebra de Cartan es relevante ya que si « es raiz entonces o € h*.

Antes de introducirnos a analizar el espacio de raices b*, es importante mencionar algunas
propiedades sobre la base de Cartan-Weyl. Con base en la linealidad del producto interior de g y la
propiedad k (adzX,Y) = —k (X, adzY), se pueden mostrar las siguientes dos relaciones:

k(H,EY) =0 vy H(Ea,Eﬁ)zo si a—B. (2.13)
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Lo anterior es utilizado para justificar que el producto interior no degenerado (PIND) en el
espacio g puede utilizarse como PIND en b, ya que para todo H € | existe un elemento H' € b tal
que x(H, H") # 0. Asi, es posible definir la inversa de &, tal que

(H_l)ij/{jk = 55 (2.14)

Asi, (k)! es también un PIND en el espacio de rafces b* y lo expresamos como
(o, B) = (m_l)uoﬂﬂj. (2.15)
ij

conai:a(Hi) ,aedCh*y Heb.

Para secciones posteriores serd util adoptar la notaciéon de producto interno utilizada en [1§],
donde |E%) y |H®) son vectores en g. Adicionalmente, debido a las propiedades de la forma de
Killing, la forma matricial de este producto es diagonalizable tal que

Ap

(X% X% = & (X“,Xb> =2

5%, (2.16)
en donde Ap es el indice de Dynkin y surge de tr (adXiadXJ = Apd;;. Para el caso de la

representacién adjunta Ap = N.
Utilizando las ecuaciones (2.8) y (2.9) podemos escribir relaciones entre vectores,

H;|H;)=0=|[H;,Hj|)  H;|E.)=d'|E;)=|[H;,E.]). (2.17)

Debido a que los vectores |E,) estan caracterizados unicamente con su vector raiz o', si dos
elementos, |E) y |E’) tienen el mismo vector raiz entonces son el mismo vector. Este argumento nos
es de utilidad para mostrar que si

«

[HE(L} = o'El = El=E,. (2.18)

Un elemento que analizaremos ahora serd E, |Eg) = |[Eq, Eg|) que nos servird posteriormente
en el tratamiento de raices. El calculo del vector anterior constard de tres casos:
El primero caso es a, 8 € & y a4+ 8 # 0. Utilizando el desarrollo algebraico siguiente,

[H, [Ea, Egl] = ~[Ea, [H, Egl] + [[H, Eo] Eg] = (o (H) + 8 (H)) [Ea, B3, (2.19)

y por la expresion final de la raiz el estado |[Ey, Eg]) serd proporcional a |E,4 5) para algin E,g € g.
El segundo caso se puede discutir a partir de la ecuacion (2.19): suponiendo o + 8 = 0 implica
que |[Eq, Egl) = ¢; |H"), donde los coeficientes ¢; son

1 1 ‘
i = (Hi| Ea |B-a) = 3 tr(Hi, [Bay B-a]) = 3 tr (ol Hi, Ea)) = ;—tr (E_oEas) = aqy .

D D
(2.20)
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Para el tercer caso si a + 8 ¢ @ el estado |[E,, Egl) = 0.
Podemos resumir las anteriores propiedades de la base de Cartan-Weyl en las siguientes expre-
siones;

o H; sia=-—0
[H;, H;] =0, [Hi, Eo] = o Eq, y [Ea,Egl = NaopEorp sia+pe® . (221)
0 sia+p8¢®

2.2.1. Subalgebras su(2)

Una observacién importante sobre el algebra g, que se estd analizando, es que los elementos de
la base de Cartan-Weyl, definidos como
1 OéiHi

— FEia y E3= (2.22)

Bt = =t
|al a2’

cumplen con las relaciones
(B3, E¥|=+E* y [EYE7]=E;, (2.23)

las cuales son las relaciones de conmutacion para los generadores del dlgebra de su(2). Esta sutil
observacién permite proponer una simplificacién en la construcciéon del algebra a partir de saber
cuantas subalgebras de este tipo tiene contenidas y concluye con la representacién de toda la infor-
macion del algebra en los conocidos diagramas de Dynkin [19).

En general, los vectores en g estardn dados en una representacién arbitraria p distinta de la
representacion adjunta. Esto hecho nos conduce a sustituir todo el tratamiento anterior en términos
de una representacion arbitraria. Es facil comprobar que la estructura trabajada hasta este punto
se preserva bajo un homomorfismo. Por lo cudl, s6lo se introducird un cambio de etiquetas

|H) = |u,p), p(H)—E, 'y p(H)—H, (2.24)

donde p indica el peso asociado al vector H bajo la representacion p. La notacién anterior se sigue
de [18] y nos facilitara la introduccion de algunos conceptos.

2.2.2. Representaciéon fundamental

Previo a la definicién de una representacion fundamental es importante tener en cuenta, al menos
de manera superficial, el procedimiento de reduccién de raices en el dlgebra.

Dos propiedades importante asociadas a raices son el de positividad y simplicidad. Se dice
que una raiz es positiva si su primera componente distinta de cero lo es, i.e. a = (aq,...,ap)
es positiva si a; > 0. Por otra parte, se define una raiz como simple si es positiva y no puede
ser escrita como suma de dos raices simples. Aunque la definiciéon de positividad depende de las
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coordenadas utilizadas en el espaci6 de raices, en un tratamiento mas general, como en [20], se
obtendran resultados equivalentes.
Algunas propiedades de las raices simples son:

= Sea q, (8 raices simples, entonces a — 8 y 8 — « no son raices.

= Si 0 es el angulo entre dos raices simples, entonces 6 € [T, ), lo cual nos indica que las raices
simples son linealmente independientes.

» Cualquier raiz positiva se puede expresar como ¢ = ) . koo, donde k representa el nimero
de raices simples que componen a ¢, ko s un ntmero entero y la suma sobre « representa
la suma sobre raices simples.

Definicion 9. Sea |, p) un vector con peso u en la representacion p, y E,: tal que o' es la i-ésima
radz simple del dlgebra. Si se satisface que

E.ilp,p) =0 Vi, (2.25)
se demomina a | como peso mdrimo.
Utilizando la férmula maestra para los pesos méaximos, obtenemos que

20 1
(o)?

=1, (2.26)

donde los valores [* se denominan coeficientes de Dynkin. Estos coeficientes definen un peso
méaximo y, por lo tanto, definen una representacion irreducible.

Definicién 10. Si un vector de pesos pi* cumple

207 11t
(@2 0ij, (2.27)

a los vectores base ' se les llama pesos fundamentales.

Por 1ltimo, si la representacion p,, el peso maximo asociado cumple simultdneamente con ser un
peso fundamental, entonces es una representacion fundamental.

2.2.3. Operador de Casimir

Uno de los factores que aparecen en calculos perturbativos de una teoria cuéntica de campos
no-abeliana son los operadores de Casimir. Por lo cual, se analizaran algunas de las propiedades que
se utilizaran en los capitulos posteriores.

Debido al amplio campo de estudio que involucra una definiciéon precisa de los operadores de
Casimir, a continuacién se presentaré las definiciones y practicas de este concepto.
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Definicién 11. Sea un dlgebra de Lie semi-simple y una representacion R, entonces existe el ope-
rador de Casimir Co(R) , tal que

elementos
Co(R)= > R(TR(T") =TT" (2.28)

a=1
Ademas, el operador de Casimir conmuta con todos los generadores:
[T%, Co(R)] = if*“T°T + T f**T° = i f*** {T°, T} =0, (2.29)

donde se utiliza el resultado del producto de elementos anti simétricos y simétricos bajo los indices
a, by ec.
Por otro lado, si un operador conmuta con todos los elementos del 4lgebra, aplicando el lema de
Schur, tendra la forma
Co(R) = Co(R)I, (2.30)

ecuacion en la cual Ca(R) es un valor escalar conocido como invariante de Casimir cuadratico
y es un valor caracteristico de cada representacion. Vale la pena mencionar que, en el caso de SU(3)
existe un objeto denominado como Casimir cibico.

Como ultima observacién, al aplicar la operacion traza al operador de Casimir encontramos

Apdim(G) = tr(T*T*) = tr(Cz(R)) = Ca(R)dim(R). (2.31)

En los capitulos posteriores se tendra en cuenta el cambio Ap — Sa3(R) para seguir la notacion de
los trabajos [5] 6] [7].



Capitulo 3

Teoria de Yang-Mills y campos de
materia

La teoria mas exitosa en la descripcion de las interacciones entre particulas elementales es el
Modelo Estandar, el cual estd basado en una teoria de norma no abeliana sobre un grupo de Lie
semi-simple propuesto por primera vez en [21] por C.N. Yang y R.L. Mills y conocido como Teorias
de Yang-Mills. Es esta seccién se describiran algunas generalidades de una TCC tipo Yang-Mills,
as{ como la inclusién de campos fermidénicos y escalares.

3.1. Teorias de Norma Clasicas

En retrospectiva uno de las principales confirmaciones experimentales de las teorias de norma
fue el efecto Aharanov-Bohm [22], consecuencia de la geometria intrinseca del espacio-tiempo (de-
bido al que grupo U(1) actiia como simetria local del espacio-tiempo), en el que las particulas se
mueven. Ademés, con el descubrimiento de este fenémeno se acentud la importancia del concepto
de invariancia de norma, el cual tiene su justificacién en la geometria diferencial y es un requi-
sito en la blsqueda de un lagrangiano que describa interacciones y la dindmica de las particulas
elementales. Las transformaciones de norma en una TCC son expresiones de una redundancia en
los grados de libertad fisicos que, en el caso de una teoria de Yang Mills, se estan utilizando para
describir particulas no masivas de espin 1.

Es importante mencionar que los objetos principales que se utilizaran a lo largo de este trabajo
son tres tipos de campos: escalares(¢), espinoriales(v;) y vectoriales(A,). Cada uno de ellos cumple
con ser invariante bajo transformaciones de norma asociadas a un grupo de Lie. En particular, el
campo vectorial tiene un significado més profundo, asociado con formar parte de una conexién afin
de alguna variedad. Una observacién sutil surge de preguntarse a cudl variedad nos referimos al
hablar de el campo A,,, ya que sabemos que tanto el espacio-tiempo plano M (de Minkowski) como
el grupo de Lie G, son variedades presentes en la teorfa.

13



14 CAPITULO 3. TEORIA DE YANG-MILLS Y CAMPOS DE MATERIA

Figura 3.1: Representacion gréfica de fibrado principal para una teoria clasica de campos basada en un grupo
de norma.

Un concepto necesario para definir la variedad a la cual corresponde la conexién es el de fibrado
principal, desarrollado a detalle en [23]. Este, al ser un fibrado P es homeomorfo localmente a
Mp_7 X Grie y se define a partir de un espacio base Mpg_7, que en este caso el espacio-tiempo
plano, una fibra, la cual tiene una estructura idéntica al grupo de Lie semi-simple G con el que
se este trabajando, una funcion m : P — Mpg_7 de proyeccién y otra u : P — G, que es un
isomorfismo, como se muestra en la figura |3.1

Desde el punto de vista geométrico e intuitivo, nos interesarad la manera en que las fibras de P
se acomodan entre si, dicha propiedad seré estudiada por medio de las funciones de transicién.
Con dichas funciones t;; : U; N U; — G y un estudio profundo en la definicién de conexiones en
fibrados principales, se obtiene la condiciéon de compatibilidad

Aj(x) =t (@) Ai(@)tij () + ity (x)dtij (), (3.1)

donde A; estd definido en U;, una vecindad del espacio-tiempo. Asi, notamos que t;; € Gr;e tiene
una expresion en términos de los generadores del algebra T; € g gracias al mapeo exponencial
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mencionado en el capitulo anterior. Redefiniendo ¢;;(x) — Q(x), tendremos la expresion
Q(z) = Ta?@) (3.2)

donde 6% es una funcion asociada a cada generador y o = 1,...,dim(Gp;e). La derivada covariante
D, = 0, — tA, cuya conexion toma valores en el algebra A, — AJT,, serd de utilidad en la
construcciéon de invariantes de norma. Ademas, podemos tener la expresion de curvatura dada por
el conmutador de las derivadas covariantes,

Dy, D)) = —iF,, — F2, = (0,45 — 0,A% + g f@ﬂmﬁAg), (3.3)

donde los indices u, v corren en las coordenadas espacio-temporales. Por otra parte, para los campos
de materia ¢(x) y ¥(x) existe un concepto similar, llamado fibrado asociado. Dicho concepto esta
relacionado en como actuard una representacion p : Gr;e — GL(V') sobre un espacio vectorial. Con
lo anterior, se puede mostrar que las transformaciones de norma asociadas son

¢(x) =P @rsTgy y P (x) = @R TNy (), (3.4)

donde tomamos en cuenta el cambio pg(T%) — 0% y pp(T%) — t%, notacion presente en [5, 6], [7].
Por dltimo, podemos construir una densidad lagrangiana invariante de Lorentz y bajo transfor-
maciones de norma, incluyendo materia escalar y fermionica cargada bajo Gpie:

1 -
L= —ZFﬁng” + Py + D, ¢ D", (3.5)
en el cual se considera D,¢% = 0,0 + ig@ffbd)b y Duwi = OHW + igt?jwj , con 0 y t representaciones
de los elementos del &lgebra para los campos escalares y fermiénicos, respectivamente.

3.2. Cuantizacién en teorias de Yang-Mills

Existen distintos métodos para la cuantizacién de una teoria clasica de campos, los mas recurridos
son integral de trayectoria, canénica o el método BRST. Cada uno de estos métodos conlleva a tratar
con las redundancias dadas por las transformaciones de norma, por ejemplo en la cuantizacién
canénica se debe tratar con estados redundantes por el método de Gupta-Bleuler en el caso de
la electrodindmica cuantica. En el caso de la cuantizacion por integral de trayectoria, la forma en
que se tratan estas redundancias es el método de Faddeev-Popov el cual implicard quitar estas
redundancias por medio de campos que se denominan fantasmas.

3.2.1. Integral de trayectoria

En el formalismo de integral de trayectoria se definen a los campos como variables dindmicas
sobre las cuales se deberd integrar la accién clasica, bajo un peso exponencial. Este formalismo surge
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Figura 3.2: Interpretaciéon de la trayectoria de una particula no relativista.

en la mecéanica cuéntica debido al desarrollo de una expresiéon para el propagadorﬂ

(2, to, 1, t1) = U(xy, 20, by — t1) = (ap] e HE70) |g,) | (3.6)

que a través de la discretizaciéon del pardmetro tiempo y generalizar el concepto de integral gaussiana
para funciones, se obtiene la expresion

<.’L’2,t2,l’1,t1> _ /D[x(t)]eiSclas[I(t)}7 (37)

donde D|x(t)] representa la suma sobre todas las trayectorias posibles y Seqs[z(t)] es la accion del
sistema clasico que buscamos cuantizar.

Este método de cuantizacién trae consigo mucha fisica y nos permite trabajar fuera del contexto
de operadores y es una herramienta 1til en la cuantizaciéon de teorias de Yang-Mills. Por ejemplo, este
formalismo aplicado al sistema de una particula (no relativista) muestra que dentro de la dinamica
de la particula estardn consideradas todas las trayectorias posibles de un punto z; a z2, como se
muestra en la figura [3.2], asigndndoles una probabilidad.

Existe un desarrollo similar para los campos escalares y vectoriales, aunque algunos conceptos se
deberan generalizar. En primer lugar, la discretizacién, que para este caso no sélo serd del tiempo,
sino ademas de las variables espaciales, ya que los campos bosonicos ¢(x) y A, (x) son variables que
dependen del espacio-tiempo. En segundo lugar, la definicidn de integrales gaussianas para funcio-
nales también se tiene que extender, lo cual se realizara siguiendo el tratamiento en [24] 25]. En
adicion, para incluir el campo fermiénico dentro de las variables dinamicas con las que trabaja-
remos existen algunas diferencias notables debido a que obedecen relaciones de anti-conmutacion
({a(x), ()} = 6B (z — y)da). Por lo cual, en la expresion para campos de la funcion de corre-
lacién

(A (@), 0 (), ¢ (2); ' A (@), ¥ (2), $(x); ) = /DAquDchbeifd%Ed“, (3.8)

! Utilizaremos unidades naturales ¢ = h = 1 para este desarrollo.
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Figura 3.3: Funcién de correlacién con campos arbitrarios presentes en la interaccion.

la integraciéon sobre las variables fermionicas est4 basada sobre una integraciéon de Berezirﬂ La
definicién del espacio donde se definen estas operaciones y un tratamiento méas detallado se presenta
en [25], 26].

Sin embargo, el objeto de interés en una TCC es las funciones de correlacién de N puntos,
cuya interpretacion es la amplitud de probabilidad de que s particulas entrantes se transformen en
m particulas salientes, tal que s+m = N. La expresion de dichas funciones de correlacién esta dada
por

y ) b ) ifd455£clas
T {Oi"(ms)o‘)ut(*xm)} ) =  lim J DA DYDY DOin () Oout ()

— : , 3.9
T—(1—i€)oo [ DA, Dy Dy Dge’ Jd*aLoas (3.9)

donde los operadores O;,, () y Oyt () representan la configuracion necesaria de campos y productos
entre ellos para generar las particulas que entran y salen respectivamente, como se puede observar
en la figura con |2) es el estado base de la teoria interactuante que se estd proponiendo. Por
otra parte, el limite de T" — oo(1 — i€) se utiliza en la teoria perturbativa como un procedimiento
para eliminar ciertos estados con energfa E, que son eigenestados el hamiltoniano que incluye los
términos de interaccion entre los campos, para mayor referencia revisar [25].

Una técnica usada en teoria cudntica de campos para obtener estas funciones de correlacion
surge de definir la funcional generatriz

Z[JAW J¢’ J¢] _ /DA#DwDQED(beifd4;p£+JAMA#+J¢wz[_JJw+J¢¢>’ (310)

2Una de las particularidades de este tipo de integracion es que coincide con el operador derivada en el espacio
de variables de Grassmann donde se trabaja este formalismo. Ademés, debido a la propiedad de nilpotencia de las
variables que existen en este espacio, la funcion méas general en una variable es la lineal.
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donde Jy, y Jy, son fuentes anti-conmutativas y espinoriales complejas. La funcién generatriz guarda
una relacién con la funcién de particién de la mecénica estadistica y junto con las relaciones

) 4]
J(y) = W (z — /d4 8, (y)VH(y) = —8,V*H 3.11
W=y v s [ V) = Ve, (31
obtenemos una expresioén alternativa para las amplitudes de probabilidad, tal que
1 0 0
Gn(xsy...,Tm) = —1i oo | —t——+—— | Z|J]]j=0. 3.12
N(@ Zm) ZJ = 0] ( Z(Sineld(:L’si)) ( Z&ineld(xmi)> [1l7=0 ( )

Este método también es de utilidad para la derivacion de las reglas de Feynman en el espacio de
momentos, como se muestra en el caso de la cromodinamica cuéantica [27].

3.2.2. Fantasmas de Faddeev-Popov

En la cuantizacién del campo vectorial, con el fin de conservar covarianza en los resultados,
se han cuantizado mas grados de libertad de los necesarios, por lo cual, se deben introducir cons-
tricciones que eliminen estos grados de libertad adicionales. Una forma de hacerlo explicito en la
densidad lagrangiana, similar a las constricciones introducidas en la mecénica clasica, es por medio
de multiplicadores de Lagrange. Fl término conocido como fijador de norma, con ¢ un escalar
real, es
1
%
Cabe mencionar, que al fijar la norma se esta eliminando las divergencias que obtenemos de inte-
grar sobre todas las configuraciones posibles del campo y sus equivalencias, i.e. integraremos sobre
9Afj(:):) = Aj(x) — P08 (2) A () — é@lﬂa(:p) V0% (x) en la integral funcional de las ecuaciones
B.8yB.9

En el trabajo [28] se muestra la forma de insertar el término fijador de norma, que en la literatura
[25], 29] se conoce como el método de Faddeev-Popov. Dicho procedimiento consiste en insertar
en la integral de trayectoria

Le (9, A")2 (3.13)

0
I= / DO(2)6°(N("A,.))det (%iﬁ) = / D[N (P A(x))]6%°(N(? A)), (3.14)

donde N(?A) = oM Ay — feBror(eP A — %8200‘ — w® es una generalizacion de la norma de Lorenz
para el caso no-abeliano. También, para preservar la invariancia de norma, >[N (Y A)] representa
la delta de Dirac funcional que impone la condicion 0#%A,(r) = w(x) para cada punto del
espacio-tiempo. Por tltimo, el determinante en la ecuacién es llamado determinante de
Faddeev-Popov que tiene la expresion

0
det (‘W) = det (-i]aﬂ[(wau +gf A6 (@ — y)]> = det <;aﬂpu) . (3.15)
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Debido a las propiedades de la integral de Berezin se puede obtener una forma particular del deter-
minante de Faddeev-Popov, tal que

det (18ND”> = /DCDceifd%C(a“D“)c. (3.16)
g

En la expresién las variables ¢ y ¢ son conocidas como fantasmas de Faddeev-Popov, y no se
deben interpretar como particulas con realidad fisica, mas bien serdn grados de libertad negativos que
aunque deben ser considerados en nuestros cilculos. Lo anterior recae en que dichos campos tienen la
peculiaridad de ser variables de Grassmman pero comportarse como escalares bajo transformaciones
de Lorentz.

Como dltimo paso, al agregar el término de e integrar w(x) bajo un peso gaussiano

; wa ()wa (w)
/Dwe_zfd% L (3.17)

obtenemos )

Jis/ DA e'eles = / Duwe™H 4% / DA
. w2(z) 0 .
_ / Duwet o2 / D6 / DALG®[N (" A,))det (%) SiSIAl

— vol(GLic) /DAHDCDEeiId4$[£YM+21£(8MA”)2_CQHDMC} (3.18)

donde vol(Grie) = [ DO(z) y se denomina el volumen del grupo de norma compacto.

Notemos que, aparte de la constriccion que buscdbamos, se introducen los campos fantasmas
en la teorfa perturbativa, los cuales tendran una contribucién por medio de una regla de Feynman
para nuestros calculos posteriores. Las reglas de Feynman son un diccionario en el formalismo de
TCC que nos ayuda a traducir célculos analiticos en representaciones pictoricas y viceversa. Asi,
los diagramas de Feynman son representaciones pictéricas de las funciones de correlacion en el
espacio de momentos y a cierto orden en la expansién perturbativa de nuestra teoria interactuante,
construidas con las reglas anteriormente mencionadas. La regla asociada a estos campos se muestra
en la figura 3.4
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Figura 3.4: Reglas de Feynman para fantasmas de Faddeev-Popov, tal que (T%)gy = i fap-



Capitulo 4

Interacciones en el Modelo Estandar

Uno de los grandes avances en la fisica tedrica del siglo pasado fue la consolidacion del Modelo
Estandar con los trabajos de S. Weinberg, A. Salam y S. Glashow [30][31] y P. Higgs [2], por
mencionar algunos. En este capitulo se resumirdn dichos avances realizados, revisando conceptos
como; ruptura espontanea de la simetria, mecanismo de Higgs, generacién de masas de las particulas
elementales y acoplamientos tipo Yukawa y ¢*, aportando los elementos necesarios para definir el
Modelo Estandar de Particulas Elementales.

4.1. Acoplamientos Yukawa y ¢*

El primer de los acoplamientos que serd de utilidad mas adelante para la generacién de masas
fermioénicas en modelos que asi lo requieran son los que involucran dos campos fermiénicos y un
campo escalar, cominmente clasificado como un acoplamientos tipo Yukawa (mediada por V).
FEn segundo lugar, para construir el potencial del campo de Higgs tendremos que acoplar cuatro
campos bosénicos escalares, lo que se conoce como un acoplamiento tipo ¢* (mediada por \). La
densidad lagrangiana, conformada por las partes cinéticas de los lagrangianos de Dirac y de Klein-
Gordon, por el momento sin introducir los campos de norma, y con los términos antes mencionados,
tiene la expresion

L= i+ L0,00"0 — Yoy — Ao (4.1)

Adicionalmente, en capitulos posteriores, sera importante conocer la dimensionalidad de los aco-
plamientos por su utilidad en saber si la teorfa entra en la categoria de renormalizable. Dicha
dimensionalidad se puede obtener notando que la accién es adimensional en unidades naturales y
considerando que la dimensionalidad en unidades de masa para los campos obtenemos que [¢] = 1
y [¥] = % Las constantes Y y A en consecuencia son adimensionales, y la teoria se clasificard como
renormalizable. Las dimensiones mostradas para los campos se pueden obtener utilizando el mismo
andlisis dimensional aplicado a los términos cinéticos de la densidad lagrangiana asociada a cada
campo.
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Lo anterior es la base para construir los acoplamientos Yukawa del SM, que estan relacionadas
con las matrices de masa. Para dar una expresién de las teorias que buscamos describir més adelante,
es importante conocer las reglas de Feynman asociadas a estos acoplamiento adimensionales, reglas
que se muestran en la figura 4.1}

= ¥ = —i)

Figura 4.1: Reglas de Feynman en espacio de momentos para los acoplamientos tipo Yukawa y ¢*, donde la
linea punteada representa el campo escalar y la linea continua el campo fermionico.

4.2. Descripcion de las particulas elementales

Para la descripcién de todas las particulas presentes en la naturaleza, desde el punto de vis-
ta fenomenolégico, es necesario trabajar con una teoria de Yang-Mills con un grupo de norma
SU.(3)xSUL(2)xUy (1) y particulas fermioénicas, quarks y leptones, cargadas bajo el grupo de Lie
anterior. El subindice ¢ hace referencia a la carga de color que las particulas que pueden tener en
QCD, el subindice L se refiere a que esta simetria solo estard presente en particulas con quiralidad
izquierda y Y es la hipercarga que hace explicita la diferencia con el grupo abeliano asociado al
electromagnetismo.

Un ultimo elemento de esta teoria el campo de Higgs, que estd conformado por dos campos
escalares complejos que transforman como un doblete bajo el grupo de norma SUL(2)xUy (1) y es
el encargado de dotar de masa a los campos fermiénicos y a tres bosones de norma por medio del
mecanismo de Higgs. A la simplificacién anterior, junto con la informacién de como interacttian
dichos campos, se le conoce como Modelo Estandar de Particulas Elementales.

El contenido de particulas elementales lo podemos resumir en la figura [4.2] el cual consiste en
doce particulas fermiénicas, 6 leptones y 6 quarks, 12 bosones de norma asociados al grupo de
norma del SM y un bosén de norma escalar. Dichos campos también estaran sujetos a una simetria
global

Ggiovat,sm = U(1)B—1, (4.2)

donde B representa el ntimero bariénico y L el ntimero lepténico y esta simetria es indicador de
la conservacién de esta combinacion entre B y L incluso a nivel cuantico. Adicionalmente, si con-
sideramos solamente el sector de QCD (i.e. quarks interaccionando fuertemente), existen simetrias
globales que ayudaran a realizar una descripcién a bajas energfas, un ejemplo de esto es la teoria
quiral perturbativa.
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4.2.1. Lagrangiano del SM

Tomando en cuenta las simetrias anteriores (globales y locales), las cargas de la figura , los
acoplamientos Yukawa y ¢?, asi como el planteamiento realizado en el capitulo , podemos escribir
una expresiéon para la lagrangiana del modelo tal que

Lot =~ (G, GL — LW, W — BB
Z (Qr, POy, + itig, Pup, + idg, Pdr,) + Z(iiLilﬁLLi +iép, Per,)
QCD,EW EW
+> (DH)(D'H) + p®HT H — \(H?)?
EW
+YUQL HUR + i?QLinRi + Y LL Hepg, + h.c. —i—ﬁg (4.3)

Los términos Qp, = (u},d}), con ur; = {ug,cr,tr} dri = {dr,sr,br} y Lz, = (V},€), tal que
eri = {€r, UR, TR} Vi = {1/6, Yy, I/T} son dobletes bajo la simetria SUL(2) de acuerdo a la asignacion
de cargas en la figura v utilizando la notacién planteada en la misma. Los términos cinéticos se
relacionan a los campos bosoénicos de espin 1 por medio de las letras que representan dichos campos
en la figura y el campo de Higgs H estd definido como

_ ht _ 1 |hy+ihy = . h0%
"= [h0] T V2 |hs+ihy H =ioH™ = | 14 (4.4)
Fermiones s = 1 Bosones
_ s=1 s=0

*® @@ CPNIECAIRE

(¥ (1,2,5))|(ep 810 (1,2, %)
'e DT W

() (W) ¥B1,1,0)|| (1,1,1) (1’370) Escalar
cargas— (SU.(3),SUL(2),Uy (1))

B,
2 ©0|®g) Lo
@@ 3’2 l . Vectorial

d =2 I
L ) (89) B3, 1 ’3J 5L5) Familias 1 10 I

Figura 4.2: Contenido de particulas elementales previo al rompimiento espontaneo de simetria con las cargas
asociadas al grupo de norma.

Leptones

Quarks
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donde ht y hY son campos escalares complejos. Los acoplamientos Yukawa (quj, Yi?, Yzlj) son los me-
diadores de la interaccion entre el campo de Higgs y las particulas fermionicas, acoplando particulas
izquierdas y derechas. El tnico elemento faltante son los neutrinos derechos, para los que existen
diferentes propuestas para la generaciéon de estas masas, por ejemplo el decaimiento doble 3, donde
se propone al neutrino como una particula de Majorana. Por otra parte, las derivadas covariantes
en los términos cinéticos son distintos de acuerdo a la particula que se este tratando, por lo cual la

suma indica los campos de norma que se deberan considerar, tal que

> Dy — 8 —igyY B, —igewW, —igocnGu ¥ (4.5)
QCD,EW

> Dy — 0y —igyY By — igew W (4.6)
EW

Por ultimo, con L¢ agregamos los términos asociados a los fantasmas de Faddeev-Popov asociados
a cada grupo semi-simple, as{ como los fijadores de norma correspondientes.

4.3. Mecanismo de Higgs

La herramienta tetrica para la generaciéon de masas de las particulas elementales en el Modelo
Estandar es el mecanismo de Higgs, propuesta en [2, [3]. Este mecanismo permite a los campos
vectoriales y fermioénicos, por medio de la interaccién con un campo escalar masivo, adquirir un
término de masa preservando la invarianza de norma suponiendo un valor de expectacién del vacio

(VEV)

0
%

(H) = (Q[H[Q) = ; (4.7)

donde v es un escalar real. Sumado a la adquisicién del VEV es importante definir los parametros
presentes en el potencial Las dos alternativas son con 2 > 0, caso que representarfa la masa de
el campo H y p? < 0 como se muestra en la figura que constituye un potencial con minimo
v # 0. El planteamiento del mecanismo de Higgs busca cuantizar alrededor de este minimo.

En adicion a lo anterior, se utilizé que el valor de expectacion del campo de Higgs se manifiesta
en la parte real de h°, ya que los posibles vacios del potencial estian todos conectados entre si por
medio de transformaciones de norma del sector electro-débil. Para mostrar las consecuencias de este
mecanismo, debemos notar que el campo de Higgs es separable en una contribuciéon que llamaremos
cuantica h y otra clasica hgs, tal que

H = hepas + iL (48)

La primera de estas contribuciones se asocia a las fluctuaciones cuanticas y se utiliza como variables
de integracién en la cuantizacién por integral de caminos. La segunda contribucién se asocia al valor
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a)
\kw

Figura 4.3: Transicion de fase en el mecanismo de Higgs.

esperado de H, de tal manera que

-5

Esta separacién en contribuciones clasica y cuénticas es una idea extensible al cilculo de acciones
efectivas, que ayudan a hacer calculos en una TCC, por ejemplo a la constante de acoplamiento a
1-lazo por medio de Background Field Method. Sin embargo, solo utilizaremos la definicién del
potencial para encontrar la condicién que extremiza el mismo,

helas = (2] H |§2) (4.9)

a‘/(hclas)

2
=0 = 2Pheas +ANRY,, =0 = p% = —2\h2,, = 0% =1 (4.10)
ahclas A

Vale la pena notar que las condiciones 2 < 0 y A > 0 son necesarias para tener bien definido el
valor de v, estas consideraciones definen la estabilidad del vacio de Higgs y seran analizadas en
capitulos posteriores.

4.3.1. Bosones de norma masivos, W* y 7

Las consecuencias de la adquisiciéon de un VEV para el campo de Higgs son la ruptura espontanea
de la simetria de norma en el estado de minima energia, el vacio, en especifico el sector electro-
débil. El procedimiento de esta ruptura se puede observar a nivel de la accién, como se muestra a
continuacion.

En primer lugar, para obtener el término cinético del campo H tenemos que

1 ig wp o wif 0
— YEW - 3 v
Wu _Wu x1/J§

Lsy DY Dy(H) = ~igy 5
EW

B, 0
0 B,
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; +
__w < gew W, ) : (4.11)

V2 \ 9y By + gewW;

donde ggw v gy son los acoplamientos asociados a las simetria SUL(2) y Uy (1), respectivamente.
Por lo tanto,

U2

- gy

) o . 1,2
para lo cudl se utilizaron las redefiniciones de los campos W,’® como

0.(1
7“57 y T

Wi($) B Wﬁ(ﬂf) + 1W3($) L 47?2
B V2 ’ V2

escribiendo explicitamente W, = W; Tt + Wyt~ + W373, para realizar los célculos de la ecuaciéon
. Lo anterior se puede visualizar solamente como un cambio de base en la representacién,
aunado a que los campos W son los que tienen realidad fisica.

Otra consideracién, pero sobre el segundo término de la ecuacion , es trabajar con los
bosones de norma fisicos, donde nuevamente cambiamos los campos WS y By, para solo contar con
un campo de norma masivo Z* y el foton. Este cambio se asemeja a una rotacion, tal que

Z,\ _ [cosby —sinby Wj
<AM><sin9W cos9W><Bu ’ (4.14)

(4.13)

» . o . o gy
con By, llamado el angulo de mezcla, definido como cosfyy = ——ZEL _— y sinfyy = ——=L—.
’ ’ V9 +9hw V9w
. VGEW mw .
Las masas de los bosones de norma tendran la forma myy = y myz = ——— rompiendo con

V2 27 cos Ow
la invariancia de norma del grupo SUL(2)xUy (1), dejando una simetria remanente que se asocia con
la fuerza electromagnética como es muestra en la figura [4.3p, todo consecuencia de la adquisiciéon
del VEV. Es importante mencionar que los efectos de la ruptura de simetria de norma suceden en
el estado de minima energia, el vacio de nuestra teorfa, pero atn tendremos consecuencias fisicas
y observables, tales como el decaimiento 8 que confirman la existencia de esta interaccién en la
naturaleza.

4.3.2. Matrices de masa en particulas fermidnicas

Ahora tomaremos en cuenta los acoplamientos en el caso Yukawa de la ecuacion (4.3 para la
generacién de masa de los quarks y leptones. De manera similar al caso bosénico, las masas de los
campos fermidnicos dependeran del acoplamiento Y y del VEV, tal que

Lsy D ﬂLiM{;'URj + JLng‘de + éLiMiejeRj + h.c., (4.15)
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con M; = YZ;‘%, Midj = Yg% y M = Yllj% Adicionalmente, debemos de tomar en cuenta
términos de masa para los neutrinos, debido a la evidencia experimenta de su oscilacién, sin embargo,
las propuestas de la generacién de esta misma se omite por simplicidad.

Debido al término de masa, tendremos una oscilacién entre las orientaciones derecha e izquierda
de nuestro campo fermionico. A causa de esta oscilaciéon y teniendo en cuenta la diferencia de cargas
entre ambas partes, surge la interpretacion de la parte clasica del campo de Higgs. Aunque el campo
H no tiene fuentes, la componente h.,s se interpreta como un condensado que llena el vacio del
universo, tal que provee y recibe carga ilimitada de la simetria rota a todas las particulas con las

que interacciona el campo H.

4.3.3. Teorema de Goldstone

En los desarrollos anteriores se puede observar una restriccién sobre la direccién especifica para
el valor del campo H en el vacio, sin embargo, esto se realiza para simplificar los calculos y se
sustenta en el teorema de Goldstone que establece lo siguiente.

Teorema 1. Ezistird un modo no mastvo por cada generador de la simetria rota.

Para hacer explicita la libertad en la elecciéon de la direccion y siguiendo el tratamiento de [32],
la expresion del campo de Higgs se puede rescribir como

z(z) _
2 w(x 0
H = exp ii V2 ZEI)) ihz) | - (4.16)
v \wh(z) -5 vz

La expresion anterior es simplemente una forma de presentar los cuatro grados de libertad, ini-
cialmente contenidos en ¢° y ¢ campos escalares complejos del doblete H de la ecuacion 4.5.
Por lo cual, la informacion ahora se encuentra en los campos z(z), w*(x) y h(z) como las compo-
nentes cudnticas de H, ganando generalidad en la direccion del valor de expectaciéon v, que sigue
representando la parte clasica. El lagrangiano se ve modificado, tal que

_ o1 5 2h  h? 1 5 1 5.5
ESA[D (@Lw )(aﬂw )+§(8ﬂz) 1+7+ﬁ +§(8#h) _imhh (4.17)

donde podemos notar la presencia de tres bosones escalares reales no masivos y un bosén masivo
h con masa my, = v2u. Por lo tanto, los modos escalares toman el lugar de los grados de libertad
en los bosones de norma masivos, incluyéndolos en los términos fijadores de norma asociados. Un
procedimiento detallado se da en [33], donde se realiza el método de Faddeev-Popov para bosones
de norma masivos de la teoria electro-débil.
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Capitulo 5

Calculo de divergencias, acoplamientos y
RGEs

La importancia de trabajar en el formalismo de campos cuanticos es el poder predictivo que ob-
tenemos para describir las interacciones y el comportamiento de las particulas elementales, siendo el
calculo de la carga del electréon un ejemplo de la importancia de utilizar este formalismo. Sin embar-
go, el desarrollo usual de estas teorfas es perturbativo, respecto a las constantes de acoplamiento,
lo cual da origen a los diagramas de Feynman como una representacién visual de las amplitudes
en la teoria por calcular. Por esta razon, en este capitulo se revisan las técnicas usuales para el
planteamiento y solucién de diagramas a un lazo.

5.1. Renormalizacion

El concepto de renormalizacién, en el contexto de este trabajo donde se asume una postura
perturbativa para realizar los célculos, es un procedimiento para conectar los parametros fisicos de
la teorfa con los observados en la naturaleza. En dicho procedimiento se hace una distincién entre
parametros desnudos y pardmetros vestidos, los primeros guardan divergencias que aparecen en
la teoria y los ultimos serdan los relevantes fisicamente. Dichas divergencias, no fisicas, apareceran
en las funciones de correlacién a ordenes superiores a nivel arbol de la teoria debido al rango de
integraciéon sobre los momentos indeterminados. Sin embargo, una consecuencia de trabajar con los
parametros vestidos es que apareceran nuevos términos en la densidad lagrangiana que se utilizaran
para absorber las divergencias que emerjan de la teoria no renormalizada. La manera de conectar
los parametros desnudos y vestidos se conocen como condiciones de renormalizacion.

5.1.1. Divergencia superficial

Para introducirnos en la apariciéon de divergencias en una TCC y su resolucion, notemos como
surgen estas cantidades en los diagrama de Feynman y aportemos algunas definiciones relevantes.
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Por ejemplo, al analizar los diagramas a un lazo provenientes de una teoria de campo escalar con

interacciones tipo ¢* y la electrodinamica cuantica respectivamente (las reglas de Feynman para
ambas teoria se pueden encontrar en [25]), notamos que las integrales resultantes en el espacio de
momentos son

—iX [ d'k 7 o ik ) ) .y um
2 et —m Y /_OO(QW)?(_ZgW)W(—Zm)(— ’;2>. (5.1)

Tomando el limite k2 — 0o, notamos que al comparar el grado en k en el numerador y denominador
las integrales son divergentes de orden cuadrético y lineal, respectivamente. Al concepto anterior se
le conoce como grado de divergencia superficial, definido como

—00

D = # total de potencias de k en la integral. (5.2)

En general, para obtener una expresiéon para la divergencia superficial, de una teoria de campos
arbitraria en d dimensiones espacio-temporales, sera 1til considerar: Iy el numero de propagadores
del campoEI f, Et el nimero de lineas externas asociadas al campo f, N; la cantidad de vértices del
tipo ¢ con d; derivadas y n;y el nimero de campos involucrados en la interaccion.

Notando un patrén en los propagadores de los campos revisados hasta ahora, observamos que
Ay — k25772 con syel espinﬂ del campo f. Con todo lo anterior podemos dar una expresion general
para el grado de divergencia superficial, tal que

D=dL+Y N+ (257 —2), (5.3)
i f

con L =3 ;Ir—> , N; el niimero de lazos (circuitos cerrados de particulas). Desarrollando algunas
equivalencias como ), Nyn;f = 21y + E¢ dadas en [34] obtenemos

D=d-Y E; <sf+d;2> =) N, (5.4)

d—2
donde A; =d—d; — > 7 g (s rt+ 2> v ademés coincide con la dimensién del acoplamiento

asociado al vértice 1.

'El simbolo f debe considerarse como un campo arbitrario: vectorial, fermiénico o escalar.
?Para campos vectoriales no masivos s; = 0 y para el caso masivo s; = 1.
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5.1.2. Renormalizabilidad

En perspectiva, la importancia de definir el grado de divergencia superficial recae en analizar
la renormalizabilidad de una teoria, en donde el elemento clave serd la dimensionalidad del acopla-
miento [g;] = A;.

Por lo tanto, clasificamos a una teoria de campos cuanticos como:

= Renormalizable si A; > 0. Sélo un niimero finito de diagramas de Feynman divergen superfi-
cialmente, pero las divergencias ocurren en cada orden perturbativo.

= Super-Renormalizables si A; = 0. S6lo un nimero finito de diagramas de Feynman son diver-
gentes superficialmente.

= No Renormalizables si A; < 0. Todas las diagramas de Feynman son divergentes a partir de
cierto orden perturbativo.

La clasificaciéon anterior estd basada en el teorema Weinberg, donde se hace un andlisis de la con-
vergencia de las integrales asociadas a las amplitudes tomando en cuenta su continuacién analitica,
proponiendo lo siguiente.

Teorema 2. Si D < 0 para el planteamiento integral de un diagrama y cualquier subdiagrama que
lo conforme, entonces la integral asociada al diagrama es convergente.

En el caso de cédlculos a 1-loop, que es de nuestro interés, al no tener subdiagramas divergentes
superficialmente y suponiendo D < 0, concluiremos que seran renormalizables.

5.1.3. Contratérminos y constante de renormalizacién del campo

La existencia de contratérminos se motiva al comparar los parametros utilizados en la teoria,
tales como, masa o acoplamientos (cargas) del lagrangiano con los parametros experimentales que
son observables y medibles. Si bien es cierto que ambos estan relacionados, no son equivalentes. Para
mostrar el procedimiento de generacién de contratérminos, que son términos extra en la lagrangiana
que se originan por utilizar pardmetros y campos ya renormalizados, consideraremos una teoria
escalar masiva e interaccion ¢?, tal que

L= 50u600"00 — S} — 11 hod (53)
Como mencioné, es importante la distincién de m y A como pardametros renormalizados y agregamos
un subindice a los parametros teéricos mg y Ag, también llamados masa y acoplamiento desnudo.
Ademais, definiremos el campo ¢y como el campo no renormalizado.
Por otra parte podemos desarrollar dentro de la teoria anterior una expresion que surge de un
desarrollo no perturbativo del correlador a dos puntos propuesto en [35]. Siguiendo el desarrollo
utilizado en [24], se obtiene

o) _—m—m—m—m m—_-moanrrs/sr—— \/2 —, .
G2 () pz—m2+ie+/4mzp( )p2—M2+i6 (5:6)
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donde Z = | (p| ¢|Q) |2, «Ga(p?) es el correlador utilizando la teoria no renormalizada y p(M?2) =
S, (2m)3(M? — m3)[ (2] $(0) | Xo) |2. Los indices A etiquetan el nimero de particulas en reposo
que se estan considerando y p se conoce como la funciéon de densidad de estados. Por tanto, Z se
interpreta como la probabilidad del campo de crear estados de una particula en reposo en el vacio.

Si ahora desarrollamos el propagador a nivel perturbativo en términos de diagramas, definiendo
—iAm? como la contribucién de los diagramas irreducibles a una particulaﬁ] (11P), tal que

—iAm? 5 5
DT —mg + e

+ -
p2—mg+ze

1
Cp2—md — Am2(p?) + e

dAm?®(p?)

T|p2:m2(p2 —m?) 4+ ...y

debido a que la masa se define como el polo en la funcién de correlacién a dos puntos obtenemos

m? = mg + Am?(m?). Ademas de lo anterior, tendremos una expresién para Z si comparamos ([5.7)
1

1 — Am?2(m?2)’

En adicién, para reescribir nuestros calculos en términos de los parametros experimentales y

eliminar la dependencia de Z en la ecuacion (5.6) trabajamos con el campo renormalizado ¢ = ﬂ

>
Utilizando esta redefinicion anterior en la lagrangiana (5.5, sumando y reordenando términos,
obtenemos

Realizando una expansion de Taylor Am?(p?) = Am?(m?) +
y (5.6 a primer orden, tal que Z =
1

1 1 1 1
L= 3 PO — §m2¢2 — am‘* + 5(Z —1)9,00"¢p — 5(ng —m?)¢

2 1

i (Z%X0 — Nt (5.8)

Asi, definiendo §Z = Z — 1, dm = Zm3 — m? y dA = Z?)\g — A podemos mostrar los términos
adicionales de la ecuacion se veran reflejados en las reglas de Feynman de la figura Como
resultado, al hacer un célculo los contratérminos también deberan ser tomados en cuenta en la ex-
pansién perturbativa del correlador con el que se esté trabajando, ya que eliminaran las divergencias
de la teoria y ayudaran a obtener cantidades fisicas finitas.

3Estos diagramas se definen como diagramas conexos que no pueden ser desconectados al cortar un propagador
de cualquier tipo de particula.
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Figura 5.1: Reglas de Feynman de la teoria ¢* y contratérminos.

Por ultimo, para generalizar el concepto de renormalizacién a los diferentes tipos de campos y
la generacién de contratérminos para una teoria més general, se propone

Ap _ %o
VZa N
donde Z4 y Zy se denominan las constantes de renormalizacién del campo bosoénico de espin 1 y

el campo fermionico respectivamente, y seran de utilidad en el capitulo siguiente para renormalizar
teorfas mas generales.

Al =

(5.9)

5.2. Regularizaciéon

El procedimiento para el calculo de integrales que divergen se conoce como regularizacién. El
célculo de la integral divergente se realiza por medio de la variacién de un parametro dentro de
la misma integral, para realizar una continuacién analitica y posteriormente recuperar la integral
original en algiin caso limite de este parametro. Por lo tanto, regularizar una teorfa consiste en
establecer el método para el calculo de estas divergencias que aparecen en integrales asociadas a
diagramas con lazos.

5.2.1. Regularizacién Dimensional

Existe una amplia variedad de caminos para calcular la integral divergente denominados esque-
mas de regularizacion. Cada uno de estos conlleva cierta conservacion de simetrias dependiendo
de la teorfa con la que se trabaje. En la siguiente tabla se muestran los principales esquemas y las
simetrias que conservan y si es generalizable al caso de TCC tipo Yang-Mills.

Debido al amplio margen que ofrece el trabajar en el esquema dimensional y su generalizabilidad
a teorfas de norma no-abelianas en el presente trabajo se utilizaré este camino.

Este método, desarrollado por primera vez en [30, 37| y posteriormente explorada en[38] 139]
(para un acercamiento mas detallado véase [40]), surge de notar la fuerte dependencia del grado de
divergencia superficial de los diagramas de la dimensionalidad de la teoria, por lo que se propone
variar la dimensién de integracién para realizar la integral, utilizando la variable d para la dimensién
espacio-temporal. Asi, después de algunos pasos intermedios para reescribir la integral, dados en el
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Abelian gauge Lorentz Yang-Mills

Corte (Escala)

Lattice

Tiempo propio
de Schwinger

Pauli-Villars

Dimensional

apeéndice [A] se puede llegar a una expresion para la segunda divergencia planteada en el caso de la

electrodinamica cuéntica al inicio de este capitulo en la ecuacion (5.1)), obteniendo

ip p+4m e ip 1—m)p+md
o[ e 2D [ [0
donde e es la carga eléctrica, P = k+ap y M? = —x(1—)p? + xm?. Para realizar esta generalizacion

a mas dimensiones se utilizé una modificacién a nuestras propiedades de las matrices gamma, tal
que YY" = d 'y Y k" = (2 — d)f. También se agreg6 un parametro de escala p€, donde € = 4 — d,

con el cual se conserva la dimension correcta en la integral.

Debido a que realizaremos correcciones a 1 lazo en el siguiente capitulo se mostraran las solu-

ciones de las siguientes integrales dadas en [25]:

/ d% 1 (=1)nT(n—9) <1>”—§
@md (k2= A" yms Tln) \A

/ddk B (=) lidI(n §—1><1>”—5—1
Cri (R =27 umi 2 T \A

/ <ddk L <—1>"—1z'gwr<n3)1><1)n‘;—1

2m)d (k2 — A)n (4m)s 2 T'(n

/ T <—1>”‘1id<d+2>r<n—§—2>(1>ng2
@ma®2 -2 (4mz 4 I'(n)

/ dk krEEPRT (-1)"NiT(n—§ —2) <1 )”32 1
(2m)? (k2 = A)"  (4m)t L'(n)

1(9‘“’9”" + 9" g"7 + g"7g"?),

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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tal que A juega el mismo rol de M? siendo el término que no depende de la variable de integracion
k. Una expresion tutil para las anteriores integrales serd

ngr_)élg) <i>2g — (4;)2 <i —InA — v+ In(4m) + (’)(e)> , (5.16)

lo cual ademés introduce en el esquema de renormalizacion de sustraccién minima MS o el de
sustraccion minima modificada MS. Ambos esquemas asocian directamente el polo con los
contratérminos 67, sin embargo, el esquema MS no elimina las constantes de Fuler-Mascheroni ~y
y In(47) y el MS si. Vale la pena resaltar la equivalencia entre estos esquemas debido a la libertad
de elegir las condiciones de renormalizacién, lo cual recae en el cambio de variable entre las escalas

_ 1 1
= e s
2 I H

donde 1 serd la escala asociada al esquema M S.

(5.17)

5.3. Ecuaciones del Grupo de Renormalizaciéon

Una idea motivada durante el desarrollo anterior es la independencia de las cantidades fisicas de
esquemas tanto de renormalizacién y regularizacion. Basado en esta afirmacion, se puede proponer
la renormalizacion del campo por medio de dos esquemas (etiquetados por r1 y r3), tal que

Po Po
&, = y Ory = —F—=-
Z(p) Z (')
Sin embargo, al utilizar el campo renormalizado en el célculo de la funciéon de correlacion de N
puntos en una teorfa ¢* y relacionarlo con los campos desnudos, obtenemos

G (@5 92 (10), gm (1), 12) = (QU T {@(21) ... p(x) } Q) = Z(l ~ QT {¢o(21)... do(an)} 1),

(5.18)

)2

(5.19)
lo cual, aplicado en ambos esquemas resulta en
N N
Z(p)2 G (@i ga(i), gm (1), 1) = Z(1') 2 G (3. 95(1), gm (1), 1), (5.20)
donde definimos los acoplamientos adimensionales como gy = ﬂ[%] = A1)y gm = ZI;E’;]) = m;g“)

La ecuacion anterior, comtinmente llamada ecuacién béasica del grupo de renormalizacion, nos
da informacion sobre el cambio que sufre g;(u) y Z(u) al cambiar de esquema p — p’. Si ademas
analizamos un cambio infinitesimal y — p + dp al derivar la ecuacion (5.19) obtenemos

0= Jiﬁw - d‘i (2% G g1 )]
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0 0 0
— — — — 4+ Nv | G(z; =0 5.21
(uau+ﬁxagk+6magu+ 7) (@5 gxs g, 1) = 0, (5.21)
definiendo las funciones beta para cada acoplamiento como 3y ,, = uaﬁg;”' y una dimensién ané-

d(n Z . . . ) . .
mala v = § (3nu ), por cada campo presente en la teoria. La dimensién anémala nos da informacién

acerca de las desviaciones en el escalamiento del correlador.

Para generalizar los conceptos anteriores a una teoria con més tipos de interacciones renormali-
zables y campos, los acoplamientos renormalizados o cumplen

M"fa con  z=[]z, (5.22)
%

ga=Zg0=2Z2

con t; el nimero de veces que el campo asociado a Z; aparece en la interaccion mediada por a.
Manipulando la ecuacién anterior podemos reescribir la funcién beta como

0
Ba(p) = —gAq — <Z - 1) 928—9 [tiResZ; + taResZy + ... ], (5.23)

donde n = > Fnif es el niimero total de patas en el diagramas y ResZ; representan los factores
acompanando al polo en nuestros calculos del capitulo [6] asociados factor de renormalizacion Z;.

5.4. Acoplamientos

En el andlisis de una TCC el principal componente sobre el cual se construye son los acopla-
mientos, asi como el nivel de predicciéon perturbativa que puede tener la teoria depende depende
fuertemente de la condicién perturbativa g? << 1. Sin embargo, vimos que nuestros acoplamientos
se ven modificados por correcciones cuanticas y por lo tanto es importante analizar su evolucién
como funciéon de la energia para conocer las limitaciones de nuestra TCC.

5.4.1. Flujos de renormalizacién y puntos fijos

Para analizar el comportamiento del acoplamiento, notemos que existe una ecuacién diferencial

Blg) = ua‘(é(i) = a(?{?m’ (5.24)

que al resolverla se encuentra la relaciéon que guarda el acoplamiento adimensional con la escala de
energia .

A la variacion de esta escala y su impacto en el cambio de los parametros desnudos lo denomi-
namos flujo de renormalizacién. En adicion, si un punto g(u*) = g* cumple con 5(g = ¢g*) =0
se conoce como punto fijo en el flujo de renormalizacién. A continuacion listaremos los diversos
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comportamientos que puede tener la funcién beta y por lo tanto, analizaremos el comportamiento
de g implicitamente.

El caso (g) > 0 nos indica que a bajas energias el acoplamiento decrece y la teoria serd
débilmente acoplada. En contraste en el ultravioleta, u — oo, regién donde el acoplamiento crece.
En general, podemos hablar de dos casos donde el primero de ellos no existe un punto donde el
acoplamiento sea infinito pero g(u — 00) — p. El segundo caso implica la existencia de po, tal que
9(fieo) — 00. Como ejemplo de este ultimo caso tenemos a la Electrodinamica Cuéntica, ya que al
obtener el comportamiento de la carga respecto a la escala de energia

O‘(Mref)
a(‘u) = 2 - y (525)
a(prer)
1- =5 (ﬁ)

2
donde a = z%r Y Hres s una escala de referencia en la cual el valor del acoplamiento o es cono-
cido. Los casos anteriores se conocen como teorias no completas en el ultravioleta y estables en el
infrarrojo.

El siguiente caso, 8(g) = 0, se describe como una teoria finita. En ella cierta clase de con-
tribuciones divergentes estd ausente y por lo tanto el acoplamiento no depende de la escala de
energia. Un ejemplo de acoplamientos de esta clase se encuentra en las teorias de Yang-Mills
Supersimétricas en cuatro dimensiones espacio-temporales.

El caso B(g) < 0 representa uno de los grandes avances en la fisica de particulas, desarrolla-
do en [4I] por D. Gross y F. Wilczek, asi como H. Politzer en [42], muestran un ejemplo de este
comportamiento que se basa en una TCC con grupo de norma no abeliano, para lo cual la cromodi-
namica cudntica y en general el modelo estandar entran en esta categorfa. En este caso la teoria se
comporta fuertemente acoplada a grandes distancias y débilmente acoplada conforme la escala de
energia aumenta, denominando este tipo de teorias como asintéticamente libres. Sin embargo, el
efecto a bajas energias también es igualmente importante, debido al fuerte acoplamiento que genera
se produce el fenémeno de confinamiento, postulando que a partir de cierta escala de energia las
particulas con carga de color no pueden existir aisladas y deberan formar estados hadroénicos.
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Capitulo 6

Renormalizacion y Regularizacion en
teorias de Yang-Mills

A lo largo del capitulo se aplicaran las técnicas revisadas anteriormente para encontrar correc-
ciones a un lazo en una generalizacién del Modelo Estandar. Partiremos de una teoria de Yang-Mills
con un grupo de norma simple y posteriormente indicaremos como extender el resultado a un gru-
po de Lie semi-simple. El desarrollo se basa en [5], [6l [7], siguiendo los esquemas dimensional para
regularizacién y MS para renormalizacion.

6.1. Descripcién general en teorias tipo SM

La teoria que buscamos analizar en este capitulo consiste en incluir todas las interacciones
presentes en el Modelo Estandar de particulas elementales, considerando un nimero arbitrario de
campos de materia tanto escalares como fermionicos(el nimero de campos estara restringido a la
generacion de anomalias del grupo de norma de la teoria). Dichos campos también estaran cargados
bajo el grupo de norma e interactuaran con un potencial tipo Higgs y acoplamientos Yukawa. La
densidad lagrangiana que representa esta teorfa anteriormente descrita es

1 1 . 7 —
L = —ZF;?VFSV + §DM¢aD“¢a + ijlpwj - (Yﬁwi%l/}j + hC)
A
S DaPpPcdq + términos masivos + fantasmas, (6.1)

4]

donde Dy ¢q = 0yuda + 1905, A7 dp, Dythj = Outh; + igti Ajebi y 0y € son las representaciones escalar
y espinorial respectivamente del grupo de norma utilizado.E]

'La convencion utilizada en este trabajo sobre los indices es la siguiente: Los simbolos del alfabeto griego iniciales se
utilizan para identificar los elementos del algebra y los finales para denotar componentes espacio-temporales. Por otra
parte, los indices del alfabeto latino iniciales indican las componentes de un elemento del algebra en la representacion
escalar y la parte intermedia y final de alfabeto se utiliza para las componentes pero en la representacion espinorial.

39



CAPITULO 6. RENORMALIZACION Y REGULARIZACION EN TEORIAS DE
40 YANG-MILLS

Para renormalizar la teoria es necesario trabajar con las constantes de acoplamientos y campos
renormalizados como se propuso en el capitulo anterior y asi generar los contratérminos. Por lo
tanto, al realizar esta sustitucién sobre los campos y conseguir un lagrangiano dependiente de los
parametros fisicos, obtenemos la siguiente expresion

L = Lyen+(Za— 1)(8 A — C%AE“)Q + (Zv,b - 1)#2131/% - (Z¢ - 1) u@baa“éf)a (6.2)

—(ZaZy — 1) 9 05 A‘“A“%bcbc (Zy\/Za — 1)ig(0uta) 05 A G
ZNZ — )39t A — (23— ) 129,42 — 0, A%) 47 4
—(Z5 - 1) gf " fICAGAT AR AYE — [(Zyn/Zy — V)Y itbjdati + hec]
(Z¢ - 1)i‘ AabedPadpPedq + fantasmas y términos masivos,

donde definimos 5anmpo = anmpo 1 (5ZQA2¢ = ZAZ¢ — 1 5ZQ¢A = Z¢\/7A — 1 5Z2¢A =
an— 1 5Z3A = Z2 — 1 5Z4A = ZA_ 1 5Z2¢¢ = Zw\/>y 5Z4¢ = Z¢— 1 y Eren es el
lagrangiano de la ecuacion con los campos ya renormalizados.

Una herramienta 1util en una teoria no abeliana son las identidades de Slavnov-Taylor,
desarrollado en [43] 44], que al ser una generalizacion de las identidades de Ward-Takahashi
relacionan los factores de renormalizacién del campo con los factores asociados al vértice que media
el acoplamiento. Dichas relaciones son

g__ v A (6.3)
WoVZa  Zazy Z2A2¢ '

y garantizan la universalidad de la constante de acoplamiento g renormalizada.

Para comenzar a realizar calculos perturbativos en el contexto anterior, debemos cuantizar y
obtener las reglas de Feynman por medio de la cuantizacién por integral de trayectoria, descrita
brevemente en el capitulo[3] Sin embargo, para reducir la cantidad de calculos, se utiliz6 el programa
FeynCalc para la derivacién de las reglas de Feynman para la parte escalar y los acoplamiento
Yukawa del lagrangiano . Para los sectores restantes correspondientes a una teoria tipo QCD
con un grupo de norma simple, la derivacién de las reglas es analogo y se encuentran detallados en
[27].

En consecuencia de lo anterior, los propagadores considerados se presentan en la figura y
los acoplamientos presentes en la teoria se presenta en la figura [6.2] Se afiaden los contratérminos
cambiando el simbolo del vértice y agregando el factor §Z;, donde ¢ representa un tipo de vértice o
el contratérmino asociado al propagador de un campo.

Finalmente, para obtener los contratérminos asociados a los propagadores de la figura [6.1] defini-

Zap 26
mos la parte masiva de los campos como m,, = Z—mg » para la masa fermidnica y m¢ =7
m m2

para la masa de los campos escalares.
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110999000009 ¥ > e
PP _ __a _ i
= p2 Npv p2 a p —my p2 _ mg p2

Figura 6.1: Propagadores de los campos y fantasmas de la teoria en el espacio de momentos.

6.2. Factores de Simetria

En los calculos que haremos a continuacién, un elemento importante son los factores de si-
metria asociados a los diagramas de Feynman. Una generalizacién para la determinacién de estos
factores en el tipo de teoria que queremos trabajar se plantea en [16, [15]. La expresion para obtener
dicho factor de simetria es

S = g2°2 T [ (nt)>", (6.4)
n
donde las etiquetas se definen como:
=, es el namero de conjuntos de n lineas idénticas conectando el mismo par de vértices.
= d es el nimero de vértices con dos burbujas idénticas.

= [ es la suma de todas las burbujas auto-conjugadas, que son lineas de particula provenientes
de campos auto-conjugados(f es nula si los campos con que participan en la teorfa son no-
conjugados).

= g es el nimero de permutaciones de vértices, manteniendo el diagrama topolégicamente inal-
terado.

6.3. Correcciones 1-lazo

Para realizar las correcciones a las constantes de acoplamiento podemos basarnos en resultados
obtenidos en teorias de Yang-Mills, calculadas en |25, 41, 45|, donde las interacciones mediadas por
Y y A no son consideradas. Por lo tanto, al resolver los diagramas, presentados en [6.3] e incluir las
correcciones a la funcién 8 asociada a g obtenemos

3
_ g | 1 4
= 5 | =5 0a(G) + gy Sa(F) (6.5)

Bym(9)
donde Co(G) y S2(F) es el factor de Casimir cuadratico en la representacion adjunta y el indice de
Dynkin en la representacion irreducible para los campos fermidénicos, respectivamente.

El resultado anterior para las funcion 3(g) se obtiene de una ecuacion (5.23), la cual estaremos
utilizando a lo largo de este capitulo. Es importante mencionar que en este céalculo se separan las
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a v Y
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0734

_ ) & AV A
= —ig*[f*7 O — ) N P (py — pa)
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a \Nb \ =
Ve N q j Contratérminos
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Figura 6.3: Diagramas en teorfas de Yang-Mills tipo QCD.

contribuciones cuanticas asociadas al factor de renormalizacién en tres tipos, relacionados con los
elementos que participan en la interaccién que media g; los campos ¢ y A, asi como el tipo de
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b)

a) —— N
@ Diagramas Q 7 N onoB \ J/
(9009209005 + W D+ 2000009007
L 7 tipo QCD + W\ v b /

Figura 6.4: Contribucion de campos escalares cargados bajo la simetria de norma.

vértice que involucra a estos campos. Adicionalmente, el caso del acoplamiento g es especial debido
a que estd involucrado en muchas interacciones, y como lo podemos observar en las identidades de
Slavnov-Taylor, existen al menos tres maneras de calcular el resultado (6.5)).

6.3.1. Acoplamiento g

Retomando el célculo de la funciéon § para nuestra teoria general, podemos agregar las interac-
ciones tipo Yukawa, ¢* y el acoplamiento a materia escalar a los tipos de diagramas que contribuyen
a los contratérminos obtenidos en la figura El planteamiento utilizado anteriormente, se basa
en considerar

-1
(—=1)ResZazy + (1)ResZy, + <2> ResZa| . (6.6)

Para completar el anéalisis del término Z4 de acuerdo a nuestra teorfa, resolveremos los dos diagramas
adicionales de la figura . A lo largo de este trabajo utilizaremos el esquema M S y la variable
dimensional d = 4 — € para reescribir el polo. Por lo tanto, al plantear el diagrama de la figura[6.4
se escribe como

000" / kK (k-p)
ab”ab (27r)2 k2 — m§1 (k —p)?2 — ng

1 4 T v T — v

donde A = p*(x — 2?) — m%x — m%,(1 — x), I* = k* — xp*. Regularizando el resultado anterior y
utilizando la propiedad (5.16]) resultan tres contribuciones. La primera contribucién esté asociada
al término cuadrético en la variable de integracion, [#]¥ de la integral planteada en (6.7), lo que
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resulta en

A g T(2- 4 2-%
[ ngsa(s)oe? is_n T2-3) <1) :

4mi 2 1-9Hre)\a

A
2 . 1
_ 9 (S)aaﬂl/ 2 _log A — 5+ log(4m) + O() ) Ada
2 7?2 1672 J, \e

2

1
_ L as 1o [T (2 _
=13 S2(S5)o T6a2P /0 (—x*)dz <e log A — v +log(4m) + (9(6))
= —ngSQ(S)(SO‘BLEpZn’W z_ log A — v+ log(4m) + O(e) | . (6.8)
1672 6 €

En el cdlculo anterior se integré A(x,ms,, msy,p?) v se utilizo la relacion m?2; + m2, = p? para
integrar sobre los factores que incluyen p?. Por otra parte, notemos que los términos p*I¥ (lineales
en la variable de integracion), se eliminan por paridad en la integral . Por lo tanto, el término
de tipo p#p” en la integral es

1 . g d
—9252(5)5aﬁp“p”/0 dz(z? — z) (4;)3 re-49 <i>

2
g o , 1 2

2
1/2
= igiQSQ(S)do"Bp“pl’f — —log A — v+ log(4m) + O(e) | . (6.9)
(4m) 6 \ e
Al plantear el segundo diagrama, debido a que es una divergencia cuadratica al regularizar
dimensionalmente, la contribucion es nula, obteniendo una contribucion de la integral (6.7)), tal que

2

_; 9 aﬁl w2V
S8 5 (8 =) (6.10)

es la contribucion total a la autoenergia Z 4.
Para las siguientes contribuciones es necesario utilizar una identidad de la teorfa que surge por
la invariancia de norma del término Yukawa, la cual resulta en
avya a0 _ vbpa
i1 Y — Yi5t5 = YipOp- (6.11)
Finalmente, para calcular Z49,, asociado al vértice de un bosén de norma con dos particulas fer-
mioénicas y Zy a la autoenergia de los fermiones, las contribuciones nuevas se muestran en la figura
[6.5]
El diagrama asociado a la figura ) tiene la expresion

aYEONYe, / e 1 il
TR @)t (p - ¢)* = ma (g — k)2 = m, ¢F — mi

(6.12)
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Para reescribir la integral anterior se puede escribir conforme a la generalizacién del pardmetro de
Feynman, tal que

g}/;%egbyk]/ dxdy/ d4l 2( l#ll/+terr;znos;l]ogcuadratlcos)7 (6.13)

donde I = g* — zp" — yk* v A = (pz + ky)? — 2p® — yk® + am? +ym2, — (1 — oz — y)m% Ademés,
nuevamente por un argumento de paridad en la integral se eliminarén los términos no cuadréticos
en [* v aplicando el método de regularizacién obtendremos

. 2—d
b1 9w AN
oV e (5

)2

ko9
Yziﬁabij (Z E <€ —log A —~ +log(4m) + O(e)) . (6.14)

Para el segundo diagrama en la figura b) la expresion es

Z(? _%_'_ me)

d*k i(g — K +mp1) t
1Y)~ (—igy 'ty 5 (—iY, 6.15
/ (271')4( v )( —k) _mfl( tgy kl) (p_k)Q _m?c2( )kQ PRI ( )
y regularizando la integral se simplifica a
vy dl 2(4(1 —x) = [ —py + mp V" (P(L —y) — ] — gz +my2)
gYipty (27T)d [12 _ A]3
d
A Uyl (2077 — Y1) i (2 — d) 1\* 2
_ T oty 47 YY) T T Cdy (L

(6.16)

donde I* = k* — xqt —ypt v A = (qz + py)? — 2¢®> — yp® + xm?l + ym?2 — (1 -2 —y)m?2. Podemos
reescribir los factores de ambos diagramas utilizando la ecuacion (6.11)) al conjugarla y transponerla,
tal que

O YT + Yt Yt = Vvt (6.17)

i a) i b) i c)
a a g a / iv il N\
+ < + ! —o—— Tl
i . N v |
j J j

Figura 6.5: Contribuciones adicionales al vértice y la autoenergia de la particula fermioénica.
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Para la tltima contribucién, relacionada con Z, el planteamiento del diagrama de la figura c)
es

4 i m i
[ v (F+my)

)" ) =R m2
et [U [ ap ipn(F) (2
= Y3 Y, /0 dx/ G [ = AP — 2(4r)? (6 —log A — v +log(4m) + (’)(e)) ) (6.18)

donde Ya2(F) = Y;%Yka;, =k —apty A=am?+(1— a;)mfc —z(1 — 2)p?. Sumando los residuos
obtenidos para el vértice y la autoenergia se cancelaran ambos términos en la contribucién, dando
como resultado la funcién beta

3

B1azo(9) = _(497)2 {13102(6?) - %SQ(F) - éSQ(S)} : (6.19)

Comparando este resultado con el obtenidos en [5] [12], existe un término extra y definiendo Y, (F') =

ﬁtr [C2(F)Y Y], la contribucién en la funcién 8 es tal que

3 K
50) = Fianol0) ~ iz (e ¥i(P))- (6:20)

Sin embargo, la contribucién anterior proviene de diagramas a dos lazos por las constantes de
acoplamiento involucradas, como se muestra en la figura por mencionar algunos diagramas que
suman a este tipo de factor.

VPR
- [ %\

Figura 6.6: Contribuciones a dos lazos al término Yy (F').

6.3.2. Acoplamiento Y*

Posteriormente, para analizar el acoplamiento Y* como en el caso anterior, tomaremos en cuenta
las relaciones que surgen de manipular los contratérminos agregados en la lagrangiana, dando como

AN
ye =2V % ya (6.21)
Zae

resultado la relacion

donde separamos las correcciones a un lazo en contribuciones por vértice y autoenergias de los
campos, tanto escalares como fermi6nicos.
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En primer lugar, obtendremos las contribuciones al vértice calculando el residuo de Zayg por
medio de los diagramas que se muestran en la figura El diagrama a) tiene la representacion
siguiente en el espacio de momentos

d'k b(ﬁ_%Jmel) Pp—K+mp 1
zkYkst 2 2 2 2 2 2
(2m)* T(q— k)2 —=m3 (p—k)* —miy k2 —m3,

El resultado de la integral anterior es similar al obtenido en la contribucién de la figura ), salvo
la manipulacién en las matrices v y se simpliﬁca a

v ddl q—z) = —yp+mp)(pd —y) — ] —xg +my,)
vl [asay | o (EEWNE

(6.22)

VEA TGS ! IO d) AN 1 ybye vh 2 _log A +1o (4m) + O(e) ). (6.23)

= D = - - T e)]. (6.
(471’)% 2 4 \ A (4 )2 k" ks B g g

Para la contribucién [6.7p) la integral a resolver es

/d4k: . i(g — k+my) i(p — K+ my2) —in™
(

i (1Y) e (Y —igwls;),
27T)4( k:) (q—k‘)2 2 ( k )(p—k?)2 _m?2 kQ ( j)

(6.24)

donde al definir las variables I* = k* — zq" — yp*, A = (qz + py)? — 2¢® — yp® + mm?l + ym?@. Por
ultimo, la integral anterior se simplifica a

4l W(g1—2) =] — 1—y)— ] —gx)y*
—thaY“ta/W/dxdyV (d( ) (%y)(yi()g Y) dx)y

Y 4 g, , 1\*72  —itoy ot ¢
7774’)1“(2 DYy P, (A) = 1 <€ log A + log(4m) + O(e ))
(4m)2 .
6.25

Procediendo a calcular las contribuciones c) y d) de la figura , ambas tendran las mismas con-
tribuciones salvo cambio de variables en los momentos internos, aunque, esto no varia el resultado
final del factor del polo. El diagrama c¢) en su forma integral es

4 — m
[ it st - R ) (629

i a) i b i ¢ i d) i
a e

. N . \ . .

] J J J J

Figura 6.7: Correcciones a un lazo para el acoplamiento tipo Yukawa.
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Una sutil observacién en estos diagramas similares, es la eleccién de los momentos de las particulas
internas. Si bien existe la libertad de elegir los momentos, cuidando la conservacion de energia en
el vértice, al fijar los momentos externos y dos de los momentos internos, la direccién del momento
en la parte fermidnica es contraria en ambos casos, como de muestra en la figura por lo cual
ambos diagramas tendran signos opuestos.
La integral correspondiente a la figura ) es
4 oV :
/M(_Zykaj) _”]M Z(k"i_mf) (—i a)

— g0 k), ~———92 :
(2m)4 o+ K27 a(a k) k2 —m? Ttk

Resolviendo esta dltima contribucién y simplificando, obtenemos
1 d v
Al APy (L, + . .0)
_ 2 o
=29 }/z% 3()75%/0 dxdy/ (271.)51 (l2 _ A)3

9 vaga o d (2
— QW iwanticig | < —log A + log(4m) + O(e) |, (6.28)

m. (6.27)

S

donde I* = k* + zq¢" + yp" v A los términos que no dependen de k. En el caso de la integral de la
ecuacion ({6.26)) el cambio de variable es [* = k* — zpt — yg*. Ademés, desarrollando los factores del
algebra con la relacion (6.11)), el resultado es

apo g avyvapoe _ gavyb by o yo b avb o
ikavtie; — Uik Yiitap = UisYerley — Yistarte; — tiktesYsj + ik Yasts;

b
= ALY t0 — {CQ(F),Y“}Z.J. = —0%0°Y}. (6.29)
La ultima igualdad se obtiene como consecuencia de imponer la independencia del parametro de
fijacion de norma, los detalles se encuentran en el trabajo [46]. Por lo tanto, sumando las tres
contribuciones de la figura b)-d), ademas de las contribuciones posteriores de la figura [6.9¢) v
d), tendremos que utilizar la propiedad anterior

8tUY Ut + 40°0°Y* = 4 {Co(F),Y"} (6.30)

ij

para simplificar la funcién beta final.

Figura 6.8: Configuracion de momentos en diagramas c) y d).
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7 a) 1 b) i c) i d) )
a a J/ a a
———w)< T -——< + ———<+ ___@wL @__Q
J J J J J

Figura 6.9: Contribuciones de autoenergias del campo fermiénico en correcciones a un lazo al vértice tipo
Yukawa.

Una observacién importante a la renormalizacién del vértice tipo Yukawa es la diferencia entre
campos fermidnicos que participan en esta interaccion, por lo tanto, una definiciéon més precisa es

V2N 7y N7
v = VIRV ILV Ty (6.31)

Zope

Dicha modificaciéon también se deberian realizar en las correcciones al vértice del acoplamiento g,
sin embargo, en ese caso se esta analizando una interacciéon de dos campos fermiénicos estaran
cargados igualmente bajo el grupo de norma. Un ejemplo de este tipo de interacciones es dada por
la interaccion débil entre el electron y el neutrino-electron (asi como para cada familia de leptones),
donde serd cierto tomar a los factores de renormalizacién del campo fermidénico como iguales.

En el proceso desarrollado a lo largo de este capitulo, se han analizado las contribuciones a un
lazo en diferentes secciones del diagrama, diferenciando entre las autoenergias de las patas externas
y las asociadas el vértice. Sin embargo, una alternativa es plantear todos los diagramas sin realizar
esta separacion arbitraria, por lo tanto los diagramas que contribuyen son los mostrados en la
figura Lo anterior es de utilidad para plantear el tipo de contribuciones que tenemos ahora
con la modificacién de la ecuacion . Por lo tanto, las contribuciones ya calculadas para las
autoenergia del campo fermioénico se ven modificadas en la funcién beta, tal que

1
————= —i { [ ()Y + YV (F)] + 20 Ca(F), Y} } -,
donde Y5(F) = Yetye.
Por 1ultimo, el célculo de la autoenergia del campo escalar se puede obtener a partir de los

siguientes diagramas de la figura [6.10

a) b) c)
b
“__g b 3 _b+£‘_<>_i+a_éﬁza3__ .

Figura 6.10: Autoenergia del campo escalar a un lazo.
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Los diagramas a) y b) aunque similares en su estructura, son contribuciones que toman en cuenta
la direccién de las lineas internas fermioénicas, elemento que se toma en cuenta en los trabajos
[12], 13], donde se exhibe la posibilidad de ambos comportamientos a diferencia de [3, 6] [7]. La
integral asociada a estos diagramas es

a d*k i(f +mag) i(p — F 4 may)
Y3 b(S)/ G K=, (o R —ml, (6.32)

donde Y5*(S) = tr(Y*TY® + YTY?) y aplicando el cambio de variable A = —zp?(1 — z) + xmgf +
(1- m)m%f, la integral se reescribe como

. dil —12 — 22p% + g(my s, may)
Ys b(S)//d:z:(%r)d / f

- AP
_ _vyab i x| - F( _g) l >
=S /d Ay (A)

Después de realizar la expansiéon respecto al polo, para encontrar el factor del primer término

+2?p’T(2 - &) (1>Qg . (6.33)

A

debemos resolver .
1 1 1
| dwts == Sy 4 ) = 2 (6.34)
0

donde aplicamos la conservacién de energia en el vértice, p? = m? Ft mgf. Asi, la integral (6.32))
resulta en

2 1 2
a) +b) = —iY{(S)p? (3 + 3> <e —log A + log(4m) + (’)(e)> + términos de masa (6.35)

El diagrama ) en su forma integral se expresa como

! — Ny 1 .
/ (g7rk)4(ige(cxbpu) ( ]Q’Z‘u > (k +p)2 — m?2 (_degc(p + k)y)7 (636)

la cual después de aplicar el método de regularizacion dimensional obtenemos el resultado

2iCo(S)p? (2
(ZT)? <6 —log A — v + log(47) + (9(6)> . (6.37)

Los diagramas de la figura [6.11], aunque son a un lazo, no tienen contribucién alguna dentro de
nuestros calculos al ser divergencias puras.

Una dltima consideracién importante es la existencia de una redundancia en nuestros calculos
relacionados con el contratérmino Zsy,¢ ya que existen dos maneras para introducir el contratérmino,

mostradas en la figura Dicha redundancia introducira un factor % para tomarla en cuenta.
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)
S
S
~
N
S

Figura 6.11: Divergencias no contribuyentes al propagador escalar.
‘ J

— y a .
—_ = —iY}] S =~V

Figura 6.12: Alternativas de contratérminos para la eliminaciéon de polos en los acoplamientos Yukawa.

Recopilando todas las contribuciones calculadas a un lazo y en conjunto con la renormalizaciéon
del acoplamiento Yukawa en la ecuacion (6.31)), la funcién beta para este caso es

1 1 1
(471)251_1%0 (Y% =Y¢ iReSZwi + iResij + §R€SZ¢ — ResZyyg
1
= 5[Y;(F)Ya + Y Y (F)] + 2V Yy + YPYEP(S) — 392 {Oo(F), Y} . (6.38)

6.3.3. Acoplamiento )\,

El dltimo tipo de constante de acoplamiento adimensional en este modelo por analizar es el
asociado a la interaccion tipo ¢*. La definicién de este acoplamiento renormalizado cumple con la

siguiente relaciéon
2

Aabcd = l)\Oabcd- (639)
Zag
Con la relacién anterior, podemos comenzar encontrando las correcciones al vértice Agpeq, asociados
a Z44. Para este factor de renormalizacién los diagramas de Feynman que contribuyen se presentan
en la figura[6.13]

Al igual que en el caso de los acoplamientos Yukawa, existe una redundancia asociada a los
contratérminos, especificamente a los indices y su posicion en el acoplamiento como se muestra en
la figura [6.14

Sin embargo, existe una diferencia en el planteamiento de estos factores asociados a la libertad
de permutacion de los indices escalares, dependiendo del diagrama a analizar y las constantes de
acoplamiento presentes en el mismo. A continuacién, presentamos la notacién de corchetes, como
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\ ‘ N~ \ / A
"N al N /
)¢ o) () b) ¢) X
o AN \&/l / N
t / N
C // \\d ¢ 7 Nd ¢ d
b a
Se” b >~ //a b /a
d) e) f)
P S —
c 7~ \\d c / \j C / \d
Figura 6.13: Contribuciones a un lazo para las constante Agpeq.
d a b C b
b\\ //a . //, \\ //, \\ / a . ;
. ormas de
—1524¢)\abcd = )z( )& )8( )g( ce q wdi
/7N / \\ / \\ V \\ acomodar indices
17 \C 7 v o d d

Figura 6.14: Contratérminos con 4! acomodos posibles de los indices para el mismo tipo de diagramas.

una simple reduccién del trabajo realizado en el apéndice |B|y solo 1til en algunos casos, obedeciendo
las siguientes reglas:

= Las letras participantes s6lo pueden ser las asociadas a la representacién escalar, y deben
encontrarse dentro del corchete.

= Si el nimero de letras dentro del corchete es m, el factor de permutacion asociado serd m!.

= En caso de existir mas de un corchete dentro de la misma constante de acoplamiento, los
factores se multiplicaran.

= Para el caso en que se cierren los corchetes en diferentes constantes, se debe considerar los
posibles acomodos de letras dentro de la constante de acoplamiento, sin cambiar su posicién
fuera del corchete que las delimita, y también tomar en cuenta la convencién de Finstein.

El diagrama a) se escribe en su forma integral como

(—iX )(—iA )/ d' i i
[ab][ef eflied)) | ()t 2 = m2, (p+ k)2 —m2,’

(6.40)

donde p = pg + pp = pc + pg- Tomando en cuenta los factores generados por la redundancia de
contratérminos, Agp)jesAef]led] — %)\abe fAefea ¥ el factor de simetria, obtenemos el resultado para el
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diagrama de la figura a)
] 2
_ %GAabef)‘ede (6 —log A — v + log(47) + (’)(e)> ) (6.41)

Para el segundo término, tenemos un factor de redundancia de 3! debido a que podemos cambiar
las patas externas el diagrama, tal que existe un diagrama para cada contratérmino pensado en la
figura Asi, la expresion integral es

d*k i(k+mayp) ik —ph +map) i(F — ps +mayp) i(gh +1p — F + may)
2m)* k2 —mi; (k—p1)? —m3; (k—p3)? +m3; (p1+p2 — k)2 —mi,
i kL

1
= ——tr(yeytiyeyd / !
FTha )| e = Ay

tr(Yleytyeyd) /

dd+2) i d <1
A

)23 = —iY4(F) <i —log A — v + log(4m) + O(e)) :
(6.42)

tal que Y4(F) = tr(Y*Y?TYeY "), En el anterior calculo existe un factor de 2, eliminado con el
factor de simetria, asociado a la posibilidad de cambiar la direccién de las lineas de particula, como
se muestra en la figura[6.15

(AN k 7 "\ k /7

) k_pa

k_pb|‘ V|e—pa Fk—m

d/pa+pc_k\c d/pa‘i'pc_k\c

Figura 6.15: Alternativas de diagrama de caja para las lineas internas.

Para el siguiente diagrama, se tendra que sumar sobre todas las permutaciones, sin embargo, el
resultado calculado para un solo diagrama es suficiente para inferir el de los restantes, cambiando
los factores del grupo. La integral asociada es

4 . . d'k —in™  i(pa — k) i(k — o)
Y 0%,) (igh® e K R
( ? [fe}[cd])(zg af)(Zg be)/ (27_[_)4 k2 (pa - ]{7)2 _ m%s (Pb _ k)2 _ m%s

2 d 2
g A2
= TN jecat 05 | 2
g "eedZaf be/ (2m)d (12 — A)?

2
= 1 Aveeay 05, (2 = Tog & =+ log(am) +0(0)). (6.43)

€



CAPITULO 6. RENORMALIZACION Y REGULARIZACION EN TEORIAS DE
54 YANG-MILLS

Una propiedad 1til para la reduccion de las permutaciones para el caso de la figura ), la cual
tiene su origen en la invarianza de norma del término ¢, es

egeAebcd + 93@)\@66(1 + ege)\abed + ng)‘abce = Oa (644)

propuesta en [7]. Con la anterior relacion, los factores asociados a algunos diagramas tipo
se presentan en la figura [6.16] En este caso se omiten momentaneamente las reglas de indices y
corchetes, ya que el factor asociado a estos diagramas es el mismo que para el primer caso resuelto
en la integral.

N\ /
\ —_ o [0 (63 o o
/‘<\ = Afecdla 105 = —(Aageatley +W"’ Aaecr09:) 05,
N
s .
b
N A
. {
/(% = AppeddS0% = —Aapeadly + Nababl; + Xave 04y ) Oce
N
s .
b
N\ /a
\§?: = Apbeely by = —(Aasedbyy +M+ AaberOcy)0cy
/7
.7 N
C

Figura 6.16: Interacciones entre bosones escalares por un boson de norma.

La cancelacion de los términos restantes, es una consecuencia del planteamiento de los coeficientes
en la figura[6.17 Por lo tanto, los términos resultantes son

= Nageat$e0% — AabgafF.0% — Aavef03.0% — A 300, = — > Ca(S) fidavedss- (6.45)

Los diagramas de la figura[6.17]en la dltima columna generan el tltimo término extra en la ecuacion
, si permutamos los indices en la constante de acoplamiento.

Por dltimo, los tres diagramas restantes de la figura[6.13|contribuyen en el mismo factor asociado
al grupo, que es el producto de 4 matrices en la representacién escalar. Para el primer diagrama
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b b
\ / . //a — _a
/ — a o \/\ / o \'—\,g@a:\/
€>’<\ - )‘a_fceﬂfeii X\i@’(\ - )\—f_aecf Hd 936 /\(\/ = Ae fcdel? fege
d’ \C d/ \‘c a7 d \\c
’ N\ /ﬂ b\\\ / b AN
N R\ o) /
/?é - i (%i = Aaseddistee //& X/ | Ayt
d/ \‘C d / \\_c N \‘c
’ g b S b
N/ N N f
< .0 \/\/ 0 AN <é
/ = Aabfe d =N r0S0% ) = Aeejal®02
(€h§9‘\ /\'QQ&S);\ / | cf’ae

Figura 6.17: Permutaciones en diagramas tipo Ag?, omitiendo los factores no relacionados con los indices
escalares.

6.13d), al aplicar las reglas de Feynman la integral es

1 1 [ d*k —inu, —in
_AZ lpa pB a pf - uv._po pp " Uvo 4
! {9 0 }ab {9 9 }cd2/(27r)477 T TR (k+p)? (6.46)

Aplicando el método de regularizacion dimensional a la integral anterior obtenemos

4 d
- % {ea’eﬁ}ab {ea’eﬁ}cd/ (;{wgd (12 —dA)2
4ig*

~ 8(4n)? {Ha’eﬁ}ab {aa’ eﬁ}cd (i —log A — v+ log(4m) + 0(6)) : (6.47)

donde se conjetura que el factor de permutacion se asocia a solamente cuatro diagramas equivalentes
y el factor de simetria es s = 2. En el apéndice[B] se realiza el célculo de estos factores de permutacion
para algunos casos particulares.

Es importante notar que la multiplicacién de los anticonmutadores se puede reescribir como:

{9@, 9ﬂ}ab {ea, eﬁ}cd —9 (egeefbegfafd + egeefbeffeyd) =2 (956 0,67,0%, + 65, gbegfejfd) .
(6.48)
En la figura [6.18] se puede notar la configuraciéon de momentos utilizados en los ultimos diagramas.
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Por lo tanto, el diagrama [6.13f) tiene la expresion

[ e (im0}, ) s o= (99t =) (1970 i)

O [ o [ aaay

~ Ty 2 om)d ENE
NN
= —ig* )2 (6—10gA—7+10g(47T)+(9(6)>, (6.49)

donde p=py —pa y P1 =D — Pe.

BN T~ b\\ //a

SaZ b\ k:+pa//a b\\;k+pa//}a
k + p: ‘N
k k+p ( \’HP k:—l—p2 +Z‘3%é\
;

Q5 N d//qjl— d//p E\\c 47/ Pd — K \Ne

Figura 6.18: Configuraciéon de momentos internos para diagramas de orden g*.

Para el caso de los tltimos dos diagramas de la figura las integrales son:

—00.0%,00,0° / d'kig*(k" —ph)? ig*(R —ph)? 1 1
acved (@m)T (k —pa)? —mZ, (k—pe)? —mg, k2 (k—p2)? 7

d'k ig? (K" —ph)® ig*(R —pp)® 11
g 9 7 go / a d) - , 6.50
eb’cf’fd (2m)4 (k‘—Pa)Q—m%S (k — pg)? _mgs k2 (k — p3)? ( )

donde ps = pp —Pa v P3 = Pe — Pg- Las anteriores integrales son similares, salvo cambios en p. — py
y p2 — p3. Por lo tanto, al no afectar las potencias en la variable de integracién k, ambas integrales
se reducen a

R GRS 9 Gl P [

24l 2 27)d (12 — A1
_ ”173 {ea eﬁ}ab {ea, 9ﬁ}cd ( “log A — ~ + log(4m) + O(e )> (6.51)

con A distinto en cada diagrama, sin embargo, al interesarnos solamente el factor del polo contri-
buyen igual y se pueden factorizar. Se incluyo el factor de grupo de norma de ambos diagramas y
se utiliz6 la propiedad para simplificarlo, ademaés, ese incluyen los factores de simetria y de
permutacion respectivamente.
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Utilizando la ecuacion (5.23) podemos llegar a la expresion
B1-lazo(Aabed) = Aabeal Y ResZy, — ResZyg), (6.52)
€A

donde A = {a,b,c,d}.
Asi, recopilando todas las contribuciones de nuestros diagramas, obtenemos

e

perm perm

=39 3 Coli)Aapeas + gg4 3 {ea,eﬁ}ab {ea,eﬁ}cd, (6.53)

perm

Aabef e fe .
(47)*B1 1o Nabed) = Y “PLETE =2 STV E) + 237 Yo(i) Nabeas

que es la Ecuacion del Grupo de Renormalizacion para acoplamiento Agped-

6.4. Extensién a grupos semi-simples

En la secci6n anterior se calcularon las RGEs para teorias tipo Modelo Estandar, con particulas
fermionicas y escalares cargadas bajo un solo grupo de norma G = Gp,e. Para generalizar el calculo

a grupos semi-simples G = G(le)e X oo X G(an)e se toman las siguientes consideraciones a 1 lazo en
B(g)

G Co(G) = gaCa(G™), (6.54)

9°52(R) = iS5 (R) (6.55)

y para el caso de 5(Y*) y B(Aabed) los cambios son

g°Ca(R) = giC3(R). (6.56)
k
Adicionalmente, se considera la siguiente notacion Agpeq = (09)ac(0)pq, v 1as reglas de sustitucion
g , y g
son
9*Aab.ea — ZgiAgb,cd (6.57)
k
4
g 1
ey {9a7 9ﬁ}ab {9a795}cd ~ 1 2913912 Z (A]cic,efAlef,bd + A]cie,fdAleb,cf> : (6.58)
k.l perm



CAPITULO 6. RENORMALIZACION Y REGULARIZACION EN TEORIAS DE
58 YANG-MILLS




Capitulo 7

Meta-estabilidad del vacio de Higgs

Dentro del SM, y por medio de las RGEs la condicion de estabilidad del potencial de Higgs no
se cumple, ya que A(F) < 0. Esta condicion genera asi escenarios en el SM como la posibilidad de
encontrarnos en la regiéon de meta-estabilidad del vacio de Higgs. Para evitar dichos escenarios, en
la literatura se estudian varias propuestas nacidas en fisica mas alla del Modelo Estdndar, cuyos
principales trabajos se recopilan en [47]|. Por lo cual, en este capitulo se presenta un modelo con
extension tipo U(1)" donde se busca estabilizar el potencial de Higgs por medio de esta modificacion
de las RGEs, utilizando el procedimiento presentado en [48].

7.1. Modelo Estandar

Tomando en cuenta los resultados del capitulo[6] aplicado al caso particular cuyo grupo de norma
es G = SU.(3) x SUL(2) x Uy(1). Adicionalmente, las expresiones para el factor de Casimir en la
representacion fundamental y adjunta de SU(N) son

N? -1

Ca(R) = =, C5(G) = N. (7.1)

Para el caso de una simetria U(1) la funcién beta del se ve modificada solamente contando las
contribuciones de las cargas(hipercarga) de las particulas fermionicas y escalares, como se muestra
n [49], tal que

3
Blor) = s (5 2@ -3 @& (1.2
f s

donde ()¢ s son las cargas de los campos fermiénicos de Weyl y los campos escalares respectivamente.
Asi, realizando la suma de cargas al cuadrado, considerando las cargas expresadas en la figura [4.2

dgy 2\ 10 1\ 1) 4 41 .
167 = = Bloy) = — (— <3) 5N~ (3> 2) 9y = 5 9vs (7.3)

99

obtenemos
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donde n, representa el numero de generaciones, en el caso del SM ny = 3.

Por otra parte, la RGE para las simetrias SUL(2) y SU.(3) las RGEs estaran dadas por la
ecuacion , s6lo cambiaré el factor de Casimir y el hecho que el bosén de Higgs contribuira
dnicamente a la constante de acoplamiento asociada a la interaccién débil, tal que

dgs 1. 4 1 19
d 11 4
16W2% = B(g3) = <33 - 3”g> 93 = —Tg3. (7.5)

Retomando el lagrangiano con los acoplamientos Yukawa en el SM en la ecuacion (4.3), obtenemos
Linasa = Y4Qr, Hug, + Y1Qr,Hdg, + Y;{Heg, + h.c. (7.6)

Algunos factores necesarios para las ecuaciones de los acoplamientos Y y A son:

3 3, d Lo l
Ya(8) = tx (zmm = VYT + SOV = Y + S - vy
d l
— tr 3V, + 3y vl + YY) (7.7)
u d l
H(S) = o (3(v v + 30752 + (Vvh)?) (7.8)

La obtencion de los factores restantes implican un desarrollo de los indices asociados a las
particulas escalares y fermionicas, procedimiento el cual se encuentra en la referencia [50], donde
ademés se explica la normalizacion de los factores Yukawa de acuerdo al VEV que se considere.

Con la simplificacién de los factores mencionados anteriormente, podemos dar las RGE para los
acoplamientos tipo Yukawa en el SM,

ay* 3 17 9
2y uy—1 _ 2 (yutyu _ ydiyd I 2
dy? 3 1 9
162 (Y 1—— == (YdTYd - Y“TY“) +Y2(S) — (g + ~95 + 843 ), (7.10)
dt 2 4 4
ayt 3 9
16m2(vH 12— Oyltyl | yy(s) — 2 (gf + gg) . (7.11)
dt 2 4
Y paralelamente, las RGEs para el acoplamiento A son
7p) 9 9/3 2
167r2a =12\ — <Bgf + g§> At <25gjl + gg%gg + g;*) +4Y5(S)\ — 4H(S). (7.12)

Al resolver las RGEs para el SM podemos obtener la evolucion de las constantes de acoplamiento,
al fijar las condiciones iniciales para determinar las soluciones de manera tnica. Aunque dichas
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Acoplamientos del Modelo Estdndar a 1 lazo Acoplamientos del Modelo Estandar a 2 lazos
T T — — —r—y N . T — = —

1 ] \,\ ]
08l 1 — o 08k 1 — G
a6l 1 g2 . P 92

— - —
- :»’A\‘-»\\_, 93 /x{,—\\ o
e § 0.4} Tmmm— )
02F ™\ ] I

S — % \ ] T

0.0 = B — 0 ___,_,_,\__\__\__‘:::- _______________________________ n

:Aw l‘n ‘ 15 : 10 1
[ )7
]()%< (';/U\. ) l()ﬁl,( Gev )

Figura 7.1: Solucién numérica a las RGEs del Modelo Esténdar a uno y dos lazos en orden perturbativos,
con ayuda de la paqueteria SARAH y considerando gy = 1/5/3¢1.

condiciones se pueden tomar en cualquier escala de energia, se utilizan las condiciones presentadas
n [51], donde la escala de energia elegida es M; = 173.35 GeV, se resumen en:

gy (My) = 0.3583, go(M,;) = 0.64779, g3(M,) = 1.1666,
A(M;) = 0.12604 y Y(M;) = 0.9369.

Utilizando la paqueteria SARAH se pueden obtener las RGEs para el SM a uno y dos lazos. El
marco tedrico bajo el cual funciona esta paqueteria es por medio del método antes mencionado,
Background Field Method[12] 13| 5] 6, [7], basado en la idea de la separaciéon del campo en sus
contribuciones cldsica y cuantica. Adicionalmente, se extiende a acoplamientos dimensionales, tales
como las masas de las particulas, por medio de una modificacién a los indices de los acoplamientos
llamado Dummy Field Method[52], aunque el analisis de este tipo de constantes sale de los
objetivos de este trabajo. En consecuencia, podemos analizar la estabilidad del potencial de Higgs
al menos en sus primeros dos érdenes perturbativos, como se muestra en la figura 7.1

Se puede extender este analisis a ordenes mayores como en [53, 54] y se encontrara que el mismo
comportamiento para el acoplamiento )\, cambiando de signo para energias del orden de 10 Gev en
analisis méas detallados como [51]. Dicho cambio en la estructura del potencial pone las condiciones
para el problema de meta-estabilidad del vacio de Higgs, el cual describe un decaimiento en un
vacié real con tiempo caracteristico mayor la edad del Universo. En el capitulo 4] se describe una
condicién de estabilidad A > 0, y claramente la estructura del potencial cambiaré si no se cumple,
tal como se muestra en la figura[7.2] Vale la pena afiadir que existen trabajos con mayor profundidad
[55], que toman en cuenta un andlisis de las incertidumbres que existen para los pardmetros del SM
en particular My y my, v las condiciones para resolver las RGEs, los cuales indican que el SM no
descarta ninguno de los escenarios de estabilidad y meta-estabilidad, favoreciendo més este ultimo
caso. Con la propuesta de la siguiente seccién solamente se busca realizar una demostracion de la
estabilizacion del vacio electro-débil del SM a escalas arbitrarias.
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Evolucion del Potencial de Higgs

\

\\We..;. N ]

(H)
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Figura 7.2: Dada la masa del Higgs M;, = 125.15 GeV [51] y utilizando la solucion para el acoplamiento
A(E), se esboza la evolucion del potencial a diferentes energias.

7.2. Interaccién U(1)

Una posible solucién para estabilizar el potencial de Higgs es la inclusién de contribuciones en
la funciones beta del acoplamiento A y de los acoplamientos Y¢, particularmente el acoplamiento
Yukawa correspondiente a el quark top. Una de las modificaciones propuestas en la literatura,
siguiendo [48], es anadir una fuerza adicional al grupo de norma del SM,

Grie = SU(3)e x SU(2), x U(L)y x U(1), (7.13)

donde U(1)" es la simetria de norma adicional, y deriva en la inclusion de un bosén de norma al
contenido de particulas previamente planteado en la figura Los tipos de interacciones en el
modelo, propuesto en [48], se pueden expresar con la densidad lagrangiana

L = Lsu+9B, Z Qitvsm iV s
1
1 €
! Q% Tk / /v Y ruv
+> D, S DS, — TEw E" = SELE
7
7

donde
DL =0, — z'g4Q'B;L (7.15)
con BL y g4 €l campo y el acoplamiento del grupo de norma adicional. Los campos de materia

adicionales, S; y x;, son campos escalares y fermionicos singuletes bajo el grupo del SM, Q; v @
representan las cargas de los fermiones quirales y los singuletes del SM, respectivamente.
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La propuesta anterior, en un anélisis mas general como el presentado en [14], deberé incluir las
contribuciones dadas por un potencial de interaccién entre las particulas escalares que participan
en el modelo, tal que

(2

V= Xas;SiSiS8i+ > Mg, HUHS; S, (7.16)
1] 7

Sin embargo, por simplicidad en el trabajo se analizard solamente en las contribuciones debidas al
bosén de norma, por lo cual consideramos Ag;s;, Aps; < 1. Claramente, también existiran rompi-
mientos de simetria asociado a cada singulete S; que adquiera un VEV, asi como fenomenologia
interesante debido a la mezcla cinética mediada por € que se analiza en [47].
Para evitar la mezcla entre los campos bosénicos B}; y BL podemos utilizar un cambio de base,
tal que
v _y el , F’
F' - F — F'— — (7.17)

modificando la derivada covariante como

yBY 94 _ Y y)p. 7.18
v B 4 (g (718)

En consecuencia, redefinimos los nuevos acoplamientos

g= - y - ga
V1—¢€2 V1—¢€2 ’

que en su conjunto dichas redefiniciones se denominan el cambio a la base diagonal y utilizaremos
esta base para dar las RGEs en este modelo. Notemos que no se ha realizado ninguna suposicion
sobre €[l

Considerando nuestros célculos del capitulo anterior y la generalizacion presentada en [13] para
multiples U(1) dentro del grupo de norma, con mezcla cinética y a dos lazos, las RGEs obtenidas
son:

(7.19)

d
167278~ 6y -3 (g% 302+ 5% — 8\ — 41@2) M

+3Q7 (98 + 93 + 9 — A\ +4Q342) 9ug

+3Q7 (92 + g3+ 39° — 4 + 40343 63
3., 3.. 3, 3, 9, 3
19?92 + 19392 + ggi‘ - §g4 + §g§ + 19395, (7.20)

!Renombraremos a §; como g4 en las ecuaciones subsecuentes.
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d 41 2
16772% = Eg4§2 + <—4Qb + th —4Q; +4Qq +8Q: — 4@7) gzg
2 1 2
+ (603 + 502 + 10 #1203+ 03 + 60 + 202 + 2%
T (18@2‘ +8QE + 12Q} + 36Q% + 4Q% + 18Q} + 6Q% + Qi) 2. (121)
dg 41 _ 2 _
167T2d7g - 393 + <_4Qb +30Qn —4Q+4Qq +8Q: — 4Qr> 945
41 5 )
+5-919 + Q1919 + Q59194 (7.22)
4y, ) 17, 9 17, 9
167T2E =Y (_949(4Qt +Qq) — 392(@2 +Q7F) - Eg% - 193 —8g3 — EQQ + 2Yt2> . (7.23)
donde 5 . )
Q2 =6Q% + 5@,% +4Q7 +12Q7 + gQ% +6Q7 +2Q% + gQi y (7.24)
2
Q5 = (—4Qb + 3@ — 40 +4Qq +8Q: — 4QT) . (7.25)

Las cargas de la interaccion adicional son: @i para fermiones derechos y Q,; para fermiones
izquierdos, (), para la carga asociada al Higgs, Qs y @y son las cargas de los campos S y x
respectivamente.

Para evitar el surgimiento de anomalias en los acoplamientos Yukawa en el SM las cargas deben
obedecer las relaciones,

Qt = Qq+ Qn, Qy = Qq — Qn, Qr=Q;— Q. (7.26)

Adicionalmente, consideraremos las condiciones g(Az/) = 0, g4(Az/) = 0.1, donde Ay es la escala
donde el acoplamiento g4 se vuelve relevante. Consideramos esta escala para nuestros cilculos como
AZ’ = M;.

Con las restricciones anteriores, los paradmetros relevantes para obtener un minimo estable al
evolucionar la energia son Qg, Qp y Q4. El analisis de distintos escenarios realizado en [48] muestra
los posibles valores para dichas cargas. Para mostrar la evolucién y un ejemplo de estabilidad, elegi-
mos una de las muchas configuraciones, mencionadas en el mismo trabajo, obteniendo la evolucién
de los acoplamientos en la figura [7.3| para energias superiores a la escala de Planck, preservando la
estabilidad (A > 0).

Por dltimo, aunque la estabilizaciéon de A es importante, existen restricciones adicionales, con la
misma relevancia, y que deben considerarse. Dentro de estas restricciones, vale la pena mencionar
que se busca que la teoria permanezca en el régimen perturbativo, lo cual se traduce en la condicién
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Evolucion de acoplamientos U'(1) adicional
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Figura 7.3: Solucion estable para el acoplamiento A con Qn =1, Q; = 2.5y Q4 = 13. En este caso las RGEs
impiden que A sea negativa y comparando con la figura la simetria U(1)" adicional resuelve el problema

de meta-estabilidad del SM.

A < 1. Dentro de la propuesta, al variar la carga U’(1) del boson de Higgs como se muestra en la
figura se encuentra que a medida que la carga @), aumenta, la propiedad perturbativa de la
teorfa se pierde a energifas més altas, a pesar de ser una solucién valida con vacio estable, por lo
cual, serd una restricciéon que nos ayudard a generar el espacio de pardmetros vilido para un vacio
estable.

En general, en adicion al analisis dado en [47], existen propuestas donde el significado fisico de la
simetria extra tiene interpretaciones distintas. Por ejemplo, la propuesta U(1)p_r, la cual considera
que la simetria global del SM, donde B es el nimero bariénico y L el nimero lepténico, puede ser
promovida a una simetria local como se propones en [56] y se analiza las inestabilidad del vacio
de Higgs para este modelo en [57]. En la misma linea, las diferencias L, — L., Le — Lr o L, — L,
pueden ser promovidas a simetrias de norma, sin introducir anomalias en el modelo[58]. Asimismo,
la propuesta de esta simetria de norma adicional puede provenir del contexto de teorfas de cuerdas
y la compactificacién del orbifolio heterdtico como de presenta en [59]. El analisis realizado en este
trabajo, asi como en [47], se puede particularizar para cada modelo y acotar el espacio de cargas
permitido en el mismo.
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Soluciones estables del acoplamiento A
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Figura 7.4: Variacién de la evolucion de A(u) para diferentes @), y utilizando los pardmetros @, = 2.5 y
Q4 =13.



Capitulo 8

Conclusiones y trabajo futuro

El presente trabajo estd dedicado al calculo explicito de las ecuaciones del grupo de renormaliza-
cion (RGEs) a un lazo en teorias cuanticas de campo tipo modelo estandar de particulas elementales
(SM), v a su aplicacion en una extension del SM dotada de una interaccion abeliana adicional, cu-
yo mediador es un boson Z’; con la finalidad de resolver la posible meta-estabilidad del vacio de
Higgs. Con estos objetivos, hice una breve revisiéon de los conceptos basicos empleados en las teorias
cuanticas de campos. Primeramente, en el capitulo 2] presenté una revision de teoria de grupos, y
en especial de aspectos de teoria de representaciones. Después, en el capitulo [3| procedi a establecer
cOmo estos elementos matematicos son la base del concepto de teorias de norma desde el punto de
vista geométrico y teorias clasicas de campos, lo que conduce a las llamadas teorfas de Yang-Mills.
Como parte de la discusion, incluf una introduccién a la cuantizacion por integral de trayectoria
con el objetivo de conocer de manera mas concreta cémo ocurren las interacciones en estas teorfas.

En el capitulo [d] expuse los aspectos mas importantes del SM, introduciendo los tipos de acopla-
mientos adimensionales restantes que se pueden construir. Entonces, planteé las generalidades del
SM, tales como el contenido de particulas, el grupo de simetria de norma SU(3) x SUL(2) x Uy (1),
asi como sus simetrias globales. Ademas, expliqué el mecanismo de Higgs para la adquisiciéon de
masa de las particulas bosénicas W+ y Z, mediadoras de las interacciones nucleares débiles y las
particulas fermiénicas como quarks y leptones.

En el capitulo bl como herramienta esencial para el calculo principal de este trabajo, aporté
una introduccién al calculo de divergencias de una teoria cuantica de campos. Es aqui, en donde
aparecen las RGEs, un conjunto acoplado de ecuaciones diferencias que rigen la evoluciéon de los
acoplamientos adimensionales de la teoria. Utilicé el esquema M S para resolver las contribuciones
a un lazo y revisé los procedimientos de renormalizacion y reqularizacion en teorias cudnticas de
campos.

Finalmente, el capitulo [6] contiene algunos de los resultados principales de este trabajo. Calculé
explicitamente las RGEs para una teoria tipo SM, es decir, una teoria en la que aparecen i) inter-
acciones cuérticas con acoplamiento A, como en el potencial de Higgs, ii) interacciones tipo Yukawa
con acoplamiento Y, y iii) una simetria de norma basada en un grupo de Lie simple. La generali-
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zacion de estos calculos a grupos de Lie semi-simples también es presentada. Para estos calculos, un
aspecto muy poco discutido en la literatura especializada y crucial en los célculos es la presencia de
factores de permutacién. Para poder determinar los resultados, conjeturé la existencia de un factor
de permutacidn en estas teorfas con bosones y fermiones, similar al factor de simetria que aparece
en teorias escalares. Este factor surge especialmente de una redundancia en los contratérminos para
la interaccion tipo ¢*. La conjetura del factor de permutacién permite comparar exitosamente los
resultados aqui obtenidos con los obtenidos previamente mediante el llamado método de campos de
fondo (o background field method, BFM) [5, [6] [7].

El capitulo [7] esta destinado al tema que motiva el titulo de esta tesis. Dada la conocida meta-
estabilidad (o inestabilidad) del SM ante las correcciones radiativas contenidas en las RGEs, los
resultados del capitulo [ pueden hacer notar que el acoplamiento A\ del potencial de Higgs puede
ser negativo a muy altas energias, si el SM no es modificado. Esto es catastréfico porque conduce a
un escenario en el que la energia del vacio no esta acotada por abajo. A este problema se le conoce
como meta-estabilidad del vacio de Higgs. Introduciendo una simetria abeliana adicional y cargas
adecuadas bajo esta fuerza, mostré que el grupo de renormalizacién puede modificarse de forma
que el vacio deja de ser meta-estable. En particular, el acoplamiento cuartico es positivo definido,
lo que conduce a un potencial acotado para cualquier energia. Comprobé este resultado emplean-
do el grupo de renormalizacién, no sélo a un lazo como en el capitulo anterior, sino incluyendo
correcciones radiativas a dos lazos mediante el uso del programa SARAH en el modelo con una
simetria adicional. Este resultado es relevante en la fisica de particulas y comprueba el poder de la
herramienta estudiada.

En el contexto de este trabajo, es posible apreciar un objetivo a mediano plazo: comprobar la
validez del factor de permutaciéon conjeturado en el capitulo [0, en el planteamiento de la teoria
en el lagrangiano (6.1) y sus contratérminos para el acoplamiento Agpeq- De manera similar, serd
interesante explorar los resultados para un ntimero mayor de lazos y comparar con otros trabajos.

Otro de los objetivos inmediatos para un trabajo futuro serfa emplear el método BFM para
calcular las RGE a cualquier nimeros altos de lazos, como en las refs. [5l 6] [7]. Con este proposito,
ademas de los métodos aqui discutidos, es necesario entender y desarrollar més el método BFM., lo
cual requerird dedicacién de varios anos. Una pregunta adicional en esta ruta serfa la posibilidad del
calculo de amplitudes por métodos novedosos y alternativos, como el del amplituhedron, propuesto
recientemente por Nima Arkani-Hamed [60], lo que tal vez permitiria un célculo mas directo de las
RGEs.

Por otra parte, este trabajo introduce a la exploracion de diferentes modelos con U(1)" adi-
cionales, asi como el planteado de espacios de parametros permitidos en el mismo, buscando la
estabilizaciéon del potencial de Higgs y manteniendo la evolucién del acoplamiento en el régimen
perturbativo. Adicionalmente, se da pie a trabajar en un futuro en los calculos para los modelos
que presentan mezcla cinética entre grupos de norma abeliano, efecto que fue despreciado en el
capitulo , y similar a como se muestra en [I3], en donde se dan las RGEs para este caso. Para
lo anterior, no existen calculos explicitos utilizando BFM o utilizando la metodologia tradicional
tratada en el capitulo [6] Serfa interesante desarrollarlos.
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Para concluir, este trabajo motiva futuras investigaciones en el desarrollo de técnicas para el
céalculo de divergencias, ya sea aumentando el orden del desarrollo perturbativo, o generalizando el
modelo que se propone. Es bien sabido que el método BFM, es mayormente utilizado en el contexto
de gravedad cuéntica, por lo tanto, un mejor conocimiento del mismo, como se motiva en este
trabajo, puede influir de manera positiva en diversas areas de la fisica més alla del calculo de RGEs.
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Apéndice A
Parametrizacion de Feynman

Para reescribir las integrales resultantes de diagramas a un lazo en el presente trabajo y en la
literatura [25], se utilizan los siguientes resultados. La propiedad de la que partimos es

1 ! (n—1)!
AAs . A, _/U doy...dend zi:”“”_l [71 A1 + 245 + .. TnAn]" (A1)

Para realizar la reduccién presentada en el capitulo [5|de la autoenergia de una particula fermiénica
es necesario reducir la integral utilizando el caso particular de la ecuacién anterior con n = 2, por
lo tanto podremos reescribir la integral como

1 ! 1
= dzdyd -1
BT~y
! dx
= . A2
/0 [(k + p)2z — m2z + k2(1 — x)]? (A.2)
Considerando la variacién dimensional en la integral obtenemos
Lotk 2—d)(k+p)+md
= —eQ,uE/ dx ( JE+p) +m , (A.3)
o “@m [k +2p)? + 2(1 — 2)p? — am?P

donde se realiz6 los cambios de variable planteados anteriormente y se eliminaron los factores de-
pendientes de ¥ ya que al ser lineales por paridad la contribucién en la integral es nula.

Otras ecuaciones de reduccion que nos seran tutiles en los calculos del capitulo [6] son los casos
n = 3,4 para correcciones a vértices a un lazo, dando como resultado

1 /1d J 2
I 2
ABC  Jq y[AJ:+By+ (1—z—-y)C)P?

1 1ddd 3!
ABCD—/O O s + By+ Ce+ D(1—a —y — )b

y (A4)

(A.5)
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Apéndice B

Convenciones en diagramas y factores de
permutacion

La convencién utilizada en este trabajo para el orden en que se transcriben las reglas de Feynman
en el espacio de momentos a su forma integral se describe en la figura [B.1

2 2/ \u
3 N -

Figura B.1: Regla nemotécnica para los posibles diagrama.

En la figura anterior se dan todos los tipos de diagramas o sus equivalencias topologicas presentes
en el trabajo y se ordenan los factores de los vértices presentes en el diagrama. La convenciéon
anterior se pude visualizar como una linea imaginaria pasando a través del diagrama, siguiendo el
orden establecido por la numeracién.

Por otra parte, en el capitulo [6] se planteo la aparicion de un factor de redundancia en la teoria,
el cual esti asociado a los indices de los campos escalares participantes en nuestro potencial tipo
¢*. A continuacion se muestra la obtenciéon de este factor para distintos diagramas anteriormente
utilizados para el calculo de RGEs en este trabajo.

Para calcular el factor de permutacién del diagrama de la figura [B.2] en este y en posteriores
diagramas se puede visualizar como los posibles intercambios de particulas escalares. Lo anterior
nos da la posibilidad de dibujar las posibilidades de intercambio entre estas particulas escalares con
la constriccién de dejar el diagrama invariante. Por lo cual, en la misma figura se colorean las lineas
de particulas escalares intercambiables entre si. Ademas, se dibujan algunos de los cambios que no
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estan permitidos entre si, ya que modificarian el diagrama, ocasionando una permutacién.

b a b a b a
~ P ~ - ~ -
\/\(/ \/\Q/ \/\/
[ [ (Y L, _s

\\/i \/} \/}

c .~ c.”NNd .7 T~
b\\ _a b\\ _a b\\ _a
O O O
\ / \/

c //&/\\d c //X\\d c //X\\d
b\\ _a b\\ _a b\\ _a
o0 0

\ \
/ &/ \/
C//X\\d e d 7

Figura B.2: Configuraciones que contribuyentes al factor de permutacion (azul) y ejemplos de no contribu-
yentes (rojo).

El siguiente diagrama por analizar es el de la caja formada por s6lo acoplamientos Yukawa. En
la configuracion serd mas sencillo dar los cambios permitidos de las 4! posibilidades.

b\ VZNIN sedN s0d coex_ b a0 A

¢/ Nd o/ Nd ¢/ b, b d”/ Na b/ \e

Figura B.3: Intercambios permitidos en diagramas de caja con acoplamientos tipo Yukawa. El factor de
permutacion para este caso es p = 6 = 3.

Otro ejemplo dentro del calculo de estos factores es el que se muestra en el tercer diagrama de la
figura [6.18] donde nuevamente tendremos un diagrama tipo caja pero con interacciones tipo igf®.
Todos los arreglos posibles son permitidos en este diagrama debido al tipo de interaccién, por lo
tanto, p = 4.

Notemos que en el calculo de estos factores solo seréd necesario dibujar las posibilidades en que
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podemos intercambiar las particulas escalares a los largo del diagramaﬂ
A continuacién se presentan todos los subdiagramas posibles en la figura [B.4] provenientes de
los dos primeros diagramas de la figura [6.18]

b a a b b a b L
\;@2/ N 7 N 7

¢ 7 N e d d7 e d7 T

’ \\?/ “a o>~ _7h AN //“ b ™ a
o — — 7\

ds \C d/ \C d c d s X

Figura B.4: Subdiagramas permitidos y factores de simetria asociados.

! Aunque el *Factor de permutacion’ describe el cambio de nuestras particulas escalares a través del diagrama, este
no considera los cambios debidos a una permutacion debido a que alteran el diagrama y los factores al mismo, de ahi
el origen de su nombre.
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APENDICE B. CONVENCIONES EN DIAGRAMAS Y FACTORES DE
PERMUTACION
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