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RESUMEN

Este trabajo tedrico esta situado en el area general de la espectroscopia molecular. Especificamente,
se presenta la descripcidén de excitaciones vibracionales de tensién de moléculas con simetria
octaédrica. EI método empleado esta basado en la propuesta de un Hamiltoniano efectivo (que
contiene las interacciones de mayor relevancia), cuyos parametros espectroscopicos son ajustados a
las energias experimentales.

En sus origenes, el estudio de excitaciones vibracionales en moléculas se trabajo de forma exclusiva
en el contexto de modos normales, el cual asimismo posee una conexién directa con la
aproximacion armonica al potencial vibracional. Conforme las técnicas espectroscopicas
adquirieron mejor resolucién, y se pudieron explorar regiones mas excitadas de los espectros
vibracionales, se encontré que muchos sistemas no se adecuaban a una descripcion en términos de
un comportamiento puramente normal en las vibraciones. En respuesta a esta problemética, en la
década de 1980 se desarroll6 la teoria de vibraciones moleculares en términos de modos locales, la
cual proporciona una explicacién clara de la fenomenologia observada.

Tanto para un tratamiento con modos normales como para uno en términos de modos locales, la
descripcion se puede realizar en el espacio de configuracion de los grados de libertad vibracionales,
0 bien mediante su conexion con espacios algebraicos. Este trabajo es una continuacion de
desarrollos recientes que presentan una conexién directa en el espacio algebraico entre el esquema
normal y el local, relacionando los osciladores simetrizados de los modos normales con osciladores
locales, mediante una transformacion canonica que preserva la poliada local. Con esta conexion, es
posible evaluar de forma directa la relativa validez de considerar inicialmente un comportamiento
local en las vibraciones en oposicion a uno normal, en términos de la calidad de las constantes de
fuerza que se obtienen de un ajuste por minimos cuadrados a energias experimentales. Se encontrd
que las constantes de fuerza que se derivan de un esquema normal son en general adecuadas,
mientras que las que se obtienen de considerar un comportamiento local Gnicamente adquieren
validez conforme el sistema se aproxima al limite local puro. En el marco de este modelo
algebraico, también se ha estudiado de forma explicita la transicion local-normal en sistemas de dos
osciladores interactuantes, mediante el analisis del fendmeno de rompimiento de poliada que se
asocia con la transicion.

Los grados de libertad de tension en moléculas con simetria octaédrica constituyen un sistema de
seis osciladores acoplados, el cual no ha sido analizado con los métodos descritos previamente.
Debido a la estructura de una molécula octaédrica, existen incluso a orden cuadratico dos tipos de
interacciones locales entre los grados de libertad de tensién que se deben considerar (esto es,
interacciones ecuatoriales y axiales). En este sentido, su estudio presenta la oportunidad para
explorar la manera en que se extienden los métodos desarrollados y los hallazgos que se han hecho
en sistemas con menos grados de libertad en el contexto de este modelo. El tratamiento analitico es
general para cualquier molécula con simetria octaédrica, pero también se presentan de forma
explicita los ajustes para la serie de fluoruros SFs, WFs y UFs. El progresivo incremento en la
diferencia de masa entre el atomo central y el flior proporciona las condiciones ideales para
estudiar las contribuciones estructurales y dindmicas en la transicion local-normal, y evaluar la
adecuacién de ambos esquemas mediante la calidad de las constantes de fuerza obtenidas.
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1. Introduccion
1.1. Contexto general y motivacion

Este trabajo tedrico esta situado en el area general de la espectroscopia molecular, que consiste en el
estudio de la interaccién entre radiacién electromagnética y sistemas moleculares [1]. La posicion
gue ocupa esta disciplina en la quimica es central, ya que constituye la principal via de la que
disponemos para elucidar y comprender la estructura y la dinamica de sistemas moleculares [1-3].
Esta informacidn es crucial tanto para propositos analiticos de caracterizacién e identificacién [2,3],
como para el estudio de reactividad quimica y otros procesos dinamicos [4,5].

En su planteamiento mas general, la teoria detrds de la espectroscopia molecular tiene como
propésito la descripcion de la evolucion temporal de sistemas moleculares en contacto con el campo
electromagnético oscilatorio de la radiacién, sujetos a las posibles interacciones que pueden tener
lugar [6]. Dichas interacciones son la absorcion, emision o dispersion de radiacion, cuyo efecto
sobre la molécula son transiciones entre ciertos estados estacionarios del sistema [1, 2, 6]. El hecho
de que el efecto observable de la interaccion molécula-radiacion sean transiciones energéticas en la
estructura interna de la molécula, refleja la necesidad de tener una buena descripcion del sistema
molecular aislado, que es confirmada ante el hecho de que las reglas de seleccion para las
transiciones inducidas por la radiacion son determinadas mediante el célculo sistematico de los
elementos de matriz de los operadores de momento de transicién (dipolar o cuadrupolar) en la base
de estados estacionarios del sistema [1, 7, 8]. Entonces, la adecuada descripcién espectroscopica de
una molécula exige de una buena descripcion de sus estados estacionarios en el vacio. Para lograr
esto, es necesario resolver la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo para la molécula
en cuestion, lo cual representa por si mismo un reto de proporciones considerables.

La ecuacion de Schrodinger de los estados estacionarios de una molécula es dificil de resolver
fundamentalmente debido a que se trata de un sistema de muchos cuerpos interactuantes. En la
medida en que fuera posible desacoplar los grados de libertad involucrados y separar el
Hamiltoniano molecular en componentes que dependen de subconjuntos ajenos de coordenadas, el
problema asimismo se reduciria a problemas mas sencillos cuya solucién es plausible [1, 2, 8]. Esto
equivale a proponer la descomposicién del espacio de Hilbert de los estados de la molécula, en
subespacios de funciones que dependen de conjuntos ajenos de coordenadas, permitiendo que los
estados de la molécula sean expresables como el producto directo de funciones de onda
pertenecientes a cada subespacio. Debido a que existen interacciones entre todos los grados de
libertad moleculares, su separacion inevitablemente requiere de la introduccion de aproximaciones.
La calidad de una aproximacion depende de la magnitud del acoplamiento entre los grados de
libertad que se pretenden desacoplar, que a su vez estd determinada, entre otros factores, por la
diferencia energética entre los grados de libertad considerados [1, 8, 9].

La clasificacion de coordenadas moleculares en grados de libertad de traslacion, electrénicos,
vibracionales y rotacionales (excluyendo espin nuclear), provee del esquema natural para llevar a
cabo la separacion, ya que las escalas energéticas asociadas con excitaciones de estos diferentes
grados de libertad suelen diferir substancialmente [10]. Las traslaciones moleculares se pueden
separar de forma exacta y sin complicaciones, mediante una transformacién de coordenadas al
centro de masa de la molécula [7]. La aproximacion de Born-Oppenheimer permite desacoplar los



grados de libertad electrénicos de los grados de libertad rotacionales y vibracionales, y es
sumamente exitosa y de amplia validez (en el sentido de que la gran mayoria de sistemas se
adhieren al comportamiento supuesto por la aproximacion). El fundamento fisico que cimienta la
aproximacion de Born-Oppenheimer tiene su origen en el hecho de que la masa del electron es tres
ordenes de magnitud menor que la masa de un nucleén. Como consecuencia, los electrones y los
nacleos se desenvuelven en escalas temporales y energéticas radicalmente diferentes
(particularmente, la excitaciones electronicas son mucho mas energéticas que excitaciones
rotacionales-vibracionales, y la estructura electrénica se ajusta de manera préacticamente instantanea
a cambios en la configuracion de los nicleos). Esto permite realizar una separacién efectiva del
Hamiltoniano en uno electrénico y uno nuclear (de rotacion-vibracion), lo cual a su vez da origen al
concepto de la superficie de energia potencial de una molécula, que consiste en la energia de los
estados electrénicos en funcién de las coordenadas nucleares, y en gran medida define la dinamica
de los ndcleos [1, 7-10]. Una transformacion al centro de masa nuclear, seguida de una
transformacion a un marco de referencia que rota con la molécula, permite distinguir coordenadas
rotacionales (&ngulos de Euler) de las vibracionales. La aproximacion a la que se recurre para
separar estos grados de libertad, es conocida como la aproximacion del rotor rigido. La validez de
esta aproximacion es considerablemente mas limitada que Born-Oppenheimer, debido a que su
éxito depende, como el nombre lo indica, de que la molécula sea rigida. Concretamente, esto se
traduce a que se desprecian tanto efectos de distorsién en la longitud de los enlaces debido a las
rotaciones, como fuerzas de coriolis, lo cual en muchas ocasiones introduce errores importantes. No
obstante, es un buen punto de partida y permite separar el Hamiltoniano de los grados de libertad
nucleares completamente en un Hamiltoniano rotacional y uno vibracional. Los términos de
distorsion centrifuga y de coriolis siempre pueden ser introducidos como correcciones tras haber
realizado la primera aproximacion [8].

El esquema presentado es entonces el punto de partida para realizar la descripcién completa de los
estados estacionarios de una molécula, y permite estudiar las diversas excitaciones moleculares de
manera separada. El presente trabajo esta dedicado a la descripcion de excitaciones vibracionales de
moléculas poliatomicas; particularmente, de las excitaciones vibracionales de tension de moléculas
con simetria octaédrica. En principio, puesto que la superficie de energia potencial de una molécula
define la estructura de sus niveles vibracionales, es posible describir su espectro mediante un
calculo de primeros principios basado en los resultados de métodos de estructura electronica [8, 10,
11]. No obstante, el costo computacional requerido para obtener resultados precisos por esta via
suele ser sumamente elevado. En este sentido, el desarrollo de métodos tedricos basados en ajustar
pardmetros espectroscdpicos de Hamiltonianos vibracionales efectivos a energias experimentales,
provee de una alternativa computacionalmente eficiente para realizar descripciones detalladas de
espectros vibracionales, y validar las superficies de energia potencial calculadas por métodos de
primeros principios [11, 12].

Desde sus origenes, el estudio de los grados de libertad de vibracién en moléculas poliatdmicas esta
intrinsecamente ligado con el concepto de modo normal [13, 14]. Una descripcion en términos de
modos normales consiste en modelar las vibraciones como un conjunto de osciladores armdnicos
acoplados, en donde cada oscilador corresponde a una coordenada normal, que describe un
movimiento colectivo y concertado de los nucleos [1]. Durante décadas, las excitaciones
vibracionales en moléculas se trabajaron de forma exclusiva en el contexto de modos normales, el



cual asimismo posee una conexion directa con la aproximacion armonica al potencial vibracional,
ya que son la base de coordenadas que diagonalizan el Lagrangiano arménico de las vibraciones [7].
Esta descripcion resultd ser satisfactoria durante las primeras décadas del desarrollo de la
espectroscopia vibracional, principalmente debido a que la baja resolucion de las técnicas
experimentales limitaba el analisis a la regién de los fundamentales.

No obstante, conforme las técnicas espectroscépicas adquirieron mejor resolucién, y se pudieron
explorar regiones mas excitadas de los espectros vibracionales, se encontrd que muchos sistemas no
se adecuaban a una descripcion en términos de un comportamiento puramente normal en las
vibraciones. Particularmente, se encontraron efectos como desdoblamientos de niveles energéticos y
tunelaje entre minimos de potencial, que no podian ser explicados de forma satisfactoria en
términos de modos normales [15]. Ademas, puesto que a energias elevadas los efectos anarmonicos
en las vibraciones se manifiestan de forma mas evidente, era necesario generar descripciones que
incluyeran la anarmonicidad de forma natural. Una posibilidad para llegar a una mejor descripcion,
consiste en llevar el desarrollo del potencial a un orden superior, permaneciendo en la base de
modos normales, introduciendo elementos fuera de la diagonal en el Hamiltoniano vibracional [7, 8,
10]. Este esquema dio origen al concepto de poliada, que es un pseudo niimero cuantico que se
conserva en las interacciones resonantes que dan origen a los términos no diagonales en la base de
modos normales [9]. Sin embargo, la introduccién de correcciones de orden superior por si misma,
realmente no provee del contexto natural para interpretar el espectro de estados altamente excitados,
gue claramente no se apegan a un modelo de modos normales. En respuesta a esta problematica, en
la década de 1980 se desarrollé la teoria de vibraciones moleculares en términos de modos locales,
la cual proporciona una explicacion clara de la fenomenologia observada [15, 16]. La descripcion
local de vibraciones moleculares consiste en considerar los enlaces y sus &ngulos como un conjunto
de osciladores locales acoplados. Desde esta perspectiva, se estudia el comportamiento individual
de los enlaces, cuyas vibraciones se pueden modelar directamente con potenciales anarmonicos. La
construccion de un Hamiltoniano vibracional efectivo en una base de modos locales nuevamente
permite definir una poliada, en donde se incluyen las interacciones relevantes entre grados de
libertad locales [15 - 18].

Tanto para un tratamiento con modos normales como para uno en términos de modos locales, la
descripcion se puede realizar en el espacio de configuracion de los grados de libertad vibracionales,
0 bien mediante su conexién con espacios algebraicos, en términos de operadores de ascenso y
descenso actuando sobre estados en su representacion energética [9, 12]. Un tratamiento algebraico
presenta la importante ventaja de que todos los calculos se pueden realizar con manipulaciones
relativamente sencillas y métodos de algebra lineal, sin la necesidad de integrar. Ademas, la
realizacion algebraica permite identificar y representar las resonancias dominantes en el espectro de
forma sencilla, y como consecuencia, la poliada (normal o local) del sistema se puede construir sin
complicaciones [19-21].

Desde que la teoria de modos locales adquirié popularidad, se han realizado numerosos esfuerzos
dirigidos a encontrar la conexion local-normal [22]. Puesto que ambos modelos son validos en
diferentes condiciones, se han buscado las caracteristicas que dictan si un sistema va a presentar un
comportamiento predominantemente normal, o local [23]. En este sentido, se ha encontrado que el
grado de localidad es determinado por contribuciones estructurales y dinamicas: un comportamiento



local estd caracterizado principalmente por acoplamientos débiles entre enlaces que presentan
efectos anarménicos considerables, lo cual generalmente ocurre conforme la diferencia de masa
entre los atomos que forman el enlace incrementa. De forma complementaria, la descripcidn normal
es adecuada para sistemas donde el acoplamiento vibracional entre enlaces es fuerte y la diferencia
de masa entre &tomos enlazantes es pequefia [17, 18, 23]. De estos hallazgos se ha concluido que la
transicion local-normal esta regulada de forma general por la relativa fuerza de las interacciones
fuera de la diagonal en una base local, con respecto a las interacciones diagonales [15].

Esta tesis es una continuacién de desarrollos recientes [24-26] que presentan una conexion directa
en el espacio algebraico entre el esquema normal y el local, relacionando los osciladores
simetrizados de los modos normales con osciladores locales, mediante una transformacion canonica
que preserva la poliada local. La conexion entre modos normales y locales se realiza empleando
operadores bosonicos, pero posteriormente se incluyen efectos anarmdnicos mediante la sustitucion
de los operadores bosonicos locales por operadores de ascenso y descenso asociados al potencial de
Morse, que satisfacen las relaciones de conmutacion del algebra su(2) [27]. Con esta conexion, es
posible evaluar de forma directa la relativa validez de considerar inicialmente un comportamiento
local en las vibraciones en oposicion a uno normal, en términos de la calidad de las constantes de
fuerza que se obtienen de un ajuste por minimos cuadrados a energias experimentales. Para sistemas
de dos y tres osciladores interactuantes, se ha demostrado que la dependencia con respecto a las
constantes de fuerza y de estructura de los parametros espectroscopicos obtenidos por un esquema
local, se puede recuperar de los que se obtienen en un esquema de modos normales conectando con
una base local, mediante una aproximacion lineal en su desarrollo en serie de Taylor. Asimismo, se
encontré que las constantes de fuerza que se derivan de un esquema normal son en general
adecuadas, mientras que las que se obtienen de considerar un comportamiento local Unicamente
adquieren validez conforme el sistema se aproxima al limite local puro y la aproximacion lineal
mencionada previamente es valida. En el marco de este modelo algebraico, también se ha estudiado
de forma explicita la transicion local-normal en sistemas de dos osciladores interactuantes
(moléculas triatbmicas), mediante el andlisis del fendmeno de rompimiento de poliada que se asocia
con la transicion [24, 25].

Los grados de libertad de tension en moléculas con simetria octaédrica constituyen un sistema de
seis osciladores acoplados, el cual no ha sido analizado con los métodos descritos previamente.
Debido a la estructura de una molécula octaédrica, existen incluso a orden armonico dos tipos de
interacciones locales entre los grados de libertad de tension que se deben considerar (esto es,
interacciones ecuatoriales y axiales) [28, 29]. En este sentido, su estudio presenta la oportunidad
para explorar la manera en que se extienden los métodos desarrollados y los hallazgos que se han
hecho en sistemas con menos grados de libertad en el contexto de este modelo. El tratamiento
analitico es general para cualquier molécula con simetria octaédrica, pero también se presentan de
forma explicita los ajustes para la serie de fluoruros SFg, WFg y UF¢. El progresivo incremento en la
diferencia de masa entre el atomo central y el flior proporciona las condiciones ideales para
estudiar las contribuciones estructurales y dindmicas en la transicion local-normal, y evaluar la
adecuacion de ambos esquemas mediante la calidad de las constantes de fuerza obtenidas. Cabe
mencionar que un antecedente importante del presente trabajo, es un articulo publicado en 1983 por
Halonen y Child [28], en el que estudian los espectros de tension de los fluoruros octaédricos
mencionados previamente, pero en el contexto de un modelo puramente local, en el que consideran



cada enlace como un oscilador de Morse, y aproximan los acoplamientos mediante interacciones
arménicas. Se busca comparar los resultados obtenidos con el modelo algebraico que se presenta
aqui, con los reportados por Halonen y Child, y con los obtenidos bajo el modelo de osciladores
anarmonicos armadnicamente acoplados (HCAQ por sus siglas en inglés), que consiste en un modelo
algebraico basado en la diagonalizacion del Hamiltoniano en una base de oscilador armonico, con
correcciones anarmonicas en la diagonal [23, 29, 30]. Para los propdsitos del presente trabajo basta
con desarrollar el Hamiltoniano vibracional hasta orden cuadratico, que para este sistema resulta
contener tres pardmetros espectroscopicos (cuatro si se considera la anarmonicidad).

Esta tesis estd estructurada de la siguiente manera. La primera parte (antecedentes y metodologia)
esta dedicada a presentar los fundamentos teoricos y las herramientas empleadas para realizar la
descripcion algebraica de espectros vibracionales. Particularmente, en el capitulo dos se presentan
los aspectos generales de la teoria de vibraciones moleculares, en el espacio de configuracion y en
el espacio algebraico. El capitulo tres esta dedicado a una discusion acerca de la relevancia de la
simetria en el estudio de sistemas moleculares en general, y se presenta el método de funciones
propias, empleado para obtener una base adaptada por simetria. La segunda parte del trabajo
(resultados y discusion) presenta la aplicacion de las herramientas introducidas en los capitulos
anteriores para describir a los grados de libertad de tension de moléculas con simetria octaédrica. En
el capitulo cuatro se obtienen los modos normales de tension en el espacio de configuracion, y se
llega a la representacion algebraica normal del Hamiltoniano de tensiones. En el capitulo cinco se
presenta la descripcién del sistema partiendo de un esquema de modos locales, se conecta la
representacion de modos normales con locales mediante una transformacion candnica, y se
relacionan los pardmetros espectroscopicos de ambos esquemas. El capitulo seis consiste en la
presentacion de los resultados de los ajustes por minimos cuadrados realizados para las moléculas
SFs, WFs y UFs. Se calculan las constantes de fuerza a partir de los pardmetros espectroscopicos
derivados del ajuste, y se comparan los resultados del esquema de modos normales y de modos
locales, con el fin de analizar una transicion normal-local en el sistema de estudio.

1.2. Objetivos

Este trabajo consta de dos objetivos generales, que por su parte se pueden descomponer en una
variedad de objetivos particulares.

e Realizar la descripcion algebraica de los grados de libertad de tension de moléculas con
simetria octaédrica a orden cuadratico en un esquema de modos normales, y conectar con
un esquema de modos locales.

+ Estudiar los grados de libertad de tension en el espacio de configuracion referido a
coordenadas curvilineas de desplazamiento interno, para encontrar los modos
normales mediante la diagonalizacion del Lagrangiano arménico del sistema.

+ Hacer el tratamiento algebraico tanto desde una perspectiva de modos normales
como de modos locales, mediante la relacion de los operadores bosonicos asociados
a los osciladores con las variables del espacio de configuracion.

+ Conectar la descripcibn normal con la descripcién local mediante una
transformacidn candnica sobre los operadores bosénicos normales.

+ Encontrar las expresiones de los parametros espectroscdpicos (normales y locales),
en términos de las constantes de estructura y de fuerza del sistema.



+ Encontrar una relacién entre las expresiones de las constantes de fuerza normales y
las locales, mediante un desarrollo en serie de Taylor de los pardmetros
espectroscépicos normales, con respecto a las constantes de fuerza y de estructura.

+ Sustituir los operadores bosénicos de los osciladores locales con operadores de
ascenso/descenso del oscilador de Morse, con el propésito de incluir efectos
anarmonicos.

Realizar un ajuste por minimos cuadrados de los parametros espectroscépicos del
Hamiltoniano en su representacion algebraica, a las energias experimentales de los
espectros de tension de las moléculas SFg, WFs y UFs. Estudiar la transicion local-normal
en los sistemas de estudio.

s A partir de los valores de los parametros espectroscopicos obtenidos del ajuste,
calcular las tres constantes de fuerza involucradas en el Hamiltoniano de tensiones
de cada molécula, empleando las expresiones derivadas de un tratamiento
puramente local, y aquellas que se obtienen de un esquema de modos normales
referido a osciladores locales.

+ Comparar los resultados del ajuste con los que reportan Halonen y Child.

+ Comparar las constantes de fuerza obtenidas por ambos esquemas entre si y con
respecto a valores reportados en la literatura. Observar si se presenta alguna
tendencia en los valores de las constantes normales y locales a lo largo de la serie
de fluoruros estudiados.

+ Encontrar una cantidad que se pueda emplear como una medida cuantitativa del
grado de localidad de los sistemas estudiados, y usarla para determinar qué tan
locales 0 normales son las oscilaciones en los sistemas estudiados. Relacionar este
resultado con la tendencia observada en los valores de las constantes de fuerza.

1.3. Hipotesis

La aplicacion de una transformacion candnica sobre los operadores bosonicos normales del
Hamiltoniano armdnico de tensiones de moléculas octaédricas va a producir como resultado
un Hamiltoniano local que preserva la poliada (considerada como la suma de los operadores
de nimero de cada oscilador local).

Las expresiones para los parametros espectroscopicos obtenidos mediante un esquema de
modos locales se pueden recuperar de los parametros normales, mediante un desarrollo en
serie de Taylor con respecto a las constantes de estructura y de fuerza de la molécula,
cortando la serie en los términos lineales.

Esto se podra ver reflejado en los ajustes de la serie de fluoruros octaédricos.
Concretamente, se espera que conforme incremente la masa del &tomo central en la serie,
incremente el carécter local de las oscilaciones, y por consiguiente se espera observar una
disminucion en la diferencia humérica entre las constantes de fuerza locales y normales a lo
largo de la serie.

Con respecto a la exactitud de los modelos, se espera que las constantes de fuerza normales
siempre sean una mejor estimacién. Conforme el sistema adquiere un comportamiento
predominantemente local, las constantes de fuerza locales se van a aproximar a los valores
de referencia, pero las constantes normales nunca van a perder validez.



2. Generalidades acerca de la descripcion de excitaciones vibracionales en sistemas
moleculares

Uno de los principales objetivos de este trabajo, es estudiar algebraicamente la transicion normal-
local en las vibraciones (de tension) de una serie de moléculas con simetria octaédrica. Para llevar a
cabo este analisis es necesario realizar la descripcién algebraica de los sistemas tanto desde una
perspectiva de modos normales, como desde una perspectiva de modos locales. La descripcion
normal consiste en emplear una base de modos normales (referidos a coordenadas internas) para
plantear el Hamiltoniano, y asociarle a cada modo un conjunto de operadores normales de ascenso y
descenso para llegar a su realizacion algebraica. Por otra parte, el esquema de modos locales
consiste en emplear simplemente las coordenadas internas como base, ya que éstas proporcionan
directamente la descripcién independiente (local) de los grados de libertad moleculares, y de forma
analoga, asignarle a cada coordenada interna un algebra de operadores de ascenso y descenso.
Ambos esquemas pueden llegar a producir resultados radicalmente diferentes; esto se ve reflejado,
por ejemplo, en las expresiones analiticas de los parametros espectroscopicos que se obtienen por
ambos métodos, en términos de constantes de estructura y de fuerza de la molécula [24].

Antes de discutir los métodos algebraicos, es importante presentar como se describen las
vibraciones moleculares en el espacio de configuracion, ya que la manera en la que se llega a una
formulacion algebraica es mediante la conexién de los operadores de ascenso y descenso con las
coordenadas y momentos del sistema. Por este motivo es imperativo conocer, antes que nada, el
planteamiento de un Hamiltoniano vibracional referido a estas variables, y se explora en la primera
seccion. La segunda seccion de este capitulo esta dedicada a presentar los detalles de la descripcion
algebraica de excitaciones vibracionales, tanto desde una perspectiva normal, como desde una local.
También se aborda la conexién normal-local, la forma en que se puede cuantificar el grado de
localidad de un sistema, y bajo qué circunstancias se rompe con el comportamiento concertado de
los modos normales.

2.1. Espacio de configuracion
2.1.1. Eleccion de sistema de coordenadas

En el estudio de las excitaciones vibracionales en el espacio de configuracion, existen dos
principales alternativas para la eleccidn del sistema de coordenadas [7, 13]. La descripcién se puede
llevar a cabo en coordenadas cartesianas, donde a cada atomo de la molécula se le asocia un vector
de tres componentes que define su posicion en el espacio, o bien en coordenadas curvilineas de
desplazamiento interno, en donde los enlaces y sus angulos son considerados directamente como los
grados de libertad moleculares y el desplazamiento se expresa con respecto a la configuracion de
equilibrio de la molécula. La principal ventaja de trabajar en coordenadas cartesianas es que el
operador de energia cinética adquiere una representacion diagonal [7]. No obstante, la eleccién de
coordenadas cartesianas conlleva la desventaja de que la forma del potencial vibracional puede
llegar a ser arbitrariamente complicada, con constantes de fuerza sin una interpretacion fisica
evidente, ademas de que necesariamente se incluyen los grados de libertad de traslacién y rotacién,
que deben ser identificados y eliminados del tratamiento. Por otra parte, el estudio en coordenadas
internas presenta la virtud de que la representacion del potencial es considerablemente simple, sus
constantes de fuerza adquieren una interpretacién fisica clara y elegante en términos de uniones



quimicas, y las traslaciones y rotaciones moleculares son excluidas del tratamiento desde un
principio [7]. La problemética que implica trabajar con coordenadas internas, es que la
representacién del operador de energia cinética pierde simplicidad, ya que la transformacion
introduce elementos fuera de la diagonal que deben ser incluidos mediante la matriz G de Wilson
[13]. Asimismo, en el estudio de moléculas con alta simetria en coordenadas internas, cominmente
se da la situacion de que emergen grados de libertad redundantes (conocidos como grados de
libertad espurios), que deben ser identificados y eliminados, tanto del Hamiltoniano como de la base
considerada [7, 9, 26].

El presente trabajo se llevé a cabo en coordenadas internas, por una parte debido a las ventajas
mencionadas previamente, pero también porque es el sistema de coordenadas natural para describir
un comportamiento local [24]. Esto permitira analizar el grado de localidad en los sistemas de
estudio. A pesar de esto, es conveniente presentar un breve predAmbulo sobre el tratamiento en
coordenadas cartesianas, ya que provee del punto de partida para justificar el formalismo en
coordenadas internas. El desarrollo que se presenta a continuacion inicialmente es clésico en su
totalidad, posteriormente se discuten métodos para cuantizar los sistemas.

2.1.2. Coordenadas cartesianas

La dindmica de un sistema de N cuerpos se puede describir en términos de 3N grados de libertad.
Por ende, para la descripcion de la dindmica nuclear de una molécula con N atomos, se requieren de
3N grados de libertad, que en este caso corresponden a las coordenadas cartesianas que definen las
posiciones de todos los nucleos en el espacio. No obstante, el conjunto de 3N coordenadas
cartesianas incluye grados de libertad de traslacion de la molécula en su totalidad, de rotacion, y de
vibracion. La traslacion de una molécula en tres dimensiones se describe con tres grados de libertad
(las coordenadas cartesianas del centro de masa), mientras que las rotaciones se describen con dos o
tres grados de libertad (que corresponden a los angulos de Euler), para moléculas lineales y no
lineales respectivamente; los grados de libertad que describen vibraciones moleculares son entonces
3N-6 (0 3N-5 en moléculas lineales) [7, 13]. Para la descripcion de vibraciones moleculares, es
necesario poder identificar los grados de libertad externos (traslacion y rotacion), para poder
eventualmente separarlos del tratamiento. Una manera de realizar esto es mediante la imposicion de
un conjunto de restricciones sobre el sistema de referencia, de tal forma que los grados de libertad
dejen de ser completamente independientes. Si se emplean las condiciones adecuadas, las
coordenadas que resultan ser redundantes corresponden precisamente a los grados de libertad
externos, permitiendo su identificacion y eliminacion del tratamiento [13]. Dichas restricciones
reciben el nombre de condiciones de Eckart, y consisten en exigir que el sistema de ejes cartesianos
que definen las coordenadas nucleares se esté moviendo junto con la molécula (con el origen en el
centro de masa), y estén rotando con la molécula [8]. Definiendo r, = (x4, V4, z,) cOmo las
coordenadas cartesianas del nicleo a, rg = (xo7, ya', z,") como su posicion de equilibrio, y
Arg = 1, — 1" = (Axy, Ays, Az,) como los desplazamientos relativos al equilibrio, las
condiciones de Eckart traslacionales se pueden expresar como:

N
z meAr, =0 ; (2.1)
a=1



Mientras que las condiciones de Eckart rotacionales son [13, 14]:

N
Z me(rgt xAry) =0 ;  (2.2)
a=1

Las condiciones (2.2) se pueden interpretar fisicamente como la restriccion de que, para
oscilaciones pequefias, el momento angular total en el sistema de referencia sea cero. Como se vera
mas adelante, hay ocasiones en las que la identidad de los grados de libertad externos se hace
evidente sin la necesidad de aplicar (2.1) y (2.2) directamente. Por lo tanto, generalmente se plantea
el problema con todos los 3N grados de libertad moleculares, y posteriormente se identifican las
traslaciones y rotaciones.

Para el tratamiento formal del problema, es conveniente realizar un cambio de variables a
coordenadas pesadas por masa, de la siguiente manera [7]:

Q1 = \/Flep 42 = \/EA)’L 43 = \/EAZL s = \/m_zsz; w5 (2.3)

Estas coordenadas son base (ortogonal) del espacio de configuracién 3N-dimensional. El
Lagrangiano del sistema es:

L=T-V ; (24)

Donde la energia cinética en términos de las coordenadas pesadas por masa adquiere la forma [7]:

3N

I
T=§Zqi . (2.5)

i=1

De la ecuacion anterior se puede observar que la representacion matricial de la energia cinética en la
base de desplazamientos cartesianos es diagonal desde un principio. La forma exacta del potencial
(la superficie de energia potencial) se obtiene en principio de la solucién de la ecuacion de
Schrédinger para los grados de libertad electronicos. Sin embargo, esto representa una tarea
sumamente complicada y laboriosa, y para la gran mayoria de los sistemas moleculares Unicamente
se pueden obtener soluciones numéricas aproximadas. Alternativamente, valiéndonos del hecho de
gue el potencial es una funcién analitica de las coordenadas nucleares, se puede proponer un
desarrollo en serie de Taylor alrededor de las posiciones de equilibrio [7, 9]:

3N 3N 3N
v V+Z(6V) +1Z<02v> =D (_aSv ) + 2.6)
- ) aTy o] 4 T3y — 999k + - -
i=1 9qi/ 2i.j=1 0q;0q; 0 3!i.j.k=1 0q;0q;0qy 0

En el equilibrio, el potencial nuclear alcanza un minimo y se puede igualar a cero, eliminando el
primer término en el desarrollo. Por este mismo motivo, las primeras derivadas con respecto a todas
las coordenadas evaluadas en el equilibrio se desvanecen, eliminando la correccion a primer orden.
El potencial que resulta de estas consideraciones es:
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3N 3N
V=2 kg g Y oV TR X
—2“ ijqi4q; 30 aqiaqjaqk qi9;qxk ;o 27)
i,j=1 i,j,k=1 0

Donde se definieron las constantes de fuerza k;; como:

0%V
dq;9q;)

Recordando que las coordenadas gq; tienen un factor de raiz cuadrada de masa, es conveniente
definir también constantes de fuerza en términos de desplazamientos puros [7]:

k'
kij=—= ; (29)

1/Tfli'ﬁ'lj '
Habiendo definido la forma general del Lagrangiano vibracional, para conocer la dindmica del

sistema se debe desarrollar el potencial a un orden definido, y resolver las ecuaciones de Euler-
Lagrange, con la siguiente forma general [7]:

_—— = O’ i = 1, ,3N 5 (210)

Su solucion proporcionaria la evolucién temporal del conjunto de coordenadas nucleares {g;(t)} a
partir de un conjunto de condiciones iniciales, lo cual asimismo permitiria definir frecuencias de
oscilacion de los atomos alrededor de su posicion de equilibrio que, tras cuantizar el sistema,
permitirian conocer las energias de los estados vibracionales, y ajustar a energias experimentales
obtenidas de espectros vibracionales. Por lo general, el potencial se desarrolla hasta un orden que
permita una convergencia satisfactoria en el ajuste; un desarrollo a orden superior implica una
mayor cantidad de pardmetros a ajustar, lo cual a veces es necesario para alcanzar mejor
convergencia (una menor desviacion rms) [9]. Una primera aproximacion consiste en desarrollar el
potencial al minimo orden posible, que en este caso corresponde a conservar Gnicamente términos
de orden cuadratico. Esta es conocida como la aproximacion arménica al potencial vibracional, y se
presenta detalladamente a continuacion ya que es un punto de partida de enorme importancia que da
origen a los modos normales de vibracidn.

2.1.3. Modos Normales

El Lagrangiano vibracional en coordenadas cartesianas, bajo la aproximacién armonica, tiene la
siguiente forma:

L L
L({q;, 4;}) = EZ q;° - 5 Z kijqiqj ; (2.11)
=1

ij=1

Como se vera mas adelante, la descripcién de la dindmica es posible a través de la diagonalizacion
del Lagrangiano vibracional. Se puede anticipar que siempre sera posible diagonalizar un
Lagrangiano con la forma general de (2.11), ya que es una forma cuadratica, y toda forma
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cuadratica se puede diagonalizar con un cambio de base apropiado [31]. A continuacién se
replantea (2.11) en forma vectorial:

) 1.1
L({qi.qi})=§q*q—§q*Kq ;o (2.12)
Donde:

qu = (q1,92, > q3n); qu = (41,42, -, q43n) 5 (2.13)

Puesto que el potencial Gnicamente es funcion de las coordenadas, y la energia cinética solamente
depende de sus derivadas temporales, al introducir el Lagrangiano en (2.10) se obtiene:

doT({q}) ov(al) _
dt 9g; dq

00 i=1.,3N; (214

3N
éii+zki,-q,- =0, i=1,..,3N ; (2.15)
j=1

(2.15) son las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de 3N osciladores armoénicos
acoplados. Una posible solucién general del sistema es [7]:

q; = Aicos(ﬁt +e); (216)

Al introducir la funcién prueba en (2.15), se obtiene:

3N

-2 (Aicos(ﬁt + 6)) + Z kij (Ajcos(ﬁt + 6)) =0,; (217

Jj=1

3N
j=1

La ecuacion (2.18) se puede identificar como la ecuacion de valores propios de la matriz de
constantes de fuerza K, que por (2.8) sabemos que es simétrica y real (ya que esencialmente es la
matriz Hessiana del potencial), y por ende tendrd un espectro completo de valores propios reales
{1}, con vectores propios ortogonales correspondientes a las amplitudes de oscilacion de los
atomos {A4;} [32]. La ecuacidn secular en forma matricial es:

det(K—21) =0 ; (2.19)

Los vectores propios de amplitudes que se derivan de la ecuacion anterior, se pueden organizar en
una matriz unitaria A (suponiendo que se normalizan las amplitudes), que induce un cambio de base
tal que la matriz K (y por ende el Lagrangiano (2.12)) es diagonal:

ATKA=A, A= A6 (2.20)

j o

El cambio de base a vectores propios del Lagrangiano esta dado entonces por:
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3N
Q=4'q, Q=) Awai 5 (@2D)
i=1
La forma diagonal del Lagrangiano es:

. 1.,. 1
L({Q:Q:}) = §QTQ = EQ*AQ ;o (2.22)

El efecto de diagonalizar, es que el sistema de ecuaciones diferenciales resultantes esta
desacoplado, dando lugar a 3N osciladores arménicos independientes:

QO+ 2,0, =0, k=1,..,3N ; (2.23)

Con soluciones de la forma:

Qr = Brcos(J Akt + &) ;  (2.24)

Donde las constantes By, y €, se pueden obtener a partir de condiciones iniciales. Considerando la
conexion (2.21) entre la base Q y la base de desplazamientos cartesianos de los nucleos g, se puede
notar que en cada modo de oscilacion Qy, todos los nucleos en el sistema oscilan en fase y con la
misma frecuencia. Las frecuencias de oscilacion /4, /2m son conocidas como frecuencias normales
[13]. Puesto que la matriz de cambio de base es unitaria, la base Q conserva ortogonalidad en el
espacio de configuracion, y sus elementos Q, son conocidos como coordenadas normales. Si se
parte de una base desplazamientos cartesianos, las frecuencias normales que se obtengan de la
diagonalizacién van a quedar expresadas en términos de las constantes de fuerza del potencial
vibracional, y su valor puede ser estimado mediante un ajuste por minimos cuadrados a energias
experimentales.

Hasta ahora se ha trabajado con todos los 3N grados de libertad moleculares, incluyendo
traslaciones y rotaciones. Los grados de libertad externos se pueden identificar en este tratamiento
de forma inmediata, ya que van a producir las Unicas coordenadas normales con valor propio
(frecuencia normal) nulo. Esto se puede demostrar de manera rigurosa, pero un argumento
fisicamente intuitivo para justificarlo, es que ni las traslaciones ni las rotaciones tienen asociado un
potencial vibracional, y por ende deben tener una frecuencia de vibracién de cero. Adicionalmente,
a través de la aplicacion de las condiciones de Eckart (2.1) y (2.2), se puede demostrar que las
propias coordenadas normales asociadas con el valor propio de cero, van a ser igual a cero [7].

Durante afios, el estudio de vibraciones moleculares fue préacticamente sinénimo del estudio de los
modos normales de vibracion. No obstante, efectos anarmoénicos y otros fendmenos
espectroscopicos demandaron ir mas alla de la aproximacion arménica al potencial vibracional, lo
cual implica incluir mas términos en el desarrollo del potencial o emplear modelos de potenciales
anarmonicos, como el potencial de Morse. Posteriormente se descubri6 que conforme
incrementaban los efectos anarmoénicos en una molécula, asimismo se reducia la magnitud del
acoplamiento entre enlaces, rompiendo con el esquema de modos normales, y aproximandose a
modos locales, en donde las vibraciones de los enlaces no obedecen un comportamiento concertado
[15,16]. Sin embargo, trabajar en una base de modos normales puede resultar de gran utilidad
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independientemente del grado de localidad en las vibraciones, ya que los modos normales portan
representaciones irreducibles del grupo de simetria [7, 8, 10] y, en conexién con el teorema de
Wigner [7], esto implica que el Lagrangiano (o el Hamiltoniano) del sistema, si bien deja de ser
diagonal, invariablemente tendra una forma sencilla (diagonal en bloques); esto se discute con
mayor detalle en la seccion 2.1.6, asi como en el capitulo 3.

2.1.4. Coordenadas curvilineas de desplazamiento interno (coordenadas
internas)

Uno de los problemas fundamentales asociados al trabajo en un sistema de referencia cartesiano, es
qgue el potencial que se obtiene de un desarrollo en estas coordenadas (2.7) no tiene una
interpretacién fisica clara, y las constantes de fuerza que se obtienen (2.8, 2.9) no proporcionan
informacidn directa acerca de las propiedades de las uniones quimicas presentes en la molécula.
Trabajar en un sistema de coordenadas internas nos provee de la forma natural e intuitiva de
plantear un potencial vibracional, que es en términos de los desplazamientos de las propias uniones
guimicas y los angulos entre éstas, con respecto a su posicion de equilibrio [13]. Las constantes de
fuerza que se derivan de este tratamiento se pueden interpretar directamente como propiedades de
los enlaces y de la magnitud del acoplamiento entre ellos. Adicionalmente, si se busca trabajar en
un esquema de modos locales, resulta mas conveniente considerar a los enlaces y sus angulos como
los grados de libertad moleculares que describen las vibraciones [24, 26], aunque también se pueden
definir modos normales en coordenadas internas, como se vera en la seccién 2.1.5 [7, 13]. Por otro
lado, la transformacién de coordenadas cartesianas a coordenadas internas provoca que la energia
cinética deje de ser diagonal y pueden emerger grados de libertad espurios [7], pero éstas son
complicaciones de naturaleza técnica en contraste con los problemas de interpretacion fisica y
guimica inherentes al trabajo en coordenadas cartesianas, y se pueden resolver si se hacen las
consideraciones adecuadas.

A continuacion se presenta el efecto que tiene la transformacion de coordenadas cartesianas a
coordenadas internas sobre la forma de la energia cinética [7]. Recordando la notacion presentada
anteriormente para los desplazamientos cartesianos del nicleo a  relativos al equilibrio,
(Axg, Ay,, Azy), el espacio de configuracion se puede representar como:

Loy = {16 = Ax, Ay, Az; a=1,2,..,N} ; (2.25)

Los momentos conjugados a los desplazamientos cartesianos son:
OL({¢q, & aT ({¢ .
ot = ( (e € })) _ < (e })) Cmid s (226
08 08

La energia cinética en coordenadas cartesianas es diagonal, que en términos de los momentos
conjugados es:

N
T = 1:2: :E: ! 2 2.27
- 2 ma paf ) ( " )

a=1¢§=x,y,z
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Por otra parte, las coordenadas internas Unicamente describen los grados de libertad de vibracion,
entonces generan un subespacio dentro del espacio de configuracion de la molécula. Designando a
la base de desplazamientos internos como {¢;}:

Lanv_g=1{t;li=1,2,..,3N =6} ; (2.28)
En analogia con (2.26), los momentos conjugados a las coordenadas internas son:

_ (ALt DY _ (OTUEDY |
pi‘( of, )‘( ot, > &2

Se puede suponer una relacion funcional entre los desplazamientos cartesianos y las coordenadas
internas, tal que:

ti =t:({&}) ; (2.30)

Esta relacion es en general no lineal (de ahi el nombre de coordenadas curvilineas). También existe
una conexion entre los momentos conjugados de ambos sistemas de coordenadas, que se obtiene
haciendo uso de la regla de la cadena, de la siguiente manera:

S TANT A < 7
Pat = 2 (af)( )_ z <aea)p‘ P (@30

Y haciendo uso de (2.30) se puede realizar la siguiente simplificacion:

(38) - b2 5 (G- () e

(j;;) - (g;;) . (232D)

Sustituyendo (2.32b) en (2.31):

3N-6

b= ). (3 )me i 239

l_

Finalmente, sustituyendo (2.33) en la expresion de la energia cinética (2.27), se llega a:
N 3N-6 3N-6
T_lz 1 Z(at) z at; -
~2 me \ £a \ag,) P 0%, ;o (234)

S S L) o @z
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El factor entre paréntesis de (2.34b) tiene dos indices libres, y se puede identificar como el ij-ésimo
elemento de una matriz de dimensiones (3N-6)x(3N-6):

gijzi 2 m%(:;;)(%) (2.35)

a=1¢&=xy,z

De tal forma que la energia cinética es:

3N—-63N-6

1
T=2) ) pgyp s (236)
i=1 j=1

Y en forma matricial, la expresion cléasica de la energia cinética en coordenadas internas es:
1
T=5p'6®p; (237)

La matriz G(t) es conocida como la matriz-G de Wilson [7, 13]; contiene la informacion de la
transformacién que conecta coordenadas cartesianas con coordenadas internas, y puesto que en
general no es diagonal, ocasiona que la energia cinética no sea diagonal en una base de
desplazamientos internos. De (2.35) es evidente que G es simétrica, y también se va a suponer real
y por ende hermitiana. Para regresar al formalismo Lagrangiano (en términos de derivadas
temporales de coordenadas en vez de momentos conjugados), se hace uso de la ecuacion de
Hamilton [7]:

3N-6

t; = (g—:;) = Z 9ij®Op;=t=G6Mp ; (2.38)

sp=61L  pt=t'6"1(®) ; (239
Donde se empled la hermiticidad de G(t) y su inversa. Introduciendo (2.39) en (2.37), se tiene:
1,. N .
T = E(t*(:‘l(t)) G(G i) = Et*c‘l(t)t ;o (2.40)
El Lagrangiano es entonces:
[P
L= Et GTOt-v{y) ; (41

Donde el potencial ahora esta expresado en términos de coordenadas internas, que son las variables
naturales para desarrollar el potencial vibracional de una molécula:

3N-6 3N-6

V_lz tt+1 Z o°v titit, + ; 2.42
=5 fijtit; 3 atiatjatkoijk ;o (242)

i,j=1 i,j,k=1
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Donde las nuevas constantes de fuerza f;; contienen significado fisico claro y relevante, en
conexion con las propiedades de los enlaces quimicos en la molécula, y las interacciones entre
enlaces. Se definen de forma exactamente analoga a (2.8) [7]:

=fi = oV ; 2.43
ﬁj_f}i_ atlatj . , ( . )

Como se menciond previamente, la relacion (2.30) entre las coordenadas internas y los
desplazamientos cartesianos es en general no lineal. Esto es potencialmente problematico, ya que
los elementos de la matriz G Gnicamente incluyen primeras derivadas de las coordenadas internas
con respecto a los desplazamientos cartesianos, entonces podrian adn ser funciones de ellos, cuando
lo que se busca es que la energia cinética se pueda expresar exclusivamente en términos de
coordenadas internas. Una forma de resolver esto, es suponer que la relacion (2.30), a pesar de ser
no lineal, sea invertible tal que las coordenadas cartesianas también se puedan expresar como
funciones de las coordenadas internas. Habiendo obtenido una expresion analitica para los
elementos de G en términos de coordenadas internas, es posible incluirlos directamente en el
Hamiltoniano, y tratar la energia cinética de forma exacta en el calculo. Alternativamente, puesto
que el potencial vibracional se esta trabajando como un desarrollo en serie de Taylor con respecto a
las coordenadas internas alrededor de la configuracién de equilibrio, se puede proponer un
desarrollo similar para los elementos de G, conservando términos de ambos desarrollos hasta un
orden determinado en coordenadas y momentos [19-21, 26]. Cabe aclarar que esto es viable bajo la
condicién de gque exista un unico minimo en la superficie de energia potencial, que define una Unica
configuracion de equilibrio, alrededor de la cual se realizan los desarrollos tanto de V(t) como de G.
El desarrollo de los elementos g;;(t) alrededor del equilibrio tiene la forma:

3N-6 3N—-6 3N-6

09ij 1 0% gij 1 0°gi
gij(t)=g?j+ < ty +5 tet 5 a4 ) tklitm
kZl ot ), szl:l 06,01, 3!,{;:1 06,000t
Foee s (244)

Donde g?j es el elemento de matriz evaluado directamente en el equilibrio. Trabajar Unicamente con

este término en el desarrollo implica que se esta suponiendo que las coordenadas cartesianas y las
coordenadas internas se conectan mediante una transformacion lineal [8]. EI orden apropiado al que
se debe llevar el desarrollo de G se determina nuevamente con la relativa calidad de un ajuste por
minimos cuadrados a energias experimentales (desviaciones grandes sugieren que es necesario
incluir mas términos en el desarrollo). Dependiendo del sistema, pueden manifestarse interacciones
dominantes en el espectro (como resonancias de Fermi o de Darling-Dennison) que solamente
pueden ser tomadas en cuenta en el Hamiltoniano con la inclusién de términos de orden superior en
el desarrollo, tanto de G como del potencial. Por lo general, incluir términos hasta de orden cuartico
en coordenadas y momentos suele ser suficiente para tener contempladas las resonancias mas
importantes y obtener una buena descripcion espectroscopica, pero existen multiples excepciones
[20].
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Las coordenadas internas son las variables naturales para estudiar el caracter local de las
vibraciones moleculares, pero también se pueden obtener y estudiar los modos normales del
sistema, referidos a estas coordenadas, como se explora a continuacién [7, 13].

2.1.5. Modos normales en coordenadas internas

La aproximacion de orden cero para describir vibraciones en coordenadas internas consiste en
incluir solamente el primer término en los desarrollos de la energia cinética y el potencial. El
Lagrangiano (o Hamiltoniano) que resulta de esto es nuevamente una forma cuadratica como (2.12):

1, .1
L= EtTc;(;lt—E::*Ft ; (245)

Donde F es la matriz de constantes de fuerza en la base de coordenadas internas, y la matriz Gg1,
como se mencion0 anteriormente, se obtiene de suponer que la relacion (2.30) es una
transformacién lineal, tal que [8,13]:

ti=i D Buugba=t=BE ; (246)

a=1§=x,y,z

Donde se puede notar que la matriz B no es cuadrada (es de dimension (3N-6)x3N). Entonces de
(2.35):

Y 1 /9t [0t N 1
0 =§ E i Gt 20 Y i =§ E — p. . :
9 = Mg (afa) <af¢x> My BisagBjag 3 (2:47)

a=1§=x,y,z a=1§=x,y,z

Las ecuaciones de Euler-Lagrange relacionadas con el Lagrangiano (2.45), producen nuevamente
un conjunto de osciladores armonicos acoplados, pero en esta ocasién existen acoplamientos en
energia cinética y en potencial. La base que desacopla las ecuaciones de movimiento son
nuevamente los modos normales que diagonalizan (2.45) [7]. Para encontrarlos, se propone el
cambio de base:

t=NQ ; (248)
Tal que:

L=5010-701A0 ; (249)
De donde se sigue que la matriz N debe cumplir con el siguiente conjunto de propiedades [7]:
NtGyIN =1 ; (2.50a)
NTFN=A ; (2.50b)

De la primera ecuacion, se puede deducir la propiedad adicional:

Nt =N-1G6, ; (2.51)
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Sustituyendo (2.51) en (2.50b):
N-1G,FN=A ; (2.52)
Esta es una ecuacion de valores propios, que expresada como una ecuacién secular es:
det(GoF —211) =0 ; (2.53)

Los vectores propios que se obtienen de diagonalizar Gy F no son directamente los modos normales,
ya que la matriz de cambio de base N aln esta sujeta a cumplir las condiciones (2.50), lo cual va a
implicar factores de normalizacion y recombinacién de vectores propios degenerados. Una forma
sistematica de obtener el cambio de base directamente de una diagonalizacion, es empleando una
base de coordenadas internas adaptadas por simetria [7, 10].

2.1.6. Conexion entre modos normales y base adaptada por simetria

En una base de coordenadas internas adaptadas por simetria, todas las coordenadas portan una
representacion irreducible (T') del grupo de simetria del sistema, asi como la de un subgrupo (y) que
forme una cadena candnica con el grupo original [7, 33, 34]. Todos los detalles referentes a la
relevancia de la simetria en la mecanica cuantica y a la proyeccion por simetria (particularmente el
método de funciones propias), se discuten en el capitulo 3 de este trabajo. Por el momento,
simplemente se introducen las coordenadas simetrizadas a través del siguiente cambio de base:

N
S = Mt, qS(py) = 2 Mi,[']/ti ; (2.54‘)
i=1

Donde la matriz de cambio de base M es unitaria, y q es un indice de multiplicidad de la
representacion irreducible T' en el espacio de representacion de las vibraciones. Las coordenadas
adaptadas por simetria forman subespacios invariantes bajo la accion de las operaciones de simetria
(R) del grupo G, caracterizados por representaciones irreducibles:

nr

A r
Or ¢Sary) = z D]Ey)I(R) ¢Saryy ;5 VREG ; (2.55)
y'=1

Y la base presenta ortogonalidad tanto con respecto a la representacion, como al componente de la
representacion [7, 33]:

nr

1
( qS(FV)| qs(l"’]/’)> = 61"]"/5)/]// n_FZ( qS(I"‘y)l qS(]"y)>; (256)
y=1

Notese que no hay ortogonalidad con respecto al indice de multiplicidad [7]. En esta base, el
Lagrangiano adquiere la forma:

1

1
L= 53*9513 - EsTafs ; (2.57)
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Donde:
Gol=M'Gy'MyF =M'FM ; (2.58)

Del teorema de Wigner (ver seccion 3.1), se sabe que la representacion matricial del Hamiltoniano
(o del Lagrangiano) de un sistema referida a una base adaptada por simetria, va a ser diagonal en
bloques. Sea V' la matriz de cambio de base que conecta coordenadas adaptadas por simetria con
modos normales.

s=NQ ; (2.59)

Para obtener los modos normales, nuevamente se debe llevar a cabo la diagonalizacion de la matriz
GoF , cumpliendo con las condiciones [7]:

NtGyIN =1 ; (2.60)
NTFN =A ; (2.61)

No obstante, cumplir con (2.60) y (2.61) es considerablemente mas sencillo, ya que las matrices F y
G son diagonales en bloques desde un inicio, donde cada bloque esta relacionado con elementos de
la base que portan la misma representacion irreducible y la misma componente, que esta
caracterizada asimismo por una representacion irreducible de un subgrupo. De hecho, cuando no
existe repeticion de representaciones en el espacio de vibraciones, la matriz G,F ya es diagonal, y
las coordenadas adaptadas por simetria (con excepcién de algun factor de normalizacion)
corresponden directamente a los modos normales. Esto se puede anticipar con un teorema que
establece que las coordenadas normales son base de representaciones irreducibles del grupo de
simetria molecular [7, 8, 10]. Este teorema no se va a demostrar, pero se puede razonar de la
siguiente manera: Los modos normales son la base que diagonaliza al Lagrangiano vibracional de
un sistema cuando éste se aproxima como una forma cuadratica. Puesto que el Lagrangiano (o
Hamiltoniano) de un sistema siempre porta la representacion totalmente simétrica del grupo [10], la
Unica manera en que puede ser expresado como una combinacion de términos cuadraticos de modos
normales, es si éstos portan representaciones irreducibles del grupo, y Gnicamente se acoplan los
modos que pertenecen a la misma representacion irreducible [7]. Esto se debe a que la Gnica manera
de que el producto de representaciones contenga a la representacion totalmente simétrica, es si se
estd tomando el producto de vectores que pertenecen a la misma representacion (para una
demostracion de esto, ver seccion 3.4.2) [10]. Bajo esta consideracion, el Hamiltoniano en una base
adaptada por simetria (cuando no hay repeticiones), tiene la siguiente forma:

1 1
H=3) GhlPr@Prlh+5) Frolsr @srlh 5 (262)

Donde P es el momento conjugado a la coordenada sy, G2 es el elemento de la matriz Go evaluada
en el equilibrio relacionado con la irrep T, Frr es el elemento de la matriz de constantes fuerza
relacionado con la irrep T en la base de coordenadas adapatadas por simetria, y la notacion
A . . ,
[spy X spy] 'se refiere a las componentes en el producto de coordenadas adaptadas por simetria,
que se acoplan a la representacion totalmente simétrica del grupo (denominada de forma genérica
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como A,). De esta forma, cuando no existe repeticion de representaciones en el espacio, obtener una
base adaptada por simetria es esencialmente equivalente a obtener los modos normales, porque el
Lagrangiano (o Hamiltoniano) ya va a ser diagonal en esta base. En el caso de que si haya
repeticion de representaciones en el espacio de vibraciones, pueden ocurrir acoplamientos a orden
cuadrético entre los subespacios de la misma representacion irreducible, y por lo tanto una base
adaptada por simetria no basta para diagonalizar el sistema por completo; se deben llevar a cabo
diagonalizaciones posteriores, para cumplir con (2.60) y (2.61), y obtener los verdaderos modos
normales [7].

2.1.7. Cuantizacion de las vibraciones

En este trabajo, el tratamiento cudntico del sistema se va a realizar directamente mediante el
formalismo algebraico de la segunda cuantizacion, en donde los estados se trabajan Gnicamente en
su representacion energética [9]; esto se discute con detalle en la siguiente seccién de este capitulo.
No obstante, aiin es de relevancia discutir la manera en que se lleva a cabo la primera cuantizacion
de las variables del espacio de configuracion, ya que justifica en gran medida la validez del
tratamiento algebraico. Cuando las variables se tratan de coordenadas cartesianas, la cuantizacion se
lleva a cabo mediante la conocida identificacion de los momentos conjugados a las coordenadas
cartesianas con los operadores de primera derivada con respecto a la coordenada:

L 9
Pas = %€, > Pas = —lha ; (2.63)
a

$a ™ éa ; (2.64)

Tal que se satisfacen las llamadas relaciones de conmutacion canoénicas de la mecénica cuéntica
[35, 36]:

[é2 ) Pare)] = ihSaabesr 5 (265)

No obstante, cuando se plantea un problema en otro sistema de coordenadas, como coordenadas
curvilineas de desplazamiento interno adaptadas por simetria, es incierto si las identificaciones
(2.63) y (2.64) son validas, y van a conducir a la relacién de conmutacion correcta (2.65) [7].
Resulta ser que es valido cuantizar de la forma propuesta, siempre y cuando el sistema de
coordenadas empleado sea canonico [35]. Coordenadas candnicas son aquellas que se pueden
expresar como una transformacion canoénica de coordenadas cartesianas; esto es, una
transformacién que conserva todos los paréntesis de Poisson de las variables del espacio de
configuracion invariantes [37, 38]. Un paréntesis de Poisson se define como [37]:

N

.9} = Z (252-2L29) 5 e

Donde f y g son funciones de las coordenadas gq;, p;. Para coordenadas cartesianas, se satisfacen
los siguientes paréntesis de Poisson:

{agi}=0,  {pupj}=0, H{aupj}=6; ; (267)
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Para conocer si una transformacion de coordenadas es candnica, basta con saber si se conservan las
relaciones anteriores. Entonces, dada una relacion funcional entre un nuevo conjunto de
coordenadas, y coordenadas cartesianas (u otro tipo de coordenada candnica):

q'; =9q';(q1,92, -, q3n, P1, D2, -, P3n) 5 (2.68a)

p'; ='(41,92 -, 43N, P1, D2, -, P3n) ;  (2.68D)

Se puede saber si se trata de una transformacion candnica si al calcular los paréntesis de Poisson del
nuevo conjunto de coordenadas, se obtienen las relaciones (2.67) [37]. Resulta ser que la
transformacion a coordenadas adaptadas por simetria siempre sera una transformacién canodnica, tal
qgue la cuantizacion (2.63), (2.64) es valida y se cumplen las relaciones de conmutacion
fundamentales (2.65) [7].

Por otra parte, la transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas internas (2.30) no es
candnica, pero se ha demostrado que en la gran mayoria de los casos es una excelente aproximacion
llevar a cabo la cuantizacion como si se tratase de una transformacion canonica. En términos
practicos, esta consideracion equivale a ignorar un término de energia cinética en el Hamiltoniano
de las coordenadas internas que no depende de los momentos, sino Unicamente del jacobiano de la
transformacién y las masas del sistema, cuya contribucion se puede despreciar (sobre todo para
moléculas pequefias) [13].

Como se menciond anteriormente, no se va a trabajar con funciones de onda en su representacion de
coordenadas. No obstante, es pertinente sefialar la forma general de las soluciones para este tipo de
sistemas. Bajo la aproximacion armonica, la obtencién de los modos normales reduce el
Hamiltoniano a un conjunto de osciladores armonicos desacoplados:

Aoy =) e 5 (269
r

Donde el Hamiltoniano de cada modo (asociado con una representacion irreducible en particular)
esta dado por:

1 1
HF = EQIQF[PF ® P[']A1 +_:FI"I“[Q[' ® Qr]Al ; (2700,)

2
1 Frp e
T
= EQIQF Z PE, + 72 Qf, ; (2.70D)
y=1 y=1

La solucién general de la ecuacion de Schrddinger independiente del tiempo para el oscilador
armonico es bien conocida. Para un modo no degenerado [7]:

Qry?

(QFy|VF) = l/]vr(QI‘y) = erHvr(\/a_FQl"y)e_ar ZY ; (2.71)

1
E,. = hwr <vr+§) . (272)
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ar =

0

r— /grrfprr

—=—=——; (2.73
h h h (2.73)

Donde vy es el nimero de cuantos ocupando el I'-ésimo oscilador con coordenada normal Qr.,, N,

es un factor de normalizacion, Hvr(w/arer) son los polinomios de Hermite, wr es la frecuencia

normal de oscilacion, y Ar es el valor propio del modo normal, que se obtiene de diagonalizar el

Lagrangiano vibracional. Cuando el sistema consiste en un conjunto de m osciladores armonicos
independientes, la solucién corresponde al producto directo:

(@ = | [@ @) 5 @74
r=1

Cuando un modo normal presenta degeneracion, la solucién es manejada como un oscilador
arménico de dimension igual al grado de degeneracion del modo en cuestién. Esto se hace para que
la simetria de los estados siempre pueda estar bien definida, y da origen a lo que se conoce como
momento angular vibracional [7, 8]. Si se busca trabajar en una base de modos normales, pero
incluir términos de orden superior, se puede incluir un potencial adicional de interaccion en el
Hamiltoniano (2.69), asi como méas términos en el desarrollo de la matriz G con respecto a
coordenadas normales. En ese caso, las soluciones (2.74) ya no diagonalizarian el Hamiltoniano,
pero pueden funcionar como una buena base para realizar un ajuste y determinar parametros
espectroscopicos [7].

2.1.8. Vibraciones anarmdnicas y su cuantizacion

Hasta ahora, se ha presentado un desarrollo detallado para describir vibraciones moleculares bajo la
aproximaciéon arménica, y se ha discutido una manera sistematica de extender el tratamiento
mediante la inclusién de términos de orden superior en los desarrollos de la energia cinética y el
potencial, y asi obtener una descripcion mas realista de los sistemas. Se puede decir de forma
general que la inclusion de términos adicionales en la serie tiene el efecto de introducir correcciones
anarmonicas, ya que por definicion los términos de orden superior al cuadratico en coordenadas y
momentos van mas alla de la aproximacion arménica [8]. No obstante, existen métodos alternativos
para considerar anarmonicidad en las vibraciones, que consisten en modelar el potencial de
vibracién con una funcion especifica, que incluya las caracteristicas deseadas [1]. Cualitativamente,
se puede establecer que un potencial arménico presenta tres debilidades fundamentales para la
descripcion realista de vibraciones de tension, y todas ellas se derivan de la forma parabdlica
inherente a un potencial cuadratico. Primeramente, los estados ligados de un potencial arménico son
base de un espacio de dimension infinita, lo cual implica que no se contempla la posibilidad de
disociacion, cuando en la realidad los enlaces siempre se van a disociar a energias suficientemente
altas [2]. En segundo lugar, el espectro del oscilador arménico consiste en estados espaciados de
forma uniforme, separados en energia por la cantidad Aw. Fenomenoldgicamente se ha observado
que, mientras esta es una aproximacion aceptable para estados vibracionales de baja energia y
amplitud pequefia, a energias superiores el espaciamiento energético entre estados disminuye
gradualmente, hasta que en el limite de disociacion se alcanza un continuo. La ultima deficiencia
crucial de un potencial arménico, consiste en que la repulsién cuando la longitud del enlace se
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aproxima a cero no es lo suficientemente fuerte. Un potencial repulsivo modelado por una funcién
cuadrética no describiria de forma adecuada el potencial electrostatico que se podria suponer para

esa region, que incrementa como 1/r conforme la coordenada se aproxima a cero. No obstante, el
potencial repulsivo que se manifiesta en sistemas reales es incluso méas fuerte que la repulsion
electrostatica esperada, debido a efectos derivados del principio de exclusion de Pauli, y las
desventajas de un potencial cuadratico se hacen incluso méas aparentes.

Entonces, un potencial modelo cuyo propdsito sea rescatar las caracteristicas esenciales de una
superficie de energia potencial tipica, y describir vibraciones de tension de manera realista, debe
incluir disociacion, espaciamiento no uniforme en el espectro, y una repulsién significativa en la
region de longitud de enlace pequefia [1]. Uno de los potenciales que ha resultado ser
considerablemente exitoso para estos propositos, es el potencial de Morse, que en una dimension y
referido a una coordenada interna (etiquetada por el subindice i) es:

VM(q) = Di(1—e Pt)’ =Dy 5 (275)

Donde D; representa la profundidad del pozo de potencial (asociado en este caso con la energia de
disociacion del i-ésimo enlace), B; esta relacionada con el alcance del potencial, y se definié la
coordenada de Morse y; como:

yi=1—e Piti ; (2.76)

Notese que para oscilaciones de baja amplitud, la coordenada de Morse se aproxima a la
coordenada de desplazamiento fisico. Esto queda claro si se considera el desarrollo en serie de
Maclaurin de la variable de Morse con respecto a la coordenada interna:

AP o G D) '
n=

n=0

El Hamiltoniano completo de un oscilador de Morse es:

1
H' =S gipl + Dyl 5 (279)

Donde p; es el momento conjugado a la coordenada interna t;, y los elementos de la matriz G,
tienen la misma definicion (2.35). Si se propone la cuantizacion candnica del Hamiltoniano de
Morse, se obtiene:

~ h? 92

A =—— g0 +D(1-eFt) ; (280)
La ecuacion de Schrodinger para el potencial de Morse unidimensional (2.80) tiene soluciones
analiticas [19-21, 26]:
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(Zi |jivi> = IJJLL(ZL) = N{,’le ZZL'SLSJZL,S)(ZI') ; (281)

1

z; = (2j; + De B4 ; (2.82)

2E,. i
Si= | =ji—v; ; (2.83)
giiBh

Donde v; es el nimero de cuantos ocupando el i-ésimo oscilador, Nji" es una normalizacion, y

Lﬁff)(zi) es un polinomio asociado de Laguerre sobre la variable z; definida en (2.82); j; es un

pardmetro que esté relacionado con la cantidad total de estados ligados en el potencial (que son
ji — 1). Los valores propios de energia asociados a los estados ligados del Morse son [26]:

1, 1 1\?
Evivji = h(l)i (vi + E) - }C—l (Ui + E) 5 (284)
w; = [2D;B*g% ; (2.85)
i iPi Yii
. 8D;
K;i = 2]1 +1= W ; (286)

La frecuencia fundamental del oscilador de Morse es w; (dada en (2.85) en términos de los
pardmetros del potencial y elementos de G,). Una forma alternativa, pero completamente
equivalente de expresar el espectro de los estados ligados del potencial de Morse, es mediante la
sustitucion de k; con el pardmetro anarménico wx;. Estos dos parametros se relacionan de la
siguiente manera:
w;
wx; = (2.87)

i
De tal forma que los valores propios (2.84) se pueden reescribir como:

1 1\?
E”irji = hwi (Ul' + E) - ha)xi (Ui + E) ; (288)
Si a cada oscilador local en un sistema molecular se le asocia un potencial de Morse, y se considera
como un sistema de osciladores de Morse interactuantes, el Hamiltoniano adquiere la siguiente
forma:

3N—-6
™ = Z A" 4V, ; (2.89)
i=1

Donde V;,,, corresponde al potencial de interacciones entre los osciladores, que incluye los términos
de acoplamiento en energia cinética y potencial a un orden determinado; su forma funcional no se
detall6 explicitamente porque puede ser tratado de diversas maneras, y se discutira a continuacion.
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La solucion general de un conjunto de osciladores Morse desacoplados esta dada por el producto
directo[26]:

Y@ = | | @wlie) 5 @90)

Puesto que existen interacciones entre enlaces, (2.88) no diagonaliza (2.87), pero es una buena base
para realizar un ajuste en un esquema local. Esto se debe a que, ademas de ser un potencial mas
realista para oscilaciones locales anarmonicas, el potencial de Morse presenta la virtud de introducir
un pardmetro adicional en el ajuste (k o bien, wx) incluso a orden cero, lo cual en muchas ocasiones
permite alcanzar mejor convergencia con mayor facilidad.

2.1.9. Osciladores anarmonicos acoplados en el espacio de configuracion

Como se menciono anteriormente, los acoplamientos vibracionales entre osciladores anarmonicos
pueden ser modelados de diferentes maneras. Una posibilidad, es mantener la descripcion referida a
las variables de Morse de los osciladores; en ese caso, el potencial sera una funcion de dichas
variables. A orden cuadratico en coordenadas y momentos, esta descripcion tiene la siguiente forma
general [20]:

3N—-6

M = z ﬁy+zg?jﬁiﬁf+zFiniy]‘ ;. (291)

i=1 i+j i+j

Donde F;; son constantes de fuerza referidas a variables de Morse. La representacion algebraica de
un Hamiltoniano con la forma de (2.91) es la que serd empleada en este trabajo para llevar a cabo
los ajustes a los espectros de tensién de fluoruros octaédricos. Alternativamente, las interacciones
entre los osciladores de Morse se pueden aproximar por términos arménicos. Esta aproximacion,
expresada en el formalismo de la segunda cuantizacidn, es conocida como el modelo de osciladores
anarmonicos arménicamente acoplados (HCAO por sus siglas en inglés), y consiste en diagonalizar
el Hamiltoniano en una base de osciladores armdnicos, con correcciones anarmonicas en los
elementos de la diagonal, preservando la poliada local. La expresion correspondiente para el
Hamiltoniano en el espacio de configuracion realmente no es empleada para los propésitos de un
calculo HCAO (ya que se expresa en forma algebraica), pero tendria la siguiente forma general
[30]:

3N-6
[HCAO — Z ]:[\lM + Zg?jﬁiﬁj +Zfijtitj ;0 (2.92)
i=1 i#j i#j

Donde fij son las constantes de fuerza referidas a coordenadas de desplazamiento interno, con la
definicion dada previamente (2.43). Es importante sefialar que, debido a la relacion (2.78), en el
limite de oscilaciones de amplitud cero, los Hamiltonianos (2.91) y (2.92) son equivalentes, y
corresponden a un conjunto de osciladores armoénicos locales acoplados, cuya solucion son los
modos normales de vibracion del sistema:

lim B*Fj = fij ; (293)
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. 5 . ¥ 7 1 A 1 A A
lim AM = lim FA9HC = gHO = Z (Eglpipiz + Ef”tlz) + Zg?jpipj + Zfijtitj ; (2.94)
L

t-0 t-0
i#j i#j

Ademas del modelo propuesto, derivado de un Hamiltoniano como (2.91), también se van a obtener
representaciones algebraicas de A7¢4% y AHO con las que se efectuaran ajustes adicionales, con el
propésito de comparar los resultados.

2.2. Espacio algebraico

2.2.1. Algebra de bosones: Operadores de ascenso/ descenso del oscilador
armonico

El punto de partida de los métodos algebraicos para la descripcion de excitaciones vibracionales, es
el &lgebra bosonica de los operadores de ascenso y descenso del oscilador armoénico. La
representacién algebraica del Hamiltoniano vibracional se obtiene en una primera aproximacion
mediante la conexion de las variables del espacio de configuracion, con operadores bosonicos de
ascenso (d*) y descenso (@) [36]. El tratamiento algebraico del oscilador arménico se puede
derivar de una factorizacion del Hamiltoniano, como se muestra a continuacion. La forma general
del Hamiltoniano asociado a un oscilador armonico en una dimension es:

—~

1 Uw?
O0A — ___ 12 52 .
H _ZMP + > (2.95)
Y la ecuacion de Schrodinger asociada con (2.95) es:
— 1
H%4n) = E,|n) = ho (n + E) n) ; (2.96)

Primeramente, es conveniente llegar a una forma adimensional del Hamiltoniano. Puesto que en su
totalidad tiene unidades de energia, se va a factorizar Aw:

~ 1 Uw 1 1
H% = ho [——p? +—A2] = hw [—~2 +—~2] ;0 (2.97
2wt T 211 2P T (297)
Donde se definieron momentos y coordenadas adimensionales. La forma del término entre
paréntesis sugiere una factorizacion similar a la norma de un nimero complejo. No obstante, puesto
gue se estd trabajando con operadores que no conmutan, se debe efectuar una factorizacion
simetrizada, de la siguiente manera:

=2z w|[sa-w]+[sa-w)[sarm] e

Definiendo:

A= (G+ip) = ““’(A+i ) . (2,99
a—zq ip) = 55\ pr ; (2.99)
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At = — (G - ip) = ”w(A : ) ; (2.100
a—qup—zflq#wp,(-)
Se llega a:
P how o
HO4 = 7(aaT +ata) ; (2.101)

A partir de las definiciones de los operadores, se pueden derivar las siguientes relaciones de
conmutacion [36]:

aafl=1; (2.102q)
[[94,at] = hwa' ; (2.102b)
[A°4,a] = —hwa ; (2.102c)

El conmutador (2.102a) es el que les confiere la denominacidon de operadores bosénicos. Los
conmutadores (2.102b) y (2.102c), junto con (2.71) y las relaciones de recurrencia de los
polinomios de Hermite, son los que permiten deducir su accion sobre estados del oscilador
armaénico, como operadores de ascenso y descenso [36]:

aflny =vn+1n+1) ; (2.103)
dny =vVnn—1) ; (2.104)

Usando (2.102a), el Hamiltoniano (2.101) se puede reescribir como:
_ 1
A% = hw (aTa + E) ; (2.105)

De donde se define el operador de nimero como:

N=ata, Nn)=n|n) ; (2.106)

Adicionalmente, de (2.103) se puede expresar cualquier estado del oscilador arménico como
aplicaciones sucesivas del operador de ascenso sobre el estado fundamental:

1 .\n
In>=ﬁ(a*) [0) ; (2.107)

Por altimo, de las definiciones (2.99), (2.100) se tiene la conexion entre los operadores bosonicos y
las variables del espacio de configuracién, que se puede invertir para obtener:

1 h
~ At P ~ 1 AT) .
(a +a ), q _Zuw (a +a ) ;0 (2.108)
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1 ’
5—— (T =4 5 L (qt -
p ﬁ(a a), p=i (a a) (2.109)

Esta conexion es crucial para poder expresar algebraicamente el Hamiltoniano vibracional de un
sistema molecular, introduciendo (2.108) y (2.109) en el Hamiltoniano del espacio de configuracion

[9]:
Hyp({qu i) = ﬁvib({ai-r'ai}) ; (2.110)

Esto asimismo facilita enormemente el tratamiento, ya que se pueden calcular elementos de matriz
de forma inmediata, sin la necesidad de integrar en lo absoluto. Para ilustrar este punto, a
continuacion se muestra la forma general de un elemento de matriz del operador de posicion en la
base de oscilador armdnico, calculado algebraicamente:

(n|g|m) = f Z (n|(a+at)|m) ; (2.111a)

- /leiw(m<nlm -1)+Vm+1(nlm+1)) ; (2.111b)

’ h
- Zyw (\/ﬁdn,m—l +vm + 1é‘n,m+1) ; (2.111C)

Como se ha mencionado anteriormente, la descripcion algebraica se puede realizar empleando un
esquema de modos normales, o bien un esquema de modos locales. A continuacion se presentan
ambos métodos de forma general, asi como la conexion entre ellos.

2.2.2. Definicion de operadores bosonicos normales

Recordando la forma general de un Hamiltoniano bajo la aproximacion armonica, en una base de
modos normales (2.69), (2.70):

1, - Frr o 1, < 2 o

¥ N I'T PN ~ (UF ~

Hyor. =Z EQIQFZPI?V'FTZ ng =Z EQIQFZPI%\('FFZ ng ; (2-112)
r y=1 y=1 r y=1 IT y=1

Se puede ver que se trata de un conjunto de osciladores armoénicos desacoplados, asi que de forma
inmediata se puede extraer un factor de Awr,

G -
HNor Zhwr Tizr lzy Z Zflgo Ql"y ; (2-113)

'y_

Y definiendo una longitud inversa caracteristica:
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wr 1 TFF
ar = |—— = = |ZE . (2.114)
' /hgﬁr fh Ger

Se puede llevar a cabo la factorizacién simetrizada:

n
_ hop o1/ . PN/ i
HNor.ZZ 2 Z[E(QFQF]/+haFPFy>ﬁ<aFQFy_haFPFy)
y:

1 i 1 i
— —0P )—( ——0P )] ;0 (2.115
+ﬁ<arQFy+haF )7z arQry hap U7 ( )

Identificando a los operadores bosénicos hormales como [9]:

A i .
a[-y = _<aFQFy + thFPFy) ; (2116)

1/ i
at, = —(aFQFy —F“FPF],) ;(2.117)

1 iha
A ~t ~ = T [AF ~
~ Qp, = ar, + dry ), Pr, =——=—(ar, —a ; (2.118)
Ty ,_20([-( Iy FV) Ly 2 ( Iy FY)

El operador de nimero de un modo normal se define de la siguiente manera:
Jary,  Vrlve) =vplvr) 5 (2.119)

Aunque en realidad, para modos degenerados, se recurre al momento angular vibracional como se
ha mencionado con anterioridad [7, 8]. EI Hamiltoniano armoénico (2.112) se puede expresar
entonces como:

nr
~ hw hw A A
Hyor. = ZTF Z(aryaiy +alap,) | = ZTF([aF ®ar| ' +[ar®@at]") 5 (2120)

r y=1 r

Para introducir correcciones de orden superior (interacciones entre modos como resonancias), se
pueden incluir méas términos en el desarrollo de G(Q) y V(Q) con respecto a las coordenadas
normales, y posteriormente sustituirlas por (2.118), llegando a una representacion algebraica mas
realista del Hamiltoniano en una base de modos normales. De un analisis detallado del espectro de
una molécula se pueden identificar las resonancias dominantes, con lo que se puede proponer un
pseudo nimero cuantico conocido como poliada [9,12], que es el que generalmente se conserva en
sistemas donde existen resonancias no triviales entre diferentes grados de libertad vibracionales. El
concepto de poliada se puede definir en el contexto de modos normales o de modos locales, y en
general corresponde a una combinacion lineal de los operadores de numero asociados con los
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diferentes grados de libertad que estan conectados con las interacciones mas relevantes; en el
contexto de modos normales, una poliada tiene la siguiente forma general:

B, =Z B 5 (2.121)
r

Por lo general, la realizacion algebraica a la que se llega mediante el procedimiento descrito (2.110)
va a contener términos diagonales que describen la energia de cada modo independiente, términos
de interaccion entre osciladores que conservan la poliada, y términos de interaccion que no
conservan la poliada. Como primera aproximacion, se puede suponer que los términos que no
conservan la poliada propuesta para el sistema de estudio son despreciables con respecto a términos
que si la conservan, y pueden ser eliminados del analisis [24]. El resultado de esta aproximacion es
un Hamiltoniano algebraico normal que conserva poliada, y estd expresado en términos de
parametros espectroscopicos asociados con cada término de interaccién, que presentan una
determinada dependencia con las constantes de estructura y de fuerza de la molécula. En principio,
una poliada se propone a partir de un analisis del espectro experimental del sistema; observando la
existencia de transiciones (fundamentales, sobretonos y bandas combinadas) que se encuentran
proximas en energia, con simetria compatible. Si no se detectan resonancias evidentes en el
espectro, una primera aproximacion razonable consiste en proponer que la poliada corresponde al
numero total de cuantos en el sistema [24] (esto es, fijar todas las fr igual a uno en (2.121)). Esta
aproximacion se hace para los modos normales, y as aplicable a un esquema de modos locales bajo
la condicion de que la poliada local sea similar a la poliada normal. La expresiéon general del
Hamiltoniano normal que resulta de esta consideracién es:

Ayor. = z % ([af ® ar]™ + H.c.)
r
+ 3 e (et @af] @10, @] " +H.c )+ 2122)

Luv,o

Donde H.c. indica hermitiano conjugado, y T, u, v, ¢ son etiquetas de representaciones irreducibles.
Unicamente se incluyen acoplamientos de orden par porque son los que preservan la poliada
propuesta. Los pardmetros espectroscpicos son los que se determinan mediante ajustes, y éstos
asimismo presentan dependencia con respecto a constantes de estructura y de fuerza de la molécula,
cuyo valor numérico se puede estimar de esta manera.

2.2.3. Definicién de operadores bosonicos locales

El tratamiento algebraico en un esquema local se obtiene a partir de un Hamiltoniano referido a
coordenadas internas. A partir del Hamiltoniano de un solo oscilador local independiente bajo la
aproximacién arménica (el i-ésimo):

ﬁ-—l 0“2+1f-f2 ; (2.123)
l_zgiipi 2 id; '

Se puede realizar un procedimiento completamente analogo al que se ha realizado en las dos
secciones anteriores, para obtener los operadores bosonicos locales en términos de las variables del
espacio de configuracion asociadas con el modo local:
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1 i
di = _<aiq\i + _ﬁ1> ; (2124)

2 ha;
1 i
a;r = —2 (aiqi — h_aipi) ;o (2.125)

Donde;:

Las coordenadas internas se pueden expresar como:

o1
~ Gi \/Eai

Y se definen operadores de nimero de cada oscilador local:

(aiT +d;), bi = \/fl (diT —a;) ; (2.127)

fa,  Adn) =ngng) ; (2128)

;= a;

Sustituyendo (2.127) en un Hamiltoniano armonico local (Gnicamente con términos cuadraticos) en
términos de coordenadas internas, se obtiene la siguiente expresion general [24]:

=6 o
iy 14 A A A A
Hioe = z > (a*;a; + a;at;)

i=

1
+ ) [ (atia + aaty) + Vle(atiat + ag)] 5 (2129)
ij

Para extender la descripcion més alld de la aproximacion armdnica, se deben incluir términos de
orden superior en los desarrollos de la energia cinética y el potencial. Al realizar esto, una vez mas
se podra identificar una poliada que se conserva en el sistema de estudio, que en el contexto de
modos locales se define como:

B, = Z B.A; i (2.130)
i

Llevando los desarrollos en serie a un determinado orden, los términos de interaccion que no
conserven la poliada son despreciados. Nuevamente, una primera aproximacién a la poliada
corresponde al nimero total de cuantos en todos los osciladores (8; = 1 Vi), donde se obtiene un
Hamiltoniano con la siguiente forma general:

N ha)%oc !
Hppe = Z > (a*;a; + a;at;) + Z%‘?C(Cﬁi“j +a;aty) +
i=1 i,j

+ Z Ao (atiatiaa, + a;a;atat) + - 5 (2131)
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Los valores de los pardmetros espectroscépicos nuevamente pueden proporcionar informacién con
respecto a las constantes de estructura y de fuerza de la molécula.

2.2.4. Conexion local-normal

Puesto que el esquema normal y el esquema local producen resultados que en general son diferentes
[24], es de interés estudiar la conexion entre modos normales y modos locales, para evaluar la
factibilidad de partir de ambos esquemas. En otras palabras, se busca encontrar una conexion entre
los Hamiltonianos (2.122) y (2.131), mediante una relacion entre los operadores bosdnicos
normales y los locales. Existe una conexién exacta entre estos operadores, que estad dada por una
transformacién de Bogoliubov, que tiene la siguiente forma general [24, 26]:

1
2aar

N N

atr, (ar? + az)z M;ryat; + (ar? - az)z M;rya;¢ ; (2.132)

i=1 i=1
Como se puede observar, esta transformacion contiene términos con operadores de ascenso y
descenso en la base local. Como consecuencia, al efectuar la sustitucion de (2.132) en un
Hamiltoniano algebraico representado en la base normal como (2.122), se llega a una descripcion
algebraica local que posiblemente contiene términos que no conservan la poliada (2.130).
Asimismo, de (2.132) también se puede expresar la poliada normal (2.121) en términos de
operadores de numero locales, pero no se recupera la misma poliada que se habria propuesto
partiendo de un esquema local. Puesto que se busca trabajar con un Hamiltoniano que conserve la
poliada, se propone una conexién alternativa entre osciladores normales y locales, mediante una
transformacion candnica que no rompe con la poliada [24]. Al no emplear (2.132), la relacién no es
exacta y por ende se estaran obteniendo expresiones en términos de operadores (¢*;) que no son los
verdaderos operadores locales (a';), pero se ha demostrado que pueden tener una accion idéntica
sobre una base isomorfa a la de los modos locales, por lo que se establece el isomorfismo ét; &
at;, [24, 26] y se expresa la transformacion candnica en términos de operadores locales como:
N
atr, = 2 Myrat; ; (2133)
i=1

i

Donde M; r,, son los elementos de la matriz de cambio de base (2.54). Como se puede observar, la
transformacién candnica consiste en conectar operadores normales con locales de exactamente la
misma manera en que se conectan las coordenadas adaptadas por simetria con coordenadas internas
en (2.54). Es importante notar que se esta suponiendo que no existe repeticion de representaciones
en el espacio de vibraciones, ya que se esta considerando que la base adaptada por simetria es
equivalente a las coordenadas normales [7]. Al sustituir (2.133) en la representacion algebraica
normal del Hamiltoniano, se obtiene una representacion local que preserva la poliada, pero la
dependencia de los pardmetros espectroscopicos con respecto a las constantes de estructura y de
fuerza del sistema son diferentes que la de los que se obtienen partiendo de un esquema local puro
[24].
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3N-6

hwl°"
i=1 iJ
+ ) mpn(atataa + agatath) + - (2134)
i,j,kl

{wlnor} + {w%oc}’ {Anor} + {Aloc}

Haciendo uso de (2.131) y (2.134), se pueden estimar constantes de fuerza mediante un ajuste por
minimos cuadrados de los pardmetros espectroscopicos a energias experimentales. Esto nos provee
de un método sistematico para evaluar la relativa de validez de partir de un esquema normal o local
para cualquier sistema de estudio. Para moléculas triatomicas, se ha demostrado [24] que los
parametros espectroscépicos locales se pueden recuperar de los normales mediante su desarrollo en
serie de Taylor a primer orden. Las circunstancias en las que es valido cortar la serie a un orden tan
reducido constituyen un limite local, caracterizado por la condicién de que los acoplamientos entre
osciladores, tanto en el potencial como en la energia cinética, sean despreciables con respecto a los
términos en la diagonal. De forma mas precisa, esto se puede expresar en términos de parametros x,
definidos como los cocientes de constantes de fuerza y estructura asociadas a interacciones fuera de
la diagonal, entre las constantes asociadas con las interacciones diagonales:

0
frrm NONEEON

X ) =
! frr 9 9°,.

(2.135)

El superindice (n) etiqueta todas las posibles interacciones entre osciladores que se pueden
presentar en una determinada molécula. El limite local se puede expresar en términos de estas
cantidades como [24]:

im ™" =, lm AT =205 (2.136)
{xf xgl«< {oxp xgl«<

Si se aplica la transformacion candnica sobre la poliada normal, y se aplica el limite local, se

recupera exactamente la poliada propuesta en un esquema local [24]:

lim Py=P ; (2137
{oxp xgl«<t
Como se puede observar, el comportamiento local puro constituye un limite, y trabajar con él
implica una aproximacion. Por lo tanto, el tratamiento en un esquema local va a proporcionar
valores adecuados para las constantes de fuerza siempre y cuando se trabaje con sistemas que se
aproximen al limite local, mientras que las constantes que se obtienen de un tratamiento normal,
conectando con osciladores locales mediante una transformacion candnica y trabajando con un
Hamiltoniano con la forma (2.134) van a ser en general adecuadas [24].

2.2.5. Operadores de ascenso y descenso del potencial de Morse

Hasta ahora, la descripcién se ha realizado en términos de operadores bosdnicos, que actian sobre
una base de osciladores arménicos, lo cual conlleva una desventaja tanto en un sentido conceptual
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como en un sentido técnico. Conceptualmente, una base arménica no presenta las caracteristicas
fisicas adecuadas para describir estados vibracionales excitados, en donde predominan efectos
anarmonicos por la cercania a la energia de disociacion del enlace, lo cual introduce errores
significativos en los célculos. La desventaja técnica consiste en que las funciones de oscilador
armonico forman una base completa que abarca un espacio de dimensidn infinita, lo cual conduce a
una convergencia lenta en los célculos [26]. Para corregir estas deficiencias, se propone un
procedimiento de anarmonizacion de base en términos de osciladores de Morse, descrito a
continuacion.

El potencial de Morse unidimensional, y sus soluciones analiticas en la representacion de
coordenadas se presentaron en la seccion 2.1.8. Este potencial tiene la caracteristica de tener una
cantidad finita de estados ligados. Como consecuencia, no forman una base completa en el espacio
de Hilbert, pero si no se considera la posibilidad de disociaciéon de enlaces en los sistemas, es
razonable aproximar el conjunto de estados ligados como una base completa [26]. Ademas de tener
soluciones analiticas en la representacion de coordenadas, el potencial de Morse también cuenta con
operadores de ascenso (B*) y descenso (B) gue conectan a todos los estados ligados del oscilador
[27]. Dado un potencial en particular que depende de una coordenada (x), existe una metodologia
general para elucidar la forma de sus operadores de ascenso y descenso, que consiste en proponer
operadores de la forma:

~ d
Oi Ai(X) a + Bi(X) ; (2138)

Tal que:

éilpn(x) = 01Ppi1(X) ; (2.139)

Empleando esta metodologia sobre el potencial de Morse, y haciendo uso de las relaciones de
recurrencia de los polinomios asociados de Laguerre, se pueden encontrar operadores que tienen el
siguiente efecto sobre los estados ligados [27]:

ap . v+1
bHj,v) = kylj, v + 1), k+=\}(v+1)<1—T) . (2.1400)

~ v
blvy=k_ljv—1), ko= [v(1- E) ;. (2.140b)

8D
v=0,1,..,j—-1, k=2+1= i (2.1400)

Con operador de namero:
D|j,v) =vlj,v) ; (2.141)

Y satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion [27]:
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[6,6t] =1- — [0,b%] =bf, [p,b]=-b ; (2.142)

Que se pueden identificar como las relaciones de conmutacion del A&lgebra su(2),
convencionalmente relacionada con el momento angular [27]. Es interesante sefialar que, en el
limite armonico caracterizado por x — oo, las relaciones de conmutacion son completamente
equivalentes a las de los operadores bosonicos, y el sistema en general se reduce a un oscilador
arménico. Intuitivamente, esto resulta razonable, ya que conforme la cantidad de estados
vibracionales ligados tiende a infinito, el sistema se asemeja a un oscilador armonico, que debe ser
descrito por un algebra de bosones.

2.2.6. Representacion algebraica de osciladores anarménicos acoplados, y
procedimiento de anarmonizacion

Al igual que en el caso de un sistema descrito por osciladores arménicos acoplados, para poder
llegar a una descripcion algebraica de un conjunto de osciladores Morse interactuantes en términos
de los operadores {E*, B}, s necesario primeramente establecer una conexién entre estos operadores
y las variables del espacio de configuracion. La coordenada de Morse y el momento si pueden ser
expresados en términos de los operadores de ascenso y descenso, pero la relacion no es lineal como
en el caso de los operadores bosonicos. Las variables del espacio de configuracion se pueden
expresar como desarrollos en serie de los operadores su(2), que a orden cuadratico son [27]:

h “ 1 R 1
;y_;: /m[fv”+ﬁ(ﬁ;‘i+gvb*bT)+H.c.+o(E)] ;o (2.143)

L 1 1
p= EJZhwy [f,,bT + ﬁgvbTbT —H.c.+0 (E)] ;o (2.144)

Donde H.c. significa hermitiano conjugado, y f,, g, ¥ f,2son funciones del operador de nimero:

_ |k=2v-1)(k-2v+1)
fo = J = )2 ; (2.145)
KRk =2v-1)(k—2v+3)
o = \/ (k—v)2(k—v+1)2 o (2146)

A=1+2v ; (2.147)
Para estados de baja energia, o bien para sistemas con una cantidad de estados ligados
considerablemente grande, es razonable despreciar términos de orden 1/\/? y proponer la

aproximacion lineal de los desarrollos (2.143), (2.144), tomando el limite armonico de las funciones
presentadas anteriormente (esto es, lim,._,., f, = 1), de donde surgen las siguientes relaciones [9]:
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rq= —(ET + B) ; (2.148)

b~z 2hau(bt - B) 5 (2.149)

Que son completamente analogas a las relaciones del oscilador arménico, y de hecho, si se aplica el
limite armonico sobre los operadores de Morse, se recuperan precisamente las ecuaciones (2.127).
Recordando la forma que adquiere un Hamiltoniano vibracional modelado por osciladores
anarmonicos (locales) interactuantes, se puede realizar la sustitucion de (2.148) y (2.149) en el
Hamiltoniano (2.91) que contiene términos de interaccion a orden cuadratico en la coordenada de
Morse y el momento. En analogia con el resultado obtenido en la seccion 2.2.3 para el caso de
osciladores armdnicos locales, al efectuar la sustitucion se obtiene un Hamiltoniano algebraico local
que no conserva la poliada local, que en este caso corresponderia a la suma de los operadores de
numero de los osciladores de Morse:

Si se supone un comportamiento predominantemente local en las vibraciones es razonable
nuevamente eliminar los términos que no preservan la poliada local propuesta, y se obtiene el
siguiente Hamiltoniano:

3N-6

~ Awlo . . . e e

Hoe. = Z — (bT;b; + ibn)+z,1§;?0(b+ibj+bib+j) ; (2.151)
i=1 i,j

Comparando este Hamiltoniano con el que se obtuvo bajo la aproximacion armonica (2.131), se
puede observar que esencialmente se conectan mediante un procedimiento de anarmonizacién muy
sencillo, que consiste en sustituir los operadores bosonicos locales, por los operadores de Morse
correspondientes [9, 24]:

at;(a) - bty(b) ; (2.152)

Aplicando este procedimiento de anarmonizacion sobre un Hamiltoniano con la forma de (2.134),
obtenido de aplicar una transformacién canonica sobre operadores bosonicos normales, se obtiene
el siguiente resultado incluyendo términos de orden cuadrético:

3N-6

~ hw?" . . PO
Hiy, = Z — (b*b; + b;b™;) + Zﬂﬁor(bTibj +b;bt;) ; (2.153)
ij

2

i=1

Los Hamiltonianos (2.151) y (2.153) son equivalentes para propositos de realizar un ajuste, pero los
parametros espectroscépicos dependen de las constantes de estructura y de fuerza del sistema
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molecular de forma diferente, y por ende producen valores numéricos diferentes de las constantes
de fuerza. Las implicaciones de realizar este proceso de anarmonizacion, es que para efectos
practicos se estd cambiando una base local de osciladores arménicos, por una base de estados
ligados de osciladores Morse, lo cual introduce efectos anarmoénicos en el modelo. Como se
menciono anteriormente, esto va a llevar a una descripcion mas realista de los estados excitados del
sistema, y va a permitir una convergencia mas rapida en los célculos, debido a que se estd
trabajando con una base finita (de dimension j-1). Al anarmonizar también se incrementa de forma
natural la cantidad de parametros en el ajuste, lo cual por lo general implica menores desviaciones
en el modelo con respecto a los datos espectroscopicos.

Retomando el modelo HCAO (osciladores anarmdnicos armdnicamente acoplados), el método para
traducir un Hamiltoniano propuesto bajo este modelo en el espacio de configuracion a su
representacién algebraica es diferente, ya que existen interacciones reguladas tanto por potenciales
anarmonicos como por potenciales armonicos. Esencialmente, se procede expresandolo en términos
de operadores bosénicos, pero con un término de correccion en los elementos diagonales, que
representa la anarmonicidad de los grados de libertad [15]. Primeramente, notar que el espectro de
valores propios de un solo oscilador de Morse se puede traducir al Hamiltoniano correspondiente, si
se sustituye el namero de cuantos del oscilador, por el operador de nimero:

v; > 7, ; (2.154)

2
HM. = ho; | D; l—h D 1 ; (2.155
i w; vl+2 wx; vl+2 ;0 (2. )

3
= h(wl - wxl-) (ﬁl + Z) - ha)xiﬁiz ; (2156)

Si ahora se considera que el operador de nimero del oscilador de Morse esta dado en términos de
operadores bosonicos, se obtiene la siguiente expresion:

— 3
M, = h(w; — wx;) (a a; + ) hwx;(at;a; ) ; (2.157)
Si se modelan los grados de libertad vibracionales de un sistema molecular como un conjunto de

osciladores de Morse interactuantes, haciendo uso de la ecuacion anterior se tiene la siguiente
expresion general:

Z [h(a)l — wxl)( ia; + i) hwx;(at;a;) ]+ Vine ;3 (2.158)

En el modelo HCAO, el potencial de interaccion se aproxima con términos armdénicos, que se
obtienen simplemente del producto de operadores bosénicos de diferentes osciladores, que
conserven la poliada. EI Hamiltoniano resultante es:

~ 3
HHCAO = Z [h(wl - a)xl-)< lal ) hwxl(a la ) ] + Z AU ((/1\-1-1(/1\] + (’il(iTj) H (2159)
ij

i
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Como se puede observar, este Hamiltoniano en principio sigue referido a una base de oscilador
armonico, pero los efectos anarmonicos se introducen de forma explicita en los elementos
diagonales, por medio del parametro anarménico wx. A partir de los parametros {w, wx, A} que se
obtengan de un ajuste, se pueden obtener constantes de fuerza, normales o locales dependiendo del
esquema de partida. Nuevamente es de interés notar que al aplicar el limite armoénico sobre los
Hamiltonianos (2.151), (2.153) y (2.159), se recuperan expresiones equivalentes (con la posible
excepcion de la dependencia funcional de los parametros espectroscOpicos con respecto a las
constantes de fuerza), que corresponden a un Hamiltoniano arménico local.

En esta contribucion, se van a emplear Hamiltonianos de orden cuadratico con las formas generales
de (2.131), (2.134), (2.151), (2.153) y (2.159) para describir los espectros de tensién de moléculas
octaédricas, mediante un ajuste por minimos cuadrados. La aplicabilidad de los modelos, y la
informacién que nos proporcionen con respecto a la transicion de modos normales a modos locales,
se va a estudiar mediante las constantes de fuerza que se deriven de los ajustes.
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3. Consideraciones de Simetria

En la seccion anterior se hizo uso extenso de aspectos de simetria. Por ejemplo, se introdujeron
coordenadas adaptadas por simetria, y se establecié que éstas son proporcionales a los modos
normales cunado no existe repeticion de representaciones en el subespacio, debido a que los propios
modos normales portan representaciones irreducibles del grupo [7]. Ademas, la proyeccion por
simetria es crucial para la obtencién de la forma de la transformacién candnica que conecta
osciladores normales con osciladores locales [24]. No obstante, estos conceptos no se han
introducido de manera formal, y no se ha discutido en un sentido mas fundamental la verdadera
relevancia que posee la simetria en el estudio de sistemas fisicos y quimicos, asi como la
metodologia especifica que se empled para tomar ventaja de ella en este trabajo. A continuacion se
va a profundizar en estos temas.

3.1 El teorema de Wigner y el Hamiltoniano de un sistema como proyector de simetria

Un conjunto linealmente independiente de funciones {|<pi(")

) ; L=1, ...,n#} porta una
representacién del grupo G si es base de un subespacio invariante bajo la accién de los operadores
(OR) del grupo (llamado espacio de representacion) [7]. Las matrices asociadas con los elementos
de G en el espacio de representacion pueden o no ser irreducibles. Si son irreducibles, se dice que la

base de funciones porta una representacion irreducible del grupo G [7]:
Ny
Or |¢i(“)> - Z D (R) |<p](.“)> i VREG  (3.1)

=

Donde Dj(i“ ) (R) son los elementos de la matriz asociada al elemento R de la p-ésima representacion

irreducible del grupo, de dimension n,. Por lo general se escoge que la base sea ortonormal, para
que la representacion resultante sea unitaria [39, 40].

En el estudio de sistemas fisicos, el grupo de interés corresponde al grupo de simetria, formado por
el conjunto completo de transformaciones que conmutan con el Hamiltoniano del sistema [10]. En
el caso de sistemas que presentan simetrias discretas, el grupo de simetria va a estar formado por
transformaciones discretas [8]. Consideremos ahora la ecuacién de Schrddinger para los estados
estacionarios de un determinado sistema fisico:

HY®) = Elp®) 5 i=1,2,..,9q (3.2)

De la ecuacion anterior se puede observar que los estados pertenecientes a un nivel de energia E,,
son base de subespacios invariantes ante la accion del Hamiltoniano. Al actuar con un operador de
simetria por la izquierda de la ecuacion anterior, se tiene:

OrRAIY) = E,Opldf)  (3.3)
Introduciendo la identidad como 0, ' 0j entre A y [p&):

(ORﬁoR_l) OrlY{) = EqOrlip{); (3.4)
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Y puesto que:
[0k, H]=0, VREG  (35)

El Hamiltoniano es invariante ante la transformacién de semejanza:

—~

Y finalmente se llega al resultado:
A(0rlp®) = E.(Olp®);  (3.7)

Esta expresion indica que el estado transformado por Oy sigue perteneciendo al subespacio
caracterizado por la energia E,, y por ende puede ser expresado como una combinacion lineal de la
base de funciones degeneradas de dicho subespacio:

Ol >—ZD,1(R) Y

Esto es, las soluciones de la ecuacién de Schrodinger para estados estacionarios también forman
una base de subespacios invariantes ante la accion de los operadores de simetria del sistema [7, 8,
10]. Los coeficientes D;;(R) son elementos de matriz, y el conjunto de matrices D(R) forma una
representacién del grupo, como se demuestra a continuacién [7]. Sean R; y R, transformaciones de
simetria del sistema. Actuando primero con R; y posteriormente con R, (0 bien, con el elemento
R,R,) sobre un estado estacionario del Hamiltoniano:

0R2R1|1/qu> = ORZORJU)?)i (3.9a)

ZDM(RZRM ) = O, Z (R[S | 5 (39D)
Ja Ja

> DuRROIBE = D DRy (Op, [95)) 5 (39¢)
k=1 j=1

Ja Ja Ja
> DRI = > Du(R) | Y DRI WY | 5 (394)
k=1 j=1 k=1

da da

Ja
> DReRDIEE = | Y DgRID(RY | [9f) 5 (3:9€)
k=1 j=1

k=1
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Donde se hizo uso de la linealidad de los operadores de simetria. Con esto se demuestra que la
correspondencia entre los elementos del grupo R y las matrices D(R) es un homomorfismo, ya que
preservan la estructura del grupo [7]:

D(RzR,) = D(R3) - D(Ry); (3.10)

Y por lo tanto el conjunto de matrices D(R) forma una representacion del grupo de simetria del
sistema. Adicionalmente se ha encontrado que, si se estd trabajando con el verdadero grupo de
simetria de un sistema fisico (el conjunto maximal de operadores de conmutan con el
Hamiltoniano), la representacion D(R) corresponde a una representacion irreducible del grupo. Esto
es encapsulado por el teorema de Wigner, que precisamente establece que las soluciones de la
ecuacion de Schrodinger para estados estacionarios son base de representaciones irreducibles del
grupo de simetria del sistema [7].

Este resultado es de gran relevancia, y se puede interpretar desde dos puntos de vista
complementarios. Por una parte, quiere decir que los niveles de energia estan relacionados con
representaciones irreducibles del grupo. Esto es, al resolver la ecuacion de Schrodinger
independiente del tiempo, se estd obteniendo no solo una base de funciones propias etiquetadas por
su energia E,, sino también una base adaptada por simetria, en donde cada conjunto de funciones
degeneradas es base de una representacion irreducible del grupo (), de dimension g, = ny,. En
otras palabras, el Hamiltoniano actla esencialmente como un operador de proyeccion. Una forma
equivalente de interpretar este resultado, es notar que implica que las representaciones irreducibles
del grupo de simetria de un sistema fisico no solo definen subespacios invariantes ante la accién de
los elementos del grupo, sino también ante la accion del Hamiltoniano [7]. Esta observacion permite
reconocer la utilidad de trabajar con una base adaptada por simetria antes de diagonalizar el
Hamiltoniano, ya que necesariamente lo va a descomponer en una matriz diagonalizada en bloques,
en donde cada bloque define un subespacio invariante que se transforma de acuerdo con alguna
representacién irreducible del grupo [10]. A continuacion se discuten los aspectos generales
referentes a la proyeccién por simetria.

Una base arbitraria de funciones {|¢;); i = 1, ...,n} que genera un subespacio invariante (£,,) ante
las operaciones del grupo de simetria se va a transformar de acuerdo con una representacion del
grupo, que por lo general sera reducible:

Oslg) = ) AT O®g)); (3D
i=1

El hecho de que la representacion generada es reducible implica que el subespacio £,, se puede
descomponer en una suma directa de subespacios invariantes £, de dimension n, <n que se

transformen de acuerdo con representaciones irreducibles del grupo [7]:

K|

L, = Zea aLy; (3.12)
u
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Donde a,, es el coeficiente de multiplicidad de la u-ésima representacion irreducible, y se obtienen

a partir de los caracteres de la representacion reducible. Esto asimismo quiere decir que existe un
cambio de base (una transformacién de semejanza) tal que las matrices de la representacion
reducible generada por la base original de funciones se puedan expresar como la suma directa de
matrices pertenecientes a las representaciones irreducibles que componen el espacio (esto es, que

diagonalicen a las matrices AT¢9 (R) en bloques correspondientes a irreps) [7, 40]:

K|

STIACed (RS = Zea a, DW(R); (3.13a)
u

IK|
Kilx 1Y ; 3.13b
au = |G|Z| e (3.13b)

Donde |G| es el orden del grupo G, |K| es el nimero total de clases de conjugacion, |K;| es la
cantidad de elementos contenidos por la i-ésima clase de conjugacion, X{” es el complejo
conjugado del caracter asociado a la i-ésima clase de conjugacion en la p-ésima representacion
irreducible, y X(md) es el caracter asociado a la i-ésima clase de conjugacion en la representacién
reducible de dimension n. S es precisamente la matriz de cambio de base que proyecta sobre

representaciones irreducibles, produciendo una base adaptada por simetria [7]:

n
| 0) = Squles)s Ga8)

=1

Donde q =1,..,a, es el indice de multiplicidad de la representacion. La nueva base porta
representaciones irreducibles del grupo:
Ny
O | q<p(")> ZD(“) (R) | q<p(“)> . VREG (3.15)

j=1

Adicionalmente, del teorema de gran ortogonalidad se puede demostrar que el producto interno
entre funciones que portan representaciones irreducibles satisface la siguiente relacion [7, 39]:

My
< u)|(p(v)>__5w6ij < (u)|(p(u)>’ (3.16)
"t k=1

Lo cual quiere decir que una base de funciones adaptadas por simetria es ortogonal con respecto a la
representacion y el componente de la representacion, y en el caso en que la representacion y el
componente sea el mismo, el resultado es independiente del componente.
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Ahora, analicemos las consecuencias de trabajar con una base adaptada por simetria para la
descripcidn de un sistema fisico. La correspondiente representacién matricial del Hamiltoniano va a
estar dada por los elementos de matriz [7]:

HQHi.q’Vj = < q¢§u)|ﬁq/¢}V)>; (317)

Pero por definicion, el Hamiltoniano siempre va a portar la representacion totalmente simétrica de

su grupo de simetria. Entonces, la funcion ﬁq,<p](.v) aun debe portar la v—ésima representacion

irreducible, y por tanto:

ny

. 1 _
< Q"’i(m|H q"p;('v)> = 0wy Z < q<p,§“)|H w‘l’ﬁm)i (3.18)
" k=1

Este resultado corrobora el hecho mencionado previamente: la representacién matricial del
Hamiltoniano con respecto a una base adaptada por simetria va a ser diagonal en bloques, donde
cada bloque representa interacciones entre estados que portan la misma representacion irreducible.
Como consecuencia, la diagonalizacion del Hamiltoniano en una base simetrizada siempre va a ser
mucho mas eficiente que en una base arbitraria, ya que el problema se reduce a la diagonalizacién
sucesiva de matrices de dimension mucho mas pequefia; esta es una de las ventajas técnicas mas
valiosas de proyectar por simetria.

Ahora bien, el problema consiste en encontrar la matriz de cambio de base S. Existen diferentes
métodos desarrollados con este fin, de los cuales probablemente el mas conocido es el basado en
operadores de proyeccion [10, 40]. Como el nombre lo indica, este método consiste en construir
operadores que proyectan una base arbitraria sobre representaciones irreducibles del grupo de
simetria (también es posible proyectar sobre representaciones de subgrupos, para distinguir las
componentes de representaciones degeneradas). Este método conlleva la desventaja de que suele ser
sumamente laborioso, ya que se necesitan aplicar todos los operadores de proyeccién sobre todos
los elementos de la base original para obtener la base simetrizada, ademas de que los operadores
involucran una suma sobre todos los elementos del grupo, lo cual para grupos de orden superior
implica una gran cantidad de trabajo [7]. En este proyecto se trabajé con el método de funciones
propias para adaptar por simetria [7, 33, 34]. Ademas de ser considerablemente més eficiente, ya
gue Unicamente involucra la diagonalizacion de una matriz, este método tiene la caracteristica de
hacer explicita la conexion entre la teoria de representaciones de grupos y el concepto de nimero
cuantico [33].

3.2. Método de funciones propias para adaptar por simetria

3.2.1. Fundamentos: Conjunto completo de operadores que conmutan,
operadores de clase y nimeros cuanticos

La solucién de la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo nos provee de funciones
propias que estan etiquetadas por un nimero cuantico, cuyo valor dicta la energia de los estados
estacionarios y, como se ha demostrado previamente, los niveles de energia también estan
naturalmente etiquetados por representaciones irreducibles del grupo de simetria del sistema. No
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obstante, la diagonalizacion del Hamiltoniano en una base arbitraria no permite distinguir de forma
univoca los estados de sistemas que presentan degeneracion. Un esquema adecuado para etiquetar
todos los estados de un sistema con buenos nlmeros cuanticos no solo representa una conveniencia
practica (por el motivo que se detallé en la seccion previa) sino una gran ventaja conceptual, sobre
todo al realizar la descripcion espectroscdpica, en la deduccién de reglas de seleccion [10].

El estudio de la simetria en sistemas fisicos es precisamente el contexto natural en el que emerge el
concepto de nimero cuantico. Esto se manifiesta explicitamente en el teorema de Noether que, de
forma general, establece que una transformacion de simetria sobre las ecuaciones de Euler-
Lagrange implica la existencia de una cantidad conservada (constante de movimiento) en el sistema
de estudio, lo cual en mecanica cuéntica corresponde a un nimero cuantico [33]. A través del
estudio sistematico de la simetria, es posible identificar un conjunto de buenos nimeros cuanticos
que distinguen a todos los estados de un sistema. Este proceso es claro para el caso de simetrias
continuas, en donde la identificacion de los operadores invariantes (también conocidos como
operadores de Casimir) del grupo y una cadena de subgrupos de simetria del sistema fisico conduce
a la formacion de un conjunto completo de operadores que conmutan (CCOC) que incluye al
Hamiltoniano. La diagonalizacion simultanea del CCOC es posible, y el espectro de los operadores
en el conjunto corresponde a los nimeros cuanticos [41].

Para sistemas que presentan simetrias discretas (como es el caso de sistemas moleculares), la
identificacion del CCOC y sus correspondientes nimeros cuanticos no es obvia, ya que el concepto
de operadores invariantes en grupos continuos no tiene un paralelo evidente para grupos discretos
[33]. Puesto que conmutan con el Hamiltoniano, se podria suponer que los propios operadores de
simetria son buenos candidatos para formar el CCOC del sistema, pero en general las operaciones
de simetria del grupo no conmutan entre si, a menos de que el grupo sea abeliano:

|0k, Or,| # 0; (3.19)

Para encontrar un conjunto de operadores que conmuten entre si, es necesario considerar la
estructura de clases del grupo. Dos elementos de un grupo (R; R;) son conjugados si estan

conectados a través de (al menos) un elemento del grupo (Ry) de la siguiente manera [7]:
R; = Ry RiR ™% (3.20)

Una clase de conjugacion (K,,) contiene elementos de G que son conjugados entre si. Una clase K,
a la que pertenece el elemento Rj(”) se construye al formar todos los posibles productos con la
forma general de (3.20) sobre el elemento R;®”:

K, = {R R PR, | Ry € G}; (3.21)

Un operador de clase se define de la siguiente manera [33]:
Ry= ) O (322)

De lo anterior resulta claro que los operadores de clase conmutan con cualquier elemento del grupo:
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A o~ A -1 ~ PN ~ A A~ —~
Or Ky0r, =K,= Og K, =K,0g, = [0g, Ky| =0, VR, €EG; (3.23)

De esto se sigue que los operadores de clase también conmutan entre si y, por la definicion de una
operacién de simetria, esta dado que también conmutan con el Hamiltoniano [33]:

K, K] =0, Vp.q; (3.24)

[k, H] =0, VK, (3.25)

Esta propiedad de los operadores de clase los convierte inmediatamente en los candidatos ideales
para formar el CCOC de un sistema discreto. Al considerar su accion sobre un espacio vectorial en
particular £,;, se puede construir la representacion matricial del Hamiltoniano y los operadores de
clase, con respecto a alguna base ortonormal del espacio {|¢;);i =1,...,n}, con elementos de
matriz:

Hij = (oi|H|p;); (3.26)
Kp,ij = (@il Kp|o;); (3.27)

Puesto que todas las matrices resultantes conmutan entre si, se pueden diagonalizar de forma
simultanea, produciendo una nueva base de vectores propios de todo el conjunto de operadores:

—~ alq,..,A alq,.,A —~ alq,..,A adq,..,A
AL, ) = B ), Ry [ = 2 ) 328

Donde 4, es el valor propio del operador de clase I?p. Puesto que en un grupo existen tantas
representaciones irreducibles como clases de conjugacién, cada conjunto {/11, ...,/1|K|} de valores
propios va a corresponder a una representacion irreducible en particular (1), y por lo tanto se
pueden designar como {/1‘1‘ ...,/’l‘|‘K|} [33]. El subindice I en la base de funciones propias de los

operadores de clase considera la posibilidad de degeneracion, ante la existencia de representaciones
irreducibles degeneradas. Para tener un etiquetado completo de los estados, que distinga los
componentes de representaciones degeneradas, es necesario recurrir a los operadores de clase de un
subgrupo H < G. Los operadores de clase de H, {El, ...,I?|k|}, naturalmente van a satisfacer las
mismas propiedades que los operadores de clase de G, y debido a la propiedad (3.23), también van a
satisfacer [33]:

[Ky, ki] =0, vi,p; (3.29)

Lo cual implica que se pueden diagonalizar a la vez que los operadores de clase de G. Construyendo
la representacion matricial de los operadores k; y diagonalizandolos, se obtiene una base de
funciones, que son funciones propias de los operadores de clase de G y de H, asi como del
Hamiltoniano:

Gl

u Iz u Iz
~ | a,ll,...,/llKl a,ll,...,A|K|>
)

TR}
R )= 2|w ) =
PUPAY, A Pl 7AY, A L

booau
a,A] ""'AIKI
A Al ¢

lp)t‘{,...,arkl

; (3.30)
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Donde v etiqueta las representaciones irreducibles del subgrupo. La eleccion del subgrupo no es
arbitraria, ya que se necesita garantizar que los valores propios asociados con los operadores de
clase del subgrupo efectivamente distingan entre los componentes de representaciones irreducibles
degeneradas. Esto se logra escogiendo un subgrupo que forme una cadena candnica con el grupo de
simetria. Una cadena canonica es aquella en la que al realizar la descomposicién de las
representaciones subducidas de G en el subgrupo H (simbolizadas como G | #, donde u es una

irrep de @), los coeficientes de multiplicidad de las representaciones irreducibles de ' (nicamente
son 001 [7]. Esto es:

Ikl
Ko LA = Zea by VH; bl <1; (3.31)
v

Donde v etiqueta representaciones irreducibles de . Los nuevos conjuntos de valores propios
corresponden a componentes especificos de representaciones irreducibles del grupo G, y por lo
tanto se tiene un esquema completo para etiquetar los estados del sistema. Adicionalmente, existe
una relacién directa entre los valores propios de los operadores de clase y los caracteres de las
representaciones irreducibles del grupo, como se muestra a continuacion. La representacién
matricial de un operador de clase actuando sobre un subespacio invariante caracterizado por una
representacion irreducible (u) esta dada por:

DW(K,) = Z DW(R)); (3.32)

Ri€Kp

Este resultado es una consecuencia directa de la definicién de operador de clase (3.22). Puesto que
los operadores de clase conmutan con todos los elementos del grupo (3.23), esto también se
satisface para su representacion matricial:

[DW(K,),DP(R)] =0; VREG (3.33)

De acuerdo con el Lema Il de Schur (que es un resultado fundamental de la teoria de
representaciones de grupos) [7, 39], cualquier matriz que satisfaga esta propiedad es necesariamente
cero o proporcional a la identidad. Efectivamente, se puede demostrar que [42]:

K,|xh
D®W(K,) _| T”ll L 1; (3.34)
u

Y por lo tanto se puede inmediatamente realizar la identificacion con los valores propios del
operador de clase:

u
AM — |KP|XP .

p=— (3.35)

i

Retomando la analogia con el CCOC de grupos de transformaciones continuas, vale la pena analizar
de forma més profunda el significado de los valores propios de los operadores de clase (y de los
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caracteres de representaciones irreducibles). Para esto, considerar la evolucién temporal del valor
esperado de un operador en un determinado estado |y):

d N i ~ . 0 .

o lAly) = A Allw) + (v -Alw) 336)

Sustituyendo [) por la base de funciones propias de los operadores de clase, y A por H, I?p, k;, se
obtienen los siguientes resultados:

d d d

—E, =0, — M =—yt=0,
dt ¢ FTa B TR
d v d v .
aﬂi = a){i =0 , P = 1, ey |K| , L= 1, ey |k|, (3.37)

Al ser independientes del tiempo, los valores propios de los operadores de clase, y por ende los
caracteres de las representaciones irreducibles del grupo, son nimeros cuanticos [33]. En este
sentido, el Hamiltoniano y los operadores de clase de G yH forman un conjunto completo de
operadores que conmutan, cuyo espectro corresponde a buenos nimeros cuanticos del sistema.
Ademas de tener gran profundidad conceptual, este resultado sugiere un método eficiente para
generar una base adaptada por simetria antes de la diagonalizacion del Hamiltoniano, para explotar
las ventajas practicas que conlleva trabajar con una base simetrizada.

3.2.2. Metodologia

En la practica, no es necesario diagonalizar todos los operadores de clase de G y I para generar una
base de funciones adaptadas por simetria. Basta con encontrar una combinacion lineal de
operadores de clase cuya diagonalizacion genere valores propios que distingan las representaciones
irreducibles [33]. Por lo general, la cantidad de operadores de clase requeridos para lograr esto es
menor que la cantidad total de clases en el grupo, y usualmente las clases requeridas son aquellas
gue contienen a los generadores. Los valores propios de los operadores de clase se conocen sin
tener que llevar a cabo ningin calculo, simplemente conociendo los caracteres de las
representaciones, a través de la relacion (3.35). EI operador que resulta de dicha combinacidn lineal
de clases es conocido como el CCOC-I (C)) [7].

IX|

¢ = Z a,K,;  (338)

p=1

Para etiquetar componentes de representaciones degeneradas con las clases de un subgrupo, en
primer lugar se debe encontrar el operador €, del subgrupo (el operador cuyos valores propios
distingan las representaciones irreducibles del subgrupo), y aplica el mismo principio: Unicamente
se requiere una combinacion lineal de un subconjunto de los operadores de clase. Finalmente, una
combinacion lineal apropiada de los operadores C; del grupo y del subgrupo va a presentar valores
propios que distingan tanto a las representaciones irreducibles como a sus componentes; el operador
resultante es conocido como CCOC-II (C;;) [7].

Cip = ali(G) + BC,(3) ; (3.39)
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La diagonalizacion de Cj; en el espacio de interés va a generar una base adaptada por simetria.
Como se puede notar, este método presenta la ventaja adicional de que es practicamente
independiente del espacio en el que se pretende trabajar (Unicamente es de relevancia al final para
construir y diagonalizar la representacion matricial de C;;), lo cual le otorga mucha generalidad,
porque el operador C;; de un grupo puntual es capaz de proyectar cualquier espacio. A continuacion
se presenta de forma esquematica el procedimiento completo [33]:

1. A partir de la tabla de caracteres del grupo G, generar una tabla de los valores propios de los
operadores de clase (AZ).

2. Empleando la tabla generada en el paso anterior, encontrar la combinacion lineal de operadores
de clase que resulte en valores propios diferentes para todas las representaciones irreducibles. Esta
combinacion lineal define al operador C;(G).

3. Encontrar un subgrupo de A, tal que la cadena £ < G sea canonica.
4. Llevar a cabo los pasos 1y 2 sobre el subgrupo, para encontrar el operador C;(H).

5. Construir una tabla con los valores propios de C;(G) y C,(3), para encontrar la combinacion
lineal cuyos valores propios sean diferentes para cada componente de todas las representaciones
irreducibles del grupo. Dicha combinacion lineal corresponde al operador C;;.

6. Por Gltimo, generar la representacion matricial de C;; en el espacio de interés y diagonalizarla.

3.3. Aplicacién al grupo puntual 0y,

A continuacién se ilustra el método de funciones propias, aplicandolo al grupo puntual O, y
posteriormente proyectando el espacio de interés para el presente trabajo, que son los grados de
libertad de tensién de moléculas con simetria octaédrica.

3.3.1. Construccion del CCOC-II

El grupo puntual O, es de orden |0,|=48, tiene diez clases de conjugacion, y por lo tanto diez
representaciones irreducibles. A continuacién se presenta la tabla de caracteres del grupo.

Tabla 3.1. Tabla de caracteres del grupo puntual Oy,. Las operaciones C, coinciden con los ejes de C4 (que
serdn considerados los ejes cartesianos x,y,z), mientras que los C,” se encuentran bisectando todos los &ngulos
formados por los ejes Cy.

O, K1 K Ks K, Ks Ke K7 Ksg Ko Ko
{E} {8Cs} | {3C} | {6C.} |{6C} |({i} {8S¢} | {3on} | {6Ss4 | {604}

Ay +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
Ay +1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1

E, +2 -1 +2 0 0 +2 -2 +2 0 0
Tig +3 0 -1 +1 -1 +3 0 -1 +1 -1
Ty +3 0 -1 -1 +1 +3 0 -1 -1 +1
Ay +1 +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1
Ay +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 +1

E, +2 -1 +2 0 0 -2 +1 -2 0 0
Tw +3 0 -1 +1 -1 -3 0 +1 -1 +1
Tou +3 0 -1 -1 +1 -3 0 +1 +1 -1




49

Para encontrar C;(0p,), es necesario conocer los valores propios de los operadores de clase. A partir
de la relacion (3.35), los valores propios se pueden conocer de forma inmediata. Asimismo, es
necesario encontrar la combinacion lineal de valores propios que distingan a todas las

representaciones irreducibles del grupo. Esta informacion esta recopilada en la siguiente tabla.

Tabla 3.2. Tabla de valores propios de los operadores de clase del grupo puntual Oy,.
On K, K, Ks K, Ks Ks K, Ksg Ko Ko
. Ks+5 K
K {E} - {8ng {3C2§ {6C4(}3~ {6Cz’é {i} - {856% {36% {68416*3 {66(%
] p—
Irrep() | A" A" A" At A" A" A A" A" Ayt p= a4 S
Ay 1 8 3 6 6 1 8 3 6 6 11
Axg 1 8 3 -6 -6 1 8 3 -6 -6 -1
E, 1 -4 3 0 0 1 -4 3 0 0 5
Tig 1 0 -1 2 -2 1 0 -1 2 -2 7
Toq 1 0 -1 -2 2 1 0 -1 -2 2 3
A 1 8 3 6 6 -1 -8 -3 -6 -6 1
Ag 1 8 3 -6 -6 -1 -8 -3 6 6 -11
E, 1 -4 3 0 0 -1 4 -3 0 0 -5
Ti 1 0 -1 2 -2 -1 0 1 -2 2 -3
Toy 1 0 -1 -2 2 -1 0 1 2 -2 -7

La altima columna de la Tabla 3.2 muestra una combinacion lineal de clases de conjugacion cuyo
valor propio es diferente para todas las representaciones irreducibles del grupo (las distingue). Por
lo general, se busca que los operadores de clase considerados contengan generadores del grupo, y
gue los coeficientes en la suma sean nimeros primos. Esto nos permite establecer una posible
combinacion lineal de operadores de clase para formar C,(05,) (la eleccion no es nica):
Cr(0p) =Ky +5Ks = Ca + C3, + Capy + C3, + Cop + C3, + 505 (3.40)

La diagonalizacion de este operador en cualquier espacio produciria una base cuyos elementos
portan representaciones irreducibles del grupo, pero no habria manera de distinguir las componentes
de representaciones degeneradas. Como se menciond previamente, para lograr esto es necesario
considerar un subgrupo de 0, que forme una cadena candnica. Analicemos la cadena:

Oh D DIZh 5 (341)

Donde el subgrupo D’,;, contiene como eje principal a uno de los ejes C, que coinciden con los ejes
cartesianos (digamos C,; ). Los otros dos ejes C, se encuentran en el plano x-y, pero bisectan los
ejes cartesianos (en la notacion del grupo Oy, fueron designados como C,’).

D = {E: Co(= Cyp), C'2(= C’z(x+y+)), C"z(= C', (x+y_));0h(= O'h(XY)):
" 0'y(= 04 (x*y*)), 0"y (= o4 (x*y 7)),

} ;0 (342)

El resto de los elementos presentes en el subgrupo se siguen de esta eleccidn de eje principal y la
orientacion de los ejes perpendiculares, considerando la estructura del grupo puntual D, (abeliano,
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de orden |D',;,| = 8). Para verificar que la cadena propuesta es candnica, es necesario realizar la
subduccion  H0, L D',,, y asegurarse de que los coeficientes de multiplicidad de las
representaciones irreducibles de D', en la reduccion de la subduccion sean 0 o 1. Asimismo, es
necesario encontrar C;(D’5;), para lo cual se debe seguir exactamente el mismo procedimiento que
se sigui6 para encontrar €;(0,). En este caso, se tiene la ventaja adicional de que, puesto que el
subgrupo es abeliano, la tabla de caracteres coincide exactamente con la tabla de valores propios de
los operadores de clase de D,

Tabla 3.3. Tabla de caracteres (y de valores propios) del subgrupo D’,;, asi como la subduccién “0, L D',

D'y ki (E) Ko (C2) | ks (€'5) | ka(C"3) | Ks(id) ke () | ky(a'y) | ke(a"',) Ko+2K3+5Ks
Irrep(v) | A5 = ¢ | M =x3 | M =xh | Mi=xh | M=% | Af=xt | A =x% | Ay=x4 | v=25+225+51
A, +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 8
Big +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 4
B,q +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 6
Bsg +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 2
Ay +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 -2
By, +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 -6
By +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 -4
By, +1 -1 -1 +1 -1 +1 +1 -1 -8
Irrep(p) Caracteres de la subduccion *0, L D'y, Reduccién
Agg +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 | = A,
Ay +1 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 | = By
E, +2 +2 0 0 +2 +2 0 0] =A,8 By
Ty +3 -1 -1 -1 +3 -1 -1 -1 | =By @D B,y @D Bgyg
Ty +3 -1 +1 +1 +3 -1 +1 +1 | = A D By, D By,
Auy +1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 -1 =A,
A +1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 | =By,
E, +2 +2 0 0 -2 -2 0 0| =A,6 By
Ty +3 -1 -1 -1 -3 +1 +1 +1 | =By @ B,, D By,
Toy +3 -1 +1 +1 -3 +1 -1 -1 =A@ B,, @ By,

En la reduccion de la subduccion de O, en D', (en la parte inferior de la Tabla 3.3), se puede
observar que no hay repeticion de representaciones, lo cual implica que la cadena es canonica, y
D', s un subgrupo adecuado para etiquetar las componentes de representaciones irreducibles
degeneradas de 0,,. Como se mencion0 anteriormente, puesto que D, €s un grupo abeliano todos
los elementos forman una clase de conjugacion por separado, y todas las irreps son
unidimensionales, lo cual implica que la tabla de caracteres también es la tabla de valores propios
de los operadores de clase. En la Gltima columna de la parte superior de la Tabla 3.3 se incluy6 una
combinacién lineal de operadores de clase de D’,, que produce valores propios que distinguen las
irreps, y por tanto es una combinacion adecuada para formar C,(D’5p,):

é[(DIZh) = EZ + 2E3 + SES = 622 + 2 CAlz(x+y+) + 52 ; (3.4‘3)

Habiendo identificado los operadores C; asociados al grupo de interés y a un subgrupo adecuado, se
necesita construir C;; a partir de una combinacion lineal de ambos. En Gltima instancia, el objetivo
es que los valores propios de C;; sean diferentes para todas las componentes de todas las
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representaciones irreducibles de 0. A continuacién se muestra la tabla de valores propios que va a
permitir encontrar la combinacion lineal adecuada:

Tabla 3.4. Tabla de valores propios de los operadores de clase de Oy, Y D’ ,p,.

o D'zp
Irrep 1} Irrep v E=pn+3v
Ayl 11 Al 8 35
Ay | -1 By | 4 11
Eq 5 Al 8 29
Eq 5 By | 4 17
Tiq 7 By | 4 19
qu 7 qu 6 25
qu 7 ng 2 13
Ty 3 Al 8 27
Ty 3 By | 6 21
Ty 3 Ba | 2 9
Ay 1 Al -2 -5
Ay | -11 By, | -6 -29
E,| -5 Al -2 -11
E,| -5 By, | -6 -23
T | -3 By, | -6 -21
T | -3 By, | -4 -15
T | -3 Bs, | -8 -27
T | -7 Al -2 -13
T | -7 By, | -4 -19
T | -7 Bs, | -8 -31

La combinacion de valores propios que se muestra en la Gltima columna de la Tabla 3.4 distingue
componentes de irreps en Oy,. Por lo tanto, una propuesta valida para Cj; es:

é” = é,(Oh) +3CI(D’2h) = E4-+51’(\6 +3]€2 +6E3 + 15 i(\5 ; (344a)
=Cax+ o+ Coy +C3, + Cyy + C3,+2004+3C,, +6C'5(xty") ;  (3.44D)

Habiendo encontrado el CCOC-II, se puede emplear para simetrizar cualquier base que genere un
subespacio de representacion de Oy, simplemente mediante la construccion de la representacion
matricial de C;; en ese espacio con respecto a la base original, y su posterior diagonalizacion. Los
vectores propios de €;; van a formar una base adaptada por simetria, y sus valores propios van a
designar de forma univoca la representacion irreducible que porta (y la componente). Este
procedimiento se ejemplifica a continuacion, con la proyeccion del subespacio de tensiones a partir
de una base de coordenadas internas.
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3.3.2. Proyeccién de los grados de libertad de tension de moléculas con
simetria octaédrica

Las coordenadas internas de tension de una molécula con simetria octaédrica forman una base
ortonormal que genera un subespacio de representacion de seis  dimensiones
M Ls =1{491, 92,93, 94,95, 96}, donde el
subindice s indica tensién. En la Figura 3.1 se
ilustra de forma diagramaética la manera en
gue se enumeraron las coordenadas. Puesto
/ gue la base es de coordenadas internas, no es
Ga necesario referir a ejes cartesianos, pero
resulta de utilidad hacerlo para el andlisis de
simetria, ya que las operaciones de simetria
Q2 fueron designadas refriéndose a ejes
cartesianos en el sistema.

qs Y

M
W

X

/ e e Con el método de funciones propias, no es
necesario  determinar a  priori  las
| representaciones irreducibles contenidas en el
Fig. 3.1. Coordenadas inte:nas de tension empleadas  €SPacio de representacion considerado, ya que
para la descripcion de moléculas octaédricas AXg los valores propios obtenidos de la
diagonalizacion de C;; van a proporcionar esa
informacion de manera inmediata. No obstante, se va a llevar a cabo la reduccién de la
representacion de las tensiones de manera convencional simplemente con propdsitos ilustrativos, y
como un método auxiliar para confirmar los resultados de la proyeccion. La reduccién de la
representacion se realiza obteniendo los caracteres de la representacién reducible de dimensién 6
del espacio de tensiones, y aplicando la ec. (3.13b) para obtener los coeficientes de multiplicidad de
las representaciones irreducibles.

Tabla 3.5. Caracteres y reduccién de la representacion de los modos de tension de moléculas con simetria 0y,

Oh Ky K, Ks K, Ky Ks K; Kg Ky Ko Reduccién
rCD (6 |0 |2 |2 [0 |0 |0 |4 |0 |2 |Ag@E® T

En este caso particular, se puede observar que no existe repeticion de representaciones en el
espacio, lo cual permite aplicar el método de funciones propias descrito anteriormente de forma
directa. Proyectar espacios con repeticion de representaciones es problematico, e involucra un
método mas elaborado en el que es necesario emplear el llamado grupo intrinseco. A partir de esta
informacion se conoce la descomposicion del espacio de representacién en subespacios invariantes,
caracterizados por las representaciones irreducibles obtenidas de la reduccion:

Ls = L(Alg) @ L(Eg) @ L(Tlu) ; (34561)

Puesto que ya se realizo la subduccion “0, | D’,, sabemos que la descomposicién se puede
extender a subespacios invariantes caracterizados por irreps de D',y de la siguiente manera:
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LS = L(Alg,Ag) @ L(Eg,Ag) @ L(Eg.B1g) @ L(TlurBlu) @ L(TlurBZu) @ L(TlurBSu) ; (3'451))

Para llevar a cabo la proyeccion por simetria, simplemente es necesario obtener la representacion
matricial de C;;, lo cual a su vez se logra mediante la construccion de las matrices asociadas a todas
las operaciones presentes en (3.44b), y sumando. Las matrices se pueden obtener esencialmente por
inspeccidn, al observar el efecto de cada operacion al aplicarla sobre la base. La matriz que resulta
del procedimiento descrito es:

c,,=(g ’j) . (3.46a)

2 7 1
A=<7 2 1) ; (3.46b)

115
23 1 1

B=<1 23 1) ; (3.460)
1 1 26

La diagonalizacion de C;; produce el siguiente conjunto de valores y vectores propios:

Tabla 3.6. Valores y vectores propios de la matriz Cy; en el espacio de tensiones.

Irrep E=p+3v | n v Vector propio
(A1, 44) |35 1|8 |[(1,1,1,111)
(E; Ag) 29 5 [8 [(1,-1,2-1,-1,2)
(E; Byy) 17 5 [4 [(1,10-110)
(Ty, B1) -21 -3 | -6 [(-1,-1,0,1,1,0)
(Tyw, B2w) -15 -3 |-4 ](,0,-1,0,0,1)
(Ty, B3 -27 -3 [-8 1(1,-1,0,-1,1,0)

Comparando los valores propios obtenidos con los de la Tabla 3.4, coinciden exactamente con las
representaciones irreducibles que se esperaban del analisis inicial en (3.45), lo cual confirma que la
proyeccién fue exitosa. Puesto que no hay repeticion de representaciones en el subespacio de
tensiones, se tiene la garantia de que la proyeccién por simetria preserva la ortogonalidad de la base.
Por lo tanto, normalizando los vectores propios de la Tabla 3.6 finalmente se obtiene la base
adaptada por simetria de los modos de tension {sr)}:

1
S(asgag) = g (G1+q+q3+q.+qs+4qs) ;5 (347a)

1 1
S(Egag) = 75 ("1 — 42+ 203 — 44— 45 + 2q6) , S(gyp, ) =5 (-q1 + 42— qa +qs5) 5 (3.47b)
1 1
S$(Tub) = 5 (—q1— 92+ q4 + q5), S(TyuBaw) = ﬁ(_% + q6),

1
Stryubn) =3 @1 =42 =qa+qs) ;5 (347¢)
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Los modos que se obtienen de la diagonalizacion estan en principio indeterminados por una fase. La
fase de los que se presentan se fij6 imponiendo que existiera consistencia en los signos de los
elementos de matriz de las representaciones degeneradas.

3.4. La proyeccion de un espacio de producto directo
3.4.1. Representaciones de un producto directo y coeficientes de acoplamiento

La motivacion para estudiar las representaciones de un producto directo en el contexto de la
descripcion espectroscopica de sistemas moleculares y de la mecénica cuéntica en general, se deriva
de la necesidad de conocer las propiedades de simetria de los productos entre funciones que
pertenecen a espacios de representacion de grupos [8, 10].

Antes de profundizar en el concepto de las representaciones de un producto directo, es necesario un
predmbulo sobre el producto directo entre grupos. Sean (G;,*) y (G,,°) dos grupos cuyas leyes de
composicion, designadas como * y ° respectivamente, pueden ser en general diferentes. El producto
directo G; ® G, corresponde al conjunto de todas las parejas ordenadas del tipo (g1, g2) [39]:

G1 ® Gy, ={(91,92)1 91 € G1, 92 € Gp} ; (3.48)

La composicién entre elementos del producto directo se define como:
(91,92)(@'1,9"2) = (91 * 9'1:9209'2) ; (349)

Partiendo de esta definicion, se puede demostrar que los elementos del producto directo satisfacen
las propiedades de grupo.

Habiendo definido brevemente el producto directo entre grupos, podemos considerar dos conjuntos
de funciones, {|Y¥1), ..., [¥)} Y {l@1), ..., |@m)}, que son base de espacios de representacion £,, y
L,, de los grupos G; y G, respectivamente. Cuando G; # G, (lo cual implica que sus espacios de
representacion son ajenos), los productos |¥;) ® |goj) van a ser base de un nuevo espacio de
dimension nm, que serd un espacio de representacién del grupo G; & G,. Si las bases portan
representaciones irreducibles de los grupos, los productos de las funciones base van a portar
representaciones irreducibles del grupo G; & G,. No obstante, existe un caso particular que resulta
ser fundamentalmente diferente: cuando £, y £,, son espacios de representacién del mismo grupo
(G, = G, = G) y sus funciones actlan sobre conjuntos de coordenadas que no son independientes.
En este caso, los productos |¢;) ® |(pj) van a generar un espacio que sigue siendo un espacio de
representaciéon de G, pero incluso si las bases originales portan representaciones irreducibles del
grupo, los productos resultantes van a portar una representacion que en general serd reducible [7].

Para la descripcion espectroscopica total de sistemas moleculares, el caso G, # G, es de gran
relevancia ya que, como una primera aproximacion, se puede considerar que el grupo de simetria
total de una molécula se obtiene del producto directo entre los grupos de simetria de los diferentes
grados de libertad moleculares (traslacionales, rotacionales, vibracionales y electrénicos), que
generan espacios de representacion ajenos porque actlan sobre conjuntos de coordenadas diferentes
[9]. No obstante, en lo que concierne al estudio de la espectroscopia vibracional pura, resulta de
interés conocer la simetria de productos de funciones que actlan sobre el mismo conjunto de



55

coordenadas y pertenecen a espacios de representacion del mismo grupo [7, 39], y por lo tanto es el
caso que se presenta con mayor detalle a continuacion.

Sean {lzp(“)>, |1/J(")>} {|<p(v)>,...,|<p,(l?>} funciones base que portan la u-ésima y v-ésima

representacién irreducible del grupo G, respectivamente. Al tomar el producto directo de ambos
conjuntos de funciones, se obtiene un conjunto de n,n, posibles productos. Considerar la accion de

un operador de simetria del grupo sobre alguno de los productos resultantes:
Donde se puede observar que la accion de un operador sobre el producto de funciones es

equivalente al producto de las funciones tras haber sido transformadas por el operador [7]. Puesto
gue ambas funciones portan representaciones irreducibles, se tiene:

|¢(#)>®0 |(p<v>> ZD(u)(R)|¢(u)> ZD(v)(R)| (v)> . (351a)

iiD(m(R)DM(R) [|¢(“)>® |<pfgv)>] ; (3.51b)
a=1f=1

Este resultado indica que el conjunto de productos [|1,b(“)> ® |<p(”)>] es base de una representacion

de G, conocida como la representacién del producto directo 4 @ v. Los elementos de la matriz de
representacion 4 ® v asociada con el elemento R estan dados por:

AR = DY (RIDIP(R) 5 (3.52)

De donde se puede deducir que la matriz en su totalidad se obtiene del producto de Kronecker entre
las matrices D® (R) y D™ (R) [8]:

AWE(R) =DW(R)® DM (R) ; (3.53)

La traza de la matriz A®*®Y)(R) se obtiene fijando i = a,j = f y sumando sobre a, B:

Zx Ai’}?ﬁ)(R):Za D (R)DSY (R) = ZD(”)(R)ZD(V)(R) ; (354)

De donde se puede concluir que los caracteres de la representacion u ® v estdn dados por el
producto de los caracteres de u y v [8]:

xHEIR) = xyPRYMR) 5 (3.55)

La representacién u @ v en general va a ser reducible. Esto no se va a demostrar de forma explicita,
pero se puede corroborar si se considera lo siguiente: suponiendo que u @ v efectivamente es
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irreducible, se sigue del teorema de gran ortogonalidad que la siguiente relacién siempre tendria que
ser cierta:

DX R EEIR) = N 4 RO RFO RAOR =16] 5 (3.56)
REG REG

No obstante, esta relacion no es necesariamente cierta, y se pueden encontrar contraejemplos con
facilidad. Adicionalmente, se puede argumentar simplemente en términos de las dimensiones de la
representacién generada. En un determinado grupo, siempre va a existir una, 0 un conjunto de
representaciones irreducibles, que tienen la dimension mas grande de todas las irreps en G. El
producto directo entre dos representaciones de la mayor dimensionalidad en G necesariamente va a
generar una representacion de dimensionalidad mayor que la maxima en G, y por ende debe ser
reducible. Al ser reducible, existe una transformacién de semejanza que reduce a u Qv vy
descompone al espacio de dimension n,n, en subespacios invariantes caracterizados por

representaciones irreducibles:

IK|
C1AESY(R)C = Zea arDO(R) ; (3.57)
r=1

IX|

Loy = Zea arLr ; (3.58)
r=1

De forma completamente equivalente a como se discutié en las secciones anteriores, la matriz C
define el cambio de base que proyecta sobre representaciones irreducibles de G, con la salvedad de
que en esta ocasion los elementos del espacio corresponden a productos de las funciones base
originalmente consideradas:

nyny

[0} = 2, clfay (W)@ lo)] @59
i=1,j=1

Los coeficientes C*®Y)  reciben el nombre de coeficientes de acoplamiento [7], y pueden ser

ij,qTy
obtenidos con cualquier método de proyeccion por simetria, incluyendo el método de funciones
propias. Nuevamente, el procedimiento consiste en diagonalizar la representacion matricial del
operador C;;, pero esta vez en el espacio de productos de funciones. A continuacion se presenta la
forma general de C;; con respecto a una base de productos. Recordando que Cj; consiste en una
combinacion lineal de operadores de clase, que a su vez consisten en la suma de los operadores de

los elementos de la clase:

IX| K]

é][ = z (Zp kp = Z ap Z OR ; (360)

p=1 p=1 REKp

Aplicado a uno de los productos:
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K|

Cullp) @ |of”)] = Z > o[p®)ele)] ; Gota

REKp

K|

:Z Z O |‘/’(m>®0 |<ﬂ(”)> ; (3.61b)

p=1  REKp

K| Mu ny

:Z Z zZD(”)(R)D(V)(R)HED(M)@|‘P/(3v)>] . (3.610)

p=1 REKp \a=1p=1

Tomando el producto interno con [<1,bs(”)| ® <<pt(")

], considerando que las bases originales son

ortonormales, se obtiene una expresion general para los elementos de matriz de C;; en el espacio de
productos:

K| Mu ny

Cseij = ) @ ). ZZD(“)(R)D“)(R)( Pl elos?)) 5 G620)

p=1 REK, \a=1 =1

K| Ty ny

=z Z ZZD(”)(R)D(V)(R)65a6tB ; (3.62b)

p=1 REKpy \a=1p=1

IX|

=Z ZD(”)(R)D(V)(R) ; (3.620)

p=1 REKp

De esta forma, conociendo las matrices de las representaciones irreducibles en el espacio de las
funciones originales, la representacion matricial de C,;; se puede obtener sencillamente a través de
(3.62¢) [7]. A continuacion se presenta esta metodologia aplicada a la proyeccion del producto de
las coordenadas adaptadas por simetria de los grados de libertad de tension en moléculas con
simetria octaédrica, que se obtuvieron en la seccion 3.3.

3.4.2. Aplicacién a la obtencién de los coeficientes de acoplamiento del
producto de las coordenadas simetrizadas de tension, de moléculas con

simetria octaédrica (s, ® sry)

Un Hamiltoniano vibracional a orden cero Unicamente incluye términos de orden cuadratico en
coordenadas y momentos. Por la definicion de una operacion de simetria (3.5), el Hamiltoniano del
sistema siempre debe portar la representacion totalmente simétrica del grupo, lo cual implica que
cada uno de los sumandos en H asimismo debe pertenecer a la representacion totalmente simétrica.
Habiendo generado coordenadas internas adaptadas por simetria para los modos de tension en
moléculas con simetria octaédrica, nos interesa saber qué productos directos de representaciones
dentro del grupo Oy contienen en su reduccion a la representacion Ay, para posteriormente
proyectar la base de esos productos y obtener la forma de los términos cuadraticos en las
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coordenadas que se acoplan a la representacién totalmente simétrica. De (3.45) se sabe que las
Unicas representaciones irreducibles contenidas en el subespacio de tensiones son Ay, Eq Y Tay.
Comenzaremos por tomar el producto de estas representaciones, y reduciendo de forma
convencional, para observar qué productos de irreps contienen a Ayg:

Tabla 3.7. Caracteres asociados a las representaciones del producto directo, y su reduccion.

Producto Ki K | Ky | Ky |Ks | Kg | Ky | Kg | Kg | Kyg | Reduccion
Ag @Ay | 1| 1| 1| 1| 1] 1| 1] 1] 1 1 Ay
Ay ®E | 2| 1| 2| o] o] 2] 2| 2] o 0 E,
A1y QTqy 3 0| -1 1] -1] -3 0 1] -1 1 T1y
E;QE;| 4| 1| 4| 0| 0| 4| 4| 4] 0 0 A1, DA DE,
E; QTqy 6 0] -2 0 0| -6 0 2 0 0 T1,®D T3y
Ty ® T1y 9 0 1 1 1 9 0 1 1 1| Ay E;DT,DTyy

Como se puede observar, los Unicos productos de representaciones que contienen a la totalmente
simeétrica son A;g ® Ay, Eg ® Eg Y T1y, @ Tyy. Esto se puede anticipar de manera general, si se
toma en cuenta el hecho de que los Unicos productos de representaciones irreducibles dentro de un
grupo que contienen a su representacion totalmente simétrica, son los productos de representaciones
irreducibles consigo mismas. Esto se puede demostrar para grupos cuyas representaciones
irreducibles Unicamente tienen caracteres reales, de forma relativamente sencilla. Considerar el
coeficiente de multiplicidad de la representacion totalmente simétrica A; en el producto directo de
dos representaciones irreducibles u @ v de un grupo G:

1
as, == ) XU RZEEIR) (363
| |REG

Considerando que el caracter de la representacion totalmente simétrica es la unidad para todo
elemento del grupo, y haciendo uso de (3.55), se tiene:

1
as, == > A PRZOR) 5 (364)
|G| ReG

Bajo la consideracion de que todos los caracteres de G sean reales, se puede hacer uso del teorema
de gran ortogonalidad para llegar al resultado final:

1
an, = m(|G|6W) =6, ; (3.65)

Como el producto [S(Alg) ® S(Alg)] sigue generando un espacio de representacién unidimensional,
se puede establecer de forma inmediata que el producto porta la representacion totalmente
simétrica:

Alg

[S(Alg) ® S(Alg)]Ag = SEAlgAg) ; (366)
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Donde [S(Il) ® S(V)]]r/ es el producto que se acopla a la irrep T', con componente y. Para obtener la
proyeccion de los productos de las representaciones irreducibles degeneradas, es necesario realizar
el procedimiento descrito anteriormente, para eventualmente obtener C,, y diagonalizar.
Empezando con E; & E,4, debemos obtener las matrices de la representacion D(Ey)(R) para todas
las operaciones (R) presentes en C;; (3.44b). Esto se logra con la forma de las coordenadas S(g,) &N

términos de las coordenadas internas (3.47b), aplicando las operaciones de simetria sobre las
coordenadas, y tomando producto directo para obtener elementos de las matrices de representacion.
A continuacion se muestran los resultados:

Tabla 3.8. Matrices de la representacion irreducible Egq

Re 0O, DEI(R) Re 0, DEI(R) R € 0, DEI(R)

Cix -1/, \/g/z Ciy -1, ‘\/g/z i ((1) (1))
B, Yy 3, Y,

Cix -1 @/2 Cos ((1) —01) Cax ((1) (1))
B, Y,

Co | [y, 3\ Ci ¢ ey | (2 0)
_\/§/2 1,

A partir de estas matrices, usando (3.62c), la representacion matricial de C, en el espacio de
productos [S(Eg) ® S(Eg)] se puede construir de forma relativamente sencilla y diagonalizar. Al

construir la matriz es necesario asociar productos de componentes de E4 con nimeros de 1 a 4, para
identificar los subindices, en este caso la asociacion fue: Ag Ay = 1, AgB1g=2 Big Ay = 3,B1g Big=
4. Tras construir y diagonalizar la matriz C,,, se obtuvo la siguiente base de productos simetrizados
COMO Vvectores propios:

Tabla 3.9. Base de productos adaptada por simetria para [S(Eg) ® S(Eg)]

& 1] v | Simetria Vector Propio Coef. de acoplamiento
3% |11 |8 A1g 1/, 2 1 1
[S(Eg) ® S(Eg)]zg \/15 <S(EgAg) + S(EgBlg)> <\/§1‘ 0,0, \/§1>
29 5 8 [S g 2 2
(5g) © S(Eg)]A f(S(E Byy) ~ S(5ea )) (——' 0'0'—>
g 2 gP1g 949 \/z \/7
17 |5 4 Eg 1 1 1
[S(Eg) ® S(Eg)]Blg E(S(Eg,qg)s(ggglg) + S(EgBlg)S(EgAg)) (Oﬁﬁ 0)
11 | -1 | 4 A2g 1 1 1
[S(Eg) ® S(Eg)]Blg 2 (5 (EgB1g)>(EgAg) — S(EgAg)S(EgBlg)) (0' NN 0)

Un procedimiento completamente analogo se puede realizar para [S(Tlu) ® S(Tlu)]' A continuacion
se presentan las matrices de la representacion irreducible:




Tabla 3.10. Matrices de la representacidn irreducible T4,
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R DT (R) R DT (R) R € 0, DT (R)
th th
A 1 _1 _1 A3 1 _1 1 7 — 0 0
Cax /1/2 /\/E 1 /2\ Cay /1 /2 /\/7 1/2 \ i (Ol o 0)
k/ﬁ 0 /\/Z) k/ﬁ 0 _/\/f/ 0 0 -1
_1/2 _1/\/5 1/2 1/2 1/\/5 1/2
Gl e T RIS [ G0
1 1
— /\/f 0 — /\/f 1 0 O 0 0 -1
_1/2 1/\/7 1/2
C4y 1/2 1/\/5 1/2 C432 (8 (1) é) Clz(x+y+) <(1) _01 g)
_1/ﬁ 0 1/ﬁ -1 .0 0 0 0 1
1, —1/\5 1,

Nuevamente, se puede construir la matriz C,; y diagonalizar. El etiquetado de los productos de
componentes fue el siguiente: By,B1, = 1, By B,y = 2, ByyBay = 3, BoyB1y =4, ByyBoy =5, BoyB3y =6,
BsB1 = 7, BayBay = 8, BayBs, = 9. A continuacion se presenta la base de productos adaptada por
simetria:

Tabla 3.11. Base de productos adaptada por simetria para [S(Tlu) ® S(T1u)]

g p | v | Simetria Vector Propio Coef. de acoplamiento
35118 st ® sl % (%5 + 52 5 +5% 5 ) (% o,o,o,%, 0,0,0, %)
2915 18| [s,0 @ sl % (52 5 = 25% o s o ) (% 0,0,0,— % 0,0,0, \/ig)
154 st ® sl \/—1? (S80S Ty + SCruban)STabrn)) (0,0,\/—17 0,0,0,%, 00)
11714 st ® sl \/—1? (S(rauB1 S (Fauan) — S (TrabanSTrubin) (0,0,%, 0,0,0,— % 00)
BT st ® sl \/—1? (SCrauBy S (Feuan) — S (TruBa)S(TeuBa) (0,0,0,0,0,%, 0, \/—15 )
1B [7 (2] s ® S(m)]g“; \/—1? (S (T3S o) = S TraonSTauBrnn)) (0,%, 0,— % 0,0,0,0,0)
2018 18 | [ ® sl % (5850 — S 5..9) (— % 0,0,0,0,0,0,0, %)
21 |3 |6 [S(Tlu) ® S(Tlu)];:g; % (S(TluBzu)s(Tlqu) + S(TluB3u)S(T1uB2u)) (0,0,0,0,0,%, 0,%, 0)

9 3 |2 [S(Tlu) ® S(Tlu)];?; % (S(Tluglu)s(Tszu) + S(TluBzu)S(TluBlu)) <0,i2, 0,%, 0,0,0,0,0)
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4. Esquema normal para la descripcion de excitaciones vibracionales de tensiéon en moléculas
con simetria octaédrica, de tipo AXs

En este trabajo se tiene el objetivo de realizar una descripcion aproximada de excitaciones
vibracionales, que permita identificar la transicion de modos normales a modos locales en la serie
de moléculas considerada, asi como determinar la adecuacién de ambos esquemas (local y normal)
para la estimacion de constantes de fuerza. En consecuencia, se va a trabajar con la forma mas
sencilla posible del Hamiltoniano de tensiones, que como se ha mencionado previamente consiste
en la aproximacion arménica que conserva Unicamente términos de orden cuadratico tanto en
energia cinética como en potencial.

A pesar de que lo que se busca en esta seccidn es llegar a una descripcién normal de las vibraciones,
se realizard el desarrollo referido a coordenadas curvilineas de desplazamiento interno, por las
grandes ventajas que brinda en el desarrollo del potencial y el significado fisico de las constantes de
fuerza. Por lo tanto, un primer paso para realizar la descripcion, es definir las coordenadas internas
de tensidn, y encontrar la forma de la matriz-G de Wilson, para posteriormente encontrar los modos
normales de tension mediante la diagonalizacion del Hamiltoniano bajo la aproximacion armonica.
Para llevar a cabo esta tarea de forma mas efectiva, se trabajard en una base adaptada por simetria.
Finalmente, haciendo uso de la teoria presentada en la seccion 2.2.2, se traducira el problema de
tensiones a orden cero a un formalismo algebraico, en términos de operadores bosénicos normales.
Nuevamente, puesto que no se busca realizar una descripcion con un elevado nivel de exactitud, se
va a considerar una poliada correspondiente al nimero total de cuantos ocupando los modos
normales.

4.1. Espacio de configuracion
4.1.1. Hamiltoniano de tensiones en coordenadas internas

Para poder obtener un Hamiltoniano en coordenadas internas, es necesario calcular los elementos de
la matriz-G de Wilson de los grados de libertad de tension. En la figura 4.1 se presenta la
convencion empleada para numerar las coordenadas de los 4&tomos y los enlaces de la molécula
octaédrica. Situando el origen en el atomo central (denominado de forma general como A vy
numerado como atomo 7), se definen coordenadas cartesianas relativas a éste como:

ri=q;—q; , i=1,23456; (1)

Donde q; son coordenadas cartesianas referidas a algin origen arbitrario. De esta forma, la longitud
instantanea del i-ésimo enlace en la molécula corresponde a la norma del vector cartesiano:

Il =llgi—asll = | > -2 5 @2)
§=xy.2

Por otra parte, la longitud de equilibrio de cada enlace se define en términos de la expresién
anterior, pero con todas las coordenadas cartesianas evaluadas en el equilibrio:
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lIrll*9 = llq;:*" — q7°%|| = Z & =&)2 5 (43)

&=x,y,z

Finalmente las coordenadas internas de tensidn se pueden relacionar con cada uno de los seis
enlaces en la molécula, y se definen como las variaciones relativas al equilibrio en la longitud del
enlace:

t; = Ary = lrll = llrall®? 5 (44)

Fig. 4.1. Convencidn empleada para numerar las
coordenadas de moléculas octaédricas AXg

Habiendo definido las coordenadas internas con respecto a los desplazamientos cartesianos, se
puede proceder a calcular la forma explicita de la matriz G en el subespacio de tensiones.
Recordando el formalismo presentado en la seccién 2.1.4 del capitulo anterior, y particularmente la
ecuacion (2.35), los elementos de la matriz G estan dados por:

- 1 /t,\ (0t
a B
= —(==)|==|; &5
Yap Z _Z m; (afi) (agi> (4:5)
i=1&=x,y,z
A partir de (4.4), se puede llegar a una expresion general para las derivadas presentes en (4.5).
Puesto que todas las coordenadas internas estan definidas de la misma manera con respecto a las

coordenadas cartesianas, las derivadas tendran la misma forma funcional, excepto cuando se esté
derivando con respecto a las coordenadas cartesianas del atomo central. Por lo tanto, para i # 7:
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otey  _(Olral L.l I |
(a_fi)iﬂ_( 2%, )m—[gﬂlrallz) 2206~ &) 6t = [y 6= 6| 46)

Mientras que para i = 7 Se tiene:

(Co) =Gt s @7
%) = T G

Sustituyendo (4.6) y (4.7) en (4.5), se tiene:

6
3 3 ) e 3 G o

i=1¢=x,y,z

Jap = — Z Z ([” 3G 57)]60”[” (6 - &)]631)

1
— — ; 4.8b
+mA€:xZ% “ra”” il G e =) | ()

D Ca= (=) Sup +— > Gam s - 57)‘; (48¢)

Gop = 11
“ ”ra””rﬁ” lmxf =X,y,Z s; X,¥,Z

Donde se realizaron las identificaciones: m; =my , i =1,2,3,4,56 y m; =my,. Si
adicionalmente trabajamos con el producto directo entre coordenadas:

(ralrs) = > Ga= )8 = &) = Irallrsllcostes ;  (49)

§=xy.2

Donde la dltima igualdad es valida, considerando que el espacio de configuracion es euclidiano
(845 es el angulo entre los enlaces a y ). Sustituyendo (4.9) en (4.8c) finalmente se llega a la
expresion general mas sencilla para los elementos de la matriz G en el subespacio de tensiones:

1

9% = ralllrgll

(r ,,,|r,,)[ ! Sap + ! ] i (4.10)

Los elementos en la diagonal de G (a = B) van a ser todos exactamente iguales, y son:

1 1 1 mA+mX

1
=——(1r,|r )[ =t —=— 4.11a
faa [l7g 1% o my my My mymy ( )

1
S Goa = ,L_L ; (4.11b)

Donde se definié la masa reducida de los enlaces como:
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mymy

u ;(412)

my + my
Por otra parte, los elementos fuera de la diagonal (a # ) tienen la siguiente forma general:

1
el [[rg]l

1 1 1 cosf
(ralre) () = -y Irallivglleossag = == (4.13)

Gap ma) ~ ma lirall[rg]

Esto permite establecer la forma exacta de la matriz-G de Wilson, como:

my
/y cosBi, cosby3 cosOy, cosO;s cosBig

m
cosb,, 4fu  cosByy c0SBys €OSOys COSOs6

m cosf cosf cosf
cosfy;3 oSO, 4y 34 35 36

1
A
mn cos6y, c0s6y, 0503, / p C0sbys  COSbsg
cosOy5 cosb,s cosOz5 €0SO4s mA/ﬂ cosOsg

c0s0,¢ €0SO5¢ c€0s0O34

m
c0s84s €0SOgs A/ﬂ

Donde se hizo consideracion de la simetria: 6,3 = 6p,. EI Hamiltoniano de tensiones en
coordenadas internas es entonces:

H= %pTG(t)p +V(t); (4.15)

Donde los momentos conjugados se definen de la manera usual:

Do = (STT) S (416)

Como se puede observar, las coordenadas internas de tension no figuran de forma explicita en la
matriz (4.14), y aun asi se esta afirmando que la matriz es una funcién de las coordenadas
internas (G = G(t)). Esto se debe a que los angulos entre enlaces se pueden expresar como
funciones de las coordenadas internas de tension, de la siguiente manera:

1
cosByp = m(tahﬂ); (4.17)
a

O bien, haciendo uso del teorema del coseno:

; (4.18)

2
1P+%_Wf%”
2

Oup == |2
OB TNt Tt tats

Como se puede observar, las relaciones son no lineales. Los unicos elementos de G que no
presentan esta dependencia con respecto a las coordenadas internas, son los elementos en la
diagonal, que son constantes. Suponiendo que se esta trabajando con moléculas rigidas (con un solo
minimo estructural), se puede llevar a cabo el desarrollo en serie de Taylor alrededor de dicho
minimo, y truncar la serie al orden deseado:
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g 1< (0 g 1 < d3g
- ap - @B\ pp o+ — Z T
9ap(8) = Gap + Z ( ) 2 Z <6t at; > EUAET (E)tiatlatk)() fitit

ijk=1
o (419)

Y realizando el mismo procedimiento para el potencial, se llega a una forma concreta del
Hamiltoniano de tensiones con la que se puede trabajar. Cabe aclarar que es importante mantener
uniformidad en el orden al que se lleven los desarrollos de la energia cinética y del potencial:

6
V(t) = tht+1 Z OV N\ it + (4.20)
T2 Y 3! 4 ot at;ot, ) K ’ '
i,j=1 i,j,k=1 0
A continuacion se presenta la aproximacion de orden cero al Hamiltoniano de tensiones.
4.1.2. Aproximacién armonica al Hamiltoniano de tensiones

Como se ha mencionado anteriormente, la aproximacién armonica consiste en conservar
exclusivamente el primer término en los desarrollos (4.19) y (4.20). EI Hamiltoniano bajo esta
aproximacion corresponde a la forma cuadratica:

1 1
H=§pTGop+§tTFt ;o (4.21)

O bien, en términos del Lagrangiano:
1, o1
L= Et*c:alt - EtTFt ;o (4.22)

Para evaluar la matriz G en el equilibrio, es necesario considerar los angulos de una molécula
octaédrica en el equilibrio, que Unicamente toman valores de 7 0 de 77/2. Explicitamente:

T
0121 = 013°T = 01557 = 0167 = 0,53°T = 0,,°T = 06°T = 63,°7 = 03557 = 5 7 (4.23)

0147 = 0,5°T = 03T =m ;  (4.24)
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Y por lo tanto la matriz de Wilson en el equilibrio es:

1 -1
- 0 O — 0 0
u my
1 -1
0O - 0 0O — O
H my
1 -1
0o 0 - 0 0 p—
Go=|_, S 415 (425)
— 0 0 - 0 0
my U
-1 1
0o — 0 0 - 0
my U
-1 1
0 0 — 0 0 -
my U
Calculando la matriz inversa de (4.23), se tiene:
1 1
- 0 0 — 0 0
u my
1 1
0o - 0 0o — 0
H my
1 1
T2 0 - 0 0 —
Gl =——| K 415 (4.26)
my+2my | 1 0 0 1 0 0
my U
1 1
0o — 0 0 — 0
my U
1 1
0 0 — 0o 0 -
my H

Por otra parte, de analizar la figura 4.1 y considerar la simetria del sistema, resulta claro que a orden
cuadratico Unicamente se van a presentar tres interacciones vibracionales diferentes, caracterizadas
por sus respectivas constantes de fuerza: interacciones diagonales (que describen las vibraciones de
cada enlace individual), interacciones ecuatoriales (que acoplan a cada enlace con su conjunto de
cuatro primeros vecinos), e interacciones axiales (entre cada enlace y su Unico segundo vecino). Por
lo tanto, la matriz F de constantes de fuerza tiene la forma:

fTT‘ fTT/ fTT'/ fTT'// f;‘?” f;‘?”
f‘l"‘r‘l f;“l" f;"Tl f;"Tl f;"‘r” f;"‘r’l
F — fTT’ fTT’ frr f;"r’ f;"‘r‘l f;"‘r” .
fTT” fTT’ fTT’ frr f;“r’ f;“r’ ’
fTT/ fTT” fTT’ fTT/ f;‘T f;‘r’
f‘l"‘r‘l f‘l"‘r‘l f;"T” f‘l"‘r‘l f;"‘r‘l fTT

Donde f,, es la constante de fuerza de interacciones diagonales, f,,, estd asociada con interacciones
entre primeros vecinos, y f,, con interacciones entre segundos vecinos. Asimismo, se puede notar

(4.27)
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que la matriz G, Unicamente tiene dos elementos diferentes, que ocupan posiciones diagonales y
posiciones de segundos vecinos, por lo que seran definidos como:

0 1
Grr :l_l ; (4.28a)

0, =L . (4.28b)
Grrn = m, .
Con todo esto, el Hamiltoniano y el Lagrangiano de tensiones adquieren la siguiente forma bajo la
aproximacién arménica:

g?r 6 2 0 " frr 6 2 ! "
H===)> pi+grmm ) pviPjt+—) t+frm) Gtitfon ) Gt ; (429
2 i=1 i<j 2 i=1 <j

i<j

_ ‘rnATnX2 .gT(‘)T 6 22 0 "o f;*r 6 2 !
L=—"——|(=F 2+ g% tit; | — = t? = frp tit;
my + 2my \ 2 i=1 i<j 2 i=1 i<j

n
~fen Y tity 5 (430)

i<j

Las sumas primadas involucran primeros vecinos, mientras que las sumas biprimas indican una
suma sobre segundos vecinos ((1,4), (2,5), (3,6)). Entonces, los modos normales estan dados por el
cambio de base que diagonaliza (4.29) y (4.30). Como ya se ha visto, este problema esencialmente
se reduce al de diagonalizar la matriz GoF, considerando un conjunto de condiciones adicionales
(ver ecuaciones (2.50a), (2.50b) y (2.52)). Esta labor se ve substancialmente simplificada si se opta
por emplear una base adaptada por simetria.

4.1.3. Modos normales y coordenadas adaptadas por simetria

Los detalles acerca de la proyeccion por simetria de las coordenadas internas de tension, asi como
de la proyeccion de sus productos (coeficientes de acoplamiento), se presentaron y discutieron
cuidadosamente en el capitulo anterior (especificamente, secciones 3.3 y 3.4). En esta seccion
Unicamente se va a trabajar con los resultados obtenidos. El grupo de simetria puntual de moléculas
con simetria octaédrica es, naturalmente, O,,. El espacio de representacion de tensiones se puede
separar en tres subespacios invariantes, caracterizados por diferentes representaciones irreducibles.
Especificamente:

o =A1y OE, ®Tyy ; (4.31a)
L= Lia ) D Lig,) D Liryy ; (4.31b)

Donde el subindice “s” indica tension. Al no existir repeticion de representaciones en el espacio, se
puede anticipar que la base adaptada por simetria va a ser proporcional a los modos normales, pero
en cualquier caso se corrobora a continuacion. EI método de proyeccion empleado para obtener la
base adaptada por simetria fue el de funciones propias, que para este sistema consistié simplemente
en diagonalizar la representacion matricial del conjunto completo de operadores que conmutan tipo
I1 (CCOC-II) en la base de coordenadas internas, cuyos valores propios distinguen entre todas las
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representaciones irreducibles del grupo, asi como entre las componentes de representaciones
degeneradas, mediante el establecimiento de una cadena candnica con algin subgrupo. En este caso,
la cadena que se trabajo fue:

Oh ) DIZh ; (4‘32)

Los vectores propios que resultan de diagonalizar la matriz del CCOC-II, son coordenadas internas
de tension adaptadas por simetria (s(ry), que estan etiquetadas por representaciones irreducibles de

los grupos Oy, y D'y, Y son:

1
S(a1g49) = ﬁ(tl th+tat+tat+its+ity) ;5 (433a)

1 1
S(EgAg) = ﬁ(_tl - tz + 2t3 - t4_ - ts + 2t6) ) S(EgBlg) = E(_tl + tz - t4 + t5) 5 (433b)

1 1
S(T1uBi) = E(_tl —tattatts), S = 7 (—tz3 +to),

1
S = 51—tz —ta+ts) 5 (4330)

La transformacion de coordenadas internas a coordenadas adaptadas por simetria se puede expresar
a través de la matriz de cambio de base:

s=Mt ; (434)

Donde M es:
1/J8 ]/VE 1/J€ 1/JE ]/VE I/JE
-1 -1 2 -1 -1 2
iz iz hm hm iz i
. 1 ', 0 1/, /2 0 . (4.35)
_1/2 _1/2 0 1/2 1/2 0
0 0 _1/ﬁ 0 0 1/\/7
1/, ~1/, 0 ~1, ', 0

En esta base, (4.21) y (4.22) son:
1 1
H= EPTQOP + Esfﬂfs ; (4.36)

1 1
L= 53*9513 - EsTafs ; (4.37)

Donde P son los momentos conjugados a las coordenadas adaptadas por simetria, y las matrices se
obtienen de las originales a través de las siguientes transformaciones de semejanza:

Go=M'GoM, F=M'FM ; (4.38)



69

A partir de (4.25), (4.27) y (4.35), se pueden calcular las matrices (4.38) de manera explicita:

0
gA1gAlg 00 0 0 0 0
0 Gry, O 0 0 0
Go = fof ; (439)
0 0 0o Ihurn O 0
0 0 0 0 Ghupy, O
L .
FAlgAlg 0 0 0 0 0
0 Fg g, 0 0 0 0
0 0 F 0 0
F= EaEg ;o (4.40)
0 0 0 Frym, O 0
0 0 0 0 Fr ., 0
0 0 0 0 0 Fr, .10
En donde se introdujeron las definiciones:
my +2m 1
0 — 0 — .0 0 _ 0 — 40 o _ M4 X — .
gAlgAlg - gEgEg =Gt Iy’ = m_X , nguTm =Y9rr — Yy = W = E ’ (4-41)
FAlgAlg = frr + 4 0 F frrr FEgEg =frr = 2fpp F frrr FT1uT1u = for = fre (4.42)

Los subindices corresponden a las representaciones irreducibles del subespacio de tensiones porque
al trabajar en una base adaptada por simetria, ya se tiene la garantia de que (4.39) y (4.40) son,
cuando menos, diagonales en bloques, en donde cada bloque pertenece a una representacion
irreducible en particular. Adicionalmente, se van a introducir los parametros x:

Y. = Grrrr X = frri o = frrnn .
g ggr ’ ! for ! fer

Tal que las relaciones (4.41), (4.42) se pueden expresar como:

(4.43)

0 _ 0 _ 0 _ -
Gsgar, = 9Ege, = 9r(L+xg),  GRp =9%(1-x5) 5 (449

FAlgAlg = fTT(l + 4x’f + x”f ) FEgEg = fT'r(l - 2xlf + x”f)’
FTluTlu = frr(]‘ - x”f) ) (4'4'5)

Puesto que tanto G, como F son diagonales, la matriz GoF también lo es. En principio, de la
condicién (2.60) todavia habria que introducir un factor de normalizacién con dimensiones de raiz
cuadrada de masa para obtener las verdaderas coordenadas normales, pero por simplicidad se va a
optar por identificar a las coordenadas adaptadas por simetria (4.33) directamente como la base de
coordenadas normales, ya que cumplen con la condicién fundamental de diagonalizar (4.21) y
(4.22).
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Scy) =Qry ; (446)

Las constantes de fuerza normales son directamente los valores propios de la matriz F, mientras
que las frecuencias fundamentales de cada modo normal se pueden identificar como la raiz
cuadrada de los valores propios de la matriz G, F:

Wa,, = W = \/frrgfr\/(l +xg)(1 + 4o + X'

_ \/frr + 4frr’ + frr”

;0 (4.47a)
my

WEg = ’gggEgFEgEg - \/frrggr\/(l + xg)(l — 2y + '

_ \/frr - zfrr’ + frr”

;o (4.47D)
my

/ " frr = frrr
leu = g7Q1uT1uFT1uT1u = \/f;rggr\/(l - Xg)(l -Xx )= % ; (447C)

Con esto se comprueba que, al no haber repeticién de representaciones en el subespacio de
tensiones, obtener una base adaptada por simetria fue exactamente equivalente a calcular los modos
normales. Recordando las ecuaciones (2.69) y (2.70), que expresan la forma general de un
Hamiltoniano armonico en la base de modos normales como la suma de osciladores desacoplados
correspondientes a cada modo, se puede reescribir (4.29) como:

1 1
H=) =), (5951Pr ® Prl*s + 5 FrrlQr © @r9) ; (448)

Haciendo uso de los coeficientes de acoplamiento de los productos de modos normales calculados
en laseccién 3.4:

nr nr
1 0 2 1 2
H:Z Egrrzpry+§TrrZer ;o (449)
r y=1 y=1
Donde todas las etiquetas son explicitamente:

(Ty) = (A144,), (Eg4y), (EgBig), (TruBri), (T1yBay), (TiyBsy) 5 (4.50)

(4.46) es la forma del Hamiltoniano que se va a emplear para llevar a cabo la descripcion algebraica
a orden cero del espectro de tensiones de moléculas octaédricas, partiendo de un esquema de modos
normales.
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4.2. Espacio algebraico

La descripcion algebraica normal de las tensiones se realiza mediante la segunda cuantizacién del
Hamiltoniano (4.46), siguiendo el esquema presentado en la seccion 2.2.2. Se definen operadores
bosénicos de ascenso y descenso asociados con cada oscilador normal:

1 ~ 1

At 5 é A = 5 Es) .
ary = E(QFQFY — hTO(l—-PFy) , ary = _Z(aFQFy + hT'(FPFy) ; (451)

wr 1 Tl"l"
ar = = |- |— ; (4.52)
r ,/hggf‘ ’h Grr

Con operadores de nimero definidos como en (2.109):

Donde:

Lar, 5 (453)

Y se pueden despejar los operadores de posicion y momento en términos de los operadores
bosdnicos como:

1 iha
A ~T ~ 5 I At ~
Q = ar, +a , P =—\ap, — a ; (4.54)
ry r—2 ar ( Iy l"y) ry /—2 ( Ty Fy)

Sustituyendo (4.54) en (4.46), se llega al Hamiltoniano algebraico normal de tensiones:
hoor [
—~ wr o A A
Hyor. = Z — Z(al"ya;y + altyapy) ; (4.55)
r y=1
Que desarrollando las sumas de forma explicita es:

thlg

A~

Ay, = (aT a ta, 4 at )
Nor. 2 A1gAgQAigAg A1gAgQ ArgAg

hw
Eg

2
thm

At ~ A~ pe ) (A-[- ~ ~ ~t )]
a a a a a a a a
+ [( EgAg“EgAg + EgAg™ Egdg + EgB1g"EgBig + EgB1g™ EgBig

At ~ A ~t
[(a T1yB1y @T1yB1y + ar,,B., 4 T1uB1u)

~t A A~ ~t
+ (a T1uBoy ATy, Boy + ar,,By, 4 TluBZu)
at a A at :
+ (a T1u33uaT1uB3u + aTluB3ua TluBSu)] 4 (456)
Puesto que solamente se va a realizar una primera aproximacion a la descripcion espectroscépica, se

va a considerar que la poliada normal corresponde simplemente al numero total de cuantos
ocupando cada oscilador normal:
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Py = Z vr ;5 (4.57)
r

En otras palabras, no se estan considerando interacciones de orden superior al cuadrético, y puesto
que los modos normales estan desacoplados en (4.49), el Hamiltoniano algebraico (4.55)
naturalmente conserva la poliada normal que se propone.

El Hamiltoniano (4.55) cuenta con tres parametros (las frecuencias normales) que, empleando una
base de productos directos de osciladores arménicos asociados a cada modo, pueden ser ajustados a
energias experimentales, para obtener estimados de las constantes de fuerza. A continuacion se
presentan las expresiones para las constantes de fuerza despejadas de las relaciones (4.47), en
términos de las frecuencias normales como parametros espectroscopicos:

1 1 3
frr == [— w?: 42w )+ ———w? ] ; (4.58a)
6 9791* + 9197"// ( A1 Eg) gr(“)r - .gvgru T

1 1
2 2
f , == | — R 4.
rr [ TQT Sr,, (wAlg wEg)] ( 58b)

1 1 3
frrn == [— (wﬁlg + warg) e =g,

w? ] ; (4.58¢)
6 9197" +g$ru T _ggrn T

No obstante, un esquema puramente normal no permite llevar a cabo el proceso de anarmonizacién
descrito en la seccion 2.2.5, ya que la anarmonicidad se debe introducir estrictamente en una base
de osciladores locales, lo cual exige traducir los operadores bosonicos normales (4.51) en términos
de osciladores locales. Adicionalmente, estudiar la conexién normal-local es uno de los intereses
fundamentales de este trabajo. Esto se discute con detalle en el siguiente capitulo.
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5. Esquema local y conexién normal-local

La diferencia fundamental entre el acercamiento que se presenta a continuacion y el que se
desarrollé en el capitulo anterior, es que no se van a emplear coordenadas adaptadas por simetria
sino simplemente una base de coordenadas internas de tension. La razén para proceder de esta
manera es que experimentalmente se ha encontrado que, conforme incrementan los efectos
anarmonicos en las vibraciones moleculares, también disminuye el comportamiento colectivo (de
modos normales) de las vibraciones, a causa de una disminucidn en la magnitud del acoplamiento

entre los enlaces (que se ve reflejado en una disminucién en los parametros x}n) definidos en

2.135). Como consecuencia, los sistemas que presentan un grado significativo de anarmonicidad
pueden ser descritos en términos de una base de osciladores locales débilmente acoplados.

Un aspecto crucial para entender la transicion de un comportamiento normal a uno local, es
estudiar la conexién que se puede establecer entre los formalismos que los describen. Esto se
presentd de forma general en la seccién 2.2.4, pero la Ultima seccion de este capitulo esta dedicada a
estudiarlo de forma particular y detallada para las tensiones en moléculas con simetria octaédrica.
Una ventaja adicional de expresar osciladores normales en términos de osciladores locales, es que
permite introducir efectos anarmonicos, lo cual no seria posible desde una perspectiva estrictamente
normal.

5.1. Hamiltoniano local en el espacio de configuracion

El Hamiltoniano expresado en las variables del espacio de configuracién que se va a emplear para
realizar la descripcion algebraica local de las tensiones de moléculas octaédricas, es exactamente el
Hamiltoniano (4.29) que se dedujo en la seccion 4.1. A continuacion se vuelve a presentar:

g?r 6 " frr 6 !
H"O = Z lpi2+99rnz_<,Pin+7 , ti2+frrlz_ tit;
= ]
n

i i=1 i<j

+ frr,,z bt 5 (5.1)

i<j

Donde el superindice HO indica que se esta trabajando bajo la aproximacion arménica. Puesto que
estd expresado en términos de coordenadas internas, es ideal para ser traducido a un esquema
algebraico local, ya que éste consiste precisamente en considerar a los enlaces individuales como
osciladores interactuantes, y asignarle a cada uno un conjunto de operadores de ascenso y descenso
para describir el espectro, como se muestra a continuacién.

Por otra parte, si los grados de libertad de tension se modelan como osciladores anarmdnicos
acoplados, el Hamiltoniano (5.1) se puede replantear en términos de osciladores de Morse
interactuantes, obteniendo la siguiente expresion en el espacio de configuracion:

6 " ’ "
HM:Z, H1M+979ruZ' 'pipj+Fyy/Z' 'yiyj+Fyy//Z. 'yiyj ; (52)
i=1 i<j i<j i<j

1
HY = Eg?rpiz +Dy? ; (5.3)
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Donde y; = 1 — e Bties la coordenada de Morse, las F’s son constantes de fuerza referidas a estas
coordenadas, y D es la energia de disociacion de los enlaces A-X. El superindice M se emple6 para
indicar que se estdn empleando osciladores de Morse acoplados mediante interacciones de Morse.

5.2. Hamiltoniano local en el espacio algebraico

Aplicando el esquema general que se presento en la seccion 2.2.3, se definen operadores bosonicos
locales asociados con cada enlace (que igualmente tiene asociada una coordenada interna y un
momento conjugado):

1 R i . 1 R i .
&izﬁ(cxti+ﬁpi), aifzﬁ<ati—%pi>, i=1,23456; (54)

Donde el factor a es el mismo para todos los osciladores, ya que todos son equivalentes:

loc 1
I )
hgrr h | grr

Las coordenadas internas se pueden expresar como:

a

. 1, . . iha, .
S t= E(ai)r +a) = ﬁ(a? —-a) ; (56)

Y se definen operadores de nimero de cada oscilador local:

A, =a7a; 5 (5.7)

Nuevamente, como primera aproximacion, se propone que la poliada corresponde al nimero total
de cuantos ocupando los osciladores:

B, = Z A (5.8)
i

Sustituyendo (5.4) en (5.1) se obtiene:

_ hw'ot 6 AAloC
HYO = [ 2 Zizl(a-l—iai + aia-l—i) + 5 Ziij(afiaj + aiaTj)
hAIZOC " e L
+ ) Ziij(afiaj + al-a*j)
hllloc ’ . L hﬂéoc " e .
+ [ D) Z '(aTiaTj + aiaj) + z '(aTiaTj + aiaj) ; (59)
&5 i#j

Donde los pardmetros espectroscopicos tienen las siguientes expresiones en términos de constantes

de estructura y de fuerza:
w'oc = 1’frrggr ;0 (5.10a)
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xl
Alboe = /frrg%Tf ; (5.10b)
1
2 = gl [5 (x"; +xg)] . (5.100)
1 n
Aéoc = ’fr-rg',gr I:E (x = xg)] ) (510d)

Como el Hamiltoniano (5.1) no es diagonal en la base de coordenadas internas, los términos
cruzados van a dar origen a una ruptura de la poliada (5.8) en el Hamiltoniano (5.9). En efecto, se
puede observar que el segundo término entre corchetes en (5.9) no conserva el nimero total de
cuantos. Para permanecer en un esquema que preserve poliada, se van despreciar los términos que
no conservan el nimero total de cuantos, llegando a la siguiente version simplificada del
Hamiltoniano local:

haloc

HO
LOC

al+aa )+

z (aTaJ+aaT)

hﬂ.loc
(a*LaJ + alanj) (5.11)

2

Para introducir efectos anarmonicos, se puede traducir el Hamiltoniano (5.2) a su representacién
algebraica haciendo uso de los operadores de ascenso y descenso del oscilador de Morse,
despreciando términos que no conservan la poliada local. Como se ilustré en la seccién 2.2.6, esto
es equivalente a realizar un procedimiento de anarmonizacién sobre el Hamiltoniano (5.11), que
consiste  en reemplazar los operadores bosonicos por operadores de  Morse
at;(a,) - bt*;(b;). El Hamiltoniano anarménico local resultante es:

oc ! N N R
Z (b*:; + b;bt,)
ij

Aloc R
Z (b BT 5 (512)

LOC

Esta es la forma del Hamiltoniano algebraico local que se va a emplear para estimar constantes de
fuerza, a partir de un ajuste de los tres pardmetros espectroscopicos que presenta. Como se puede
notar, la anarmonicidad k no estéa presente de forma explicita en el Hamiltoniano (5.12). Esto quiere
decir que los ajustes se deben de realizar para un valor fijo de x, que se escoge manualmente tal que
minimice la desviacion rms en el ajuste.

Mediante las relaciones (5.10 a, b, c), se pueden despejar las constantes de fuerza de la siguiente
manera:

loc 2
frr=(w 0) . (5.13a)

rr
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Zwloc
frrl = g—oﬂ.lloc H (5131))

rr

2
f B zwloc/‘llzocggr _ (wloc) ggr” .
" (grr)? '

(5.13¢)

5.3. Conexiéon normal-local

Como se menciond en la seccion 2.2.4, la conexion exacta entre operadores normales y operadores
locales esté dada por la transformacion de Bogoliubov:

6 6
1
atr, = m{(arz + a?) Z M;ryat; + (ap® — a?®) z Mi,I"yai} ; (5.14)
r . -
=1 =1

Donde M;r, son los elementos de la matriz de cambio de base de coordenadas internas a
coordenadas normales (ver ecuacién (4.35)). Si se sustituye (5.14) en el Hamiltoniano normal
(4.56), se va a recuperar el Hamiltoniano (5.9), que aun contiene términos que rompen con la
poliada local. En aras de permanecer en un esquema que preserve la poliada local, se propone la
siguiente transformacion candnica como conexion alternativa:

6
atp, = Z Mrat; ; (5.15)

i=1

Es importante recordar que, puesto esta no es la transformacion exacta, los operadores locales a los
gue se estd mapeando no son estrictamente los verdaderos operadores bosénicos locales, pero
actan de forma equivalente sobre una base isomorfa, y se pueden considerar indistintos.
Explicitamente, (5.15) aplicada sobre cada oscilador normal produce:

1
g, a, = %(aﬁ +af, +at;+af, +ats+aty) ; (5.16a)

1
a"'EgAg = —12 (—aTl — aTZ + 2aT3 — aT4 — aTS + 2aT6) )
1
aTEgBlg = E(—aﬂ + aJrz - aT4 + aTS) ; (5.16b)
at 1 gt at at at
a TluBluzz(_a 1—a'ta,t+a 5);

1
aTT1uBzu = ﬁ(_a-r3 + aT6)’

(at, —at,—af,+ats) ; (5.16¢)

TiuBsu —

>
=+
N =
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Al aplicar la transformacién candnica sobre el Hamiltoniano (4.56), finalmente se obtiene la
representacion algebraica del Hamiltoniano de tensiones, expresado en la base local, pero obtenido
mediante un esquema de modos normales:

hwnOT h/’lno‘l"

6
HO PN ~ A
H]I\-]I_d‘ = 2 z (a*iai + aiaJri) +

/’117.01"

Z (a*laj + a; aJr])
Z (aTla] + a;at; ) (5.17)

Realizando el procedimiento de anarmonizacién sobre (5.17), se obtiene el Hamiltoniano
anarmonico correspondiente:

M hwnor A ,\ N A h nor 12 N R R
i=1 i#]
hAnOT n N N R
+ 2 z (bt.b; + b;b%;) ; (5.18)
2 i#j

Como se puede observar, (5.17) tiene exactamente la misma forma que (5.11), pero la dependencia
de los pardmetros espectroscopicos obtenidos con respecto a las constantes de fuerza y de estructura
es completamente diferente:

nor 1 1 1
0] =gwA1g+§wEg+§a)Tw

1 1 1
= /fmgrr[\/l+xg<g\/1+4x’f+x”f+§\/1—2x’f+x”f)+§ /1—xg ’l—x”f] ;0 (5.19a)

5 = (0n, = 05,)

1
= ,[ﬁrgrr [g\/l+xg <\/1+4x'f+x”f—\/1—2x'f+x”f)] ; (Slgb)

1 1
gwAlg +§(A)Eg _Eleu

1 1
= /fmgrr[\/1+xg<g\/l+4x’f+x”f 3J1—2xf+xf -= [ — x4 /1—x f] (5.19¢)

A partir de estas relaciones, se pueden despejar las constantes de fuerza de la siguiente manera:

ATLOT —

1 1
frr — g{ 5 - 5 [(wnor +4/’{‘;l01" +/17210r)2 + Z(wnor _ ZA‘EI.OT +/172107“)2]
9rr T Grrn
3
+ ﬁ(w”‘” - /1’2“”)2} ; (5.20a)
rr rri

1 1
frrl = E[W ((wnor + 41?07‘ + /lrzlor)z _ (wnor _ ZAZLOT + lgor)Z) ; (520b)
rr rri
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6 (grr + grrn

3
o (wnor—agor)Z} ; (5.200)
rr rrit

1 1
ﬂru — _{ [(wnor + 4/17110r + /'lrzlor)z + Z(wnor _ 2/15101” + Arzwr)z]

Donde también se hizo uso de las relaciones (4.58). Con base en los resultados que se han obtenido
del anélisis de otros sistemas moleculares, se espera que los pardmetros locales (5.10) se puedan
recuperar de las expresiones (5.19) conforme el sistema se aproxime a un limite local, en donde los
acoplamientos entre enlaces se vuelvan despreciables. Para esclarecer esta cuestion, a continuacion
se presenta el desarrollo en serie de Taylor hasta segundo orden de los parametros espectroscopicos
normales, con respecto a x's , x"'s y x, alrededor de cero.

o™ = /frrgﬂr {1 — % [(x’f)z +%(x"f — xg)z] + 0(x3)} ; (5.21a)

’ 1, 1
3 = frr Grr {E (x f) + 21

0 = ,’frrgwqr {% (x"f + Xg) +%[_(x’f)2] + O(X3)} ;o (5:21¢)

Al comparar con los parametros locales en (5.10), se puede notar que éstos se recuperan de (5.19),
si Unicamente se conservan los términos lineales, lo cual es valido bajo el siguiente conjunto de
condiciones:

1 21 1
S5 —3EE ) 3| +oed] 5 G2

(x'))" «1; (5220

1
7" =x) <1 (522b)
1 ! r

E|(x f)(x f)| «1; (5220

1
E|(x'f)(xg)|<<1 ; (5.22d)

Estas condiciones exigen que las constantes de acoplamiento entre enlaces sean mucho menores que
las constantes asociadas con los enlaces individuales, que es lo que caracteriza un limite local. Por
lo tanto, en el estudio de moléculas octaédricas, se espera que conforme incrementen los efectos
anarmonicos y de localidad en los sistemas de estudio, asimismo disminuya la magnitud de los
acoplamientos entre enlaces (dada por los pardmetros x), y se vuelva progresivamente mas
adecuado estimar constantes de fuerza en un limite local puro.

Como se mencion6 anteriormente, una de las ventajas de emplear una transformacion candnica para
conectar osciladores normales con locales, es que se puede llevar a cabo la diagonalizacién del
Hamiltoniano efectivo en un esquema que preserva la poliada local. Esto equivale a considerar que
la representacién matricial del Hamiltoniano referido a una base de osciladores locales es diagonal
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en bloques desde un principio, en donde cada bloque corresponde a estados pertenecientes a un
valor particular de la poliada local, y se estan ignorando todas las interacciones entre osciladores
gue no conserven la poliada; esto reduce la complejidad y el tiempo de calculo substancialmente.
En general, es vélido trabajar en un esquema que preserva la poliada local, siempre y cuando se
cumpla que la poliada normal Py se aproxime a la poliada local propuesta. Esto es, si se cumple que

se justifica trabajar con P, en vez de Py. Al introducir la transformacion de Bogoliubov (5.15) en la
poliada normal, dada por (4.57), es claro que en general la relacién exacta no cumple con la
condicién (5.23). No obstante, en el limite de modos locales, caracterizado en este caso por las
condiciones (5.22), la transformacion de Bogoliubov se reduce a un transformacion canonica
(porque ar = a en (5.14)), y se cumple con la condicién (5.23). Por lo tanto, realizar la conexion
normal-local mediante una trasformacion canonica y diagonalizar el Hamiltoniano resultante
conservando la poliada local, adquiere validez conforme los sistemas presenten un caracter
predominantemente local. El tratamiento se vuelve exacto en el limite de modos locales:
lim Py=P, ; (524)
{xr xg}-0

En este sentido, se puede observar un paralelismo entre la validez de las constantes locales (5.13) y
el uso de la poliada local. Puesto que las constantes dadas por (5.20) se derivan en principio de un
tratamiento que preserva Py, van a ser en general validas, mientras que (5.13) se van a aproximar a
(5.20) bajo la condicion de que las poliadas normal y local sean aproximadamente equivalentes. De
esta forma, la transicion local->normal se puede entender en términos de un fendmeno de ruptura
de la poliada local, conforme el sistema se desvia de la condicion (5.23).

Como ya se menciond, los Hamiltonianos (5.12) y (5.18) son completamente equivalentes para los
propdsitos de un ajuste, ya que en lo Unico en lo que difieren es en la dependencia de los parametros
espectroscopicos con respecto a las constantes moleculares. Por lo tanto, el esquema de trabajo va a
consistir en realizar un solo ajuste para cada molécula preservando P, y posteriormente estimar las
constantes de fuerza mediante (5.13) y (5.20), para observar la adecuacion de ambos esquemas para
el calculo.

5.4. Modelo HCAO para la descripcion de los grados de libertad de tension de
moléculas con simetria octaédrica

Al modelar las tensiones como osciladores de Morse acoplados mediante interacciones armonicas,
se obtiene el siguiente Hamiltoniano en el espacio de configuracion:

144 ! 14

6
HAOHC = ] HLM + g?r,, E . 'pip]- + +frrl E ) 'titj + frrlr E . ,titj ; (5'24)
i=1 i<j i<j 1<J

Donde H} tiene la definicion (5.3). La representacion algebraica de este Hamiltoniano se obtiene
siguiendo el esquema general presentado al final de la seccién 2.2.6, en términos de operadores
bosdnicos pero con correcciones anarmonicas en los elementos diagonales. Esto se logra
aproximando el operador de numero de los osciladores de Morse como el operador de nimero de
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osciladores armonicos, y sustituyendo las expresiones (5.6) en los términos de interaccién,
despreciando términos que rompen con la poliada local. EI Hamiltoniano algebraico resultante es:

loc 1]
HigHC = n(w' - wx)z ( ia; + ) hwxz (ata;) + 121 Z (a%,a; +a,at))
i=1 i+j

Aloc
z (aTL 4 + a4 at; ) (5.25)

Como se puede observar, el parametro anarmonico wx esta presente de forma explicita en (5.25).
Esto quiere decir que al realizar un ajuste bajo el modelo HCAO, el pardmetro adicional introducido
por anarmonicidad se puede ajustar junto con los demas parametros, y no se tiene que determinar a
priori. EI Hamiltoniano (5.25) esté referido a un esquema local porque es el contexto natural del que
se deriva. No obstante, también es posible cambiar los superindices de los parametros, y realizar el
calculo de las constantes de fuerza con las relaciones normales (5.20) en vez de las locales (5.13):

HA%HC = p(w™" — wx) z (a 4; + ) hwxz (at;a; )
A‘HOT =t Anorl !
Z (aT a]+aa1)+ Z (a a]+aaT) (5.26)
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6. Ajustes de los espectros de tension de los fluoruros octaédricos **SFs, ***WFg, ***UF
6.1. Funciones base

La eleccion natural de base para diagonalizar los Hamiltonianos presentados en el capitulo 5, es el
producto directo de osciladores locales. Bajo la aproximacién armonica, dichas funciones base
tienen la siguiente forma en el espacio de Fock:

6
mn=]]_®m); 6

Tras realizar el procedimiento de anarmonizacion, los osciladores locales corresponden a
osciladores de Morse, y las funciones base son entonces:

6
lk{v;}) = 1_['=1® levy) 5 (6.2)

Donde x estd relacionada con la cantidad de estados ligados de los osciladores, que son
equivalentes. Las funciones (6.1) y (6.2) son opciones validas, pero en la practica es conveniente
tomar ventaja de la simetria del sistema, y diagonalizar el Hamiltoniano con respecto a una base
adaptada por simetria. Como se ha demostrado anteriormente, trabajar con una base adaptada por
simetria en este sistema es equivalente a trabajar con los modos normales. EI método de proyeccion
empleado sobre las bases (6.1) o (6.2) es similar al que se presento en las secciones 3.3 y 3.4 para
simetrizar las variables del espacio de configuracion, ya que también estd basado en la
diagonalizacién del conjunto completo de operadores que conmutan, en el espacio de producto
directo de osciladores locales. No obstante, habiendo obtenido una base simetrizada de los estados
locales, se define un operador de nimero de la base normal, que también es diagonalizado en esta
representacién. Al realizar la proyeccion por simetria y diagonalizar el operador de nimero de los
modos normales, se obtiene la representacion en el espacio de Fock de la base de modos normales
[34]:

mmw=2mfﬁmmm;(m>

Donde los elementos de la base ahora estan etiquetados por los numeros cuénticos de los
osciladores normales {v;} y por las representaciones irreducibles de O, y el subgrupo D',;. Los

coeficientes Agii}}ry son elementos de la matriz de cambio de base de productos directos de

osciladores armonicos locales, al producto directo de modos normales acoplados a una
representacién irreducible. La base de osciladores de Morse (6.2) se puede simetrizar de forma
equivalente, con la salvedad de que los estados adaptados por simetria que se obtienen propiamente
no corresponden a los modos normales ya que no se esta trabajando bajo la aproximacion armonica.
No obstante, se pueden definir operadores de nimero isomorfos a los operadores de nimero de los
modos normales, que pueden ser diagonalizados en la base simetrizada de osciladores de Morse.
Entonces, os estados se pueden etiquetar por numeros cuanticos {v,} que son isomorfos a los
numeros cuanticos de la base normal, que se recupera en el limite armoénico [20, 26]:
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wmw=zwfgwwm>;®®

lim [{v;Hry = vidry 5 (6:5)

Entonces, los estados propios del Hamiltoniano efectivo se pueden expresar como combinaciones
lineales de las bases (6.3) o (6.4):

hM=Zw%ﬂmm;®@

Con el proposito de facilitar el estudio de las funciones propias, éstas se van a etiquetar por el
estado |{v;})r, que tenga asociado el coeficiente mas grande en la combinacion lineal. Por ejemplo,
sea |{v,}) el elemento de la base de modos normales con méaxima componente en la funcion propia
|¥,), entonces se establece la correspondencia:

|lpa) < |{17a}) ; (6.7)

A través de la ecuacion (6.4), también se pueden estudiar las contribuciones de la base de modos
locales a las funciones propias del Hamiltoniano, lo cual es de utilidad al evaluar el caracter
normal/local de las vibraciones. Debido a que se esta considerando que las funciones propias y los
elementos de la base preservan la poliada local, que corresponde al nimero total de cuantos en los
osciladores locales, todos los estados también pueden ser etiquetados con el valor de poliada al que
pertenecen [20].

6.2. Estimacion de los parametros iniciales

Para realizar los ajustes, es necesario proveer de estimados iniciales para los parametros. Es
conveniente gue dichos estimados sean o mas cercanos que sea posible al valor 6ptimo, ya que de
lo contrario es posible que el programa no encuentre el minimo de forma efectiva. La manera en
gue se llevaron a cabo los estimados, fue mediante el planteamiento y solucién de sistemas de
ecuaciones que se obtuvieron de calcular los valores esperados del Hamiltoniano efectivo en la base
adaptada por simetria, para las primeras transiciones de los espectros.

6.2.1. Aproximacion armonica

En el caso del ajuste bajo la aproximacion armonica, el Hamiltoniano consta de tres parametros
espectroscopicos, y para su determinacién se requiere de un sistema de tres ecuaciones algebraicas.
Puesto que el espacio de tensiones es generado por tres representaciones irreducibles 4,4, @ E; @D

Ty, Se puede hacer uso de los primeros fundamentales para Ilevar a cabo el calculo. Empleando el
Hamiltoniano armonico (5.11), los valores esperados de los primeros fundamentales son:

vy = (1v, |H79|1v,) — (0|HHO|0) = w + 42, + A, ;  (6.8a)
v, = (1v,|HHO|1v,) — (0|HH°|0) = w — 244 + 2, ; (6.8D)

vz = (1vs|HHO|1v5) — (0|AHC|0) = w — 2, ;  (6.8¢)
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Donde se estd empleando la base de modos normales |v;), y se establecid la siguiente
correspondencia para etiquetar las representaciones irreducibles:

Ay~ 1 Eg>2 Ty —3; (69)

La solucidn del sistema de ecuaciones (6.8) es:

1
W= E(Vl +2v, +3v3) ; (6.10a)

1

1

Haciendo uso de las ecuaciones (6.10), y de las energias experimentales asociadas con los primeros
fundamentales de las tres moléculas, se obtuvieron estimados iniciales para los parametros
espectroscopicos; los resultados se muestran en la Tabla 6.1.

Tabla 6.1. Primeros fundamentales y estimados de los pardmetros espectroscopicos para los tres fluoruros
octaédricos, bajo la aproximacion arménica.

vy vy V3 w A4 A,
[em™1] [em™]
Sk, | 77454 64335 948.10 | 81759 21.865 -130.51
BWFs | 7721 678.2 7124 | 71095  15.65 -1.45
2BUFs | 667.1 534.1 6255 | 601.97 2217  -23.53

6.2.2. Estimacion de la profundidad de los pozos de potencial

Al introducir efectos anarmonicos en la descripcion, se agrega la anarmonicidad, x, como un
parametro adicional en el ajuste. Puesto que el Hamiltoniano efectivo ahora cuenta con cuatro
pardmetros, se requiere de cuatro ecuaciones algebraicas para estimar sus valores iniciales. Esto
implica que es necesario recurrir a transiciones de orden superior (particularmente, a transiciones de
dos cuantos) para obtener una cuarta ecuacion. Los valores esperados del Hamiltoniano (5.12) para
los primeros fundamentales adquieren la siguiente forma:

- _ 2 1 1

v, = (19, |[AM|19,) — (0|A™|0) = w (1 - E) + 42, (1 - E) + 1y (1 —;) ; (6.11a)
- _ 2 1 1

v, = (19, |AM|17,) — (0| AM|0) = w (1 - E) — 24 (1 - E) + 1y (1 —;) ; (6.11b)

~ — 2 1
vs = (1] A4[175) = 0] A4[0) =0 (1-2) = 4, (1-5) 5 (6.110)

De donde se sigue que los parametros espectroscopicos w, A1, A, tienen las siguientes expresiones
en términos de k:
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1
W= —2(1/1 +2v, +3v3) ; (6.12a)
6(1-%)
1
Al = ﬁ(vl - Vz) ; (612b)
6(1—=
K
1
AZ = —1(V1 + 2V2 - 3V3) H (612C)
6(1-%)

Como ya se menciond, para poder determinar el valor de x (y de los deméas pardmetros a través de
(6.12)), se requiere del valor esperado de una transicién de dos cuantos. Para las moléculas SFs y
WFg, se empled la transicion al estado |[2v3]Alg) (esto es, el estado de dos cuantos en el modo
Ty,.con simetria A, 4). El elemento de matriz es:

[2v3]%19 = ([275]419|HM|[275]%19) — (0| H™|0)

(2= [1-D(-9) s w9

Para el caso de UFg, no se cuenta con informacion espectroscopica de la transicion [2v5]419, y por
lo tanto se hizo uso del estado |[27,]419) para obtener la cuarta ecuacion:

[2v,]%19 = ([27;]429|HM|[27,]419) — (0| HM]|0) |
cofe-2)aSafei-+ [(-D6-)
W2, 2(1_;)+j(1_§)(1_;) (s

Es importante sefialar que, en el caso de estados de dos cuantos, los subespacios generados por las
representaciones irreducibles son multidimensionales; particularmente, hay tres estados de dos
cuantos con simetria A;4. Al plantear las ecuaciones (6.13) y (6.14) y asociarles una energia
experimental, se esta suponiendo que los estados de la misma simetria no se estdn mezclando,
cuando en realidad no se tiene una garantia de que ese sea el caso a priori. Unicamente se tiene
conocimiento de esto tras diagonalizar las representaciones matriciales del Hamiltoniano para una
representacion irreducible y una poliada en particular. No obstante, es una suposicion razonable y
resulta valida para realizar estos célculos preliminares.

Sustituyendo (6.12) en (6.13) y (6.14), se obtiene una ecuacion algebraica en k, en términos de las
energias de los primeros fundamentales y uno de los primeros sobretonos, cuya raiz positiva
proporciona el estimado inicial de la anarmonicidad. En la Tabla 6.2 se presentan las energias de los
sobretonos empleados para cada molécula, asi como los valores de los parametros espectroscopicos
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obtenidos por el método descrito. El valor de k se redonded a un entero, ya que representa la
cantidad de estados ligados en los osciladores.

Tabla 6.2. Sobretonos y estimados de los parametros espectroscopicos para los tres fluoruros octaédricos, con
efectos anarmonicos.

[2v4]%19  [2v3]M1s ® A Az
[em™] " [em™1]
%25F, — 1889.05 135 829.93 22.028 -131.49
AW, — 1422.4 299 71583  15.70 -1.45
28yFs | 13319 — 98 61451 2240  -23.77

Cabe aclarar que los valores en la Tabla 6.2 Gnicamente son tentativos. Tras introducir valores
iniciales, los parametros w,;,4, se modifican iterativamente hasta optimizar el ajuste para un
determinado valor de k. El valor de k¥ se modific6 manualmente hasta obtener su valor optimo
(aquel que minimiza la desviacion rms). Los resultados de los ajustes optimizados se presentan en la
siguiente seccion.

6.3. Resultados de los ajustes: energias y parametros espectroscopicos

Se realizd la descripcion espectroscopica de los grados de libertad de tension de los fluoruros
octaédricos SFs, WFs y UFs. Se llevaron a cabo ajustes por minimos cuadrados, empleando los
Hamiltonianos presentados en el capitulo 5, que incluyen una descripcién bajo aproximacion
arménica, una bajo el modelo HCAO, y una descripcion basada en osciladores de Morse acoplados
por interacciones anarmonicas. Los Hamiltonianos correspondientes son designados HHC, HAOHC y
HY respectivamente. En los tres casos, las variantes que se obtienen dependiendo del esquema de
partida (modos normales 0 modos locales) resultan ser equivalentes en términos de la forma que
adquiere el Hamiltoniano; por ende, se puede realizar un solo ajuste para ambos esquemas. Como se
ha ilustrado previamente, el punto crucial en el que difiere el esquema local del normal es con
respecto a la expresion de los pardmetros espectroscopicos en términos de constantes de fuerza, lo
cual implica que la evaluacion de la relativa localidad/normalidad del sistema es crucial para la
adecuada estimacion de las constantes. El calculo de constantes de fuerza y la transicion normal-
local se presenta de forma detallada en secciones subsecuentes.

A continuacion se presentan los resultados de los ajustes optimizados bajo los tres modelos. La
descripcion basada en interacciones anarmonicas (H™) es la contribucion realmente novedosa que
se propone en este trabajo; los ajustes con los otros dos modelos se realizaron con el propdsito de
tener una referencia para evaluar la calidad de la descripcion (los resultados del limite arménico
también son de utilidad en la evaluacién del grado de normalidad/localidad en las vibraciones). Por
este motivo, Unicamente se presentan los datos completos de la descripcion espectroscopica para el
modelo AM, en la forma de la prediccion de las energias y los estados asociados. Para los otros dos
ajustes, Gnicamente se presentan los parametros ajustados, y las desviaciones rms asi como los
residuales del ajuste (), respectivamente definidos como:
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NONew (BPT - E{41)
rms = ; (6.15)

i=1 Nexp - Npar

Nex
=D ET - E) 5 (616)
i=1

Donde N, corresponde a la cantidad total de energias experimentales que se emplearon para
realizar los ajustes, N, es el nimero de parametros involucrados en el ajuste, Efx” son los datos

espectroscopicos experimentales de las transiciones (en cm™), y EF®€ son las energias predichas
por el modelo tras haber ajustado los parametros. Estas medidas de desviacion resultan de utilidad
para ponderar la calidad de un ajuste y la adecuacién del modelo considerado.

6.3.1. Aproximacion armonica
El Hamiltoniano armdnico que se empleo para realizar el ajuste es:
. 6 1 12
fHO = wzl (at.a; + a;aty) + /112. (ata; +a,at;) + Azz_ (a%a; +a,a%)) ; (6.17)
=1 i<j i<j

Donde se introdujeron parametros espectroscopicos con dimensiones de energia, y tienen las
siguientes definiciones en términos de los parametros originales presentados en el capitulo 5:

w = hof ; E ={loc,nor}; (6.18a)

A =hAf ; E ={loc,nor}; (6.18h)

A, =ni5 ; E ={loc,nor}; (6.18¢c)

Donde se empled el superindice E para indicar que el pardmetro espectroscopico puede
corresponder al de un esquema local o normal. Introduciendo los parametros presentados en la
Tabla 6.1 como valores iniciales, se realizaron ajustes de forma iterativa hasta observar
convergencia (esto es, hasta observar que los parametros no varian de una iteracién a la siguiente).
Los resultados se presentan en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3. Parametros espectroscopicos y desviaciones del ajuste bajo la aproximacion arménica. La cantidad
de energias experimentales empleada para cada molécula se presentan en la parte superior de la tabla.

Pardmetro | *°SF BAWF, 2BUF,
Nexp 14 10 13
o [cm™1] 815.586 709.907 600.703
A [em™1] 21.845 15.8074 22.1761
A, [em™1] -130.493 -1.28148 -23.8602
rms [em 1] | 4.4392 0.7757 1.4048
o [cm™1] 216.773 4.2122 19.7346

Como se puede observar, los valores de los pardmetros no cambiaron de manera substancial con
respecto a sus valores iniciales. Esto implica que la estimacion basada en la frecuencia de los
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primeros fundamentales resulté ser una buena primera aproximacién. SFg presenta las desviaciones
més grandes, mientras que WFg tiene el rms mas pequefio, de 0.7757 cm™. En principio, esto se
puede interpretar como una medida de la armonicidad en las vibraciones: WF4 se aproxima a un
limite arménico, mientras que SFg es substancialmente anarménico. No obstante, es crucial
considerar las energias experimentales que se emplearon para cada molécula: para SFg se trabajé
con una mayor cantidad de energias, que incluyen transiciones a estados de hasta tres cuantos,
mientras que para WFs se tiene una menor cantidad de energias experimentales, que Unicamente
alcanzan estados de poliada dos. Puesto que los efectos anarmoénicos se manifiestan de manera
mucho mas evidente para estados mas excitados, es posible que la diferencia en las desviaciones se
derive de esto.

6.3.2. Modelo HCAO

La representacion algebraica del Hamiltoniano bajo el modelo de osciladores anarmonicos
arménicamente acoplados es:

6 6 !
fA0HC — w’z ata; - wxz (a*.a,)" + Alz (a*a; + a,at;)
i=1 i=1 i<j
+3,) (@G +aah) 5 (619)
i<j
Donde se elimind la energia del estado fundamental para evaluar las transiciones, y se definieron
parametros de la siguiente manera:
w' = h(wf —wx) ; E = {loc,nor}; (6.20a)
wx = hwx ; (6.20b)
A, =hAf ; E ={loc,nor}; (6.20c)
Ay =hA5 ; E ={loc,nor}; (6.20d)

Puesto que se estan introduciendo correcciones por anarmonicidad en los elementos de la diagonal,
se tiene un cuarto pardmetro para realizar el ajuste, wx, cuyo valor inicial se estima a partir de los
valores preliminares de x proporcionados en la Tabla 6.2, mediante la relacion:

=2 (621
a)x—K ; (6.21)

Puesto que wx aparece de forma explicita en (6.19), se puede optimizar directamente en el ajuste.
Ese no es el caso para el modelo con interacciones de Morse, como se veréd a continuacion. En la
tabla 6.3 se presentan los resultados del ajuste.

Tabla 6.4. Parametros espectroscopicos y desviaciones de los ajustes bajo el modelo HCAO.

Parametro 25, W, 2BUF,
Nexp 14 10 13
wx [cm™1] 4.947 1.1222 1.59676
w [Cm_l] 828.674 712.4702 604.7978
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Ay [em™ 21.2853 15.7492 22.1051
A, [em™1] -129.261 -1.39127 -23.8951
rms [cm™1] 1.6602 0.6483 0.6777
o [cm™] 27.56 2.52 4.13

El rms disminuy6 para las tres moléculas con respecto al célculo en el limite armonico. Esto es de
esperarse, por una parte debido a que al introducir mas parametros en un ajuste por lo general
disminuyen las desviaciones, y por otra debido a que se espera comportamiento anarmonico en las
vibraciones, y una descripcion que tome en cuenta anarmonicidad es mas adecuada.

6.3.3. Osciladores de Morse acoplados

El Hamiltoniano empleado es:

6 l "
M =w2_ (miaiwiz;n)ulz _(3+i5j+3iz3+j)+azz (Bt:b; + bibt;) ;5 (6.22)

i=1 i<j i<j
Donde los parametros espectroscopicos tienen las definiciones (6.18). La anarmonicidad x se
manifiesta en los elementos de matriz del Hamiltoniano por la accion de los operadores de Morse
sobre los osciladores locales. No obstante, puesto que no estd presente como el pardmetro de
acoplamiento de un término independiente, los ajustes se tienen que realizar para un valor de k que
se fija manualmente. Entonces, es necesario variar x y realizar ajustes, hasta encontrar el valor
optimo que minimice el rms del ajuste. Las Figuras 6.1 a 6.3 ilustran la dependencia que presenta el
rms y los deméas pardmetros espectroscopicos, con respecto al valor de x seleccionado, y permiten
observar graficamente la existencia y unicidad de un valor éptimo para las tres moléculas, que
resultd ser 180, 655 y 370 para SFs, WF¢ y UFg respectivamente. En las gréaficas también se puede
observar que, en practicamente todos los casos, w disminuye con k, mientras que los parametros de
acoplamiento A incrementan. Un comportamiento de modos normales esta caracterizado por un
fuerte acoplamiento entre enlaces, mientras que los modos locales se asocian con interacciones
débiles entre enlaces y contribuciones substanciales en la diagonal. Por lo tanto, el patron que
presentan las graficas sugiere la interpretacién de una transicion de modos locales a modos
normales, conforme los sistemas se aproximan al limite armonico (k — oo). Los resultados de los
ajustes para los valores 6ptimos de k se presentan en la Tabla 6.5.

Tabla 6.5. Parametros espectroscopicos y desviaciones de los ajustes empleando AM.

Parametro 325k, BWWE 2BYF,
Nexp 14 10 13
K 180 655 370

o [em™1] | 827742 712419  604.877
A [em™1 | 215118 158076  22.1843
A, [em~1] | -130.3570 -1.3532  -23.9621
rms [em~1] | 1.2053 0.5955 0.6318
o [em™] 15.98 2.48 3.99
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En la Tabla 6.5 se puede observar que este ajuste produce las menores desviaciones. Esto es
evidencia de que la inclusion de efectos anarmonicos en los potenciales de interaccion entre
osciladores permite una mejor descripcion espectroscopica. De las tablas 6.4 y 6.5 se puede
observar que SFg es la molécula que presenta mayores efectos anarmoénicos y menos estados
ligados, mientras que WF¢ aparentemente exhibe menor anarmonicidad. Este resultado no coincide
con las expectativas, ya que en principio se espera que los efectos anarmonicos incrementen
conforme incremente la diferencia de masa entre los atomos enlazantes. Sin embargo, como se
menciond anteriormente, es posible que este sea un efecto causado por la cantidad reducida de
energias experimentales que se tienen disponibles para WFe.

El valor de A, para todas las moléculas y en todos los ajustes resultd ser negativo. Para entender por
qué, es importante tener en cuenta que los pardmetros espectroscopicos contienen informacién y
contribuciones de dos tipos: dinamicas (aportadas por las constantes de fuerza) y estructurales
(asociadas con los elementos de la matriz G de Wilson). Tomando en cuenta la forma que adquieren
los elementos de G evaluados en el equilibrio para moléculas octaédricas (ecuaciones (4.28)), es
claro que los parametros x, siempre son negativos, y por ende la contribucion estructural a los
parametros espectroscopicos es negativa. La contribucion dinamica se supone positiva, porque las
constantes de fuerza asociadas con un minimo de potencial son positivas. Entonces, el valor
negativo de 4, indica que las contribuciones estructurales, causadas por acoplamientos de energia
cinética en coordenadas internas, predominan sobre las contribuciones dindmicas en las
interacciones axiales.

Por otra parte, es de interés analizar la magnitud de los parametros de acoplamiento A. Por lo
general, un comportamiento local en las vibraciones se caracteriza, entre otros factores, por un
acoplamiento entre enlaces reducido. Al observar la tendencia general que presentan las A’s en los
tres ajustes, se puede observar que WFg presenta los parametros de menor magnitud, SFsy UF
tienen valores de A; equiparables, y SFq presenta un valor de A, substancialmente mayor que las
deméas moléculas. Como una primera aproximacion, esto se puede interpretar como un indicador de
gue WFs es mas local, mientras que SFs exhibe un caracter mas normal. Esto coincide
aproximadamente con el comportamiento esperado, pero estd en contradiccion con la aparente
armonicidad de WF¢. En cualquier caso, el analisis de las A’s por si solas no permite mas que una
evaluacion preliminar acerca del comportamiento local/normal. La verdadera claridad se obtendra
con el célculo de las constantes de fuerza, y el analisis de la transicidn local->normal, que se estudia
en secciones posteriores. Adicionalmente, estos sistemas presentan la peculiaridad de tener dos
tipos de interacciones diferentes, incluso en una descripcién a orden cero. Como se verd mas
adelante, esto va a representar un reto ante la necesidad de trabajar con un parametro universal que
se pueda emplear como una medida de localidad.

En las Tablas 6.6, 6.7 y 6.8, se presentan los espectros generados por los ajustes bajo el modelo AM,
y se comparan con las energias experimentales disponibles. Las tablas estdn organizadas por
representacion irreducible y poliada de los estados propios de A, hasta poliada 4. Adicionalmente,
para cada estado propio del Hamiltoniano, se incluye el valor del cuadrado del coeficiente del
estado con componente mayoritaria, en la base normal y local. Esta informacion puede llegar a ser
de utilidad para determinar el caracter normal/local de los diferentes estados vibracionales del

espectro. La diferencia A esta definida como E*? — Ef€°.
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Tabla 6.6. Energias de los sobretonos de tension de SFg generadas por el ajuste empleando AM, y
comparacion con informacion espectroscdpica experimental.

Irrep Poliada Estado Coef. Estado  Coef. Energia [em™1] A
P, Normal Normal Local Local Teérica  Exptl. [em™1]
A 1 [100) 1.000 [100000) 1.000 774481  774.54 0.06
2 [020) 1.000 [100100) 0.332 1289.8 — —

[200)  1.000 |110000) 0.674 15475 S S
[002)  1.000 |100100) 0510 1891.08 1889.05  -2.03

E, 1 [010)  1.000 |001000) 1.000 646.127 64355  -2.58
2 [020)  1.000 ]001001) 0171  1291.01  —— S

[110)  1.000 [001001) 0.320  1417.94  — S

[002)  1.000 |001001) 0509  1891.07 1891.60  0.53

Tyq 2 [002)  1.000 |110000) 1.000 1896.36 189653  0.17
Ay 3 [003)  1.000 |[111000) 1.000 284453 284528  0.75
Tiu 1 [001)  1.000 [001000) 1.000 948.178 948.10  -0.08
2 [011)  0.999  |002000) 0.698 1588.19 1588.10  -0.09

[101)  0.999  |002000) 0.302 171958 171959 0.1

3 [021)  0.996 ]003000) 0.379 222616 222750  1.34

[021) 0999 |111000) 0501 22386  —— S—

[111)  0.994 |003000) 0.315  2357.02  —— S—

[201)  0.998 ]012000) 0549 248951 2489.47  -0.04

[003)  0.898 ]002001) 0.763  2828.69 2827.55  -1.14

[003)  0.898 [100101) 0509 2839.25 2839.04  -0.21

Tyu 3 [021)  1.000 |012000) 0.845 223319 — —
[111)  1.000 ]100101) 0.336 236292  —— —

[003)  1.000 ]100101) 0509 2839.25 2840.35  1.10

Los valores de A de la gran mayoria de las energias predichas se encuentran dentro del rms del
ajuste, que en este caso es de 1.2053 cm™. Unicamente hay dos estados, asociados con [002) y
|010) en la base de modos normales, cuyas energias se desvian con respecto al valor experimental
por més de 2 cm™. Es importante sefialar que no se observa degeneracion accidental en el espectro
tedrico. Si se observase alguna degeneracion accidental, esto indicaria la necesidad de incluir
términos de interaccion de orden superior (particularmente, de acoplamiento de momento angular
vibracional) para romper con ella. Claramente, la inclusion de interacciones de orden superior
podria mejorar la descripcion substancialmente, pero el espectro generado cuando menos no
presenta defectos cualitativos importantes, como degeneracion accidental. Adicionalmente, la
inclusion se interacciones de orden superior en un Hamiltoniano efectivo se debe realizar en
proporciéon a la cantidad de energias experimentales disponibles. Puesto que en este ajuste
Unicamente se emplearon 14 energias asociadas con sobretonos de hasta tres cuantos, es posible que
las mejorias en la descripcion producidas por la introduccién de términos de orden superior no
fuesen substanciales para los estados de baja energia que se estan trabajando.

Analizando la tendencia general que exhiben los coeficientes asociados con los elementos de
méaxima componente en las bases normales y locales, se puede observar que en la mayoria de los
casos, el coeficiente asociado a la base normal es 1.0 o muy cercano a este valor, mientras que en la
base de estados locales, se tienen valores variados. Esto indica que todos (o casi todos) los estados
vibracionales del sistema se pueden asociar sin ambigiedad a un elemento de la base normal,
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mientras que la misma asociacién no es posible con respecto a los elementos de la base local. Esto
sugiere un caracter predominantemente normal.

Tabla 6.7. Energias de los sobretonos de tension de WFg generadas por el ajuste empleando HM, y
comparacion con informacion espectroscdpica experimental.

Irrep Poliada Estado Coef. Estado  Coef. Energia [em™1] A
P, Normal Normal Local Local Tedrica  Exptl. [em™1]
A 1 [100) 1.000 [100000) 1.000  772.026 772.1 0.07
2 [020) 1.000 |100100) 0.324 1353.95 1354 0.05

[002) 1.000 |100100) 0.507 1422.11 1422.4 0.29
[200) 1.000  |100100) 0.168 1543.66 — —

E, 1 [010) 1.000 |001000) 1.000 677.325 678.2 0.88
2 [020) 1.000 |110000) 0.661 1354.3 1354 -0.30

[002) 0.999 [001001) 0.478 1422.074 14224 0.33

[110) 0.999 [001001) 0.358 1448.64 — —

Iy 2 [002) 1.000 |110000) 1.000 1423.19 1422.4 -0.79
Tiu 1 [001) 1.000 |001000) 1.000 711.594 712.4 0.81
2 [011) 1.000 |002000) 0.677 1387.49 1387.1 -0.39

[101) 1.000 |002000) 0.323 1482.87 1482.8 -0.07

Para el caso de WFs, dos de las energias experimentales empleadas no tenian una transicién
asignada de forma Unica. Especificamente, la energia 1354 cm™ estd relacionada con las
componentes A;q y E4 del estado [020), y la energia 1422.4 cm™ esta asociada con las componentes
Ay, Eg y Ty del estado |002). Lo que se optd por hacer en estos casos, fue considerar a los estados
involucrados como degenerados, e incluir las energias repetidas en los ajustes. Como se puede
observar, esta degeneracion introducida en el espectro experimental no es reproducida por el
espectro tedrico, probablemente debido a que los estados no son realmente degenerados y solamente
existe ambigliedad en la asignacion. El valor de A Gnicamente excede el rms del ajuste para tres
estados, especificamente: |010), |002) y [001). Como se ha mencionado anteriormente, en este
ajuste unicamente se pudieron usar 10 energias experimentales de hasta poliada dos. Probablemente
este es el motivo por el cual el rms es el menor de toda la serie de moléculas.

Tabla 6.8. Energias de los sobretonos de tension de UFg generadas por el ajuste empleando AM, y
comparacion con informacion espectroscdpica experimental.

Irrep Poliada Estado Coef. Estado  Coef. Energia [cm™!] A
P, Normal Normal Local Local Tebrica Exptl. [em™1]
Ay 1 [100) 1.000 |100000) 1.000  666.208 667.1 0.89
2 [020) 1.000 [100100) 0.329  1065.95  1066.3 0.35

[002) 1.000 |100100) 0.499 1249.31 —_— —_—
[200) 1.000 |100100) 0.172 1331.83 1331.9 0.07

E, 1 [010) 1.000 |001000) 1.000  533.462 534.1 0.64
2 [020) 1.000 |001001) 0.166 1066.43 1066.3 -0.13
[110) 0.999 [001001) 0.309 1198.55 1197 -1.55
[002) 0999 [001001) 0.525 1249.35 — —
Ty 1 [001) 1.000 |001000) 1.000  625.505 625.5 -0.005
2 [011) 1.000 |002000) 0.678 1156.85 1156.9 0.05

[101) 1.000 |002000) 0.322 1290.56 1290.9 0.34
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3 [021)  0.998  |003000) 0.353  1687.41  1687.5 0.09
[021) 0998 [111000) 0512  1691.71  — — S
[111)  0.998  |003000) 0.346  1820.76 1821 0.24

[003)  0.890 [002001) 0773 187149  — S
[003)  0.892 [100101) 0506  1874.83 18746  -0.23
[201) 0999  |012000) 0547 195504 1955 -0.04

En el caso de UFg existe ambigiiedad en la asignacién de una de las energias experimentales: la
energia 1066.3 cm™ puede pertenecer a la componente A,y 0 E, del estado |020). Nuevamente,
estos estados se aproximaron como degenerados para realizar el ajuste, pero dicha degeneracion no
se reproduce en el espectro tedrico.

Con respecto a los valores de coeficientes normales y locales en WFg y UFs, se observan patrones
muy similares al que se tiene en SFg: los coeficientes normales son cercanos a la unidad, mientras
que los locales varian considerablemente. Entonces, el andlisis de los coeficientes sugiere un
comportamiento normal en todas las moléculas, y no proporciona informacién que permita
identificar diferencias en cuanto a caracter normal/local en la serie.

6.4. Constantes de fuerza (locales y normales)

A continuacion se presentan las constantes de fuerza, calculadas tanto en un esquema de modos
locales, como de modos normales. Las constantes locales se calcularon mediante las ecuaciones
(5.13), mientras que las normales fueron calculadas mediante (5.20). Por claridad, las ecuaciones se
van a repetir a continuacion:

wloc 2
r’;’6=( 0) ; (6.23a)
rr

zwloc
Ao = —5—AP¢ 5 (6.23b)
rr
2
locgloc ,0 loc 0
loc_zw Az grr_(w )grru .
Y T 02 ’
(grr)

(6.23¢)

1 1
rr;or — _{ 5 5 [(wnor + 4/171101‘ + /112101”)2 + z(wnor _ Z/ﬂwr + /’1301")2]
6 (grr + Grro

3
5 (wnor—zgor)Z} ; (6240)

+———
Irr — Grrn

nor _— _
rrr T
6

[gO m gO ((wnor + 4/111101” + Arzwr)z _ (wnor _ ZA‘EI.OT + /Vzlor)Z) ; (6.24b)
rr rrr

1 1
or = _{—0 5 [(w™" + 4/15101" + AELOT)Z + 2(w™o" — Z/HLOT +/112Lor)2]
6 (9rr + Grru

3
- (wnor—,vzwr)Z} ; (6.24¢)
rr rri
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Las constantes de fuerza son convencionalmente reportadas en unidades de aJ A, para lo cual es
necesario aplicar una serie de factores de conversién sobre las ecuaciones anteriores. Para ilustrar el
método de conversion, se va a presentar el ejemplo del calculo de £19¢. En las proximas ecuaciones,
se va a emplear una notacion en la que los corchetes que se encuentran junto a cada cantidad
indican las unidades en las que esta expresada la cantidad en cuestién. Introduciendo la relacién

(6.18a) en (6.23a), se tiene:

e 1\ w?[em™?] ([ 2m Z w?[em™?] _
= (55=1) smgm ~ ) e’ 6
Multiplicando por un factor de (h[J - s] - c[cm - s71])?:
oc (- c)?[s7?] (w-c)? _
Al G (RS

Convirtiendo J>aly m=> A:

1[a]]

loc
rr

_ (g2 @O 101 [m]\* N
_(4”2 Grr (10'18[/])( 1[4] >>W AT (627)

El mismo procedimiento de conversion de unidades aplica para las demas constantes de fuerza.

6.4.1. Aproximacion armonica

En la Tabla 6.9 se presentan las constantes de fuerza, locales y normales, calculadas con los
pardmetros espectroscopicos calculados bajo la aproximacion armdnica, incluidos en la Tabla 6.3.

También se presentan los parametros xy y x,. Puesto que se esta

trabajando con osciladores

armonicos, no existe una cantidad limitada de estados ligados, ni una energia de disociacion de

enlace en este modelo.

Tabla 6.9. Constantes de fuerza calculadas con los parametros ajustados bajo la aproximacién arménica.

loc loc loc . . ’r‘l;)r ;1191' 11}19r
rr rre rres ! " ! " mor /mor

Xg [aJA 7] x'p x"pe [aJA 2] f xXf
%235k, -0.3725 4.6722  0.2503 0.2455 0.0536 0.0526 4.9387 0.3458 0.3582 0.0701 0.0725
BYWFg | -0.0936 51136  0.2277 0.4602 0.0445 0.0900 5.1683 0.2564 0.4754 0.0496 0.0920
#8UFs | -0.0739  3.7408  0.2762 -0.0206  0.0738 -0.0045 3.7672 0.2974 0.0017 0.0789 0.0005

6.4.2. Modelo HCAO

La Tabla 6.10 contiene las constantes de fuerza calculadas con los p

arametros ajustados bajo el

modelo de osciladores anarmdnicos armonicamente acoplados (Tabla 6.4). EI pardmetro de
anarmonicidad que se obtiene directamente en esta serie de ajustes es wx; a continuacion también se
presentan los correspondientes valores de k, calculados con la ecuaciéon (6.21). Puesto que los
enlaces corresponden a osciladores de Morse, es posible calcular los pardmetros asociados con el
potencial de Morse; especificamente, el alcance del potencial, 8, y la energia de disociacion del

enlace, D, mediante el siguiente conjunto de ecuaciones:
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hwk

B=|-— (629

Los valores de estas cantidades, calculados con los parametros del ajuste, se reportan en la Tabla
6.11.

Tabla 6.10. Constantes de fuerza calculadas con los parametros ajustados bajo el modelo HCAO.

loc loc loc nor nor nor
rr rr! rres rloc rrloc rr rr! i mor 'mor
K o X X o X X
_2 f f -2 f
[aJA 2] [aJA 2]

*2SFs 168 4.8234 0.2478 0.2922 0.0514 0.0606 5.1063 0.3435 0.4103 0.0673 0.0804
BYWFg | 635 5.1506 0.2277 0.4620 0.0442 0.0897 5.2054 0.2563 0.4772 0.0492 0.0917
8UFs | 379 3.7920 0.2772 -0.0193 0.0731 -0.0051 3.8184 0.2984 0.0029 0.0782  0.0008

Tabla 6.11. Energia de disociacion de enlaces, y alcance de los potenciales de Morse, calculados a partir del
ajuste HCAO.

D [cm‘l] ﬁ [A_l]
S, 34702.88 1.8737
¥\WFs | 11308351 | 1.0726
2BYF, 57269.15 1.2933

6.4.3. Osciladores de Morse acoplados

Las constantes de fuerza calculadas con los parametros ajustados con A se presentan en la Tabla
6.12. Las energias de disociacion y alcances de los potenciales se pueden consultar en la Tabla 6.13.

Tabla 6.12. Constantes de fuerza calculadas con los parametros ajustados con el modelo de osciladores de
Morse acoplados anarmoénicamente.

loc loc loc nor nor nor
rr rre rrir rloc 11loc rr rr/ rrir mor rmor
K ] X X 2 X X
-2 f f -2 f
[aJA ] [aJA ]

¥SF; | 180 4.8125 0.2501  0.2771  0.0520 0.0576  5.0917 0.3462  0.3941 0.0680 0.0774
¥\WFes | 655 5.1499 0.2285  0.4624  0.0444 0.0898  5.2048 0.2573  0.4777 0.0494 0.0918
28yF, | 370 3.7930 0.2782  -0.0201 0.0734 -0.0053 3.8195 0.2995  0.0023 0.0784 0.0006

Tabla 6.13. Energia de disociacion de enlaces, y alcance de los potenciales de Morse, calculados a partir del
ajuste con HM.

D [cm_l] ﬂ [A_l]
35, 37248.39 1.8066
\WFs | 116658.61 | 1.0560
2By, 55951.12 | 1.3086
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Al analizar las Tablas 6.9, 6.10 y 6.12 en conjunto, se puede observar que, en términos generales,
existe coincidencia en los valores de las constantes derivados de todos los ajustes realizados; las
constantes de los ajustes HCAO y A™ son particularmente similares. Esto tiene sentido si se
consideran los rms de todos los ajustes. El célculo bajo la aproximacion armonica produjo las
mayores desviaciones, y éstas se vieron significativamente reducidas al emplear el modelo HCAO.
Las desviaciones nuevamente disminuyeron al emplear H™, pero la mejora con respecto a HCAO
no fue tan dramatica, lo cual explica que la diferencia en los valores numéricos de las constantes no
sea substancial. Con base en el hecho de que el ajuste con A fue el mejor de los tres, se puede
suponer que las constantes que se derivan de este ajuste son las mas confiables.

Claramente, lo ideal seria poder comparar con valores de referencia, como célculos de primeros
principios, para poder establecer con precision la calidad de las constantes que se obtuvieron.
Lamentablemente, no se encontrd literatura sobre el célculo de las constantes de fuerza de estas
moléculas con métodos de estructura electronica. Unicamente se encontraron referencias en las que
se estimaban las constantes con férmulas empiricas, basadas en los primeros fundamentales [43-47].
Estos valores permiten confirmar una coincidencia general en el orden de magnitud de las
constantes que se reportan en este trabajo, pero no pueden ser empleadas como referencia, ya que su
confiabilidad es posiblemente menor que las que se presentan aqui. Los Unicos valores que se
pueden emplear con propdsitos comparativos, son los reportados por Halonen y Child en [29], que
se presentan en la Tabla 6.14.

Tabla 6.14. Constantes de fuerza reportadas en [29], y el rms de los ajustes correspondientes. Los rms se
modificaron con respecto a los originales, para considerar la cantidad de parametros empleados en el ajuste.

frr frrl fTT” ! i rms
[ajA 2] *r *r [em™1]
Sk, | 5.0020 0.3367 0.3555 0.0673 0.0711 1.9
B\WFs | 5.2246  0.2560  0.4708 0.0490 0.0901 0.7
2BYF | 3.8111  0.2973 0 0.0780 0 0.8

Las ligeras diferencias que se pueden observar entre las constantes de fuerza y los rms de la Tabla
6.14 y los que se obtuvieron en este trabajo, se deben a que Halonen y Child emplearon una menor
cantidad de energias, y realizaron un método de ajuste ligeramente diferente al que se empled en
este trabajo. Especificamente, realizaron el ajuste con una base de productos directos de osciladores
de Morse expresados en su representacion de coordenadas, y ajustaron directamente los parametros
{B,D, f,, frrn} €N UN €SQUEMa que no preserva poliada. Como se ha mencionado con anterioridad,
realizar la diagonalizacion del Hamiltoniano considerando la conservacion de una poliada
representa una ventaja practica considerable, ya que el calculo adquiere mayor simplicidad y es
mucho mas eficiente. Halonen y Child obtienen estimados de constantes de fuerza que se pueden
suponer acertados, debido a su similitud con los valores de f™°" que se presentan en la Tabla 6.12,
pero los obtuvieron con el precio de romper con la poliada local. Nuestro calculo entonces presenta
la evidente ventaja de proporcionar valores adecuados para las constantes de fuerza en un esquema
gue conserva poliada, que es mucho mas sencillo de trabajar. En todo caso, a pesar de las
diferencias, se puede apreciar que las constantes en la Tabla 6.14 presentan exactamente la misma
tendencia que las que se presentan aqui, lo cual permite validar el analisis local-normal que se
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realizard a continuacién. Adicionalmente, las desviaciones rms que reportan son muy similares,
pero mayores que las obtenidas en este trabajo, lo cual sugiere que la calidad de sus constantes no
es necesariamente mejor que las que se reportan aqui.

6.5. Andlisis de la transicion local-normal

La transicion de modos locales a modos normales en un sistema molecular se puede asociar con un
fenbmeno de ruptura de la poliada local. Puesto que las constantes f™°" se derivan de un
tratamiento en el que se preserva Py, éstas permanecen validas independientemente del grado de
localidad. Por otra parte, como las constantes f°¢ estan asociadas con la preservacion de la poliada
local, la ruptura de P, implica que £°¢ dejan de describir las interacciones de forma realista. Como
consecuencia, la transicion local-> normal va a estar indicada por diferencias progresivamente
mayores entre las constantes de fuerza derivadas de un tratamiento en modos locales, y aquellas
obtenidas de un esquema de modos normales.

Las graficas contenidas en la Figura 6.4 muestran los valores de las tres constantes de fuerza
calculadas en ambos esquemas para las tres moléculas trabajadas en orden ascendente de masa del
atomo central. Esta representacion grafica permite apreciar con claridad que, efectivamente, los
valores numéricos de las constantes normales y locales se aproximan entre si a lo largo de la serie.
Esto confirma la expectativa de que el grado de localidad esta dictado en gran medida por la
diferencia de masa entre los atomos enlazantes: UFg se aproxima a un limite local, mientras que SFg
presenta un comportamiento normal, y por ende no se presta a un célculo derivado de modos locales
puros. El Gnico caso en el que no se observa esta tendencia, es en f,..,, en donde la diferencia para
UF; es ligeramente mayor que la de WFg; este caso se va a analizar por separado mas adelante.

Uno de los hallazgos fundamentales de la teoria de modos locales, es que el grado de localidad en
un sistema esta ligado con dos factores: la anarmonicidad, y la magnitud de las interacciones entre
enlaces. A pesar de que la Figura 6.4 permite observar la transicion de forma cualitativa, y en
términos generales confirma la hipdtesis, es importante encontrar una descripcién que permita
parametrizar la transicion en términos de cantidades fisicas de relevancia. En el estudio de sistemas
moleculares donde Unicamente existe una clase de interaccion entre osciladores a orden cuadratico
(esto es, solamente una A en el Hamiltoniano), se ha encontrado que el caracter normal/local de las
vibraciones puede ser identificado en términos de la anarmonicidad wx Yy la interaccion A, mediante
el siguiente pardmetro fenomenoldgico, denominado pardmetro de Child [15]:

2 A 2 Ak
{ = —arctan (—) = —arctan (—) ;0 (6.30)
T wx/) w )

Donde ¢ = +1 corresponde a un limite de modos locales, mientras que { = 0 es identificado con un
comportamiento normal. De esta forma, el grado de localidad de una molécula puede ser
identificado por la ubicacion de su correspondiente parametro ¢ en el intervalo [-1,1].
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Fig. 6.4. Constantes de fuerza normales y locales, calculadas con los resultados del ajuste en el que se empled
HM para describir a los sistemas. Los resultados se presentan en orden creciente de masa del a&tomo central.
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Analizando la forma de (6.30), se puede notar que el limite local estd dado por la condicion
w > k|A|, y el comportamiento normal satisface la relacion inversa w > k|A|. Entonces, para este
tipo de sistemas es claro que si existen efectos anarmonicos considerables y acoplamiento débil
entre enlaces, se espera un comportamiento predominantemente local, mientras que para modos
normales ocurre lo opuesto. Un pardmetro alternativo que puede ser empleado para el mismo
propésito es &, definido como:

§ = logyo [ =logao || 5 (63D)

En este caso, & » 0y & « 0 definen limites locales y normales, respectivamente. Puesto que el
parametro de acoplamiento A contiene contribuciones estructurales y dinamicas (dadas por
acoplamientos de energia cinética y potencial respectivamente), también es posible analizar la
influencia sobre el grado de localidad/normalidad de estas contribuciones por separado. Este trabajo
emplea el método de anélisis desarrollado en un estudio reciente sobre la transicion local-normal de
dos osciladores equivalentes interactuantes [24], en el que se hace uso de los pardmetros x para
elucidar la transicion en el contexto de la ruptura de la poliada local. Para un sistema de dos
osciladores, Unicamente se tienen los parametros x;, y xf, con las definiciones que se han
proporcionado en secciones anteriores, y se encontrd que un limite local estricto (caracterizado por
la equivalencia de constantes normales y locales y la conservacion de la poliada local), satisface la
condicion de que el valor absoluto de los pardmetros x es sumamente pequefio |x,| «< 1,y |x| «
1. Este resultado provee de un método alternativo para determinar la relativa localidad/normalidad
en una serie de moléculas triatbmicas, que permite ponderar los efectos estructurales y dindmicos de
forma separada: conforme disminuya la magnitud de los pardmetros x, se espera un
comportamiento mas local.

En los grados de libertad de tensién de moléculas con simetria octaédrica, existen dos clases de
interacciones a orden cuadratico, exigiendo que se trabaje con dos parametros de acoplamiento
diferentes {1, 4,}, con sus correspondientes contribuciones estructurales y dindmicas. Esto resulta
transformar el problema en un sentido fundamental, ocasionando que el analisis convencional que
se presentd anteriormente sea incompleto. Si bien se pueden definir parametros {; para cada
interaccién, no hay garantia de que los parametros individuales vayan a reflejar el caracter
local/normal por separado. Tampoco existe motivacion fisica para suponer que éste vaya a ser el
caso, ya que son las dos interacciones en conjunto las que producen el comportamiento observado.
En la Tabla 6.15 se recopilan los pardmetros mencionados para los resultados obtenidos con el
ajuste AM, y se confirma que, efectivamente, ninguno parece exhibir la tendencia normal->local
que se busca parametrizar.

Tabla 6.15. Pardmetros usados para evaluar la transicion normal-local.

SZSFG 184WF6 238U FG

K 180 655 370
wx[ecm™'] | 45986 1.0877  1.6348
{1 0.8659  0.9563 0.9532

{, -0.9776  -0.5690 -0.9566
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&1 -0.6701 -1.1624 -1.1326
&4 -1.4525 -0.0949 -1.1661
x’}"c 0.0520 0.0444  0.0734
x”}"” 0.0576  0.0898  -0.0053
x'pr 0.0680 0.0494  0.0784
x"7r 0.0774 0.0918  0.0006
Xg -0.3725 -0.0936  -0.0739

Analizando el valor de {;, en todos los casos exceptuando ¢, de WFs se puede identificar lo que
convencionalmente se caracterizaria como un comportamiento normal, debido a la proximidad de
|¢;] a 1. Asimismo, todas las moléculas presentan efectos anarménicos wx pequefios, lo cual es
consistente con un comportamiento normal. No obstante, no se observa una tendencia clara, y los
valores pequefios de wx probablemente se originan en el hecho de que se emplearon transiciones de
baja energia para realizar los ajustes. De esto se puede concluir que es necesario proponer
parametros alternativos para identificar la transicion.

El Unico parametro de la Tabla 6.15 que presenta la tendencia esperada es x,, cuya magnitud

disminuye substancialmente lo largo de la serie de moléculas. Esto tiene sentido considerando que
|xg| es inversamente proporcional a la masa del atomo central y pone en evidencia que, en lo que

respecta a las contribuciones estructurales, se puede identificar la transicion normal-local de forma
completamente analoga al caso de dos osciladores interactuantes. Esto probablemente se debe a que
solamente se tiene un parametro x4, ya que el elemento de matriz g2, es nulo. Al Ginicamente haber
un parametro estructural x,, su valor permite identificar sin ambigiiedad el grado de localidad en lo
gue concierne a acoplamientos en energia cinética. Para elaborar este punto con mayor detalle,
considerar una versién de los pardmetros espectroscopicos, en la que las constantes de fuerza f,.,., y
frrrr SON igual a cero. En esta situacion los parametros Gnicamente dependen de x,, y tienen la

siguiente forma:
w!o¢ = /frrg% ; (6.32a)

1,°¢=0; (6.32b)

X
2% = [frgh 2 5 (6320)
wo" = /f g2 l<1+ /1—x2> ; (6.33a)
rrdrr |5 g , .

L™ =0 ; (6.33b)

1
A, = ’frrg;)r E(l_ /1—x§> ; (6.33¢)
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Si se toma el limite |x,| — 0 en estas ecuaciones, se tiene que w'°® = @™ = 0y A1°° = A" = 0,
que coincide con un limite local estricto. El hecho de que el parametro estructural x,, presente la

tendencia que se observa en las moléculas, pero los pardmetros dinamicos no, indica una
preponderancia de los acoplamientos en energia cinética en estos sistemas.

Puesto que la ausencia de un patrén en los parametros convencionales probablemente se origina en
el hecho de que existen dos interacciones diferentes, una posibilidad para intentar elucidar la
transicion consiste en combinar A; y A, de alguna manera, para poder definir pardmetros de
localidad Unicos. La forma mas sencilla de combinar los parametros de acoplamiento, es tomando
su promedio aritmético:

- M +A
A=

;o (6.34)
Y entonces se pueden definir parametros de localidad referidos a A:
_ 2 Ak
{ =—arctan|— ] ; (6.35)
s w

¢ =logyo

w
KA‘ ( )
Alternativamente, el promedio aritmético de x'; y x"; produce un parametro dinamico dnico:

x'r+x"

= f f
=— 6.37
X 5 ( )

En la Tabla 6.16 se presentan los valores numéricos de estos promedios. Como se puede observar,
los parametros {, & si producen una tendencia de modos normales a modos locales en la serie. El
promedio de los parametros dindmicos calculados en un esquema de modos normales también
disminuye a lo largo de la serie, indicando una transicion normal-local. En el esquema local no se
reproduce este comportamiento, pero en todo caso, las constantes normales son en principio mas
confiables, y exhiben la tendencia esperada.

Tabla 6.16. Parametros de localidad promedio, y parametros dindmicos promedio.

¢ I
825F, | -0.9463 -1.0732 | 0.0727 0.0548

BWF, | 0.9049  -0.8225 | 0.0706 0.0671
28YF, | -0.3171  0.2646 | 0.0395 0.0340

A pesar de que es interesante que los promedios muestren la transicion que se busca describir, este
analisis realmente carece de una justificacion fisica clara, y Gnicamente responde a la necesidad de
encontrar una medida de localidad Unica. Tomar el promedio de los parametros de acoplamiento no
es fisicamente intuitivo o razonable, por lo que no hay forma de predecir si es valido en general, 0
simplemente resultd dar los resultados deseados en este caso. Por lo tanto, esta via de analisis no
resulta satisfactoria.
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El resultado que manifiesta la transicion normal-local con claridad, y proporciona seguridad de que
efectivamente existe dicha tendencia en la serie, son las diferencias decrecientes entre las constantes
de fuerza normales y locales. En la Figura 6.5 se muestra el valor absoluto de estas diferencias, y es
evidente que en todos los casos, excepto en f,.., de UFs, se observa la tendencia normal—->local
esperada. El hecho de que f'°¢ se debe aproximar a f™°" en un limite local estd fisicamente
cimentado en el fendmeno de ruptura de poliada, y es una prediccion directa del formalismo que se
ha empelado en este trabajo. En tanto que un sistema presente un comportamiento
predominantemente local, se va a satisfacer la condicion:

Py =P, ; (6.38)

Por su parte, esta condicion justifica emplear una transformacion canodnica (en vez de la
transformacién de Bogoliubov) para conectar osciladores normales con locales, y trabajar en un
esquema que preserve la poliada local, que a su vez da origen a las constantes de fuerza £°¢. Si el
sistema exhibe un grado de normalidad considerable, la condicion (6.38) no es satisfecha, y esto se
vera reflejado directamente en diferencias entre £1°¢ y f™°7. Los desarrollos en serie de Taylor de
los pardmetros espectroscopicos normales que se presentaron en el capitulo 5 permiten observar de
forma explicita que estas diferencias se anulan en un limite local. Los desarrollos de Taylor se
presentan nuevamente a continuacion:

1 1
0 = [fwgb {1 =5 [ 476 =5+ 060} 5 6390)
1 [ 1,,% 1 1
A = /frrgfr {5 (p) +55[~3(r) =5 (R (") +§(x'f)(xg)] + 0("3)} ; (6.39D)
ol 1
30 = frrggr {E (x”f + xg) + Z[_(x’f)z] + O(X3)} ; (6:39¢)

Puesto que los parametros locales se recuperan de los normales si se cortan las series en los
términos lineales, se propuso el siguiente conjunto de condiciones para definir un comportamiento
local:

(x) «1; (640a)

1
7" =x,)" <15 (6.40b)

1
E|(x'f)(x"f)|<<1 ; (6.40c)

1
E|(x'f)(xg)|<<1 ; (6.40d)

En la Tabla 6.17 se presentan estas cantidades para las tres moléculas que se trabajaron.
Unicamente se presentan los valores para x¢°", porque las ecuaciones (6.39) estan propiamente

definidas para los parametros normales.
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atomo central.
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Tabla 6.17. Valores de los términos cuadraticos en los desarrollos de Taylor de los parametros
espectroscopicos, cuya magnitud se emplea en la ecuacidon (6.40) para definir las condiciones de un
comportamiento local.

)2 1., 2 |1 N, 1, Promedio
(*'r) Z(x ) §|(xf)(x Dl §|(xf)(xg)|
325, 0.0046 0.0506 0.0026 0.0127 0.0235
BANE, 0.0024 0.0086 0.0023 0.0023 0.0052
28U F, 0.0062 0.0014 2.33x10° 0.0029 0.0035

Se puede notar que las cantidades en la segunda y tercera columna de la Tabla 6.17 efectivamente
disminuyen de SF¢ a UFs, pero los términos correspondientes a la primera y cuarta columna no
producen una tendencia. Sin embargo, se puede apreciar que, por lo general, los pardmetros
asociados a SF son significativamente mayores que aquellos de WFg, que a su vez son mas grandes
que los de UFg; esto se puede corroborar con el promedio aritmético de estos parametros,
proporcionado en la Gltima columna.

Puesto que los términos de la Tabla 6.17 aparecen en los desarrollos (6.39) en conjunto, se propone
trabajar con las siguientes definiciones:

e(w)——— / mor g0, [(xf) + = (x —xg)] (6.41a)
e = 3 JF b [~ () + ())(x)] 5 641y

0 .
e(Ay) = — o7 g0 (x f) ; (6.410)
Estas cantidades se pueden entender aproximadamente como un “error” asociado a despreciar los
términos de orden cuadratico en los desarrollos de Taylor de los parametros espectroscopicos
normales. Sus valores se presentan en la Tabla 6.18.

Tabla 6.18. Valores numéricos de los errores a orden cuadratico de los parametros espectroscdpicos
normales, asociados a aproximar los sistemas a un comportamiento puramente local.

gw) | @A) | =@y

[em™1]
SF, | -23.5153 | -7.4969 -1.9685
BWFs | -3.9515 -2.0780 -0.8748
BYFs | -2.2881 -1.8202 -1.8667

Como se puede observar, la magnitud tanto de e(w) como de £(4,) disminuye a lo largo de la serie.
Esto indica que cortar la serie en los términos lineales es una mejor aproximacién en el caso de UFg
que en SFg, tal como se esperaria para una serie de moléculas que exhibe un grado creciente de
localidad. La cantidad £(4,) no presenta una tendencia uniforme, pero se sigue satisfaciendo que la
magnitud de e(1,) para SFg es mayor que para UFs. A pesar de que no se obtiene una tendencia
completamente uniforme, este anélisis permite observar que las diferencias entre f™°7 y £1°¢ en las
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moléculas se pueden relacionar con la proximidad a un limite local, que se manifiesta en los
desarrollos en serie de Taylor de los parametros espectroscopicos.

Una parametrizacién alternativa para medir el grado de localidad, que se introdujo en [24] para el
caso de dos osciladores interactuantes, consiste en trabajar directamente con las constantes de
fuerza y sus diferencias, de la siguiente manera:

loc
rre

nor
rrir

loc
rr!

nor
rr!

loc
rr

nor
rr

; (6.42)

,62=‘1— ,63=‘1_

A

3
1
=3/, ¢ €1=‘1_
=1

Las cantidades €; crecen conforme incrementa la diferencia entre la constante local y la normal, y el
promedio n es mas cercano a cero conforme el sistema exhiba un comportamiento més local. La
Tabla 6.19 contiene el valor de n para las tres moléculas. Para el caso de UFg, se excluy6 5 en el
promedio, debido a que su valor es inconsistente, y se va a tratar por separado. En estas
condiciones, el parametro n refleja claramente una transicién normal-local.

Tabla 6.19. Valores del parametro n para las tres moléculas, calculado a partir de los valores reportados en la
Tabla 6.12. Para UFg, se excluy6 €5 del promedio.

SFe WFs UFs
n | 0.2097 | 0.0515 | 0.039

Con respecto al caso de f,,,, en UFg, se cree que la causa de la inconsistencia emana del hecho de
gue su valor es sumamente pequefio, lo cual ocasiona que las desviaciones en el ajuste puedan tener
como efecto un error en las constantes que rompe con la tendencia. En la Tabla 6.12 se puede

observar que f"97(UFs) = 0.0023 aJA~2, mientras que f'°5(UF,) = —0.0201 aJA~2; estos

Trr Trr
valores son, por 6rdenes de magnitud, los mas pequefios que se encontraron de todas las constantes
que se calcularon. Al ser tan pequefias, se considera que la diferencia entre £77 y frlff, de UFs no
es una medida valida y representativa del grado de localidad en el sistema. El hecho de que difieran
incluso en el signo indica la presencia de imprecisiones debido a las desviaciones inherentes al

ajuste, que tienen un efecto importante sobre una constante cuyo valor es tan pequefio.

En el ajuste realizado por Halonen y Child [29], la constante f,,,, de UFs de hecho se fijé a cero.
Siguiendo este método de aproximacion, se intentd realizar un céalculo en el que el valor de
f 11 (UFg) se mantuvo fijo en 0.0023 aJA=2(que es el valor mas confiable del que disponemos), y
se optimizo el ajuste con esta restriccion. El calculo se realizd6 mediante el planteamiento del
siguiente Hamiltoniano:

6 I
HM = DPa z (b—ribi + bib—ri) + plz (leb] + ble])
i=1 i<j
+p, ) (BB +BibY)  (643)
i<j

Que es idéntico al Hamiltoniano (6.22), pero se renombraron los parametros y se definen en un
esquema de modos locales:
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Pa =§ /frrgﬁ’r i (6.44a)
=1 [forg% (’})  (6.44b)

fTT‘”

ps=h /frrgwl Jrr . (6.440)

El esquema de calculo consistié en proporcionar los valores iniciales de los pardmetros p; haciendo
uso de las ecuaciones (6.44) con los valores de f™°" de UF, reportados en la Tabla 6.12, y realizar
un ajuste (optimizando x), pero congelando el pardmetro p,. A partir de los resultados de este
primer ajuste, se recalculan las constantes de fuerza ;!¢ y frr 'ofcon las ecuaciones (6.44a) y (6.44b),
pero el valor de f,,,, se mantiene fijo en 0.0023, y simplemente se recalcula p, con el valor de f,.,
que result6 del primer ajuste. Se vuelve a realizar un ajuste con el nuevo valor de p, congelado, y se
repite el procedimiento hasta observar autoconsistencia. Este calculo en principio proporciona la
ventaja de que se fija el valor de £, para evitar inconsistencias, pero en la practica tuvo el efecto
de incrementar el rms del ajuste, de 0.6318 cm™ a 2.8897 cm™. Esto quiere decir que congelar el
valor de la constante de acoplamientos axiales en UFs no mejora la descripcion.

La conclusién global de este analisis es que las diferencias en las constantes de fuerza exhiben una
evidente transicion de modos normales en SFs a modos locales en UFg, que se puede entender y
fundamentar en términos de la ruptura de la poliada local, conforme incrementa un comportamiento
de modos normales en los sistemas. Esto asimismo se puede ver reflejado en los errores asociados a
cortar los desarrollos en serie de Taylor de los parametros espectroscdpicos normales en los
términos lineales, que es equivalente a considerar un limite de modos locales. El hecho de que el
parametro x, presente la misma tendencia que se observa en las constantes refleja el hecho de que
los acoplamientos en energia cinética predominan sobre los efectos dindmicos en estos sistemas. La
tendencia normal-local se rompe en el caso de la constante de acoplamientos axiales de UFs, y se
cree que esto se debe a que su valor tan pequefio produce inconsistencias en los calculos, derivadas
de la desviacion inherente al ajuste. En este sentido, se considera que el pardmetro n calculado
como se presenta en la Tabla 6.19 es una medida satisfactoria de localidad en estas moléculas.
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7. Conclusiones

En este trabajo se present6 la descripcion espectroscépica de los grados de libertad de tension de
moléculas con simetria octaédrica (de tipo AXg), mediante una realizacion algebraica que establece
una conexion entre descripciones referidas a modos normales y modos locales. Dicha conexion
provee de elementos para evaluar el cardcter normal/local de las vibraciones, en el contexto de la
ruptura de la poliada de los modos locales. En relacion con los objetivos generales que se
plantearon en la introduccion, el trabajo realizado se puede dividir en dos variedades: resultados
analiticos derivados de haber aplicado este formalismo al subespacio de tensiones de moléculas
octaédricas (capitulos 4 y 5), y resultados numéricos obtenidos de los ajustes que se realizaron sobre
la serie de fluoruros octaédricos SFs, WFg y UFg (capitulo 6).

Mediante la obtencion de las coordenadas internas adaptadas por simetria (a través de la
diagonalizacion del operador C;; en el subespacio de tensiones), se llegd a una descripcion de
modos normales, cuya realizacion algebraica se logro con la introduccion de operadores bosénicos
normales. La descripcién algebraica local se llevo a cabo relacionando las coordenadas internas de
tension con operadores bosonicos locales, despreciando términos que no preservan el nimero total
de cuantos. De lo anterior, se encontraron expresiones para los parametros espectroscépicos del
Hamiltoniano local, en términos de las constantes de estructura y de fuerza de la molécula. La
conexion normal-local se establecio mediante una transformacion canonica sobre los osciladores
normales. Se demostr6 que la transformacion tiene como resultado un Hamiltoniano que preserva la
poliada local, y que la dependencia con respecto a las constantes de estructura y de fuerza de los
pardmetros espectroscopicos obtenidos por este método difiere del esquema local puro. Haciendo
uso de los desarrollos en serie de Taylor de los parametros espectroscdpicos normales, se encontrd
gue se recuperan los pardmetros locales si se cortan las series en los términos lineales. De esta
forma, se pudieron establecer condiciones que caracterizan un comportamiento local; en este limite,
las poliadas, los parametros espectroscdpicos y las constantes de fuerza de ambos esquemas
coinciden. Se introdujeron efectos anarmonicos en la descripcién a través de un proceso de
anarmonizacion, que consiste en la sustitucion de los operadores bosonicos por operadores de
ascenso Yy descenso del potencial de Morse. Los resultados analiticos son consistentes con hallazgos
previos referentes a la conexion normal-local en sistemas de dos osciladores interactuantes [24]. En
este sentido, el trabajo realizado en esta tesis representa una extension exitosa del formalismo a un
sistema con seis grados de libertad y dos interacciones vibracionales a orden cuadratico.

Con respecto a los resultados de los ajustes se puede establecer lo siguiente. La aportacién original
de este trabajo consiste en una descripcion a orden cuadratico basada en osciladores de Morse
locales acoplados mediante potenciales anarménicos, que al ser empleada para un ajuste de los
espectros de tension de las moléculas SFs, WFg y UFg, produjo desviaciones rms de 1.2 cm™, 0.59
cm® y 0.63 cm™ respectivamente. Con propésitos comparativos, se realizaron ajustes adicionales
bajo la aproximacion armonica y con el modelo HCAO (todos los célculos se realizaron
preservando la poliada local). EI modelo que se propone en esta contribucién produce las menores
desviaciones, lo cual permite concluir que es una mejor alternativa para analizar la estructura
vibracional de los grados de libertad de tension de los fluoruros octaédricos que se estudiaron. Por
su parte, esto pone en evidencia la importancia de incluir efectos anarménicos en las interacciones.
Algunos resultados de los ajustes (como los valores elevados de k y la maxima componente en la
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base de modos normales) indican un comportamiento predominantemente normal en las moléculas.
Se cree que esto es causado por la reducida cantidad de energias experimentales disponibles, que
corresponden a los estados menos excitados del espectro, donde los efectos anarménicos no se
manifiestan de forma tan evidente. Es importante sefialar que, siendo esencialmente la descripcion
mas sencilla posible, claramente existen multiples aspectos en los que podria ser mejorada. Entre
ellos destacan la introduccion de términos de acoplamiento de momento angular vibracional de los
modos degenerados, y la inclusién de los grados de libertad de flexion, para tener la posibilidad de
considerar interacciones tension-flexién. No obstante, los bajos rms indican que la descripcion es
adecuada, sobre todo considerando que el objetivo mas relevante que motivo la realizacion de los
ajustes no es el obtener la descripcién mas exacta y realista de los espectros, sino identificar y
analizar una transicion de modos normales a modos locales en las moléculas estudiadas. En todo
caso, considerando la reducida cantidad de informacion espectroscopica de la que se dispone, es
posible que la inclusion de términos de interaccion de orden superior no produzca una mejora
considerable.

En relacién con el andlisis normal-local, se encontré que la presencia de dos tipos de interaccién a
orden cuadratico ocasiona que las medidas fenomenoldgicas convencionalmente empleadas para
describir el grado de localidad [15] sean incompletas para estos sistemas. Por lo tanto, fue necesario
elaborar propuestas alternativas que permitan evaluar la transicion en un contexto mas general. La
caracteristica fundamental de los resultados que permiti6 identificar la transicién normal-local, es la
creciente cercania entre f°7 y flo¢ conforme incrementa la diferencia de masa en los enlaces.
Este comportamiento estd predicho por los resultados analiticos que se obtuvieron, y esta
relacionado con el fendbmeno de ruptura de la poliada local. En este sentido, se encontré que la
parametrizacion que permite analizar la transicion de forma maés clara y efectiva es una en términos
de las constantes de fuerza y sus diferencias. El parametro estructural x, presenta la misma
tendencia que la diferencia en las constantes, mientras que los parametros dinamicos x; no reflejan
este comportamiento de forma individual; esto indica que los efectos relacionados con
acoplamientos en energia cinética son predominantes. Adicionalmente, los resultados de los ajustes
permitieron confirmar que, de forma general, la transicion a modos locales efectivamente esta
relacionada con la validez de una aproximacion lineal en los desarrollos de los pardmetros
espectroscdpicos normales. Esto se logré mediante el calculo del error asociado a despreciar los
términos de orden cuadratico.

A pesar de su considerable sencillez, el modelo presentado genera una descripcidn espectroscépica
aceptable y permite estimar constantes de fuerza confiables, con la gran ventaja de permanecer en
un esquema local que preserva poliada. Un analisis basado en la diferencia entre las constantes de
fuerza provee de un criterio general para evaluar el grado de localidad en sistemas moleculares.
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